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От переводчиков

Квантовомеханическая теория углового момента заняла прочное место в мате
матическом багаже современной квантовой физики. Чрезвычайно важна ее роль 
как при описании спектров (от молекулярных до адронных, по всей структурной 
иерархии), так и в теории рассеяния. Оказалось, что даже для такого раздела 
теории угловых моментов, как коэффициенты Клебша — Гордана (Вигнера) 
(для сложения двух угловых моментов), существует исключительное разнообра
зие обобщений и связей с различными разделами математики и современной фи
зики.

В развитие теории углового момента большой вклад внесли советские уче
ные. Сюда прежде всего следует отнести Вильнюсскую научную школу во главе 
с А. П. Юцисом, результаты которой (в том числе и оригинальные графические 
методы для сложения угловых моментов) подытожены в хорошо известных 
книгах [1, 2]. Заметный вклад в эту теорию внесли Я. А. Смородинский, 
J1. А. Шелепин и их ученики. В 1972 г. появился их интересный обзор по кванто
вому угловому моменту [3], который ценен тем, что он показывает разносто
ронние связи квантового углового момента с различными разделами физики и 
математики. В 1975 г. вышла хорошая книга Д. А. Варшаловича, А. Н. Моска
лева и В. К. Херсонского [4]. Эта книга фактически является справочником, со
держащим большое количество таблиц и формул теории квантового углового 
момента.

Книга известных американских физиков-теоретиков Л. Биденхарна и 
Дж. Лаука (работающих в области физических аспектов и приложений теории 
представлений групп Ли) по теории углового момента носит, скорее, характер 
учебного пособия. Она написана с большим педагогическим мастерством, содер
жит много исторического и фактического материала. Ряд разделов книги впер
вые включен в монографическую литературу. Сюда прежде всего следует отне
сти четвертую и пятую главы, касающиеся теории поворотов и бозониого исчис
ления.

Важную роль в исследованиях в различных отраслях физики играет теория 
симметрий. Более того, с течением времени значение теории симметрий возрас
тает. Чтобы убедиться в этом, достаточно вспомнить в историческом аспекте 
роль симметрий в физике элементарных частиц. Книга Л. Биденхарна и Дж. Ла
ука написана так, что может служить хорошим введением в современную тео
рию симметрий, причем не только с математической, но и с физической точки 
зрения. Достоинство книги состоит также в описании многочисленных приложе
ний теории углового момента в различных разделах физики: атомной спектро
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скопии, ядерной физике, теории реакций, физике электромагнитных процессов, 
теории молекул и т.д. Этот материал может служить хорошей основой для обу
чения эффективным применениям симметрий в современных задачах физики и 
квантовой химии.

Как известно, квантовая теория углового момента основывается на пред
ставлениях групп SO (3) и SU (2). Однако во многих местах книги (в особенности 
в приложениях) авторы не ограничиваются этими группами. В рассмотрение 
вводятся такие группы, как U(2), U(n), SO(n), Sn . Этот материал и служит мо
стиком, переброшенным между самой простой симметрией (которую представ
ляет собой теория углового момента) и более сложными симметриями.

В американском издании книга входит в состав «Энциклопедии математики и 
ее приложений» ^ и составляет один из томов серии этой энциклопедии «Мате
матика для физики». В переводе книга издается в двух томах, соответствующих 
двум частям однотомного американского издания. Первый том содержит мате
матическую теорию квантового углового момента. Она включает все основные 
математические результаты, относящиеся к геометрическим и алгебраическим 
аспектам углового момента (матрицы углового момента, их сложение, теорема 
Вигнера — Эккарта, коэффициенты Рака, симметрии коэффициентов Вигнера и 
Рака, связывание тензорных операторов и т.д.). Каждая глава сопровождается 
приложениями и обширными примечаниями. В них излагается материал, допол
няющий основное содержание книги. Особый интерес представляют приложе
ния к гл. 5. Во-первых, материал этих приложений впервые опубликован в моно
графической литературе, во-вторых, он допускает широкие обобщения на случай 
произвольных унитарных групп. Второй том посвящен применениям теории 
углового момента в различных разделах физики. Эта часть отличается хорошим 
подбором физических задач, которые решаются с помощью развиваемого в пер
вом томе математического аппарата. В конце второго тома имеется приложе
ние, состоящее из 8  таблиц (содержащих коэффициенты Вигнера (Клебша — 
Гордана) и Рака, сферические функции, операторы Вигнера и Рака и тензорные 
операторы), а также список буквенных обозначений, который очень удобен при 
работе над книгой.

Следует отметить, что данная книга и вышеупомянутая книга Д. А. Варша- 
ловнча и др. [4] органически дополняют одна другую. Поэтому можно рекомен
довать параллельное использование этих книг. Хочется выразить уверенность, 
что перевод книги Л. Биденхарна и Дж. Лаука на русский язык окажет большую 
помощь советским физикам.

Мы хотели бы выразить свою искреннюю признательность проф. Л. Биден- 
харну и проф. Дж. Лауку за содействие при переводе книги.

А. У. Климык, А. М. Гаврилик

11 Encyclopedia of Mathematics and its Applications. /  Editor Gian-Carlo Rota, Addison- 
Wesley Publishing Company, Reading, Massachusetts.
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От редактора энщдатпедаи

Математика состоит главным образом из фактов, которые можно представить 
и описать подобно любому явлению природы. Эти факты, иногда сформулиро
ванные явно в виде теорем, иногда употребляемые по ходу доказательств, со
ставляют основную часть приложений математики и будут существовать всег
да, несмотря на изменчивость направлений и интересов в данной науке.

Цель настоящей Энциклопедии — постараться осветить все области матема
тики. От каждого автора требуется ясное и четкое изложение материала, до
ступное для понимания широкого круга читателей, а также подробная библио
графия. Тома Энциклопедии объединяются в серии, которые соответствуют 
различным областям современной математики; порядок выхода книг в отдель
ных сериях не устанавливается. Число томов и серий время от времени будет пе
ресматриваться и корректироваться.

Мы надеемся, что наше смелое предприятие будет способствовать еще более 
широкому применению математики не только там, где без нее нельзя обойтись, 
но даже в тех областях, где ее следовало бы применять и где из-за недостатка 
информации это пока почти не делается.

Джан-Карло Рота



Изучение симметрий физических систем остается одной из главных областей 
современной теоретической деятельности. Эти симметрии, которые в основном 
выражают геометрическую структуру рассматриваемой физической системы, 
должны быть хорошо проанализированы» для того чтобы понять динамическое 
поведение системы. Наиболее общей задачей является анализ симметрии отно
сительно вращений и поведения физических зеличшз при вращениях. В соот
ветствии с этим каждый гтрсфессиональный физик должен достичь хороших ра
бочих знаний в «теории углового момента».

Кроме того, теория углового момента является прототипом непрерывных 
групп симметрий, многие из которых теперь полезны для классификации внут
ренних симметрий з  физике элементарных частиц. Большая часть интуиции ш 
математического аппарата, развитого з  теории углозого момента, с незначи
тельными изменениями может быть перенесена на исследовательские задачи, 
представляющие интерес в настоящее время.

Если в арсенале физика и имеется'существенная книга, то это хорошая книга 
во теории углового момента. Я натерпелся с несколькими более раюшми раб© 
тамн по этому предмету и потратил много времени, проверяя знаки и коэффици
енты Клебша — Гордая». Талие книга чаще зезго берут аа время и реже всего 
отдают. Я  предвижу нродолжЕтельное использование настоящей прекрасной 
работы.

Хорошая Ешнга по теории углозого момента должна быть до конца надеж
ной и должна налагать матерная -з глубиной а  щ и я о м  вкусом, чтобы вы
явить изящное о р о еш к  предмета. Оригинальность ае должна противопостав
ляться текущей практике, чтобы текст дейс^чвп'ль*10 был полезным.

Настоящая книга, записанная двумн лоре ,т zr~ зс^ныьаи лиящалнетами з  
данной области, удовиегзоряет m  этт*  зр* * цшзе более того. Тонкие
детали и поучительные зоадоеагарш даются ясно в  ненавязчиво. Хроме того, 
подстрочные примечания еэдерзз&т леторн«зесшяй матерная, s которым я прежде 
ае был знаком. Дэе главы — по «теории поворотов» и «бозонному 
исчислению» — являются значительным ш ш ы  добавлением ж педагогической 
литературе но угловому моменту. Большая «аеть лредстазиешой здесь теории 
поворотов развита авторе#®. С земощью этого яодхода очень хорошо ’р азм е
няется понятие -кудасезной грушш». Развитие бозонного исчисления еуществен- 
зы м образом использует « к а ш  Геяьфшца з  дополнение к более ‘традиционным 
схемам Юнга, Этот раздел дает лрйзрасный ярототая для анализа всех компакт
ных груш .
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Теория представлений развивается со всеми подробностями, необходимыми 
для физических приложений. Особенно полным является изложение матриц вра
щений, включая параметризацию углами Эйлера и другие параметризации,име
ющие практическое значение.

Текст заканчивается большой главой, посвященной приложениям; она хоро
шо иллюстрирует силу общего метода исследования. Книгу завершает превос
ходное теоретико-групповое описание спектров сферических молекул. На мой 
взгляд, недавнее подтверждение этой теории в экспериментах по лазерной спект
роскопии высокой разрешающей способности является одним из наиболее эф
фектных подтверждений квантовой теории.

Настоящая монография действительно является книгой для физиков. Тем не 
менее теория дает существенный материал, представляющий интерес и для ма
тематиков. Недавние исследования (например, по неабелевой теории калибро
вочных полей) привели к результатам, имеющим общий интерес как для матема
тиков, так и для физиков.

Tlutmp А . Каррузерс 
Главный редактор серии «Математика для физики»



Предисловие

«Искусство математика — сказал Гильберт^ — состоит в нахождении того 
частного случая, который содержит все зародыши общности». С нашей точки 
зрения, теория углового момента играет роль такого «частного случая» по отно
шению к симметрии (одной из наиболее плодотворных тем современной мате
матики и физики) как «общности». Мы лишь немного исправили бы фразу Гиль
берта, включив наравне с математикой и физику. В предисловии ко второму из
данию своей известной книги «Теория групп и ее приложения к квантовомехани
ческой теории атомных спектров» Вигнер2) привел слова фон Лауе о том, как за
мечательно, что «почти все правила (атомной ) спектроскопии следуют из сим
метрии задачи». Здесь симметрия является симметрией относительно враще
ний,  и правила спектроскопии вытекают из сохранения углового момента. В 
этой монографии мы пытаемся детально остановиться на этих темах.

Тот факт, что данная монография является частью энциклопедии, налагает 
ответственность, к которой мы отнеслись очень серьезно. Эта ответственность 
до некоторой степени подобна ответственности библиотеки. Где-то было сказа
но, что библиотека должна удовлетворять двум условиям. Каждый должен най
ти в ней книгу, которую он ищет; но каждый должен также найти книги, о су
ществовании которых не подозревал. Мы верим, что во многом это относится и 
к энциклопедии, и мы были бы разочарованы, если бы оказалось, что настоящая 
монография не удовлетворяет двум таким условиям. Чтобы выполнить эту за
дачу, мы сочли необходимым разбить нашу монографию на две книги: в одной 
дается «стандартная» трактовка теории углового момента и ее приложений, а в 
другой со всей глубиной рассматриваются фундаментальные понятия предмета 
и связи теории углового момента с другими областями математики 3\

Чтобы выполнить эту ответственную задачу, мы пытались удовлетворить 
как читателей, которые ищут очень детальных ответов на специальные вопросы 
(поэтому мы даем большой предметный указатель и много примечаний и прило-

Цитировано в статье М. Каца «Винер и интегрирование а функциональных про
странствах», Bull. Amer. Math. Soc. 72, 65 (1966)

2) Вигнер E. Теория групп и ее приложения к квантовомеханической теории атомных 
спектров. Пер. с англ. — М.: ИЛ, 1961.

3) Настоящая книга «Угловой момент в квантовой физике» представляет собой пере
вод первой из этих книг. — Прим. перев.
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г-хеиий), так и читателей, которым нужно общее описание предмета, в особенно
сти описание его оригинальных и привлекательны;; аспектов. Это приводит к не
ровному уровню изложения, который изменяется от главы к главе или даже 
знутри одной главы, что совсем непохоже на изложение в учебнике с его равно
мерно возрастающим уровнем трудности. Изменения уровня изложения в осо
бенности характерны для замечаний. Очень часто зги замечания содержат мате
риал, который не был рассмотрен шхи объяснен ранее. Такой материал предна
значен для подготовленного читателя, ш он может быть опущен другими читате
лями. Мы рекомендуем читателю сначала бегло просмотреть книгу, а не начи
нать сразу систематическое ее изучение.

Эти рекомендации относятся также к приложениям. Некоторые приложения 
могут показаться слишком элементарными, тогда как другие находятся на уров
не современных исследований. Область приложений так широка, что мы опреде
ленно оказались не в состоянии уделить достаточно внимания некоторым вопро
сам, но мы надеемся, что некоторые приложения изложены удачно.

При обсуждении отдельный вопросов мы даем больше деталей, чем обычно в 
математических книгах, где сжатость изложения рассматривается как карди
нальное достоинство. Здесь мы следовали заповеди Литлвуда!): «две опущенные 
тривиальности могут привести к тупику».

Мы признаем одну идиосинкразию нашего изложения: мы не используем яв
но методы теории групп сами по себе, но следуем алгебраическому методу, и ес
ли теория групп вообще появляется, то она появляется естественно при разви
тии предмета. Несомненно, что этот метод изложения является реакцией на по
рицание (которое теперь постепенно исчезает), с которым многие физики встре
тили «групповую эпидемию» (Gruppenpest) 2\  В любом случае мы думаем, что 
для некоторых читателей такое изложение делает материал более доступным.

Дадим краткие рекомендации для читателей книги «Угловой момент в кван
товой физике». !) Главы 2 и 3 и части гл. б составляют стандартное изложение 
теории углозош момента, которого достаточно для многих читателей, желаю
щих изучить механику предмета. Используемые методы элементарны, и все из
ложение основано иа фундаментальных коммутационных соотношениях для 
углового момента. 2) Главы 4 н 5 рекомендуются читателю, которому нужен об
щий обзор предмета, включая методы, допускающие широкое обобщение. Па
радоксально, что хоти эти две глазы содержат много нового материала, этот 
материал принадлежит к самому началу разш тия предмета: умножение форм 
Клебрга и Гордаиа а  £ — sj-исчксленне Вейля—  асе это теперь объединяется под 
рубрикой «бозонное исчисление». Приложения, описываемые в гл. 7, полностью 
независимы друг от друга, ш их можно понять, исходя из результатов гл. 3.

Л. Биденхарн 
Дж. Лаук

Литлвуд Дох. Математическая смесь. — М.: Фазматпаз, 1962 (курсив Литлвуда).
2) Wybourne D. G.., Int.J.Quant.Chem., Symposium No. 7, 35 (1973). Групповая эпиде

мия вчера, сегодня и завтра.



ГЛАВА

Введение

Квантовая теория углового MOIviSHTSU, p3,3BIiT£lSu главным образом Е. Вигнером и 
Д. Рака, стала совершенно необходимым предметом для работающего физика 
независимо от специализации — физика твердого тела, молекулярная физика, 
атомная физика, физика ядра или даже физика адронной структуры. Теория 
углового момента ке менее ценна для специалистов по теоретической и матема
тической физике и для математиков как один из первых примеров далеко идущей 
силы и великой красоты симметрийного подхода, который лежит в основе тео
рии углового момента и обобщает ее.

Понятие углового момента, первоначально определенного аак момент им
пульса (Z = г х  р ) , появилось з  классической мехашк® очень' рано. (Второй за
кон Кеплера фактически в точности содержит это понятие.) Тем не менее для 
развития классической механики угловой момент был ничем по сравнению с той  
центральной ролью, которую это понятие играет в квантовой физике. Вигнер [11 
заметил, например, что большинство книг по механике, написанных в начале 
столетия (и даже позднее), не упоминает общей теоремы сохранения углового 
момента. Хорошо известная «История физики» Кайори [2J (издание 1929 г.) фак
тически находится на половине пути к сохранению углового момента.

Почти очевидно, что понятие углового момейта может иметь большее значе
ние в квантовой механике. Квант действия Планка h имеет в точности размер
ность углового момента, и, более того, гипотеза квантования Бора определи
ла, что единица (орбитального) углового момента есть h =sh/2ir. Ясно, что тео
рия углового момента и квантовая физика тесно связаны друг с другом.

Можно различать две основные причины, лежащие в основе этого изменения 
важности углового момента а квантовой механике. Первая причина, которая при
менима в некоторой степени я к классической механике, состоит в постепенном 
изменении концептуальных рамок, что привело к замене законов движения Нью
тона уравнениями Лагранжа (а позже уравнениями Гамильтона). Вторая причи
на относится к квантовой механике и касается квантового донятая состояния. 
Обсудим кратко эти две причины, хотя полностью удовлетворительная трак
товка лежит вне рамок этой монографии.

Сдвиг концентрации внимания от законов движения Ньютона к лагранжевой 
формулировке был до некоторой степени прагматичным (он устранял голоном- 
ные ограничения), но первоначально мотивировался концептуальным обобще-

!) Мы обсуждаем это более детально в примечании 3, гл. 7.
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зхений), так и читателей, которым нужно общее описание предмета, в особенно
сти описание его оригинальных и привлекательных аспектов. Это приводит к не
ровному уровню изложения, который изменяется от главы к главе или даже 
внутри одной главы, что совсем непохоже на изложение в учебнике с его равно
мерно возрастающим уровнем трудности. Изменения уровня изложения в осо
бенности характерны для замечаний. Очень часто зги замечания содержат мате
риал, который не был рассмотрен илн объяснен ранее. Такой материал предна
значен для подготовленного читателя, ш он мозхет быть опущен другими читате
лями. Мы рекомендуем читателю сначала бегло просмотреть книгу, а не начи
нать сразу систематическое ее изучение.

Эти рекомендации относятся также ж приложениям. Некоторые приложения 
могут показаться слишком элементарными, тогда как другие находятся на уров
не современных исследований. Область приложений так широка, что мы опреде
ленно оказались не в состоянии уделить достаточно внимания некоторым вопро
сам, но мы надеемся, что некоторые приложения изложены удачно.

При обсуждении отдельных вопросов мы даем больше деталей, чем обычно в 
математических книгах, где сжатость изложения рассматривается как карди
нальное достоинство. Здесь мы следовали заповеди Литлвуда1': «две опущенные 
тривиальности могут привести к тупику».

Мы признаем одну идиосинкразию нашего изложения: мы не используем яв
но методы теории групп сами по себе, но следуем алгебраическому методу, и ес
ли теория групп вообще появляется, то она появляется естественно при разви
тии предмета. Несомненно, что этот метод изложения является реакцией на по
рицание (которое теперь постепенно исчезает), с которым многие физики встре
тили «групповую эпидемию» (Gruppenpest) 2\  В любом случае мы думаем, что 
для некоторых читателей такое изложение делает материал более доступным.

Дадим краткие рекомендации для читателей книги «Угловой момент в кван
товой физике». 1) Главы 2 и 3 и части гл. 6 составляют стандартное изложение 
теории углового момента, которого достаточно для многих читателей, желаю
щих изучить механику предмета. Используемые методы элементарны, и все из
ложение основано на фундаментальных коммутационных соотношениях для 
углового момента. 2) Главы 4 м 5 рекомендуются читателю, которому нужен об
щий обзор предмета, включая методы, допускающие широкое обобщение. Па
радоксально, что яотя эти две главы содержат много нового материала, этот 
материал принадлежит к самому началу развития предмета: умножение форм 
Клебша и Гордана a £ — ч-исчксление Вейля—  зсе это теперь объединяется под 
рубрикой «бозонное асгасление». Приложения, описываемые в гл. 7, полностью 
независимы друг от друга, ж ш  можно понять, всзаодя из результатов гл. 3.

Л. Биденхарн 
Дхс. Лаук

!) Литлеуд Д:х. Математическая смесь. — М.: Физматгиз, 1962 (курсив Литлвуда).
2) Wybourne D. G.., Int.J .Quant.Chem., Symposium No. 7, 35 (1973). Групповая эпиде

мия вчера, сегодня и завтра.



ГЛАВА I

Введение

Квантовая теория углового момента, развитая главным образом Б. Вигнером я  
Д. Рака, стала совершенно необходимым предметом для работающего физика 
независимо от специализации — физика твердого тела, молекулярная физика, 
атомная физика, физика ядра шш даже физика адронной структуры. Теория 
углового момента не менее ценна для специалистов по теоретической и матема
тической физике и для математиков как один из первых примеров далеко идущей 
силы и великой красоты симметрийного подхода, который лежит в основе тео
рии углового момента и обобщает ее.

Понятие углового момента, первоначально определенного как момент им
пульса (L = F х  р ), появилось а классической межашк® очень' разо. (Второй за
кон Кеплера фактически в точности содержит это понятие.) Тем не менее для 
развития классической механики угловой момент был ничем по сравнению с той 
центральной ролью» которую это понятие играет в квантовой физике. Вигнер [1] 
заметил, например, что большинство книг по механике, написанных в начале 
столетия (и даже позднее), не упоминает общей теоремы сохранения углового 
момента. Хорошо известная «История физики» Кайори [21 (издание 1929 г.) фак
тически находится на иоловине пути к сохранению углового момента.

Почти очевидно, что понятие углового момейта может иметь большее значе
ние в квантовой механике. Квант действия Планка h имеет в точности размер
ность углового момента, и, более того, гипотеза квантования Бора  ̂определи
ла, что единица (орбитального) углового момента есть h =h/2v.  Ясно, что тео
рия углового момента и квантовая физика тесно связаны друг с другом.

Можно различать две основные причины, лежащие в основе этого изменения 
важности углового момента а квантовой механике. Первая причина, которая при
менима в некоторой степени и к классической механике, состоит в постепенном 
изменении концептуальных рамок, что привело к замене законов д в и ж е н и я  Нью
тона уравнениями Лаг рай ж а (а позже уравнениями Г амильтона). Вторая причи
на относится к квантовой механике и касается квантового понятия состояния. 
Обсудим кратко эти две причины, хотя полностью удовлетворительная трак
товка лежит вне рамок этой монографии.

Сдвиг концентрации внимания от законов движения Ньютона к лагранжевой 
формулировке был до некоторой степени прагматичным (он устранял голоном- 
ные ограничения), но первоначально мотивировался концептуальным обобще-

Мы обсуждаем это более детально в примечании 3, гл. 7.
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нием (например, он устранял особую роль декартовых координат). Эта тенден
ция продолжается даже сегодня, потому что, как указал Лихнерович [3], анали
тическая механика Лагранжа, дав первые примеры естественных дифференциру
емых многообразий произвольной размерности, начала развитие раздела, кото
рый теперь называется дифференциальной геометрией [4 — 6 ].

Чтобы оценить значение этого изменения точки зрения, напомним, что пер
воначально угловой момент рассматривался как важное понятие на том основа
нии, что он является (для центральных сил) сохраняющейся величиной, точно 
так же как аналогичное сохранение линейного импульса дало смысл этому поня
тию. Но истинное значение и глубина концептуального изменения стали очевид
ными только тогда, когда Хамель [7] в 1904 г. установил, используя формули
ровку механики Лагранжа и Гамильтона, что между законами сохранения линей
ного импульса и углового момента и фундаментальными симметриями про
странства и времени существует связь (см. примечание 1).

Для изолированной системы с необходимостью имеем симметрию, которая 
следует из однородности (инвариантности относительно пространственных 
трансляций) и изотропности (инвариантности относительно вращений) про
странства; таким образом, лагранжиан инвариантен относительно трансляций и 
вращений, и, следовательно, мы получаем законы сохранения линейного импуль
са и углового момента.

Эта фундаментальная связь между принципами симметрии и законами сохра
нения достигла высшей точки в классической общей теореме Нётер [8 ] (см. приме
чание 1), связывающей общие свойства инвариантности лагранжиана как с со
храняющимися величинами, так и с соответствующими законами сохранения 
[9].

Такие результаты сильно увеличили концептуальное значение углового мо
мента, и этот урок с тех пор был так хорошо усвоен, что «сохранение углового 
момента» я «инвариантность при вращениях» в настоящее время рассматрива
ются фактически как синонимы.

Важно заметить, однако, что такие крайние взгляды не вполне оправданны, 
потому что, как подчеркнул Вигнер [10], инвариантность уравнений движения, 
например, относительно вращений не предполагает сохранения углового м о
мента. Существование лагранжиана (или соответственно гамильтониана) явля
ется фактически существенным в установлении связи между симметрией (инва
риантностью) и законами сохранения. Обратно, мы видим отсюда значение кон
цептуального отхода от механики Ньютона (например, уравнений движения 
Ньютона).

Замечания, а) Существует прекрасная иллюстрация мысли, высказанной в по
следнем абзаце. Рассмотрим движение частицы в вязкой среде. Энергия такой 
частицы не сохраняется, хотя уравнения движения в действительности инвари
антны относительно временных перемещений. (Этот пример взят из работы [10]; 
пример для углового момента дан в работе [1 1 ].)

б) Когда рассматриваются законы сохранения импульса и углового момента 
для систем частиц, взаимодействующих посредством электромагнитного поля с( 
зарядами и магнитами, то возникает много кажущихся парадоксов даже на клас
сическом нерелятивистском уровне. Прекрасное обсуждение нескольких таких
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псевдопарадоксов дано в обзоре Ферри П2], где, в частности, рассматриваются 
классический эксперимент Траутона — Нобла и более поздние примеры Шок
ли — Джеймса по «скрытому» моменту.

Вторая причина большего значения углового момента в квантовой физике, 
чем в классической физике, как упомянуто выше, состоит в изменении понятия 
состояния. В квантовой механике состояния системы являются векторами (точ
нее лучами) в сепарабельном гильбертовом пространстве; в соответствии с этим 
имеем (аксиоматически) возможность взятия линейной суперпозиции векторов 
состояний. Справедливость принципа суперпозиции является одной из характер
ных особенностей квантовой механики, и, как подчеркнул Дирак [13], эта супер
позиция качественно отлична от любого вида классической суперпозиции (кото
рая может наблюдаться в классической линейной системе).

Чтобы оценить всю глубину различия, обусловленного суперпозицией кван
товых состояний, рассмотрим, например, кеплерову орбиту электрона, движу
щегося вокруг протона в атоме водорода. В классической физике вращательная 
симметрия задачи (протон определяет центр вращения) означает просто, что по
вернутая орбита с произвольной ориентацией также дает разрешенное движе
ние, имеющее ту же энергию. Эта «новая» информация довольно очевидна и не 
очень полезна

В противоположность этому в квантовой физике тот факт, что повернутый 
вектор состояния также является разрешенным состоянием с той же энергией, 
теперь вытекает из принципа суперпозиции: первоначальное состояние может 
быть подвергнуто суперпозиции с множеством состояний, порожденных враще
ниями, чтобы дать в общем новые состояния, имеющие простые свойства отно
сительно вращений (например, инварианты вращений). Именно зта возмож
ность является фундаментально новой в квантовой механике.

Таким образом, то, что в квантовой физике состояния образуют линейное 
многообразие, является гипотезой, которая изменяет роль симметрии от инте
ресного наблюдения, каким она была в классической физике, до важного кон
структивного метода большой силы и гибкости. Таким же значимым для данной 
монографии является тот факт, что методы симметрии важны не только для 
векторов состояний квантовой физики, но также для квантовомеханических опе
раторов. (Из наблюдений очевидно, что множество линейных преобразований 
векторного пространства само является векторным пространством.) Таким об
разом, операторы квантовой механики, которые с необходимостью являются 
линейными, что следует из сопоставления физических измерений с операторами, 
могут быть классифицированы по их симметрии. Эта концепция приводит к по
нятию тензорных операторов (рассматриваемых подробно з гл. 3 я последую
щих главах).

Тот факт, что в квантовой механике векторы состояний образуют линейное 
многообразие, приводит к замечательному усилению связи между законами со-

 ̂ Тот факт, что с точки зрения классической физики орбита может иметь любую ори
ентацию, безусловно, содержит парадокс (для классического атома водорода), который 
решен только квантовой меканикой ([14], с, 798). А именно: с этим бесконечным числом 
ориентаций, если они существуют, додяша быть связана нулевая энтропия.
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хранения а  щ ш ш а ш  аввдтаагг&эсгз»: жсс-яь* ^сх^ангнил теперь следуют из 
основнш  кянет т т есхая хокцещ ой  <[11, srp. Щ . Созывается, что нреебразо- 
загвя симметрий играют дзс -о оль з ззаатозей адекашае: генераторы ан- 
финитезимальЕКХ зреобразс: _  шмэтрий 26 только побеждают преобразо
вания, но и самк являются г: азкво зеетгжнаьаи. Именно з  этом послед
нем аспекте симметрии з  аваитожш механик- ^ — з  заходят основу для алге
браических хонакщнй (алгебра генераторов трш, например операторы 
углового момента L) з  протявоЕСлс-ззсЕоетг» г  у^л^аей (групповой) концепции 
симметрии. Эта лекальная, алгебраическая т«^.а ^ ~азя  является общей точкой 
зрения з  данной монографии.

Теперь мы можем понять центральную ролл, которую играет угловой мо
мент з квантовой физике, как это следует аз заглавия данной монографии, так 
как мы задам, что значение углового момента прямо базируется на кинематиче
ских концепциях, характеризующих саму хзантовуга физику. Таким образом, для 
иерелятивистской физики, освсзаш ой на кинематике относительности Ньюто
на, мы находим, что группой аавариаатаых преобразований является группа Га- 
лилея; для релятивистской физика мы змеем относитзльность Эйнштейна, где в 
роли группы инвариантных преобразований зыетупает группа Пуанкаре. Как 
рассмотрено зьш е, эти кшематзиесгаг симметрии предполагают сохраняемые 
величины теории; з  частности, з обеих относительностях сохраняемой величи
ной является угловой момент. (Читабельное ж авторитетное изложение зтой 
точки-зрения дано з работе [15].)

Из этих результатов следует, что угловой момент играет фундаментальную 
роль в физике, роль , которая сохраняется при переходе от относительности 
Ньютоне к относительности Эйнштейна. 3  обеих относительностях угловой 
момент является сохраняемой величиной, связанной с изотропией 
простражглва-времени (см. примечания 2 к 3).

Примечания
1. Краткий обзор литературы» отражающий развитий связи между законами со
хранения а инвариантностью лагранжиана от Лксбя 3842 г.) до Бесселя я Хаге
на (1921' г.), дан з работе Хаутаапеля и др. [11] {сгл. примечание 20 з этой 
работе). Полное обсуждение инварнантзостн л  езымстрш  'ограниченное клас
сической физикой) дали Карату я др. {Щ.

2. Поскольку йш сделали такой узор ха ззаченже дриицапа суперпозиции з 
теории симметрия, вызывает удивление и, зерсаггйо, аронию тот факт, что 
угловой момент дает также пример противоположного результата: разбиение 
гильбертова пространства квантовых состояний на некамбинирующиеся мно
жества» (Это составляет правило суперотбора.) Пример, вытекающий из тео
рии углового момента, состойт в разбиении на состояния с зояуцепыми угловы
ми моментами и состояния с целыми угловыми моментами. Это разбиение (тео
рема Паули — Людерса э епш е я статистике) езязаао с разбиением на различ
ные типы частиц, имеющих бозонные и фермигл-шые свойства. (Это правило су
перотбора обсуясдается з работе £20], разд. 1 гл. 5.)
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3. Внутренний угловой момент является классическим нерелятивистским по
нятием (это следует из аддитивности генераторов галилеевой симметрии). Су
ществование дискретного внутреннего углового момента является стандартным 
результатом классической нерелятивистской теории поля, что ясно из существо
вания скалярных волн (отсутствие внутреннего углового момента) и векторных 
волн с продольной и (или) поперечной поляризациями (единичный внутренний 
угловой момент).

Хепп и Йенсен [17] показали, что внутренний угловой момент 1/2 также явля
ется классическим нерелятивистским теоретико-полевым понятием. Доказывая, 
что историческое развитие корпускулярной картины катодных лучей (электро
нов) было в большой степени результатом недостаточной чувствительности экс
периментальных приборов, они построили на основании экспериментальных 
фактов логически допустимую классическую теоретико-полевую интерпрета
цию, которую затем проквантовали с помощью процедуры Жордана — Клей
на — Вигнера (так называемое вторичное квантование). Пои этом Хепп и Йенсен 
выяснили несколько неправильных истолкований классической роли спинорных 
полей.

Систематическое использование подхода галилеевых симметрий (такого, ко
торый дан Леви-Леблондом [18]) является таким же справедливым путем для 
выяснения этих концепций. В обоих подходах показывается, например, что ап
проксимированный g-фактор электрона (gs = 2) никак не является (Пуанкаре) 
релятивистским результатом и может легко следовать из линейного ковариант- 
ного (относительно группы Галилея) волнового уравнения. (Как заметил Фейн
ман, ~р-/2т (нерелятивистская кинетическая энергия) иначе может быть записа
на в спинорной форме (<т ■ р ) г/2т,  где а — спиновый вектор Паули. Тогда 
р  — р  — е А / с  приводит Kgs = 2 .)

Неформальный обзор (Леви-Леблонда) показывает, что примерно в 40 из 46 
просмотренных книг по физике ошибочно указывается, что спин 1 / 2  и (или) 
gs =  2  есть результат специальной теории относительности.

Подход галилеевых симметрий естественным образом приводит к уравне
нию Шредингера. Однако группа инвариантности самого уравнения Шредингера 
приводит к большей структуре симметрий (см. работы [19] и цитируемую там 
литературу).
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Кинематика вращений

1. Введение
Целью этой главы является обсуждение кинематики вращений; под этим выра
жением мы понимаем описание физических объектов при вращении. Несмотря 
на кажущуюся простоту предмета, оказывается, что кинематика вращений име
ет некоторые тонкости (см. разд. 3 и 4).

Существенный элемент описания физических систем заключается в связи ма
тематической модели с лежащим в основе пространством [1]. Эту связь необхо
димо постулировать, и она в конечном счете является предположением о спра
ведливости данной системы относительности. Начнем с пространственных кон
цепций, постулированных в системе относительности Ньютона. Математиче
ская модель, которая связывается с этой физикой, состоит в том, что физические 
(массивные) точки отождествдяются с точками, принадлежащими трехмерному 
евклидову пространству Е  (3). Термин «трехмерность» означает, что точка 
является тройкой вещественных чисел: точка <->к ={хх, х 2, х3), где x t е  IR ; тер
мин «евклидово пространство» означает, что при пространственных симметри
ях, принадлежащих релятивистской группе, все расстояния между точками со
храняются (следовательно, сохраняются все длины и все углы).

Симметрии евклидова пространства могут быть составлены из двух частных 
симметрий: а) трансляций, которые перемещают все точки одинаково: 
к — к ' =  к +  а , а  =  (а^, а2, а3), и б) вращений и отражений, которые остав
ляют фиксированной одну точку; вращения сохраняют ориентацию, тогда как 
отражения (Картан [2]) превращают ее в противоположную.

2. Свойства вращений
Хорошо известно, что евклидова симметрия, оставляющая фиксированной од
ну точку, оставляет фиксированными все точки некоторой прямой, проходя
щей через эту точку. В соответствии с этим вращение является евклидовой сим
метрией, характеризуемой осью  (обозначаемой единичным вектором Я), углом  
вращения ф и направлением вращения вокруг оси (вращение всегда берется по 
правилу «правого винта»). Вращение мы обозначаем £%(Ф, Я) или Зё, если его 
смысл ясен.

Из геометрических соображений можно всегда получить общий результат 
для преобразования заданного вектора г (определенного как направленный от-
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Кинематика вращений

1. Введение
Целью этой главы является обсуждение кинематики вращений; под этим выра
жением мы понимаем описание физических объектов при вращении. Несмотря 
на кажущуюся простоту предмета, оказывается, что кинематика вращений име
ет некоторые тонкости (см. разд. 3 и 4).

Существенный элемент описания физических систем заключается в связи ма
тематической модели с лежащим в основе пространством [1]. Эту связь необхо
димо постулировать, и она в конечном счете является предположением о спра
ведливости данной системы относительности. Начнем с пространственных кон
цепций, постулированных в системе относительности Ньютона. Математиче
ская модель, которая связывается с этой физикой, состоит в том, что физические 
(массивные) точки отождествляются с точками, принадлежащими трехмерному 
евклидову пространству Е  (3). Термин «трехмерность» означает, что точка 
является тройкой вещественных чисел: точка <->я , х2, лг3), где x t е  IR ; тер
мин «евклидово пространство» означает, что при пространственных симметри
ях, принадлежащих релятивистской группе, все расстояния между точками со
храняются (следовательно, сохраняются все длины и все углы).

Симметрии евклидова пространства могут быть составлены из двух частных 
симметрий: а) трансляций, которые перемещают все точки одинаково: 
к — X' =  X +  а , а  =  (<7j , а2, а3), и б) вращений и отражений, которые остав
ляют фиксированной одну точку; вращения сохраняют ориентацию, тогда как 
отражения (Картан [2]) превращают ее в противоположную.

2. Свойства вращений
Хорошо известно, что евклидова симметрия, оставляющая фиксированной од
ну точку, оставляет фиксированными все точки некоторой прямой, проходя
щей через зту точку. В соответствии с этим вращение является евклидовой сим
метрией, характеризуемой осью  (обозначаемой единичным вектором Л), углом  
вращения ф и направлением вращения вокруг оси (вращение всегда берется по 
правилу «правого винта»). Вращение мы обозначаем (ф, Л) или 3%, если его 
смысл ясен.

Из геометрических соображений можно всегда получить общий результат 
для преобразования заданного вектора г (определенного как направленный от
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резок с началом з точке {0 , 0 , 0 ) и с концом в точке (х, у , z)) при вращении V 
(оставляющем фиксированным начало). Компонента вектора г вдоль п должна 
оставаться неизменной: (п • 7 )п  — (Я • 7)п.  Перпендикулярная компонента 
г — (гг ■ г)Л поворачивается на угол ф и подобно каждому вектору, перпендику
лярному Я, может быть выражена (после вращения) как линейная комбинация 
F х  Лиг*— (й • г)Я. Находим

г -  (п • ?)п -»• [г -  (п • r)n} cos ф + ( n x r )  sin ф,
поэтому
Я(ф,п):  г - * ?  — Щф, n)r = г соs 6  + п(п f)( 1 — cos ф) +  (и и г) sin ф. (2 . 1 ) 
Это полезное соотношение для обсуждаемых вращений векторов.

Этот результат может быть использован для получения характеристических 
векторов вращения. Прямо проверяется, что

&%(ф,п)(р + iq) = е - 1ф(р + iq),
Щф, п)(р -  iq) =  г 1ф(р -  iq),

М(ф,п)п = п, (2 .2 )

где р а д  — любые единичные векторы, перпендикулярные Л, такие, что (Л, р,  4 ) 
составляют правостороннюю тройку перпендикулярных единичных векторов. 
Таким образом, собственными значениями вращения &  (ф, ft) являются 1 , е'ф, 
е~ ‘ф.

С геометрической точки зрения вращение &  является линейным преобразо
ванием векторов с двумя свойствами:

f  ' s —* Sir ■ Ж  =  г ■ s,
r x s  = Щ гх$ ) .  (2.3)

И наоборот, любое линейное преобразование евклидова пространства с этими 
свойствами является вращением.

Вращения образуют группу. Мы ввели вращения как евклидовы симметрии. 
Чтобы заключить, что вращения образуют группу, необходимо только пока
зать, что два вращения, имеющие общий центр, образуют комбинированное 
вращение (с тем же центром). «Произведение» двух вращений ^  и (обозна
чаемое является преобразованием (симметрией), получаемым путем дей
ствия сначала а потом ^ . Это произведение (как прямо следует из геомет
рических рассмотрений или из определения евклидовой группы) ассоциативно: 
(£%х&2)&ъ = ^ ( ^ j ^ j ) .  Вращением, обратным к .5? (ф, п), является & ( — ф, 
п У, оно также обозначается Й? ~ 1(ф, Я). Тождественное вращение является вра
щением на угол ф = 0  (т.е. вращение не производится).

J> Выражения «вращать» и «вращение» иногда используются в более широком смыс
ле, чем здесь. Например, о юле говорят, что она может «вращаться внутри площадки» 
([2а], стр..9). Это не вращение в том смысле, в котором используем это понятие мы, так 
как ось не является постоянной в процессе движения. (В действительности юла может 
быть непрерывно переведена в любую точку площадки.)
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Вращения, имеющие общую  оса, образуют абелеву (коммутативную) под
группу:

Щф1,п)Щф2,п) = @(ф2,п )Щф1;п} =  Щф\  +  ф2,п). (2.4)
В обшем вращения ие коммутируют.

Вращения, имеющие общий угол, удовлетворяют соотношению для класса 
углов  ([3], с. 150): -УЗё (ф, А) ^ ~ 1 =  Ш(ф, с/А) ,  где •У'— вращение, переводящее 
ось вращения А в новую ось вращения А' =  -УА.

Полезным применением этого результата является доказательство следую
щего тождества для двух последовательностей вращений:

&'„■■■ 0&г®1 =  ■■■&'* (2.5)
где Шк — вращение на угол фк вокруг пк, а &  ' к — вращение на угол фк вокруг 
А'к =  ( ^ t _  j. . .& i & ] ) ~ lAk (* =  2 ,. . ., п)и А{  = п1.

Описанная выше геометрическая точка зрения фокусирует внимание на точ
ках, рассматриваемых как материально существующие, и на преобразованиях, 
которым они подвергаются. Менее интуитивным, но более сильным, является 
аналитический подход, который фокусирует внимание на трех числах, сопостав
ляемых с любой точкой. В этом подходе три числа являются связью между дву
мя структурами: точкой, определяемой тремя числами, и системой отсчета, по 
которой определяются числа. Система отсчета, обозначаемая F  =  {ёх, ё2, е3), 
состоит из векторов е, (/ =  1 , 2 , 3), которые имеют общее начало, единичную 
длину (е; • =  1), взаимно ортогональны (е;- ■ i j  = 0 , / Ф j )  и ориентированы 
(ёх = ёг X ё3). Используя систему отсчета F, для тройки чисел я = (х{, х 2, х г),
ассоциированных с точкой я, имеем х ^ х -  где х  обозначает вектор от нача
ла до точки к.

В аналитическом подходе различают два разных смысла преобразования: ак
тивный и пассивный. Согласно активному смыслу, каждая точка преобразуется 
в новую точку. Физическое значение состоит в том, что физические массивные 
точки передвигаются в новые положения. Согласно пассивному смыслу, изменя
ется координатная система, поэтому (неизменные) точки получают новые коор
динаты. Физическое значение состоит в новом описании без какого-нибудь физи
ческого изменения **.

Вращения как матрицы. Вращение &  имеет хорошо определенное действие 
на каждый из единичных векторов, определяющих систему отсчета. Таким об
разом, с вращением &  можно ассоциировать 3 х 3-матрицу R, считая, что 
число Rjj т ё' ■ &  ёj является элементом, лежащим на пересечении у'-го столбца 
и /-й строки матрицы R. Каждому вращению &  соответствует матрица R.

Действие вращения &  на произвольный вектор х  =  £  x iei теперь может
i

быть записано так: & х  =  ( £  R - x ^ i j .  Записывая векторыхя 31 х  =  х '  как

Естественно выражать это различие преобразований латинскими выражениями 
“alias” и “alibi”. Чтобы согласовать их с предыдущими выражениями, заметим, что “alias” 
происходит от alias dictus (лат.), означающее «иначе называемый», так что “alias”- 
преобразоваиие является пассивным. “Alibi” происходит от ali-ubi (лат.), означающего 
«где-нибудь» илн «в другом месте»; ясно, что это согласуется с активным преобразовани
ем.
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матрицы с одним столбцом х =  col (лгр х 2, х3), Ж' = col (xj, х'2, х^), получаем 
матричное уравнение X' — Их.  Таким образом, получаем соответствие &  —■ R 
между вращениями и матрицами, такое, что произведение & 2 двух вращений 
соответствует произведению R XR 2 матриц. Говорят, что соответствие &  — R 
является представлением группы вращений.

Переформулировка вращений в этих терминах приводит к следующему ре
зультату для матриц:

Я{ф, п) -» К(ф, п) =  1 j + N  sin ф + N 2( 1 -  cos ф). (2.6)
Здесь 11 з — единичная 3 х  3-матрица, а N  — антисимметричная матрица, опре
деленная осыо вращения ft: N = —eijknk , где гцк равно +  1 и — 1 для четной и 
нечетной перестановок (/, j ,  к) чисел (1 ,2 , 3) соответственно и 0 в других случаях. 
'' Этот результат для матрицы R(<t>, п) показывает, что 3 X 3-матрицы, пред
ставляющие вращение, являются вещественными ортогональными (R  =  R ~ 1, 
где тильда обозначает матричную транспозицию) и собственными (det R  =  1). 
Обозначим эту группу матриц через SO (3). (Тот факт, что каждая вещественная 
собственная ортогональная матрица имеет вид (2.6), доказывается в разд. 6 .)

Подчеркнем, что представление вращения 3$ вещественной собственной ор
тогональной 3 х 3-матрицей определяется относительно фиксированной систе
мы отсчета F — ( ё | , ё2, ё}). В следующем разделе мы рассмотрим более труд
ный вопрос, относящийся к обратному соответствию, а именно, определяет ли 
такая матрица единственное вращение.

3. Конструкция Дирака
В этом разделе мы хотим обсудить кажущийся простым вопрос из кинематики: 
является ли отображение вращений на собственные ортогональные матрицы 
&  — R взаимно однозначным или нет? Иначе этот вопрос формулируется так: 
является ли вращение на угол ф — 2чг вокруг любой оси физически эквивалент
ным тождественному вращению?

Из (2.1) однозначно следует, что ;М (ф + 2кп,  п) =  Зё (ф, п) (к  = 0 ,±  1, 
±  2 , . . .); но напомним, что в действительности это тождество для вращений, 
действующих на векторы: &  (ф + 2kir, п)г~ = Зё (ф, п)г~где f — произвольный 
вектор. Таким образом, вращение на 2к эквивалентно тождественному враще
нию для набора физических массивных частиц, свойства которых определяются 
соответствующим набором одновременных векторов положения. Мы всегда мо
жем отобразить вращения таких массивных точек на собственные ортогональ
ные матрицы, введя систему отсчета F. Но это оставляет открытым вопрос: яв
ляется ли вращение на 2ж эквивалентным тождественному вращению для всех 
мыслимых физических объектом, а следовательно, является ли группа вращений 
эквивалентной группе собственных ортогональных матриц?

Дирак дал очень изобретательную конструкцию чтобы продемонстриро
вать, что для твердых тел вращение на 2ж не эквивалентно тождественному

^ Эта конструкция является частью широко распространенного предания в физике, хо
тя Дирак никогда его не публиковал. (Ньюмен [4], как мы нашли, первым цитировал его.) 
Мы признательны проф. Мерцбшсеру, который сообщил нам об этой конструкции.
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вращению, а что вращение на 4*- эквииипешпно тождестьетюму вращению. 1£»у- 
дет показано, что этот факт справедлив для координатных систем, так ;ке как 
для твердых тел, причем посредством этого (как будет рассмотрено) определя
ется совсем неожиданный кинематический признак координатной системы — ее 
версия (version) [5].

Как мы покажем, понятие твердого тела (н е п р о н и ц а е м о й  области про
странства) в противоположность понятию .жесткого тела (фиксированные рас
стояния между массивными точками), является существенным в этом построе
нии.

Рассмотрим произвольное твердое тело и сьсбоцном пространстве; дли про
стоты предположим, что это куб (с помеченными сторонами, чтобы он был 
асимметричен). При построении Дирака фиксируют*:» < .н«ш на кубе путем при
крепления к каждой тонкой свободно растяжимой нитн; другие концы нитей 
прикреплены к фиксированной системе отсчета. Для определенности используем 
расположение, показанное на рис. 2.1.

Система отсчета {треяарадка)

Выполним теперь вращение твердого тела на 2тг вокруг любой осн. Нити ста
новятся безнадежно запутанными, и никакие манипул>щ>ш не могут на распу
тать. (Тело и система отсчета должны оставаться неподвижными, а нити не дол
жны проходить через тело или ребра.) Однако замечательно, что если ш  по
вернем еще на 2л- (т.е. начнем все сначала я сделаем поворот на 4х вокруг любой 
оси), то подходящая манипуляция нитей приводит  к распу гыванию, ио'шращая 
в точности к первоначальной конфигурации

Предлагаем читателю выполни сь этот эксперимент самостоятельно. В эквивалент
ном варианте этого построения используется связка нитей. Поверните связку на 4w «округ 
оси, скажем вдоль длины связки, и, оставляя ориентации связки фиксированными, перене
сите конец системы вокруг конца связка.
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На рис. 2.2 операция распутывания шести нитей после вращения на 
4т иллюстрируется последовательными диаграммами. Твердое тело здесь пред
ставлено фиксированным треугольником, а система отсчета — подвижным тре
угольником. Из этих диаграмм видно, что существенной операцией (как показа
но также в примечании на предыдущей странице) является операция переноса ни
тей вокруг твердого тела.

Сколько нитей нужно? В примечании мы дадим анализ этой конструкции, ко
торый приводит к следующему заключению: минимальное число нитей для кон
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струкции равно трем. Легко проверить, что для меньшего числа нитей запуты
вание путем вращения на 2чг всегда может быть распутано (рис. 2.3).

На основе этого анализа мы можем теперь сделать заключение, которое мы 
получаем из построения Дирака. Реальный im p  тлеет следующие кинематиче
ские свойства-, а) координатная система при вращении на 2и вокруг лю бой оси в 
принципе отличима от неповернутой системы координат и 5} координатная 
система при вращении на 4ж вокруг любой оси неотличима от неповернутой 
системы. Это свойство системы мы называем ег версией (version) (термин вве
ден Мизнером и др. [5], с. 1148).

В приведенном обсуждении мы подчеркнули, что понятие твердого тела (в 
том смысле, в котором мы его используем) существенно для построения Дирака. 
В качестве иллюстрации этого на рис. 2.4 показано, как можно распутать нити 
после вращения на 2 тг, хогда жесткое тело (фиксированы расстояния между мас
сивными точками с проницаемыми областями между ними) содержит три мас
сивные точки. Второе свойство также выявляется путем рассмотрения рис. 2.4: 
если массивные точки соединить непроницаемыми линиями, то  распутать нити 
все же возможно, как показано на рис. 2.5. Таким образом, твердое тело в кон
струкции Дирака является непроницаемой областью пространства, имеющей 
конечный размер (3-симплекс) (см. также [6], с. 165).

Замечания, а) Результат Дирака нужно отличать от подобного поведения 
спиноров при вращении. Как мы увидим (в разд. 4), спиноры являются точенны
ми объектами в противоположность объектам в конструкции Дирака, которые 
должны иметь конечный размер, б) Если мы теперь обратимся к нашему перво

Зращеняе ж  Zst

РИС. 2.3.

Массивные
точки

Рамка.
РИС. 2.4.
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начальному нощхк.-у, то увидим, что отображение: вращения (.5? ] — 3 х  3- 
матрицы i Л1 j являе'гся отображением одни в один, если мы рассматриваем вра
щения то-нж, н отображением два а один, если мы рассматриваем вращения фи- 
тчеекп.'.и .«твердого тела» (если такое сущес твует) или вращения математичес
кой сиашмы коор<ншат. в) Отображение два в один вращений системы в 3 х  3- 
матр'.шы и .:мысие понятий является тем же (как мы обсуждаем в разд. 6), что и 
гомоморфшм пял 11 один группы SU  (2) (мультипликативной группы уннмоцу- 
лярныя уин к(|)пыл 2 X 2-матрши иа группу SO (3) (мультипликативную группу 
собственны* ортогональных вещественных 3 х  3-матриц>. То, что SU  (2) явля
ется группой, которая имеет отношение к квантовой физике, является важным 
открытием Нш к,‘jiu [3]; для конструкции Дирака важно, что SU  (2) в действи- 
Ю1ЫИ» I >< .■1п1».|П уально имеет отношение к классической физике.

В iipMMevumiii 2 мы обсуждаем некоторые ич приложений этих результатов. 
В последующем термином «группа вращений» мы всегда будем обозначать 

группу, для которой 31 (4ж. А) ~  Е — тождественное вращение, (2х, А) Ф Е,
г.е. грузщ  SU (2).

4.. Картаново определение спинора
Как следует из названия, сшшоры были введены в квантовую механику для опи
сания частиц, имеющих полуцелый внутренний угловой момент («спин») [7, 8]. 
Однако в математике спиноры были открыты раньше Картам [9] определил 
спиноры в наиболее общей форме еще в 1913 г.

Большое преимущество подхода Картана состоит в том, что он являе * ся чи
сто геометрическим, и из-за этого геометрического подхода хорошо известные 
аз квантовой механики матрицы Паули появляются независимо от квантовоме- 
хаяичесяих рассмотрений.

^ В действительности сшшоры неявно подразумеваются в кватернионах Гамильтона 
[10 — 12] (см. также [13,14]) и в томографических преобразованиях Клейна [15, 16] и Кэли 
[17], одкако не так просто сделать понятие явным. Определение спиноров из кватернионов 
эквивалентно определению волновой функции из матрицы плотности (см. разд. 7 гл. 7) 
или в алгебраической форме определению максимальных собственных идеалов алгебры 
(см. [35], гл. 2).
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Ключевой элемент подхода Картана состоит в рассмотрении изотропного 
вектора (вектора нулевой длины) в трехмерном (комплексном) евклидовом про
странстве. Компоненты такого вектора удовлетворяют соотношению x f  + 
+ х \  +  х% =  0 , и мы можем сопоставить с этим вектором два комплексных 
числа £0, , определяемые формулами

=  fo -  *2 =  К£о +  ф ,  * з =  — 2£о£,. (2,7)
Иначе можно определить £ 0  и £, через изотропный вектор х:

£о =  ± Ш * 1  - '« г ) ] * ,  =  ± [ - K*i  +  « 2 )]*. (2 .8 )
Картан заметил, что в этих соотношениях невозможно предписать согласую

щиеся знаки, так как при вращении на 2 т  знак £0, £, изменяется, но изотропный 
вектор возвращается в свое первоначальное положение. (Однако относитель
ный знак £0, может быть определен.) Такое поведение является определяю
щей характеристикой спинора (определенного как пара ( | 0, £j)): вращение на 4т, 
а ие на 2т эквивалентно тождественному вращению. Спинор является евклидо
вым тензором ([2], с. 42).

Это простое изящное построение Картана указывает на два важных аспекта:
а) на необходимость обобщения до комплексных чисел и б) на тот факт, что спи
нор (Картана) является точечным спинором, с необходимостью имеющим нуле
вую  длину. Последняя особенность резко контрастирует со спинорным аспек
том твердого тела, которое, как мы видели в предыдущем разделе, с необходи
мостью имеет конечный размер.

Теперь, используя известные трансформационные свойства векторов при 
вращении, определим, как спиноры преобразуются при вращении. Спинор (£0, 
£ j ) сопоставляется с изотропным вектором (Xj , х ^ ,х 3); при вращении R  мы имеем 
X — х '  =  R x  и (так как длины сохраняются) изотропный вектор X' определяет 
преобразованный спинор (£q, £{). Таким образом, из (2.7) для (£q) 2 находим

0=о)2 =  — i R 2 i ) x i  +  (Л 12 — /Л 2г)х 2 +  (Л 13 — *Л2з)-^з]

=  * (* 1 1  — г^21 +  * Л , 2 +  ^22 )^0  — (^>3  — ^ 2 з)5 о<̂ 1

+  j ( — R i  i +  i R 2i +  ^ 1 2  +  (2-9)

Замечательно, что правая часть этого выражения является точным квадра
том (дискриминант обращается в иуль в силу ортогональности матрицы R).  
Выражение для (£ J) 2 также является точным квадратом. Таким образом, как £gS 
так и £ j линейно определены через £ 0 и £ j с точностью до знака. Относительный 
знак и  не является неопределенным* а определяется (с помощью (2.7)) зна
ком *3 .

Явная форма линейного преобразования, индуцированного на спинорах вра
щением соответствующего вектора X, рассматривается в разд. 5. Там будет по-

D Ради исторической точности заметим, что Клейн и Зоммерфельд ([18], разд. 3, стр. 
23) рассмотрели определение спинора с помощью изотропного 3-вектора. Они рассматри
вают спиноры как точки, лежащие на мнимом конусе второго порядка; конечно, они не ис
пользуют язык спиноров или изотропных 3-векторов.
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казано, что вращение изотропных векторов к — л ' =  Я я индуцирует вращение 

£ ' = £ / £  спиноров £ =  0 °^ ’ где U — унимодулярная унитарная матрица, по
лученная из элементов матрицы R.

Замечание. Сопоставление изотропных векторов я со спинорами £, заданное 
формулами (2.7), мы будем называть отображением Картана. (Оно имеет не
сколько интересных приложений, которые обсуждаются в гл. 6 , разд. 16.) Спи- 
норная массивная точка описывается ее вещественным вектором положения г~(в 
евклидовом пространстве IR3) и спинором £ (в двумерном комплексном про
странстве С2), где спинорное пространство определяет с помощью отображения 
Картана пространство изотропных векторов {*}. При вращении г и х  преоб
разуются как векторы. Заметим, что спинорная массивная частица является 
классическим объектом и что она совершенно отлична от твердого тела в кон
струкции Дирака.

Продолжим теперь рассмотрение построения Картана. Формулы (2.7) для 
изотропного вектора X, сопоставляемого со спинором £, порождают отношение 
f 0 /£jBBHfle!0/£ j = — (jfj — ix2) /x 3 =  х ъ/(хх + ix2). Связь, выраженная этим 
отношением, может быть записана в матричных обозначениях:

(х • ог)£ =  0, (2.10)
где X • ®г обозначает х ]а1 + х2а2 + х 3а3, а (/ = 1 , 2 , 3) обозначают матрицы 
Паули [8 ]:

0  1 \  / 0  —г\ (Л 0

\ \  о ) ’  02 у  о ) ’ Стз \о -г /' (211)
Таким образом, к • ®г является 2 х 2-матрицей, заданной формулой

х-« = ( *3. Х' ~ 1ХА.  (2.12)
\X i  +  1Х2 - х 3 J

Матрица (2.12) (а следовательно, и матрица Паули) естественно возникает в 
отображении Картана, давая изотропный вектор х, сопоставляемый со спино
ром £.

Картан также заметил, что матрица (2.12) задает общий вид сопоставления 
комплексной 2  х 2 -матрицы с произвольным вектором и обратно:

(  х  з х  1 — ix  2 \  . Л _
х  =  ( .* J ,*2, ^ з )+- > )• (2.13)

\JCJ +  IX 2 - Х з  /

С помощью этой связи теперь мы выведем связь между вращениями [S£/ (2)] и 
собственными вещественными ортогональными матрицами.

5. Связь между вращениями в 5 ( /  (2) и SO (3)
Заметим теперь, что для вещественного х  матрица я ■ я эрмитова и бесследова и 
что эти свойства сохраняются при унитарном преобразовании подобия 
(U^U — UUf = а0 = тождественная 2 х 2-матрица, где обозначает транс
понированную ( — ) и комплексно сопряженную (* ) матрицу):
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х • от —> х' • от =  £/(х • (2.14)

(Соответствующие уравнения (X • ®г)£ =  0 для изотропного вектора X ', сопо
ставляемого со спинором £ ' = £/£, принимают вид (х' • гг)£' =  0.) Таким об
разом, мы имеем линейное преобразование векторов ж' =  Rx, соответствую
щее унитарному преобразованию спиноров £ ' =  £/£, которое определяется из

где tr обозначает след матрицы.
Другое и полезное выражение для матрицы R =  (Ry) может быть получено 

путем записи преобразования (2.14) сначала как q' = (U  <g) £/'>? (матричное 
прямое произведение), где i) = col (х3, х х — ix2, х х + ix2, —х ъ), а затем как 
связь между матрицами-столбцами col (лг[, х2, Xj, £ ')  и col (х{, х 2, х ъ, £) 
(£ — произвольная переменная). В результате имеем

где U ®  U* обозначает матричное прямое произведение U и U* и
S — унитарная унимодулярная матрица

Пусть U (2) обозначает группу (матричное умножение) унитарных 2 x 2 -  
матриц:

Теперь можно доказать, используя (2.16) или (2.17), что а) матрица R является 
вешественной собственной и ортогональной для каждого U е U (2), б) если U 
отображается в R  соотношением (2.16), то U’U — R ’R, где U — R  и U' ■— R ' ,
а) множество элементов из U (2), которые отображаются в единицу группы SO (3) 
(ядро отображения) соотношением (2.16), совпадает с [е 1ф<70: 0  < ф <  2 т] и
г) для каждого R  е SO (3) существует U е U (2), такое, что U — R  (отображение 
является отображением на).

Для приложений полезно иметь явную формулу, определяющую множество 
решений U е U (2) соотношения (2.16), которые соответствуют фиксированному 
R е SO (3). Для этой цели заметим, что каждое U е U (2) может быть записано в 
виде U = е ‘фС/0, 0 <  ф < 2ir, где UQ принадлежит группе унитарных унимоду- 
лярных 2  х 2 -матриц:

(2.14):
х ' =  | t r 0,-{/(х • «?){/*] = Y R UXP (2.15)

j
Rtj =  A t r f o i / f f j C / t ) , (2.16)

(2.17)

(2.18)

U(2) =  {U: UUi = ff0}. (2.19)

SU(2) = {Un : U()Ul  =  (T0, dct Ua = 1 (2.20)
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Дальше мы используем тот факт, что каждое UQe S U  (2) имеет вид

=  а0гг0 -  zot-®, (2.21)

где (а0, а) =  (а0, o<j, а 2, а 3) — (вещественные)параметры Эйлера — Родригеса, 
которые определяют поверхность единичной сферы S 3 в четырехмерном про
странстве, т.е. + а\  + а\  +  = 1. Из (2.17) находится элемент R  = 
= R (а0 а) е  SO (3), соответствующий С/0:

Теперь легко найти решение соотношения (2.22) для (а0, в) в терминах матрич
ных элрмчп гов R {j матрицы R:

tr R /  I ос0 s  iO  +  tr Я)*, а,- =  —(Rjk — Rkj)/4а0, i,j, Ацикличны,

Таким образом, существует в точности две унитарные унимодулярные мат
рицы, которые решают соотношение (2.16) для каждого фиксированного R,  а 
именно МП грина UQ, заданная соотношением (2.21) с параметрами (2.23), и отри
цательная ма трица — UQ: [UQ — UQ J — R.  Таким образом, множество всех ре
шений U «г U(2) соотношения (2.16) имеет вид {е‘ф1!0: О <  ф < 2т\.

Заиись унитарных унимодулярных 2 х 2-матриц в виде (2.21) ясно показыва
ет, что элементы группы SU  (2) находятся во взаимно-однозначном соответст
вии с множеством точек S 3, которые определяют поверхность единичной сферы 
в четырехмерном пространстве. Когда (а0, в) пробегает все точки единичной 
сферы S 3, матрицы (2.21) и (2.22) пробегают соответственно все элементы (в 
точности один раз) группы SU  (2 ) и все элементы (в точности дважды) группы
SO (3), причем т  (2.22) очевидно, что (а0, а) е S 3 и диаметрально противопо
ложная точка (— «0, —а) e S 3 определяют одну и ту же собственную ортого
нальную матрицу R,

Замечание. Швингер [191, по-видимому, впервые опубликовал результат, об
ращающий соотношение (2.16); соотношения (2.23) согласуются с его ответом. 
Однако Швингер не рассмотрел сингулярный случай tr R  = — 1, появляющийся 
для исключительных (R  = R, R & Г) собственных ортогональных матриц.

6. Параметризации группы вращений
Представление вращений вещественными собственными ортогональными 
3 х З-матршдами и унитарными унимодулярными 2  х 2 -матрицами может 
быть выполнено с помощью различных параметризаций, важных для физиче
ских приложений. В дополнение к параметрам Эйлера — Родригеса (а 0, а), вве

(2.22)

tr R -  Г «о =  О, а( =  (signa,)[(l +  /?,ч)/2 ] * ,  sign а! =  1,

sign а 2 =  sign i?i 2, sign а 3 =  sign R l3. (2.23)
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денным в последнем разделе, существуют три общие параметризации ^ враще
ний: а) параметры (ф, п), которые Эйлер ввел для характеристнта направленна п 
угла поворота, б) параметры Кэли — Клейна и в) углы Эйлера. Теперь мы крат-- 
ко рассмотрим каждую из этих параметризаций и укажем литературу для более 
полного ознакомления с топологическими свойствами соответствующих «груп
повых пространств».

Параметры (ф, л). Мы использовали эти параметры в нашем первоначаль
ном обсуждении в разд. 2  при определении действия вращения на вектор. Соот
ветствующая матрицаR (ф, Л) задается формулой (2.6). Заметив, что/V3 =  — N  
(см. соотношение (2 .6 )), можно также получить экспоненциальную форму для 
этой матрицы:

R(<f>, п) =  ефЫ, 0 ^  ф <  л.  / / • / /  =  1. (2.24)
Область определения параметров 0 <  ф <  я-, п ■ п = 1 покрывает элементы 
группы SO (3) в точности один раз, за исключением того, что для ф =  я- Л и —п 
определяют одно и то же вращение. (Таким образом, элементы из SO (3) нахо
дятся во взаимно-однозначном соответствии [3, 2 2 ] с точками-твердой сферы ра
диуса т, в которой диаметрально противоположные точки поверхности отож
дествляются.)

Обратная связь, выражающая ф и Л через элементы R .. вещественной соб
ственной ортогональной матрицы R , может быть прямо найдена путзм решения 
соотношения (2.6) относительно ф и N.  Результаты имеют вид

cos ф =  ( — 1 +  tr/?)/2 , (2.23)

п ^ т ф  — цикличны. (2.26)

Так как для каждой собственной оотогональной матрицы R  - 1  ^  1* Е Ч то  
соотношение (2.25) определяет единственный угол в интервале 0 ^  / / 'o r-
да ф определено, из соотношения (2.26) находим п., еслиф Ф тт. Для ^
ем два решения ± й  для направления, где п => а  получается из (2.23),

Множество унитарных унимодулярных матриц в параметризации (ф, п) по
лучаем из (2 .2 1 ), (2.23), (2.25) и (2.26):

U =  Щф,п)  =  (Т0 cos(i/'/2) — i(n ■ <т) sin(i///2) — с {2.21)

где последнее равенство доказываем прямым разложением, используя in ■
• а)1 = сг0. Область определения параметров (ф, п) теперь рапна

0 <  ф <  2тг, (2.28)

так что множество точек ( («0, в) =  (cos ф/2, п sin ф/2)} покрывает ctbepy S 3 з 
точности один раз.

Четвертая параметризация, так иазыраемыг национальные параметры Кэли [20], 
имеет главным образом техническое течение ц '!, < ■ (’■ 56), и не находит значительного 
применения в практических приложениях углового мг-.чшта. Мы упоминаем ее здесь ради 
полноты, но не используем в этой монографии.
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Чтобы сделать связь U(ф, п ) с К\ф, я) явной, разобьем точки на единичной 
сфере S 3 на две открытые полусферы:

ф А • ф\cos у ,  n s m —J: 0  ^  ф < тс, п ■ п = 1

2п — ф . 2 п  — ф\  1
co s— -— , л s in — - — J: 0 ^  ф < п, п п =  1 | .  (2.29)

Множество точек {(0, л); га • л = 1), соответствующих ф — it (единичная сфера 
S2), составляет общую границу двух полусфер. Пара унитарных унимодулярных 
матриц и(ф, п) и 1/(2 т  — ф, - п )  = —1/{ф, п ), соответствующих точке первой 
полусферы и диаметрально противоположной точке второй полусферы, отобра
жаются с помощью (2.16) в i?(<p, л).

Параметры Кэли — Клейна. Стереографическая проекция сферы S 2 (трех
мерного пространства) в комплексную плоскость приводит к связи между вра
щениями и унитарными матрицами, которая эквивалентна той связи, которую 
мы уже получили, используя спиноры Картана. Вращение точек на сфере соот
ветствует дробно-линейным преобразованиям плоскости (называемым так
же гомографическими преобразованиями или билинейными преобразованиями). 
Эта связь была открыта Клейном [15] и дальше развита Клейном [16] и Кзли 
[57].

Соответствие между точками (хх, х г, х ъ) на сфере xf  + х^ + х^ = 1 и точка
ми (£, г)) экваториальной плоскости устанавливается стереографической проек
цией из северного полюса /V в (0, 0, 1). Таким образом, прямая, проходящая че
рез северный полюс N  в любую точку (хх, х 2, х 3) на сфере, за исключением полю
са N, определяет точку (£» г)) в экваториальной плоскости; обратно, прямая, про
ходящая через любую конечную точку ( |,  jj) экваториальной плоскости и север
ный полюс, определяет точку {хх , х 2, х 3) на сфере.

Геометрические рассмотрения подобных треугольников приводят к соотно
шениям $ = л£Гх/ ( 1  -  х 3), 1j = х2/(1 -  х3), т .е .,

. xi  +  ix2 1 + х 3 
£ =  I  +  щ =  —--------- = --------- ;— . (2.30)

1 -  Х3 Xi -  1Х2

Теперь мы формулируем основную теорему для дробно-линейного преобразова
ния. (Доказательство см. в работах [6 , 16, 23, 24].)

Пусть ж — 11' = Й х обозначает собственное ортогональное преобразова
ние сферы. Тогда $-г)-плоскость подвергается преобразованию, определенному 
дробно-линейным преобразованием точки £ — £ +  Щ-

м*1 С +  И*

"tiC +  и*22

где и — элементы унитарной матрицы U = (м^), которая сопоставляется с
R =  (я и):

Rij =  ^tx(atUffjU^). (2.32)
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Замечания, а) Отметим, что унитарные матрицы U и \U  (1X1 = 1) определя
ют одно и то же дробно-линейное преобразование плоскости. Следовательно, 
мы можем выбирать U унимодулярным; тогда две унимодулярные матрицы U 
и — U определяют одно и то же преобразование, б) Собственные ортогональные 
преобразования сферы и преобразования ^-плоскости находятся во взаимно
однозначном соответствии. Тогда отождествление унитарных унимодулярных 
2  х 2 -матриц с дробно-линейными преобразованиями порождает связь два в 
один с этими преобразованиями, а следовательно, и с собственными ортого
нальными матрицами, в) Дробно-линейное преобразование (2.31) f  — £' комп
лексной плоскости, соответствующее вращению х —• х ' =  R x  сферы, было по
лучено впервые Кэли [17] в виде (см. примечание 3)

где а (. s  П/ sin (^/2), а 0 = cos (ф/2), я • я = 1, 0 <  ^ <  2ж. Четыре комплекс
ных числа (а, Ь, с, d ) -  (а0 + ia3, i a 1 — ct2, i a 1 + а2, а 0 — /а 3) называются па
раметрами Кэли — Клейна, тогда как четыре вещественные числа (а0, а), 
определенные точкой поверхности единичной сферы в четырехмерном про
странстве S 3, известны как параметры Эйлера — Родригеса (иначе три отноше
ния а / а 0 образуют «однородные», или «симметрические», параметры Эйлера 
(см. [18], с. 60, и [25]).

РИС. 2.6. Углы Эйлера. Три угла Эйлера (а0у) определяются последовательностью трех 
вращений: на угол а вокруг А,, на угол /3 вокруг Ау  на угол у вокруг Ау

Углы Эйлера. Три угла, введенные Эйлером для характеристики вращений, 
вероятно, наиболее широко используются в физических приложениях. Это мо
жет объяснить существование в литературе нескольких вариантов их определе
ния.

Геометрически углы Эйлера (ару) описываются последовательностью, трех 
вращений векторов, которые мы теперь описываем в терминах фиксированной 
системы координат (е ,, ё2, ё3) (рис. 2 .6 ):

(ао +  +  ( г а 1 ~  аг) 
O'ai +  а 2)С +  («о -  «*з) ’

(2.33)

n3 = f3 |

3-59
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& х: вращение на угол а  вокруг п { = (0 , 0 , 1),
Зё2: вращение на угол /3 вокруг п2 = (—sin a,  cos а,О), (2.34)
Щ:  вращение на угол у  вокруг й3 = (cos a  sin /3, sin a  sin /3,cos 0 ).

Иначе, используя тождество (2.5), углы Эйлера можно описать в терминах трех 
других вращений;

Щосру) =  = ЖХЖ,ЖЪ, (2.35)

{: вращение на угол у  вокруг ё3 =  (0 , 0 , 1),
S i 2 '■ вращение на угол^З вокруг ё2 = (0,1,0), (2.36)
&  вращение на угол а  вокруг е3 =  (0 , 0 , 1).

Если мы рассматриваем эти вращения как активные (в противоположность 
пассивным) преобразования, то && (а, /3,7 ) отображает произвольный вектор дГв 
новый вектор х ' — SI (а ,.0 , у)х.  Компоненты вектора х '  связаны с компонен
тами х  (в фиксированной системе (ёх, ё2, ё3)) формулой

х' =  R(ocpy)x>
/c o s a  - s i n а 0 \  /  cos/3 0 s in Д \  /c o s -у - s i n у 0 \

R((xf}y) — j sin а cos 0 Jj 0 1 0 j( siiry cosy 0 1
у  0 0 l / \  — sin/? 0 co s f } J \  0 0 1J

cos a cos j} cos у 
— sin a sin у

—cos a cos /? sin у 
— sin a cos у

cos a sin /?

sin ос cos /kcos у 
+  cos a sin у

— sin a cos /3 sin у 
+  cos a cos у

sin a sin /3

— sin p  cos у sin /3 sin у cos/?

Область определения углов Эйлера в (2.37)
0 <  а <  2п, 0 < у < 2 т г .  (2.38)

Различные множества чисел (ару), лежащих в этих интервалах, соответствуют 
различным вращениям, за исключением случаев /3 =  0 или /3 =  эг. Если /3 = 0, 
то вращение осуществляется на угол а  +  у  вокруг (0 , 0 , 1); если /3 =  тг, то вра
щение осуществляется на угол а — у  вокруг (0, 0, 1). В этих случаях различные 
значения а  и 7  могут определять одно и то же вращение.

Вращение, обратное Я (а/37 ), есть
R ~ 1(a.py) = R (lit — у, л  — /3, 2п — а). (2.39)

На рис. 2.6 показана система (Д , / 2, / 3), полученная из (ёх, ё2, ё3) применени
ем последовательности вращений (ару) = из (2.34). В этой (пассив
ной) интерпретации вращений элементы матрицы R (afiy) являются направляю
щими косинусами между осями: Ry(afЗ7 ) =  ё; • f j .
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Параметризация углами Эйлера матрицы U е SU  (2) задается формулой

где область определения углов (а/Зу) теперь расширена до 

О <  ос < 2л, 0 <  Р <  л или 271 <  /? <  371, 0 <  у < 2п. (2.41)

Замечая, что £/(<*, /3 +  2тс,у) = — U(afiy), видим, что U(a, /3, 7 ) И Ща, 0 + 2», 
у), 0  < /3 ^  7г, отображаются в одно и то же R(ctfiy).

В физической литературе очень часто можно найти неполное или даже непра
вильное использование углов Эйлера, когда обсуждаются полуцелые угловые 
моменты [S t/ (2)], потому что используется неправильное покрытие единичной 
сферы четырехмерного пространства. (Эта проблема обсуждается в работе 
[26].)

7. Примечания
1. Конструкция Дирака. Имеется фундаментальная групповая структура, ассо
циированная с такими системами нитей, открытая Артином [27 — 30] (при рас
смотрении теории узлов) и названная группой кос (Zdpfegruppe). Группа кос по
рядка л рассматривает л нитей, прикрепленных, как показано (для л =  S') на рис. 
2.7. Нити непрерывно спускаются вниз (т.е. они не могут возвращаться). Име
ются две элементарные операции: а)«•: нить / пересекает сверху нить / +  1 (обо
значенных слева направо, как они были перед операцией) и б) а~ *: нить i пересе
кает снизу нить / + 1 .  Относительно этих операций система образует группу;
ясно, что группа порождается п — 1 операциями а1, а2..........an - i -  Система
сильно упрощается, если учесть следующее:

U(jxPy) = е~ “ *з/2 е ~ ф°2>2 е ~ ,у̂ а

(2.40)

РИС. 2.7.

a) ffj и aQ порождают группу: а
61 а а. =  а.п. если / по крайней мере равно / +  2 ,

ai = К ) '  "f l
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Группа кос внутренне интересна с двух сторон: математически, потому что 
она более фундаментальна, чем группа перестановок; физически, потому что она 
является естественным инструментом для анализа многих физических задач, за
висящих от пути. Важными примерами являются техника Фейнмана «суммиро
вания по путям» и независимые от калибровки, но зависимые от пути волновые 
функции Мандельштама.

В случае конструкции Дирака имеется дополнительная разрешенная операция 
в группе кос — нити могут переноситься вокруг рамки. Это в точности та  задача 
(конструкция Дирака), которая была алгебраически проанализирована Ньюме
ном [4] с использованием теории кос. Ньюмен доказал, что минимальное число 
нитей, таких, что вращение на 4it, а не на 2 тг эквивалентно тождественному вра
щению, равно трем.

2. Спинор конечного размера. Процитируем следующий начальный абзац из 
введения к диссертации Казимира [31]:

Классическая механика зиает два класса систем: «материальные точки» и 
«жесткие тела». При построении обшей математической теории, применимой к 
любой системе, обычно отправляются от уравнений движения материальной 
точки. Одиако с физической точки зрения понятие «жесткого тела» является та
ким же фундаментальным, как и понятие «материальной точки».

Мы интерпретируем использованное здесь Казимиром «жесткое тело» как 
твердое тело в смысле, введенном в разд. 3, для которого мы продемонстриро
вали, что вращение на 4тг (а не на 2тг) является тождественным вращением. Как 
мы показали в разд. 3, этот объект с необходимостью имеет конечный размер и 
сопоставляется с непроницаемой областью пространства. Мы предлагаем назы
вать это фундаментальное понятие твердого тела спинором конечного размера. 
(Возможная связь этого объекта с адронами и кварками была исследована в ра
боте [32].)

Даже если мы сопоставляем с этим объектом как минимум три различные 
точки, вследствие непроницаемости «пространства» между этими точками этот 
объект концептуально отличается от жесткого тела, составленного из трех мас
сивных точек, разделенных обычным евклидовым пространством. Аргумент 
Боппа н Хаага [33] (см. также разд. 10, гл. 7) убедительно показывает, что в по
следнем случае могут появиться только целочисленные угловые моменты (и сле
довательно, вращение на 2тг является тождественным вращением). Этот резуль
тат Боппа и Хаага не противоречит понятию спинора конечного размера, по
скольку, как мы показали, непроницаемость пространства между тремя или 
большим числом различных точек, составляющих спинор конечного размера, 
является существенным для его спинорного характера.

3. Преобразования спинорной плоскости. Клейн [16] отметил тот любопыт
ный факт, что дробно-линейное преобразование (2.33) разбивается при подста
новке f  = f j / f 2 на две отдельные операции:

Ci -* Ci =  («о +  (азК 1 +  0'a i +  а2Кг,
С2 —* Сг ~  осг)С 1 +  (<*о — го£з)С2->

но, так же как и Кэли [17], он не заметил, что кватернионное правило транспо
зиции (см. разд. 3, гл. 4)
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а ” =  «дао -  а ' • а,
а"  =  а 0а ' +  а^а +  а ' х а ,  (2.42)

полученное им из композиции двух дробно-линейных преобразований f  и
— f  * > фактически является правилом матричного умножения [34], применен

ного к унитарным матрицам, записанным в виде (2 .2 1 ):

Хотя обычно кватернионы связывают с именем Гамильтона [11], но Клейи [16] 
приписывает открытие правила композиции (2.42) Родригесу.
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ГЛАВА

Обычная трактовка углового момента 
в квантовой механике

1. Обзор
Замечательно, что в самых первых работах, устанавливавших матричную форму 
квантовой механики [1 — 4], были введены операторы углового момента и 
получены основные следствия квантованного углового момента. Техника, раз
витая в этой трактовке, удивительно близка и полностью независима от техни
ки, развитой Картаном [6 ] в его определяющей трактовке (полупростых) групп 
Ли, прототипом которых является угловой момент (SU  (2)).

Этот материал стал обычным во всех книгах по квантовой механике. Мы об
судим его конспективно в данной главе. Нашей целью является установление об
щей основы, базирующейся на том пути, на котором учатся понимать угловой 
момент. Мы увидим, что обычная трактовка является по существу совершенно 
строгой и устанавливает фундаментальные результаты, допускающие далеко 
идущие обобщения (на которые мы укажем в подходящих местах).

2. Определение операторов углового момента
В классической механике угловой момент L  (точечной) частицы определяется как 
момент импульса

L  = г х р ,  (3 1)

где Г определяет положение частицы (относительно фиксированного начала), а 
р  — (линейный) импульс частицы. Подобно импульсу, угловой момент является 
аддитивной величиной, и полный угловой момент определяется как сумма
__ П _

Лполн s  Ti L a угловых моментов составляющих.
а = 1

Естественно распространить это определение на квантовую механику, интер
претируя символы какоператоры, т.е. мы переопределяем угловой момент ча
стицы как оператор L — Lon *  гоп х  роп, где компоненты оператора положе
ния гоп и оператора импульса роп подчиняются (гейзенберговым) коммутацион
ным правилам [р°п, х °п] = —ih&y

Работы [1 — 3] в английском переводе приведены в.книге ваи дер Вардена [5].



38 Гл. 2. Кинематика вращений

18. Klein F., Sommerfleld A., Ober die Theorie des Kreisels, Vol.l, Teubner, Leipzig, 1897.
19. Schwinger J., Proc. Nath. Acad. Sci. USA, 46, 570 (I960).

Базисы унитарных операторов.
20. Cayley A., J. reine Angew. Math. 32, 119 (1846).

О некоторых свойствах левых детерминантов.
21. Weyl Н., The Classical Groups, Princeton Univ. Press, Princeton, N. J., 1946. [Имеется 

перевод: Вейль Г. Классические группы. — М.: ИЛ, 1947.].
22. SpeiserD. — in: Group Theoretical Concepts and Methods in Elementary Particle Physics, 

ed. Gflrsey F., Gordon and Breach, New York, 1962.
Теория компактных групп Ли и некоторые ее приложения к физике элементарных ча
стиц.

23. Гельфанд И. М., Минлос Р. А., Шапиро 3. Я. Представления группы вращений и 
группы Лоренца. — М.: Физматгиз, 1958.

24. Du Val P., Homographies, Quaternions, and Rotations, Oxford Univ. Press, London, 
1964.

25. Cayley A., Cambridge Math. J., 3, 224 (1843).
О движении вращения твердого тепа.

26. De Vries Е„ Jonker J. E., Nucl, Phys, A105, 621 (1967).
Замечание об ортогональности и полноте матриц вращений.

27. Art in Е., Hamburg Univ. Math. Sem., Abh. 4, 47 (1926).
Теория кос.

28. Artin E., Ann. Math., 48, 101 (1947).
Теория кос.

29. Artin E„ Ann. Math., 48, 643 (1947).
Косы и перестановки.

30. Artin E., Amer. Scientist, 38, 112 (1950).
Теория кос.

31. Casimir H. В. G., Koninkl. Ned. Akad. Wetenschap, Proc., 34, 844 (1931).
Вращение жесткого тела в квантовой механике.

32. Biedenharn L. С. et ah, Found, of Phys., 2, 149 (1972).
Кинематическая модель для кварков и адронов.

33. Ворр F., Haag R., Z. Naturforsch., 5а, 644 (1950).
О существовании спиновой модели.

34. Hawkins Т., Proc. Int. Congr. Math., Vancouver, 1974, p. 561.
Теория матриц в девятнадцатом столетии.

35. Biedenharn L. С., Louck J. D., The Racah — Wigner Algebra in Quantum Theory, 
Addison-Wesley, Reading, Mass., 1981.



ГЛАВА

Обычная трактовка углового момента 
в квантовой механике

1. Обзор
Замечательно, что в самых первых работах, устанавливавших матричную форму 
квантовой механики ^ [1 — 4], были введены операторы углового момента и 
получены основные следствия квантованного углового момента. Техника, раз
витая в этой трактовке, удивительно близка и полностью независима от техни
ки, развитой Картаном [6 ] в его определяющей трактовке (полупростых) групп 
Ли, прототипом которых является угловой момент (SU  (2)>.

Этот материал стал обычным во всех книгах по квантовой механике. Мы об
судим его конспективно в данной главе. Нашей целью является установление об
щей основы, базирующейся на том пути, на котором учатся понимать угловой 
момент. Мы увидим, что обычная трактовка является по существу совершенно 
строгой и устанавливает фундаментальные результаты, допускающие далеко 
идущие обобщения (на которые мы укажем в подходящих местах).

2. Определение операторов углового момента
В классической механике угловой момент L (точечной) частицы определяется как 
момент импульса

L  =  г х р ,  (3 1)

где г*определяет положение частицы (относительно фиксированного начала), а 
р  — (линейный) импульс частицы. Подобно импульсу, угловой момент является 
аддитивной величиной, и полный угловой момент определяется как сумма

—  Л _
/-полн s  Ti L a угловых моментов составляющих.

а = 1
Естественно распространить это определение на квантовую механику, интер

претируя символы какоператоры, т.е. мы переопределяем угловой момент ча
стицы как оператор L — Lon = гоп х  роп, где компоненты оператора положе
ния гоп и оператора импульса роп подчиняются (гейзенберговым) коммутацион
ным правилам [р°п, х ° п\ = —/AS,-, .

]) Работы [1 — 3] в английском переводе приведены в.книге ваи дер Вардена [5].



40 Гл.З. Обычная трактовка углового момента

Отсюда следует, что операторы углового момента подчиняются фундамен
тальному коммутационному правилу

[L h L J  =  iheijkL k, (3.2)
где

+ 1 , если (/, j ,  k )_— четная перестановка чисел (1 , 2 , 3), 
eijk= 1 — 1. если (i,j,  к)  — нечетная перестановка чисел (1,2, 3), (3.3)

'• 0  в других случаях.
В векторной форме этот результат выражается так:

L x L  =  ifiL. (3.4)

Замечание. Если определим антизрмитовы операторы ^  = —i L / h ,  то ком
мутационные соотношения (3.2) принимают вид [ ^ ,  =  е^к^ к. Это ото
ждествляет алгебру, порожденную операторами J иад IR, с алгеброй Ли 
А х = su(2) простой группы Ли SU(2).

Обратимся теперь к кинематике (независимость описания движения каждой 
частицы), чтобы вывести, что операторы для различных частиц а  и /3 коммути
руют (опускаем верхний шщекс «оп»):

х*1 = [х‘, р р  = [ p i  рГ] =  О, а ФР.  (3.5)

Оператор полного углового момента L, определенный как

L =  (3.6)
а

так же как угловой момент L“ каждой частицы, удовлетворяет тому же комму
тационному правилу (3.4).

Замечания, а) Поразительная особенность коммутационного правила (3.4) со
стоит в том, что в отличие от классических скобок Пуассона оно не инвариантно 
относительно скалярных изменений (L — XL), и, следовательно, имеется абсо
лютный масштаб для угловых моментов. Обычно за единицу углового момен
та выбирают h и заменяют L на L/h. Ниже все угловые моменты приведены к 
такому масштабу.

б) Так как компоненты углового момента не коммутируют, мы должны со
ответственно иметь (из (3.2)) принцип неопределенности:

(АЬд2( А Ь } 2 > Ц Ь кУ ,  1 Ф ] Ф к .  (3.7)

Состояния, для которых любая компонента углового момента является «точ
ной» (т.е. в точности известно, что (Д£ , ) 2 = 0), с необходимостью имеют 
остальные две компоненты «неточными» (случайно распределенными), конеч
но, за исключением того тривиального случая, когда все компоненты превраща
ются в нуль. Это ставит интересную концептуальную проблему, так как угловой 
момент, рассматриваемый как вектор, может никогда «не иметь» точного на
правления. Такое поведение заметно отличается от поведения импульса и векто
ра положения, каждый из которых может определять точное направление. (Мы 
обсудим это ниже в данном разделе в связи с «векторной моделью»; развитие 
этого предмета см. в работе [1 0 2 ].)
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в) Обычно в физике пренебрегают выводом коммутационных правил и про
сто постулируют, что оператор углового момента J является наблюдаемой (т.е. 
эрмитовым оператором), удовлетворяющей правилу

J x J  =  /J. (3.8)
Целью этого шага является учет «спинового» углового момента (см. ниже) хотя 
бы эвристически. Более удовлетворительная процедура [7] состоит в том, чтобы 
критически исследовать понятие частицы и посредством этого получить 
теоретико-групповое определение в терминах импримитивности и соответству
ющей группы движений (группы Пуанкаре или Галилея; см. примечание 3 гл. 1).

3. Мулътиплеты углового момента
Предположим теперь, что.мы имеем дело с обычной формулировкой квантовой 
механики, т.е. с гильбертовым пространством над полем комплексных чисел с 
наблюдаемыми, представленными эрмитовыми линейными операторами. Обо
значим векторы гильбертова пространства кет-векторами I ф),  а векторы дуаль
ного пространства бра-векторами (ф\ . Внутреннее произведение обозначается 
скобками бра-кет (,ф\фУ е С. Выведем следствия из коммутационных соотноше
ний для J.

Путь, выбранный Картаном [6 ] и Борном и др. [3], состоит в преобразовании 
этой задачи в задачу на собственные значения для конечномерной матрицы. 
Чтобы сделать это, заметим сначала, что оператор

J 2 =  J \  +  J \  +  J \,  (3.9)

коммутирует с J:
[J V « ]  =  o.

Задача на собственные значения состоит в нахождении множества собственных 
кет-векторов таких, что J 2 и / 3 диагональны на них:

J 2|72',^ >  = У2'|У2',/^>,

Уз1^2 ',^з>  =  (3.10)

Обозначение I У2’, J'3) для собственных кет-векторов не учитывает множество кван
товых чисел (а) = (а,а2. . .), которые описывают собственные состояния множества А 
наблюдаемых, которые вместе с J2 и / 3 составляют полный набор коммутирующих наб
людаемых для физической системы. (Штрих обозначает «собственное значение», т.е. 
J2 -  J r  6 IR.)

Для определения последнего понятия, процитируем Дирака [8]: «Определяем полный 
набор коммутирующих наблюдаемых как множество наблюдаемых, которые все комму
тируют друг с другом и для которых существует только одно одновременное собственное 
состояние, принадлежащее к любому множеству собственных значений».

В обсуждении абстрактного углового момента мы отбрасываем индексы (а), так как 
они ничего не добавляют к нашему пониманию углового момента. Следует также иметь в 
виду, что в любой физической задаче обозначение \\jrn)} (см. (3.16)) должно предпола
гать эти дополнительные квантовые числа (а).
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Здесь J 2' — вещественное неотрицательное число, а / 3  — вещественное число, 
что следует из предположения эрмитовости операторов

Следующий шаг не такой прямой. Определяем неэрмитовы операторы (ком
плексное расширение алгебры Ли)

J ± = J l ± i J 2, J \ = J (3.11)
где символ t обозначает эрмитово сопряжение. Эти новые операторы удовлет
воряют правилам

[ J 2, / ±] = 0, [У3, / ±] = ± [ /+ ,/_ ]  =  2У3, (3.12)

что является прямым следствием соотношения J  х  J  =  /J.
Предположим, что существует собственный кет-вектор, который удовлетво

ряет соотношениям (3.10), и образуем новые кет-векторы / ± I / 2', / 3 ) ss I ±  >. 
Используя коммутационные соотношения (3.12), находим, что кет-вектор I +  >, 
если он не равен нулю, имеет собственные значения

J 2 ! +  >  =  / 2 'l  +  > ,

*Гз1 +  ^ + 1)1 + X

Аналогично вектор I — >, если ои не равен нулю, имеет собственные значения J 1' 
и J'3 — 1. (Это свойство объясняет названия «подымающий» (или «повышаю
щий») оператор для / + и «опускающий» («понижающий») оператор для J _ .)

Процесс может быть повторен. При этом порождаются собственные кет- 
векторы, все принадлежащие собственным значениям J 2’, но принадлежащие 
собственным значениям / 3, равным / 3  +  к, где к  — целое число (положитель
ное, равное нулю или отрицательное).

Процесс повышения должен кончаться. Доказательство. Норма вектора
I +  > равна

< +  | +  > =  <У2',У '|/_ У +|У2' , / '>
=  [ / "  -  7 ' ( / '  +  1)] < /2', У '|/2', / ; >  3* 0.

Ясно, что если / 3  может повышаться бесконечно, то мы придем к противоречию 
с фактом, что норма вектора в гильбертовом пространстве неотрицательна. 
Следовательно, для некоторого / 3  макс мы должны иметь / + I J 2’, / 3  макс > = 0,
1 j T > / з,макс> *  °. и. следовательно, / 2' =  Ц  (J^ макс +  1) .  ■

Процесс понижения должен кончаться. Доказательство. Норма вектора
I — > равна

< - | - >  =  <У2' ,7 ' |7 +7 _ |7 2' , / '>

=  U 1' -  д а  -  0.

Из, таких же рассуждений, которые использовались для процесса повышения, 
следует, что существует Ц >ыв-,  такое, что / _  IУ2', ^з)МИН> =  0 , IУ2', 
J 3, мин  ̂ *  ° . и. следовательно,"7Т  =  ГЪ мяя (V' M[ffl -  1). ’ ■

Тот факт, что процесс должен кончаться сверху и снизу, квантует собствен
ные значения оператора J 2 и оператора J y  Чтобы понять это, вспомним, что,
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согласно нашему предположению, существует один собственный кет-вектор
I У2', / 3  > с собственными значениями / 2 и J'3. Пусть повышение кончается через 
к  шагов, а понижение через / шагов, т.е. к  — наименьшее неотрицательное целое 
число, такое, что

J \ \ J 2' , J 3 y  Ф  0, Л+1|/2',/з> = О,
а I — наименьшее неотрицательное целое число, такое, что

j L \ J 2' , J 3y ф О, У‘_+>| А ^ >  =  0 .
Тогда/5>макс = / 3  +  Аг./^.мин = Ц -  / и / 2' = Щ  +  к)(Гъ +  * + » = ( / $ -
-  /)(^з — 1 — 1), откуда следует, что (Лг + / +  1)(2 / 3 ) =  ( £ + /  + IX/ -  к),

' - (Ч - У т т -
Ъ.шах =  ( ^ )  , ^3.™ =  -  (^Г) ■ (ЗЛЗ)

Таким образом, существование единого ненулевого одновременного собственно
го кет-вектора I / 2 , J'3) операторов J 2 и / 3 предполагает существование мно
жества ненулевых одновременных собственных кет-векторов:

j \ \ j 2' , j '3y —  , J+\J2' , J 3y , \J2' , J ’3y, 

j - \ j 2,, j ^ y ,  — iL\J2' , J 3y. (3.14)
Каждый собственный кет-вектор в этом множестве имеет одно и то же соб
ственное значение оператора J 2:

тогда как собственными значениями оператора / 3 являются

к  + I I — к
J 3,max  ̂ i • • • 5 ^  ̂ ’

/ — к  I — к к  + I
—  =  — - 1- = ^.пй -  (3-15)

Обычный метод перечисления этих значений состоит в том, что вводится 
j  ~  (к + / ) / 2  и число т,  обозначающее любое значение в множестве (у, j  — 1 ,
. . ., —у].  Вводится также обозначение I j m )  для одновременных нормирован
ных собственных кет-векторов операторов J 2 и / 3. Теперь результаты, перечис
ленные в (3.13) — (3.15), могут быть резюмированы соотношениями

J  2\jm y = j ( j  + l)|ym>,

J 3\ j m y = m \ j m y ,  (3.16)
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где у принадлежит ^множеству (0 , 1/ 2 , 1 ,3 /2 , 2 , . . .] и для заданного у значе
ния т  изменяются от у до —у с шагом, равным 1 .

Заметим, что единственный собственный кет-вектор I / 2’, / р ,  из которого 
было порождено множество собственных кет-векторов { \ j m) ,  т — у, у — 1 ,
• • ■> —j  )> в новом обозначении имеет вид I у, у — к) .  Однако, доказав существо
вание всего множества ( Ij m >, т  = у,у — 1 , . . ., —у) (для 1у',у — к)  Ф. 0 ), мы 
можем теперь породить это множество собственным кет-вектором 1уу>. Опре
деляющие свойства вектора I уу > Ф 0  следующие:

J 2|i/> =  7(7 +  Ji\jj> =7'l77>.
J+\jj> = 0, J2J +lW > =  o,

/ r mLi/>*0, m =  (3.17)

Нормированные собственные кет-векторы ly'rn) (для нормированных Iуу» те
перь задаются формулой

|ут>  = 0' +  ™)!
V m|77>, (3.18)_(2 / ) ! ( у - т ) ! .

где нормировочный множитель легко получается из тождеству
к

/ + / -  =  П У 2 “  Уъ -  - «  +  !)]• (3.19)
S = 1

Произвольный фазовый множитель в нормировочном множителе в физической 
литературе принято выбирать равным +1. (Дальнейшее обсуждение фазы см. в 
примечании 1 .)

Действие операторов J  + и 7_  на общий собственный кет-вектор (3.18) теперь 
вычисляется легко:

J+\ jm)  =  [(7 -  m)( j  +  т + l)]*(7'm + 1>,

=  [(./ +  m)(j  -  m + l)]*|y'm -  1>. (3.20)
Наконец, заметим, что собственные кет-векторы, соответствующие различ

ным значенияму и различным значениям т, в силу свойства эрмитовости опера
торов Ji ортогональны:

Ц ’т'Мту = byjbmm- (3.21)

Резюме. В гильбертовом пространстве, в котором J. — эрмитовы операто
ры, собственные значения оператора J 2 могут иметь только вид у (у +  1), где у 
принадлежит множеству (0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . .]; для каждого у существует 
2у +  1 ортонормированных собственных кет-векторов оператора 73, имеюпщх 
собственные значения т  = у, у — 1 , . . ., — у.

Браунстейн [8а] дал необычный вывод собственных значений Оператора J 2, в кото
ром J3 не играет никакой роли; однако этот вывод требует введения понятия сложения 
угловых моментов (см. разд. 11).
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Важно заметить, что когда имеется конкретное гильбертово пространство, 
на котором определено множество трех эрмитовых операторов (J -t ), удовлетво
ряющих соотношениям [/,, / ,]  = ieiJkJк, рассмотренным выше, то развитая вы
ше теория не предсказывает ни самих значений у е {0, 1/2, 1, 3/2, . . .), ни их 
кратностей (повторений).

Вопреки простоте вывода этих результатов они имеют фундаментальное 
значение, и все дальнейшие рассмотрения являются их следствиями.

Замечания, а) Собственное значение у называется угловым моментом; соб
ственное значение т  называется г-компонентой углового момента или иногда 
кватОвым числом проекции. В математическом использовании собственное зна
чение т  называется весом.

На практике у определяют как максимальное собственное значение оператора 
J3 и (или) минимальное значение с противоположным знаком.

б) Определение у из квадратичного уравнения J 2' =  у'(у +  1) приводит к вто
рому решению —у — 1. Этот «отрицательный угловой момент» определяет 
важную симметрию (отражение) коэффициентов связывания теории углового 
момента (коэффициенты Вигнера И Рака; см. разд. 12 и 18), детально рассмот
ренную в работе [1 0 2 ].

в) Собственные значения ( (у, т ) J разделяются на два множества: целые зна
чения и полуцелые значения. Орбитальный угловой момент относится к про
странственному движению частиц и имеет вид (3.1); орбитальный угловой мо
мент всегда целочисленный (см. разд. 5 гл. 6 ). Спиновый угловой момент отно
сится к внутренним свойствам частицы и может быть как целым, так и полуце- 
лым (половина нечетного числа).

г) Тот факт, что величина [у(у +  1) ] 1 /2 для вектора углового момента J не 
равна значению его максимальной компоненты у, является следствием принципа 
неопределенности, который запрещает ориентацию J вдоль заданного направ
ления.

Можно получить более точное соотношение неопределенности в виде
(A J , ) 2 + (AJ2)2 = j ( j  + 1) -  т 2, (3.22)

которое показывает, что минимальные флуктуации (перпендикулярные оси z ) 
имеют место для т = ±у.

Эти результаты приводят к понятию «пространственного квантования», ко
торое графически представляется «векторной моделью» углового момента [9]. В 
этой модели угловой момент имеет длину [/'(у + 1)] /!, и предполагается, что он 
имеет дискретные ориентации cos в = m/\J(J  +  1)]и, как показано на рис. 3.1.

Чтобы учесть неопределенность в направлении, вектор рассматривается слу
чайно распределенным в конусе, полученном вращением вокруг оси z.

Хотя векторная модель по необходимости не точна, она дает качественно 
правильную картину квантованного вектора, которая становится точной в (клас
сическом) пределе j  > 1 .

д) Буква т первоначально была выбрана для магнитного квантового числа 
на основе эффекта Зеемана (разд. 3 гл. 7), использовавшегося для истолкования 
спектров.

е) Фейнман [10] дал изящный путь «объяснения» значения / 2 =  у'(у + 1). 
Предположим, мы знаем, что собственное значение т оператора J3 лежит меж
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ду щ =  у и т =  —у, как в векторной модели. Среднее по всем значениям т экви
валентно среднему по всем пространственным направлениям; следовательно, 
средние <Jf>,  </|>> <^з> равны.между собой.

Ось квантования

Коническая поверхность 
дл я  углового момента 
VJCFJ) и  проекции т

Вектор углового 
момента J

РИС. 3.1.

Отсюда следует, что

<J2> = 3<Jj>/(2y + 1) = 3 £  m2/(2:j + 1).
m =  - j

Используя соотношение Em2 =  y(y +  l)(2y +  l)/3, находим <J2> = y'(y +  1). 
Так как J 2 — скаляр (инвариант относительно вращений), то  отсюда следует, 
что J 2' -  j U +  1).

Этот метод мультиплетного усреднения может быть использован в более об
щих задачах; он часто использовался в спектроскопии до того, как был развит 
более формальный аппарат углового момента [И, 1 2 ].

4. Матрицы углового момента
В предыдущем разделе мы нашли, что угловой момент J квантуется и что вели
чина <J2>'/z — (jm  IJ21 jm  >Vl = [у'О + 1)]'^ имеет собственные значения у =  О, 
1/ 2 , 1, . . .; для каждого значения у имеется 2у +  1 ориентаций оператора орби
тального углового момента J , определяемых собственными значениями т = у, 
у — 1, . . ., - у  +  1, - у  оператора Jy

В соответствии с этим для каждого у имеется 2у +  1 собственных кет- 
векторов, обозначаемых через I j m) ,  т = у, . . ., —у.

Общий матричный элемент оператора углового момента J задается соотно
шениями (3.16) и (3.20):
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0 ' m ’\J±\jmy  =  [(у +  m)(j  ±  т + 1 )]*<5;7<5m.,m±1,

< j ' m V 3\jmy  =  rndrjdm.m. (3.23)

Используя эти матричные элементы, можно выписать соответствующие 
матрицы Jfrt (представляющие 7(). Для первых нескольких случаев обозначения
строк и столбцов следующие: столбцы обозначают числами т = у, у — 1..........
-  у, читаемыми слева направо, а строки — числами т = у,у — 1 —j ,  чита
емыми сверху вниз; имеем

7 =  0:

7 =  2- 

7 =  1:

(Матрицы размерности 2 x 2  представляют собой матрицы Паули а, т.е.
= а/2.)
Матрицы углового момента (3.24) удовлетворяют характеристическим урав

нениям (J f2)1 = 11 1/2/4, ( /Р ))3 =  /(') , и в общем случае

П (У<Л-АИ1«) =  0 , (3.25)
т= - j

где 11 ^  обозначает единичную матрицу размерности 2у + 1.
Замечание. Отметим, что конечномерное векторное пространство (размерно

сти 2у +  1) всех комплексных матриц-столбцов z длины 2j  + 1, снабженных 
скалярным произведением z^z, является гильбертовым пространством, на кото
ром операторы J-: z — J ^ z  эрмитовы и удовлетворяют соотношениям [J., 
Jj] = ‘eijk^k- ® этом, скорее, тривиальном смысле всегда существуют гильбер
товы пространства и эрмитовы операторы Jjt которые реализуют каждое значе
ние 0, 1/2, 1, . . . для у, задаваемое абстрактной теорией углового момента, раз
витой выше.

Из этих примеров ясно, что (абстрактный эрмитов) оператор углового мо
мента J , удовлетворяющий (определяющему) соотношению J X J  = (J, может

/<°> =  0; 

J? ) - 1 ' ' 0 1

Л*> =

2 \ 1 0 л* = 1 / 0  - /
o r

'0  - i

(3.24)
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быть представлен его действием на собственные кет-векторы любой физической 
системы в блочном виде:

|(0)

1 ’ •!0 1--- -----
J t °)

0

0
j(i) 0 1 0I • 1 
n *

j ( t )
I
I *
I
I

J 1"_ j ^  ^ 0

о 1----
J '1'

В общем блочная матрица повторяется с кратностью л2 + j , своей для каж
дого углового момента у. (Мы произвольно упорядочили блоки относительно 
размера.)

В литературе не всегда ясно различие между оператором J и его реализацией 
одним или большим числом блоков. Оператор орбитального углового момента 
ЛЬ =  х х  р ограничен блоками, имеющими целочисленные у, т.е. п2 = я 4  = 
=  п6 = ... . = 0. Спиновый угловой момент может иметь блоки с любым 

у — целым или полуцелым.

5. Матрицы вращений (общие свойства)
В гл. 2 мы нашли два унитарных матричных представления группы вращений 
[S£/(2 )], а именно множеством 2  X 2 -матриц:

{ е-щ* ')12. Й . Л =  о ^  ф < 2п} (3.27)

и множеством 3 х  3-матриц:

{e*N: 0 ф < 2п} ,  (3.28)

где N  — антисимметричная 3 х  3-матрица, определенная в (2.6).
Матрица N  унитарно эквивалентна

- i n  • J (1> =  +  n 2J™ +  я з 4 3,)>



и явное преобразований эквивалентности дается формулой
A ' N A  = - i n  • J (1), (3.29)

/ - 1 Л / 2  0  l / v / 2 . 4
- i f j 2 0 - i / у Д  )• (3.30)

V О 1 о /

В этом результате А  — матрица, преобразующая (х^, х2, х3) в сферический ба
зис

1 1
----- 7 =O l +  IX2), X3, — ( x t -  IX2)

s f i  7 2  -
Преобразуя e*N с помощью А , мы можем таким образом перевести (3.28) в 

форму, аналогичную (3.27):
п п  = 1 , о ^ ф <  2 ж}. (3.31)

Унитарные 2 X 2-иЗ х  3-матрицы, заданные формулами (3.27) и (3.31), яв
ляются примерами унитарных (2 /  +  1) х  (2j + 1)-матриц, определенных фор
мулой

DJ(ij/, «) .= е -* '* * , 0 4 : ф < 2 п .  (3.32)

В соответствии с этим мы приходим к изучению смысла этих матриц для общего 
j  е (0, 1/2, 1, . . .) . Отметим, что не существует проблемы относительно су
ществования этих матриц (если использовать степенные ряды для экспонент), 
так как матрицы углового момента JW конечны.

В принципе матрицы DJ(\p, п) полностью определены формулой (3.32), если 
учесть наличие матриц углового момента; мы используем характеристическое 
уравнение для п • №  (см, (3.25)), чтобы свести экспоненциальное разложение в 
конечную сумму. Это практично для у =  1/2 и 1, но становится трудным для 
больших j  (тем труднее, чем больше у). (Методы явного вычисления мы рас
сматриваем в разд. 6 .)

Далее отметим, что унитарная матрица (3.32) является матричным представ
лением на пространстве с базисом ( I j m  >, т — j , j  — 1 , .  . ., —j ]  унитарного 
оператора, определенного формулой

qi(\j/,n) =  п • J  =  n l J 1 + n2J i  +  rt3J 3. (3.33)
Нетрудно взять экспоненту от оператора углового момента J , так как его дейст
вие всегда разбивается в прямую сумму действий на подпространствах т и п а ^ .

Действие & (ф, п) на заданный собственный кет-вектор I j m )  задается фор
мулой

# 0 М ) :  \МУ  IМ У  = <%(ij/,n)\jm>
=  X  0 'т '\^(ф , n) \jmy\ jm')

т'

=  Z  Aii-mOA’ (3-34)
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где теперь мы получаем элементы матрицы1>*(ф, п) в виде
Я£’« 0 М ) =  i j m ' \ e ^ Ai\jmy. (3.35)

Чтобы интерпретировать физический смысл унитарных операторов (ф, 
л), рассмотрим преобразование углового момента J , соответствующее унитар
ному изменению базиса, заданному соотношением (3.34). При действии % (ф, А) 
имеем

Щф,п): Jiljm'} -  Ш М У ) '  =  Щ ф ,п ) Ш j m } )

Таким образом, преобразование J- имеет вид
Щф,п): H y f l l ~ и). (3.36)

Для вычисления преобразования J  снова используем разложение в ряд и пере
ставляем слагаемые (что имеем право делать, так как ряд абсолютно сходится), 
чтобы получить формулу Бейкера — Кэмпбела — Хаусдорфа

00 J
Щ(ф,п)Ш  Ч<М) =  £  -j-. L-ii/zn • J, (3.37)

k = 0
где кратный коммутатор обозначен через

1А,В]{1) =  [ _ А , В ] = А В - В А ,
[ ^ , 5 ] (0) =  Д  (3.38)

Заметим теперь важную техническую особенность: Вычисление кратных 
коммутаторов зависит только от свойств коммутирования операторов и 
не зависит от того, какое подпространство Ж- было выбрано для вычисления 
действия каждого J- в (3.37).

Из коммутационных соотношений для J следует
[а  • J ,  J ]  =  — гах J ,  (3.39)

где а  — вектор, который коммутирует с Т а к и м  образом, для преобразования 
мы находим

J ' =  g-'iWJjgi'/'n-J
=  J  cos Iр + n(fi ■ J )( l  — cos ip) — (f ix J )  sin ip. (3-40)

Этот результат дает явное вычисление преобразования (3.36).
Замечания, а) Если мы теперь сравним преобразование векторного оператора 

J в (3.40) с вращением вектора, заданным соотношением (2.1), то увидим, что 
два результата отличаются знаком при выражении с sin ф (положим ф = ф в 
(2.1)). Эта разница в знаке не является ошибкой, а является следствием важного 
различия в значении двух преобразований.

В (2.1) мы активно вращали вектор х~, т.е. мы фиксировали координатную си
стему, а двигали в новое положение вектор. Записывая вектор х с помощью ко
ординат (Xj, х 2, х 3), мы имеем зГ =  где (<?), ё2, ё3) — единичные векторы 
фиксированной правосторонней координатной системы. Преобразованиех  — х?
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осуществляется по формуле
х < -  Z  n)Xj = х\, (3.41)

j
гак что вращением координаты (дг1( х 2, х 3) переводятся в (х{, х'2, х 3).

В противоположность этому преобразование векторного оператора J  — (J j , 
J2, J 3), заданное соотношением (3.40), имеет вид

J i - > £  З Д г ,  h)Jj = Г. =  £  ъ Д ф ,  -  n)Jj, (3.42)
J j

и это преобразование было индуцировано из преобразования кет-векторов
I jm  > — I j m ) ’, заданного формулой (3.34). Последнее преобразование, которое 
берется стандартным во всей этой монографии (см. замечание «г» в конце разд. 
14, где дано дальнейшее обсуждение), изменяет кет-векторы ( I j m) }  и является 
дуальным к преобразованию, изменяющему бра-векторы [<(xl f x 2, х3)\ ) , обо
значенные координатами.

Таким образом, мы видим, что в (2.1) координаты [ (хх, х г , х3)} изменяются 
при вращении, тогда как в (3.40) изменяются кет-векторы ( I j m )  | . Эти две воз
можные интерпретации вращения являются дуальными друг к другу, и эта ду
альность приводит к тому факту, что в (3.41) появляется ^ ,  л ), а в (3.42) появля
ется (ф, - А ) .

б) Результат, заданный соотношением (3.40), имеет другой интересный ас
пект: это соотношение является прототипом общего определения тензорного 
оператора с помощью его трансформационных свойств. Этот аспект более пол
но развивается в разд. 14.

в) В силу интерпретации оператора ^  {ф, А) как соответствующего враще
нию физической системы в физике его обычно называют оператором вращения. 
Матричное представление D3 (ф, п ) соответственно называется матрицей враще
ния.

Групповые свойства матриц вращений. Мы уже заметили, что множества 
матриц вращений, соответствующих j  =  14 и у =  1 , являются унитарными мат
ричными представлениями группы SU(2).

Докажем это свойство для произвольных j  е (0, 1/2, 1, . . .).
Мы должны показать, что унитарные (2j  +  1) X (2j  + 1)-матрицы (3.32) 

умножаются таким же образом, как и унитарные 2  х 2 -матрицы и(ф,  
А) =  е х р ( —i-фА х  а/2), т.е. что из

£/(«//, В Д М )  = (3.43)
следует

D>W, п')1У(ф, п) =  DSW ,  Й") (3.44)
для любого j .

Доказательство. Прямое доказательство этого результата, использующее 
определение (3.32), довольно громоздко и трудно. Проведем доказательство об
ходным путем, используя преобразование подобия (3.40).

Пусть а  = (aj ,а2,а}) обозначает вектор, который коммутирует с J . Тогда из 
(3.40) и (2.1) следует

«(MXа • J)*-ЧМ) = Ь J, (3.45)
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где использовано матричное обозначение
b =  К(ф, п) а. (3.46)

Отсюда сразу следует, что операторное тождество
® (ф ,п )Щ ф ,а )® -1(ф,п) = Щф,8)  (3.47)

справедливо на каждом подпространстве (Заметим, что этот результат 
обобщает соотношение для класса углов (гл. 2 ) для любого j . )

Преобразование этого результата с помощью % (ф', п ' )  приводит к
<Щ(ф\ п 'Ш ф ,  п)Щф, а ) \ _ Щ ф п 'Щ ф , «)] - 1 =  ®(ф, с), (3.48)

где
с =  Щф', «')!> =  Щ ' ,  п')К(ф, п)а =  К(ф”, п")а, (3.49)

причем последний шаг следует из того факта (доказанного в гл. 2 ), что ортого
нальные 3 х 3-матрицы умножаются так же, как и соответствующие унитар
ные 2  х  2 -матрицы.

Наконец,, преобразовываем соотношение (3.48) с помощью ^  - 1 (ф' ,  п "):

[%~ \ф " , п")®(ф\ п’)Щф, п ^ Щ ф ,  а ) 1 ® - 1(ф", п")Щф’, п')Щф,  л)] ~ 1 =  Щф, а).

Таким образом, преобразование с помощью
% ~ х(ф", п" Ш ф',  п’)Щф, п) (3.50)

оставляет произвольный унитарный оператор ^ ( ф ,  а) инвариантным. Так как 
операторы {Ji J не оставляют векторы пространства Ж- инвариантными, отсю
да следует, что оператор (3.50) кратен единичному оператору с некоторым мно
жителем а. Так как детерминант матрицы А) равен 1, отсюда следует так
же, что а  = 1. Таким образом, мы доказали, что результат

^(ф'^пуи^ф,  п) =  ^ {ф ”, п") (3-51)
следует из соответствующего соотношения (3.43) для унитарных 2 х 2-матриц.

Свойство умножения (3.44) матриц 1У(_ф, А) теперь следует из определения 
(3.35).

Предыдущий метод доказательства группового свойства может также быть 
применен к параметризации вращений углами Эйлера. Так как эта параметриза
ция распространена в применениях, то введем соответствующие обозначения. 

Унитарный оператор вращения определяется формулой
Щхру)  =  e - ahe - ‘̂ e - ' yJ' (3.52)

(область определения параметров задается формулой (2.41)), и соответствую
щие матрицы вращений задаются как

Щ ф )  =  e - ^ e - ' W e - W  (3.53)
с матричными элементами

DLm(xPy) =  <Jm'\fy(zPy)\jm).  (3.54)

Доказательство того, что свойство умножения вращений (см. (2.40))

и ^ ' Р ' у ' Ш ф )  =  U(oc"P"y") (3.55)
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предполагает общее свойство умножения для операторов

=  Щл"р"у") (3.56)

повторяет предыдущее доказательство, данное для параметризации (ф, Л). 
Свойство умножения для матриц (3.53) теперь следует из (3.54):

Существенный элемент в доказательстве законов умножения (3.44) и (3.57) 
для матриц состоит в демонстрации законов умножения (3.51) и (3.56) для опера
торов. Для параметров (ф, п)  и (а&у) мы можем доказать желаемые оператор
ные соотношения, используя прямо свойства экспоненциальных операторов ти
па ехр ( — 1фА ■ J) и известное действие оператора У, на пространство Таким 
образом* результаты этого раздела независимы от конкретной реализации про
странства сХСу

В последующих разделах мы рассмотрим различные явные гильбертовы про
странства c%?j, на которых реализуются стандартные действия операторов угло
вого момента. В этих явных реализациях подтверждение того, что соответствие 
U —• ^  предполагает соотношение " для U ' U = U" , является эле
ментарным результатом, следующим непосредственно из определения ^  как 
отображения на пространстве <^, причем эта проверка прямо не использует экс
поненциальных операторов. Эти методы (см. разд. 4 гл. 5) не зависят от пара
метризации U и прямо порождают матрицы вращений, которые обозначаются 
через

где удобно ввести обозначение/( U) для значений функции/ ,  определенной на че
тырех элементах матрицы U.

Далее мы обращаемся к описанию явного вида матриц вращений с помощью 
более общих параметризаций вращений.

6. Матрицы вращений (явный вид)
Матрицы вращений в терминах углов Эйлера. Соотношение (3.53) (эквивалент
ное (3.54)) дает полное выражение для матриц вращений. Используя тот факт, 
что матрица J^  диагональна, находим

Щ х'р'у')1У(<хру) = Щ х " Р " у " ) . (3.57)

(3.58)

(3.59)

где # т.т{0) определяется формулой

dL m(P) = <№'\е WJ2\ jm y ; (3.60)

т.е.

dJ(P) =  e - W . (3.61)
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Используя характеристическое уравнение (3.25) и разложение экспоненты в 
ряд, прямо получаем &($) для у — 1/2 и 1 ^

Матрицы вращений для j  = 1/2 и 1 являются конечно первоначальной уни- 
модулярной унитарной 2 х 2-матрицей U(at0y) (формула (2.40)) и первоначаль-- 
ной ортогональной 3 х 3-матрицей R (а/Зу) (формула (2.37)) соответственно, 
причем последняя преобразована с помощью матрицы А нз (3.30):

Имеется несколько методов получения элементов матрицы dJ(j3) для
общего у. Используются, например, следующие методы: а) дифференциальные 
уравнения, б) вращение J2vJ3, в) рекурсивные соотношения, г) характеристиче
ское уравнение, использующее основные идемпотенты оп ератора /^ , и д) техни
ка бозонных операторов.

Так как подход с помощью дифференциальных уравнений является наиболее 
общим, он развивается в некоторых деталях в разд. 8. Методы «б» и «в» рас
сматриваются ниже, а основы метода «г» даны в примечании 2.

Наиболее изящный метод использует технику бозонных операторов; эта тех
ника имеет достаточно общий интерес, так что мы развиваем эту тему в деталях 
в гл. 5. Полезно воспользоваться здесь существенными результатами для DJ ( U) 
(с целью обсуждения структуры результатов) и отложить сам вывод до этой 
главы.

Пусть-f  обозначает параметризацию £/(£) матрицы U. Тогда D-матрица в па
раметризации f  имеет вид

dH ft

1 +  cos/? — sin/? 1 — cos /?
2 2

sin/?
cos /?

— sin/?
Г3.62’)

1 — cos p sin /? 1 +  cos /?
2 2

£>*(a/?}>) =  t/(a /?}>), 
D l {<xf}y) =  A^R(otf}y)A. (3.63)

D \ 0  s  DJ(U(0 )- (3.64)

Обозначение строк и столбцов следует стандартному соглашению, рассмотренному 
выше в (3.24).
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Используя параметризацию углами Эйлера, заданную матрицей (2.40) для 
U(а/Зу), получаем [13]

— С(у +  т ')•'(; -  rri)\(J +  m)l ( j  -  m)!]*

( D \ 2 j + m —m ' —2s /  n \ m - m  + 2s

„ со*) Ю (3 , 5)
^  (j  +  m — j)!j!(w ' — m +  s)\{j  — m' — j)!

где суммирование no s  распространяется на все целочисленные значения, такие, 
что факториалы в знаменателе неотрицательны.

Соотношение (3.65) выражает dJm>m(J3) как полином от cos (/3/2) и sin 03/2). 
Однако путем факторизации наивысших возможных (положительных) степеней 
cos 03/2) и sin 03/2) находим, что при суммировании в действительности остает
ся полином от квадратов cos2 03/2) и sin2 03/2). Таким образом, выразив это яв
но в виде

1 +  X -Р  I — X .
—-—  =  cos2 - ,  —-—  =  sin2 — (3.66) 

2 2 2 2
(что дает х  = cos /3), получим соотношение (3.65) в виде полинома от х, умно
женного на степени cos 03/2) и sin 03/2). Эти полиномы являются полиномами 
Якоби, к обсуждению которых мы переходим, уделяя особое внимание тонко
стям, связанным с этим отождествлением.

Полиномы Якоби. Полиномы Якоби /><“.#) (*) являются полиномами степе
ни п, определенными [14, 15] формулой

где (а, /3) — параметры в этом стандартном обозначении 1), п — неотрицатель

ное целое число и определяется для произвольного комплексного z как

z(z — 1)‘ ■ -(z — а +  1)
для а = 1 , 2 , . . .

(3.68)
\aj  ) 1 для а = О

О для а =  - 1 , - 2 ,  —

В нашем использовании этих полиномов

п, П +  1Х, п +  р, П +  0С +  /3 (3.69)
всегда являются неотрицательными целыми числами, и мы можем переписать 
определение (3.67) в виде

Предостерегаем читателя от смешивания двух стандартных обозначений (а, 
/3) — углов Эйлера.в (2.40) и параметров в (3.67).
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«■.«(*) =  („ +  а) !(л +  Р) ! у  ------ :--------1 i--------С-------  (3.70)
и sS'.(n +  a - s ) l ( p  +  s ) \ ( n - s y . ’ К }

где суммирование по s распространяется на все целочисленные значения, для ко
торых аргументы в факториалах неотрицательны.

Если а или 0 — отрицательное целое число или оба они отрицательны, то 
оказывается, что полиномы (3.70), подчиненные ограничениям на параметры
(3.69), просто связаны с полиномами Якоби, имеющими только неотрицатель
ные параметры ^ ( а ',  /3'). Мы отмечаем эти формулы явно, потому что то же 
явление возникает в разложении коэффициента Вигнера (или коэффициента Ра
ка) в аналогичные формы, содержащие множители с квадратным корнем и по
лином. Эта точка зрения, касающаяся коэффициентов Вигнера и Рака, развива
ется в работе [102].

Следующие три формулы, связывающие полиномы Якоби, имеющие отри
цательные параметры (а, 0), с полиномами Якоби, имеющими положительные 
параметры, могут быть проверены непосредственно исходя из определения
(3.70):

С ”«  -  (3-71)

Матрицы вращений и полиномы Якоби. Связь функций dJm,m(fi) с полинома
ми Якоби следует непосредственно из определения (3.70) после умножения на не
обходимые множители и сравнения с определением (3.65):

' ( j  + .m )\(j -  т)\
(J +  m ' ) \ ( j  - m ' ) \

sin — I I cos —

x p o . ( c o s  0).  (3 72)

11 В математических рассмотрениях [15] свойств ортогональности полиномов Якоби 
предполагается, что а > - I , j 3 >  —1, для того чтобы весовая функция (1 — x)“(l + хУ3 
ие имела отрицательных степеней и была интегрируемой. Такие ограничения не представ
ляют прямого интереса для приложений группы вращений ъ физике по двум причинам: а) 
любые свойства ортогональности следуют из самих матриц вращений и б) более общие, 
отрицательные, индексы, которые допускаются формулой (3.69), естественно возникают 
в физических приложениях.

I
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Этот результат справедлив для всей области изменения квантовых чисел про
екции: —у ^  т < у, — у 4  т' <  j. Отрицательные степени синуса и косинуса, 
умноженные на полином Якоби, всегда аннулируются множителями, появляю
щимися из полиномов вследствие свойств ,(3.71). Полезно сделать эти полино
миальные формы полностью явными, так как такая же проблема, как упомяну
то выше, возникает в контексте коэффициентов Вигнера. Эти результаты даны 
ниже.

Пусть к — наименьшее из четырех (неотрицательных) целых чисел:

Определяем (неотрицательные) параметры ц, v и X в соответствии с четырьмя 
возможными случаями для к с помощью следующей таблицы:

В терминах этих неотрицательных параметров следующее выражение для функ
ции вращения всегда имеет полиномиальную форму:

порождает вращение углового момента J = Jlel + J2e2 + / 3<?3 на ж/2 вокруг 
<?j, т.е. J  — J '  =  Jtej — J3e2 + / 2^з- ® соответствии с этим преобразование 
компоненты / 3 углового момента задается (используя (3.36)) формулой

Беря матричные элементы1 от этого результата, получаем выражение для 
элементов # 0 )  в терминах экспонент:

к =  min(y -I- т, j  — m ,j  +  т', j  — т'). (3.73)

к ц v Я
j  +  т т' — т — т! — т т' — т
j  — т т — т' т’ + т О 
j  +  т' т — т' —т '—т О
j  — т' т' — т т' +  т т — т

Определение & (/3) посредством вращения J3eJ2. Вращение собственных кет- 
векторов

(3.76)

Следовательно, мы также имеем

(3.77)

(3.78)
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где мы использовали свойство унитарности D-матриц. Числовой коэффициент 
1Ут,т{ж/2, ёу) дается формулой ^

D im  =  — \ j ------СС/ +  т) !(;’ “  W) !(У' +  т )  1(7 ~

Х£ - ---------------- --------- --------- :------. (3.79)
s (j  +  т  — s ) \ ( j  — rri — s)\fyn' — m  +  j)!j!

Простые соотношения для dJm,mQ3). Множество полезных соотношений для 
матричных элементов может быть доказано путем прямой проверки из 
определения (3.65) [16, 17]. Для полноты приводим несколько таких соотноше
ний (исчерпывающее рассмотрение соотношений для элементов самой матрицы 
вращений дано в гл. 5, приложение В):

=  Г ~ т*т,т(Ю,
(3-80)

Комбинируя первое из этих соотношений с вторым, получаем

d l mW) =  ( - l ) m’- md L W .  (3-81)

Комбинируя это соотношение с третьим соотношением в (3.80), имеем

d i m(P) =  ( ~ i r - md i m. , - mm .  (3.82)
Рекурсивные соотношения и их источник. Кроме группового правила умно 

жения, рассмотренного в последнем разделе, матрицы вращений также удовлет
воряют ряду правил (соотношений), называемых правилами связывания, кото
рые следуют из изучения прямого произведения двух матриц вращений. Эти со- 
отношения включают коэффициенты Вигнера группы вращений; они детально 
рассматриваются в разд. 13.

Не всегда понимают, что эти правила связывания являются источником 
большинства так называемых рекурсивных соотношений для &т>т(Р). Как мож
но было бы ожидать, поскольку существует об11шрная математическая литера
тура о свойствах полиномов Якоби, эти соотношения могут быть доказаны пу
тем использования классических математических формул, без прямого обраще
ния к группам и коэффициентам Вигнера.

Для того, чтобы мы могли завершить обсуждение свойств элементов 
&т,тф ) в этом разделе и в то же время проверить вышеприведенные утвержде
ния, мы используем здесь общий результат (3.188). Нам необходимо использо
вать только простейший пример этого результата, а именно для у2 =  1/2. Су
ществует четыре соотношения, получаемые из (3.188) для у2 =  1/2 с помощью 
использования явных коэффициентов и матричных элементов для d 1/2(/3) (экспо-

4 Этот результат получаем из (3.89).
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ненциальные множители аннулируются). Эти четыре основных соотношения 
имеют вид

U — т  +  1)* ( c o s ~ J  +  { j  +  r n + \ f  ̂ sin j j  d Jm̂ hm + i (P)

=  O' - m ' +  № т.тф ), 

-  (J -  m +  U  +  m +  ^ ( c o s - j d ^ ^ ^ p )

= ( j  +  m' +  l)*dJm<m(p),

0  +  w )*(cos -  0  —

=  ( j  +  т')Ч*т.тф \

0  +  " O * ( s i n 0 ^ i>m._*(/?) +  0  -  w ) ^ c o s Q j Jm7 4 ;m+i(/?)

=  o  -  r t W L J P ) -  (3-83)
Как отмечено выше, эти четыре соотношения являются явным выражением 

редукции прямого произведенияDJ ®  D ,/l в + 1/2 и № ‘  1/г.
Чтобы проиллюстрировать пользу соотношений (3.83), укажем, что вывод 

двух рекурсивных соотношений, как оказалось, является особенно полезным при 
вычислениях матричньйс элементов dJm,mQ3).

Умножая третье соотношение (3.83) на (у +  т')'/г и используя второе соот
ношение (с у — у — 'Лит' — т' — И), чтобы привести все угловые моменты к 
общему у, получаем соотношение [18, 19]
СО -  m ) ( j  +  т +  1)]* sin Р d Jm, m + t (P)
+  [O' +  m)(J - m  +  1)]* sin p  d Jm, m_ 1(P) =  2(m co sp  -  m ’)djm,m(P). (3.84)
Подобные операции могут быть использованы, чтобы получить соотношение 
[20]

[О +  m ) ( j  - т  +  1)]^4-,т-1 (Р)

+  [O' +'m ’)U  - т '  +  iy]*dJm. _ l m(p) =  (т -  т') cot ^ dJm.m(fi). (3.85)

(Второй результат может быть также получен прямо из общего результата 
(3.188) при выборе у j = у, у2 = 1.)

Общие матрицы вращений. В последующем мы выведем (соотношение (5.44) в 
гл. 5) матрицы вращений в виде, не зависящем от параметризаций. Мы пред
ставляем здесь этот вид не только для полноты, а потому что он обнаруживает 
(больше, чем любой другой вид) структурную простоту матриц вращений. Этот 
вид легко запоминается и понимается и с практической точки зрения может 
быть использован, чтобы получить матрицы вращений в любой параметриза
ции. Это последнее свойство особенно полезно для приложений к физическим за
дачам, включающим.нестандартные параметризации [21].
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Сделаем предварительное замечание об обозначениях. Мы видели в связи с 
полиномами Якоби важность неотрицательных параметров (см. формулу (3.73) 
и данную там таблицу). В комбинаторике часто возникает задача подсчета числа 
прямоугольных решеток, которые могут быть построены при наложении усло
вий: а) узлы решетки являются неотрицательными целыми числами и б) сумма 
чисел в каждой строке и в каждом столбце определена (фиксирована). (Это обоб
щение магического квадрата.) Обозначения, основанные на таких соображения:;, 
оказываются здесь очень полезными.

В терминах элементов унитарной унимодулярной 2 х  2-матрицы U эле
менты матрицы вращений могут быть записаны в виде

DL m(U)  =  [ ( / +  ™ )Ю  ~  m )\(J  +  m ') \ ( j  -  m')!]*
т , ( и ц )“,,(и12Г Ч и21Г 2,(и22Г 'х > ------------------------------------- , (3.86)
^ a n  !ai 2^21 -'«22 '■

где обозначение Ш символизирует 2 х 2-построение с неотрицательными целы
ми числами:

a n ai 2 j  +  rri
a 2i a22 j  - r r i  . (3.87)
j  +  m j ~ m

Здесь tx-j — неотрицательные целые числа, суммы которых в строках и столбцах 
указаны (неотрицательными) целыми числами у ±  т ' , у ±  т. (Явно a lt +
+  «12 = j  + т ' , a 2t +  =  у -  о т ', ев,, +  а 21 =  У +  т, a l2 + = j  -
— т.) Суммирование в (3.86) ведется по всем таким построениям. (Заметим, что 
любое число а у может служить единственным индексом суммирования, если же
лают избежать избытка, присущего обозначению квадратным построением.) 

Свойство группового умножения матриц вращений теперь выражается в виде

D \ U ) D \ U ' )  =  m U U ' ) .  (3.88)

Матрицы вращений в терминах параметров Эйлера — Родригеса. Во мно
гих физических задачах (в особенности в молекулярной физике, теории поля в 
кристалле и теории электронного парамагнитного резонанса) встречается задача 
разложения представления DJ(U) группы вращений на неприводимые представ
ления конечной подгруппы (точечной группы) группы вращений. Элементы вра
щений точечной группы часто наиболее просто описываются как вращения во
круг фиксированных осей. Поэтому полезно знать явно матрицы вращений, вы
раженные в терминах параметров Эйлера — Родригеса.

Желаемый вид матрицы вращения получается подстановкой матрицы U, за
данной в (2.21), в общую форму (3.86) (мы выбираем a2l — s как единственный 
индекс суммирования):

o>a ) =  СО’ +  +  m)\( j  -  w)!]*

x £ , ( a 0 — ia3)J + m ~ s(  — /aj -  a 2)m' “ m + s( - /a i +  <X2)s(a 0 +  ioc3)j ~m ~ s

s ( j  +  m -  s)\(m' — m +  s ) !.v! ( / -  m' -  .v)! ‘ (3.89)
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Дополнительная подстановка а 0 = cos (ф/2), сг(- =  ni sin (ф/2) порождает 
также явный вид матричных элементов &т’т{ф> п)- (Во многих приложениях 
полезно иметь след матрицы В\ф,-п). Эта формула рассматривается в примеча
нии 3.)

Заметим, что свойство умножения матриц вращений (3.89) теперь задается 
формулой

Ща'0, ш’) Щ а 0, я) =  D>(«" «"), (3.90)
где параметры (а^, « ") получаются из (о^, щ') и (ск0, а) с помощью правил умно
жения кватернионов (2.42). (В примечании 4 свойства функций 1Ут, рассмотре
ны прямо в терминах параметров (а0, «). Дальнейшее обсуждение свойств мат
риц вращений см. также в примечании 6.)

Замечание. Мы злоупотребили обозначением отображения функцией/(т.е./: 
X  — С или эквивалентно f : x  — a =  f(x) для а е С и х  е X, где X  — область 
определения функции / ,  а С — обозначает множество комплексных чисел), ис
пользуя один и тот же символ/  = D>m,m для различных функций со значениями 
^Ч ,'т («07). Din'mWf «). Djm'm( u )> о> «) и т -д - Э'1’01’ Дефект в обозначе
нии особенно очевиден, если заметить, что /  = &т.т в (3.86) является вещест
венным полиномом (коэффициенты из IR) от комплексных переменных (ип , и12, 
И21 > игг)’ ТОГДа шк/ '  ~ ^т'т в (3.89) является комплексным полиномом (коэф
фициенты из С) от вещественных переменных (а0, а). При строгом использова
нии мы должны были бы ввести различные символы для функции в разных пара
метризациях матрицы U, например ■®т■*,(<*&) = °т'т( и (а@У)) и Т-Д- (ИЛИ 
иначе использовать обычное обозначение для композиции двух функций). Следо
вание этому последнему пути усложнило бы без необходимости обсуждение 
матриц вращений, так как использование одного и того же символа 1Ут,т обыч
но не вызывает трудностей. Однако необходимо соблюдать осторожность при 
рассмотрении комплексного сопряжения функции и комплексного сопряжения 
множества значений функции. Если область определения X  функции/ является 
множеством вещественных переменных, то трудностей с обозначением не воз
никает, так как комплексное сопряжение функции/, обозначаемое/*, определя
ется формулой/* (х) =  [/(*)] *. В единственном другом случае, рассмотренном 
выше для U -функций, именно для обозначения U), где/  = &т.т — веще
ственный полином от элементов и- матрицы U, мы избежим всякой двойствен
ности, используя соглашение, согласно которому символ DJ*,m{U) всегда 
обозначает комплексно сопряженное множество значений D̂ m,m{U), т.е. 
DJ*.m(U) = [DJm,m(U)]m =  Djm,m(U y , причем последнее равенство следует из 
того факта, что DJm,m в (3.86) является вещественным полиномом.

7. Волновые функции систем угловых моментов
В вышеприведенном обсуждении мы последовательно основывались на тон точ
ке зрения, что кет-векторы [ \ jm  > j должны быть базисными векторами для эле
ментарных («точных») систем угловых моментов. Обычно в физике используют 
альтернативную точку зрения, а именно точку зрения волновых функций (или 
амплитуд вероятности), согласованную с точкой зрения, принятой для уравне
ния Шредингера. При этом индексы состояния обозначают функции и аргумен
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ты функции обозначают индексы положения частицы (или набора частиц) в кон
фигурационном пространстве. Этот сдвиг точки зрения не тривиален и здесь 
будет рассмотрен в деталях.

Волновые функции для систем угловых моментов могут быть получены еди
ным образом по следующему пути. Рассмотрим закон умножения для матриц 
вращений: D-i(UU') =  &1(Ц)1>*(и’), т.е.

K A U U ' )  =  £  (3-91)
т "

Мы хотим интерпретировать этот результат как преобразование, вызываемое 
вращением % , действующим на «систему», описываемую волновой функцией

гп т х 9
Как прототип этой интерпретации рассмотрим то же действие ‘ж на кет- 

вектор I jm  >:
: \jrny \j m } '  =  £  ЕИя.я{и)ЦтГ>. (3.92)

т'

Размещение индексов (от', /я) в этом результате является решающим в интер
претации соотношения (3.9i) как преобразования над волновой функцией.

Рассмотрим функцию DJmm, ( UU'), появляющуюся в левой части соотноше
ния (3.91), как «трансформированную систему», т.е.

I K A U ' ) - } '  =  D Jmm:(UU’). (3.93)
Находим, что из закона умножения (3.91) теперь следует

V - D L ' - m  -  (3.94)
m"

Индексы в этом соотношении не согласуются со стандартной формой (3.92) 
для преобразующихся кет-векторов. Чтобы избежать этого дефекта, мы дол
жны сохранить закон умножения (так как он правильный), но как-то изменить 
его форму. Чтобы сделать это, мы используем тот факт, что матрица IP уни
тарна, заменяем U на U ~ 1 и берем комплексное сопряжение от соотношения. 
Тогда мы получаем соотношение, имеющее желаемую интерпретацию:

V - -D L U U ')  -  I K U U ' ) J  =  I  D i „ m{U)iy*.m,{U'). (3.95)
m"

Это соотношение показывает, что функции DĴ m ,(£/') в противоположность 
функциям DJmm, преобразуются как векторы состояний, несущие индексы угло
вого момента (j, т), и этот результат справедлив для каждого от' =  j ,  
j — 1, ... , — j  .Использование комплексно сопряженных матриц вращений яв
ляется не излишеством, а необходимостью для достижения полного согласия.

Прежде чем продолжать, полезно выяснить дальнейшие обозначения. В. вы
шеприведенной интерпретации углы, параметризующие U ', не играют никакой 
роли. Для согласования обозначений закон преобразования должен быть запи
сан без U' в ясных кет-обозначениях. Таким образом, следует писать

Ф: L V >  -  1-Л'У =  (3.96)
т "  >

Здесь \т]т ''> явно обозначает кет-векторы (которые подразумеваются в 
(3.95)). Заметим, что индекс от' является пока свободным и ему еще не дана ин-
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терпретация. Линейные комбинации по этому свободному индексу фактически 
оставляют неизменными обсужденные здесь результаты.

Выяснив положение с кет-векторами, мы можем теперь снова ввести без не
доразумений вращение U ' , которое появляется в (3.95). Обозначая U' через U, 
находим

<U\mJm̂  =  &*m,(U) =  <jm’\® - l \jrn>. (3.97)

Прежде чем мы сможем обсудить значение этих результатов (в частности, как 
они порождают все сферические функции), мы должны сначала получить диффе
ренциальные уравнения для матриц вращений, так как именно на них базируется 
обычная трактовка сферических функций.

8. Дифференциальные уравнения для матриц вращений

Поскольку мы решили сначала определить базисы для систем угловых момен
тов, а затем определить (унитарные) матрицы вращений путем взятия экспо
нент, ясно, что определенные таким образом функции будут обладать производ
ными всех порядков; мы можем благополучно следовать элементарным путем 
без потери общности.

Рассмотрим матрицу вращения, используя параметризацию углами Эйлера:

& ( ф )  =  e -v V e -W e -W .  (3.98)

Дифференцирование по а, 0 и у  приводит к следующим результатам:

— Dj( ф )  =  -  1 ^ Щ ф ) ,
да.

~ 0 \ ф )  =  -  Ке~ы" ^ е ы̂ ) Щ ф )  .

=  — /(— j y > sin ос +  J 2̂ cos ct)Dj(cc(ly),

—  Щ ф )  =  -  1 1 1 У ( ф ) ^ ( 0 \ ф ) у Ч & ( ф )
су

=  — i(J^ cos а sin ft +  sin а sin cos j3)Dj(ixj3y), (3.99)

при получении этих результатов мы использовали преобразование углового мо
мента (3.40).

Теперь можно обратить эти результаты, чтобы выразить действие матрич
ных операторов /р* на матрицы DJ(a0y) как дифференциальные операторы на 
матричных функциях DJ(ot0y). Приходим к следующему результату:

^ о \ ф )  =  -  / , щ * р у ) , (3.100)



64 Гл. 3. Обычная трактовка углового мсшента

г д е — дифференциальные операторы, определенные формулами

д д cos а  д
/ i  =  / cos a cot /} - — н i sin а —  — i - — ,

<3а afi sm p dy
д d  sin а d

— i sin a cot В ------/ cos а —-  — /' ——-  — ,
^  и da d0 smjS 3y

. d
/ з  =  -  * — • (3.101)da

Существует только один момент в этом выводе, который требует объясне
ния, а именно, почему поставлен знак «минус» в (3.100)? Необходимость этого 
знака можно увидеть двумя путями: а) знак существен для ‘того, чтобы диффе
ренциальные операторы ̂  подчинялись коммутационному соотношению 
= 1̂ 5 б) знак обусловлен использованием DJm*m, в качестве волновых функций, как 
рассмотрено в предыдущем разделе.

Мы должны быть также осторожными и помнить, что jy> в (3.100) являются 
конечными матрицами и что это соотношение строго справедливо лишь для 
каждого фиксированного у'-базиса. Только когда полнота прямой суммы про
странств ф  ф  ... ) доказана, мы можем заключить (что мы сде
лаем ниже), что дифференциальные операторы^  являются справедливыми опе
раторными реализациями множества операторов углового момента, удовлетво
ряющего соотношению ̂  х

Так как мы показали для каждого подпространства у = 0, Уг, 1, ... углового 
момента, что дифференциальные операторы ^ могут быть представлены в под
пространстве в терминах матриц /  W и вид этой реализации не зависит от у, то 
можем утверждать, что дифференциальные операторы фактически являются ре
ализацией множества операторов углового момента в общем случае, а не только 
для базиса D* (мы используем этот результат в данном разделе несколько раз).

Полезно записать соотношения (3.101) в виде

/ + =  / х  +  i f 2 =  eiCL( i  c o t p —  +  ~ ~  -Д -г  ~
\  da ар sm р ду

д д i d
е '“ ( /  cot /?-

(3.102)

da dfi sin P dy у

/ 3  =  - i ^ ~ -  да
Далее выполним, комплексное сопряжение соотношения (3.100), учитывая соот
ношения

=  J i \  J (2 *  = - J (i \  =  (3.103)

и возьмем матричные элементы результирующего соотношения. В результате 
получим обычное действие дифференциальных операторов^:

/ ± W )  =  Ю  +  т')0  ± т ' +  1 у]*0%± 1)И(а/?у),
/ з  D£JptPy) =  m'D^Jafiy). (3 .104)
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Дифференциальные формулы для матриц вращений (3.104) являются почти 
(но не совсем) целью этого раздела. Недостающим элементом, к которому мы 
теперь переходим, является интерпретация индекса т.

Продолжим с физической точки зрения. Предположим, что мы имеем 
единственную массивную точку, движущуюся по орбите вокруг (фиксированно
го) начала. В этом случае!, = (г х  р )  является угловым моментом, где компо
ненты вектора положения г частицы могут быть взяты в виде

Xi = г cos a sin Р, 
х 2 =  г  sin а sin Р,
х 3 =  г cos/?. (3.105)

Таким образом, углы (а, /3) отождествляются с азимутальным и полярным угла
ми вектора положения частицы. Теперь получаем дифференциальный оператор
для углового момента (используя формулу Л~1гг х р  =  — iF х  V):

д д 
i t  i =  i cos a cot В —  4- / sin а — ,

За др

S? 2 =  / sin а cot р ------ i cos а — ,
За др

J?3 = ~ i - r -  (ЗЮ 6)оа

Эти выражения в точности совпадают с выражениями д л я (3.101), в кото
рых удалены члены, содержащие производную д/ду. Так как выбор т — 0 уда
ляет угол у  из матрицы вращения, мы видим, что в случае единственной части
цы (3.101) дает физический угловой момент. Следовательно,^должно быть фи
зическим угловым моментом в общем случае. (Мы снова увидим, что это ото
ждествление правильно при более детальном обсуждении жесткого ротатора, 
приведенном в разд. 10 гл. 7.)

Отметим, что выбор т = 0 предполагает, что У является целочисленным, 
так что обобщ ениепредставленное в (3.101), состоит в том, что разрешены 
полу целые значения угловых моментов в противоположность для которых 
разрешены только целые значения. (В действительности наш вывод показывает, 
что т — 0 достаточно для того, чтобы устранить у  из теории единственной час
тицы. Но необходимо ли это, т.е. возможно ли существование полуцелого орби
тального углового момента? Ответ состоит в том, что полуцелые орбитальные 
угловые моменты не могут существовать; этот результат мы докажем в разд. 5 
гл. 6.)

Из этих результатов можно сделать еще одно заключение. Тот факт, что 
д/ду можно устранить и з (3.102), предполагает, что д/ду должно коммути
ровать с Отсюда следует, что эрмитов оператор i (д/ду) является недостаю
щим элементом, который дополняет множество дифференциальных уравнений,

5-5$
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определяющих функции вращений DĴ> т(а13у). В соответствии с этим мы добав
ляем к системе уравнений (3.102) уравнения®

& 31У*т( ф )  =  т&*т( ф ) .  (3.107)

Чтобы интерпретировать эти результаты, заметим теперь, что мы можем 
решить соотношения (3.101) для оператора д/ду и, следовательно, для В ре
зультате имеем

# з  =  sin ft cos ос/ i  +  sin /? sin я / 2 +  cos /? / 3, 
или эквивалентно

^ э = 1 Л ,з ( « /* У ) /ь  (3.108)
i

где R(a(3у) — собственная ортогональная матрица, определенная формулой 
(2.37). Таким образом, мы пришли к введению трех операторов = 1 , 2 ,  3), 
определенных формулой

P j s ' Z M  (3.109)
i

выясним теперь их физический смысл2)
Физическая интерпретация операторов углового момента Щ и ^ . Для полу

чения физической интерпретации ^  проведем геометрическое рассмотрение. 
Пусть (ё[, ё2, ёъ) обозначает ииерциальную систему отсчета, и пусть [}х, / 2, /з )  
обозначает (неинерциальную) систему, для которой мгновенная ориентация от
носительно инерциальной системы описывается углами Эйлера:

h  =  Z  RtMPy)^. (3.110)

11 Физическая интерпретация операторов &2, состоит в том, что ^  есть ком
понента полного углового момента ̂ жесткого или твердого тела, спроектированного на 
i-ю ось правосторонней системы координат, фиксированной в теле. В литературе не су
ществует единства в обозначении этих компонент. Мы приняли обозначения, часто ис
пользуемые в молекулярной спектроскопии [22].

2) Следует отвергнуть искушение интерпретировать соотношение (3.109) путем исполь
зования преобразования (3.40), которое в терминах углов Эйлера принимает вид

J) = Щ ф У / Ц -  ‘ (а/?у) =  £  Л0.(а/?уМ.

Операторы (J[, J’2, / у  и (/,, Jy J^, появляющиеся в этом результате, являются компонен
тами углового момента, отнесенного к осям двух различных систем отсчета (ё1, ё’г, ё’̂  и 
(ёр ё2, ё^, которые связаны соотношением ё’. = ZtRJai3y)St; но сами операторы 7 не свя
заны с положением или движением системы (ё{, ё’, ё'3), т.е. они не зависят от углов Эйле
ра, тогда как операторы^, определенные в (3.101) и появляющиеся в (3.109), зависят от 
этих углов и, следовательно, действуют на направляющие косинусы Иц(а0у). Операторы 
3*j не могут быть получены из операторов^ унитарным преобразованием подобия.
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Так как оператор^/*  е, ^  + ё -^  +  ёъ/ъ С4  определяется формулами (3.101)) 
раньше отождествлялся с полным угловым моментом физической системы, то  
очевидно, что 3*р определенное формулой

=  (3.111)
(

является компонентой полного углового момента относительно движущейся 
оси fj.

Таким образом, физический смысл операторов ^  частично установлен; мы 
должны установить более точно смысл самого полного углового момента

Требуемое'соотношение находим как коммутатор /  с направляющими коси
нусами Rjjiafiy), определенными системой отсчета ( / i , / 2, / 3):

L/ ь  Rji] =  ieiJkRki, i, j, к цикличиы, (3.112)
для каждого I = 1, 2, 3. Используя этот результат и определение вращающейся 
системы отсчета (3.110), находим1'

[ « • < / ,/ ; ]  =  -» (« * /))•  (3.113)
Теперь вносим в экспоненту этот последний результат, используя ту же про

цедуру, которая привела к соотношению (3.40), чтобы получить преобразование 
(см. формулу (2.1) и замечание «а» в разд. 3)

(3.114)

в котором А = п1ё1 + л2̂  + л3ё3 — произвольное направление (определенное 
по отношению к инерциальной системе отсчета), а ф — произвольный угол. 
Этот результат, т.е. преобразование (3.114), порождает интерпретац ию угло
вой момента/является генератором вращений самой системы отсчета, фиксиро
ванной в теле. Следовательно,^должно отождествляться с полным угловым 
моментом твердого или жесткого тела, мгновенная ориентация которого 
определена системой отсчета ( / j ,  / 2, / 3), которая фиксирована (никакого от
носительного движения) в теле.

Соотношения, которым удовлетворяют операторы углового момента 
твердого тела. Здесь мы кратко изложим некоторые из соотношений, которым 
удовлетворяют операторы углового момента { ^ )  и [ .

а) Стандартное коммутирование д л я ^ :
С /., / j ]  =  г, у, к цикличны; (3.115)

б) ^  может стоять в любой часТи:
^  =  1  R u ( « 0 y ) f i  =  I  ; ( 3 .1 1 6 )

i ’
в) важный множитель — / в коммутаторах для

\j?i, ^ j ]  =  —i^k, Uj, к цикличны; (3.117)

Каждый из векторов/;, определяющих систему является векторным опера
тором по отношению к угловому м о м ен ту см . разд. 15.
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г) взаимное коммутирование операторов и ( Щ) :
\ » ь  / Л  =  0, i , j , k =  1 ,2 ,3 ; (3.118)

д) одни и тот же квадратичный инвариантный полный угловой момент:

Рассмотрим снова удивительный результат для коммутационных соотноше
ний [Щ, = — / ё?к. Только операторы — ^  удовлетворяют коммутацион
ным соотношениям для обычного углового момента. (Этот результат является 
прямым следствием того факта, ч т о ^  не коммутируют с вращающимися осями 
f Jt которые появляются в определении &>} =  ■ ^f.) Из ^  = / ( • ^/видим также, 
что ^  являются инвариантами по отношению к вращениям, порож денны м^ 
этот результат следует геометрически из того факта, что вращения, порожден
н ы е ^  вращают о д н о в р е м е н н о оставляя инвариантным скалярное произ
ведение.

Изложим кратко полученные результаты. Матрицы вращений т(а(3у) 
являются одновременными собственными функциями трех взаимно коммутиру
ющих операторов и Ŝ y

Операторы ^  являются компонентами углового м о м ен та^  отнесенного к вра
щающейся системе отсчета, т.е. 3*1 =  ■ Jf. Д ей стви е^  т(а0у) являет
ся стандартным действием, заданным соотношением (3.104); мы должны еще 
определить действие операторов ^ ( i  = 1, 2) на £>{£. т(а0у).

Действие операторов углового момента, отнесенного к телу, на матрицы 
вращений. Действие операторов на матрицы вращений DJ (а/Зу) может быть 
получено транспонированием матрицы вращений (3.100), используя свойства 

Jy>= — J ^ , / :w = 7 3w и & (у, —0, a)=D>(a@y). (То, что матрицы / р  и 
JSp симметричны, тогда как 7 ^  антисимметрична, прямо следует из (3.20); свой
ство DJ(y, -  /3, а) = DJ(a0y) следует из (3.53).) Результат этого вычисления 
имеет вид

9 \  +  +  / з  =  '

c f 2DJ*m(xPy) = ./(./+  \)1У *т(аРу), 

/ з & *Я( Ф )  =  т '£>£т(Ф Ъ
^ъ!У*.т( ф )  =  т О £т( ф ) . (3.120)

iy(a.py)Jf =  --PiDHafiy), (3.121)

где &1г ^2 и получены и з ^ ,  — /̂2 И</з соответственно перестановкой a n y  и 
заменой /3 на — /3. Эти замечания показывают, что операторы ^  принимают 
такой явный вид:
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(3.122)

(Эти результаты согласуются с результатами, полученными более прямым, но и 
более трудным способом из (3.109).)

Чтобы получить действие операторов ^  на матрицу вращения у),
найдем комплексное сопряжение соотношения (3.121) и возьмем матричные эле
менты; получим следующие результаты:

Видим, что из-за знака «минус» в коммутационных соотношениях (3.117)
-  I» 2 и &!х + i& 2  действуют теперь как повышающий и понижающий опе

раторы («лестничные» операторы) соответственно.
Физическая интерпретация этих результатов состоит в том, что волновые 

функции D1̂ , m(ot(3y) являются волновыми функциями вращающегося симмет
ричного волчка (твердое тело с фиксированным в пространстве центром масс) и 
^  является г-компонентой углового момента, отнесенного к фиксированным в 
пространстве осям, тогда как является углоиым моментом, отнесенным к 
фиксированной в теле г-оси (оси симметрии) [13, 23].

Эта физическая интерпретация обсуждается в деталях в разделе 10 гл. 7. 
Замечание. Это рассмотрение операторов 5*, определенных соотношением 

(3.111), было ограничено собственными ортогональными преобразованиями 
R(a0y) (правосторонние системы отсчета ((ёи ё2, ё3) и ( / , ,  / 2, / 3)). Мы можем 
распространить рассуждения на несобственные ортогональные преобразова
ния, заметив, что при пространственной инверсии единичные векторы/- обраща
ются (/j — — f jt i =  1, 2, 3), причем это свойство является следствием определе
ния фиксированной в теле системы отсчета (см. разд. 10 гл. 7). (Здесь мы не об
ращаем инерциальную систему отсчета (ё{, ё2, ё3).) Определяя Ry = ё[ ■ fj, нахо
дим, что коммутационные соотношения (3.117) теперь изменяются и принима
ют вид [ ^ ,  3*] = -  ie ^ d e tR )^ ;  эквивалентно имеем [(detR )^ , 
(detR)&ji = — ie-^dttR ).^ . Таким образом, если мы делаем обобщение, что
бы включить системы отсчета (е,, ё2, ё3) и (fv f 2, / 3), отнесенные к собствен
ным и несобственным вращениям, то имеем, что операторы (det/? )^ 0  =  1, 2,
3) подчиняются коммутационным соотношениям (3.117). (Этот результат важен 
для молекулярной спектроскопия; см. разд. 10 гл. 7)

Порождение матриц вращений дифференциальными операторами. Так как 
каждый оператор в множестве } J i } коммутирует с каждым оператором в мно
жестве [ ^ ), то мы можем породить функции D**, т путем двойного примене
ния техники понижающих операторов (3.18). Отсюда следует

{&>! -  & 2)1У*т(<хРу) =  СО* -  m)U +  т +  l)]4£ Jm* m + 1(a0y),

<■̂ 1 +  & 2)D% m(afiy) =  Ш  +  m \ ( j  - т +  1 .Да/Зг),

Ъ & Х Ш )  -  т °т т(Ф/)- (3-123)

( j  +  +  m) l

L ( 2 j ) ! 0 - m ') ! ( 2 j ) ! 0 - m ) ! j

x +  i0>2y - mD jf(xpy). (3.124)



В этом результате D JJj однозначно определена дифференциальными уравне
ниями первого порядка

/ з  Djj(otPy) = jD j f ( ixP y ) ,

/ +1У*(ф/) =  0,
0>3Dj*(ixl2y) =JDjf(ccPy),

( ^ !  -  И?2)£Р*(хру) =  0. (3,125)
Используя явный вид (3.102) и (3.122) для дифференциальных операторов, нахо
дим, что соотношение (3.125) требует, чтобы

Djf( ф )  =  N je^ d jjW d* , 

где d jj  03) удовлетворяет уравнению
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A +;tanf ) W . o ,

приводя к соотношению

d j 0 )  = \ c o s ' - '

Произвольную константу Nj вычисляют, используя соотношение 1У(0, 0, 0) = 
= единичная матрица, что дает = 1. Таким образом,

Dj*(xpy) =  eiJa( c o s 0  ' eij\  (3.126)

Этот результат следует подставить в (3.124), чтобы получить полностью 
определенный вид волновых функций 1У„* т(а0у). Выполнение деталей повтор
ного применения дифференциальных операторов ̂ /_ и ^  +  i&*2, чтобы полу
чить ответ в форме, включающей полиномы Якоби, как рассматривалось в 
разд. 6, слишком утомительно. Эти детали можно найти в литературе [24].

9. Ортогональность матриц вращений

Ортогональность матриц вращений следует из того факта, что операторы угло
вого момента ( ^ )  и [ эрмитовы по отношению к скалярному произведению

dQ *Р*(х)Ф(х), (3.127)

где интегрирование ведется по всем точкам [ х = (х,, х2, х3, х£) единичной сфе
ры в четырехмерном пространстве:

dQ = 2ж2. (3.128)
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Укажем кратко явный вид элемента поверхности (инвариантную меру) dQ и со
отношения ортогональности возьмем в различных параметризациях.

а. Сферические полярные координаты. Мы можем выразить параметры 
Эйлера — Родригеса (а0, а) точки на единичной сфере в четырехмерном про
странстве с помощью обычных сферических полярных координат:

Xi =  sin в cos ф sin х, 0 <  ф < 2п, 
а 2 =  s in 0 sin ф sin*, 0 <  в ^  п,
я3 =  cos в sin х, 0 <  х <  л,
a0 =  cosx, (3.129)

Тогда dQ задается формулой
dQ =  dco sin2 х dx, (3.130)

где do> — дифференциал площади поверхности единичной сферы в трехмерном 
пространстве:

dco =  dф sin в d0. (3.131)
б. Параметры (ф, А). В этом случае точка (а0, «) параметризуется так:

a0 =  cos у , 0 <  ф <  2п,

,  ■ ф Л А ,а  =  п sin — , п ■ п — 1,
2

dQ =  dS(n) sin2 у  -у - , (3.132)

где dS(fl) обозначает дифференциал площади поверхности в точке (п\ +  + 
+ п\ — 1 единичной сферы (так как п — (sin0cos<£, sin 0 sin ф, cos в), то имеем 
dS(A) =  do>).

в. Углы Эйлера. В этом случае точка (а0, а) параметризуется так:

/? 1 
a0 =  cos — cos -  (у +  а),

В 1 
a i =  sin — sin -  (у — а),

Р 1а2 =  sm — cos -  (у — а),
2 2
О J

а 3 =  cos — sin -  (у +  а), (3.133)

Отметим, что верхняя полусфера (а0 ^  0) покрывается при 0 <  а < 2ж, 
0 <  /3 ^  тг, 0 ^  7 < 2тг, а нижняя сфера (а0 ^  0) при 0 ^  а < 2ж,- 
2ir ^  /3 ^  Зтг, 0 ^  у < 2тг:

d a  = ^  doc dy sin /? d/8. (3.134)
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Две наиболее часто используемые формы соотношений ортогональности 
матриц вращений могут теперь быть записаны в виде

J dS(n) J Ц- (s in  у  j п)В^,ц(ф, л) =  (3.135)

О
2 п  2  л  п

g |  da |  dy J dp  sin (i D ^ J a ^ D ^ ^ a f i y )

0 0 0
2 n 2 n Зя

*2
+  “  J  da. J  dy j  d p s i n P D j * m{aPy)Dĵ ,)1(aPy) =  « V 'W 'W

0 0 2i
(3.136)

Для целыхj  и j '  интегрирование по нижней полусфере такое же, как интегри
рование по верхней полусфере; в частности, соотношение ортогональности 
(3.136) сводится к соотношению

2lt 2% 71
Г Г  ■ 8л 2

da dy J dp  sin p ^ . „ ( ф Щ . ^ а Р у )  =  — — - Sj f dm.M-dmil. (3.137)

0 0 0

10. Сферические функции

Выше (при обсуждении формул (3.106)) мы показали, что достаточно положить 
т =  0 в ГУ*. m(ctf3y), чтобы удалить у  иэ этих функций, и что в этом случае мы 
получаем теорию орбитального углового момента одной частицы. Для полноты 
кратко изложим результаты, полученные путем ограничения функций 
Dm' m(oi0y) до у), где теперь мы обозначаем j  через /, чтобы указать огра
ничение/ целочисленными значениями.

а. Связь сферических функций с матрицами вращений:

Ylm{P*) =  ( ~ ^ ~ j  D i: 0(aPy). (3.138)

б. Ортогональность сферических функций:
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в. Действие операторов орбитального углового момента на сферические 
функции:

Явный вид сферических функций. Используя формулу (3.138) для сферических 
функций, имеем

Используя формулу Вигнера (3.65), формулу (3.72), содержащую полиномы Яко
би, или экспоненциальную формулу (3.78), можем выразить соотношение (3.141) 
в различных формах.

Общей практикой является выражение сферических функций в терминах при
соединенных функций Лежандра. Эти функции могут быть определены с по
мощью полиномов Якоби:

Заметим, что соотношение (3.143) справедливо для положительных и отри
цательных значений т; соотношение

Заметим также, что если положить в Ylm(j3ot) т =  0, то мы устраним а из 
этих функций:

Ylm( M  =  [(/ +  m)(l ± т +  1)]* Г,.т± iOSa), 

-5?з Ylm 08a) =  m Ylm(Pa),
2>2 Ylm( №  =  l (J+ (3.140)

(3.141)

(3.142)

Используя этот результат и соотношения (3.71) и (3.72), имеем

, (/ — т ) П *  
dU P )  =  ( - D m W o s / J ) , (3.143)

P?(cosp)eimx (3.144)

(/ — т)\
P f" (c o s  Р) =  ( -  1Г  77— Р7(cos/?)(/ +  т)\

(3.145)

(3.146)

Pi(cos0), (3.147)

где
Р[(cos (f) =  P^(cos р) (3.148)

определяет полиномы Лежандра (от cos/3).
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Существует еще один распространенный метод получения сферических функ
ций, не требующий обращения к матрицам вращений или прямой ссылки на 
функции классической математики. Этот метод использует общую формулу 
(3.18), к которой мы теперь обращаемся.

Порождение сферических функций понижением собственного состояния наи
высшего веса. Собственное состояние наивысшего веса (т = I) получается реше
нием дифференциальных уравнений первого порядка

s e + Ya №0 = о,
JSf3 r„(/»a) =  /r„(/fo), (3.149)

где S + и _4 определяются формулами (3.106).
Нормированное (в смысле формулы (3.139)) решение этих уравнений имеет 

вид
( ~ 1  У 

2 '/!
(21+  1)! 

4л
(е'“ sin /?)'. (3.150)

где произвольная фаза (так называемое соглашение Кондона и Шортли) выбра
на так, чтобы получить согласие с нашими предыдущими результатами.

Теперь общая сферическая функция получается из обычной формулы пониже
ния (3.18):

Yim(pa) =
(I +  т) ! 

.(21)1(1 -  т)\
SelZ mYn( ра). (3.151)

Повторное применение понижающего оператора к Y ^ a )  в этом резуль
тате приводит к следующей форме сферических функций:

Y U №  =  ( -  1Г  (/ +  т)\(1 -  т)\
4л

\l-2k-n( — 1 ̂ (sin  j8) + m(cos р)‘
22k+m(k +  w )!fc!(/ _  т _  2k)\ ' (3.152)

Эта формула интересна, потому что она обнаруживает (наиболее очевидно) 
связь сферических функций с шаровыми сферическими функциями (однородны
ми полиномами степени / от хг, х2, х3, которые являются решениями уравнения 
Лапласа). Учитывая, что

eima(sinp)2k+m =  (е‘“ sin /?)*+т(е ~ sin /?)*

=  (X! +  ix2)k + m(x 1 -  ix2)k, 
из (3.152) видим, что шаровые сферические функции Щт(Х) даются формулой

е й * )  =

х Е

21+  1 
4л

(I -)- т)\(1 — т)\

( — х х — ix2)k+m(xl — ix2)kx\з 2k т 
22k+m(k +  m )\k\(l -  т -  2к)\

(3.153)
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в которой уже ие требуется, чтобы точка X =  (хр х2, х3) лежала на единичной 
сфере.

Шаровые сферические функции удовлетворяют обычным соотношениям 
(3.140), где операторы углового момента теперь должны быть в первоначальной 
декартовой форме, т.е.

=  — / (x j -- -----хк ) , i , j ,  к цикличны. (3.154)
V дхк 8XjJ

(Шаровые сферические функции до степени четыре и соответствующие сфериче
ские функции приведены в табл. 4 приложения. Свойства сферических функций и 
соответствующих функций, заданных на сфере, рассматриваются в гл. б.)

11. Сложение угловых моментов

В разд. 3 мы определили все возможные собственные подпространства (стан
дартный базис из кет-векторов I jm )), соответствующие максимальным (комму
тирующим) наблюдаемым углового момента (J2 — j f j  +  1), J3 — т). Как отме
чено в начале, мы можем рассматривать эти состояния как описание полного 
углового момеита сложной системы или, что равнозначно, как состояния для 
описания углового момента отдельной частицы. (Эта свобода интерпретации 
существует потому, что а) кинематическая независимость предполагает, что

П
J = £  J(0  подчиняется тем же коммутационным соотношениям, что и от-

;=1
дельные J(/), и б) концептуально полный угловой момент системы существует 
из-за инвариантности описания сложной системы относительно вращений.)

Теперь естественно проверить эти две интерпретации одновременно и рас
смотреть задачу сложения угловых моментов двух (независимых) частиц (или 
систем). Лежащая в основе физика определяет необходимые предположения, ко
торые состоят в следующем.

а. Угловые моменты двух частиц должны быть одновременно наблюдаемы; 
следовательно, мы имеем коммутационное соотношение

[У,(1), Л (2)] =  0 , i,k  =  1 ,2 ,3 . (3.155)
Соответственно кет-векторы сложной системы являются произведениями кет- 
векторов отдельных частиц.

б. Две частицы принадлежат к точным собственным подпространствам 
^ ,< 0  (/' = 1, 2) углового момента с базисом

{|./£w i>: 7< фиксировано, У; >  (3.156)
в. Полный угловой момент является суммой J = J ( l)  +  J(2). Так как 

J(fc) х  J(k) = iJ(k) и компоненты углового момента J ( l)  коммутируют с ком
понентами углового момента J(2), то мы видим, что

J x J  =  iJ. (3.157)
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Эти предположения приводят к тому, что кет-векторы, на которые действу
ют операторы углового момента J , составляют тензорное произведение про
странств с2%(1) <g> натянутое на множество ортонормированиых
векторов1*:

{|y'iw ,> |/2w 2> =  Lhm i> ®  '■ .И ■> т 1 >  - h , j 2  >  т 2 >  - j 2).
(3.158)

(Тензорные произведения пространств рассматриваются в примечании 5.)
Действие оператора полного углового момента / ,  =  УД1) +  /Д2) на про

странство <^ ,(1) <g) < ^2(2) определяется формулой

Ji\jlm l -y\j2m2y =  (Л(1)1>'1«1»1Л«2> +  1 У 1 « 1 > д а ) |л « 2 » - (3.159)
Точнее, это действие приводит к (2y'j +  1) X (2у2 +  1)-мерной матрице М, 

полного углового момента У,, заданной формулой
-► Л/; =  // '>  ®  1°'2) +  И0 '» ®  .Л Ч  (3.160)

где 11 У* обозначает единичную матрицу размерности 2j  +  1 и 0  обозначает 
(для матриц) прямое произведение матриц.

Видим, что при выборе базиса (3.158) собственные значения оператора / 3 
равны т = тх + т2. Возможные значения т для j x >  тх >  — j x и 
у2 ^  /и2 ^  — у2 определяются решеткой точек, показанной на рис. 3.2: (ти т2), 
т =  /и, +  /и2.

Задача состоит в том, чтобы определить мулътиплеты углового момента J , 
которые появляются в пространстве ^ j ( l )  х ^ 2(2).

Метод решения давио известен в спектроскопии и базируется на спектре зна
чений т (неявно содержащемся на рис. 3.2). Общие свойства мультиплетов даны 
в разд. 3. Основное свойство, следующее из теории мультиплетов, состоит в 
том, что если существует частное собственное значение оператора 73, скажем
w0, то должны существовать все члены мультиплета j Q, j 0 — 1........
т0, ... , -  у0 для некоторого j 0 е  (0, 16, 1, ... J. (В этом сущность техники повы
шающих и понижающих операторов, описанной в разд. 3; этот процесс детали
зирует построение полного у0-мультиплета.)

Изучая рис. 3.2, видим, что наибольшее значение т равно j x +  j 2, причем это 
значение встречается в точности один раз. Так как больших значений т не су
ществует, то значеиие т = j  j +  j 2 должно быть членом мультиплета j x +  у'2, 
y'i +  у2 -  1. ••• , -  C/'i +  j 2). Ясно, что кет-вектор, имеющий это максимальное 
собственное значение оператора У3, совпадает с IУз/г^’ и члены (Ji +  j 2)- 
мультиплета явно порождаются последовательным применением понижающего 
оператора J_  (формула (3.18)).

Изучая рис. 3.2 дальше, видим, что т = j { + j 2 — 1 встречается в точности 
два раза. Одно из этих значеиий т содержится в (J\ + у2)-мультиплете, построе
ние которого описано в предыдущем абзаце. Другое значение m = j i + j 2 — \

1> Это обозначение устраняет дополнительные индексы (с^) и (<*2), требуемые для пол
ного определения базисов ( I («*,)/,«,> ) и ( I(а2)у2ш2> ) (см. сноску на-стр. 41).
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должно, следовательно, принадлежать мультиплету j x +  у2 — 1, j l +  j 2 —
-  2........ -  (у, +  у'2 -  1). Первый член (у = /и = у1 +  у2 -  1) этого мультип-
лета определяется (однозначно с точностью до нормировки) как линейная ком
бинация двух кет-векторов ly,yj -  1>1У2У2> и 1у,у,> \j-J2 ~ *> с собственными 
значениями т =  y'j +  у2 — 1, которая аннигилируется оператором / + (это ли
нейная комбинация перпендикулярная J_ 1У1У1 > Остальные члены 
(y'j +  у'2 — 1 )-мультиплета теперь порождаются понижающим оператором J_ 
путем последовательного его применения (формула (3.18)).

/77®

Л7,

- i t

h  

j z ~  1 

h ~ Z

-U z  -  0  

~ h

РИС. 3.2.

Процесс повторяется, так как из рис. 3.2 видно, что существует к кет-векто
ров с т -  y'j +  у'2 — к +  1(Лт < 1 +  2min(y'j, у2)); линейные комбинации к -  1 
этих векторов взаимно ортогональны, и фактически существует 
т =  y'j + у'2 -  А: +  1 членов у'-мультиплетов, соответствующих у = j \  + j 2, 
j l +  у2 — 1, ... , y'j +  у'2 — к +  2. Таким образом, существует в точности еще 
одна линейная комбинация т =  j l + j 2 — к +  1 векторов, ортогональная пре
дыдущим комбинациям, которая однозначно определяется требованием анниги
ляции оператором J + . Этот кет-вектор является членом (Д +  у2 — к +  1)- 
мультиплета с j = m = j l + j 2 — к +  1, причем остальные члены этого муль- 
типлета порождаются последовательным применением понижающего операто
ра J _ (формула (3.18)).

Этот процесс должен прерваться1) при значении к =  к0 > 0, таком, что чис-

Из геометрии видно, что отыскание и устранение одного мультиплета производится 
рассечением рис. 3.2 с помощью гномонов ~|, которые устраняют последовательно наи
высшую строку и наиболее правый столбец точек. Использование гномонов хорошо Из
вестно в доказательствах соотношений с конечным перечислением в классической гречес
кой математике («геометрические числа», например, соотношение (3.161)).
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ло независимых состояний в различных мультиплетах равно размерности 
(У 1 +  1X3/2 +  1) пространства < ^ (  1) <g> < ^ (2). Это условие имеет вид

Л +J2
X  (2 /+  1) =  (2/i + 1 )(2/г +  1)- (3.161)

./“*0

Таким образом, мы должны иметь (y'j +  у2 +  I)2 ~  *o= C3/i + 1) X (2у'2 +  2), 
т.е. Aq =  С/, — у2)2 и, следовательно, /г0 =  ly'j — у21.

Эта процедура демонстрирует частный случай хорошо известного результа
та  Клебша и Гордана: сложение двух {независимых) угловых моментов, имею
щих значения yt и у2, приводит к значениям полного углового момента 
j  =  у, +  у2, у, +  у2 -  1, , ly, -  у21, причем каждое значение встречается в 
точности один раз.

Набор квантованных 
конических поверхностей 
для J при

РИС. 3.3.

Этот результат имеет фундаментальное значение в физике и был получен в 
самом начале развития квантовой механики Борном и др. [3]. Содержание было 
воплощеио в «векторной модели», которая схематически изображала сложение 
как квантованное (рис. 3.3; другой аспект векторной модели был упомянут в 
связи с рис. 3.1).
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Выше мы видели, как сложение двух угловых моментов определяет сложное 
пространство, которое может быть однозначно разложено в собственные под
пространства полного углового момента. Вклад Вигнера [13, 25, 26] в эту проб
лему состоял в определении явных коэффициентов для множества собственных 
векторов, принадлежащих этому разложению. (Вероятно, наиболее важный 
вклад состоял в демонстрации Вигнером [13] и Эккартом [27] важности этого ре
зультата для физических приложений (см. разд. 15).)

В первоначальном выводе этих коэффициентов Вигнер использовал их связь с 
матрицами вращений; эта связь обсуждается в разд. 13. Такой метод рассматри
вается как более теоретико-групповой, чем некоторые последующие методы, ко
торые базируются на использовании алгебраических свойств самих операторов 
углового момента.

Напомним некоторые методы, которые могут быть использованы для вы
числения этих коэффициентов (впоследствии названных коэффициентами Вигне
ра, а также известных как коэффициенты Кпебша — Гордана и коэффициенты 
векторного сложения): а) выполнение построения предыдущего раздела; б) по
вторение рекурсивных соотношений, которым удовлетворяют коэффициенты 
Вигнера [16, 17, 28 — 30]; в) использование свойств частных реализаций опера
торов углового момента и произведения пространств [31 — 36] (см. также 
разд. 8 гл. 5); г) расширение метода «в», чтобы получить порождающие функ
ции [37 — 40]; использование техники проективных операторов [41]; д) исполь
зование связи коэффициентов Вигнера с гипергеометрическими функциями [42];
е) факторизация групповых элементов [43].

Эти многие подходы к вычислению коэффициентов Вигнера указывают на 
широкий круг интерпретаций и точек зрения, которые могут быть приписаны 
математическому аппарату теории углового момента.

^ Это название ие стандартно в физической литературе, и такие выражения как «коэф
фициенты векторного сложения», «коэффициенты векторного связывания» и «коэффици
енты Кпебша— Гордана» также часто используются как синонимы. Работа Кпебша 
([24а], разд. 8) и Гордана ([246], разд. 2) по инвариантной теории алгебраических форм 
может рассматриваться в ретроспективе как эквивалентная формулировка задачи связы
вания угловых моментов. В частности, редукция Кпебшом и Горданом произведений би
нарных форм является в точности £ — ^-исчислением, использованным Вейлем [24в], что
бы развить ряды Кпебша — Гордана. (Следует заметить, что Вейль не упоминает в своей 
книге коэффициентов Кпебша — Гордана.)

Мы выбрали название «коэффициенты Вигнера», так как зиачеиие этих коэффициентов 
для квантовой теории углового момента и матриц вращений впервые было отмечено Виг
нером [25, 26].

Мы хс-тети бы поблагодарить проф. Верма за его замечания о работе 'Кпебша и Горда
на и проф. Бруссара за то, что он обратил наше внимание на его историческую статью 
[24г].
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В этом разделе мы выполним построение, данное в разд. 11, главным обра
зом потому, что оно чисто алгебраическое, элементарно и не требует дальней
шего развития понятий1*.

Форма выражений для коэффициентов Вигнера зависит от метода вывода. 
(Мы обсудим это дальше в примечании 6.) Все такие формы эквивалентны и (для 
всех известных в настоящее время выражений) могут быть преобразованы одна 
в другую преобразованиями симметрии (или) методом преобразования, введен
ным Рака [29] и рассматриваемым в приложении А.

Мы дадим явно три формы выражений для коэффициентов Вигнера — выра
жение Вигнера [13], выражение ван дер Вардена [31] и выражение Рака [29].

Метод старших весов для определения коэффициентов Вигнера. Этот метод 
описан в разд. 11, но теперь мы приведем все детали.

Кет-вектор в мультиплете I(a)jm), т = у, у — 1, ... , -  у, для которого вес 
т максимален (т.е. J+ \(a)jm) = 0 для т =  у), называется вектором старшего 
веса. Если вектор старшего веса определен, то полный мультиплет порождается 
последовательным применением понижающего оператора J_.

Обозначим кет-векторы одного из /-мультиплетов, рассмотренных в послед
нем разделе, через I ( jxj- ĵm'> (см. примечание на стр. 41 ). Вектор старшего веса 
тогда обозначается через I (У 1У2)УУ > иу'-мультиплет дается Формулой

\Uij2)jmy =
(j  +  т)\ 

_(2/)!(У — т ) !

Из обсуждения в разд. 11 ясно, что вектор старшего веса 1(/1/ 2)УУ>, для кото
рого у = j x + / 2, / j + / 2 -  1........ l/j -  у21, однозначно определен (с точнос
тью до нормировки) а) принадлежностью собственному значению/ оператора / 3 
и б) аннигиляцией повышающим оператором J+ :

\ ( j j 2) j j>  =  L  A mim2\ j \ m l y \ j 2m 2>,
m i m 2

mi +m.2 ~J
J +\UU2)Jf> -  0.

Используя соотношение J+ — J+(l) +  J+(2) и обычное действие оператора 
J+(i) на кет-вектор l.//nf>, выведем юекурсивное соотношение для коэффициен
тов {Лш^ 2) , решение которого находим путем итераций:

4 ,М 2 =  <5(И11 +  т2, Л ( -  1>_  1 у 1 (А +  mJ'-Ui +  гПгУЛ* .А,
_U\ ~  Wi)!0'2 -  т2у. 

где А — константа, не зависящая от т j и т2.

1) Интересная символическая вариация этого метода дана Гельфандом и др. [44]; см. 
также [45].
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Условие нормировки

mjm2 
mi + ™2 - j

и формула суммирования

у  l / i  +  +  т2)\
м“ ,2 0 'i ~ m\V-Ui -  т.2)\

т \ +  т 2  ~  J

—  + J'2 0 - 0 + л  - h V - U + j i  —jiV- 
(2/ +  l)!0 'i + j 2 -  j)'- 

теперь дают нам желаемый результат для старшего веса j:

\U d2) j j>  =  £  >1 ̂ 2т 2>,

(3.163)

(3.164)

где-коэффициент определяется формулой

CmJX j  = S(ml +  т2, Л
(2\j +  l)!0 'i +72  - jV

.U + j i  +72 +  1)!(7 + 7 i —jiV-U +J 2 —ji)'.

C/i +  «1 )!(/2 +  m2)!
(3.165)

_0'i -  Wi)!(./2 - m 2)\_
(Произвольный фазовый множитель был выбран равным единице, чтобы полу
чить согласие с обычной формулой Вигнера для этих коэффициентов. Существу
ет очень много различных обозначений для коэффициентов Вигнера. Мы обсу- 
дим их в примечании 7.)

у-Мультиплет (3.162) теперь может быть записан в виде

где

£ ]  1J2J —
т  j т 2т

\Ui j2) jm>  =  £  C W j j i m r y U i m ^ ,
п

U  +  т )\

(3.166)

(УУО -  т)\_ 
( j  +  m)\ 

_(2/)!(У -  т)\
<Uij2) jj \JJ+ m\ j i m x; j 2m 2'),, (3.167)

\ j 1m i. \ j 2m 2y =  |y'im i>|7'2w 2>. (3.168)

Дальше разлагаем jJ+ m — [ / + (1) +  / +(2)P m, используя биномиальную 
теорему, и вычисляем действие [ / +( / f  на \jimj'>, используя (3.20). Эти шаги яв-

6-59
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ляются прямыми, и (3.168) приводит к следующему выражению для коэффици
ентов Вигнера («первая формула Рака»):

=  <5(w  1 + ' ” 2 , т )

(V  +  1)(./1 +  72 - jV-Ui ~  MiV-Ui -  rn2)l(j  -  m)\(j  +  m)\
.(Ji +  72 + J +  П -0  + j i  — j 2)x-(J +72 — 7i)K7i +  ) \(j2 +  m2)\

i -»i +< (,/i +  m i +  ОКУ +72 -  -  /)!
;!(./ -  m -  -  mj -  0 K72 - j  +  m + t ) ] '

(3.169)
Используя преобразование, описанное в приложении А, Рака привел правую 

сторону соотношения (3.169) к симметричному виду [31]:

= *(«i. + ”Ъ, т)
(27 +  l)(7i +7г ~ 7 ) ’( i  + 7 i ~ JiV-U +  7г — 7 i)!

Oi + 7 г  +  7 +  !)'• 
^  ( -  l)*[(7i + »h)'-Ui -  + m2)\Ui -  m2)KJ + m)'-(j ~ т)Ц*x у ----------------------------------------------------------------- ------------------------------ .
z z !{jl + j 2 - j - z ) \ U i  - z ) \ { j 2 +  m 2 - z ) ] U - j 2 +  m i  +  z ) \ ( j - j i - m 2 + z ) \

(3.170)

Метод вычисления Вигнера (описанный ниже) дал коэффициенты в виде
cimim2„ =  <>(m i +  т 2, т)

( 2 / +  1 ) 0 ' + Л  ~ j iY- ( j  —Ji + 7 2 Ж 7 1  + 7 2  ~ j ) ■ 
U  +Ji  + У 2 +  1)!

( j  +  m ) \ ( j - m ) \

.(Ji +  ™i)'-Oi -  WOK72  +  ™2)\Щ  ~  m 2)\

( ~ i y 2 + m2+s(j2 +  7 +  wi — s)l(jt — «i +  5)! 
Г-^О - 7 i  +72 -  .5’)! (7 +  m -  s)!(jt -  j 2 ~ m +  s)\

(3.171)

Замечание. Любопытно, что в литературе никогда не было указано, что пер
вая формула Рака (3.169) может быть получена из формулы Вигнера (3.171) сле
дующими двумя преобразованиями:

a) m i - t - m ! ,  т2 -» — т2, т ^ —т;
ji  + m i ~ *  j i  +  w b  j 2 + m2 -*j2 +  m2, j  -  m - * j  -  m

0)
j i  -  ffl, *4.j +  j 2 — j i ,  j 2 -  m2 <-+7 + 7 i  -7 2 , j  +  + j 2 -  j.

(3.172)
Другими словами, тот факт, что коэффициенты Вигнера могут быть записаны 
двумя формулами (3.169) и (3.171), доказывает, что преобразование «б» являет
ся преобразованием симметрии коэффициентов Вигнера (поскольку «а» является 
такой симметрией). Преобразование симметрии «б» не замечали до 1958 г., ког
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да его нашел Редже [38] (совершенно другим методом), хотя прямое сравнение 
формулы Вигнера с первой формулой Рака могло бы обнаружить его намного 
раньше.

Систематическое обсуждение симметрий коэффициентов Вигнера отклады
вается до гл. 5: краткое изложение дано ниже.

Ортогональность коэффициентов Вигнера. Так как кет-векторы множества

{ |(Л /2 )> 7 > : V =./'i + 72 ,71  + ./ 2  -  1 .........l./'i - 7 2 I: т = j , j  -  1 -------- - / !

(3.173)
ортогональны, коэффициенты Вигнера (их принято считать вещественными 
числами1*) являются элементами вещественной ортогональной матрицы С раз
мерности (2уц +  1)(2у2 + 1). выражающей изменение базиса тензорного произ
ведения пространств J ^ (  1) ® Это изменение базиса разбивает матрицы 
углового момента М,, заданные соотношением (3.160), на базисные матрицы 
углового момента J -

(3.174)

О

Элементы матрицы С явно записываются в виде
(С) =  CJ'JzJ ,

где пары индексов (Jm) и (m ,m2) нумеруют строки и столбцы соответственно. 
Таким образом, (2у! +  1)(2у2 + 1) строк и столбцов перенумерованы (в порядке, 
подходящем для правой части соотношения (3.174)) с помощью

(ут)\ j  = 7 , +У2,. . . ,  ly 1 — 7г|; т -  j,

(w im 2): тх = 7 ь  . . . ,  - / ! ;  т 2 =  j 2, ■■■, — h -

Здесь важно сделать уточнение. Коэффициенты Вигнера могут быть взяты без поте
ри общности унитарными. Свобода в выборе фазы у векторов Состояний в квантовой ме
ханике (см. примечание 5 и разд. 1 гл. 5 работы [102]) позволяет выбрать фазу произволь
но в каждом (J, 7й)-подпространстве: (Коэффициенты Вигнера остаются унитарными при 
этом изменении.) Обычный выбор фазы ([13] стр. 188) состоит в том, чтобы сделать 

j 2 вещественным и положительным. Так как фазы мультиплетов угловых 
моментов определяются таким образом, чтобы сделать матричные элементы повышаю
щего и понижающего операторов J вещественными (и положительными), приведенные 
выше явные вычисления показывают, что все коэффициенты Вигнера при этом являются 
вещественными, как и утверждалось.
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Полные утверждения о соотношениях ортогональности для матрицы С записы
ваются следующим образом:

а) Ортогональность строк
V  c j '” ' CJ'h f  =  3 - 5  - (3 175)Z j  ■ ^  т , т 2т ^  т , т 2т ‘ и п и т т "  

m ! т 2

б) Ортогональность столбцов

— Я Я {'Х \ ПА.\^ т 1т 2т  т 1' т 2 ' т и т 1т 1 ,<Jm 2m 2 - ( J .  i  / О )
j m

Замечание. Следует заметить, что эти соотношения ортогональности отно
сятся к набору элементов очень частной матрицы С. Ниже окажется полезным 
расширить понятие коэффициента Вигиера до значений квантовых чисел C/j/Wj; 
j~pt-2, jm), лежащих вне чисел, определяющих ортогональную матрицу С. При 
интерпретации соотношений ортогональности для таких расширенных коэффи
циентов следует соблюдать осторожность. Например, коэффициент Вигнера ча
сто определяется как нуль, если ие удовлетворяется «условие треугольника» (см. 
формулу (3.191)). В этом случае соотношения (3.175) и (3.176) будут справедливы 
для расширенных коэффициентов, если мы модифицируем соотношение (ЗЛ75), 
вставив множитель в правую часть. Здесь ■ . определяется как единица, 
когда удовлетворено условие треугольника; в противном случае он равен нулю 
(см. (3.272)).

Поскольку многие элементы матрицы С являются нулями, соотношение ор
тогональности может быть существенно упрощено путем удаления тривиаль
ных соотношений 0 = 0 .  Все такие соотношения следуют из того, что

СШт2т =  0 ДЛЯ +  ГП2 Ф Ш, (3.177)

что является следствием того факта, что / 3 = / 3(1) +  / 3(2) при действии на 
l/j/Hj) I \j-pij) имеет собственное значение т.

С учетом этих нулей в матрице С соотношения ортогональности для строк 
приводятся к виду

У  CJlhJ Cixili' =  Ь• (3 178")Z-1 ^  т ,m2m т хт 2т ° J J  '  \ J . l f O )
>П|Ш2 т s +m2 = m

в то время как соотношения ортогональности для столбцов лучше всего запи
сать в двух формах:

Z

f ' J t  h i  ' f ' J i j j j  =  г) .
т \ . т -  т } . т /П] ' , т -  т  i ' , т m l m i ■>

j

у  CJ,hi . . =  6 ■ (3 179\m-т2.т2.т̂~ m - m2 ,m2 .m итгт2 ■
J

При подготовке таблиц коэффициентов Вигнера обычно принимают, что 
j \  >  j 2 и располагают коэффициенты в виде строк и столбцов, пронумерован
ных числами j  и т2 соответственно. Соотношения (3.178) и (3.179) тогда выра
жают ортогональность строк и столбцов этой матрицы размерности У2 +  * •

(Табл. 1 в приложении (т. 2) дает коэффициенты Вигнера для j 2 =  V4, 1, 3А 2, 
5Л, 3.)
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Свойства симметрии коэффициентов Вигнера. Явное знание свойств сим
метрии коэффициентов Вигнера важно не только для понимания структурных 
связей, но и для практических приложений, в которых преобразования симмет
рии коэффициентов Вигнера, как оказывается, содержатся среди наиболее часто 
используемых свойств. Поэтому мы кратко изложим здесь эти очень полезные 
результаты.

В приложении В гл. 5 мы выводим эти симметрии без использования явных 
формул для коэффициентов. Однако все эти симметрии могут быть прямо про
верены, исходя из формулы ван дер Вардена (3.170)1,2).

Обсуждения свойств симметрий коэффициентов Вигнера были даны в перво
начальных работах Вигнера [13] и Рака [29], а также в диссертации Эйзенбуда 
[46]. В результате была найдена группа симметрий из двенадцати элементов 
(описанная ниже). С удивлением узнали из работы Редже [38], что группа сим
метрий фактически является намного большей; она содержит 72 элемента. (Пре
красное изложение результата Редже дано Баргманом [39].)

Все соотношения симметрии порождаются первыми четырьмя из следующих 
шести соотношений (последние два соотношения включены для удобства ссы
лок):

r j 'h j  =  ( _  1 y'l +J2 -JCJU2Jт, т2т \ ' -  Wj, — т2, ~ т ’
CiUii _  < _  | y'i + h ~ in h h j 

т гт 2т  '  ' т 2т , / и ’

r y  1J2J =  ГЧО‘1 + j i  + т , + т 2) i(j, -m 2)j
+ m2 + +'"2).ji -  j2’

=  ( ~ \ r +m*U2j +  1 )/(2j, +  1 

< = ^ 2m = ( - V y ' - n'l(2j+V)/(2J2 +  1 

СШ.,т =  ( - D j2+m2C(2y +  l)/(2/i +  \ ) V C ^ 2mm. (3.180)

Временно игнорируя фазовые изменения и размериостные множители, ви
дим, что четыре основные симметрии (первые четыре соотношения) порождают 
группу порядка 72. Простейший путь увидеть это состоит в расположении шести 
индексов коэффициента Вигнера в таблицу Редже:

~ Л +  т > h  +  m i j  -  tn
j i  -  mi /2 -  m 2 j  +  m

j ~ j  1 + ./2  . / + . / 1 - . / 2  ~ j + j l + j 2 _

(3.181)

Девять элементов этой таблицы являются избыточными, так как элементы в 
каждой строке и в каждом столбце в сумме дают фиксированное число 
у j +  у ̂  +  у. (Таким образом, таблица является «магическим квадратом».)

11 Этот метод, конечно, не обнаруживает источника этих симметрий, который обсуж
дается в приложении В гл. 5.

2) В самом деле. Клейма и ван Вагеиинген [45а] нашли симметрии Редже прямо из фор
мулы ван дер Вардена (независимо, но через несколько лет после статьи Редже).
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Преобразования квантовых чисел {J im J 2m2jm), вытекающие из первых че
тырех соотношений (3.180), соответствуют следующим операциям над таблицей 
Редже: а) перестановка строк 1 и 2, б) перестановка столбцов 1 и 2, в) транспози
ция и г) перестановка столбцов 1 и 3. Эти четыре операции порождают все шесть 
перестановок столбцов таблицы и все шесть перестановок строк, которые вмес
те с транспозицией дают 72 соотношения для коэффициентов Вигнера.

Чтобы учесть фазовые изменения и размерностные множители, определим 
теперь новый символ, который как можно ближе соответствует симметриям 
таблицы Редже. Это Зу-символ, введенный Вигнером [47] и определяемый следу
ющим образом:

Второе равенство в (3.182) определяет обозначение Редже для З/'-символа с по
мощью таблицы Редже.

Теперь свойства симметрии изящно выражены с помощью симметрий детер
минанта таблицы Редже. Таким образом, символ Редже инвариантен при всех 
четных перестановках его строк и столбцов и при транспозиции таблицы. Он 
умножается на (— 1 )Л +h +-' при нечетных перестановках его строк и столбиов.

Ясно, что Зу-символ оптимизирует свойства симметрии, присущие коэффици
ентам Вигнера. Однако действительное начало этих символов можно найти в ра
боте Вигнера по построению инвариантов относительно вращений (рассматри
ваемых в разд. 20).

Наиболее часто используются двенадцать «классических» симметрий Зу- 
символов: а) четные перестановки столбцов, оставляющие коэффициент инва
риантным, б) нечетные перестановки столбцов, умножающие коэффициент на 
(— \)ii+h +i\ и в) обращение знака всех квантовых чисел проектирования, умно
жающие коэффициент на ( -  iyi +7г+->.

13. Связь между матрицами вращений 
и коэффициентами Вигнера

Мы подчеркивали, что при вращении физической системы оператор полного 
углового момента порождает преобразования квантовых состояний системы. (С 
пассивной точки зрения вращается система отсчета; с активной точки зрения все 
составляющие системы, рассматриваемой как сложный объект, вращаются од
новременно. В примечании 8 приведен случай, когда «часть» физической систе
мы может вращаться независимо.) Таким образом, при вращении п) соб
ственный кет-вектор подвергается преобразованию

(j i  Ji J 
w v mz —m

~ j i  +  ni i j i  +  j  ~  m
=  R j \  -  ffl) 72 — m2 j  +  m

- j  — ji +72 j + J i  ~J2 — j  + 7 i +  ii  J  (3.182)
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\(ji j 2 ) jm )  -  \ ( j \ j 2) j m y  =  ^ \ ( j J 2)jm')

=  е~ф’ \ j i j 2)jm> =  'Z D ’mm(4'^)\(j l j 2) jm ,y. (3.183) 

С другой стороны, так как мы можем записать ^  в виде

то кет-вектор IУiWi> ® I]гтг> подвергается преобразованию

?/: 1,/iW !) ®  |у2«ь >  -* ( l / im , > ®  I72W2» '

s  ./,« ,1 »  (g) (г -^ - -" 2,1у2/Я2»
=  £  n)<8>D>*№, ® \ j2m ’2y, (3.184)

ГДв [1У'(Ф, П) 0  И)]»,,'»,,';».,,Н!

обозначает элемент прямого произведения матриц
&'(ф,п)®1УЦф,п).

Используя связь между двумя базисами ( I >) и { <g) \]2тг) j
пространства <^(1) ® <=^(2)

\ ( j i .h) jm>  =  £  C ^ J ^ m , ) ®  U2w 2>, (3.185)
m l m2

из (3.183) и (3.184) теперь выводим основной результат:
С[1У'(и) ®  1У^иу]С =  £  ©  £Н(С7)

j
' DJl+h(U) 0 ••• О

О DJ' +h- l(U) ••• о

о • • • £»|Л -Л1(С/)

(3.186)

в котором мы заменили вращение, параметризованное с помощью (Ф, я),на про
извольную унитарную унимодулярную матрицу U. (Соотношение (3.186) не за
висит от параметризации. Заметим, что взятие экспоненты от (3.174) как раз да
ет (3.186).)

В терминах матричных элементов соотношение (3.186) принимает вид

I  mj(U) =  5r jDi,.m(U). (3.187)

Соотношение (3.186) (или (3.187)) выражает тот факт, что коэффициенты 
Вигнера являются элементами вещественной ортогональной матрицы, которая 
разбивает прямое произведение D*\(U) ®  D*i{U), представляющее вращение U, 
на базисные матрицы вращений 1У{Ц), j  — j  j +  j 2, Aji — •
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Используя свойства ортогональности коэффициентов Вигнера, соотношение 
(3.187) можно записать в нескольких других полезных формах:

Замечание. Вигиер [25] вычислял коэффициенты на основе свойства
произведения (3.189). (В статье [25] выражение j  = j \  ёыло случайно опущено. 
Исправляя это упущение, Вигнер [26] дал явные коэффициенты для j 2 — 1; на
сколько мы знаем, это были первые коэффициенты этого рода, появившиеся в 
печати.) Обычное фазовое соглашение было фиксировано в общем выводе Виг
нера [13], что привело на основе интегрального свойства, выражаемого форму
лой (3.190), к соотношению (3.171).

Интегралы от трех матриц вращения. Соотношения ортогональности, 
данные в разд. 9, вместе со свойством умножения (3.189) теперь могут быть ис
пользованы для вывода соотношения

в котором угловые моменты j  j , / 2, j  могут принимать значения 0, ‘/г, 1, ... , и те
перь мы расширяем область определения коэффициента Вигнера, определяя, 
что

если /  ие принадлежит множеству [у, +  j 2, j \  + j%~ 1........ 1у, -  y'2l }. Эти ус
ловия известны как условия треугольника на C/VV)- Этот результат (соотноше
ние (3.190)) справедлив для произвольной параметризации матриц U е SU(2), по
крывающей в точности один раз единичную сферу в четырехмерном пространст
ве. (В приложении к гл. 5 мы укажем более детально, как соотношение (3.190) 
может быть использовано для вычисления коэффициентов Вигнера.)

Соотношение (3.190) может быть приведено к более частным формам за счет 
выбора параметризации и за счет выбора квантовых чисел проектирования, да
вая ряд полезных результатов. Наиболее известные из этих соотношений полу
чаются использованием параметризации углами Эйлера, к которой мы теперь 
переходим.

При использовании формулы (3.138), связывающей матрицы вращений и 
сферические функции, получаем интеграл Гаунта [48] от трех сферических функ
ций 2* к

(3.189)

(3.191)

О о
(2/, +  1 )(2/2 +  1)1* 

4я(2/ + 1 )
C'thl с 1'1*1L nn п ̂0 0 0 ж, m чш' (3.192)
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Взяв более частную форму этого соотношения, используя формулу (3.147) и вы
полняя интегрирование по а, находим интеграл от трех функций Лежандра:

Частный коэффициент Вигнера С ^ ,  появляющийся в этом результате, мо
жет быть выражен одним слагаемым (без суммирования). (В общем случае ко
эффициент Вигнера невозможно свести к одному слагаемому, за исключением 
граничных или экстремальных случаев, когда одно из квантовых чисел проекти
рования равно максимальному или минимальному значению.) Рака [29] смог вы
полнить суммирование для частного случая т1 ~ т2 ~ т =  0:

Следствием первого соотношения симметрии (формула (3.180)) является соотно
шение

Имеется физическая интерпретация этого результата, выраженного соотно
шением (3.195). К вращениям присоединяют операцию отражения ̂ (инверсия 
относительно начала координат), и группа превращается в группу вращений и 
отражений. При операции отраж ения^ х — — х шаровые сферические функции 
(формула (3.153)), а следовательно, и сферические функции (формула (3.152)) ум
ножаются на ( -  1 У. Отсюда следует, что при операции отражения подынте
гральное выражение в (3.192) подвергается изменению фазы (— iyi + /2+/; так как 
интеграл инвариантен, то заключаем, что /, +  /2 +  / должно быть четным, если 
мы хотим, чтобы интеграл не превращался в 0. Согласно этому, соотношение 
(3.195) выражает сохранение четности.

14. Понятие тензорного оператора

Обзор. Понятие углового момента и связанное с ним понятие симметрии отно
сительно вращений привело нас с точки зрения физики к изучению характеристи
ческих состояний { I (a)jm>} и их трансформационных свойств. Следующим ша
гом является проверка действия физически важных операторов на эти характе-

s in /?<#/>,(cos р )Ph (cos р )Ph(co sp) =  (C'/Jf'o)2. (3.193)

0

С (21 +  1)(/t +  l2 -  /)!(/i -  1г +  / ) ! ( -  h +  h  +  /)!"[* 
(/i +  /2 +  I +  1)!

(3.194)
* (L -  h)\(L -  l2)l(L -  l)\ ’

где

L =  (/1 +  h  +  0 /2  для l\ +  /2 +  l четных.

Co oo =  0 для +  /2 +  / нечетных. (3.195)
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ристические состояния, т.е. мы должны характеризовать матричные элементы 
М.Э. = < конечное состояние I оператор I начальное состояние > е € ,

которые определяют (наблюдаемые) вероятности переходов I М.Э. 12 для пе
реходов из одного характеристического состояния в другое, вызванных операто
ром (возмущением). Таким образом, внимание в физике переносится с самих со
стояний [ \(a)jm) } на преобразования, действующие на эти состояния. Мы при
ходим к необходимости структуры, отвечающей за физическое развитие теории 
углового момента, результаты которой выходят за рамки математической ли
тературы. С нашей точки зрения, эти физически ориентированные понятия мо
гут (и должны) иметь математическое значение. Мы покажем в этой главе, что 
это развитие концентрируется на двух структурах: зависящих от базиса опера
торах Вигнера и независимых, от базиса (инвариантных) операторах Рака.

Определение тензорного оператора. Рассмотрим физическую систему, име
ющую симметрию относительно вращений и, следовательно, характеризующу
юся состояниями точного углового момеита 1(a)jm). Так как может существо
вать (а обычно и существует) дополнительная структура, кроме переменных 
углового момента, то мы используем индексирующее множество (а), обознача
ющее множество квантовых индексов. (Эти индексы с необходимостью соот
ветствуют операторам, которые коммутируют с угловыми моментами; см. 
примечание на стр. 41).

Рассмотрим теперь произвольный оператор ^  который действует на систе
му. Мы можем описать действие оператора в деталях множеством матричных 
элементов

{((&') j'm'\(9\(a)jrn)}. (3.196)
Так как эти матричные элементы являются амплитудами вероятностей и-так 
как физические вероятности должны с необходимостью быть инвариантными 
относительно выбора координатной системы, то  мы должны иметь

]({?.')]' т'\Ф\{'х)jm ) |2 =  инвариант относительно вращений системы координат.
(3.197)

Следствия наложения этого условия содержатся в фундаментальной теореме те
ории симметрий [13, 49]:

Инвариантность физической вероятности (3.197) при симметрии предпола
гает что-либо а) амплитуда вероятности (3.196) инвариантна, либо б) ампли
туда вероятности преобразуется при симметрии в комплексно сопряженную 
величину.

Как показал Вигнер, последний случай соответствует обращению времени, и 
результат для симметрии относительно вращений состоит в том, что мы имеем 
инвариантность самой амплитуды вероятности (доказательство теоремы 
Вигнера дано в [102]):
<(а')/т'|(9 |(а)/>и> =  инвариант относительно вращений системы координат.

(3.198)
Так как это соотношение справедливо для всех кет-векторов 11 (a)jm)  1 и для 
всех бра-векторов (< (a)jm I > (векторов дуального гильбертова пространства),
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то мы заключаем:
(Ч'ЩФ') — инвариант относительно вращений системы координат. (3.199)
где 1Ф> и (Ф! обозначают произвольные векторы гильбертова пространства и 
пространства, дуального к нему, соответственно.

Действие оператора вращательной симметрии = е х р (-  1фп • J) на кет- 
вектор 1Ф> является унитарным преобразованием

|ф> -»■ | Ф'у =  т  фу (3.200)
с соответствующим преобразованием бра-вектора <Ф1

<¥Ч -К ¥ " | =  (3.201)
Явное утверждение инвариантности (3.199) теперь принимает вид

(ЧЩФУ =  С^'К^Ф'), (3.202)

где ^  обозначает оператор &, отнесенный к повернутой системе отсчета. Та
ким образом,

<¥'|0|Ф> =  (Ч>\<%~'1(9'ЩФУ (3.203)

для произвольных кет-векторов 1ф> и произвольных бра-векторов < ¥ l . Мы за
ключаем, что & = ‘̂ " • ^ ‘̂ и ли  эквивалентно

W =  (3.204)
При инфинитезимальных преобразованиях Чг = ехр(— iSw • J), где<о =  фп, 

можем записать
&’ =  & -  i5(o ■ [ J ,&J

и
6(9 =  &  -  (1) =  -  iS<o - [J, 0]. (3.205)

Появление коммутатора общего оператора <^с угловым моментом J  моти
вирует определение неприводимого тензорного оператора ранга J (J =  0, х/г, 
1, ... ). Неприводимый тензорный оператор ранга J  (обозначаемый через Т-7) 
определяется как множество линейных операторов ( Т^; М  — J, 
J  — 1,-... , — /} ,  где каждый оператор является отображением гильбертова 
пространства кет-векторов в себя; коммутаторное действие углового момента J 
на множество этих операторов состоит в отображении этого множества в себя 
согласно следующим (определяющим) правилам:

[J +, Г ' ]  =  U J  -  M )(J  +  М +  1 ) № +1,

V - ’ Ти1 =  IV  +  M)(J -  М +  1 )]*7^_  „

[У3, r f t  =  М Т }м. (3.206)

Сами линейные операторы Т*м  часто называют тензорными операторами, но 
более корректно называть их компонентами тензорного оператора TJ.

Условия, выраженные коммутационными соотношениями (3.206), состоят в 
том, что компоненты неприводимого тензорного оператора Т̂м  преобразуются
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при коммутационном действии компонент /,• углового момента J так, как будто 
они обладают точным угловым моментом J, М:

1 [ Л , [ Л , ^ ] ] = 7 ( У +  1 )Г ',
I

[Л , 7 ^ ]  =  M T JM. (3.207)

Второй полезный результат, который следует из определяющих соотноше
ний (3.206), показывает, как можно породить все компоненты (Tj, ... , Т _ / )  
тензорного оператора ранга J наивысшей компонентой Ту, многократно ком
мутируя ее с понижающим оператором J_:

TJ =  ‘ м
{J +  М)'.

(2У)!(У — М)\ ^  'Tj^J му (3.208)
Часто удобно записывать определяющие соотношения (3.206) в иной форме, 

в которой коэффиц -.ера CmJт< м+т введены явно (см. табл. 1 в прило
жении (т. 2)). Ввод.. .взываемые сферические компоненты углового мо
мента J :

J + ; =  — (J j + iJ 2>

Jo =  Ji-
У_, = (У , - , 7 ^ / 7 2 ,  (3.209)

и получаем единое выражение1* для соотношений (3.206)
СЛ, К -]  =  [J (J  +  m ^ JmM + mTJM + m. (3.210)

Определение тензорного оператора было построено так, что мы можем най
ти эффект конечных преобразований над ТJM путем многократного коммутиро
вания (см. формулу (3.37)):

У /(ш )7 й # ~ ‘(<») =  £  [ -  ко • Л ,Г ' ] (,0/я'.. (3.211)
о

Чтобы вычислить кратный коммутатор, заметим, что свойство тензорного 
оператора может быть запцсано в виде

ЕЛ, Tfo =  (3.212)
М'

Этот результат предполагает, что кратный коммутатор становится матричным 
произведением:

[ -  ш  • J , Т { , \ п) =  £  ( J M ’|( -  /ш • J (3. 213)  
м•

Соотношение (3.213) показывает, что мы можем просуммировать кратный ком
мутатор и найтн

Следует тщательно соблюдать фазовые соглашения . 1 209). См. приложение Г.
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Щ < й ) Т № ~ \ to) =  X
М'

=  I  (3.214)
лг

Отсюда следует, что компоненты тензорного оператора ранга J преобразу
ются при действии подобия оператором ^  точно так же, как преобразуется кет- 
вектор при обычном действии оператора

°И-. |(ос)УМ> - » \ (a)JMy  =  c2t\(cc)JMy

=  Y DJM-M(V)\WJM'y, (3.215)
М'

=  I  (3.216)
М'

Замечания, а) Неприводимые тензорные операторы аналогичны базисным
кет-векторам в мультиплете { l(a)jm)\ т = j ........ — j ) , и, подобно этим муль-
типлетам, физические тензорные операторы обычно имеют индексы, которые 
определяют физические свойства оператора.

б) Базисные кет-векторы { 1(а)ут>; от = j ,  ... , — j )  сами могут рассматри
ваться как операторы, действующие на гильбертовом пространстве состояний 
физической системы. Сформулируем эту концепцию на языке волновых функций 
и дифференциальных операторов, так как обычно в тахом виде она возникает в 
физических задачах. Пусть $(аут обозначает волновую функцию с точным угло
вым моментом, а Ф и ^  обозначают произвольные функции в гильбертовом про
странстве. Тогда если операторы углового момента ^  обладают свойством 
производной

МФЧ>)  =  и\Ф)Ч> +  Ф ( Л П  (3.217)
то мы можем записать

C/ м  =  (f&MjmW,

= ( Л Ф Шт) (3-218)

является справедливым операторным тождеством. Следовательно, соотноше
ния (3.206) имеют место для волновых функций, имеющих точный угловой мо
мент. Необходимость свойства производной для интерпретации волновых функ
ций как тензорных операторов часто не учитывалась в литературе [50].

в) Определение тензорного оператора (3.206) может показаться слишком 
ограничительным. По-видимому, более общее определение тензорного операто
ра Т состоит в том, что его крмпоненты (Tl t T2, ■■■ ,Тп) должны быть линейны
ми операторами, которые преобразуются линейно сами в себя при коммутаци
онном действии операторов углового момента

. [У„ГЯ] =  { . а % Т ц. (3.219)
,i=i
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В примечании 9 мы обсуждаем условия, при которых возможно, беря линейные 
комбинации от Гх (X =  1,2 , ... , и), разбить Т на подмножества операторов

|7 ^ :  М =  У,. . . ,  -  У}, У =  У!,У2,....... (3.220)

которые удовлетворяют правилам (3.206). (Термин неприводимый означает15, 
что дальнейшее разбиение невозможно для операторов, удовлетворяющих усло
виям (3.206).)

Множества операторов, удовлетворяющих определяющим соотношениям 
(3.206), часто встречаются в физических задачах, что делает изучение неприводи
мых тензорных операторов задачей фундаментальной важности в теории угло
вого момента. Примеры тензорных операторов даны в примечании 10.

г) Выше (замечание «а», стр. 50 ) мы отметили, что активное преобразова
ние вектора (заданное формулами (2.1) и (3.41)) и обычное преобразование век
торного оператора (заданное формулами (3.40) и (3.42)) различаются заменой R 
на R ~ 1. Повторяем, что это различие не является ошибкой, а (в конечном анали
зе) есть результат соглашений, принятых при определении тензорного операто
ра. Настоящее замечание имеет целью выяснить эту ситуацию.

Для того чтобы было яснее, сравним общее преобразование (3.216) тензорно
го оператора и преобразования (3.41) и (3.42), записывая последние в терминах 
сферических компонент с помощью соотношения D^(U) = A^RA (см. формулы 
(3.28) — (3.32) и (3.209)). В результате имеем

=  -Vv, ( 3 .4  Г )
V

У , - у ;  =  £ £ > ;,(а д .  (3.42')
V

Таким образом, видим из (3.42'), что оператор углового момента преобразуется 
согласно определению (3.216) неприводимого тензорного оператора ранга 
У = 1,тогдакак (активное) преобразование (3.41') вектора х е  IR3 обратно к пре
образованию (3.42'), так как [Dl(U)]~l =  [£>*(£/)]+ .

Заметим далее, что понятие тензорного оператора включает два различных 
пространства, на которых осуществляются преобразования. Первым является

1) Имеется другое определение неприводимости тензорных операторов, справедливое
как для тензорных операторов, преобразующихся по представлению группы SO(3), так и 
для тензорных операторов, преобразующихся по представлению произвольной компакт
ной (и даже полурростой некомпактной) группы Ли. Согласно этому определению, тензор
ный оператор Т неприводим, если множество всех операторов /  и TJU (см. формулу (3.206)) 
неприводимо. Существуют разные определения неприводимости множества операторов.
В соответствии с этим получаем различные определения неприводимости тензорных опе
раторов. Необходимые и достаточные условия неприводимости тензорного оператора Т 
(когда под неприводимостью понимается отсутствие отличных от скаляров ограниченных 
операторов, перестановочных со всеми операторами X и TJM) даны в разд. 10 работы [103]. 
Там же введено понятие эквивалентности двух тензорных операторов и выведены необхо
димые и достаточные условия эквивалентности. — Прим. перев.
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гильбертово пространство, на котором действует преобразование I Чг) — Чг); 
вторым является пространство, снабженное индексами [ (У, М )}, которые обо
значают операторы. Понятие тензорного оператора связывает эти два про
странства требованием, чтобы индуцированное преобразование TJM —• 
°&Т}М 1 являлось таким же, как и индексированное преобразование

Сущность понятия тензорного оператора состоит в том, что оно связывает 
различные преобразования в разделенных пространствах. Мишель ([50а], 
стр. 48) в своем определяющем обсуждении, имея дело с этой связью, (провока
ционно) заявляет, что «тензорные операторы на <^не являются операторами на

Важно заметить, что существует свободный выбор в такой ассоциации двух 
преобразований: вместо обычного соглашения (согласно которому тензорные 
операторы преобразуются как кет-векторы) можно было с таким же успехом 
выбрать бра-векторные преобразования. Это был бы неверный и весьма не
естественный выбор, который на практике привел бы к большому беспорядку 
из-за двусмысленности в обозначении матричного элемента <¥ I &\ ф> для неэр
митовых операторов: действует ли оператор & налево или направо?

Мы заключаем, что дуальность между соотношениями (3.41') и (3.42') явля
ется соглашением, которое базируется на различных значениях, ассоциирован
ных с вектором и векторным оператором.

15. Теорема Вигнера — Эккарта

Общее понятие векторного оператора (определенного его коммутационными 
соотношениями с полным угловым моментом) было введено в физику Гюттин- 
гером и Паули [51] (см. также [52, 53]) с целью вывода из новой квантовой меха
ники (матричной механики) относительных интенсивностей компонент модели 
Зеемана, возникающих в сложных спектрах (формулы интенсивности 
Хенла — Кронига). (Полное описание векторных операторов дано в книгах Виг
нера [13], Кондона и Шортли [28] н Борна и Жордана [53].)'

По определению декартовы компоненты VfJ =  1, 2, 3) векторного операто
ра V подчиняются тем же коммутационным соотношениям с компонентами 
Jfi = 1, 2, 3) углового момента J , что и сами операторы т.е.

I JM) -  £  Dh,^U)\JM') .

Ж».)

(3.221)

что предполагает1*,

J x V  +  V x J  =  2/V. (3.222)

!) Из соотношения (3.221) следует (3.222); интересно, что обратное неверно.
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Чтобы показать, что (3.221) определяет неприводимый тензорный оператор 
ранга 1, запишем коммутационные соотношения (3.221) в терминах J+,J_  и / 3 и 
получим

[Л, = Г(1 + )̂(2 +
[ J 3, V J  = /IV', (3.223)

где

V +l =  - ( V ,  + i V 2) j J 2, 
Vo =  К,,

К _, = ( К ,  - / К г) /У 2. (3.224)

Так как результат (3.223) согласуется с определением (3.206), заключаем, что
V — неприводимый тензор ранга 1. Операторы = + 1 , 0 ,— 1) называют
ся сферическими компонентами векторного оператора V (см. приложение Г).

Замечание. Кроме самого J  мы уже встречали несколько примеров вектор
ных операторов: а) каждый из базисных векторов f ltf 2, f 3 (см. (3.113)), определя
ющих ориентацию твердого тела, является векторным оператором по отноше
нию к полному угловому м ом енту^ б) каждый из угловых моментов J  (1) и J  (2) 
двух кинематически независимых систем является векторным оператором по от
ношению к полному угловому моменту J  = J(l) + J (2) и в) вектор положения г 
и линейный импульс р являются векторными операторами по отношению к ор
битальному угловому моменту L = г х р одной частицы.

Используя только алгебраические следствия определяющих соотношений 
(3.223), в самых первых обсуждениях задачи [28, 51, 53] были получены явные ре
зультаты для ненулевых матричных элементов ((ct')j'т' I V \ (a)jm). Мы не да
ем этот вывод здесь, так как эти ранние результаты для векторных операторов 
указали путь к получению общего результата для неприводимого тензорного 
оператора произвольного ранга [13, 27] и к более простому выводу вида ненуле
вых матричных элементов.

Эккарт [27] и Вигнер [13] увидели, что результаты, полученные для векторно
го оператора, были частным случаем общего результата для неприводимых тен
зорных операторов.

Замечание. Вклад Эккарта15 состоит в том, что он заметил, что форма ре
зультата для связывания двух угловых моментов

;а г /2т 2> эс С ^ гт,

где ; a 2./2w 2> =  ,
в сущности остается правильной, когда собственные кет-векторы 1(аД//я,-> за
менены операторами Т̂ а у  т , имеющими те же трансформационные свойства 
при вращениях, что и сами собственные кет-векторы.

Эккарт рассмотрел лишь случай векторных операторов, но общий результат ясно 
предполагался.
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Вигнер [13] дал явное определение (3.216) неприводимого тензорного опера
тора и затем определил ненулевые матричные элементы с помощью процесса, к 
которому мы теперь-переходим.

Теорема Вигнера — Эккарта. Каждый матричный элемент неприводимого 
тензорного оператора в базисе углового момента является произведением 
двух множителей: множителя, зависящего только от углового момента («ко
эффициент Вигнера»), и множителя, не зависящего от квантовых чисел проек
ции («редуцированный матричный элемент»).

Доказательство. Рассмотрим амплитуду вероятности < (а ' У' т ' ITJMI (d)jm >. 
При преобразовании имеем I(a)jm> — °£\(a)j/n>, ((a')j'm'  I —
<(о) j ’m’ I 1 и TJM — Так как амплитуда вероятности инвариантна
относительно преобразований, то имеем 
<(a')v'm'| Т JM\(a)jm'}

=  I  .\(a)jfi>. (3.225)
fi'M'fx

Так как этот результат справедлив для произвольных вращений, то можем 
проинтегрировать по всем вращениям, используя интеграл по матрицам враще
ний, заданный в (3.190). Таким образом, получаем

( (x')j’m'\TJM\(a.)jm} =  <(a')i" l|T J| | ( a ) / > C ^ m, , (3.226)

где редуцированный матричный элемент определен следующим образом:
<(a/)/H T J||(a)/>  =  (2 /'- И ) -1 X  C ^ v < (o c').;V |r^ |(a ).;» . (3.227)

и' М'и
Альтернативная форма редуцированного матричного элемента дается форму
лой

<(а )./’1|Т'/ ||(а)у) =  X  (3.227')
1лМ‘

Этот результат прямо следует из (3.226) и ортогональности коэффициентов Виг
нера (суммирование по ц и М' порождает коэффициент, не зависящий от ц ') . (За
метим, что в эти результаты входит расширенное определение коэффициентов 
Вигнера.) Заметим также, что

I C ^ > .< (a ') . /y |r JM.|(a)i»  =  0, / '  # / ,  (3.22Г)
itM-

Этот результат следует из прямой подстановки (3.226) во второе тождество в 
(3.227'). ■

Обозначение
<(a')./'||TJ ||(a).;> (3.229)

введено Кондоном и Шортли для редуцированного матричного элемента, и, как 
показывает определение, эта величина не зависит от квантовых чисел проекции и 
поэтому является инвариантом относительно вращений.

Замечания. а) Наиболее поразительной особенностью теоремы 
Вигнера — Эккарта является явное отделение общих (теоретико-групповых) ас
пектов оператора от его особенностей (редуцированные матричные элементы),

7-59
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которые связаны с соответствующим физическим измерением. Обычно это вы
ражают, говоря, что «геометрические аспекты» отделены от «физики задачи». 
Однако, как бы это ни выражали, именно такое отделение приводит к широкой 
применимости структуры полного углового момента в физических задачах,
б) Оправдание необычного обозначения {(a')j'  ПТ*7!!(ог)у> (формула (3.229)) для 
редуцированного матричного элемента, согласно которому появляются <(а')У' II 
и И(а)у> как «редуцированные бра- и кет-векторы», было дано Кондоном и Шор- 
тли. Они заметили, что эта схема обозначений позволяет трактовать редуциро
ванные матричные элементы как элементы матрицы (таким образом оправды
вая также выражение «редуцированный матричный элемент»), когда переходят 
от одного полного множества базисных состояний | ) (a)jm) ) к другому 
{ \(j3)jm) }. Таким образом, при изменении базиса, заданном формулой

| (P)jmy =  X  <(«)У |(/?)У >|(а)ут>, (3.230)
(а)

получаем редуцированные матричные элементы в новом базисе:

<(Л/ЦТ'||(/?)У> =  X  <(Л/1(«')У ')<(а')/11Т-,||(а)У><(а)71Ш >.
(а')(я)

(Коэффициент преобразования <(а)у I (/?)у> не зависит от т, так как действие опе
ратора углового момента J на оба множества базисных векторов одинаково.)

16. Связывание тензорных операторов

Существует второй аспект коэффициентов Вигнера, который так же важен, как и 
свойство, выраженное теоремой Вигнера — Эккарта. Это аспект связывания: 
коэффициенты Вигнера \ С^^т̂ т\ осуществляют связывание в пространстве 
тензорных операторов. Рассмотрим два оператора S*i и каждый из кото
рых является неприводимым тензорным оператором по отношению к полному 
угловому моменту J физической системы, имеющей базисные кет-векторы 
j I (a)jm > ). Таким образом, по определению каждое из множеств операторов 
[5^1) и [ Т *2 ] подчиняется коммутационным соотношениям (3.206) с компо
нентами углового момента J . Иначе говоря, при вращении, порожденном угло
вым моментом J , каждое из этих множеств операторов подвергается унитарно
му преобразованию, заданному соотношениями (3,216).

Введем теперь символ
[S*1 хТ *2]* (3.231)

который обозначает операторы с компонентами
[S*1 х Т * 2]*, /л =  k , к  -  1 , . . . ,  - к ,  (3.232)

которые определяются связыванием компонент операторов Ski и Т*2 ;

(3.233)



16. Связывание тензорных операторов 99

Мы должны доказать, что этот оператор [S*i х  Т*2]* в самом деле является 
неприводимым тензором, имеющим по отношению к угловому моменту свойст
ва, определенные индексом к, т.е. имеет ранг к.

Доказательство. По предположению действие оператора вращения на 
компоненты тензорных операторов S*i и Тк2 имеет вид

4l:  4 l S k' 4 l ~ x = 7  Dk' u ( U)S'* ,
Mi Mi M l '  '  J*i 3

Mi ’

бнт г̂си- 1 =  V z > 4  (U)Tk*,.
М2 L *  Ml  M l K '  Ml

мУ
Поэтому действие ^  на произведение S*i и Г / г  имеет вид“1 f*2

4 l \  4 lS k' Т кг4 1 ~ х = ( 4 l S k' 4 / - 1) {4 /T k* 4 l - 1)Ml Ml  4 Ml  / v  Ml J

=  У D ki, (U)Dk2, (U)Sk'.Tk*..L j  Ml  м Л  '■ M i М1У ' Ml  М2

Mi и г

Используя этот результат и соотношение (3.188), имеем

м’
Этот результат показывает, что [S*i х  Т*2]* является также неприводимым, 
тензором ранга к  по отношению к угловому моменту J. ■

Замечания, а) Заметим, что связывание по своим свойствам является чисто 
кинематическим эффектом, т.е. пространство, на котором действуют оператор
ные компоненты, не связано прямо со связыванием; свойства коммутирования 
тензорных операторов S* j и друг с другом не воздействуют на связывание,
и порядок, в котором операторные компоненты действуют, сохраняется при 
связывании.

б) Возможность комбинирования тензорных операторов с образованием но
вых тензорных операторов является далеко идущим концептуальным расшире
нием, которое показывает, что лежащая в основе структура обобщает кольце
вую структуру, которая хорошо известна в алгебре. (Обобщение состоит в том, 
что определены многие различные произведения; см. замечание «в».) Как линей
ные операторы, тензорные операторы могут складываться, а также умножать
ся на числовые константы и инвариантные операторы; результирующая струк
тура подчиняется необходимым дистрибутивным законам (см. [102]).

в) Используя связывающую структуру, можно выполнять несколько типов 
умножения тензорных операторов: скалярное произведение, объединяющее два 
тензорных оператора в инвариант относительно вращений, выполняется с по
мощью коэффициентов Вигнера

< ^ о  =  М т . - , У = -  (3.234)
%/У +  *

(Как показано в разд. 20, это скалярное связывание имеет все свойства 
метрики.) Связывание в вектор осуществляется с помощью коэффициентов Виг
нера т+ . Ясно, что могут быть осуществлены дальнейшие тензорные свя
зывания высшего ранга.
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г) Основное свойство, унаследованное от структуры гильбертова про
странства, состоит в том, что операция тензорного связывания ассоциативна. 
Это свойство является фундаментальным. Из него следует важное тождество 
Б — Э (см. разд. 18), которое доказывается в [102].

17. Применения теоремы Вигнера — Эккарта

Общий закон связывания для редуцированных /  атричных элементов. Приме
ним теорему Вигнера — Эккарта к связа юму тензорному оператору 
[S*i х  Tk2]k:

=  «oO/IICS*1 x  T*>]*||(«)y>C^., (3.235)

где редуцированные матричные элементы определяются из (3.227) и (3.233)1*:
^jV''<(a,)/ll[S * ' хТ *’]*||(а)./>

=  I  C fc; i^ C ^ : .< ( a ' ) /m ' |5 k; r ^ | ( a)ym>, (3.236)
IMIillim

где от '(— j '  < т' <  / ' )  произвольно.
Правая часть соотношения (3.236) может быть еще упрощена, так как S*i и
— неприводимые тензорные операторы по отношению к J . Поэтому приме

нима теорема Вигнера — Эккарта, что приводит к следующему результату:

{ (a) j 'm ' \S ^\ ( a) j my =  <(«V1IS* (3.237)

< (a')/m '| T*2J(a)jm  > =  < (« 'и '1 |Т *»||(ау>С ^ и,. (3.238)

Вводя промежуточные состояния \(a”) j”m ” > в разложение матричного эле
мента

и используя (3.237) и (3.238), приводим редуцированный матричный элемент
(3.236) к виду

<(a')./'ll[SA‘x T * T ||(s)./>

=  £  №  + \X2k+\y}*WU'k1j k 1 -J"k)

х <(a')./'||S*,||(a'')j"><(«")/'ltT*l|t(a)7>, (3.239)

11 Редуцированный матричные элемент получается при j m = j '  в (3.236). Однако, для 
того чтобы показать правильно связывание в нуль самих коэффициентов Вигнера (см.'
(3.240)), полезно вводить в этот результат дельта-символ Кронекера из (3.228).
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где коэффициенты W(J' k^jk^j" к) определяются суммой по четырем коэффици
ентам Вигнера:

( _  1 )':•'• \>/ г .[(2Г +  \ )(2к +  l)] i W ( f k 1 j k 2 - Г к )

_  У’ Ск̂ к2к (^jky fj"k,j- fjktf" И ?4П~1
— Z -  ц ии 2ц ^ т ц т  ,у~ 'т ц2т " ‘

Hi  ц 2ц т т "

(,т ' может быть выбрано произвольно (— у ^  т' ^  у) в этом результате.)
Коэффициенты W(J' к ]jk2~, j" к) были введены в теорию углового момента 

Рака [29], и они известны как коэффициенты Рака. Подобные коэффициенты, 
называемые бу-коэффициентами Вигнера, были также введены Вигнером [47]. 
Соотношение между бу-коэффициентами Вигнера (обозначаемыми фигурными 
скобками) и коэффициентами Рака имеет вид

Л* ]k  |  =  ( — I)У-+А| 4  + k' ' m f k J < 2 - , i " k ) .  (3 .2 4 1 )

Соотношение (3.239) выражает общий закон связывания для редуцированных 
матричных элементов. Его форма должна быть сравнима с законом связывания
(3.233) для самих тензорных операторов. В последнем законе используются ко
эффициенты Вигнера для связывания двух тензорных операторов, чтобы обра
зовать третий; в законе связывания для редуцированных матричных элементов 
роль коэффициентов связи играют коэффициенты Рака.

Замечания, а) То, что сами коэффициенты Рака, а не коэффициенты Вигнера, 
могут рассматриваться как основные в теории углового момента, не очевидно из 
их определения (3.240) с помощью коэффициентов Вигнера. (Эта точка зрения 
будет разъяснена в разд. 18; детальное развитие дано в книге [102].) Тот факт, 
что коэффициенты Рака существуют «как независимые объекты», приводит к 
тому, что закон связывания (3.239) для редуцированных матричных элементов 
возводится до основной теоремы теории углового момента. Частные следствия 
соотношения (3.239), которые рассматриваются в остальной части этого разде
ла, являются основными инструментами в спектроскопии.

б) Исторически Рака [29, II] ввел коэффициенты [(2у" + 1 )(2к + 1)]1/2х 
х W(j'k1jk2'i j"к) через соотношение (3.240) для выражения редуцированных 
матричных элементов инвариантного взаимодействия в базисе связанного угло
вого момента (формула(3.260)). Впоследствии он [29, III] заметил, что эти коэф
фициенты являются также коэффициентами преобразования между различными 
схемами связи для сложения трех угловых моментов; этот вопрос дальше разви
вается в работе [54]). (Этот важный предмет в деталях рассматривается в работе 
[102].)

в) Вигнер [47] пришел к определению бу-символов (эквивалентных выраже
нию (3.240)), рассматривая следствия ассоциативного закона умножения трех 
матриц представления (формула (3.189)). Он показал, как бу-символы связаны с 
групповыми интегралами (см. примечание 11), тем самым давая другой метод 
«освобождения определения коэффициента Рака от определения коэффициента 
Вигнера».
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г) Основное свойство, унаследованное от структуры гильбертова про
странства, состоит в том, что операция тензорного связывания ассоциативна. 
Это свойство является фундаментальным. Из него следует важное тождество 
Б — Э (см. разд. 18), которое доказывается в [102].

17. Применения теоремы Вигнера — Эккарта

Общий закон связывания для редуцированных /  атричных элементов. Приме
ним теорему Вигнера — Эккарта к связа юму тензорному оператору 
[S*i х  Jk2]k:

=  «cO/IICS*1 x  T ^ I K a ^ C ^ . ,  (3.235)

где редуцированные матричные элементы определяются из (3.227) и (3.233)1*:
^ V '< (a ')y ’||[S'f'x T ^ ]'‘||(a)y>

= I  (3.236)

где m-'(—j'  <  т’ <  j ' )  произвольно.
Правая часть соотношения (3.236) может быть еще упрощена, так как S*i и

Тк2 — неприводимые тензорные операторы по отношению к J . Поэтому приме
нима теорема Вигнера — Эккарта, что приводит к следующему результату:

{(a') j 'm'\Sl\ \(a)jmy  =  < (a V I |S * 1 l(a ) i> C ^ m., (3.237)

< (а ') /т ' |Г ^ |(а )7т >  =  <(«')У'||Т*Ч|(а)у>С^ж.. (3.238)

Вводя промежуточные состояния l(a *)j”т* > в разложение матричного эле
мента

<,{%')]'m'\Sk̂ 7’̂ |(a)ym>,

и используя (3.237) и (3.238), приводим редуцированный матричный элемент
(3.236) к виду

<(a')/ll[S*' xT *1]*||(a)./>

=(_!)*.+*>-* £  m r  + i x i k + x w w u ’k i j k ^ j - k )

х <(а')./'||8*'||(а")у''>((а")/'||Т*г||(а)У>, (3.239)

11 Редуцированный матричный элемент получается при j ” =  j '  в (3.236). Однако, для 
того чтобы показать правильно связывание в нуль самих коэффициентов Вигнера (см.1
(3.240)), полезно вводить в этот результат дельта-символ Кронекера из (3.228).
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где коэффициенты W(j' k 1jk2;j" к) определяются суммой по четырем коэффици
ентам Вигнера:

( _  1 )*. - *<5...... [ ( 2 / 4  1 )(2к +  1 ) ] i Щ]'к , ;,к 2 -j"k)

— V  c k'k*k Ciki'" 0 " к,г Cjkli". И  2401— ^  ^ ' д | и2/а^тдетГ т " ц лт' т ц 2™ "  '  /

(от' может быть выбрано произвольно (— j  ^ т' ^ j)  в этом результате.)
Коэффициенты W(J' k }jk2; j ” к) были введены в теорию углового момента 

Рака [29], и они известны как коэффициенты Рака. Подобные коэффициенты, 
называемые 6у-коэффициентами Вигнера, были также введены Вигнером [47]. 
Соотношение между бу-коэффнциентами Вигнера (обозначаемыми фигурными 
скобками) и коэффициентами Рака имеет внд

Jk }  =  ( - i ) ,'.+l' +l+l‘l V ( f k 1j k 2:i"k). (3.241)

Соотношение (3.239) выражает обший закон связывания для редуцированных 
матричных элементов. Его форма должна быть сравнима с законом связывания
(3.233) для самих тензорных операторов. В последнем законе используются ко
эффициенты Вигнера для связывания двух тензорных операторов, чтобы обра
зовать третий; в законе связывания для редуцированных матричных элементов 
роль коэффициентов связи играют коэффициенты Рака.

Замечания, а) То, что сами коэффициенты Рака, а не коэффициенты Вигнера, 
могут рассматриваться как основные в теории углового момента, не очевидно из 
их определения (3.240) с помощью коэффициентов Вигнера. (Эта точка зрения 
будет разъяснена в разд. 18; детальное развитие дано в книге [102].) Тот факт, 
что коэффициенты Рака существуют «как независимые объекты», приводит к 
тому, что закон связывания (3.239) для редуцированных матричных элементов 
возводится до основной теоремы теории углового момента. Частные следствия 
соотношения (3.239), которые рассматриваются в остальной части этого разде
ла, являются основными инструментами в спектроскопии.

б) Исторически Рака [29, II] ввел коэффициенты [(2j" + 1)(2к + 1)]/2х 
х W(j'kxjk2; j"к) через соотношение (3.240) для выражения редуцированных 
матричных элементов инвариантного взаимодействия в базисе связанного угло
вого момента (формула(3.260)). Впоследствии он [29, III] заметил, что эти коэф
фициенты являются также коэффициентами преобразования между различными 
схемами связи для сложения трех угловых моментов; этот вопрос дальше разви
вается в работе [54]). (Этот важный предмет в деталях рассматривается в работе 
[102].)

в) Вигнер [47] пришел к определению бу-символов (эквивалентных выраже
нию (3.240)), рассматривая следствия ассоциативного закона умножения трех 
матриц представления (формула (3.189)). Он показал, как бу-символы связаны с 
групповыми интегралами (см. примечание 11), тем самым давая другой метод 
«освобождения определения коэффициента Рака от определения коэффициента 
Вигнера».
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Теорема Вигнера — Эккарта, закон связывания (3.233) для тензорных опера
торов и закон связывания (3.239) для редуцированных матричных элементов 
представляют три основные свойства тензорных операторов (и находят много 
приложений в физических задачах). Поэтому изучение и интерпретация этих ре
зультатов становится важной задачей. В следующем разд. 18 мы кратко изло
жим наиболее полезные свойства коэффициентов Рака. Более глубокая и труд
ная задача интерпретирования этих трех основных свойств тензорных операто
ров решается в книге [102].

Подчеркнем снова общность закона связывания (3.239). Это наиболее общая 
форма связывания редуцированных матричных элементов двух тензорных опе
раторов по отношению к угловому моменту J, имеющему собственные кет- 
векторы {I(a)jm) j .

Частные случаи соотношения (3.239) достаточно важны. Поэтому мы сведем 
общий закон связывания (3.239) к полезному частному случаю.

Законы связывания для редуцированных матричных элементов тензорных 
операторов, действующих в кинематически независимых пространствах. 
Частный случай закона связывания (3.239) получается путем выбора тензорных 
операторов в виде тензорного произведения

=  ТйО)<Е>1(2),
7 ^  =  1 ( 1 ) 0  Г£(2) (3.242)

где 1 (г) обозначает единичный оператор, Тк‘ (/ = 1 ,2) — неприводимый тен
зорный оператор по отношению к угловому моменту J(/') части i физической сис
темы, составленной из двух частей (t = 1, 2) н, таким образом, имеющей пол
ный угловой момент J = J(l) + J(2).

Можно проверить, что S*i и Т*2 — тензорные операторы по отношению к J.
Собственные кет-вектор I (cc)jm), появляющиеся в теореме Вигнера — Эк

карта (3.235), становятся собственными кет-векторами связанного углового мо
мента:

|(а )/.■!!> =  Kaia2/ , / 2)/n7>

т L  ®  Ка2>/>ь>, (3.243)
m | m i

где
(а) =  (a ,a 2./i / 2 )- (3.244)

Теперь наша задача состоит в том, чтобы выразить редуцированные матрич
ные элементы

<(а',а'2 ) /'||Т А,( I ) (х> li(И)||(« 1 /, / 2)/> 7 

появляющиеся в (3.239), через редуцированные матричные элементы

< (а ,)_/' ||ТА'( 1))!(«,)/,) ,

возникающие в теореме Вигнера — Эккарта, примененной к тензорному опера
тору T*i(l) (по отношению к J(1)):
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<0*1 ) f i m\ I 1 )l(»i)/'i'” i >
=  (3-245)

(Мы должны также решить подобную задачу для 11 (1) (g) Т*2(2).)
Мы утверждаем (н ниже докажем), что

i ( a \ a ' 2 j \ j ' 2 ) f \ \ T l' :{ \ ) 0  l ! ( 2 ) | | ( a , x 2. / j  / У ; / )

=  ( _  j)/v+*,+/:+T(2/; +  j )(2j +  i ) ] i i  M
L/1 ^'i . / J

x ^ :<b: ,,:< K ) / i l lT<'(l)ll(^l )/i>;

<(a',a27'l,;'2)./'||1l(l) ® T * :(2)||(aia2./,./.,)./>

=  ( _  j ) /> * z  + / ,+ /.|-(2/-  +  1 ){2j  +  ] ) ] i  j l  7 4
1 /2  A-2 7 J

x  ^ . ■ l l 5 , 1-/ l < ( a i ) 7 i l | T A4 2 ) | | ( a 2 ) y 2 > .  ( 3 . 2 4 6 )

Доказательство. Рассмотрим доказательство первого соотношения. Содер
жащийся здесь редуцированный матричный элемент получается из (3.227'):

<(a'!a 27 i7 2 ) / ' l lT '''( О ®  1 (2 ) | | (a ,o (2 7 i7 2 )7 >

=  Z  c m ; f * - < ( a ' t « 2 7 I ) <8> H(2)|(3c1a2 7 i . /2 ) / '” >
W/l j

=  <5 6  ■ У  C ' 1-'2-' - C u . J l j
j ni2,nH i

x  <(a'1)7'1/»;'l |7'*'i( l ) | ( a 1) 7 V » l />
_  & X  У  с ' h j i j  C j k J ’ r i i i z i  f l i k t J i -

Ш [ Ш_чМ1М ,

X < u ; ) / J | T * 4 l ) | | ( x , ) 7 ' i > .  ( 3 . 2 4 7 )

При получении этого результата мы использовали связанные собственные 
кет-векторы (3.243) и матричные элементы из (3.245). Используя второе соотно
шение симметрии из (3.180) « суммируя коэффициенты Вигнера в (3.247), из
(3.240) находим

( -  I И ' _/ + 1)(2/ ч- n y n x f j i k j r J J ) .
Выражая коэффициент Рака в терминах бу-коэффициентов (формула (3.241)), по
лучаем желаемый результат. Подобные рассуждения устанавливают второе из 
соотношений (3.246). ■

Следующее общее соотношение получается подстановкой редуцированных 
матричных элементов, заданных соотношениями (3.246), в общую формулу
(3.239). Записывая конечный результат через бу-коэффициенты, получаем закон 
связывания для редуцированных матричных элементов тензорных операторов, 
действующих на независимые пространства:
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<(а'1а2У'17^У ||[Т А'(1)хТ '''(2 )]|‘||(а1а2у 1у2)у>

' J1 Jx. )  '
k x k 2 к

J \  f i  У.
< (a i) /1||Ti '(l)||(flfi)A><K)y?IIT*1(2)||(a2)/a>, (3.248)

где

ГТ*'(1)хТ*г(2)]‘ =  £  С ^ Г ^ ( 1 ) ® Т ^ ( 2 ) , (3.249)

Л  h  У 
ki к 2 к

_ У 1 j  2 J _

Г j l  j l  J
=  [(2 /;  + 1 )(2y'2 +  1X2'j +  1)(2 к  + 1 ) ] * ^ !  k2 к

I Ji J'z j'
(3.250)

7i Ji J 
k x k 2 к  =  ( - 1 )

i\  J'i /

j'i +J2 +j + k l .+ k 2+ k  +ji ' + ii  +Г K - l ) 2 r (2 /" +  l)

j '  / '
у

J Ji
Ji к i / ' j  (y2 /с2 ./

7i Ji (3.251)

Соотношение-(3.251) определяет 9/-коэффициенты Вигнера, свойства кото
рых кратко изложены в разд. 19. Отметим здесь связь ^/-коэффициентов с сами
ми коэффициентами Вигнера, так как этот результат также выводится прямо из 
соотношений (3.235), (3.249) и определения связанных состояний и связанных 
тензоров:

I Cit'h'i' Ск'к2к Ci2k̂ 2‘ ̂ И1Ц2М m21*2™2'

c jkjтцт" (3.252)

m, m2 rnxm2fi\̂ 2
‘ j i  j i  j ' 

k x к  2 к

^ j  i Ji j
Закон связывания (3.248) в литературе часто выводится независимо от закона 

связывания (3.239). Данный здесь вывод подчеркивает большую общность по
следнего закона связывания.

Замечание. Редуцированные матричные элементы, заданные в (3.246), полу
чаются из результата (3.248) путем выбора ГкЦ2) = Г§(2) = 11 (2) и
*ti<l) = ТоО) = -1 (О- П

В дополнение к соотношениям (3.246) существует другой частный случай со
отношения (3.248), который мы приведем явно, — случай к =  0. Это связыва
ние двух тензорных операторов в инвариант относительно вращений. Этот ин
вариант записывается в виде

(3.253)
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откуда, используя изменение обозначения и частный коэффициент Вигнера
(3.234), находим

[s * x T ‘K = x g ^ n ^ s : 7'‘- ,-  о - 254»

В случае, представленном соотношениями (3.242), эти результаты представля
ются в виде

[Т*(1) х т * (2 д ;  =  г*_„(2)

“  I  W n , < 2 ) .  (3.255)

Используя в (3.235) инвариантное связывание, получаем
<(а )У х T fc]o|(a]/Vw> =  m < (а')7 11 [Sk х T k] 011 (а)у >, (3.256)

где
<(®,)y!lCSi x T i] 0||(a)y> =  £  ( —

(a"W"

(2Г  +  1)
.(2 k +  1 )(2j +  1).

x e ^ -< (a /)yl|SA||(a")Jr"><(a")r'l|Tfc||(a>y>. (3.257)

(При получении совтношения (3.257) мы использовали следующий частный ко- 
эффициент Рака:

WU'klj k z -j"0) = ( - \ y

— fij'jdkyk̂ k,#-

' +  k , + j  + k2) J j  
\ k 2 j  С

Ulki  +  \)(2j + W
(3.258)

Сам этот результат получается прямо из определения (3.240) с помощью коэф
фициента (3.234) и соотношений симметрии и ортогональности для коэффициен
тов Вигнера.)

Дальнейшее применение (3.257) к тензорным операторам вида, заданного со
отношениями (3.242), приводит к результату

<(a'1a:,2j \ j ' 2)j'm'\[Tk(])x Tk(2)]%\(a1a2j ij2)jm>

=  г/ Л '.< (« 'х « '2 / |/2)УН[Т*(1) х T'k(2)l°\)(utu2j lj2yy,  (3.259) 
где редуцированная матрица получается из (3.248):

<(a'1a'2/ 1/ 2)y!|[T'‘(l)x T 4 2 )]0||(a1a2yly2)y>

'(2] \  +  1)(2/'2 +  1)~
^  _  J  y i  + k + J ,  4-j i ( Jl j l  Г

2k +  1

x <(a'1) / 1 ||Tk(l) ||(a 1)ii> < (a 2) / 2||T42)||(a2) j 2>. (3.260)
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Для того чтобы представить этот результат в окончательной форме, мы ис
пользовали связь между 9/-коэффициентами и бу-коэффициентами, которая до
казана в разд. 19 (формула (3.325)):

гЛ h  j

[(2/ +  1 )(2k t +  1 )]* (.у'2 у; k ,
(3.261)

получили в этом разделе два основных закона связывания
(3.239) и (3.248) для редуцированных матричных элементов тензорных операто
ров (см. [55], где даны дальнейшие построения этого типа; о приложении этих 
законов связывания к сферическим функциям см. примечание 10; сводку резуль
татов см. в табл. 8 приложения (т. 2)).

18. Коэффициенты Рака

Мы ввели коэффициенты Рака, показав их роль в теории тензорных операторов. 
Эти коэффициенты появились в трех взаимосвязанных контекстах: а) как мно
жители в матричных элементах тензорного произведения операторов

[S * 'xT *!]'1 (3.262)

взятых в пространстве б) как коэффициенты связывания в пространстве ре
дуцированных матричных элементов и в) как матричные элементы инвариант
ного оператора

[Т Ч 1 )х Т к(2)]° (3.263)

взятого в тензорном произведении пространств Щ{у)  0  <=^(2).
С точки зрения физики коэффициенты Рака входят еще одним способом, ко

торый имеет большое значение. Они являются коэффициентами пересвязывания 
для сложения трех угловых моментов [54] и, что более важно, они составляют 
«базис» для всех коэффициентов связывания при сложении произвольного числа 
угловых моментов (эта точка зрения развивается в книге [102]).

С точки зрения математики изучение коэффициентов Рака интересно по не
скольким причинам: а) они являются объектами, независимыми от базиса (неза
висимыми от квантовых чисел проекции), б) сами коэффициенты Вигнера могут 
быть получены как предел коэффициентов Рака (этот результат доказан ниже, 
см. формулу (3.300)), в) они могут быть представлены как обобщенные гиперге- 
ометрические ряды, г) они связаны с проективной геометрией и д) они определя
ют алгебру. Последние три пункта рассматриваются в книге [102].)

Таким образом, очевидно, что коэффициенты Рака заслуживают изучения, 
независимо от их определения с помощью коэффициентов Вигнера, данного со
отношением (3.240). В самом деле, можно принять точку зрения, что коэффици
енты Рака являются основными объектами, которые должны изучаться в тео
рии углового момента, так как из них могут быть получены все другие величины 
теории углового момента.
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Для поддержки этой точки зрения важно представить свойства коэффициен
тов Рака в форме, которая «освобождает» их от определения с помощью коэф
фициентов Вигнера. Мы начинаем выполнение этой программы в данном разде
ле. Но чтобы сделать механизм использования коэффициентов Рака цоступным 
большему числу читателей, мы сформулируем многие их свойства, не всегда да
вая доказательства (эти доказательства приведены в книге [102]).

Обозначение и область определения. Коэффициент Рака1* W(abcd; ej) опреде
ляется для всех значений а, Ъ, с, d, е, / ,  принадлежащих множеству {0, '/г, 1, 
3/2, ... ). Однако вследствие соотношения (3.240), выражающего коэффициенты 
Рака через коэффициенты Вигнера, и. вследствие расширенного определения 
(3.191) последних, мы имеем

W(abcd\ef) =  0 , (3.264)
если тройки неотрицательных целых и полуцелых чисел (abe), (cde), (acj), (bdf) 
не удовлетворяют условиям1 треугольника. (Заметим, что вопреки явной асим
метрии в условиях треугольника для (abc), заданных формулой

се  {а +  b, а +  b — 1 , . . . ,  |а — Ь\}, (3.265)
эти условия фактически являются симметричными по а, Ь, с в том смысле, что 
если условия (3.265) имеют место, то условия треугольника также справедливы 
для всех перестановок чисел а, Ъ, с.)

Связь между коэффициентами Рака и коэффициентами Вигнера. Различные 
другие формы определяющего соотношения (3.240) полезны как для определе
ния алгебраических форм коэффициентов Рака, так и для приложений. Мы даем 
ниже четыре основных соотношения (которые алгебраически интерпретируются 
в книге [102]), причем после первого записано определяющее соотношение в ви
де, который согласуется с выражением Рака (такое переопределение использует 
соотношение симметрии W(abcd; е /) =  W(cdab; е/),которое легко доказывается 
лрямо из (3.240), если это последнее соотношение просуммировать по у): 

5сс[{2е +  1 )(2 /+  1 )¥W(abcd\ef)

=  1 О Д , +, cay % -s ,^ -s  (3-266)ps
s ^ e d c  s - v b eLa ffdy a + Р,д,а + у a.ff.a + 0

=  [(2e + \ )(2f +  1 )yW(abcd-ef) C °£a + y, (3.267)
X [(2e +  I)(2f +  1 )¥W(abcd;ef)
вде

x c b/ / ;  c ^ l>J>a+x i b; a+li =  s f f , c ^ +r (3.268)

X  l(2e +  1)(2f +  +

=  C li‘t ^  + t + i C : ^  + ll, (3.269)

'* МЫ следуем обозначениям Рака [29], вводя латинские буквы а, Ъ, с. ... для обозначе
ния угловых моментов и греческие буквы а, /3, у, ... для обозначения их проекций.
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X  [(2* +  1)(2 /+  Ytfmabcd-ef)  C ^ a + f) + s С ^ а + 1)
е

(3-270)

(Отметим, что, как замечено выше в соотношении (3.240), индекс у  в (3.266) 
может быть выбран произвольно (— с <  у  <  с).)

Дадим иабросок доказательства этих результатов. Чтобы получить (3.267), 
заменяем у  на у + а в определяющем соотношении (3.266), умножаем на 
C “̂ a+V суммируем по с ' и используем соотношение ортогональности (3.179). 
В результате имеем (3.267).

Равенство (3.267) теперь становится ключевым для доказательства соотно
шения ортогональности для коэффициентов Рака

X  (2е +  Г)(2/+  1 )W(abcd;ef)W(abcd;ef)  =  5eesabescde, (3.271)
/

где1*
_  Г 1 для троек чисел в, Ь, с е  (0, ‘/г, ... J , которые удов- 

ЁаЬс — J летворяют условию треугольника,
С о в  других случаях. (3.272)

Чтобы получить это важное соотношение ортогональности, мы сначала заменя
ем 7 на -у — а  в (3.267) и записываем соответствующее равенство с-заменой е на 
е ' . Затем эти два соотношения перемножаем и суммируем по а, а затем по/ ,  ис
пользуя соотношение ортогональности для коэффициентов Вигнера. Результа
том этих операций является соотношение (3.271).

Используя соотношение симметрии

W(abcd\ef) =  W(acbd;fe). 
можно переписать соотношение ортогональности (3.271) в виде

X  (2е +  1 )(2 /+  \)W(abcd;ef)W(abcd;ef) =  df r eacf£bdf (3.273)
е

Само соотношение симметрии является следствием определения (3.266) и сим
метрии коэффициентов Вигнера (формула (3.180)). (Систематическое обсужде
ние симметрий коэффициентов Рака дано ниже.)

Соотношения ортогональности (3.271) и (3.273) коэффициентов Рака вместе с 
соотношениями симметрии для коэффициентов Вигнера (3.175) и (3.176) могут 
теперь быть использованы для доказательства остальных равенств 
(3.268) — (3.270).

Существует еще. три основных соотношения, которым удовлетворяют коэф
фициенты Рака и которые не включают в себя коэффициенты Вигнера. Эти соот
ношения будут приведены ниже вместе с кратким описанием их значения.

Введение этого символа в правую часть соотношения (3.271) необходимо, так как 
благодаря ему получаем 0 = 0 ,  когда левая часть превращается в нуль (см. формулу 
(3.264)).
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Правило сумм Рака. Рака [29] дал следующую связь между коэффициентами 
ЩаЬсё; ef):

X  ( — l)b+<i_/(2 / +  \)W(abcd\ef)W(adcb-gf) =  ( ~ I ) e+<>-a- cW(bacd;eg).
f

Г3.274)
В первоначальном выводе этого результата Рака использовал а) определение W- 
коэффициента в терминах коэффициентов Вигнера, б) соотношение симметрии 
С** = ( -  1У+ь~сСр£у коэффициентов Вигнера и в) соотношения ортогональ
ности для коэффициентов Вигнера.

Правило сумм Рака]) выражает фундаментальное свойство диаграммы ото
бражений, связанных с преобразованиями между множествами базисных векто
ров, которые встречаются при связывании трех угловых моментов, а именно 
свойство коммутативности этой диаграммы. Этот отчасти технический резуль
тат детально доказывается в разд. 12 гл. 5 книги [102].

Тождество Биденхарна — Эллиотта (Б — Э). Используя теорию пересвя- 
зывания для четырех угловых моментов, Биденхарн [56] и Эллиотт [57] вывели 
следующее тождество между коэффициентами Рака:

fV(a/ ab'b ;с'е) W(ded!d\b'c)
=  £  .(2/ +  1) W(abcd \ef) W(c'bd'd\b'f) W(dad'f\c'c). (3.275)

s
В книге [102] дано два вывода этого результата: в одном используется теория пе- 
ресвязывания, а другой показывает, что этот результат является следствием 
ассоциативного закона умножения дЛя единичных тензорных операторов. 
(Этот последний результат показывает, что тождество Б — Э имеет для «алге
бры тензорных операторов» такое значение, какое тождество Якоби имеет для 
структурных констант алгебры Ли.)

Мы уделим большое внимание интерпретации соотношения (3.275). Оно яв
ляется ключевым соотношением, необходимым для того, чтобы поднять изу
чение коэффициентов Рака до положения, независимого от понятия коэффици
ента Вигнера.

Правило сумм треугольника. Для каждой тройки чисел (abc), подчиняющей
ся условиям треугольника, определяем коэффициент треугольника:

(а + b — с)\(а — b +  с)!( — а + b + с)\
A(abc) —

(а +  b +  с +  1)!
(3,276)

Коэффициенты треугольника и коэффициенты Рака удовлетворяют следующе
му соотношению:

[A(acf)A(bdf)Y1 =  ( 2 /+  1) £  lA(abe)A(cde)yl W(abcd\ef). (3.277)

11 Роуз и Янг [55а] интерпретировали правило сумм Рака как уравнение на собственные 
значения и нашли интересное приложение этой интерпретации к соотношению Померан- 
чука для асимптотических сечений.
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Этот результат [58] является следствием ассоциативного закона умножения 
симплектонных полиномов [102].

Альтернативное обозначение для коэффициентов Рака. Мы вводим здесь 
альтернативное обозначение для коэффициентов Рака1). (Наша цель введения 
здесь этого (не общепринятого) обозначения состоит в том, чтобы читатель, ко
торый не будет обращаться к книге [102], смог ознакомиться с близкой связью, 
которая существует между коэффициентами Рака и Вигнера.) Для всех целых л  
полуцелых троек неотрицательных чисел {abc), которые удовлетворяют услови
ям треугольника I а — b I < с < в + />, и для всех р = а, а — 1, — а; а=Ь, 
Ь— 1........- Ь  т=с, с -  1, ... , - с  вводим символ Waj£.{j),j-= 0, 1А, 1, ... . Он оп
ределяется так:

а) О Л  = 0» если р + а Ф г;
б) W%U) = о,

если не каждая из троек чисел (/' — т, a ,j  — a), (J — a, b,j), (J — т; c,j)  состоит 
из неотрицательных целых и полуцелых чисел, удовлетворяющих условиям тре
угольника;

в) =  [(2с +  1)(2/  - 2 < т +  1)]* W J  -  х, a;j, Ь -J -  а, с), (3.278) 
в других с лучах. Так как мы также имеем соотношение

С(2е +  1)(2/ +  l)3*W(abcd;ef) =  И * "  С_е.е_в(с), (3.279)
где b ^  \е — а\, d ^  1с — е\ и /  >  1с — а (, то каждый коэффициент Рака 
можно представить в новом обозначении.

Ниже мы покажем (формула (3.300)), что
lim =  С°;а\. (3.280)
j~* »

Именно это соотношение является наиболее убедительной причиной нашего вы
бора обозначения.

В этом обозначении соотношения ортогональности для коэффициентов Рака 
принимают вид, очень похожий на соотношения ортогональности для коэффи
циентов Вигнера:

I  , i , .
pa

I  K r C- P, U ) K . r - P' j n  =  (3-281)
c

(В этих соотношениях видно, что тройки чисел (abc) и (abd) удовлетворяют усло
виям треугольника.)

Явные алгебраические выражения. Вычислить явные выражения для коэффи
циентов Рака очень трудно. Рака [29] получил общее выражение, положив 
т' = j '  в (3.240) и сведя серией «трюков» результирующее кратное суммирова
ние к сумме по одному индексу. Швингер [37] (а также Баргман [39], используя те

** Это обозначение естественно возникает в алгебраической теории операторов Вигне
ра [102].
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же идеи) получил общее выражение, используя порождающую функцию (см. 
приложение Г гл. 5). Биденхарн [56] дал рекурсивные формулы для порождения 
путем применения итераций коэффициентов Рака. Методы Рака и Швингера да
ют одно и то же выражение, но общее повторение рекурсивных соотношений 
приводит к отличному (и менее симметричному) общему выражению. Таким об
разом, в настоящее время мы не можем дать простого изящного вывода (в про
тивоположность случаю коэффициентов Вигнера) выражения Рака для этих ко
эффициентов в рамках изложенных до сих пор концепций.

После того как мы подчеркнули общее значение коэффициентов Рака для тео
рии углового момента, теперь для наших целей существенно дать вывод выра
жения Рака. Мы будем следовать первоначальному выводу Рака, но отложим 
детали до приложения А. Сформулируем здесь результат этого вывода, после 
того как отметим некоторые частные случаи, которые выводятся легче.

С точностью до фазы результат
W(abcO;ef) =  ------ Sbf S™e°be-----  (3 ?8?ч

Ц 2 е +  1 X 2 /+  1)]* ' •  ~}
определяется условиями треугольника (3.264) и соотношениями ортогонально
сти (3.271). Фаза фиксируется следующим соглашением:

; ( . / ) ' = (3-283> 
которое эквивалентно фазовому соглашению, использованному для коэффици
ентов Вигнера.

Дальнейшие значения коэффициентов Рака для частных аргументов могут 
быть получены различными путями. Например, чтобы вычислить так называе
мые «растянутые» коэффициенты1*, мы можем сначала выбрать у =  /  и 
а =  с — / в  (3.267) и получить

[(2е +  0 (2 / +  \)T'W(abcii-ef)C°/jf f c

=  £  <ТЛ*.г -»,-»■ (3.284)а
Если мы теперь полож им/ =  b + d, то суммирование по 8 сводится к одному 
слагаемому 5 = d. Таким образом,

1(2е +  1)(2Ь +  2d +  1)]* W{abcd-e.b +  d) C“b+^tb + di.
_ _  / ~ b d b  + d f - v d c  f ' a  b e  f  "2 9 Q C \

' - b . d . b + d  ^ c - d . J . c  ' - c - b - d . b . c - d '

Используя частный коэффициент Вигиера
Cab_ch l)“ + ',_‘'v(tffo-)[(2c +  1)(2Л)!] =

(а +  b — у)'.(с +  у)!
(а -  b +  у)!(с -  у)!

(3.286)

Термин «растянутый» означает, что одни из четырех треугольников для угловых мо
ментов вырождается в линию (см. рис. 3.4); эта ситуация также выражается термином 
«граничный» коэффициент Рака, который происходит от положения коэффициента в таб
лице (см. табл. 2 в приложении (т. 2)).
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где
v (abc) =  [(а — b +  с)\/(а  +  b +  с +  1)!(а +  b — с)\{ — а +  Ь +  с ) ! ] \

(3.287)
получаем

W(abcd\e,b +  d) =
{2b)\(2d)\ * v(abe)v(edc)

x -----------------
v(a, b +  d,c) (3.288)(2b + 2d +  1)!

Возвратимся теперь к вычислению общего коэффициента. Мы следуем про
цедуре Рака и положим в (3.266) у =  с. Удобно ввести коэффициент треугольни
ка Д(abc), определенный соотношением (3.276), заметив, что

"гa bc  
~ ' с - р ,р , с =  ( - ! ) 'а ~ с + Р _

Л(аЬс)
(а — b +  с)!( — а +  b +  с)!

(2с +  1 )\(а +  с -  Р)\(Ь +  Р)\
(3.289)

(а -  с + р)\(Ь -  Р)\
Используя дальше общее выражение (3.170) для коэффициента Вигнера, получа
ем следующее выражение для коэффициента Рака:

W(abcd\ef) =  A(bdf)A(edc)A(abe)A(afc)w(abcd;ef), (3.290) 
где w(abcd; ej) определяется формулой

(2с +  1)!___________________
w(abcd,ef) -  ^  _ у +  су _ ( - а +  /  +  с)!(е -  d  +  с ) \ ( - е  +  d  +  с)!

( - i y - e+f+r+s( a + C- P - 8 ) \ ( f + P  + 8)\(e + C-d)\ (d +d)\
х I0rs(e -  b +  с -  ft -  5 +  r)\(a -  с +  ft + 8 -  r)\(d + 5 -  s ) ! ( f -  д - S  +  s)!

( b - P ) \
(а +  b — е — r)\(e — а — р +  r)ls\(b — Р — s)\

(ь  +  ру. 1
----------------=-----------------— ---------------------------  . (3.291)

_(b + p  — r ) \ r \ ( f— d +  p + s)\(b +  d — f  — 5)! J
Рака свел это выражение с четырьмя индексами суммирования к выражению, 

включающему один индекс суммирования, получив таким образом выражение, 
которое в сущности ничем не сложнее коэффициента Вигнера. Процедура Рака 
дана в приложении А, где доказывается следующий результат:

W(abcd\ef) — A(abe)A(cde)A(acf)A(bdf)

( - 1 ) '
a + b + c  + d + z.( z +  1)!

2 (z — a — b — e)!(z — с — d  — e)\(z — a — с — f ) \ ( z  — b — d  — / ) !
______________  1__________________________
(a + b +  c +  d — z)\(a +  d + e + f  — z)\(b +  с +  e z)! (3.292)

Фундаментальные коэффициенты Рака. Четыре коэффициента Рака 
K ' i ' V J W )  со спином Уг называются фундаментальными коэффициентами.
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Мы даем значения этих коэффициентов в обозначении W ^U) Для сравнения с 
фундаментальными коэффициентами Вигнера (со спином 'Л):

~(а +  р +  1 )(2j +  а -  р +  1У
к х а; л и )  =

U/aia + i  ( —

(2a +  1)(2/ +  П 
(a -  p +  1)(2j -  a -  p +  1)'

YV n . l . tP,i,P  +

(2a +  1X2j  - 

\ a  -  p)(2j -  a
1)
P)

(2a + l)(2J +  1)
'(a +  p)(2j + a -  p + 2)

(3.293)
(2a +  1X2j  +  1)

Интересное и важное свойство (3.280) (которое, как мы покажем ниже, явля
ется общим) здесь показано на фундаментальных коэффициентах Рака, Которые 
в пределе больших j  становятся коэффициентами Вигнера:

lim lVai a + * ( i) =  г а^а + гУ p,<j,p + a \ j l  ^  p ,a ,p  + a (3.294)

для a, t  = — Vz, 'A.
Структурные следствия тождества S' — Э. Из всех соотношений между ко

эффициентами, возникающих в теории углового момента, тождество Б — Э яв
ляется одним из наиболее фундаментальных. Эта точка зрения базируется на за
мечательном структурном результате, который будет продемонстрирован в 
этом разделе. Тождество Б  — Э (3.275) вместе со свойствами ортогонально
сти (3.271) и (3.273) и фундаментальными коэффициентами Рака со спином Vi 
составляют полную структуру теории углового момента

Чтобы доказать это утверждение, перепишем тождество Б — Э (3.275) в не
скольких других полезных формах.

Умножая соотношение (3.275) на (2е + 1 )W(abcd; eg), суммируя по е и ис
пользуя соотношение ортогональности (3.273), получаем

W(c’bd'd\b'g)W(a'ad'g ;с'с)
1) W(abcd ;eg) W(a’ab'b \c'e) W(a'ed'd ;b'c). (3.295)

В этом результате мы заменим b' на е ' , умножим его на (2е' + 
+ 1)(2/ + 1 )W(c'bd'd\e'f), просуммируем по е' и используем соотношение ор
тогональности (3.273). В результате получим

6fgW(a'adf-,c’c) =  £  (2\f + \)(2е' +  1)(2е 4- \)W(abcd\eg)

W(c'bd'd;ef)W(a’ae'b;c'e)W(a’ed'd;e'c). (3.296)

*) Этот результат впервые рассмотрел Рака (частное сообщение).

8-59



114 Гл. 3. Обычная трактовка углового момента

С целью доказательства ниже предельного соотношения (3.280), полезно по
казать этот результат в обозначении W“j£U)-  Положим а' =  j  — X — р, 
с' =  j  -  X, d' =  j  w e '  =  j  — X а, чтобы получить

=  £ [ ( 2 *  +  l)(2g +  1 ) l * m a M ; e g ) W “ '_eJ j W Z ce,i - e.l> + A j )
ae
W ahu (■ — Я +  c), (3.297)

p , a , p  + '

где мы оставили коэффициент, который не зависит оту в обычной формуле Рака 
(ср. с (3.268)).

Рассмотрим теперь этот результат для частных значений индексов, а именно 
Дл* S — f ,  d  =  Vi, b =  /  — 1Л . Используя в этом результате явный вид фунда
ментальных коэффициентов Рака, приходим к следующему рекурсивному соот
ношению с пятью слагаемыми (мы переименовали некоторые из индексов):

^  p.s,p + »U)
~(b + d —f)(b  + f - d +  1 ) {d-6)(2j  — d —8 +  l ) ( f +  fi + 8 +  l )(2j  + / -  /? -  5 +  2)"|*

.  (2d)(2f+\)(2d)(2j+ l)(2 /+2)(2 /+  1)
X n r b d - t f + i  (/-н-Ц

(b +  d - n ( b + f - d + . \ ) ( d + S ) ( 2 j + d - S +  1) ( / - / ? - <5 +  1)(2/- / - / ? - <5)1* 

(2d)(2f+ 1 )(2d)(2j -ИМ2/Ч- 2)(2/' +  1)
г y b d - i f  + i  ( j  —  -Ц

-  (<z + / _  + / +  1)(</ +  й)(2/ +  f t -  5 +  1) ( / +  /? +  <5)(2/ + / -  /? -  <5 +  1)

+ - “ (2d) (2f+\ ) (2d) (2 j+ \ ) (2f ) (2 j+ \ )
w b d - i f - i  i"  P,d-i,P + d - i U  2> +

- ( d + f -  b)(b 4- < / + / +  l ) ( d -  5 ) ( 2 j - d -  6 +  1) ( / -  jS -  <5X2/ - / -  /? -  <5 +  1П *

( 2 d ) ( 2 f +  1 )(2</)(2/ +  1 )(2 /)(2 ; +  1)

x + (3.298)

В обычном обозначении Рака это рекурсивное соотношение принимает вид
(2с +  \ )(2d) (2f  +  \ )W(abcd;ef )

=  [(6  +  d  — f ) ( b  +  f  — d  +  1 )(d +  e — c)(c +  e — d  +  1)

x (c f  — a -r l)(a  +  с +  ,/ +  2)]^И^(а,6,с +  — “I” 2)
"\

— \£b +  d  -  f ) ( b  + f  — d  +  1 )(c +  d  -  e)(c +  d  +  e +  1) 

x (a +  с - f ) ( a  +  f -  с +  1 )~\*W(a,b,c -  ±,d -  j  ;<?,/ +  j)

+■ Ш  + / — 6)(6 +  d +  /  +  l)(c  +  d  -  e)(c +  d  +  e +  1)
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W - i )  
d  f  1)

x (с + / — я)(я +  с + / +  1)]*Ж (аАс — j ,d  —

+  [(rf + / -  b)(b + d + f +  l)(d +  e -  c)(c 

x (a +  / -  c)(a +  с - / +  1 )]* Ж (а А с  -t- i  -  i ;<?,/_ A). (3.299)

Рекурсивное соотношение (3.298) с пятью коэффициентами Рака справедливо 
для всех разрешенных аргументов коэффициентов Рака. Более того, отправля
ясь от начального значения d =  1 и коэффициентов (3.293) со спином Vi, оно ре
курсивно порождает все коэффициенты Рака. Этот результат демонстрирует, что 
все'коэффициенты Рака вполне определяются фундаментальными коэффициен
тами со спином Уг и соотношением Б  — Э (и соотношениями ортогонально
сти, которые были использованы, чтобы преобразовать (3.275) в (3.297)).

Соотношение (3.298) может быть использовано также, чтобы доказать об
щую справедливость соотношения

lim W°pba\( j )  =  С abc
pax' (3.300)

Доказательство дается в два шага. Сначала выводим из (3.298), что коэффици
ент

r̂ abc
par lim ( O ' / ) (3.301)

удовлетворяет рекурсивному соотношению
р bif

-[
(b +  d - f ) ( b + f - d +  \ ) (d  — S ) ( f  +  P +  d +  1)' 

( 2 d ) ( 2 f + l ) ( 2 d ) ( 2 f + 2 )

(b +  d  - f ) ( b  + f -  d  +  l ) ( d +  S ) ( f -  p  -  3 +  1)'

+

L (2d) (2f  +  \ ) ( 2 d ) ( 2 f +  2)

^( d + f - b)(b +  d + f +  1 )(d +  S ) ( f  +  p  +  S)

-'bd-if  + i  
-'fi.S + i.fi+S + i

p b d - i f + i

( d + f -

(2d) (2f  +  \){2d)(2f)  

b)(b -t- d  + f  +  \ ) (d  — 8 ) ( f -

pbd-
^P.d- i f - i

P - s ) p b d - i f - i  
'~P,3+i,0 + S + i  ■( 2 d ) ( 2 f +  l )(2d)(2f)

(3.302)
С другой стороны, если в (3:268) выберем d  = Уг, b =  J' — Уг и подставим в ко
эффициенты Рака и Вигнера со спином Уг, то получим точно (после переимено
вания индексов) рекурсивное соотношение (3.302), которому удовлетворяет 
c bdf

Так как (отправляясь от d  =  1) рекурсивное соотношение (3.302) удовлетво
ряется всеми коэффициентами С*<̂ (3+5, полученными из фундаментальных 
коэффициентов, и так как

f b i f  _  с b i f
то находим

p b d f  _  s-'bdf 
'~'Р,д,Р+д — ^р,д,р- (3.303)

в общем случае, что доказывает соотношение (3.300).
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Теперь мы можем утверждать, что все коэффициенты Вигнера могут быть 
получены как асимптотический предел коэффициентов Рака.

Таким образом, мы показали, что тождество Б — Э, свойства ортогональ
ности коэффициентов Рака и коэффициенты Рака со спином 'А определяют все 
коэффициенты Рака и все коэффициенты Вигнера. Так как коэффициенты Вигне
ра также дают угловой момент J как частный случай (путем конкретизации мат
ричных элементов), а следовательно, также коммутационные соотношения 
J X J =  /«1, мы видим, что отсюда следует групповая структура. Более того, 
как показано в разд. 8 гл. 5, существует асимптотический предел коэффициентов 
Рака, который порождает матрицы вращений, или, иначе, матрицы вращений 
могут быть получены из представления коэффициентов Вигнера как дискретизи
рованных матриц вращений (формула (5.89)). Именно в этом смысле мы заклю
чаем, что полная структура теории углового момента [5t/(2)J определяется так, 
как сформулировано на стр. 113.

Приведенный метод нахождения пределов можно использовать, чтобы сде
лать дальнейший шаг. В (3.302) можем положить Ь =  у, d  =  J, /  =  j  +  Д, 
/3 =  у — а, 8 = М  и взять предел при j  — оо, чтобы получить

В книге [102] (формулы (4.98) и (3.32)) приведены коэффициенты Рака и Виг
нера в виде, который явно показывает предельные свойства (3.280) и (3.305).

Множество других рекурсивных соотношений может быть найдено, отправ
ляясь от той или иной формы тождества Б — Э. Типичное соотношение с тремя 
слагаемыми может быть получено выбором в (3.275) а' = j  — р — о — 'Л, 
Ь‘ — j  — И, с ’ — j  — а — 'A, d- = j , d  =  ХА , с =  е + 'А. Использование зна
чений фундаментальных коэффициентов Рака в результирующем соотношении 
приводит к следующему соотношению:
ц г а b + 1 с *  ] /  • j 

(>,<т + + п + i' * '

+  [(У +  A)(J +  Л/)]* lim С

Так как

путем индукции по У в (3.304) получаем
lim С (3.305)

(b — а){а + h — с)(а +  с — Ъ -1- 1 i — h — а)

-Н гх +  \ )(а b — £■ -1- 1 )(£/ +  /? 4* г Ч- 2 )(2/ +  су +  1)
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х (з.зоб)
Это рекурсивное соотношение недействительно при а = — b — 1 или 
с =  а — Ъ — 1 (или если выполняются оба этих равенства). Однако легко полу
чить выражения для и W%5~+JJ), так что соотношение (3.306) для 
этих частных случаев может быть использовано для порождения коэффициентов 
Рака. Эти особенности типичны для рекурсивных соотношений с тремя слагае
мыми. (Предел j  — оо также дает правильное соотношение для коэффициентов 
Вигнера.)

Можно подумать, что соотношение (3.299) или (3.306) дает полезный и про
стой метод вывода выражения Рака (3.292). Это не так. Некритическая итерация 
(в которой не уделяется внимание алгебраическим сокращениям) любого из этих 
соотношений дает отличную (и несимметрическую) форму коэффициентов. При 
критической итерации находим, что должны быть выполнены значительные ал
гебраические операции, чтобы привести результат к формуле Рака. Что это так, 
можно проверить следующим образом. Процесс итерации индуктивен, и по
средством него мы получаем ответ, применяя итерацию достаточное число 
раз — столько, сколько т ребуется, чтобы угадать общий ответ; затем ответ 
подтверждается строго ыдуктивно) путем доказательства того, что он удов
летворяет  рекурсивному соотношению (и начальным данным). Крайне трудно 
показать прямо, что W(abcd; ef), заданное формулой (3.292), удовлетворяет лю
бому из соотношений (3.299) и (3.306). Это означает, что этот ответ не является 
«естественным» решением, возникающим из итераций.

Эти рекурсивные соотношения (и другие) полезны для общих доказательств, 
для вычисления первых нескольких коэффициентов и для получения числовых 
значений. Они не дают простого вывода результата Рака. Тем не менее тожде
ство Б — Э е  принципе дает метод получения всех коэффициентов Рака (а следо 
вательно, всех коэффициентов Вигнера) из фундаментальных коэффициентов, 
приведенных выше.

В приложении Б показано, как сами фундаментальные коэффициенты Рака 
определяются а) соглашением о знаке, б) соотношениями ортогональности и в) 
соотношением симметрии.

Замечание. Используя свойство предела (3.300) в соотношении между коэф
фициентами Рака (после записи некоторых или всех коэффициентов с помощью 
обозначения можно воспроизвести различные соотношения между ко
эффициентами Рака и коэффициентами Вигнера. Например, соотношения орто
гональности для коэффициентов Рака переходят в соотношения ортогонально
сти для коэффициентов Вигнера; соотношение (3.297) переходит в соотношение 
(3.268) и т.д. На этом пути можно получить результаты для коэффициентов Виг
нера как предельный случай соотношений для коэффициентов Рака.

Симметрии. Коэффициенты Рака обладают большой группой (144 элемента) 
симметрий, физический источник которых неясен.

Легчайший путь получения симметрий коэффициентов Рака состоит в пря
мой проверке явной формулы. Это одна из причин, почему требовался вывод 
выражения для коэффициентов Рака в форме, заданной формулой (3.292). (Экви
валентную форму этого результата, полученную Лерер-Иламед, см. в работе 
[77] (стр. 140); чтобы исправить типографскую ошибку, следует заменить 2q i на
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qr ) Другой путь вывода симметрий, который использует порождающую функ
цию (см, приложение Г гл. 5),, был предложен Швингером [37] и Баргмаяом [39]. 
Оба пути оставляют источник симметрий неясным.

Некоторые симметрии выражения (3.292) являются более очевидными, чем 
другие. Мы начинаем с поиска симметрий при перестановках шести индексов 
abcdef. Более того, мы ограничиваем наше внимание теми перестановками, ко
торые оставляют каждое выражение с г в сумме инвариантным. Выражение

(/с — е — J — z)\(k — b — с — z)\(k  — а — d  — z)\,  (3.307)

где k —a + b +  e +  d + e + f
является наиболее ограничительным (симметрия этого множителя является 
симметрией других множителей), и мы рассматриваем его прежде всего. Выра
жение (3.307) инвариантно при 3! =  6 перестановках трех пар

(ad), (be), (ef)  (3.308)
а также при перестановке двух индексов в заданной паре Таким оЬразом, су
ществует 6 x 2 x 2 x 2  =  48 перестановок индексов abcdef, которые оставля
ют выражение (3.307) инвариантным. Однако видим, что перестановка индексов 
в одной паре (или во всех трех парах), например

{(ad),(bc);(ef)} -* {(da),(be), (ef)},
не оставляет инвариантными множители треугольника в (3.292). Таким обра
зом, группа перестановок, которая оставляет коэффициент Рака Р.292) инвари
антным почленно, может содержать не более чем 24 элемента, соответствую
щих перестановкам трех пар (ad), (be), (ef) между собой и перестановкам поряд
ка индексов двух из этих трех пар. Докажем теперь, что все 24 перестановки яв
ляются симметриями коэффициента Рака.

Рассмотрим два перестановочных оператора (циклические обозначения)
Р  =  (ae)(bd), Q  =  (qfde)(be). (3.309)

Действия этих перестановочных операторов на пары (3.308) задаются формула
ми

Р: {(ad), (be), (ef)}  - » {(cb),(da),(ef)},
Q: { (ad) ,(be) ,(e f) }  -» { (fe) ,(cb) ,(ad)}.  (3.310)

Так как A(rst) инвариантно при шести перестановках аргументов, теперь легко 
проверить, что Р  и Q переставляют четыре множителя:

A(rst)
----------------------- , (rst) =  (abe), (ede), (ас/ ), (bdf)
(z — r — s  — / ) !

между собой (т.е. оставляют произведение инвариантный). Таким образом, 
группа перестановок, порожденная операторами Р  и Q, оставляет коэффициент 
Рака инвариантным, за исключением, возможно, изменения фазы.

Прямым умножением проверяем, что
р 2 = е 4 = (p q ?  =  1. (з.зп)

Этот результат однозначно отождествляет Р  и Q  с генераторами группы, кото
рая изоморфна симметрической группе S4.
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В книге [102] доказывается, что 6]- и 9/'-символы (в действительности все 3nj- 
символы) сопоставляются с плоскостными кубическими графами (см. [55]). В 
частности, плоскостной кубический граф, соответствующий 6/-символу, может 
также быть представлен правильным тетраэдром. Группа Td вращений-ин
версий, которая переводит правильный тетраэдр в себя, дает геометрическую 
реализацию группы  S4 симметрий коэффициентов Рака.

То, что тетраэдр является естественным геометрическим объектом для опи
сания симметрий коэффициентов Рака, также подсказывается четырьмя треу
гольниками тетраэдра и четырьмя множествами условий треугольника на коэф
фициенты Рака:

(abe), (cde), (a c f), (bdf).

Итак, обозначаем ребра одной из граней (рис. 3.4) буквами abe, а затем обозна
чаем ребра остальных трех граней тройками (cde), (acf) и (bdf), так чтобы одни и 
те же буквы приписывались общим ребрам. Тогда видно, что пары

(ad), (be), ( e j )
обозначают три набора противоположных (и перпендикулярных) ребер.

Группа из 24 операций вращений и инверсий, которые отображают тетраэдр 
на себя, как теперь может быть показано, приводит к перестановкам индексов 
abedef, которые оставляют коэффициенты Рака инвариантными (за исключени
ем фазы). Иначе можем получить ту же группу перестановок путем обозначения 
каждой из четырех вершин тетраэдра тройкой индексов, обозначающих ребра, 
исходящие из вершины тетраэдра (рис. 3.4). Затем мы делаем все возможные 24 
распределения четырех символов (abf), (cdf), (асе), (bde) между четырьмя верши
нами, обозначая каждое ребро буквой, общей для двух символов на его концах. 
Эти операции снова приводят к перестановкам символов abedef, соответствую
щим симметриям коэффициентов Рака.

Полный четырехугольник дает другой метод1* (замеченный Фано и Рака [59]) 
описания этих перестановочных симметрий. Полный четырехугольник является

п Третья реализация обсуждается в книге [102], разд. 9 гл. 5.



120 Гл. 3. Обычная трактовка углового момента

плоской фигурой, получаемой из тетраэдра путем отображения «грань» — «ли
ния» и «ребро» — «точка». Таким образом, полный четырехугольник имеет че
тыре линии, каждая из которых пересекает три другие (без общей точки пересе
чения), как показано на рис. 3.5. Перестановочные симметрии коэффициентов 
Рака получаются из полного четырехугольника путем всех возможных распреде
лений индексов abcdef между шестью точками, таких, что три буквы каждой из 
троек (abe),. (cde), (acf) и (bd f)  лежат на одной прямой.

Два предыдущих метода (тетраэдр *-* полный четырехугольник) представля
ют собой интересные геометрические методы реализации перестановочных сим
метрий коэффициентов Рака. Однако самый быстрый путь записать эти симмет
рии базируется на обозначении бу-символа, которое использует три пары (3.308) 
(см. [47, 60]), соответствующие противоположным ребрам тетраэдра. Таким об
разом, мы отождествляем верхнюю строку бу-символа с треугольником тетра
эдра, скажем с (abe), а вертикальные столбцы с парами букв, обозначающих 
противоположные ребра:

Для того чтобы иметь коэффициенты, которые являются истинно инвариант
ными при перестановках тетраэдра, определение бу-символа устраняет фазовый 
множитель из коэффициента Рака (3.292):

Перестановочные симметрии теперь выражаются очень просто, ^/-символ 
инвариантен при всех перестановках его столбцов и при замене любой пары эле
ментов в верхней строке на соответствующую пару в нижней строке.

Перестановочные симметрии этих коэффициентов были замечены еще Рака 
[29]. После того как Редже открыл дополнительные симметрии коэффициентов 
Вигнера, он также проверил симметрии коэффициентов Рака и нашел их даль
нейшие симметрии.

Новые симметрии, открытые Редже [61], все еще являются симметриями от
дельных слагаемых в формуле (3.292), но они включают теперь линейные преоб
разования над abcdef, которые определяют новые треугольники. Доказатель
ство этих симметрий проводится прямой проверкой. Если снова рассмотреть со
отношение (3.292), мы увидим, что его отдельные слагаемые инвариантны (иг
норируя фазу) при любом преобразовании, которое одновременно а) преобразу
ет A(abe)A{cde)A(acf)A(bdf) в себя, б) переставляет суммы a + b + e ,c  + d + e ,  
a + c + f ,  b + d +  / ,  в) переставляет суммы а + d , b + с, е + f  Теперь непо
средственно проверяем равенство следующих бу-символов, приводящих в общем 
к 144 соотношениям симметрии:

й b е

a b e
(3.312)

b +  с +  е — f  b +  е + J ' — с
a b e

а

d с f \
d

2 2 
b +  с +  f — e с +  e +  f  — b

2 2
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'а +  d  4- е — f  а +  е + f  — d'
_ ь  -

а + d  + f  — е d  + e +  f  — a
2 C 2

a + b + d  — с a +  b +  с — d
2 2 

a + с +  d  — b b + с +  d  — a
f \2 2

'a  +  b +  d  — с b + с +  e — f  a + e +  f — d"

a +  с +  d — b b + с +  f  — e d +  e + f — a

‘ a +  d  + e — f  a +  b + с — d b + e + f — c"
2 2 

a +  d  + f  — e b +  с +  d a c
2

e +  /  — b
(3.313)

(3.314)

Баргман [39] дает б/-символ в форме 4 х  3-таблицы (см. также [62]), кото
рую мы расположим следующим образом:

’ d  4- /  — b с + f  — а с +  d  — е~ 
а 4- /  — с b + f  — d а +  b — е 
d  4- е — с b +  е — a b + d  — f  

_  а + е — b с +  е — d а + с — /_
Причиной того, что мы записываем таблицу Баргмана в такой форме, является 
то, что при отождествлении а =  j  — у , Ъ — Ъ, с =  у, d  =  d, е = j  — 0, f  — / ,  
у  =  а + 0 первые три строки представляют собой перераспределение элемен
тов таблицы Редже (3.182) с ( / ., от,) =  (b, a), (J2, т 2) =  (d, 0) и (j, rri) =  (f, у),

a b e  

d  с ./’

так что
= ( -  l)h + J+2' - 1'[(2/ -  2Ц +  1)(2/ 4- l)]i

(3.315)

d  4- / — b / 4 -  у d  4- Р
/ — у Ь 4* /  — d b — ol
d  — Р b + а. b 4- d — /

. 2 / - Ь - Р ^ . у  2 i - d - f i  2/ —./ — у—I 
Это полезный результат для обсуждения связи между симметриями коэффици
ентов Рака и коэффициентов Вигнера (см. приложение В).

В обсуждении Баргмаиом симметрий коэффициентов Рака (основанном на 
известном результате Редже и иа порождающей функции Швингера), естествен
но выявляется, что 144 симметрии коэффициентов Рака соответствуют пре
образованиям над abedef, вызванным операциями над строками и столбцами 
таблицы (3.314).



122 Гл. 3. Обычная трактовка углового момента

24 перестановкистрок таблицы (3.314) вызывают преобразования над abc
def, которые соответствуют 24 перестановкам четырех символов

( a +  b +  e, c +  d  +  e, a +  c +  f ,  b +  d +  f )  

и которые оставляют инвариантным каждый из трех символов
(я +  d, Ь +  с , е +  f )

Подобным образом шесть перестановок столбцов таблицы (3.314) вызывают 
преобразования над abcdef, которые соответствуют шести перестановкам трех 
символов

(а +  d ,b  +  с, е +  / )  
и которые оставляют инвариантным каждый из четырех символов

(а +  b +  е, c +  d + e ,  a +  c +  f ,  b +  d  +  f )
Таким образом, иной путь описания группы инвариантности бу-символа может 
быть таким. Это группа преобразований над abcdef, вызванных группой пере
становок вида

(а +  b +  е, c +  d + e ,  a + c + f ,  b +  d  +  f )
( a’ +  b' +  e \  c' +  d' +  e’, a' +  c' +  f ,  b ’ +  d' +  / ' ) ,

{a +  d, b +  c, e +  f )  (a' +  d', b’ +  c', e' +  ./')> 
где символы справа являются перегруппировками символов слева. Видим, что 
эта группа является прямым произведением групп S4 х  $ 3.

Интересный вопрос, касающийся сймметрий коэффициентов Рака и Вигнера, 
поставлен существованием предельного соотношения (3.280). Которая из сим
метрий коэффициентов Рака в этом пределе остается и становится симметрией 
коэффициентов Вигнера? Ответ на этот вопрос дается в приложении В.

19. 9/-коэффициенты

Так как 9/-коэффициенты в частных случаях сводятся к бу-коэффициентам (см. 
формулу (3.325)), то может показаться что 9j-коэффициенты являются даже бо
лее «основными», чем бу-коэффициенты. Однако фундаментальная теорема тео
рии пересвязывания утверждает, что каждый коэффициент пересвязывания (Зиу- 
коэффициент, п — 3 ,4 , ... ) выражается как сумма произведений коэффициентов 
Рака (бу-коэффициентов). Этот результат доказан в книге [102]. Именно это 
свойство делает коэффициент Рака фундаментальным объектом теории 
инвариантов относительно вращений (а следовательно, теории пересвязыва
ния).

Здесь мы кратко излагаем некоторые из свойств 9у-символов; доказательства 
Я дополнительные соотношеиия имеются в литературе [16, 55, 63 — 67, 102].

Следует заметить, что 24 перестановки тетраэдра не соответствуют 24 перестанов
кам в таблице.
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Выражение в терминах 3j- и 6j-символов. Выражение, связывающее 9j- 
символы с коэффициентами Вигнера, дается формулами (3.250) и (3.252). Мы де
лаем в этом результате отождествление (/ п , у21, у31) =  (ATj, k2, k), U i2, j 22, 
у'зг) =  С/l. у'г> Л  и 0'i3. Лз> Лз) =  выражаем коэффициенты Вигнера в
терминах Зу-символов (формула (3.182)) и, наконец, используем симметрии 3]- 
символов, получая таким образом следующее соотношение (в котором

722 j 3 2 \ / 7 3 1  732 733

731 { \m 31 m 32 m33
7 2 3  7 3 3

(3.316)
Используя симметрии Зу-символов, теперь можно доказать соотношение 

симметрии (полная группа симметрий обсуждается ниже)
( 7 l l  ) \ 2  7  I3~) ( j  12 722 J32^l

< 7 2 1  7 2 2  / 2 3  > =  ( — j i t  721 Уз1 > • (3.317)
(7 з 1  Уз 2 7 з з )  (.713 Уг з 7 3 3 J

Используя это соотношение симметрии и ортогональность Зу- 
коэффициентов Вигнера в формуле (3.316), получаем следующую симметричную 
форму для ^-коэффициентов:

С j i  1 j i  2 j i  s')
< 7 2 1  722 723 >

( 7 з 1 732 7 3 3 J

j l l  7 l 2  / 1 3  W  721 722 723 W /31 ./32 733= I  ,всГИ,Д ШП W 1 2  r n l3J \ m 21 m 22 m 23/ \ m 3 l m 32 m 33

x /./11 721 731 /12 722 732 j /7 i3  723 7зз \  (3 318)
\ m n  m21 m 31/ \ w 12 m22 « 3 2 /\™ i3  ™23 ^ з з /  '

С другой стороны, соотношение (3.251) выражает 9/-символы прямо в тер
минах бу-символов. Используя симметрии бу-символов и соотношение (3.317), 
можно выразить этот результат в такой симметричной форме:
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Это соотношение показывает (это показывает и формула (3.316)), что 9у- 
коэффициент равен нулю, если условия треугольника не выполняются-для вели
чин в каждой строке и каждом столбце символа.

Соотношения ортогональности. Ортогональность бу'-коэффициеитов выра
жается формулой

„  fa b e l (а b е'] 
£ ( 2е +  1 )(2 / +  1) ^ ^  d  c f  |  =  «5ее; &abe edce. (3.320)

Этот результат прямо следует из соотношения ортогональности (3.271) для ко
эффициентов Рака и определения (3.312) бу-символа. Соотношение ортогональ
ности для 9/-коэффициента прямо следует из соотношения (3.3-19), симметрий 6у- 
символа и соотношения ортогональности (3.320):

{
а b сЛ Са b c'-j
d е A i d  е Г \  = 8СС. 8„ :

h i j )  i j  J
(3.321)

Заметим, что этот результат должен применяться только к тройкам (abe), (def), 
(efj), (abe'), (d e f  ) н (с ' / 'у ), которые удовлетворяют условиям треугольника, так 
как мы не включили множителей еаЬс, ... , необходимых для того, чтобы соот
ношение (3.321) было справедливым для более общего случая.

Симметрии 9j-символов. Существует 62 известных соотношения симметрии 
9у-символов. Каждая из этих симметрий является симметрией выражения (3.318) 
для каждого слагаемого и является следствием симметрий Зу-символов. Легко 
проверить, что 9/-символ

инвариантен при четной перестановке его строк, четной перестановке его столб
цов и при замене строк на столбцы (матричная транспозиция). При нечетных пе
рестановках его строк и столбцов он умножается на множитель

( - 1 ) £ “'*' (3.322)

Частные значения 9j-символов. Соотношение (3.319) особенно полезно для 
вычисления определенных 9у-символов. Если, например, мы имеем у33 =  0, то

(  __  1 V / i  1 + / 4 + J 2 1  +■ /л I S £  |  / 1 2  j  2 2  . / з 2  (
' ' t7u/2.lt7.4 /3 2 ) •
________________________ (.721 J 11 J l 3 j  -  

[ (2 /з7 +  1X2/13 +  1)]*
. /  О  1 . /  J A v  I

так как

./11 /12 /13

./21 ./22 /23
h i ./32 0

а b 0 ) (a  /  с» ( ~ \ У +с + 1&аЬды
d  с  f \  \d  0 bJ [ ( 2 e +  l ) ( 2 c + D ]

(3.324)
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Теперь можно использовать соотношения симметрии, чтобы переставить нуль в 
(3.323) на любое желаемое место в 3 х  3-таблице, порождая следующие форму
лы:

(3.325)

Мы заключаем это введение в теорию 9/-символа, приводя его алгебраиче
ское выражение в простейшей известной форме [67а]:

( а ^ С1 . (d  a h)(b е i )( j  hi)
J d  е + _ ___ —__ L

I

<? /j>  =  ( - l ) c 

( _  i y  + y+з

(d e f ) ( b  a c ) ( j  c f )  

( 2 / — x)l(2a  — z)\

xyz x \y \ z \  (2 i +  1 +  y) \ (a  +  d  +  h +  1 -  z)\

{d +  e - / +  x)!(c  +  j  — f  +  x)! (e +  i — b +  y)\{h +  i — j  +  y)\  

(e + / — d  — x)\(c +  f ~ j  -  x)! (b +  e -  i -  y)\{h + j  -  i -  y) \  
(b +  с — a +  z )!

(a +  d  -  h — z) !(a +  с — b -  z) \ {a  +  d  +  h +  1 -  z ) !
(a +  d + j - i - y -  z)\

где

(d +  i — b — f  +  x  +  y ) \ (b +  f  — a — j  +  x  +  z)\

Г (a — b +  c)!(a +  b — c)!(a +  b +  с +  1)!
(a b c) =

(3.326)

(b +  с — a ) !
Многочисленные частные случаи ^/-коэффициентов можно найти в книге [676].

20. Произведения» инвариантные относительно вращений

Физические приложения теории углового момента часто включают построение 
инвариантов относительно вращений из двух или большего числа тензорных 
операторов. Общая процедура для этого построения базируется на понятии со
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пряженного неприводимого тензорного оператора и свойства унитарности 
матриц вращений.

Связывание [S*i X S*2]* тензорных операторов уже привело нас к построе
нию инварианта относительно вращений:

(3.327)

Существенным струтЛурным элементом в этом построении является свойство 
преобразования при вращениях множества операторов [Т^', М  — J, ... , — J ) ,  
где

Тм =  ( — 1)J~MT J_ M. (3.328)
Находим, что эти операторы линейно преобразуются между собой с коэффици
ентами, которые являются элементами комплексно сопряженной матрицы вра
щения:

T i t - *  1 =  £  . (3.329)
М'

Эквивалентное определение может быть дано путем определения коммутатор
ного действия оператора полного углового момента:

[ 7 + , 7 £ ]  = - [ ( /  +  M )( J  -  М  +  1 ) № _ ,

[ j 3, T t i =  - M T JM. (3.330)
Доказательство. Доказательство соотношения (3.329) прямо следует из 

свойства матрицы вращения
=  ( - 1  (3.331)

которое доказывается в приложении В гл. 5. ■
Свойство преобразования (1.329) операторов (3.328) является общим, т.е. 

любое множество операторов { ) ,  обладающее этим свойством преобразова
ния, может быть использовано, чтобы определить инвариант относительно вра
щений. Мы называем такое множество операторов сопряженным неприводи
мым тензорным оператором.

Таким образом, мы пришли к следующему результату: пусть SJ и 1J обозна
чают тензорный и сопряженный тензорный операторы соответственно. Тог
да величина

Y .S JMT JM (3.332)
м _

является инвариантом относительно вращений (так же как £  ^м^м)
м

Доказательство этого результата может быть дано путем использования 
преобразований (3.216) и (3.329), чтобы показать, что ^коммутирует с формой 
(3.332). Иначе, коммутационные соотношения (3.206) и (3.330) могут быть пря
мо использованы, чтобы показать, что полный угловой момент J коммутирует 
с формой (3.332)).

Приведем примеры сопряжеииых неприводимых тензорных операторов: а) 
комплецсное сопряжение Ф*а)УМ волновой функции точного углового момента
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(см., однако,, обсуждение на стр. 93 ), б) эрмитово сопряжение неприводимого

и в) оператор Т 7, определенный формулой (3.328) и умноженный на произволь
ный множитель, который не зависит от М . Например, в литературе часто ис
пользуется

( f ^ ) '  =  ( - l ) J+Mr i M (3.334)
Связывание трех тензорных операторов (или волновых функций, или их ком

бинации) в инвариант относительно вращений часто встречается в приложениях 
теории углового момента и в действительности может рассматриваться как ос
новная структура для определения коэффициентов Вигнера [31, 37, 38, 68]. Это 
связывание задается формулой

Иэ (3.335) видим, что Зу-коэффициенты естественно возникают в осуществлении 
связывания трех тензорных операторов в инвариант. Инвариантное выражение

имеет множество применений для интерпретации тензорных операторов и для 
интерпретации волновых функций.

Как замечено выше, если определено эрмитово сопряжение к Сс, то также 
справедливо, что форма

является инвариантом qi яосительно вращений, и в общем случае два инвариан
та (3.336) и (3.337) не совпадают.

Интерпретация коэффициентов Вигнера для скалярного связывания с
помощью метрики сопоставляется с операцией сопряжения, определенной фор
мулой (3.328). Эти коэффициенты могут рассматриваться как осуществление 
преобразования от множества компонент неприводимого тензорного опе
ратора к сопряженному множеству [А аа ] :

[[А" х в*т х с ] °  =  Y,  [А" х вь];с;
У

(3.335)

так как

(3.336)

(3.337)

/Г (3.338)
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Именно этот результат и свойство
£  =  инвариант относительно вращений (3.33?)

допускают интерпретацию с помощью метрики для коэффициентов Вигнера ска
лярного связывания ([13] стр. 292).

21. Операторы» сопоставляемые с коэффициентами Вигнера 
и Рака и с ^'-коэффициентами

В этом разделе мы определяем операторы, сопоставляемые с коэффициентами 
Вигнера и Рака и с ^/-коэффициентами. Все определенные здесь операторы явля
ются ограниченными линейными операторами, действующими в сепарабельном 
гильбертовом пространстве JSf. Мы предполагаем, что ^полностью  разбито на 
неприводимые по отношению к угловому моменту J подпространства и, более 
того, что каждое такое подпространство ^  ( j  =  0, Уг, 1, ... ) встречается в точ
ности один раз и натягивается на множество ортонормированных базисных век
торов ( I j m ) ,  т — у, у -- 1, ... , — у ) , на которых J имеет стандартное дейст
вие, заданное формулами (3.16) и (3.20)1J. Примеры таких пространств даны в 
книге [102], где приведенные здесь алгебраические связи развиваются в деталях в 
трех главах. Так как эти результаты не входят в обычную учебную литературу, 
то полезно кратко изложить некоторые из основных определений и.алгебраиче
ских соотношений, для того чтобы эти понятия были доступны для использова
ния в приложениях в гл. 7.

Ниже определены четыре типа операторов: операторы Вигнера, (называе
мые также единичными тензорными операторами), инварианты Рака, операто
ры  Рака и 9j-инварианты. Операторы Вигнера и инварианты Рака определяют
ся путем их действия на базис углового момента пространства Ж  Операторы 
Рака и 9у'-инварианты определяются путем их действия на базис связанных угло
вых моментов тензорного произведения Ж. Мы даем ряд свойств операто
ров Вигнера, так как эти операторы наиболее часто используются в приложени
ях. Мы даем лишь некоторые свойства операторов Рака. Но заметим, что эти 
операторы обладают свойствами, аналогичными свойствам операторов Вигне
ра (см. [102]). Инварианты Рака и_9/-инварианты естественно возникают в пра
вилах связывания для операторов Вигнера и Рака.

О П ЕРАТО РЫ  В И ГН ЕРА
Обозначение (схемы Гельфанда; см. приложение А гл. 5):

М ,А  =  J ,J  — 1 , . . . ,  - Г
(3.340)

В примечании 12 мы обсуждаем, как такие абстрактные пространства используются 
в приложениях.



Определение (действие сдвига):

U J  о )  |j m y  =  C lJ£ J + u \j +  А ,т  + м у  
\  J  +  М  /

для всех j  =  0, j , т =  /', j  — 1 ( 3 . 3 4 1 )  
Сопряжение:

/  J+A V( 2 J  0 )  |j m y  =  - А , т - М У  (3.342)
\  J  +  M  /

Ортогональность
/  J +  A' \  /  J  +  A \  1 

£  (  2J  0 )  (  27  0 )  |./m> =  dA'AEj-a J j \ jm y ,
M \  J + M  /  \  J  +  M  /

/  7 + z l  \ W  / + Z | v 
1 ( 2 /  0 \  /  2 /  O )  |ym> =  (5M.M|ym>,
4 \  y + M ' / \  J + M  /

/  +  \ /  V  2 / + 1
£  < > i| ( 2 7 '  0 )  (  2 J  0 )  |ym> =  

\  J ’ +  M ' /  \  j  +  m  /  Z l / + I  (3 343)

Свойство тензорного оператора (см. формулу (3*216)):
j  J  Л \  /  J  А 'к

V { 2 J .  О W 1 = Y . D JM.M{ U ) (  2J  О У  (3.344) 
\  У +  М  /  м' \  J +  М  /

Основное свойство (теорема Вигнера — Эккарта):

< j  +  A\\TJ\\j">, (^2J  I j m y .  (3.345)

Характеристическое нулевое пространство. Характеристическое нулевое 
пространство1* оператора Вигнера, определенного формулой (3.341), является 
множеством неприводимых подпространств С Ж

{ y f j :  2j =  0 ,1,  . . . , J -  А -  1}. (3.346)

21. Операторы, сопоставляемые с коэфф. Вигнера и Рака и с 9}-коэфф. 129

4 Различие между нулевым пространством (или ядром) и характеристическим нуле
вым пространством состоит в том, что последнее пространство состоит из целых про
странств неприводимых представлений, а не из отдельных векторов. Это понятие и его ис
пользование в структуре операторов Вигнера и операторов Рака в деталях рассматривает
ся в книге [102], гл. 3 и 4.

9-5Э
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Закон связывания:
/  b +  а \  /  а +  р \

1 С Д 2Ь о \  /  2а  0 ) - W ^  + ,
\  b + Р /  \  а  +  а  /

(3.347)
В этом результате является инвариантным оператором (коммутирует с J) и 
называется инвариантом Рака; так как он имеет на общем состоянии \ jm)  соб
ственные значения, совпадающие с коэффициентом Рака:

W £ |  j m y  =  O i ) l i ffl>' (3-348)
В обозначениях Кондона и Шортли для редуцированных матричных элементов 
(см. стр. 98) имеем

W p iJ  +  A) =  < j +  А ,т  +  +  А ,т  +  М ) = а  +  4 ||W £ ||y > .

(3.349)
Отметим, что именно этот последний коэффициент со сдвинутым индексом 
j  +  Д появляется в (3.347), когда берем матричный элемент <у +  Д, 
т +  М\  ... \jrny.

Закон произведения:
/  Ь а  \  /  а  +  р \  /  с +  р +  ( т \

(  2Ь 0 ) 1  2а  .0 )  =  £  V ^ p + , C - f c  + ,  ( 2 с  0 )  .
\  Ь + р  /  \  а + а /  с \  с + ос +  Р /

(3.350)
Инвариант Рака:

/  6 +  с
=  i c x (  2Ь о

\  Ь +  р

(3.351)
Эти инварианты Рака удовлетворяют соотношениям ортогональности, кото
рые соответствуют соотношению (3.281) для коэффициентов Рака.

Беря матричные элементы приведенных операторных соотношений по отно
шению к базисным состояниям нашего основного гильбертова пространства Ж, 
получаем алгебраические соотношения между коэффициентами Вигнера и Рака, 
которые уже рассмотрены в разд. 12 и 18, например соотношения ортогональ
ности (3.178) и (3.179) и множество соотношений (3.266) — (3.270). Эти соотно
шения справедливы без ссылки на лежащую в основе физику. В самом деле, сущ
ность теоремы Вигнера — Эккарта заключается в факторизации физического 
тензорного оператора на две части: часть, «содержащую» физику и сопоставляе
мую с оператором (редуцированными матричными элементами), который 
обычно неограничен, и часть (оператор Вигнера), которая включает симметрию 
вращений и которая ограничена. Именно свойства этих ограниченных операто
ров составляют алгебру Рака — Вигнера, приведенную в общих чертах выше (и 
развитую в деталях в книге [102]).
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Тождество Б — Э (3.275) является следствием ассоциативного закона для 
произведения трех операторов Вигнера и может быть доказано путем использо
вания закона произведения (3.350) (это доказательство см. в книге [102]). Су
ществование тождества Б — Э является существенным результатом, который 
позволяет определить еще одну алгебру ограниченных операторов теории угло
вого момента. Относящееся сюда гильбертово пространство является тензор
ным произведением Л?® Ж  Мы предполагаем, что это пространство полнос
тью разбито на неприводимые подпространства по отношению к полному угло
вому моменту J =  J(l) +  J(2) и, более того, что каждое такое подпространство 
натягивается на множество ортонормированных базисных векторов ( IО >: 
т =  j ,  ... j \ ,  где

\Ui j2) jmy  =  £  ®  |y2w 2>. (3.352)
m j m2

О П Е Р А Т О Р Ы  РА К А  
Обозначение:

С а + р ") 1I р ,а  =  а, а — 1 , . . . , — а
2а = 0 , 1, 2 , . . .  • (3353)(  а +  а )

Определение:

Г а +  Р ■) /  а + р  \  /  а -  a  \ f
J 2 a  0 l  =  ( - l ) » +' W  2 а  0  \  ®  /  2а о \ .
L а +  а )  « \  а +  а /  \  а +  а j  (3.354)

Иное определение:
С а +  р л

< 2а OS. \ U d 2 ) j m >  =  [(2/i +  2р +  1)(2 /2 +  1)]*

х W ( j , j u j i  +  <r,a\j2, j i  +  р)  
х IC/i +  p , j 2 +  <г)]ту. (3.355)

Сопряжение:
г а +  р у

j  2а 0  ̂ \ (J J2)jmy  =  [(2Д +  1)(2\j2 -  2а +  1)]± 

х W(j,Ji ~  p , j2, a ; j 2 -  J i )  
x II/1 -  P j i  ~  (3.356)

Ортогональность:

Г a +  p' Л f  a +  p 'j f 
2 a  0 w  2a 0 I  \ { j i j 2) jm y  =  - p .e J .K A A ) ^ ) ,

я [  a +  o - j [  a +  a j
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а  +  р "V

2а 0 4 \ ( j j 2)jmy =  < W j2+<r,ajJC/i j 2)jm>,
а +  a j

(  a + P ] f  a + P V
Z  <(Jij2 )jm\(2j  +  l ) j 2 a '  0 W  2a 0 V | ( j i j 2) jm}

' ” 1/1 - ы ( a' +  a' )  I a + a  )

=  [ ( 2 +  1)(2j2 - 2 a + \)/(2a +  <3-357)
Закон умножения:

С b +  a ~j Г a + p -j г с +  p +  a
Ы  0 w  2a o U w ; ‘ ' +jr ' + J 2 c  o t .
I  b + J  I  a + a J c t  c +  a +  fi J

Г3.358)
В этом результате и обозначают инварианты Рака по отношению к
угловым моментам 1(1) и J(2) соответственно, так что

W£jO,y2)7m> = W % ( h ) \ U x h ) j m \

В Д (Л /2 > /™ >  =

При вычислении действия операторного соотношения (3.358) на базисный век
тор I эти два инварианта Рака должны вычисляться на сдвинутых ин
дексах у', + р +  о vi j2 +  а  +  (} соответственно.

Закон произведения (3.358) является операторной версией тождества Б — Э, 
причем последнее было переоткрыто из соотношения (3.358) путем взятия мат
ричных элементов <(/] +  р +  a , j 2 +  а  +  0)/m I ... I >. Таким образом, 
тождество Б — Э лежит в основе существования алгебры операторов Рака (на
званной в [102] И^-алгеброй).

Выше мы дали два эквивалентных определения оператора Рака: первое в тер
минах операторов Вигнера, а второе в терминах коэффициентов Рака. Послед
нее определение «освобождает» определение оператора Рака от определения 
оператора Вигнера в смысле, рассмотренном в разд. 18.

9/-ИНВАРИАНТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
Определение оператора Рака, данное в (3.354), является частным случаем обще
го оператора, определенного связыванием:

I  а +  р \  /  h + сг \

Tt ,  = X ( 2а 0 )  ® (  2 h о ) .  (3.359)
\  а + у. /  \  а + ji /

Таким образом, находим
а +  р

0 V |( /1/2)/>»> =
(2и +  I )(2/\ +  i ) 

(2 /2 '“Ь 2(7 -4- I )
■Tû \ ( j y j 2\jm>. (3.36Q)
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Оператор T aj£ f является тензорным оператором типа Т су по отношению к
полному угловому моменту J. Поэтому он имеет разложение в терминах опера
торов Вигнера по отношению к J (основное свойство):

\  с +  у /
Эти операторы действуют на связанный базис по формуле

/•2 с  о \  \ U d 2 )jm'> =  CJm . i l l y \U i j2) j  +  x,m +  у). 
с +  у /

Таким образом, имеем соотношение

abc' r a b c  _  V s 
p a y ра  т

(3.361)

(3.362)

где
abc

(3.363)
JJOTj

является инвариантным оператором по отношению к J. Используя обозначение 
Кондона н Шортли для редуцированных матричных элементов оператора 
(3.363), находим

<C/i +  Р, j i  +  <т)у 4- *11
abc
pax 11(7 .72 )7 )

— [(2/ +  1)(2с 4- 1)(2/, 4- 2р 4- 1)(2/г 4- 2а 4- I ) ]2

Оператор
Г abc 1

L р°т J

(3.364)

называется 9j-инвариантным оператором, так как его

матричные элементы являются (с точностью до множителей) 97-коэффициен
тами.

Замечание. Введенное выше обозначение для операторов Вигнера и Рака ба
зируется на понятии схем Гельфанда. Это обозначение естественно для базис
ных векторов и тензорных операторов для группы £7(2) (а также для Sl/(2)) и 
имеет непосредственное обобшение на U(n) (см. приложение А гл. 5). Оператор 
Вигнера для группы 1/(2), например, обозначается так:

( м 12 М 22 V
\  м  1, /

(3.365)

где величины в этой схеме могут быть любыми целыми числами (отрицатель
ными, нулем илн положительными), которые удовлетворяют условиям
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M l  2 -5 М И -5 М 221 М 12 S* У11 5* Л 2̂2- (3.366)
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Когда оператор Вигнера для группы U(2) ограничен в действии на базисные век
тора I jm') для группы SU( 2), то он дает тот же результат, что и оператор Вигне
ра для группы SU(2):

Иногда удобно использовать общее (/©-обозначение даже прн обсуждениях 
операторов Вигнера для группы SU(2). Соотношения (3.367) и (3.368) тогда дают 
правило для отображения оператора Вигнера для группы {/(2) на его эквивалент
ную версию для группы SU(2).

Правило, аналогичное соотношениям (3.367) и (3.368), также имеет место для 
операторов Рака.

Таблицы 5 — 7 в приложении (т. 2) дают дальнейшие свойства некоторых 
частных операторов Вигнера и Рака соответственно.

22. Примечания
1. Фазы матриц углового момента. Состояние физической системы в квантовой 
механике определяется только с точностью до фазы (состояние — это луч в 
гильбертовом пространстве). Отсюда следует, что фазовое преобразование 
«стандартного» состояния \ jm)  углового момента не может изменять физиче
ских предсказаний теории углового момента:

могут выбираться произвольно.
Действие этого преобразования на «стандартные» соотношения (3.16) и 

(3.20) должно оставлять неизменными уравнения на собственные значения, но 
модифицировать соотношения (3.20):

(3.367)

где
J = ( M 12 - М 22)/2,

М  =  М П — (Л#12 +  М 22)/2, 

А = Г 1 1 - ( М 12 +  М 22)/  2. (3.368)

(3.369)
где вещественные числа

«O', .A  «(.A j  ~  ! ) , • • • ,  «(.А - . / ) (3.370)

J+ \ jm Y  = e‘diJm)[ ( j  — m) ( j  + т  + 1)]*|./га + 1)', 
J - \ j m y  =  е - -•>[-(j  +  ,„ )( / _  т  +  l ) y \ j m  -  !>', (3.371)

где

<5(.Л ./) =  «(.Л./),
< 4j,m ) =  oc(j.m) — oc(j,m  +  I), 

m  =  j  — 1 , . . , , (3.372)
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Обратно, вещественные числа
<5U,  Л  SU,  7 -  1), ■ ■ ■, SU, - Л  (3.373)

могут выбираться произвольно в (3.371), и эти соотношения могут быть приве
дены к стандартному виду, путем определения векторов состояний I j m )  соотно
шением (3.369), где

а(.j , m ) =  £  8(j,  fi). (3.374)
u =  т

Соотношения (3.371) дают наиболее общий вид матриц углового момента, в 
которых множители (3.370) полностью произвольны, но, как мы показали, эти 
соотношения всегда могут быть приведены к стандартному виду.

Необычный выбор фаз появляется у Шиффа [69] в теории орбитального угло
вого момента, что обусловлено способом получения сферических функций. Он 
использует Ylm из разд. 10 как стандартные, и выбор фаз Шиффа в (3.369) соот
ветствует значениям

<5(/, /) =  lit, 8(1, rri) =  — % (т  =  0 , 1 , . . . ,  / — 1), 8(1, rri) =  0 (т  <  0),

(3.375)
приводя к тому, что

а(1,т) =  т п (т 5= 0), а(/, т) =  0 (т <  0), (3.376)

C ' - I V 0 ' 1' -  т > °. (3.377)т <  0.
2. Метод основных идемпотентов и проективных операторов. Покажем 

сначала, как метод основных идемпотентов может быть использован для опре
деления матриц d>(Р). Эрмитовы матрицы [70], определенные формулами

J /0> _  upJ)£0>S П .... - j .  (3.378)
m - n

Ju^m
называются основными идем поте нтами матрицы Они обладают
свойствами умножения

Е ' » Е % = * 8 т.тЕ*-,  (3.379)
дают разложение единичной матрицы 11 w размерности у  +  1:

ЦО-) = £ Е и). (3.380)
... т

и само J y  может быть записано в виде (иное выражение характеристического 
уравнения)

J f  =  Y , m E m- (3.381)
m

Этот результат и свойство умножения (3.379) теперь могут быть использова
ны, чтобы доказать соотношение

/■уV’) = X F ( m ) E ^  (3.382)
ш

где F  — хорошо определенная функция одной переменной, скажем Г-
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В частности, для F(£) = е получаем

=  £  e -W E™ ,  (3.383)

Это соотношение выражается сР(0) как полином степени 2/ от матрицы
Таким образом, мы получаем

4L-J0) =  Е  <3,л w - ^ .  (3.384)

Сравнение этого результата с (3.78) показывает, что матричный элемент, лежа
щий на пересечении т'-й  строки и т -ro столбца матрицы определенной 
формулой (3.378), равен

(EU)m.m =  D * .

Метод основных идемпотентов тесно связан с методом проективных операто
ров, используемым Лёвдином [41] и Калаисом [71] (см. также ([72), стр. 89), 
([73], стр. 108) и [73а]). Приведенный выше подход был рассмотрен более де
тально Халлом [74].

Метод проективных операторов, использующий матрицы вращений, такж? 
используется в совершенно другой форме, чтобы построить волновые функщш 
точного углового момента [74а]. Этот метод использует оператор опреде
ленный формулой ^ • j г

pJn,t =  dQDi*k(aPy)^(a.Py),

где %(а(3у) — оператор вращения, задаваемый формулой (3.52). Однако эти 
операторы удовлетворяют правилам для проективных операторов (каждый опе
ратор является идемпотентом н различные операторы порождают перпендику
лярные проекторы) только в случае т — к. Пренебрежение этим ограничением 
приводило к многочисленным ошибкам в литературе; они обсуждены Ламме н 
Бекером [746] (см. также [74в]). Бор и Моттельсон ([74г], стр. 90 — 91), напри
мер, неправильно используют .D-матрицы, чтобы спроектировать состояния с 
точными значениями (J, М, К ) из внутренних волновых функций.

3. След матрицы вращения. Пусть G =  \ g 1, g 2, ■■■ ,g„] обозначает конечную 
подгруппу (порядка я) группы SU(2) (или SO(3)), и пусть элемент — вращение 
на угол \j/j вокруг направления /?(. Тогда соответствие — /У(^(, «,) является 
представлением подгруппы G унитарными матрицами размерности 2/ +  1, т.е. 
Si.Sк ~  Si предполагает соответствующее свойство умножения для матриц: 
1У(ф1,п 1)1У()рк,п к) = nj). Это представление (в общем случае) при
водимо.

В теории конечных групп находим общие формулы, определяющие, какие не
приводимые представления группы и с какой кратностью входят в общее приво
димое представление. Этн формулы требуют знания следа (характера) приводи
мого представления, который в нашем случае равен tr nj). Мы даем здесь 
доказательство общего результата

sin( j  +  \)ф  
1г&(ф,п)  =  — 1^-.. , (3.385) 

s in ^ /2 )
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Доказательство дается, исходя из того факта (см. (3.45)), что эрмитова мат
рица Я • №  унитарно эквивалентна (эквивалентность осуществляется преобра
зованием подобия) матрице поэтому £>У0Д, Л) унитарно эквивалентна е ~
Так как след матрицы инвариантен при унитарных преобразованиях подобия, то 
получаем j

tr 1У(ф,п) =  £
m = -  j

что с помощью обычных тригонометрических формул сводится к (3.385).
4. Матрицы вращений являются сферическими функциями в четырехмерном 

пространстве. Казимир [23] указал, что матрицы вращений являются решения
ми уравнения Лапласа в четырехмерном пространстве (сферическими функция
ми). Этот результат не удивителен, если учесть тот факт, что параметры 
Эйлера — Родригеса определяют точку на единичной сфере в четырехмерном 
пространстве.

Наблюдение Казимира становится особенно очевидным, если рассматривать 
с точки зрения правила умножения (2.42) для кватернионов, описанного в приме
чании 3 гл. 2.

Появление векторного произведения в правиле умножения для кватернионов 
.месте с определением (3.1) орбитального углового момента предполагает, что 

мы рассматриваем умножение «кватерниона положения» (х0, х) на отрицатель
ную сопряженную величину «кватерниона импульса» ( —р 0, р). Это умножение 
дает результат

(л-„, х)( - р о ,  Р) =  ( 2 / / о, 2 J ) ,  (3.386)
г д е ^  и ̂ /определяются формулами

/ о  S  - (ХоРо +  X • р),

у  =  j [ x x p -  (хро -  А-0р)]. (3.387)

(В (3.386) включены множители 2i и 2, для того чтобы удобно фиксировать опре
деленные свойства^ и ^  например коммутационное соотношение (3.391) для^  
и соотношение (3.397) на собственные значения для ̂ fQ.)

Подобное умножение отрицательной величины сопряженного кватерниона 
положения на кватернион импульса дает результат

( -.Y 0,x)(/70,p) =  ( 2 / / 0,2Ж ), (3.388)
где определяется формулой

Ж  =  | [ х х р  +  (хр0 — Д'оР)]. (3.389)

Затем мы отождествляем кватернион импульса (р0, р) с операторами

Р =  — /V, (3.390)
О.Хо

и выводим путем прямого вычисления следующие свойства :
а) обычные для углового момента коммутационные соотношения

е / х /  =  / / ,

Ж  х Ж  =  1' Ж ; (3.391)
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б) коммутативность /  и .Л'
С / ь ^ ] = 0 ,  i, 7  = 1 , 2 , 3 ;  (3.392)

в) общий инвариант

J 1 =  f  ■ f  =  л г  ■ Ж  =  -  \ R \ S \  +  л  +  (3.393)
где +  х ■ х и V | — лапласиан в четырехмерном пространстве-

с12
V2 =  -~2 +  V2; (3.394)

д х г0
г )^ и  ^связаны соотношением

- ^ ■ = 1  Л у / ,  =  1 Л Л У, (3.395)
* i

где Л у — элемент вещественной собственной ортогональной матрицы 
Я =  (Лу), которая определена для каждого кватерниона (х0, х) Ф (0, 0, 0, 0) фор
мулой

R ij =  [(х <) ~  х • х)Зи -  2eijkx 0x k +  2x,xJ/(a -2 +  х • х). (3.396)

Это отображение всех точек четырехмерного пространства (за исключением на
чала) в группу собственных ортогональных матриц; для Xq +  х ■ х =  1 это как 
раз параметризация Эйлера — Родригеса (2.22).

Рассмотрим теперь функции, определенные из & * ,т (а0, а.) (см. формулу
(3.89)) отождествлением jcq =  а [>у х =  а и расширением области определения до 
всех точек (х0, х) четырехмерного пространства. Тогда D>*,m (х0, х) являются од
нородными гармоническими полиномами степени 2j, т.е.

J o D % J x 0, х) =  j D » m(xо, х), 

У2Ж * т(х о,х )  =  0. (3.397)
Более того, действие^и 3*=  — JThsl 1У*,т (х0, х) в точности является действи
ем, полученным из соотношений (3.104) и (3.123) заменой углов Эйлера (а/Зу) на 
(*о> х):

/ ±  AL*m(-vo. х) =  [(У +  rri)(j  ± т '  +  1 )]*£>^± ,,т(*о, х), 
/ з ^ „ ( л - 0. х) =  m'D ftJ xо, х ) ; 

( - J T ,  ±  i .^ 2)DJ*Jxo,  х) =  [(У +  т)(У ±  т  +  1 ) ] ^ ^ , т± Д х 0, х), 

-  з ^ * т(Ло, х) =  mD^Jx o,  х ) ; 

х) =У(У +  х). (3.398)
Дадим набросок доказательства этих результатов (3.397) — (3.398). Функцию 
ZV* (jcQ, х), соответствующую старшему весу, находим из требования, что она 
должна быть гармоническим полиномом степени 2j ,  который аннигилируется 
операторамие/ + в. — +  iJt2, и имеет у собственным значением операторов^  
и — Jt?y  Решение находится однозначно:

Dj*(x0, х) =  (*„ +  ix3)2\  (3.399)
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где 1У* ( 1 ,0 ,0 ,0)  =  1 определяет, что константа при (х0 + ix-.\2j равна единице. 
Общая функция теперь порождается понижающей процедурой:

Dj* (к х) = Г <7 + т ) ! 1"
~  (2/)!( / - ш')!(2/')!( / -  т)!_

х ( / -  У~т'( - Г , -  / j r 2y-"(.v0 +  ix3)2J. i 3.400)
После выполнения понижающей процедуры этот результат дает комплексное 
сопряжение выражения (3.89), в котором а () заменено на xQ, а а на г.

Гармоннческое свойство (3.397) следует нз того факта, что лапласиан V | ком
мутирует с ^Хи ^  следовательно, прн действии на 1У*. т (лг0, х), как определено 
соотношением (3.400), V4 может быть перенесено через понижающие операто
ры, так что, действуя на старший вес, дает нуль. Иначе, тот же результат 
следует из (3.393) и уравнений на собственные значения для ■У0 и .^ 2.

Приведенная здесь структура, таким образом, обобщает теорию твердого 
тела до произвольных кватернионных переменных (х0, х).

Можно вернуть обратно теорию твердого тела в лю бую  параметризацию 
просто путем преобразования операторов^, ^ 0, V4 и функций 1У*,т {х0, х) 
от (х0, х) к желаемым параметрам (например, преобразование (3.133) результа
тов этого примечания воспроизводит соотношения разд. 8).

5. Произведение пространств кинематически независимых систем является 
тензорным произведением пространств. Пусть Жтл ^обозначаю т векторные 
пространства (над некоторым полем; мы всегда считаем, что этим полем явля
ется С) с базисами фх, ф2, ... , Фп и фр ф2........^соответственно. Предположим,
что нам дано отображение/ ,  которое приписывает каждой паре векторов (ф, ф), 
ф е  Ж, ф е  Ж, вектор, обозначаемый Ф ®  Ф, который принадлежит третьему век
торному пространству S  ■

/ :  (ф,ф) -* ф ®  ф tJSf. (3.401)
Предположим далее, что отображение/имеет следующие свойства: а) оно ли
нейно по ф и ф в отдельности (билинейно), т.е

(ф +  ф') ®  ф =  ф ®  ф +  ф' ®  ф, 

ф ®  (Ф +  Ф') =  Ф ®  Ф +  ф ®  ф’,

(хф) ® ф  =  ф ®  (аф) =  а(ф ®  ф); (3.402)
и б) оно отображает множество пт пар (0(, фр (/ =  1, 2, ... , я; j  =  1, 2 , . . .  , т) в 
множество

ф \ ® ф } (i =  1 . 2 , . . . , « ; у  =  1 , 2 , . . . , т )  (3.403)
линейно независимых векторов (векторов из -£ ) .

Векторное пространство (подпространство в _ẑ  которое может совпадать с 
), полученное путем образования всех линейных комбинаций

г. т

Е  I  ацф, ®  фь  (3.404)
i=i j=i

обозначается через Ж  ®  J?  и называется тензорным произвеоением про
странств Ж и  Ж.
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Из билинейных свойств (3.402) виднм
Ф ®  Ф =  X  а{Ь)ф1 ®  фj (3.405)

Ч
для ф =  £  afbj и ф =  £  bjbj. Таким образом, векторное пространство

i j
Ж ®  ^содерж ит векторы, которые не имеют формы ф ®  ф, т.е. векторы, не 

являющиеся отображениями (с помощью / )  какой-то пары (ф, ф). Интерпрета
цию этого результата в терминах «чистых» и «смешанных» состояний в кванто
вой механике см. в [24в] (стр. 92).

В аналогичном построении тензорного произведения пространств сначала 
отображаем пространства Ж тл ^Гна векторные пространства С(л) и С(т) матриц- 
столбцов, составленных из компонент (ах, а2, ... , ап) и (£>,, Ь2........Ьт) векторов

ф =  £  aft>i и ф = £  bjbj относительно базисов соответствующих про-
< j

странств. Таким образом, положив а =  col (av а 2, ■■■ , а Л и b = col (bv  b2, ...
■ ■■ , bm) *), вектор a ®  b определяем как вектор из С(-пт', имеющий a p j  своей
[(» -  1 )п +  у]-й компонентой, / =  1, 2, ... , я; j  =  1, 2........ т.

Используя это определение вектора а ®  Ь, можем теперь проверить билиней
ные свойства (3.402). Более того, если в], е2, ••• , e nHf] , f2, ... , fm — базисы в С(") 
и С (т) соответственно, то (е, ®  Г, i = 1, 2, ... , п; j  =  1, 2, ... , т \ — базис в 
С<лт\  Таким образом, £("> ®  С*"1' =  С(птК

Пусть S и Т обозначают операторы, определенные на пространствах Ж  та 
соответственно:

S : ф —• Бф, ф е W .
Т:ф~*Тф^ ф е Ж .  (3.406)

Через S ®  Т обозначим оператор, определенный на J f ®  ,Жкак отображение
S  ®  Т\ ф ®  ф - » .%'ф ®  Тф, ф е -Ж, ф е Ж . (3.407)

В физической литературе, когда не может возникнуть недоразумений, тен
зорное произведение ф ®  ф обычно обозначают путем соединения фф, a S<£ ®  Тф 
обозначают через

(ST)фф =  (ЯфЦТф). (3.408)
Наконец, заметим, что если Ж'и .^наделены скалярными произведениями 

( , )i и ( , )2 соответственно, то можем также определить скалярное произведе
ние на ,Ж

Для каждой пары элементов

/  1  «цФ* ®  Фг / ’ =  X  а’чФ~ ®  Фг 
' / ' / 

на ^ ®  я скалярное произведение определяется формулой

( / - / ' )  = X  1'*а , , )i0//,. ф , )2-

Обозначение «спЬ> происходит от английскою слова «column» (столбец). — Прим. 
перев.
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6. Многообразие форм матриц вращений и коэффициентов Вигнера.
► Матрицы вращений. Не существует стандартного определения (илн обо

значения) для элементов матрицы вращений (см. разд. 5 и 6). Неразумно приво
дить множество определений этих функций, которые можно найти в литерату
ре. Однако полезно привести некоторые из причин такого разнообразия опреде
лений. Они включают: 1) различные определения углов Эйлера (здесь часто 
можно найти, что второе вращение в описании (2.36) заменяется на вращение 0 
вокруг оси е , =  (1, 0 , 0), а другие два вращения остаются теми же; обозначая со
ответствующие углы Эйлера через (а' /3' 7 '), находим, что а '  =  а  +  (ж/2), 
|3 ' =  /3, -у' =  -у); 2) различные определения унитарного оператора вращения 
(действующего в гильбертовом пространстве), который соответствует враще
нию в IR3 (эта связь определяется лишь с точностью до унитарной эквивалентно
сти); 3) различные определения гомоморфизма группы унитарных преобразова
ний SU(2) на группу собственных ортогональных преобразований SO(3); 4) раз
личные определения оператора вращения (действующего в гильбертовом про
странстве), который соответствует SU(2)-вращениям в С2 н 50(3)-вращениям в 
IR3.

Напомним соглашения, используемые в этой монографии. Для данного об
суждения удобно использовать параметризацию (ф, п):

Щ ф , п ) - *  Я ( ф , п ) ~ * Щф , п )  з  е - ф, \

Щф ,п) ^ту  =  Y .Dim(
т'

Здесь и(ф, п) е  SU(2) и Я(ф, я) е SO(3) связаны гомоморфизмом (2.16), который 
также может быть выражен как е~"^Й ’ 0/2 — ' м , где М s  А ] (^А + (см. 
(3.30)). Иначе, Щф, я) и Я(ф, п) даются явно формулами (2.27) и (2.6). Более того, 
угловой момент J имеет обычное действие (см. формулы (3.16) и (3.20)) на базис 
( \jm) ] , и элементы 1Ут,т (ф, я) матрицы вращения задаются явно формулой
(3.89). В этой монографии все частные реализации унитарного оператора %(ф,  
л) и гильбертова пространства «^(натянутого на базисные вектора ( \ jm ) \ )  вы
бираются в согласии с вышеприведенным соглашением.

Для сравнения с другими соглашениями полезно дать явную реализацию опе
ратора ^(ф,  я)(0 ^ ф < ж; п • п =  1) дифференциальным оператором него дей
ствие на подходящий класс функций, определенных на IR3:

г rF(x) = F(R 1( ф , п ) х \  (*)
где L обозначает дифференциальный оператор L = — ix х V, а точка х' = 

= /? ~ ’(0, я)х имеет компоненты xj =  £  Лу|{0 , n)xj. Шаровые сферические

функции Щт(х) являются базисными функциями, которые подвергаются обыч
ному преобразованию:

е ~ ,ф" ' ® 1т<х) =  I  0 1т т(ф,пу2/1т (х).
т’

Полезно заметить, что соотношение (* )  является математическим тождест
вом (для соответственно определенного класса дифференцируемых функций), 
которое выражает действие дифференциального оператора на функцию, опреде
ленную на [R3 в терминах той же функции, вычисленной в новой точке в И?3.
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Свойство (* )  является для вращений аналогом разложения в ряд Тейлора для 
смешений:

е -ы  p'.F(x) =  F(x _  а)>

где р/й = — /V, а а =  (а,, а2, я3) — числовой вектор.
В физической литературе много неправильных версий соотношения (*) .  На

пример, в [16] находим соотношение (комбинируем соотношения (4.1.2) и (4.1.8) 
и полагаем Ly — L2, Lz =  L3)

eaL' е ' ^ е ' ^ 'Д х )  =  / ( x ') .  (**)

Здесь (следуя [16]) x и x' — координаты той же точки Р,  отнесенной к системам 
отсчета F  и F ' , которые связаны углами Эйлера (а@у). В соответствии с этим 
этн координаты связаны формулой х' =  R ~ I(a(3y)x (обозначение с помощью 
вектора-столбца; здесь Я(а(3у) задается формулой (2.37)). Как мы покажем, это 
неправильный результат для х' в (* * ).

Правильный результат для х' в (* *) получается путем трех применений со
отношения (*) ,  что приводит к связи х' =  S~ 1(ocf3y)x, где

S(a(iy) = R (а, -  c.\)R(P, -  «5г)Л (у, -  ё 3) =  [Л (у, £3)Л(/?, <?2)Л(а,<:5з ) ] _ 1 
= R ' , (y (h )  = T R ia [}y )T ,

Здесь Т  — диагональная матрица с элементами Ти -  1, =  Т33 =  —1. Та
ким образом, унитарный оператор D(af3y) =  е‘а,-3е‘@,-2е'у1'3 выполняет на.функ- 
циях, определенных на IR3, несколько необычное преобразование координат, 
включающее числовое преобразование подобия (так как Т ~ 1 =  7) зависящей от 
углов Эйлера матрицы R(a@у) матрицей Т.

Мы можем использовать гомоморфизм (2.16) между группами U(2) и SO(3), 
чтобы получить а, — Г и o1U(a0y)ol — TR(af3y)T (см. формулу (2.40)). Из этого 
результата находим, что матрица представления &>\а@у), использованная в 
[16] (которая определена соотношением (4.1.10) в [16] для матричного элемента, 
а не неправильным соотношением, рассмотренным выше), унитарно эквива
лентна матрице представления D'(a(iy), используемой в этой монографии. В яв
ном виде находим

где матрица представления 1У(ах) дается формулой (3.86) как матрица с элемен
тами £^,, ,„(U|) = Ьт, _ т. (Мы здесь использовали тот факт, что функции (3.86) 
являются также функциями представлений для группы U(2) (см. приложение 
гл. 5); это деталь, которую можно было бы избежать внимательным использо
ванием матрицы о j е SU(2) и обратной к ней матрицы (/сг,) ~ 1 =  — io[ в гомомор
физме (2.16).)

Используя данные в этом примечании соотношения и методы, можно обыч
но определить явное соотношение эквивалентности между (должным образом 
определенными) матрицами вращений, используемыми различными авторами.

► Коэффициенты Вигнера. Ф орма вам ц<*р Вардена коэффициентов Ьигнера 
(3.170) имеет важное значение, потом у что она лает почленны е  соотношения 
симметрии, рассмотренные в р аш . !2 Ш п т  вмиоп тг/»й симметричной формы
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дан в разд. 8 гл. 5.) Любое выражение для коэффициентов Вигнера, которое не 
имеет этой почленной симметрии, будет преобразовано в новую форму путем 
применения одной или нескольких из 72 симметрий. Таким образом, при поверх
ностном рассмотрении кажется, что существует много «различных» выражений 
для этих коэффициентов. Как видно из литературы, полученное частное выраже
ние зависит от метода вывода. Это подробно обсуждается Смородииским и Ше- 
лепиным [75], а также Барутом и Вильсоном [75а].

7. Обозначения для коэффициентов Вигнера и связанных с ними коэффициен
тов. В литературе введено много обозначений для коэффициентов Вигнера и 
связанных с ними коэффициентов. Мы перечисляем здесь наиоолее обычные 
обозначения вместе с авторами, которые-использовали эти символы.
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Вигнер [47]

Фано [76]

Фано и Рака [59]

Швингер [37]

Ян и Хоуп [63]

Кеннеди и Клиф [97]

Арима и др. [64]

8. Вращения кинематически независимых систем. Свойства комплексных 
сложных физических систем часто могут быть аппроксимированы (используя 
теорию возмущений) свойствами ряда более простых систем, которые рассмат
риваются как слабо взаимодействующие. Каждая из более простых систем за
тем может быть повернута (активная точка зрения) независимо от других без су
щественного изменения свойств целой системы. (С пассивной точки зрения вра
щаются независимые инерциальные системы отсчета, одна для каждой систе
мы.) Следовательно, полезно рассматривать набор п физических систем, каждая 
из которых может вращаться без влияния на другие системы.

Пусть квантовые собственные кет-векторы точного углового момента для 
системы а (а — 1, 2, ... , п) обозначаются через

10-59
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\ ( ^ j j n ay. (3.409)
При вращении этой физической системы эти собственные кет-вектора подверга
ются преобразованию

°Ua: \(<x0) jama') -  0Ua\(ri.a) jam a)  =  y D ^ m(Ua)\(cia) jam ’a'), (3.410)
та‘

где для вращения на угол фа вокруг направления па имеем
=  ехр -/[!>„«„ • J (a)], (3.411)

Здесь ](а) — генератор вращений системы а.
Пространство векторов состояний для сложной системы (в теории возмуще

ний) является тензорным произведением пространств, имеющим базис
l(aiX/iWi> ®  \(а2у 2т 2'> ®  • • • ®  |(а„)У„тп>. (3.412)

Оператор (см. примечание 5), обозначаемый через

(3.413)
действует на базисный кет-вектор (3.412) согласно правилу

( ^ i  ®  ®  ^„)|(aiX /iW j) ®  ■ ■ • ®  |(ап) . / > 0
=  (^i l (aiX/ i '” i>) ®  ‘ ' ®  (^п1(ап)Уп"гп>) 

=  £  [2V«(^l ) ®  • • • ®  ■ ■ ■ * ;« , т .
mi,'

X K aO y'iK ) ®  ■ • • ®  l(an)7nw n (3.414)
где

т и о  ®  ■ ■ • ®  ■»„ =  0  • • • £>1'т„(Ц.) (3.415)

обозначает элемент строки ( т { ... т'п) и столбца (т1... тп)матрицы, являющей
ся прямым произведением

2V»(£/i)® •••  ® 1У -(ип). (3.416)
(Результат, заданный формулой (3.414), прямо получается из свойства (расши
ренного до п множителей) тензорного произведения пространств, выраженного 
формулой (3.405).) п

На языке теории групп говорят, что (2ja +  1)-мерное пространство,
а =  1

являющееся тензорным произведением =^,(1) ®  ... (£) Ж  (я), с базисом
J 1 J n

KaOiiWi)  ®  • • ■ ®  |(a„)i„m^>, та =  . . . ,  - j a, а = 1 , . . . , я
(3.417)

является пространством матричного представления прямого произведения 
групп, обозначаемого через

577(2) х ■ • • х SU(2).  (3.418)

Элементы этой группы являются (упорядоченными) наборами из п элементов:

( U u . . . , U n), UaeSU(2) ,  (3.419)
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где правило умножения для этих набоиов задается как
(U[, =  ........U’nUn). (3.420)

Пространство Ж  (1) <g) ... ®  Ж; (я) является носителем матричного представле
ния /УЩ) ®  ... d) DiniUJ группы SU(2) х  ... х  SU(2).

Вращение сложной системы как целого означает, что мы выбираем асе вра
щения Ua одними и теми же: Ux = U2 — • •• =  Un = U. В этом случае группо
вые элементы (U, ... , U) группы S U (2) х  ... х  SU(2) образуют подгруппу (так 
называемую диагональную подгруппу), которая абстрактно является той же, 
что и SU(2) (т.е. изоморфной ей).

Таким образом, действие вращения на сложную физическую систему, каждая 
часть которой имеет независимую вращательную симметрию, преобразует ба
зисные состояния, заданные формулой (3.417;, между собой с коэффициентами, 
которые являются элементами приводимой матрицы вращения:

1У1(Ц )®  ■ • • ® DJ‘(b>. (3.42J)
С точки зрения теории групп построение состояний точного полною углово

го момента (j, т) для сложных систем, в которых индивидуальные угловые мо
менты у',, ... , j n частей сохраняются, описывается как задача разложения пред
ставления (3.421) вращения U на (неприводимые) представления j  = О, 
1/2 , ... .

Наше обсуждение здесь имеет целью показать, как две структуры — незави
симые вращения частей физической системы и вращения сложной системы как 
целого — относятся к категории с общей структурой.

9. Мулътиплеты неприводимых тензорных операторов. Мы предполагаем, 
что нам дано множество линейно независимых (на С) линейных операторов Г,, 
Т2, ... , Тп, таких, что для каждого Tt определено действие на базисные собствен
ные кет-векторы { I (a)jm ) ] углового момента физической системы. Далее мы 
предполагаем следующее.

а) При коммутаторном действии операторов углового момента/, операторы 
ГХ(А =  1, ... , я) преобразуются линейно (с коэффициентами из С) между собой,

[ 4  4  (3.422)
/i

б) Для каждой пары операторов S = £  sxTx и Т  = ^  txTx (sK, / х е С)
> \

определено скалярное произведение, инвариантное относительно вращений 
(обозначим его через (S, 7)) и такое, что

([■/.-, 5 ] ,Г )  =  (£ [ ./ , ,  Г]). (3.423)
Мы хотим теперь классифицировать операторы Г,, Т2, ... , Т п по отношению 

к их свойствам преобразования при вращениях. Стратегия состоит в том, чтобы 
выразить эту задачу с помощью задачи о мультиплетах углового момента, уже 
решенной в разд. 3. Свойства, выраженные формулой (3.207), дают ключ к этой 
переформулировке.

Вводим коммутационные операторы С, (/ =  1, 2, 3), определенные форму
лой0 С{Г =  [ / ,  Г]. (3.424)

11 Операторы С,- в математической литературе обозначают через ad;.
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Эти операторы имеют следующие свойства:
а) линейности

C fa S  +  ИТ) =  ot(QS)  +  p(CiT).  (3.425)
б) производных

Cf(S T ) =  (CtS ) T  +  S(C,T).  (3.426)
Определяем также произведение C p j.

(QCj)T =  Q(CjT)  =  IJ„ [ J hm  (3.427)
Используя это определение и тождество Якоби дли коммутаторов, находим

[С „С ,] =  ieijkCk. (3.428)
Из этого результата теперь видим, что операторы С,- (/ = 1, 2, 3), когда они 

действуют на множество операторов

f z  (3.429)

имеют действие операторов углового момента. Более того, соотношение (3. 423) 
выражает свойство

(CiS,T)  =  (S,CiT)\  (3.430)
т.е. С. — эрмитовы операторы на «-мерном пространстве со скалярным произ
ведением, имеющем «векторы» 5, Т, ... н скалярное произведение (S, Т).

Таким образом, все предположения, использованные при построении базис
ных мультиплетов углового момента в разд. 3, как видим, удовлетворяются опе
раторами С- Детали этого построения теперь могут быть применены, чтобы 
разбить пространство, натянутое на линейные комбинации ( £  на муль-
типлеты неприводимых тензорных операторов: х

А >

и
• / е { 0 , | , 1 , . . . ) .  (3.431)

(Эти мулътиплеты при действии операторов С,, конечно, подчиняются всем 
обычным соотношениям теории углового момента.)

Мы заключаем это примечание одним дальнейшим наблюдением. Оператор
0, определенный формулой

(3.432)
коммутирует с операторами С,-:

[Q, С , ] = 0 ,  / = 1 , 2 , 3 .  (3.433)

Оператор Q эрмитов. Таким образом, П, С2 и С3 могут быть одновременно диа- 
гонализированы на пространстве, натянутом на линейные комбинации ( £  a\T x\.

х
10. Примеры тензорных операторов. Мы отмечаем здесь свойства некото

рых типов неприводимых тензорных операторов, которые часто встречаются в 
приложениях.



а) Шаровые сферические функции как тензорные операторы. Операторы ор
битального углового момента L =  г X р  обладают свойством производной; 
следовательно, шаровые сферические функции

{ 9  М  :ц =  к , . . . , - к }  (3.434)

являются компонентами тензорного оператора @/к (по отношению к Z).
Так как собственные хет-векторы углового момента L сами являются шаро

выми сферическими функциями

{ 9 1т(х): т =  / , . . . ,  - / } ,  (3.435)

то применение теоремы Вигнера — Эккарта приводит к результату

® кц(х)®1т(х) =  X  < / ' | | 8 у / >  С ^ т+^ г ,т + 1Х(х), (3.436)
I’

где

22. Примечания

< / ц а д >  =  г1 + к — 1' (2/ -f- 1 )(2к  -ь 1)
С™ (3.437)

471(2/ +  1)
Это выражение для редуцированного матричного элемента получаем нз одно
родности шаровых сферических функций н интеграла Гаунта (3.192). (Выраже
ния типа (3.436) для функций Бесселя можно вывести, исг.илъзуя свойства груп
пы Евклида в двумерном пространстве; это обс>,&цается в примечании 13.)

В ф^рме и обозначении, выраженных формулой (3.436), тензорные операто
ры 5 ^ 0 0  считают операторами, действующими на собственные кет-векторы 
1/т) орбитального углового момента. Таким образом, с этой точки зрения име-

=  £  < 1 ' Ц + +  (3.438)
г

Другая интерпретация формулы (3.436) может быть дана в терминах тензор
ного произведения:

[ & kl( x ) x & k2(x)]kfl ее (3.439)
MiM?

так что результат, заданный формулой (3.436), имеем вид
[& kl( x ) x & k,(x)]ktl =  </c\\Wkl\ \ k ^ ktl(x). (3.440)

Другими словами, связанное тензсрн>'г произведение двух шаровых сфериче
ских функций (одного и того же аргумента) с точностью до инвариантного 
множителя снова является шаровой сферической функцией.

Упрощение, даваемое формулой (3.440) для шаровых сферических функций 
одного и того же аргумента (действующих в одном и том же пространстве 
( \(a)lm) j собственных кет-векторов углового момента L), не реализуется для 
тензорного произведения [ З ^ х 1) х З 'у л 2)]^  шаровых сферических функций 
3-^ (х1) и 3^2,«2(х2), действующих в,рв.-глмчнь/~ пространствах и
( I a ^ i j n 2) I • В этом случае следует обращаться к общему результату, заданному 
формулой (3.249).

б) Неприводимые тензоры, полученные как формы на компонентах углового 
момента. Мы видели в разд. 15, что оператор углового момента J сам является 
тензорным оператором ранга 1. Этот результат может быть обобщен.



150 Гл. 3. Обычная трактовка углового момента

Используя обозначения примечания 9, имеем
C +J k+ =  0; к  =  0 , 1 , 2 , . . .  

Рассмотрим операторы определенные формулой

^ \  =  ак c k_->ij k

(3.441)

(3.442)
. (2к)\(к  — /х)!

для /л =  к, к — 1........—к,тдеак — произвольная константа (независимая от /х).
Прямым применением коммутационных свойств операторов С + , С _  н С 3 нахо
дим, что = к, ... , — к) подчиняются определяющим соотношениям (3.206) 
тензора ранга к.

Выполняя повторное коммутирование с J _ , указанное в (3.442), получаем по
линомиальную форму (с вещественными коэффициентами) от J  +, J  _ и / 3. Эти 
полиномы для к =  1, 2, 3, 4 даны в табл. 5 приложения (Т. 2).

Теорема Вигнера — Эккарта, примененная к тензорному оператору 9 * ,  дает
{ (а') />п' \ . гкт м у  =  S{a.M 6 y j { j \ \ .T k\ \ j y a ki m„ (3.443)

где редуцированный матричный элемент задается формулой
(2j +  к +  \ ) \ к \ к \

< j \ \ ^ k\\j> = « * ( - ! ) * (3.444)
_(2/ +  1)(2/ — к)\(2к)\

. Этот результат может быть получен путем вычисления матричных элементов 
оператора У* для т =  j  — к, ц — к н т ‘ =  у и использования формулы

CJ~l+j,k,j = (-!)*
(2у +  \) \{2к)\  '

L ( 2 j + к +  1)!Ус!
Тензорные операторы &к и 9 * ,  рассмотренные выше, являются примерами 

более общего тензорного оператора У* компоненты которого являются по
линомиальными формами,- определенными на компонентах произвольного век
торного оператора V:

-Гк = {к +  ц)1
С к~ » у к . (3.445)

S2k)\(k - ц) ! _
в) Другие построения. Можем применить конструкцию (3.445) к тензорным 

операторам произвольного ранга. Например, тензорный оператор спина 1/2 по 
определению является парой операторов и и v, которые удовлетворяют соотно
шениям

С+и  =  0, C - u  =  v , С3и =  м/2,
C+v =  и, C_i> =  0 , C3v =  — v/2. (3.446)

Используя метод, изложенный выше, теперь можем проверить, что опера
тор, определенный формулой

(к +  /л) !

(2А)! (А •„>!

является jt-й компонентой тензорного оператора S* ранга к/2  (к — 1 , 2 , . . . ) .

С "и*1 (3.447)
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Ясно, что S* — полиномиальная форма от компонент м и н  (которые могут 
не коммутировать).

11. Выражения для ej-символа в треминах групповых интегралов. Инвариант 
Рака W“£  коммутирует с полным угловым моментом J и поэтому является ин
вариантом относительно унитарных преобразований пространства ра:зд. 
21), порожденных угловым моментом J. Так как индекс у углового момента так
же сохраняется при таких преобразованиях, то коэффициенты Рака W ^. (j) явля
ются инвариантами. Эквивалентным образом, бу'-символы являются инвариан
тами. Следовательно, разумно ожидать, что существует соотношение между 6у- 
символами н групповыми интегралами от характеров, так как такие интегралы 
также инвариантны. Ключевым результатом для установления таких соотноше
ний является формула (3.190). Однако заметим, что треугольник индексов угло
вых моментов (/Уз/) встречается дважды в (3.190). Необходимо будет рассмот
реть произведения бу-символов, которые содержат четное число тождественных 
треугольников. Вигнер [47] дал четыре такие соотношения между бу- 
коэффициентами и групповыми интегралами от характеров (примечание 3). 
Шарп [98] дал детальные доказательства каждого нз этих соотношений вместе с 
геометрической интерпретацией в терминах путей в групповом пространстве. 
Шарп также рассмотрел свободу фазы, остающейся в бу-символах, когда они 
рассматриваются, как определено в (3.448) — (3.451). Мы приводим результаты 
Вигнера, доказывая только первое соотношение (V  =  2я-2):

Доказательство соотношения (3.448). Мы исходим прямо из определения 
(3.266) коэффициентов Рака, прежде всего суммируя этот результат по у. Возво
дя результирующее соотношение в квадрат и отождествляя различные произве
дения коэффициентов Вигнера с интегралом (3.190), получаем

{
х x V l'U  ~l )xf ( U V - 1), (3.448)

(3.449)

J Q V d Q v a Q w d Q x X f ( U ) f (  V ) x “( Ю

x f ( X i y / ( X W V U X ) f ( U X I V ) . (3.450)

x X a( X ) x a( Y ~  1 W V ) x b( X ~1 Y U W ) f (  Y X V U ) . <3.451)
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х dQvD‘; y(V)D:,F(V)Dis(V)

х d QwD ‘*(W)Dl.a(W )D b̂ ( W )

=  V~ 4 J dQu dQy dQw dQx

x xa( W ^ r ) X d( V - ‘ U ) f ( . V ~ l W)
(3.452)

где суммирование ведется по всем ннжним индексам. Прн получении правой ч;* 
ста соотношения (3.452) мы повторно использовали соотношение

Теперь примем в (3.452) Ul =  W ~ lX , U2 =  W ~ lU  н t/3 =  К *Жн используем 
инвариантность интеграла относительно трансляций; получим

Полагая U = t/j"1, К =  U ^ 1, W  =  t/3, используя свойство х7((У) = x^(t/-1 ) ха
рактеров и интегрируя по d&x , получаем желаемый результат (3.448).

12. Разложение физических тензорных операторов по операторам Вигнера. 
Преобразования, выполняемые в пространствах углового момента (пространст
ва точных j  н т) физическими операторами взаимодействия, часто могут быть 
выражены кратко в терминах операторов Вигнера (или операторов Рака). (При
ложения этой концепции см. в разд. 5, 7, 9, 10 гл. 7.) Для последующих ссылок 
полезно здесь обсудить лежащие в основе операторные соотношения.

Предположим, что нам задан оператор Т  с действием, заданным на про
странстве физических состояний, которое натягивается на базнс j I (а ) /т > ) угло
вого момента J. Часто Т можно представить в виде разложения в терминах мно
жества (физических) неприводимых тензорных операторов (по отношению к J), 
скажем (7^; к  =  0, 1/2, 1, ... , р =  к, к  — 1, ... , — к ]. Следовательно, пусть 
имеет место разложение вида

(3.4'
m'm

W 2(abcd\ef)  =  К“ 4 d Q u dQ,Jid Q ^ d Q x

х r ( U i ) x b{U2) f { U , ) -
x 0 . (3.454)

1> C - (3-455)
кц
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<(а')i'm'\T\(a)jm'} =  X  ^<(а')/||Т к\\(а)./УО^т,. (3.456)
кц

Во многих физических приложениях (например, в теории возмущений) инте
ресуются лишь множеством матричных элементов оператора Т, которые связы
вают подпространства отдельных угловых моментов, скажем (2/' +  1)-мерное 
пространство натянутое на векторы ( I{а'У'т'У; т' =  у', ... , — у ' }, и
(2/ +  1)-мерное пространство ^у(а), натянутое на векторы | 1 т =  у........
—у ). Используя матричные элементы оператора Т, можно сопоставлять с Т  
отображение До:', о:): <%?г {сс') — определенное формулой

Да', а)|(а)./т> =  £  <(а')//и'|Г|(а)у>и> |(а')//и'>. (3.457)
i'm'

Используя явные матричные элементы (3.456) и определение (3.341) операто
ра Вигнера, можно записать (3.457) в виде

/  к  +  Л \
Д о',о ) =  2к 0 \  . (3.458) 

k»d \  к +  ц /
i-ом соотношении Т*> \ а ' , а) является инвариантным оператором, который 

вместе с оператором Вигнера осуществляет преобразование

/  к  +  А \

\  к +  ц /

=  tk/ ( a ' , a , j  +  A) C ^ J ( a ' ) y  +  A, m +  /i>, (3.459) 
где A(a', о:, у +  Д) — числовой коэффициент, определенный формулой

' ■ £  V ,  a J  +  А) =  С<(«')7 +  ^1П*||(о)7>. (3.460)
Коэффициенты А(сс', , o t , j  +  Д) также могут быть выражены в терминах 

До:', а) путем использования ортогональности операторов Вигнера прн взятии 
(части) следа (см. формулу (3.343)). Таким образом, определяя

tr СО =  ]Г ((a.)jm\&\(ct)jmy (3.461)
m

для произвольного оператора Jif, где <Ж— находим

2/ +  1

Тогда оператор Т  имеет матричные элементы

/с' +  Л' \  /  к +  Л \  <“У

4 r*-+/ A “*+,VJ'WrÂ -
Используя этот результат в (3.458), получаем

* +  Л \  *

(3.462)
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Именно формула (3.458) (которая выражает операторное отображение 
(3.457) в операторах Внгнера) и формула (3.463) для коэффициентов разложения 
находят многочисленные приложения в физических задачах. (Подобные соотн' 
шения имеют место для операторов Рака.)

13. Формула Шарпа для интеграла от функций Бесселя. Рассматривая непри
водимые унитарные представления и Зу'-коэффнциенты расширенной группы Ев
клида Е '(2) (просто приводимой группы, полученной путем присоединения и 
группе ЕвклидаЕ(2) отражения относительно оси*), Шарп ([98], стр. 305), вывел 
изящную формулу для интеграла от произведения трех функций Бесселя:

ос

j* Jk,(P\r)JkS-P2r)J\>(ръг)г dr =
cos{k i тi -  k 2i z ) 

2 п А (р 1р 2рз)

Символы в этом выражении имеют следующие определения: fc, обозначают про
извольные целые числа, которые в сумме дают нуль, т.е. k l +  k 2 +  k3 =  0; p t 
обозначают длины сторон треугольника, который мы обозначаем через 
(рр-ръ)\  туобозначают внешние углы треугольника т.е. т,- =  ж — 6jt где
0, (0 С 0, ^  ж, i = 1, 2, 3) обозначает внутренний угол, противоположный сто
роне Рр обозначает площадь треугольника (PjPjPj), и по определению 
она бесконечна (так что правая сторона этого соотношения равна нулю), если 
длины Pi не образуют треугольника.

Формула Шарпа интересна здесь, потому что это аналог (для функций Бессе
ля) формулы Гаунта (3.192) для интеграла от произведения трех сферических 
функций в терминах Зу-коэффициентов группы вращений. Более того, эта фор
мула указывает на соотношения, которые могут быть получены для специаль
ных функций путем рассмотрения алгебры Рака — Вигнера просто приводимых 
групп (см. [47, 99]), прототипом которых является группа вращений (см. также 
[ 100, 101]).

23. Приложения
А. А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К А Я  Ф ОРМ А К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  РАК А

Мы воспроизводим в этом приложении метод Рака [29] сведения суммы по че
тырем индексам, появляющейся в определении w(abcd; ef),  данном в формуле 
(3.291), до суммы по одному индексу. Собственный вывод Рака является слиш
ком сжатым, и, давая больше деталей, мы надеемся сделать доказательство бо
лее доступным.

Прежде всего мы приводим соотношение (3.291) к виду, данному Рака. Что
бы выполнить это, мы вводим новые индексы суммирования а, у,  t н и, где 
а =  с — 5 — 0 , у  =  с — &,t =  е — b +  с — 0 — 5 +  г и и  =  d  +  5 — s. Заме
чая, что г  является целочисленным в (3.291), а следовательно,
( _  1 у  -  е + 0 + г + s =  ( _  j)* -  * + /J -  г + j =  ( -  i f  -  * +  ̂ + ^ (-  1)' + “, мы по
лучаем
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w (a b cd ;e f) =
( - l ) a- b+c + d(2c +  1)!

(a — f  +  c ) ! ( — a +  / +  c)!(e  — d  +  c ) ! ( — e + d  +  с)! 

( -  \) ,+uwlu{abcd\ef)

где

* Г _____ _
[_(a +  a —

4 :

tu t \(a +  e — b — t) \u\{d  +  /  — b — и )!

wtu{abcd\ef) =  £  (a +  <x)!(c  + /  -  a)!(<? +  y)!(c +  af -  у)! x 

V - {b +  ot — y)\ 
t)\{b — a — у +  t)\(c +  d  — у — u)\{b — с — d  +  a. +  u)\ 

(b +  у — a)!

(A-l)

(e +  у — t)\(b — e — a +  /) !(c + /  — a — u)\(b — с — / +  у +  и) I

(A-2)
Рака упростил формулу (А-1) путем малоправдоподобного шага замены 

двойной суммы в определяющем соотношении для wm на четверную сумму; т.е. 
он доказал, что для 0 ^  t ^  а +  ё — b, O ^ u ^ d + f — Ь можем записать

wtu(abcd',ef)/t[{a +  е — b — t) \u\(d +  f  — b — и)!

(a + c + f +  \)'.(е + d + c  + 1)!(d — w)\(e + d + c  — у)!
=  1 - ! (a + /—d —e+  w)![(e-(-d-(-c-(-l — w)!]2(6—c — e —f+ u + v — wy.{b—a + e + t —v)\ 

(b — a — e + и +  v — w)\ 

r\{a +  e — b — t — r)\(u  — r)\(b  — a — e + v — w_ + r) \_

(b +  с +  e + t — /  — у)!
(A-3)

_ j s \(d  +  /  — b — и — .?)!(/ — s)\(b  +  с +  e — /  — v +  .?)!_
Доказательство тождественности (A-2) и (A-3) совсем простое (после того, 

как соотношения записаны) и требует только использования правила сумм для 
биномиальных коэффициентов

где х  и у  —• переменные, к  — неотрицательное целое число и суммирование ве
дется по всем неотрицательным целочисленным парам (т, п), которые в сумме 
дают к.  Доказательство будет дано путем приведения каждого из соотношений
(А-2) и (А-3) к общей форме
wtu(abcd; e f )

(a + c + f  + 1 )l(e + d + c  + I) !(r — «■) \(e + d+  c — v)\
= x w\(a+f— d — e-\-w)\[{e + d-\-c+  1 — w) ! ] 2(6 — c — e —f + u + v — w)\(b — a + e+ l — у)! 

(и +  v — t — w) l(e +  d  + с + t — и — v) !

(v — t — н’)!(е + d  + с w)!
(A-5)
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Рассмотрим сначала соотношение (А-3). Суммирование по г и суммирование 
по SB (А-3) выполняется путем использования правила сумм (А-4) для биноми
альных коэффициентов (для суммирования по г делаем отождествления к  =  и, 
т =  г, п -  и — г, x = a + e - b — t, у  =  b — a - e  +  u +  v -  w; для сум
мирования по s  делаем отождествления к  =  t, т =  s, п =  t — s, 
x = d + f - b — и, у  — b +  c +  e +  t -  f — v). Таким образом, в результа
те имеем, что соотношения (А-3) и (А-5) эквивалентны.

Далее мы покажем эквивалентность соотношений (А-2) н (А-5). Прежде всего 
используется правило сумм для биномиальных коэффициентов, чтобы заменить 
каждое нз двуя выражений в квадратных скобках в (А-2) на следующие суммы: 

Y.  t  * Ли — е ~  У) + 'd + е  — и — v ) \ ( b — a +  e +  t — v) \ (a — с — d  — е +  а — г +  и + 1>)!],
V

£  [1 /(v — t — н’) ! ( с + /— a — u — v + t + u')!(e +  7 — v + w)\(b — c — e —f  + u + v — w)!],
W

(Чтобы получить первое выражение, выбираем т — v — е — у , 
n =  c +  d  +  e — и — v, к =  с +  d  — у  — и, х  — b — а — у  +  t,
у  =  а + <х — С, чтобы получить второе выражение, выбираем 
т =  с + f  — а  — и — v +  t +  w, п =  v — t — w, к  — с +  f  — а  — и, 
х  =  b — в — а  + t , y  =  г  + */ — t.) Когда эти замены сделаны, (А-2) принима
ет вид 
и \u(abcd \ef)
— Y j П  / ( с  +  ^ + е — и — v)\(b — а + е + 1 — V) ! (о  — /  — iv )\(b — с — е —/ +  и +  v — w ) ! ]

Х у ____________  (а +  «)!(с + / -  а)!_____________________
„ (а — с — d  — е +  а — t +  и +  v)\(c +  f  — а — и — v +  t +  w)\

х у  (е +  у)'.(с d  -  у)!____
7  (е +  у -  v +  w) !(у -  е -  у) I

Суммирования по о: и 7 теперь могут быть выполнены путем применения 
правила сумм для биномиальных коэффициентов, взятого длях =  — £ и у  = —г/:

(Мы выбираем т = а — с — d —е +  ас — t +  u +  v, n =  c +  f — а — и — v +  t 
+  w, k = a  +  f — d — e + w ,  £ =  c +  d +  e +  t — и — v + l , r )  =  u +  v — t —
— w +  1, чтобы провести суммирование по а, и m =  e +  y - ^ v  + w,n  =  v — г  —
— у, к = w, £ =  — w + l,rj = c +  d  + e — v +  1, чтобы провести суммирова
ние по 7 .) Таким образом, (А-2) эквивалентно (А-5).

Следующий шаг состоит в подстановке выражения (А-3) с четырехкратной 
суммой в (А-1), вследствие чего получаем выражение для w(abcd; sf), включаю
щее шесть сумм. Замечательно, что теперь можно провести суммирование по 
пяти внутренним индексам (используя лишь правило сумм для биномиальных 
коэффициентов), оставляя в конечном результате одну сумму. Порядок, в кото
ром выполняются суммирования,следующий: сумма по t, по и, по v, по w (поло
жим теперь г +  s = z  и исключим s ) и сумма по г. Явные суммирования приво
дят к таким результатам.
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( — 1 )‘(b +  с +  е — /  — v +  [)•.
1) С ум м а по  t:

I (t — s)\(b — а +  е +  t — v)\(a +  е — b — t — г)\
( _  х у + е - ь - , ф  +  с +  е v +  +  с _ у ) |

(а +  е — b — s — г)\(2е — v — r)\{b +  с — е — /  +  s +  г )! *
2) Сумма по и:

( — 1 )и(Ь — а — е +  и +  v -  w)\
„ (и — r)\(b  — с — е — f  +  и +  v — w )\(d  +  f  — b — и — s)\

( — i y  + d~b~ s(b — а — е + v — w +  r)\(c  +  f  — а)!

( f  +  d  — b — r — s ) \(d  — с — e +  v — w — s)\(b  + с — a — d  +  r +  s)l

При проведении этих двух суммирований используют следующий вариант пра
вила сумм для биномиальных коэффициентов:

3) Сумма по V.
(v — w )\(e  +  d +  с — v)\

^  ( d  — с — е +  v — w — s) \(2е — и — г)!

(с +  d +  е +  1 — w)](c +  е — d  +  s)\(c +  d  — е + г)' 
(d +  е — с — w — г — s)l(2c +  г '+ s +  1)!

4) Сумма по w:
1

I w\(a + / — d — е +  и’)!(е +  d +  с 4- 1 — w)\(d +  е — с — w — г — s)\
(,a +  d + e + f  +  1 - r - s j !

(е +  d —с — г — s)!(a + / +  с +  1 )!(<? +  d +  с +  1)!(а +  / -  с -  г -  5)! ’

5) Сумма по г:

v  {c +  d  — e +  r)\(c +  e — d + z - r ) \  (2c + z +  \)](c + d - e ) ) ( c  +  e - d ) \
7  Hfz-vr)! ~  г \{2c +  1)!

В результате выполнения этих пяти операций приходим к формуле

w(abcd;ef) =  ( — ])ь + с~е- /
( -  1)г(я +  d + e  + / +  Г -  г)!х.ЕТ1 z](a 4 - / — с — -)Ча +  е — b — z)\(d +  е — с — г) \(d + f  — b — z)\

-------------------------- J---------------------------- . (A-7)
(b +  с — a — d +  :)\{b + с — e — f  +  r)!
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Наконец, заменяем индекс суммирования г наг'  = a + d +  e +  J — г (а затем 
переименовываем г' в г), чтобы получить следующее стандартное выражение 
для коэффициентов Рака:
W (abcd;ef) =  A (abe) А (cde) A (acf)  A (bdf)

( -  O'
a + b +  c+d- i * ( z +  1)!

(z -  a — b — e) !(z с — d  — e)\(z — a — c — f ) \ ( z  — b — d  — / ) !

1 (A-8)
(a +  b +  с +  d  — z)\(a +  d  +  e +  / — z)\(b  +  с +  e +  / — z)\  

где для удобства мы повторяем определение коэффициента треугольника:

A(abc)  =
(а +  b — с)\(а — b .+  с)\( — а +  b +  с)! 

(а +  b +  с +  1)!
(А-9)

Б. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Ф У Н Д А М Е Н Т А Л Ь Н Ы Х  К О Э Ф Ф И Ц И ЕН ТО В  РА К А

Мы продемонстрировали в разд. 18, что коэффициенты Рака однозначно опреде
ляются условиями ортогональности, соотношением Б — Э и  четырьмя фунда
ментальными коэффициентами со спнном 1/2. Следовательно, интересно приве
сти предположения, которые позволяют вычислить пряМо и однозначно фунда
ментальные коэффициенты. Мы утверждаем, что фундаментальные коэффици
енты Рака однозначно определяются следующими условиями:

а) Соглашение о знаке
sign W a*t( j )  =  sign(c - а - а ) ,  (Б-1)

где по определению sign 0 *  + .
б) Соотношения ортогональности, примененные к фундаментальным коэф

фициентам.
в) Соотношение симметрии

(2с +  1 )(2j — 2<j +  1 )'
w % ( j )  =  ( -  1Г

(2а +  1X2j  +  1) 
которое в обычном обозначении Рака имеет вид

W (afe \\cb )  =  ( -  \ )b+c- e- fW(abc±-ef) .  (Б-3)
Доказательство. Вводим более краткие обозначения:

A°(j)  =  >  О,
в ° и )  =  w ° j? ; j hz+iu )  ^  о, 

C V )  =  ar+iU )  <  о,

£>“(./) -  ^ i r 4 . r +i(./) ^  о,
где значения следуют из соглашения о знаке «а».

Тогда соотношения ортогональности требуют, чтобы каждая нз 2 х 2- 
матриц
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A az( j ) B°( j)

C°U) D°(j).
x =  \a — I , . —a, (Б-4)

была ортогональна. (При т =  а из соотношений ортогональности и соглашений 
о знаке следует A aa(j) =  еу- _ а _ 1/2  ̂ а + 1/г, причем остальные три коэффициента 
равны нулю, так как нарушаются условия треугольника; при т =  —а — 1 из со
отношений ортогональности и соглашения о знаке следует Ва_ а _ j(/) =  1 (для 
всех у), причем остальные три коэффициента равны нулю, так как нарушаются 
условия треугольника.) Отсюда следует, что каждая из матриц (Б-4) должна 
иметь вид

а %г ) B t o r  

- в ° и ) А ° и ) ;
Таким образом,

г — а — 1,. -а. (Б-5)

D °U )  =  А Ш
c ° ( j )  =  -  B°(J) (Б-6)

для каждого т =  а -  I, ... , —а. Соотношение (Б-2) превращает соотношения 
(Б-6) в рекурсивные соотношения. Таким образом, условия «в» дают

{2a){2j +  2)
D°{ j)

c tU )  =  -

(2а +  1)(2/  +  1).

( 2 а Ш

A “+i(j +  i).

К -Xu  -  i) ,(2 а +  \){2j +  1) 

так что требуемые рекурсивные соотношения имеют вид

(2а) (2/ +  2)

(Б-7)

А“(Л = 

B at( j )  =

_(2а +  l)(2j  +  1) J 
(2a)(2j) 

l ( 2 a + \ ) ( 2 j +  1).

a ° ;H j +  i),

B°ZiU -  i). (Б-8)

где в каждом из этих рекурсивных соотношений т = а — 1, —а и
А ^  =  Ej_a _ ,/2i J a  + ,/2, В а_-  _ (0') =  1. Итерируя первое из соотношений (Б-8) 
(по а) столько раз, какова разность а — т, получаем

И
A 'U )  =?

(а +  х +  1)(2/ +  а — х +  1)
(Б-9)

(2а +  1 )(2у +  1)
для всех j  ^  т +  1/2 и А°(/) =  0 в остальных случаях. Подобная итерация второ
го из соотношений (Б-8) дает

в;и) = (а -  x)(2j -  а -  х)
(Б-10)

_ (2а +  1 )(2j  +  1)
для всех j  ^  г +  1/2 и Ватф  =  0 в остальных случаях. Формулы (Б-9) и (Б-10) да
ют единственное множество фундаментальных коэффициентов Рака, определен
ных перечисленными выше тремя условиями.
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В. СВЯЗЬ М ЕЖ ДУ С И М М Е Т РИ Я М И  К О Э Ф Ф И Ц И ЕН ТО В  РА К А  
И В И ГН Е РА

Мы видели, что коэффициент Вигнера может быть получен как предел коэффи-

В силу этого соотношения можно поставить вопрос: «Какие симметрии коэффи
циентов Рака остаются справедливыми в этом пределе и становятся симметрия
ми коэффициентов Вигнера?». Ответ получается из определения тех перестано
вок строк и столбцов таблицы (3.315), которые приводят к преобразованию над 
(b, a , d, 0, / ,  7), которое также порождается операциями над строками, столб
цами и транспозицией таблицы Редже:

b +  a d  +  р  /  у \
Ь -  a d -  р .1 +  у J (В-2)

d + f - b  b + f - d  Ь +  d - f J
Например, перестановка столбцов 1 и 2, а затем перестановка строк 1 и 2 в таб
лице (В-2) приводит к тому же преобразованию (Ь — d, d  b, /  — f,  а. — 0,
 0  а, 7 ----- 7 ), что н перестановка столбцов 1 и 2, а затем перестановка строк
1 и 2 в таблице (3.315). В самом деле, мы видим, что любая перестановка столб
цов таблицы (3.315), а затем такая же перестановка строк разрешена и соот
ветствует тем симметриям коэффициента (с подходящими фазой н 
размерностным множителем), которые имеют следующие перенумерации сим
волов (Ь, a), (d, /3) и (f, у):

ф, а) (d, V) а У)
(d, Р) ( f - У) ф , - а)

( f - У) Ф, а) (d, - Р)
(d, - Р) Ф, - а) (./; - У)
Ф, —се) ( / ; У) (d, Р)
( / , У) ы, - Р) Ф, а)

Перестановка строк 1 и 2 в таблице (3.315) приводит к тому же преобразова
нию, что и транспозиция таблицы (В-2). Таким образом, должно быть включено 
преобразование из ф, a), (d, 0), (f, 7 ) в

b +  d +  у b — d +  а — /3  ̂ (b  +  d __ ? _ j  ,  ̂ _

Комбинация этого преобразования с преобразованиями (В-3) теперь приводит к
12 общим преобразованиям над (b, a,  d, 0 , f  7 ), порождаемым перестановками 
строк и перестановками столбцов таблицы (3.315) и перестановками строк, пере
становками столбцов и транспозицией таблицы (В-2). Других общих преобразо
ваний существовать не может. Это доказывается следующим образом. Преоб
разования над девятью элементами первых трех строк таблицы (3.315), порож
даемые перестановками строк и перестановками столбцов, представляет собой 
подгруппу Gx порядка 36 симметрической группы Sg. Подобным образом преоб-

(В-4)
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разования тех же девяти элементов, порождаемые перестановками строк, пере
становками столбцов и транспозиций таблицы (В-2), представляют собой под
группу G2 порядка 72 группы S9. Более того, G, П G2 является подгруппой в G, и 
в G2, и мы уже показали, что G x П G2 содержит подгруппу из 12 элементов. Сле
довательно, G] П G2 содержит 12л элементов, где п — некоторое положитель
ное число, и 12л является делителем чисел 36 и 72. Таким образом, п =  1 или 
п =  3. Если п =  3, то каждый элемент из G x принадлежит G x П Gv  что неспра
ведливо, так как индивидуальные перестановки строк и столбцов таблицы 
(3.315) не приводят к преобразованиям девяти элементов, соответствующих лю
бому элементу подгруппы G2. Таким образом, п =  1.

При взятии предела (В-1) мы теряем все 144 симметрии коэффициентов Рака, 
кроме 12 симметрий, причем эти 12 симметрий остаются симметриями коэффи
циентов Вигнера. Остальные 60 симметрий коэффициентов Вигнера возникают 
независимо от симметрий коэффициентов Рака. Интересное заключение состоит 
в следующем. Мы не можем вывести симметрий коэффициентов Вигнера из сим
метрий коэффициентов Рака и предельного соотношения (В-1) (если не прово
дить явного исследования коэффициентов Вигнера).

Г. СВО ЙСТВА  С Ф Е Р И Ч Е С К И Х  Б А ЗИ С Н Ы Х  ВЕК ТО РО В

Обычно понимают, что оператор углового момента J  обозначает величину

J  =  J  \€  у +  J  2 2̂ +  (Г-1)
где Jj — операторы, удовлетворяющие обычным коммутационным соотноше
ниям [Jp Jji =  iejjkJk и ( i v  ё2, ёт) — (вещественные) единичные векторы, состав
ляющие правостороннюю триаду (коммутирующую с угловым моментом):

■et ■ t'y =  dtJ,
<?, х i j  =  ieijkek. (Г-2)

Если мы определяем комплексные векторы

? + i =  — (<?i +  №'2)/y/2,

1-1  =  (^i — ie2)/yj2,  (Г-3)
то (Г-1) может быть также записано в виде

7  =  / + ! ? * !  + / о ! о  (Г-4)
В этом результате J  (р. =  + 1 , 0, — 1) являются операторами

1 1 ,
J + i  = ------р  J+, Jo — Ji ,  J -  \ - г- J (Г-5)

где / ± =  J x ±  iJv  (Это двусмысленное обозначение, к сожалению, является об
щепринятым.)

Комплексные векторы, определенные формулами (Г-3), называются сфери
ческими базисными векторами, а операторы =  + 1 , 0, —1) называются

11-59



сферическими компонентами оператора J. Эта терминология и выбор знаков в 
определениях (Г-3) н (Г-4) следует из выражений для сферических (шаровых сфе
рических) функций степени 1 (см. табл. 4 в приложении (т. 2)).

Поучительно напомнить здесь свойства преобразования предыдущих вели
чин. Стандартное преобразование базисных кет-векторов, используемое во всей 
этой  монографии (см. замечания на стр. 50 и 94), задается формулами

Ф : |(а )у »  -► \(<хУ/л}' =  £  D Jvfl(U)\(tx)jv}, (Г-6)
V

и это преобразование базисных состояний приводит к преобразованию сфериче
ских компонент углового момента:

1 =  X  D l ( U ) J y'. (Г-7) ■
V

Последний результат эквивалентен следующему:

J ’j =  °UJfU “ 1 =  £  - й у ( Г - 8 )
i

где С/и Л связаны соотношением (2.16). В соответствии с этнм преобразованием 
компонент / (векторного оператора J =  ( / , ,  Jv  / 3) мы имеем преобразование ба
зисных векторов: ( i v  ё2, ё3) -  (ё{, ё'г, ёр , (£ + 1, £0> -  (£'+ j, £о, как о т 
делено из 7  =  ^  / , е ; =  ^  J je ; =  £  J X =  Z

i i д f

i j  -и> e. =  £  Rij^i, 
i

Z (Г-9)
V

Далее замечаем, что комплексные векторы (Г-3) удовлетворяют соотноше
ниям ортогональности (эрмитово скалярное произведение)

2; • 2* = 5„v, (г-ю)
н, следовательно, сферическая компонента /  оператора 7  имеет вид

(Г-11)
Отсюда следует, что комплексные векторы £*(/х =  + 1 , 0 ,  — 1) являются бази
сом комплексного трехмерного пространства (базисом являются также векторы

Вторая характеристическая особенность множества сферических векторов (Г-
3) выражается скалярными произведениями

? + 1 - ? + . = 2 - 1  • ? - !  = 0 ,  ? о - ? о = 1 .  (Г-12)
Таким образом, двое из векторов изотропны, тогда как третий не изотропен.

Свойства, отмеченные в (Г-10) и (Г-12), предлагают общее определение сфе 
рического базиса: три вектора, обозначенные через v+i ,  У & у _ ,, называются 
сферическим базисом тогда и только тогда, когда они подчиняются правилам

Ц,у -= +  1,0, -  1,

162 , Гл. 3. Обычная трактовка углового момента
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fl+ i '*1 + i = Ц- 1  ■ Ч- i  = 0 ,
fj о =  a0n, |a0| =  1, n - n = \ .  (Г-13)

Свойство ортогональности, выраженное первым их трех соотношений, 
позволяет выразить любой (вещественный или комплексный) вектор Л  в виде

А =  A + 1rj*+1 +  A 0rj* +  ,, (Г-14)

ГДС А„ =  А -  ца. (Г-15)
Основной результат, который теперь может быть доказан, состоит в следу

ющем: каждый сферический базис имеет вид
Г)ц =  осц(Щ ц), ц =  +  1, о, -  1, (Г-16)

где — комплексное число с единичным модулем  lo- l̂ =  1, a S i — вращение 
базиса (ё), ё2, <?3).

Доказательство. Доказательство этого результата может быть дано путем 
использования трех определяющих свойств: а) т;+1 и ч_1 перпендикулярны ве
щественному единичному вектору б) ч+1 и — изотропные векторы и в) 
v + i  И 7|_! перпендикулярны, т.е. r j \ l ■ t j _ l =  0. Эти свойства предполагают, 
что v + 1  н V- 1 имеют внд

Я+1 , ЛП + 1 = -------= (р +  iq),

a f 2
r \ - i = - - ~ { p  -  iq), (Г-17)

где (p, q, n) составляют правостороннюю триаду (вещественных) перпендику
лярных единичных векторов (декартов базис). Следовательно, существует вра
щение .^базисных векторов, такое, чтор  = & e x, q  — & ё г,п  =  .^ ё3, что дока
зывает (Г-16). ■

Говоря несколько иначе, можем утверждать, что результат, который мы вы
вели выше, состоит в том, что каждый сферический базис является вращением 
частного сферического базиса

a +i „
С+1 = ------7= (ei + ie2),

у Д
Со =  Я-О̂З,

а_
- И 2) (Г-18)

взятого для некоторого набора комплексных чисел а  с единичным модулем. 
Так как (ёх, ёг, ё3) пробегают все правосторонние декартовы базисы, а (а+1, а 0,

Л Л Л
а _ 1) — все комплексные числа с единичным модулем, то векторы (Г_ t, f0, f  _ t) 
перечисляют все множества сферических базисов.

В литературе не существует договоренности относительно выбора множите
лей dp в определяющем стандартном базисе, хотя £ + 1, | 0, 
£ _ j — распространенный выбор. Однако Данош [65] предложил выбор сфери
ческих базисных векторов, который предлагает различные выгоды для записи
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векторных соотношений, выраженных в терминах скалярных и векторных про
изведений, через обычные соотношения связывания.

Идея проста. Так же как мы используем векторное произведение векторов де
картова базиса (ер ё2, ё3), чтобы устанавливать различие между правосторонней 
и левосторонней системами координат, мы используем свойства произведений
Л Л

‘ векторов сферического базиса для того, чтобы дальше разбивать множе
ство всех сферических базисов.

Прямым вычислением получаем
Со *  Сц -  ictonZn, Ц =  +  1; 0, -  1

С+1 х £ _ ,  =  ia.+ ia . - ia * l0. (Г-19)

Используя коэффициенты Вигнера , этот результат можно выразить как 
одно соотношение:

l„ хС„ =  (Г-20)
Скалярное произведение имеет подобный вид:

? „ ■ £ » = -  у/ЗЫ„агС ^ °  =  а„ о -„ ( -  1 ) 4 . - v  (Г '21>
Л Л Л

Данош предложил определять стандартный базис т/ + j, т/0, V -  i требованием, 
чтобы знаки перед коэффициентами Вигнера в (Г-20) и (Г-21) былн вещественны
ми н положительными:

=  у з с ^ о 0. (Г-22)

Это приводит к тому, что о!0 =  — / и в . !  =  — а  * j. Т аким образом, общий вид 
этого сферического базнса такой:

а
>? +1 = ------7= (*i +  ie 2),

»?о =  - ^ з ,

>7-1 = /- ™ ( e i  -  i^z), (Г-23)
V 2

Он все еще содержит произвольный множитель с единичным модулем (Данош 
выбрал о: =  —г, но мы видим, что этот выбор произволен). (Если мы упорядо
чиваем векторы сферического базиса и векторы декартового базнса следующим 
образом: rj+ l , т/0, ё х, г 2, ёъ соответственно, то детерминант преобразова
ния (Г-18) равен — ia + _ ,,  что предполагает значение +1  для (Г-23.)

Преимущество использования сферического базиса вида (Г-23) состоит в 
том, что для
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имеем
Я В =  У З Е А ' х В 1] 0,

А  х В  =  х В 1] 1 „ (Г-25)

где символы справа относятся к связыванию тензорных операторов, рассмот
ренному в разд. 16.

Векторы сферического базиса появляются также и в другой роли — как соб
ственные векторы вращения (см. (2.2)). Чтобы понять эТот результат с другой 
точки зрения, мы интерпретируем образование векторного произведения векто
ров как операторное действие на вектора.

Каждому вектору А  (вещественному или комплексному) можно сопоставить 
оператор F j  =  А  который определяется путем задания его действия на про
извольный вектор В  (вещественный или комплексный):

Г ЛВ =  А х  В  (Г-26)
Произведение двух таких операторов определяется так: (Г^Гд)С =
=  ГЯ(Г5С). Определяем также действие оператора на комплексное число а:

Г ла =  0. (Г-27)

Множество операторов |Г^] обладает рядом полезных свойств, которые 
могут быть доказаны исходя из определения (Г-26) и из хорошо известных 
свойств векторного произведения:

а) Г Л(ЬВ +  сС) =  Ь(ГЛВ) +  с (ГлС ),
б) л +
в) Г Л(В 0  =  0 =  ( Г ЛВ) ■ С  +  В - (ГяО ,

г) Г Л(В х С )  =  ( Г ЛВ) х С  +  В. X (ГЛС), (Г-28)
где а, Ь, с и А,  В, С  — произвольные комплексные числа и векторы соответст
венно.

То, что существует связь между операторами {Г д ) и вращениями, становит
ся очевидным, когда мы определяем свойства конкретных операторов, опреде
ленных для к  =  1, 2, 3 как Г*. = i i  X:

I ' 1̂- ]
[Г ь ГД =  ieijkr k, (Г-29)

Заметим, что Г2 =  Г, +  + Г | =  2. Эти результаты выражают тот факт, что 
ГД/ — 1, 2, 3) являются реализацией операторов углового момента, имеющей 
j  =  1-

Второй полезный результат следует прямо из свойств вращений, заданных 
соотношением (2.3):

1 =  Г «А. (Г_30)

Это соотношение выражает тот факт, что при действии подобия с помощью 
вращения множество операторов ( )  преобразуется в себя (свойство тензор
ных операторов).
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Как можно было предвидеть из того факта, что Г,(/ =  1, 2, 3) являются опе
раторами углового момента су =  1, множества сферического базиса возникают 
тогда, когда мы рассматриваем задачу на собственные значения для Г,й, где 
п — произвольный единичный (вещественный) вектор (й • п =  1). Простой вы
вод показывает, что Тт(Гм +  1)(ГЙ -  1) =  0, демонстрируя, что собственные 
значения оператора Г(й равны + 1 , 0 ,  — 1. Более того, мы видим, что по отноше
нию к эрмитову скалярному произведению, определенному формулой

(А,В )  =  А* В, (Г-31)
оператор Тт эрмитов. Отсюда следует, что собственные векторы й+1, й0, й _ х 
оператора Г,й перпендикулярны н нормируемы. Наконец, можно использовать 
свойство производной (см.»(Г-28)), чтобы доказать, что # + 1 н й _ г изотропны. 
Таким образом, собственные векторы оператора Гй определяют множество 
сферического базнса:

Г „А  =  v m v ,  V =  +  1,0, -  1. (Г-32)
Как будет признано, вышеизложенная теория как раз является подробным 

изложением абстрактной теории углового момента для случая у =  1, когда в ка
честве оси г выбрано направление п н произвольные фазовые множители в (Г-18) 
являются следствием общей свободы, которую мы имеем в этой задаче (см. об
суждения в примечании 1). Более того, оператор вращения на угол ф вокруг на
правления п теперь принимает очень простой вид:

®(ф,п)  =  е ~ ‘фА т =  е ~ ,ф‘", (Г-33)
так как

‘Гп =  Г W =  '(«1^1 +  п2Г ъ +  «3г 3) =  in ■ Г.

Замечание. Приведенное изложение, рассматривающее свойства оператора 
P j, является физической версией (для SU(2)) общего оператора acL4 из математи
ческой трактовки алгебр Ли (векторное произведение заменяется на операцию 
взятия квадратной скобки для пар элементов абстрактной алгебры Ли). В точно
сти так, как T j  может использоваться для рассмотрения свойств представления 
су =  1 (3 х 3-матрицы) алгебры Ли группы вращения, оператор ad А  использу
ется для рассмотрения свойств присоединенного представления алгебры Ли.
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Теория поворотов по Гамильтону

1. Другой подход к вращениям
В предыдующих главах мы рассмотрели общепринятую точку зрения на кванто
вую теорию углового момента. Данная глава посвящена описанию новой точки 
зрения на предмет, берущей начало с необычного взгляда на вращения, кото
рый исходит первоначально от Гамильтона [1}, а также частично от Клейна 
и Зоммерфельда [2] и от Вигнера [3] (см. примечание 1). Такое необычное рас
смотрение приводит к возникновению понятия нового геометрического 
объекта — п о в о р о т а — который в квантовом варианте (гл. 5) будет реализо
ван при помощи элементарной операторной структуры. При рассмотрении этой 
альтернативной точки зрения нас интересуют прежде всего мотивировка и пред
лагаемые понятия. В соответствии с этим изложение вначале будет носить инту
итивный характер.

Понятие элементарной (точечной) частицы в физике (как это рассматрива
ется в гл. 1), если обратиться к его первоосновам, становится синонимичным 
фундаментальным симметриям, которые, как предполагается, характеризуют 
физическое пространство. Как мы видели, из предполагаемых однородности и 
изотропности пространства индуцируются симметрии пространственных сме
щений (трансляций) и вращений; т.е. предполагается, что пространство являет
ся евклидовым и трехмерным, обладающим группой изометрии £(3), состоящей 
из вращений и трансляций.

Трансляции охарактеризовать совсем нетрудно, поскольку трехмерные 
трансляции с необходимостью [4] образуют абелеву (коммутативную) группу. В 
физике генератор трансляции есть не что иное, как (эрмитов) оператор импульса 
р, а соответствующий оператор, генерирующий конечные смещения, реализует
ся в виде £/(а) = ехр ( — га • р/Й). Этот оператор смещает систему на (числовой) 
вектор а.

^  Авторы используют английское слово «turn» — поворот. Определение этого поня
тия дано ниже. Из определения ясно, что как в английском так и русском тексте более пра
вильным было бы обозначать это понятие словами «направленная дуга». Однако такое 
словосочетание неудобно в употреблении. Мы предостерегаем читателя от смешивания 
понятия «поворот» в том смысле, в котором оно используется в этой книге, с понятием 
«вращение». Понятие «поворот» вводится авторами с целью дать другое возможное опи
сание вращения. — Прим. перев.
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(Для того чтобы проверить это утверждение, положим, что'оператор t/(a) 
действует на функцию /(я). Находим

( U(a)f)(x)  =  £  А  ( — “  ' Р/Й)П/ ( Х)> (4Л )
— о « !

где (р/)(я) =  -  гйУДх). Этот последний шаг использует шредингерову реализа
цию правила коммутации Гейзенберга |р(-, JCy] =  —ihSy. Поэтому действие опе
ратора С/(а) на функции /(ж), если исходить из разложения Тейлора, принимает 
вид смещения „ . .

(£/(аУХ*> = Л х  -  а), (4.2)
как и утверждалось. Точнее, мы интерпретируем (4.2) следующим образом: под 
действием оператора смещения U{а) функция /  переходит в новую функцию 

а точка я переходит в смещенную точку я — а, такую, что новая функция, 
вычисленная в старой точке, совпадает со старой функцией, вычисленной в сме
щенной точке).

Это хоть и элементарно, но очень важно. Причина того, что все это работает 
так гладко, состоит в следующем:

а) Технически. Имеем единственность (унитарного) оператора смещения С/(а) 
в соответствии с содержанием теоремы Стоуна — фон Неймана [5 — 7].

б) Концептуально. Примитивное понятие трансляции было до конца понято 
на основе производного понятия «вектора», определенного как упорядоченная 
пара точек в Е(3) (начальная точка — «хвост вектора», конечная точка — «голо
ва вектора»). Тот факт, что одна и та же трансляция определяется смещением 
любой точки, выражает эквивалентность всех векторов смещения относительно 
параллельного переноса.

Теперь находим, что композиция двух смещений является сложением векто
ров с использованием произвола параллельного переноса, чтобы выполнить сое
динение двух векторов: голова (первого) к хвосту (второго). Коммутативность 
трансляций в векторной форме реализуется как закон параллелограма.

Все это отлично известно для трансляций. Но когда мы переходим к враще
ниям, становится ясно, что нам недостает простой модели, способной сделать 
вращательную структуру интуитивно очевидной.

Чтобы найти подходящую модель, начнем с вопроса: существует ли геомет
рический путь реализации как трансляций, так и вращений единым образом? 
Действительно, такой путь существует. И  трансляции, и вращения могут быть 
получены при помощи последовательных отражений относительно двух пло
скостей (см. примечание 2). Рассмотрим это наблюдение.

Если две плоскости тождественны, то мы получаем тождественное преоб
разование. Если две плоскости различны и параллельны, мы имеем трансляцию. 
-Рассмотрим рис. 4.1. Геометрически видно, что генерируемая таким способом 
трансляция смещает все точки на удвоенное расстояние между плоскостями в на
правлении, перпендикулярном плоскостям, от плоскости 1 до плоскости 2. Мы 
можем описать трансляцию посредством двух плоскостей отражения и вектора 
а/2  (половины фактического смещения) и проверить, что это описание обладает 
всеми желаемыми свойствами трансляции (включая независимость трансляции 
от параллельного перемещения плоскостей и вектора а/2).  Таким образом,
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|
\ 1

3/2 £*
-*а

• Z (плоскость второго 
отражения)

1(плоскость первого 
отражения)

РИС. 4.1. Трансляция а порождается двумя последовательными отражениями 1, и 12 
относительно двух параллельных плоскостей, разделенных расстоянием а/2.

трансляция — э т о  операция, состоящая из двух последовательных отражений 
относительно двух параллельных плоскостей.

Если две плоскости различны, но не параллельны, то два отражения генери
руют вращение. Рассмотрим рис. 4.2. Геометрически видно, что вращение &  (ф, 
ft) =  l 2lj  имеет а) ось и, определяемую пересечением двух плоскостей, б) угол

2 (плоскость второго 
отражения)

Ось тг
Ц плоскость первого 

отражения)

РИС. 4.2. Вращение на угол ф вокруг п порождается двумя последовательными 
отражениями I ( и 12 относительно двух пересекающихся плоскостей с двугранным углом

ф/2.

вращения ф, равный двоенному двугранному углу между двумя плоскостями, и
в) направление вращения, определяемое последовательностью отражений: сна
чала относительно плоскости 1, затем относительно плоскости 2. Таким обра
зом, вращение — это операция, состоящая из двух последовательных отраже
ний относительно двух пересекающихся плоскостей.

Важность такого единого описания трансляций и вращений состоит в том, 
что оно выявляет аналогию между а /2  (половинным вектором смещения) и ф/2 
(половинной направленной дугой вращения). Для трансляций использование а /1  
вместо а ничего не изменяет, но для вращений (см. замечание «з» на стр. 184) ис
пользование половинных углов оказывается чрезвычайно важным.

Сосредоточим внимание на тех вращениях, которые оставляют выбранную 
точку (центр), фиксированной. Пары плоскостей, с помощью которых мы описы
ваем вращения, должны тогда проходить через этот центр. Чтобы описать вра
щение &  (ф, А), используем пару плоскостей, пересечением которых является ось 
п, а также двугранный угол ф/2, определяемый плоскостями (с ф/2 <  тг), с, на
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правлением вращения, выбранным от плоскости 1 к плоскости 2 (или, что экви
валентно, с ориентацией п по правилу правой руки) (рис. 4.3).

Имеем теперь нашу модель: простейшим объектом для описания вращений 
является п о в о р о т — половина направленной дуги вращения, параметризо
ванной как упорядоченная пара точек на поверхности единичной сферы и опре
деленной с точностью до переноса по большой окружности. Порядок задается

РИС. 4.3. Поворот — это упорядоченная пара точек,' показанная здесь геометрически как 
направленная дуга большой окружности. Каждый поворот определяет вращение, 

задаваемое двумя пересекающимися плоскостями.

путем обозначения одной точки как «хвост поворота», а другой — как «голова 
поворота». Вращение генерируется отражением сначала относительно плоско
сти, перпендикулярной хвосту поворота, а затем относительно плоскости, пер
пендикулярной голове поворота. Это генерирует вращение вокруг оси п (пересе
чение плоскостей) на угол ф, в два раза больший, чем длина дуги поворота, при
чем направление вращения задается направлением поворота (эквивалентно пра
вилу правой руки).

2. Свойства поворотов (геометрический подход)
В соответствии с нашей целью развития интуитивного понимания примем те
перь точку зрения, согласно которой понятие поворота (для вращений) является 
подходящим аналогом понятия вектора (для трансляций), и воспользуемся этим

^  Название поворот заимствовано у Клейна и Зоммерфельда [2], использовавшиххвя
занное с ним (но не тождественное ему) немецкое слово Wendestreckung.
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понятием для вывода свойств вращений. Геометрия поворотов непосредственно 
приведет нас к сущности вращений.

Интуитивно представляется полезным понимать поворот как направленную 
дугу большой ovpyjKHOCTH, соединяющую две точки, с началом дуги в хвосте по
ворота и концом в голове поворота, однако более точное определение (как упо
рядоченная пара точек) имеет технические преимущества Чтобы убедиться в 
этом , рассмотрим точки, лежащие на поверхности нашей сферы единичного ра
диуса (рис. 4.31. Л юбые две несовпадающие точки Q а Р. которые недиаметраль
но противоположны, определяют единственную большую окружность, содер
жащую эти две точки. Упорядоченная пара (QP) определяет единственный по
ворот, тогда как существуют ове направленные дуги, соединяющие Q и Р  в на
правлении от  Q  к Р. Следовательно, определение п р и  п о м о щ и  упорядоченных 
пар является технически более точным.

Мы попытаемся абстрагировать геометрические правила для поворотов, ис
ходя из аналогии меж ду поворотами и векторами в плоскости. Следуя этому пу
ти, замечаем, что с целью установить правило сложения векторов необходимо  
прежде всего определить класс эквивалентности векторов (параллельный пере
нос), так чтобы любые два вектора можно было поместить в положение голова  
к хвосту, которое требуется для сложения. Ч то представляет собой соотнош е
ние эквивалентности для поворотов? Для ответа на этот вопрос обратимся к 
связи между нашей моделью и вращениями. Любые два поворота одинаковой 
длины и направления на одной и той же большой окружности приводят к одно
му и тому же вращению. Следовательно, абстрагируем результат: два поворота 
эквивалентны, если они могут быть совмещены путем перемещения лю бого из 
них вдоль большой окружности, которая его содержит. Выражение «опреде
ленный с точностью до переноса по большой окружности» включается в опреде
ление поворота для уточнения именно этого соотношения эквивалентности.

Рассмотрим теперь любые две различные диаметрально противоположные 
точки Q  й Р. Тот геометрический факт, что содержащая эти две точки большая 
окружность не единственна, показывает, что фактически можно совместить по
ворот (QP) с лю бой парой диаметрально противоположных точек, используя пе
ренос по большой окружности. Следовательно, мы заключаем, что все поворо
ты, определяемые любой парой диаметрально противоположных точек, экви
валентны. Обозначим этот  класс эквивалетности через Т , .  Это означает, что 
сложение с Т т коммутирует со всеми поворотами (поскольку мы можем выби
рать Т т лежащим на той же большой окружности, что и заданный поворот, а 
сложение поворотов на одной и той же большой окружности коммутативно). 
Э то свойство оправдывает название скалярный поворот для Т т.

Дадим теперь закон сложения и обсудим его свойства.
а) Сумма двух поворотов геометрически определяется по аналогии с суммой  

двух векторов. Пусть Т , и Т 2 обозначают два поворота. Сумма поворотов Т 1 и

^ Мы признательны проф. Бакрн (Марсельский университет, Франция) и проф. Бац- 
лавски (Хаверфордский университет, Пенсильвания, США) за указание на эти преиму
щества (частные сообщения).
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Т2 (сначала Т 2, а затем Т ,) обозначается Tj +  Т 2 и определяется по следующему 
правилу. Выбираем лю бую из двух точек, в которых пересекаются большая 
окружность поворота Т , н большая окружность поворота Т 2. Помещаем голову 
поворота Т 2 и хвост поворота Т] в эту точку пересечения (используя соотнош е
ние эквивалентности для сдвига каждого поворота вдоль его большой окружно
сти). Поворот, идущий из хвоста поворота Т2, до головы поворота Т 1( опреде
ляется как Tj +  Т 2. (Выбор противоположной точки пересечения дает ту же 
сумму.)

б) Сложение поворотов некоммутативно: Т 1 +  Т 2 чьТ2 + Т 1в общем слу
чае. Этот основной результат можно продемонстрировать геометрически, как 
показано на рис. 4.4. Заметим, что длины дуг двух сумм одинаковы, но их боль
шие окружности, вообще говоря различаются.

в) Сложение поворотов является ассоциативной операцией. Чтобы прове
рить это геометрически, рассмотрим сложение трех поворотов, прибавляя сна
чала Т 3 к Т 2, а затем Т , к сумме Т 23 =  Т 2 +  Т 3. Закон сложения требует, чтобы  
три поворота были расположены по правилу голова к хвосту, как показано на 
рис. 4.5. Это геометрическое упорядочение непосредственно показывает, что ре
зультат T sum не зависит от  группировки слагаемых:

т.е. результирующее расположение (хвост и голова, определяющие Tsum) совер
шенно не зависит от  выбора пути (выбора группировки слагаемых). (Алгебраи
ческая проверка ассоциативного закона дана в следующем разделе.)

г) Из геометрических соображений ясно также, что тождественная операция 
для поворотов совпадает с поворотом нулевой длины Т 0. (Заметим, что из 
определения поворота следует эквивалентность поворотов Т уС1Г, к — 0 , 1, . . 
повороту Т 0.)

д) Используя закон сложения, видим, что обратным к заданному повороту Т 
является поворот — Т, имеющий те же большую окружность и длину, но проти

РИС. 4.4. Сложение поворотов 
некоммутативно.

РИС. 4.5. Сложение поворотов 
ассоциативно.

12-59
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воположное направление. Это ясно из определения поворота как упорядоченной 
пары.

Эти геометрические результаты устанавливают тот (неудивительный) факт, 
что повороты образуют группу относительно сложения. Назовем эту группу 
группой поворотов Гамильтона или просто группой поворотов; эта группа, как 
будет показано, 'изоморфна квантовой группе вращений SU(2). Заметим, что 
классы эквивалентности поворотов являются (в общем случае) трехпараметри
ческими объектами.

В группе поворотов существуют две инволюции. Первая является операцией, 
определяющей обратный поворот Т — — Т. Вторая инволюция определяется 
путем использования Т̂ .;

Т  -*• Т с =  Т  +  Т я =  Т я +  Т.

Ясно, что (Тс)с =  Т. Рис.. 4.6 геометрически иллюстрирует эти две инволюции.
Мы увидели, что любой паре различных, не диаметрально противополож

ных точек сопоставляется единственный класс эквивалентности поворотов, дли
на / которых лежит в интервале 0 <  / <  т. Каждому такому классу эквивалент
ности сопоставляются направление п (ось большой окружности, проходящей че
рез определяющие поворот точки) и направление вращения. Особые (скалярные)

РИС. 4.6. Две операции инволюции Т — Тс и Т  — — Т .

повороты Т0 и Т т сопоставляются парам тождественных точек или диаметраль
но противоположных точек соответственно. Им соответствуют классы эквива
лентности поворотов длины 0 и длины ж соответственно, но не соответствует 
никакое направление п или направление вращения. Это исчерпывает множество 
(классов эквивалентности) поворотов, принадлежащих группе поворотов Га
мильтона.

Особая роль поворотов длины ъ/2 . Повороты длины тг/2 представляют осо
бый интерес. Обозначим общий поворот длины ж/2  через Е . Совокупность пово
ротов длины тг/2  является подмножеством группы поворотов, которое характе
ризуется свойством Ес =  — Е, или, что эквивалентно, свойством Е +  Е =  Т т.
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Произвольный поворот всегда может быть разложен (неоднозначно) в сумму 
двух поворотов длины тг/2; т.е. для каждого Т существуют повороты Е и £ '  
длины -к/2, такие, что

Т =  Е' +  Е. (4.3)

Доказательство. Пусть п обозначает нормаль к большой окружности пово
рота Т , а Р  — точку пересечения нормали п с единичной сферой. Тогда можно 
выбрать Е как поворот, идущий от  хвоста поворота Т к точке Р , а Е ' тогда явля
ется поворотом, идущим от Р  до головы поворота Т. Ц

Повороты длины т /2  облгдаю т вторым важным свойством. Пусть ё обозна
чает единичный вектор, перпендикулярный (правило правой руки) большой 
окружности поворота Е, и пусть п — единичный вектор, перпендикулярный 
большой окружности произвольного ненулевого поворота Т. Тогда из геомет
рических соображений находим^

ё ■ п =  cos|[T  — E ||/sin ||T ||, (4.4)

где IITH обозначает длину /  поворота Т.
Рассмотрим теперь три поворота (Elt Е 2, Е 3), каждый длины ж/2 , которые 

удовлетворяют условию

Е 3 +  Е 2 +  Е , =  Т 0. (4.5)

Такой набор из трех поворотов задается сферическим треугольником, покрыва
ющим октант единичной сферы. (Эквивалентно эти три поворота определяют 
систему координат — упорядоченную тройку ортогональных единичных векто
ров, как рассматривается в разд. 2 гл. 2. Это обсуждается дальше в примечании 
«в».)

На основе определяющего соотношения (4.5) и того факта, что Е, имеют дли
ну т /2 , отсюда следует, что четверка поворотов {Т 0, Ej, Е 2, Е 3) и их сопряже
ния {Т т, E f =  — Б,-) образуют конечную группу (из восьми элементов) относи
тельно сложения поворотов. Эта группа является не чем иным, как кватерни- 
онной группой Гамильтона.

Чтобы сделать этот результат очевидным, удобно сначала заменить адди
тивное обозначение для поворотов на мультипликативное обозначение (записы
вая их рядом), а затем обозначить повороты, принадлежащие кватернионной 
группе, более подходящими символами:

То -* 1 , Т л -+ - 1

— i , Ес! -+ Г 1

Ег - * j  , Щ - + Г 1
Е 3 -» к , Е ‘3 - А Г 1

^ Мы благодарим проф. Бруссара (Лаборатория физики Университета в Утрехте, Ни
дерланды), который указал на ошибку в нашем первоначальном рассмотрении.
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В этом новом обозначении находим

а) i1 = zj2 =  k 2 =  — 1 ,

б )  И =  - j i  =  к .
jk  =  —k j — i,
k i =  — г/с =  (4 .7)

Соотношение «а» выполняется в силу того, что повороты Е, имеют длину тг/2, а 
соотношения «б»  следуют из (4.5).

Э то хорошо известные тождества, которым удовлетворяет кватернионная 
группа. Как заметил Коксетер [8], наименее избыточным определением является
I2 = у2 =  (у)2-

Тот факт, что мы пришли (используя наш альтернативный подход к враще
ниям) непосредственно к реализации кватернионной группы, неудивителен ввиду 
существующей абстрактно тесной связи между этими дг.умя групповыми струк
турами. Следует, однако, подчеркнуть, что мы достиг, ш на основе понятия по
ворота геометрической реализации квантовой группы вращений, а это означает, 
что геометрическая реализация была достигнута не только для кватернионной 
группы, но также для всех единичных кватернионов. Другими словами, используя 
подходящий примитивный объект — поворот, мы получили надлежащую физи
ческую картину для вращений. Эта картина теперь включает геометрическую ре
ализацию для всех конечных подгрупп квантовой группы вращений, среди кото
рых кватернионная группа является частным случаем. Отметим, что повороты  
дают таким образом физическую реализацию также и двойственных групп (как 
подчеркнули Хартер и дос Сантос [9]). Более того, физическая картина, описы
ваемая при помощи поворотов, является аналогом физической картины, описы
ваемой с помощью векторов для группы трансляций. j  

Замечания, а) Скалярный поворот Т т (называемый скалярным, поскольку он 
коммутирует со всеми остальными поворотами) играет особую роль в группе 
поворотов. Если вспомнить, как были введены повороты (они связывали враще
ния с произведением двух отражений), то становится ясным, что поворот Т т 
требует двух отражений относительно одной и той же плоскости. Эта операция 
должна по определению быть тождественным преобразованием. Геометрия по
воротов, которая отличает Т ж от тождественного поворота Т 0, отлична от 
геометрии модели, из которой мы исходили! Эта счастливая случайность не 
так уж необычна в физике. Фейнман [10] подчеркивал, что именно по этой причи
не так важно развивать все возможные взгляды на предмет, поскольку в процес
се обобщения, или абстрагирования, одной модели может быть отдано предпо
чтение перед другой.

б) Ьсли наложить требование, чтобы Т т и Т 0 были отождествлены, т о  полу
чаемая в итоге структура есть все еще группа, а именно собственная ортогональ
ная группа SO(3), которая является фактор-группой квантовой группы вращений 
SU(2), т .е . SU(1)/Z2 =  5 0 (3 ). Повороты Т0 и Т т коммутируют со всеми поворо
тами и порождают двухэлементную нормальную подгруппу Z 2.

Это отождествление Т т и Т0 сводит групповое пространство группы поворо
тов SU{2) к групповому пространству группы SO(3). (Это рассмотрено в гл. 2.)
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в) Представляет интерес выписать явно (гомоморфное) отображение группы 
поворотов SU(2) на группу собственных ортогональных 3 х  3-матриц SO(3), от 
меченное в замечании «б». Введем правую систему координат (<?,, ё2, ё3) путем  
ассоциирования с каждым поворотом длины тг/2 в тройке (Ер Е2, Е 3), 
Е3 +  Е 2 +  Ej =  Т0 его нормального вектора et. (В результате имеем взаимно
однозначное отображение между множеством всех правых систем координат 
{(#!, ё2, ё3)) и множеством троек поворотов длины тг/2 {(Ер Е 2, Е 3): 
Е 3 +  Е2 +  Ej — T q ) )  .

Рассмотрим повороты Еj, определенные согласно
Е; =  -  Т  +  Ej +  Т, j =  1,2,3,  (4.8)

где Т — заданный поворот. Нормали ё{, ё2, ё3 к большим окружностям поворо
тов Е [, Е 2, Е 3 соответственно определяются соотношением ё' =  &  ё:, где 
&  — ассоциированное с поворотом Т вращение. Используя Ej  вместо ¥  и Е, вме
сто Е в равенстве (4.4), получаем

R tj =  et ■ =  cosj| — T  +  Ej +  T  — E;||. (4.9)

Равенство (4.9) есть желаемое отображение группы поворотов на множество 
собственных ортогональных 3 х  3-матриц, I — R  =  (Л«). Заметим, что соот
ношение (4.9) дает тот  же результат, если I заменить на I , так что отображение 
есть «два в один», причем как I, так и Iе отображаются в одну и ту же ортого
нальную матрицу.

Равенство (4.9) представляет собой интересную с геометрической точки зре
ния формулу. Оно означает, что элементы любой собственной ортогональной 
матрицы могут быть получены как косинусы определенного набора длин дуг 
на единичной сфере.

г) Вернемся снова к нитевой конструкции Дирака, которая рассмотрена в 
разд. 3 гл. 2, используя теперь понятие поворота. Для твердого тела с одной за
крепленной точкой состояние системы определяется заданием ориентации, свя
занной с телом системы отсчета {й( ) относительно системы отсчета (ё;) , фикси
рованной в пространстве; при этом обе системы имеют одно и то же начало ко
ординат (фиксированная точка в твердом теле). (Выражение «состояние систе
мы» следует понимать кинематически н в смысле классических физических поня
тий (а не квантовых).)

Воспользовавшись содержанием замечания «в», находим из равенства (4.9), 
что связь между двумя системами имеет вид

з
S j = Y , B i Л  7 =  1,2,3,

г= 1
где

Bij =  cos|| —В +  Еу +  В — Ej||.

В этом выражении для 1Ву] — матричных элементов ортогональной матри
цы — мы обозначили через {Е^) любую тройку поворотов длины тг/2,  которые 
удовлетворяют условию Е3 +  Е2 +  Ej =  Т 0. Поворот В следует ассоцииро
вать с состоянием твердого тела.
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С целью интерпретации этих результатов положим В равным нулевому по
вороту Т0. Тогда Btj =  6jjt так что две системы (<?() и (6 ,) совпадают.

Заметим, однако, что поворот В фиксируется неоднозначно, поскольку ото
бражение В — В +  оставляет каждый В-  неизменным. Ясно, что ^  опреде
ляют в точности два поворота; В и В +  Тт =  Вс. Таким образом, ассоциирова
ния

состояние системы -> система отсчета {6 iJ, связанная с системой [ё:}++
«  повороты (В, Вс)

являются по своей сути неоднозначными даже для совпадающих систем от
счета. Иначе говоря, версия системы отсчета внутренне неопределенна.

Эта ситуация в точности аналогична известной ситуации в квантовой механи
ке, в которой выясняется, что фаза волновой функции является неопределенной; 
для случая твердого тела (двузначная) версия играет роль фазы (С/(1) или группа 
окружности).

Теперь мы можем понять значение нитевой конструкции Дирака. Работаю 
щая всецело в рамках классических физических структур, нитевая конструкция 
Дирака показывает,'что, хотя версия любой системы отсчета является неопреде
ленной, относительная версия между системой отсчета и этой же системой 
отсчета после вращения в действительности хорошо определена. Другими 
словами, поворот В, который следует ассоциировать с состоянием твердого те
ла, является неопределенным (посредством Т ж), но в результате вращения по
средством К. поворот  В становится равным  К. +  В, а это сложение хорошо 
опреоелено (однозначно относительно Т , поскольку система отличима от  той 
же самой системы, повернутой на 2-гг; см. примечание 3).

Заметим, что для квантовомеханического аналога тот факт, что хорошо 
определены разности фаз для волновых функций, но не фаза сама по себе, являет
ся исходной точкой для описания взаимодействии, основанного на калибровоч- 
нойсимметрии [10а, 106].

С концептуальной точки зрения весьма интересно, что описание состояния 
твердого тела при помощи поворота В столь «квантовомеханично» по духу; при 
этом «измерение» состоит в определении матричных элементов By. Эти рассуж
дения достаточно ясно показывают различие между спинором конечных разме
ров (для которого «измерение» дает три угла общей ортогональной 3 x 3 -  
матрицы) и точечным спинором (для которого измерение дает только два угла; 
см. разд. 7 гл. 7). Несмотря на этот квантовомеханичесхии дух, наши рассужде
ния относительно твердого тела были классическими, поскольку правильное 
квантовое рассмотрение должно принимать во внимание принцип неопределен
ности (см. [32]). Заметим, что в пределе больших (массивных, нерелятивистских) 
ротаторов эти классические понятия могут в принципе стать правомерными.

д) Понятие поворота позволяет дать геометрическую реализацию отдельных 
элементов квантовой группы вращений. Хотя эта реализация имеет первосте
пенное значение при рассмотрении характеристических функций этого про
странства (матриц вращения), можно, однако, привести эту реализацию в соот
ветствие с различными подпространствами (пространствами смежных классов).
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Пространство смежных классов G/К  (где G — груши поворотов и К  — группа 
SU ( iy \  порождаемая генератором / 3; см. гл. 3) может быть описано как про
странство поворотов, в котором все (кесхалярные) повороты, имеющие одну и 
ту же большую окружность, отождеспшляются. Таким образом, элементы в 
пространстве смежных классов SU(2)/SU(l)  находятся во взаимно-однозначном 
соответствии с множеством всех единичных векторов (нормальных векторов к 
большим окружностям), которое в свою очередь определяет поверхность еди
ничной сферы S2. Подходящими сферическими функциями являются сферические 
гармоники Уьп- (Тот факт, что /  целое, вытекает из отождествления Т ~  Тс.)

Пространство двойных'смежных классов (К \  G /К)  есть подпространство 
пространства G /К ,  в котором точки, имеющие одинаковый полярный угол, но 
различные азимуты, отождествляются. Подходящими сферическими функция
ми являются функции Лежандра Р х, как рассмотрено в разд. 11 гл. 3. (Превос
ходное изложение пространств упомянутых здесь смежных классов приведено в 
работе [11].)

е) Понятие поворота наиболее полезно для интуитивного понимания враще
ний. Проиллюстрируем это, рассмотрев известное утверждение: «инфинитези- 
мальные вращения коммутируют». Это утверждение стало настолько привы
чным, что, вероятно, уже не кажется озадачивающим (если когда-либо 
казалось), но в свя^и с этим имеется скрытая проблема: почему инфинятези- 
мальные величины должны отличаться качественно от конечных величин в та
ком основополагающем структурном отношении?

Повороты вполне ясно показывают происхождение этого качественного из
менения. Для поворотов существует внутренне присущий масштаб, устанав
ливаемый (единичным) радиусом сферы. Сложение ннфинитезнмальных пово
ротов означает, что мы рассматриваем в итоге очень большую сферу, или, что 
эквивалентно, касательную плоскость к единичной сфере. В этом пределе инфини- 
тезимальные повороты соответствуют истинным векторам в касательном про
странстве, и коммутативность очевидна.

Существование внутренне присущего масштаба проявляется также в комму
тационных соотношениях для углового момента, которые не инвариантны по 
отношению к изменениям масштаба.

Если рассмо треть инфинитезимальный поворот и (воспользовавшись спосо
бом  выражения Клейна — Зоммерфельда) образовать «дифференциальное част
ное» при помощи деления на инфинитезимальный промежуток времени dt, то  
получим угловую скорость со.. Эта величина является соотзетственно истинным 
вектором, как следует из соответствующей векторной природы инфинитези- 
мальных поворотов. Неудивительно, однако, что эта скорость не является точ
ным дифференциалом (одно из характерных свойств вращательного движения в 
трех измерениях), поскольку, интуитивно выражаясь, использование инфините-

" Вместо символа 5(7(1) (который употреблен в оригинале) здесь было бы точнее упот
ребить 1/ (1), поскольку именно ipynny U(\) порождает генератор J а унимодулярность, 
которую обозначает в символе 3(7(1) буква S, для унитарных матриц 1 х 3 сводит факти
чески рассматриваемую группу к одному лишь тождественному элементу. — Прим. 
перев.
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зимальных поворотов (касательного пространства) повлекло за собой потерю  
информации.

ж) Повороты обладают еще одним преимуществом. Мы можем рассматри
вать группу трансляций (в касательной плоскости) как предельную структуру 
для группы вращений (определяемую поворотами на сфере «большого 
радиуса»). Это дает интуитивное понимание так называемого контракционного 
предела [12 — 15], который связывает компактную квантовую группу вращений 
SU(2) с некомпактной евклидовой группой Е(2). На языке собственных функций 
это является глубинной причиной асимптотической связи, существующей между 
сферическими гармониками и функциями Бесселя [16 — 18].

з) Наше рассмотрение геометрии поворотов будет неполным, если не упомя
нуть основную геометрическую теорему, которую использовал Гамильтон в 
своем исследовании [1] кватернионов (см. также работу Клейна и Зоммерфельда 
[2]). Это теорема, определяющая (в итоге) произведение двух заданных враще
ний. Теорема эта утверждает следующее. Пусть Р, Q и R — (двугранные) углы  
в вершинах сферического треугольника PQR (в заданном позитивном смысле). 
Тогда произведение вращений на углы 2Р, 2Q, 2R вокруг радиальных осей Р , Q, 
R является тождественным.

Не составляет труда доказать эту-теорему; достаточно выразить заданные 
вращения как произведения отражений (попарно) в плоскостях, образующих 
стороны сферического треугольника RP, PQ; PQ, QR; QR, RP. Результирующее 
произведение тождественно. (Эта теорема и данное выше доказательство пред
ставлены в работе Коксетера ([8], стр. 53, 54).)

Значение этой теоремы заключается в том, что она делает очевидной ту фун
даментальную роль, которую играют половинные углы  в кинематике вращений.

Но в приведенных выше замечаниях «а» и «г» мы видели, что доказательства 
этого типа могут быть ошибочными при «вращениях на 2тт». Мы убедимся, что 
здесь именно этот случай. Результирующее произведение является не тождест
венным, а скалярным поворотом Т т.

Этот факт можно проверить, переложив теорему непосредственно на язык 
поворотов. Более изящный путь сводится к признанию, что удачно выбранный 
специальный случай может решить вопрос. Возьмем предельный случай инфи- 
нитезимального сферического треугольника. Тогда все вращения производятся 
вокруг одной оси, и сумма углов вращения, очевидно, равна 2т. Отсюда следует 
наше утверждение (т.е. теорема действительно приводит к Т т , а не к тож дест
венному Т0).

Существенно, что это тонкое различие (понятие версии системы отсчета или 
твердого тела) не было осознано до появления понятия спинора, и в цитирован
ных в этом замечании работах им пренебрегалось. Отметим, что использование 
сферического треугольника, с i ороны которого интерпретируются как поворо
ты (в противоположность интерпретации в приведенной выше теореме), помо
гает избежать коварной ошибки изменения «версии». (Мизнер ш др. [19] даю т на 
стр. 1139 стандартную интерпретацию теоремы и вводят версию на стр. 1148 как 
понятие «отношение ориентация—запутывание»;см. разд.З гл. 2 данной книги.)
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3. Свойства поворотов (алгебраический подход)
В предыдущем обсуждении мы изложили теорию поворотов геометрически, с 
тем чтобы воспользоваться аналогией между векторами (для трансляций) и по
воротами (для вращений). Теперь мы отойдем от  чисто геометрической точки 
зрения; наша цель — найти алгебраическое описание.

Выше мы отмечали, что заданный поворот определяется посредством упоря
доченной пары точек (голова и хвост поворота) на единичной сфере. Чтобы дать 
алгебраическое описание поворота, заменим две точки на единичные векторы а, 
$, соединяющие центр единичной сферы с ̂ концами поворота. Два таких единич
ных вектора определяют скаляр s  =  а  ■ $ =  cos IITII и вектор v =  а х  
х $  =  Л sin IITII, где п — единичный вектор вдоль оси вращения, ассоциирован
ного с поворотом Т . Направление поворота предполагается согласно правилу 
правой руки для векторного произведения

Мы будем называть эти две величины s  и v параметрами поворота Т и запи
сывать

Т  =  Т($, v), (4 .10)

где s =  cos IITII — скалярный параметр, v =  й sin IITII — векторный параметр 
(нетрудно видеть, что эквивалентные повороты имеют одинаковые параметры s 
и v).

Параметры поворота с необходимостью удовлетворяют соотношению

s2 +  v • v =  1. (4 .1 1)

Это соотношение может быть интерпретировано как отождествляющее ( s,v)  с 
точкой на поверхности единичной сферы S3 в евклидовом 4-пространстве. По
скольку мы полагаем, что длина поворота ИТII принимает лю бое значение в ин
тервале 0 ^  11X11 ж, а п есть любое направление в трехмерном пространстве, 
то параметры, ассоциированные с множеством поворотов, пробегают все точки 
сферы S3, и обратно. Делаем заключение: множеству поворотов может быть 
взаимно-однозначно сопоставлено множество точек сферы SD.

Таким образом, каждый поворот имеет алгебраическое представление

Т =  T(s , v) ->{s , v1, v 2, v3), (4.12)

где (у, i»j, v2, v3) — любая точка на 53. Геометрический поворот, соответствую
щий точке на S3, получается, если определить длину IITII (0 < IIXII <  -гг) поворо
та из соотношения cos STS =  j , а зектор я — из соотношения (пj ,  п2, 
и3) sin IITII =  (t>j, v2, v3). Тождественный поворот имеет алгебраическое пред- 
старвение

Т 0 =  7 ( 1 ,0 ) —► (1,0 ,0 ,0), (4.13)

а поворот Т т — алгебраическое представление

Т =  Т{ - 1 , ® ) ^ (  - 1 ,0 , 0 ,0 ) .  <4.14)

Алгебраическим представлением обратного поворота является

— Т  =  T(.v, — v). (4.15)
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тогда как для сопряженного поворота имеем
Т  =  Т( - s ,  - v ) .  (4.16)

Немаловажно отметить (это следует из равенств (4.15) и (4.16)), что T ( - s ,  
—v) Ф —T(s, v). Следовательно, параметры поворота не подчиняются прави
лам для векторов из четырехмерного пространства. Повороты фактически не 
являются векторами в 4-пространстве. Эта трудность только кажущаяся и явля
ется следствием использования символа « +  » для обозначения закона компози
ции при отображении множества упорядоченных пар поворотов на множество  
самих поворотов. Сложение поворотов (с единицей Г(1, 0)) необходимо отли
чать от  совершенно другой операции сложения векторов (с единицей (0 , 0 , 0 , 0)).

Вопрос теперь в том , чтобы вывести, используя только геометрическое пра
вило сложения поворотов, комбинационный закон для параметров поворота. 
Рассмотрим сложение двух поворотов Т ' +  Т . Пусть а, $ и у  обозначают соот
ветственно единичные векторы, соединяющие центр единичной сферы с хвостом  
поворота Т , головой поворота Т (хвостом Т ')  и головой Т ' . Геометрических 
рассуждений достаточно, чтобы показать, что

Р =  sx 4- v х а, (4.17)
y —s'p +  y 'xp,  (4.18)

гдеТ  =  Г(у, v ) ,T ' =  r ( y ' ,v ' ) , j  =  а  • $ ,v  =  а X $ ,s '  =  $ • y m v '  =  $ X у.  
Подставляя $ в равенство (4.18) н используя правило тройного векторного про
изведения

v' х (v х а) =  (v' х v) х а — (v • v')a,

у =  s"& 4- v" x a, (4.19)
получаем

где
s" =  ss' — v ■ v'. (4.20)
v" =  jv' 4- s'\ 4- v' x  v. (4.21)

Замечая что a  • v" =  0, получаем из (4.19) соотношения

s" =  a • f ,  v" =  a x y ,  (4-22)

которые показывают, что (s" , v") есть параметры составного поворота:

T(s”, v") =  T{s,  V) 4- T(s, v). (4.23)

Отсюда заключаем: в соответствии с геометрическим правилом сложения по
воротов

Т" = Т Ч Т ,  (4.24)
имеем комбинационный закон для параметров

T(xs' — v' • v,.vv' 4- s ‘\  4- v 'x v )  =  T(s',v') 4- T(s, v) (4.25)

Этот комбинационный закон (4.25), как нетрудно видеть, идентичен закону про
изведения кватернионов. Если записать кватернион q с компонентами (у, v) в вк
де

q =  Л-1 4- V\i 4- V2.I +  v3k, ( 4 . 2 6 )
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и аналогично для кватерниона q'  с компонентами (s ', v ' ), то получим, что про-, 
изведение кватернионов q 'q  имеет (если воспользоваться законами кватернион- 
ного умножения, заданными в (4.7)) в точности компоненты, выписанные в со
отношении (4.25). Таким образом, соответствия q —• T(s ,v )v iq '  — T(s', v ')  вле
кут за собой q 'q  — T(s' , v ')  +  T(s, v).

Сопряжение (инволюция) для поворотов, определяемое как Т — — Т , или, 
что эквивалентно, T(s, v) — T(s, — v), позволяет определить для кватернионов 
сопряженный кватернион

q - + q  =  s \  — v xi — v2j  — v3k,  (4.27)
и, следовательно, норму для кватерниона

N(q) =  qq =  s2 +  ч ■ \  ^  0. (4.28)
Теперь мы можем видеть, что понятие поворота есть не Оолее и не менее чем 

геометрическая реализация умножения кватернионов с единичной нормой (уни- 
модулярных). Унимодулярность вытекает из соотношения (4.11). Группа пово
ротов (квантовая группа вращений S(J(2)) является геометрической реализацией 
мультипликативной группы унимодулярных кватернионов.

Замечания, а) Достижение Гамильтона выходило далеко за рамки осознания 
структурных свойств вращений как реализованных посредством унимодулярных 
кватернионов. Он осознал, что кватернионы образуют алгебру с делением с за
мечательным композиционным свойством для нормы N(q)N(q') =  N(qq'),  а 
впоследствии посвятил много усилий развитию общего кватернионного исчисле
ния. Э тот аспект его работы в противоположность вращательным аспектам 
кватернионов не получил широкого распространения в физической литературе. 
Соответственно мы не будем далее здесь обсуждать кватернионы (как таковые, 
в отрыве от  поворотов) и отсылаем читателя, интересующегося этими чисто 
кватернионными аспектами, к физически ориентированному изящному обзору  
Элерса и др. [20].

б) В физике стало привычным использовать матрицы Паули вместо кватер- 
нионных единиц. Для базисных единиц имеется соответствие

1 -> On.

j  -  v ^ T  СГ2, 

k  -»• -  > / - T  егз,

где Oj — определенные ранее 2 х  2-матрицы (равенства (3.24)). Это соответст
вие вводится не просто для удобства обозначений, и необходимо пояснить, в чем 
проявляется разница.

Прежде всего отметим, что две структуры весьма различны. Кватернионные 
единицы ± 1, ± / ,  ± j ,  ± ’к  образую т восьмиэлементную группу кватернионов, 
которая имеет единственное точное неприводимое представление матричной 
размерности два. Напротив, группа Паули имеет 16 элементов и два неэквива
лентных (сопряженных) неприводимых представления размерности два. Две 
группы совершенно различны.
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Имеются две причины, по которым физики предпочитают пользоваться м ат
рицами Паули, а не кватернионами. Первая причина чисто техническая. Генера
торы инфинитезимальных преобразований (сдвигов, вращений) имеют непо
средственный физический смысл как наблюдаемые и, следовательно, эрмитовы  
операторы. Но если инфинитезимальные преобразования проинтегрированы до  
конечных преобразований, получающееся преобразование должно быть унитар
ным, чтобы сохранялась вероятность. Физики согласовывают эти два требова
ния путем явного присоединения мнимой единицы V— 1 (как в матрицах Паули), 
тогда как математики, исходя из необходимости отличать вещественное поле от  
комплексного поля, избегают явной мнимой единицы, выбирая генераторы ан- 
тиэрмитовыми.

Вторую причину, почему физики пользуются матрицами Паули, а не кватер- 
нионными единицами, можно понять также из квантовомеханических соображе
ний, Квантовая механика использует кет-векторы { 1^>) (векторы гильбертова 
пространства) и бра-векторы {<хЧ  (векторы дуального гильбертова про
странства) и приписывает внутреннему произведению < х 1̂ > смысл амплитуды  
вероятности. С алгебраической точки зрения пространство кет-векторов являет
ся левым идеалом, а чистое состояние ассоциируется с примитивным идемпо- 
тентом (pi =  рф, tr рф =  1).

Если мы применим эти алгебраические понятия к кватернионам, то увидим, что 
для квантовомеханических приложений необходимо присоединить мнимую еди
ницу V— 1 в точности так же, как в группе Паули.

Таким образом, например, чистое состояние ассоциируется с идемпотентом

, который задается алгебраическим элементом — (1 +  а,). Ассоциируе-
2 J

мые с чистыми состояниями, эти идемпотенты (называемые в квантовой меха
нике матрицами плотности р) имеют общий вид

р = {(1 + ет ■ Р),

где Р  — единичный трехкомпонентный вектор.
Матрицы плотности систематически рассматриваются в разд. 7 гл. 7. Здесь 

же нашей целью было пояснение лежащих в основе алгебраических причин того, 
что в квантовой механике естественно возникают матрицы Паули (а не кватер- 
нионные единицы).

4. Пространство поворотов как пространство, 
на котором реализуются трансляции

Обозначим отдельный поворот (элемент квантовой группы вращений SU(2)) че
рез т. Существует предложенный Кэли стандартный м етод, с помощью которо
го для заданной группы можно получить реализацию этой группы при помощи 
преобразований. Эта реализация с каждым элементом группы g ассоциирует 
преобразование, индуцированное на множестве всех элементов группы [г) по
средством левой трансляции:

д: т -► т =  L v(т) -  д +  г. (4.29)
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Ясно, что существует и другая стандартная реализация посредством правой 
трансляции'.

0 т —► г' =  R g(x) =  т +  д ~ х = х  +  ( - д ) .  (4.30)

Из исходных групповых законов для поворотов находят правила композиции 
для левой и правой трансляций группы поворотов:

L g ( L g( х)) =  ь д.+д( т), (4.31)
где операции производятся в таком порядке: сначала преобразование посредст~ 
вом g, а  затем — посредством g ' . П одобны м образом имеем

R g,{Re{x)) =  R g. + g(x). (4.32)
(Заметим, что желание получить одинаковую формальную структуру в равенст
вах (4.31) и (4.32) объясняет использование g ~ 1 в соотношении (4.30).)

Мы можем, таким образом, выразить реализацию посредством левой и пра
вой трансляций в виде отображения

т —» L x или т - » R T (4.33)
так что групповой закон сохраняется:

х + х  или т +  т’ -->■ RT + Z-  (4.34)
В силу этого последнего свойства отображение удовлетворяет определению  
представления.

В качестве существенного момента необходимо здесь отметить, что вследст
вие ассоциативности в комбинировании поворотов левая и правая трансляции 
коммутируют:

R gL g. =  L g,Rg: x - + x '  =  д ’ +  х +  д ~ '  (4.35)
Поскольку левые трансляции сами по себе определяют представление группы 

поворотов SU(2) и то же самое имеет место для взятых в отдельности правых 
трансляций, мы заключаем, что пространство поворотов, взятое в качестве 
пространства, на котором реализуются трансляции, реализует представле
ние прямого произведения групп SU(2) х SU(2).

Э тот результат становится более понятным, если воспользоваться отобра
жением труппы поворотов на группу унимодулярных кватернионов или эквива
лентно на группу унитарных унимодулярных 2 х  2-матриц. Более конкретно, 
это отображение имеет вид (см. равенства (4.25) а (4.26))

Т(х0, х) -♦ q(xо, х) -» U(x0, х), (4.36)
где

q(x0,x)  =  x Ql +  Xji 4- x 2j  4- х$к, (4.37)
U{x0, x) =  x 0a 0 -  ;(x • w), (4.38)

a (x0, я) обозначает произвольную точку трехмерной сферы 5 3. Используя теперь 
те же обозначения g, g ' , т, т ' , . . . для соответствующих поворотов, кватернио
нов и матриц (заданных при помощи отображения (4.36)), мы получаем преоб
разования кватернионов или матриц, соответствующие преобразованиям пово
ротов (соотношения (4.29) — (4.35)) просто путем замены аддитивных обозна
чений на мультипликативные. В частности, преобразование поворотов (4.35) 
переходит в
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RqLg-: т т' =  д'ху 1 (4.39)

где g, g ' , т, т' обозначают либо унимодулярные кватернионы, либо соответст
вующие унимодулярные матрицы.

Реализация преобразований Lg и Rg как дифференциальных операторов, дей
ствующих на множестве дифференцируемых функций ( / )  от  (х0, я), квадратично 
интегрируемых по сфере S 3, была уже получена в примечании 4 гл. 3 в несколь
ко ином виде. Реализации преобразований Lg a R g B этом  пространстве функций 
даются соответственно при помощи унитарных операторов _zf  и & g, определяе
мых соотношениями

где г =  т(х0, я) и /(г )  =  f(x0, я).
Дифференциальные операторы, порождающие эти преобразования, могут 

быть найдены путем рассмотрения инфинитезимальных левой и правой транс
ляций. Так, инфинитезимальная левая трансляция элемента т посредством  
g =  (1, е л /2) дает

где параметрами для Ьт являются е(п • я, — пх0 — п х  я )/2 . Соответствующее 
инфинитезимальное преобразование в пространстве функций в результате имеет 
вид

Аналогично инфинитезимальная правая трансляция приводит к соотношению

Эти результаты в точности совпадают с полученными в гл. 3 для матриц вра- 
щейия (рассматриваемых как волновые функции) и, следовательно, для кванто
вой механики симметричного волчка. Другими словами, мы показали, что 
трансляции, реализованные на пространстве поворотов, являются фундамен
тальным представлением квантовой теории симметричного волчка. Поворот  
является примитивным элементом в этой реализации.

Мы не будем здесь выводить дальнейшие следствия этих результатов, пред
почитая вместо этого ввести в следующей главе новую технику — отображение 
Жордана, которая будучи объединена с поворотами, приведет нас к изящному 
способу построения как теории поедставлений, так и коэффициентов Вигнера.

( ^ 9/ ) ( t ) = . / ( L 9 _ 1( t ) ) ,

о а д ( т )  = л л « - . ( т ) ) , (4.40)

(■S’e/X'O = О • • • )/(т),
г д е ^ — дифференциальный оператор

(4.41)

т) =  (1 — ien ■ Ж  +  • • • ) / (т ) ,
где Л? — дифференциальный оператор

(4.42)
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5. Примечания
1. Как мы убедились, использование поворотов является наиболее интуитивным 
и доступным подходом к вращениям и к реализации теории углового момента 
при помощи матриц 2 x 2 или, что эквивалентно, к получению гамильтонова 
подхода к вращениям через кватернионы. (Обсуждение полезности этого поня
тия см. в работе [9].) Это является причиной того, почему в данной главе избра
на такая точка зрения, но следует признать, что сам Гамильтон никогда явно не 
вводил понятие поворота, не располагая (насколько нам известно) существенной 
идеей связывания поворота непосредственно с вращением при помощи двух от
ражений. Здесь мы пытаемся найти место этих идей в приемлемой исторической 
перспективе (без какой-либо претензии на окончательное решение вопроса).

Гамильтонов путь введения кватернионов, обстоятельно изложенный в его' 
«Лекциях по кватернионам» [1], является удивительно окольным (и был так вос
принят его современниками1*). Гамильтон определял кватернионы как «част
ные векторов» (векторов в трехмерном пространстве, см. [1], стр. 107). Мы по
кажем, что это определение фактически вполне эквивалентно определению по
ворота. Наши аргументы сводятся к распространению некоторых результатов 
Клейна и Зоммерфельда.

Прежде всего напомним, что произвольный три-вектор можно рассматри
вать как кватернион, имеющий-нулевую скалярную часть; кватернион v, соот
ветствующий вектору V =  (Uj, v2, у3), может быть записан в виде

V _> v =  vt i +  и2.7 +  v3k.
Известен фундаментальный результат2*, что вращение от вектора V к векто

ру V ' =  (vj, v ’2, vj) — v' =  v[i +  v'2j  +  v'3k  задается кватернионным умноже-

ниеМ V' —> г/ =  qvq~x, (4.43)
где для

Ф\ , , (  ■ Ф
Q =  \ c o s y J 1 +  +  Пг’ +  Пгк^

вектор V ' выражается через V в виде V' =  Л(ф, п)Ч (обозначение матрица- 
столбец, см. (2.6)).

Рассмотрим теперь частный случай соотношения (4.43) для п ■ V =  0. От
сюда следует, что vq ~ 1 =  qv,  так что соотношение (4.43) может быть переписа
но как v' =  qh), т .е. v ' / v  — q2.

Это соотношение имеет несколько следствий.

** Обсуждение у Клейна и Зоммерфельда ([2] § 7) является замечательно ясным и ин
формативным. Основы идей Гамильтона обсуждались также Мак-Даффи [21].

Этот результат был получен независимо Гамильтоном [22, 23] и Кэли [24]. См. при
мечания на стр. 361 работы [22] и на стр. 391 работы [23], в которых Гамильтон признает 
независимое открытие Кэли (и предшествующую публикацию) и отмечает, что он проде
монстрировал свою формулу Грэйвсу в начале 1844 г. В своих Избранных трудах (т. 1, 
стр. 586) Кэли замечает, что открытие Гамильтона предваряет несколькими месяцами да
ту его (Кэли) работы.
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а) Поскольку д2 само является кватернионом, мы видим, что гамильтоново 
определение кватерниона как «отношения двух векторов» является вполне зна
чимым и общим. (В нашем рассмотрении требовалось, чтобы q 1 было унимоду- 
лярным, но если позволить векторам V  и V ' иметь различные длины, условие 
унимодулярности может быть опушено.)

б) Имеет смысл взять квадратный корень из этого соотношения и решить его 
относительно унимодулярного кватерниона q :

q =  (v'/v)*,
где положительный знак выбран при помощи отождествления q =  1 с нулевым 
вращением. Квадратный корень вводит имеющий особую важность половин
ный угол ф/2.

Мы показали таким образом, что понятие поворота Т длины ф/2 с осью п 
согласуется во всех деталях с определением Гамильтона унимодулярного ква
терниона q, ассоциированного с тем же вращением.

Чего недоставало в подходе Гамильтона, так это непосредственного ассоци
ирования поворота (йапример, q выше) с самим вращением. Использования ос
новного соотношения (4.43) в действительности недостаточно, поскольку это со 
отношение определяет точное представление группы  5 0 (3 ), а не группы поворо
тов SU(2). Именно непосредственное ассоциирование поворота с вращением, ин
дуцируемое посредством двух, отражений, дает желаемую группу SU(2). Э тот  
результат (принадлежащий, насколько нам известно, Клейну и Зоммерфельду 
[2], стр. 938), был впервые сформулирован Шенфлисом [25] в 1910 г. (Он был не
зависимо использован Вигнером в его знаменитой работе [3] по группе Пуанка
ре.)

Мы пустились в этот исторический экскурс в гораздо большей степени, чем 
обычно, так как эти основные идеи стали частью физического фольклора, и наб
людается изобилие неточностей. Впервые мы узнали об использовании двух от
ражений для генерирования вращений от  проф. Велтона, который приписывал 
идею (не претендуя на точность) Гамильтону.

Использование поворотов развивалось интуитивно и приписывалось (оши
бочно) одним из нас [26] Гамильтону; данная заметка является попыткой внести 
исправление. Мы хотим выразить признательность д-ру Р. Хартунгу1’ за пере
писку, касающуюся происхождения поворотов. (Предварительный вариант дан
ной, главы был изложен в лекциях [27], прочитанных в Кентерберийском универ
ситете в 1974 г.)

2. Испольэованйе отражений как основного элемента в развитии геометрии 
Зыло хорошо известно в математической литературе (см., например, [28]).

3. Проблема «вращений на 2тг» обсуждалась в математической литературе с 
несколько отличной точки зрения.

Сначала рассматривается групповое пространство для SO(3). Оно является 
сплошной сферой радиуса ж в трехмерном пространстве. Общее вращение опи
сывается при помощи направления я, а угол вращения в есть радиальное рассто-

Хартунг [2ба] рассмотрел значение вращений на 2тг (и поворотов) для принципа Пау
ли и геометрии.
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яние (0 <  в <  7г). Для 5 0 (3 ) вращение на 2ж объявляется единицей, так что диа
метрально противоположные точки на поверхности сферы отождествляются.

После этого рассматриваются замкнутые пути в групповом пространстве, 
начинающиеся и заканчивающиеся в единице (гомотопии). Все такие пути непре
рывно деформируемы в один из двух различных типов: а) путь, эквивалентный 
нулевому вращению (единице), или б) путь, эквивалентный вращению на 2ж [29].

Что это означает для физической реализации вращений? Понятие гомотопии 
означает физически, что данный физический объект рассматривается в трехмер
ном пространстве и производится любая замкнутая непрерывная последова
тельность вращений (т.е. движений, оставляющих фиксированной одну точку 
объекта и приводящих снова к начальному состоянию). Результат на основе дан
ного выше гомотопического рассмотрения таков, что любое такое движение де
формируемо в одно из двух движений: а) отсутствие вращения вообще или б) 
вращение на 2-к. Это последнее объявляется, согласно группе SO(3), эквива
лентным по его действию на физический объект единице! Физически отсюда  
мы узнали очень мало, так как все зависит от не имеющего ответа вопро
са — изменяется или нет физический объект при вращении на 2тг? (Вейль ([30], 
стр. 184) выражается неясно как раз по этому пункту.)

Большое преимущество конструкции Дирака (гл. 2) и поворотов (эта глава) в 
том, что они показывают физически, что вращения на 2тг не эквивалентны еди
нице для системы отсчета. Таким образом, второй тип гомотопного пути в дей
ствительности не возвращает физический объект в его начальное состояние.

Мы посвятили много места этому рассмотрению, поскольку вопрос этот яв
ляется источником многих недоразумений в физической литературе. Кроме то
го, из предыдущего обсуждения видно, что физическая и математическая точки 
зрения имеют мало общего.

Рассмотрение этой проблемы в физике затрудняется из-за того факта, что 
спинорная волновая функция при вращении на 2тг подвергается только измене
нию знака. Н о изменение фазы волновой функции не приводит к каким-либо фи
зическим следствиям (более полно это обсуждается в работе [32]). Имея это в ви
ду, Вакри [31] сформулировал два физических правила для разъяснения физичес
кой проблемы вращений на 2ж: 1) Состояние изолированной системы невозмож
но отличить от состояния, полученного в результате вращения на 2пж (п =  0 , 1, 
. . .), независимо от того, какая система — классическая или квантовая. 2) Если 
система не изолирована, то можно определить самое большее, четно или нечет
но число вращений на 2ж. Заметим, что выполнение первого правила требует вы
полнения правила суперотбора Вигнера (см. [32]).

Литература
1. Hamilton W. R., Lectures on Quaternions, Dublin, 1853.
2. Klein F., Sommerfeld A., Uber die Theorie des Kreisels, Vol. I, Teubner, Leipzig, 1897.
3. Wigner E. P., Ann, of Math., 40, 149 (1939).

Об унитарных представлениях неоднородной группы Лореица.
4. Artin Е„ Geometric Algebra, Interscience, New York, 1964.
5. Stone М. H., Proc. Natl. Acad. Sci. U. S., 15, 198, 423 (1929).

13-59



Гл. 4. Теория поворотов по Гамильтону

Лгзейны; з rvxiPsy-эзом пространстве: I. Геометрические аспек
ты. К. Алалтг'глйсуне яслксты,

5. /эп 1 teur,;ar.:. h... .-хг.сл. л-л:;:,., Р.;. 570 (1930).
ZQ—,lz zvlz:l\ -:ы>; -.еллл эрмитовых функциональных операторов. Об
ijrreops фугзцзавьп £ых опезаллл л теории нормальных операторов.

7. Jane?. Р. ■ Р . г л ли PP.с ns г/ Рлллллп Mechanics, Addison-Wesley, Reading, Mass.,
1P53.

1. ~Я"а:г.■ P.'. Р JtegsiE: 1Рейцеп, London, 1948.
S, л ;;-;;- ;•/. J ,, hoj l o t t o s ;  te . .  J. Phys., 46, 251 (1978).

Ргсетл ггой&ых ‘'лгал ль :;;;иусР;лслкг я двухуровневая система. I. Вращение и со- 
лолулелыл "лллол.

:0. ssyx.ua, T is .Ciarsoar of Piiysicsi 2sw, MIT Press, Cambridge, Mass., 1965.
Юл. Pro::. Pioy. See.. .i..S0, SO (1931).

jC2SST«aE2Ssie ;;ИЕгуя£рнс ттж з гле'л.уммагнитном поле.
106. Зоуа L. J., Carimr.c J. P., Mateos S., Pcrtschr. Physik, 26, 175 (1978).

tp ~ п а : ,
11. Zy> -t " '  I. P., ?curiar 2eriss and Integrals, Academic-Pses«i Nei# York, 1972.'
12. i _  < P P., ?ro( cad. Sci. U. S., 39, 510 (1953).

>' :u 2 зя пргдстЕвланнй.
13. i в»: Croup Theoretic. ~ ;ts and Methods in Elementary Particle Physics (ed.

I - . ), Gordon and Згза„., . .r.. fcrk, 1964, p. 391.
Хонтрглщи групп Ли л ах пргдетавлзнхй.

14. Е.а Duke Main, Р , 15, 221 (1951).
Класс онерй/лорны;- anreSp, которые определяются группами.

15. Saietcn Е. J., Р  Math. :?луз.,"3, ! р 9 б р . 
гСснттглцЯ'Т Гуупд hi:-,

15. >'7. Т., 'Юхог: AHCL-109S, Atosric Energy of Canada, Chalk River, Ontario, 1960.
Алгебра Рада я зоатразззя груап.

.7. Ж%,1$г .5. Р., ллрлегРлл i f  Огота Theory to the Special Functions of Mathematical 
Physics. I s c x r s  act*s, Princetos. University, Princeton, 1955.

18. Tmmsa J. D.. Ssscla: Punctionsr л. Grcuo Theoretic Approach, Benjamin, New York, 
1968.

19. Misner С. V/., Thoms X. P., Wtts&ier J. A., Gravitation, Freeman, San Francisco, 1973.
20. Ehisrs J., Rinaisr / / ., P.cbinson i  in: Perspectives in Geometry and Relativity (ed. Hof- 

fa irnc  2.; incitina U P /. Press. Piocmington, Ind., 1966, p. 134.
КватгркгсЕ»!. Зкзгхторьк я грулпа Ловзшда.

21. MccDPj'ia Р, l\, З с 'Р к  l/iath,, IP, 25 (1944).
Долг л лУ’1 ,ллл : л'у

22. Hamiitca Г/. P . P. toy. 1пга лле.с., Ш, 1 (3847).
G лжгяжхогх..: аь; .-слон озстк.-:е « а м ш  чисел в алгебре; с некоторыми примене-
НК£ЫГ'1.

23. XamiHO'i Р. Р.,, Р-..-. Роу. Irish Acad., ГУ, 38 (1850).
О sssrej>iB3!os£s л .jjfassHSE тзе&дог; тела.

24. СяуггуР!, Puil. 1/<ач,,. s96 (1S48).
С s :-ls ::с r-sopsz вращений.

25. 2 ”. L'.ftric:, Р.-соло- ■ VifiLsrnatico di Palermo, 29 (1910).
26. -  i -  :;.з h s r : -P. РаиЦига Theory o f Angular Momentum, Academic Press, 

У P rP.
2б£. ГР , ' P . . (1979).

f  Pa-'ЛЕ '.I :'?.:,;;,,;етрия.
27. P .!■. P. P. Po .^слагэс, Canterbury University, Christchurch, N.



Литература 195

28. Bachmann Е„ Aufbau der Oeometrie aus dem Spiegelungsbegriff, Springer, Berlin, 1959.
29. Wigner E. P., Group Theory and Its Application to the Quantum Mechanics of Atomic 

Spectra, Academic Press, New York, 1959. [Имеется перевод: Вигнер E. Теория групп и 
ее приложения к квантовомеханической теории атомных спектров.— М.: ИЛ, 
1961.].

30. Weyl Н„ Gruppentheorie und Quantenmechanik, Hirzel. Leipzig, 1928.
31. Bacry H„ La Recherche, 83, 1010 (1977).

Вращение фермионов.
32. Biedenharn L. C., Louck J. D., The Racah — Wigner Algebra in Quantum Mechanics, 

Addison-Wesley, Reading, Mass., 1981.



ГЛАВА

Применение бозонного исчисления 
к теории поворотов

1. Введение
Как было показано в предыдущей главе, пространство поворотов является про
странством определяющего (фундаментального) представления группы 
SU(2) * SU(2), т .е. группы симметрического волчка1*. В настоящей главе мы  
покажем, как полная теория представлений этой структуры может быть получе
на из отображения (обобщенного отображения Жордана), которое отображает  
общий поворот в оператор (матричный бозонный оператор), действующий в 
гильбертовом пространстве. Посредством этого построения мы получим объе
диненное изложение состояний углового момента, матриц вращений, а также 
коэффициентов Вигнера. Интересный аспект этого м етода состоит в том, что он 
автоматически приводит к трактовке коэффициентов Вигнера в виде дискретизи
рованной матрицы вращения (разд. 8 ниже), из которой в свою очередь следует 
связь между коэффициентами Вигнера и полиномами Якоби ([1], дополнение 
III).

Ключевая идея этого объединенного изложения — отображение Жордана 
поворота в матричный бозон — имеет более широкую область применения, чем 
сделанное здесь приложение. Чтобы рассмотреть эту структуру в более Общей 
форме, мы сначала разовьем достаточно подробно технику бозонного исчисле
ния. Надеемся, что это отступление не слишком сильно нарушит последователь
ность изложения.

2. Экскурс в бозонное исчисление
Гярмонический осциллятор. Бозонное исчисление берет свое начало в трактовке 
основной физической задачи — квантовой механики линейного гармонического 
осциллятора. Так как в квантовой физике (свободное) поле, например электро
магнитное поле, может рассматриваться как набор бесконечного числа гармони
ческих осцилляторов, эта элементарная задача имеет большие применимость и 
значение, чем может показаться сначала.

Звездочка * обозначает, что эта группа является подгруппой прямого произведения 
групп, причем подгруппа определяется дополнительным соотношением ^ 2 = Л'2-, см. 
примечание 4 гл. 3.



2. Экскурс в бозонное исчисление 197

Гамильтониан для такого осциллятора в одномерном случае задается в виде
р 2 та>2 ^

Н  =  ^ -----1— —  q , (5 .1)
2т 2

где q — перемещение осциллятора (частицы) от  некоторого фиксированного на
чала, т — масса частицы, а со — (классическая) круговая частота осцилляции.

Квантование определяется тем, что мы заменяем р  и q самосопряженными 
операторами1*, действующими в гильбертовом пространстве, которые удовлет
воряют (на плотной области) коммутационным соотношениям Гейзенберга

[я , р \  =  т .  (5.2)
Таким образом, гамильтониан становится самосопряженным оператором, 

который может быть признан положительно опоеделенным на всех векторах
I ф > своей области определения:

1 то}2
<Ф\Нф> =  г — <РФ\РФУ +  < # 1 # >  >  0. (5 .3)2т 2

(Оператор Н строго положителен, так как равенство (ф\Нф) =  0 предполагало 
бы, что р\ф)  =  = 0 ,  а это противоречит соотношению Гейзенберга.)

Теперь вводим бозонные операторы, определенные следующим образом:
«оператор рождения» =  а =  (ma>/2h)^q — i(2tima>)~ i р , (5 .4 ) 

«оператор уничтожения» =  а  =  (тсо/2Л)*д +  i(2fimo)~ip.  (5.5)

(Отметим, что а сопряжен с а.) В силу определения бозонные операторы подчи
няются коммутационным соотношениям

[ в ,а ]  =  1. (5 .6)

Гамильтониан Н, записанный в терминах бозонных операторов, принимает вид

fito
Н  =  (аа +  аа) — fiw(aa +  5). (5.7)

Пусть I ф0) — нормированный вектор, удовлетворяющий соотношению

я|<Ао> =  0. (5.8)
Если использовать реализацию Шредингера операторов р  и q, согласно которой  
р  — — ih(d/dq),  то соотношение (5.8) становится линейным дифференциальным 
уравнением, решение которого имеет вид

О # о >  =  Фб(х) =  ехр( —х 2/2 ), (5.9)

где х  обозначает безразмерную координату:

х  =  (та>/Л)*д.

4 Различие между эрмитовыми (или симметрическими) и самосопряженными операто
рами важно в тех случаях, когда может возникнуть проблема области определения.
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Условие нормировки на I ф0> получаем из скалярного произведения 

(ф\ф> =  j  “  Лф*{хЩх) d x . *

<<AoliAo) = \Фо(х)\2 dx =  1, (5.10)

что отождествляет наше гильбертово пространство с L?( — оо, оо).
Таким образом, гамильтониан Н,  действуя на вектор I ф0>, имеет собствен

ное значение Асо/2. Обычно эту энергию вычитают («нулевая точка», или мини
мальная энергия) и определяют новый безразмерный оператор N  (оператор 
«числа частиц»):

(#а>) ~ 1Н  — ^ =  N  =  аа. (5.11)

Полное множество нормированных собственных векторов { I фп) | может 
быть построено из Г̂ 0>, используя определение

\Фп> =  (п'.)-Ца)п\ф0У. (5.12)

Легко видеть, что эти векторы являются нормированными собственными векто
рами оператора числа частиц N,  принадлежащими собственному значению п:

Щфпу = п \ ф пу. (5.13)

Названия «оператор рождения» для а и «оператор уничтожения» для а следу
ют из интерпретации соотношения (5.12). Оператор а повышает собственное 
значение п на одну единицу («порождает квант возбуждения Аоо»), соответствен
но а, действуя на I фп) , понижает собственное значение п на одну единицу («унич
тожает один квант»).

Анализ оператора N  и соответственно гамильтониана Н  приводит к следую
щему важному результату. Оператор числа частиц N  имеет спектр, совпадаю
щий с неотрицательными целыми числами Z + ; каждое собственное значение 
невырождено, и собственные векторы I фп) образуют полный ортонормиро- 
ванный базис для ^  где Л?— (сепарабельное) гильбертово пространство 
L 2(— оо, оо) на вещественной прямой.

Гильбертово пространство аналитических функций1̂ . Имеется другой путь 
изложения квантовой механики гармонического осциллятора,- который подчер
кивает классические аспекты квантовой структуры. Он состоит в построении 
(которое исходит от Шредингера [10]) волновых функций, минимизирующих со
отношение неопределенностей Гейзенберга Д/?Д<? ^  А/2 . Существование таких 
«когерентных» состояний, или состояний* «минимальной неопределенности» 
(которые в действительности достигают наинизшего значения А/2), является

Важные статьи, вводящие и развивающие эту тему, принадлежат Дираку [2], Берг
ману [3], Баргмаиу [4], Сигалу [5], Клаудеру [6], Клаудеру и Судершану [7], а также Му- 
куиде и Судершану [7а]. Обобщение см. в работе Гроссмана [76]. Имеется также обзорная 
статья Вольфа [7в]. Приложения к теории углового момента даны Швингером [8] и Барг- 
маном [9].
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особенностью гармонического осЕИЛЛятсрг. ' л.: л  л: у .  i. ^;лл?ол л л п ;ы з
работе [68] в связи с соотношениями кеогргг лсл лл>лor." >sct<53r£.)

'Другой путь рассмотрения состс-=:ий . ж » ,  -.-г п-л-? 5 .* - л л:с~о-
ит в рассмотрении этих состояний как ccScms:-.-л гл.; ;■ ллл...; s-zjpamcca унич
тожения а. Э тот подхбд очень скоро привес ла-.; :с : , л у :-ллл: ::сте?-5.-:'г:-:ь:х 
состояний.

Сначала отметим, что основное сослолкл- yr„ ;s_-_o ссбственкым
состоянием оператора уничтожения (см. >..07; а Tpas-C-T-fcsa:: лупглсму соб
ственному значению. Как следует из {5.5}, срегнхе гначенх-. :лерал;рсЕ импуль
са и координаты для этого состоякз.л Ц-у.ур-ф-y = z  < ‘.i-G 1 _у’>-а> = с ср) 
также равны нулю. Распределение импульса y0i 'j -  /со)^ 0' ’Й ~ -Tic"
пределение координаты Д# = К ^ Ц ?  — '■ гьднсдить,
равны . . .  . „

А р  — { f i m c o / ' z . ) * ,  „■./ ‘ 3 . 1 - 4 )

так что Д р =  й /2; следовательно, осноено г состояние , -• з СгЛлом дгл& явля
ется состоянием минимальной неопределек^- ;гз. (Ч-йлсзъхе ;ллс'клл“лк .лэжго 
проверить, заметив, что эти значения приведет л знергаи Ла/'2, лто л т^глуется 
для основного состояния.)

Чтобы получить все другие состояния ш.~тшп,я-:й --с-л т_ -ж г .ъ я ст>., мы 
просто смещаем основное состояние, лслол^:л-, ^-лнллл^л, ozszvzo-p смеще
ния:

°%(£,ri) — ехр{ — /[(2/тлл;;-' -  ;2лл • л ■ Г \  :5. i 5)

где £ и;; — безразмерные вещественные ~з.а<г. Ус. ллл:-л л-: - с "  "'с;«дес~2й Бей
кера — Кемпбела — Хаусдорфа

еЛВе~Л =  Z  ^ л : /—
L - 1;

Где [ ^ , 5 ] (0) =  Д  [ Л 5 ] (1) =  Гл,3;; ^  _Г;-0_,

находим
( .̂ j ) ~  :- --- л; +  .г  ,-3-:л)

Это оправдывает название оператора снелл л ля т л л л ; ^ллл^-^л итера
тор в на комплексное число f  = £ -г /-,7 3 т'-. л-снах:; ' лл:_лллэ ж и г  г. ?/{(') 
имеет вид

# ( l) =  exrKi/' •- !5')

Требуемое множество состояний р/шлл?,:.л лло .-; -лл,-л.. -ч л л л л " - л у  л лкерь 
видно, совпадает с множеством | ■ . -л"л ллг" лл‘л ллл^лслеля.л (со
гласно построению) и образуют набер лг-ллл-лл з:лг~; лл/. ; л:;г л л  ллл каж
дого комплексного числа f. Обозначим л -  н :• л'/-:ъ, лг. л

|<?-> =

Определяющей характеристикой {котораг; : г - и  ^  . :  -•: 5л lu ^ r r - r ;  -:сот
ношение

а !«?-> =  ЛЛ>
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Словами это можно выразить так: оператор а действует на единичные векторы 
{ j как оператор умножения: а — f.

Однако этот набор единичных векторов1̂ { \ё^> ) не ортонормирован. Нахо
дим, что скалярное произведение равно

<41^ >  =  < ^ o l^ _ 1(a )'# ( /W o >  =  e x p ( - i | a |2 -  f |/ i |2 +  a*ft), (5.19) 
что порождает величину

К<У<?/(>1 =  ехР( - i l a  -  р\2)- (5-20)

Э то выражение ясно показывает, что никакая пара этих единичных векторов не 
является ортогональной. В физической литературе [6] эта ситуация описывает
ся как «переполненный набор состояний».

Из коммутационного соотношения [о, a] =v-4 следует, что в соответствии с 
реализацией а — f  на { le f) j , нужно добиваться выполнения действия операто
ром а как дифференциальным оператором: — а — d/d$.  Для достижения этого 
необходимо заменить нормированные векторы I ё̂ > на ненормированные векто
ры  lej.) — e lfl Ifij.). Наиболее целесообразная процедура состоит в выражении 
этих векторовв терминах базиса I фп) =  (л!)~ 'Лап I ф0) . Используя Щ£) =
-- exp(fa — f*e) и свойство (5.8), находим

тг
|е?> =  I ( / : ! ) " !C V k> = ^ o ) .  (5-21)

k = ° _
В этой форме легко обосновать действие а — f, — а — d/d$  на множестве 
{ I е̂ .) ]. (Отметим, между прочим, что любой собственный вектор для а являет
ся с необходимостью нулевым вектором.)

Множество { I е̂ .) ] называется (в математической литературе [4]) набором 
основных векторов. В терминах этих векторов мы можем теперь получить но
вое гильбертово пространство изоморфное гильбертову пространству ^ с о 
стояний гармонического осциллятора.

Для каждого кет-вектора I/>  в пространстве .^'определяем функцию /  ком
плексного переменного f:

Д О  =  < / |е с>, (5.22)
где скалярное произведение справа берется в Ж  Используя выражение (5.21) для 
1е̂ ->, находим

<5 '23)k=o(* >

где А к - </1 фк).  Таким о б р а з о м ,/— целая аналитическая функция комплекс
ного переменного f. Обратно, так как каждая целая аналитическая функция /  
может быть разложена в виде (5.23), мы можем определить кет-вектор I / )  е  Ж  
формулой I/>  =  А кI фк),  и этот кет-вектор соответствует/. Эти результа- 

к

” Под единичными векторами здесь понимаются векторы единичной длины. — Прим. 
перев.
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ты показывают, что существует взаимно-однозначное соответствие между мно
жеством целых аналитических функций комплексного переменного f  и множест
вом векторов гильбертова пространства Ж.

Частные примеры соответствия векторов из о^и целых аналитических функ
ций даются формулам”

Гильбертово пространство ^ т еп ер ь  определяется как пространство целых 
аналитических функций со скалярным произведением двух функций / ,  g е

Используя скалярное произведение (5.25), находим, что (ик, ик.) =  5 ^ ,,  и из 
этого результата следует, что ( / ,  g) — </1 g>*. Таким образом, гильбертовы 
пространства Жм  ^изоморф ны

Замечания. Пространство ^ и м еет  некоторые замечательные свойства, кото
рые делают его особенно удобным для приложений в математической физике. 
Отметим здесь следующие свойства:

а) Каждый элемент из ^соответствует в точности одной функции. (Это рез
ко отличается от  общей ситуации в пространстве L 2, где элементом пространст
ва является класс эквивалентных функций, отличающихся самое большее на 
множествах меры нуль. Аналитические функции, отличающиеся на множествах 
меры нуль, являются идентичными.)

б) Последовательность функций / л, сильно сходящаяся к / ,  предполагает по
точечную сходимость: f„(z) — Д г). (Это другой аспект сильной корреляции меж
ду локальными и глобальными свойствами, характеризующими аналитические 
функции.)

в) Аналогом дельта-функции Дирака b(q — q ')  для пространства ^является  
воспроизводящееся ядро f), определенное формулой

Наиболее эффективный путь вычисления скалярного произведения состоит не в инте

грировании, а в дифференцировании. Для 1̂ > = ф(а)I ф0>, Ф{а) = акак и ф*(а) =

\фкУ-Шк,  к  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  

ык( 0  =  Ш Ъ >  =  С / ( к ^ :
Ю  -*■ еа, ссе С,  

еа(С) =  <еа1е4> =  е*4 . (5.24)

со

71 J %
(5.25)

j(to) =  -  d^dt je  kl JT(w, О А О
71 J*

— x

к
= ^  a p f  находим, используя коммутационное соотношение [а, а] =  1 и а I ̂ 0> = 0, что

к
</!*> = U'(d/da)g{a)]axQ.
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где f) =  (еш, ер =  е ^ ' . Хотя ядро в в е д е т  себя как и дельта-функция Ди
рака (так как ядро имеет свойство самовоспроизведения), но при этом  оно не 
имеет каких-либо сингулярностей.

г) Наиболее замечательное из всех свойств пространства ^ “касается легко
сти, с которой могут быть строго определены операторы и их области опреде
ления. В частности, каждый линейный оператор в ^  имеющий {еа J в качестве 
области определения, является интегральным оператором.

Значение этого замечательного результата для математической физики со
стоит в том, что он дает ключевой пример, для которого использование обозна
чения бра-кет Дирака является строго справедливым. В остроумном обозначе
нии Дирака кет-вектор 1а> является элементом гильбертова пространства, бра- 
вектор, записанный как <01, является элементом дуального гильбертова про
странства, а спаривание (</31, 1а>) — €  обозначается < /31 от > и дает скалярное 
произведение. Д о  сих пор все это по существу стандартно, но Дирак идет дальше 
и определяет единичный оператор как ^  !а> <аI и, более того, общий one-

а
ратор как линейную комбинацию операторов ранга один, т.е.

оператор =  X  =  £  A ^ la )  <j8|. (5 .26)
<*.0

Это эквивалентно определению общего оператора как матрицы. Замечательно, 
что для пространства эти результаты являются полностью справедливыми 
[П].

д) Заметим, что, так же как для произведения гильбертовых пространств п 
гармонических осцилляторов, мы можем определить гильбертово пространство 
&Л как прямое произведение

J * „ =  J5" ®  ®  , множителей, п <  со.

е) Значение гильбертовых пространств и JF для настоящей книги состоит  
в том, что некоторые свойства этих пространств, в частности свойство, рас
смотренное в замечании «г», позволяют полностью обосновать наши формаль
ные операции в технике бозонных операторов. Мы не приводим этого обоснова
ния но сама возможность такого обоснования существенна с точки зрения дове
рия к нашим результатам.

3. Отображение Жордана
Происхождение отображения Жордана. Физические явления в релятивистской 
области энергий характеризуются рождением и уничтожением частиц; соот
ветствующим обобщением квантовой механики, включающим симметрию Пу
анкаре (относительность Эйнштейна), является квантовая теория поля, с необ
ходимостью включающая бесконечное число частиц. Жордан [12] показал (в 
1935 г.), что основная техника квантования поля может быть алгебраически 
охарактеризована очень просто с помощью так называемого отображения
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Ж о р д а н а Это отображение из одночастичной реализации кинематической 
группы симметрий [13] в полевые операторы бозонного или фермионного типа. 
Мы используем отображение Жордана для бозонных операторов, чтобы дать 
теорию поворотов, как чрезвычайно полезный вычислительный инструмент в 
теории углового момента.

Результат Жордана может быть выражен следующим образом. Рассмотрим  
гильбертово пространство с%?п, соответствующее п кинематически независимым 
бозонам, и пусть X  обозначает rt х  я-матрицу.

Отображение ^fn  х  п-матриц в бозонные операторы, действующие в Жп, 
заданное формулой П

& : Х = ( Х Ц) ^  I  X ifiia} =  & x,

или формулой
< е \ Х ^ Х х, (5.27)

сохраняет операцию коммутирования матриц.
Доказательство. Доказательство прямо следует из бозонных коммутацион

ных соотношений: [ар ajl =  5 ^  [а;, aj\ =  [«,, a j  =  0. Через а обозначим вектор 
столбец со1(Я[, ... , ап), через а — вектор-столбец соЦвр ... , ап) из сопряжен
ных операторов и через а — вектор-строку (aj, ... , ап). Тогда для любых двух 
п х  «-матриц X, Y  имеем

g - . X ^ a X a  =  Sex, Y ^ a Y a = ^ y .

Таким образом, для коммутатора - ^ ]  находим

\_^Х, -2V] =  LaXa, a Y a \ =  а\_Х, YJa =  !£lXtY]. щ

Таким образом, отображение Жордана имеет свойство

l s e x , s e Y-\ =  s e lx,r\, (5.28)

и, более того, оно линейно над С:

+  jU-Sfy =  у, Х,1леС. (5.29)

Единичная матрица в кольце п х  /г-матриц имеет отображение
Л

11 -> iP , =  аа — £  <*&; (5.30)
i = 1

ясно, что оператор i f ,  коммутирует со всеми { ^ } .М ы  будем называть опера
тор JSf, оператором Эйлера (и обозначать его ё), так как он диагонален на под
пространстве однородных полиномов из <%?п.

Это отображение было использовано Швингером [8] в его знаменитом докладе 
(1952 г.) «Об угловом моменте», В соответствии с-этим оно часто называется «отображе
нием Жордана — Швингера». Интересно отметить, что (в 1944 г.) Дирак [12а] использо
вал бозоиное построение, которое он назвал «expansors», чтобы дать унитарные представ
ления группы Лоренца.
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4. Применение отображения Жордана
Чтобы оценить значение отображения Жордана для углового момента, теперь  
мы продемонстрируем легкость, с которой могут быть получены многие резуль
таты гл. 3. В гл.З мы использовали алгебраическую технику Ли, примененную к 
общим операторам углового момента J. Чтобы применять отображение Жор
дана, рассмотрим простейшую точную реализацию, а следовательно, использу
ем реализацию, заданную с помощью поворотов r(cos(i/'/2), /?sin(i/>/2)) из гл. 4. 
Мы берем ф бесконечно малым; в соответствии с этим (как следует из (4.38)) рас
сматриваем матрицы Паули J — а/2.

Рассмотрим гильбертово пространство Jif2 для двух бозонов и отображение 
Жордана .

Пусть обозначает линейное пространство векторов состояний вида
Р (д 1, д2)Ю>, где P(av а2) — однородный полином от («j, а )̂ степени 2/ (целое 
число), а 10) обозначает кет-вектор, такой, что в^О) =  «2Ю> =  0. Простран
ство ^ ^ и н в а р и а н т н о  относительно действия бозонных операторов Jt ,так что 
собственные векторы для углового момента могут быть записаны в виде

Э то множество базисных векторов для нумеруется с помощью т =  j ,
j  — 1.........— j; таким образом, пространство JgVj) имеет размерность 2.j +  1.

Операторы J ± ±  iJ2, имеют (как следует из (5.31)) такую явную бо
зонную операторную реализацию:

Действие этих операторов на базис { I jm  > ), как легко проверить, является стан
дартным действием:

& :  |(Х; -> Ji == =  i(a<T,a). (5 .31)

Отображение Жордана гарантирует нам, что бозонные операторы1 ̂ /г- удовлет
воряют коммутационным соотношениям

(5 .32)

PJm( a i , a 2) = (5 .33)
[(./ +  m)\( j  -  m )!]* '

J  4- —  J -  —  a 2a li
J 3 =  $(aia l -  a2a 2). (5 .34)

J±  | j my  =  [ ( /  +  m)( j  ± m +  1 )]*|j, m ±  1 >,

J*\jm)> = m\jmy. (5 .35)

 ̂Для простоты обозначений мы используем для бозонного оператора тот же символ 
J-t, который мы использовали выше для обозначения общего оператора углового момента. 
Эти термины логически различны, и мы надеемся, что никаких недоразумений не возникнет.



Оператор Эйлера <?= ^  a p i -  аа также диагонален на JffQ-ri:
i

S\ jmy =  2j\jmy.  (5.36)
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Э тот результат показывает, что с помощью отображения Жордана множе
ство всех собственных подпространств для углового момента (каждое в точно
сти 1 раз) получается наиболее экономно.

Замечание. Проверка соотношений (5.35) и (5.36) использует свойства 
ejlO ) =  «210> =  0, которые предполагают, что J + 10> =  7_10> — / 310> =  0, а 
также <f 10> =  0. Если &  — любой полином от и д ;, такой, что &  10> =  0, то  
действие &  на состояние I jm )  — Pjm(a i> aJIO)  задается формулой 
&  \ jm)  — \&, Pjm(a{, a 2)] 10 >. Базисные коммутаторы [at, в ]  =  [c;, а-] =  0 и [ в ;,
О] ] =  5гу позволяют заменить коммутатор Pjm(av  flj)] другим полиномом, 
действующим на 10>.

Конечные преобразования пространства (а следовательно, и про
странства ^ ) ,  порожденные J, получаются путем взятия экспоненты от  отобра
жения Жордана — 1фй • а/2.  Заданному повороту Т( cos (^ /2), л sin (ф/2)) соот
ветствует унитарная унимодулярная 2 х  2-матрица и(Ф, п) =  ехр (— гфп ■ 

а/2),  "Которая через отображение Жордана — 1фп ■ а/2  сама соответствует 
унитарному бозонному оператору:

Т ( c o s r i s i n g )  -+ е х р ( - л j/h ■ в /2) -»■ exp(^f _^л.в/2)

=  ехр( — 1фп ■ Л?„/2) — ехр( —г'|j/n ■ J). (5.37)
Взятие матричных элементов в приводит к

<уш'|ехр( -  1фп • J*?e/2)|jm ') =  £Ут.т(ф, п). (5.38)

Заключаем, что взятие экспоненты от отображения Жордана ( — 1фп • а/2) по
рождает каждое неприводимое представление группы поворотов:

Т(со%^ф, r i s i n g )  -> & (ф ,п ) ,  7  =  0, j ,  1 , ----- (5.39)

. Замечание. Можно также рассматривать отображение Жордана матрицы

U =  Щф, я): U  — - 4 /  =  Y, ui f P f  Заметим’ однако, что
i. i

Мы видим, что имеет смысл элемента алгебры Ли с базисом J + , J _,  / 3> а 
не конечного преобразования, порожденного J.

Основной результат (5.38) позволяет дать другой вывод матриц вращений, 
который избегает прямого вычисления экспонент, как требовалось в нашем пер
воначальном определении (3.35). Таким образом, для U =  ехр (— • а/2)  по 
определению матриц вращений имеем

r v \ jmy =  £Z>i.-m( l/)J V ( a i ,a 2 ) |0 > ,  (5-40)
m ’

где

(5.41)
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С другой стороны, учитывая (5.33) и ^ 1 0 )  =  10>, можем записать

F v \jmy  =  { .TvPjm(au a2):T и->).TV |0>

=  |0>, (5 .42)

где а \ — JFyiijJT'u-i. Э то дает1)

а2 ^  ^11^1 и2\&2->
&2 ^  ^ i2#i "Н М22@2-> (5 .43)

где U  — (и -̂). Подставим теперь эти преобразованные бозоны в одночлены, за
данные формулой (5.33), и разложим по первоначальному одночленному базису:

( « 11Й1 +  W2 ltf2)j+m(« 12«l +1*22^2 У~
[(./ +  rn)\( j  -  w )!]*

|0>

Г / -  W  S( « 2 l ) S(M l2 )J m ‘( « 2 2 ) ’ 2 J _ s _ t J +
=  [ o +  « ) ! 0 - « ) ! ] * ! — ------------------------------ a 2 f , l o >

„ (y +  WJ -  i) ! i! (y  -  m -  tV-tl 
b « 2 ) | 0 > ,

гм'

где

=  [(./ +  w ) !(./ -  w )!(./ +  w ')!(7 -  m ' ) ! ]1

( W  j 1 ) ^  +  Ш  ~  S ( W 2  I ) Л( ^  l 2 ) m  ~  m  +  X( M  2  2 У  ~  m ~  S
X V ----------------------------- ------------------------------------------ ( 5 .4 4 )

s. (J +  m — .v)!.v!(m — m +  .?)!(./ — m — .?)!
Замечание. Этот вывод матриц вращений (функций представлений) показы

вает, что мы могли бы рассматривать произвольное линейное преобразование 
а , — Zua, +  z2ia2’ а2 J  z \2a \ + zxfi> Zjje  С, бозонов, таким образом получая 
функции./?^ :m{Z), в которых унитарные элементы utj заменены на произвольные 
комплексные числа£... Существенное свойство этих функций, которое следует из 
вывода, состоит в том, что матрицы £V(Z) обладают мультипликативным 
свойством D>(Z)Di{Z') =  D>{ZZ') для произвольных комплексных матриц Z  и 
Z' (или для любой матрицы Z от  неизвестных, которые коммутируют).

5. Обобщение отображения Жордана
К необходимости обобщения отображения Жордана можно прийти двумя со
всем различными путями. С точки зрения поворотов можно видеть, что отобра
жение Жордана реализует только представления углового момента [S{/(2)], но

'* Тот факт, что произвольное унитарное преобразование п бозонов а......... ап, задан
ное формулой U: ai — а'. = ^  в., сохраняет базисные коммутационные соотношения

з
между бозонами, является общим результатом. Этот результат может быть прямо ис
пользован для доказательства того, что .5^ — унитарный оператор.



не полной структуры, реализованной поворотами (группы симметрического 
волчка SU(2) * SU(2)). С другой стороны, можно заметить, что отображение 
Жордана как характеризация процесса квантования поля было введено, чтобы  
трактовать только две симметрические структуры: полностью симметричную 
(бозоны) или полностью антисимметричную (фермионы). Ч тобы  охватить бо
лее общие структуры, включающие смешанную симметрию (общие схемы Юн
га; см. приложение А), полезно обобщить отображение Жордана от п бозонов 
до п2 бозонов, или, что эквивалентно, до п х  п-матричного бозона А .

Пусть Л обозначает п х  я-матрицу, элементы которой (Аф  =  at являются 
бозонными операторами, удовлетворяющими коммутационным соотношениям

[ а / ,4 '] =  <5„ .

[а /, а {]  =  И ’ 4 ' ]  =  °- (5-45)

Через А обозначим п х  «-матрицу, элементы которой являются сопряженными 
бозонными операторами (А)у =  а{.

Пусть X  обозначает произвольную п х  я-матрицу с числовыми элементами 
(X ■) =  х - .Тогда отображение п х  п-матриц {X ] в линейные операторы -*fx , 
заданное формулой П П

X -»■ !£ х =  tracе(АХА) =  £  х 1} £  а*а* (5.46)
i . j =  I  а  =  1

сохраняет операцию коммутирования п х  п-матриц (X J.
Доказательство. Как и раньше, доказательство следует из того, что п2 опе

раторов Ец, определенных формулой

Eij =  £  af a*, i , j  =  1 , 2 ( 5 . 4 7 )
3= 1

удовлетворяют тем же коммутационным соотношениям, что и п2 бозонных опе
раторов а ( Oj, т.е.

ГЕ,р Ек1-] =  3]кЕа - 5 пЕк). (5.48)
Я

Обобщенное отображение Жордана допускает второе отображение: отобра
жение п х  п-матриц { Y) в линейные операторы 3$Y,заданное формулой

п п

Y -> =  trace( YAA) =  £  у аР £  afaf  (5.49)
зг,/8 = 1 i= 1

сохраняет операцию коммутирования матриц [ Y ].
Доказательство. Доказательство этого результата сразу следует из того, 

что п2 оператооов Еа13, определенных формулой

Е * * = ' £ а ! а $ ,  о., ft =  1 , 2 , . . . ,  и (5 .50)
;= 1

удовлетворяют коммутационным соотношениям того же типа, что и для E;j, ко
торые появляются при отображении

[.Е а‘\  Е уд~\ =  5^  Е ад -  Е уР. (5.51)
Я

5. Обобщение отображения Жордана 207
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Важное свойство этих двух отображений состоит в следующем: для каждой 
(числовой) п X я-матрицы X  и каждой (числовой матрицы) Y все операторы -^х 
коммутируют со всеми операторами & у:

Э тот результат наиболее быстро можно получить, доказав, что каждый из п2 
операторов коммутирует с каждым из п2 операторов Еа .̂

Обобщенное отображение Жордана и соответствующие операторные струк
туры являются естественной отправной точкой для построения и изучения мно
жества унитарных групп { U(n)} (см. [14] и цитируемую там литературу).

Вероятно, полезно заметить, что т X я-матричный бозон (т Ф п) приво
дит к коммутирующим отображениям ^ и  Si, если определенным образом кон
кретизировать результаты, полученные выше для случая п х  п.

6. Применение обобщенного отображения Жордана
Прежде чем рассмотреть применения, укажем мотивировку и общий геометри
ческий смысл, лежащий в основе обобщенного отображения Жордана. Для ото
бражения Жордана, примененного в разд. 4, мы рассматривали геометрический 
объект — поворот, который отображался в оператор, реализующий структуру 
представления группы S(J{2) на паре бозонов (flj, а2). Если мы хотим обобщ ить  
эти понятия, то естественно попытаться отобразить повороты (в их более об
щей роли как пространства представления) в матричный бозон А ,  на котором  
обобщенное операторное отображение Жордана должно реализовать структуру 
представлений большей группы [Sl/(2) * S l/(2)]. Однако повороты представля
ют собой трехмерные объекты (унимодулярные кватернионы), и естественно 
отображение в матричный бозон (четыре бозона) показывает, что нужно рас
сматривать общий кватернион. Геометрически это расширяет группу поворо
тов, включая кроме вращений также мультипликативную группу масштабных 
преобразований (заменяя радиус единичной сферы на модуль кватерниона). С о
ответствующая геометрическая точка зрения отождествляет общий кватернион 
с Wendestreckung (Клейн — Зоммерфельд), т .е . с поворотом вместе с растяже
нием. С точки зрения бозонного исчисления это обобщение проявляется как 
включение нового объекта: пары (независимых) двухкомпонентных бозонов, 
связанных (антисимметрично) в нулевой угловой момент: а %—а \о \— а \а \=  det Л . 
Эти спаренные бозоны а\2 являются пространством, в котором действуют мас
штабные преобразования.

Согласно этому, первый шаг состоит в отображении общего кватерниона q в 
матричный бозон:

х> Я Л  — о» (5 .52)

(5.53)

при этом норма кватерниона отображается в

N(q)  =  qq -> det А =  a\ \ . (5.54)
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Следующий шаг состоит в представлении группы левых и правых трансля
ций, действующих на кватернионах (а следовательно, на поворотах) как на про
странстве, в котором происходит действие:

Lu:q~* uq =  L u(q),

Rv : q — qv =  R v{q), (5 .55)

где и и у — кватернионы. Для v =  (u0, v {, v2, f 3) кватернион v определяется как 
v =  (t>0, i>j, — v2, v5). Тогда находим uv — Ой, так что R u(Rv(q)) =  R UB(q), что и 
требуется для умножения правых трансляций1*.

Рассмотрим теперь соответствующую структуру для матричного бозона А.  
Матричный бозон А  должен рассматриваться как пространство, на котором  
происходит действие (по аналогии с q в (5.55)), тогда как аналог кватерниона 
«/(соответственно v), порождающего левую (соответственно правую) трансля
цию, является не матричным бозоном, а унитарной 2 х  2-матрицей. Отсюда  
следует, что желаемое действие на матричный бозон А задается формулами

L y А —► UА =  Lu(A),  

Rv : А -> A V  =  RV{A), (5 .56)
где U и V — унитарные матрицы.

Пусть Р(А)  обозначает полином от четырех бозонов (aj) из А,  и пусть 10) 
обозначает кет-вектор (в ЖА =  Ж х ®  Ж\ ®  Жу ®  Ж^), определенный формулой 
a-jl 0> =  0. (Кет-вектор 10> является «вакуумным» вектором, имеющим нулевой 
квант; см. разд. 2.)

Теперь мы можем сформулировать важный результат. Пусть унитарные 
матрицы U и V записаны в форме U  =  е ~ ‘х и У =  e ~ ‘Yсоответственно, где X и
Y — эрмитовы матрицы. Тогда экспоненты отображений Жордана 

=  ехР (— и ^ "v ~  ехр( — i&y)  выполняют левую и правую трансляции 
соответственно, когда бозонные операторы действуют на Р(^4)Ю):

^ иР(А) \0}  =  P ( L C{A)) |0> =  Р ф А )  |0>, 

^ VP(A) |0> -  P(Rp{A)) |0> =  P(AV) |0>,

y vJ v P(A) |0> -  , Г у У иР(А)\0у  =  P(UA  К)|0>, (5 .57)

для всех U, V е  ( /(2).
Доказательство. Мы имеем Р (Л )10> =  ( ^ ^ ( Л ^ - О Ю ;  =

=  Р ( ^ и A ^ j - 1) )0>-, так как ^ у)0>  =  10). Прямое применение формулы  
Бейкера — Хаусдорфа — Кемпбела дает ехр (— i f̂x )Aexp(i^fx ) =  XJA. П одоб
ные рассуждения устанавливают сформулированный результат для правых 
трансляций.

Удобно использовать v вместо v~[ в определении правых трансляций, так как для 
матричного бозона это приводит к симметричной с е я з и  между генераторами левых н пра
вых трансляций (см. (5.58)) и (5.59)), в результате чего одно множество генераторов полу
чается из другого перестановкой верхних и нижних индексов в обозначении для элементов 
матричного бозона.

Г4-59
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Выбирая X  — -  (trX)ar. Н—  ф(п ■ а) (а также выбирая подобным образом
2 2

Y), получаем два множества коммутирующих операторов углового момента и 
оператор числа частиц.

Генераторы J унимодулярных левых трансляций (а± =  а, ±  /а2):

J+ =  f tr  (Ла + Л) =  £ 12 =
к

J _ =  ^tr(Aij -A)  =  E2i =
к

У3 =  $ЩЛ<т3Л)  =  ± ( £ , , -  Е22) =  i £ ( o ^  -  (5.58)
к

Генераторы К унимодулярных правых трансляций:

К + =  ±tr(a + AA) =  E vi =  Y ,akal'
k

K„  =  ^г(<т_ЛЛ) =  £ 21 =
к

К3 =  ^г(<т3ЛЛ) =  i ( £ “  -  £ 22) =  i Z ( ^ ^  -  a\al). (5.59)
k

Генератор фазовых трансляций:

s  =  tr (ЛЯ)  =  X  (5 -6°)
к и

который может рассматриваться как оператор, соответствующий полному чис
лу квантов.

Эта реализация операторов J и К имеет важное свойство, которое состоит в 
том, что два инвариантных оператора J ■ J и К • К тождественно равны: 
J ■ J =  К • К.

Эти результаты показывают, что обобщенное преобразование Жордана по
воротов или унимодулярных кватернионов реализует группу SU(2) * S i / (2) 
симметричного волчка, а не общее прямое произведение групп SU(2) х  SU(2).

Наиболее быстрый путь изучения характеристических векторов для этой опе
раторной реализации состоит в признании того, что эти векторы являются эле
ментами матриц вращений £>у, введенных в разд. 4. Напомним, что определение 
D J(U)  имеет смысл для любых четырех неизвестных, расположенных в форме

2 х  2-матрицы: Z — | 11 " 12 ] . Более того, свойство представления
\ * и  W

DHZ i ) DJ( Z I ) = DJ( Z i Z 2) (5.61)
справедливо также для этих неизвестных. Если матрица Z  берется числовой, 
унитарной и унимодулярной, то DJ имеют обычную интерпретацию как непри
водимые представления группы SU(2). (Если отбросить ограничение унимоду
лярности, то  можно получить неприводимые представления группы веществен
ных кватернионов, рассматриваемой относительно умножения.) В более общем  
случае, используя соответствие Z — (det Z)kDJ(Z),  имеем свойство представле
ния:
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Z ,Z 2 -  (det Z , )* m z , Kdet Z 7)k D \ Z 2) =  (det Z , Z 2)k Z > (Z ,Z 2). (5.62)
Заменяя неизвестные Z матричным бозоном л ,  получаем (для неотрицатель

ного целого числа к) бозонные полиномы (det A )kDJm,m(A ), которые являются 
однородными полиномами от бозонных операторов (aj) степени 2(J +  к).

Таким образом, требуемые характеристические векторы для группы, порож
денной операторами (J, К, if),  задаются собственными кет-векторами

=  [(А' -  j ) \ ( k  + j +  1)!/(2/  +  1) ] “ 4 ( d e t / l / ^  0'и„,,(/1)|0>, (5.63)
а вычисление нормировочного множителя дано в приложении А.

Выпишем в явном виде действие генераторов (заданных отображением Жор
дана (5.58) — (5.60)), действующих на этот кет-базис (5.63):

J ± \ k , j ; m , m ' }  =  |_(./ +  rri)(j ±  т  +  1)] = |k , j \ m  ±  1,/?/>,

Здесь к =  0, Уг, ... ; j  =  0, Уг, ... , к , и т , т ‘ =  j , j  -  1, ... , -  j .

7.  Применение обобщенного отображения Жордана 
к определению коэффициентов Вигнера

Существует другой путь рассмотрения пространства однородных полиномов от 
матричного бозона А.  Вместо рассмотрения двух пар бозонов, образующих 
единственный объект (матричный бозои Л ), можно рассматривать каждую бо
зонную пару как отдельный объект, с которым сопоставляется (коммутирую
щее) отображение Жордана. Первая реализация соответствует «связанным бо
зонным парам», а вторая — «несвязанным бозонным парам»; связь между дву
мя реализациями, как мы увидим, позволяет изящным образом определить ко
эффициенты Вигнера.

Обозначим две пары бозонов индексом / =  1 ,2 , т .е. а1 =  (а], а\) для / =  1 и 
а2 =  (а\, а%) для i =  2. Отображение Жордана (разд. 3), примененное к каждой 
паре, приводит к генераторам углового момента:.

J 3\kJ-,m,m'} =  /??');

K ± \k, j \n i ,m')  =  [(./ +  in')(j ±  ni' +  1 ) ] * | / с , +  1).
(5.64)

K 3\k , j ;m,m'y  =  m'\k , j \m,  m ’} ; 

S\k, j;  m, m')  — 2k\k, j \ m ,  т'У;

(5.65)

(5.66)

/+ ( / )  =  a‘a +a‘/2 =  a \ a l2,

J - ( i )  =  a 'aJa 'j2  — a \a \ ,  

J 3( i ) =  а1а 3а ‘/2  =  (a\ a\ -  а‘2а12)/2 (5.67)

для i =  1 ,2 . Ясно, что два множества операторов

(5.68)
и

{У+ (2), У3(2), У - (2)} (5.69)
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= . . .  ’ • (5 -73)

взаимно коммутируют:

[J (1 ) ,J (2 ) ]  =  0, (5.70)

и определяют различные квадратичные инварианты J2( l)  и 1^ 2), т.е.
J 2( l )  ф J 2(2). (5.71)

Собственные значения этих квадратичных инвариантов задаются соответст
вием J2(/) — jj(Ji +  1), где 2/, — собственное значение оператора Эйлера (ото
бражение Жордана каждого единичного оператора): S\i) — 2jj, причем 2j i равно 
числу квантов для /-й бозонной пары. Остальные собственные значения, обозна
чающие этот (несвязанный) базис, У3(/) — w ., где mj — «магнитное» квантовое 
число.

В этих обозначениях базисные векторы для этой альтернативной реализации 
являются одночленами:

!./iт { ;./2^ 2> =  Pi<mi(ax)Plimi{s\2W ) ,  (5.72)

где {а\У'+т'{а12У‘-т-
[(./> +  w,) !(./,• -  /и ,)!]’

Через обозначим пространство, натянутое на эти (2j\  +
1) х  (2j 2 +  1) базисные векторы, перечисляемые с помощью т 1 и т2, когда

они пробегают свои значения т 1 =  у ,, у ,— 1......... — j \  и т2 — j 2, J2 — 1, ... ,
— j 2. Генераторы (5.68) и (5.69) имеют стандартное действие на эти векторы.

Рассмотрим теперь, что означают эти результаты. Мы нашли две различные 
реализации: бозонными полиномами ( AttA)k~J[y{A) из разд. 6 и бозонными по
линомами, принадлежащими пространству каждый из которых являет
ся однородным полиномом над одними и теми же четырьмя бозонными опера
торами и имеет четыре независимых индекса. Следовательно, эти два множест
ва должны быть связаны.

Чтобы определить эту связь, заметим сначала, что оператор J (над полино
мами от матричного бозона (Л)) является суммой двух угловых моментов !(/):

J = J ( 1 )  +  J(2).  (5.74)

(Эта связь является причиной того, что реализацию с помощью матричных бо
зонов называют связанным базисом.) Соотношение (5.74) предполагает, что 
связаны собственные значения т:

т =  пi r +  т 2. , (5.75)

Затем заметим, что оператор «числа квантов» ^(ф ормула (5.60)) является 
подобным образом суммой операторов «чисел квантов» (/):

s  =  S{\)  +  S{2). (5.76)

Отсюда следует, что мы имеем соотношение для собственных значений

к  =  _/, + j 2. (5-77)

Иначе говоря, этот результат можно рассматривать как утверждение, что мы 
рассматриваем однородные бозонные полиномы одной и той же степени в оое- 
их реализациях.
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Наконец, заметим, что оператор К3 (формула (5.65)) для полиномов от мат
ричного бозона А является разностью двух операторов ^ (/),так  что мы имеем

* з = * [ * ( 1 ) - * ( 2 ) ] ,  (5,78)
и соответствующее соотношение для собственных значений

rri =./' 1 - ) г - (5.79)
Подведем итог. Мы нашли (см. ((5.72)) ортонормированное множество 

(2>j +  1) X ( l j2 +  1) базисных векторов ( | для пространства
JUfViM, Мы также иашли втррую реализацию (5.63) для того же пространства, 
используя ортонормированное множество базисных векторов

2/ +  1

.(ji +./2 -./)•'(./1 +./2 + . / +  I)-'.
(det А У ' +Jz ~j DJm jt _ ̂ г( Л ) |0 \  

(5.80) .

Последний базис нумеруется (для фиксированных j l и у2) с помощью у и т с их 
областями значений у =  у, +  у2, у, +  j 2 -  i ,  ... , ly, -  j 21 и m =  у,
j  -  1............... ~ J-

Так как число ортонормированных векторов в обоих множествах одно и то  
же (так как £  (2у +  1) =  (2у , .+  1)(2j z +  1)), заключаем, что оба множества

j
являются базисами одного и того же пространства Л?Ч1>И>. В соответствии с 
этим существует унитарное преобразование, связывающее эти два множества 
базисных векторов. Фактически это преобразование является вещественным и 
ортогональным (так как вещественны скалярные произведения векторов из двух 
базисных множеств).

Мы можем заключить, что коэффициенты преобразования между базисами 
являются не чем иным, как коэффициентами Вигнера. Последнее следует из то- 
гб, что, согласно (5.74), это Преобразование осуществляет связывание угловых 
моментов J =  1(1) +  1(2), а действие всех угловых моментов имеет стандарт
ный вид.

Следовательно, мы показали, что преобразование между базисами

ly'i j i  Um > =  £  \ j , m , ; j2m 2 >, (5.81)
m ] ,m2

дает определение коэффициентов Вигнера, а именно

С111т2т =  < j W , j 2 m 2\ jl j2; jm}

(2/  +  i)___________/

.Ol + 72  — j)K ./l +J2 + J  +  1)!.

X < 0 |.Р /-1Ж1( я 1).Р j 2m2( a 2)  (det A ) j '~h j 2 ~ j  - j 2 ( A ) j O ) .  (5.82)

Бозонный полином 1У(А) явно определяется соотношениями (5.44) и (5.53), а бо
зонные полиномы Р.-_(а') — соотношением (5.73).

J i m i
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Таким образом, определение коэффициентов Вигнера с помощью бозонных 
операторов и отображения Жордана является главным результатом, который 
мы хотим установить в этой главе. (Явное вычисление выражения (5.82) дано 
ниже.) Геометрическая концепция вращений как поворотов, введенных с по
мощью бозонного исчисления, привела нас прямо к существенному построению  
в квантовой теории углового момента. На основе этого результата, по- 
видимому, можно заявить, что метод бозонных операторов позволяет едино
образно и изящно представить элементы этой теории.

Связь между бозонными полиномами, матрицами вращений и коэффициен
тами Вигнера развивается дальше в приложениях Б и В. В приложении Б мы по
лучаем закон умножения для бозоиных полиномов и доказываем лемму о факто- 
ризацци, которая имеет большое практическое применение. Свойства симмет
рий этих структур рассматриваются в приложении В; в частности, мы получаем 
единым образом все 72 симметрии коэффициента Вигнера.

8. Коэффициенты Вигнера 
как «дискретизированные» матрицы вращений

В предыдущем разделе мы получили выражение для коэффициента Вигнера как 
матричный элемент между бозонными полиномиальными базисами. Целью на
стоящего раздела является определение явной алгебраической формы коэффици
ентов (5.87).

Затем мы интерпретируем наши результаты новым образом как теневой опе
ратор [15 — 17], выполняющий преобразование между полиномами Якоби и ко
эффициентами Вигнера. Выражаясь более ясно (на языке физики), коэффициен
ты Вигнера являются дискретизированной формой матриц вращений.

Явная алгебраическая форма коэффициентов Вигнера. В разд. 7 мы получи
ли результат для коэффициентов Вигнера, который эквивалентным образом  
может быть записан так:

С = (2/  +  1)

1 +  /2 - . / М ./1 +./2  + . /  +  I ) 1- _ 

х <0|(«« |И* ~J ( Л Н /./я , ;./2т 2>, (5.83)

где кет-вектор справа имеет вид

l./i'»i ; /2" ь>  =  _ - - - = ----------1 - - ........ |0>. (5.84)
[(/1 + т ,)!(/, -  /??,)!(/2 + m2)\(j2 -  »ь)!р

а 1У(А) обозначает матрицы вращений (полиномы) от (сопряженной) матрицы 
бозонов А .

В этом месте полезно ввести более симметричную «комбинаторную» форму 
для матриц вращений, заменив форму, выведенную ранее в (5.44). Вводим 2 x 2 -  
расположенйе, обозначаемое через а, неотрицательных целых чисел (<*/], таких, 
что суммы в строках и столбцах имеют значения, указанные ниже:
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«; а 7
Oil' а?

/' + т' 
j  — >ri

j  +  in j  -  m 
В этих обозначениях (5.44) принимает вид

Dlm (A ) =  [(./ +  ~  '” )!(./ +  m ’)Hj  -  rn’)y l 

( a \ T i a \ y k a t r ' ( a 22Y>
x E

El
(5.85)

Суммирование в (5.85) выполняется по всем расположениям, удовлетворяющим 
указанным ограничениям. Заметим, что в это соотношение мы ввели матрич
ный бозон А — (я{).

Возвратимся к вычислению матричного элемента в (5.83). Сначала ограни
чим (5.85) значениями т'  =  ш и т  =  у'] — у2 и введем сопряженный матричный 
бозон. Используя внутреннее произведение бозонного исчисления, получаем ко
нечный ряд для коэффициента Вигнера, который имеет вид

C jJ ij — я v m1m2m ("»i +т2,ту, ( - 1У
(2/ +  IX /, +  / 2 -  /')!

0 'i + . h  +  j  +  Dl

х [(J +  m )!(j -  m ) l( j  +  j i  - .  j i  )•'(./ - j i  +  /2) ! ] 5

I

(Ji + m  i)!
0 'i +  -  a j)!

(aj)!

( -
X —

l r

(«А)!
( j2 +  m 2)\

i. ( , / 2 - " ? 2)!

(У2 +  гп2 -  « ? ) ! _ ( ./2  - т 2 -  а 2)'.

(«I)!
(5.86)

(a?)!
Выраженный соотношением (5.86) результат может быть приведен к форме 

ван дер Вардена, если учесть все условия на aj; находим

( 2 у +  1)(. /!  +  , / 2 _ - . / ) _ ! ( . / + у 1 ■ ^У 2) ! ( . /+  ./2 — Vi > !_

( /1 +./2  + . /  +  1)!
v, [(Л + /» ,)!(/, - w 1)!(/2 +  Hi2)!(/2-rtj2)!( /4 -w )!(/-/n )J i 

х У ( - 1)г - -----------------  . . .. ----------------- .
•!(/1 +У2 — ~»U - 2 )\Ц2 +i» 2 - - ) ! ( . / - /2  + 1п, + г )!(/- ./, - / я : +г)!

(5.87)
Как обсуждалось в разд. 12 гл. 3, имеётся много эквивалентных форм этого  

результата. В работе [68] дана связь между коэффициентам» Вигнера и обобщен
ными гипергеометрическими рядами.

Интерпретация в терминах теневого исчисления. Обратимся теперь к зада
че интерпретации этого вычисления коэффициента Вигнера. Если мы возвра
тимся назад к нашей первоначальной форме коэффициента Вигнера (5.83), то 
увидим, что сущность нашею вычисления (5.86) состоит <г замене каждого выра-
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жения (aj)0̂  из бозонных операторов в полиноме D \A )  на число, которое равно 
внутреннему произведению для этого выражения.

Другими словами, вычисление является ничем иным, как. линейным функцио
налом, который отображает одночлены базиса в (вещественные) числа. Это в 
точности та основа, на которой Рота [16, 17] разработал теневое исчисление, и 
наше рассмотрение отождествляет концептуально коэффициент Вигнера с тене
вым оператором, действующим на матрицы вращений.

Теневое исчисление, или исчисление Блиссара, является той техникой (в ее 
простейшей форме), посредством которой элемент последовательности чисел 
{ап\ интерпретируется как символическая степень: ап «  ап. В интерпретации Р о
ты теневого обозначения определяется линейный функционал на пространстве 
полиномов, такой, что ап = L(xn). Это в точности та интерпретация, которая в 
нашем случае дает коэффициенты Вигнера.

Символические, или обобщенные, степени, которые нам нужны, имеют вид
к ! "

|.(*  -  л)!
Используя эти символические степени, чтобы выразить элементы матрицы 

вращения, можем выразить наш результат (5.86) в форме

( ±  ^ к У - + ( ±  1Г (5.88)

C j,hJ =  д

DL

, ( - 1)''
(2/  +  I)(./! +  ./2 - . / ) ! 

. (./l + . / 2  + . /  +  1)! 

v / / l + ' » l  V 7 2 + W 2
Г. Г.

V  /2  -  т 2

(5.89)
~~ V ./1  — l n ' V 72  — " ‘2 /  символические степени

Это обозначение имеет то достоинство, что оно подчеркивает связь коэффи
циента Вигнера с дискретизированной матрицей вращения.

На эту связь впервые было указано в работе [1] (см. дополнение III в [1], ко
торое взято из статьи Гельфанда и Цетлина1*), где коэффициенты Вигнера интер
претированы в терминах функций Якоби, используя обобщенные степени. Они 
просто постулировали подходящий закон для обобщенных степеней, используя 
известные ряды для двух функций. Вышеприведенные результаты показывают, 
что начало этого правила находится в отображении Жордана для матричных бо
зонов Л , скомбинированном с тем фундаментальным фактом, что бозонные опе
раторы снабжены своей собственной структурой внутреннего произведения.

Результат, выраженный в (5.89), также является источником хорошо извест
ной асимптотической связи между коэффициентами Вигнера и функциями пред
ставлений. Таким образом, используя соотношения симметрии (3.180), можем  
записать (5.89) в виде

\ 2  j  +  2 A +  1)' 

. (2A- -  1)
C-i+J.ik 

m  +  — т . ц

Результат Гельфанда и Цетлина сюсуждался Виленкиным [17а] и интерпретирован в 
терминах интегрального преобразования Смородинским [176].
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=  ( -  1 )А~>‘
(2/ +  2 А +  1 )(2/ +  А -  A-)!TJ 

(2/ +  А +  к  +  1)!

х D
^ /]  +  т  +  А +  /1 у 7/  -  »Л (5.90)

-  ч /7  -  т +  А -  f.i J j  + символические степени

Теперь в этом результате мы берем для к фиксированное числовое значение. 
Пусть Д и д обозначают любые допустимые значения из области А:, 
Аг — 1, ... , — к. Для достаточно большого j  квадратный корень в (5.90) может 
быть аппроксимирован величиной 1/(3/)*. Этот множитель в свою очередь мо
жет быть скомбинирован с символическими степенями, появляющимися в раз
ложении символической £)-функции, таким образом, что для достаточно боль
шого j  символические степени заменяются иа обычные степени:

Выполнение этих деталей приводит к асимптотическому соотношению

Коэффициенты Рака имеют подобное асимптотическое выражение. Э тот ре
зультат следует прямо из формулы (3.280) гл. 3:

для большого j .  Таким образом, используя асимптотическое соотношение (5.92), 
находим

для больших j  и J. В согласованных обозначениях этот результат принимает вид

[(2J -  2/i +  1 )(2j +  2/1 +  1 ) V W(J -  m -  n , j , J , k : J -  i.iJ + A) -  dkflA{ p \

где j3 определяется формулой (5,93). В частности, положив Д — /а =  0 и заменив 
т на — т, имеем

(5.91)

где для большого j  мы можем также записать

cos р  =  m j j i u  +  1) -  m jj. (5.93)
И частности, имеем

CiZL -  PdcosP). (5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)

( — l)k[(2/' +  П(2J +  \ )Y4V( j . k . J  +  m.J-JJ)  -  ^ (cos/J). (5.98)
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Угол /3, появившийся в асимптотическом выражении (5.98), может быть оце
нен более точно, чем в (5.93), путем определения cos 13 как результата, получен
ного из (5.98) для k =  1:

(J  +  m)(J +  in +  1) -_ /( . /  +  1) - J(J +  1)

2 l / ( j T \ ) J ( j T ' n P
Беря асимптотические пределы, сначала J  — оо, а затем j  — оо, получаем резуль
тат (5.93), что показывает правильность этой формулы (порядок пределов опре
деляется последовательностью W  — С  — D,  как в нашем выводе).

cos а =  --------- ; V - - - -  • (5.93')

9. Приложения
А. СХЕМЫ ГЕЛЬФАНДА, ЮНГА, ВЕЙЛЯ И ОБОБЩЕНИЯ

НА БОЗОННЫЕ ПОЛИНОМЫ

Введение другого обозначения для квантовой теории углового момента является 
излишним для самой теории, но новое обозначение сильно упрошает задачу по
нимания связи теории с симметричной группой и обобщения до унитарной груп
пы Щп). Сущность этого обозначения состоит в признании того, что бозонное 
исчисление имеет дело с целыми числами (фактически с множествами целых чи
сел), и мы можем использовать геометрические построения, чтобы перевести 
структуру на язык этих построений из целых чисел.

Фактически ситуация очень похожа на ту, которая возникает для случая сим
метричной группы, где введение схем Юнга определяет неприводимое представ
ление, а стандартные диаграммы Юнга (схемы Юнга, в которые вписаны целые 
числа от 1 до я всеми возможными путями, удовлетворяющими условиям, опи
санным ниже) определяют векторы состояний пространства неприводимого 
представления.

Хотя развитие деталей теории представлений симметричной группы Sn и 
унитарной группы U(ri) выходит за рамки настоящей книги, полезно изложить 
кратко те аспекты этой теории, которые связаны с угловым моментом. В этом  
приложении мы представляем соответствующую терминологию и результаты  
теории углового момента, указывающие на обобщения.

Схемы Вейля'К Первым-требуемым понятием являются схемы Юнга. Схема 
Юнга У[Х] формы [X] =  [Х,Х2 ... X J, где Х(- — неотрицательные целые числа, 
удовлетворяющие условию Xj ^  Х2 >  ^  представляет собой диаграмму, 
состоящую из Xj квадратов в строке 1, Х2 квадратов в строке 2, ... , \ п квадратов 
в строке п, расположенных так:

11 Юнг [18] интересовался теорией инвариантов, использующей симметричные группы; 
он рассматривал схемы с п квадратами, заполненными целыми числами от 1 до п. На
сколько мы знаем, Вейль [19] первый использовал схемы Юига, заполненные повторяю
щимися целыми числами. Поэтому мы ссылаемся иа последние как на таблицы (или схе
мы) Вейля, оставляя термин диаграммы Юнга для более ограниченных случаев.
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______________________________ L J  >-i
[ I  • • • [ j  Я 2

: (A-l)
1 I • • • 1 |

Схемы (или таблицы) Вейля являются схемами Юнга, в которых квадраты 
«заполнены» целыми числами, выбранными из 1, 2, ... , п. Схема Вейля являет
ся стандартной, если последовательность чисел в каждой строке схемы YM не 
уменьшается при чтении слева направо, а последовательность чисел в каждом 
столбце строго увеличивается при чтении сверху вииз. Вес, или содержание (W), 
таблицы Вейля определяется как вектор-строка (W) =  (и>,, и>2, ... , wn), где 
wk равно числу -повторений целого числа к  в схеме. Если Xj +  Х2 +  
+ ... + \ п =  N,  то  также w, +  н>2 +  ... +  wn =  N. Мы будем называть [X] 
разбиением числа N  на п частей, или просто разбиением, если N  не определено. 
Мы также считаем нули в определении частей разбиения. Например, разбиения 
числа 4 на 3 части имеют вид [4 0 0], [3 1 0], [2 2 0] и [2 1 1]. Когда число частей 
определено, нули часто опускают (записывая в рассмотренном примере [4], [3 1],
и [2 2]). • г—I—|

Пример. Стандартные схемы Вейля, соответствующие схеме Юнга □" , 
имеют вид

ЙР 

й11 

ffl3 
SP

Схемы Гельфанда. Изящное геометрическое обозначение, учитывающее 
ограничения, наложенные на числа в схеме Юига, дается схемами Гельфанда, ко
торые мы теперь определим.

Схемой Гельфанда1* является треугольное расположение п строк целых чи
сел, причем имеется одно число в первой строке снизу, два числа во второй стро
ке, ... и п чисел в п-й строке. Числа в каждой строке 1 ,2 , ... , п — 1 располагают
ся так, чтобы они находились между числами в верхней строке, как показано ни
же:

(А -2)

** Эти схемы впервые были введены Гельфандом и Цетлиным [20], чтобы перечислять 
базисные векторы пространства неприводимого представления полной линейной группы 
(см. также дополнение I в работе [1]).
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Д т ] \

\ ( т ) )
т 13 т 23 т 33 

т 12 гп22 
т и

(А -3)

Целые числа т ,̂ i <  j  — 1, 2, , я, в этом расположении должны удовлетво
рять следующим правилам1*;

б) Для каждого выбранного разбиения [т1п......... тпп] числа оставшихся
строк /  =  л — 1, л — 2, ... , 1 могут быть любыми целыми числами, удовлет-

Например, для п — 3 и [т]3т23т33] =  [2 1 0 ]  существует восемь схем Гель
фанда, которые показаны ниже:

Соответствие между схемами Гельфанда и Вейля. Существует взаимно
однозначное соответствие между множеством схем Гельфанда (т), имеющих 
п-ю строку ... тпп] (с тпп 3? 0), и множеством стандартных схем Вейля
этой формы.

Соответствие между схемами Гельфанда и стандартными схемами Вейля 
описывается следующим образом. Форма схемы имеет внд ... тпп], а
строки схемы заполняются в соответствии со следующим правилом (читаем 
вдоль диагоналей схемы Гельфанда):

’* Число т;п может быть положительным, нулем или отрицательным, удовлетворя
ющим неравенствам (А-4). Неравенства (А-5) являются выражением закона сужения Вей
ля ([21], стр. 391) для полной линейной группы.

а) (А -4)

(А -6)
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Строка т  12 -  т 1и т хг - т 1п -
Строка 2: т 22 , т 1ъ - т 22 , - . - , т 2п --  т 1п- 1,

СтрокаJ: Ш ■
J J mJJ + 1 — Ш-" i j j , ..., тт -* т)п -  1 ,

Строка я: т„„.

(A -7)
Используя правило (A-7),>видим, что множество схем Гельфанда (А-6) ото

бражается в множество схем Вейля (А-2). Обратно, из каждой стандартной схе
мы Вейля (А-2) строим очевидным образом схему Гельфанда из множества 
(А-6).

Вес, или содержание, схемы Гельфанда (т ) определяется как вектор-столбец 
(W) =  (Wj, vi 2' ••• > w„)> где Wj определяется как сумма чисел в строке j  схемы (т) 
ми.1ус сумма чисел в строке j  — 1 (и'1 =  w n ):

j  j - i

wi =  Е ти ~  Z  ти-1- (A '8)
i  =  1 i  =  1

Ясно, что это определение веса совпадает с определением, данным выше для 
стандартных схем Вейля.

Ограничение в стандартной схеме Вейля, состоящее в том , что каждая строка 
(столбец) должна содержать множество неуменьшающихся (строго увеличиваю
щихся) неотрицательных целых чисел, реализуется в схеме Гельфанда «геомет
рическим» правилом, состоящим в том , что целые числа (т^) удовлетворяют ус
ловиям промежуточности.

Пространства представлений симметричной группы. Важные относящиеся 
к схемам результаты для симметричной группы Sn состоят в следующем: а) мно
жество неприводимых представлений группы Sn находится во взаимно
однозначном соответствии с множеством разбиений ( [X]} числа и на и частей; б) 
множество базисных векторов пространства неприводимого представления [X] 
группы Sn находится во взаимно-однозиачном соответствии с множеством стан
дартных схем Юнга формы [X], имеющих вес (W ) =  (1, 1, ... , 1) (число базисных 
векторов или число стандартных схем равно размерности представления). Ко
нечно, этот результат может быть выражен с помощью схем Гельфанда. Напри
мер, неприводимые представления группы S3 нумеруются разбиениями числа 3 
на 3 части [3 0 0], [2 1 0] и [1 1 1]. Стандартные схемы Юнга веса (1, 1, 1) та
кой формы соответственно имеют вид

т  и (А-9)Ш Ш ; и

Таким образом, неприводимые представления [3 0 0], [2 1 0] и [1 1 1] имеют 
размерности 1, 2 и 1 соответственно. Эти же результаты перечисляются схема
ми Гельфанда

'3 0 0\  / 2  1 0\  / 2  1 0\  / 1 1  1\

У> ( У )  ( У>  ( У )  « л . ,» ,
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Стандартные схемы Юнга для Sn часто также изображаются другой индекси
рующей схемой — символом Яманучи [22]

( Л  =  (V’i O ' 2 -  • (А-11 )

Здесь y n_ j +1 — положительное целое число, равное строке, в которой j  появля
ется в заданной стандартной таблице Юнга формы [X] и веса (1, 1, ... , 1 ) \ y n_j+x 
также является положением (если считать слева), в котором оказывается 1 в 
множестве разностей

m i j  -  m 2j_ , , . . .  , т } _  и  -  ш, - . , . ш, 7 ( А - 12)

образованных из чисел схемы Гельфанда, соответствующей 
[min ... тпп] =  [Xj ... Х„] и имеющей вес (1 ,1 , ...,1 ). Например, символы Яману
чи для схем Юнга (А-9) и схем Гельфанда (А-10) соответственно имеют вид

( 1 , 1 , 1 ) ;  (2, 1 ,1) ,  ( 1 , 2 , 1 ) ,  ( 3 , 2 , 1 ) .  ( А - 13)
Символы Яманучи фактически являются решеточными перестановками. Ре

шеточная перестановка п символов, которые включают символ а, повторенный 
а  раз, символ Ь, повторенный /3 раз, ... , символ z, повторенный f  раз, с 
а  +  /3+ ... +  f  =  я, определяется как любая последовательность (расположен
ная, скажем, вдоль строки страницы) этих п символов (а, повторенных а  раз, Ь, 
повторенных /3 раз, . . .) ,  такая, что первые р  символов в последовательности со
держат (считая слева) количество символов а не меньше, чем Ь, символов b не 
меньше, чем с, ... , символов у  ие меньше, чем z, и это свойство должно иметь 
место для каждого р  =  1, 2, ... , п. Решеточную перестановку, удовлетворяю
щую этому условию, называют перестановкой типа

а*Ь1‘ ( А - 14)

Символы Яманучи множества стандартных схем Юнга формы [X] являются ре
шеточными перестановками типа

п ' ------2 М Ч  ( А - 1 5)
Пространс 1ва представлений группы вращений. Важные результаты, отно

сящиеся к схемам для группы вращений [Sl/(2)], состоят в следующем: а) множе
ство неприводимых представлений группы вращений находится во взаимно
однозначном соответствии с множеством разбиений [2]  0], j  =  0, Уг, 1, ... ; б) 
множество базисных векторов пространства неприводимого представления 
[2/  0] находится во взаимио-однозначном соответствии с множеством схем 
Гельфанда, имеющих разбиение [2/ 0]:

2/ 0\
j  +  m )■  1.........' < * • ' «

(Отметим, что правило промежуточности естественным образом воплощает 
тот факт, что квантовое число т пробегает значения т — — у, ... , j .)

Схема Вейля, соответствующая схеме Гельфанда (А -16), является одностроч
ной схемой:

1 1 1 2 2 2
<— j  +  т — ►‘— ./ — т  — ►

(А -17)
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Сразу видим, что бозонно-операториая форма собственного кет-вектора (5.33) 
является прямым описанием этой схемы, если заменить 1 на а }, 2 на а2 и прове
сти нормировку.

Для этих бозонных состояний нормировочный множитель находится легко; 
ио обобщение на группу Щп) является более интересным и представляет одну из 
многих функций над схемами унитарной симметрии. Э то обсуждается ниже, ис
пользуя понятие «запутывания» бозонов.

Рассмотрим теперь стандартную схему Вейля из двух строк, соответствую
щую схеме Гельфанда

т 22
т ,,

<------т 22-------> - W n  -  т 22 -» *-т12 -  т , , -
1 1 1 1 1 1 2 2 2
2 2 2

Отображение схем Вейля в бозоны задается формулами

ш
1 о

1

(А -18)

(А -19)

1 О 
О

1 1
det ■ =  а ' 2 2 I — “ 12- (А-20)

Схема Вейля Ш соответствует антисимметризованным бозонам, построенным 
из двух независимых бозонов aj и aj(i =  1, 2).

Используя соответствие (А-20), получаем следующий бозонный вектор со
стояния, соответствующий схеме Гельфанда (А -18) и схеме Ве^ля (А -19):

<т12 т 22' 
т  11

где нормировочный множитель задается формулой
М -  <mi2 + 1)К^п ~  т 1г) \{т^г -  т ц ) ! ( т 22)'-

( т , 2 -  т 22. +  1)!
Индексы углового момента для состояний (А-21) следующие:

т 12 -  т 22
2

111 \ 2 "Ь ^22 
1

(А-21)

(А-22)

./ =  

т =  т , , — (А-23)

2т22 антисимметричных (спаренных) бозонов являются инертными, если 
рассматривать углопоп момент; т.е. а\2 инвариантен при унитарных уннмоду-
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лярных преобразованиях вида (5.43). Применение этих результатов к группе £У(2) 
дано в приложении Д.

Нормировочный множитель М , заданный формулой (А-22), обнаруживает 
очень интересную структуру («запутывание»). Для ее обсуждения требуется по
нятие «крючок» Накаямы [23] и понятие «длина крючка» [23а, 24].

Эти понятия определяются следующим образом: а) (/, у')-крючок схемы Юнга 
состоит из квадрата в строке /(/ = 1, 2, ... , п) и столбце j ( j  =  1, 2 , ... , X, 

для фиксированного /) вместе с X,- — j  квадратами справа (называемыми плечом 
крючка) и Ху — / квадратами11 снизу (называемыми ногой крючка); б) длиной htj  
(г, j ) -крючка является число квадратов в крючке, т .е.

Пример.
K j — (^/ —j )  +  (Xj

Схема Юнга: 

крючки 

0 , 1)

0 + 1 (А -24)

(А -25)

f f

( 1, 2) и

X ]

(1 .3 )
(1 .4 )
(2 , 1)
(2 . 2)

Ш
□
Ш
□

длины крючков

/?i 1 =  5

^ 1 2 = 4

/7 ,3 = 2
А, 4 =  1 

*21 = 2  
h22 =  1

(А -26)

Крючковый граф для получается путем записи длины htj крючка в (/, j ) -  
квадраты.

Пример. Крючковый граф для У[42] имеет вид

В2 Ш (А -27)

Произведение всех hf ., появляющихся в крючковом графе для обозна
чается через / # 1.

Фундаментальные формулы, включающие длины крючков, следующие [24]: 
dim [A] =  n \ / H w  для S,„ (А -28)

где dim [X] обозначает размерность неприводимого представления [X] группы Sn, 
и

D i m N  =  П < «  + . / -  0 / Я 1А1 для U(ri), (А -29)

где Dim [X] обозначает размерность неприводимого представления [X] группы 
U[n],  и произведение берется по всем квадратам схемы Юнга.

11 Kjх , обозначает схему Юнга, сопряженную к она получается из перестанов
кой строк и столбцов.
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Понятие запутывания крючка схемы Юнга зависит от  стандартной схемы 
Вейля, приписанной схеме Юнга. Определение дается следующим образом [25]: 
(гу)-крючок запутан в схеме Вейля, если его плечо содержит по крайней мере о д
но целое число, общее с целыми числами в (/, у')-квадрате и ноге.

Пример. (1, 1)-, (1, 2)- и (2, 1)-крючки, показанные в (А-26;, запутаны в схеме 
Вейля

Щ р .  (А-30)

Запутанный крючковый граф схемы Вейля получается путем записи длины 
hjj каждого запутанного крючка в (/, у)-квадрат и 1 в каждый из остальных ква
дратов.

Пример. Запутанный крючковый граф схемы Вейля (А-30) есть
5141II1]
1 1 ГА-31)

Результат для нормировочного множителя М  (формула (А-22)) теперь может  
быть сформулирован так: нормировочный множитель М  является произведе
нием чисел в запутанном крючковом графе схемы Вейля (А -19).

Двойные диаграммы и матрицы вращений. Более тщательное изучение (см. 
(А-20)) базисных векторов (А-21) обнаруживает, что схема Вейля (А-19) была ис
пользована для того, чтобы приписать нижние индексы бозонам. Фактически 
видим, что приписывание верхних индексов берет начало в схеме Вейля

<------ т 22-------> * ~ т \ 2 -  ™22-
1 1 1 1 1 1
2 2 2

(А-32)

соответствующей максимальной схеме Гельфанда (т.е. при выборе максималь
ного т ) j)

' т х 2 . т 22
т 12

(А-33)

Более подробное обозначение для вектора состояния (А-21) использует двойную  
схему Вейля или двойную схему Гельфанда:

1 1 1. 1 2 2
2 2

1 1 1 . . .  1 1 . • 1
2 2

(А-34)

где а) схемы Юнга имеют одну и ту же форму; б) по соглашению вторая схема 
Гельфанда (А-33) перевернута над первой схемой (А-18), для того чтобы описать 
явно индексы [ / п 12Я722] ,  задающие общую форму схемы Юнга; в) отображение из

15-59
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двойной схемы Вейля в бозоны получается путем спаривания столбцов, которые 
находятся в одинаковых положениях в двух схемах Вейля:

встречается та  Раз> пара столбцов {Ш,Ш} — т \\ ~ т 22 Р33 и паРа столбцов  
{П Ш } — т 12 -  т п  раз.

Значение переписывания формулы (А-21) в виде (А-34) состоит в том , что те
перь последний результат обобщается: схема Вейля во втором положении (т.е. 
верхняя схема Гельфанда) может быть взята как любая стандартная схема, со
ответствующая форме [т ,2̂ 22] • Отображения (А-35) и (А-36) теперь приписы
вают определенный вектор состояния (или бозонный полином) каждой паре 
стандартных схем Вейля одной и той же формы.

В обозначениях с помощью схем Гельфанда ЯЭлиномы, которые соответст
вуют двойным схемам Вейля и определяются по правилам (А-35) и (А-36), следу
ющие:

если т {j <  т п .
Вес (или содержание) (IV, W')  полинома (А-37) или (А-38), соответствующего 

двойной стандартной схеме, определяется формулой

(Здесь w((w/>—  число повторений / в левой (правой) схеме Вейля двойной стан
дартной схемы; w ;(w-) также является числом нижних (верхних) индексов i в по
линомах (А-37) и (А-38).)

Важны следующие свойства полиномов, соответствующих двойным стан
дартным схемам:

а) Множество полиномов веса (W, W ' ) является (линейно независимым) ба
зисом векторного пространства, натянутого на все одночлены от бозонов , 
которые содержат w t нижних индексов г и wj  верхних индексов j .

(А -35)

(А -36)U =  1, 2 .

В схемах в (А-34) пара столбцов

если т [ у ^  т п , и

»)т'..-и"(а!)и»-'»п) (А -37)

т  и

(А -38)

(W, W') =  (w u w2, w\ , w'2)

— (m i U m i2 +  т 22 — m , и т\ l , m i2 +  т 7-> — т \ х). (А -39)
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б) Множество полиномов, соответствующих всем разбиениям [т] неотрица
тельного целого числа N,  является базисом векторного пространства однород
ных полиномов степени N  от бозонов {aj) .

в) Матрица Р ^ ( А ) ,  имеющая в строке т ц(/Иц =  т 12.........т^)  и в столбце
т'п (т'п =  т 12, ... , w 22) элемент, заданный бозонными полиномами (А-37) и 
(А-38), является неприводимым представлением унитарной группы £7(2), где 
матрицам! заменяется на унитарную матрицу U е U(2). (Представление в общем  
случае не унитарно.)

Бозонные полиномы, появляющиеся в базисных векторах (5.80), являются 
ортонормированной версией полиномов, соответствующих двойным стандарт
ным схемам. Для общих двойных схем Гельфанда эти бозонные полиномы опре
деляются выражением

/  т и
B l m l2 т 2 2 \{А) =  {а \1)^1У тт,{А \

V т п
(А -40)

где
j  =  (т 12 -  т 22)!2 , т m n  -  (W12 +  m 22)fl,

т' =  m'l l  -  { т 12 +  т 22)/2. (А -41)
Соответствующие ортоиормированиые базисные векторы имеют вид

- ±  /  Atu \
В / т  12 т 22 (Л)|0 >,

V /
(А -42) 

(А -43)

Для /хи  =  т 12 (или для т п =  т 12) полиномы (А-40) (с точностью до число
вого множителя) совпадают с полиномами ((А-37) и (А-38)), прямо полученными 
из двойных стандартных схем Вейля. Однако общий полином (А-40) не получа
ется прямо из соответствующей двойной схемы, а порождается из =  т 12- 
полинома путем применения (кратного коммутирования) понижающего опера
тора Я 21 (см. (5.59)), гарантируя ортоиормированиость соответствующих базис
ных векторов (А-42):

(Л) = (Atn -  т 22)\
_{т  12 -  т 22) \ (т , 2 -  ^ „ ) !

(т 12 —Я м)

ъг 1 2 to to

1 i (m u  -  m 22)\
_ (m , 2 -  m 22) \ {m l2 -  ^ , , ) !  _ _ { m i 2 -  m 22) \{m12 -  т ц ) \ _
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(  т 12 \X Е2\ Е21, в \  ГП\2 т 22 )(Л) (А-44)
_ \  )  _ (тп-т1!)_

где
т 12

(А -45)5  m i2 т 22 (А) =  (а\1)т̂ {а\ )т^ ~ т̂ ,

V m i2 /
а квадратные скобки обозначают кратные коммутаторы.

Вышеприведенные свойства «а» — «в» (после формулы (А-39)) применимы 
также к ортоиорм. рованиым бозонным полиномам

(  >\В  J m l2 т 22 j(A) ,
V w in /

за исключением того, что теперь в свойстве «в» мы получаем унитарные непри
водимые представления группы 17(2) (см. приложение Д).

Свойства бозонных полиномов (А-40) рассматриваются подробнее в прило
жениях Б — Д . (Подробные соотношения для полиномов, соответствующих 
двойным стандартным схемам, отсутствуют в литературе.)

Обобщения. Рассмотрим двойную стандартную схему (или таблицу) Вейля 
формы [т] =  [л] =  [XjX  ̂ ...

'И i 12
'21 '22 hx2

L1 п̂2

Jn j  12 / H i

У 2 1 j l l iix2

jm jn2

(А -4 6 )

Двойная стандартная схема Вейля формы [т] находится во взаимно-однознач
ном соответствии с двойной схемой Гельфанда

П т ' ) \
( [/и ] I  lA -47 )
\ { m ) J

где левая схема Вейля в (А-46) строится из схемы Гельфанда

' [ т ] \

(,т ) )

согласно правилу (А-7) и правая схема Вейля в (А-46) подобным образом строит
ся из схемы Гельфанда

(А -48)

(т'У (А -49)

С каждой парой столбцов в соответствующих положениях из левой и правой 
схем двойной стандартной схемы Вейля (А-46) мы сопоставляем детерминант- 
ный бозон по правилу
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где

И к j l k

h k j l k

J  K k

hk b.kk

• « Г
ar

(A -50)

(A -51)

Далее мы определяем бозонный полином, соответствующий двойной стан
дартной схеме Вейля (или, что эквивалентно, соответствующий двойной схеме 
Гельфанда), образуя произведение дстерминантиых бозоиов (А-50)' для всех 
столбцов 1, 2, ... , X, схемы. Используя для обозначения полиномов двойные 
схемы Гельфанда, имеем

/ ( " 0 \  -I,
Р  [ т ]  (Л ) =  П  <  t :  ■

\ { m ) J  k=i
Выделим два отдельных случая соотношения (А-52):

/ ( т а х ) \
W  [ т ]  ] ( Л ) =

\ ( т а х ) /  4-1 
/  (m ax) \  „-1  „

р (  О ]  р )  =  П  х П
^ (sem i-m ax) J  к ~ 1 к ~ 1

где ту  *  0 для г >  j ,  a l̂  "kkZ для А: =  1. Здесь введены специальные обо-

It -  1 k \min- m k„ _ 1

(А -52)

(А -53)

(А -54)

значения схем:

Г"П-1\(т а х )/

т и т 2„ ■ тп
т п- \ п

т I л

1> ]  
(semi-max)

fflln т2 п™2п

(А -55)

(А -56)
— 1 п тпп\

m ln- 1 w 2„_ i • • • j .
(max) J

Вес, или содержание (W, W ' ), двойной стандартной схемы (А-46) (и двойной 
схемы Гельфанда (А-47)) определяется как

(Ж , W') =  (w l , . . . ,w „ ,w '1, . . . , w ; ) ,  (А -57)

где (W) и ( W ) — веса левой и правой стандартных схем (верхней и нижней схем 
Гельфанда) соответственно; wt- и wj также равны числу индексов / среди всех 
нижиих и верхних индексов бозонного полинома (А-52) соответственно. (Мы 
также говорим, что полином (А-52) имеет вес (W , W ' ).)

Отмеченные выше (стр. 226 ) важные свойства «а» и «б» обобщаются на по
линомы
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/ ( т ')\
/> [ « ]  (Л ),

\ (т )  J
соответствующие двойным стандартным схемам Вейля. Свойство «в» также 
обобщается на полную унитарную г р у п п у н о  теперь строки и столбцы мат
рицы Р^т\ А ) нумеруются схемами Гельфанда ((т), (т')) для группы U(n — 1).

Большое внимание в физической литературе уделялось изучению набора уни
тарных групп U(n)t используя п х  л-бозон, рассмотренный в разд. 5. Главный 
упор делался на построение ортонормированных базисных векторов, обознача
емых на языке двойных схем Гельфанда через

А т ') \
[/и] )  =  [ • # ( [ / « ] ) ] [/я] (Л)|0>, (А -58)

ч( т ) / /  \ ( w ) /
гДе /

•'*([>»]) =  П  Pin' /  П  (Pin -  Pin), (А -59)
и i= l / i<j

Рш =  min +  n -  i. (A -60)
Символ J?([m ]) обозначает произведение чисел в запутанном крючковом графе 
максимальной схемы Юнга, соответствующей максимальной схеме Гельфанда 
(А-55). Символ J?{[m]) также называется мерой схемы Юига формы [т].

Базисные векторы (А-58) однозначно характеризуются (с точностью до  фа
зы) как нормированные одновременные собственные векторы множества (неза
висимых) взаимно коммутирующих эрмитовых операторов

^ ’ =  I f  E^ E ilh • • • £ , . .  (А -6 1)

К Л) =  Хл* E hhE hJ' ■ ■ ■ Ehi\  (А -62)
j\  h  ■ "  A

где X =  1, l ,  ... , n и рля каждого X k  пробегает значения 1, 2, ... , X. Так как 
можно показать, что

W ?  =  k =  1 , 2 , . . . ,  /1, (А -63)

то существует п2 различных операторов, определенных формулами (А-61) и (А- 
62), и собственные значения одновременных собственных векторов определяют 

шсел, возникающих в 
Бозонные полиномы

п2 чисел, возникающих в двойной схеме Гельфанда (А-47).

/('» 0 \
в1  [/и ] |М )  (А -64)

\ ( т ) )
появляющиеся в (А-58), и полиномы, соответствующие двойным схемам:

P I [ / 7 1 ]  }(Л )

\ ( " » ) /

11 В действительности результат справедлив для полной линейной группы.
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заданным формулой (А-52), являются базисом одного и того ж е векторного про
странства. Однако только для схем

(
(m a x )\ /  (m ax) \  /(sem i-m a x )\

[ « ]  ) ,  ( [да] ) ,  ( [да] ) (А -65) 
(m ax)/ ^(semi-max)/ \  (max) J  

полиномы согласуются (с точностью до нормировочного множителя). В частно
сти, заметим, что

/( ш а х ) \  / (ш а х ) \
в 1  [ш] \ (А)  =  р 1 [да] 1(Л),

\ ( ш а х ) /  \ ( ш а х ) /

_ 4 /  (max)
Р  ( [т]

/  (ш ах) \

5  [да] И )  
\(se m i-m a x ) J

М
н т I (А).

(А -66)

(А -67)
^(sem i-m ax) /

Важное свойство [14] бозонных полиномов состоит в следующем: при ото
бражении/1 — U  е  U(n) полиномы

/(д а ') \
д (  [да] ](С/) (А -68)

\ ( m ) J
являются элементами унитарного матричного неприводимого представления 
D^m\U )  группы U(n).

Имеется обширная литература, развивающая различные свойства самих бо
зонных полиномов (А-64), их связь с коэффициентами Вигнера группы U(n) и с 
векторами состояния точного углового момента л-частичных систем, и мы от 
сылаем читателя к этой литературе, где имеются все детали (см. замечания в 
конце этого приложения).

Мы заключаем это приложение обсуждением бозонной интерпретации класси
ческого математического результата — тождества Капелли ([26], стр. 41) — и 
применения этого результата к определению множителя меры (А-59). С неболь
шой модификацией результата, приведенного Вейлем [26], тождество Капелли 
может быть записано в виде

det I
+  п -  1 Е 12 

Е 2' Е22 +П  — 2

Г«1 г л 2

//1 2...П л 1 2...л 
I 2 „ . л  1 2 . . . л ’ (А -69)

где множители в свернутом детерминанте упорядочены так, что любой множи
тель из столбца / детерминанта лежит слева от любого множителя из столбца j  
при / <  J. Например, для л =  2 имеем

det
Е " +  1 Е' *

\Е - Е2-
=  ( £ “  +  1)Е22 -  Е2[Е ' 2 =  </}?<?!?. (А -70)

Величины E'i определены формулой (5.50).
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Заметив, что
/( ш а х ) \  \

F iJ ( ["?] ) / = 0 ’
\ ( ш а х ) / /

и используя тождество Капелли, находим следующий результат:

1 2  п - > 2 . . . п 
1 2 . . . п  1 2 . . . п

/ ( ш а х ) \  '

( И ]  ) )  =  П
\  (ш а х ) / /

/ ( ш а х ) \  '

I [ и ]  )
\ (vaax .)J,

(А-71)

(А-72)
\ / J \ у ш и л у  / /

Замечая, что д в о й н о й  максимальный весовой вектор для неприводимого 
представления [/я1п ... юЛп0 ... 0] группы £/(л) совпадает с двойным максималь
ным весовым вектором для неприводимого представления [т1п ... ткп] группы 
Щк),  т .е.

(m ax)
[т,„ ■ • • ткп0 • • • 0]

(ш ах)

(m ax)

[да in r>hnl
(m ax)

видим, что тождество Капелли (А-69), примененное к п — к, также дает

12...*  - 1 2 . ..к 
и \ 2 , . . к а ) 2 . . . к

К

=  П  (/’■•о +  * -  ")
I -  1

(ш ах)
[w i„  • • • ткп0 - О]

(ш ах)
(m ax)

[да,„ • • • т к„0 • • • 0]  
х (m ax) у !

Из этого результата следует (так как векторы нормированы) 
/  (m ax) 4 '
I [ w in • ■ • тк„0 - О]
\  (m ax)

~к  11 /  (m ax)
П  (.Ры +   ̂ — п +  1)

-12 ...* 
1 2 . . .А

[/»/!„ +  1 • ■ • mt„ +  1 0 • • ■ 0]  
(m ax)1 1  \  (m ax) /  /

Повторяя этот результат X раз, а затем положив ткп =  0, после этого поло- 
в X =  т,КП и заменяя mjn на да,л — (/ =  1, 2,  ... , Ат), находимжив X =  т,КП и заменяя /и|Л на min

(m ax) \ \
[ш ,„ • • • т к„0 0]  \  > 

(m ax) / /

т— I ( P i n  Р к п )  •

-• | (Рт +  к -  II)

(m ax)
[т,„  -  тк„ ■ ■ ■ т к. ы -  ткп() ■••(>]

ч (m ax)

(А-73)
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Используя этот результат повторно для к =  п, а затем для к  =  п — 1.........
к  =  1, и делая соответствующий сдвиг в индексах, получаем множитель меры, 
заданный формулой (А-59).

Замечания, а) Понятие стандартной диаграммы (схемы) было введено Юн
гом [18] в его работе по теории инвариантов, б) Вейль [19] ввел (единичные) 
стандартные диаграммы (схемы) с повторяющимися целыми числами в своей 
работе по представлениям классических групп (поэтому полиномы (А-52), соот
ветствующие правой диаграмме (схеме), которая максимальна в (А-46), часто 
называют базисными векторами Вейля), в) Единичные схемы Гельфанда были 
введены Гельфанд ом и Цетлиным [20], чтобы определить (абстрактные) орто- 
нормированные базисные векторы в гильбертовом пространстве, на котором  
задано неприводимое унитарное представление группы U(n). г) Отображение 
схем Гельфанда в стандартные схемы Юнга было дано Бейрдом и Биденхарном 
[27]. д) Броди и др. [28], а также Лаук [29] впервые отметили роль базисных век
торов (А-58), заданных двойными схемами Г ельфанда, на которые натягивается 
пространство однородных полиномов степени N , когда [т ] пробегает все разби
ения числа N  (эти работы могут рассматриваться как естественное развитие бо
лее ранних работ Мошинского и его сотрудников [30-33] и Бейрда и Биденхарна 
[27]). Биденхарн и др. [34] дали абстрактное доказательство того, что ортонор- 
мированные базисные векторы, заданные схемами Гельфанда, обладают 
свойствами, описанными выше, е) Полиномы (А-52), соответствующие двой
ным стандартным схемам (в которых бозоны ali заменены на трансцендентные 
<jr,lUj), сопряженные к произвольному полю), были введены Дубиле и др. [35]; 
см. также [35а]. В этих статьях рассматриваются многие приложения этих форм 
к задачам математики. Дополнительные статьи, связанные с бозонным исчисле
нием и развитием их свойств, включают [Зб-52а].

Б. УМНОЖЕНИЕ БОЗОННЫХ ПОЛИНОМОВ И ЛЕММА ФАКТОРИЗАЦИИ  

Бозонные полиномы, появившиеся в (5.80) и определенные Формулой

интересны по нескольким причинам
а) Множество полиномов, соответствующих 2к (неотрицательное целое чис

ло), 2J. =  0, 1, ... , 2к vim, т'  =  j , j  -  1, ... , — j ,  составляет базис пространст
ва однородных полиномов степени 2к  от af. Размерность этого пространства

б) Полиномы этого множества удовлетворяют закону умножения, который 
легко выводится из соответствующего закона умножения (3.189) для .D-функций 
(матриц вращений). Используя этот результат, мы можем обобщить формулу 
(3.190) для коэффициентов Вигнера так, чтобы можно было расширить ее до  
полной унитарной группы U(n). Мы увидим, что этот результат является анало

(Б -1)

равна



гом (в бозонном исчислении) интегрирования по групповому пространству про
изведения трех £>-функций (формула (3.190)).

в) Бозонные-полиномы являются ортогональной версией функций двойных 
таблиц (схем), введенных Дубиле и др. [35] (для случая схем Юнга, имеющих две 
строки), и мы видим, что общее исследование мультипликативных свойств 
функций двойных таблиц приводит к изучению коэффициентов Вигнера.

г) Свойства симметрии коэффициентов Вигнера могут быть систематически 
выведены из этих результатов.

Начнем с того, что приведем соотношение

j ,/d e t  АУ‘ +J*- Щ . т(А) .=  X  С ^ . т. С ^ 2т ( A ) D * . mt(A),
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Т * ;  ( б -2)
которое сразу следует из соответствующего соотношения (3.187) для 27-функций 
и того факта, что полиномы

(d e t A y ' +^ - JD i , J A )  (Б-3)
являются базисом для однородных полиномов от a’j степени 2(J\ + ji>- Умножая 
(Б-2) на (deM)*i ~7i(deM )*i ~72, получаем следующее общее соотношение между 
бозонными полиномами (Б-1):

/  +  к 2 +  WJ \  

&j'JejihjB[  ^1 +  + j  k l  +  ^2 ~ j  J (^ )
\  k x + k2 +  m J

/  k 2 + m'2 \

= Z C ^ . m. C ^ X m B [ k 2 + j 2 k 2 j  2 j (A)
T*\ \  k2 + m2 f

/  k i +  m\ \
x В I k \  +  j i  k\  — j \  J ( /1). (Б -4)

\  k i  +  m , /

Обратив это соотношение, используя ортогональность коэффициентов Виг
нера, приходим к закону произведения для бозонных полиномов

/  к 2 + т'г \  /  ki +  т\ \
B l k 2 + j 2 к 2 - j 2 1 0 0  х 5 j  кх + 7 i  k t - j A ^ A )  

\  k 2 +  m 2 J  ' k< +  m.
V  l 2̂j C jZw + m2' fni,m2,nty + m2
}

/  к  ̂ +  k 2 +  m\ +  m'2 \
a B j +  lc2 + j  ki +  k 2 — j  \ (А). (Б-5)

\  к  i +  k 2 +  nil +  WI2

Теперь интерпретируем этот результат в терминах нормированных бозон
ных векторов состояний:

к +  т' \  
k + j  к —j \  

к +  т  /
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(2/  +  1)
.(к —j) \ {k  + j  +  1)

н

к +  m’ 
к + j  к  

к +  т
- т ^ ( Л ) |0 >.
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(Б-6 )

Применяя соотношение (Б-5) к вакуумному кет-вектору 10> и используя бо
зонные векторы состояний, получаем ненулевые матричные элементы бозонных 
полиномов между произвольными векторами состояний:

I к х +  к2 + т '  
ki  +  к 2 + j  k i  +  к 2 — j  

\ к 1 +  к 2 +  т

/  к 2 +  т’2 \  
s i k 2 + j 2 k 2 - j 2 1(Л)

V к 2 +  т 2 J

к  j +  т\  ' 
к\  +  7i k t — j i  

к х + т 1 ,

(к 1 +  к 2 +  к 2 +  j  +  1) !(2Д +  1)
(Б-7)

(* i - j l ) l ( k 1 +  j i  +  1)!(2/  +  1)

Соотношение (Б-7) обобщ ает иашу первоначальную формулу для коэффици
ентов Вигиера (5.82). Чтобы показать это, заметим сначала, что из (5.73), (5.85) 
и (Б-1) следует ^

в ( у ,  * 0 ) М )  =  [(2у1) ! ? Л ,т , ( а 1), (Б -8)

\  h  +  m i /

В f  2j2 О | М )  =  [ ( 2 л ) ! ] ^ Л- , ( а 2). (Б-9)
\  - j i  +  rn2 )

Таким образом, учитывая нормировочный множитель (5.82), можем записать

2/ i

j l  +  72 + j  j l  +  72 — 
j  1 + j 2 +  m

=  [(272 № * С Ш т.

в ( у 2 0 ] (A) 
\  j i  +  m 2

(Б  -10)

Левая часть этого выражения является частным случаем соотношения (Б-7), по
лученным выбором к х =  у'], к2 =  j 2, т[ =  j \ ,  т'2 =  — j 2 и т ' =  j x -  j 2. 
Правая часть (Б-7) теперь сводится к

( ji  + 7 2  - j V A j i  + j i  + j  +  1)! 
(2у1) ! (2 7 +  1)

С3\Ш c i d i i
7 i . - J 2 . 7 i  - h  m i m 2m ’

что должно равняться правой части (Б-10). Таким образом, мы не только полу
чили (Б-10) как частный случай общего результата (Б-7), но также получили без 
прямого вычисления частный коэффициент Вигнера

(2/ + 1X2/,)!(%)!
,(7i + 7 2  — у Ж Л  + 7 2  + 7  +  1 )L (Б-U)

Результат, выраженный соотношением (Б-7), мы называем леммой факто
ризации для бозонов.
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Замечания, а) Расширение соотношений (Б-7) и (Б-10) до общей унитарной 
группы SU(n)  было основным инструментом для определения коэффициентов 
Вигнера группы S i/fa )1* [14, 27, 28, 30 — 34, 40, 41, 46, 49, 51, 53 — 58].

б) Результаты, выраженные формулами (Б-8) и (Б-9), могут быть также по

лучены путем проектирования бозонных переменных с ех =  \ ) и
/0  0 \  . .  \ °  ° /

е2 =  L  j ) ,  т  л. ,А е х =  (а]0 ) и  А е2 =  (0 а2):

/  k +  т' \  /  2/
31 к 4- j  к -  j  ПЛеО =  Skjdjm,Bl  2j  0 )(Л),

\  к +  т )  \  j  +  т

(
к +  т’ \  /  "О

k + j  k ' - j \  (Ае2) =  dkjdj , -m.Bl  2j  0 ) (А),

к +  т )  \  j  +  т

В. КОНЕЧНАЯ ГРУ П П А СИММЕТРИЙ БОЗОННЫХ ПОЛИНОМОВ  
И КОЭФФИЦИЕНТЫ  ВИ ГНЕРА

В этом приложении мы получим конечную группу преобразований бозонных по
линомов, а следовательно, матриц вращений, и используем эти симметрии для 
вывода близких к ним симметрий коэффициентов Вигнера.

Конечная группа преобразований матриц вращений и бозонных полиномов. 
Чтобы рассмотреть эти свойства симметрии в наибольшей общности (независи
мо от параметризаций), мы вводим 2 х  2-матрицу Z:

2-(«5 ^
СимволF(Z) ш F(a, b, с, d )  обозначает произвольный полином (с коэффици

ентами из С ), определенный для неизвестных а, Ь, с, d.
Рассмотрим теперь новые полиномы &$F, <%F и Э Т , определенные следую

щим образом:
'а Ь\ ( с  dперестановка строк (3tF) I ) =  F,
\С а )  \ а  b )

11 Другое определение двойных схем Гельфанда дано Климыком [69] (см. также [70], 
гл. 9). Они не связаны с бозонным исчислением. Более того, они обобщаются на двойные 
схемы произвольной компактной группы Ли. В работах [69, 70] показано, как эти двойные 
схемы связаны с коэффициентами Вигнера компактных групп. Они приводят к рекуррент
ным соотношениям для коэффициентов Вигнера, связывающим коэффициенты с различ
ными результирующими представлениями. Дальнейшее развитие этого подхода к груп
пам SU(n), SO(n) и Sp(n) дано в работе [71]. Мы считаем, что подход к коэффициентам 
Вигнера компактных групп с помощью двойных схем, введенных в работах [69, 70], явля
ется более плодотворным (он основывается на достижениях теории представлений полу- 
простых некомпактных групп Ли). Но он требует дальнейшего развития. — Прим. перев.
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транспозиция

перестановка столбцов

(В-2)

Следует очень осторожно обращаться с законом произведений для этих опера
ций; например

ж  = {1, <е, р ,  т  = згт  ■= <езг, sr'4  = s i s ' ,  т у } ,  (В-з)

[Ясно, что эта группа изоморфна подгруппе симметричной группы S4; изомор
физм реализуется следующим образом:

Действие вышеприведенных операторов на матрицы вращений прямо следу
ет из определения (5.85) и имеет вид1*

При действии на матрицы вращений группа о п ер а т о р о в ^ ”индуцирует 8 преоб
разований над квантовыми индексами (т, т') ,  соответствующих любому числу 
изменений знака и транспозиции.

Существует еще одна операция — комплекеное сопряжение, которая важна 
при изучении матриц вращений. Если U  — унитарная унимодулярная матрица, 
то  она имеет форму

Операторы £  и ^ п о р о ж д а ю т  группу порядка 8 с элементами

где следует отметить, что

<%г = <€ 2 =  2Гг =  1,

=  Т . (В-4)

Я  -»(13X 24),*»' — (12)(34), Г  - » (1 )(4 )(23).]

(В-5)

(В-6)

В этом  случае
(В-7)

11 Симметрии матриц вращений (В-5) и (В-9) в этой форме впервые были даны в работе 
[59].
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Этот результат вынуждает нас ввести операцию ^  называемую сопряжением, 
которая определяется соотношением

Прибавляя к генераторам €, получаем группу {<%?,
, содержащую 32 элемента [59].

Действие прямо определяется из (5.85):

(В-9)
Заметим, что этот результат справедлив для произвольных аргументов (а , Ь, с, 
d), когда используется общее определение (В-8) в форме (5.85). Если, кроме того, 
(а, Ь, с, d )  являются элементами унимодулярной унитарной матрицы U, то име
ем

=  1Утт.{и*) =  ( -  1 r - mD L m<_m,(U). (В-10)
Учитывая свойства преобразований детерминанта, который появляется в 

определении (Б-1), получаем следующие преобразования бозонных полиномов:

/  к + т' \  /  к — т' \
( Я В ) 1 к  +  /  * - Л  = ( - 1 ) ‘ --'Я( k + j  А : - у ] ,

\  к +  т J  \  к + т /
/  к  +  т' \  /  к +  т' \

СV B ) l k + j  k - j \ ^ ( - l f - J B l k + j  А: - у  j ,
\  к + т J  у  к — т J
/  к + т' \  /  к + т \

( 3 T B ) l k + j  к — j \ ~  в (  k + j  k ~ J )
\  к + т J  у к + т' J

к + т' \  /  к — т'
С3 T B ) { k + j  k - j \  =  ( - \ ) т~тв1 к + j  k - j

к +  т )  \  к. — т / ( В _П)

Конечная группа симметрий коэффициентов Вигнера. Обсуждение свойств 
симметрии коэффициентов Вигнера дано в первоначальных работах Вигнера [60] 

♦и Рака [61], и результатом является группа симметрий из 12 элементов.
Было несколько удивительно узнать из работы Редже [62], что фактически 

группа симметрий является намного большей — она содержит 72 элемента. 
Прекрасное изложение результата Редже дано Баргманом [9]. (Мы рассматрива
ем метод Редже в приложении Г.)

Здесь мы представим несколько отличный подход к симметриям Редже, по-, 
казывающий, что их начало фактически лежит в основных симметриях 
^м атриц вращений, рассмотренных выше

Удобно ввести обозначение

(F, Г )  =  <0|F*(^)F'(/4)|0> (В-12)
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для скалярного произведениядвух полиномов от бозонов aj (с коэффициентами 
из С). Отсюда следует2*

(<3F,9F') =  (F ,F ') (В-13)
для J  <f, ^"или J?, т.е. операторы 31, и являются унитарными
операторами по отношению к бозонному скалярному произведению (В-12)).

Рассмотрим теперь коэффициенты Вигнера, заданные бозонным скалярным 
произведением (см. (S.83) и приложение Б):

с т { ш 2т  =

2j + \

_0'l + j  2 —j ) ' U l  + j 2  + j +  1) i(2 /l) 1(2/2) !. 

X  <0|(det + h - JD i J t _h ( A ) D ^ _ j 2 (Л)Ю>. (B-14)
Свойства преобразований различных множителей в скалярном произведении 

перечисляются ниже (по рассматриваемым ниже причинам мы здесь не включа
ем оператор Jt):

MD}m , =  D j_m ;w ’7l  J l  m *j 1 j  2

»  Di^ - h D ^  (B-15)

=  D U - H

=  D X - j: D i W  (B-16)

9~DJ . — D J .
^  l J m , ] i - ) 2  J i  ~ j 2 * m

£~(D i2 D h ) =  D h . D bU  m a t *  L 7 - J 2 . ’" 2  J i m i

—  n i U i  n i U i + j 2 + ’” l + m 2 ) /R 171

(Последнее соотношение следует прямо из определения и вида частных D- 
функций, которые возникают в произведении.)

Используя свойство унитарности операторов 31, €  и ^  вышеприведенные 
соотношения и тот факт, что изменяют знак детерминанта ad — be, в то
время как доставляет этот детерминант инвариантным, мы сразу получаем

11 Если F является полиномом ДЛ) = ^  с(а) (оф ', toF*(4) = £  c*(a)JJ (ej)
(a) U (<*) ij

Однако заметим, что бозонные полиномы являются вещественными, т.е. с*(а) = с(а).
2> Это свойство унитарности является следствием того факта, что транспонированные 

бозоны bj и их сопряжения удовлетворяют тем же коммутационным соотношениям, что и 
aJr Например, перестановка строк в бозонной матрице А определяет новые бозоны 
Ь\ = а[,Ь\ = a\,b\ = a\,b\ = а\, удовлетворяющие [Ц t/k\ = S>'5ik.
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первые три соотношения симметрии из приведенных ниже (чтобы иметь полный 
список генераторов симметрий в одном месте, мы включаем сюда и впоследст
вии доказываем свойство симметрии, сопоставляемое с оператором J?):

=  ( -  \ У ' +3>~3 С 313*3 _ т4 ' Wl|, WI2*
=  ( — 1 V‘ +J’2 ~ > C 3li'3
_ f ' H h  +h  +m, + m2), i ( j ,  + h - m x- m 2),j

^ + m j  i O ' i  ~V2 +  " i i  —w,2) .4 '0"i  —V 2 ~ m ! + m 2 ) i J i  "~vV

С т{м2*п =  ( ~ \ ) h+m2 [(2j  + l)/(2/, + 1)]*С^;Жг>_Ж1. (B-18)
Унитарные операторы if, ST, стоящие слева, индуцируют симметрии ко

эффициентов Вигнера справа. Группа Асимметрий индуцирует 8 соответствую
щих симметрий коэффициентов Вигнера (учитывая тождественность).

Более замечательный факт состоит в том, что эти 8 симметрий коэффициен
тов Вигнера являются в точности симметриями дискретизированных функций 

_ j  (см. (5.89)) при действии преобразований из Ж, т.е. эти симметрии 
D -функций распространяются в точности на дискретизированные /7-функции.

Рассмотрим теперь оператор сопряжения JV. Мы уже видели, что ^ ун и та
рен по отношению к бозонному скалярному произведению. Если использовать 
свойство (В-9) в бозонном скалярном произведении, то получим такой резуль
тат:

r h i i j  — с 3 'hJ га-191

который фактически является комбинацией первых двух симметрий из (В-18). 
Операция не приводит к независимому соотношению между коэффициента
ми Вигнера, когда она применяется к бозонному скалярному произведению.

Однако существует новая симметрия коэффициентов Вигнера, соответствую
щая операции сопряжения Jf, но она не реализуется в бозонных полиномиаль
ных структурах, где свойство комплексного сопряжения, аналогичное (В-10), не 
определено, т.е. не определено для бозонов.

Чтобы использовать свойство (В-10), применим скалярное произведение в 
терминах интегрирования по единичной сфере в четырехмерном пространстве 
(см. разд. 9 гл. 3):

( / ,  д) =  j Л 2[/( uy]*g(  U),  (В-20)

где U  =  и(ф, А) (см. (2.27) и (2.28)) и интегрирование ведется по всем точкам 
единичной* сферы S3.

(По отношению к этому скалярному произведению оператор комплексного 
сопряжения, определенный как J f f  ~  /* ,  антиунитарен: (J tf ,, Jfg)  =  ( f  g)*. 
Оператор ^унитарен по отношению к скалярному произведению (В-20), но 
& g )  и (tf/, <§g ) не определены, так как =  f ( U ’ ) и (<ff)(U) =  f ( U " ), где
для каждого U e S U ( 2 )  имеем detl/' =  d e tl/'  =  -  1, так что V , U" е  1/(2). 
Единый вывод симметрий (В-18) может быть дан путем взятия матрицы Z из (В-
1), принадлежащей группе U (2), и использования скалярного произведения, 
определенного формулой (В-24). В этом случае операторы 3$, g ,  .Т, ^составля
ют группу, в которой if  и ^унитарны, а ^антиунитарен ([68], разд, 8 гл. 1,
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где дается обсуждение теории копредставлений групп, содержащих как унитар
ные, так и антиунитарные операторы).)

В обозначениях (В-20) интеграл от трех матриц вращений (3.190) выражается 
в виде

2 п
. f J x J i J  C J U 2 l j = ( f \ j  п л  n j  2 )  

m ,m 2m w  m, m 2 m  \  m m '  m xm \ ’ m 2m 2 ' '2j +  1
Используя свойство комплексного сопряжения (В-10), получаем

(В-21)

- C ' J x J l Jmim2m

2n2 , dS2 D l m'_ m, ( U ) D ^ m , { U ) D ^ m ,{U).

2 7 +  1 
1

(B-22)

Так как существует 3! =  6 расположений множителей в интеграле, то видим, 
что существует соответственно шесть тождеств, связывающих произведение ко
эффициентов Вигнера слева. В этих шести соотношениях т j, т'2,т '  можем вы
брать так, чтобы получить простые коэффициенты. На этом пути можно полу
чить шесть соотношений между коэффициентами Вигнера, соответствующих 
шести расположениям

' j \  \  ( h \  ( / '
\ т  | /  \ m 2 J  \ m j

с подходящими изменениями знака в квантовых числах проектирования. Из этих 
шести соотношений только одно является новым в том смысле, что из него 
можно породить остальные, а также первые три соотношения (В-18). В качестве 
нового соотношения можно выбрать то, которое переставляет у и_/1; или то, ко
торое переставляет j  и j 2.

Таким образом, например, мы получаем
( _  ~ т1 ~ h~m2

2j +  1 
( _

- C JlJlJ C jxj2jmlm2m i ~j2

C V 2)\J2 ~ /b ~ J2i

Мы используем явный вид коэффициентов Вигнера, чтобы показать, что
2/i +  1

f J J 2 J  —
U--  )2- ~j,

получая, таким образом, соотношение

=  ( - 1  тугп2м ' '

2j  +  1 .

~2j +  1 

L2/i + 1 J
(B-23)

где стоящее слева ^показывает, что эта симметрия имеет свое начало в свойст
вах комплексного сопряжения D -функций.

Если не учитывать изменения фаз и размерностные множители, четыре сим
метрии (В-18) порождают группу порядка 72, кат; рассматривалось в разд. 12 
гл. 3.

16-59
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Замечание. Мы использовали бозонное скалярное произведение при выводе 
первых трех соотношений симметрий в (В-18) и интегрирование по единичной 
сфере S3 при выводе последнего соотношения. Это недостаточное единообразие 
вывода может быть устранено путем использования скалярного произведения, 
подходящего для функций ( / ) ,  определенных на элементах унитарной группы 
U (2) (устранено условие унимодулярности):

где

(/>9) = dQ \_f (U)yg(U) .
5-24)

о
(Представления группы U (2) обсуждаются в приложении Д.)
Об9бшение интеграла от трех матриц вращений (3.190) дается формулой

—I*

А* 11

ш, 1
т 2г J (U) 

/

2/

4 7Г3 ..................
_____С ЛУ CJJ J_|_ J mm'm"

j  =  (m l2 -  m 22)/l,  
m =  m, i -  (m 12 +  m 22)/2,
Л =  /'и  -  ("*i2 +  m 22)/2, 

с соответствующими определениями для (у1', /и', ^ ' ) и (у", ш", ).

$-25)

Г. ПОРОЖДАЮЩИЕ ФУНКЦИИ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ВИГНЕРА 
И РАКА

Порождающая функция для коэффициентов Вигнера. Вывод порождающих 
функций для коэффициентов Вигнера базируется на построении инвариантов 
(этот метод интенсивно использовался ван дер Варденом [63], Крамерсом [64] и 
Бринкманом [65]). Ключевой формулой является формула (3.335) из гл. 3.

Здесь мы применяем это инвариантное построение к бозонным полиномам 
(см. (5.53))

Pjimiw ,  i =  1 ,2 ,3 , (Г-1)

ГЛе а' =  ( а \ ,4 ) .  (Г-2)

Отметим, что при действии S^j (см. (5.42)) бозонные полиномы являются тен
зорным оператором:

и ■ РJ,m,(a‘) UРJim,(a‘)^~ и '



Таким образом, применимо построение (3.335).
Вращательный инвариант

I  ( Л  Н  ]Ъ ) р л,„1(а 1)РЛИг(а2) ^ тз(а3) (Г-4)
1 тг тъ)

может быть просуммирован до одночленного вида, который определяется на 
трех вращательных инвариантах

ei2.a?J,a?2. (Г-5)

ГД6 ( а \ а{ \
“ ■'2 = d e t u  4 ) -  ™

Чтобы доказать этот результат, мы используем следующее:
а) Теорему Вейля ([26], стр. 45), которая утверждает, что каждый полиноми

альный инвариант вида (Г-4) является полиномиальной формой от трех инвари
антов, данных в (Г-5).

б) Свойства однородности формы (Г-4); она однородна степени 2/ по (а \, а'̂ }, 
и общая степень ее 2(j 1 +  j 2 +  Уз)-

Этих двух свойств достаточно, чтобы показать, что полином (Г-4) может 
также быть записан в виде

#  {а\\У ' +нчЧа\\У1+* 4 lia \ \ ) h + h 4', (Г-7)
где #  обозначает константу.

Константа # ,  появляющаяся в (Г-7), может быть вычислена, если в (Г-4) по
ложить а\ — а \ =  0; тогда (Г-4) сведется к одночленному выражению, соот
ветствующему m l =  j v  т2 =  — j 2, т} =  — j 1 +  j 2. Используя частный 3/- 
коэффициент для этих квантовых чисел т (см. (Б-11)), приходим к результату 
для # .

Таким образом, мы получаем
j \  j l  j 3 \ „  / _ 1 л п  /_2\ п  /_3\
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X  ( ) Р/.тДа1)^, (a2)/* (а3)
т л т Л " 1! т г

(а \\У ' +̂ % а 3Л у ,+1' - \а \ \У '+ ‘>4'

Редже [62] заметил, что (Г-8) можно умножить на

(а\\У' +h4i(a \)h+J' ~ H .a \r  +/i (Г.9)
hhjl [(./l +  Jl — УзЖ./з +  j l  — У2Ж 72 +J3  — 71) -]^

просуммировать по всем (J) =  таким> что сумма

j i  +  j z  +  /3 =  J  (Г-10)
остается фиксированной (при неотрицательном полном значении J ), и таким об
разом получить [(У +  l)!]-1/2(detA ) j /J \  из правой части (Г-8). (При получении 
этого результата используется трехчленное разложение.) Здесь А  обозначает
3 X 3-матричный бозон:
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■я} а \ \
а\ а * ) . (Г-11)

а\ ° \ )

А =

Полученный выше результат может быть записан более кратко:

J\ ,/= 1 [(«/)!]* ’
(Г-12)

где введено комбинаторное 3 х  3-расположение (см. (5.85)), обозначенное через 
® , неотрицательных целых чисел [ а { ) . В этом расположении суммы по строкам 
и по столбцам1* равны J:

~1 3
*1 «1

«5 «1 «23
«3 «I

j J j

J
J
J

(Г-13)

Суммирование в (Г-12) должно вестись по всем расположениям, удовлетворяю
щим этим ограничениям. Для коэффициента в разложении (Г-12) мы также ис
пользовали обозначение . В обозначениях Up mi) имеем

j l  +  Wl j i  +  m 2 j  з +  т ъ
R Jl ~  ™i j i  ~  m 2 J3 ~  m 3

j l  + ]з  — j l J3 +  j i  — j l j l  + j l  ~J3

J1 J2 7з 
ni\ т 2 т з (Г -14)

Соотношение (Г-12) (результат Редже) делает очевидными детерминантные 
симметрии: операции перестановки строк, столбцов и транспонирования на мат
ричном бозоне А  очевидным образом переносятся с помощью симметрии вида

JJ (a{)“V[(a:j)!]1/г на сами коэффициенты ЯШ •
i j

Швингер [8] также нашел результат2) (Г-12), но в экспоненциальной форме, 
полученной путем умножения (Г-12) на \ J и суммирования по всем J  =  0, 1, ... :

eidetA =  £ [ ( J +  1 ) ! ] * Л 'Х Л ® П ]7 - Г т -  (Г-15)
J  Ей i j  U a iV*J2

Экспоненциальная функция exdeL4 называется порождающей функцией для Зу- 
коэффициентов.

Порождающая функция для коэффициентов Рака. Порождающая функция 
для множества коэффициентов Рака была дана Швингером [8]. Мы выводим со
отношение Швингера путем обращения прямо к явной форме (3.292) для коэффи
циентов Рака. Для этой цели удобно переписать (3.292), введя (обратимое) пре-

Форма (Г-12) является частным случаем более общего результата, аналогичного 
(5.85), задающего неприводимые представления унитарной группы [/(3) [14, 48, 51].

2) Однако Швннгер не указал, что все 72 симметрии Зу-коэффициентов следует из
(Г-15).
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образование от параметров а, Ь, с, d, е, /  и индекса суммирования z  к неотрица
тельным целочисленным параметрам a lt а 2, а 3, а 4, (32> &з:

ocj =  z — а — Ь — е,
0.2 = 2  — с — d  — е,
«з =  z -  а -  с - f ,  
a4 =  z — b — d  — f ,
Pi =  a +  d + e + f - z ,
/?2 =  b +  с +  e +  f  -  z,
03 —Q +  b + c +  d  — z. (Г-16)

во двух 4 x  3-матриц:
d + f — b с + f -  a
a +  / — с b + f — d
d  +  e — с b +  e — a
a +  e — b с +  e — d

=s a:.

В терминах параметров (a) =  (aj, a 2, <*3, a 4) и (/3) =  (/Зр /32, /З3) 6j -  
коэффициент (см. (3.292)) выражается в виде

Эти соотношения предполагают
/ a i +  01 ai +  02 <*1 +  0

1 “2
+  01 a 2 +  02 «2 +  0

I «3 +  /»1 аз +  02 аз +  0
\ a 4 +  01 a4 +  02 a4 +  0

a b e 

d  с f .
f W  

L E L ^  +  ^ J

Г +  Z ^ +  1)!
 ̂ П  a ' f i '<«)<« l l i j “'- /V

Xi +  Pi = l<lj
где 4 з

а) JJ обозначает П П ’
у 1=1 ;=i

4 з
б) J] а. +  £  обозначает £  от,- +  £  fy;

/=1 j —1
в> суммирование ведется по всем неотрицательным целочисленным значени

ям параметров а, и |Зу-, таким, что а, +  где А' =  (к tj )  — матрица в пра
вой части (Г-17):

г) к. дается соотношением к, =  ( £  а,- +  2] 0,-) ~  “ ,■! заметим, что каждое 
к. зависит только от элементов из К  и фактически k l =  а +  b +  е, 
к2 =  с +  d  +  е, к} =  а +  с +  f ,  к4 =  b +  d  +  f.

Далее рассмотрим 4 х  3-матричный бозон
Зч

« 1 a

a j «22 a

« 3

Через Rj и Cj обозначим произведение элементов, стоящих в строке / и столбце j  
матрицы А , соответственно:

Ri =  af afa?,  / = 1 , 2 , 3 , 4 ;
Cj =  a{a{aJ3a{, j =  1 ,2 ,3 . (Г-20)
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Затем определяем форму S ( / l):
S(A) =  Ri -t- R i  +  R 3 +  R 4 +  Ci +  C 2 "t- C3. (Г-21)

Рассмотрим теперь разложение [1 +  5 (Л )]7 2- Сначала разложим в виде

[1 +  5 ( Л ) Г 2 =  i  ( -  1 №  +  1 )[5 М )Г . (Г-22)
N = 0

Многочленное разложение [S(i4)]iV дает

I  П ^ -  (Г-23)
<*)(/»> i j  - H J -  ( * ) ( 0 )  i j  '> J

Используя результат из (Г-22), получаем

[ 1 + 5 ( Л ) Г 2 = X ( - l ) I ^ l A ( X a « + I i 5 / + 1 ) ! П ~ ^ ,  (Г-24)
i j  a i - P j -

где aj и &j независимо пробегают значения о т О д о ® .
Суммирование запишем в виде

1 = 1  Е . (Г-25)
(a) (0)  ( a b c d e / )  U M / i )

*. + !*, ~ кч
где ^  обозначает суммирование по всем квантовым числам а, Ь, с, d, е, /

(abedef)

угловых моментов, удовлетворяющим условиям треугольника из определения 
коэффициентов Рака (см. формулу (3.264)). Используя суммирование (Г-25) и яв
ный вид (Г-18) б/'-коэффициента, находим, что (Г-24) принимает вид

[1+5М)Г2^ Х , ( Г1Л+|,!) ‘^ Л/ 1 п | $ -  «гэд
где можем считать, что в силу определения (3.264) a b e d e f  независимо пробега
ют значения от 0 до оо.

Так как функция S ( A ) инвариантна относительно перестановок строк и 
столбцов 4 х  3-матричного бозона А и каждая такая перестановка в (арки пе-

«
реходит в соответствующую перестановку строк и столбцов 4 х 3-матрицы К , 
то из порождающей функции (Г-26) сразу следует, что 6у-коэффициенты облада
ют симметриями, которые индуцируются на (a b e d e f ) перестановками строк и 
столбцов в К.

Замечания, а) Швингер [8] вывел порождающую функцию (Г-26) без исполь
зования 6у-коэффициентов в явном виде (см. также [9]). Затем эта формула была 
использована для вывода бу-коэффициентов в симметричной форме Рака (Г-18). 
б) Использование бозонов в вышеприведенном выводе является чисто формаль
ным, и мы могли бы использовать комплексные числа (zj). в) Джованини и 
Смит [66] рассмотрели определенные алгебраические структуры, связаннее с 
магическими квадратами, представляющими 3у- и бу-коэффициенты. Это обсуж
дается в разд. 8 гл. 5 книги 168).



Р. Приложения 247

Д. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ (7(2)

Группа U (2) представляет собой множество всех унитарных 2 х  2-матриц, в ко
тором групповым умножением является матричное умножение. Неприводимые 
представления группы U (2) получаются прямым путем из бозонных полиномов, 
если сделать некоторые наблюдения.

Произвольная унитарная матрица U е (7(2) может быть однозначно записана 
в виде1)

U =  eUy-2)U0, 0 < х < 2 я ,  Щ -1)
где U0 е SU (2). Таким образом, х является единственным углом на единичной 
окружности, таким, что

е'у- =  det U. (Д-2)
Далее рассмотрим бозонные полиномы, заданные формулой (Б-1), и поло

жим в них А  =  U:

D \ т 12 /1П «22  )(£ /) =  (d e t ^ " « D * (17 i ^ « >+lll22),(,11_ 1(MlJ + 111„ ) (tO,

V J ( Л - 3)
Здесь мы ввели обозначение Гельфанда (приложение А). Пусть D^m\U ), 
[т\ = [w 12m22] обозначает унитарную матрицу, которая имеет функцию (Д-3) в 
строке2) mn и столбце д п . Тогда

U - + & m4U)  (Д-4)
является представлением группы U(2 ) унитарными матрицами размерности 
т и  — w 22 +  *> причем этот результат является следствием свойства умноже
ния (5.61) для бозонных полиномов.

Для того чтобы представления были однозначными функциями элементов 
и у матриц U , мы требуем, чтобы т 12 и т22 были целыми числами (положитель
ными, нулем или отрицательными), удовлетворяющими условию т 12 ^ т 22.

Элементы матрицы (Д-4) являются однородными функциями степени 
т 12 + т 22 от переменных иф если т 22 ^ 0, то они являются однородными по
линомами; если т22 <  0, то они являются отношениями однородных полино
мов степени т 12 — т22 к (d ett/)_m22. Что в (Д-4) должны рассматриваться от
рицательные целые числа т 22, уже указывается тем фактом,- что соответствие 
U — U* для каждой матрицы U е  U(2) само является представлением группы 
U (2). Однако заметим, что

W22 — W21
- Ы 12 W j

6'* =  (det С/) •( -  ] .  (Д-5)

Если U0 параметризуется в терминах ф и п (см. формулу (2.27)), то мы можем запи
сать U = U(x, Ф, п) = ехр(/х/2)и о(ф, п). Тогда соотношение (/(2т + х, 2тг — ф,
— п) = t/(x, i/-, п ) показывает, что когда х может пробегать все значения 0 ^ х < 4тг, то 
множество унитарных матриц покрывается дважды: 1 раз при 0 ^ х < 2ir и 1 раз при 
2?г < х < 4-гг. Следовательно, мы ограничиваем х интервалом 0 ^ х < 2ir, заметив, од
нако, что периодом для х является 4тг.

2) Строки 1, 2, ... , т у2 ~ т и  + ' матрицы обозначаются через = /п12,
т {2 — 1, ... , т г2 соответственно. Такое же соглашение применяется для столбцов.
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Таким образом, каждой упорядоченной паре целых чисел таких, что
т п  ^ т22' соответствует унитарное неприводимое представление группы U (2). 
(Тот факт, что представление является неприводимым, сразу следует из его не
приводимости, когда U принадлежит S U (2).)

Замечание. Мы получили этот результат из элементарного аргумента, но он 
следует также из более сложных рассмотрений, отправная точка которых обыч
но алгебраична (с точки зрения алгебр Ли) и, следовательно, топологична. Ал
гебра Ли группы U (2) допускает ряд связных групп, которые имеют эту алгебру 
Ли. Универсальной накрывающей группой для этой алгебры Ли является пря
мое произведение групп G = R  х  SU{2), где Л — аддитивная группа веществен
ных чисел15. Элемент из G является упорядоченной парой (х, U0), где х е R  и 
U0 eSU(2).  Умножение элементов определяется так: (х, С/0) ( х \  U'0) =  (х +  х '. 
U0Uq). Отображение

IX, с/о) -  e1/:2U0 =  U, (Д -6)
для каждого x e R  и каждого U0 е SU (2) является гомоморфизмом R х  SU(2) на 
U (2). Ядро гомоморфизма (элементы, которые отображаются в единичный эле
мент а0 из U (2)) определяется соотношением e ‘x/2U0 =  а0. Так как U0 унитарна и 
унимодулярна, то мы получаем, ч г о е ‘х =  1, т.е. х =  2&т и С/0 = ( — 1)*сг0, где 
к  = 0, ±  1, ±  2..........Дискретная группа Z с  R  х SU(2), определенная форму
лой

Z =  {(2А-7Г, ( -  1Г<т0): А- = 0 ,  ± 1 ,  ± 2 , . . . }  (Д -7)
таким образом, является инвариантной подгруппой в R х SU(2), и фактор
группа R  х  SU(2)/Z изоморфна (7(2). Заметим, что Z изоморфна аддитивной 
группе целых чисел и порождается элементом (2т, — а0). (Прекрасное рассмот
рение этих вопросов см. в работе [67].)

Следующее заключение, которое должно быть сделано, состоит в том, что 
неэквивалентные унитарные неприводимые представления группы R  х  SU (2) 
задаются так: (х, U0) — e irx/1D J(U0), где г — произвольное вещественное число. 
В частности, генератор (2т, — а0) группы Z  представляется матрицей 
e ‘rit(— 1 )2J 1 где 1 — единичная матрица размерности 2j +  1. Но так как 
при гомоморфизме R х  SU (2) — U (2) имеем (2т, — а0) — а0 и а0 представляет
ся матрицей 1 ^ , то мы имеем (— l)2j + r =  1, т.е. 2у + г равно четкому числу. 
Эти ограничения нау и г (2у целое и 2у ^  0, г целое, 2у + г четное целое) удов
летворяются (однозначно) в терминах пары [w 12w 22] упорядоченных целых чи
сел т 12 ^  p i22 путем определения 2у =  т х2 — гп22, г = т 12 + т 22. Таким об
разом, неэквивалентными унитарными неприводимыми представлениями груп
пы U (2) являются

Выбирая [т}2т22] = [1, 0], получаем e'x/2U0, что совпадает с самой U. Ис
пользуя свойство однородности DJ\ e ‘x/2U^  = e iJx/2DJ\U 0), получаем наш ре
зультат (Д-3).

11 В этом замечании мы следуем обозначениям Мишеля [67] и отходим от наших стан 
дартных обозначений, где R обозначает вращение.
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Таким образом, результаты общего анализа Мишеля согласуются с нашим 
элементарным аргументом, приводящим к (Д-3). Мы дали это несколько де
тальное обсуждение потому, что оно было на практике источником недоразуме
ний.

Отметим следующие частные результаты:
D[l0\U )  =  U .’ (Д-9)

^ ( i  Хц =  ( ~ 1)'i ” VZ)( 0 I *  (Д -10)

Второе соотношение является частным случаем общего соотношения
/  Ии \  /  \

Л /и12 w 22 )(£/*) =  ( -1 ) '" “ " "Ы  - m 22 - w 12 !(£/).

\  mu  /  V / ( Д - 1 1 )
Если мы параметризуем U, записав

U  =  e'//2(.v0cro -  /х • с ), (Д-12)
где (х0, х) — точка на единичной сфере S3, то элементы матриц представлений 
будут удовлетворять следующим соотношениям ортогональности1̂ :

—1*2 п

dx dQ D I m\

__ с £  с -с
~  0"hi»hi °>»'ит22 °т\х’»м ( ИпИм m , 1

А/7 j 2 — ” *22 ‘ *
(Д-13)

Этот результат является следствием определения (Д-3) и соотношения ортого
нальности (3.315).

Наконец, заметим, что мы получили все конечномерные неэквивалентные не
приводимые представления группы U (2).
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Орбитальный угловой момент 
и угловые функции на сфере

ГЛАВА ^

Мы уже обсудили в разд. 2 гл. 3 физические начала квантовой теории орбиталь
ного углового момента. Если рассматривать исторически, то операторы кванто
вого углового момента для одной частицы были получены из классического 
углового момента согласно принципу р — — jft V , так что L =  5  х  р  становит
ся дифференциальным оператором (в единицах h ) j f  =  — ix х  V . Эти операто
ры также могут быть получены путем использования отображения Картана (см. 
(5.27)) эрмитовых матриц H i , определенных формулой п 1И 1 + п2 ^ 2  “*■ «з^ з ~
=  iN  (см. (2.6)):

& ,  =  хН,(д/дх),  (6-1)

ГДе х =  co if* ], х 2, х 3), д/дх =  со\ (д/дхи д!дх2, д/дх3).

Связь между операторами орбитального углового момента и сферическими 
функциями рассмотрена в разд. 8 и 10 гл. 3 как пример общих методов теории 
углового момента (свойства матриц вращений, техника операторов повышения 
и понижения и т.д.). Мы дали в этом предыдущем обсуждении: а) явные выра
жения для сферических функций (формулы (3.141) — (3.148)); б) стандартное 
действие операторов (6.1) на сферические функции (формулы (3.140)); в) свойство 
ортогональности на единичной сфере S 2 (формула (3.139)); г) явную и общую 

шаровых сферических функций (формула (3.153)) и д) интеграл Гаунта от 
трех сферических функций (формула (3.192)).

Сама теория орбитального углового момента имеет важное значение в физи
ческих теориях (в отличие от общей теории углового момента), и мы развиваем 
различные аспекты этой теории в настоящей главе.

Замечание. Следует подчеркнуть, однако, что орбитальная вращательная 
симметрия [SO(3)] всегда может быть отнесена к более общему понятию общей 
вращательной симметрии [S t/(2)]. Это геометрическое выражение связи между 
‘ортогональными и унитарными матрицами, выраженной формулами (2.15) — 
(2.17): каждая унитарная 2 х  2-матрица определяет собственное ортогональ
ное преобразование точек евклиоова трехмерного пространства. Этот ре
зультат становится особенно значимым для единой трактовки сложных систем 
(см. примечания 5 и 8 гл. 3), в которых кинематически независимые части могут от
дельно иметь или орбитальную вращательную симметрию [SO(3)]t или общую 
вращательную симметрию [51/(2)]. Мы всегда можем считать, что группа инва
риантности (невзаимодействующих) частей является прямым произведением 
SU(2) х  S t /(2) х . . .  с элементами (£/( , U2, . . .). Группа вращений всей слож*
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ной системы тогда представляется как диагональная подгруппа этого прямого 
произведения, имеющая элементы (U, U , . . .).

1. Вращательная симметрия простой физической системы
Рассмотрим квантовомеханическое описание одной из простейших физических 
систем: одной безструктурной нерелятивистской частицы с массой т,  движу
щейся в трехмерном пространстве в силовом поле, создаваемом центрально
симметричным потенциалом. Гамильтониан этой частицы имеет вид

Я ( х ,р ) =  —  +  V(r), (6.2)
2m

где р =  —/V и V(r) — потенциальная энергия, которая зависит от положения X 
частицы через г =  (Xj + Jcf + x j ) 1/2.

С точки зрения теории углового момента наиболее важное свойство операто
ра (6.2) выражается формулой

STRH S T =  Н  (6.3)

справедливой для каждой собственной ортогональной матрицы R . Здесь 
,9~R — оператор орбитального вращения Т, который определяется действием 
на состояние 'J'(x) физической системы, описываемой гамильтонианом (6.2)

(2Г R4>)(x) =

=  4>(R- lx), (6.4)
где х' =  R ~ *х обозначает матрицу-столбец, полученную из х = col (* j, х2, х3) 
путем матричного умножения на R ~ 1.

Важное значение свойства инвариантности (6.3) следует из свойств преоб
разования уравнения Шредингера для физической системы

(Я«Р)(х, 0  =  1(d/8t)4>(x, t), (6.5)
Г( ^ кН ^ к-,)(£Гяф)-](х, г) =  i i d / d t X ^ ^ X x ,  t). (6 .6)

Так как Ŝ rHS^r _ x =  Н, то (6.6) выражает важный результат. Если ¥  — воз
можное состояние физической системы, описываемой гамильтонианом Н , то 
Ф' = также является таким состоянием.

Важный частный случай этого общего результата применим ^собственным 
состояниям. Если ЧЕ — собственное состояние с энергией Е  относительно 
гамильтониана Н  (т.е. НЧ Е =  ЕЧе ), то У Е — — также собственное со
стояние с энергией Е.

Пространство ЖЕ, натянутое на собственные состояния с заданной энергией 
Е  относительно гамильтониана типа (6.2), инвариантно относительно действия 
группы операторов [&r -,R е  SO (3)). Следовательно, это пространство являет
ся пространством представления ортогональной группы SO(3). Следовательно,

’) Мы требуем, чтобы множество (’*г(х)) функций состояний было аналитическим, так 
что повторное применение к функции снова дает функцию этого множества, а также 
чтобы каждая функция в этом множестве равнялась ее ряду Тейлора, так что 
ехр (—1фЯ ■ (х) в действительности равно 4r(R ~ *х).
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пространство должно разбиваться в прямую сумму пространств, на каж
дом из которых реализуется неприводимое представление группы SO(3). Имен
но в определении этих подпространств появляется теория сферических функции в 
квантовой теории простых физических систем 1).

С точки зрения операторной алгебры свойство инвариантности (6.3) эквива
лентно такому свойству коммутирования:

при построении векторов состояний задача состоит в одновременной диагонали- 
зации взаимно коммутирующих (эрмитовых) операторов Н , j f 2 и - 4 .

2. Скалярное произведение векторов состояний
Скалярное произведение двух векторов состояний для физической системы с га
мильтонианом (6.2) (в обозначении с помощью дираковских векторов бра и кет) 
имеет вид

где интегрирование распространяется на все IR3. Более того, так ка/ потенциал 
центрально-симметричен, то значение <х1’Ф’> каждого вектора состояния I

где г — 11x1! =  (х\ + х2 +  х\)'А и х. — единичный вектор х  =  х/r .  Таким обра
зом, скалярное произведение (6.8) факторизуется в произведение

Здесь dSi  обозначает элемент поверхности на единичной сфере в точке х,  и инте
грирование распространяется иа единичную сферу.

Заметив, что (Ф, Ф') удовлетворяет всем свойствам, которые требуются от  
скалярного произведения, получаем, что множество непрерывных однозначных 
функций, которые являются квадратично-интегрируемыми на единичной сфере, 
составляет гильбертово пространство Л?(Б) (S обозначает сферу).

3. Унитарность оператора орбитального вращения
В общей теории углового момента (гл. 3) предполагают (на физической основе), 
что оператор вращения ехр ( — i-фп ■ J) унитарен, т.е. оператор общего углового 
момента эрмитов. В реализации этой теорйи с помощью орбитального углового

[ ^ „ Я ( х ,  р)] =  0; (6.7)

(6.8)

имеет вид <х|^>  =  Дг)Ф(х), (6-9)

ОО

(6 .10)

О
где

(6 -п )

') Таким образом, теория групп используется как инструмент для действительного по
строения векторов состояний в противоположность более общей роли (гл. 1 ) теории 
групп, используемой для определения формы законов природы [1 ].
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момента этот результат можно продемонстрировать явно. Операторы 
R е  5 0 (3 ) унитарны на пространстве

{РяФ ,3'яФ')  =  (Ф,Ф') <6.12}
длявсехФ.Ф' e ^ f ( S ) .

Доказательство. Имеем

(£Гкф , Г кФ') = J d S j& ^ R - 'x W R - 'x ) = J"d S Ri0 % x W ( x )  =  (Ф, Ф'),

где dS£ -  dSf,f, так как все точки на сфере эквивалентны относительно враще
ний. Ш 

Свойство эрмитовости операторов орбитального углового момента выража
ется формулой *)

(ЦФ, Ф') =  (Ф, и Ф ’\  ф, ф' 6  ж (5 ), (6.13)

которая следует из свойства унитарности (6.12), если выбрать R — Ri — Я(ф, 
ё{), продифференцировать по ф, а потом положить ф =  0. (Эта процедура требу
ет дифференцирования под интегралом; поэтому важное значение имеют одноз
начность и непрерывность.)

4. (Плотное) подпространство в Ж { 5 )

Ясно, что множество Щ  полиномиальных функций ( P j }, которые однородны со 
степенью однородности /, т.е.

Ж ,  =  { Р , : - Р , ( Л х )  =  Я ' / М х ) } ,  ( 6 . 1 4 )

является инвариантным подпространством в по отношению к группе ор
битальных вращений (а следовательно, по отношению к каждому оператору L t). 
Более того, если полиномы также являются решениями уравнения Лапласа 
V 2P,(x) =  0, то из

<£2 =  -  r2V2 +  (х ■ V)" +  х • V (6.15)

и нз теоремы Эйлера об однородных функциях (я • V)P[(x) =  /Р^ж} немедленно 
следует

^ 2Р,(х) =  /(/ +  1)Р,(х), i =  0, 1,2.........  (6.16)

В квантовой механике базис пространства Ж1 принято фиксировать (с точ 
ностью до общей фазы) стандартным действием операторов - 4  {см. формулы 
(3.140) и (3.154)). Решение уравнений

& + & и ( х )  =  о ,  S e m i t e )  =  Ш * )  ( 6 . 1 7 )

’) Оператор действует на функции, тогда как дифференциальный оператор .J’, дейсг 
вует на значения функции. Таким образом, = -^:(/(л)), а также L J  = / '  имеют
смысл, а не имеет смысла. Игнорирование этого (кажущегося педантичным) различия 
может привести к ошибкам (пример, указывающий на необходимость осторожного обра
щения, дан Вигнером ([1а], стр. 106)). Стало общей практикой, к сожалению, не различать 
1 и_^в обозначении (как сделано здесь).

17-59
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на простпанстве еЩ определяется однозначно, и оно имеет вид

27!
'{ 2 /+  1)! 

4л
( - х ,  -  ix2)‘, ^6.18)

где с&п было нормировано на единичной сфере (и фаза выбрана так, чтобы удов
летворять условию Кондона и Шортли). Таким образом, пространство Щ со
держит только вектор старшего веса. Отсюда следует, что ортонормированный 
Оазис в Щ получается стандартной процедурой понижения (см. формулу (3.151)), 
приводя таким образом к шаровым сферическим функциям, заданным явно фор
мулой (3.153).

Прямая сумма

I  Ф -^t
1=0

является плотным подпространством в Ж (S).

(6.19)

5 .  При квантовании пространственного 
(орбитального) углового момента могут возникать 
только целочисленные значения /

Часто предлагают, чтобы критерий однозначности волновых функций включал
ся в теорию орбитального углового момента, для того чтобы избежать рас
смотрения полуцелых значений,/, которые разрешены в общей теории углового 
момента. Это требование не возникает в приведенном выше рассмотрении, так 
как мы с самого начала выбрали пространство Щ  (всегда нечетной размерности 
21 +  1) с целочисленными /. Однако общая теория углового момента предпола
гает (без какого-либо дополнительного предположения об однозначности), что 
гильбертова пространства (четной размерности 2j  + 1) функций { /(х )} , по 
отношению к которому операторы орбитального углового момента 

= -IX  х  V эрмитовы, не существует.
Доказательство проводится путем приведения к противоречию. Предполо

жим, что существует гильбертово пространство ^размерности 2п (п =  1, 2, 
. . .), такое, что гипотезы общей теории углового момента !) справедливы для 
реализации с помощью орбитального углового момента, т.е. J =  =  —/х X V. 
Тогда должно быть справедливо построение мультиплетов углового момента, 
данное в разд.-З гл. 3. В частности, должно быть возможно натянуть Ж  на мно
жество базисных векторов, порожденных повторным применением понижаю
щего оператора к множеству линейно независимых решений дифференциаль
ных уравнений

^ + f j j W  — о, & 3f j M ) = j f d * y  6̂.20)
‘) Гипотезы общей теории состоят в следующем: а) существует гильбертово простран

ство Л?, на котором угловой момент J представляется линейным эрмитовым оператором 
I: Л? — Ж , и б) I  подчиняется коммутационному правилу 1 х ]  = / J (см. разд. 3 гл. 3).
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Эти уравнения обладают единственным решением

Л;(х) =  c j ( - x j -  ix2y, (6 .21)

где j  =  (2п — 1)/2, a Cj — константа, определенная нормировкой 1/^(х)12 на 
единичной сфере (заметим, что ŷ -Qi) квадратично-интегрируема на единичной 
сфере). Далее рассмотрим результат повторного применения оператора к 

Тогда по предположению f p (и) я  ~ *./# 00 е  ^  дая каждого р  =  1 ,2 , 
3, . . . и, более т о г о , ( х ) , / 2(л)..........f ln(я), + i ( * ) , . .  . взаимно перпендику
лярны (свойство эрмитовости операторов Jf) .  O f сюда следует (из построения 
мультиплета), что должно иметь место соотношение

Но, как мы теперь покажем, это свойство не справедливо, если 2j  +  1 — четное 
число.

Положим и =  — х г — ix2, z  =  х3, v =  x t — ix2. Теперь мы должны пока
зать, что

М ы должны заключить, что предполагаемое гильбертово пространство 
Л? не существует.

Существуют только целочисленные значения / орбитального углового мо
мента; гильбертовы пространства Щ (/ =  0, 1, 2, . . .) полиномов охватывают 
все возможные пространства неприводимых представлений группы SO(3) вра
щений пространства Я?3.

(Предыдущий метод доказательства не обнаруживает, какие предположения 
общей теории углового момента нарушаются для полуцелых /. Более тщатель
ная проверка этого вопроса показывает, что нарушается свойство эрмитовости 
операторов L r  По этому вопросу существует обширная литератуоа; она рас
сматривается в примечании в конце этой главы.)

6. Преобразования шаровых сферических функций 
при орбитальном вращении

Абстрактный результат (3.34) для шаровых сферических (или сферических) функ
ций принимает явный вид

(6 .22)

для п =  1 .2 ......... Достаточно пропемонстрировать, что / ( и ,  v, 0) Ф 0. Но ясно,
что

не является тождественным нулем.

( . Г Л Х х )  =  ‘х) =  £  (6.23)

Таким образом, элементы матрицы вращения задаются формулой

9 L - J X )  =  ( W l m ;  &  R & l J  ; (6.24)
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и соответствие л  _> (6.25)
является представлением группы SO(3) унитарными матрицами. Свойство уни
тарности матрицы является следствием того, что оператор орбитального вра
щения 3~R унитарен; свойство умножения

^ ‘(R 'W (R )  =  2>\R'R) (6.26)

подобным образом следует из 3~R —
Связь матриц вращений 3  '(R)  с ЕР(U),  найденная выше (см. гл. 3), опреде

ляется сравнением формулы (6.4), определяющей ^ R, с абстрактным операто
ром вращения, определенным формулой (3.34). Видим, что на Щ

•?~КФ.Й) =  ЩФ,П) (6.27)
Следовательно, из (3.34) и (6.23) следует

2>‘(R((i>,n)) =  П‘(ф,п).  (6.28)
3  более общем виде находим

2 \ R )  =  D l(U)/(det U)1 (6.2Sh
для R и U, связанных формулой (2.16).

Замечания, а) Всюду в этой главе мы подчеркиваем свойства шаровых сфери
ческих функций в противоположность свойствам сферических функций. Связь 
между этими функциями дается соотношением й̂ т (х) =  г 1 Ylm (вф) для х =  
=  (г sin 9 cos ф, sin 9 sin ф, cos 9), где Уш (вф) — сферические функции. Сущест
вует ряд преимуществ в использовании шаровых сферических функций: 1) мно
гие соотношения между шаровыми сферическими функциями легко понимаются 
как соотношения между полиномами (от трех переменных), см., например, фор
мулы (6.23), (6.56) и разд. 15 — 19; 2) соотношения между сферическими функ
циями легко получаются из соотношений между шаровыми сферическими функ
циями путем параметризации точек х е  IR3 с помощью сферических координат и 
3) соотношения между шаровыми сферическими функциями, включая соотноше
ния с операциями градиента и ротора, легко задаются в любой параметризации 
(криволинейных координат) точек х е  IR3.

б) Закон (6.26) представления группы включает как частные случаи свойство 
преобразования (6.23) для сферических функций, а также теорему сложения
(6.137). Соотношение (6.23) получается из З ^ ^ Е '  R ) — Y, ^ т 'т ^ ^ о .т ’ )

т '

и (6.181), если положить щ =  х = col (R^ • # 32= дальнейшее ограничение 
этого результата к т =  0 порождает соотношение (6.137), если положить 
у = ( R 13, i?23> ^ 33> и использовать свойство (6.182). Эти результаты были об
суждены в контексте закона представлений группы S U (2) в разд. 7 и 8 гл. 3. 
Связь между представлениями группы и специальными функциями была разви
та Вигнером [16] (см. также [1в — lej).

7. Элементы матрицы вращения 3 ' ( R )  являются 
однородными полиномами.

Выше мы указали (формула (3.86)), что элементы матрицы DJ(U) (J =  0, 1/2,
1, . . .) являются однородными полиномиальными формами степени 2j  от эле
ментов u,j матрицы U. Подобный результат справедлив для 3  '(R). Чтобы устано
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вить этот результат, используем свойство ортогональности R 1 = R,  чтобы 
записать (6.23) в виде

<3flm(Rx) =  £  & m.m{ R W i M .  16.30)
т‘

Как соотношение между полиномами (6.30) справедливо для а) произвольной 
тройки комплексных чисел (xt , х 2, х 3) =  ( z {, z 2, z 3) =  z и б) произвольной не
сингулярной комплексной матрицы R , удовлетворяющей условию RR =  а I  
(а е  С).

Доказательство. Функция ®/m(z) удовлетворяет комплексному уравнению 
Лапласа (заменяем d/dxt на d/dZj),  и общая справедливость соотношения (6.30) 
зависит только от того, удовлетворяет ли 3̂ lm(R z)  комплексному уравнению 
Лапласа; это приводит к условию «б». Ш

Как частный пример справедливости соотношения (6.30) при этой расширен
ной области определения мы можем заменить R на \R  и использовать свойство 
однородности шаровых сферических функций

9 lm{kx) =  Я '#1т(х), (6.31)
чтобы доказать, что =  ) }& (R )  (6 32)

Так как из (6.24), (6.23) и (6.30) следует, что J„-m(iJ) — полином от R tj ,  то из 
(6.32) заключаем, что элементы матрицы 2! l(R )являются однородными поли
номами стгпепи 1 от элементов R^ матрицы R.

Замечания, а) Полученный выше результат, расширяющий область определе
ния, для которой справедливо соотношение (6.30), показывает, что матрицы 
3 l(R)  дают неприводимые представления группы несингулярных комплексных 
матриц, удовлетворяющих условию RR  =  аI.  В частности, они дают неприво
димые представления группы вещественных ортогональных матриц, б) В разд. 
19 и 20 мы рассматриваем 3 !m,m(R)  как полиномиальные формы от [ R tJ) и от
мечаем связь с неприводимыми представлениями группы SU  (2).

8. Уравнение на собственные значения энергии
Возвратимся теперь к рассмотрению приложений предыдущих результатов (для 
сферических функций) к решению задачи на собственные значения энергии: 
Н У Е =  Е'%Е. Так как (хорошо определенные) функции от г = Off +  + х )̂'/г 
являются единственными инвариантами относительно вращений, которые мо
гут быть образованы из координат (Xj, х2, х3) одной точки, то вышеприведен
ный анализ орбитального углового момента показывает, что каждое энергети
ческое собственное пространство (пространство, натянутое на линейно незавл- 
симые решения уравнения Н'ФЕ = ЕЧ>Е) должно разбиваться на мультиплеты 
орбитального углового момента

{ :  т =  1 , 1  — 1 , . . . ,  — /}, (6.33)
где / е  [ 0, 1, 2, . . .) (инвариантные относительно вращений функции FEI(r) не 
могут зависеть от т).  Таким образом, общее решение задачи на одновременные 
собственные значения операторов , -t?1 и Н  есть

^JSlmW =  т>РЕ1т(х),
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(6.34)
iP 2<P„Jx) =  /(/ +  l i t f W x ) ,

Н(х,р)Ч> Elm(x) =  ЬЧ'е^ х),
где собственное значение энергии Е  не зависит от т.

Удобно использовать формулу (6.15) (которая выражает _zf2 в терминах ин
вариантов вращения х ■ V, г2 и V ■ V =  V 2), чтобы вывести радиальное уравне
ние на собственные значения. (Это особенно просто в силу свойства производ-

Н° Й (х ' V )[ /(x )0(x)] =  [(х  ■ V )/(x)]£/(x) + / ( х ) [ ( х  • V)0 (x)]
и (х • V)F(r) =  r (d/dr)F(r ) . )  Таким образом, получаем

r2\ 2[F(r )# lm(x)Ji
dr

d
г — +  21 +  

dr
т

Использование этого результата в (6.34) порождает
d  \  (  d

о 2 I ■ , / I '' Т  +' 21 + 1 ) +  W ') Fn (r) =  EFв М -  (6-35) _2/ш \  dr J \  dr
Обычно в квантовой механике явно вводят сферические полярные координа

ты, определенные формулами
— г cos ф*1 ±  ix2 =  г sin Ое- 

(0 < Ф < 2тг, 0 ^ 0 <  тг), так что
&1 тЫ) =  г‘ ¥1т(0ф).

Затем находят, что инвариантная относительно вращений функция
#ш(г) =  rlFEl(r)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

Л£,(г) =  ER Kl(r). (6.39)

удовлетворяет соотношению
1 f d z 2 d  1(1+ 1 ) \

Основное следствие вращательной инвариантности физической системы, 
описываемой гамильтонианом вида (6.2), состоит в следующем. Волновые 
функции точного орбитального углового момента должны иметь форму про
изведения (б. 33), где радиальные функции и собственные значения энергии удов
летворяют радиальному дифференциальному уравнению (6.35); см. также
(6.39).

Сферические функции (шаровые сферические функции, ограниченные единич
ной сферой) представляют собой простейший пример класса функций, называе
мых тензорными сферическими функциями, на которые мы ссылаемся как на 
угловые функции на единичной сфере. Ниже мы мотивируем введение в физику 
этого более общего класса функций.

9. Тензорные сферические функции
Сферические функции представляют общий интерес в квантовой физике, так как 
они характеризуют состояния точного орбитального углового момента для каж
дой одночастичной системы, имеющей орбитальную вращательную симмет
рию. Тензорные сферические функции играют подобную роль для сложных си
стем, состоящих из «двух частей», где первая часть имеет орбитальную враща
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тельную симметрию [SO(3)l, а вторая (независимая) часть имеет общую враща
тельную симметрию [St/(2)]. Так как любое взаимодействие между частями до
лжно обладать вращательной инвариантностью всей сложной системы (диаго
нальная подгруппа группы SU(2) х  SU(2); см. замечание в начале этой главы), 
то мы стремимся получить существенную характеристику системы относитель
но полного углового момента путем связывания состояний орбитальною угло
вого момента первой части с состояниями углового момента второй части. Од
нако, чтобы получить общий результат, мы не включаем деталей второй части 
системы. Поэтому мы обозначаем состояния ее углового момента в общей абст
рактней форме. Это дает нам искомую модель для абстрагирования понятия 
тензорных сферических функций.

Рассмотрим физическую систему, которая обладает орбитальным угловым 
моментом L, а также вторым (коммутирующим) угловым моментом S.

Через Щ -обозначаем (21 +  1)-мерное векторное пространство, натянутое на 
ортонормированный базис:

( 6 . 4 0 )

Операторы орбитального углового момента (LX, L 2, L3) имеют (по опреде
лению) стандартное действие на этот базис (см. примечание на стр. 257):

L±<Wlfl =  [(/ +  М Г ±  ц +  l ) ] 1̂ * ! ,

L - s & i »  =  H ' W h r  '  ( 6 - 4 1 )

Через JSf’, s =  [0, 1/2, 1, . . .J, мы обозначаем (2s + 1)-мерное векторное 
пространство, натянутое на ортонормированный базис ]):

: v  =  л ,  .V —  1 л ) . ( 6 . 4 2 )

Операторы углового момента (S l , S 2>S3) имеют (по определению) стандарт
ное действие на этот базис:

SiZ v  ^  [(.v +  v)(.v ±  v +  1)]^'„±ь
SiZv *  v£v.

Пространство Щ обладает скалярным произведением (6.11), Мы предполага
ем также, что снабжено скалярным произведением, которое обозначаем че
рез ($', £)' для £ ', £ е  Ж'$. Таким образом,

( i v , { v)' =  <Vv. (6.44)
Тензорные шаровые сферические функции — это функции, принадлежащие 

тензорному произведению .Щ 0  r%”s (см. примечание 5 гл. 3) и определяемые 
формулой

* lMJm »  I  Cv (6.45)

«Значение» этой функции в точке х =  (х , , х2, х3) определяется формулой

^ / s , / n , ( x )  s  ®  , - v « > .  1 6 )

1) Мы считаем s произвольным, но фиксированным и опускаем его в обозначении.
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Замечание. Базисные векторы и операторы углового момента (S ,, S2, S3) 
намеренно оставлены в абстрактной и общей форме, чтобы допускать разнооб
разие интерпретаций определения (6.45). При рассмотрении свойств тензорных 
шаровых сферических функций концентрируем свое внимание на шаровых сфери
ческих функциях, определенных формулой (6.45), сохраняя £„ фиксированным и 
используя только свойства, следующие из соотношений (6.43) и (6.44). Мы также 
сохраняем обозначение общего тензорного произведения, принятое в примеча
нии 5 гл. 3, чтобы избежать смешивания общих результатов с частными реализа
циями. В литературе нет однообразного обозначения для тензорных сфериче
ских функций. Мы выбрали обозначение, которое явно показывает связывание 
угловых моментов.

Резюмируем некоторые из свойств тензорных шаровых сферических функ
ций, которые прямо следуют из того факта, что они представляют собой специ
альный случай связанных базисных векторов углового момента. Полный угло
вой момент 3 имеет определение

J =  L ® 1 '  +  1 ® S ,  (6.47)
где 1! и Г — единичные операторы на векторных пространствах Щ и 34?'s соот
ветственно. Основные результаты состоят в следующем:

а) Свойства векторных пространств. Множество векторов

1 , . . . 4 - j ; j = l  +  s , l  +  s -  l , . . . , | / - s | }  (6.48) 
является ортонормированным базисом пространства Щ ®  Jif ’ (см. определение 
скалярного произведения в примечании 5 гл. 3). Используя обозначение < , > для 
скалярного произведения на пространстве Щ  (Я) Jtf', имеем

M s ,  U
vv'

~  (6.49)
б) Свойства одновременных собственных векторов. Тензорные шаровые 

сферические функции являются гармоническими функциями, н они решают зада
чу на одновременные собственные векторы, показанную ниже

(V2 ® Г )''.У ^ т =  О,
j 2 ф/О-Ч/т _  ду  +  \yjf/{ls).im_
J 3

(L 2 ® V)4f/ {'*Um =  1(1 +  1 
(1 ® S 2) ' '/ 1^'"1 =  ,v(.v +  l ) (6.50)

где
J 2 =  L2 ® Г +  11 ® S 2 +  2 X L i®  S h (6.51)

I
Также правильно, что операторы J ± имеют стандартное действие на тензорных 
шаровых сферических функциях:

,/ „ У/1'-'1"” =  [( , j  т )( /  ± т  +  1 )] ■' у"'»-™ 1 1 (6.52)

в) Свойства преобразования при вращениях. Действие унитарного оператора 
вращения к  = екр( — 1 фп ■ J) задается так:
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бцау<Шт =  £  D im,m{\j/,n)c&{ls)im'. (6.53)
т'

г) Свойство производной. Если операторы S;. обладают свойством произво
дной (см. формулу (3.217) гл. 3), то тензорные шаровые сферические функции 
также являются ненриводимыми тензорами по отношению к J. Фактически в 
обозначении формулы (3.232) имеем

a j / u s ) j m  =  [ < 3 ^ x 5 %  ( 6 . 5 4 )

где & }  обозначает множество шаровых сферических функций (6.40), a Is обозна
чает множество базисных векторов (6.42).

Замечания, а) Тензорные сферические функции получаются из тензорных ша
ровых сферических функций путем ограничения точки ж поверхностью единич
ной сферы, б) Соотношение между обычными шаровыми сферическими функ
циями предполагает соотношение между тензорными шаровыми сферическими 
функциями (так как %v фиксированы); свойство неприводимых тензоров (формула 
(3.206) гл. 3) означает, что весь аппарат теории неприводимых тензоров приме
ним к тензорным шаровым сферическим функциям.

Обычно (однако см. соотношение (6.59) для векторных сферических функций) 
векторы £„ в определении (6.45) выбирают как матрицы-столбцы

=  col(0 ■ • 010 ■ ■ • 0), (6:55)

где 1 на (s — v +  1)-м месте и v — s, s  — 1, . . ., —s .  Тогда операторы S; стано
вятся матрицами S&  стандартного углового момента (см. разд. 4 гл. 3).

Тензорное произведение Щт ®  £„ теперь обозначается расположением ря
дом функции и матрицы-столбца: Операторы 1 и Остановятся единич
ной (25 + 1) х  (25 +  1)-матрицей и 1 соответственно, так что, например, 
L2 ®  11' =  L2 и 11 (g) Sj =  Sfsi — матрица. Расположение рядом операторов и 
векторов состояний имеет хорошо определенное и стандартное значение.

Используя эту интерпретацию, действие оператора вращения % , соответст
вующего вращению R пространства IR3, может быть задано в таком виде:

(WtV"s)Jm)(x) =  - ‘х)] =  (6.56)
»и'

где ± U — R  при гомоморфизме SU(2) на SO(3).

10. Спинорные сферические функции
Спинорные сферические функции соответствуют случаю s  =  1/2 в (6.45) и зада
ются в матричной форме соотношений (6.55) и (6.56) так '):

]) Поскольку в физических задачах сохраняется именно полный угловой момент, обыч
но перечисляют функции с фиксированным j . Дальнейшие обсуждения спинорных сфериче
ских функций могут быть найдены в [2 — 4]. Недавняя трактовка, которая также рассмат
ривает тензорные сферические функции, была дана Кэмпбелом [4а].
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J — tn
' r ) j  ' У j -  \ . т + г  ;

j -  m +  1
+ i.m -  *

L/y(j+ i ’i)Jm — |   ̂ _̂___  | (6.57)
'/ +  m +  1

2j+  2 ...

Квантовое число У является полуцелым в этих функциях. Их иногда называют 
спинорами Паули центрального поля, так как Паули использовал их при реше
нии задачи об атоме водорода со спин-орбитальиым связыванием (см. разд. 4 
гл. 7).

11. Векторные сферические функции
Векторные сферические функции соответствуют случаю s =  1 в (6.45) и задает
ся в матричной форме соотношений (6.55) и (6.56):

i

s y ( i ~  1 . 1  ) j™ _

(./ +  ж  -  1 ) 0 4 -  т) 

2/(2/ -  1)

/ ( /  -  m )( j  +  т)

Я У - \ )
' j - U m

( j  -  т  -  1)0' -  т) 

У (У  — 1)

(./' +  "0(У -  w  +  1)

2/U +  1)

т

' j , m -  1

У уС /+  1)
щ ■,yJ,n

+ т + 1)
V U  +  1)
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(у +  1 -  m)( j  +  2 -  т)  

2 ( у +  1)(2у +  3) J+l, т- I

qyii +1.1 )jm _ '(у +  1 - m)(y +  1 +  т)

U  +  1)(2у +  3) J+lm
(6.58)

J '

\ j  +  т +  2 )(/ +  m +  1) 
2(7 +  1)(2/  +  3)

(В этих результатах квантовое число у является целым числом.)
Векторные сферические функции играют важную роль при мультипольном 

разложении электромагнитного взаимодействия в квантовой физике (см. разд. 6 
гл. 7). В соответствии с этим теория векторных сферических функций развива
лась и использовалась различными авторами [5 — 10].

Может быть принята чисто векторная точка зрения, основанная на реализа
ции операторов углового момента для спина 1, представленная в деталях в при
ложении Г гл. 3. а

Интерпретация соотношения (6.45) состоит в том, что

определяет векторную функцию в обычном смысле, принятом в векторном ис
числении. Напомним, что базисные векторы задаются формулами

Более того, при действии операторов Sk =  Tk =  iek х  имеем стандартное дей
ствие операторов углового момента (см. приложение Г гл. 3):

Имея в виду, что дифференциальные операторы должны действовать на ком
поненты этих векторных функций и что векторные операции ■ и х  действуют иа 
базисные векторы получаем полностью согласующуюся реализацию
свойств общего теизорногб произведения. Мы можем записать (6.50) в виде

(6.59)

l + i  — — (^i +  i^2)/\/2 , 

i  о = 1
(6.60>

S ± l„ =  [( l  + М ) ( 2 ±  и)-]Ч,±х,  

S &  =

S 24  =  2?,. (6.61)

У2 _  Q
J2^(ll)jm =  j y  +

J 3°i/<n)jm =

1}оу(^ )М =  /(/ +  i)< ^ ('i» ) 

§2^(11 )jm _  2<Я/{П)3т. (6.62)



268 Гл. 6. Орбитальный угловой момент и угловые функции на сфере

Очень интересным является результат, следующий из (6.51). Так как

£  0  =  £  Lk$k =  ' ( Z  ) х  =  i'Lx, (6.63)
k k V k '

то получаем [6]
yrn im  =  £ду  +  1) _  /(/ +  J) _  2 ] ^ {n)Jm. (6.64)

Таким образом, векторные сферические функции являются собственными 
векторами оператора 2/Ъ X . Так как j  может принимать только значения / +  1,
/ и / — 1 (/ ^ 1), то собственными значениями оператора 2/L X соответственно 
являются //, —2 и —21 — 2. (Для 1 =  0 получаем один собственный вектор 
^(oi)im с собственным значением 0, так как по определению другие две вектор
ные сферические функции равны нулю.)

Структура, предложенная формулой (6.64),. является структурой, лежащей в 
основе операторной алгебры. Чтобы оправдать это предположение, замечаем, 
что соотношения, выражающие стандартное действие операторов орбитально
го углового момента на шаровые сферические функции, в терминах векторных 
шаровых сферических функций превращаются в следующее единственное соот
ношение:

^П)Ш =  [/(/ +  1 ) ] /  ф 0. (6.65)

Используя этот результат в обеих частях формулы (6.64) для j  =  /, получаем 
(после сокращения множителей)

(L х Ь ) ^ 1и =  | Ш 1т; (6.66)

т.е. L X L =  /'L. Таким образом, для j  =  I результат, выраженный формулой 
(6.64), является просто другой формулировкой фундаментальных коммутацион
ных соотношений углового момента и стандартного действия углового момента 
на векторы состояния. Заметив, что L является собственным вектором операто
ра Гь s  L X , т.е.

Г ь L =  ;L, (6.67)

мы приходим к попытке интерпретировать случаи j  =  / ±  1 формулы (6.64) в 
терминах других (возможных) операторных собственных значений Гь , что мы 
теперь обсудим.

12. Алгебраические аспекты 
векторных сферических функций

Как можно было ожидать, именно теория векторных операторов (по отноше
нию к L) лежит в основе свойств векторных сферических функций, отмеченных 
выше. Напомним, что векторный оператор А  (по отношению к L) удовлетворя
ет по определению коммутационным правилам (см. (3.221) и (3.222))

L x A  +  A x L  =  2г'А. (6.68)

Рассмотрим теперь некоторые следствия этого соотношения, которые пря
мо выводятся с помощью обычных методов векторной алгебры, имея в виду,
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что важен порядок операторов *), т.е. по определению мы имеем
(А х В); =  AjBk -  A kBj, i , j ,  к  цикличны.

Получаем
(А х L) х  L =  /А х L — AL2 +  (A • L)L, (6.69)

[(A x  L) x L] x L =  /(A x  L) x  L — (A x  L)L2 +  /(A • L)L. (6.70)
Мы намеренно записали эти соотношения в форме, в которой операторы 

углового момента стоят справа. Эта форма важна потому, что она позволяет 
иам использовать известное действие операторов углового момента, когда мы 
действуем операторными тождествами на (Форма, в которой операторы 
углового момента находятся слева, была £>ы удобной в теории дуальных про
странств.) По тем же причинам также более удобно определять оператор произ
ведения CL через

AC l s A x L. (6.7П
(Это необычное «левостороннее действие» имеет определенные преимущества, 
что мы продемонстрируем ниже в формулах (6.74) и (6.75).)

Используя обозначение (6.71), можно переписать формулы (6.69) и (6.70) в ви
де

АС2 =  iACl -  AL2 +  (А • L)L, (6.72)

А =  / A Q  -  (ACl )L2 +  i(А  ■ L)L, (6.73)

где повторное применение оператора CL к вектору А  определяется формуле® 
А з  (ACL" - 1 )CL,n  =  2 , 3 , .  . .. Исключая выражение (А • L)L в этих двух 
уравнениях, получаем характеристическое уравнение (теорема Кэли — Гамиль
тона) для оператора Сь :

А[С* -  2/С* +  Cl(L2 -  1) -  / L2] =  0. (6.74)

Действуя этим векторным оператором на -Щт , получаем

[A (C l  +  i l)(CL -  i){Cb -  и -  i ) W t m =  0- (6.75)

•Согласно этому, собственные значения оператора CL равны  — it, i и i(l +  1); 
так как А  произволен, это единственные возможные собственные значения.

Соотношение (6.74) может быть выражено как операторное тождество (тео
рема Кэли — Гамильтона для оператора CL):

П (Cl  -  О,) =  0, (6.76)
s= -1

которое справедливо для произвольного векторного оператора. В этом резуль
тате Qs являются инвариантными операторами, определенными формулами

( D  +  Ь \
Q4 =  , 5 =  +  1,0,  -  1, (6.77)

‘) Распространение обычных формул векторного анализа на векторы, имеющие не
коммутирующие компоненты, дано Шортли и Кимбалом [11] (см. также [12]).
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где D  =  V4L2 + 1 — (положительно определенный) инвариантный размер- 
ностный оператор (собственные значения 21 +  1, / =  0, 1, . . .)•

Рассмотрим теперь векторные операторы, определенные формулой
А<Й> =  А П « \ - Д О .  (6.78)

А
k * S

Применение теоремы Кэли — Гамильтона приводит к уравнению на собствен
ные значения

k w Cb =  А№Й„ (6.79~1

или, что эквивалентно, ... . „
L x  А( ' =  А' '(2/ — Qs). (6.80)

Каждый из векторных операторов А ®  является собственным вектором опе
ратора L X , причем этот результат справедлив для произвольного векторно
го  оператора.

Для того чтобы интерпретировать эти результаты в связи с формулой (6.64), 
используем следующие тождества:

[L 2, А] =  -  2 i L x A  -  2А,
L^3- AJ =  — x  A =  — A. (6.81)

Применение этих соотношений к шаровым сферическим функциям Щт и исполь
зование A*S) вместо А  дает

L 2( \ (d)'W,m) =  (/ +  6)(/ +  S +  1 )(A<d»^im),

Л (  А'4»#,*) =  « ( А ' Ч , ) .  (6.82)

Из этнх двух результатов следует, что А (6) @/1т пропорционально + 1)/m.
Теперь мы сформулируем фундаментальный результат для векторных опера

торов. Пусть А  — произвольный векторный оператор. Определяем вектор
ные операторы

А‘* > е А П ( 0 . - О я ) .  (6.83)
Я

Я*<5

Тогда , „
А№<У,т =  ам(/ 4- 8\\A\\iy»(l+i-1Vm, (6.84)

где (/ +  <5IIАII /)  обозначает редуцированный матричный элемент векторного 
оператора А, а коэффициенты определяются формулами

Г ( /+  1 )[ (2 /+  1 ) (2 /+ 3 ) ]* ,  <5 =4 - 1  
а1Й =  )  1(1+1),  <5 =  0 (6.85)

(_/[(2/ — 1)(2 / 4- l ) ] i , <5 =  — 1.

Доказательство. Остается только проверить справедливость множителя 
пропорциональности в (6.84). Мы делаем это путем сравнения (6.84) с теоре
мой Вигнера — Эккарта для векторных операторов. Это дает

, (21 4- 2<5 4- 1У
й!й(/ 4- <5||А||/) =  ( — 1) ( —: —----- ----- ) ( / 4 - <5||А'Й»||/).

\  2 /4 - 1  /
(6 .86)
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Однако (6.78) связывает оператор А с А(<5). Следовательно, связаны редуциро
ванные матричные элементы. Искомый основной результат имеет вид

для / Ф 0. (Для / = 0 сохраняем только первое выражение в этом результате. За
метим, что &оо принадлежит нулевым пространствам векторных операторов 
А(0) и А(“ 1), действующих в пространстве сферических функций.) Взяв матрич
ные элементы соотношения (6.87), устанавливаем полную справедливость соот-

Следует быть осторожным и видеть, что «редуцированные матричные эле
менты», появляющиеся в (6.84), являются величинами, которые входят в разло-

и если векторный оператор А имеет радиальную зависимость, то коэффициен
ты (/' ПАП/) в общем случае будут радиальными функциями. Вместо дираков- 
ских обозначений бра и кет для таких функций мы ввели круглые скобки.

Результат, выраженный формулой (6.84), находит много приложений и по
лезно записать его полностью в векторных обозначениях (разлагаем (6.83) и ис
пользуем (6.72)):

А < + 1>^,т =  ( / +  Щ 2 /  +  l J ( 2 / + 3 ) ] * ( / +  1||А||/)Ф ‘' + 1-1)й"

=  [(А  • L)L — (/ +  1)2А — г(/ +  l ) ( A x L ) ] ^ lm,

А<0)̂ (т =  /(/ +  1)(/||А ||/)<̂ (|1)'т

-  (А • Ь ) Ш 1т,

=  / [ ( 2 / -  1 X 2 / +  ! ) ] * ( / -  1||А||/)‘3̂ ((_1’1),т 

=  [(А • L)L -  /2А +  il(А х L ) ]^ lm. (6.89)

А ^ (т =  - [ ( /  +  1) (2 /+  +  [ / ( / +  l ) ] - 1̂ 0^  
-  [ / ( 2 / +  1)] _ 1 А ,_ 1 (6.87)

ношения (6.84). ■

жение (6.88)

Полезно также привести эти соотношения в обратной форме:

(А • Ь ) Ш 1т =  / ( / +  1 )(/||А ||/)^ (|1),т

1( А х О Д ш =  -  +  1 ||А ||/)^ <|+ 1-1>im

-  (/||A||/)'^<M>ta +  ( / +  1) ( 1 ^ )  ( / -  1| |А| | / )^,,_1,1),т

(6.90)
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Замечания, а) Алгебраические результаты, заданные формулами 
(6.68) — (6.90), зависят только от того факта, что А  — векторный оператор по 
отношению к L. Следовательно, они применимы, когда L — общий угловой мо
мент (для целых и полуцелых значений): необходимо только заменить сфериче
ские функции на общие базисные векторы 11 Im ) } ,  I =  0, 1/2, 1, . . . .

б) Подстановка соотношения (6.84) в разложение оператора А , заданное фор
мулой (6.87), приводит к теореме Вигнера — Эккарта для векторных операто
ров. Таким образом, алгебраический метод дает иной метод доказательства тео
ремы Вигнера — Эккарта в этом частном случае.

в) Существенные особенности алгебры векторных операторов содержатся в 
формулах (6.68) — (6.80). Уравнение на собственные значения (6.79)

\ 1д)Сь =  A ^ Q S. (6.91)
является основным полученным результатом. Ясно, что процесс состоял в ре
шении методом основных идемпотент задачи на характеристические собствен
ные значения над пространством векторных операторов, на котором скаляры 
являются инвариантами относительно вращений. Именно существование теоре
мы Кэли — Гамильтона делает задачу конечной. Свойства собственных значе
ний (/ > 0) гарантируют, что векторный оператор А  (такой, что A , L и L х А  
линейно независимы в числовом смысле) определяет три векторных оператора 
А*+1), А (°) н А*-1), на которые натягивается пространство векторных операто
ров. Мы имеем «компоненты» общего векторного оператора в направлениях 
трех векторных (J  =  1) операторов Вигнера, имеющих Д = + 1 , 0, —1 (см. 
разд. 21 гл. 3). Путем построения, заданного формулой (6.89), мы определили 
физические векторные операторы, которые с точностью до инвариантного 
мультипликативного множителя имеют действие трех соответствующих век
торных операторов Вигнера на состояния.

г) Проведенный процесс обобщается на произвольные тензоры ранга к  и про
извольные угловые моменты J. Это обобщение можем видеть из такого замеча
ния. Определяем оператор Л (примечание 9 гл. 3) как коммутирование с L2 (спра-

ва): АЛ =  [A, L z], (6.92)

Тогда первая из формул (6.81) выражает тождество
A = - 2 i C L - 2 ;  (6.93)

CL =  1-  (А +  2). (6.94)

Таким образом, все приведенное алгебраическое рассмотрение, использующее 
операцию х , которая приспособлена к трехмерному пространству, может быть 
заменено операцией коммутирования с L2, которая применима к общим тензор
ным операторам. Краткое изложение общей теорнн дано в работе [35].

13. Краткое описание векторных 
шаровых сферических функций

Свойства векторных шаровых сферических функций кратко излагаются в этом 
разделе после обсуждения использования формул (6.89) и (6.90) для получения 
перечисленных результатов.
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Общей практикой является использование вектора а в (6.89), чтобы дать нное 
(по отношению х (6.59)) определение векторных шаровых сферических функций. 
Мы следуем этой практике при записи результатов (6.103).

Операторная форма соотношения (6.39) также имеет полезные приложения 
для А =  зх, и мы отмечаем здесь зтз результаты презде, чем обсуждать допол
нительные свойстза вехторных шаровых сферических функций (см. ниже 
«а» — «з»). С этой целью мы используем редуцированные матричные элементы 
зехтсра я, заданные формулами (б. 1С0). Выбирая з  (6.89) А  =  s ,  получаем

ayd  + ь, 1 um =  (6 .95)

где 1 .^  (о =  -4-1,0, — 1) — векторные операторы, заданные формулами

R( + ,) =  -

D  +  1 .
+  i s s  L

Э(0) = L(L2)2%- +

D(D +  1) 

(D -  l ) (D  +  1) - i

=  -  j -? £  'l +  / x k L - — * <6-96)
' D  — l

2
з  котор: : О — размерностный оператор (средний результат прямо следует из 
(6.34) и ,-35 )).

Прямым вычислением можно проверить, что эта операторы подчиняются 
соотношению !) .

Ki*t . Ж(«-) =  5м .г* + д' (6.97)
выраженному с помощью скалярного произведения. Напомним также, что эти
векторные операторы решают соотношение на собственные значения (6.80), ко
торое удобно для последующего применения записать в заде

/ L k » W) +  S |,5) =  -  К(4) 3- (6-98)

Результаты «а» — «з», приведенные ааже, могут быть получены .из общих 
результатов (6.39) и (б.ВО), ярвмюзеявых к векторным операторам г, L, V F  и
V X где F  — произвольная дифференцируемая функция от г. (Расположе
ние оператора А, такого, как А  = У аля А * ? х  Ж®, рядом с функцией F  
обозначает «операторное» умножение з обычном смысле, согласно которому 
действие A F  на произвольную волновую функцию чт определяется как 
A F ’$ »  A(F^). )  Иначе они могут быть выведены применением подходящей 
векторной операции к определяющим соотношениям «а».

Требуется несколько редуцированных матричных элементов, чтобы полу
чить соотношения (6.89) и (6.90) для введенных выше специальных векторных 
операторов.

*) Технически следует уделять больше внимания нулевому пространству оператора й<4> 
при формулировке этого результата, а также других соотношений, получаемых ниже. Не
которые соотношения несправедливы для / - 0.
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Редуцированные матричные элементы для я находят из (3.437), используя 
формулу —

(/' | |х | | / )= / у  </'ЦЗЧ|/>. (6.99)

Таким образом, находим

/ /  +  1 V  
( / + В Д 0  =  ( ^ - 3 ) ,

(/INI/) =  о,

( / -  1||х||/) =  -  (6.100)

Редуцированные матричные элементы векторного оператора V F  получают 
из редуцированных матричных элементов для я по формуле

\dF  [(/ +  1)(/ +  2) -  /'(/' +  1) ]F)  (/'||х||/)
(/1|VF||/) =  +  - ------- -------- -̂----------------—  |  . (6.101)

Проверка этого результата может быть дана путем использования операторно
го тождества

[ L 2, х ] =  2х +  2х(х • V) -  2г 2Ч. (6.102)

Приводимые ниже роторные уравнения можно получить, используя тот 
факт, что V х R(5)F  — векторный оператор, или проще, путем применения ро
торного оператора прямо к соотношениям (6.105) (умноженным HaF), исполь
зуя тождества ')

V х х =  — i L,
V x ( x x L )  =  — (х • V)L — 2L. (6.103)

Подобным образом получаем ниже уравнения дивергенции путем применения 
V • прямо к соотношениям (6.105) (умноженным m F ) s зеюя&зуя тождества

V • L =  0,
V ■ х =  х ■ V +  3,

V ■ ( x x L )  =  -  /НА (6.104)

Ниже кратко приведены свойства, которые мы установили для векторных 
шаровых сферических функций,

а) Определяющие уравнения:
,#и + м л *  =  _ [ ( / +  1)(2/+  !) ]-* [( /  4. i)s  +  (XXL ] f ta

#('i)"" = [ / ( / +  1 ) у ^ и у 1т
uim =  _  11(21+ ! ) ] " * [ -  /х  +  /x x L ] f ,„ ,  (6.105)

!) Соотношения (6.103) и (6.104) являются операторными тождествами шр... арнмане- 
нии к дифференцируемым функциям



13. Краткое описание векторных шаровых сферических функций 

б) Свойства относительно собственных значений:

j 2 (j y U l ) J m  _  д у  +  ^ t g U D J m  

l^2^f(4)jm _  [ у  +  l^Ul) jm

§2,^(/iym _  2qyUDjnt 

J 3<&UОХ _  m ^(li)jm 

y 2 q ^ 4 l ) j m  _  p,

2 / L x ^ (,1>J'm =  Ш  +  1) -  /(/ +  1) -  2 ] ^ ul)jm

в) Ортогональность:

d S & iri)j'm'*(x) ■ ^ <n)jm(x) =  5n dr j dm.mr

г) Комплексная сопряженность:

_  ( _  j y + i - ^ _  ] U, -

д) Векторные н градиентные формулы:

1+ \

.г + /

= q y { l +  1 , l ) /m  _j_

_2/ + 1 

[(/ +  1)V +  i V x L ] ( F f ,J

/
2 /T T

—1,1 )/m

=  - [ ( / +  1)(2/ +  1)]*( -  —  ^ +
\r  dr J

[ -  / V +  / V * L ] ( / ^ ta)

V W . )  -

W 2 / +  1)] 

/ +  1

+

21 + 1 

I

dF
r ~ -  +  ( 2 l +  1) F  

dr

1 ^  ) sy(,+ l.DIm 
r dr )

1,1 )/и

/

2 / +  1 

/ +  1УЛ
21 +  \ I \ r  dr J

1,1 )lm

-  0 +  i)
i

21 +

dF \r —  +  (21 +  \ ) F \  C&ll-i.lHm

275

(6.106)

(6.107)

(6.108)

16.109)
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/V x.(F&il+ 1Л)1т) =

е) Роторные уравнения:

/ V х (F$/{ll)lm) =  -

/ V x ( F ^ |i" 1’1),m) =  -  

ж) Уравнения дивергенции:

V • (ря/<1+1’Г>1т) =  -  

у  ■ =  о,

_2/ +  !_ \  dr
/ V i  dF

_ 2 /+  1_ \ r  dr

" / +  1 “ V  dF
_21 +  1_

1 Г ---
V dr

[ 1 + 1 - y i  dF

_2/ +  1 ^ \ r  ~dr

+  (21 +  \ )F j & {l~ lA]ln
J

'( И  Jim (6.110)

l + l
2 /T T

i /  r l f
r —

\  dr
+  (2/ +  3)F

Vr dr )121 +  1 
з) Свойство четности:

(6.111)

(6 . 112)

Замечания. а) Мы записала соотношения (6.105) — (6.! 12) в терминах вектор
ных шаровых сферических функций, так как з  этом случае результаты легко пре
образуются в любую криволинейную координатную систему. Однако путем 
подстановки

yj/(l+<5,l =  rl + aqi/(l + S,iVm^y (6.113)

легко выразить наши результаты з  термина:! векторных сферических функций.
В этом случае обычно [2] также подставляют з  левые части соотношений 

(6.109) — (6.111) величины

F  =  г ~ 1и  яли F = r ~ l~dG (6.114)

и выражают радиальные функции, стоящие справа, в терминах G.
б) Интересно отметить, что единственной векторной шаровой сферической 

функцией для / = 0 (см. (6.105)) является £ ^ п 0̂0(:х) ~  д. Таким образом, вехстор 
я является инвариантом относительно вращений! Это согласованная, но не
сколько необычная точка зрения (см. [12а], стр. 5).

Мы заключаем это краткое изложение там, что отметим два более важных 
результата: для разложений точечного и векторного произведений двух вектор
ных шаровых сферических функций. Доказательство этак соотношений пред
ставляет собой изящное применение тзоремы Вигнера — Экхарта ж общего вы
ражения (3.248) для редуцированных матричных элементов. Сначала мы сфор
мулируем результаты, а затем дадим доказательства:
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\ 2 i +  !)(2/' +  1) (2 / +  1)(2/' +  1)’

4тг(2/" +  1}

~ ( — iV+/  + i"/-’in"r'jj'i" ̂ х> OOÔ m.m'

1М'*' х 1 Ут

3V,*

( -  к /2 )  V  rl '-v ~l" 
i„y .

j  1 l ’

(2J+  l ) ( 2 / '+  1)(3)(2/ +  1)(2/' +  1)~ 

4я

(6.115)

где

г /  I Л
/' 1 /  V +m'. (6.116)

J"  1 j " j

Доказательство. Рассмотрим сначала доказательство соотношения для век
торного произведения. Необходимо только переписать скалярное произведение 
векторных сферических функций (6.107) в стандартных обозначениях бра-кет, ис
пользуя реализацию S — :< для спина 1, чтобы доказать следующее соот
ношение:

Г
d s .  ^ 1" 1)Гт”*{х)  ■ ( W u' i)j'm' ( x ) i i ‘W (ll)jm(x )

=  | -  / [ Y r x S ^ K / l ) ^ ) ,

У-

и'
Таким образом, прямо применимы теорема Вигнера — Эккарта и выражение 
(3.248) для редуцированных матричных элементов. Редуцированные матричные 
элементы шаровых сферичесзах функций задаются формулой (3.437), и ненуле
вым редуцированным матричным элементом оператора S является 
< lilSIl!) =  75 =  [s(s +  Vji'/2 (s — i). Использование этих результатов в (3.248) 
приводит а разложению (б. 116).

Разложение для точечного произведения имеет подобную интерпретацию. 
Таким образом, мы :

.где

d S s & * m..(x)<&lvuJ'm'(x) ■ =  <(/"0)/"?n"|[Y(.к

| (!"0)Гт"У =  F(. r„-@!00>,

Здесь i СО) оссззрлает сссстзенный зектор опака 0, а £ обозначает тензорный 
оператор ранга ,1;, шгорый двйстзует на собственный вектор |  (»» =  + 1 , 0,
— 1) спина 1 по формуле

'«Cv =  I ,  ■ cJ0C> =  -  -ч/з С ;« !о о >
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(см. разд. 21 гл. 3). Соответствующий редуцированный матричныйэлемент, та
ким образом, равен <0Ш 1> =  -VI. Используя теорему Вигнера — Эккарта и 
формулу (3.248) для редуцированных матричных элементов, получаем разложе
ние (6.115) для точечного произведения. И 

Замечания. Векторные операторы W<°> н W<“ с компонентами (г'/V2)|^ х  
н — / /V3-‘ соответственно являются реализациями операторов Вигнера (см. 
разд. 21 гл. 3V

где единственными «состояниями» являются 100> — 1 и 11ц) =  (точечное и 
векторное произведения вектора со скаляром по определению равны нулю). Та
ким образом, в этом элементарном случае структурная особенность, которая 
различает эти два оператора Вигнера, состоит в определении геометрического 
действия (точечное и векторное произведения) на множестве векторов из IR3. Ви
дим также, что умножение операторов IVf® и ^ _1) (ц, v — 1, 2, 3) замыкается 
на себя:

В книге [35] мы демонстрируем (примечание 2, стр. 41), что это свойство замы
кания является общим.

14. Теорема разложения для векторных функций, 
определенных на сфере

Чтобы вывести так называемую теорему Гельмгольца об угловых моментах, 
можно использовать алгебраические методы [13, 14].

Ключевые алгебраические соотношения для установления этой теоремы — 
это свойства (6.98) для собственных значений, переписанные в виде

(6.117)

R'+ 11 =  i ' L x S '+ 11 +  S ( + 1>, 
R(0) =  /LxS'°>,

R ' - 11 =  / L x S (“ !) +  S 1' 1», (6.118)

где мы определили !)

*) Мы разделили соотношения (6.98) на подходящие размериостные множители и вве
ли новые векторные операторы S({), чтобы использовать их в определении «векторных по
тенциалов» в (6.129).
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s(0> = -
S '" 1» =  R‘ “ 11 ( ~ Y ~ j  (6.119)

Используя определения (6.96), получаем также следующие соотношения для 
точечного я векторного произведений, которым удовлетворяют векторные опе
раторы *<«> (см. (6.96) — (6.98)):

+  1 , 0 . - 1 .  (6.120)

— 0 , д =  +  1, 

L • R(0) =  (L2)  ̂ , <5 =  0,

ih'A  М (а> +  1

Рассмотрим теперь произвольную векторную функцию F, которая может 
быть представлена как разложение

F =  (6.121) 
1тд

где /£>  — функция, зависящая только от г. Используя определяющее свойство 
(6.95) векторных шаровых сферических функций, можем переписать (6.121) в ви
де

F =  F < + )). +  F <0) +  F (_1>, • (6 .1 2 2 )
где *)

F(<5) s  (R № /'a)), (6 .123)

(6 .12 4 )
lm

Из соотношений ортогональности (6.97) для векторных операторов Ж® сра
зу можно заключить, что векторные функции удовлетворяют соотношениям
ортогональности

j dS ,F ts>*(%) ■ Fur,(x) = <Wa + *' X (6 .125)
J  lm

Векторные функции также обладают свойствами точечного н векторного 
произведений с L, что является прямым следствием соответствующих свойств 
векторных операторов й^<5) (см. (6.120)).

а)Соотношения для точечного произведения:
(L ■ F<«) =  0, д =  ± \ ,
(L  ■ F<0)) -  (JL2)*/'<°> =  X  [ / ( /  +  1 (6 .1 26 )

') Когда существует возможность неоднозначной интерпретации, для обозначения 
векторной функции, полученной действием А на/, мы используем круглые скобки для опе
ратора А и функции / ,  записанных вместе: (А/).
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б) Соотношения для векторного произведения:

/ ( L x F ( + I , )  =  -  R < + 1) ( U  +  / (+1)
V 2 / '

=  — У] (/ +  2)/'! + !W '  + 1 -1 )1т,
’т

i( L x F (0,) =  - Г ° > ,

/(L л F ( “ 1») =  S '  - 1» (  ~ 11 =  I  (/ -  1 A/1" 1)̂ (," 1Л (6.127)
V 2 ./

Однако более интересными являются результаты* полученные из «обратной/) 
формы уравнений для собственных значений {соотношения (бЛ13)):

F ( +1) =  /(L х  -с#( + 1 ’) 4- -vJ{ + 1 \

F(0'.= /(Lx.?/|0)),
F, ~ 1) =  /(L;t . Ф ~ t}) +  ,e/ (~ l>, (6.128}

где
=  {SiMf dy). (6.129)

Эти уравнения устанавливают существование «векторных потенциалов» 
из которых могут быть выведены векторные функции ‘F̂ s\

Явные'результаты, полученные из (5.129), (6.119) и (6.95), имеют вид

_р̂ < м> _  _ £ ( / +  \ ) - ' f ) + 1''3/il+lA>lm,
1т

,с^(0) _  _  у  г(0)э!/{П)1т
■' 1т ’

1т

,P/ ( - 1>= у ( 6. 130)
1т 

I > О
Так как J3̂ (0) имеет вид = — ЛЬФ, где

ф =  _  /(L2) - =  -  ' I  W + D T  V ] % .  (6-131)
lm

!> О

то также получаем У*-0* из «скалярного потенциала» Ф:

Fi0] = i(L<P). (6.132)

То же I*8) получается лрн лрибазлеагаз произвольной константы к #  я произ
вольной векторной функции вида L # 5- !) к 1\

Теорема Гельмгольда об угловых мсмеятах утверждает следующее. Вектор
ная функция F может быть разложена з  сумму двух компонент

F =  FI 4- F2, (6.133)



15. Сферические фунхции от двух *е:<тэрсв

таких. что

; (Ь д ? ,}  =  -  F ; , (L " ? 2) =  0;

? i =  /<ИФ),

¥ г =  !'(?-■ ~1 ■<£') +  ха, (6. i 34)

где ф и JSf" — «потенциалы», определенные a (6.131) г,' (6.130) соответственно.
Доказательство. Выбираем з зышедрнведенны:: результатах Ло ~ F '0)s 

F , = F(+1> +  + лгГ--‘>, ' ' Я
Замечание. Как доказано выше, произвольная (хорошая) зехторная функция 

всегда может быть разложена з  сумму з?р«г ортогональны:: частей, прячем 
этот результат является следствием зуществоганнгн тре:: векторных операто
ров Вигнера. Кая мы доказали, зажгея гвсг-ъ, шсжет быть получена из потенциа
ла.

15. Сферические фукхщпн ст двух векторов, 
инвариантные относительно вращений !)

Общие методы построения инвариантов относительно вращений рассматрива
ются в разд. 20 гл. 3. Здесь мы лзучим структуру орбитальных вращательных 
анвариантов 1/(х, у), определенных формулой

4л
/ ({х, у) =  Т ( -  \ _и(у). (6.135)

■ +  1 Г

Хотя этот инвариант обычно рассматривают только для вещественных векто
ров я и у, он является фактически инвариантом для комплексных ортогональ
ных преобразований (см. текст после- соотношения (6,30)). Согласно этому, 
удобно рассматривать д я j  хдк комплексные зек-горы з (6-135), {Щ _ m(j) xurs’ 
комплексного у прямо получается яз определяющего соотношения 0.153}.)

Представленные з этом разделе лтотзсшезял являются следствиям® тог-: 
факта, что /,(:о, у) 'Доххзо также дак додином от базисных инварианте:-
относительно зоащекзй д • У, 7 ’ J> J  ' х  Лзчое выражение имеет з.ед

1 _
h b ' > , y )  =  ^  ; -  i \k | , ] ■ ; i ( х  ■ у  У 24( х  • я ) Ч у  • у ) * ,  ( 6 . 1 3 6 )  

- t  V '  / ч 1 /

Соотношения (6.133) а  (бЛ36) обобщают некоторые шз хорошо ззвестных 
тзойстз шаровых сферддескзх Функций; следует отметить эти результаты, дро
з де ,  чем обращаться к доказательству соотноозендя (бЛ36).

*) Следует отличать понятие сферической функции, ясдользуемог до сиг. пор, от донг- 
тия сферической функции от двух тли аескольгга»? яерегденкык, чспояьгуемого з разд. 
15 — 17. Последнее понятие сферической функцки эбозягчеет функакя, заданные на сфе
ре. Читатель легко оазличкт этн два понятия, исходя аз обозначений. — Прим. перев,
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Пример 1. Выбираем я и у  кал .вещественные единичные векторы s  = i  и 
у =  <>. Тогда (6.135) и (6.136) порождают 5)

P;(COS в) =
4п \Г I

L, \'
2 / +  1 . . .

где cos в =  х ■ у , a P t — полиномы Лежандра, т.е,

1 y w u - j L p w a * ) *

и (Х,У

Пример 2. Выбираем у = (0, 0, 1) и используем

"21 +  Г
j ,У ы{ 0 ,0 ,1 )  =  5о J 4 п

чтобы получить соотношение
4тг

21 +  1 
в частности

4 п

.2 /Т Т _,
."/,0(.Х) =  Р ;(CQS в)

для всех векторов х  =  {sin в cos ф, sin S sin ф, cos в). 
Пример 3. Выбираем у =  а и используем формулу

/
чтобы получить соотношение

(X ■ х)' =
4тг

21 +  1

Пример 4. Выбираем у  1  з , чтобы получить 

4п
2/ +  1

( 0 Для / нечетного,

II2
для / четного.

(6.137)

1 / f'2.1 2 
,j)) =  P ,(cos0) =  -  X ( -  О* [ J  (cos9)l~2k. (6.138)

(6.139)

(6.140)

(6.141)

*) Это соотношение известно как теорема слозхент д/гя сферических функций', его 
обычно записывают в терминах сферически:; функций, соответствующих шаровым сфери
ческим функциям, в которых единичные зекторы х  и j? параметризуются сферическими по
лярными координатами (см. замечания на стр'. 260).
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Теперь дадим доказательство выражения (6.136) для /Да, у). 
Доказательство. Единственными инвариантами для (комплексных} враще

ний, которые могут быть построены из двух векторов s  и у. являются функции 
от ж ■ s , s  • у, у  ■ у [15]. Более того, так кая/Да, у) является полиномом, кото
рый однороден степени / по з  и по у в отдельности и симметричен относительно 
перестановки я и у, то наиболее общая форма /Дя, у) задается формулой

/,(х, у) =  X  ak(% ' y)'-2 *(x ' х )%  ‘ У)к> 
к

где суммирование ведется по /с =  0, 1, . . 1/2 или (/ — 1)/2. Наконец, 1Да, у) 
должно удовлетворять уравнению Лапласа по переменным х , , xv, х3 {а также по 
у 1, у 2, у } ) даже в комплексном случае.

Для неотрицательных целых л и т  прямым применением V2 =  Y, 8i2/exf  
проверяем, что

У2(х • у)"(х • х)"1 =  2mQ.ni +  2п +  |) ( х • у)й(х ■ х)т ~1
+  п(п ~  1)(х ■ у)и" \'я  • х)"(у • у).

Свойство
V / ((х, у) =  О

теперь приводит к рекурсивному соотношению с двумя слагаемыми для коэффи
циентов ак :

ак- i(l — 2к +  2){/ -  2к +  1) +  ак{2к){21 -  2к +  1) =  0.
Общее решение этого рекурсивного соотношения имеет вид

( 1 \  (21 — 2к

где Л, произвольно. Значение для А[  находится путем вычисления /Дя, у) в точке 
z  =  у = (0 ,0 ,1 ) и равно i / 2 1. И

Отображение Картана (2.7), примененное хс вращательным инвариантам, 
приводит к дальнейшим полезным формулам. Мы рассмотрим теперь этот ме
тод, так как он полезен в теории вращательных инвариантов от нескольких век
торов.

16. Применение отображения Картана 
к сферическим функциям

Общепризнано, что теория орбитального углового момента может быть полу
чена из теории SU (2)-вращений путем ограничения последней. (В явном виде это 
может быть осуществлено методами, рассмотренными в гл. 3 (см. соотношение
(3.138) и текст после соотношения (3.106)).) Менее известно, что эта процедура 
может быть обращена, т.е. мы можем получить теорию SU (2)-вращений из те
ории орбитальных вращений путем использования отображения Картана, рас
ширив затем результаты, чтобы включить полуцелые угловые моменты.

Рассмотрим эти результаты. Отображение Картана (см. (2.7)) в терминах 
бозоиов:

* i +  ix г =  -  2(а1)2, х г -  ix2 =  2(а2)2, х 3 =  2а1а1. (6.142)
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1СлючеЕЪ‘1'л соотзошеяпегл ^пдпе'г.;л
(2Л-! :

* ”м "  ’ТГ
■ры{а i , a 2), (6.143)

гдеР.^ — 6030Ei-:.j;;i  дояш ом, заданный формулой (5,33). Этот результат дока
зывается прямой подстановкой отображения ‘{б. 142) з (3.1.13) а чскользованием 
тождества

^  (2/)!

^  k \{к -  »»)!(/ +  «  -  2к)\ ~  /!(/ +  т)\{1 -  т)\ '
Подобным обраг-.ит. -чш мы зыбираем у  таз (сопряженное) отображение Кар
тана. богеноз (й; г заданное формулой

У-. +  (Уг =  2(a2)Z’ >’i — iy2 =  — 2{а , )2, у ?, =  2 г ,а 2. (6Л 44)

то пелучаам
(2/)!

( - r r ^ . - J y )  =  —
21 +  11*
— ;----- ?ы{я  ь а2 )• (6Л 45)4я !J

Молено также определить отображение Картана оператора & ,  хоторый име
ет хорошо определенное действие на шаровые сферические функада, з  оператор 
А, который имеет хорошо- езредеш гвее дзйстчкг на С«;?оыные векторы состоя
ний, но правилу

/Q OTC&pnŵaA-is j  ̂̂  ] 4(у )

гели

■Fto,(s) = •)(-' / а  ч) = { # ) 4 ? гя1(э)|0>. (6.147)
3  обвагм елтучае ^  с; '"s... з^сэнп е з 2»/;еровкя необходимо устранить чне- 

д«У8о1 множат®;*. •$ , щигяеде тгм  отображ ение (S. ;4®  сталет явным.
Таким обрпзег "•'.о. ношения # ■»'’ <*’' г цшт-алту™ быть

отображены з  с <*'г ~=нг. * — - о т я  здесь доааза-
е с .  что з о г -  -*_г - rut. j r  г  "V ам н справедливы
только для vsn т» -- л̂в"5*л «s эта соотношения справедливы так
же для яолуяеэшх значенийМ ы  про далонстрзруем зоояедзнй факт на ггрнмз- 
pas.

Пример 1. Мул^гиалнкатавкый закон (3.436) отображается з  соотношение

о Э Г(/< 4- / +  ;я +  р.)\(к +  / -  т  -  р,)\
-• fc*iVa)J !т(я) — j vr~ чТП Г777 ;Т7;------- ГГ

L I-1' -Н iij-l1' — U)'i‘ +■ — 'И / ■

Пример 2. Генераторы iL орбкт'зр^ьг.- ^;г;тдс.:ст;най ттобраасетгайя (5.147) 
отображаются :з гч:не“?.\:'̂ пъг -'-tv. ;зн 'р:-~/зь ’-.л ;т- д'тещезий.

•flpiixei: т  :''ы<5& . ;j .? (5ЛЗ с (g .i’ c) зан (сояражелйо'й) отображение Кар- 
тана, заданное формулой ГиЛ" -:)> тго б к  золутзть для

>’i +  ;-Ул =  2(а2)2, j.-, -  iy2 =  -  2 (й ,)2, _у3 =  2 а , а 2.
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соотношение

j • а /  
21!1

4 я
21 -I- IJ

V  Р,/ , - -  ... (с. 1-45)

»-Д8 /  целее. (Выражение :'у • 2/  z s o r да зазывайте,; п ереж д ж яцей  -$унхцагй для 
шарозызс оферяческих функций. Это следствие зазлеожзани ( б а 49).)

Пример 4: Замбия®.» з (6.143) /<г; , д,) sa  -47, £?) — а1 а эыбараяы a ja s  ото
бражение Карт;~:& :s.;42) (dt. =  а-*, q-rc-бы аслучнть

(6.150)

где
• ■ (6.131)

via dec А (см. (3J4)}..

17, Сферические функции от зесколысях азаторов; 
инвариантные относительно зуйхцениз

Важная етр'уктурная теорема для инвариантов относительно вращений является 
частным случаем обще?4 доказаяаой Вейлем ЦЩ стр. S3): каждый 
четный инвариант, зев. зт л векторов л 1, и2, . . зг! пространства IR3» 
зыржеаеяхя ^грез лг аи произведений з “ ■ л(Р, Квзхдый печатный инва
риант являгтея суммой ........... зт й

[ж® • { ^ к х ОЗДй 1, . . . ,  хв), (6.152)

где а®, л?, а? зыорвпы из з !, . . „ гг и Д а1, . , з?}ш<№*п£:; штиям ш&щтт- 
том.

Инвариант (сн. il6])3 определенный формулой

° i 1 2 ^  _  («я)1 (  ч ‘"2 h  \
Ч,'ш{'Л ’ “ ’ = С(2/, + 1X2/2+ 1}{2/з -Ь ОЗ*

х  (6.1 S3)

играет su^eiy.. и ,о«яь j  теории /гловьк иоррышиций в уеагс'зхж ios5>:>, 3 гл. 7). Зто 
четный (нечетный) инвариант для четного (неязтзе-гз)*, — i j , З ш е г ш , что

, ) , ед(;1; , й 2,:Э) =  Лл^.,,э{ -  iy  ; l : : . z 2) / ^ ,  +  1;*

Свойства яквариаятных еферзчеехдх фушгаый уг ца!,л^лт .р!.л  :>глкитсд3 тнвзгд 
образом, к той же хатегорин, что а езойегзь нн^итжаятаь,.^ ефернческнх функций 
от трех векторов.

Г ^ ш ш я я  сфи?адлкроваиа51-& зьш з гео'^-яу Вейла, заззддам» что 1; зтшож- 
so  также зы;0£знт:ь зг:гда
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где г
 ̂ _  |0 для /1 +  /2 +  13 четных,

1 1 для /j -j- /2 4- /3 нечетных.

В этом результате /^ | является четным инвариантом, который может быть за
писан в виде

/!?»jM(X1,X2,X3) =  X ^ £ 
<*)

П  (X2 ■ Х*)Ч (6.155)~Л /2 /з ‘
> 1  Ь  ^3_

где .Л обозначают числовые коэффициенты, а индексы к  3 связаны с индек
сами (Лг) = , к2,кт) и (/) =  ( /,, /2, /3);

k „  =  i U -  кя - е ) / 2 ,  « = 1 , 2 , 3 ,
крх = кжр =  (А* +  — к..)/2,

где (а, /3, 7 ) — циклическая перестановка чисел 1, 2, 3. Более того, &а (а =  1, 2,
3) — неотрицательные целые числа, такие, что

а) к { + к2 + /с3 четно и {кх, к2, къ) удовлетворяет условиям треугольника;
5) к а — Ip, — £, /а. -  г — 2 ,. . ., 1 илиО. (6.156)

Суммирование ведется по всем таким тройкам.
Перестановочная симметрия 3./'-коэффициентов з  (6.153) предполагает соот

ветствующую симметрию функций /(/ я2, л3) при одновременных пере
становках в (/,/2/3) и (х1*2*3): /{/1/2/3)<я1, я2, я3) инвариантно при четных переста
новках и умножается на (— l)1̂ 2̂  при нечетных перестановках.

Эта симметрия предполагает симметрию коэффициентов в (6.155): коэффи
циенты Г , -j

j ( 6 . 1 5 7 )
■ _r  i ; r-1 j

инвариантны при гсех nетагшнавкя'л гжюлсцоа.
К  сожалению, зыразкение для общего ::»гффяциента (6.137) не дано в литера

туре. ш мы должны заходить эта инвариантные полиномы исходя из определе
ния (S.153).

Мы даем здесь общее соотношение (закон произведения), которому удовлет
воряют инвариантам ^лганомы

/, ,(*)  =  W * !, * 2. * 3) (6Л58)
з  частный, но случай этих знвариактоз, разложенных в терминах ска
лярных произвел.vaiiii -.г4 ■ .iP.

•4) Закон ароизведгаяя:
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б) Копланарные векторы: 
/ (|)(х 1 , х 2 ,а х 1 +  Дх2)

=  1  
kl

(2/3 +  1)! 

_(2/3 -  2k)\{2k)\
Ji-kak

X { -  1)l\ + / j + A'( 2 / +  1)
/3 — k /, / \  ( k  /2 I \  |73 — k 1

0 0 0 Д о  0 0 J 1 /;
3 A

* л:  
(6.160)x ( x 1 ■ x 1)1'1 +'>-'-*>-2(x2 ■ x 2)</i + A" /u i , ( x \ x 2).

Вывод соотношения (6.159) является к р ® м и  приложением закона произведения 
(3.436) к шаровым сферическим функциям и стандартной редукцией кратного 
суммирования коэффициентов Вигнера до 9/-символов, использующей (3.316).

Доказательство соотношения (6.160) требует нового результата — теоремы 
векторного сложения для шаровых сферических функций, которая дана ниже 
(соотношение (6.376)). Используя эту теорему сложения, доказательство соот
ношения (6.160) проводится приложением закона произведения для шаровых 
сферических функций и редукцией суммирования коэффициентов Вигнера до коэф
фициентов Рака, использующей (3.267).

Может быть дано интересное применение отображения Картана к соотноше
нию (6.153). Полагаем

X* +  ix\  =  -  2(а \У  
замечая, что

х \  — ix \  =  2(аа1)2 2 а \ а \

х 3 • 'J  =  -  2 (a f2)2, 
(x2 s s 3) =  — A ia \\a \\a \\.

(6.161)

(6 . i 62)

Используя это отображение в (6ЛЗЗ), получаем (см. соотношения (6.143) и (Г-8) 
в приложения Г гл. 5)

w - [ u , + l ,  +  ll +  m

цикличкы
С другой стороны, это же отображение Картана, примененное к выражениям 
(6.154) и (6.155), дает

/ < i > U )  - >  (  -  / } ,:(  -  2 ) (/ | f /г ' л  1 c) i l

/. /2 ' 1
_ / ]  —  к  / 2  —  К / 3  —

Сравнивая этот последний результат с (6.153), получаем частнъай коэффициент 
/, Л “i

х Ah
"-J a/iv 

цикличны
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И&хсжвщ.. ззаменяя отображение £&ртаяа х замну произведения (6.159), по
ручаем значение следующего 9/яогффШ£зеата:

Г А 4
,̂ i к 2 !<з j.:s 1

(,‘i ' /l’l -'2 4- А’2 Ь -Г А_'зJ
[1 +  у п + к ^ \ i

х И  
~= i

(2 4 ) 1(2^ ) !

.(24  +  2 ^ +  I)!.

(4 +  к„ +  ip +  кр — /., — /г..)! 

_ l4  +  -(й — !(А:г +  /Сд — /<■.)?

;Этот результат также справедлив для нолуцелых чисел.)

>< ! ! (6.165)

18. Связь шаровых сферических фузащйй 
с теорией потенциала

Вид шаровых сфервюгсззах функций, заданный формулой (3.153), приспособлен гс 
квантовой механике, где рассматривает одновременную диагонализацию наб
людаемых а _ 4 . Однако традиционно сферические фушщии имеют свое на
чало в теории потенциале и изучении гармонических функций (решений уравне
ния Лапласа). Здесь мы кратко укажем за связь между шаровыми сферическими 
функциями, рассмотренными зкше, а злассичесюями результатами теории по
тенциала [17].

Начнем с указания на то; что 3/г удовлетворяет уравнению Лапласа 

V 2 i -  1 =  О, г Ф 0. (6.166)

Так ках производные Э/Эх,- зэммутаруют с V-4, то отсюда следует, что функции, 
определенные формулой

у у  г У у л/ г \*7 i VV < i \

w ' , - G v , n < v j u - J w  (блб7:
■i‘2i:xe гармоничны для я&зхмсШ тройин (X) — {X,, д , , X,) неотрицательных чи-
~гл.

Функция Л х-(^) однородна со зтга&ныо однородности — X. — Х2 — Х3 — I. 
Используя соотношение дг~ _1/ э ^  =  - * , / / 3, задам, что (гг) имеет вид

^л>(*> =  Лд,(-5/'-2''" * ' 2;"' 1 (6.168)
где Рд,у(%) — однородный лолином -ггшени / -- Xj +  Х2 +  Х3. Соотношение 
</6Л 5) между .J '2, p-v"2 и з  • V и тот гзакт, что ^ f 2 коммутирует с функциями от 
/ ,  позволяет заключить, что

а) — собственная гЬунщиа опеоатора с собственным значением 
l i t  +  1);

б) Poster — гармоничегхая функция.
Число однородны;: гармонически;; пс лякоиоз стедани L определенных соот- 

.мшеиаяын -6Л67) 'а (-6Л6.3), равио Ч н- i)(/ г 2V1 Тгяк .гаа размерности про-
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странства Щ  равна 21 +  1, то полиномы / ,(Х)(х), Xj +  Х2 +  Х3 = /, зависимы
(/ >  I)-

Однако мы можем использовать идею, лежащую в основе (6.167), чтобы по
лучить интересное соотношение для шаровых сферических функций Щт(х).

Шаровые сферические функции Щт (я) могут быть получены как суммы про
изводных от 1/г. Подходящее операторное действие задается формулой *)

^ » ( V ) ^ - J  = -----— ----- ~̂ 2Т+Т~ ’ (6Л69)

где обозначает дифференциальный оператор, полученный нз шаровых
сферических функций (3.153) заменой xi на д/дх;.

Доказательство. Доказательство соотношения (6.169) может оыть дано пу
тем учета того, что Щт(У) является тензорным оператором по отношению к 
-г!"; следовательно

[JS?3, *(V)] =  т & 1т(У). (6.170)
В соответствии с этим функция S^m(V)(l /r)  является одновременной собствен
ной функцией операторов -j? 2 и_^ с собственными значениями /( / +  1) и т соот
ветственно. Следовательно, полином в числителе правой части (6.169) должен 
быть пропорционален 3̂ 1т(х). Множитель пропорциональности должен быть 
независимым от т , и простое рекурсивное вычисление (для т =  I) устанавлива
ет зцаченне этой константы. ■  

Основной результат теории потенциала состоит в разложении потенциала 
К (я) в точке х  с помощью частицы единичной массы и заряда, размещенной в 
точке у, в абсолютно сходящийся ряд в точке у (рис. 6.1).

РИС. 6.1.

Потенциал имеет вид 1/R  и имеет разложение (для (я • я)1/2 > (у • у)'Л)
1 /R  =  # 0(х,у)  +  Я Д х . у )  +  • • ■ , (6.171)

где функция H j(a , у) гармонична н однородна степени / по у и гармонична по я. В 
самом деле, разложение (6.171) является разложением в ряд Тейлора для анали
тической функции:

') Заметим, однако, что это соотношение требует знания самих шаровых сферических 
функций.

19-59



Гл. б. Орбитальный угловой момент и угловые функции на сфере

W ’'’(0"?L7tV V,,G)- <6,72)
Таким образом, находим

у) =  (у • V)' Q  . (6.173)

Ясно, что # /(х , у) гармонична по х (так как у ■ V коммутирует с V2), и более то
го, она инвариантна относительно вращений.

Теперь мы докажем, что
Я ((х ,у)  =  ; |(х,у)/г2'+1, (6.174)

гге Л(х, у) — инвариантный полином, определенный формулой (6.135). (Следо
вательно, # /(х , у) также гармонична по у.)

Доказательство. Заменяем х на V в (6.135) и, заметив, что V 2( l / r )  =  0, дей
ствуем на 1 / г ,  используя (6.136) и (6.169). ■  

Используя свойство однородности инварианта /Дх, у) по х и у, получаем 
классический результат (см. (6.137) и (6.138))

4 =  X  Pi(cos в) - ^ т  » (6.175)
К  ' г .

где г  и j  обозначают длины векторов х и у соответственно, а в — угол между х и 
у (см. рис. 6.1). Для j  >  г  разложение все еще имеет вид (6.171), где г  заменяем 
на j  в (6.174) и переставляем г  и j  в (6.175).

19. Матрицы орбитальных вращений как формы
Выше мы доказали (соотношение (6.32)), что элементы матрицы @ l(R ) орби
тального вращения могут быть записаны как однородные полиномиальные фор
мы по элементам Ry матрицы R. Эти формы интересны по нескольким причи
нам: а) они особенно наглядным образом иллюстрируют разницу между орби
тальными вращениями и унитарными [5(/(2)] вращениями (как рассматривается 
ниже) и б) они являются неприводимыми представлениями (когда сделано про
должение) группы комплексных ортогональных матриц.

Мы даем здесь набросок метода получения этих форм прямо из (6.30). Для 
этой цели нам нужна векторная теорема сложения для шаровых сферических 
функций !):

4 я ( 2 / + 1 ) !
У 1т{г +  г ’) =  £

(21 — 2к +  1 )!(2к  +  1 )!
£1 - к к I 

т  —

’) Эта связь для шаровых сферических функций, в которой складываются векторные 
аргументы из трехмерного (комплексного) пространства, отличается от связи, задавае
мой «теоремой сложения для сферических функций» (6.137), которая относится к «сложе
нию длин дуг» на единичной сфере (сферическая тригонометрия). Отсюда и название «век
торная теорема сложения» для соотношения (6.176).
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где

(pi -  к к 1 
т — д , д  , т

I +  /77 \  / /  —  /77 21
к +  / / /  \ к  — fi / l  \ 2 к

(6.176)

(6.177)

Этот результат (как соотношение между полиномами) справедлив для произ
вольных комплексных векторов г и г ' .  Соотношение (6.176) может быть доказа
но прямой подстановкой определения (соотношение (3.153)) шаровых сфериче
ских функций в правую часть, а затем взятием трех внутренних сумм.

Теперь в четыре этапа находим выражение для
а) Положим в (6.30) х  =  (— 1, /, г), заметив, исходя из (3.153), что

"(2 /+  1)(/ +  га)!

4 U -  U , - )  = 4 п{1 — т)\
(.0, т <  0.

Преобразованная точка R х, соответствующая точке х, имеет вид

х' =  Rx =  £ 4- zt),
где

Cj =  -  R\ j +- i R i r  Чj ~  R 3r

б) Разложим (£ + zi?), используя теорему сложения (6.176) для z =  { и
г ' -  гщ.

в) Приравняем одинаковые степени г в двух частях соотношения (6.30), полу
ченного после первых двух этапов.

г) Повторяем эти операции, используя точку х = (1, /, г). В результате этих 
вычислений имеем

к\(1 — к)\(1 — к) \

* 1
U

где к =  О, I, . . I и
£ j  =  R i j  +  i R 2 j ,

(2/ — 2к +  l)(2/t +  1 )(2/ — Л)! _ 

I +  т\  /1 — т 
к +  ц)  \ к  — [1 

к\{1 -  к)}.{1 -  к)\ 
_ { 2 1 - 2 к +  \)(2к-+ 1)(2 / - * ) ! .

(6-178)

/ +  ( I  — т 

к  +  /V ~

tlj = R 3j. =  — /?1у- +  /Л2,. (6.180)

Таким образом, мы явно получили элементы унитарных матриц 3 !(_R),
I = 0, 1, . . ., представляющих группу собственных ортогональных матриц, 
причем независимо от частной параметризации. Функции 3 m,m(R)  выражены
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как суммы от произведений пар шаровых сферических функций, аргументы ко
торых являются комплексными числами, образованными из Ry.

Интересными частными случаями соотношений (6.178) и (6.179) являются
4л

® L (R) = 1'- 

.«(Л) =  Н

.» (*) -

1(21+  1)! J 

4 п

L (2/ +  1)1.

4 п

2 1 +  1
Для каждого й  е  0 (3 ) можно проверить также соотношения

«(*) =  Я'тгпШ

(6.181)

(6.182)

20. Матрицы орбитальных вращений эквивалентны 
вещественным ортогональным матрицам

Рассмотрим унитарное изменение базиса пространства еЩ (см. соотношение 
(6.14)), заданное формулой

# ; т =  +  l r e ' / . - J ,

<Ш,о =  ®  ю,

=  А =  W b* -  <6 '183)
У 2

где т — 1,1 — 1, . . ., 1. В силу свойства =  (— 1)т  __т эти функции ве
щественны:

Ф?т =  Ф,т- (6-184)
Следовательно, при преобразованиях 3TR, определенных формулой (6.4/, "эти ба
зисные функции порождают вещественные матрицы вращений:

(,T R# ;J ( x )  =  # 1и( Л ' 1х) =  X  ^ . тд а и.(х). (6.185)
т'

Связь между вещественными матрицами вращений 3 \ R )  и унитарными 
матрицами вращений 3 I(R)  задается соотношением

3>\R) =  A l@ l(R)Al\  (6.186)

где А 1 — унитарная (21 + 1) х  (2.1 +  1)-матрица, определенная преобразовани
ем (6.183):

=  ,(6 -187)
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21. «Двузначные представления» собственной 
ортогональной группы SO(3)

Выше мы показали, что оператор орбитального углового момента может об
ладать только состояниями с целыми значениями / =  0, 1, . . . угловых момен
тов. В соответствии с этим S  порождает матрицы вращений l(R),  имеющие 
только эти целые значения / и нечетномерные неприводимые (2/ +  1)- 
представления группы собственных ортогональных матриц 50(3). Возникает 
вопрос: существуют ли неприводимые унитарные матрицы размерностей 2, 4, 
. . ., которые представляют группу собственных ортогональных матриц?

То, что не существует четномерных неприводимых представлений группы 
50(3), может быть доказано, если показать, что четномерные неприводимые 
представления SU(2) не являются неприводимыми представлениями 50(3).

Чтобы выяснить этот вопрос, рассмотрим связь (2.16) между собственными 
ортогональными матрицами и унитарными унимодуляриыми матрицами. Для 
каждого R существуют две U, которые можем обозначить через + U ( R )  и
-  U(R);  они удовлетворяют соотношению (2.16) и задаются явно формулами 
(2.23) и (2.21). Любое решение ± U(R),  будучи подставленными в (2.16), дает R,  
т.е. R ( ± U ( R ) )  =  R.  Таким образом, подставив U = ± U ( R )  в явный вид 
D l(U),  заданный формулой (3.86), получаем для целого /

D \  ±  U(R)) =  D l(U(R))  =  &{ R ) ,  (6.188)
где 3  l(R)  задается формулами (6.178) и (6.179).

Этот результат выражает тот факт, что вопреки существованию множителя 
с квадратным корнем в (2.23) для целого / всегда можно выразить функции 
D lmm> ( U )) как однородные полиномы степени I o t R^,  т.е. в форме В  lmm, (R ). 
Эквивалентно, для целых / элементы матрицы D l( U ) всегда могут быть выра
жены как полиномы от элементовD 1 ,-{U) матрицы/) ' ( { / )  (эти матричные эле
менты квадратичны по элементам и у  матрицы (U).

Рассмотрим теперь, можно ли использовать эту процедуру, чтобы опреде
лить <0J(R)  для полуцелых j .

Для определенности удобно использовать параметризацию (х0> х) матрицы 
U: U(x0, х) =  х0а0 -  /х  ■ в, х$ +  х • к =  1, т.е. (дг0, х) — точка на поверхно
сти единичной сферы S 3. Для заданного R существуют две диаметрально проти
воположные точки на поверхности S 3, которые порождают R. Первая точка 
может быть выбрана однозначно, определяя, что первая ненулевая компонента в

[*о(Л) .*1(Л) ,*2(Л).*з(Л)],  R e S O {  3), (6.189)

положительна. Для удобства выражения мы будем говорить, что точка (6.189) 
лежит на верхней полусфере в 5 3. Вторая точка (диаметрально противополож
ная) тогда лежит на нижней полусфере и совпадает с точкой

[ -  x 0(R), -  Xl(R), -  x 2(R), -  * 3(Л )]. (6.190)

Унитарная унимодулярная матрица U(R) ,  определенная точкой (6.189), есть

U(R) =  x 0(R)<t0 — гх(.К) • с, (6.191)
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тогда как унитарная унимодулярная матрица, определенная точкой (6.190), есть 
- U ( R ) .

В соответствии с двумя множествами точек (6.189) и (6.190) мы можем опре
делить два множества матриц:

\ & J(R) =  D4U( R) ) : Re S O( 3 ) ) .

{Q'J(R) =  D J( -  U(R)) =  -  Dj( U(R)) : R e  SO(3)},  (6.192)
где j  полуцелое. (Так как элементы матрицы DJ ( U (х0, х)) являются непрерывны
ми функциями (они являются полиномами) на S 3, то два решения 31 и
3  J ( R ) должны соединяться гладко.)

Теперь возникает вопрос: являются ли два множества матриц (6.192) пред
ставлением группы собственных ортогональных матриц, т.е. умножаются ли 
они согласно групповому закону?

Используя матрицу, определенную первым из соотношений (6.192), находим

2 J(R)&J(R') =  D J(U(R) )D’(U(R’)) =  D4U( R) U( R ')). (6.193)

По определению U(R)  и U ( R ’) параметризуются точками, принадлежащими 
верхней полусфере, т.е. оии задаются формулой (6.191).

Рассмотрим теперь точки на S 3, определенные произведением U ( R ) U ( R ’):

: (){R. R') =  x (, (R)x(>(R') -  x(R) ■ Х(Я'),

?(Л, R') =  x 0(R)x(R‘) +  x^R' j x i R)  +  x ( R ) x x ( R ’). (6.194)

Tочка ( f0, f ) иногда (для некоторых nap R , R ' )  принадлежит верхней полусфере, 
а иногда нижней.

Если мы положим R " =  RR ’ и снова возьмем U (R ") как матрицу, имею
щую единственные параметры (x0(R ' ) ,  x(R ")), принадлежащие верхней полус
фере, то

(.*„(/Г), х( /Г))  -  S(R.  «')(,■„, О, (6.195)
где S(R, R ’) обозначает знак первой ненулевой компоненты в (f0, f), как опреде
лено из (6.194). Таким образом, всегда выбирая параметризующие точки в верх
ней полусфере, находим, что закон умножения имеет вид

L(R)C{R' )  =  S( R , R’)U[R").  (6.196)

В соответствии с этим умножением матриц из SU (2) имеем такое правило для 
умножения матриц вращений:

^•{RV/HR' )  -= \ S ( R , R ' ) \ 2'W{R")  (6.197)

где R R ' = R " .
В результате проведенного анализа имеем следующее. Матрицы 3 J(R),  где 

j  — полуцелое число, не дают матричного представления группы собственных 
ортогональных матриц в строгом определении представления, так как множи
тель S{R,  Я ') принимает значения +1 или —1 (по вполне определенному 
закону). (Второе множество матриц, определенных соотношениями (6.192), так
же обладает этой особенностью.) Говорят, что эти матрицы являются представ
лением с точностью до множителя ±  1, или проективным представлением.
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Замечания. Различие между истинными представлениями ^  *( R ) (J целые) и 
S>J(R) (J полуцелые) почти исчезает в любой из параметризаций R (ф, л) и 
R (а(3у) матриц R — функции имеют один и тот же формальный вид, где /  появ
ляется как целое или полуцелое число. Существенная разница этих функций арс- 
является тогда, когда они рассматриваются как функции от R y . В одном случае 
(J целое) мы имеем дело с однородными полиномами; в другом случае (J полуце
лое) мы имеем дело с функциями, которые с необходимостью содержат ирраци
ональный множитель [1 -(- tr R ]‘/2. В самом деле, «свойство двузначности» име
ет свое начало в решении уравнений, «подобных квадратичным».

22. Примечание
В разд. 5 этой главы мы доказали, что не существует гильбертова пространства 
четной размерности квадратично-интегрируемых на единичной сфере фушш;;й 
(от х), на котором действие оператора орбитального углового момента 
L =  х х  р эрмитово и неприводимо. Метод доказательства [18] использует тот  
факт, что условие L % + 1 =  О (J полуцелое) не может быть удовлетворено эр
митовым действием оператора L на конечномерном гильбертовом пространст
ве. Целью этого примечания является обзор литературы Ч рассматривающей 
задачу полуцелого орбитального углового момента /, которая не перестает инте
ресовать физиков.

Вопрос о том, разрешены ли полуцелые значения (/, т ) в собственных значе
ниях /( / + 1) оператора L2 и значениях т оператора L 3, был поставлен на ран
ней стадии развития квантовой механики и может быть отнесен к более общему 
вопросу: являются ли волновые функции с необходимостью однозначными25 ? 
(Для того чтобы исключить полуцелые орбитальные угловые моменты /, мно
гие учебники налагают условие однозначности; как мы видели, это не является 
необходимым предположением.) Эддннгтон [20] рассмотрел возможность ис
пользования многозначных волновых функций, а Шредингер [21] показал, что 
(при очень общих предположениях) существуют только две возможности: Ч' яв
ляется илн однозначной функцией положения, или двузначной функцией ,J и два 
значения в данной точке отличаются только знаком.

Общепринято, что плотность вероятности I ¥(х)12 должна быть однознач
ной. Сомнения, касающиеся условия однозначности на саму функцию >?(х>, были 
наиболее сжато выражены Блаттом и Вайскопфом ([8], стр. 783 и 787).

Паули ([22], стр. 126) в большой степени касался проблемы однозначности в 
целом. Ои также подробно исследовал [23] двузначные собственные решения за
дачи об орбитальном угловом моменте (см. также [19]). Этой последней задаче и 
посвящено это примечание.

Мы признательны д-ру М. Лоуху за помощь в подготовке угого обзора.
2) Мерцбахер [19] дап прекрасный обзор более ранней литературы, имеющей дело с за

дачей однозначности н задачей об орбитальном угловом моменте.
3> Мы вполне согласны с Дьедоне ([21а], стр. 198), что понятие многозначной функция 

является бессмысленным; но, к сожалению, этот язык является общепринятым я фи т  . 
кой литературе.
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Паули признал, что повторное применение лестничных операторов L ± в ко
нечном счете порождает из частного собственного решения <t>jm (х) (/. п  полуце- 
лые) сингулярные функции, по отношению к которым L не является эрмитовым 
(Мерцбахер [19] дал детальное обсуждение анализа Паули). Результаты Паули 
снова демонстрируют, что предположения, сделанные (см. примечание на стр. 
258) в общем построении (j, т )-мультиплета, нарушаются для L =  х х  р и по- 
луцелого j .

Бухдаль [24], используя модель трехмерного гармонического осциллятора (и 
только канонические коммутационные соотношения между х  и р), заключил, 
что могут существовать только целые /. Однако этот результат не имеет отно
шения к общей задаче, так как он показывает, что только целые I могут возни
кать, когда мы разбиваем гильбертово пространство состояний осциллятора на 
инвариантные я  неприводимые подпространства по отношению к L =  х  х  р.

Уипман [25] заново вывел результаты Паули [23] путем построения решений 
дифференциальных уравнений L2 Ylm =  /( / +  1 )Ylm, Ylm =  m Ylm как для це
лых, так и для полуцелых I (т =  I, I — 1..........—/). Эти решения характеризу
ются как

Ylm =  ( # ) L ‘~mYlh Г , _ га = (# )£ '- "% * ,  (6.198)

где Уц =  a,(sin д)1е‘1<̂ , #  обозначает ненулевое число, и для полуцелого / имеем, 
что т неотрицательно: т =  I — 1, / — 2, . . ., 1/2.

Здесь возникают трудности, так как решения У( 1/2 и У(> _ ,/2 больше не связа
ны лестничными операторами:

L -  Yi,i ( # ) Y i ' _ j,
L + Y,^,  # ( # )  У,.,. (6.199)

Как признал Паули [23] и подчеркнул Мерцбахер [19], эти соотношения предпо
лагают ключевой результат: для полуцелого I L не является эрмитовым опера
тором на состояниях, порожденных повторным применением L к собственным 
состояниям операторов L2 и £ 3. Одного этого свойства достаточно, чтобы от
вергнуть полуцелые значения / (в обыкновенных рамках квантовой механики). 
Аргументы, данные Уипманом и исключающие полуцелые / из-за нежелатель
ных или нефизичных свойств фунций L _ Y t 1/2 и L + У/ _ 1/2, являются второсте
пенными по сравнению с нарушением свойства эрмитовости.

Грин [26] использовал факторизацию оператора L2 в виде L1 = (а ■ L) 
(а ■ L + 1), тождество Дирака (а ■ <т)(Ъ ■ а) = (а ■ b)a0 + /(а х Ь) • а и соотно
шение г • L =  0, чтобы доказать ’), что (а • т)(а ■ L -  1}ф и (а ■ т)(а ■ L + 
+ / + 1 )ф являются собственными векторами оператора L2 с собственными 
значениями/( /  — 1) н (/ + 1)(/ + 2) соответственно, если ф— собственный век
тор с собственным значением /( / + 1). Используя эрмитовость и свойство поло
жительной полуопределенности оператора L2, он заключил, что / =  1/2 не мож
ет существовать, так как (1/2)(—1 -(- 1/2) <  0. Однако ключевым моментом яв
ляется использование эрмитовости L в установлении соотношения/(/ + 1 ) ^ 0 .

’) См. обсуждение квантового числа Дирака х в разд. 4е гл. 7.
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Роршач [26а] построил повышающие и понижающие операторы (см. соотно
шения (6.96)), которые сдвигают / на одну единицу; в результате это присоединя
ет эрмитовы операторы х и р к L =  х х  р и  этого достаточно, чтобы получить 
орбитальную алгебру Ли SO (А), в которой разрешены только целые значения / 
(см. обсуждения ниже).

В работах Пандреса [27] и Пандреса и Джехобсоиа [28] делается попытка 
включить полуцелые / в определение сферических функций путем введения поня
тия «ненулевой функции», т.е. «представителя» нулевого вектора в гильберто
вом пространстве. Но этому понятию не была дана достаточная математиче
ская основа, чтобы рассматривать его как альтернативу теории углового момен
та (или обычной теории неприводимых представлений группы SU(2)).

Другой метод [18,26а, 29 — 31], который показывает, что возможны только 
целые значения орбитального углового момента, рассматривает алгебру Ли 
L х  L =  / I  как подалгебру алгебры Ли ортогональной группы SO (4). Таким 
образом, введя векторный оператор (по отношению к L), определенный как 
К =  (K t , K 2, K 3) ,K j  =  - i (X jd /3 дг4 -  х4д/дху), находим

L х L =  /L.  
L x K  =  -  K x L  =  /К,
К х К =  /'L. (6.200)

Определяя Jj =  (L 4- K ) / 2 h J 2 =  (L — К )/2, получаем алгебру Ли (6.200) в ви
де S t/(2) х  SU(2):

J I x J , = / J I, J 2 x J 2 =  /J2. (6.201)

где каждая компонента Jj коммутирует с каждой компонентой J2. Используя те
перь вигнеров базис I (jyjjti™ ) связанного углового момента, соответствующий 
сложению угловых моментов L =  J, + J2, находим, что абстрактная алгебра 
(6.201) (эрмитовы операторы действуют в гильбертовом пространстве) допуска
ет в общем такие значения /:

/ = 1 . / 1 - / г1------- / . +. / 2-  (6.202)

где j j  (i — 1, 2) может быть целым или полуцелым; следовательно, / может 
быть целым или полуцелым. Полуцелые значения исключаются в реализации 
алгебры, полученной из L и К в силу алгебраического тождества

L K =  J ? - J *  =  0, (6.203)

которое требует, чтобы j l =  j 2\ следовательно, / = 0, 1, . . ., 2j \ .
Структура орбитальной группы вращений в рамках общих тензорных и спи- 

норных представлений ортогональной группы SO(n)  может также быть опреде
лена с помощью бозонного исчисления, использующего понятие бесследового 
бозонного оператора [32, 33].

Наилучший детальный обзор литературы по этому предмету содержится в 
критическом обзоре ван Винтера [34]. Эта статья продолжает обзор Мерцбахе- 
ра, но не учитывает работу [26а].
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