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О сновная идея предлагаемой книги — органически совместить 
в  одном учебном пособии изложение принципов теории и практику 
решения задач. С этой целью в каждой главе сначала излагается теория 
соответствующего вопроса (с иллюстрацией на конкретных примерах), 
а затем дается раэбор ряда задач, где показы вается, к а к ,  по мнению 
автора, надо подходить к их решению. Задачи тесно связаны с основ
ным текстом, часто являю тся его развитием и дополнением, поэтому 
работа над ними долж на проводиться параллельно с изучением основ
ного м атериала. К роме того, предлагаемый набор задач должен, по за 
мыслу автора, д ать  возможность учащемуся дополнительно обдумать 
ряд важ ны х вопросов и помочь представить (даж е если многие задачи 
не решать, а просто прочитать) большой диапазон приложения изучае
мых идей.

При излож ении теоретического материала автор стремился исклю* 
чить из текста все второстепенное, с тем чтобы сконцентрировать вни
мание на основны х законах электромагнетизма и, в частности, на 
вопросах наиболее трудны х для понимания. Стремление изложить основ
ные идби кратко , доступно и вместе с тем достаточно корректно побу
дило автора наско л ько  возможно освободить материал от излишней 
математизации и перенести основной акцент на физическую сторону 
рассматриваемых явлений. С этой ж е целью  ш ироко использовапы 
различные модельные представления, упрощ ающ ие факторы, частные 
случаи, соображ ения симметрии и др.

И злож ение ведется в СИ. Вместе с тем, учитывая достаточно широ
кое использование системы Гаусса, в П рилож ении дана сводка основ
ных единиц и наиболее важных формул как  в СИ, так  и в системе Гаусса.

Р азрядкой  и курсивом выделены важ нейш ие положения и 
термины (курсивом  выделены также условия примеров и задач). 
Петит используется для материала повышенной трудности и относи
тельно громоздких расчетов (этот материал при первом чтении можно 
безболезненно опустить), а такж е для примеров и задач.

Книга к ак  учебное пособие рассчитана на студентов вузов с рас
ширенной программой по физике (в рамках общего курса физики). Она 
может быть так ж е  полезной и преподавателям вузов.

Автор признателен рецензентам книги проф. А. А. Детлафу и доц, 
Л . Н . Капцооу за  полезные советы и замечания.

И . Иродов



Векторы обозначены жирным прямым шрифтом (например, г, Е); 
та ж е буква светлым шрифтом (г, £ )  означает модуль вектора. 

Средние величины отмечены скобками { ) ,  например (v ) ,  ( Р ) .  
Символы перед величинами означают:

Л —  конечное приращение величины, т. е. разность ее конечного и 
начального значений, например ДЕ =  E j — E*f Аф *= <ра — ф ^  

d — дифференциал (бесконечно малое приращение), например d E , d<p; 
6  — элементарное значение величины, например М  —  влем ентарная 

работа.
Орты — единичные векторы: 

ех> V  ег  J* — °Р ТЫ декартовы х координат х , у , г\
ерр еф. — орты цилиндрических координат р , ф, г; 
п — орт нормали к элементу поверхности;
Т —  орт касательной к контуру или границе раздела.

Производная по времени от произвольной функции f  обозначена 
d f /d t  или точкой, стоящей над ф ункцией, }.

Интегралы любой кратности обозначены одним-единственным зна« 
ком j  и различаются лиш ь обозначением алемента интегрирования: 
d V  — элемент объема, dS  — элемент поверхности, d l элемент  кон
тура. З н ак  & обозначает интегрирование по замкнутому ко н ту р у  или 
во  замкнутой поверхности.

Векторный оператор у  (набла). Операции с ним обозначены  так: 
у ф  — градиент ф (grad ф), 
у  Е — дивергенция Е (div Е),
\  X Е —  ротор Е (rot Е).



Г л а в а  1

Э Л Е К Т РО С Т А Т И Ч Е С К О Е  П О Л Е В В А К У У М Е

§ 1.1 . Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Е  ПОЛЕ

Электрический заряд. В настоящее время известно, что 
в  основе всего разнообразия явлений природы леж ат четыре 
фундаментальны х взаимодействия между элементарными 
частицами —  сильное, электромагнитное, слабое и грави
тационное. Каждый вид взаимодействия связывается б опре
деленной характеристикой частицы. Например, гравита
ционное взаимодействие зависит от масо частиц, электро
м агн и тн о е— от электрических зарядов.

Электрический зар я д  частицы является одной из основ
ны х, первичных ее характеристик. Ему присущи следу
ю щ ие фундаментальные свойства:

1) электрический за р я д  существует в двух видах: кан 
полож ительны й, так и отрицательный;

2 ) в любой электрически изолированной системе алгеб
раи ч еская  сумма зарядов не изменяется, это утверждение 
в ы р аж ает  з а к о н  с о х р а н е н и я  э л е к т р и ч е 
с к о г о  з а р я д а ;

3) электрический за р я д  является релятивистски инва
риантны м : его величина не зависит от системы отсчёта, 
а  значит, не зависит от того, движется он или покоится.

Эти фундаментальные свойства электрического заряда 
имею т, как мы увидим, далеко идущие последствия.

Электрическое поле. Согласно современным представле
н и ям  взаимодействие между зарядами осуществляется через 
п о л е . В сякий электрический з а р я д ?  изменяет определенным 
об р азо м  свойства окруж аю щ его его пространства —  создает 
э л е к т р и ч е с к о е  п о л е .  Это поле проявляет себя 
в  том, что помещенный в какую-либо его точку другой, 
«пробный», заряд  испытывает действие силы.

Ь



Опыт показы вает, что сила Р, действую щ ая на неподвиж
ный точечный пробны й заряд д ', всегда мож ет быть представ
лена как

Р “  ? 'Е , (1.1)

где вектор Е называют н а п р я ж е н н о с т ь ю  электри
ческого поля в данной точке. В ектор Е , как  видно из (1.1), 
можно определить как силу, действую щ ую  на единичный 
положительный неподвижный зар яд . Здесь предполагается, 
что пробный зар яд  ц' должен быть достаточно малым, чтобы 
его внесение не вызвало заметного искаж ения интересую* 
щего нас поля (вследствие возм ож ного перераспределения 
создающих поле зарядов).

Поле точечного заряда. Из опы та (закон Кулона) непо
средственно следует, что н ап ряж енность поля неподвиж
ного точечного заряда <7 на расстоянии г от него можно пред
ставить как

( 1-2)

где е0 —  электрическая постоянная; ег — орт радиуса-век
тора г, проведенного из центра п оля , в котором расположен 
заряд  до интересующей нас точки . Ф ормула (1.2) запи
сана в СИ. Здесь коэффициент

1 /4яе0 =  9 • 10е м/Ф ,

заряд  д измеряется в к у л о н а х  (К л), напряж енность 
поля Е — в в о л ь т а х  н а  м е т р (В /м ). В зависимости 
от знака  зар яд а  ц вектор Е нап равлен  т а к  ж е, как и г, или 
противоположно ему.

П о сущ еству формула (1.2) вы раж ает  не что иное, к а к  
з а к о н  К у л о н а ,  но в «полевой» форме. Весьма важ н о , 
что напряж енность Е поля точечного зар яд а  обратно про
порциональна квадрату расстояния г. Вся совокупность 
экспериментальных фактов показы вает, что этот зако н  
справедлив д ля  расстояний от 10"1а см  до  нескольких ки ло
метров, и пока нет никаких оснований ож идать, что этот 
закон не выпрлняется и при больш их расстояниях.

Заметим еще, что в поле, создаваемом неподвижным то
чечным зарядом , сила, действую щ ая на пробный за р я д , 
не зависит от того, покоится пробный за р я д  или движ ется. 
Это относится и к системе неподвиж ны х зарядов.

Принцип суперпозиции. Д ругой  опытный факт, кроме 
закона ( 1 .2 ), заключается в том, что напряж енность поля



системы точечных неподвижных зарядов равна векторной 
сумме напряж енностей полей, которые создавали бы каж 
дый из зарядов в отдельности:

(1.3)

где Г/ расстояни е между зарядом <7* и интересующей нас 
точкой поля.

Это утверж дение называют п р и н ц и п о м  с у п е р 
п о з и ц и и  (налож ения) электрических полей. Он выра
ж ает одно из самы х замечательных свойств полей и позво
ляет вычислять напряж енность поля любой системы заря
дов, представив ее в виде совокупности точечных зарядов, 
вклад каж дого из которых дается формулой (1 .2 ).

Распределение зарядов. Д ля упрощ ения математических 
расчетов во многих случаях  бывает удобно игнорировать 
тот факт, что зар яд ы  имеют дискретную .структуру (элект
роны, ядра), и считать, что они размазаны  определенным 
образом в пространстве. Другими словами, удобно заме
нить истинное распределение точечных дискретных зарядов 
фиктивным непрерывным распределением. Это позволяет 
значительно уп рощ ать расчеты, не внося сколько-нибудь 
значительной ош ибки.

При переходе к  непрерывному распределению вводят 
понятие о плотности зарядов —  объемной р, поверхност
ной о и линейной К. П о определению,

где с1</ —  заряд , заклю ченный соответственно в объеме (1V, 
на поверхности с15 и на длине 61.

С учетом этих распределений формула (1.3) может быть 
представлена в д ругой  форме. Н апример, если заряд  рас
пределен по объему, то надо заменить q¡ на  с1<7 ■* рс!7 и 
2  на / ,  тогда

где интегрирование проводится по всему пространству, 
в котором р отлично от нуля.

Таким образом , зн ая  распределение зарядов, мы можем 
полностью реш ить задачу о нахождении напряженности 
электрического п оля  по формуле (1.3), если распределение

Е



дискретно, или по формуле (1.5) и  аналогичной ей, если 
распределение непрерывно. В общем случае расчет сопря
жен со значительными трудностями (правда, не принци
пиального характера). Д ействительно, д ля  нахож дения век
тора Е надо вычислить сначала его  проекции Е хч Е у, Е х% 
а это по сущ еству три интеграла ти п а  (1.5). И  только в тех  
случаях, когда система зарядов  обладает той или иной 
симметрией, задача, как правило, значительно облегчается. 
Приведем два примера.

Пример I. Поле на оси тонкого равномерно заряженного кольца.
Заряд  <7 >  0 равномерно распределен по т онком у кольцу радиусом а . 
Н айт и напряж енность Е  электрического поля  на  оси кольца как  ф унк• 
цию расстояния г  от его центра.

Л егко сообразить, что в данном случае  вектор Е должен быть 
направлен по оси кольца {рис. 1.1). В ы делим на кольце около точки А

элемент <1/. Запиш ем выражение д л я  составляю щ ей 6Ег  от этого э л ^  
мента в  точке С':

1 \  61 
^ ~  4де;  >  созк’

где А. =  £?/2ла. Д л я  всех элементов ко л ьц а  г  и а  будут одними и теми 
ж е, поэтому интегрирование этого вы раж ен ия  сводится просто к  за* 
мене Ы 1  на £?. В результате

£ г -  г
4яе„ (аа_|_г2)3/2

Видно, что при г >  а поле Е  ^ п е ^ г 8, т . е. ва  больших расстояниях  
эта система ведет себя как точечный зар яд .

Пример 2. Поле равномерно заряж енной прямой нити. Тонкая п р я 
мая нит ь длиной 21 заряжена равномерно зарядом д. Н айт и напряж ен
ность Е  поля в точке, отстоящей на расст оянии х  от центра н и т и  и 
расположенной симметрично относительно ев концов.

а



Из соображ ений симметрии ясно, что вектор Е должен иметь на
правление, показанное  на рис. 1.2. Это подсказывает, как  надо посту
пить далее: найдем составляю щ ую  с\Е Х от элемента йI нити с зарядом йд 
и затем проинтегрируем  по всем элементам нити. В нашем случае

где \  =  д/21 -г- линейн ая  плотность заряда. Приведем это уравнение 
К виду, удобному д л я  интегрирования. Из рис. 1.2 видно, что &1 соз а  =  
«= гАа  и г  =» х/со$  а ,  поэтому

Это выражение легк о  проинтегрировать:

где а 0 — м аксим альное значение угла а ,  з т а 0 =  Н- поэтому

И  эдееь Е  при х  >  / как поле точечного заряда.

Геометрическое описание электрического поля. Зная 
вектор Е в каж дой точке, можно представить электрическое 
поле очень н аглядн о  с помощью линий напряженности, 
или линий вектора Е . Эти линии проводят так , чтобы каса
тельная к  ним в каж дой точке совпадала с направлением 
вектора Е, а густота линий, т. е. число линий, пронизы
вающих единичную площ адку, перпендикулярную  линиям 
в данной точке, бы ла бы пропорциональна модулю век
тора Е. Кроме того, этим линиям приписывают направле
ние, совпадающее с направлением вектора Е. По получен
ной картине м ож но легко  судить о конфигурации данного 
электрического поля —  о направлении и модуле вектора Е 
в разных точках  поля.

Об общих свойствах  поля Е. Определенное выше поле Е 
обладает, к ак  вы яснилось, двумя чрезвычайно важными 
свойствами, знание которых помогло глубж е проникнуть 
в суть самого пон ятия поля и сформулировать его законы, 
а такж е откры ло возможность решить ряд  вопросов весьма 
просто и изящ но. Эти свойства —  так  называемые теорема 
Г аусса и теорема о циркуляции вектора Е —  связаны 
с двумя важ нейш ими математическими характеристиками 
всех векторных полей: п о т о к о м  и ц и р к у л я ц и е й .

о

Р =  ---------1



К ак мы увидим, п ользуясь только этими двум я поня
тиями, можно описать все законы  не только  электриче
ства, но и магнетизма. Перейдем к последовательному рас* 
смотрению этих свойств.

§ 1 .2 . Т ЕО РЕ М А  ГАУССА

Поток вектора Е. Д л я  большей наглядности восп ользу
емся геометрической картиной описания электрического 
поля (с помощью линий вектора Е) и еще, для упрощ ения 
рассуждений, будем считать, что густота линий Е равна  мо
дулю вектора Е. Тогда число линий, пронизы ваю щ их эле
ментарную площадку с15, нормаль п которой составляет 
угол а  с вектором Е, определяется согласно рис. 1.3 как 
E 6 S  cos а . Эта величина и есть 
поток с1Ф вектора Е сквозь пло
щ адку (15. В более компактной 
форме

dФ  =  £ „ dS =  EdS,

где Е п —  проекция вектора Е на 
нормаль п к площ адке dS ; dS p Uc. 1.3
вектор, модуль которого равен dS,
а направление совпадает с нормалью п к  площ адке. Зам е
тим, что выбор направления вектора п (а следовательно, 
и dS) условен, его можно было бы направить и в противо
полож ную сторону.

Если имеется некоторая произвольная поверхность 5 , 
то поток вектора Е сквозь нее

o « \ E d S .  (1.6)
$

Эта величина алгебраическая: она зависит не то л ь ко  от 
конфигурации поля Е, но и от выбора н ап р авл ен и я  нор
мали. В случае замкнуты х поверхностей принято норм аль п 
брать н а р у ж у  области, охватываемой этими поверхно
стями, т. е. выбирать в н е ш н ю ю  нормаль, что в даль
нейшем будет всегда и подразумеваться.

Хотя здесь речь ш ла о потоке вектора Е, пон ятие по
тока в равной степени относится к любому векторном у 
полю.

Теорема Гаусса. П оток вектора Е сквозь произвольную  
замкнутую  поверхность 5  обладает удивительны м и заме
чательным свойством: он зависит только от алгебраи че



ской  суммы зарядов, охватываемых этой поверхностью. 
А именно

(Sj) Е dS =  -—i7BHyTp , (1.7)

где  кр у ж о к  у интеграла означает, что интегрирование про
водится по замкнутой поверхности.

Это вы раж ение и составляет суть т е о р е м ы  Г а у с с а :  
пот ок вектора Е сквозь зам кнут ую  поверхность равен алгеб
раической сумме зарядов внут ри этой поверхности, деленной 
н а  е0.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  С начала рас
см отрим  поле одного точечного заряда q. О круж им  этот 
з а р я д  произвольной замкнутой поверхностью S  (рис. 1.4) 
И найдем поток вектора Е сквозь элемент dS:

ri<D «E  dS =  £  dS  cos a  dS c o s a - - r ^ —  dQ , (1.8)4nsa t 2 4Л80 '

гд е  dQ —  телесный угол, опирающ ийся на элемент поверх
н ости  d S , с вершиной в  точке располож ения зар яд а  q.

И н тегрировани е этого вы раж ения по всей поверхности 5  
© квивалентно йнтегрированию  по всему телесному углу, 
т . е . замене dQ на 4 я , й мы получим Ф *■ <?/е0» как  и тре
б у ет  ф орм ула (1.7).

Заметим , что при более сложной форме замкнутой по
верхн ости  углы  a  могут быть больше л / 2 , а значит, cose» 
и dQ в (1.8) принимает, вообще говоря, как  полож итель
ны е, т а к  и отрицательные значения. И так, dQ ~  величина 
алгебраи ческая : если dQ опирается на внутреннюю сто
р о н у  поверхности S , то dQ >  0, если ж е на внешнюю сто* 
р о н у , то aQ <  О,

н



Отсюда, в частности, следует! если зар яд  ^  располож ен 
вне замкнутой поверхности 5 , то поток вектора Е через 
нее равен нулю. Д л я  этого достаточно провести из за р я д а  ¿7 
коническую поверхность та к , чтобы она о к а за л а с ь  каса
тельной к  замкнутой поверхности 5 . Тогда интегрирование 
вы ражения ( 1 .8 ) по поверхности 5  эквивалентно интегриро
ванию по £2 (рис. 1.5): внеш няя сторона поверхности 5  
будет видна из точки <7 под углом й  >■ 0 , а внутренн яя 
под углом — О (оба угла по модулю равны). В сумме по
лучим нуль, и Ф  =  0, что такж е совпадает с утверж дением
(1.7). Н а  языке линий вектора Е это означает, что сколько  
линий входит в объем, ограниченный поверхностью  5 , 
столько и выходит.

Теперь обратимся к  случаю , когда электрическое поле 
создается системой точечных зарядов д2 и т. д. В этом 
случае согласно принципу суперпозиции Е =  +  Е 2 - К . . ,
где Ех —  поле, создаваемое зарядом  и т. д. Т огда поток 
вектора Е можно записать так:

$ Е  <Ю =*ф(Е1 +  Е а - Ь . . ) < 1 8 в ф  Е 1 с!8 + ф  Еа (15 — Ф 1 +  Ф а +  . . .

Согласно предыдущему каж ды й интеграл в правой  части 
равен «7г/б0, если зар яд  ?,• находится внут ри  зам кн утой  
поверхности 5 ,  и нулю , если снаруж и поверхности 5 . 
Поэтому в правой части останется алгебраическая сумма 
только тех зарядов, которые находятся внутри поверхно
сти 5 .

Д л я  завершения доказательства теоремы остается учесть 
случай, когда заряды  распределены непрерывно с  объемной 
плотностью, зависящ ей от координат. В этом случае  можно 
считать, что каждый элементарный объем (IV  содерж ит 
«точечный» заряд  рёУ . Т огда в правой части (1.7)

? в н у тр ~ $ Р ^ , 0-9)

где интегрирование проводится только по объему, заклю 
ченному внутри замкнутой поверхности 5 .

Необходимо обратить внимание на следую щ ее важ ное 
обстоятельство! в то время как само поле Е зави си т от 
конфигурации в с е х  зарядов, поток вектора Е сквозь 
произвольную замкнутую  поверхность 5  определяется  
только алгебраической суммой зарядов в н у т р и  по« 
верхности 5 . Это значит, что если передвинуть зар яды , 
то поле Е изменится всюду, в частности, и на поверхности 5 ,  
изменится, вообще говоря, и поток вектора Е через 5»



О дн ако  если передвижка зарядов произошла без пересече
н и я  поверхности 5 , поток вектора Е через эту поверхность 
остан ется  п р е ж н и м ,  хотя, повторяем, само поле Е 
м ож ет измениться, причем весьма существенно. Удивитель
ное свойство электрического поля!

$ 1 .3 . П Р И М Е Н Е Н И Я  Т ЕО РЕ М Ы  ГАУССА

П оскольку  поле Е зависит от конфигурации в с е х  зарядов, 
теорем а Гаусса, вообще говоря, не дает возможности найти это поле. 
О днако  в ряде случаев теорема Гаусса оказывается весьма эффектив
ным аналитическим инструментом: она позволяет получить ответы на 
некоторы е принципиальные вопросы, не решая задачи, а такж е нахо
д и ть  и само пате  Е, причем чрезвычайно простым путем. Рассмотрим 
н еск о л ько  примеров, а затем сформулируем некоторые общие выводы 
о  том, в каки ч  случаях применение теоремы Гаусса оказывается наибо
л ее  целесообразным.

Пример I, О невозможности устойчивого равновесия заряда в эле« 
ктрнческом поле. Пусть в вакууме имеется система неподвижных то
чечных зарядов, находящихся в равновесии. Рассмотрим один из эт их  

варядов — заряд  <?. Может ли  состояние его 
равновесия быть устойчивым?

Чтобы ответить на этот вопрос, окруж им 
з а р я д у  небольшой замкнутой поверхностью 5  
(рис. 1.6). Допустим, для определенности, что 
9 >  0. Тогда для того чтобы равновесие з а 
ряда ц  было устойчивым, необходимо, чтобы 
во всех точках поверхности 5  поле Е, обра
зованное всеми о с т а л ь н ы м и  зарядами 

р  . * системы, было направлено к заряду <7: только
' в этом случае при любом малом смещении

заряда  ?  из положения равновесия на него 
буд ет  действовать в о з в р а щ а ю щ а я  сила, и положение равно
в еси я  действительно будет устойчивым. Но такая конфигурация поля Е 
в о к р у г  зар яд а  д противоречит теореме Гаусса: поток вектора Е сквозь 
поверхность 5  отрицателен, согласно ж е теореме Гаусса он должен 
бы ть равным нулю, поскольку этот поток создается зарядами, располо
ж енны м и в н е  поверхности 5 .  А равенство вектора Е нулю означает, 
что в каких-то  точках поверхности 5  вектор Е направлен внутрь, а 
в  к аки х -то  обязательно наруж у . Отсюда и следует, что устойчивое рав
новесие зар яда  в любом электростатическом поле невозможно.

Пример 2. Поле равномерно заряженной плоскости. Пусть поверх
н о стн ая  плотность заряда равна о . И з симметрии задачи очевидно, 
что вектор  Е может быть только  перпендикулярным заряж енной 
п л о ск о сти . К ром е того, ясно, что в симметричных относительно этой 
п л о ск о сти  точках  вектор Е одинаков по модулю и противоположен по 
н ап р ав л ен и ю . Т ак ая  конф игурация поля подсказывает, что в качестве 
зам к н у то й  поверхности следует выбрать прямой цилиндр, располож ен
н ы й , к ак  на рис. 1.7, где предполагается а > 0.

П оток сквозь боковую поверхность этого цилиндра равен нулю, 
и поэтом у полный поток через всю поверхность цилиндра будет 2£ Д 5 , 
где Д 5  —  площ адь каж дого торца. Внутри цилиндра заклю чен заряд  
р 4 5 .  Согласно теореме Гаусса 2£ Д $  =  аА $,'е0, откуда Е  =  о /2еа. Точ-



ь п ---о! 2е 0, ( 1.10)

где Е п — проекция вектора Е на нормаль п к заряж енной плоскости, 
причем вектор п направлен от этой плоскости. Е сли  а  >  0 , то и Е п >  0, 
а значит, вектор Е направлен от заряж енной плоскости, как  на рис. 1.7; 
если ж е о  <  0, то Е п <  0, а значит, вектор Е направлен  к заряженной 
плоскости. Тот факт, что Е  не зависит от расстоян ия до плоскости, 
означает, что соответствующее электрическое поле является  однород
ным (как  слева, так  и справа от плоскости).

Полученный результат справедлив то лько  для  бесконечной пло
ской поверхности, ибо только в этом случае м огут быть использованы 
приведенные соображ ения симметрии. О днако он  приближ енно спра
ведлив и для области, прилегающей к средней части конечной равно
мерно заряж енной плоской поверхности, вдали от ее краев.

П рнм ерЗ. Поле двух параллельных плоскостей, заряженных равно
мерно разноименными зарядами с плотностями о  и — о.

Это поле можно легко найти как суперпозицию  полей, создавае
мых каж дой из плоскостей в отдельности (рис. 1.8). Здесь верхние

стрелки соответствуют нолю от полож ительно заряж енной плоскости, 
нижние — от отрицательно заряженной плоскости . М ежду плоскостями 
напряж енности складываемых полей имеют одинаковое направление, 
поэтому результат ( 1. 10) просто удвоится, и результирую щ ая н апря
женность поля меж ду плоскостями

где под о  подразумевается модуль поверхностной плотности заряда. 
Вне згой области, как  ле гк о  видеть, п о ле  равно  н у лю .  Таким образом, 
поле в данном случае сосредоточено м еж ду плоскостями и являете* 
однородным в этой области.

Полученный результат приближ енно справедлив и для пластик 
конечных размеров, если только расстояние меж ду пластинами зна
чительно меньше их линейных размеров (плоский конденсатор). Здесь 
заметные отклонения поля от однородности наблю даю тся только вблизи 
краев пластин (этим при расчетах часто пренебрегаю т).

Пример 4 . Поле бесконечного круглого цилиндра, заряженного р ав 
номерно по поверхности так, что на единицу его длины приходится за 
ряд к.

Рис. 1.7 Рис. 1.8

Е  =  ст/е0.



ный характер , т . е . вектор Е в каждой точке перпендикуляре» оси ци
линдра, а м одуль вектора Е зависит только от  расстояния г до оси ци
линдра. Эго подсказы вает, что замкнутую  поверхность здесь надо 
взять в  форме коаксиального  прямого цилиндра (рис. 1.9). Тогда поток

номерно заряж енн ого  по поверхности круглого бесконечного цилиндра 
поля нет.

Пример 5. Поле сферической поверхности, заряж енной равномерно 
зарядом <?.

Это поле, очевидно, центрально-симметричное: направление век
тора Е в любой точке проходит через центр сферы, а модуль вектора Е 
должен зависеть то лько  от расстолния г  до центра сферы. Ясно, что 
при такой конф игурации поля в качестве зам кнутой поверхности надо 
взять концентрическую  сферу. Пусть ее радиус г  >  а , тогда по теореме 
Гаусса Е г -Апгг —  д/е0, откуда

где Е г  — проекция вектора Е на радиус-вектор г, совпадающий по на
правлению с норм алью  п к  поверхности в каж дой ее точке. З н ак  з а 
ряда <7 и здесь определяет зн ак  проекции Е г, а следовательно, и напра
вление самого вектора Е: от заряженной сферы (при ?  >  0) или к ней 
(при ? <  0).

Если г  <  о , то  зам кнутая  поверхность не содерж ит внутри зарядов, 
поэтому в этой области всюду Е  — 0, т. е. внутри равномерно заряж ен
ной сферической поверхности электрическое поле отсутствует. Вне этой 
поверхности поле убы вает с расстоянием г  по таком у ж е закону, как  
у  точечного заряда .

Пример 6 . Поле равномерно заряженного ш ара.
Пусть зар я д  ц равномерно распределен по ш ару радиусом а. Поле 

такой системы, очевидно, такж е центрально-симметричное, поэтому и 
здесь для нахож дения поля следует в качестве замкнутой поверхности 
взять, концентрическую  сферу. Нетрудно сообразить, что для поля вне 
ш ара получится тот ж е  результат, что и в предыдущем примере [см. 
(1.13)], Внутри ж е  ш ара  выражение для поля будет другим. Сфера

вектора Е сквозь торцы этого цилинд- 
ра равен нулю , а через боковую по
верхность Е г 2пгИ, где Е г — проекция 
вектора Е на радиус-вектор г, совпа
дающий по направлению  с нормалью п 
к боковой поверхности цилиндра р а 
диусом г и высотой Л. По теореме 
Гаусса для  случая  г  >  о имеем 
£ Л*2лМ =  ХЛ/е0, откуда

2 а При X >  0  и Е г >  0, т. е. вектор 
Е направлен от заряж енного цилинд
ра, и наоборот.

Рис. 1.9

Если г  <  а, то зам кнутая поверх
ность не содерж ит внутри зарядов, по
этому в этой области Е  =  0 незави
симо от г. Таким  образом, внутри рав-

0-13)



радиусом г  <  а  охватывает заряд ц ' =  ц  (г]а)г, ибо в нашем случае за» 
ряды  относятся к ак  объемы, а последние к а к  кубы  радк/сив . П оэтому 
согласно теореме Гаусса

. откуда

<«■“ >

т, е. внутри равномерно заряженного ш ар а  напряж енность растет л и 
нейно с расстоянием г  от его центра. Г р аф и к  зависимости Е  от т п ока
зан на рнс. 1. 10.

Общие выводы. Полученные в  этих прим ерах результаты м ож но 
было бы найти и непосредственно интегрированием с помощью фор« 
мулы (1.5). О днако, как  можно бы ло  убедиться, использование теоремы 
Гаусса позволило нам решить 
эти задачи несравненно более 
простым путем.

П ростота, с которой были 
решены рассмотренные задачи, 
может создать иллюзорное впе
чатление о  силе метода, осно
ванного на применении теоремы 
Гаусса, и о возможности нахо- 
дить с помощью этой теоремы 
решения многих других задач.
К  сожалению , это не так. Число 
задач, легко решаемых с помо
щ ью  теоремы Гаусса, весьма 
ограничено. У ж е при решении 
задачи о нахождении поля такого симметричного распределения за 
ряда, как  у  равномерно заряженного ди ска , теорема Гаусса о к азы в а 
ется бессильной. В этом случае конф игурация поля достаточно с л о ж 
ная, и замкнутой поверхности, обладаю щ ей необходимой для простоты 
вычисления потока вектора Е формой, здесь нет.

Использование теоремы Гаусса д л я  расчета полей эффективно 
лиш ь в тех случаях , где поле обладает специальной симметрией (чащ е 
всего плоской, цилиндрической или сферической). Симметрия, а следо
вательно, и конфигурация поля долж ны  быть такими, чтобы, во-первы х, 
можно бы ло  найти достаточно простую замкнут ую  поверхность Э  и , 
во-вторых, вычисление потока вектора Е свести к простому умнож ению  Е  
(или Е„) на площ адь поверхности 5  или ее часть. Если этого нет, зад ач у  
о нахождении поля приходится реш ать или  непосредственно с помощ ью  
формулы (1.5), или с помощью других методов, с которыми мы о зн ак о 
мимся ниже.

§ 1 .4 . Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н А Я  Ф О РМ А  Т ЕО РЕ М Ы  ГА УССА

Замечательное свойство электрического поля, которое 
вы раж ает собой теорема Гаусса, побуж дает представить эту  
теорему в иной форме, расш иряю щ ей ее возможности к а к  
инструмента исследования и расчета,



В отличие от формы (1.7) — ее называют и н т е г р а л ь 
н о й  —  мы будем искать д и ф ф е р е н ц и а л ь н у ю  
форму теоремы Г аусса , в которой устанавливается связь 
между объемной плотностью  заряда р и  и з м е н е н и я м и  
напряженности Е в окрестности данной точки пространства.

Д ля  этого представим сначала заряд  ? в объеме V, охва
тываемом зам кнутой поверхностью 5 , как  ^В11утр =* (р>  V, 
где ( р )  —  среднее по объему V значение объемной плот
ности заряда. Затем  подставим это выражение в уравнение
(1.7) и разделим обе части его на V. В результате получим

Теперь устремим объем V к нулю, стяги вая  его к  интере
сующей нас точке поля. Очевидно, при этом ( р > будет 
стремиться к значению  р в данной точке поля, а значит, 
отношение в левой части уравнения (1.15) будет стремиться 
к р/е0.

Величину, являю щ ую ся пределом отношения $ Ес15 к V 
при V -*  0, назы ваю т д и в е р г е н ц и е й  поля Е  и 
обозначают <11V Е . Т аки м  образом, по определению

Аналогично определяется дивергенция любого другого 
векторного поля. И з определения (1.16) следует, что дивер
генция является скалярн ой  функцией координат.

Чтобы получить выражение для дивергенции поля Е, 
надо согласно (1.16) в зять  бесконечно малый объем V, опре
делить поток вектора Е сквозь замкнутую  поверхность, 
охватывающую этот объем, и найти отношение этого потока 
к объему. П олученное выражение для дивергенции будет 
зависеть от выбора системы координат (в разны х системах 
координат оно оказы вается  разным). Н апример, в декар
товой системе координат

И так, мы вы ясн и ли , что при V -+ 0 в выраж ении (1.15) 
его правая часть стремится к р/ео, а левая —  к сЛV Е . 
Следовательно, дивергенция поля Е связана с плотностью 
заряда в той ж е точке  уравнением

(1.15)

( Ы в )

¿IV Е  = р/е,.

го



Это уравнение и вы ражает теорем у Гаусса 
в дифференциальной форме.

Написание многих формул и действия о ними значитель
но упрощаются, если ввести векторный дифференциальный 
оператор Оператор у  в декартовых координатах  имеет вид

где I, к — орты осей X , У, 1 .  Сам по себе вектор V 
смысла не имеет. Он приобретает смысл то лько  в сочетании 
со скалярной или векторной функцией, на которую  симво
лически умножается. Т ак , например, если вектор V умно
ж ить скалярно на вектор Е, то получим

а это есть не что иное, как  сНу Е, согласно (1.17).
Таким образом, дивергенция поля Е  мож ет быть запи

сана как сНу Е или (в обоих случаях  читается как 
«дивергенция Е»). Мы будем пользоваться вторым, более 
удобным обозначением. Тогда, например, теорем а Гаусса 
(1.18) будет иметь вид

В дифференциальной форме теорема Г аусса  является 
локальной теоремой: дивергенция поля Е в данной точке 
зависит только от плотности электрического зар яд а  р 
в той ж е точке и больше ни от чего. Это одно из замеча
тельных свойств электрического поля. Н апри м ер, в разных 
точках поля точечного заряда поле Е отличается д руг от 
друга. Это ж е относится, вообще говоря, и к  пространствен
ным производным д Е х1дх, д Е у/ду , д Е г1дг. О днако, как 
утверждает теорема Гаусса, сумма этих производны х, ко
торая определяет дивергенцию Е, оказы вается  во всех 
точках поля (вне самого заряда) равной нулю .

В тех точках поля, где дивергенция Е полож ительна, 
мы имеем и с т о ч н и к и  поля (полож ительны е Заряды), 
а в тех точках, где она отрицательна, —  с т о к и  (отри
цательные заряды ). Линии вектора Е вы ходят из источни
ков поля, а в местах стоков они заканчиваю тся.

(1.19)

V ■ г ^ 1сЕх +  ̂ уЕ1/+ \ , Е ^ - ~ Е 1С+ - ~ Е у +  - ^ . Е г,

V • Е в  р/е0. (1 2 0 )



Теорема о циркуляции вектора Е. И з механики известно, 
что лю бое стационарное поле центральны х сил является 
консервативным, т. е. работа сил этого поля не зависит от 
пути, а  зависит только от полож ения начальной и конечной 
точки. И менно таким свойством обладает электростатиче- 
ское поле —  поле, образованное системой неподвижных за 
рядов. Если в качестве пробного заряда, переносимого 
из точки 1 заданного поля Е в точку 2, взять единичный 
п о л о ж и т е л ь н ы й  заряд , то элементарная работа 
сил поля на перемещении й\ равна Ес11, а вся работа сил 
поля на пути от точки 1 до точки 2  определяется как

2

¡¡ЕсН. (1.21)
‘1

Этот интеграл берется по некоторой линии (пути), 
поэтому его называют л и н е  й и ы м.

К а к  мы сейчас покажем, из независимости линейного 
ин теграла ( 1 .2 1 ) от пути между двумя точками следует, 
что по произвольному замкнутому пути этот интеграл равен

нулю. И нтеграл (1.21) по зам кн у
тому пути называют ц и р к у л я 
ц и е й  вектора В  и обозначают 

Итак, мы утверждаем, что цир
куляция вектора Е в любом электро
статическом поле равна нулю, т. е.

ф Е (31 = 0 . ( 1.22 )

Это утверждение и называют т е о р е м о й  о ц и р 
к у л я ц и и  в е к т о р а  Е.

Д л я  доказательства этой теоремы разобьем произволь
ный зам кнуты й путь на две части 1а2 и 2Ы  (рис. 1 . 11 ).
Т а к  к а к  линейный интеграл (1.21) —  обозначим его / 12 —

(а) (М
не зависи т от пути между точками 1 и 2, то ( — ^ . С дру-

\2 52
№) (4) (6)

гой стороны, ясно, что С = — ( ,  где С «— интеграл по то-
12 21 21

му ж е участку  Ь, но в обратном направлении, Поэтому
(а) №) (а) (й)
( +  } ■ „ _  ( = о ,

12  21 12 1 2

что и требовалось доказать.



Поле, обладающее свойством (1.22), назы ваю т п о т е н 
ц и а л ь н ы м .  Значит, любое электростатическое поле 
является потенциальным.

Теорема о циркуляции вектора Е позволяет сделать ряд 
важных выводов, практически не прибегая к  расчетам. 
Вот два примера.

Пример 1. Линин электростатического поля Е не могут быть зам
кнутыми.

В самом деле, если это не так и какая-то  лини я вектора Е замкнута, 
то взяв циркуляцию  вектора Е вдоль этой линии, мы сразу  ж е  придем 
к противоречию с теоремой (1.22). Значит, действительно, в электро« 
статическом поле замкнуты х линий вектора Е
не существует: линии начинаются на поло« -  ■ »■ ■ ^
жительных зарядах  и кончаются на отрица« —  ^  •
геяьных (или уходят в  бесконечность). ‘------}--------*■----------^— ‘

Пример 2. Возможна ли конфигурация | -  ».  .
электростатического поля, как на рис. 1. 12? [ I

Нет, невозможна. Это сразу станет ясно, |  1 ‘
если мы применим теорему о циркуляции | I
вектора Е к замкнутому контуру, показан- , — | -  ■ [— •
ному на рисунке пунктиром. Стрелки на I---------- ---
контуре показываю т направление обхода.
П ри таком специальном выборе контура вклад 
в ци р куляц и ю  на вертикальны х участках его ^ и с . 1.12
равен нулю: здесь Е ±  <11 и Ес11 =  0; остаются
два одинаковых по длине горизонтальных участка. Из рисунка 
сразу видно, что вклады  в циркуляцию  на этих участках  противопо
ложны по знаку, но не одинаковы по модулю (на верхнем участке 
больше, ибо линии гущ е, а значит, Е  больше). П оэтому циркуляция 
оказывается отличной от нуля, что противоречит ( 1.22).

Потенциал. Д о  сих пор мы рассм атривали описание 
электрического поля с помощью вектора Е. Существует, 
однако, и другой адекватный способ описания —  с помощью 
потенциала ср (заметим сразу, что оба эти способа однозначно 
соответствуют друг другу). К ак мы увидим, второй способ 
обладает рядом существенных преимуществ.

Тот факт, что линейный интеграл (1.21), представляю
щий собой работу сил поля при перемещ ении единичного 
положительного заряда из точки 1 в точку 2 , не зависит 
от пути между этими точками, позволяет утверж дать, что 
в электрическом поле существует некоторая скалярная 
функция координат <р (г), у б ы л ь  которой

(1.23)

где <р1 и ф2*— значения функции <р в то чках  1 п 2. Т ак  опре
деленная величина ф ( г) называется п о т е н ц и а л о м



п о л я .  И з сопоставления выражения (1.23) с выражением 
для работы сил потенциального поля (которая равна убыли 
потенциальной энергии частицы в поле) можно сказать, 
что пот енциал  —  это величина, численно равная потен
циальной энергии единичного положительного заряда в дан
ной точке поля.

П отенциалу какой-либо произвольной точки О поля 
можно условно приписать любое значение <р0. Тогда по
тенциалы  всех других точек поля определяются согласно
(1.23) однозначно. Если изменить фо на некоторую вели
чину Дф, то на такую  ж е величину изменятся и потенциалы 
во всех други х  точках поля.

Т аки м  образом, потенциал ф определяется с точностью 
до произвольной аддитивной постоянной. Значение этой 
постоянной не играет роли, так как  все электрические явле
ния зави сят  только  от напряженности электрического поля. 
П оследняя ж е определяется, как мы увидим, не самим 
потенциалом в данной точке поля, а разностью потенциа
лов в соседних точках поля.

Единицей потенциала является в о л ь т  (В).
П отенциал поля точечного заряда. Формула (1.23) со

держ ит не только  определение потенциала ф, но и способ 
нахож дения этой функции. Д ля этого достаточно вычислить 
интеграл $ Edi по любому пути между двумя точками и 
представить затем полученный результат в виде убыли 
некоторой функции, которая и есть ф (г). Можно поступить 
и проще. В оспользуемся тем, что формула (1.23) справед
лива не то лько  для конечных перемещений, но и для эле
ментарных d l. Тогда согласно этой формуле элементарная 
у б ы л ь  потенциала на этом перемещении есть

- d < p - E d l .  '  ( 1 .2 4 )

Д ругим и словами, если известно поле Е (г), то для на
хож дения ф надо представить Edi (путем соответствующих 
преобразований) как  убыль некоторой функции. Эта функ
ция и есть ф.

Н айдем  таким  способом потенциал поля неподвижного 
точечного варяда:

Е d l  —  у -  • e , d l —  - у “  —  ^ ( т ~ —  "  +  co n s t),4ле0 /■* г 4лео /•» \ 4лво г I
где учтено, что eAdl =* 1 • (dl)r =  d r, ибо' проекция вектора 
dl на вектор е,., а значит, и на г равна приращению модуля 
вектора г, т. е. dr. Величина, стоящ ая в круглых скобках



под знаком  дифференциала, и есть <р (г). Т ак  как присут
ствующая здесь аддитивная константа никакой физической 
роли не играет, ее обычно опускаю т, стремясь выражение 
для ф сделать проще. Таким образом , потенциал поля то
чечного зар яда  ___________ .

Отсутствие в этом выражении аддитивной константы 
означает, что мы условно полагаем потенциал на беско
нечности (г -*■ оо) равным нулю.

Потенциал поля системы зарядов. П усть система состоит 
из неподвижных точечных зарядов ди  <72, ... Согласно прин
ципу суперпозиции в любой точке поля напряж енность 
Е =  Ех +  Еа +  ..., где Ех—  напряж енность поля зар яда  
^1 и т. д. Т огда можно записать, используя формулу (1.24):

Е ( П « (Е 1 + Е а- Ь . . )  (31 « Е ,  <11-ЬЕа <11+... — — с ^ - с З ф а    с!ср,

где ф ** 2  ф,, т. е. принцип суперпозиции оказы вается 
справедливым и для потенциала. Т аки м  образом, потен
циал системы неподвижных точечных зарядов

где г-, —  расстояние от точечного зар я д а  ^  до интересую
щей нас точки поля. Здесь такж е  произвольная постоянная 
опущена. Это полностью соответствует тому факту, что 
всякая реальная система зарядов  ограничена в простран
стве, поэтому ее потенциал на бесконечности можно при
нять равным нулю.

Если заряды , образующие систему, распределены не
прерывно, то, как  обычно, мы считаем, что каждый элемен
тарный объем 6У  содержит «точечный» зар яд  рс1 К, где р —  
объемная плотность заряда в месте нахож дения объема (ЗУ. 
С учетом этого формуле (1.26) мож но придать иной вид:

где интегрирование проводится или по всему пространству, 
или по той его части, которая содерж ит заряды. Если з а 

4ле0 ¿ы
\  21 (1 .26)

(1 .27)



ряды расположены только  на поверхности S ,  то

(1.28)

где а  — поверхностная плотность заряда; dS  — элемент 
поверхности S .  Аналогичное выражение будет и в том слу
чае, когда заряды  распределены линейно.

Итак, зн ая  распределение зарядов (дискретное, непре
рывное), мы можем в принципе найти потенциал поля 
любой системы.

§ i  .6 . С В Я ЗЬ  М Е Ж Д У  ПО ТЕНЦ ИАЛОМ  И  ВЕКТО РО М  Е

Электрическое поле, как известно, полностью описы
вается векторной функцией Е (г). Зн ая  ее, мы можем найти 
силу, действующую на интересующий нас заряд  в любой 
точке поля, вы числить работу сил поля при каком угодно 
перемещении зар я д а  и др. А что дает введение потенциала? 
Прежде всего, оказы вается , зная потенциал ф (г) данного 
электрического поля, можно достаточно просто восстано
вить и само поле Е  (г). Рассмотрим этот вопроо более 
подробно.

Связь между <р и Е можно установить о помощью урав
нения (1.24). П усть перемещение (11 параллельно оси X , 
тогда dl =  Id*, где I —  орт оси Х \ &х—  приращение коор
динаты х. В этом случае

где Е х —  проекция вектора Е на орт I (а не на перемеще
ние dl!). С опоставив последнее выражение о формулой
(1.24), получим

где символ частной производной подчеркивает, что функ
цию ф (х , у , г) надо дифференцировать только по х, считая 
у  и г  при этом постоянными.

Рассуж дая аналогично, можно получить соответству
ющие вы раж ения д ля  проекций Е у и Е г. А определив Е х, 
Е у} Е х, легко найти и сам вектор Е:

‘ Величина, стоящ ая  в скобках, есть не что иное, как 
г р а д и е н т  п о т е н ц и а л а  ф (grad ф или У'ф). Мы 
будем пользоваться вторым, более удобным обозначением

Е d l =  E id *  =  £ ,  dx,

Е х *в— ду/дх, (1.29)

(1.30)



и рассматривать формально У<р к а к  произведение си м воли 
ческого вектора V на скал яр  (р. Т огда уравнение (1 .30) 
можно представить в более ком пактной форме!

(1 .3 1 )

т. е. напряж енность Е поля р авн а  со знаком  минус гради ен ту  
потенциала. Это и есть та ф орм ула, с помощью которой  
можно восстановить поле Е , 'зн ая  функцию <р (г).

Пример. Н айт и напряж енность Е поля, пот енциал которого им еет  
вид: I ) ф (х, у) ~  — ахи, а  — постоянная, 2 ) ф (г) =  —аг, а  —  пост оян
ный вектор, г — радиус-вектор инт ересую щ ей нас точки поля .

1. Воспользовавшись формулой (1.30), получим Е =* а  ( у \ х \ ) .
2. Представим сначала функцию  ф к ак  ф =  —ах х  —  ауу  —  а гг, 

где ах , а у, а г —  постоянные. П осле этого с помощью формулы (1.30) 
найдем Е =  ах \ +  а (/|  +  а 2к — а . Видно, что поле Е является  в  д ан 
ном с лу ч а е  однородны  м.

П олучим еще одну полезную  формулу. В соотнош ении
(1.24) запишем правую часть к ак  Ес11 =  Е ^ 1 ,  где ¿1 =  
=» | с11 ) —  элементарный путь; Е 1 —  проекция в екто р а  Е 
на перемещение с!1. Отсюда

т. е. проекция вектора Е на направление  перемещ ения с!1 
равна со знаком минуо производной потенциала по дан н ом у 
направлению  (это подчеркнуто символом частной п р о и з
водной)'.

Эквипотенциальные поверхности. Введем понятие э к в и 
п о т е н ц и а л ь н о й  п о в е р  х н о е т и  —  п оверхн о
сти, во всех точках которой потенциал ср имеет одно и то  ж е 
значение. Убедимся в той, что вектор Е направлен в к а ж 
дой точке по нормали к эквипотенциальной поверхности  
в сторону уменьшения потенциала ф. В самом деле, и з  ф ор
мулы (1.32) следует, что проекция вектора Е на лю бое 
направление, касательное к эквипотенциальной п оверхн о
сти в данной точке, равна нулю . А это значит, что вектор  Е 
нормален к данной поверхности. Д алее, возьмем п ерем е
щение с!1 по нормали к поверхности в сторону ум еньш ения ср, 
тогда д<р < 0  и согласно (1.32) £* >  0, т. е. вектор Е  н а
правлен в сторону уменьшения (р, или в сторону, противоп о
лож ную  вектору ?<р.

Эквипотенциальные поверхности наиболее целесообразн о 
проводить так , чтобы разность потенциалов д ля  д в у х  со 

£/ =  —д ф/3/, (1 .3 2 )



седних поверхностей бы ла бы одинаковой. Тогда по густоте 
эквипотенциальны х поверхностей можно наглядно судить 
о значении напряж енности поля в разных точках. Там, где 
эти  поверхности располож ены  гуще («круче потенциальный 
рельеф»), там напряж енность поля больше.

Д алее, ввиду того, что вектор Е всюду нормален к экви
потенциальной поверхности, линии вектора Е ортогональны 
этим  поверхностям.

Н а рис. 1.13 показана двухмерная картина электрического поля: 
пунктиром — эквипотенциали, сплошными линиями ■— линии век
тора Е. Такое изображ ение придает большую наглядность. С разу ж а 
видно, в какую  сторону направлен  вектор Е, где напряж енность больше, 
где меньше, где больше крути зна  потенциального рельефа. С помощью

таких картин можно получить и 
качественные ответы на ряд вопро
сов: куда начнет двигаться заряд  
при помещении его в ту или иную 
точку, где больше градиент потен
циала (Но модулю), в  какой точке 
поля на заряд  будет действовать 
больш ая сила и др.

О преимуществах потенци
ала. Ранее было отмечено, что 
электростатическое поле ис
черпывающим образом харак- 

Рис. 1.13 теризуется векторной функци
ей Е (г). К акая  ж е польза от 

введения потенциала? Существует несколько весомых при
чин, убедительно свидетельствующих о том, что потенциал — 
понятие действительно весьма полезное, и не случайно, что 
этим  понятием ш ироко пользуются не только в физике, 
но и в технике.

1. Зн ая  потенциал <р (г), можно предельно просто вы
числить работу сил поля при перемещении точечного за
р я д а  ц' из точки 1 в точку  2:

А 13 =  я ' (1.33)

где  Я>1 и —* потенциалы  в точках 1 и 2. Значит, искомая
работа равна у б ы л и  потенциальной энергии заряда 
в поле при перемещении его из точки 1 в точку 2. Расчет 
работы  сил поля по формуле (1.33) оказывается не только 
прощ е, но в некоторых случаях  и единственно возможным.

Пример. Заряд  ц распределен по тонкому кольцу радиусом а. Н айт а  
работ у сил поля при перемещ ении точечного заряда д ' из  центра кольца 
н а  бесконечность.



Т ак  как  неизвестно, как  распределен за р я д  q  по ко л ьц у , то ничего 
нельзя сказать о напряж енности Е поля этого зар яд а . А это значит, 
что непосредственно вычислить работу к ак  интеграл  здесь невоз
можно. С помощью ж е потенциала эта задача  реш ается элементарно. 
В самом деле, т ак  как  все элементы кольца находятся  на одном и том ж е 
расстоянии а от центра кольца, то потенциал в этой точке % =  qIAw'tfi. 
А  потенциал на бесконечности ф == 0. С ледовательно, работа А => 
=  q’ ф0 =  q 'q /4 m 0a.

2. Во многих случаях  оказы вается, что для  нахождения 
напряж енности Е электрического поля легче сначала под
считать потенциал ср и затем взять градиент от него, нежели 
вычислять Е непосредственно. Это весьма существенное 
преимущество потенциала. Д ействительно, для  вычисле
ния ф нуж но взять  о д и н  интеграл, а для  вычисления Е — 
т р и  (ведь это вектор). Кроме того, обычно интегралы для 
определения ф проще, чем для Е х, Е у, £*.

Сразу ж е заметим, что это не касается сравнительно 
небольшого числа задач с достаточно хорош ей симметрией. 
В этих случаях  нахождение поля Е непосредственно или 
с помощью теоремы Гаусса часто оказы вается  значительно 
проще.

Кроме этих преимуществ потенциала есть и другие, но 
пх мы коснемся в дальнейшем.

§ 1 .7 . Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Й  Д И П О Л Ь

Поле диполя. Э л е к т р и ч е с к и й  д и п о л ь « — это 
система из двух одинаковых по модулю разноименных то
чечных зарядов -\-q и — q, находящ ихся на некотором рас
стоянии / друг от друга. Когда говорят о  поле диполя, то 
предполагают сам диполь точечным, т . е. считаю т расстоя
ния г  от диполя до интересующих нас точек поля значи
тельно больше /.

Поле диполя обладает осевой симметрией, поэтому кар
тина поля в любой плоскости, проходящ ей через ось ди
поля, одна и та  ж е и вектор Е л еж и т в этой плоскости.

Найдем сначала потенциал поля ди п оля , а затем его 
напряженность. Согласно (1.25) потенциал поля диполя 
в точке Р  (рис. 1.14, а) определяется как

1 I Q____  I <7(г_ — г+)
=  4яе0 \  г+ г_ /  4ле0 ' V -

Т ак как г > / ,  то, как видно из рис. 1.14, а , г_■— г + =* 
*= I cos ft и =  г2, где г —  расстояние от точки Р  до ди-



поля (он точечный!). С учетом этого

1 р С08 О
ф 4 пев

(1.34)

гд ер  =  — э л е к т р и ч е с к и й  м о м е н т  д и п о л я .
Этой величине сопоставляю т вектор, направленный по оси 
диполя от отрицательного заряда к  положительному!

р -9 1 . (1.35)

где ?  >  0  и 1 ■— вектор, направленный в ту  же сторону, 
что и р.

И з формулы  (1.34) видно, что поле диполя зависит от 
его электрического момента р. К ак мы увидим далее, и по
ведение диполя во внешнем поле такж е зависит от р. Сле
довательно, р является важной характеристикой диполя.

. 5)

E . .

Рис. 1.15

Следует т ак ж е  обратить внимание на то, что потенциал 
поля диполя убы вает с расстоянием г  быстрее, чем потен
циал поля точечного заряда (1 /г2 вместо 1 /г).

Д л я  нахож дения поля диполя воспользуемся формулой 
(1.32), вы числив с помощью нее проекции вектора Е на два 
взаимно перпендикулярны х направления —  вдоль ортов е,. 
и (рис. 1.14, б):

г  Зф I %р соаФ  Р дф 1 р  sin ft „  , яч
Е г  Q ‘ 0  }

Отсюда м одуль вектора Е

Е -  У Щ Т Щ .  =  ̂  ■£ / 1  +  3 cos> в . (1.37)



В частности, при § « 0 и # = *  я /2  мы получим вы р а
ж ения для напряженности поля соответственно на оси  д и 
поля (£ | ) и перпендикулярно ей (£_[,):

<1■з в ,

т. е. при одном и том ж е т напряж енность Е\\ вдвое 
больше

Сила, действующая на диполь. Поместим д и п о л ь  во 
внешнее неоднородное электрическое поле. П усть Е+ и Е _ '—  
напряженности внешнего поля в точках, где располож ен ы  
положительный и отрицательный заряды  диполя. Т о гд а  
результирую щ ая сила Р, действую щ ая на диполь, р а в н а  
(рис. 1.15, а):

Р *=?Е+ - д Е _  =  <? (Е+ — Е_).

Разность Е+— Е_ — это приращ ение ЛЕ вектора Е  на 
отрезке, равном длине диполя /, в направлении в екто р а  1. 
Вследствие малости этого отрезка  можно записать

ли р  Р Д Е . 5ЕДЕ«=»Е+— — I о  — /.
* I о1

После подстановки этого вы раж ения в формулу для И по
лучим, что сила, действующая на диполь:

(1 .3 9 )

где р  =  —  электрический момент диполя. В ходящ ую
в это выражение производную принято называть п рои звод 
ной вектора по направлению. З н ак  частной производной 
подчеркивает, что эта производная берется по определен 
ному направлению —-  направлению , совпадающему с в е к 
тором I или р.

Простота формулы (1.39), к  сожалению, обманчира: 
производная дЕ1д1 является довольно сложной м атем ати
ческой операцией. Мы не будем останавливаться на этом  
более подробно, а обратим внимание на существо п о л у ч ен 
ного результата. Прежде всего отметим, что в однородном  
поле дЕ1д1 =  0, поэтому и Р =  0 . Значит, сила д ей ствует  
на диполь, вообще говоря, только  в неоднородном поле. 
Д алее , направление вектора Р  в общем случае не совп адает  
ни с вектором Е, ни о вектором р. Вектор Р совпадает по 
направлению лишь с элементарным приращением в ек то р а  
Е, взятым в направлении вектора I или р (рио. 1 .15 , б).



Н а рис. 1.16 показаны  направления силы Г, действующей на ди* 
поль в поле полож ительного точечного заряда <?, при трех разных рас- 
полож ениях диполя. У бедиться самостоятельно, что 9то действительно 
так .

Если нас интересует проекция силы Р на некоторое 
направление X , то достаточно записать равенство (1.39) 
в  проекциях на это направление, и мы получим

где д Е х1дх—  производная соответствующей проекции век
то р а  Е и ю н ь же по направлению  вектора I или р.

П усть диполь с моментом р расположен вдоль оси сим
метрии некоторого неоднородного поля Е. Возьмем поло
ж ительное направление оси X ,  например, как  показано 
н а  рис. 1.17. Т ак к ак  в направлении вектора р приращение 
проекции Е х будет отрицательным, то Рх <  0, а значит, 
вектор Р направлен влево —  в  сторону, где напряж енность 
поля больше. Если ж е вектор р на этом рисунке повернуть 
н а  90° так, чтобы центр диполя совпадал с осью симметрии 
поля, то нетрудно сообразить, что в таком положении =  0 .

Момент сил, действую щ их на диполь. Рассмотрим, как 
ведет себя диполь во внешнем электрическом поле в своей 
системе центра м а с с — будет он поворачиваться или нет. 
Д л я  этого мы долж ны найти момент внешних сил относи
тельн о центра масс диполя *.

(1.40)

Рис. 1.16 Рис. 1.17

* Относительно центра масс, чтобы исключить момент сил инер-



П о определению момент сил Р+ =* ?Е+ и Р .  * 
носительно центра масс С (рис. 1.18) равен

М =  [г+Р+Ж г _ Р _ ]  =  [г+, <?Е+1 - [г_ ,

— <?Е. от-

где г+ и г . —  радиусы-векторы за р я д о в  +<7 и «—ц относи
тельно точки С. При достаточно малом расстоянии между
зарядами диполя Ен 
учесть, что г+ —  г .

Е . и М =  [г, —  г ., ?Е]. Остается 
1 и =  р, тогда

М »|р Е ]. (1.41)

Рис. 1.18

Этот момент сил стремится повернуть диполь так, чтобы 
его электрический момент р установился по направлению 
внешнего поля Е. Такое 
положение диполя явля
ется устойчивым.

И так, в неоднородном 
электрическом поле дипЬль 
будет вести себя следую, 
щим образом: под действи
ем момента сил (1.41) ди
поль будет стремиться уста
новиться по полю (р f f  Е), 
а под действием результирующей силы  (1.39) — перемес
тится в направлении, где Е по модулю  больше. Оба дви
жения будут совершаться одновременно.

Энергия диполя в поле. Мы знаем , что энергия точеч
ного заряда q во внешнем поле р авн а  W  — <?ф, где ф —- 
потенциал поля в точке нахождения зар яд а  q. Д иполь —  
это система из двух зарядов, поэтому его энергия во внеш
нем поле

w  =  q+Ф+ -1- 9_ф_ =  q (ф+ -  ф_),

где ф+ и ф_—  потенциал внешнего поля в точках располо
жения зарядов и — q. С точностью до величины второго 
порядка малости

д($

где дф!д1—  производная потенциала по направлению  век
тора I. С огласно (1.32) ду/д1 =  — E t, поэтому ф+ —  Ф _в  
=  — E tl — — El и

№ _ _ р Е . (1.42)
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Из этой ф орм улы  следует, что минимальную энергию 
( \ Р „ и н  — — р Е )  диполь имеет в положении р Е (поло
жение устойчивого равновесия). При отклонении из этого 
положения возни кает момент внешних сил, возвращающий 
диполь к полож ению  равновесия.

Задачи

ф  1.1. Очень т онкий  диск равномерно заряж ен с поверхностной 
плотностью о  >  0. Н айт и напряженность Е  электрического поля на  
оси этого диска в точке, и з которой диск виден под телесным углом  О.

Р е ш е н и е .  И з соображений симметрии ясно, что вектор Е на 
оси диска долж ен совпадать с направлением этой оси (рис. 1.19). По
этому достаточно найти составляющую (1 £ ,  в точке А  от элемента за

ряда па площ ади <15 и затем проинтегрировать полученное выражение 
по всей поверхности ди ска . Нетрудно сообразить (рис. 1.19), что

d Е г ■■
1 о  dS 

4п8о г% COS й. (1)

В данном случае  d S  cos 0 / r 2 =  dQ — телесный угол, под которым 
площ адка d S  видна из точки А, и выражение (1) можно переписать 
так:

—  о  dQ .

Отсюда искомая величина

4ле0

1
4лрл

Заметим, что на больш их расстояниях от диска Q =  5 /г а, где 5  — пло
щадь диска, и Е  =  q /4 n sйгг —  как  поле точечного заряда q =  o S .  
В непосредственной ж е близости от точки О телесный угол Q =  2л и 
£  =  о /2г0.

ф  1.2. Тонкое непроводящее кольцо радиусом R  заряжено с линей* 
ной плотностью  X =  Ху cos <р, где X*, — полож ительная постоянная,

S i



ф — азимутальный угол. Н айт и напряж енность Е  $лектрического поля  
в центре кольца.

Р е ш е н и е .  Заданное распределение заряда показано  на рис. 1.20. 
И з симметрии этого распределения ясно, что вектор Е в точке О напра
влен вправо и модуль этого вектора равен сумме проекций на направле
ние Е векторов dE  — от элементарных зарядов dq. П роекция вектора dE 
на  вектор Е есть

d£ C°s Ф cos ф, (1,

где dq =  =  \ 0R  cos 9 d f .  П роинтегрировав (1) п о  ф  от 0  до 2я ,
найдем модуль вектора Е:

2л

О
Заметим, что этот интеграл проще всего вычислить, зн а я , что (cos* ф )  =» 
«=* 1!у  Тогда

2л

^ cosa(p dtp — (cos1 ф ) 2 л  «а я .

ф  1.3. Полубесконечная прям ая равномерно заряж енная нит ь 
имеет заряд \  на  единицу длины. Н а й т и  модуль и  направление напря
женности поля в точке, которая отстоит от нит и на  расст оянии у  
и  находится на перпендикуляре к  нит и, проходящем через ее конец.

Р е ш е н и е .  Задача  сводится к нахождению Е х  и Е у  — проекций 
вектора Е (рис. 1.21, где предполагается к  >  0). Н ачнем  с Е х . Элемент 
заряда на участке dx нити дает следующий вклад  в Е х \

1 к dx . , , ч
d £ \ . - » - ------- —  s n а ,  ( 1)

*  4 я е 0 г* '  '

Приведем это выражение к  виду, удобному для  интегрирования. В на
шем случае d x  =• r d a /c o s a ,  г=* y /c o s a ,  тогда

-L
4 тщу

áE x  ̂ si n a  da .



П роинтегрировав это вы раж ение по а  от 0  до я ’/2, найдем

Е х  шв Я/4л г0у.

Д л я  нахож дения проекции Е у  достаточно обратить внимание на 
то , что dE v  отличается от dЕ х  просто заменой sin  а  в (I) на cos а .  Тогда

п Е у ^ к  cos a  da/4ne<$ и Е у  =  Я/4ле0г/.

Мы получили интересный результат: Е х  — Е у  независимо от у ,  т. е. 
вектор Е ориентирован под углом 45° к нити. Модуль вектора Е

Е = у Щ + Ц  =  кУ2/*™оу.
0  1.4. Теорема Гаусса. Напряженность влектраческого поля за

висит  только от координат х  и у  как

E =  a  (xl + М )/(* а +У®).

где а  —  постоянная ; i и f — орты осей X  и У. Н айт и заряд  внут ри  
сферы радиусом R  с центром в начале координат.

Р е ш е н и е .  Искомый заряд  равен согласно теореме Гаусса по
току вектора Е через указанную  сферу, деленному на е0. В данном 
случае д л я  определения потока можно поступить так. Заметив, что поле Е 
явл яется  осесимметричным (полем заряж енной равномерно нити), при
ходим к выводу, что поток через сферу радиусом R  равен потоку через 
боковую  поверхность цилиндра того ж е радиуса и высотой 2R ,  распо
лож енного, к ак  показано на рис. 1.22. Тогда

?* = е0 ф  Е dS^R o^z-S , 

где Е г  *= a /R  и S  =  2 л /? -2/? =  4л/?а. И окончательно,

q**4nEoQR-

Ф  1.5. Система состоит us равномерно заряж енной сферы радиу
сом R  и  окруж ающей среды, заполненной зарядом с объемной плот но
стью  р  «== a  ¡r, где а. — полож ительная постоянная, г — расстояние
от цент ра сферы. Н айт и заряд  сферы, при котором напряж енность Е  
влектрического поля вне сферы не будет зависеть от г. Чему равно Е ?

Р е ш е н и е .  Пусть искомый зар яд  сферы равен q, тогда, восполь
зовавш ись теоремой Гаусса, запишем для  сферической поверхности ра
диусом г  (снаруж и сферы с зарядом q)\

Г
£  • 4 л/-1 «  4 - —  i  — 4л/ 2 dг,

еп во .1 г
R

П роинтегрировав, преобразуем предыдущее уравнение к виду 

Е  • 4л/-а =  (q — 2na/?*)/60 +  4 я а /’*/2р0.

Н апр яж ен н о сть  Е  не зависит от  г  при условии, когда выражение в скоб
ках равно нулю . Отсюда

(7 =  2л а /?8 и £  =  а / 2е0,

ф  1.6. Н айт и напряж енность Е влектрического поля в области  
пересечения двух шаров, равномерно заряж енных разноименными по 
внаку.зарядам и с объемной плотностью  р ц — р , если расстояние межоу 
цент рам и  шаров определяется вектором I (рис, 1.23).



Р е ш е н и е .  С помощью теоремы Гаусса нетрудно показать, чта 
напряж енность электрического поля внутри равномерно заряж енного 
шаре

Е *»(р /3е0) г,

где г  — радиус-вектор относительно центра шарм. П оле в области 
пересечения ш аров можно рассматривать к ак  суперпозицию полей двух 
равномерно заряженных шаров. Тогда в пронзьольной точке А  
(рис. 1.24) этой области

Е -  Е+ +  Е -  -  р (г+ — г_)/Зео =  Р 1/Зв«,

Таким образом, поле в области пересечения таких шаров является  
однородным. Этот вывод справедлив независимо от соотношения р ади у 
сов ш аров и расстояния между их центрами. Он справедлив, в частности, 
и тогда, когда один шар находится целиком внутри другого, или, д р у 
гими словами, когда в шаре имеется сферическая полость (рис. 1.25).

ф  1.7. Воспользовавшись решением предыдущей задачи, найт и н а • 
пряженность Е поля внутри сферы, по которой распределен заряд  с п о 
верхностной плотностью  о  =» о0 cos Ф, где о 0 — постоянная, Ф п о 
лярный угол.

Рис. 1.23 Рис. 1.24

Р е ш е н и е .  Рассмотрим два ш ара одинакового радиуса, имею
щих равномерно распределенные по объему заряды  с плотностями р  н 
— р. П усть центры шаров смещены относительно друг друга на рас
стояние 1 (рис. 1.26). Тогда согласно решению предыдущей задачи поле 
в области пересечения «тих шаров будет однородным:

е -(Р /З е „ )1. (1)

В нашем случае объемный заряд отличается от нуля только в поверх
ностном слое. При очень малом I мы придем к представлению о поверх
ностной плотности заряда на сфере. Т олщ ина заряженного слоя в точ
ках, определяемых углом Ф (рис. 1.26), равна I cos д . Значит, на еди
ницу площади в этом месте приходится зар я д  о  =  p i  cos Ф =  а0 cos в , 
где а0 =* р /, н выражение (1) можно представить как

Е — — (Оо/Зео) к,

где к  —  орт оси Z, от которой отсчиты вается угол д.
ф  1.8. Потенциал. Потенциал некоторого электрического поля  

имеет вид  ф =  а  (ху — г8). Н айт и проекцию  лектора Е на ни п р а в .« • 
ние цетпора a  =  1 -t* Зк в точке М  (2 , 1, — 3).



Р е ш е н и е .  С начала найдем вектор Е:

Е =>= — Уф =  — а  (у\ + х |  — 2гк).

Искомая проекции

Р р а  — а  (у \ + * ]  —2*к) (I -}-Зк> — а ( у — 6г)

а ™ о “  у Т + Р  “  (Ло
В точке М

р  - « ( 1+ 1«) 19 •
|Л о  К 10

ф  1.9. Н айт и пот енциал  ф на краю тонкого диска, по одной сто- 
роне которого равномерно распределен заряд с поверхностной плотно
стью а. Радиус диска равен R .

Р е ш е н и е .  По определению потенциал в случае поверхностного 
распределения заряда  дается  интегралом (1.28). Д л я  упрощ ения интег
рирования выберем в качестве площадки <35 часть кольца радиусом г

Рис. 1.25

н шириной dr (p a t. 1.27). Тогда d.S =  2brúr, / -= » 2 y ? c o s f t,  d r  =  
«= —2R  sin O dd. После подстановки этих выражений в интеграл (1.28) 
иолучым для ф в точке О:

U
Ф * — —  f  f t s in f td f t .  

ле0 J
я/2

da:Интегрирование проводим пе частям, обозначив ft =  и, sin  ftdft

$ ft rin ft dft • -  —  О cos ft +   ̂cos ft dft ■» — 0  соз ft +  sin ft,

что лает после подстановки пределов интегрирования — 1. В реэуль- 
чагь

Ф n  oRfnzij,

ф  1.10. Пот енциал п о ля  внутри ааряженного ш ара зависит только 
от расстояния г до его цент ра по закону ц  =■ агг Ь, где а и b — по
стоянные. Н айт и распределение объемного заряда  р  (г) внут ри шара.

Р е ш е н и е .  С начала найдем напряженность поля. Согласно
0 .32)

Е г ш*—  дщф  — — ¿a¡\ ( 1)



Затем воспользуемся теоремой Гаусса: 4лг*Е г — д/е^. Д иф ф еренциал 
этого выражения

4л й(г*Ег) =  —  (1(7 =  - р ■ 4ял2 &г,
е 0 Ро

где с1<7 — заряд  между сферами, радиусы которых г и г -\- с1л О тсю да

г * 6 Е ,+ 2 г Е, 4 г = ± р г * Лг, ^ + - * е , _ Р .

Подставив (1) в последнее уравнение, получим

р =  —  ОесЛ,

т. е. зар яд  внутри ш ара распределен равномерно.
ф  1.11. Диполь. Н айт и силу взаимодействия двух точенных ди

полей с моментами р! и р2, если векторы  р , и  р2 направлены вдоль п р ям ой , 
соединяющей диполи, и  расстояние меж ду последними равно I. 

Р е ш е н и е .  Согласно (1.39)

? = р ±  \д Е /д [ !,

где Е  — напряженность поля диполя р2, определяемая первой и з фор
мул (1.38):

£ - 1  2 Л  
4ле„ /*

В зяв  производную последнего вы раж ения по /  и подставив ее в  ф ор
мулу для / \  получим

р  _ 1 ___  Ь р {р г

в  4 л е0 I*

Заметим, что диполи будут притягиваться, еслк  р1 ра, н о ттал ки 
ваться , если р] р2.

Г л а в а  2
П РО В О Д Н И К  В  Э Л Е К Т РО С Т А Т И Ч Е С К О М  П О Л Е

§ 2 .1 .  П О Л Е  В  ВЕЩ ЕСТВЕ

Микро- и макрополе. Истинное электрическое поле в лю 
бом веществе — его называю т м и к р о п о л е м  —  ме
няется весьма резко как в пространстве, так  и во врем ени. 
Оно различно в разных точках атомов и промеж утках м еж ду 
ними. Чтобы найти напряж енность Е истинного поля в не
которой точке в данный момент, нуж но было бы сл о ж и ть  
напряженности полей всех отдельных заряж енны х частиц  
вещества — электронов и ядер . Решение этой зад ач и , оче
видно, является совершенно нереальным. Д а  и сам р е зу л ь 



тат  оказался бы настолько сложным, что его просто нельзя 
бы ло бы использовать. Более того, для решения м акро
скопических задач такое поле и вовсе не нужно. Д л я  мно
ги х  целей достаточно более простое и несравненно более 
грубое описание, которым мы и будем пользоваться в даль
нейшем.

П од  электрическим полем Е в веществе —  его называют 
м а к р о п о л е м  —  мы будем понимать пространственно 
усредненное мнкрополе (после пространственного усредне
н и я  временное усреднение уже не требуется). Это усредне
ние проводится по так  называемому ф и з и ч е с к и  б е с 
к о н е ч н о  м а л о м у  о б ъ е м у  — объему, содерж а
щ ем у большое число атомов, но имеющему размеры во 
много раз меньше, чем те расстояния, на которых макро
поле меняется заметно. Усреднение по таким объемам сгла
ж и вает  все нерегулярны е и быстро меняющиеся вариации 
м икрополя на расстояни ях порядка атомных, но сохраняет 
плавны е изменения м акрополя на макроскопических рас
стоян иях.

И так, поле в веществе»

^ ““ Емвкоо*15 (Нмнкро)* (2 . 1)

Влияние вещества на поле. При внесении любого веще
ства  в электрическое поле в веществе происходит смещение 
полож ительны х и отрицательных зарядов (ядер и электро
нов), что в свою очередь приводит к частичному разделению 
эти х  зарядов. В тех или иных местах вещества появляются 
нескомпенсированные заряды  различного знака. Это явле
н и е называют э л е к т р о с т а т и ч е с к о й  и н д у к 
ц и е й ,  а появившиеся в результате разделения заряды  — 
и н д у ц и р о в а н н ы м и  з а р я д а м и .

Индуцированные заряды  создают дополнительное элек» 
трическое поле, которое вместе с исходным (внешним) 
электрическим  полем и образует результирующее поле. 
З н а я  внешнее поле и распределение индуцированных за 
р я д о в , можно при нахождении результирующего поля уже 
н е  обращ ать внимание на наличие самого вещества —  его 
р о л ь  уж е учтена о помощью индуцированных зарядов.

Т аким  образом, результирую щ ее поле при наличии ве
щ ества  определяется просто как суперпозиция внешнего 
п о л я  и поля индуцированных зарядов. О днако во многих 
с л у ч а я х  дело услож няется тем, что мы заранее не знаем, 
к а к  распределяю тся в пространстве все эти заряды  —  задача 
оказы вается  далеко не такой  простой, как могло бы пока



заться вначале. К ак мы увидим далее, распределение инду
цированных зарядов в решающей степени зависит от свойств 
самого вещества —  от его физической природы и формы 
тел. С этими вопросами нам и предстоит ознаком иться более 
подробно.

§ 2.2 . П О Л Е  В Н У Т Р И  И  С Н А РУ Ж И  П Р О В О Д Н И К А

Внутри проводника Е =* 0. Поместим металлический 
проводник во внешнее электростатическое поле или сооб
щим ему какой-нибудь заряд. В обоих случаях  на все за 
ряды проводника будет действовать электрическое поле, 
в результате чего все отрицательные заряды  (электроны) 
сместятся против поля. Такое перемещение зар ядо в  (ток) 
будет продолжаться до тех пор (практически это происхо
дит в течение малой доли секунды), пока не установится 
определенное распределение зарядов, при котором электри
ческое поле во всех точках внутри проводника обратится 
в нуль. Таким образом, в статическом случае электрическое 
поле внутри проводника отсутствует (Е — 0).

Д алее, поскольку в проводнике всюду Е =  0, то  плот
ность избыточных (нескомпенсированных) зарядов  внутри 
проводника такж е всюду равна нулю ( р  0). Это легко 
понять с помощью теоремы Гаусса. Д ействительно, т а к  как 
внутри проводника Е — 0, то и поток вектора Е сквозь 
любую замкнутую поверхность внутри проводника такж е 
равен нулю. А это и значит, что внутри проводника избы
точных зарядов нет.

Избыточные заряды  появляю тся лиш ь на поверхности 
проводника с некоторой плотностью о , вообще говори, 
различной в разных точках его поверхности. Заметим , что 
избыточный поверхностный заряд  находится в очень тонком 
поверхностном слое (его толщ ина около одного-двух меж
атомных расстояний).

Отсутствие -поля внутри проводника означает согласно 
(1.31), что потенциал ф в проводнике одинаков во всех его 
точках, т. е. любой проводник в электростатическом  поле 
представляет собой э к в и п о т е н ц и а л ь н у ю  о б 
л а с т ь  и его поверхность является э к в и п о т е н 
ц и а л ь н о й .

Из того факта, что поверхность проводника эквипотен
циальна, следует, что непосредственно у этой поверхности 
поле Е направлено по нормали к ней в каж дой точке. Если 
бы это было не так, то под действием касательной состав-



•ггтощей Е заряды  пришли бы в движение по поверхности 
проводника, т. е. равновесие зарядов было бы невозможным.

Пример. Н айт и потенциал незаряженного проводящего шара, на  рас* 
ст оянии г от  центра которого расположен точечный заряд д (рис. 2 . 1).

П отенциал ср всех точек ш ара одинаков. Р аз так, вычислим его 
в  центре ш ара О, ибо только для  этой точки расчет оказывается наиболее 
простым: ■*

где первое слагаемое — это потенциал от заряда д, а второе — потен
циал от зарядов, индуцированных на поверхности ш ара. Но так  как  
все индуцированные заряды  находятся на одном и том ж е расстоянии а 
о т  точки О и суммарный индуцированный заряд  равен нулю, то ф ' — 0 . 
Т аким  образом , в данном случае потенциал ш ара будет определяться 
то лько  первым слагаемым в ( 1).

Н а рис. 2.2 изображено поле и распределение зарядов 
д л я  системы, состоящей из двух проводящих шаров, один 
и з которы х (левый) заряж ен . Вследствие электрической

индукции на поверхности правого незаряженного ш ара 
п ояви ли сь  заряды  противоположного знака. Поле этих 
зар яд о в  в свою очередь вызовет некоторое перераспределе
ние зар ядо в  на поверхности левого ш ара —  их распределе
ние по поверхности станет неравномерным. Сплошными 
линиям и на рисунке показаны  линии вектора Е, пунктир
н ы м и —  пересечения эквипотенциальных поверхностей с пло
скостью  рисунка. По мере удаления от этой системы экви
потенциальны е поверхности становятся все более близкими 
к сферическим, а линии вектора Е приближаются к радиаль
ным, и само поле становится все более близким к полю 
точечного зар яда  д — полному заряду данной системы.

( 1)

V

Рис. 2.1 Рис. 2.2



Поле у поверхности проводника. Н апряж енность элек
трического поля непосредственно у поверхности провод
ника связана, как  мы сейчас увидим, простым соотноше
нием о локальной плотностью заряда на поверхности про
водника. Эту связь  можно легко установить о помощью 
теоремы Гаусса.

Пусть интересующий нав участок поверхности провод
ника граничит с вакуумом. Линии вектора Е перпенди
кулярны поверхности проводника, 
поэтому в качестве замкнутой по
верхности возьмем небольшой ци
линдр, расположив его так, как по
казано на рис. 2.3. Тогда поток 
вектора Е через эту поверхность 
будет равен только потоку через 
«наружный» торец цилиндра (по
токи через боковую поверхность и 
внутренний торец равны нулю), и
мы имеем Я„Д 5 — оД5/ео, где Е я —  проекция вектора Е на 
внешнюю нормаль п (по отношению к проводнику), ДЯ — 
площадь сечения .цилиндра, о — л о кал ьн ая  поверхностная 
плотность зар яда  на проводнике. С ократив обе части 
этого равенства на Д 5 , получим

Рис. 2.3

■о/Во- ( 2.2)

Если о >  0 , то и Е п >  0, т. е. вектор Е направлен от 
поверхности проводника —  совпадает по  направлению о 
нормалью п; если же о < 0 ,  то Е п <  0  —  вектор Е направ
лен к поверхности проводника.

В связи с соотношением (2.2) может возникнуть оши
бочное заклю чение, что Е вблизи проводника зависит 
только от локальной плотности а  зар яд а . Это не так. Н апря
женность Е определяется в с е м и  зарядам и  рассматри
ваемой системы, как  и само значение а .

§ 2 .3 . С И Л Ы , ДЕЙСТВУ Ю Щ ИЕ Н А  П О В ЕРХ Н О С ТЬ 
ПРОВОДНИКА

Рассмотрим случай, когда заряж енны й участок поверх* 
ности проводника граничит с вакуумом. Н а малый элемент 
Д 5  поверхности проводника действует сила

ДР =̂С1Д6' - Ёо (2.3)



где сгД5 —  за р я д  этого элемента, Е0 — напряженность 
поля, создаваемого всеми о с т а л ь н ы м и  зарядами 
системы в месте нахождения заряда сД Я . Сразу же заметим, 
что Ец не равно напряженности Е поля вблизи данного 
элемента поверхности проводника, однако между ними

имеется простая связь. Найдем 
ее, т. е. выразим Е0 через Е.

П усть Е0 —  напряженность 
поля, создаваемого зарядом на 
площадке Д 5  в точках, очень 
близких к этой площадке — 
здесь она ведет себя как бес
конечная равномерно заряж ен
ная плоскость. Тогда согласно 
(1. 10) £ „  =  0 /280.

Результирующ ее поле как 
внутри, так  и вне проводника 
(вблизи площадки Д 5) является 
суперпозицией полей Ео и Е0. 
По разные стороны площадки 

А 5  поле Е0 практически одинаково, поле же Ест имеет про
тивополож ные направления (рис. 2.4, где для определенно
сти взято а  >  0). условия Е *  0  в проводнике следует, 
что Е а =  Е 0, тогда снаружи проводника у его поверхности

Р ис. 2.4

£  -  Е 0 4- £ 2  £ л

(2.4)

Итак,
Е0 =  Е/2

и уравнение (2.3) примет вид
Д Р - 1 / * < т Д 5 - Е .  (2.Г>)

Разделив обе части этого уравнения на ДЯ, получим вы ра
жение для силы, действующей на единицу поверхности 
проводника:

(2 .6 )

Это вы раж ение можно переписать и в другой форме, ибо 
входящ ие в него величины о и Е  являю тся взаимно связан
ными. Д ействительно согласно (2.2) £ „  «= о /е0 или Е =  
■= (ст/е0)п ,  где п —  внешняя нормаль к элементу поверх
ности в данной точке проводника. Поэтому

е 0£ >

2 е0 п “ ^  2
п, (2.7)

где учтено, что а  «= е0£ „  и Е \  £ а. Величину Ред назы
вают п о в е р х н о с т н о й  п л о т н о с т ь ю  с и л.  Не 



зависимо от знака <т, а значит, и направления Е сила Ррд 
всегда направлена, как видно из (2.7), наруж у проводника, 
стремясь его растянуть.

Пример. Н айт и выражение для элект рической силы, действующей 
в вакууме на  проводник в целом, полагая, что известна напряж енность Е 
поля во всех точках у  поверхности проводника.

Умножив (2.7) на получим вы раж ение для  силы (1Р, действую
щей на элемент поверхности

где (15 =  П(15. Результирую щ ая сила, действую щ ая на весь проводник, 
определяется интегрированием этого уравнения по всей поверхности 
проводника:

§ 2 .4 . СВОЙСТВА ЗА М К Н У ТО Й  П Р О В О Д Я Щ Е Й  О Б О Л О Ч К И

Мы "Выяснили, что в состоянии равновесия избыточных 
зарядов внутри проводника нет —  вещество внутри про
водника электрически нейтрально. А поэтому удаление ве
щества из некоторого объема внутри проводника  (создание 
замкнутой полости) поля нигде не изменит, т. е. н и как  
не отразится на равновесном располож ении зарядов. Эт.о 
значит, что избыточный зар яд  распределяется на провод
нике с полостью так же, как  и на сплош ном —  по его на
ружной поверхности.

Таким образом, если в полости нет электрических з а р я 
дов, электрическое поле в ней равно нулю . Внешние заряды , 
в частности заряды на наруж ной поверхности ^проводника, 
не создают в полости внут ри проводника никакого элект ри
ческого поля. Именно на этом основана э л е к т р о с т а т и 
ч е с к а я  з а щ и т а  — экранировани е тел, например и з
мерительных приборов, от влияни я внешних электростати
ческих полей. Практически сплош ной проводник-оболочка 
может быть заменен достаточно густой металлической сет
кой.

Д оказать  отсутствие электрического поля в пустой по
лости можно и иначе. Возьмем зам кн утую  поверхность 5 ,  
которая охватывает полость и целиком находится в веществе 
проводника. Т ак как поле Е всюду в проводнике р авн о  
нулю, то и поток вектора Е через 5  тож е равен нулю. О тсю да 
согласно теореме Гаусса равен нулю  и суммарный з а р я д  
внутри 5 . Это, правда, не исклю чает ситуации, показанной 
на рис. 2 .5 , когда на поверхности самой полости имею тся 
равные количества полож ительного и отрицательного з а 

(1Р =  1/геи£'а с!$а



рядов. Такое предположение, однако, запрещ ает другая 
теорема —  теорема о циркуляции вектора Е. В самом деле, 
пусть контур Г пересекает полость по одной из линий век
тора Е и зам ы кается в веществе проводника. Ясно, что 
линейный интеграл вектора Е вдоль этого контура не 
равен нулю, чего согласно теореме о циркуляции быть не 
может.

Теперь обратимся к  случаю, когда полость не пустая, 
а в ней есть какой-то  электрический зар яд  д (может быть и 
не один). П редставим себе также, что все внешнее простран
ство заполнено проводящ ей средой. Поле в ней при равно
весии равно нулю , значит, среда электрически нейтральна 
и не содержит нигде избыточных зарядов.

Рис. 2.5 Рис. 2.6

Т ак  как всюду в проводнике Е =  0 , то равным нулю 
будет и поток вектора Е сквозь замкнутую  поверхность, 
окруж аю щ ую  полость. П о теореме Гаусса это означает, что 
алгебраическая сумма зарядов внутри этой замкнутой по
верхности такж е  будет равна нулю. Таким образом, алгеб
раическая сумма индуцированных зарядов на поверхности 
полости равна по модулю  и противоположна по знаку  алгеб
раической сумме зар ядо в  внутри этой полости.

П ри равновесии заряды , индуцированные на поверхности 
полости, располагаю тся так , чтобы полностью скомпенси
ровать снаруж и полости поле зарядов, находящ ихся внутри 
полости.

П оскольку проводящ ая среда внутри всюду электриче
ски нейтральна, то он а  не оказывает никакого влияния на 
электрическое поле. Поэтому, если ее удалить, оставив 
только  проводящ ую  оболочку вокруг полости, от этого 
поле нигде не изменится и вне оболочки оно останется 
равны й нулю.



Таким образом, поле зарядов , окруженных проводящ ей 
оболочкой, и зарядов, индуцированных на поверхности 
полости (на внутренней поверхности оболочки), равн о  
нулю во всем внешнем пространстве.

Мы приходим к следующему важному выводу: за м к н у • 
т ая проводящая оболочка разделяет все пространство на  
внутреннюю и внешнюю част и , в электрическом от нош ении  
совершенно не зависящие друг от друга. Это надо поним ать 
так: после любого перемещения зарядов внутри оболочки  
никаких изменений поля во внешнем пространстве не 
произойдет, а значит, распределение зарядов на внеш ней 
поверхности оболочки останется прежним. То ж е относится 
и к полю внутри полости (если там есть заряды) и к р асп р е 
делению индуцированных на стенках полости за р я д о в  —  
они такж е останутся неизменными в результате перем ещ е
ния зарядов вне оболочки. Все сказанное справедливо, 
разумеется, только в рам ках электростатики.

Пример. Точечный заряд д находит ся внутри электрически нейт 
ральной оболочки, наружной поверхностью которой являет ся сфера 
(рис. 2.6). Н айт и потенциал ф в точке Р , находящейся вне оболочки на  
расстоянии г от центра О наруж ной поверхности.

Поле в  точке Р  определяется только  зарядами, ин дуцировал ним и 
на наружной поверхности оболочки — сфере, ибо, ка,к было п о к азан о , 
поле точечного заряда д и зар ядо в , индуцированных на внутрен ней  
поверхности оболочки, равно всюду нулю  вне полости. Д алее , з а р я д  на 
наружной оболочке вследствие ее симметрии распределяется р авн о 
мерно, поэтому

  1 д
^  ~~ 4лео г

Частным случаем зам кнутой проводящей оболочки яв 
ляется безграничная проводящ ая плоскость. Все п р о стр ан 
ство с одной стороны такой плоскости в электрическом  от
ношении независимо от пространства с другой стороны  ее'.

Указанным свойством зам кнутой проводящей оболочки  
мы будем пользоваться в дальнейш ем неоднократно.

§ 2 .5 . ОБЩ А Я ЗА Д А Ч А  Э Л Е К Т РО С Т А Т И К И .
МЕТОД И З О Б Р А Ж Е Н И Й

Очень часто приходится встречаться с задачам и, в ко
торых распределение зарядов  неизвестно, но задан ы  потен
циалы проводников, их форма и относительное р асп о л о 
жение. И требуется определить потенциал <р (г) в лю бой 
точке поля между проводниками. Напомним, что , зн ая  
Ф (г), можно легко восстановить само иоле Е (г) и п о  зн а 



чению Е непосредственно у поверхности проводников найти 
распределение поверхностных зарядов на них.

Уравнения Пуассона и Л апласа. Найдем дифференциальное урав- 
некие, которому долж на удовлетворять функция ф — потенциал. Д л я  
этого  подставим в левую  часть (1.20) вместо Е его выражение через ф, 
т. е . Е =* — уф, В результате получим общее дифференциальное урав- 
ненке для потенциала — у р а в н е н и е  П у а с с о н а :

где V* — о п е р а т о р  Л а п л а с а  ( л а п л а с и а н ) .  В декарто« 
■ых координатах он имеет вид

т . в. представляет собой скалярн ое  произведение У 'У  [см. (1.19)1.
Рели между проводниками нет зарядов (р  =  0), то уравнение (2 .8) 

переходит в более простое —  у р а в н е н и е  Л а п л а с а :

Определение потенциала сводится к нахождению такой функций ф, 
к о то р ая  во всем пространстве между проводниками удовлетворяет 
уравнениям  (2.8) или (2.9), а на поверхностях самих проводников при
ни м ает  заданные значения фь  ф , н т. д.

В теории доказы вается, что эта задача имеет единствен
ное решение. Это утверж дение называют т е о р е м о й  
е д и н с т в е н н о с т и .  С  физической точки зрения этот 
вы вод довольно очевиден: если решение не одно, то будет 
н е  один потенциальный «рельеф», следовательно, в каждой 
то ч к е  поле Е, вообще говоря , не однозначно—  мы пришли 
к  физическому абсурду.

П о теореме единственности можно такж е утверж дать, 
ч то  зар яд  на поверхности проводника в статическом случае 
распределяется тоже единственным образом. Д ействитель
н о , между зарядами на проводнике и электрическим полем 
вб ли зи  его поверхности имеется однозначная связь (2 .2 ): 
а  =» е0Е„. Отсюда сразу  и следует, что единственность поля 
Е  определяет и единственность распределения заряда на 
новерхности проводника.

Реш ение уравнений (2.8) и (2.9) в обшем случае — задача слож 
н а я  и кропотливая. А налитические решения этих уравнений получены 
л и ш ь  для  немногих частных случаев. Использование же теоремы един
ственности весьма облегчает решение ряда электростатических задач. 
Е с л и  решение задачи удовлетворяет уравнению Л апласа (или П уас
с о н а) и граничным условиям, то  можно утверждать, что оно является

^ гф » - р / 80, ( 2.8)

(2.9)



правильным и единственным, каким бы способом (хотя бы путем догадки) 
мы ни нашли его.

Пример. Показать, что поле в пустой полости проводника от сут 
ствует .

Потенциал <р в полости долж ен удовлетворять уравнению  Л ап 
ласа  (2.9) и ira стенках полости принимать какое-то значение <р0- Реш е
ние уравнения Л апласа, удовлетворяющее этому условию , м ож но уга
дать сразу: ф =  ф0. Согласно теореме единственности других решений 
быть не может. Поэтому Е =  — у ф  — 0.

Метод изображений. Это искусственный метод, позво
ляющий в ряде случаев (к сожалению, немногих) рассчи
тать электрическое поле достаточно просто. Рассмотрим 
идею этого метода на самом простом примере, когда точеч
ный заряд  q  находится около безграничной проводящ ей 
плоскости (рис. 2.7, а).

Рис. 2.7

Идея метода заклю чается в том, что мы долж ны  найти 
другую  задачу, которая решается просто и решение кото
рой или часть его может быть использовано. В наш ем слу
чае такой простой задачей является задача с двумя з а р я 
дами д и — ¿у. Поле этой системы известно (его эквипотен- 
циали и линии вектора Е показаны  на рис. 2 .7 , б).

Совместим со средней эквипотенциальной поверхностью  
(ее потенциал ср =  0 ) проводящую плоскость и уберем  за 
ряд  — Согласно теореме единственности поле в верхнем  
полупространстве останется прежним. Д ействительно, на 
проводящей плоскости и всюду в бесконечности ф ~  0 , 
точечный же заряд  ? можно рассматривать как предельны й 
случай малого сферического проводника, радиус которого 
стремится к нулю, а п отенц иал—  к бесконечности. Т аки м  
образом, в верхнем полупространстве граничные условия 
для потенциала остались теми ж е, стало быть, тем ж е  оста
лось и поле в этой области (рис. 2.7, б).

Заметим, что к этому выводу можно прийти, исходя и 
из свойств замкнутой проводящей оболочки [см. (3.1)1,



поскольку оба полупространства, разделенные проводящей 
плоскостью, в электрическом отношении независимы друг 
от друга , удаление зар яда  — <7 никак не скаж ется на поле 
в верхнем полупространстве, оно останется прежним.

И так, в рассматриваемом случае поле отлично от нуля 
только  в верхнем полупространстве, и для вычисления 
этого поля достаточно ввести фиктивный заряд-изобра- 
ж ение ц' =  — ц, противоположный по знаку заряду <7, 
поместив его по другую  сторону проводящей плоскости на 
таком  ж е расстоянии от нее, что и заряд  д. Фиктивный 
за р я д  д' создает в верхнем полупространстве точно такое же 
поле, как  и индуцированные заряды на плоскости. Именно 
это подразумевают, когда говорят, что фиктивный заряд  
зам еняет собой «действие» всех индуцированных зарядов. 
Н адо  только иметь в виду, что «действие» фиктивного за 
ряда распространяется лиш ь на то полупространство, в ко
тором находится действительный заряд  {?. В другом полу
пространстве поле отсутствует.

Резю мируя, можно сказать, что метод изображений по 
сущ еству основан на подгонке потенциала под граничные 
условия: мы стараемся найти другую задачу (конфигура
цию зарядов), у которой конфигурация поля в интересу

ющей нас части пространства 
была бы той же. Если это 
удается сделать с помощью 
достаточно простых конфигу
раций, то метод изображений 
оказывается весьма эффек
тивным. Рассмотрим еще один 
пример.

Пример. Точечный заряд  <? на- 
ходится между двумя проводящими 
взаимно перпендикулярными полу
плоскостями (рис. 2.8, а). Н айт и  

расположение точечных фиктивных зарядов, действие которых на заряд  д 
будет  эквивалентно действию всех индуцированных зарядов на  данных 
полуплоскостях.

Н уж но найти систему из точечных зарядов, у которой эквипотен
циальны е поверхности с <р =  0  совпадали бы с проводящими полупло
скостями. Одним и двумя фиктивными зарядами здесь не обойтись, 
таких  зарядов должно быть три (рис. 2.8, б). Только при такой конфи
гурации  системы из четырех зарядов можно осуществить необходимую 
«подгонку» — обеспечить, чтобы на проводящих полуплоскостях по
тенциал был равен нулю. Именно эти три фиктивных заряда и создают 
то  ж е поле внутри «прямого угла», что и заряды, индуцированные на 
проводящ их полуплоскостях,

у7/7/

Рис. 2.8



Найдя эту конфигурацию  точечных зарядов  ("р у гу ю  задачу), 
можно затем просто реш ить ряд других вопросов, наприм ер найти по« 
тенциал и напряж енность поля в любой точке внутри  «прямого угла», 
силу, действующую на зар я д  д, и др.

§ 2 .6 . Э Л ЕК Т РО ЕМ К О С Т Ь. К О Н Д Е Н С А Т О Р Ы

Электроемкость уединенного проводника. Рассмотрим 
какой-либо -уединенный проводник, т. е. проводник, уда
ленный от других проводников, тел и зарядов . Опыт пока
зывает, что между зарядом д такого проводника и его по
тенциалом ф (потенциал на бесконечности мы условились 
считать равным нулю) существует прям ая пропорциональ
ность: ф счэ <7. Следовательно, ^/ф не зависи т от заряда 
для каждого уединенного проводника это отнош ение имеет 
свое значение. Величину

С =  д / ф (2.10)

называют э л е к т р о е м к о с т ь ю  уединенного про
водника (сокращ енно е м к о с т ь ю ) .  О на численно равна 
заряду, сообщение которого проводнику повышает его 
потенциал на единицу. Емкость зависит от размеров и 
формы проводника.

Пример. Н айт и емкость уединенного проводника, имеющего форму 
шара радиусом  /?.

Д л я  этого, как  видно из формулы (2.10), надо мысленно зарядить 
данный проводник зарядом  ц и вычислить его потенциал ф. Согласно
(1.23) потенциал ш ара

После подстановки полученного  результата в  (2.10) найдем

С =  4ле ,К . (2 .11)

З а  единицу емкости принимают емкость такого  провод
ника, потенциал которого изменяется на 1 В при сообще
нии ему заряда 1 Кл. Эту единицу емкости назы ваю т ф а- 
р а д о м  (Ф).

Ф а р а д —  очень больш ая величина: емкостью  1 Ф  обла
дал бы уединенный ш ар радиусом 9 млн. км , что в 1500 раз
больше радиуса Земли (емкость Земли С  =  0 ,7  мФ). На
практике чаще всего приходится встречаться с  емкостями 
в интервале от 1 мкФ до 1 пФ.

Конденсаторы. Нели проводник не уединен, то  его 
емкость будет существенно увеличиваться при приближе-



т ш  к  нему других тел. Это обусловлено тем, что поле дан
ного проводника вызывает перераспределение зарядов на 
окруж аю щ их телах — появление индуцированных за р я 
дов. П усть зар яд  проводника ^ > 0 .  Тогда отрицательные 
индуцированны е заряды  оказываются ближе к проводнику, 
нежели положительные. Поэтому потенциал проводника, 
являю щ ийся алгебраической суммой потенциала собствен
ных зарядов  и зарядов, индуцированных на других телах, 
уменьш ится при приближении к нему других незаряж ен
ных тел. А значит, его емкость увеличится.

Это позволило создать систему проводников, которая 
обладает емкостью, значительно большей, чем уединенный 
проводник, н притом не зависящ ей от окружающ их тел 
Т акую  систему называют к о н д е н с а т о р о м .  Про 
стейший конденсатор состоит из двух проводников (обкла 
док), расположенных на малом расстоянии друг от друга

Чтобы внешние тела не оказы вали влияния на емкость 
конденсатора, его обкладки располагаю т так относительно 
друг друга , чтобы поле, создаваемое накапливающимися 
на них зарядам и , было сосредоточено практически полно
стью внутри конденсатора, Это означает, что линии век
тора Е, начинающиеся на одной обкладке, должны закан 
чиваться на другой, т. е. заряды  на обкладках должны 
быть одинаковы по модулю и противоположны по знаку 
(Я и — Я).

О сновной характеристикой конденсатора является его 
емкость. В отличие от емкости уединенного проводника 
под емкостью  конденсатора понимают отношение заряда 
конденсатора к разности потенциалов между обкладками 
(эту разность называют напряжением):

С . (2 . 12)

П од зарядом  <7 конденсатора имеют в виду заряд, рас
полож енный на положительно заряж енной обкладке.

Естественно, емкость конденсатора измеряют такж е 
в  ф арадах.

Е мкость конденсатора зависит от его геометрии (разме
ров и формы обкладок), от зазора между ними и от запол
няющей конденсатор среды. Н айдем выражения для емко
сти некоторых конденсаторов, считая, что между обклад
ками находится вакуум.

Емкость плоского конденсатора. Этот конденсатор со
стоит из двух  параллельны х пластин, разделенных зазором



шириной Н. Если заряд  конденсатора д , то согласно (1 .11) 
напряж енность поля между его обкладкам и Е =  <т/е0, 
где о =  <?/5,5  —  площ адь каждой пластины . Следовательно, 
напряж ение между обкладками

£/ — £/!в*<7Л/р05.

После подстановки этого вы раж ения в (2.12) получим 

С - е  оБ/Н. (2.13)

Этот расчет был проведен без учета искажения поля 
у краев пластин (без учета краевы х эффектов). Емкость 
реального плоского конденсатора определяется получен
ным выражением тем точнее, чем меньше зазор  И по сравне
нию с линейными размерами пластин.

Емкость сферического конденсатора. П усть радиусы 
внутренней и внешней обкладок конденсатора равны соот
ветственно а  и Ъ. Если заряд конденсатора д, то напряжен* 
ность поля между обкладками определяется по теореме 
Гаусса:

Н апряж ение на конденсаторе
ь

а

Отсюда легко  видеть, что емкость сферического конден
сатора

С « 4 л р 0 - г ^ — . (2.14)
п — а

П олезно убедитьвя, что в случае м алого  зазора между 
обкладками, т . е . при условии Ь —  а < ^ а  (или 6 ), получен
ное выражение переходит в (2.13) —  в выражение для 
емкости плоского конденсатора.

Емкость цилиндрического конденсатора. Рассуж дая так  
же, как и в случае со сферическим конденсатором, получим

2л8о/ (2.15)
1п ф /а)

где / — длина  конденсатора; а и Ь —  радиусы  внутренней 
и наружной цилиндрической обкладок. Здесь так же, как



и в предыдущем случае, при малом зазоре между обклад
ками полученное выражение переходит в (2.13).

Вопроса о влиянии среды на емкость конденсатора мы 
коснемся в § 3.7.

ф  2.1. О нахождении потенциала. Точечный заряд ц находится 
на расстоянии г от  центра О незаряженного сферического проводящего 
слоя, внут ренний  и  наруж ный радиусы которого равны соответственно а 
и Ь. Н айт и пот енциал в точке 0, если г  <  а.

Р е ш е н и е .  В результате электростатической индукции на вну
тренней поверхности слоя выступят, допустим, отрицательные заряды , 
а на наруж ной —  положительные (рис. 2.9). Согласно принципу супер
позиции искомый потенциал в точке О можно представить как

где первый интеграл берется ло всем индуцированным зарядам на 
внутренней поверхности слоя, а второй интеграл — по всем зарядам 
на внешней поверхности слоя. Из этого вы раж ения следует:

Заметим, что так  просто потенциал в полости можно найти только 
в точке О, поскольку только от этой точки все индуцированные заряды

одного знака находятся  на одинаковом расстоянии и их распределение 
(нам не известное) не играет роли.

ф 2.2. Система состоит из двух концентрических проводящих 
сфер, причем на  внут ренней сфере радиусом находится заряд  </|. 
Какой заряд  следует поместить на внешнюю сферу радиусом 
чтобы пот енциал внут ренней сферы стал равным нулю? Как будет з а 
висеть при атом пот енциал <р от расстояния г до центра системы? 
Изобразить прим ерны й график атой зависимости, если q■l <  0.

Р е ш е н и е .  Запиш ем выражения для потенциала вне системы 
<Фц) н в области меж ду сферами (<р1):

Задачи

г

Р ис. 2.9 Рис. 2.10



где ер*, — некоторая постоянная. Е е  значение легко взйти из гр ан и ч 
ного условия: при т =  R s потенциал <рц =  ф (. Отсюда

Из условия ф 1 =  0 находим цъ =  Зависим ость ф  (г)
будет иметь вид (рис. 2 . 10):

ф  2.3. Сила, действующая на поверхностный заряд. Н езаряж ен
ный металлический шар радиусом R  поместили во внешнее однородное  
электрическое поле, в результате чего на  поверхности шара появился  
индуцированный заряд с поверхностной плотностью о  =  о0 cos О, где

о0 — полож ительная постоянная, О —  полярный угол. Н айт и м одуль  
результ ирую щ ей электрической силы, кот орая действует на за р яд  од
ного знака.

Р е ш е н и е .  Согласно (2.5) на элементарную  площ адку (15 д ей 
ствует электрическая сила

И з соображений симметрии ясно, что иском ая результирую щ ая с и л а  Р 
направлена по оси Ъ (рис. 2.11) и поэтому ее можно представить к а к  
сумму (интеграл) проекций элементарны х сил ( 1) на ось 2:

В качестве площадки d S  целесообразно с р азу  ж е взять элем ентарны й 
пояс, для которого dS — 2n R  s in  Учитывая, кроме того , что
£  ** а /е п р е о б р а з у е м  (2) к виду

d Ft  «я ( sin Ф cos d  dO =  —  (л о 5/?*/е0) cos3 d  d (coe {>).

Проинтегрировав »то выражение по полусфере (т, е. по со« Ф о т  1 д о  0), 
получим

Ф а= < 7 а /4 л е 0£ а .

В

Рис. 2.11 Рис. 2.12

dF - V , a E d S . (I)

• d f ,  — d f c o e O . (2)

F -*otR *f4t+



0  2.4. Метод изображений. Точечный заряд q находится на рас• 
стоянии I от безграничной проводящей плоскости. Определить поверх- 
постную плотность зарядов, индуцированных на плоскости как функ
цию  расстояния г от основания перпендикуляра, опущенного из заряда q 
на  плоскость.

Р е ш е н и е .  Согласно (2.2) поверхностная плотность зарядов на 
проводнике связана с электрическим полем вблизи проводника (в ва- 
кууме), как о  =  е<,Е п. Следовательно, задача сводится к нахождению 
поля Е  вблизи проводящ ей плоскости.

Методом изображений получаем, что в точке Р  (рис. 2.12), находя
щейся на расстоянии г  от точки О, поле вблизи плоскости:

£  «= 2 Е а cos а  2 —— = — . 
v 4леоХ* х

Значит,
 _______ ql

2л  (i* +  ra)3/2 ’

где знак минус показы вает, что индуцированный заряд  противополо
ж ен по знаку точечному зар яд у  q.

-ч
О—

ч С — 7*-

! F Ч

1 я [д> X

1 *" Г ■

о

I
г|  _

■г
Рис. 2.13 Рис. 2.14

ф  2.5. Точечный за р яд  ?  находится на расстоянии I от безгранич
ной проводящей плоскости. Н айт и работу, которую совершит электри
ческая сила, действующая на  заряд  q при его медленном удалении на очень 
большое расстояние от плоскости.

Р е ш е н и е .  По определению работа этой силы при элементарном 
перемещении <1* (рис. 2.13)

6/1 =га Е х  с!х ---------- д*.
4ле0 (2х)а

где выражение для силы  получено с помощью метода изображений. 
Проинтегрировав это уравнение по х  от I до оо, найдем

со
.  • q* С <\х аг

16ле0 ,* х1 16лео/
/

З а м е ч а н и е .  П опы тка решить эту задачу другим способом ~  
через потенциал — приводит к неверному результату (он вдвое отли
чается от полученного нами). Это связано с тем, что соотношение А  =



*= Я (Ф1 Фг) справедливо только для потенциального поля. В системе 
ж е отсчета, связанной с проводящей плоскостью , электрическое поле 
индуцированных зарядов не потенциально: перемещ ение заряда  q при
водит к изменению распределения индуцированны х зарядов , и их поле 
оказывается зависящ им от времени.

Ф  2.6. Тонкое проводнике кольцо радиусом R , имеющее заряд q, 
расположено па р а лм льно  проводящей безграничной плоскости на рас• 
(тоянии I от  нее. Н айт и: 1) поверхностную плот ност ь заряда в точке 
плоскости, расположенной симметрично относит ельно кольца ;  2) по
тенциал электрического поля в центре кольца.

Р е ш е н и е .  Л егко  догадаться, что в соответствии с методом изо
бражений фиктивный зар яд  —q должен быть располож ен н а ' таком 
же кольце, но по другую  сторону проводящ ей плоскости (рис. 2.14). 
Действительно, только в этом случае потенциал на средней плоскости 
между этими кольцами равен нулю, т. е. совпадает с потенциалом про
водящей плоскости. Теперь воспользуемся известными нам формулами.

1. Д ля нахож дения о  в точке б  необходимо согласно (2.2) найти 
напряженность £  поля в этой точке (рис. 2 .14). В ы раж ение для  £  от 
одного кольца на оси было получено в примере I (см. с. 11). В нашем 
случае это вы раж ение надо удвоить. В результате

ql
2л  (Я* +  /2)3/2 ’

2. Потенциал в  центре кольца равен алгебраической сумме потен
циалов в этой точке, создаваемых зарядами q и —q:

Л_______ я \
R 4/= ) '

ф  2.7 . Три разноименных точечных заряда  расположены так, 
как показано на рис. 2.15, а, где А О В — прямой угол, образованный двумя 
проводящими полуплоскости• 
ми. М одуль каждого заряда  
равен | q , расстояния между 
ними указаны на рисунке.
Найти: 1) суммарный заряд, 
индуцированный на проводя
щ их полуплоскостях; 2) силу, 
действующую на заряд  —q.

Р е ш е н и е .  П олупло
скости, образую щ ие угол 
А О В, уходят в бесконеч
ность, поэтому их потенциал 
<р =  0. Нетрудно сообразить, 
что системой, у которой экви
потенциальные поверхности с Ф — 0 совпадаю т с проводящими полу
плоскостями, является та, которая показана на рис. 2 .1 5 ,6 . Поэтому 
действие зарядов, индуцированных на проводящ их полуплоскостях, 
эквивалентно действию фиктивного точечного зар я д а  — q, помещенного 
в нижний левый угол пунктирного квадрата.

1. Ответ на этот вопрос мы уже получили: — q.
2. Сведя систему к  четырем точечным зар ядам , легк о  найти и иско

мую силу как  (см. рис. 2.15, 6)

Рис. 2.15

4ле„



0  2.8. Е м кость параллельных проводов. Д ва  длинных прямых  
провода с одинаковым радиусом сечения расположены в воздухе парал
лельно друг д р угу . Расстояние между осями проездов в ^  раз больше 
радиуса сечения каждого провода. Н айт и емкость доводов на единицу  
их длины п р и  условии, что т) >  I.

Р е ш е н и е .  Зарядим  мысленно оба провода одинаковыми по мо
дулю , но противополож ны ми по знаку зарядам и так, чтобы на единицу 
длины приходился зар яд  X. Тогда, по определению, искомая емкость

ССЛ = \!11, (1)
и все дальнейш ее сводится к нахождению разности потенциалов между 
проводами.

Из рис. 2 .16 , на котором показаны графики зависимостей потен
циалов ф + и ф_ от полож ительно н отрицательно заряженных проводов, 
нетрудно понять, что искомая разность потенциалов

и =  ! Лф+ [ +  ' Дф_ | =  2 1 Лф+ [. (2)

Н апряж енность электрического поля, создаваемого одним из прово
дов на расстоянии х  от его  оси, можно легко найти с помощью теоремы 
Гаусса: £  — К /2пг0х .  Тогда

Ь - а

<3)
а

где а — радиус сечения провода; Ь — расстояние между осями про
водов.

И з (1), (2) и (3) следует, что

Сеа=-ш?в/1п Л.
здесь учтено, что Ь >  а.

Щ 2.9. Четыре одинаковые металлические пластаны расположены 
в воздухе на  одинаковом расстоянии И друг от  друга, причем наружные

1 г

Рис. 2.17

пластины соединены между собой проводником. Площадь каждой пла
стины  5 .  Н а й т и  емкость т о й  системы (меж ду точками I  и 2, рис. 2.17).

Р е ш е н и е .  Сообщим пластинам /  и 2 соответственно заряды  д9 
и —я,. П од действием возникшего между этими пластинами поля рас
сеяния (краевой »ффект) произойдет перемещение заряда в замыкаю



щем проводнике, после чего пластина А  зарядится  отрицательно, а п л а 
стина В — положительно. В пространстве между всеми пластинами 
возникает электрическое поле и соответствую щ ее распределение потен
циала ф (рис. 2.18). Заметим, что из симметрии системы следует, что 
потенциалы в ее середине, а такж е на наруж ны х пластинах равны  
нулю.

По определению емкость системы в данном случае

С - я М  (1)
где и  ~  разность потенциалов между точками /  я  2, ее и надо найти. 
Из рис. 2.18  видно, что разность потенциалов меж ду средними пласти
нам и, т. е. и ,  вдвое больше разности потенциалов между крайней па-

а)

Р

Рис. 2. ¡9

рой пластин (как слева, гак и справа). Э то ж е относится и к н ап р яж ен 
ности поля:

£ - 2£ '.  (2 )

А так как £  е л  о , то мы можем утверж дать, что в соответствии с (2) 
заряд до на пластине 1 делится на две части: */э Яо *— на левой стороне 
пластины i  и */8 я• — на правой стороне. Поэтому

С /^Е Н  — аЛ/е0 =» 2(?оЛ/Зе<,5, 

и емкость системы (между точками /  и 2) равна

»  Зкр5 
• 2 Л  *

ф  2.10. Распределение индуцированного заряда. Точечный за р яд  
Я находится между двумя большими параллельны м и проводящими п л а 
стинами 1 и  2, отстоящими друг от  друга  на  расстоянии I. Н айт и п о л 
ные заряды Ях и  Яг. наведенные на каждой из пласт ин, если пластины сое• 
динены проводом и заряд я расположен на  расстоянии от левой п л а с 
тины 1 (рис. 2.19, а).

Р е ш е н и е .  Воспользуемся принципом суперпозиции. П оместим 
мысленно на плоскости Р  где-то еще такой ж е заряд ц. Я сно, что 
вто удвоит поверхностный заряд на каж дой пластине. Нели ж е на по
верхности Р  равномерно распределить некоторый заряд с поверхност
ной плотностью о, то электрическое поле станег простым для расчета  
(рис. 2.19) б).



Пластины соединены проводом, поэтому разность потенциалов 
между ними равна нулю . Отсюда

“ О,
где Ехх  и Егх — проекции вектора Е на ось X  слева н справа от пло
скости Р (рис. 2 .19, б).

С другой стороны, очевидно, что

° “ — (01 +  <?я).
где согласно (2.2) о ,  =» е0ЕХП1 -  е0Е1х и о2 =  60Е ^ ) == — 80 £ ,*  
(знак минус, так как  норм аль п2 противоположна орту оси Л). 

Исключив Е хх и Е %х из этих уравнений, получим

О ,— — 0 ( 1 — 1^/1, о9 — —  Ых/1.

Аналогичный вид имеют и формулы для искомых зарядов ^  и через 
заряд  д.

Решение ж е этой задачи с помощью метода изображений весьма 
затруднительно: необходим бесконечный ряд фиктивных зарядов, рас
полагающихся по обе стороны от нашего заряда и нахождение поля 
такой системы оказы вается сложной задачей.

Г л а в а  3

Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Е  ПОЛЕ В Д И Э Л Е К Т Р И К Е

$ 3 .1 . П О Л ЯРИ ЗА Ц И Я  ДИ ЭЛЕКТРИ КА

Диэлектрики. Д и э л е к т р и  к а м и (или изолято
рами) называют вещества, практически не проводящие 
электрического тока. Это значит, что в диэлектриках в от
личие, например, от проводников нет зарядов, способных 
перемещаться на значительные расстояния, создавая ток.

При внесении д аж е  нейтрального диэлектрика во внеш
нее электрическое поле обнаруживаются существенные из
менения как в поле, так  и в самом диэлектрике; последнее 
следует хотя бы из того, что на диэлектрик начинает действо
вать сила, увеличивается емкость конденсатора при запол
нении его диэлектриком  и др.

Чтобы понять, почему это происходит, надо прежде 
всего учесть, что диэлектрики состоят либо из нейтраль
ных молекул, либо из заряженных ионов, находящихся 
в узлах кристаллической решетки (ионные кристаллы, на
пример, типа ЫаС1). Сами же молекулы могут быть - п о 
л я р н ы м и  и н е п о л я р н ы м и .  У полярных молекул 
центр «тяжести» отрицательного заряда сдвинут относи
тельно центра тяж ести  положительных зарядов, в резуль



тате чего они обладают собственным дилольцы м моментом р. 
Неполярные ж е молекулы собственным Днпольным момен
том не обладают; у них центры тяж ести  полож ительного 
и отрицательного зарядов совпадают.

Поляризация. П од действием внеш него электрического 
поля происходит п о л я р и з а ц и я  диэлектрика. Это 
явление заклю чается в следующем. Е сли диэлектрик со
стоит из неполярных молекул, то в пределах каждой мо
лекулы происходит смещение зарядов  —  положительных 
по полю, отрицательных против поля. Если ж е диэлектрик 
состоит из полярны х молекул, то при отсутствии внешнего 
поля их дипольные моменты ориентированы  совершенно 
хаотически (из-за теплового движения). П од действием же 
внешнего поля дипольные моменты ориентирую тся преиму
щественно в направлении внешнего поля. Н аконец, в ди
электрических кристаллах типа КаС1 при включении внеш
него поля все положительные ионы смещаются по полю, 
отрицательны е— против п о л я * .

Таким образом, механизм поляризации связан  с конкрет
ным строением диэлектрика. О днако для дальнейш его су
щественно лиш ь то, что независимо от механизма поляри
зации в этом процессе все полож ительны е заряды  смеша
ются по полю, а отрицательны е— против поля. Заметим, 
что смещения зарядов в обычных услови ях  весьма малы 
даже по сравнению  с размерами молекул, это связано с тем, 
что напряж енность внешнего поля, действующего на ди^ 
электрик, значительно меньше напряж енности внутренних 
электрических полей в молекулах.

Объемные и поверхностные связанны е заряды . В ре
зультате поляризации на поверхности диэлектрика, а такж е, 
вообще говоря, и в его объеме появляю тся нескомпенсиро- 
ванные заряды . Чтобы понять, каким  образом возникаю т 
эти заряды (особенно объемные), обратимся к следующей 
модели. Пусть имеется пластина из нейтрального неодно
родного диэлектрика (рис. 3.1, а), у которого, например, 
плотность как-то увеличивается с ростом координаты х. 
Обозначим р* и р! —  модули объемной плотности положи
тельного и отрицательного зарядов в веществе (эти заряды 
связаны с ядрами и электронами).

* Существуют ионные кристаллы, поляризованны е даж е при от
сутствии внешнего поля. Этим ж е свойством обладаю т диэлектрики, 
называемые э л е к т р е т а м и  (они подобны постоянным магни
там).



При отсутствии внешнего поля в каж дой точке диэлек
трика р+ =  р 1 , ибо диэлектрик электрически нейтрален, 
но в силу неоднородности диэлектрика как  р+, так  и р! 
увеличиваю тся с ростом х  (рис. 3 .1 , б). И з этого рисунка 
видно, что если внешнего поля нет, то оба распределения 
в точности наклады ваю тся друг на друга (распределение 
р+ (х) показано  сплошной линией, а распределение р! (х) — 
пунктирной).

Вклю чение внеш него поля Е приведет к  смещению поло
ж ительны х зарядов  по полю, отрицательных — против 
поля, и оба распределения сдвинутся относительно друг 
друга (рис. 3 .1 , в). В итоге появятся нескомпенсированные 
заряды  на поверхности диэлектрика и в его объеме (на

а)

( ’О

• л

9)

Рис. 3.1

нашем рисун ке в объеме появился отрицательный неском* 
пенсированный заряд). Заметим, что изменение направле
ния поля на обратное приведет к изменению знака всех 
этих зарядов. Н етрудно такж е видеть, что в случае пластины 
из однородного диэлектрика каждое распределение р+ (х) 
и р ' (х) имело бы П-образную форму, и при их относитель
ном смещении в поле Е возникли бы только поверхностные 
нескомпенсированные заряды.

Н ескомпенсированные заряды, появляющ иеся в резуль
тате поляризации диэлектрика, называю т п о л я р и з а 
ц и о н н ы м и  или с в я з а н н ы м и .  Последним тер
мином хотят подчеркнуть, что свобода перемещения таких 
зарядов ограничена. Они могут смещаться лиш ь внутри 
электрически нейтральны х молекул. Связанные заряды  мы 
будем отмечать штрихом (?', р \  о ') .

И так, при поляризации диэлектрика в нем могут возни
кать в общем случае и объемные и поверхностные связан
ные заряды .



Зар  яды, которые не входят в  состав молекул ди электр  и к а , 
мы будем называть с т о р о н н и м и * .  Эти заряды  м огут 
находиться как внутри, так  и вне диэлектрика.

Поле в диэлектрике. П олем Е в диэлектрике мы будем 
назы вать величину, являю щ ую ся суперпозицией п о л я  Е0 
сторонних зарядов и поля Е ' связанных зарядов:

Е =  Е 0 + Е ' .  (3 .1 )

где Е0 и Е ' представляют собой макрополя, т. е. усредн ен
ные по физически бесконечно малому объему м икрополя 
соответственно сторонних и связанны х зарядов. Я сно, что 
определенное таким образом поле Е в диэлектрике я в л яется  
такж е макрополем.

§ 3.2. ПОЛЯРИЗОВАННОСТЬ

Определение. Д ля  количественного описания п о л я р и за 
ции диэлектрика естественно взять дипольный момент 
единицы объема. Если внешнее поле или диэлектрик (или 
то и другое) неоднородны, степень поляризации о к азы в а 
ется различной в разных точках  диэлектрика. Ч тобы  оха
рактеризовать поляризацию  в данной точке, м ы сленно вы
деляют физически бесконечно малый объем Д V, со дер ж а
щий эту точку, затем находят векторную сумму дипольны х 
моментов молекул в этом объеме и составляют отнош ение

(3-2)

Определенный таким образом  вектор Р назы ваю т п о- 
л я р и з о в а н н о с т ь ю  д и э л е к т р и к а .  Э тот век
тор численно равен дипольному моменту единицы объема 
вещества.

Есть еще два полезных представления вектора Р . П усть 
в объеме ДУ содержится ДА' диполей. Умножим и разде
лим правую  часть выраж ения (3.2) на ДДО. Тогда м ож но 
записать

р =  л (р >. (3.3)

где п  =  ДА^/ДV —  концентрация молекул (их число в еди
нице объема); <р> =  (2р¿)/ДЛг —  средний дипольны й мо
мент одной молекулы.

. * Сторонние заряды часто назы ваю т с в о б о д н ы м и ,  но по
следнее название для ряда случаев является  неудачным: сторонние з а 
ряды бывают и не свободными.



Д ругое выражение д ля  Р соответствует модели диэлек* 
тр и ка  как совокупности положительной и отрицательной 
«жидкостей». Выделим очень малый объем А У  внутри ди
электрика. При возникновении поляризации входящий 
в этот объем положительный заряд  р^Д V сместится отно
сительно отрицательного заряда на величину 1, и эти за
ряды  приобретут дипольный момент Др =  р '.Д К -!. Разде
л и в  обе части этого равенства на Д V, получим выражение 
д л я  дипольного момента единицы объема, т. е. вектор Р:

Р =  Р'1. (3.4)

Единицей поляризованности Р служит к у л о н  н а  
к в а д р а т н ы й  м е т р  (К л/м2).

Связь между Р и Е. К а к  показывает опыт, для обширного 
класса  диэлектриков и ш ирокого круга явлений поляризо- 
ванность Р зависит линейно  от напряженности Е поля 
в диэлектрике. Если диэлектрик изотропный и Е не слиш
ком велико, то

Р =  хе„Е, (3.5)

где к  —  безразмерная величина, называемая д и э л е к 
т р и ч е с к о й  в о с п р и и м ч и в о с т  ь ю вещества. 
Э та величина не зависит от Е, она характеризует свойства 
сам ого диэлектрика. Всегда х ;>  0.

В дальнейшем, если специально не оговорено, мы будем 
иметь в виду только изотропные диэлектрики, для которых 
справедливо соотношение (3.5).

Существуют, одкако, и диэлектрики, для которых (3.5) 
не применимо. Это некоторые ионные кристаллы и электре
ты  (см. сноску на с. 61), а такж е с е г н е т о э л е к т р и к и .  
У  сегнетоэлектриков с в я зь  между Р и Е нелинейная и зави
сит, кроме того, от предыстории диэлектрика, т. е. от пред
ш ествую щ их значений Е (это явление называют г и с т е 
р е з и с о м ) .

§ 3 .3 . СВОЙСТВА П О Л Я  ВЕКТО РА  Р

Теорема Гаусса для поля вектора Р. К ак мы сейчас по
каж ем , поле вектора Р обладает следующим замечательным 
н важным свойством. О казы вается, поток вектора Р сквозь 
произвольную  зам кнутую  поверхность 5  равен взятому 
с обратным знаком избыточному связанному заряду ди
эл ектр и к а  в объеме, охватываемом поверхностью 5 , т. е.

в н у тр -



Рис. 3.2

Это уравнение и вы раж ает т е о р е м у  Г а у с с а  д л я  
в е к т о р а  Р,

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  П усть произ
вольная замкнутая поаёрхность S  охватывает часть  ди* 
электрика (рис. 3 .2 , а, где диэлектрик заш три хован ). При 
включении внешнего электрического поля д и электри к  по
ляризуется —  положительные заряды  сместятся относи
тельно отрицательных. Найдем заряд, который проходит 
через элемент dS  зам кну
той поверхности 5  наруж у 
(рис. 3.2, б).

П усть 1+ и L —  векто
ры, характеризую щ ие сме
щ ения положительного и 
отрицательного связанных 
зарядов в результате по
ляризации. Тогда ясно, 
что через элемент поверх*
ности dS наруж у поверхности 5  выйдет полож ительны й 
зар яд  p '/+dS cos а ,  заключенный во «внутренней» части 
косого цилиндра (рис. 3 .2 , б). Кроме того, через эле
мент dS войдет внутрь поверхности 5  отрицательны й 
заряд  p ^ /_ d 5 c o sa , заклю ченный во «внешней» части ко
сого цилиндра. Н о мы знаем, что перенос отрицательного 
заряда в некотором направлении эквивалентен переносу 
положительного заряда в противоположном нап равлени и. 
Учитывая это, можно записать суммарный связанны й за 
ряд, выходящий наруж у поверхности 5  через элем ент dS , 
как

dq' в  р \.l+ á S  cos a  -f- ¡ p l j  L  dS  cos a .

Поскольку | p l |  =  p+,
dq' = p +  ( /+ + L )  d S  c o sa  =  p '^  d S  cos a ,  (3 .7 )

где / =  h  +  I. —  расстояние, на которое см естились отно
сительно друг друга положительные и отрицательны е свя 
занные заряды диэлектрика при поляризации.

Д алее, согласно (3.4) р\1 — Р  и dq' *= P d S  c o s a ,  или 
dff’^ P n d S - P d S .  (3.8)

П роинтегрировав это -выражение по всей зам кнутой 
поверхности S ,.  мы найдем весь заряд, который вы ш ел при 
лоляри зации из объема, охватываемого поверхностью  $  
он равен ф PdS. В результате внутри поверхности 5  оста
нется некоторый избыточный связанный зар я д  д ' . Я сно, что
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выш едш ий заряд  должен быть равен с обратным знаком 
оставш емуся внутри поверхности 5  избыточному связан
ному заряду , и мы приходим к (3.6).

Дифференциальная форма уравнения (3.6). В дифференциальной 
форме уравнение (3.6) — теорема Гаусса для поля вектора Р — имеет 
следую щ ий вид:

т. е. дивергенция поля вектора Р равна с обратным знаком объемной 
плотности избыточного связанного заряда  в той ж е точке. Это уравне
ние м ож но получить из (3.6) точно таким ж е путем, как и аналогичное 
уравн ен ие для  вектора Е (см. с. 21). Достаточно в проводимых там 
рассуж ден иях  заменить Е на Р  и р на р '.

К огда в диэлектрике р ' =* 0? К ак мы сейчас покажем, 
объемная плотность избыточных связанных зарядов внутри 
ди электри ка будет равна нулю при одновременном выпол
нении двух условий: 1) диэлектрик должен быть однород* 
ным; 2 ) внутри него не должно быть сторонних зарядов

Действительно, из основного свойства поля вектора Р 
(3.6) следует, что в случае однородного диэлектрика можно, 
зам енив Р на хе0Е согласно (3.5), вынести х из-под знака  
ин теграла и записать

О ставш ийся интеграл есть не что иное, как алгебраическая 
сумма всех зарядов —  сторонних и связанных —  внутри 
рассматриваемой замкнутой поверхности 5 , т . е. я  4 - ц \  
П оэтому и (д +  я') —  — я ',  откуда

Это соотношение между избыточным связанным заря
дом я ’ и сторонним зарядом  я справедливо для любого объема 
внутри  диэлектрика, в частности и для физически беско
нечно малого, когда д '- + 6 я '  =  р 'й К  и я - * & Я —  Р^У. 
Т огда  (3.10) после сокращ ения на 6У  примет вид

Отсю да следует, что в однородном диэлектрике р ' =  0, 
если р =  0 .

Т аки м  образом, если в произвольное электрическое поле 
поместить однородный изотропный диэлектрик какой угодно 
формы, можно быть уверенным, что при его поляризации

V -Р  =  — р' (3.9)

( Р -  0 ).

хф  е̂ Е дБ

(3.10)

(3.11)
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появятся только поверхностные связанны е заряды , объем
ные же избыточные связанные заряды во всех точках такого 
диэлектрика будут равны нулю.

Граничные условия для вектора Р. Рассмотрим поведе
ние вектора Р на границе раздела двух однородных изотроп
ных диэлектриков. Мы только что установили, что у таких 
диэлектриков объемного избыточного связан н ого  заряда 
нет и в результате поляризации появляется только  поверх
ностный связанный заряд.

Найдем связь между поляризованностью  Р и поверх
ностной плотностью о ' связанных зарядов на границе раз
дела диэлектриков. Д л я  этого вос
пользуемся свойством (3.6) поля 
вектора Р. Возьмем в качестве 
замкнутой поверхности небольшой 
плоский цилиндр, торцы которого 
расположим по разны е стороны 
границы раздела (рис. 3.3). Высо- 1 ,
ту цилиндра будем предполагать 
ничтожно малой, а площадь A S  Рис. 3.3
каж дого торца настолько малой,
что во всех точках каж дого торца цилиндра вектор Р был 
бы одинаков (это ж е касается и поверхностной плотности 
о ' связанного заряда). Пусть п — общая норм аль к границе 
раздела в данном месте. Условимся всегда проводить век
тор п от диэлектрика 1 к диэлектрику 2.

Пренебрегая потоком вектора Р сквозь боковую  поверх
ность выбранного нами цилиндра, запиш ем согласно (3.6):

P 2nA S  +  P [n, A S * * — o ’ A S ,

где P Zn и P xn—  проекции вектора Р в диэлектрике 2 на 
нормаль п и в  диэлектрике 1 на нормаль п ' (рис. 3.3). 
Учитывая, что проекция вектора Р на норм аль п ' равна 
с обратным знаком  .проекции этого вектора на противопо
ложную (общую) нормаль п, т. е. Рщ ' =  — Р щ , перепишем 

'предыдущее уравнение после сокращ ения на A S  в следу
ющем виде:

Р * п - Р г п ~ - о ' -  '  (3-12)

Это значит, что на границе раздела диэлектриков нор
мальная составляю щ ая вектора Р испытывает разры в, вели
чина которого зависит от о '.  В частности, если среда 2 
вакуум, то Р 2п — 0 , и условие (3.12) приобретает более 
простой вид:



где Ря —* проекция вектора Р на внешнюю нормаль к по
верхности данного диэлектрика. З н ак  проекции Р„ опре
деляет и зн ак  поверхностного связанного заряда о ' в данном 
месте. Последнюю формулу можно представить в другом ( 
виде, а именно в соответствии с формулой (3.5) можно за 
писать:

о '= ч е  0£ л, (3.14)

где Е п —  проекция вектора Е (внутри диэлектрика вблизи 
от его поверхности) на внешнюю нормаль. Здесь такж е 
знак  Е п определяет знак о '.

Замечание о поле вектора Р. Соотношения (3.6) и (3.13) 
нередко, даю т основание ошибочно думать, что поле век
тора Р зависит только от связанных зарядов. Н а самом деле 
это не та к . П оле вектора Р, как и поле Е , зависит от в с е х 
зарядов , к ак  связанны х, так и сторонних, об этом говорит 
хотя бы уж е тот факт, что векторы Р и Е связаны друг 
с другом  соотношением Р  =  ке0Е. Связанные заряды опре
деляю т не поле вектора Р, а лиш ь поток этого вектора 
сквозь зам кнутую  поверхность 5 .  Более того, этот поток 
определяется не всеми связанными зарядами, а только теми, 
которы е охватывает поверхность 5 .

§ 3.4. В Е К Т О Р  О

Теорема Гаусса для поля вектора О. П оскольку источ
никами поля Е являю тся все электрические заряды — сто
ронние и связанны е, теорему Гаусса для поля Е можно 
записать так:

ф СоЕ (Й —( ? + 0 ' ) в„утр, (3.15)

где д и я ’ —  сторонние и связанные заряды , охватываемые 
поверхностью  5 . Появление связанны х зарядов д’ услож
няет дело, и формула (3.15) оказывается малополезной для 
нахож дения поля Е в диэлектрике даж е при «достаточно 
хорошей» симметрий. Действительно, эта формула выра
ж ает свойства неизвестного поля Е через связанные за
ряды  д \  которые в1 свою очередь определяются неизвест
ным полем Е.

Это затруднение, однако, можно обойти, если выразить 
зар яд  д ' через поток вектора Р по формуле (3.6). Тогда 
вы раж ение (3.15) можно преобразовать к  такому виду:

ф (еоЕ+Р) ¿Б =  ̂ внуТр» (3-16)



Величину, стоящую под интегралом в скобках, обозначаю т 
буквой 6 . И так, мы нашли вспомогательный вектор О:

Р -Р оЕ  +  Р. (3 .1 7 )

поток которого сквозь произвольную  замкнутую п оверх
ность равен алгебраической сумме сторонних зар я д о в , 
охватываемых этой поверхностью:

ф Р с15 =  <7В1,уТр. (3 .1 8 )

Это утверждение называют т е о р е м о й  Г а у с с а  
д л я  п о л я  в е к т о р а  О.

Заметим, что вектор О представляет собой сумму д в у х  
совершенно различных величин: е0Е и Р. Поэтому он дей 
ствительно вспомогательный вектор, не имеющий како го - 
либо глубокого физического смы сла. О днако свойство поля 
вектора О, выражаемое уравнением  (3.18), оправды вает 
введение этого вектора: во многих случаях  он значительно 
упрощает изучение поля в диэлектриках  *.

Соотношения (3.17) и (3.18) справедливы для лю бого 
диэлектрика, как изотропного, т а к  и неизотропного.

Как видно из выражения (3.17), размерность вектора О 
та ж е, что и вектора Р. Единицей величины О служит ку л о н  
на квадратный метр (Кл/м2).

Дифференциальная форма уравнения (3.18);

(3 .1 9 )

т. е. дивергенция поля вектора Р  равна объемной плотности стороннего 
заряда в той ж е точке.

Это уравнение можно получить из (3.18) тем ж е способом, как  это  
было проделано в случае поля Е (см. с. 20). Достаточно в проводимых 
там рассуж дениях заменить Е на О и учесть лиш ь сторонние за р я д ы .

В тех точках, где дивергенция Р  полож ительна, мы имеем и с т о ч 
н и к и  поля Р  (р  >  0), а в  тех точках , где она отрицательна, —  с т о *  
к и поля О (р  0).

Связь между векторами О и Е , В случае изотропны х 
диэлектриков поляризованность Р  =  хе0Е. Подставив это  
соотношение в (3.17), получим О =  е0 (I +  х) Е, или

Э —еоеЕ, (3 .2 0 )

* Величину О часто называют э л е к т р и ч е с к и м  с м е щ е 
н и е м  или э л е к т р и ч е с к о й  и н д у к ц и е й ,  олна’ко мы не 
будем пользоваться этими терминами, чтобы лишний раз подчеркнуть 
вспомогательный характер в е к т о р а  О,



где е — д и э л е к т р и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь  
вещества:

е = 1 + х .  (3.21)

Диэлектрическая проницаемость е (как  и х) является 
основной электрической характеристикой диэлектрика. Д ля 
всех веществ 8 >  1, для  вакуума е =  1. Значения е зависят 
от природы диэлектрика и колеблются от величин, весьма 
мало отличаю щихся от единицы (газы) до нескольких тысяч 
(у некоторых керам ик). Большое значение е имеет вода 
( 8 = 8 1 ) .

Из формулы (3.20) видно, что в изотропных диэлектри
ках вектор О коллинеарен  вектору Е. В анизотропных же 
диэлектриках эти векторы, вообще говоря, не колли- 
неарны.

Поле вектора О наглядно можно изобразить с помощью 
линий вектора О, направление и густота которых опреде
ляются точно т а к  ж е, как  и для линий вектора Е. Линии 
вектора Е могут начинаться и заканчиваться как на сто
ронних, так и на связанны х зарядах; мы говорим, что 
источниками и стоками поля Е являю тся л ю б ы е  за
ряды. Источниками ж е и стоками поля вектора О являются 
только с т о р о н н и е  заряды: только на них могут на
чинаться и закан чи ваться линии вектора О .-Ч ерез области 
поля, где находятся связанные! заряды , линии вектора О 
проходят не преры ваясь.

Замечание о поле вектора Р. Поле вектора О зависит, 
вообще говоря, к ак  от сторонних, так  и от связанны х заря
дов (как и поле вектора Е). Об этом говорит уж е соотноше
ние Р  =  е0еЕ. О днако в некоторых случаях  поливектора О 
определяется только  сторонними зарядами. Именно для 
таки х  случаев вектор 6  является особенно полезным. 
Вместе с тем это д ает  повод довольно часто ошибочно ду

м а ть , что поле Р  якобы  зависит всегда только от сторонних 
зарядов и неверно трактовать законы (3.18) и (3.19). Эти 
законы  выражаю т только  определенное свойство поля век
тора О, само ж е поле этого вектора они не определяют.

Проиллю стрируем вышесказанное на нескольких при
мерах.

Пример 1. Точечный сторонний заряд  </ находится в центре шара 
радиусом а из однородного изотропного диэлектрика проницаемости  е. 
Н айт и напряж енность Е  поля  как функцию расстояния г  от центра 
данного шара.

Симметрия системы позволяет для решения интересующего нас 
вопроса использовать теорему Гаусса для вектора О (воспользоваться



аналогичной теоремой для поля Е здесь не представляется возм ож ны м , 
поскольку нам не известен связанны й заряд). Д л я  сферы рлдиусом  г  
с центром в точке нахождения за р я д а  <7 можно записать: 4лг*£>Л =  <?. 
Отсюда находим О г и по формуле (3.20) искомую напряж енность Ег

Е г ( г < а )  =  <7_
4я е 0 ег* ’

Е г ( г > а )  =
1

4яео

Графики зависимостей £> (г) и £  (г) показаны  на рис. 3.4.
Пример 2. Пусть система состоит из точечного заряда  д >  0 

и произвольного куска однородного изотропного диэлектрика  (рис. 3 .5 ), 
где 5  — некоторая замкнут ая поверхност ь. Выясним, что произойдет  
с полем векторов Е и О, а также с их  
потоками сквозь поверхность 5 ,  если 
диэлект рик удалить.

В любой точке пространства поле 
Е обусловлено как  зарядом д, так  и 
связанными зарядами поляризованного 
диэлектрика. Так как в нашем случае  
Р  =  е0еЕ, то это относится и к полю  
вектора О: оно также определяется 
как  сторонним зарядом <?, так и свя 
занными зарядам и диэлектрика.

Удаление диэлектрика приведет к 
изменению поля Е, а значит, и поля
Э. Изменится и поток вектора Е 
сквозь повер/ность 5 , так как внутри 
этой поверхности исчезнут о тр и ц а
тельные связанные заряды. Поток ж е  вектора Э сквозь поверхность 5  
останется прежним, несмотря на изменение самого поля О.

Пример 3. Рассмотрим систему, в которой нет ст оронних з а р я - 
дов, но имеются только связанные заряды . Такой системой может быть, 
например, шар из электрета (см. с. 61). Н а рис. 3.6, а показано  
поле Е такой системы. Что можно сказат ь о соответствующем п о м  
вектора Р ?

Рис. 3.4

Рис. 3.5 Рис. 3.6

П реж де всего отсутствие сторонн их зарядов означает, что  нет 
источников поля Р : линии вектора Р  нигде не начинаются и ни где  не 
кончаю тся. Но поле й  есть, оно п о к азан о  на рис. 3.6, б. В не ш а р а  н а 
правления линий векторов В н Б  совпадаю т, внутри ж е ш ар а  и х  н а- 
правления противоположны; здесь соотношение О =  е0еЕ у ж е  н е сп р а 
ведливо и Р  =  е0Е +  Р,



Рассмотрим поведение векторов Е и О сначала на гра
нице раздела двух однородных изотропных диэлектриков. 
П усть для большей общности на границе раздела этих диэ
лектриков находится поверхностный сторонний заряд. 
Искомые условия нетрудно получить с помощью двух тео
рем: теоремы о циркуляции  вектора Е и теоремы Гаусса 
д л я  вектора О:

ф Е (11 = 0 ,  ф О й5“ <7ВИуТр,

Условие для вектора Е . Пусть поле вблизи границы р аз
дела в диэлектрике /  равно Е ^ а в диэлектрике 2 — Еа. 
Возьмем небольшой вытянутый прямоугольный контур, 
ориентировав его та к , к а к  показано на рис. 3.7. Стороны

л А Э

Рис. 3.7

\ п '  

Рис. 3.8

кон тура, параллельны е границе раздела, долж ны  иметь 
такую  длину, чтобы в ее пределах поле Е в каж дом диэлект
р и ке можно было считать одинаковым, а «высота» контура 
долж на быть пренебреж имо малой. Тогда согласно теореме 
о  циркуляции вектора Е

где проекции вектора Е взяты на направление обхода кон
ту р а , указанное на рисунке стрелками. Если на нижнем 
участке контура проекцию  вектора Е взять не на орт т ', 
а на общий орт т, то £ 1Т' «= — Е 1Х и из предыдущего урав
нения следует, что

< 3 - 2 2 >

т. е. тангенциальная составляю щ ая вектора Е оказывается 
одинаковой по обе стороны  границы раздела (не претерпе
вает  скачка).

Условие для вектора О. Возьмем очень малой высоты 
цилиндр, расположив его на границе раздела двух диэлект
ри ко в  (рис. 3.8). С ечение цилиндра долж но быть таким,



чтобы в пределах .каждого его торца вектор О был о д и н а
ков. Тогда согласно теореме Гаусса для  ьсктора О

£)гпД 5-Ь01п,Д 5 = о Д 5 ,

где а  —  поверхностная плотность стороннего заряда на гр а 
нице раздела. В зяв обе проекции вектора й  на общую нор
маль п (она направлена от диэлектрика 1 к диэлектрику 2 ), 
получим 0 1П' =  — и предыдущ ее уравнение м ож н о 
привести к виду

а. (3.23)

Из этого соотношения видно, что нормальная составляю 
щ ая вектора О, вообще говоря, претерпевает скачок при 
переходе границы раздела. О днако если сторонние зар я д ы  
на границе раздела отсутствуют (а  =  0 ), то

■ о , (3.24)

в этом случае нормальные составляю щ ие вектора О ск а ч к а  
не испытывают, они оказываю тся одинаковыми по разн ы е 
стороны границы раздела.

Таким  образом, если на границе раздела^двух однород
ных изотропных диэлектриков сторонних зарядов нет, то 
при переходе этой границы составляю щ ие Е х и й п изм е
няются непрерывно, без скачка. Составляющие ж е Е я и £)* 
претерпевают скачок.

Преломление линий Е и О. П олученные нами услови я  
для составляющих векторов Е  и О на границе раздела д в у х  
диэлектриков означают, как мы сейчас увидим, что л и н и и  
этих векторов испытывают на этой границе излом, п релом 
ляю тся (рис. 3.9). Найдем соотношение между углам и а х 
и а 2.

Если сторонних зарядов на границе раздела нет, то  со
гласно (3.22) и (3.24) Е 2х — £ 1Т, г гЕгп — гхЕ 1п. Из рис. 3 .9  
следует, что

^8 Да __ Е^/Ещ
^  «1 =  Е 1х!Е 1п *

Отсюда с учетом предыдущих условий получаем закон  пре
ломления линий Е, а значит, и линий Б:



Это означает, что в диэлектрике с большим значением в 
линии Е и О будут составлять больший угол с нормалью 
к  границе раздела (на рис. 3.9 е2 > е 1).

Пример. Изобразим графически поля Е й  Н у  границы  раздела 
двух однородных диэлект риков 1 и 2, считая, что ег >  е, и что сторон• 
него заряда на $той поверхности нет.

Т ак как е2 >  то согласно (3.25) а а >  а !  (рис. 3.10). Далее, из 
равенства тангенциальной составляющей вектора Е нетрудно сооб
разить с помощью рис. 3 .9 , что по модулю Е г <  Ех, т. е. линии вектора Е

в  диэлектрике 1 долж ны  бы ть гуще, это и показано на рис. 3.10. Из ра
венства же нормальных составляю щ их вектора О такж е нетрудно за 
клю чить, что по модулю >  О и  т. е. линии вектора Р  должны быть 
гущ е в диэлектрике 2.

Мы видим, что в  нашем случае линии вектора Е испытывают пре
ломление и, кроме т^го, т ер п ят  разрыв (из*эа наличия связанны х за р я 
дов), линии ж е Лектора О испытывают только преломление, без разрыва 
(так  как сторонних зарядов  на границе нет).

Условие на границе проводник—диэлектрик. Если сре
д а  /  —  проводник, а среда 2 —  диэлектрик (см. рис. 3.8), 
то  из формулы (3.23) следует, что

где п —  внешняя по отношению к  проводнику нормаль 
(двойка в индексе здесь опущена, поскольку она не сущест
венна в данном случае). Убедимся в справедливости фор
мулы  (3.26). В состоянии равновесия электрическое поле 
внутри проводника Е — 0, значит, и поляризованность 
Р  =  0. А это, в свою очередь, означает согласно (3.17), 
что и вектор D =  0 внутри проводника, т. е. в обозначениях 
формулы (3.23) Dj =  0 и D le =  0. Остается D 2n — о.

Связанный заряд  у поверхности проводника. Если к за
ряж енному участку поверхности проводника прилегает од-

Рис. 3.9 Рис. 3.10

(3.26)



породный диэлектрик, то на границе этого д и эл ектр и ка  
с проводником выступают связанны е заряды  некоторой п л о т
ности о ' (напомним, что для однородного диэлектрика объ
емная плотность связанных зарядов  р ' =  0). П рим ени м  
теперь теорему Гаусса к вектору Е —  аналогично тому, к а к  
это было сделано при выводе формулы (2.2). Имея в ви д у , 
что на границе раздела проводника с диэлектриком есть  
как сторонние, так  и связанны е заряды  (а и а ') ,  придем  
к следующему выражению: £ л =  (а  +  о ') /е 0. С другой  сто
роны, согласно  (3.26) Еп =  Г>п/ее0 =  о/ее0. И з этих д в у х  
уравнений находим: о /е  =  а  +  а ' ,  откуда

е — 1
о '« = - -----------о.

8
(3.27)

Видно, что поверхностная плотность о ' связанного  з а 
ряда в диэлектрике однозначно связана с поверхностной 
плотностью а  стороннего зар яд а  на проводнике, причем  
знаки этих зарядов противоположны.

§ 3.6, ПОЛЕ В ОДНОРОДНОМ ДИ ЭЛЕКТРИ КЕ

Еще в § 2.1 было отмечено, что определение р езу л ьти 
рующего поля Е в веществе сопряж ено с большими тр у д н о 
стями, поскольку мы не знаем заранее, как распределяю тся 
индуцированные заряды  в веществе. Ясно только, что р ас 
пределение этих зарядов зависит от природы и формы ве
щ ества, а такж е от конфигурации внешнего поля Е 0.

Поэтому в общем случае решение вопроса о р езу л ьти 
рующем поле Е в диэлектрике наталкивается на серьезны е 
трудности: определение м акрополя Е ' связанных за р я д о в  
в каждом конкретном случае представляет собой, вообщ е 
говоря, сложную самостоятельную задачу —  у н и вер сал ь
ной формулы для нахождения Е ',  к сожалению, нет.

Исключение составляет случай , когда все пространство, 
где имеется поле Е0, заполнено однородным изотропны м 
диэлектриком. Рассмотрим этот случай более подробно. 
Представим себе заряж енны й проводник (или проводники) 
в в аку у м е— обычно сторонние заряды  располагаю т на 
проводниках. Как мы уже знаем , в состоянии равновесия 
поле внутри проводника Е =  0 , это при определенном и 
единственном распределении поверхностного за р я д а  а .  
П усть в окружающем проводник пространстве создано прн 
этом поле Еф.



Теперь заполним все пространство, где есть поле, одно« 
родным диэлектриком. В таком диэлектрике вследствие его 
поляризации появятся только поверхностные связанные за
ряды  о ' —  на границе с проводником, причем заряды  ст' 
однозначно связаны со сторонними зарядами а  на поверх
ности проводника согласно (3.27).

Внутри же проводника поле по-прежнему будет отсут
ствовать (Е =  0). Это значит, что распределение поверхност
ных зарядов (сторонних о  +  связанных о ')  на границе раз
дела проводника и диэлектрика будет подобно прежнему 
распределению сторонних зарядов (о), и конфигурация 
результирую щ его поля Е в диэлектрике останется той же, 
что и при отсутствии диэлектрика. Изменится только зна
чение поля в каж дой точкб.

Согласно теореме Гаусса а  +  о ' =  е0Е п% где Е я =  
=* £>л/ее0 =  а /ее0, поэтому

о-)-сг'в»ст/8. (3.28)

Н о если заряды , создающие электрическое поле, всюду 
н а  границе раздела уменьш ились в е раз, значит, и само 
поле Е тоже стало всюду меньше поля Е0 во столько ж е раз:

Е =вЕ 0/е. (3.29)

Умножив обе части этого равенства на ее0, получим
О » О 0, (3.30)

поле вектора Б  в рассматриваемом случае не меняется.
Формулы (3.29) и (3.30), оказывается, справедливы и 

в более общем случае, когда однородный диэлектрик цели
ком заполняет объем между эквипотенциальными поверх
ностями поля Е0 сторонних зарядов (или внешнего поля). 
И  здесь внутри диэлектрика Е =  Е0/е и В  =  О0.

В указанны х случаях  напряж енность Е поля связанны х 
зарядов  находится в простой связи с поляризованностью Р 
диэлектрика, а именно

Е ' = — Р/ео- (3.31)

Это соотношение легко получить из формулы Е =  Е 0 +  Е ', 
если учесть, что Е0 =  еЕ и Р =  хе0Е.

В других случаях , к ак  уже было отмечено, дело обстоит
значительно сложнее, и формулы (3.29) —  (3.31) становятся 
не справедливыми.
ч Следствия. И так, если однородный диэлектрик заполняет 
все пространство, занимаемое полем, то напряж енность Е 
поля будет в в раз меньше напряженности Е0 поля тех же



сторонних зарядов, но при отсутствии диэлектрика* Отсюда 
следует, что потенциал ф во всех точках  т ак ж е  уменьшается 
в е раз:

<Р =  Фо/е, (3.32)

где <ро —  потенциал поля в отсутствие ди электрика. Это же 
относится и к разности потенциалов

и * - и 0/г, (3.33)

где и 0 — разность потенциалов в вакуум е, без диэлек
трика.

В простейшем случае, когда однородный диэлектрик за
полняет все пространство между обкладкам и к о н д е н 
с а т о р а ,  разность потенциалов Ц  меж ду его обкладками 
будет в е раз меньше, чем при отсутствии диэлектрика (ра
зумеется, при том ж е значении зар яд а  ц на обкладках). 
А раз так, то емкость конденсатора (С =  ?/£ /)при заполне
нии его диэлектриком увеличится в е раз:

С ' =  гС, (3.34)

где С — емкость конденсатора без ди электрика. Следует 
обратить внимание на то, что эта ф орм ула справедлива при 
заполнении всего пространства между обкладкам и конден
сатора и без учета краевых эффектов.

Задачи-

ф  3.1. Полярнзованность диэлектрика и связан ны й заряд. То
чечный сторонний заряд  д находится в цент ре сферического слоя неод
нородного изотропного диэлектрика, проницаемост ь которого изме
няется только в радиальном направлении по за ко ну  е =  а  /г, где а  — по- 
стоянная, г —  расстояние от центра системы. Н а й т и  объемную плот 
ность р ' связанных зарядов как функцию г вн ут р и  слоя.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся уравнением (3.6), взяв  в качестве 
замкнутой поверхности сферу радиусом г, центр которой совпадает 
с центром системы. Тогда

4 я ^  ( г ) ,

где д' (г) — связанны й заряд внутри этой сферы. Запиш ем дифферен
циал этого вы раж ения:

4 л  <1 (г3 Рг) =  —  йд '. (1)

Здесь й д '— связанны й заряд в тонком слое м еж ду сферами радиусов г 
и г -\-  Лг. Имея в виду, что йд' —  р Ч ягМ г, преобразуем  (1) к виду

гг 6Рг +  2гРг  рV* бгъ
откуда



В нашем случае

Рг =  хг0ЕГ'

н вы раж ение (2) после соответствующих преобразований будет иметь 
вид

1 Я
Р ' = 4 л а  /•* *

Это и есть искомый результат.
ф  3 .2 . .Теорема Гаусса для вектора О. Бесконечно большая пла

стина из однородного диэлектрика с проницаемостью  е заряж ена равно
мерно ст оронним зарядом с объемной плотностью  р >  0. Толщина пла
стины 2а. Н айт и: 1) модуль вектора Е и  пот енциал  <р как ф ункции  
расстояния I от  середины пластины (пот енциал в  середине пластины  
положить равным н у лю );  взяв координатную ось X  перпендикулярно  
пластине, изобразит ь примерные графики зависимостей проекции 
Е х  (*) вектора Е и потенциала  <р (дг); 2) поверхностную и объемную  
плотности связанного заряда.

Р е ш е н и е .  I .  Из соображений симметрии ясно, что в середине 
пластины Е  =  0, а во всех остальных точках вектор Е перпендикулярен 
поверхности пластины . Д л я  определения Е  воспользуемся теоремой

Ех \ 'У

Рис. 3.11

а) 5)

Рис. 3.12

Гаусса Для вектора Б  (ибо нам известно распределение только сторон
них зарядов). Возьмем в качестве замкнутой поверхности прямой ци
линдр высотой I, один торец которого совпадает со средней плоскостью 
пластины. П усть площ адь сечения этого цилиндра равна 5 ,  тогда

05  =  рЯ/, £  =  рI, £  — р!/ее0
£ )5  =  р 5 а , 0  =  ра, £  =  ра/ео (1 ^ а ).

Графики функций Е х (х) и ф (*) показаны  на рис. 3 .1 1. Полезно 
убедиться, что граф ик Е х  (дг) соответствует производной —дф/ддг.

2. Согласно (3.13) поверхностная плотность связанного Заряда

в   1о' =  Р п =  хе0£ л =  (е — 1) ра/е *= — -—  ра >  0 ,

Этот результат справедлив для обеих поверхностей пластины. -Таким 
образом, если сторонний заряд  р >  0 , то на обеих поверхностях Д а 
стины вы ступит так ж е  положительный связанны й заряд.



Д л я  определения объемной плотности связанного зар я д а  восполь
зуемся уравнением (3.9), которое в нашем случае будет иметь наиболее 
простой вид:

д р х  д  /е  — 1 \  е — 1
p “— 1рх) = ------~ р-

Отсюда видно, что связанный за р я д  распределен по объему равном ерно 
и имеет знак, противоположный стороннему заряду.

Щ 3.3. Однородный диэлектрик имеет.вид сферического слоя, внут 
ренний и внешний радиусы которого равны а и Ь. И зобразить прим ер
ные графики напряж енности Е  и  потенциала  <р электрического поля  
как функции расстояния г от цент ра системы, если диэлект рику сооб
щ или положительный ст оронний • заряд, распределенный равномерно:
1) по внутренней поверхности слоя; 2 ) по объему слоя.

Р е ш е н и е .  I. Воспользуемся теоремой Гаусса для  в ек то р а  D, 
взяв  в качестве замкнутой поверхности сферу радиусом г:

4;i r 2D  =  qf

где q — сторонний заряд  внутри этой сферы. Отсюда следует, что
£ > ( /• < а ) « 0 , D ( r > a ) = * q ¡ 4jv*.

Искомая напряженность
'Е ( г < а )  — 0,  Е  (г >  а) =  D/ze«.

График зависимости Е  (г) показан на рис. 3.12, а. Н а этом ж е  рисунке 
изображен и график зависимости ср от г. Г рафик ф (г) долж ен им еть такой 
вид, чтобы производная дц>!дг, в зятая  с обратным знаком, соответство
вала графику функции Е  (г). П ри  этом долж но быть учтено и условие 
нормировки: <р -> 0  при /■-»<».

Следует обратить внимание на то, что график ф (г) я в л я ет ся  непре
рывным. В местах конечных разрывов функции Е  (/■) график <р (г) испы
тывает лиш ь изломы.

2, В данном случае согласно теореме Гаусса 
' АпгЮ  *=* 4/3д  (г3 — с 3) р,

где р — объемная плотность стороннего заряда. Отсюда 
£  ^  р лэ — о8

егв Зеов г*
Соответствующие графики зависимостей Е  (г) и ф (г) п о к азан ы  ия 
рис. 3.12, б.

ф  3.4. Сторонние заряды равномерно распределены с объем ной  
плотностью  р >  0 по ш ару радиусом а из однородного диэлект рика  
с проницаемостью  е. Найт и: I) модуль вектора Е как  ф ункцию  расст оя
ния  г от центра шара, изобразить примерные графики ф у н к ц и й  Е  (г) 
и потенциала  ф (г); 2) поверхностную и  объемную плотности связанны х  
зарядов.

Р е ш е н и е .  1. Д л я  определения Е  воспользуемся теоремой Гаусса 
для вектора D, поскольку задано распределение лиш ь сторонн их  за 
рядов:

r ^ a ,  4w®£> =  */9пг9р, D

r ^ a ,  4nrlD =  *¡¿na*p, D - 

Графики функций £  (г) и ф (г) показаны  на рис. 3.13.

^ Г , ___
Зее0 ’3 ’ его

ра3 е - 2- ра3 1
3 /■• • ео ~  Зг  ̂7*



Д л я  нахож дения объемной плотности связанных зарядов достаточно 
повторить рассуждения, которые привели нас к формуле (3.11), и мы 
получим

, 6 — 1 . . .

Р -  —  е- О

Этот результат можно получить и иначе — с помощью уравне
н и я  (3.9). А именно, так  как  Р  =  хе0Е и х  не зависит от координат
(внутри ш ара), то

р ' =  — V • Р «  — хев?  • Е ,

где 8о7- Е =  р 4-  р '.  Поэтому р '  =  —х (р  +  р ') , откуда и следует (!).
ф 3 .5 .  Емкость проводника. Н айт и емкость шарового провод- 

н и к а  радиусом а, окруженного примыкающим к  нему Ьлоем однородного 
диэлект рика с наруж ным радиусом Ь и  проницаемостью  е. Изобразить

прим ерны е графики зависимостей поля Е  (г) и потенциала  <р (г), где г — 
расст ояние от центра шара, если  проводник заряжен положительно.

Р е ш е н и е .  По определению  емкость С  =  q¡<р. Найдем потен
ц и ал  ф проводника, мысленно сообщив ему заряд  q:

а '  а b

П осл е  интегрирования этого вы раж ения получим:

Ч /  1 . g — П г _  4лерйд 
ф “ Апг^г \  а Ь / ’ l - f ( e  — \ ) a / b ‘

Г раф и ки  зависимостей Е  (г) и ф  (г) показаны на рис. 3.14.
ф  3.6. Емкость конденсатора. Сферический конденсатор с ра 

диусам и  обкладок а и Ь, где а < Ь ,  заполнен изотропным, но неоднород
ны м  диэлектриком, проницаемость которого зависит от расстояния г 
д о  цент ра системы как г  =  а /г, а  — постоянная. Н айт и емкость та
кого конденсатора.

Р е ш е н и е .  Согласно определению емкости конденсатора (С =  
“  q!U )  задача сводится к нахождению разности потенциалов U при



ь
и^^ЕЛг,  (1)

О
где предполагается, что внутренняя обкладка имеет ааряд  д >  0. Опре
делим £  с помощью теоремы Гаусса для вектора  Р :

4яг Ю = д ,  £' =  — ==—?-----   -  * ^
ее0 4ле0 ег2 4 л е0 а  г '

После подстановки последнего вы раж ения в (1) и соответствующего 
интегрирования найдем:

4ярва  а  ’ In  (Ь/а) ’

ф  3.7. Теорема Гаусса и принцип суперпозиции. Имеется диэлект
рический шар, который сохраняет состояние поляризации  после выклю- 
чения внешнего электрического поля. Е сли  
шар поляризован однородно, то напряж ен- 
ность поля внут ри него Е ' =  — Р/Зе0, где 
Р — поляризованность. 3. Получить эт у  
формулу, считая что т а к  поляризованный 
шар есть результ ат  малого сдвига всех поло
жительных зарядов диэлектрика относи 
тельно всех отрицат ельны х зарядов. 2. Вос
пользовавшись этой формулой, найт и н а п р я 
женность Е0 поля  в сферической полости  
внут ри безграничного однородного диэлект 
рика с проницаемостью г, если вдали от поло
сти напряж енность в диэлектрике равна  Е.

Р е ш е н и е .  1. Представим такой ш ар р  „
в. виде двух ш аров одинакового радиуса, 
имеющих равномерно распределенные зар яды
с плотностями р н — р. Пусть в результате м алого  сдвига центры ш а
ров сместились относительно друг друга на расстояние I (рис. 3.15). 
Тогда в произвольной точке А внутри ш ара

E' =  Ei +  E: =  ̂ - ( r +- r J  3pi ,

где использовано, что напряженность поля внутри  равномерно за р я 
женного ш ара Е =  рг/3е0, это непосредственно следует из теоремы 
Гаусса. Остается учесть, что согласно (3.4) p i =  Р.

2. Создание сферической полости в ди электрике  эквивалентно уда
лению ш арика из поляризованного вещ ества. Поэтому по принципу 
суперпозиции поле Е внутри диэлектрика м ож ет быть представлено как  
сумма Е =  Е ' +  Eq. Отсюда

Е0= Е - Е '  =  Е + Р / З е 0.

П риняв во внимание, что Р =  (е — I-) е0Е, получим

Е0= ( 2 + е )  Е /3.
0  3.8. Граничные условия. Вблизи т очки А  (рис. 3.16) границы  

раздела диэлект рик  — вакуум напряж енность электрического поля в ва
кууме равна Е 0, причем вектор Е0 составляет угол  о 0 с нормалью к  по-



еерхности раздела в данной точке. Проницаемость диэлектрика г. 
Найт и отношение Е / Е 0, где Е  — напряж енность поля внут ри диэлект
рика вблизи т очки А ;

Р е ш е н и е .  Н апряж енность поля внутри диэлектриха

Е*?У Ех+Е%. (1)

Воспользовавш ись условиями (3.22) и (3.24) на границе раздела ди
электриков, найдем:

Е х =  £ 0 sin а 0, Е п =  й п/ге0 =  £ 0„/в  =  £ 0 cos а„/е,

где Е0п — норм альная составляющая вектора Е0 в вакуум е. Подставив 
эти вы раж ения в ( 1), получим

щ - V *
8ШгОо +

cos2 а 0
— ¿a 1,

т, е. £  <  £ 0.
ф  З.Я. Точечный заряд ц находится в вакууме на расстоянии I 

от плоской поверхност и однородного диэлектрика, заполняющего все

полупространство. Проницаемость диэлектрика е. Н айт и: 1) поверх
ностную плот ност ь связанных зарядов как ф ункцию  расстояния г от 
точечного заряда д, исследовать полученный результ ат ;  2 ) суммарный 
связанный заряд  на  поверхности диэлектрика-

Р е ш е н и е .  !. Воспользуемся непрерывностью нормальной со
ставляющей вектора  Б  на границе диэлектрика (рис. 3.17){

£ял —
или

■Л— -,' c o sO -f-— -  
4лво Т 2ео

8 — 1 ц 
4 л е 0 г* cosd-2 5 7

где слагаемое а ’/ 2е0 —  это составляющ ая напряж енности поля, созда
ваемая вблизи рассм атриваем ого участка плоскости, на котором поверх
ностная плотность за р я д а  равна о '. Из последнего уравнения следует, 
что

Здесь учтено, что cos О =  1/г. При I -*  0 величина о '  -»  0, т. е. если 
зар яд  q  находится на самой границе раздела, то поверхностный заряд 
на плоскости отсутствует.



2. Рассмотрим тонкое кольцо на границе раздела с центром в топ
ке О (рис. 3.17). П усть внутренний и внешний радиусы  этого кольца г 
и г ' ~\- йг'. Поверхностный связанный заряд  в пределах данного кольца 
дд' «а а '-2яг'с1г'. Из рисунка видно, что г8 =  1% 4 -  г '8, откуда г & г ~  
=  / с 1/ ,  и выражение для  йд'  с учетом (I) приобретет вид

йд'  ■■
е — 1 . йг
е + 1

Проинтегрировав это уравнение по г от /  до оо, получим

в - 1
тя-е + 1

ф  3.10. Точечный заряд  д находится на плоскости, отделяющей 
вакуум от безграничного однородного диэлектрика с проницаемостью г. 
Н айт и модуль векторов Э  и Е во всем пространстве.

Р е ш е н и е .  В данном случае нэ условия непрерывности нормаль
ной составляющей вектора О следует, что Е гп =  еЕ 1п. В к л ад  в нормаль
ную составляющую вектора Е будет давать только поверхностный за 
ряд о ' вблизи интересующей 
нас точки, поэтому предыду
щее равенство можно пере
писать так:

о '/2в« =  е (— о '/ 2во)-

видно, чтоОтсюда сразу 
а '  =  0.

Итак, в данном случае 
поверхностный связанны й
заряд  отсутствует (кроме то- Поле £  Л оле й
чек, непосредственно приле
гающих к точечнсм/ сторон- Р ис- 3.18
нему заряду д). Значит, элек
трическое поле в окруж аю щ ем пространстве — это поле точечного за 
ряда д +  £?', и Е  зависит только от расстояния г  до этого заряда. 
Н о заряд  д' нам не известен, поэтому воспользуемся теоремой Гаусса 
д ля  вектора Б . В зяв  в качестве замкнутой поверхности сферу радиу
сом г  с центром в точке нахождения заряда  <7, запиш ем

2лгЮ0+2пгЮ<=д,
где О 0 и О  — модули вектора О соответственно в вакуум е и диэлект
рике на расстоянии т от заряда д.

Кроме того, из условия непрерывности тангенциальной составляю 
щей вектора Е следует, что

О =  еО0.
Из последних двух условий находим, что

9 Я =  ; *
2л ( 1 + е ) г »  * 2л  (1 -4-е)/-* *

и напряженность электрического поля во всем пространстве

Р - 0 « ^  Я
ьи 2я ( 1+ е )е ,/г *



В идно, что при $ “  1 9тн формулы переходят в известные нам вы
раж ения д л я  О  и £  точечного заряда в  вакууме.

П олученны е результаты графически представлены на рис. 3.18. 
С ледует обратить внимание на то, что поле О в данном случае опреде
ляется  не только сторонними зарядами (иначе оно имело бы вид поля 
точечного зар яда).

Г л а в а  4 
Э Н Е Р Г И Я  Э Л Е К Т РИ Ч Е С К О Г О  П О ЛЯ

§ 4 .1 . Э Л Е К Т Р И Ч Е С К А Я  Э Н Е Р Г И Я  СИСТЕМ Ы  ЗА РЯ Д О В

Энергетический подход к взаимодействию. Энергетиче
ский подход к взаимодействию .электрических зарядов 
явл яется , как  мы увидим, весьма плодотворным по своим 
практическим применениям, а кроме того, открывает воз
мож ность по-иному взглянуть и на само электрическое поле 
как  ф изическую  реальность.

П реж де всего мы выясним, к ак  можно прийти к  понятию
0 энергии взаимодействия системы зарядов.

1. С начала рассмотрим систему из д  в у  х точечных за 
рядов 1 и 2. Н айдем алгебраическую сумму элементарных 
работ сил  Fj и F2, с  которыми эти заряды  взаимодействуют. 
П усть в некоторой /(-системе отсчета за  время d t  заряды  
соверш или перемещения dlj и d lB. Тогда соответствующая 
работа этих  сил

Ó/4i,]*3Fi dli +  Fgdla-

У читы вая, что F2 =  — Fj (по третьему закону Ньютона), 
перепишем предыдущее выражение:

Ft {dli— día).

В еличина в скобках —  это перемещение заряда 1 отно
сительно зар я д а  2. Точнее, это есть перемещение заряда 1 
в /("-системе отсчета, жестко связанной с зарядом 2 и пере
мещ аю щ ейся вместе с ним поступательно по отношению 
к исходной /(-системе. Действительно, перемещение d lx 
зар яд а  1 в /С-системе может быть представлено как  пере
мещение d la /('-систем ы  плюс перемещение dlí заряда
1 относительно этой /('-системы: dl¿ =  dla -t- dlí. Отсюда 
d lj d  12 ̂  di i и

Г  i  d l ¡ .



И так, оказывается, что сумма элементарных работ в про* 
извольной /(-системе отсчета всегда равна элем ентарной 
работе, которую совершает сила, действующая н а  один 
заряд, в системе отсчета, где другой заряд  покоится. И наче 
говоря, работа ЪА1Л не зависит от выбора исходной /С-си
стемы отсчета.

Сила ^  действующая на зар яд  1 со стороны з а р я д а  2 , 
консервативная (как сила центральная). Поэтому работа 
данной силы на перемещении сШ может быть п редставле
на как  убыль потенциальной энергии заряда 1 в поле з а р я 
да 2  или к ак  убыль потенциальной энергии взаим одействия 
рассматриваемой пары зарядов:

6Л1, яв  ~ и ,

где №1а—  величина, зависящ ая только от расстояния меж ду 
этими зарядами.

2. Теперь перейдем к системе из т р е х  точечны х з а 
рядов (полученный для этого случая результат л егко  будет 
обобщить на систему из произвольного числа зар ядо в). 
Работа, которую совершают все силы взаимодействия при 
элементарных перемещениях всех зарядов, может быть 
представлена как сумма работ всех трех пар взаим одейст
вий, т. е. =  М м  +  б ^ 1.з +  ЬАгл . Н о для каж дой  
пары взаимодействий, как  только  что было п о казан о , 
6/4,•,* =  —  йЧРц,, поэтому

б А =  -  (1 (V »  +  В?1Я+  Й а̂з) —— ,

где V? —  э н е р г и я  в з а и м о д е й с т в и я  дан ной  
системы зарядов,

К аждое слагаемое этой суммы зависит от расстоян и я 
между соответствующими зарядам и, поэтому эн ерги я  
данной системы зарядов есть ф ункция ее конф игурации.

Подобные рассуждения, очевидно, справедливы и для 
системы из любого числа зарядов . Значит, можно у т в е р ж 
дать, что каждой конфигурации произвольной системы за- 
рядов присуще свое значение энергии № и работа всех  сил 
взаимодействия при изменении этой конфигурации р ав н а  
убыли энергии

,(4.1)

Энергия взаимодействия. Найдем выражение д л я  э н е р 
гии №. Сначала рассмотрим оп ять систему из трех точечны х 
зарядов, для которой мы показали , что Ч/ «  +



4- ^гз* П реобразуем эту сумму следующим образом. Пред* 
ставим  каждое слагаемое в симметричном виде: =
— 1/а (^<* +  №щ), поскольку  №1к =  И7*/. Тогда

№=*Ч2(К'и+ЧГ21 +  Ч1'1Э +  №Э1 +  ХГ2В+ЧГз2).
С группируем  члены с одинаковыми первыми индексами:

К аж д ая  сумма в круглы х скобках —  это энергия взаи
модействия 1-го зар яд а  с остальными зарядами. Поэтому 
последнее выражение можно переписать так:

з
ЧР=Ч9№ 1 +  №1 +  Ф3) =  Ч2 2  V I■

( = \

Обобщение полученного выражения на систему из про
извольного числа зарядов  очевидно, ибо ясно, что прове

денные рассуждения совершенно не за-

4
 висят от  числа зарядов, составляющ их 

систему. И так, энергия взаимодействия 
системы точечных зарядов

Ч 7 - 1 / в 5 > | .  (4.2)

^ Имел в виду, что W i =  ^<р(, где 
—  1-й заряд  системы; <р< —  потенциал, 

Ч создаваемый в месте нахождения ¿-го
Рис. 4.1 зар яд а  в с е м и  о с т а л ь н ы м и  за

рядам и системы, получим окончатель
ное выражение для энергии  взаимодействия системы точеч
ны х зарядов:

=  (4.3)

Пример. Четыре одинаковых точечных заряда q находятся в вер
ш и н а х  тетраэдра с ребром а  (рис. 4.1). Н айт и анергию взаимодействия 
нарядов этой системы.

Энергия взаимодействия каждой пары зарядов здесь одинакова 
и равн а  и?х =  ?а/4 л ц а .  В сего таких  взаимодействующих пар, как  видно 
и з рисунка, шесть, поэтому энергия взаимодействия всех точечных 
зар яд о в  данной системы

У? =  6№ х= £к7*/4Ле0а.

Иной подход к решению этого вопроса основан на использовании 
ф орм улы  (4.3). Потенциал <р в  месте нахождения одного из зарядов, 
обусловленный полем всея остальных зарядов, равен <р =  3?/4яе0а , 
Поэтому

т  1 V 1 „ 1 Ф



П олная энергия взаимодействия. Если заряды р а с п р е 
делены непрерывно, то, р азлагая  систему зарядов на со в о 
купность элементарных зарядов с1с/ — р(1У и переходя от 
суммирования в (4.3) к интегрированию , получаем

где <р —  потенциал, создаваемый всеми зарядами систем ы  
в элементе объемом с\У. А налогичное выражение м ож н о 
записать для распределения зарядов , например, по п о в ер х 
ности; для этого достаточно в формуле (4.4) зам енить р 
на а  и (IV на 65.

Можно ошибочно подумать (и это часто приводит к  не
доразумениям), что выражение (4.4) —  это только ви д о и з
мененное выражение (4.3), соответствующее замене пред
ставления о точечных зарядах представлением о непреры вно 
распределенном заряде. В действительности это не т а к  —  
оба выражения отличаются по своему с о д е р ж а н и ю .  
П роисхождение этого различия —  в разном смысле потен
циала ф, входящего в оба вы раж ени я, что лучше всего п о я с 
нить на следующем примере.

П усть система состоит из двух  ш ариков, имеющих з а 
ряды (¡\ и Расстояние меж ду шарйками значительно 
больше их размеров, поэтому заряды  дг и можно счи тать  
точечными. Найдем энергию № данной системы с помощ ью  
обеих формул.

Согласно формуле (4.3)

где фг —  потенциал, создаваемый зарядом  ^  в месте н ах о 
ж дения зар яда  аналогичный смысл имеет и потенциал фа.
• Согласно ж е формуле (4.4) мы должны разбить з а р я д  

каж дого ш арика на бесконечно малые элементы рс1К  и 
каж дый из них умножить на потенциал ф, создаваемый не 
только зарядами другого ш ари ка , но и элементами з а р я д а  
э т о г о  ш арика. Ясно, что результат  будет соверш енно 
другим, а именно:

где №г —  энергия взаимодействия друг с другом элем ен 
тов заряда первого ш арика; № 2 —  то же, но для второго  
ш арика; — энергия взаимодействия элементов з а р я д а  
первого ш арика с элементами зар яд а  второго ш ар и к а .

(4.4)

У  =  Ч* (Лф! +  *  <7хФ1= Л ф|.

(4 .5)



Энергии И?! и \Р8 назы ваю т с о б с т в е н н ы м и  э н е р 
г и я м и  зарядов ^  и ?2, а №12— э н е р г и е й  в з а и м о 
д е й с т в и я  зар яд а  с зарядом цг.

Таким образом, мы видим, что расчет энергии V? по фор
м уле (4.3) дает только  № 12) а расчет по формуле (4.4) — 
п о л н у ю  э н е р г и ю  в з а и м о д е й с т в и я :  кроме 
ИР12 еще и собственные энергии и №2. Игнорирование 
этого  обстоятельства зачастую  является источником грубых 
ошибок.

К данному вопросу мы еще вернемся в § 4.4, а сейчас 
получим с помощью формулы (4.4) несколько важных ре
зультатов.

§ 4.2 . Э Н Е Р Г И Я  З А Р Я Ж Е Н Н Ы Х  П РО В О Д Н И К А  '
И  КОН ДЕНСАТОРА

Энергия уединенного проводника. Пусть проводник имеет 
за р я д  ц и потенциал <р. П оскольку значение 9  во всех точ
ках , где имеется зар яд , одинаково, <р можно вынести из-под 
зн ак а  интеграла в формул^ (4.4). Тогда оставш ийся интег
р ал  есть не что иное, к а к  заряд д на проводнике, и

(4.6)

Эти три выражения написаны  с учетом того, что С =  ?/ф.
Энергия конденсатора. Пусть ?  и ср+—  заряд  и потенциал 

положительно заряж енн ой  обкладки конденсатора. Согласно 
формуле (4.4) интеграл можно разбить на две части —  для 
одной и другой обкладок . Тогда

В? = 1/2 Ом>++м>_).

Т а к  как ц . — — <?+, то
' X? =  1/29+ (Ф+ -  Ф-) =  У Ф ,

где <7 =  <7+—  заряд  конденсатора, V  — разность потенциа
лов на его обкладках. П риняв во внимание, что С  =  ц Ш ,  
получим следующие вы раж ения для энергии конденсатора:

?<р _Сф» <р_
2 ~  2 “ 2С*

(4.7)

Здесь надо заметить, что эти формулы определяют п о л 
н у ю  энергию взаимодействия: не только энергию взаимо-



действия зарядов одной обкладки с зарядам и другой , но и 
энергию взаимодействия зарядов внутри каж дой обкладки .

А если есть диэлектрик? Мы сейчас убедим ся, что 
формулы  (4.6) и (4.7) справедливы и при наличии диэлект рика. 
С этой целью рассмотрим процесс зарядки  конденсатора 
как перенос заряда малыми порциями йц* с одной обкладки 
на другую.

.Элементарная работа, совершенная нами при этом  про
тив сил поля, запишется как

где и '  — разность потенциалов между обкладкам и в мо
мент, когда переносится очередная порция зар я д а  ¿д '. 

П роинтегрировав это выражение по </' от 0  до <7, получим

что совпадает с выражением для полной энергии конденса
тора. Значит, совершаемая нами работа против сил  электри 
ческого поля целиком идет на создание энергии № зар я ж ен 
ного конденсатора. Кроме того, полученное вы раж ени е для 
работы А  справедливо и в том 'случае, когда между обклад
ками конденсатора имеется произвольный диэлектрик . 
Этим самым мы доказали справедливость формул (4.7) и 
при наличии диэлектрика,

Все сказанное относится, очевидно, и к ф ормулам  (4.6).

§ 4 .3 . Э Н Е Р Г И Я  Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Г О  П О Л Я

О локализации энергии. Ф ормула (4.4) определяет эл ект
рическую энергию № любой системы через заряды  и потен
циалы. Но, оказывается, энергию № можно вы разить такж е 
и через величину, характеризую щ ую  само электрическое 
поле, —  через напряж енность Е. Убедимся в этом сначала 
на простейшем примере плоского конденсатора, пренебре
гая искажением поля у краев пластин (краевым эффектом). 
Подстановка в формулу =  -СЦ212 вы раж ени я С =>
=  ее05  /И дает

А поскольку ШЬ =  Е  и ЭН =  V  (объем между обкладкам и 
конденсатора), то

6/4 =  1/' дд'=(д'1С) йд'

А =д*/2С,

(4.8)



П олучен ная формула справедлива для однородного поля, 
заполняю щ его объем V.

В общей теории доказы вается, что энергию № можно 
вы рази ть  через Е (в случае если диэлектрик и з о т  р о п- 
н  ы й) по формуле

П оды нтегральное выражение в этом уравнении имеет смысл 
эн ерги и , заключенной в объеме с!У. Это подводит нас 
к  весьма важной и плодотворной физической идее о лока
ли за ц и и  энергии в самом поле. Д анное предположение нашло 
опы тное подтверждение в области переменных во времени 
полей. Т олько  там встречаются явления, которые можно 
истолковать на основе идеи о локализации энергии в поле. 
И м енно переменные поля могут существовать независимо 
от  возбудивш их их электрических зарядов и распростра
н яться  в пространстве в виде электромагнитных волн. 
И  опыт показывает, что электромагнитные волны переносят

т р о п н о г о  диэлектрика, для которого выполняется 
соотнош ение Р =  хе0Е. Д л я  анизотропных диэлектриков 
дело  обстоит сложнее.

Ещ е об обосновании формулы (4 .9 ). Энергия уединенного заря- 
ж енного  проводника, как  известно, есть № =  ?ф/2. Покажем, что это 
т а к , исходя из идеи о локализации энергии в поле.

Рассмотрим произвольный положительно заряженный проводник. 
В ы делим мысленно бесконечно малого сечения трубку, ограниченную  
л и н и ям и  вектора Е (рис. 4.2), и в ней возьмем элементарный объем 
йУ — с15с1/. В этом объеме заклю чена энергия

(4.9)

энергию —  уж е это заставляет нас 
признать, что носителем энергии 
является само поле.

Из последних двух формул сле
дует, что электрическая энергия 
распределена в пространстве с 
объемной плотностью

ео Ей
(4.10)

Рис. 4.2 Заметим, что эта формула спра
ведлива только в случае и з о *



Теперь найдем энергию, локализованную  во всей вы деленной нами 
трубке. Д л я  этого проинтегрируем последнее выраж ение, у чи ты вая , 
что произведение ¿>¿.5 одинаково во  всех сечениях трубки, и поэтому 
его можно вынести за знак интеграла:

со
йдЭ  

— 2- Ф ,

где А  — начало трубки.
Остается сделать последний т а г — проинтегрировать полученное 

вы раж ение по всем трубкам, и мы найдем энергию, л о кал и зо ван н у ю  
во всем поле, Принимая во внимание, что потенциал ф одинаков у тор
цов всех трубок (они ведь начинаю тся на поверхности проводн ика), 
запишем

где интегрирование проводится по замкнутой поверхности, совп адаю 
щей с одной из эквипотенциальных поверхностей. По теореме Гаусса 
этот интеграл равен заряду д на проводнике, и мы получим о к о н ч а
тельно

И7«<7Ф/2,
что и требовалось доказать.

Рассмотрим два примера, иллюстрирую щ их возм ож н ос
ти и преимущества, которые дает использование идеи о 
локализации энергии в поле.

Пример I. Точечный варяд ц находит ся в центре шарового слоя  
из однородного диэлектрика с проницаемостью г. В нут р енни й  и  на 
ружный радиусы слоя равны соответственно а  и Ь. Н айт и элект риче
скую энергию, заключенную в данном диэлектрическом слое.

Мысленно выделим в диэлектрике очень тонкий концентрический 
сферический слой радиусом от г  до г 4 - с!г. Энергия, л о к ал и зо в ан н ая  
в этом слое:

й г ,¿г
где Е  — {¡ЧАпе^ы*. П роинтегрировав предыдущее вы раж ение п о  г  о т  а  
до Ь, получим

Ц7 = , — ? !  ... ( 1 _____ 1 \
олвов \  а Ь /  ‘

Пример 2. Найт и работу, кот орую  надо совершить пр о т и в элек* 
трических сил, чтобы удалить диэлектрическую пласт инку и з  п ло 
ского заряженного конденсатора. Предполагается, что заряд  ц конден
сатора остается неизменным и диэлект рик заполняет все прост ранст во  
между обкладками. Емкость конденсатора без диэлектрика р а вн а  С .

Работа против электрических сил в  этой системе пойдет на п р и р а 
щение ее электрической энергии:

где ХРх — энергия поля между обкладкам и конденсатора Ттри н аличи и  
диэлектрика; — то ж е, но при отсутствии диэлектрика. И мея в ви ду , 
что модуль вектора 0  не изменится в результате извлечения п л асти н ы ,

Ей1



а  =  чг* -1 у 1- ( - 0- - ~ ) у = £ ( \ - ±
Г а  12ео 2е0е Г  2С \  е

где V  =  5Л и С =  е ^ /Л ;  5  и Л — площадь каждой обкладки и рас
стояни е между ними.

Работа поля при поляризации диэлектрика. А нализируя 
ф орм улу (4.10) для объемной плотности энергии, мы заме
чаем , что при одном и том же значении Е  величина ни при 
наличии диэлектрика оказы вается в е раз больше, чем при 
отсутствии диэлектрика. Н а первый взгляд это каж ется 
странным: ведь напряж енность поля в обоих случаях  мы 
поддерживаем одной и той же. К ак  мы сейчас увидим, все 
дело  в том, что при создании поля в диэлектрике оно совер
ш ает  дополнительную работу, связанную с поляризацией. 
И  под энергией поля в диэлектрике следует понимать в с ю  
энергию , которую нуж но затратить на возбуждение электри
ческого поля, а она склады вается из собственной электриче
ской  энергии и той дополнительной работы, которая совер
ш ается при поляризации диэлектрика.

Чтобы, в этом убедиться, подставим в (4.10) вместо О 
величину е0Е +  Р. тогда

— =£+?■ <4П>
П ервое слагаемое здесь совпадает с плотностью энергии 
п оля  Е в вакууме. О стается проверить, что «дополнитель

ная» энергия ЕР/2 связана с 
поляризацией диэлектрика.

Ь  т Подсчитаем работу, кото-
рую совершает электрическое 

Рис. 4.3 поле на поляризацию едини
цы объема диэлектрика, т. е. 

н а  смещение, зарядов р+ и р'_ соответственно по и против 
п оля  —  при возрастании напряженности от Е до Е +  <ЗЕ. 
П ренебрегая членами второго порядка малости, запишем

6 л = р .;е с !1++ р :е ( 11_1

где <11+ и (31_— дополнительные смещения при увеличении 
п оля  на с!Е (рис. 4.3). Учитывая, что р! =  — р+, получаем 

6/4 -= р ;  ( а 1+ -  ш _) е  *= р ;  си • е ,

где  (11 =  с11+ — с11_— дополнительное смещение -положи
тельны х зарядов относительно отрицательных. Согласно 
(3 .4 ) р;(11 «  Р, и



Т ак ка)( Р **» хе0Е, ти

б А =  Е • хе« йЕ =  а -  с! ( - ? у

Отсюда вся работа на поляризацию  единицы объема 
диэлектрика

А =  ЕР/2, (4.13)

что совпадает со вторым слагаемым формулы (4 .11).
Таким образом, объемная плотность энергии & =  Е О /2  

вклю чает в себя собственную энергию поля е0£ а/ 2  и энер
гию ЕР/2, связанную  с поляризацией вещества.

§ 4 .4 . СИСТЕМ А Д В У Х  З А Р Я Ж Е Н Н Ы Х  Т Е Л

Представим себе систему из двух заряж енны х тел  в ва
кууме. Пусть одно тело создает в окруж аю щ ем простран
стве поле Еь  а другое —  поле Еа. Результирую щ ее поле 
Е =  Ех +  Еа и квадрат этой величины 

£ * - £ ?  +  Е | +  2Е1Е1.

Поэтому, полная энергия № данной системы согласн о  (4.9) 
равна сумме трех интегралов:

(4.14)

что совпадает с формулой (4.5) и раскрывает полевой смысл 
входящих в нее слагаемых. П ервые два интеграла в  (4.14) 
представляют собой собственную энергию первого и второго 
заряж енны х тел (№ , и №а), последний и н тегр ал —  энергию  
их взаимодействия ( ^ 12).

Отметим следующие важные обстоятельства в св язи  с 
формулой (4.14).

1. Собственная энергия каж дого заряж енного  тела  — 
величина существенно полож ительная. П олож ительной я в 
ляется всегда и полная энергия (4.9) — это ср азу  видно из 
того, что под интегралом находятся существенно п олож и 
тельные величины. Энергия ж е взаимодействия м ож ет быть 
как положительной, так  и отрицательной.

2. *При всех возможных перемещениях зар яж ен н ы х  тел , 
не изменяющих конфигурации зарядов на каж дом  теле , 
собственная энергия тел остается постоянной, и поэтому 
ее можно считать аддитивной постоянной в вы раж ени и  для 
полной энергии №. В этих случаях  изменения И7 опреде
ляю тся всецело только изменениями взаимной эн ерги и  №1а.



В частности, именно, так  ведет себя энергия системы двух 
точечны х зарядов при изменении расстояния между ними.

3. В отличие от вектора Е энергия электрического 
п оля  —  величина не аддитивная, т. е. энергия поля Е, 
являю щ егося  суммой полей Е1 и Е2, вообще говоря, не равна 
сум м е энергии обоих полей из-за взаимной энергии 
В частности, при возрастании всюду £  в я  раз энергия поля 
увеличивается в па раз.

§ 4 .5 . С И Л Ы  П Р И  Н А Л И Ч И И  Д И Э Л Е К Т Р И К А

Электрострикция. Опыт показывает, что на диэлектрик 
в электрическом  поле действуют силы (их иногда называют 
п о н д е р о м о т о р н ы м и). Эти силы возникаю т и в тех 
с л у ч ая х , когда диэлектрик в целом не заряж ен. Причиной 
их возникновения является  в конечном счете действие не
однородного электрического поля на дипольные молекулы 
поляризованного диэлектрика (как известно, на диполи 
в неоднородном электрическом поле действует сила, напра
вл ен н ая  в сторону возрастания данного поля). Причем эти 
силы  обусловлены неоднородностью не только макрополя, 
но и м икрополя, создаваемого в основном ближайшими мо
л екулам и  поляризованного диэлектрика.

П од действием указанны х электрических сил поляризо
ванны й диэлектрик деформируется. Это явление называют 
э л е к т р о с т р и к ц и е й .  Вследствие электрострикции 
в диэлектрике возникаю т механические напряж ения.

Все это приводит к  тому, что на проводник, находящийся 
в  поляризованном  диэлектрике, действует не только элект
ри ч еская  сила, зависящ ая от зарядов на проводнике, но и 
дополнительная механическая сила со стороны диэлектрика. 
В  общем случае влияние диэлектрика на результирующ ую 
си л у , испытываемую проводником, не может быть учтено 
н и каки м и  простыми соотношениями, и задача вычисления 
си л  с одновременным исследованием механизма их возник
н овен ия, как  правило, оказывается весьма сложной. Однако 
во  многих случаях эти силы можно вычислить достаточно 
просто без детального анализа их происхождения —  с по
мощ ью  закона сохранения энергии.

Энергетический метод определения сил. Этот метод яв 
л я е тс я  наиболее общим. Он позволяет, отвлекаясь от при
чин  возникновения сил, автоматически учитывать все сило
вы е взаимодействия (электрические и механические) и 
поэтом у приводит к  правильному результату.



П окаж ем, в чем суть энергетического метода расчета 
сил. Н аиболее просто обстоит дело  в случае, когда з а р я 
женные проводники отключены от  источников нап ряж ения. 
В этом случае заряды на проводниках остаются постоян
ными, и мы можем утверждать, что работа А  всех внутрен
них сил системы при медленных перемещ ениях проводни
ков и диэлектриков совершается целиком  за счет убы ли 
электрической энергии 0/ системы (или ее поля). Здесь 
предполагается, что при указан ны х перемещениях не про
исходит преобразования электрической энергии в други е 
формы, или, точнее, считается, что такие преобразования 
пренебрежимо малы. Таким образом , для  бесконечно м а
лых перемещений можно запи сать

где символ <7 подчеркивает, что убы ль энергии системы 
долж на быть вычислена при постоянны х зарядах  на про
водниках.

Уравнение (4.15) является исходным для определения 
сил, действующих на проводники и диэлектрики в электри 
ческом поле. Д елается это, наприм ер, так . Пусть нас инте
ресует сила, действующая на данное тело (проводник или 
диэлектрик). Совершим бесконечно малое поступательное 
перемещение Ах этого тела в интересующ ем нас н ап р авл е
нии X .  Тогда работа искомой силы  Ё на перемещении й х  
есть 6 Л =  Рх6х% где / \* — п роекция силы Ё на п олож и
тельное направление оси X. П осле подстановки последнего 
вы ражения для ЬА в (4.15) и деления на дх  получим

Следует обратить внимание вот на что. Сила, к ак  и зве
стно, зависит только от полож ения тел и распределения 
зарядов в данный момент. О на не может зависеть от того , 
как  будет развиваться энергетический процесс в том случае , 
если система придет в движение под действием сил. А  это  
значит, что для  вычисления Fx по формуле (4.16) нет н а 
добности подбирать такой реж им, при котором обязательн о  
все заряды  проводников оставались бы постоянными (q »  
=  const). Н адо просто найти приращ ение d№  при услови и , 
что q =  const, а э т о —  чисто м атематическая операция.

Заметим, что если перемещения проводить при постоян
ном потенциале на проводниках, то  соответствующий р а с 

bA =  — dW |9, (4 .15)

Fx  d W / d x \ q. (4 .1 6 )



чет приводит к  д ругой  формуле для силы: F x = *-\-dW ldx\y. 
О д н ако — и это важ н о  —  результат расчета Fx  по этой 
формуле или по (4.16) оказывается одинаковым, как и должно 
быть. Поэтому мы ограничимся в дальнейш ем использова- 
нием только ф орм улы  (4.16) и будем применять ее для лю
бых условий, вклю чая  и такие, где при малых перемеще
ниях q 7^ const. Н а с  это не должно смущ ать: производную 
dW Idx  мы и в подобных случаях будем вычислять при q — 
■= const.

Пример. Н айт и си лу , действующую на одну и з  обкладок плоского 
конденсатора в ж идком диэлектрике, если расстояние между обклад
ками h, емкость конденсат ора в этих условиях С и  на  нем поддержи
вается напряж ение U.

В данном случае при  мысленном раэдвижении обкладок постоян
ным оказывается н ап р яж ен и е  U, а заряд q конденсатора меняется 
(это видно из соотнош ения C — qlU).  Несмотря на это, расчет силы 
мы будем проводить в  предположении, что <7 =  const, т. е. по фор

муле (4.16). Здесь наиболее подходящим 
выражением для энергии конденсатора 
является следующее:

x*ix

— —  где е — проницаемость диэлектрика, 5  —
О площадь каждой обкладки, * — расстоя

ние между ними ( х =  к).
Рис. 4.4 Выберем далее положительное на

правление оси X ,  как  показано на 
рис. 4.4. Согласно (4.16) сила, действующая на верхнюю обкладку 
конденсатора:

г  dW
F x  дх 2ее05  ' ( 1)

Здесь знак  минус у к азы в ает  на то, что вектор ?  направлен в  отрицатель 
ную сторону оси X ,  т . е. сила имеет характер притяж ения. Учитывая, 
что я =  о 5  =  £>5 =  ее0£ 5  и £  =  (У/Л, преобразуем (I) к  виду

Рх =  -Си*12Н.

Силы в жидком диэлектрике. Из формулы (1) предыду
щ его примера видно, что сила взаимодействия обкладок 
плоского к о н д ен сато р а . в жидком диэлектрике в е раз 
меньше, чем в в аку у м е  (где е =  1). Этот результат, как 
показывает опыт, м ож но обобщить: при заполнении всего 
пространства, где есть электрическое поле, жидким или 
газообразным диэлектриком  силы взаимодействия между 
заряженными проводниками (при неизменных зарядах  на 
них) уменьшаются в е раз:

'  Р  =  (4-17)



Отсюда следует, что два точечных зар я д а  <7, и д.2> находя» 
щиеся на расстоянии г  друг от друга внутри  безграничного 
жидкого или газообразного диэлектрика, взаимодействуют 
с силой

<4Л8>
т. е. тоже в е раз меньшей, чем в вакууме. Э та ф ормула вы ра
ж ает закон К улона для точечных зарядов  в безграничном 
диэлектрике.

Следует обратить особое внимание на то, что в последнем 
законе под точечными подразумеваются сторонние заряды , 
сосредоточенные на макроскопических телах , размеры кото
рых малы по-сравнению с расстоянием м еж ду ними. Таким 
образом, закон (4.18) в отличие от закон а К улона в ваку
уме имеет весьма ограниченную область применения: диэ
лектрик должен быть однородным, безграничны м, обяза
тельно жидким или газообразным, а взаимодействующ ие 
тела —  точечными в макроскопическом смысле.

Интересно, что в однородном ж идком или газообразном 
диэлектрике, заполняю щем все пространство, где есть поле, 
как  напряж енность Е, так и сила Р, действую щ ая на то
чечный заряд  <7, в е раз меньше Е 0 и при отсутствии'диэ
лектрика А  это значит, что сила Р, действую щ ая на точеч
ный заряд  д, определяется в этом случае такггл ж е фор
мулой, как и в вакууме:

Р ~ (7 Е , (4.19)

где Е —  напряж енность поля в диэлект рике  в том месте, 
куда помещают сторонний зар яд ’ (?. Т олько  в этом случае 
по силе Р формула (4.19) позволяет определить поле Е 
в диэлектрике. Следует обратить внимание, что на сам сто
ронний заряд  —  он сосредоточен на каком--ГО небольшом 
теле — будет действовать другое поле —  не то, что в самом 
диэлектрике. И  тем не менее, формула (4.19) дает, как  это 
ни удивительно, верный результат.

Поверхностная плотность силы. Р ечь пойдет о силе, 
действующей на единицу поверхности заряж ен н ого  про
водника в жидком или газообразном диэлектрике. Рас
смотрим с этой целью плоский конденсатор в ж идком диэ
лектрике. П усть конденсатор заряж ен  и отклю чен от источ
ника напряж ения —  чтобы заряд  конденсатора и поле Е 
внутри него не менялись п ри ,раздви ган и и  обкладок.

Вернемся к  рис. 4.4. Энергия кон ден сатора— это энер
гия поля внутри него. В соответствии с (4.9) она равна
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№ =  г 1гЕ 0 8 х ,  где 5 — площ адь каж дой обкладки, х  —  
расстояние между ними ( 5 х — объем, занимаемый полем). 
С огласно (4.16) сила, действующая на верхнюю обкладку,

Рх =  -  дЧПдх\й =  ~~ \faEDSt

откуда поверхностная плотность силы

(4.20)

Мы получили интересный и важ ны й результат, имеющий 
общий характер  (в жидком или газообразном диэлектрике). 
О казы вается, поверхностная плотность силы, действующей 
на проводник, равна объемной плотности электрической 
энергии вблизи поверхности. Н аправлена эта сила всегда 
по нормали к поверхности, причем наруж у проводника 
(стремясь его  растянуть) независимо от зн ака  поверхност
ного зар я д а .

Задачи

Ф  4 .1 . Энергия взаимодействия. Точечный заряд  ?  находится  
на расст оянии I от безграничной проводящей плоскости. Н айт и энер
гию взаимодействия  (Г этого заряда с зарядам и, индуцированными на  
плоскости.

Р е ш е н и е .  Мысленно «заморозим» распределенный по плоско
сти зар яд , и в этих условиях переместим точечный заряд  ? в бесконеч
ность. З а р я д  <7 при этом будет перемещаться в потенциальном поле, 
которое эквивалентно полю неподвижного точечного фиктивного за 
ряда —9, располож енного на неизменном расстоянии I по другую  сто
рону от плоскости. И  мы сразу можем написать

I /.а
У

4ле0 21 *
ф  4 .2 . Собственная, взаимная и полная энергии. Система со- 

стоит и з  двух концент рических металлических оболочек радиусами  
и Я2 с соответствующими зарядамй и  <?<,. Н айт и собственную энер
гию и  каж дой оболочки, энергию  1У ВЭ взаимодействия оболочек 
и  полную  элект рическую  энергию № данной системы, если /?2 >  # | .

Р е ш е н и е .  С обственная энергия каж дой оболочки согласно (4.6) 
равна ?ф /2 , где ср — потенциал оболочки, обусловленный только за 
рядом ц на ней, т . е. ср — <7/4я е0Я , где Н  — радиус оболочки. Таким 
образом, собственная энергия каждой оболочки

«и- 1 Я*, а
1,8 4лео2# 112 '

Энергия ж е  взаимодействия заряж енны х оболочек равна заряду  д 
одной из них, умноженному на потенциал ф, который создает заряд  
другой оболочки а  месте нахождения заряда  <?: ЦР83 =  <79.



В нашем случае (Я а > # )

Й7 = 0 ' ? 1  =  _ '_ Ч Ж  
вз 4ле0 1?а 4лв« Я , * *

Полная электрическая энергия системы

0  4.3. Два небольших металлических шарика радиусам и R^ и R t 
находятся в вакууме на  расстоянии, значительно превышающем их 
размеры, и имеют некоторый определенный суммарный заряд . П р и  ка
ком отношении зарядов не  ш ариках электрическая энергия системы 
будет минимальной? Какова при этом разность пот енциалов между 
шариками?

Р е ш е н и е .  Электрическая энергия данной системы

где 1Г , и П7а — собственные электрические энергии ш ариков  (^ф/2);
—  энергия их взаимодействия или <?2Ф1); I —  расстояние между 

ш ариками. Т ак как ?8 =  ? —  где <? — суммарный за р я д  системы, то

п? 1 Г <7? , (<?-<?!)* , Я\(д-Я1)']
™ 4ле0 12/?1 2R i  ^  I } ш

Энергия № будет минимальной при =* 0. Отсюда
R \ R i

и
где учтено, что R^ и /?8 значительно меньше I и

яОя* =  К М -
Потенциал каждого ш арика (их можно рассматривать как  изолирован
ные) <р со  ?//? , поэтому из предыдущего равенства следует, что Фх =  
=  ф2, т. е. разность потенциалов при таком распределении равна 
нулю

ф  4.4. Локализация энергии в поле. З аряд  ц распределен равно* 
мерно по объему шара радиусом  Я . Полагая диэлектрическую прони
цаемость всюду равной единице, найт и собственную электрическую  
энергию шара и отношение анергии Й^, локализованной вн ут р и  шара, 
к  энергии в окружающем пространстве.

Р е ш е н и е .  П реж де всего найдем с помощью теоремы Гаусса 
поле внутри и вне шара:

£ ‘ = е т г < ' £ * = 4 к ?  (' Э5* )-
Теперь вычислим собственную электрическую  энергию  ш ара:

V  =  V  ,  +  г ,  =  |  ^  4„Г. си + 1  4ял* ал =  ̂  ( - ‘ +  1) . 

Отсюда следует, что

1 1 в 1  
4ле# Ъ R , W ^ 5

Интересно, что отношение не зависит от радиуса ш ара .



ф  4 .5 . Имеется сферическая оболочка, заряж енная равномерно 
варядом д. В  центре ее расположен'точечный заряд д0. Н айт и работу 
элект рических сул 9той системы п р и  расширении оболочки — увели
чении ее радиуса от до /?а-

Р е ш е н и е .  Работа электрических сил равна убыли электриче
ской энергии системы:

Чтобы найти разность. № 1 — заметим, что при расширении обо
лочки  (рис. 4.5) электрическое поле, а следовательно, и локализован
ная в нем энергия изменились только в заштрихованном сферическом 
слое. Значит,

Ц .  ( £ > - £ * )  4л/* <1л

А
где и £ а — напряж енность поля (в заштрихованном слое на рас
стоянии г от центра системы) до и после расширения оболочки, С по
мощью теоремы Гаусса находим

с  I г  1 Яо л— . £ а —•4лео

О результате интегрирования получим

4яео г* '

I
д (<?о-И/2 ) /  1____

4лео \/?1 /?8

З а м е ч а н и е ,  Если эту работу искать через потенциал как  А  «■ 
** Я (Ф1 — Фа), где Ф — потенциал, создаваемый зарядом д0 в месте 
нахож ден ия  заряда д, ответ будет другим ~  неверным. С вязано это

Рис. 4.6

с тем, что при таком подходе не учитывается та дополнительная ра
бота, которую  совершают электрические силы при изменении конфигу
рации зар яд а  д на расширяющейся оболочке.

Ф  4 .6 . Точечный заряд д находится в центре сферического неза
ряж енного проводящего слоя, внут ренний и  наружный радиусы  кото
рого равны соответственно а и  Ь. Какую работ у произведут электриче
ские силы в данной системе, если заряд д переместить из его первона
чального полож ения через малое отверстие (рис. 4.6) на очень большое 
расстояние от  сферического слоя?



Р е o re  н и в .  Будем исходить из тЬго, что работа электрически* 
сил равна убыли электрической энергии системы. П оследняя ж е, как 
известно, локализована в самом поле. Поэтому вопрос сводится, по 
существу, к выяснению, как  изменится само поле в результате этого 
процесса.

Нетрудно сообразить, что поле вокруг зар яд а  q изменится только 
в сферическом слое с внутренним и наружным радиусам и а и Ь. В самом 
деле, в начальном положении заряда лоля здесь не бы ло, а в  конеч
ном положении поле в этом слое есть (ведь сам сферический проводя
щий слой будет находиться далеко от заряда q). С ледовательно, иско
мая работа

ь

А =  0 -Ц Г „ —
а

Имея в виду, что Е  »  д-/4ле0г* и &V =  4 лгЧ г ,  получим после м и к ш и 
рования

оле^ go

ф  4.7. Работа при раздвиженин пластин конденсатора. Имеется 
плоский воздушный •конденсатор, площадь каждой обкладки которого 
равна S .  Какую работ у А '  против электрических сил надо совершить,  
чтобы увеличить расстояние между обкладками от  х , до х2, если при  
зтом поддерживать неизменным: 1) заряд конденсатора, равный  </;
2) напряжение на конденсаторе, равное U? Чему равно приращение 
электрической энергии конденсатора в обоих случаях?

Р е ш е н и е .  1. И скомая работа

9*
А — ? £ i ( * i  — xi ) — — *i).

где — напряж енность поля, создаваемого одной обкладкой (F 
=  о/2е<,). Именно I» этом поле перемещается эар яд , находящ ийся не 
другой обкладке. Д ан н ая  работа целиком идет на приращ ение электри* 
ческой энергии: t iW  =  А '.

2. В этом случае сила, действующая на каж дую  обкладку  конден- 
сатора, будет зависеть от расстояния между ними. Запиш ем элемен
тарную  работу силы, действующей на обкладку при ее перемещении 
на dx относительно другой обкладки:

Р . e<jSt/8 dx6/4 * = q £ id x —  — t

где учтено, что q — C U , E i V I2x и С =  e0S /x . П осле интегрирования
получим

Приращение электрической энергии конденсатора

Заметим, что Д№ »  — А '.
Таким образом, раздвигая обкладки, мы соверш аем  положитель

ную работу (против электрических сил), эн ергия ж е  конденсаторе

т



при этом ум еньш ается. Чтобы понять, в чем тут дело, надо обратиться 
к источнику, поддерживающему неизменной разность потенциалов на 
конденсаторе. Этот источник тоже соверш ает работу Л ист, причем со
гласно зак о н у  сохранения энергии Л ист +  Л '= »  АН?, откуда видно, 
что /4ИСТ =  Д1Р — А ' — — 2А  <  0.

ф  4 .8 . Силы, действующие между проводниками в диэлектрике. 
Плоский конденсатор опустили в горизонтальном положении в ж идкий  
диэлект рик с проницаемостью  е, который заполнил зазор между пласт и
нам и. Ш ирина  зазора  А. Затем конденсатор подключили к постоянному 
напряж ению  и .  Н айт и силу  / ' ,  действующую на единицу поверхности 
пласт ины  со стороны диэлектрика.

Р е ш е н и е .  Результирую щ ая сила /, которая действует на еди
ницу площ ади каж дой из пластин, может быть представлена как

/ - / в - / ' .  (I)
где /о —  электрическая  сила, действующая на единицу площади со 
стороны другой  пластины (она представляет собой не что иное, как  
силу на единицу площади при отсутствии диэлектрика). В нашем слу
чае

/ « /о / е ,  /о**сгЯ«»ст2/2е0, (2)

где Е  —  напряж енность поля в  месте нахож дения одной из пластин, 
создаваем ая зарядам и другой пластины. Имея в виду, что ст =  О =* 
е= е е ^ /Л ,  получим после подстановки (2) в ( 1):

/ '  -  /0 (1 -  1 /е) =» е (е -  1) е о ^ / 2А».

Н априм ер, при  ?/=* 500 В, Л »  1,0 им и в =  81 (вода) / ' = 7  кПа 
(0 ,0 / атм).

ф  4 .9 . Сила, действующая на диэлектрик. В  цилиндрический кон
денсатор вводят цилиндрический слой однородного диэлектрика с про
ницаемостью г, который заполняет практически все пространство 
между обкладкам и. Средний радиус обкладок 1%, зазор между ним и й, 
причем Конденсатор подключен к  источнику постоянного на -
пряж ения 0 .  Н айт и силу, втягивающую диэлектрик в конденсатор.

Р е ш е н и е .  Воспользовавшись формулой V? =  ср12С для энер
гии конденсатора, найдем согласно (4.16), что искомая сила

т  дС /дх Ц» дС
2 С* "  2 дх 1 ( }'  Р х  дх

Емкость данного конденсатора при условии й  Я определяется фор
мулой для  плоского конденсатора, поэтому если диэлектрик вдвинут 
на глубину х ,  а длина конденсатора I, то

+ М ' - * ) - 2яЯ (2)

•После подстановки (2) в (1) получим

^ * “ *0 (®— I)
ф  4 .10 . Конденсатор состоит из двух неподвижных пласт ин, 

имеющих ф орм у полукруга радиусом /?, и  расположенной между ним и  
подвиж ной пласт ины  из диэлектрика с проницаемостью е. Пластина  
может свободно поворачиваться вокруг оси О (рис. 4.7), ее толщина Н, 
что практ ически равно расстоянию меж ду неподвижными пласт инами. 
М еж ду пласт инам и конденсатора поддерживается постоянное напря



жение U. Найти момент сил М относительно оси О, действующий 
на подвижную пластину в положении, показанном на рисунке.

Р е ш е н и е .  Работа, которую совершает момент сил М при по
вороте пластины на элементарный угол d a , равна убыли алектриче- 
ской энергии системы при ¿7 =  const [см. (4.16)]:

Mz da =  — d W |if
где W — q2l2C. Поэтому

д .  dWM, = -----,—* da
q* дС/да 
~2 C*~‘ (1)

В данном случае С =  Сг +  Сг, где Сг и Се — емкости частей конден
сатора без диэлектрика и с диэлектриком. Площадь сектора с  углом а 
определяется как 5  =  аЯ}/2, поэтому

С =  80а /? 2/2Л-|-ее<) ( л — а )  Я 2/2Л.

^— • ( 1 — е ) . Подставим

выражение в формулу (1) и учтем,
С = д/и, тогда

№Отсюда

м * 2 2 Л
- е ) ;

Отрицательное значение Ме показывает, что момент этих сил дей
ствует по часовой стрелке (против положительного направления от
счета угла а ; см. рис. 4.7). Этот момент стремится втянуть диэлектрик 
внутрь конденсатора.

заметим, что Мг не зависит от угла а .  Однако в положении равно
весия, когда а =  0, момент Мг = 0. Это расхождение связано с тем, 
что при малых углах а нельзя пренебрегать краевыми эффектами, как 
мы делали при решении этой задачи.

Г л а в а  5 
П О С Т О Я Н Н Ы Й  Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Й  ТО К

§ 5.1. ПЛОТНОСТЬ ТОКА. У РА В Н ЕН И Е 
НЕПРЕРЫВНОСТИ

Электрический ток. В этой главе мы ограничим ся рас
смотрением тока проводимости в проводящ ей среде, главным 
образом в м еталлах. Электрический ток, к ак  известно, 
представляет собой перенос заряда через ту  или иную по
верхность 5  (например, через сечение проводника).

Носителями тока в проводящей среде м огут быть элект
роны (в металлах), либо ионы (в электролитах), либо другие



частицы. П ри отсутствии электрического поля носители 
тока соверш аю т хаотическое движение и через любую во
ображ аем ую  поверхность 5  проходит в обе стороны в сред
нем одинаковое число носителей того и другого знака, так  
что ток через поверхность 5  равен нулю. При включении 
ж е  электрического поля на хаотическое движение носите
лей наклады вается упорядоченное движение с некоторой 
средней скоростью  и и через поверхность 5  появится ток. 
Т аки м  образом, электрический ток —  это, по существу, 
упорядоченны й перенос электрических зарядов.

Количественной мерой электрического тока служ ит с и - 
л  а т о к а  / ,  т. е. заряд, переносимый сквозь рассматри
ваемую поверхность 5  в единицу времени:

1 = бС}/д1.

Единицей силы тока является а м п е р  (А).
П лотность тока. Электрический ток может быть распре

делен по поверхности, через которую он протекает, нерав
номерно. Поэтому для более детальной характеристики* 
тока  вводят вектор плотности тока М одуль этого вектора 
численно равен отношению силы тока <\1 через элементар
ную  площ адку, расположенную в данной точке перпенди
ку л яр н о  направлению  движения носителей, к ее площади 

/ 5=3 <Шс15х. З а  направление вектора \ принимают 
нап равлени е вектора скорости и упорядоченного движения 
полож ительных носителей (или направление, противопо
лож н ое направлению  вектора скорости упорядоченного 
движ ения отрицательных носителей). Если носителями яв
ляю тся к ак  положительные, так  и отрицательные заряды , 
то плотность тока определяется формулой

) - = р +и + + р _ и _ , (5.1)

где р+ и р _ —  объемные плотности положительного и отри
цательного зарядов-носителей; и+ и и , —  скорости их упо
рядоченного движ ения. В проводниках же, где носителями 
являю тся только  электроны (р_<С 0  и и* =  0 ), плотность 
тока

] - Р - и _ .  (5.2)

П оле вектора ] можно изобразить графически с помощью 
линий тока  (линий вектора ]), которые проводят так  же, 
к ак  и линии вектора Е.

З н а я  вектор плотности тока в каждой точке интересую- 
ш ей нас поверхности 5 , можно найти и силу тока через эту



поверхность как поток вектора ]:

Сила тока /  является величиной скалярной и алгебрам* 
ческой. Е е знак , как видно из формулы  (5.3), определяется, 
кроме всего прочего, выбором направления нормали в к а 
ждой точке поверхности 5 , т. е. выбором направления в е к 
торов П ри изменении нап равлени я всех векторов с!5 
на противоположное величина /  меняет знак.

Уравнение непрерывности. П редставим  себе в некоторой 
проводящей среде, где течет ток , зам кнутую  поверхность 5 .  
Д л я  замкнутых поверхностей векторы  нормалей, а следо
вательно, и векторы с18 при нято , брать наруж у, поэтом у 
интеграл ф дает заряд, вы ходящ ий в единицу врем ени 
наруж у из объема V , охватываемого поверхностью 5 .  
В силу закон а сохранения зар я д а  этот интеграл равен убы ли  
заряда в единицу времени внутри  объема V:

Это соотношение называют у р а в н е н и е м ^  н е п р е 
р ы в н о с т и .  Оно является, по существу, вы раж ением  
закона сохранения электрического заряда.

В случае стационарного (постоянного) тока распределе
ние зарядов в пространстве долж н о оставаться неизменным, 
т. е. в правой части (5.4) (\q td t *= 0. Следовательно, д л я  
постоянного тока

иначе говоря, линии вектора 1 в  этом случае нигде, не н а 
чинаются и нигде не заканчиваю тся. Мы говорим, что в с л у 
чае постоянного тока поле вектора ] не имеет источников.

Дифференциальная форма уравнения непрерывности. П р ео б р а 
зуем последние два уравнения к  дифференциальной форме. Д л я  эт о го

представим заряд 9 как  ̂ рйУ и правую  часть (5.4) как — ^ р  йУ =»

в  Здесь взят знак частной производной р по времени, по

скольку р  может зависеть не только от времени, но и от коордии«и'. * 
Итак,

Дальнейшее следует проделать так ж е, как ггб было сделано для  по
тока вектора Е в § 1.4. В результате получим, что дивергенция в екю р а  \

(5 .4)

(5.5)



в некоторой точке равна убыли плотности заряда в единицу времени 
в той же точке:

Отсюда вытекает у с л о в и е  с т а ц и о н а р н о с т и  (когда 
д р / д / = 0 ) :  ___________

Оно означает, что в случае постоянного тока поле вектора |  не имеет 
источников.

§ 5.2. ЗАКОН ОМА Д Л Я  ОДНОРОДНОГО ПРОВОДНИКА

Закон  Ома, откры ты й экспериментально, гласит: 
сила тока, протекающего по однородному проводнику, про
порциональна разност и потенциалов на его концах  (напря
жению 1/): ________

где Я  — э л е к т р и ч е с к о е  с о п р о т и в л е н и е  
проводника.

Единицей сопротивления служит о м (Ом).
Сопротивление #  зависит от формы и размеров, провод

ни ка, от его м атериала и температуры, а такж е —  это сле
дует помнить— от конфигурации (распределения) тока по 
проводнику. В случае провода смысл сопротивления не 
вызывает сомнений. В более общем случае объемного рас
пределения тока уж е нельзя  говорить о сопротивлении, пока 
не указаны или располож ение подводящих к интересую
щему нас проводнику проводов, или конфигурация тока.

В простейшем случае однородного цилиндрического про
водника сопротивление

 ̂ сечения; р —  у д е л ь н о е  э л е к т р и ч е с к о е  с о 
п р о т и в л е н и е .  Последнее зависит от материала про
водн и ка и его тем пературы . Выражают р в о м - м е т р а х  
(О м.*м).

Значения удельного электрического сопротивления для 
наиболее хорош их проводников (медь, алюминий) соста
вляю т при комнатной температуре несколько единиц на 
10' 8 Ом-м.

V др/д(. (5.6)

У - ] = 0 . (5.7)

1 = и/Й, (5.8)

(5.9)

где / — длина проводника; 5 — площадь его поперечного



Закон Ома в дифференциальной форме. Н айдем с в я зь  
между плотностью тока ] и полем Е в той ж е точке п рово
дящей среды. Ограничимся случаем  изотропного провод
ника, в котором направления векторов ] и Е совпадаю т.

Выделим мысленно в окрестности некоторой точки про
водящей среды элементарный цилиндрический объем с  об
разующими, параллельными вектору | ,  а значит, и век
тору Е. Если поперечное сечение цилиндра (15, а его д л и н а  
(1/, то на основании (5.8) и (5.9) можно записать для та к о го  
элементарного цилиндра

/<15*
£  61

р  61/68

и после соответствующих сокращ ений получим, уж е в век 
торном виде,

I
1

Е =  аЕ , (5.10)

где сг =  1 /  р —  у д е л ь н а я  э л е к т р о п р о в о д и 
м о с т ь  среды. Единицу, обратную  ому, назы ваю т с и- 
м е н с о м (См), поэтому единицей с  является с и м е н с  
н а  м е т р  (См/м).

Соотношение (5.10) и вы раж ает закон Ома в диф ферен
циальной форме. Оно не содерж ит дифференциалов (п р о и з
водных), а свое название получило потому, что в нем у ста 
навливается связь между величинами, относящимися к  од
ной и ^ой ж е точке проводника. Иначе говоря, соотнош е
ние (5.10) выражает локальны й закон Ома.

Способы вычисления сопротивления Я. Сущ ествует не
сколько таких способов, и все они ,-в  конечном счете, осно
ваны на использовании соотношений (5.8) — (5.10). Ц е л е 
сообразность применения того или иного способа в каж до м  
случае зависит от конкретной постановки задачи и от  х а 
рактера ее симметрии. К ак это практически д ел ается , по
казано на примерах задач 5 .1 —5.3 и 5.6.

О заряде внутри проводника с током. Если ток пост оян - 
ный, то избыточный заряд внутри однородного проводни ка 
всюду равен нулю. В самом деле, для постоянного то к а  
справедливо уравнение (5.5). Перепишем его с учетом  з а 
кона (5.10) в виде

ф оЕ  <й —0,

где интеграл взят по произвольной замкнутой поверхности



5  внут ри  проводника. Д л я  однородного проводника вели
чину о можно вынести из-под интеграла:

стф Е <18 =  0.

О ставш ийся интеграл согласно теореме Гаусса пропорцио
нален  алгебраической сумме зарядов внутри замкнутой по
верхности 5 , т. е. пропорционален избыточному заряду 
внутри этой поверхности.' Н о из последнего равенства 
ср азу  видно, что этот интеграл равен нулю (ибо а Ф  0 ), 
а  значит, равен нулю  и избыточный заряд. В силу произ
вольности поверхности 5  мы заключаем, что избыточный 
за р я д  в этих условиях всюду внутри проводника равен 
нулю .

Избыточный за р я д  может появиться только на поверх
ности однородного проводника, в местах соприкосновения 
с  другими проводниками, а такж е там, где проводник 
имеет неоднородности. .

Электрическое поле проводника с током. И так, при про
текании тока на поверхности проводника (область неодно

родности) выступает избыточный за- 
£  р яд , а это означает согласно (2 .2 ),

что снаруж и проводника имеется нор
м альная составляющая вектора Е. 
Д ал ее , из непрерывности тангенци- 

£г  альной составляющей вектора Е мы
7\ приходим к выводу о наличии и тан

генциальной составляющей этого век- 
тора вблизи поверхности проводника.

Рис. 5.1 Т аки м  образом, вектор Е вблизи по
верхности проводника составляет (при 

наличии тока) некоторый не равный нулю угол а  (рис. 5.1); 
при отсутствии тока а  =  0 .

И  еще. Если токи стационарны, то распределение элект
рических зарядов в проводящей среде (вообще говоря, не
однородной) не меняется во времени, хотя и происходит 
движ ение зарядов: в каж дой точке на место уходящ их за
рядов  непрерывно поступаю т новые. Эти движущ иеся за 
ряды  создают такое ж е кулоновское поле, что и неподвиж
ны е заряды  той ж е конфигурации. Стало быть, электриче
ское поле стационарных токов —  поле потенциальное.

Вместе с тем электрическое поле в случае стационарных 
токов существенно отличается от . электростатического — 
кулоновского поля неподвижных зарядов. Последнее вну
тр и  проводников при равновесии зарядов равно нулю.

£п



Электрическое поле у  стационарных токов есть т ак ж е  ку- 
лоновское поле, однако заряды , его возбуж даю щ ие, нахсь 
д ятся  в движении. Поэтому поле Е у стационарны х токов 
существует и внутри проводников с током.

§ 5 .3 . О Б О Б Щ Е Н Н Ы Й  ЗА К О Н  ОМА

Сторонние силы. Если бы все действующие на носители < 
тока силы сводились к силам электростатического п оля , то 
под действием этих сил положительные носители переме
щ ались бы из мест с большим потенциалом к местам с  мень- 
шим потенциалом, а отрицательные носители дви гали сь  бы 
в обратном направлении. Это вело бы к вы равниванию  по
тенциалов, и в результате все соединенные меж ду собой 
проводники приобрели бы одинаковый потенциал —  ток 
прекратится. Иными словами, при наличии лиш ь кулонов- 

•ских сил стационарное поле долж но быть полем ст ат иче* 
ским.

Чтобы этого не произошло, в цепи постоянного тока 
наряду с участками, где положительные носители тока  
движутся в сторону уменьш ения потенциала ср, долж ны  ' 
иметься участки, на которых перенос полож ительны х носи
телей происходит в сторону возрастания <р, т. е. против сил 
электрического поля. Перенос носителей на этих участках  
возможен лишь с помощью сил не электростатического про
исхождения. Это так  называемые с т о р о н н и е  с и л ы .

Таким образом, для поддерж ания постоянного т о к а  не
обходимы сторонние силы, действующие либо на отдельны х 
участках цепи, либо во всей цепи. Ф изическая при рода сто
ронних сил может быть весьма различной. О ни м огут быть 
обусловлены, например, химической и физической неодно
родностью проводника — таковы  силы, возникаю щ ие при 
соприкосновении разнородных проводников (гальван и че
ские элементы, аккум уляторы ) или проводников разл и ч 
ной температуры (термоэлементы) и др.

Обобщенный закон Ома. Д л я  количественной х ар акте
ристики сторонних сил вводят понятие поля сторонних 
сил  и его напряженность Е * . Этот вектор численно равен 
сторонней силе, действующей на единичный полож ительны й 
заряд.

Теперь обратимся к  плотности тока. Если под действием 
электрического п о л я .Е  в проводнике возникает то к  плот
ности j =  оЕ, то очевидно, что под совместным действием



) =  а (  Е +  Е*).

Это уравнение обобщает закон (5.10) на случай неодно
родны х участков проводящей среды. Оно выражает о б о б 
щ е н н ы й  з а к о н  О м а  в локальной форме.

Закон Ома для неоднородного участка цепи. Н еоднород
ным называю т участок цепи, на котором действуют сторон
н и е  силы.

Рассмотрим частный, но практически важный случай, 
когда электрический ток течет вдоль т онких проводов. 
В этом случае направление тока будет совпадать с напра
влением  оси провода и плотность тока / может считаться 
одинаковой во всех точках сечения провода. Пусть площадь 
сечения провода равна 5 , причем 5  может быть и не оди
наковой  по длине провода.

Разделим  уравнение (5.11) на а , полученное выражение 
ум нож им  скалярно на элемент оси провода с!1, взятый по 
нап равлени ю  от сечения 1 к сечению 2 (его мы примем за 
полож ительное), и затеМ проинтегрируем по длине провода 
от  сечения /  до сечения 2:

П реобразуем  подынтегральное выражение у первого ин
тегр ал а : заменим а  на 1 / р  и на ¡¡61, где / 1 — проекция 
в екто р а  j на направление вектора <11. Д алее учтем, что ¡¡ —< 
величина алгебраическая; она зависит от того, как  напра
влен  вектор ] по отношению к  с!1: если } (11, то /; >  0 ,
если  ж е  \ ^  <11, то / / < 0 .  И последнее, заменим // на 
/ / 5 ,  где I  —  сила тока, величина тоже алгебраическая 
(к а к  и ¡¡). П оскольку для постоянного тока /  одинаково 
во  всех сечениях цепи, эту  величину можно вынести за  знак  
ин теграла. В результате получим

Выраж ение рс!//5 определяет не что иное, как сопроти
вление участка цепи длиной 61, а интеграл от этого вы раж е
н и я  —  полное сопротивление Я  участка цепи между сече
ни ям и  /  и 2,

2 2 2

(5.12)

2 2

(6.13)

ш



Теперь обратимся к правой части (5.12). П ервы й.ин тег- 
рал  здесь —  это разность потенциалов ^  —  <р2, а второй  
интеграл представляет собой э л е к т р о д в и ж у щ у ю  
с и л у  (э. д. с.) § , действую щую на данном участке цепи:

Эта величина, как  и сила тока / ,  является алгебраиче
ской: если э. д. с. способствует движению полож ительны х 
носителей тока в выбранном направлении, то § 1а ;>  О, 
если ж е препятствует, то 8 13 <  0 .

После всех указанны х преобразований уравнение (5.12) 
будет иметь следующий вид:

Это уравнение выражает и н т е г р а л ь н у ю  ф о р м у  
з а к о н а  О м а  —  для н е о д н о р о д н о г о  у ч астка  
цепи в отличие от уравнения (5.11), представляю щ его тот 
ж е закон в локальной форме.

Пример. Рассмотрим участок цепи, показанный на рис. 5 .2 . Со
противление отлично от н у ля  только на  отрезке /?. Н а  ниж ней части  
рисунка представлен ход потенциала  ф вдоль данного участ ка. Выяс
ним, что здесь происходит.

И з того факта, что потенциал на отрезке Я ум еньш ается слева 
направо, следует, что /  >  0 , т. е . ток течет в положительном н ап р ав 
лении (от 1 к 2). В данном случае фх <  <р8, но ток течет от точки 1 к  точке 
2  — в сторону ббльшего значения потенциала. Это возможно л и ш ь  по
тому, что на данном участке имеется э. д. с. 8 , действую щ ая в  поло
ж ительном направлении (от 1 к  2).

Вернемся к (5.15). И з этого уравнения следует, что для  
замкнутой цепи точки 1 н 2  совпадают, ^  =  ср2 и он о  при
обретает более простой вид:

где представляет собой уж е полное сопротивление зам к
нутой цепи, а §  —  алгебраическую  сумму отдельны х э . д . с. 
в  данной цепи.

Д алее представим себе участок цепи, содерж ащ ий сам 
источник э. д. с., —  мёжду его клеммами /  и 2. Т*огда в 
уравнении (5.15) для выбранного нами участка Я  —  это 

‘ внутреннее сопротивление источника, а —  фа —  р азн о сть  
потенциалов на его клеммах. Если источник р азо м кн у т,

2
Е*сП. » (5 .14)

Я /  =5ф1— ф* +  <?18- (6.15)

(5.16)



т о  /  -  0  и S — ф2 —  срь  т. е. э. д. с. источника можно 
определить как разность потенциалов на его клеммах в 
разом кнутом  состоянии.

Разность потенциалов на клеммах данного источника
э . д. с ., замкнутого на внешнее сопротивление, всегда
м еньш е его э. д. с. О на зависит от внешней нагрузки.

Пример. Внешнее сопротивление цепи  я т) раз больше внутреннего 
сопрот ивления источника. Н айт и отношение разности потенциалов 
н а  клем м ах источника к  его 9. д. с.

П усть R I — внутреннее сопротивление источника, a R a —  внеш
н ее  сопротивление цепи. Согласно (5.15) <ра — 9 i =  8  — согласно 
ж е  (5.16) (R[ +  R a) / =  8 . И з этих двух уравнений получим

Фз — Ф1 _  t Rj ^  Ха П1
& % R i~ \-R a R i~ \-R a l+ 'H

О тсю да видно, что чем больш е т], тем больше приближ ается разность
потенциалов на клеммах источника к его э. д. с ., и наоборот.

В заключение полезно привести наглядную картину, 
позволяю щ ую  лучш е уяснить, что происходит в замкнутой 
цепи постоянного тока. Н а  рис. 5.3 показано распределение

t . R
I------'I—  Z Гл

Рис. 5.2 Рис. 5.3

потенц иала ф вдоль замкнутой цепи, содержащей источник
э . д . с. на участке А В .  П отенциал ф для наглядности от
л о ж ен  вдоль образую щ их цилиндрической поверхности, 
кото р ая  опирается на контур с током. Точки А  и В  соот
ветствую т положительной и отрицательной клеммам источ
н и к а . И з рисунка видно, что процесс протекания тока можно 
представить себе так: положительные заряды-носители «со
скальзы ваю т» по наклонному «желобу» от точки фЛ к точ
к е  ф в —  по внешнему участку цепи, внутри ж е источника 
«подняться» от точки фв  к точке фл им помогают сторонние 
си л ы , обозначенные стрелкой.



Расчет -разветвленных цепей, например нахож дение то
ков в отдельных ее ветвях, значительно упрощ ается, если 
пользоваться двумя п р а в и л а м и  К и р х г о ф а .

Первое правило Кирхгофа — оно относится к  узлам  цепи, 
т. е. к точкам ее разветвления: алгебраическая сумма токов, 
сходящихся в узле , равна нулю:

£ / * - 0 .  (5.17)

При этом токи, идущие к узлу, и токи , исходящ ие из 
узла, следует считать величинами разны х зн аков , напри
мер: первы е— положительными, в то р ы е— отрицатель
ными (или наоборот —  это не существенно). Применительно 
к рис. 5.4 уравнение (5.17) запишется так : / ,  —  / 2 +  / 3 =  0.

Уравнение (5.17) является следствием, услоэия стацио* 
нарности (5.7); если бы это было не так, в у зле  изм енялся бы 
заряд  и токи не были бы стационарными.

Второе правило Кирхгофа — оно относится к любому 
выделенному в разветвленной цепи зам кнутом у контуру: 
алгебраическая сумма произведений сил токов в отдельных 
участках произвольного замкнутого конт ура на и х  сопро
т ивления равна алгебраической сумме э. д . с ., действующих 
в этом конт уре :

2 / » к , - 2 8 » .  (5.18)

Д л я  доказательства этого правила достаточно рассмот
реть случай, когда выделенный контур состоит из трех уча
стков (рис. 5.5). Зададим направление обхода, например, 
по часовой стрелке, как показано на рисунке. Затем при
меним к каждому их трех участков закон  О ма (5.15):

/1/?1ввфа — фа +  # 1,
/*#1 о* фв — ф! Шш,

/аД*в ф1—Фа +  ̂ а-



С лож и в эти равенства, приходим после сокращ ения всех 
потенциалов к  формуле (5.18), т . е. ко второму правилу 
К ирхгоф а.

Т аки м  образом, уравнение (5.18) является следствием 
закон а О м а для неоднородных участков цепи.

Составление системы уравнений. П равила Кирхгофа 
в каж дом  конкретном случае позволяю т написать полную 
систему алгебраических уравнений, из которой могут быть 
найдены , наприм ер, все неизвестные токи.

У равнений (5.17) и (5.18) надо составлять столько, чтобы 
их число было равно числу искомых величин. П ри этом 
надо следить, чтобы одни уравнения не являлись следст
вием д руги х:

1) если в разветвленной цепи имеется N  узлов, то неза
висимые уравнени я типа (5.17) можно составить лиш ь для 
N  —  1 у злов; уравнение для последнего узла будет след
ствием предыдущ их;

2 ) если в разветвленной цепи можно выделить несколько 
зам кн уты х контуров, то независимые уравнения типа (5.18) 
можно составить только для тех контуров, которые не полу
чаю тся в результате наложения уж е рассмотренных. Н а
пример, д ля  цепи (рис. 5.6) такие уравнения для конту
ров 124 и 234 будут независимыми. У равнение ж е для кон
ту р а  1234 является  следствием двух предыдущих. М ожно 
составить независимые уравнения для двух других конту
ров, наприм ер для контуров 124 и 1234, но тогда уравне
ние для кон тура 234 будет следствием двух первых. Число 
независимы х уравнений типа (5.18) оказывается равным 
наименьш ему числу разрывов, которые следует сделать 
в цепи, чтобы наруш ить все кон туры .'Э то  число, кстати, 
равно числу областей, ограниченных проводниками, если 
схему удастся  , изобразить на плоскости без пересечений.

Н апри м ер, для цепи (рис. 5.7), содержащей четыре узла, 
надо составить три уравнения типа (5.17) и три уравнения

Рис. 5.6
1

Рис. 5.7



типа (5.18), ибо минимальное число разры вов (они поме
чены крестиками), нарушающее все контуры , равно трем 
(трем равно и число областей). Если неизвестными являю тся 
токи, то их число равно шести — по числу отдельны х участ
ков между узлам и, что соответствует числу независимых 
уравнений.

При составлении уравнений типа (5.17) и (5.18) необхо
димо поступать так .

1. Обозначить стрелками предполож ительны е направле
ния токов, не задумы ваясь над тем, куда эти стрелки напра
вить. Если в результате вычисления о каж ется , что такой-то 
ток положителен, то это значит, что его направление вы
брано правильно. Если ж е ток о ка
ж ется отрицательным, то его истинное /? 
направление противоположно нап равле
нию стрелки.

2. Выбрав произвольно замкнутый 
контур, все его участки следует обойти 
в одном направлении, например по ча
совой стрелке. Если предположительное 
направление некоторого тока совпадает 
с выбранным направлением обхода, то
соответствующее слагаемое //?  в урав- ____
нении (5.18) надо брать со знаком плюс, ег1’
если же эти направления противопо
ложны, то со знаком  минус. Аналогично Рис. 5.8
следует поступать и с §: если какая-то 
э. д. с. 8  повышает потенциал в направлении обхода, ее 
надо брать со знаком  плюс, в противном случае —  со зна
ком минус.

Пример. Найти величину и направление тока через сопротивле
ние Я $ схеме (рис. 5.8). Все сопротивления и 9. д. с. предполагаются 
известными.

Здесь три участка, следовательно, три неизвестны х тока / ,  /г 
и / а. Обозначим стрелками (не задумываясь) их предположительные 
направления (у правого узла).

Цепь содержит N = 2  узла. Значит, независимых уравнений типа 
(5.17) только одно:

/ +  /х +  /а —О-
Теперь составим уравнения типа (5.18) —  их долж но быть два 

(по числу областей). Возьмем контур, содерж ащ ий #  и Я ,, и контур 
с И  и Л ,. Выбрав направление обхода каж дого контура по часовой 
стрелке, запишем

Полезно убедиться, что соответствующее уравнение для  контура, со



держ ащ его /?j и R 2, является следствием &тих двух. Решив систему 
написанны х тр ех  уравнений, получим

. ^  — RjSa-^RjSi
RiRz*}" RRi~\~ R R i

Е сли после подстановки числовых значений окаж ется, что I  >  О, 
то это значит, что в  действительности ток течет так , как  мы предпо
лож или  на рис. 5 .8 , если ж е / <  0, то в противоположном направле
нии.

§ 5 .5 . ЗА К О Н  Д Ж О У Л Я  — Л Е Н Ц А

С прохож дением  тока через проводник, обладающий со
противлением, неразрывно связано выделение теплоты (на
гревание проводников). Н аш а задача —  найти количество 
теплоты, выделяющ ееся за  единицу времени на определен
ном участке цепи. Здесь возможны два случая, которые мы 
и рассмотрим последовательно, —  однородный и неодно
родный участки  цепи. В основу решения этого вопроса мы 
возьмем закон  сохранения энергии и закон Ома.

Однородный участок цепи. П усть интересующий нас 
участок заклю чен между сечениями 1 и 2 проводника

(рис. 5.9). Найдем работу, кото- 
2 рую совершают силы поля над но

сителями тока на участке 12 за 
время d

Если сила тока в проводнике 
равна / ,  то  за  время d / через каж 
дое сечение проводника пройдет за- 

Рис. 5.9  ряд  d q  =  I d t .  В частности, такой
заряд d q  войдет внутрь участка 

через сечение 1 и такой ж е заряд  выйдет из этого участка 
через сечение 2. Т ак  как распределение зарядов в провод

н и к е  остается при этом неизменным (ток постоянный), то весь 
процесс эквивалентен непосредственному переносу заряда 
d q  от сечения 1 к сечению 2 ,  имеющих потенциалы фх и ф8.

П оэтому соверш аемая при таком  переносе работа сил 
поля

6 А  *= dq (ф! — <ра) — /  (ф! — ф8) di.

С огласно закон у  сохранения энергии эквивалентная этой 
работе эн ерги я долж на выделяться в иной форме. Если 
проводник неподвижен и в нем не происходят химические 
превращ ения, то эта энергия дЬлжна выделяться в форме 
внутренней (тепловой) энергии, в результате чего провод
ник нагревается. М еханизм этого превращ ения достаточно



прост: носители тока (например, электроны  в металлах) 
в результате работы сил поля приобретаю т дополнитель
ную кинетическую энергию и затем расходую т ее на возбу
ждение колебаний решетки при столкновении с ее узлами- 
атомами.

И так, согласно закону сохранения энергии  элементар
ная работа АЛ =  фс1/, где С? — теплота, выделяемая в еди
ницу времени (тепловая мощность). И з сравнения послед
него равенства с  предыдущим получаем

Р “ / ( Ф1 -Ф а )-  

А так как  по закону Ома фх —  Фа =  /? / ,  то

(5.19)

Эта формула выражает известный з а к о н  Д ж о у л  я— 
Л е н ц а .

Получим выраж ение этого зако н а  в локальной форме, 
характеризую щ ей выделение теплоты в различны х местах 
проводящей среды. Д л я  этой цели выделим в данной среде 
элементарный объем в виде цилиндрика с  образующими, 
параллельными вектору ] —  плотности то ка  в данном месте. 
П усть поперечное сечение цилиндрика <15, а его длина 61, 
Тогда на основании закона Д ж оуля— Л ен ц а  в этом объеме 
за время <1/  выделяется количество теплоты

б р - я / 1 (/ ¿я)* м — рр  <1V  <и.

где <№=*68(11— объем цилиндрика. Раздели в  последнее 
уравнение на ЙУсМ, получим ф ормулу, которая определяет 
количество теплоты, выделяющееся з а  единицу времени 
в единице объема проводящей среды, —  у д е л ь н у ю  
т е п л о в у ю  м о щ н о с т ь  т о к а :

Ф -Я /» .

:уд- ■Р/*. (5.20)

Эта формула выражает з а к о н  Д ж о у л  я— Л  е н ц  а 
в л о к а л ь н о й  ф о р м е :  удельная т епловая мощность 
тока пропорциональна квадрату плот ност и электриче
ского тока и удельному сопротивлению среды в данной точке.

У равнение (5.20) представляет собой наиболее общую 
форму закон а Д ж оуля— Ленца, применимую  к  любым про-



водникам вне зависимости от их формы, однородности и от 
природы сил , возбуждающ их электрический ток. Если на 
носители то ка  действуют только электрические силы, то 
на основании зако н а  Ома (5.10)

д „ - 1 Е - о Я « .  ( 5 . 2 1 )

Таким образом , последнее уравнение имеет менее общий ха
рактер, неж ели (5.20).

Неоднородный участок цепи. Если участок цепи содер
ж ит источник э . д . с ., то на носители тока будут действо
вать не то лько  электрические силы, но и сторонние. В этом 
случае вы деляемое в неподвижном проводнике тепло будет 
равно по зак о н у  сохранения энергии алгебраической сумме 
работ электрических и сторонних сил. Это же относится и 
к соответствующ им мощностям: тепловая мощность долж на 
<5ыть равна алгебраичес^бй сумме мощностей электрических 
и сторонних сил . Проще всего в этом можно убедиться, 
умножив вы раж ение (5.15) на /:

/ ? / »  =  ( ф 1 - ф а} / + ^ / .  ( 5 . 2 2 )

Здесь слева стоит выделяющаяся на участке тепловая мощ
ность ф ; при наличии сторонних сил величина <3 опреде
ляется той ж е  формулой (5.19), что и для однородного 
участка цепи. Последнее ж е слагаемое справа представляет 
собой мощ ность, развиваемую сторонними силами на дан
ном участке. Заметим еще, что последняя величина ( § / )  
является алгебраической: в отличие от Я / 2 она изменяет 
знак при изменении направления тока / .

Таким образом , уравнение (5.22) означает, что тепловая 
мощность, вы деляем ая на участке цепи между точками / 
и 2, равна алгебраической сумме мощностей электрических 
и сторонних сил . Сумму этих мощностей, т. е. правую часть 
(5.22), назы ваю т м о щ н о с т ь ю  т о к а  на рассматри
ваемом участке цепи. Тогда можно сказать , что в случае 
неподвижного участка цепи мощность выделяемой на этом 
участке теплоты  равн а мощности тока.

П рименив (5.22) ко всей неразветвленной цепи (тогда 
ф1 =  <р2), получим

$  =  £ / ,  (5 .2 3 )

т. е. общее количество выделяемой за  единицу времени во 
всей цепи дж оулевой  теплоты равно мощности только сто
ронних сил. Зн ач и т , теплота производится только сторон
ними силами. Р о л ь  ж е ' электрического поля сводится



к тому, что оно перераспределяет эту теплоту  по различным 
участкам цепи.

Получим теперь уравнение (5.22) в локальной форме. 
Д ля  этого умножим обе части уравнения (5.11) на а такж е 
учтем, что а  =  1 / р и  р/2 =  фуд [см. (5.20)1. Т огда удельная 
тепловая мощность тока в неоднородной проводящ ей среде

<?ул“ Р/8 =  Н Е  +  Е ') . (5 .2 4 )

§ 5 .6 . П Е РЕ Х О Д Н Ы Е  П РО Ц Е С С Ы  В Ц Е П И  
С КОНДЕНСАТОРОМ

О переходных процессах. Т ак  назы ваю т процессы при 
переходе от одного установившегося в цепи реж има к дру
гому. Примером таких  процессов явл яется  зарядка  и р аз
рядка конденсатора, на них мы и остановимся более под
робно в этом параграфе.

Д о  сих пор мы рассматривали только  постоянные токи. 
О казывается, однако, что полученные законы  во многих 
случаях можно применять и к изменяю щ имся токам. Это 
касается всех тех случаев, когда изменение тока происхо
дит не слишком быстро. В этих случаях  мгновенное значе
ние тока будет практически одно и то ж е  во всех попереч
ных сечениях цепи. Такие токи и соответствующ ие нм поля 
называют к в а з и с т а ц и о н а р н ы м н  (более точ
ный критерий квазистационарности дан в § 1 1 . 1).

Именно квазистационарные токи м ож но описывать за
конами постоянного тока, если только их применять к мгно
венным значениям величин.

А теперь обратимся к процессам р азр ядки  и зарядки 
конденсатора, предполагая токи в этих  процессах квази- 
стационарными.

Разрядка конденсатора. Если обкладки  заряж енного 
конденсатора емкости С замкнуть через сопротивление /?, 
то через него потечет ток. Пусть / ,  и  —  мгновенные зна
чения тока, зар яда  положительной обкладки  и разности 
потенциалов меж ду обкладками (нап ряж ен и я).

Считая ток I  положительным, когда он течет от поло
жительной обкладки к отрицательной (рис. 5.10), запишем 
/  =  — (^/ск . С огласно закону О ма д ля  внешнего участка 
цепи, содержащ его сопротивление Н:



У читы вая, что I  =  — А /Ш  и V  — ц\С, преобразуем 
предыдущее уравнение к виду

<к +  /?с (5.25)

В этом дифференциальном уравнении переменные разде
ляю тся, и после интегрирования мы получим

(5.26)

где <7о —  начальны й зар яд  конденсатора, а х  —  постоянная, 
имеющая разм ерность времени:

т - Д С .  (5.27)

Эту постоянную  называю т в р е м е н е м  р е л а к с а -  
ц и и. И з (5.26) видно, что т есть время, за  которое заряд  
конденсатора уменьшается, в е раз.

I

Рис. 5.10 Рис. 5.11
К

Рис. 5.12

П родифференцировав (5.26) по времени, найдем закон 
изменения тока:

<1/ /о€ (5 .2 8 )

где /о =  <7(А  —  сила тока в момент I =  0 .
Н а рис. 5.11 показан  график зависимости (/) —  заряда 

на конденсаторе от времени. График зависимости /  (/) имеет 
такой ж е вид.

Зарядка конденсатора. Рассмотрим цепь, содержащую 
.последовательно соединенные конденсатор С, сопротивле
ние и источник э. д. с. $  (рис. 5.12). П ервоначально кон
денсатор не зар я ж ен  (ключ К разомкнут). В момент / =  0 
ключ зам кн ули , и в цепи пошел ток, заряж аю щ ий конден
сатор. Увеличиваю щ иеся заряды на обкладках конденса
тора будут все в больш ей степени препятствовать прохожде
нию тока, постепенно уменьшая его.



Теперь ток в цепи будем считать полож ительным, когда 
он течет в направлении к полож ительно заряж енной об
кладке конденсатора: /  =  П рименим закон Ома для
неоднородного участка цепи к участку  1 &Я2:

Л /в ф1” ф1Ч“^»

где под Я понимается полное сопротивление этого участка, 
включая внутреннее сопротивление 
источника э. д. с. Учитывая, что 
/  =  6д/<М и ф8 —  фх =  и  — ? /С , Чт 
перепишем предыдущее уравнение 10 
в виде

& — д/С 
М ™ Л *

Разделение переменных дает 

Яс!<?
'- Н С

: (1/. Рис. 5.13

Проинтегрировав это уравнение с учетом начального уело« 
вия (</ =  0  при I «  0 ), получим

откуда
к с 'п Ы ) — ‘ ’

(5 .2 9 )

Здесь 9«  =  ё С  —  предельное значение зар я д а  на конден
саторе (при оо), т =  ЯС.

Закон изменения тока со временем

I, (5 .3 0 )

где / 0 == & /# .
Графики зависимостей <? (/) и /  (0  п оказаны  на рис. 5.13.

З а д а ч и

ф  6 .1 . С о п р о т и в л е н и е  п р о в о д я щ е й  с р е д ы . Металлический шар 
радиусом а окружен концентрической тонкой металлической оболоч
кой радиусом Ь. Пространство между этими электродами заполнено 
однородной слабо проводящей средой с удельным сопротивлением р. 
Найми сопротивление межэлектродного промежутка.

Ре ше н и е .  Выделим мысленно тонкий сферический слой между 
радиусами г и г +  с1л Линии тока во всех точках этого слоя идут пер
пендикулярно ему, поэтому такой слой можно рассматривать как ци
линдрический проводник длиной <1 г  с  площадью поперечного сечения



4 л г*. В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  ф о р м у л о й  (5 .9 ) ,  з а п и ш е м

j o  d r
0 /?  =  р-5— г .

4 л а *

П р о и н т е г р и р о в а в  э т о  в ы р а ж е н и е  п о  г  о т  а  д о  Ь, п о л у ч и м

Р (1 _  *
4 л  \  а b

ф 5 .2 .  Д ва металлических шарика одинакового радиуса а нахо
дятся в однородной слабо проводящей среде с удельным сопротивле
нием р .  Н айт и сопротивление среды между шариками при условии, что 
расстояние между шариками значительно больше их размеров.

Р е ш е н и е .  М ы с л е н н о  з а р я д и м  ш а р и к и  и  — q. П о с к о л ь к у  ш а 
р и к и  н а х о д я т с я  д а л е к о  д р у г  от д р у г а ,  э л е к т р и ч е с к о е  п о л е  в б л и зи  
п о в е р х н о с т и  к а ж д о г о  и з  н и х  о п р е д е л я е т с я  п р а к т и ч е с к и  т о л ь к о  з а р я 
д о м  п р и л е г а ю щ е г о  ш а р и к а ,  п р и ч ем  е г о  з а р я д  м о ж н о  с ч и та т ь  р а с п р е д е 
л е н н ы м  р а в н о м е р н о  п о  п о в е р х н о с т и . О к р у ж и в  ш а р и к  с  п о л о ж и т е л ь 
н ы м  з а р я д о м  к о н ц е н т р и ч е с к о й  сф ер о й , н е п о с р е д с т в е н н о  п р и л е га ю щ е й  
к  е г о  п о в е р х н о с т и ,  з а п и ш е м  в ы р а ж е н и е  д л я  т о к а ,  п р о т е к а ю щ е г о  ч ер е з  
в т у  с ф е р у :

I =  4 л  a2j,
гд е  / — п л о т н о с т ь  т о к а .  В о с п о л ь з о в а в ш и с ь  з а к о н о м  О м а ( / =  £ / р )  
и ф о р м у л о й  £  =  q l4 m 0as, п о лу ч и м

/= < ?/еоР -

Т е п е р ь  н а й д е м  р а з н о с т ь  п о те н ц и а л о в  м е ж д у  ш а р и к а м и : 

j  s s  ф + — ф _  es* 2 ? /4  л е * а .

И с к о м о е  с о п р о т и в л е н и е
R  я  £ / / /  «  р /2 л а -

Э то т  р е з у л ь т а т  с п р а в е д л и в  н е з ав и с и м о  о т  з н а ч е н и я  д и э л е к т р и ч е с к о й  
п р о н и ц а е м о с т и  с р е д ы .

ф  5 .3 . Два проводника произвольной формы находятся в безгра
ничной однородной слабо проводящей среде с удельным сопротивлением 
р  и диэлектрической проницаемостью е . Найти значение произведения 
RC  для данной системы, где R — сопротивление среды между провод
никами, С —  взаимная емкость проводников при наличии среды.

Р е ш е н и е .  З а р я д и м  м ы сл ен н о  п р о в о д н и к и  з а р я д а м и  + q  и — q. 
Т а к  к а к  с р е д а  м е ж д у  н и м и  с л аб о  п р о в о д я щ а я ,  т о  п о в е р х н о с т и  п р о в о д 
н и к о в  я в л я ю т с я  э к в и п о т е н ц и а л ь н ы м и  и к о н ф и г у р а ц и я  п о л я  т а к о в а  ж е , 
к а к  и  п р и  о т с у т с т в и и  с р е д ы .

О к р у ж и м ,  н а п р и м е р ,  й о л о ж и т е л ь н о  з а р я ж е н н ы й  п р о в о д н и к  з а м 
к н у т о й  п о в е р х н о с т ь ю  S ,  н еп о с р ед с тв е н н о  п р и л е г а ю щ е й  к  п о в е р х н о с т и  
п р о в о д н и к а ,  и в ы ч и с л и м  о т д е л ь н о  R  и С :

Г и  и и
/  § / n d S  o < § > £ „ d S  '

q ф  Dn dS  вво ф  £ я d S

c  = ü  “  V e  V ’
г д е  и н т е г р а л ы  в з я т ы  п о  д а н н о й  п о в е р х н о с т и  S .  П р и  в ы ч и сл е н и и  R  
б ы л  и с п о л ь з о в а н  з а к о н  О м а  J — о Е , а  п р и  в ы ч и сл е н и и  С  —  те о р ем а  
Г а у с с а .



/?C =  eoe/0 *=e*ep.

ф  6.4. Условия на границе проводника. Проводник с удельным 
сопротивлением р  граничит с диэлектриком, проницаемость кото
рого I. В  некоторой точке А у  поверхности проводника электрическая 
индукция равна D, причем вектор D направлен от проводника и состав
ляет угол а  с нормалью к поверхности. Н айт и поверхностную плот
ность зарядов на проводнике и плотность тока вблизи точки А.

Р е ше н и е .  Поверхностная плотность зарядов на проводнике
о =  £>* «я D  cos а .

Плотность тока найдем по ¿закону Ома: J =  Е/р. Из уравнения непре
рывности (5.5) следует, что нормальные составляющие вектора j равны, 
а так как в диэлектрике /„ =  0 (тока нет), то и в проводнике jn — 0. 
Стало быть, вектор ) в проводнике касателен его поверхности. гИч> же 
относятся и к вектору Е внутри проводника.

С другой стороны, из теоремы о циркуляции вектора Е следует, 
что тангенциальные составляющие его по разные стороны границы 
раздела одинаковы, а значит, £ =  Е х =  D sin а/ее0, где Е х — тан
генциальная составляющая поля Е в диэлектрике. Учитывая все это, 
получим

, Е_ D  rin а
"  р  “  Р*гр

ф 6.5. Зазор между обкладками плоского конденсатора запол
нен последовательно двумя диэлектрическими слоями 1 и 2 толщиной 
/ ,  и 12 с проницаемостями е ,  u  ea и  удельными сопротивлениями p i  и р 3. 
Конденсатор находится под постоянным напряжением U, причем 
электрическое поле направлено от слоя 1 к  слою 2. Найти поверхностную 
плотность сторонних зарядов на границе раздела диэлектрических 
слоев.

Р е ше н и е .  Искомая поверхностная плотность зарядов
o ^ D tn — О и ^ е 0е9Е г —  eoet £ | .  (1 )

Для определения Ег и £а воспользуемся двумя условиями: из того 
факта, что Д — /2, следует £t/pj »  £,/р* н, кроме того, Elll -f- E3lt ■= 
=  U. Решив два последних уравнения, найдем Et и £,. Их подстановка 
в (I) приводит к следующему результату:

_ g»Pa— e ip i  . .

”  Pi  ̂+  Pa/a
Отсюда видно, что о =» 0 при *iPi=8aPa-

ф 5.6. Неоднородный проводник. Д линны й проводник круглого 
сечения площадью S  сделан из материала, удельное сопротивление ко
торого зависит только от расстояния г  до оси проводника как р  =  
== air*, где а  —  постоянная. По проводнику течет ток 1. Найти: 
1) напряженность Е поля в проводнике; 2 ) сопротивление единицы длины 
проводника.

Р е ше н и е .  1. Напряженность £  поля по закону Ома связана 
с плотностью тока j, в ) — с током /, поэтому можно записать

/  =  J  /2л / dr =  J  (Е/р) 2nr  dr.



Напряж енность Е  одинакова во всех точках сечения данного провод
ника, т. е. не зави си т  от  г. В этом легко убедиться, взяв  прямоуголь
ный контур внутри проводника так, чтобы одна сторона контура сов
падала, например, с осью  проводника, и затем применив к этому кон
туру теорему о ц и р ку л яц и и  вектора Е.

Таким образом , Е  можно вынести из-под интеграла и мы получим 
в результате интегрирования

Я « 2 л а / /5 * .

2. С опротивление единицы длины проводника можно определить 
с помощью формулы /? =  1111. Поделив 
обе части этого равенства на длину I 
участка проводника, к которому относят
ся Л и и ,  найдем

Я ед «= Е /1  =  2яа /5* .

ф  5.7. Закон Ома для неоднород
ного участка цепи. В  схеме (рнс. 5.14) 
известны 9. д. с, $  и Бо источников, со
противления Я  и  /?0, а также емкость 

р  с ¡л  £  конденсатора. Внут ренние сопротивле
ния источников пренебрежимо малы. Н ай
т и заряд на обкладке 1 конденсатора. 

Р е ш е н и е .  В соответствии с законом Ома для  замкнутой цепи, 
содержащей сопротивления Я  и /?„, запишем

(Я +  Я0) /  =  £ - £ 0,
м ен  не выбрано 
одного участка <

Я /- Ф в-Ф й +  £.
а для участка аСЬ

$  +  Ф*—Ф1™Ф&—фв- 
Решив совместно эти три уравнения, получим

Ф1 -  Ф»- < £ ■ ”  £о1*

З ар яд  на обкладке 1 определяется формулой =  С (ф, — ф,). Поэ- 
тому окончательный результат

* - т а  <«-«»>■
Видно, что при 8  >  $о за р я д  ^  >  0, и наоборот.

ф  5.8 . Работа источника а. д. с. С т еклянная пласт ина  целиком 
заполняет зазор меж ду обкладками плоского конденсатора, емкость ко• 
торого пр и  от сут ст вии пластины равна С0. Конденсатор подклю
чен к  источнику пост оянного напряж ения 0 .  Н айт и механическую  
работу, которую необходимо совершить прот ив влектрических сил, 
чтобы извлечь п ла ст и н у  и з  конденсатора.

Р е ш е н и е .  С огласно  закону сохранения энергии

Лцех +  |4ИСТ ™  Д К 7, (I)

где А ым — соверш енная внешними силами м еханическая работа про
тив электрических сил; А не1 —  работа источника в атом процессе;

где полож ительное направление выбрано по часовой стрелке. С дру
гой стороны, для  неоднородного участка аЙЬ цепи



Д W  —• соответствующее приращение энергии конденсатора (мы счи
таем, что участие других видов энергии в изменении энергии системы 
пренебрежимо мало).

Найдем Ш  и Л ист. Из формулы д л я  энергии конденсатора (W  =* 
=  С U2/2  — gU /2) следует, что при U  =  const

ДИ? =  ДСС/а/2 =  Л<7(//2. (2 )

Т ак как емкость конденсатора при извлечении пластины ум еньш ается 
(АС <  0), то уменьшается и заряд  конденсатора (Д? <  0). П оследнее 
означает, что зар яд  прошел через источник против направления дей
ствия сторонних сил и источник соверш ил отрицательную  работу:

AMT= >& g- U.  (3)

Из сравнения формул (3) и (2) следует

А я„ -  2ДИ7.

После подстановки последнего вы раж ения в  (1) получим 

^мех =* —■ ДИ^, или ^ H ex ™ V i(e— 1)СоС/®.

Таким образом, извлекая пластину из конденсатора, мы (внеш 
ние силы) совершаем положительную работу (против электрических 
сил), при этом источник э. д. с. соверш ает отрицательную работу и 
энергия конденсатора уменьшается:

Лмех >  0 , /4ИСТ <  0 , №  0 .
ф  5.9. Переходные процессы. Ц епь состоит из источника посто- 

янной 9. д. с. S и  последовательно подключенных к  нему сопротивле
ния R  и конденсатора С. Внутреннее сопротивление источника прене
брежимо мало. В  момент t  =  0 емкость конденсатора быстро ( скач
ком) уменьш или в  т] раз. Найт и т ок в цепи как функцию времени.

PUc. 5.16

Р е ш е н и е .  Запишем захон Ома д л я  неоднородного участка цени 
1 Ш  (рис. 6.15):

Я / - = ф ! — <р8— © « = £ /“ ©.

Учтем, что и  — д !С ,  где С  =* С/т), тогда

Я1 =  \\д /С — Й. ( 1)

Продифференцируем это равенство по времени, принимая во  в н и м а
ние, что в нашем случае {д уменьш ается) d<7/ d /  =  —

d /



Интегрирование последнего уравнения дает

,п /  _  ч ' / _ /  Р- т т с
1п/7  «е* ' “ '°е

где / 0 определяется условием  (I). Действительно,

Я/о =  т#0/С—
причем ¡70 =  8С  —  за р я д  конденсатора до изменения его емкости. 
Поэтому

/ 0 =  (т ]- 1 )£ / Я .

ф  5.10. Конденсат ору емкостью С сообщили заряд  д0 и затем в мо
мент  ( =  0 его зам кн ули  на  сопротивление Я . Н айт и зависимость от
времени I количества теплот ы, выделившегося на  сопротивлении.

Р е ш е н и е .  И скомое количество теплоты
I

<2 Л / « * .  ( 1)
6

откуда видно, что преж де всего надо найти зависимость /  (/)• Восполь* 
зуемся с этой целью законом  Ома для участка цепи 1Я2 (рис. 5.16):

Я /—Ф1—Фа =  £Л
или

/ ? / - ? / С .  (2)
Продифференцируем (2) по времени:

р _а/  _1_ й / -
(И =  С ’ I “  К С '

Проянтегрнровав последнее уравнение, получим

=  / =  /о е - '/д с , ТЗ)

где / 0 определяется условием  (2) при ? =  <?*, т. е. /0 =  Цо/ЯС.
После подстановки (3) в (1) и соответствующего интегрирования 

получим

- е- 2'/дс).

Г л а в а  6 
М А Г Н И Т Н О Е  ПОЛЕ В В А К У У М Е

§ 6 .1 . С И Л А  Л О РЕН Ц А . П О Л Е  В

Сила Лоренца. О пы т показывает, что сила Р, действую
щ ая  на точечный з а р я д  q> зависит в общем случае не только 
от положения этого зар я д а , но и от его скорости V. Соответ
ственно этому силу Р  разделяют на две составляющ ие — 
электрическую  Р# (она не зависит от движ ения заряда)



и магнитную ?„ (она зависит от  скорости заряда). В  лю бой 
точке пространства направление и модуль магнитной силы  
зависят от скорости V зар яда , причем эта сила всегда п ер 
пендикулярна вектору V ;  кроме того, в любом месте м агн и т
ная сила перпендикулярна определенному в данном м есте 
направлению  и, наконец, ее м одуль пропорционален той 
составляющ ей скорости, которая  перпендикулярна этом у  
выделенному направлению.

Все эти свойства магнитной силы можно описать, если  
ввести понятие м а г н и т н о г о  п о л я .  Х ар ак тер и зу я  
это поле вектором В, определяю щ им выделенное в к аж д о й  
точке пространства направление, запиш ем вы раж ение д л я  
магнитной силы в виде

Р»-=?[уВ]. (6 . 1)

Тогда полная электромагнитная сила, действую щая н а  за 
ряд  q:

Р -?б+ < М уВ 1. (6 .2)

Е е называю т е и л о й  Л о р е н ц а .  Последнее в ы р а ж е 
ние является универсальным: оно справедливо как  д л я  по
стоянных, так  и для переменных электрических и м агн и т
ных полей, причем при любых значениях скорости V з а 
ряда.

П о действию силы Л оренца на заряд  можно в п р и н ц и п е 
определить модули и направления векторов Е и В. П оэтом у 
выражение для силы Л оренца можно рассматривать к а к  
определение электрического и магнитного полей (в сл у ч ае  
электрического поля мы т а к  и поступили) *.

Следует подчеркнуть, что на покоящийся элект рический  
заряд магнитное поле не действует. В этом сущ ественное 
отличие магнитного поля от электрического. М агнитное 
поле действует только на движ ущ ийся заряд.

Вектор В характеризует силовое действие м агнитного  
поля на движущийся заряд  и, следовательно, я в л яе тс я  в 
этом отношении аналогом вектора Е, характеризую щ его 
силовое действие электрического поля.

Важной особенностью магнитной силы является то , что 
она всегда перпендикулярна вектору скорости заряда,, по-

* Разработан ряд способов изм ерения поля В, но все они, в  конеч
ном счете, базирую тся на явлениях , в  основе которых леж ит у р а в н е 
ние (6 .2).

т



этом у работы над зарядом  не совершает. Это значит, что 
в постоянном магнитном поле энергия движущ ейся зар я 
ж енной частицы всегда остается неизменной» как  бы ча
стица ни двигалась.

В нерелятивистском приближении сила Л оренца (6.2), 
к а к  и любая другая си л а , не зависит от выбора системы от
счета (инерциальной). Вместе с тем магнитная составляю
щ ая силы Л оренца м еняется при переходе от одной системы 
отсчета к другой (из-за V ) .  Поэтому долж на меняться и 
электрическая составляю щ ая </Е. Отсюда следует, что раз- 
•деление полной силы Р ~  силы Лоренца —  на электриче
скую  и магнитную зави си т от выбора системы отсчета. Без 
у казан и я  системы отсчета такое разделение не имеет смысла.

М агнитное поле равномерно движущегося заряда. Опыт 
показы вает, что само магнитное поле порождается движ у
щ имися зарядами (токами). В результате обобщения экспе^ 
риментальных данны х был получен элементарный закон, 
определяю щ ий поле В точечного заряда движущ егося 
с  постоянной нерелятивистской скоростью V .  Этот закон 
записывается в виде *

4л  гг
(6.3)

где Цо — м а г н и т н а я  п о с т о я н н а я ;  коэффициент 

ц<,/4я=«*1(И Гн/м;

г — радиус-вектор, проведенный от заряда к  точке на
блю дения. Конец радиуса-вектора г неподвижен в данной 
системе отсчета, а его  начало движется со скоростью V 
(рис. 6.1), поэтому вектор В в данной системе отсчета зави
си т  не только от полож ения точки наблюдения, но и от 
времени. ^

В соответствии с  формулой (6.3) вектор В направлен 
перпендикулярно плоскости, в которой расположены век
торы  V и г, причем вращ ение вокруг вектора V в направле
н ии вектора В образует с  направлением V правовинтовую 
систему (рио. 6.1). О тметим, что вектор В является аксиаль
ным (псевдовектором).

'¡п  * Ф ормула (6.3) справедлива и в случае, когда зар я д  движется
с ускорением, однако то лько  на достаточно малых расстояниях г  от 
аар я д а  (малых настолько, что за  время r/с  скорость v заряда  заметно 
н е  меняется).

т



Величину В называют м а г н и т н о й  и н д у к ц и е й .  
Единицей магнитной индукции служит т е с л а  (Тл). 
Электрическое поле точечного заряда д, движ ущ егося 

с нерелятивистской скоростью, описывается тем ж е  зако 
ном (1.2). Поэтому выраж ение (6.3) можно представить как

В =  е0М у Е] =  [уЕ]/с, 1 (6.4)

где с — э л е к т р о д и н а м и ч е с к а я  п о с т о я н 
н а я  (с — Ь'КеоИо). она равна скорости света в вакуум е 
(совпадение, как потом выяснилось, не случайное).

Пример. Сравнение сил магнитного и электрического взаим одей
ствий движущихся зарядов. Пусть два достаточно массивных точен* 
ных заряда д движутся параллельно друг другу с одинаковой нерелят и
вистской скоростью V, как показано на рис. 6.2. Н айт и отношение 
магнитной Г ы и электрической Е 9 сил, действующих, наприм ер , со 
стороны заряда 1 на заряд 2.

1  Гл -----------
*1 г

Рис. 6.2

Согласно (6.2) =  90В и / ^ » =  цЕ , где V — скорость за р я д а  2,
а В  и Е  — индукция магнитного н напряж енность электри ческого  по
лей, создаваемых зарядом /  в месте нахождения заряда  2.

Отношение Е н/Р ь =  ьВ !Е . В нашем случае согласно (6.4) В  =  
“  ьЕ!с*, поэтому

^ / / ?. - ( » / с ) * .  (6*5)

Д аж е для достаточно больш их скоростей, например V —  300 км /с, 
это отношение равно Ю-0, т. е .. магнитная часть силы в м иллион раз 
меньше электрической и составляет ничтожную поправку к электри че
ской силе.

Рассмотренный пример может вызвать естественный во
прос — стоит ли такие силы изучать? О казы вается, стоит, 
и на это есть две веские причины. 

Во-первых, нам приходится встречаться с пучкам и ча
стиц, движущихся почти со световыми скоростям и, и там  
эта «поправка» к электрической силе становится сравним ой 
с последней (заметим, что отношение (6.5) справедли во и 
при релятивистских скоростях).
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В о-вторых, при движ ении, например, электронов вдоль 
проводов их направленная скорость при обычных плотно
с т я х  составляет несколько десятых миллиметров в секунду, 
и отнош ение (и/с)2 «=> 10 '24. Н ичтожная поправка к электри
ческой силе! Н о дело в том, что в данном случае магнитная 
с и л а  —  это практически в с я  действующая сила, ибо элект
рические силы исчезли в результате почти идеального ба
л а н с а  отрицательных и положительных зарядов в прово
д ах . Этот баланс намного точнее чем 10‘24, и «ничтожная» 
м агн и тн ая  сила оказы вается, по существу, единственной. 
А участие громадного числа зарядов в создании тока ком
п енсирует малость этого члена.

Д ругим и словами, избыточные заряды на проводах ии- 
.чтож но малы по сравнению  с суммарным зарядом носителей 
то к а . Поэтому магнитные силы в данном случае намного 
превосходят электрические силы, действующие на избыточ
ны е зар яды  проводов.

§ 6 .2 . З А К О Н  БИО — САВЛРА

П ринцип суперпозиции. Опыт дает, что для магнитного 
п о л я , как  и для электрического, справедлив принцип супер
позиции: магнитное поле, создаваемое несколькими дви
ж ущ им и ся зарядами или токами, равно векторной сумме 
м агнитны х полей, создаваемых каждым зарядом или током 
в отдельности:

В; (6 .6)

Закон Био — Савара. Рассмотрим вопрос о нахождении 
м агнитного поля, создаваемого постоянными электриче
ским и токами. Этот вопрос будем решать, исходя из закона 
(6 .3), определяющего индукцию поля В равномерно движ у
щ егося точечного заряда. Подставим в (6.3) вместо я  заряд  
р(1У, где ¿ V — элементарный объем, р — объемная плот
ность заряда, являю щ егося носителем тока, и учтем, что 
(»V =  } согласно (5.2). Тогда формула (6.3) приобретет сле
дую щ ий вид:

„ В - £ И Г > £4.1 г3 (6-7)

Если же ток /  течет по тонкому проводу с площадью 
поперечного сечения Л 5 , то

/<1У«/Д5<Н =*/<«,



где с1/ —  элемент длины провода. Введя вектор с!1 в напра
влении тока / ,  перепишем предыдущее равенство так:

] d '̂ <= / (11. (6 .8)

Векторы \<1У и /с11 называют соответственно о б ъ е м н ы м  
и л и н е й н ы м  э л е м е н т а м и  т о к а .  Произведя 
в формуле (6.7) замену объемного элемента тока на линей
ный, получим ______________ _

4 л  гл '

Формулы (6.7) и (6.9) выражают з а к о н  Б и о—С а- 
в а р а .

Полное поле В в соответствии с принципом суперпози- 
ции определяется в результате интегрирования выраже
ний (6.7) или (6.9) по всем элементам тока:

Расчет по этим формулам индукции магнитного поля тока 
произвольной конфигурации, вообще говоря, сложен, Од
нако расчет значительно упрощ ается, если распределение 
тока имеет определенную симметрию. П риведем несколько 
простейших примеров на нахождение индукции магнитного 
поля тока.

Пример 1. М агнитное поле прямого тока, т. е. тока, текущего по 
тонкому прямому проводу бесконечной длины (рис. 6.3).

Согласно (6.9) в  произвольной точке А векторы  dB от всех элемен
тов тока имеют одинаковое направление — за плоскость рисунка. Поэ
тому сложение векторов dB можно заменить слож ением их модулей 
dB, причем

dB =  i1? .1 d* cosa 
*  4л  г*

Из рисунка видно, что d f c o s a  =  rd a  и г =  Ы  cos а .  Поэтому

d B М  co s«  d a  
”  4 л  Ь

Интегрпруя последнее выражение по всем элементам тока, что экви
валентно интегрированию  по а  от —я /2  до я / 2 , находим

в ~ г Л -  ‘6“ >
Пример 2. М агнитное поле на оси кругового тока. П а рис. 6.4 

показан вектор dB от элемента тока 161, находящ егося справа. От всех 
элементов тока будет образовываться конус векторов dB, и легко со
образить, что результирующий вектор В в точке А  будет направлен



вверх по оси Z. Это значит, что для нахождения модуля вектора В 
достаточно слож ить проекции векторов dB на ось Z. К аж дая такая про
екция имеет вил

Ц0 ¡ (И 
4л гЧ

ЛВг &■ dB  cos Р ' cos 0,

где учтено, что угол между элементом ¿1 и радиусом-вектором г равен 
п /2 ,  поэтому синус равен единице. И нтегрируя это пыряжение но всем

d B ,B

Рис. 6.4

d/ (это дает 2 n R )  и учитывая, что cos 0 =  R /r  и /■ *» (г* +  Л *)1/2, полу
чаем

Щ 2л R 4
В =

4л (г2-Ь Д*)3/2'
(«•12)

Отсюда следует, что в центре витка с током (г ** 0) и не расстоянии 
г ;>  /? м одуль вектора В равен

Но 2л  R*lI /» 0̂    — —* >  Ь 4Л гэ
о  Но 2л /

4л R
В. (6.13)

§ 6 .3 . О С Н О В Н Ы Е  ЗА К О Н Ы  М А ГН И ТН О ГО  ПОЛЯ

М агнитное поле обладает, как и электрическое поле, 
двумя важнейш ими свойствами. Эти свойства, связанные 
такж е с потоком и циркуляцией векторного поля, и выра
жаю т основные законы магнитного поля.

П реж де чем перейти к их изучению, несколько слов 
о г р а ф и ч е с к о м  п р е д с т а в л е н и и  поля В. 
К ак  и лю бое другое векторное поле, поле В может быть 
представлено наглядно « помощью линий вектора В. Их 
проводят обычным способом —  так , чтобы касательная 
к этим ли н и ям  в каждой точке совпадала с направлением 
вектора В, а густота линий была бы пропорциональна мо
дулю вектора В в данном месте.



П олученная таким образом геометрическая картина по
зволяет легко судить о конфигурации данного м агнитного 
поля и сильно облегчает анализ некоторых ситуаций.

А теперь обратимся к основным законам м агнитного  
поля —  теореме Гаусса и теореме о циркуляции.

Теорема Гаусса для поля В. Поток вектора В сквозь 
любую замкнут ую  поверхность равен нулю:

Эта теорема является, по сущ еству, обобщением оп ы та. 
Она вы ражает собой в постулативной форме тот эк с п е р и 
ментальный факт, что линии вектора В не имеют ни н а ч а л а , 
ни конца. Поэтому число линий вектора В, вы ходящ их из 
любого объема, ограниченного замкнутой поверхностью  5 ,  
всегда равно числу линий, входящ их в этот объем.

Отсюда вытекает важное следствие, которым мы б удем  
пользоваться в дальнейшем неоднократно. А именно: по
ток вектора В сквозь поверхность Э, ограниченную некот о - 
рым замкнутым контуром, не зависит  от формы поверхно
сти  5 . Это легко понять с помощью представления о л и 
ниях вектора В: так как они нигде не преры ваю тся, их 
число сквозь поверхность 5 ,  ограниченную данным к о н т у 
ром (т. е. поток вектора В), действительно не долж но з а в и 
сеть от формы поверхности 5 .

Закон  (6.14) выражает т ак ж е  и Тот факт, что в п р и р о д е  
нет магнитных зарядов, на которы х начинались бы или  з а 
канчивались линии вектора В. И наче говоря, м агнит ное  
поле не имеет источников в противоположность полю э л е к 
трическому.

Теорема о циркуляции вектора В (для магнитного поля 
постоянных токов в вакууме). Ц иркуляция  вектора  В по  
произвольному конт уру  Г равна произведению  ц0 н а  алге
браическую сумму токов, охватываемых контуром  Г:

где / =  £ /* ,  причем — величины алгебраические. Т о к  
считается положительным, если его направление с в я за н о  
с направлением обхода по кон туру правилом правого в и н та . 
Ток противоположного направления считается о тр и ц ател ь 
ным. Это правило иллю стрирует рис. 6.5: здесь то к и  
и / а положительные, ибо их направления связаны с н а п р а в -

§В<15 =  0 . (6 .1 4 )

ф В (11 =  ц „ /, ( в .15)



лением обхода по кон туру  правилом правого винта, а ток 
отрицательный.

Теорема о ци ркуляц и и  (6.15) может быть доказана исходя 
из закона Вио —  С авара. В общем случае произвольных 
токов это доказательство достаточно кропотливо, и мы не 
будем приводить его здесь. Мы будем рассматривать утвер

ждение (6.15) как постулат, под
твержденный экспериментально.

Еще одно замечание. Если 
ток /  в (6.15) распределен по 
объему, где расположен контур 
Г, то его можно представить как

/ =  J ]  dS- (6.16)

Интеграл здесь берется по про
извольной поверхности S ,  натя
нутой на контур Г. Плотность 
тока j под интегралом соответ

ствует точке, где располож ена площадка dS, причем век
тор dS образует с направлением обхода по контуру право
винтовую систему.

И так, в общем случае уравнение (6.15) можно записать 
так :

^ B d [ - j i 0 J j d S  =  M o J ú d S .  (6 .1 7 )

Тот факт, что ци ркуляция вектора В, вообще говоря, 
не равна нулю, означает, что поле В не потенциально 
(в отличие от электростатического поля). Такое поле назы
ваю т в и х р е в ы м  или с о л е н о и д а л ь н ы м.

Т ак  как ци ркуляция вектора В пропорциональна току /, 
охватываемому контуром, то магнитному полю, в общем 
случае, нельзя приписать скалярный потенциал, который 
бы л бы связан с вектором  В соотношением, аналогичным 
Е =  — Vcp. Этот потенциал был бы неоднозначным: при каж 
дом  обходе по контуру и возвращении в исходную точку
он получал бы приращ ение, равное ц0/ .  Впрочем, в той
области пространства, где токов нет, магнитный потен
ц и ал  срт вводят и достаточно эффективно используют.

Роль теоремы о циркуляции вектора В. Эта теорема играет 
примерно ту ж е роль, что и теорема Гаусса для векторов 
Е  и D. Мы знаем, что поле В определяется всеми токами, 
ц и ркуляц и я  ж е вектора В только теми токами, которые 
охватывает данный кон тур. Несмотря на это, в некоторых 
с л у ч а я х - ^  при наличии специальной сим м етрии*— тео



рема о циркуляции оказывается весьма эффективной, п о з
воляя очень просто находить В.

Это бывает в тех случаях, когда вычисление ц и р ку л яц и и  
вектора В можно свести, вы брав разум но контур, к п р о и з
ведению В  (или В[) на длину кон тура или его часть. Е с л и  
этого нет, расчет поля В приходится проводить иными сп о 
собами, например с помощью зако н а  Био — С авара и ли  
путем решения соответствующих дифференциальных у р а в 
нений, и расчет становится значительно сложнее.

§ 6 .4 . П РИ М Е Н Е Н И Я  Т Е О Р Е М Ы  О Ц И Р К У Л Я Ц И И  
В Е К Т О РА  В

Рассмотрим несколько практически важных п ри м еров, 
иллюстрирующих эффективность использования теорем ы  
о циркуляции при расчете поля В, а затем обсудим, н а 
сколько универсален этот способ расчета.

Пример I. Магнитное поле прямого тока. Пусть пост оянны й  
ток /  тенет вдоль бесконечно длинного прямого провода, имею щ его  
круглое сечение радиусом  а. Н айт и индукцию  В поля снаружи и в н ут р и  
провода.

Из симметрии задачи следует, что линии вектора В в данном с л у 
чае долж ны  иметь вид окружностей с центром на оси провода. П р и ч е м

Рис. 6.6 Рис. 6.7

модуль вектора В должен быть одинаков во всех точках на р а с с то я . 
нии г от  оси провода. Поэтому по теореме о циркуляции в ек т о р а  В 
для круглого контура Г, (рис. 6 .0) В  • 2лг =  ц 0/ ,  откуда следует, что 
вне провода

Я =  (ц0/2л)//г (г 2га). (6.18)
Заметим, что решение этого вопроса непосредственно (с помощ ью  з а 
кона Б ио—Савара) оказывается гораздо  более сложным.

Внутри провода из тех ж е соображ ений симметрии следует, что 
лнннн вектора В являю тся тож е окруж ностям и. По теореме о  ц и р 
куляции вектора В для круглого контура Г, (см. рис. 6 .6)

МоЛ-1 где К  — ? (''/я)* ~~ то к > охватываемый данным к о н ту р о м .



Отсюда мы находим, что внутри  провода
'  д —и«о/2л ) ¡г/а* ( г ^ а )  (8.19)

Зависимость В  (г) п о к азала  графически на рис. 6.7.
Если провод имеет вид трубки, то снаружи индукция В опрсде 

л яегся  формулой (6.18), а внутри — магнитное поле отсутствует. Э'Ю 
такж е легко показать с помощью теоремы о циркуляции вектора В.

Пример 2. М агнитное поле соленоида. Пусть ток I течет по про
воднику, намотанному по винтовой линии на поверхность цилиндра. 
Такой обтекаемый током цилиндр  называют с о л е н о и д о м  Пусть 
на единицу длины соленоида приходится п витков проводника. Если 
ш аг винтовой линии достаточно мал, то каждым виток соленоида 
можно приближ еннозаменить замкнутым витком. Будем такж е пред
полагать , что сечение проводника настолько мало, что ток в соленоиде 
можно считать текущ им по его поверх мостя

Опыт и расчет показы ваю т, что чем длиннее соленоид, тем меньше 
индукция магнитного поля снаруж и него. Д ля бесконечно длинного 
соленоида магнитное поле снаруж и отсутствует вообше.

'  Рис. 6.8 Рис. 6.9

И з соображений симметрии ясно, что линии вектора В внутри 
соленоида направлены вдоль его. оси, причем вектор В составляет 
с  направлением тока в соленоиде правовинтовую систему.

Ъ'же то, ч т о  мы вы яснили  относительно конфигурации магнит
ного поля соленоида, подсказы вает выбрать прямоугольный контур 
т а к , как  показано на рис. 6 .8 . Ц иркуляция вектора В по данному кон- 
т у р у  равна В1, и контур охваты вает ток n i l .  Согласно теорем« о цирку
л я ц и и  В1 =  Мол//, откуда следует, что внутри длинного соленоида

Я=Ф 0п/, (6.20)
т .  е . поле внутри длинного соленоида однородно (за исключением об
л астей , прилегаю щ их к торцам  соленоида, но этим при расчетах зача
сту ю  пренебрегают). П роизведение п !  называют ч и с л о м  а м п е р -  
в и т к о в .  При п  =  2000 витков/м  и ! =  2 А магнитное поле внутри 
соленоида 6 = 5  мТл.

П р и м ерЗ . М агнитное ноле тороида. Тороид представляет собой 
пр о во д , навитый на к ар к а с , имеющий форму тора (рис. 6.9).

Из соображений симметрии нетрудно понять, что линии вектора В 
д о л ж н ы  быть окруж ностям и, центры которых расположены на оси 0 0 '  
тороида . Поэтому ясно, что в качестве конгура следует взять одну из 
т а к и х  окружностей.

В ели контур располож ен внутри тороида, он охватывает ток /V/, 
где Л — число витков в  тороидальной катушке; /  — ток в проводе.



Пусть радиус контура т, тогда по теореме о циркулям «" Я 2 л г  =• 
“ ■ А-Ц|Л// ,  откуда следует, что внутри тороида

Я =  (Цо/?л) ЛГ//Л («.21)
И:< сравнения (6 .21) с (6.18) видно, что внутри тороида м агнитное поле 
совпадает с полем прямого тока N1, текущ его вдоль оси 00 '.  У стре
мив А' и радиус тороида Я к бесконечности (при неизменном сечении 
тороида), в пределе получим вы раж ение (6 .20) для магнитного поля 
бесконечно длинного соленоида.

Если выбранный нами круглый контур проходит вне тороида, то 
тиков он не охватывает, поэтому для такого контура 5 - 2 л г =  0 . Это 
значит, что вне тороида магнитное поле отсутствует.

В предыдущих рассуждениях предполагалось, что линии  тока 
леж ат в меридиональных плоскостях, т. е. в плоскостях, проходящ их 
через ось 00 ' тороида. У реального тороида линии тока (витки) не 
леж ат строго в этих плоскостях, поэтому имеется составляю щ ая тока  
вокруг оси 0 0 ' . Эга составляю щ ая создает допол
нительное поле, аналогичное полю кругового тока.

Пример 4 . Магнитное поле плоскости с током.
Рассмотрим безграничную проводящ ую  плос- В 

кость, по которой течет равномерно распределен
ный тЬк одного направления. На рис. 6.10 показан 2 
след такой плоскости с током, текущ им за плос
кость рисунка (что отмечено крестиками). Введем  ̂
понятие л и н е й н о й  п л о т н о с т и  т о к а  
как в е к т о р -1, направленный вдоль линий тока. 1 
Модуль этого вектора представляет собой ток, при
ходящийся на единицу длины, которая играет роль 
«поперечного сечения».

Разбив мысленно плоскость с током на тонкие 
нити с током, нетрудно сообразить, что результи
рующее поле В будет направлено параллельно 
плоскости, причем справа от плоскости — вниз, слева — вверх  (рис. 
б.Ю ). Эти направления легко установить по правилу правого в и н та .

Д л я  определения индукции поля В воспользуемся теоремой о  ц и р 
куляции вектора В. Зная , как располож ены в этом случае лини и  в е к 
тора В, выберем контур в виде прям оугольника 1234 (рис. 6 .10). Т огда  
по теореме о циркуляции 2В1 =  ц 0И, где / — длина стороны к о н т у р а , 
параллельной плоскости с током. Из последнего равенства находим :

в- '/аМ А » . ( в .22 )
Из полученной формулы видно, что магнитное поле как  с одной стороны  
плоскости, так и с другой является однородным. Этот р езу л ьтат  с п р а 
ведлив и для ограниченной плоскости с током, но лиш ь для точек вблизи  
плоскости и удаленных от ее краев.

Общие соображения. Результаты , полученные в р ассм о 
тренных примерах, можно было бы найти и непосредственно 
с помощью закона Био — С авара. Однако теорема о ц и р 
куляции позволяет получить эти результаты  зн ачи тельн о  
проще и быстрее.

Вместе с тем легкость, с которой был проведен р асч ет  
поля в этих примерах, не долж н а создать у читателя ош и 
бочного впечатления о силе метода, основанного на п р и м е

В

Рис. 6 .10



нении теоремы о циркуляции. Как и в случае теоремы 
Г ау сса  для электрического поля, число задач, легко решае
м ы х с помощью теоремы о циркуляции вектора В, к сож але
нию, тож е весьма ограничено. Достаточно сказать, что уж е 
д л я  такой симметричной конфигурации тока, как круговой 
ви ток , теорема о циркуляции оказывается беспомощной. 
Зд есь  конфигурация магнитного поля, несмотря на вроде бы 
хорош ую  симметрию, не позволяет, однако, найти необхо
димый для расчета простой контур, и задачу приходится 
реш ать другими способами, гораздо более громоздкими.

Дивергенция поля В. Теорема Гаусса (6 . И ) для пат я В в диффе
ренциальной форме имеет вид

т. с. дивергенция поля В всюду равна нулю, ^го  означает, повторяем, 
что магнитное поле не имеет источников (магнитных зарядов). М агнит
ное поле порождают не магнитные заряды (которых в природе нет), 
а электрические токи.

Закон (6.23) является фундаментальным’, он справедлив не только 
для  постоянных, но и для переменных магнитных полей.

Ротор поля В. В аж ное свойство м а гн и т н о го  п о л я ,  кот орое  вы ра
ж ае т  теорема о циркуляции вектора В, побуждает представить и эту 
теорему в дифференциальной форме, расширяющей ее возможности как 
инструмента исследования и расчета.

С этой целью рассмотрим отношение циркуляции вектора В к пло
щ ади S ,  ограниченной контуром. Оказывается, это отношение стре
мится к некоторому пределу при S  0, причем этот предел зависит 
от  ориентации контура в данной точке пространства. Ориентация 
контура задается вектором п нормали к плоскости контура, причем на
правление п связано с направлением обхода по контуру правилом 
правого винта.

П редел, получаемый при указанной операции, представляет со
бой скалярную  величину, которая ведет себя как проекция некоторого 
вектора на направление нормали п к плоскости контура, по которому 
берется циркуляция. Этот вектор называют р о т о р о м  п о л я  В 
и обозначаю т символом ro t В. Таким образом,

где справа стоит проекция вектора ro t В на нормаль п.
И так , в каждой точке векторного поля В имеется вектор rot В, 

направление и модуль которого связаны со свойствами самого поля 
в  данной точке. Н аправление вектора ro t В определяется тем направле- 
нием норйали п площ адки S , при котором достигается максимальное

§ 6.5. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н А Я  ФОРМА 
ОСНОВНЫХ ЗА К О Н О В  М АГНИТНОГО ПОЛЯ

V - В « 0 , (6.23)

(6.24)



значение величины (6.24), являю щ ееся одновременно модулем вок- 
тора rot В.

В математике получают вы раж ение для ro t В в координатном 
представлении. Д ля наш их целей важ но другое: оказы вается , фор
мально ro t В можно рассматривать как  векторное произведение опера
тора V на вектор В, т. е. как  V X В. Мы будем пользоваться последним, 
более удобным обозначением: оно сразу же позволяет зап и сать  век
торное произведение V X В с помощью определителя:

V x B  =
е*

д 'д х
В*

д/ду
В„

е.
д/дг

В;
(6.25)

где ех , е(/, ег — орты осей декартовых координат. Д анное вы раж ение 
справедливо для ротора не только поля В, но и для лю бого другого  век
торного поля, в частности и для поля Е.

Обратимся теперь к теореме о циркуляции вектора В. Согласно 
(G.24) уравнение (6.17) можно представить в виде

ф  В d? 
lim  • с  =  Но ja ,

5 — 0 *
или (V X В)„ =  ц0/„. Отсюда

V х  В =* ЦоЬ (6.26)

Эго и есть дифференциальная форма теоремы о ци ркуляц ии  вектора  В. 
Видно, что ротор ноля В совпадает по направлению  с вектором  j — 
плотностью тока в данной точке, а модуль V X В равен ц 0/.

В электростатическом иоле циркуляция вектора Е равн а  нулю, 
поэтому _____________

(6.27)V х  Е =  0.

Векторное поле, ротор которого всюду равен нулю , является  
потенциальным, в противном случае поле является  с о л е н о й -  
д а л ь н и  м. Значит, электростатическое поле есть поле пот енциаль
ное, магнитное же поле — соленоидальное.

$ 6.0. СИЛА АМ ПЕРА

Закон Ампера. Каж дый носитель тока испыты вает дей
ствие магнитной силы. Д ействие этой силы передается 
проводнику, по которому заряды  движ утся. В резуль
тате магнитное иоле действует с определенной силой  на 
сам проводник с током. Н айдем эту силу.

Пусть объемная плотность зар яда , являю щ егося  носи
телем тока (электроны в металле, например) р авн а  р. В ы 
делим мысленно элемент объема проводника. В нем 
находится зар яд —носитель тока, равный рсIV . Т огда  си л ? .

т



действую щ ая на элемент 6 V проводника, может быть за 
п и сан а по формуле (6 . 1) в виде

с1Р =  р ГиВ] 6 V .

Т ак  к ак  ] *= ри, то

( 6- 28 )с1Р =  []ВМ1Л

Е сли ток течет по тонкому проводнику, то согласно
(6.8) }(1У =  /с!1 и

=  В], (в.2д)

где (11 —  вектор, совпадающий по направлению с током и 
характеризую щ ий элемент длины тонкого проводника.

Ф ормулы (6.28) и (6.29) выражаю т з а к о н  А м п е р а .  
И нтегрируя эти вы раж ения по элементам тока (объемным 
или линейным), можно найти магнитную силу, действую
щ ую  на тот или иной объем проводника или его линейный 
участок.

С илы , действующие на токи в магнитном поле, назы
ваю т а м п е р о в ы м и  или ~ и л а м и А м п е р а .

Пример. Сила взаимодействии параллельных токов. Н айт и ампе- 
рову силу, с которой взаимодействуют в вакууме два параллельных  
бесконечно длинны х провода с токами !х и  /2, если расстояние между 
проводами равно Ь. Расчет силы произведем на единицу длины этой 
системы.

К аж дый элемент тока / а находится в магнитном поле тока 11, 
а именно в поле В у =  (Ц1/4л ) 211!Ь согласно (6.19). Угол между эле
ментом тока / 2 и вектором В, прямой, поэтому, как следует из формулы
(6.29), на единицу длины проводника с током /а действует сила F 0д =  
*=* ¡ъВи  или

(6-30)
Д л я  силы, действующей на единицу длины проводника с током / , ,  
получается, разумеется, то ж е выражение.

И последнее. Н етрудно убедиться в том, что токи, оди
н аково  направленные, притягиваю тся, а противоположно 
направленны е — отталкиваю тся. Здесь речь идет только 
о  магнитной силе. Н е следует, однако, забывать, что кроме 
м агнитной имеется еще и электрическая сила — сила, обу> 
словлен ная избыточными зарядами на поверхности провод
ников. Поэтому, если говорить о полной силе взаимодей
стви я  между проводами, то она может быть как силой при
т я ж е н и я , так  и силой отталкивания — все зависит от со
отнош ения магнитной и электрической составляющих пол
ной силы  (см. задачу 6.7).



Сила, действую щая на контур с током. Результирую щ ая 
амперова сила, которая действует на контур с током в маг
нитном поле, определяется в соответствии с (6.29) как

'  (6.31)

где интегрирование проводится по данном у контуру с то
ком /.

Если магнитное поле однородно, то вектор В можно вы
нести из-под интеграла и задача сводится к вычислению век
торного интеграла фс11. Э ю т интеграл представляет собой 
замкнутую цепочку элементарных векторов с!1, поэтому 
он равен нулю. Значит, и ? — 0, т. е. результирую щ ая ам
перова сила равна нулю в однородном магнитном поле.

Если же магнитное поле неоднородно, то результирую 
щая сила (6.31), вообще говоря, отлична от нуля и в каж 
дом конкретном случае она определяется с п о м о щ б ю  выра
жения (6.31). Д л я  дальнейшего особый интерес представ
ляет случай, когда контур с током плоский и его размеры 
достаточно малы. Такой контур с током  
называют э л е м е н т а р н ы м .

Поведение элементарного контура с то
ком удобно описывать с помощью м а г 
н и т н о г о  м о м е н т а  рш. По опреде
лению

рт  =  /5 п  (6.32)

где I — ток; 5  —  площадь, ограниченная 
контуром; п —  нормаль к контуру, н ап р ав 
ление которой связано с направлением то ка  в контуре пра
вилом правого винта (рис. 6.11). В магнитном отношении 
элементарный контур с током вполне характеризуется его 
магнитным моментом рш.

Довольно кропотливый расчет по ф орм уле (6.31) с уче
том малости контура приводит к следую щ ему выражению 
для силы, действующей на элементарный контур с током 
в неоднородном магнитном поле:

(6.33)

где р т —  модуль  магнитного момента контура; дЪ/дп  — 
производная вектора В по направлению  нормали п или по 
направлению вектора р,„. Последнее вы раж ение аналогично 
(1.39) для силы, действующий на электрический диполь 
в электрическом поле.



И з формулы (6.33) видно, что, как  и в случае электри
ческого диполя:

1) в однородном магнитном поле Р =  О, ибо дЫ дп  =  0 ;
2 ) н ап равлен и е вектора Р, вообще говоря, не совпадает 

ни с вектором  В, ни с вектором р т ; вектор Р совпадает 
лиш ь с направлением  элементарного приращ ения  вектора В, 
взятого в направлении  вектора р т  в месте расположения 
контура. С казан ное иллюстрирует рис. 6.12, где показаны 
три располож ения контура в магнитном поле прямого 
тока / 0. Здесь  ж е показан и вектор результирующ ей силы Р, 
которая действует на контур в каж дом случае (полезно са
мостоятельно убедиться, что это действительно так).

р т

0 * Рт
р  ^

О  Рт 
Р* 0 

Р ис. 6.12

Если нас интересует проекция силы Р на некоторое на
правление X ,  то  достаточно записать выражение (6.33) 
в п роекциях на это направление, и мы получим

" ' - ’ Л -  (6-34)
где д В х /дп  —  производная соответствующей проекции век
тора В о п ять  ж е  по направлению нормали п к контуру 
(или по р т ).

Пример. П усть элементарный контур с током, имеющий магнит
ный момент р т , располож ен перпендикулярно оси симметрии неодно. 
родного м агнитного поля, причем вектор р т  — в направлении вектора 
В. Выберем полож ительное направление оси X ,  как  показано на 
рис. 6 .13. Т ак  к ак  в направлении вектора рт  приращ ение проекции В  
будет отрицательны м , то Ь'х  <  0. Значит, вектор Р направлен влево — 
в сторону, где В  больш е. Если же контур с током (и вектор р ) 
повернуть на 90° так , чтобы центр контура, совпал с осью симметрии 
поля В, то в этом полож ении Их  =  0. а вектор Р будет направлен пер
пендикулярно оси X ,  причем в ту ж е сторону, что и р т .



Рассмотрим плоский контур с током  /  в о д  п о р о д  
н о м  магнитном поле В. Выше (см. с . 14}) мы выяснили 
что результирую щ ая сила (6.31), которая  действует на кои 
тур с током в однородном магнитном поле, равна нулю 
А из механики известно, что если результирую щ ая сил 
действующих на любую систему, р авн а  нулю , то суммар 
ный момент этих сил не зависит от точки 0, относительно 
которой определяю т моменты этих сил. Р а з  так . можно про
сто говорить о результирующем моменте амперовых сил 
в нашем случае.

По определению, результирующ ий момент амперовых
сил

М - § ( г ,  № ]. (6.35)

где (1Р дается формулой (6.29). Е сли  провести расчет по 
формуле (6.35) —  он довольно громоздок и мало интересен, 
поэтому мы не будем его приводить, —  то оказывается, 
что для произвольной формы кон тура с током  этот момент 
сил можно представить как

М = [ р т В ], .  (6.36)

где р т  —  магнитный момент контура с током (для пло
с к о й  контура р п, =  IS n )  *.

И з (6.36) видно, что момент М ам перовы х сил, дейст
вующих на контур с током в однородном магнитном поле, 
перпендикулярен как вектору рт , т а к  и вектору В. М одуль 
вектора М равен М =  р тВ sin  а ,  где а  —  угол между век
торами р1Л и В. В тех случаях, когда p m f f  М, момент сил 
М =  0 , и нетрудно убедиться в том, что положение кон
тура будет устойчивым. Если pm В, то  тож е М =  О, но 
такое положение контура является неустойчивым: малей
шее отклонение от этого положения приведет к появлению 
момента сил, стремящегося отклонить контур еще больше 
от начального положения.

Пример. Убедимся в справедливости ф орм улы  (6.36) на простейшем 
случае прямоугольного контура с током (рис. 6.14).

* Если виток не плоский, то его магнитны й момент р т  =  /\с!5, 
где интеграл берется по поверхности 5 ,  натян утой  на контур с током. 
Этот интеграл не зависит от выбора поверхности 5 ,  а зависит только 
от контура, на который она натянута.



К ак видно из данного рисунка, силы, действующие на стороны о, 
перпендикулярны им и вектору В, поэтому эти силы направлены гори
зонтально (на рисунке они не показаны) и стремятся только растя
нуть (или сж ать) контур. Стороны b перпендикулярны В, поэтому на 
каждую из них действует сила

F=>lbB.

Эти силы стремятся повернуть контур так, чтобы его вектор р т  ока
зался сонаправленным с вектором В Стало быть, на контур действует 

пара сил, момент которой равен произведе
нию плеча пары a  sin а  на F, т. е.

M  =  ¡bB a  sin а .

Учитывая, что аЬ — это площ адь, ограничен
ная контуром, и Iba =  р т , получим

М  =  р тВ  sin а ,

что в векторной форме записывается как
(6.36).

В заключение необходимо отме
тить, что выражение (6.36) справед
ливо и для неоднородных магнитных 

полей. Н адо только , чтобы размеры контура с током 
были достаточно малы. Тогда влиянием неоднородности 
на вращающий момент М можно пренебречь. Именно это 
относится к элементарному контуру с током.

Во внешнем неоднородном магнитном поле элементар
ный контур с током ведет себя аналогично тому, ка^< и 
электрический диполь во внешнем неоднородном электриче
ском поле: он будет поворачиваться к положению устой
чивого равновесия (при котором рт  ^  В) и, кроме того, 
под действием результирующ ей силы Р втягиваться туда, 
где индукция В  больш е.

§ 6 . 8. РА БО Т А  П Р И  П Е РЕ М Е Щ Е Н И И  К О Н Т У РА  С ТОКОМ

Когда контур с током находится во внешнем магнитном 
п о л е— мы будем предполагать, что оно постоянное,— 
на отдельные элементы контура действуют амперовы силы, 
а поэтому при перемещении контура эти силы будут со
вершать работу. В этом параграфе мы покажем, что работа, 
которую соверш аю т амперовы силы при элементарном пе
ремещении кон тура  с током / ,  определяется как

(6.37)

где (1Ф —  приращ ение магнитного потока через контур 
при данном перемещении.



Доказательство этой формулы проведем в три этап а .
1. Сначала рассмотрим частный случай: контур 

(рис. 6.15) с подвижной перемычкой длины I находится 
в однородном магнитном поле, перпендикулярном плоско
сти контура и направленном за  плоскость рисунка. Н а  пере
мычку' согласно  (6.29) действует амперова сила Т7 =  И В . 
При перемещении перемычки вправо на (1х эта сила совер
ш ает положительную работу

й х = 1 В 1 й х = 1 В < 1 3 .  (6 .38)

где с15 —  приращение площ ади, ограниченной контуром.
Д л я  определения знака  магнитного потока Ф  усло

вимся всегда брать нормаль п к поверхности, ограниченной 
контуром, так, чтобы она образовы вала с направлением  
тока в контуре правовинговую  систему (см. рис. 6.15). 
П ри этом ток /  будет всегда вели
чиной положительной. П оток ж е Ф  ^
может быть как положительным, 
так  и отрицательным. Но в нашем 
случае как Ф, так  и с!Ф =  В(15 
являю тся величинами полож итель
ными (если бы поле В было на
правлено на нас или перемычка Рис. 6.15
перемещалась бы влево, то в обоих
случаях  (1 Ф < 0 ) . К ак бы то ни было, в любом и з этих 
случаев выражение (6.38) можно представить в виде (6.37).

2. Полученный результат справедлив и для прои зволь
ного направления поля В. Чтобы убедиться в этом, разло
жим вектор В на три составляющ ие: В =  В„ +  В/ +  В*. 
Составляющая В, — вдоль перемычки — п араллельн а  току  
в ней и поэтому не оказы вает на перемычку силового дей
ствия. Составляющая В* — вдоль перемещения —  дает силу, 
перпендикулярную перемещению, работы она не соверш ает. 
Остается лишь составляю щ ая В „ —  перпендикулярная пло
скости, в которой перемещается перемычка. П оэтому в фор
муле (6.38) вместо В  надо брать только В*. Н о =  
=  с1Ф, и мы опять приходим к формуле (6.37).

3. Теперь перейдем к рассмотрению любого кон тура  
при произвольном перемещении его в постоянном неодно
родном магнитном поле (контур может при этом и прои з
вольным образом деформироваться). Разобьем мысленно 
данный контур на бесконечно малые элементы то ка  и рас
смотрим бесконечно малые перемещения их. В этих усло
виях магнитное поле, в котором перемещается каж ды й эл е



м ент тока, можно считать однородным. Д ля  .такого переме
щ ения к каждому элементу тока применимо выраж ение 
(1/4 =  /с!'Ф  для элементарной работы, где под сГФ надо 
понимать вклад в приращение потока через контур от дан
ного элемента контура. Сложив такие элементарные работы 
д л я  всех элементов контура, снова получим выраж ение 
(6.37), где ¿Ф  есть приращение магнитного потока через 
весь контур.

Чтобы найти работу амперовых сил при полном переме
щ ении контура с током от начального положения /  до ко
нечного 2, достаточно проинтегрировать выражение (6.37):

2

Л « $ /< 1 Ф . (6.39)
1

Е сли  при этом перемещении поддерживать ток 1 посто
янны м , то

Л =  / ( ф 8_ ф , ) ,  (6.40)

где Ф 1 и Ф 2 —  магнитные потоки через контур в начальном 
и конечном полож ениях. Таким  образом, работа амперо
вы х сил в этом случае равна произведению силы тока на 
приращ ение магнитного потока через контур. В ы раж е
ние (6.40) дает не только величину, но и знак совершаемой 
работы .

Пример. Плоский конт ур с током /  поворачивают в магнитном  
поле  В из положения, пр и  котором нормаль к  конт уру  п ] [ В. в поло
жение, пр и  котором  п Ц  В (напоминаем, что направление нормали  п 
(вязано с направлением тока прави.юм правого винт а). Площадь, огра
ниченная контуром, равна Э. Н айт и работу амперовых сил при ука
занном  перемещении, считая, что пюк I  поддерживается постоянным.

Согласно (0.40)

Л =  / (ВЯ — (— В5)| =  2/В5.
В данном случае работа А  >  0, при обратном же повороте А <  0.

Следует отметить, что работа (6.40) совершается не за счет энер
гии внешнего магнитного поля (оно не меняется), а за счет источника
э. д . с ., поддерживающего ток в контуре. (Но об этом более подробно 
буд ет  рассказано в  гл . 9.)

Задачи

Ф  6.1. Непосредственный расчет индукции В. Ток !  течет по тон
ком у проводнику, изогнутому, к а к  показано на рис. 6.16. Н айт и маг
н и т н ую  индукцию  В в точке О. Необходимые данные указаны на ри-- 
сунке.

Р е ш е н и е .  Искомая величина В  =  В _ +  В ^ ,  где 5 _  — маг
нитное поле от прямолинейного участка контура; В ^  — от его криио-



) 4д а  сое а 0 2л а
О

В результате

Но / (2л - 2оо)а __ ц0/ ,
’ 4л  «а 2ла

А ■  (л  — а 0) ц<>//2л а.

Полезно убедиться, что при щ  0 мы приходим к известному выра
жению (6.13).

ф  6.2. Тонкий провод с изоляцией образует плоскую  спираль из 
большого числа N  плот но расположенных витков, по которым течет

Рис. 6.17

постоянный ток I .  Радиусы внутреннего и внешнего витков равны а 
и Ь (рис. 6.17). Н айт и: 1) магнитную индукцию  В  в центре т и р а ли  — 
точке 0; 2) м агнит ны й момент спирали пр и  данном  пюке.

Р е ш е н и е  1. В клад  в магнитную индукцию  от одного витка ра
диуса г  равен согласно  (6.13)

в от всех витков
В1 =  Ц0//2г, 

0  =

где (М — число витков в интервале (г, г +  <!/•),

/V
Ь — а

(3г.

(1)

(2)

(3)

После подстановки (1) и (3) в (2) и последующего интегрирования по г 
от а До Ь получим

в - е & О - ь - * . .
2 (Ь  — а) а

2. Магнитный момент одного витка радиуса г есть р т1 — /лг*. 

а всех витков р т =  ^ p m lй N , гДе М  определяется формулой (3). Инте-



грирование дает
я ¡N b *  — cP n / N  , .  , . .

0  6.3. Ток I  течет по длинному прямому проводнику, имею
щему форму желоба с поперечным сечением в виде тонкого полукольца 
радиусом К  (рис. 6.18). Найт и магнитную  индукцию  В на оси О.

Р е ш е н и е .  Прежде всего выясним, куда направлен вектор В 
в точке О. Д л я  этого мысленно разобьем весь проводник на элементар
ные нити с током <Н. Тогда ясно, что любые две симметричные нити да
дут в сумме вектор с!В,. направленный вправо (рис, 6.19). Значит, туда 
ж е будет направлен  и вектор В

О В

Поэтому для  нахождения поля В  в точке О достаточно найти сумму 
проекций элементарных векторов dB от каждой нити тока на направ
ление вектора В:

=  ^ dfi sin ф (I)
Согласно (6 . 11)

dfl =  n0 d / / 2n /? , (2 )

где 61 =» ( / / я ) dcp (см. рис. 6.19). После подстановки (2) в (1) получим

В =  2% j Sh, fÓl f  =  í ¡ é -
ф  6.4. Теорема о циркуляции В и принцип суперпозиции. Внут ри  

однородного длинного прямого провода круглого сечения имеется круг
лая  цилиндрическая полость, ось которой параллельна oiu провода и 
смещена относительно последней на расстояние I. По проводу течет 
постоянный ток плотности  ] Найти магнит ную  индукцию  В внут ри  
полости.

Р е ш е н и е .  Искомую величину можно представить согласно прин
ципу суперпозиции как

В =  ВЦ- В \  (1)

где В0 — м агнитная индукция в том случае, если бы проводник был 
сплошным (без полости), а В' — магнитная индукция поля в той же 
точке от тока , текущ его по части провода, которую мы удалили, обра
зовав полость круглого сечения.

Таким образом , задача предусматривает прежде всего вычисление 
магнитной индукции В внутри сплошного провода на расстоянии г 
от его оси. В оспользовавш ись теоремой о циркуляции, запишем 2ягВ 
*= Ццпг*], откуда В  — 1/ 8рогУ- Последнее равенство можно представить



с помощью рис. 6.20 в векторной форме:

в =  ‘/* М М
Представив теперь по этой формуле Вц и В ', из вы раж ения (1) най 
дем их разность:

В = ^ ] г 1 - | " и г ' 1  =  ^ 1 1 , г  —Г'].

Из рис. б 21 видно, что г =  I 4- г ',  откуда г — г ' =  1 и

В ^ 'М М Л !
Таким образом, в нашем случае магнитное поле В в полости явл я ется  
однородным, и если ток течет к нам (рнс. 6.21), то поле В направлено  
в плоскости эгого рисунка вверх.

Рис. 6.20 Рис. 6.21

ф  6.5. Принцип суперпозиции. Имеется длинный соленоид с то
ком I. Площадь поперечного сечения соленоида 8 . число витков н а  еди
н и ц у  длины п. Найти магнитный поток сквозь торец этого солено
ида.

Р е ш е н и е .  Пусть поток вектора В сквозь торец соленоида р а 
вен Ф. Если приставить к данному соленоиду еще такой же, то  поток 
через соприкасающиеся торцы будет Ф +  Ф =  Ф0, где Ф0 —  поток 
сквозь поперечное сечение соленоида вдали от его торца. Тогда

Ф =  Ф0/2  =  МоЛ /5 /2 .
Попутно следует обратить внимание на следующие особенности 

поля В у торца длинного соленоида.
1. Линии вектора В расположены так , как показано ьа  р и с . 6.22. 

Эго нетрудно понять с помощью принципа суперпозиции: если приста
вить справа еще такой ж е соленоид, поле В вне образованного таким  
образом составного соленоида долж но обратиться в нуль, а это  воз
можно только при указанной на рисунке конфигурации поля.

2. Из того ж е принципа суперпозиции следует, что н орм альн ая  
составляю щ ая В„ будет одинакова по площади торца, ибо при о бразо 
вании составного соленоида В п -Ь «= В0, где В0 — поле внутри  со
леноида вдали от его торцов. В центре торца В — В п, и мы получаем , 
что В — В0!2.

0  6 .6 . Поле соленоида. Намоткой длинного соленоида с р а д и у :ом 
сечения а служит тонкая лента-проводник шириной  Л, нам от анная  
в один слой практически вплотную. Вдоль ленты течет пост оянны й



т ок  / .  Н айт и магнитное поле В внутри и вне соленоида как функ
цию  расстояния г от его оси.

Р е ш е н и е .  Вектор линейной плотности тока I можно предста
вить в виде суммы двух составляющ их:

| =  11 +  , 1
смысл векторов и / .  ясен из рис. 6 .2 3 ,6 . В нашем случае модули 
этих векторов можно найти с помощью рис. 6.23, а  по формулам:

М агнитная индукция В  внутри соленоида определяется согласно
(6 .20) величиной , а вне соленоида — величиной I :

в 1 =  IV  А «  (110//А) V 1 -  (А/2яа)» (г <  а),

В а =  = \{оЧ~:1г (^>а).
где при вычислении В„ вне соленоида была использована теорема 
о  циркуляции-. 2п гВ а - ц 02я а 1,р

Таким образом, представив ток в соленоиде в виде суперпозиции 
«поперечной» и «продольной» составляющих, мы пришли к выводу, 
что внутри такого соленоида существует только продольная соста»- 
л яю щ ая  поля В, а вне соленоида — только поперечная (как от прямого 
тока).

Кроме того, если уменьш ить ширину ленты, оставляя неизмен
ной плотность тока, то при Н -> 0  сила тока /  -> 0, но //Л  — со п ^ . 
В этом случае остается то л ьк о  поле внутри соленоида — соленоид 
становится «идеальным».

ф  6.7. Взаимодействие параллельных проводников. Два длинных  
провода с пренебрежимо малым сопротивлением замкнуты с одного 
ко нца  на сопротивление Я , а с другого конца подключены к  источники 
постоянного напряж ения. Р адиус сечения каждого провода в т] — 20 
р а з  меньше расстояния меж ду осями проводов. П ри каком значении  
сопротивления  /? результ ирую щ ая сила взаимодействия проводов обра
т ит ся  в нуль?

Р е ш е н и е .  Н а каж дом из лроводов (протекает по ним ток или 
нет) имеются избыточные поверхностные заряды (рис. 6.24), Поэтому 
кром е магнитной силы Г ш необходимо учесть и электрическую

=  [ счя а  =  ( ^  1 — а®=(//Л) \' \ — (/1/ 2ла)2»

V / || =  1 ' 8 Ш О » / / 2 л (1.

Рис. 6.22 Рис. 6.23



Пусть на единицу длины провода приходится избыточный за р я д  X. 
Тогда электрическая сила, действую щ ая на единицу длины  провода 
со стороны другого провода, может быть найдена с помощью теоремы  
Гаусса:

р 1 2Л-г ъ- к ь  - л  4лео 1 - 4лРо/.

где I — расстояние между осями проводов. Магнитную ж е  си лу , дей
ствующую такж е на единицу дли
ны провода, можно найти с помо-
щью теоремы о циркуляции век- ^ . ■ т т т 1 т  . .
тора В: 1^-

Г м =  (Ио/4д) 2 / ^ ,
0 -

где /  — сила тока в проводе. I  _
Заметим, что обе силы — элек* Т 'м

тричесная и магнитная — направ- р
лены в противоположные стороны. ' ‘
Электрическая сила обусловливает
притяж ение проводов, магнитная — их отталкивание. Н айдем отно* 
шонне этих сил:

^ и/Р в - в 0ц0/ В Д  ( 1)

Между величинами /  и X существует определенная связь (см. задачу  2 .8):

, (2)
1п Г)

где и  =  /? / .  Поэтому из соотношения (2) следует, что

/ /Х =  1п т]/ле0/?. (3)

После подстановки (3) в (1) получим

_  Ио |п^ 1  ,4,
Г, р0 ™

Результирую щ ая сила взаимодействия обращ ается в н у л ь , когда
последнее отношение равно единице. Это будет при /? =  /?„, где

К ^ т / Н 0 * ^ 1  =  360 Ом. 
г *о я

Если Й <  /?0, то Р 9 —  провода отталкиваю тся, если  ж е
Я  >  /?„, то f u < F i  — провода притягиваю тся. Это м ож но наблю 
дать на опыте.

Таким образом, утверждение, что провода, по которым т ек у т  токи 
одного направления, притягиваю тся, справедливо  лиш ь в том- случае, 
когда электрической частью взаимодействия можно пренебречь, т . е. 
при достаточно малом сопротивлении Л  в схеме (6.24).

Кроме того, измерив силу взаимодействия меж ду проводами с то
ком (а сила всегда измеряется как  результирую щ ая), мы не можем, 
вообще говоря, определить силу тока / .  Эго необходимо иметь в  виду 
во избежание недоразумений.

0  6 .8. Момент сил Ампера. В поле длинного прямого провода с то
ком /„ находится конт ур с таком /  (рис. 6.25). Плоскость ко нт ура  
перпендикулярна прямому проводу. Н айт и момент сил А м пера , дей-



ет вующ ий на этот конт ур. Необходимые рпчмеоы n i г те мы икаэаны 
н а  рисунке.

Р е ш е н и е .  Силы Ампера, действующт- на криволинейные 
участки контура, равны нулю. Силы же, действующие на прямолиней
ные участки, создают пару сил. Момент этой пары сил нам н надо вы
числить.

Выделим два малых элемента контура (рис. 6.26). Из рисунка видно, 
что момент соответствующей им пары сил

á M  в»2д; tg  ф dF, (])

где элементарная сила Ампера

dF =  /d ¡B . (2)
Зависимость магнитной индукции В от расстояния г  до прямого 

провода находим с помощью теоремы о циркуляции:

В=»щ//2пл (3)
Теперь подставим (3) в (2), затем (2) в (1) и, учитывая, что d /  =» 

=  dг  и х  =  г  cos ф, проинтегрируем полученное выражение по г  от 
а  до Ь. В результате найдем

М =  (|л0/л )  / /о  (Ь — a) sin ф, 
причем вектор М направлен влево (рис. 6.26).

0  6.9. Небольшая кат уш ка с током, имеющая магнитный момент  
р т , находится на оси кругового витка радиусом Я, по которому течет 
т ок  / .  Н айт и силу  Р , действующую на катушку, если ее расстояние от  
цент ра витка равно I, а вектор  рт  ориентирован, как показано на  
р ис . 6.27.

Р е ш е н и е .  Искомая сила согласно (6.33) определяется так:

? =  ртдЪ!дп, (I)
где В — магнитная индукцня поля, создаваемого витком в месте на
хож дения катуш ки. Выберем ось I  в направлении вектора р ш, тогда 
проекция ( 1) на эту ось будет иметь вид

^х =  рт дВг$ г =  Рт Ш г ,
где учтено, что при заданном направлении тока в витке Вг =  В . М аг
н и тная индукция В  определяется формулой (6.12), откуда

дВ _  Э ц 0/?8/ /

дг ~  2 (/*•}. * а)5 /Г



Вследствие того что дВ /дг  <  0, проекция силы Рг  <  0, т. е. вектор Р 
направлен в сторону витка с током /. В векторном виде полученный 
результат можно представить так:

2 (/» +  Л*)5' а кш‘
Заметим, что если бы вектор р т  (а значит, н ось 7.) был направлен 

в противоположную сторону, то В г =  — В  и д В ,1 д г">  0, а следова
тельно, >  0 и вектор Р был бы направлен вправо, т. е. опять против 
вектора р т . Таким образом, полученное вы раж ение для Р справедливо 
для обеих ориентаций вектора рт .

ф  6.10. Вдоль длинного тонкостенного круглого цилиндра радиу
сом течет ток 1. Какое давление испытывают стенки цилиндра?

У

Рис. 6.27

/  1 У
68

У
Рис. 6.28

Р е ш е н и е .  Рассмотрим поверхностный элемент тока 1с1*5, где I — 
лилейная плотность тока, (15 — элемент поверхности. Найдем связь 
между поверхностным и объемным элементами тока:

¡¿У=*1Ы1-ЬЬ (И =  *<15
Смысл входящ их сюда величин пояснен на рис. 6.28. В векторном 
виде

( 1)

Сила Ампера, действующая на поверхностный элемент тока, в этом 
случае определяется формулой, полученной из (6.28) путем замены ( 1):

(1Р =  [¡В’1 (15, (2)

где В' — магнитная индукция поля в месте нахож дения данного эле
мента тока от всех других элементов тока, исклю чая данный. Чтобы
найти В ', поступим аналогично тому, как это было сделано для элек
трической силы (§ 2.3). Пусть ВI —  магнитная индукция поля, созда
ваемого самим поверхностным элементом тока в точках , очень близких 
к его поверхности (см. рис. 6.29, где предполагается, что ток течет от 
нас). Согласно (6.22) В/ =  1/ащ|Г

Далее, воспользовавш ись теоремой о ци ркуляции  вектора В и 
соображениями симметрии, легко установить, что магнитная индукция 
поля снаруж и цилиндра у его поверхности

В =  Ио//2пК. (3)
г  внутри цилиндра поле отсутствует.



Последнее означает, что поле В' от всех остальных элементов 
тока в двух очень близких к поверхности цилиндра точках 1 н 2 (см. 
рис. 6.29) долж но быть одинаково и удовлетворять следующим усло
виям внутри и вне поверхности цилиндра:

В ' — В, и В =  В '+ В *  =  2 В \

Отсюда следует, что
В' =  В/2. (4)

Подставив этот результат в (2), получим следующее выражение для 
искомого давления:

2 В' В*
Р (Ю ‘В “ (1о 2ц0‘

Учитывая (3), найдем окончательно

р =  ц0/*/8л ^ .
Из формулы (2) видно, что цилиндр испытывает боковое сжатие.

Г л а в а  7 
М А ГН И Т Н О Е  ПОЛЕ В В Е Щ ЕС ТВ Е

§ 7 .1 .  Н А М А Г Н И Ч Е Н И Е  ВЕЩ ЕСТВА. НА М А ГН И ЧЕН Н О СТЬ

Поле в магнетике. Если в магнитное поле, образованное 
токами в проводах, ввести то или иное вещество, поле изме
нится. Это объясняется тем, что всякое вещество является 
м а г н е т и к о м, т. е. способно под действием магнитного 
поля намагничиваться — приобретать магнитный момент. 
Н амагниченное вещество создает свое магнитное поле В ', 
которое вместе с первичным полем В0, обусловленным 
токами проводимости, образует результирую щ ее поле

В =  В0 +  В'. (7.1)

Здесь под В ' и В имеются в виду поля, усредненные по 
физически бесконечно малому объему.

Поле В ', как  и поле В9 токов проводимости, не имеет 
источников (магнитных зарядов), поэтому для результи
рующего поля В при наличии магнетика справедлива 
т е о р е м а  Г а у с с а :

<§Вс15 =  0 .



Это означает, что линии вектора В и при наличии веще
ства остаются всюду непрерывными.

Механизм намагничения. В настоящее время установ
лено, что молекулы многих веществ обладают собственным 
магнитным моментом, обусловленным внутренним движ е
нием зарядов. Каждому магнитному моменту соответствует 
элементарный круговой ток, создающий в окруж аю щ ем  
пространстве магнитное поле. При отсутствии внешнего 
магнитного поля магнитные моменты м олекул ориентиро
ваны беспорядочно, поэтому обусловленное ими результи
рующее магнитное поле равно нулю. Равен нулю  и сум м ар
ный магнитный момент вещества. Последнее относится и 
к тем веществам, молекулы которых при отсутствии внеш
него поля не имеют магнитных моментов.

Если же вещество поместить во внешнее магнитное 
поле, то под действием этого поля магнитные моменты моле
кул приобретают преимущественную ориентацию в одном 
направлении, и вещество намагничивается —  его суммар
ный магнитный момент становится отличным от нуля. 
При этом магнитные поля отдельных м олекул уж е не 
компенсируют друг друга, в результате возникает поле В '.

Иначе происходит намагничивание веществ, молекулы  
которых при отсутствии внешнего поля не имеют магнит
ного момента. Внесение таких веществ во внеш нее поле 
индуцирует элементарные круговые токи в м олекулах , и 
молекулы, а вместе с ними и все вещество приобретаю т 
магнитный момент, что такж е приводит к возникновению  
поля В'.

Большинство веществ при внесении в магнитное поле 
намагничиваются слабо. Сильными магнитными свойст
вами обладают только ферромагнитные вещ ества: ж елезо, 
никель, кобальт, многие их сплавы и др.

Намагниченность. Степень намагничения м агнетика ха
рактеризую т магнитным моментом единицы объема. Эту 
величину называют н а м а г н и ч е н н о с т ь ю  и обо
значают .1. По определению

где А V  — физически бесконечно малый объем в окрестно
сти данной точки, р,п — магнитный момент отдельной мо
лекулы. Суммирование проводится по всем молекулам  
в объеме АУ,



А налогично тому, как  это было сделано для поляризо- 
ванности Р [см. (3.3)1, намагниченность можно предста
вить как

^= "< Р т> , <7-4>

где п — концентрация молекул; (рт ) — средний магнит
ный момент одной молекулы. И з последней формулы видно, 
что вектор I  сонаправлен именно со средним вектором 
( р т ) ,  поэтому в дальнейшем достаточно знать поведение 
вектора (рт > и представлять себе все молекулы в пределах 
объема Д V имеющими одинаковый магнитный момент 
(р т >. Это будет значительно облегчать понимание вопро
сов, связанны х с явлением намагничивания. Например, 
увеличение намагниченности J вещества означает соответ
ствующ ее увеличение вектора (рт ) :е с л 1̂  =  0 , то и (ргп> =  
=  0 .

Если во всех точках вещества вектор .1 одинаков, гово
рят, что вещество намагничено однородно.

Токи намагничивания / ' .  Намагничивание вещества, 
к ак  у ж е было сказано, обусловлено преимущественной 
ориентацией или индуцированием магнитных моментов 
отдельны х молекул в одном направлении. Это же можно 
сказать  и об элементарных круговых токах, связанных 
с каж дой молекулой, их называют м о л е к у л я р н ы м и  
т о к а м и .  Такое поведение молекулярных токов приво
дит, как мы сейчас увидим, к появлению макроскопических 
токов называемых т о к а м и  н а м а г н и ч и в а 
н и я .  Обычные токи, текущ ие по проводникам, связаны 
с перемещением в веществе носителей тока, их называют 
т о к а м и  п р о в о д и м о с т и  /.

Чтобы  понять, как возникаю т токи намагничивания, 
представим себе сначала цилиндр из однородного магнетика, 
намагниченность J которого однородна и направлена вдоль 
оси. М олекулярны е токи в намагниченном магнетике ори
ентированы , как показано на рис. 7.1. У соседних молекул 
м олекулярны е токи в местах их соприкосновения текут 
в противоположных направлениях и макроскопически вза
имно компенсируют друг друга. Н екомпенсированными 
остаю тся только те молекулярные токи, которые выходят 
на боковую  поверхность цилиндра. Эти токи и образуют 
макроскопический поверхностный ток намагничивания / ' ,  
циркулирую щ ий по боковой поверхности цилиндра. Ток 
/ '  возбуж дает такое же макроскопическое магнитное поле, 
что и молекулярные токи вместе взятые.



Теперь представим себе другой случаи: намагниченный 
магнетик является неоднородным. П усть, например, моле
кулярные токи расположены так , как  на рис. 7.2, где 
толщина линий соответствует силе м олекулярны х токов. 
Эта картина означает, что вектор J направлен  за  плоскость 
рисунка и растет по модулю при увеличении координаты х. 
Здесь видно, что компенсации м олекулярны х токов внутри 
неоднородного магнетика уже нет, и в результате возни
кает макроскопический объемный ток намагничивания / ' ,

Рис. 7.1 Рис. 7.2

текущий в положительном направлении оси У. Соответ
ственно говорят о линейной Г и поверхностной плотно
стях тока, ¿'(А /м) и /'(А /м*).

О расчете поля В в магнетике. М ожно утверждать, что 
вклад от намагниченного магнетика в поле В равен вкладу, 
который был создан тем же распределением токов V  в ва
кууме. Иначе говоря, установив распределение токов на
магничивания V , можно с помощью зако н а  Био — С авара 
найти соответствующее им поле В ' и по формуле (7.1) вы
числить результирую щ ее поле В.

Однако неприятность состоит в том, что распределение 
токов / '  зависит не только от конфигурации и свойств маг
нетика, но и от самого искомого поля В. Поэтому задача 
о нахождении поля В в магнетике в общем случае непосред
ственно решена быть не может. О стается попытаться найти 
иной путь подхода к решению этого вопроса. И первым 
шагом на этом пути является установление важной связи 
между током намагничивания Г  и определенным свойством 
поля вектора .1, а именно его циркуляцией .



О казы вается —  в этом мы сейчас убедимся, —  для ста
ционарного сл у ч ая  циркуляция намагниченности J по 
произвольному контуру Г равна алгебраической сумме 
токов нам агничивания / ' ,  охватываемых контуром Г:

(7.5)

где / '  =  причем интегрирование проводится но про
извольной поверхности, натянутой на контур Г ,

Д л я  доказательства этой теоремы вычислим алгебраиче
скую сумму молекулярны х токов, охватываемых конту
ром Г. Н атянем  на контур Г произвольную поверхность 5  
(рис. 7.3). И з этого рисунка видно, что одни молекулярные 
токи пересекаю т поверхность 5  дваж ды  —  раз в одном 
направлении, второй раз в другом. Поэтому такие токи не 
вносят ни какого  вклада в результирующий ток намагничи
вания через поверхность 5.

Рис. 7.3

Н о те м олекулярны е токи, которые обвиваются вокруг 
контура Г, пересекаю т поверхность 5  только один раз. 
Т акие м олекулярны е токи и создают макроскопический 
ток нам агничивания / ' ,  пронизывающий поверхность S.

П усть каж ды й молекулярный ток равен /„  и площадь, 
охватываемая им, S„. Тогда, как видно из рис. 7.4, эле
мент 61 кон тура Г обвивают те молекулярные токи, центры 
которых попадаю т внутрь косого цилиндрика с объемом 
d V =  S„ cos a d / ,  где a  —  угол между элементом dl кон
тура и направлением  вектора J  в данном месте. Все эти 
молекулярны е токи пересекают поверхность S один раз, 
и их вклад  в ток  намагничивания d / '  =  / MndV , где гг — 
концентрация м олекул. Подставив сюда выражение для dV', 
получим

d/ ’ =  соз a <U »  /  cos a  dl *= J dl;



здесь учтено, что / М5 М »  р т —  магнитный момент отдель
ного молекулярного тока, а / и5 мп —  магнитный момент 
единицы объема вещества.

П роинтегрировав полученное выраж ение по всему кон
туру  Г, получим (7.5). Теорема доказана.

Остается заметить, что если магнетик неоднородный, то 
ток намагничивания / ' ,  вообще говоря, пронизы вает всю 
поверхность (см. рис. 7.3), а не только у ее границы, при
легающей к контуру Г. Именно поэтому его и можно пред
ставить как Г  =  где .интегрирование расп ростра
няется по всей поверхности 5 ,  ограниченной контуром  Г. 
В приведенном же доказательстве нам удалось весь то к  / '  
как бы «согнать» к границе поверхности 5  —  прием, един
ственной целью которого является упростить вы числение 
этого тока.

.Дифференциальная форма уравнения (7.5):

(7 .6 )

т. е. ротор намагниченности .) равен плотности тока нам агничивания 
в тон ж е точке пространства.

Замечание о поле вектора 3. Свойства поля вектора Л, 
выраженные уравнениями (7.5) и (7.6), разумеется, не о зн а 
чают, что само поле J определяется только токам и / ' .  
Поле вектора J (оно ограничено только той областью  про
странства, которое заполнено магнетиком) зависи т от 
в с е х  токов — как от тока намагни
чивания / ' ,  так и от тока проводимо
сти /. Однако в некоторых случаях  с 
определенной симметрией дело обстоит 
так , как будто поле вектора J опреде
ляется только токами V .

Пример. Найт и поверхностный ток намаг
ничивания, приходящийся на единицу длины ци 
линдра из однородного магнетика, если его на 
магниченность 3, причем вектор 3 направлен  
всюду вдоль оси цилиндра.

Применим уравнение (7.5) к контуру, вы
бранному так, как показано на рис. 7.5. Ц ир
куляция вектора 3 по этому контуру равна, 
как  нетрудно сообразить, произведению Л .  Ток
намагничивания здесь поверхностный. Если обозначить его -линейную  
плотность буквой то рассматриваемый контур охваты вает т о к  н а 
магничивания ¿7. Из равенства Л  — 1'1 получаем

(' =  1. (7 .7)

Отметим попутно, что векторы Г и 3 взаимно перпендикулярны: Г  X  *•

Рис, 7.5



Теорема о циркуляции вектора Н (для магнитного поля 
постоянных токов). В магнетиках, помещенных во внеш
нее магнитное поле, возникаю т токи намагничивания, поэ
тому циркуляция вектора В теперь будет определяться не 
только  токами проводимости, но и токами намагничивания, 
а  именно:

где /  и / '  —  токи проводимости и намагничивания, охваты
ваемые заданным контуром Г.

Ввиду того что определение токов Г  в общем случае 
задача слож ная, формула (7.8) становится малопригодной 
в практическом отношении. Оказывается, однако, можно 
найти некоторый вспомогательный вектор, циркуляция 
которого будет определяться только токами проводимости, 
охватываемыми контуром Г. Действительно, мы уж е знаем, 
что с током / '  связана циркуляция намагниченности:

П редполагая, что циркуляция векторов В и ]  берется 
по одному и тс*.1у ж е контуру Г, выразим Г  в уравнении 
(7.8) по формуле (7.9), тогда:

Величину, стоящ ую под интегралом в скобках, обозна
чаю т буквой Н.

И так, мы нашли некоторый вспомогательный в е к 
т о р  Н:

ци ркуляц и я  которого по произвольному контуру Г равна 
алгебраической сумме токов проводимости / ,  охватываемых 
этим контуром:

Э та формула вы ражает т е о р е м у  о ц и р к у л я ц и и  
в е к т о р а  Н:  циркуляция  вектора Н по произвольному 
зам кнут ом у конт уру равна алгебраической сумме токов 
проводимости, охватываемых этим контуром.

§  В с11 =  |10 ( /  +  / ') , (7.8)

(7.9)

(7.10)

— }, (7.11)

(7.12)



Правило знаков для токов то ж е, что и в случае цирку
ляции вектора В (см. с. 133).

Заметим, что вектор Н представляет собой комбина
цию двух совершенно различных величин В /щ  и .1. Поэтому 
вектор Н —  это действительно вспомогательный вектор, не 
имеющий сколько-нибудь глубокого физического см ы сла*. 
Однако важное свойство вектора Н, вы раж енное в теореме 
о его циркуляции, оправдывает введение этого вектора: 
во многих случаях  он значительно упрощ ает изучение 
поля в магнетиках.

И еще, соотношения (7.11) и (7.12) справедливы для 
любых магнетиков, в том числе и анизотропны х.

Из формулы (7.12) видно, что модуль вектора Н имеет 
размерность силы тока, деленной на длину. В связи с этим 
единицей вектора Н является а м п е р  н а  м е т р  (А/м).

Дифференциальная форма теоремы о циркуляции вектора Н:

(7.13)V х  Н =  ],

т. е. ротор вектора Н равен плотности тока проводимости в той же 
точке вещества.

Связь между векторами J и Н. Мы уж е знаем, что намаг
ниченность .1 зависит от магнитной индукции В в данной 
точке вещества. О днако J принято связы вать не с В, а с век
тором Н. Мы ограничимся пока рассмотрением только та 
ких магнетиков, для которых зависимость между 1 и Н 
имеет линейны й  характер, а именно:

,1 -Х Н , (7.14)

где х —  м а г н и т н а я  в о с п р и и м ч и в о с т ь ,  без
размерная величина, характерная для каж дого данного 
магнетика (безразмерность X следует из того , что согласно 
(7.11) размерности Н и J одинаковы).

В отличие от диэлектрической восприимчивости х, ко
торая всегда положительна, магнитная восприимчивость X 
бывает как положительной, так и отрицательной. Соответ
ственно магнетики, подчиняющиеся зависимости (7.14), 
подразделяют на парамагнетики  (X >  0 ) и диамагнетики  
(X < 0 ) .  У парамагнетиков J Н, у диам агнетиков J Ц  Н.

* Величину Н часто называют н а п р я ж е н н о с т ь ю  м а г 
н и т н о г о  п о л я ,  однако мы не будем пользоваться этим термином, 
чтобы лишний раз подчеркнуть вспомогательный характер в е к 
т о р а  Н.

6  Н Е .  И р о д о в /б/



Заметим, что кроме этих магнетиков существуют фер
ромагнетики, у  которых зависимость J (Н) имеет весьма
сложный характер : она нелинейная и, помимо того, наблю
дается г и с т е р е з и с ,  т. е. зависимость J от предысто
рии магнетика. (Более подробно о ферромагнетиках будет 
рассказано в § 7 .6 .)

Связь между В и Н. Д ля магнетиков, которые подчи
няются зависимости (7.14), выраж ение (7.11) принимает 
вид (1 +  X) Н =  В/|л„. Отсюда

В =  ЦЦоН, (7.15)

где р —  м а г н и т н а я  п р о н и ц а е м о с т ь  среды,

ц * » 1 + Х . (7.16)

У парам агнетиков ц >  I, у диамагнетиков ц <  1, при
чем как у тех , так  и у других отличается от единицы 
весьма мало, т. е. магнитные свойства этих магнетиков вы
ражены очень слабо.

Замечание о поле вектора Н. Обратимся к вопросу, с ко
торым связан о  довольно часто встречающееся заблуждение: 
от каких токов зависит поле вектора Н? Поле Н зависит,

вообще говоря, от всех т о к о в — и 
от токов проводимости, и от токов 
намагничивания (как и поле век
тора В). Об этом говорит уже фор
мула (7.15). О днако в некоторых 
случаях поле Н определяется толь
ко токами проводим ости— именно 
для таких случаев вектор Н явля- 

Рис. 7.6 ется весьма полезным. Вместе с тем
это дает повод ошибочно думать, 

что поле вектора Н якобы зависит всегда только от токов 
проводимости и неверно трактовать теорему о циркуляции 
вектора Н и уравнение (7.13). У казанная теорема вы ра
жает только  определенное свойство поля вектора Н, само 
же иоле этого вектора она не определяет.

Пример. Система состоит из длинного прямого провода с током I 
и произвольного куска  парамагнетика (рис. 7.6). Выясним, что произой
дет с полям и векторов В и Н, а также с циркуляцией  вектора Н по не
которому фиксированному контуру  Г, если магнетик удалить.

В каж дой точке пространства поле В обусловлено как током про
водимости / ,  т ак  и токами намагничивания в парамагнетике. А так 
как в нашем случае  согласно (7.15) Н =  В/щд0, то сказанное относится 
и к полю вектора Н — оно тоже зависит и от тока проьодимости / ,  и 
от токов нам агничивания.



Удаление куска парамагнетика приведет к изменению поля В, 
а значит, и поля Н. Изменится и ц и р ку л яц и я  вектора В по контуру Г, 
так  как  поверхность, натянутую на контур Г, уж е не будут прони
зывать токи намагничивания, остается то лько  ток проводимости. Ц и р 
куляция ж е вектора Н по контуру Г остается  прежней, несмотря на 
изменение самого поля Н.

Когда внутри магнетика }' =  0? Мы сейчас покажем, что 
токи намагничивания внутри м агнетика будут отсутство
вать, если: 1) магнетик однородный и 2 ) внутри него нет 
токов проводимости 0 = 0 ) .  В этом случае при любой 
форме магнетика и при любой конфигурации магнитного 
поля можно быть уверенным, что объемные токи намагни
чивания равны нулю и остаются то лько  поверхностные токи 
намагничивания.

Д ля  доказательства этого воспользуем ся теоремой о цир
куляции вектора J по произвольному контуру Г, взятому 
целиком внутри магнетика. В случае  однородного магне
тика можно, заменив } на ХН, вынести в уравнении (7.5) X 
из-под интеграла и записать

/ '« Х $  н а).

Оставшийся интеграл равен согласн о  (7.12) алгебраиче
ской сумме токов проводимости / ,  охватываемых контуром 
Г, поэтому для однородного м агнетика

Г = %/ .  (7.17)

Это соотношение между токам и / '  и /  справедливо д ля  
любого контура внутри магнетика, в частности и для очень 
малого контура, когда Г  -+  с1/ '  =  /«&$ и /-►  с1/  =  /„ ¿ 5 . 
Тогда /л<15 =  Х/л^ 5 , и после сокращ ения на с!5 мы полу
чим }'п — Х/„. Последнее равенство выполняется при тно- 
бой ориентации малого контура, т . е . при любом направле
нии нормали п к нему. А это значит, что таким же равен
ством связаны  и сами векторы ] ' и

Г - X I -  (7-18)

Отсюда следует, что в однородном магнетике =  0 , если 
|  =  0. Это и требовалось д о казать .

§ 7 .4 . Г РА Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я  Д Л Я  В и I!

Речь идет об условиях для векторов В и Н на границе
раздела двух однородных магнетиков. Эти условия, к ак
и в случае диэлектрика, мы получим с помощью теоремы 
Гаусса и теоремы о циркуляции. Д л я  векторов В и Н эти



теоремы, напомним, имеют вид

<§>В(15 =  0, $Нс11 =  / .  (7.19)

Условие для вектора В. Представим себе очень малой 
высоты цилиндрик, расположенный на границе раздела 
магнетиков, к ак  показано на рис. 7.7. Т огда поток век
тора В наруж у из этого цилиндрика (потоком через боко
вую поверхность пренебрегаем) можно записать так:

Вгп А 5 +  В1я, Д 5  =  0.

Взяв обе проекции вектора В на общую нормаль п, 
получим В\п> =  — Я м , и предыдущее уравнение после со
кращения на Л 5  примет следующий вид:

вач =  В 1п, (7.20)

т. е. нормальная составляю щ ая вектора В .оказывается оди
наковой по обе стороны Гранины раздела. Эта величина 
скачка не испытывает.

Л И5

Ь ' '
Рис. 7.7

.Условия для вектора Н. Д ля  большей общности будем 
предполагать, что вдоль поверхности раздела магнетиков 
течет поверхностный ток проводимости с линейной плот
ностью I. Применим теорему о циркуляции вектора Н 
к очень малому прямоугольному контуру* высота которого 
пренебрежимо м ала по сравнению с его длиной I, располо
ж ив этот контур так , как показано на рис. 7.8. Пренебре
гая вкладом в ц и ркуляцию  на боковых сторонах контура, 
запишем для всего контура:

/ / ат/+ Я 1т,/ =  ^ / ,

где — проекция вектора I на нормаль N к  контуру (век
тор N образует с направлением обхода по контуру право
винтовую систему). В зяв  обе проекции вектора Н на об
щий орт касательной т  (в среде 2 ), получим Н Х\> =  —



и после сокращ ения на / предыдущ ее уравнение прим ет 
вид

я * - " * - / * , (7 .2 1 )

т. е. тангенциальная составляю щ ая вектора Н, вообщ е 
говоря, при переходе границы раздела магнетиков п ретер 
певает скачок, связанный с наличием  поверхностных то 
ков проводимости.

О днако если на границе разд ел а  магнетиков токов п р о 
водимости нет {I =  0 ), то тангенциальная составляю щ ая 
вектора Н оказывается одинаковой по обе стороны гран и ц ы  
раздела:

1Т- (7 .2 2 )

И так, если на границе раздела двух однородных м агне
тиков тока проводимости нет, то при переходе этой гран и ц ы  
составляю щ ие В п и изменяю тся непрерывно, без с к а ч к а . 
Составляю щ ие же В х и Нп при этом претерпевают ск ач о к .

Заметим, что на границе разд ела  вектор В ведет себя 
аналогично вектору Э, а вектор Н —  аналогично вектору Е .

Рис. 7.9 Рис. 7.10

Преломление линий вектора В. Н а границе раздела д в у х  
магнетиков линии вектора В испытывают п релом лен и е 
(рис. 7.9). К ак и в случае диэлектриков, найдем отнош ен ие 
тангенсов углов а х и а а:

tg д» в

О граничимся случаем, когда на границе раздела то к а  п р о 



водимости нет. В этом случае согласно (7.22) и (7.20): . 

^зт/Ма =  ^к /И ь  &2п 6=1 &1п'

С учетом последних соотношений получим аналогичный 
(2.25) закон преломления линий В (а значит, и линий Н):

(7.23)
И|

Н а рис. 7.10 изображ ено поле векторов В и Н вблизи 
границы раздела двух  магнетиков (при отсутствии токов 
проводимости). Здесь  |ха >  щ ; из сравнения густоты линий 
видно, что В % >  В и  а Я 2 <  Н и  Линии В не терпят разры ва 
при переходе границы , линии же Н терпят разры в (из-за 
поверхностных токов намагничивания).

На преломлении магнитны х линий основана м агнит ная защита. 
П ри внесении, наприм ер, замкнутой железной оболочки (слоя) во 
внешнее магнитное поле линии этого поля будут концентрироваться 
(сгущ аться) преимущ ественно в самой оболочке. Внутри ж е этой обо
лочки — в полости — магнитное поле оказывается сильно ослаблен
ным по сравнению с внеш ним полем. Другими словами, ж елезная обо
л очка  обладает экранирую щ им  действием. Это использую т для пре
дохранения чувствительных приборов от внешних магнитных полей.

§ 7.5 . П О Л Е  В ОДНОРОДНОМ М А ГН ЕТ И К Е

К ак уж е было отмечено в § 7.1, нахождение результи
рующ его магнитного поля В при наличии произвольных 
магнетиков представляет собой, вообще говоря, весьма 
слож ную  задачу. Д ействительно, для этого необходимо 
согласно (7.1) к полю В0 токов проводимости добавить ма
крополе В ', создаваемое токами намагничивания. Н епри
ятность состоит в том, что нам заранее не известна конфи
гурация токов намагничивания. Мы можем лиш ь утвер
ж д ать , что распределение этих токов зависит от природы 
и конфигурации м агнетика, а такж е от конфигурации внеш
него поля В0 — поля токов проводимости. А поскольку 
мы не знаем распределения токов намагничивания, мы не 
можем рассчитать и поле В',

Исключение составляет случай, когда все пространство, 
где имеется поле В, заполнено однородным изотропным 
магнетиком. Рассмотрим этот случай более подробно. Но 
преж де всего обратимся к явлениям, возникающим при про
текании тока проводимости по однородному проводнику 
в вакууме. Т ак как  каж ды й проводник является магнети
ком , то в нем будут протекать и токи намагничивания —

л ь



объемные согласно (7.18) и поверхностные. В озьм ем  кон
тур , охватывающий наш проводник с током. П о теорем е 
о циркуляции вектора 3 (7.5), поскольку во всех точках  
контура 3 = 0 ,  алгебраическая сумма токов н ам агн и чи ва
ния (объемных и поверхностных) равна нулю: Г  =  +

/ по» =  о. Отсюда /об — — / пов, т. е. объемные и п о вер х 
ностные токи намагничивания равны  и противополож ны  
по направлению.

Таким образом, можно утверж дать, что в обычных слу
чаях , когда токи текут по достаточно тонким проводам, 
магнитное поле в окружающ ем пространстве (в вакуум е) 
зависит только от токов проводимости, ибо поля от токов  
намагничивания компенсируют друг друга (за  исклю че
нием, может быть, точек, очень близких к  проводу).

Теперь заполним окруж аю щ ее проводник пространство 
однородным непроводящим магнетиком (пусть для  ко н кр ет
ности это будет парамагнетик, й > 0 ) .  Н а  границе этого 
магнетика с проводом появится поверхностный ток  н ам аг
ничивания Г ,  имеющий, к ак  нетрудно сообразить, то  ж е 
направление, что и ток проводимости /  (это при х >  0 ).

В результате мы будем иметь ток проводимости / ,  объ
емный и поверхностный токи намагничивания в провод
нике (магнитные поля этих токов компенсирую т друг 
друга, поэтому их можно не учитывать в дальнейш ем ) и 
поверхностный ток намагничивания Г  на непроводящ ем 
магнетике. При достаточно тонких проводах м агнитное 
поле В в магнетике будет определяться как  поле тока 
/  -Ь / ' .

Таким  образом, задача сводится к нахождению то к а  / ' .  
С этой целью окруж им проводник контуром, располож ен
ном в поверхностном слое непроводящ его м агнетика. П усть 
плоскость контура перпендикулярна оси провода, т . е. 
токам намагничивания. Тогда, принимая во вним ание (7.7) 
и (7.14), можно записать:

I ' =  §  J й1 Н ¿1.

Отсюда согласно (7.12) следует, что I '
Конфигурации тока намагничивания V  и тока  проводи

мости /  практически совпадают (провода тонкие), поэтому 
индукция В ' поля токов намагничивания отли чается  от 
индукции В0 поля токов проводимости во всех то ч к ах  
только по модулю и эти векторы связаны  друг с другом  так  
ж е, как и соответствующие токи, а именно:



Т о гд а  индукция результирую щ его поля В =  В0 +  В' =
*= (I +  х )в о, или

. '  В =  цВ<> (7.25)

Это значит, что В при заполнении пространства однород
ным магнетиком возрастает в ц раз. Иначе говоря, вели
чина ц показывает, во сколько раз увеличивается магнит
ная  индукция В при заполнении магнетиком всего про
стран ства, занимаемого полем.

Если разделить обе части равенства (7.25) на цц 0, то 
получим

Н =  Н„ (7.26)

(в рассматриваемом случае поле Н оказывается таким же, 
как  и в вакууме).

Формулы (7.24) — (7.26) справедливы и в тех случаях, 
когда однородный магнет ик заполняет весь объем , ограни
ченный поверхностями, которые обра:юваны линиям и век- 
пю ра  В0 (поля тока проводимости). И в этих случаях магнит
ная индукция В внутри магнетика будет в ц раз больше В«.

В указанны х случаях магнитная индукция В' поля то
ков намагничивания связана простым соотношением с на
магниченностью J магнетика:

В' =  М .  (7.27)

Эго выражение можно легко получить из формулы В =  
— В0 +  В ', если учесть, что В ' =  х^о и В =  ц ^ 0Н, где
н  =  Му,.

В других случаях, как  уже было сказано, дело обстоит 
значительно сложнее, и формулы (7.24)— (7.27) оказы ва
ются не справедливыми.

В заклю чение рассмотрим два простых примера.
Пример I. Поле В в соленоиде. Пусть соленоид, имеющий п !  ам

пер-вит ков на единицу длины, заполнен однородным магнетиком с маг
нит ной проницаемостью  ц >  I. Найдем магнитную индукцию  В поля 
в магнетике.

При отсутствии магнетика согласно (6.20) внутри соленоида маг
нитная индукция В0 ** Т ак  как  магнетик заполняет все простран
ство, где поле отлично от нуля (краевыми эффектами мы пренебре
гаем), то магнитная индукция В  долж на быть в ц раз больше:

В ~ ц ц 0п /. (7.28)

В этом случае поле вектора Н остается тем же, что н при отсут
ствии магнетика, т. е. Н =  Н0.

И зменение поля В вызвано появлением токов намагничивания, 
обтекаю щ их поверхность магнетика в том же направлении, что и токи 
проводимости в обмотке соленоида, »то при ц >  I. Если ж е ц  <  1, 
то  направления указанных токов будут противоположными.



Полученные результаты справедливы  и в случае, когда м агн ети к  
имеет вид очень длиннога стержня, располож енного внутри соленоида 
параллельно его оси

Пример 2. Поле прямого тока при наличии магнетика. ПреОпо-
лож им, что магнетик заполняет длинны й  цилиндр  радиусом а, вдоль
о. и которого течет заданный ток I. Проницаемость магнет ика  ц  >  1. 
Найдем м агнит ную  индукцию В в  зависи
мости от расстояния г до оси цилиндра .

Непосредственно воспользоваться тео
ремой о циркуляции вектора В нельзя , 
так как не известны токи намагничива
ния. Положение спасает вектор Н: его 
циркуляция определяется только токами 
проводимости. Д ля окружности радиу
сом г имеем 2пгН  =  / ,  откуда

е  =  цМо//*=ццп//2л/-
При переходе границы раздела м аг

нетик — вакуум  магнитная индукция В  
претерпевает скачок в отличие от Н  
(рис. 7.11).

Усиление В внутри магнетика вы з
вано появлением поверхностных токов 
намагничивания: у провода на оси системы эти токи совпадаю т но 
направлению  с током /, а значит, «усиливают» ток / ,  снаруж и  ж е  
цилиндра поверхностный ток нам агничивания направлен в противо
положную сторону, но он не оказы вает влияния на поле В  в м агнети ке. 
Вне магнетика магнитные поля обоих токов намагничивания компенси
руют друг друга.

§ 7.6. Ф Е РРО М А Г Н Е Т И ЗМ

Ферромагнетики. В магнитном отношении все вещ ества 
можно разделить на слабомагнитные (парамагнетики и 
диамагнетики) и сильномагнитные (ферромагнетики). П ар а - 
и диамагнетики при отсутствии магнитного поля, к а к  мы 
знаем, не намагничены и характеризую тся однозначной 
зависимостью (7.14) намагниченности .1 от Н.

Ф е р р о м а г н е т и к а м и  называют вещества (твер
дые), которые могут обладать спонтанной нам агничен
ностью, т. е. намагничены уж е при отсутствии внеш него 
магнитного поля. Типичные представители ф ерромагнети
ков — это железо, кобальт и многие их .сплавы.

Основная кривая намагничения. Х арактерной особен
ностью ферромагнетиков является  сложная нелин ейная 
зависимость J (Н) или В (Н ). Н а  рис. 7.12 дана к р и в а я  
намагничения ферромагнетика, намагниченность ко то р о го  
при Н =  0 тоже равна нулю , ее называю т о с н о в н о й  
к р и в о й  н а м а г н и ч е н и я .  У ж е при сравн и тельн о  
небольших значениях Н  намагниченность J  достигает на-



сыщения Ун к . М агнитная индукция В =  (И  -4- / )  такж е 
растет с увеличением И , а после достижения состояния на
сыщения В  продолж ает расти с увеличением Н  по линей
ному закону: В  =  \х0Н  const, где const =  Н а

рис. 7.13 приведена основная кривая намагничения на 
диаграмме В  —  Н .

Ввиду нелинейной зависимости В (Н) для  ферромагне
тиков нельзя ввести магнитную проницаемость ^  как опре
деленную постоянную  величину, характеризую щ ую  маг
нитные свойства каж дого  данного ферромагнетика. Однако

по-прежнему считаю т, что ц =  В /у.0Н , при этом р, яв л я 
ется функцией Я  (рис. 7.14). М агнитная проницаемость 
Имакс для ф ерромагнетиков может достигать очень больших 
значений. Т ак , наприм ер, для чистого ж елеза — 500(), 
для  сплава суперм аллой —  800 0 0 0 .

Заметим, что понятие магнитной проницаемости приме
няю т только к основной кривой намагничения, ибо, как 
мы сейчас увидим, зависимость В  (И) неоднозначна.



М агнитный гистерезис. Кроме нелинейной зависимости 
В  ( //)  или J  (Н ) для ферромагнетиков характерно т а к ж е  
явление магнитного г и с т е р е з и с а :  связь  меж ду В  и 
И  или У и Я  оказывается неоднозначной, а определяется  
предшествующей историей намагничивания ф ерром агн е
тика. Если первоначально ненамагниче'нный ф ерром агне
тик намагничивать, увеличивая И  от нуля до зн ач ен и я , 
при котором наступает насыщение (точка /  на рис. 7 .1 5 ), 
а затем уменьшать Н  от Н х до — Н х, то кривая н ам агни че
ния В {И) пойдет не по первоначальному пути 10, а вы ш е —• 
по пути 1 2 3 4. Если дальш е изменять Н  в обратном  н а
правлении от — до + # ь  то кри вая  намагничения п рой 
дет н и ж е — по пути 4 5 6 1.

Получившуюся замкнутую  кривую  называю т п е т л е й  
г и с т е р е з и с а .  В том случае, когда в точках 1 и 4  
достигается насыщение, получается м а к с и м а л ь н а я  
п е т л я  г и с т е р е з и с а .  К огда ж е в крайних т о ч к а х  
( / и 4) насыщения нет, получаются аналогичные петли ги
стерезиса, но меньшего разм ера, к ак  бы вписанные в м ак
симальную петлю гистерезиса.

И з рис. 7.15 видно, что при И  — 0 нам агничивание не 
исчезает (точка 2) и характеризуется величиной В г, н а зы 
ваемой о с т а т о ч н о й  и н д у к ц и е й .  Ей соответ
ствует о с т а т о ч н а я  н а м а г н и ч е н н о с т ь  J r. 
С наличием такого остаточного намагничивания с в я за н о  
существование постоянных магнитов. Величина В  о б р а 
щается в нуль (точка 5) лиш ь под действием поля Н с, имею 
щего направление, противополож ное полю, вы звавш ем у 
намагничивание. Величина И с назы вается к о э р ц и т и в 
н о й  с и л о й .

Значения В г и Нс для разны х ферромагнетиков м еняю тся 
в ш ироких пределах. Д ля  трансформаторного ж елеза  п етля  
гистерезиса узкая  (Н с мало), для  ферромагнетиков, и сп о л ь 
зуемых для изготовления постоянных магнитов, —  ш и ро
кая (Н с велико, например, для  сплава алнико И с =  
=  50 000 А/м, В г =  0,9 Т л ).

На этих особенностях кривы х намагничения основан удобны й 
практический прием для разм агничивания ферромагнетика. Н а м а г н и 
ченный образец помещают в катуш ку , по которой пропускаю т п ер е 
менный ток и амплитуду его постепенно уменьшают до н у л я . П ри 
этом ферромагнетик подвергается многократным циклическим  пере- 
магничиваниям, в которых петли гистерезиса постепенно ум ен ьш аю тся, 
стягиваясь к точке О, где намагниченность равна нулю.

Опыт показывает, что при перемагничиванин ф ер р о м аг
нетик нагревается. Можно показать , что в единице объем а



ф ерромагнетика вы деляется при этом теплота (2 ел, численно 
равн ая  «площади» петли гистерезиса: »

< ? „ - § / / ( 1 8 - 5 * .  (7.2*1)

Температура Кюри. П ри повышении температуры спо
собность ферромагнетиков намагничиваться уменьшается, 
в частности, уменьш ается намагниченность насыщения. 
П р и  некоторой тем пературе, называемой т е м п е р а т у 
р о й  или т о ч к о й  К ю р и ,  ферромагнитные свойства 
исчезают.

П ри температурах, более высоких, чем температура 
К ю ри, ферромагнетик превращ ается в парамагнетик.

О теории ферромагнетизма. Физическую природу ферро
магнетизма удалось понять только с помощью квантовой 
м еханики. При определенных условиях в кристаллах могут 
возни кать так называемые о б м е н н ы е  с и л ы ,  которые 
заставляю т магнитные моменты электронов устанавливаться 
параллельно  друг д ругу . В результате возникают области 
(размером 1— 10  мкм) спонтанного, т. е. самопроизвольного, 
нам агничивания —  эти области называют д о м е н а м и .  
В пределах каж дого домена ферромагнетик намагничен до 
насы щ ения и имеет определенный магнитный момент. Н а
правления этих моментов для разных доменов различны, 
поэтому при отсутствии внешнего поля суммарный момент 
о б р азц а  равен нулю и образец  в целом представляется мак
роскопически ненамагниченным.

П ри включении внеш него магнитного поля домены, ори
ентированные по полю, растут за  счет доменов, ориентиро
ванны х против поля. Т акой  рост в слабых полях имеет 
обратимый характер. В более сильных полях происходит 
одновременная переориентация магнитных моментов в пре
д ел а х  всего домена. Этот процесс является необратимым, 
что  и служ ит причиной гистерезиса и остаточного намагни
чивания.

Задачи

ф  7.1. Условия ка границе раздела. Вблизи точки А  (рис. 7.|Г>) 
гр а ни ц ы  раздела магнетик  — вакуум магнитная индукция в вакууме 
р а вн а  В0, причем вектор В0 составляет угол оц, с нормалью к  границе 
раздела  в  данной точке. М а гн и т н а я  проницаемость магнетика равна ц. 
Н а й т и  магнитную  индукцию  В в магнетике вблизи той же точки А .

Р е ш е н и е .  Искомая величина



Имея е  виду условия (7.20) и (7.22) иа границе раздела, найдем

В п =  В 0 cos a 0l

В х =  =  И И о^п  «  =  ц £ с sin a 0,

где Нпх — тангенциальная составляю щ ая вектора Н0 в вак у у м е . Под* 
ставив эти выражения в (!), получим

B =  B o V  cos8 a 0 -f- ц* sin* a 0.

&  7.2. Поверхностный ток намагничивания. Д л и н н ы й  т онкий  
проводник с током I  расположен перпендикулярно плоской границе  
раздела вакуум  — магнет ик (рис. 7.17). Проницаемость м агнет ика  ц . 
Н айт и линейную плотность поверхностного тока нам агничивания i1 
на этой границе раздела в  зависимости от расстояния г до проводника.

Р е ш е н и е .  Прежде всего о конфигурации поверхностного тока 
намагничивания. Из рис. 7.17 нетрудно сообразить, что этот то к  направ
лен радиально. Воспользуемся теоремой о циркуляции  нам агничен
ности J , взяв в качестве контура небольшой прям оугольник, плоскость 
которого перпендикулярна току  намагничивания в данном  месте.

Рис. 7.18

Расположение этого контура показано на рис. 7.18, где крестикам и 
отмечено направление поверхностного тока нам агничивания. И з ра
венства Л  =  П  получим » — J .

Далее, J  — %Н, где Н  находим из циркуляции вектора Н по о к р у ж 
ности радиусом г  с центром на оси проводника: 2 я гН  *= /  (из сообра
жений симметрии ясно, что линии_вектора Н должны иметь вид  о к р у ж 
ностей, лежащ их в плоскостях, перпендикулярных проводн ику  с то
ком /) . В результате находим

¿' =  (ц— 1) //2яг.
ф  7.3. Циркуляция вектора Н. Прямой длинны й т о н к и й  провод

ник с током /  лежит в плоскости, отделяющей пространство, кото
рое заполнено непроводящим магнетиком с проницаемостью  ц , от ва
куум а. Н айт и магнитную  индукцию  В во всем пространстве к а к  ф унк
цию расстояния г до проводника. Иметь в виду, что ли н и и  вект ора  В 
являются окружностями с центром на оси проводника.

Р е ш е н и е .  Ясно, что линии вектора Н являю тся то ж е  о к р у ж н о 
стями, причем на границе раздела вакуум — магнетик векто р  п  бу 
дет испытывать скачок (в отличие от  вектора В). О бозначим Н  и Н„ 
магнитное поле соответственно в магнетике и вакуум е. Т о гд а  по тео



рем е о циркуляции  вектора Н по контуру, имеющему вид окруж ности 
радиусом  г  с центром на оси проводника, имеем

пгН -\-пгН0=  I. ( I )

К ром е того, на границе раздела В — В0 или

и Я - / / 0. (2)
Реш ив совместно уравнения (I) и (2), получим

/ .. .. ИМЯ  : Я = ц ц 0Я  =  ;(1+ И )л г ’ {1 + ц )п г ‘
К онф игурация  полей В и Н в данном случае показана на рис. 7 .19. 
П о л езн о  убедиться в том, что при |Л — 1 мы приходим к известным 
нам  формулам для А и Я  в вакууме.

Поле В Поле Н

Рис. 7.19

ф  7.4 . Циркуляция векторов Н и .1. Постоянный ток I  течет 
вдоль длинного однородного цилиндрического провода круглого сечения 
радиусом  Я .  Материалом провода является парамагнетик с восприим
чивостью %■ Найти: 1) зависимость поля В от расстояния г до оси про
вода; 2 )  плотность тока намагничивания / '  внутри провода.

Р е ш е н и е .  1. Из циркуляции вектора Н по окружности радиу- 
сол» г с  центром на осп провода следует, что

г< Р > , 2л гЯ  =  /(г /К )*  (Н о з г ) ,

г > Я ,  2 п гН  =  / ( Я с о ! / г ) .

Н а рис. 7.20 показаны графики зависимостей Я  (г) и В (г).
2. Воспользуемся теоремой о циркуляции намагниченности 3 

по окруж ности радиусом г  (см. рис. 7.20): 2лгУ =  / ' ,  где / '  — ток на
м агничивания, охватываемый этим контуром. Найдем дифференциал 
втого  вы раж ения (при переходе от г к г 4 - <1г):

2л  ¿ ( Ы )  ш = ё/\

Т а к  как  с З / '=  ¡ ' 2 п г Л г ,  то предыдущее уравнение можно преобразо
в а т ь  к виду

У , <1/

Т еп ер ь  учтем, что 3 ~  %Н — (%1/2пЯг)г. Тогда получим



Нетрудно сообразить, что этот ток течет в ту же сторону, что и ю н  
проводимости (в отличие от поверхностного тока намагничивания, 
текущего в противоположную сторону).

5  7.5. Д линны й  соленоид заполнен неоднородным изотропным п а - 
рамагнетиком, восприимчивость которого зависит  только от рассто
я ния  г до оси соленоида как  х  =  аг3, где а — пост оянная. На о т  соле
ноида магнит ная индукция  равна В 0. Н айт и зависимость от расстоя
ни я  г: |)  намагниченности, У ( г ) ;  2) плотности тока намагничивания, 
} (г).

Р е ш е н и е .  1. Намагниченность ]  =  %Н. В нашем случае Н  
не зависит от г  (это непосредственно следует из ци ркуляц ии  вектора И

Рис. 7.21

по контуру, показанному на рис. 7.21 слева). Поэтому Н  =  Н 0 —  на 
оси соленоида, и мы получаем

/  — аггН 0 =  аггВ0Ща.

2. Из теоремы о циркуляции намагниченности J по бесконечно 
узкому контуру, показанному на рис. 7.21 справа, следует

Л - У  +  М )1~Гп1 дг. 

где I — высота контура; с!/- — его ширина. Отсюда

2а В 0
(1г

З н ак  минус показы вает, что вектор направлен против вектора нор
мали л, образующего с направлением обхода контура правовинтовую 
систему. Другими словами, вектор ) ' направлен в месте расположения 
правого (на рисунке) контура на нас, т. е. объемные токи намагничи
вания образуют с вектором В0 левовинтовую систему.

ф  7.6. П остоянный магнит имеет вид кольца с узким  зазором 
между полюсами. Средний диаметр кольца равен й. Ш ирина зазора Ь, 
магнитная индукция поля в зазоре В. Пренебрегая рассеянием поля на 
краях зазора, найт и модули векторов Н и J  внут ри  вещества,

Р е ш  е н и  е. Воспользовавшись теоремой о ц и ркуляц и и  вектора Н 
по пунктирной окруж ности диаметром <1 (рис. 7.22) и учиты вая, что то
ков проводимости нет, запишем

(лЛ  — Ь ) +  Ь В щ о =  О,



где Нх — Проекция вектора Н на направление обхода контура (оно 
взято  совпадаю щ им с направлением вектора В в зазоре). Отсюда

//* « • ьв 
Но (я«*— Ь)

ЬВ
(I)

З н а к  минус показывает, что направление вектора Н внутри вещества 
магнита противополож но вектору В в той ж е точке. Заметим, что при 
Ь -+ 0 и Н  -*  0.

М одуль намагниченности J найдем по формуле (7.11), используя 
результат ( 1):

у  Д/Ио Д
\ - b in d  ц0*

Соотношение между векторами В /ц0, Н  и 1  в любой точке веществе 
магнита показано  на рис. 7.23.

%  7 .7 . Н а  железном сердечнике в  в и д е  тора со средним диамет
ром  й  имеется обмотка с общим числом витков N . В  сердечнике <де

лана узкая  поперечная прорезь ш и
риной Ь (см. рис. 7.22). П ри то
ке /  через обмотку магнитная и н 
дукция в прорези равна В. Прене
брегая рассеянием поля на краях  
прорези, найт и магнит ную  прони
цаемость железа в этих условиях.

в//с н

Рис. 7

J
Рис. 7.23

Р е ш е н и е .  Согласно теореме о циркуляции вектора Н по окруж 
ности диаметром с1 (см. рис. 7.22) имеем

( п Л ^ Ь )  Н  -\-ЬН0 =  N1,

где Н  и Н 0 — модули вектора Н соответственно в железе и прорези. 
Кроме того, отсутствие рассеяния поля на к раях  прорези означает, что

В = В 0.

И з этих двух  уравнений с учетом того, что в  =  и Ь <  й,
получим

я  ¿В 
и “ щ,М/-ЬВ*

ф  7.8. Сила, действующая на магнетик. В установке (рис. 7.24) 
измеряют с помощью весов силу, с которой небольшой парамагнитный 
ш арик объемом V притягивается к  полюсу м агнит а М . М агнит ная ин
д укц и я  на оси полюсного наконечника зависит от высоты х  как В  =* 
“  В0в—<1е\  еде Вй и а  — постоянные. Н айт и: 1) на  какой высоте х т 
надо поместить ш арик, чтобы сила притяж ения была максимальной;
2) м агнит ную  восприимчивость парамагнетика, если максимальная  
сила прит яж ения равна Р т,



Р е ш е н и е .  1. Пусть для определенности вектор В на оси н ап р ав 
лен вверх, туда же направим и ось X  . Тогда согласно (6.34) Е х  =* 
=  р тдВ /дх , где учтено, что магнитный момент рт  направлен туда ж е, 
куда и вектор В (для парамагнетика), поэтому дп  заменено на ох.

Д алее, так  как  р т • IV 2 аВохе' то

(О

=> х Н У  и дВ /дх-

— А х е ~ 2а* ',
где А =  2аВ?Х^/ММо-

Вычислив производную с\Fgldx  н при равняв ее к нулю, получим 
следующее уравнение для определения х т : 1 — 4ахг =  0 , откуда

хт » 1/2 \Г а . (2 )
2. После подстаноаки (2) в (1) найдем

-1 Г  е_ 
В1У У  а '

где учтено, что для парамагнетика |1 «  I.
Ф  7.9. Д линны й  т онкий цилиндрический стержень из парам агне

т ика с м агнит ной восприимчивостью % 
и площ адью  поперечного сечения Э р а с 
положен вдоль оси кат уш ки с т оком . 
Один конец стержня находится в  ц е н 
тре каЯгушки, где магнитное поле р а в 
но В, а другой конец —  в области» ¿дв

магнитное поле практически отсутствует. С какой силой ка т уш ка  
действует на стержень?

Р е ш е н и е .  Выделим мысленно элемент стержня длиной А х  
(рис. 7.25). Н а  него действует сила

. д В х  
Рт дп  '

П усть вектор В на о^и катушки направлен  вправо (на рисунке), в  с то 
рону положительных х. Тогда В х  =  В , дп — дх, и так  как  <1рт  =» 
=  /5с1дг =  хН$дх, то

дВ  х ЯХ И З б х ^ ВДВ.

Проинтегрировав это выражение, получим



З н ак  минус покавывает, что вектор Р направлен влево, т. е. стержень 
притягивается к катуш ке с током.

ф  7.10. Небольшой ш арик объемом V из парамагнет ика с м агнит - 
ной  восприимчивостью % переместили вдоль оси кат уш ки с током из  
точки, гое магнит ная и нд укц и я  равна В, в область, где поле практически 
отсутствует. К акую  п р и  этом совершили работу прот ив магнитных  
сил?

Р е ш е н и е .  Н аправим  ось X  вдоль оси катуш ки. Тогда элемен
тарная работа против магнитны х сил при перемещении ш арика на Ах 
будет иметь вид

где Г х  — проекция на ось X  магнитной силы (6 .34), а знак  минус озна
чает, что работа производится против этой силы.

Пусть вектор В на оси направлен в сторону полож ительных *, 
тогда В х  =  В  и дп ~  дх  (в противном случае В х —  —В , дп —  —дх, 
т. е, производная дВх /дп  не зависит от того, куда направлен вектор В). 
Учитывая, что р т ~  ¿ V  =  "¿НУ > перепишем уравнение (1) в виде

Г л а в а  8
О Т Н О С И Т Е Л ЬН О С Т Ь Э Л Е К Т РИ Ч Е С К О ГО  

И М А ГН И ТН О ГО  П О Л ЕЙ

§ 8.1 . Э Л Е К Т РО М А ГН И Т Н О Е  П О Л Е . ИН ВА РИ А Н ТН О СТЬ
ЗА РЯ ДА

Д о сих пор мы рассматривали электрическое и магнит
ное поля раздельно, не обнаруж ивая никакой видимой связи 
между ними. Это возмож но было сделать лиш ь потому, что 
оба поля являли сь статическими, в других же случаях  
т а к  поступать н ельзя .

Мы увидим, что электрическое и магнитное поля всегда 
должны рассм атриваться вместе как одно полное электро
магнитное поле. Д ругим и  словами, оказы вается, что элек
трическое и магнитное поля являю тся в некотором смысле 
различными компонентами единого физического объекта,

( I )

Проинтегрировав это вы раж ение от В  до 0, получим

о



который мы называем э л е к т р о м а г н и т н ы м  п о 
л е м .

Д еление ж е электромагнитного поля на  электрическое 
и магнитное имеет относительный характер: такое д елен и е 
в решающей степени зависит от системы отсчета, в которой  
рассматриваю тся явления, П ри  этом поле, постоянное в  од
ной системе отсчета, в общем случае оказывается переменным 
в другой системе.

Приведем некоторые примеры.

З ар я д  движется в инерциальной /(-системе отсчета с постоянной 
скоростью V. В этой системе отсчета мы будем наблюдать как  э л е к т р и 
ческое, так  и магнитное поля данного заряда, причем оба п о л я  п ере
менные во времени. Если же перейти в инердиальную  /( '-си стем у , 
леремещающуюся вместе с зарядом, то в  ней заряд  покоится и мы будем  
наблюдать только электрическое поле.

Д ва  одинаковых заряда движ утся в /(-системе отсчета навстречу  
друг другу с одинаковой скоростью V. В этой системе отсчета мы будем 
наблюдать и электрическое, и магнитное поля, оба переменные. Н ай ти  
такую  /('-систему, где наблюдалось бы только одно из полей, в данном  
случае нельзя.

В /(-системе отсчета существует постоянное неоднородное м агн и т
ное поле (например, поле неподвижного постоянного магнита). Т огда  
в /('-системе, движущейся относительно /(-системы, мы будем наблю 
дать переменное магнитное поле и, как  увидим далее, электрическое 
поле.

Таким образом, становится ясным, что соотнош ения 
между электрическим и магнитным полями оказы ваю тся 
разными в различных системах отсчета.

П реж де чем обратиться к  основному содерж анию  этой 
главы — законам преобразования полей при переходе от 
одной системы отсчета к другой , выясним следующий в а ж 
ный для дальнейшего вопрос: к ак  ведут себя при та к и х  пе
реходах сам электрический за р я д  <? и теорема Г аусса д л я  
вектора Е.

Инвариантность заряда. В настоящее время имею тся 
исчерпывающие доказательства того, что полный з а р я д  
изолированной системы не м еняется при изменении д в и ж е 
ния носителей заряда.

В качестве доказательства можно сослаться н а  н ей 
тральность газа, состоящего из молекул водорода. В эти х  
молекулах электроны движ утся со значительно больш им и 
скоростями, нежели протоны. Поэтому если бы за р я д  з а в и 
сел от скорости, то заряды электронов и протонов не бы ли 
бы скомпенсированы — газ о казал ся  бы заряж енны м . Н а 
блюдения же никакого зар яда  не обнаружили (с точностью  
до 10“»!).



И ли, например, н агрев  куска вещества. П оскольку масса 
электрона значительно меньше массы ядер, скорость элек
тронов при нагреве долж на увеличиваться больше, чем 
у ядер* И если бы за р я д  зависел от скорости, то при нагреве 
вещество становилось бы заряженным. Н ичего подобного 
никогда не наблю далось.

Д алее , если бы за р я д  электрона зависел от скорости, то 
в ходе химических реакций суммарный заряд  вещества из
менялся бы, поскольку средние скорости электронов в ве
ществе зависят от его химического состава. Расчет показы
вает, что даже небольш ая зависимость заряда от скорости 
приводила бы даж е в простейших химических реакциях к ог
ромным электрическим полям. Но и здесь ничего похо
ж его  не наблюдалось.

И наконец, расчет и работа всех современных ускорите
лей заряж енны х частиц основаны на предположении, что 
заряд  частиц не м еняется при изменении их скорости.

И так, мы приходим к выводу, что заряд  любой ча
стицы — релятивистски инвариантная величина, не завися
щ ая от скорости частицы , от выбора системы отсчета.

Инвариантность теоремы Гаусса для поля Е. О казы 
в а е т с я — это следует к ак  обобщение экспериментальных 
фактов, — что теорема Гаусса <^EdS =  q/eQ справедлива 
не только для покоящ ихся зарядов, но и для  движущ ихся. 
При этом поверхностный интеграл должен быть вычислен 
для одного и того ж е момента времени в данной системе 
отсчета.

Кроме того, поскольку  различные инерциальные си
стемы отсчета физически эквивалентны друг другу  (со
гласно принципу относительности), мы можем утверж дать, 
что теорема Гаусса справедлива во всех инерциальных си
стемах отсчета.

§ 8 .2 . ЗА К О Н Ы  П Р Е О Б РА ЗО В А Н И Я  П О Л Е Й  Е в  В

При переходе от одной системы отсчета к  другой поля 
Е  и В определенным образом преобразуются. Законы  этого 
преобразования устанавливаю тся в специальной теории 
относительности, причем довольно сложным образом. По 
этой причине мы не будем воспроизводить здесь соответ
ствующие выводы, а сосредоточим внимание на содержании 
этих  законов, на вытекаю щ их из них следствиях, а такж е 
н а  том, как следует пользоваться этими законами при 
решении некоторых конкретны х вопросов.



Постановка вопроса. Пусть имеются две инерциальные 
системы отсчета: К-система и дви ж ущ аяся относительно 
нее со скоростью у0 система /С'. В некоторой пространствен
но-временной точке /(-системы отсчета известны значения 
полей Е и В, Какими будут значения полей Е ' и В ' в той же 
самой пространственно-временной точке в /('-системе от
счета? Напомним, что одной и той ж е пространственно- 
временной точкой называют такую , координаты  и время ко
торой в обеих системах отсчета связаны  между собой пре
образованиями Л о р ен ц а* .

Ответ на этот вопрос, как уж е было сказано, дает тео
рия относительности, которая показы вает, что законы пре
образования полей выражаются следующими формулами:

(8.1)

Здесь си!Яйолами || и отмечены п р о д о л ь н ы е  и 
п о п е р е ч н ы е  (по отношению к вектору у0) составляю- 
шие электрического и магнитного полей, р =  и0/с, с  — 
скорость света в вакууме (сг =  1 / р 0 И о) -

Эти же формулы, записанные в проекциях, имеют вид:

К =  В Х ,

—  Е '„Вг
Ви

В у '\-и0Е г /с*

В г -^1'йЕу1 с’г

* К 1 —  Р* ’ V  '

(8.2)

где предполагается, что оси координат X  и X '  направлены вдоль век
тора у0, ось V  параллельна оси У, ось Ъ' —  оси Ъ.

И з уравнений (8.1) и (8.2) видно, что каждый из векто
ров Е и В ' вы ражается как через Е , т а к  и через В. Это сви
детельствует о е д и н о й  природе электрического и 
магнитного полей. Каждое из них в отдельности не имеет 
абсолютного смысла: об электрическом и магнитном полях 
можно говорить лиш ь с обязательным указанием  системы 
отсчета, в которой эти поля рассматриваю тся.

, . х — ьй\ , , ,, t —xv0/ci
** = —-----------  У еау, г =  г, I вг-



П одчеркнем, что свойства электромагнитного поля, вы
раженные в за к о н а х  его преобразования, являются мъ  
кальными\ значен и я  Е ' и В' в некоторой пространственно- 
временной точке /('-системы отсчета однозначно опреде
ляются только  через значения Е и В в той же простран
ственно-временной точке /(-системы отсчета.

Необходимо обратить внимание еще на следующие осо
бенности закон ов  преобразования полей:

1. В отличие от поперечных составляю щ их Е и В, кото
рые изменяю тся при переходе к другой системе отсчета, 
п р о д о л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  н е  и з м е н я 
ю т с я  —  во всех системах отсчета-они оказываю тся оди
наковыми.

2. Векторы  Е и В связаны друг с другом  в разных си
стемах отсчета в высшей степени симметричным образом. 
Эго особенно полно обнаруживается в форме записи зако
нов преобразования через проекции полей [см. (8 .2 )1.

3. Если надо получить формулы обратного преобразо
вания (от К ' к К ), то достаточно в формулах (8.1) и (8 .2 ) 
заменить все ш трихованные величины на нештрихованные 
(и наоборот), а т а к ж е — знак перед ч0.

Частный случай преобразования полей (у0 с). Если
/("'-система движ ется относительно /(-системы со скоростью 

то корень в знаменателе формул (8 . 1) можно заме
нить на единицу, и мы будем иметь

е ; =  е „ в ; =  в (,
Е 1  =  Е 1 + [ у 0В ], Г . - В , — [у0Е ] /Л  <8' 3>

Отсюда следует, что

Е ' =  Е +  (у0В], В '« В - К Е ) / с * . (8.4)

Заметим, что первую  из формул (8.4) можно получить 
непосредственно и очень просто. П усть в /(-системе в неко
торый момент ( зар я д  ц имеет скорость у0. Действующая на 
него сила Л оренца Р =  <?Е +  ^ [у0В1. Перейдем в инерци- 
альную /( '-си стем у , движущуюся относительно /(-системы 
с той ж е скоростью , что и заряд <7 в момент т. е. со ско
ростью у0. В этот момент заряд д неподвижен в /('-системе, 
и сила, действую щ ая на покоящийся зар яд , является чисто 
электрической: Р ' =  ¿/Е'. При как  в нашем случае,
сила инвариантна (Р ' =  Р), откуда и следует первая из 
формул (8.4).



Формулу ж е для преобразования магнитного п оля  
можно получить только с помощью теории относительности 
в результате довольно громоздких выкладок.

Рассмотрим простой пример на применение ф орм ул (8 .4).

Пример. Большая металлическая пласт инка движется с пост оянной  
нерелятивистской скоростью V в однородном магнитном поле В  (рис. 8 .!) . 
Н айт и поверхностную плотность зарядов, возникающих н а  плоскост ях  
пласт инки из-за ее движения.

Перейдем в систему отсчета, связанную  с пластинкой. С огласно 
первой из формул (8.4) в этой системе отсчета будет наблю даться по
стоянное однородное электрическое поле

Е' =  | у В].

Оно будет направлено к мам. Под действием этого внеш него поля 
произойдет смещение зарядов так, что на обращенной к  нам поверх* 
ностн пластинки выступят положительные заряды , а на противополож 
ной поверхности — отрицательные.

Поверхностная плотность о этих зарядов будет такой , чтобы созда
ваемое ими поле внутри пластинки полностью компенсировало внеш нее 
иоле Е ', ибо при равновесии результи
рующее электрическое поле внутри пла
стинки должно быть равно нулю. Имея В
в виду соотношение (1. 11), получим

^  —-
Заметим, что при решении этого во

проса можно было рассуж дать и иначе — 
с точки зрения системы отсчета, где пла
стинка движется со скоростью V. В этой 
системе отсчета внутри пластинки будет  
электрическое поле. Оно возникает вслед
ствие действия магнитной части силы 
Л оренца, вызывающей смещение всех электронов в пластинке за 
плоскость рис. 8.1. В результате передняя поверхность пластинки ока
зывается заряженной положительно, задняя — отрицательно, н внутри 
пластинки появляется электрическое поле, причем такое, что электри
ческая сила ?Е компенсирует магнитную часть силы Л орен ца  ^  [уВ), 
откуда Е =  — (уВ]. Это поле связано с поверхностной плотностью  за 
ряда той же формулой о  =  е0иВ.

Оба подхода к решению данного вопроса одинаково законны .

Релятивистская природа магнетизма. И з формул пре
образования полей (8 . 1) и (8 .2 ) вытекает весьм а зам еча
тельный вывод: возникновение магнитного поля является  
чисто релятивистским эффектом, следствием наличия в при
роде предельной скорости с, равной скорости света в ва
кууме.

Если бы эта скорость была бесконечной (соответственно 
и скорость распространения взаимодействий), никакого 
магнетизма вообще не существовало бы. В самом деле, рас

т



смотрим свободный электрический заряд. В системе от
счета К , где он покоится, существует только электрическое 
поле. А это значит.согласно (8.1), что в любой другой /("-си
стеме отсчета, если бы с —► оо, никакого магнитного поля В ' 
не возникало бы. Оно возникает только из-за конеч
ности с , т. е. в конечном счете вследствие релятивистского 
эффекта.

Релятивистская природа магнетизма является универ
сальны м физическим фактом, и его происхождение обуслов
лено отсутствием магнитных зарядов.

В отличие от больш инства релятивистских явлений 
магнетизм во многих случаях обнаруживается сравнительно 
легко , например магнитное поле проводника с током. П ри
чина подобных благоприятных обстоятельств обусловлена 
тем, что магнитное поле может создаваться очень большим 
числом движущ ихся зарядов при условии почти полного 
исчезновения электрического поля из-за практически иде
ального баланса числа электронов-и протоков в проводни
ках. В этих случаях магнитное взаимодействие оказы ва
ется преобладающим.

Почти полная компенсация электрических зарядов и 
позволила физикам изучить релятивистские эффекты (т. е. 
магнетизм) и открыть правильные законы, По этой причине 
после создания теории относительности законы электро
магнетизма в отличие от законов Ньютона не приш лось 
уточнять.

Поле не движется, а изменяется. Поскольку электриче
ское и магнитное поля появляю тся в разных соотношениях 
при изменении системы отсчета, следует проявлять опреде
ленную  осторожность в обращении с полями Е и В. Скажем, 
уж е вопрос о силе, действующей на заряд  со стороны дви
жущегося магнитного поля, не имеет сколько-нибудь точ
ного содерж ания. Сила определяется значениями величин 
Е и В в точке нахождения заряда. Если в результате дви
ж ения источников полей Е и В их значения в этой точке 
будут меняться, изменится и сила, в противном случае дви
ж ение источников на значении силы не отразится.

• Т аким  образом, при решении вопроса о силе, действую
щей на заряд, необходимо знать Е и В в точке нахождения 
зар я д а  и его скорость V ,  причем все эти величины должны 
быть взяты  относительно интересующей нас инерциальной 
системы отсчета.

Если же когда и говорят о «движущемся» поле, то это 
нуж но понимать просто как краткий и удобный способ



словесного описания изменяющегося поля в определенны х 
условиях и ничего более. 

Н асколько надо проявлять осторож ность в обращ ении 
с полем при переходе из одной системы отсчета к д р у го й , 
станет ясно хотя бы уже из тако го  простого примера.

Пример. Заряж енная частица покоит ся между полюсами м а гн и т а , 
неподвижного в К-системе отсчета. Перейдем в К'-систему, кот орая  
движется вправо (рис. 8 .2) с нерелятивистской скоростью у0 — от носи
тельно К-системы. 1. Можно ли утверж дать, что в К'-системе за р я 
женная частица движется в магнитном поле? 2. Найт и силу, дейст вую 
щую на эт у частицу в К'-системе.

1. Д а , частица д в и ж е т с я  в м а г н и т н о м  п о л е .  Н о, 
заметим, в магнитном поле, а не относительно магнитного поля. И м еет 
смысл говорить о движении части
цы относительно системы отсчета, к  
магнита и других' тел, но только * 
не относительно магнитного поля.
Последнее просто не имеет физиче
ского смысла. В..е это касается не 
только магнитного, но и члектри- 
ческого поля.

2. Чтобы найти силу, надо 
учесть, что в /('-системе появится 
и эл ек тр и ч еск и  поле Е' =  [у^В], 
оно направлено на нас (рис. 8 .2 ).
В /('-системе эаряд будет двигаться влево со скоростью —у0, причем  
это движ ение будет происходить ь скрещ енных электрическом и м агн и т
ном полях. Пусть для определенности эар яд  частицы <? >  0, тогда си ла  
Л оренца в /('-системе

= q E ' +  </1— ^,В|«=<? ( |у оВ ] - К В ] )  =  0,

что, впрочем, можно было и сразу с казать  исходя из факта и н вар и ан т
ности силы при нерелятивистских преобразованиях из одной системы 
отсчета в другую.

$ 8 .3 . СЛЕДСТВИЯ ИЗ ЗА К О Н О В  П РЕО БРА ЗО В А Н И Я  
П О Л Е Й

Некоторые простые следствия. Из формул п реоб разо 
вания (8 . 1) вытекают в ряде случаев простые и вместе с  тем 
полезные соотношения.

I. Если в К-системе имеется только  электрическое п о л е  
Е (а магнитное В =  0), то между, полями Е ' и В' в / ( '- с и 
стеме существует такая с в я зь

В '*= —  [у0Е'1/с*. (8 .5 )

Д ействительно, если В =  0 , то  Е х  — Е ^ /^ 1  — и В[, =
Ъ \ — — [у0Е1/са] Л  —  р 3 = — [у0ЕМ/<:г, где учтено» 

что в векторном произведении можно писать как  Е , т а к



и Е ^  (это ж е относится и к ш трихованным величинам). 
П риняв во внимание, что В' =  В'| +  =  В^, приходим
к формуле (8.5).

2. Если в /С-системе имеется только магнит ное  поле В 
(а электрическое Е =  0 ), то в /('-системе

Е '= [ у вВ']. (8.6 )

В  самом деле, если Е — 0 , то В'^ =  В ^ / ] /  1 — 0 а и Е#' *=0, 
Е х  == [у«В]/У/  1 — р*. Заменив в последнем векторном про
изведении В на В х  и затем  В ^ на В ', приходим к фор
муле (8 .6 ).

И з формул (8.5) н (8 .6 ) вытекает следующий важный 
вывод: если в К -сист еме имеется лиш ь о д н о  из полей (Е 
или В), то в К '-сист ем е электрическое и магнитное поля 
взаимно перпендикулярны  (Е ' В '). Заметим, что обрат
ное утверждение справедливо не всегда, а ли ш ь при опре

деленных дополнительных ограниче
н и ях , накладываемых на модули век
торов Е и В.

И последнее замечание. Ввиду того 
что в уравнения (8.5) и (8 .6 ) входят 
только  величины, относящиеся к од
ной и той же системе отсчета, эти 
уравнения легко применять к полям, 
изменяющимся в пространстве и вре
мени. Хорошим примером может слу
ж и ть  поле равномерно движущегося 
точечного заряда.

Поле свободно движущегося реля- 
Рис. 8.3 тивистского заряда. Ф ормулы преоб

разования полей представляют боль
шой интерес прежде всего в том отношении, что выражают 
собой удивительные свойства электромагнитного поля. Но, 
кроме того, они важ н ы  и в чисто практическом отношении, 
позволяя иногда прощ е решать некоторые вопросы.

Например, задача о нахождении поля равномерно дви
жущ егося точечного за р я д а  может быть решена путем пре
образования чисто кулоновского поля, которое наблюдается 
в системе отсчета, связанной с самим зарядом. Расчет пока
зы вает (см. задачу 8 .10), что линии Е поля свободно движ у
щ егося точечного за р я д а  имеют вид, показанный на 
рис. 8.3, где V —  скорость заряда. И зображенная здесь 
картина соответствует мгновенной «фотографии» конфигу
рации электрического поля. Вектор Е в произвольной точке



Р  системы отсчета направлен в д о л ь  радиуса-вектора г ,  
проведенного йз точки, где находится заряд  в данны й мо
мент, в точку Р.

М одуль вектора Е определяется формулой

г  1 я , 8 7 1
4лВ> ( 1 _ р * 5т ^ а ’ 1 '

где р =  и!с\ Ф — угол между радиусом-вектором г и в екто 
ром у — скоростью заряда.

Электрическое поле «сплющивается» в направлении дви
жения заряда (см. рис. 8.3), причем в тем большей степени, 
чем ближ е скорость заряда V к скорости с. Следует т а к ж е  
иметь в виду, что поле, показанное на этом рисунке, «пе
ремещается» вместе с зарядом , вследствие чего полб Е 
в системе отсчета, относительно которой заряд  д ви ж ется , 
изменяется со временем.

Зн ая  поле Е, можно найти и поле В в этой же системе 
отсчета:

В =  !- |уЕ ] =  ^  1 ^ 1 --------- 1~ Л Ц ■— . (8 .8)
са 4л гз ( 1 _ р а 8т г д )э/г

Эта формула является следствием соотношения (8.5), в ко
тором произведена замена ш трихованны х величин на не
ш трихованные и одновременно V на — V.

При V (р 1) выраж ения (8.7) и (8 .8 ) п ереходят  
соответственно в (1.2) и (6.3).

§ 8 .4 . И Н В А РИ А Н ТЫ  Э Л Е К Т РО М А ГН И Т Н О Г О  Н О Л И

П оскольку векторы Е и В, характеризую щ ие электро
магнитное поле, зависят от системы отсчета (в той ж е  са 
мой пространственно-временной точке), возникает естест
венный вопрос об инвариантах, т. е. не зависящ их от си 
стемы отсчета количественных характеристиках эл ек тр о 
магнитного поля.

Можно показать, что существуют два таких инварианта, 
представляющие собой комбинации векторов Е и В, это

ЕВ«=(ПУ, £* — е»В *=1ггл (8 .9)

Инвариантность этих величин (относительно преобразо
ваний Лоренца) является следствием формул преобразова
ния полей (8.1) или (8.2). Более подробно у ю т  вопрос 
рассмотрен в задаче 8.9.



Использование данны х инвариантов позволяет в ряде 
случаев быстро и просто находить решение и делать соот
ветствующие выводы и предсказания. Приведем наиболее 
важ ны е из них.

1. Из инвариантности ЕВ сразу следует, что в случае, когда в ка
кой-либо системе отсчета Е _1_ В, т. е. ЕВ «=* 0, то и во всех других инер- 
циальны х системах отсчета Е ' X В'.

2. Из  инвариантности Е*  — с*В3 следует, что в случае, когда 
Е  =» сВ  (т. е. £* — с2 В2 =  0), то  и в любой другой инерциальной си
стеме отсчета £ '  =  с В '.

3. Если в какой-либо системе отсчета угол между векторами Е и В 
острый (или тупой), — это зн ачит, что ЕВ больше (либо меньше) н у л я ,—

.  то  угол между векторами Е ' и В ' такж е будет острым (или тупым) во 
всякой другой системе отсчгга.

4 . Если в какой-либо системе отсчета Е  >  сВ  (или Е  <  сВ) —  это 
значит, что £ 2 — с* В1 больш е (либо меньше) нуля, — то в любой дру
гой системе отсчета будет так ж е  Е ' >  сВ ' (или £ '  <  (В ').

б. Если оба инварианта равны нулю, то во всех системах отсчета 
Е ±  В и £  =  сВ. Именно это и наблюдается, как мы увидим, в электро
магнитной волне.

б. Если равен нулю то лько  инвариант ЕВ, то можно найти такую  
систему отсчета, в которой или Е ' =  0, или В ' =  0; какое именно, 
определяется знаком другого  инварианта. Справедливо и обратное 
утверж дение: если в какой-либо  системе отсчета Е =  0 или В =  0, 
то  во всякой друю й  системе отсчета Е ' 1  В '. (Этот вывод был уже 
в § 8.3.)

И последнее. Н уж н о помнить, что поля Е и В, вообще 
говоря, зависят и от координат, и от времени. Поэтому каж 
дый из инвариантов (8.9) относится к одной и той ж е про
странственно-временной точке поля, координаты и время 
которой в разны х системах отсчета связаны преобразова
ниями Лоренца.

Задачи

0  8.1. Частный случай преобразования полей. Нерелятивист• 
ский  точечный заряд д движ ется с постоянной скоростью у. Найт и  
с помощью формул преобразования полей магнитное пом. В этого заряда  
в точке, положение которой относительно заряда определяется радиус- 
вектором  г.

Р е ш е н и е .  Перейдем в Л '-систему отсчета, связанную  с зарядом. 
В  9т о й  системе имеется то лько  кулоноаское поле напряженностью

Е ' - 2 ± - 4 г.
4ле„ г8

где учтено, что в /('-систем е радиус-вектор г ' =  г (нерелятивистский 
случай). Теперь перейдем обратно, из /('-системы в д-систему, кото
р ая  движется относительно /('-системы со скоростью — V. Д л я  этого 
воспользуемся формулой для  поля В из (8.4), в которой роль штрихо
ванны х величин будут играть нештрихованные (и наоборот), а скорость 
у0 надо заменить на — у0 {рис. 8.4). В нашем случае у0 =  у, поэтому



В =  В' +  |у Е ' ) / б л . Учитывая, что в /('-систем е В ' =  0  и что с* 
— 1 /е .^ ;  »гаходим

Ио 4^г)В =
4л г3

Мы получили ф ормулу (6.3), которая ранее была постулирована 
как результат обобщения опытных фактов.

ф  8.2. Больш ая пластинка из однородного диэлект рика с прони
цаемостью е движепи.я с постоянной нерелятивистской скоростью у 
в однородном магнитном поле В, как показано на рис. 8 .5 . Н айт и поля- 
ризованность р  диэлектрика и поверхностную плот ност ь о ' связанных 
зарядов.

Рис. 8.4 Рис. 8.5

Р е ш . е н и е .  В системе отсчета, связанной с пластинкой, Судет 
наблюдаться кроме магнитного поля и электрическое, обозначим его Е{. 
Согласно формулам преобразования полей (8.4)

е: н ув |.
Поляриэованность диэлектрика 

Р хе„Е' — -5- |уВ ),

где учтено, что внутри диэлектрика согласно (3.29) Е ' 
ностная плотность связанны х зарядов

Ео/е. Поверх-

ьВ,

причем на той поверхности пластинки, которая обращ ена к нам (рис. 8.5), 
о  >  0, на противоположной о ' <  0 .

Ф  8.3. Имеется незаряженный длинны й прям ой  провод с током 
/ .  Н айт и заряд на единицу длины этого провода в системе отсчета, 
движущейся поступательно с нерелятивистской скоростью вдоль 
проводника в направлении тока I.

Р е ш е н и е .  В движущейся системе отсчета согласно формулам 
преобразования (8.4) появится электрическое поле Е ' == 1у„$), и л и

е : р0|10//2лг. (1)
Здесь выражение д л я  В получено с помощью теоремы о циркуляции.

С другой стороны, по теореме Гаусса (в движ ущ ейся системе от
счета)

Е’ ш^Х'рпеоГ, (2)

где К' —- зар яд  »а единицу длины проьода.



Из сравнения (I) и (2) находим

Х '= - с '0//с»,

где с4 =  1/КцЦо- Происхождение этого заряда  связано с различным 
лоренцевым сокращ ением, которое испытывают «цепочкиэ положител*- 
ных и отрицательны х зарядов (ведь их скорости разные!).

ф  8.4. В  К-системе отсчета имеется узкий пучок протонов, дви
ж ущихся с релятивистской скоростью v. Н а некотором расстоянии 
от пучка напряж енность электрического поля равна Е . Н айт и индукцию  
В ' м агнит ного поля на  том же расстоянии от пучка в К'-системе 
отсчета, перемещающейся со скоростью t'0 относительно К-системы  
в н а п р а в м н и и  движ ения протонов.

Р е ш е н и е .  Этот вопрос проще всего решить с помощью формул 
(8.1). Н о  предварительно надо найти индукцию В  в /(-системе на том же 
расстоянии от пучка, где задана напряж енность Е.

В оспользовавш ись теоремой о циркуляции вектора В и теоремой 
Гаусса д л я  вектора Е, найдем:

В =  ц0/ / 2 лг, £  =  Х/2д г 0г,

где г  — расстояние от пучка, /  =  — сила тока, X — заряд  на еди
ницу длины пучка. Из этих формул следует, что

В /Е  =  fo M /X =  u/c5,

здесь г1 =  1 /е^ о - Подставив выражение для В  из этого уравнения 
в последнюю из формул преобразования (8 . 1), получим:

с* У 1 — («©/с)» ^

При этом, если t>0 <  v, то линии вектора В '  имеют правовинтовое на
правление с вектором v0, если же г0 >  v, то — левовинтовое (ибо ток Г  
в /('-системе в этом случае будет течь в обратную  сторону).

ф  8.5. Релят ивист ская заряженная частица движется в простран
стве, где имеются однородные взаимно перпендикулярные электриче
ское и м агнит ное поля  Е и В. Частица движется прямолинейно по 
направлению, перпендикулярному векторам  Е и В. Найт и  Е’ и В' 
в системе отсчета, перемещающейся поступательно вместе с частицей.

Р е ш е н и е .  И з характера движ ения частицы следует, что ее 
скорость долж на удовлетворять условию

vB =  E . ( I )

Согласно формулам  преобразования (8.1)

Е ' - Щ З - О

ибо в нашем случае  сила Лоренца, в значит, и величина E - b jv B ]  
равны нулю.

Д л я  м агнитного поля согласно тем ж е формулам преобразования 

в , _ В - ( уЕ |/*

Z i - ß *  '



Расположение векторов показано на рис. 8 .6 , откуда  видно, что [уЕ] В. 
Поэтому с учетом того, что согласно (1) Е /В ,  можно записать

Й' = В -Е '/В с * В (  l - ß » )

или в векторном виде

В ' =  Ъ У \ - ( Е / с В ) * .

Полезно убедиться, что полученные вы раж ен ия удолетворяют обоим 
инвариантам поля.

ф  8.6 . Движение заряда в скрещ енных В и В полях. Н ереля- 
тиаистская частица с удельным зарядом  <?/т движ ется  в области, 
где созданы однородные взаимно перпендикулярны е  Е и В поля  (рис. 8 .7). 
В момент 1 ^ 0  частица находилась в  точке 0  и  имела нулевую скорость. 
Н айт и закон движ ения частицы, х  (( )  и  у  ( 0 .

Р е ш е н и е .  Движ ение частицы происходит под действием силы 
Лоренца, причем, как  нетрудно сообразить, все время в плоскости Х У .  
Проще всего ее движ ение будет выглядеть в  такой  /('-системе отсчета, 
где будет наблю даться только магнитное поле. Найдем эту систему 
отсчета.

Из преобразований (8.4) следует, что £ '  =  0 в такой системе от
счета, которая движ ется со скоростью у0, удовлетворяю щ ей соотноше
нию Е =  — |у0В]. Лучш е всего взять ту К  -систему, скорость у0 к о т о

и

к
I

/  ! ® 8  
1 * -  ,

w e \
Рис. 8.6

S O :

Рис. 8.7
V, о

Рис. 8.8

рой направлена в положительную сторону оси X  (рис. 8.7), ибо в такой 
системе отсчета частица будет двигаться перпендикулярно вектору В ' 
н ее движение будет наиболее простым.

И так, в /('-систем е отсчета, которая движ ется  вправо со скоростью 
г0 =  Е /В , поле Е ' =  0 и будет наблю даться только  поле В '. Согласно
(8.4) и рис. 8.7

В ' - В - [ у вЕ ] /е » „ В ( 1 - и ; / с « ) .

Д ля нерелятивистской частицы и0 «< с, и  м ож но считать, что В '=  В.
В данной /('-системе отсчета частица будет двигаться только в м аг

н и т о м  поле, причем перпендикулярно его  направлению . Уравнение 
движения частицы в этой системе отсчета будет иметь вид

m vl/R  = q v 0B . (О
Эго уравнение записано для момента / =  О, когда в /('-системе частица 
двигалась, как показано на рис. 8 .8 . Т ак как  сила Л оренца F н ап рав
лена всегда перпендикулярно скорости частицы, то v0 =  const и из ( I )



следует, что частица в /('«системе будет двигаться по окружности ра
диусом

R = m v 0/qB.

Таким образом ,’частица движется равномерно со скоростью п о  
окружности в / í ' -системе, которая, в свою очередь, перемещается 
равномерно вправо так ж е  со скоростью v0 =  E /В .  Так ведет себя 
точка q на ободе колеса (рис. 8.9), катящ егося с угловой скоростью 
ш =  v J R  — qB im .

Из рис. 8.9 сразу  видно, что координаты частицы q в момент t есть

х  *=zv0t  —  R  sin с}t*=a (coi — sin wO, 

y = R ‘— R eos Ы  =  a ( l  — eos шП,

где а =  m E¡qBl , со — qB Im .
ф  8.7. В инерциальной К'системе от чет а имеется только одно

родное электрическое поле Е. Найти модули и направления векторов 
Е ' и В' в К -сист ем е отсчета, движущейся по отношению к  К-сштеме 
с постоянной релят ивист ской скоростью v0 под углом а  к вектору Е.

Р е ш е н и е .  Согласно формулам преобразования (8.1) с учетом 
того, что в /(-системе В — 0, получим

£ц' « £  cos а ,  £ '^ = * £  sin a / V  1 — (i*, 0 =  v0/c.

Отсюда найдем модуль вектора Е ':„

£ '  =  у  £ '»  + £ ' £ - £  1 -  р* сое* <х)/( 1 -  р«)

и угол а '  между векторам и Е ' и v0 по формуле

tg а ' => £ j_ /£ ' = íg  a/V  1 — р».

Аналогичным образом  найдем модуль и направление вектора В':

В.Г =*0. B'L = . - { v 0E ) / ( c * K r ^ * ) ,  В' =  в ^ .

Эго значит, что вектор В ' i .  v0 и его модуль

В '= 0 оЕ  s f n a / í c ' K ^ ^ ) -
§  8 . 8. В  К-системе отсчета имеются однородные электрическое Е 

и  магнитное  В поля одного направления. Н айт и модули векторов Е ' и В'



и угол между ним и в К'-системе отсчета, движущейся с пост оянной  
релятивистской скоростью у0 в направлении, перпендикулярном вект о
рам  Е к  В.

Р е ш е н и е .  Согласно .формулам (8.1) в /('-системе отсчета оба 
вектора Е ' и В' будут такж е располож ены перпендикулярно векто р у  \ 0 
(рис. 8.10). М одули векторов Е ' и В ' находим по формулам:

L ~ V  i - o v o * ’ V  1 -
B ' +  (v0Elc*)*

•(»о/«)* ’ Г 1— (у0/с)а
Угол между векторами Е ' и В’ определим через тангенс по ф ор м у л е  

^  а ' =  Ц  ( а ' £  +  а ’в )  =  а ' Е  +  ̂  а^)/(1 -  1Й а ’Е  а 'в ) .  

П оскольку \&<х'Е =  и0В1Е и =  v(}E |c?B  (рис. 8.10), то

*8 ® ЕВ ’
Отсюда видно, что при у0 - * с  (Р 1) угол  а '  - * я /2 .  Можно сд ел ать
и обратное заключение: если в одной системе отсчета известны Е и В,
причем угол между этими векторами меньш е 90°, то существуют с и с т е м а  
отсчета, где оба вектора Е ' и В' взаимно параллельны .

Ф  8.9. Инвариант ЕВ. Показать с помощью формул преобразовав 
ния  (8.1), что величина  ЕВ является инвариант ом .

Р е ш е н и е .  В /('-системе отсчета это произведение

Е 'В ' =  (Е ' +  Е ^ )(В ; +  В ^ ) =  Е р ;  +  Е ^ .  (I)

Перепишем последнее слагаемое с помощ ью  формул (8.1):

(Е1 + [ у0В1 ])(В ± - [У 0Е1 1/ С̂  ^
Ei Bi ' 1 - 6*

Учитывая, что векторы Е ^  и В ̂ п ер п ен д и к у л я р н ы  вектору v0, п р ео б р а
зуем числитель выражения (2) к виду

Ех в 1  “  ЕЛ  " <3>
где использован тот факт, что [vQBj^I - CV0E , J =  ygfi ^ cos a  =
(рис. 8.11). Остальные два скалярны х произведения в (2) равны н у л ю , 
поскольку векторы взаимно перпек* *
дикулярны.

Таким образом, правая часть 
равенства (1) приобретает следую* 
щий вид:

ВЛ
\ / Е"а д
а /

<xSs.

M J

Е 'в :  +  Е ^ В ^  »  Е В : +  Е1 В1 «  ЕВ,

что и требовалось показать.
ф  8.10. Поле Е равномерно 

движущегося заряда. Точечный за - 
ряд  <7 движется равномерно и пря - 
молинейно с релятивистской скоро• 
стью V,  Н айт и напряженность Е
поля этого заряда в точке, радиус-вектор которой относительно за р яд а  
равен г  и составляет угол Ф с вектором  V.

Р е ш е н и е .  Пусть заряд  движ ется в  положительном н а п р а в л е 
нии оси X  /(-системы отсчета. Перейдем в /(-•систему, в начале коорди-

Рис. 8.11
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нат которой этот за р я д  покоится (оси X ' к X  обеих систем совпадают, 
оси У" и У —  параллельны ). В /('-системе поле Е ' заряда имеет наибо
лее простой вид

Е==7~----7*т''4лр.0 т
и в плоскости Х ' У

,  . а  л  i  .  , з
4 л р 0 г 4 л е 0 г

E'x =  — i ¡ x ' ,  (1)

Теперь совершим обратный переход в исходную /(-систему, кото
рая движется относительно /('-системы со скоростью — v. В момент, 
когда заряд проходит через начало координат /(-системы, проекции 
х н у  вектора г связан ы  с проекциями х ' и у '  вектора г ' следующими 
соотношениями:

х*=*г cos =  V  l — f i ,  y = r  sm O  =  y ',  (2)

где p =  v ie. Здесь учтено, что продольные размеры испытывают лорсн* 
цево сокращение, поперечные же не меняются. Кроме того, согласно 
преобразованиям, обратны м (8 .2),

E ,- E - J V  П 3 ! 5-
Подставив сюда вы раж ения (I), а в них вместо х '  и у '  соответству

ющие выражения из ф орм ул (2), получим

F =  — i_ Х F ____* = 4ле0г'" ’ У 4ле0г '*  '

Заметим, что Е х / Е у =  х /у ,  т. е. вектор Е направлен радиально, 
вдоль вектора г. Д ело  обстоит так, как  если бы эффект запаздывания 
вообще отсутствовал. Н о это имеет место только в случае v =  const, 
если ж е заряд  движ ется с ускорением, поле Е оказы вается не радиаль
ным.

Остается найти м одуль вектора Е:

У * " 4ле0 г' У 1 - е *

Т ак как  я3 +  у 2 =  г3 и согласно (2)

то напряженность

1 <7 1 - В *Е  =  ~
4лр0 г* (1 — Рг sin8 ф )3 2̂

0 8 .1 1 .  Взаимодействие двух движущихся зарядов .Две релятивист’ 
ские частицы с одинаковым зарядом q движутся параллельно друг другу  
с одинаковой скоростью v, как показано на рис. 8.12. Расстояние между 
частицами I. Воспользовавшись выражением (8.7), найт и силу взаимо
действия между част ицами.



Р е ш е н и е .  В данном случае угол между вектором  V одной из 
частиц и направлением на другую  частицу =  9 0 ’, поэтому электри
ческая часть силы Л оренца в соответствии 
с формулой (8.7) д-

/:  (1)
4 я е 0 / Ч ' 1 - Р *

н магнитная часть силы Лоренца

(2)

где принято во внимание, что в нашем сл у 
чае В связано с Е формулой (8.5), из которой В  =  ьЕ !с%, сг «  1,'е0(1в . 
Заметим, что отношение

Рм1Рв =  е0№* =  ̂ /с)2,

как и в нерелятивистском случае (6.5). Видно, что при V -*  с магнитная 
часть силы -*  £ э .

Результирую щ ая сила взаимодействия (отталкивания)

Г л а в а  9 
Э Л Е К Т РО М А Г Н И Т Н А Я  И Н Д У К Ц И Я

§ 9.1 . ЗА К О Н  Э Л ЕК Т РО М А ГН И Т Н О Й  и н д у к ц и и .
П РА В И Л О  Л Е Н Ц А

В предыдущей главе мы установили, что существует 
электромагнитное поле, соотношение м еж ду «компонен
тами» которого —  электрическим и магнитным п о л ям и —• 
в решающей степени зависит от системы отсчета. Д ругими 
словами, обе компоненты электромагнитного поля свя
заны друг с другом. В этой главе мы увидим, что существует 
еще более глубокая связь  между Е- и В-полями и обнаруж и
вается она в явлениях  электромагнитной индукции.

Открытие Ф арадея. В 1831 г. Ф арадеем  было сделано 
одно из наиболее фундаментальных откры тий в электро
динамике 1— явление э л е к т р о м а г н и т н о й  и н 
д у к ц и и .  Оно заклю чается в том, что в зам кнут ом  про
водящем конт уре п р и  изменении магнит ного потока (т. е. 
потока вектора В), охватываемого эт им конт уром , возникает  
электрический т ок  ■— его назвали и н д у к ц и о н н ы м .



П оявлен ие индукционного тока  означает, что при из
менении магнитного потока в контуре возникает э. д. с. 
и н д у к ц и и  Шь П ри этом весьма замечателен тот факт, 
что $i соверш енно не зависит от того, каким образом осу
щ ествляется изменение магнитного потока Ф, и определя
ется ли ш ь скоростью  его изменения, т. е. величиной сЮ>/(М. 
И еще, изменение знака  производной с!Ф/с1/ приводит к из
менению зн а к а  или «направления»

Ф арадей  обнаруж ил, что индукционный ток можно выз
вать двум я различными способами. Д альнейш ее поясняет

ния катуш ки  К ,  или вследствие изменения силы тока /  
в ней, или в результате того и другого вместе.

Во всех этих  случаях гальванометр Г  будет показы 
вать наличие индукционного тока  в рамке Р.

П равило Л енца. Н аправление индукционного тока (а зна
чит, и зн ак  э . д. с. индукции) определяется п р а в и л о м  
Л е н ц а :  индукционны й ток всегда направлен т ак , чтобы 
противодействовать причине, его вызывающей. Иначе го
воря, индукционный ток создает магнитный поток, преп ят
ствующ ий изменению магнитного потока, вызывающего 
э. д. с. индукции.

Е сли , например, рам ку Р  (рис. 9 .1) приближ ать к ка
туш ке то магнитный поток сквозь рамку возрастает. 
При этом в рамке возникает индукционный ток, направ
ленный по часовой стрелке (если смотреть справа на рамку). 
Этот ток создает магнитный поток, «направленный» влево, 
он и препятствует возрастанию магнитного потока, вызы
вающего этот ток.

То ж е  произойдет, если увеличивать силу тока в ка
туш ке АТ, оставляя  катуш ку и рам ку Р  неподвижными. 
При уменьш ении ж е  силы тока в катуш ке К  индукцион
ный ток  в рам ке Р  изменит свое направление на про

рис. 9 .1 , где изображены катуш 
ка К  с током I  (она создает м аг
нитное поле) и рамка Р  с галь- 
ванометром Г —  индикатором 
индукционного тока.

1-й способ—  перемещение ра
мки Р  (или отдельных ее час
тей) в поле неподвижной ка
туш ки К .

Рис. 9.1
2-й  способ— рамка Р  непо

движна, но изменяется магнит
ное п о л е —  или за  счет движе-



тивоположное (против часовой стрелки, если см отреть 
справа).

П равило Ленца вы раж ает существенный ф изический 
факт —  стремление системы противодействовать изм ене
нию ее состояния (электромагнитная инерция).

Закон электромагнитной индукции. Согласно этом у з а 
кону, какова бы ни была причина изменения м агнитного 
потока, охватываемого зам кнуты м  проводящим кон туром , 
возникаю щ ая в контуре э . д . с. индукции определяется 
формулой

V с(Ф 
 ~д Т . (9 .1 )

Рис. 9.2

З н ак  минус в этом уравнении связан  с определенным п р а 
вилом знаков. Зн ак  магнитного потока Ф  связан  с вы бором  
нормали к  поверхности 5 , ограниченной рассматриваемы м 
контуром, а знак э. д. с. индукции б* — 
с выбором положительного направления 
обхода по контуру.

Здесь предполагается (к а к  и ранее), 
что направление нормали п к поверхно
сти 5  и положительное направление об
хода контура связаны друг с другом  пра
вилом правого винта * (рис. 9 .2). Поэто
му, выбирая (произвольно) направление 
нормали, мы определяем к ак  зн ак  потока Ф , так  и з н а к  
(а значит, и «направление») э . д . с . индукции

При сделанном нами выборе положительных н ап р авл е
ний —  в соответствии с правилом правого винта —  вел и 
чины £ | и дФ Ш  имеют противополож ны е знаки.

Единицей магнитного потока является  в е б е р  (В б). П р и  
скорости изменения магнитного потока 1 В б/с в к о н ту р е  
индуцируется э. д. с ., равная 1 В 1см. (9.1)1.

Полный магнитный поток (потокосцепление). Е сли  зам 
кнутый контур, в котором индуцируется э. д. с ., состои т  
не из одного витка, а  из N  витков (например, кату ш к а), 
то £ / будет равна сумме э. д. с ., индуцируемых в к аж д о м  
из витков. И если магнитный поток, охватываемый каж ды м  
витком, одинаков и равен Ф ь  то суммарный поток Ф  с к в о зь

* Если бы оба эти направления были связаны правилом л ев о го  
винта, знака минус в уравнении (9.1) просто не было бы.



поверхность, натянутую  на такой сложный контур, можно 
представить как

ф  — ЛЮ»!. (9.2)

Эту величину назы ваю т п о л н ы м  м а г н и т н ы м  
п о т о к о м  или п о т о к о с ц е п л е н и е м .  В этом 
случае соответствующ ая э. д. о. индукции в контуре опре
деляется согласно (9.1) формулой

(9-3)

§ 9 .2 . П РИ РО Д А  Э Л ЕК Т РО М А ГН И Т Н О Й  И Н Д У К Ц И И

Теперь мы долж ны  разобраться в тех физических при
чинах, которые приводят к возникновению э. д. о. индукции, 
и попытаться вывести закон индукции (9.1) из того, что нам 
уж е известно. Рассмотрим последовательно два случая .

Контур движется в постоянном магнитном поле. Прежде 
всего обратимся к кон туру  с подвижной перемычкой длиной 
I (рис. 9.3). П усть он находится в однородном магнитном 

поле, перпендикулярном плоскости 
ЕЧуВ] кон тУРа и направленном за плоскость 

рисунка. Начнем двигать перемычку 
вправо со скоростью V .  С такой же 
скоростью  начнут двигаться и носи
тели  тока в перемычке —  электроны. 
В результате на каж дый электрон 
начнет действовать вдоль перемычки 

Рис. 9.3 магнитная сила Р =  — е [у В] и элек
троны  начнут перемещаться по пере

мычке в н и з—  потечет ток , направленный вверх. Это и есть 
индукционный ток. Перераспределивш иеся заряды  (на по
верхности проводников) создадут электрическое поле, ко
торое возбудит ток и в остальных участках контура.

М агнитуая сила Р  играет роль сторонней силы. Ей 
соответствует поле Е *  — ?1(— е) =  [уВ]. Заметим, что это 
выражение можно получить и о помощью формул преобра
зования полей (8.4).

Ц иркуляц ия вектора Е* по контуру дает по определению 
величину э. д. с. индукции . В нашем случае

(9.4)

где знак минус поставлен в связи с принятым правилом 
знаков: нормаль п к поверхности, натянутой на наш контур,



мы выбрали за  плоскость рис. 9 .3  (в сторону поля В), 
и поэтому по правилу правого винта положительное н ап р ав 
ление обхода контура — по часовой стрелке, к ак  п оказан о  
на рисунке. При этом стороннее поле Е* направлено против 
положительного направления обхода контура и —  в ел и 
чина отрицательная.

Произведение VI в (9.4)  есть приращ ение площ ади, о гр а 
ниченной контуром, в единицу времени (<15/с10» поэтому 
иВ1 =  В  (15/с1/ — с!Ф/с1/, где с1Ф—  приращение м агнитного 
потока сквозь площадь контура (в нашем случае с1Ф >  0). 
Таким  образом,

—  с!Ф/с!Г. (9 .5)

Можно в общем виде доказать, что закон (9.1) сп раведли в 
для любого контура, движ ущ егося произвольным образом  
в постоянном неоднородном магнитном поле (см. задачу  9 .2 ).

И так, возбуждение э. д . с . индукции при движ ени и  
контура в постоянном магнитном поле объясняется деист- 
вием магнитной силы с/о (у В], которая возникает при д ви ж е
нии проводника.

Заметим попутно, что идея схемы (рис. 9 .3) л е ж и т  в 
основе действия всех индукционных генераторов то к а , 
в которых ротор с обмоткой вращ ается во внешнем м агн и т
ном поле.

Контур покоится в переменном магнитном поле. В о зн и к
новение индукционного тока и в этом случае свидетельст
вует о том, что изменяющееся во времени магнитное поле 
вызывает в контуре появление сторонних сил. Н о  что  это 
за  силы? Какова их природа? Ясно, что это не м агнитны е 
силы со  [уВ]: привести в движ ение покоивш иеся (V =  0 ) 
заряды  эти силы не могут. Н о  других сил, кроме и 47 [уВ], 
нет! Остается заклю чить, что индукционный ток  обусловлен  
возникающим  в проводе электрическим полем Е . И м енно 
это поле и ответственно за  появление э. д. с. индукции в не
подвижном контуре при изменении во времени м агнитного 
поля.

М аксвелл предположил, что изменяющееся во врем ени 
магнитное поле приводит к появлению  в пространстве э л е к 
трического поля независимо от наличия проводящ его кон
тура. Последний лиш ь позволяет обнаруж ить по возникно
вению в нем индукционного тока  сущ ествование этого  эл ек 
трического поля.

Таким образом, согласно М аксвеллу изм еняю щ ееся со 
временем магнитное поле порождает электрическое поле.



Ц и р к у л яц и я  вектора Е этого поля по любому неподвижному 
ко н ту р у  определяется как

§ (9.6)

З д есь  символ частной производной по времени (д!д() подчер
ки вает тот факт, что контур и натянутая на него поверхность 
неподвиж ны. Т ак  к а к  п о то кФ  =  $Вс15 (интегрирование 
проводится по произвольной поверхности, натянутой на 
интересую щ ий нас контур), то

В  этом равенстве мы поменяли местами операции дифферен
ц и рован и я  по времени и интегрирования по поверхности» 
поскольку контур и поверхность неподвижны. Т огда у р ав
нение (9.6) можно представить в виде

Д анное уравнение имеет ту  же структуру, что и уравнение (6.17), 
причем  роль вектора } играет вектор — дВ /д/. Стало быть, оно может 
бы ть преобразовано в дифференциальную  форму так же, как  и уравне
н и е  (6.26). И  в результате мы получим

Э го уравнение вы раж ает л о к а л ь н у ю  связь между электрическим 
• и магнитным полями: изменение поля В во времени в данной точке 
определяет ротор поля Е в этой же точке. Отличие же УХ Е от нуля 
свидетельствует о наличии самого электрического поля.

Тот ф акт, что ци ркуляция электрического поля, возбуж 
даем ого изменяющимся со временем магнитным полем, 
отли чн а от нуля, означает, что это электрическое поле не 
потенциально. Оно, как  и магнитное поле, является в и х 
р е в ы м .  Таким образом, электрическое поле может быть 
к а к  потенциальным (в электростатике), так  и вихревым.

В общем случае электрическое поле Е может слагаться 
из электростатического поля и поля, обусловленного изме
няю щ имся во времени магнитным полем. П оскольку ци рку
л я ц и я  электростатического поля равна нулю, уравнения 
(9.6) —  (9.8) оказываю тся справедливыми и для общего 
сл у ч ая , когда поле Е представляет собой векторную сумму 
эти х  двух  полей.

(9.7)

у х е - — ав/а/. (9.8)



Бетатрон. Вихревое электрическое поле наш ло зам ечательное  при» 
менение в индукционном ускорителе электронов —  б е т а т р о н е .  
Этот ускоритель состоит из тороидальной откачанной кам еры , распо
ложенной между полюсами электромагнита (рис. 9.4). И зм енение тока 
в  обмотке электромагнита создает переменное магнитное поле, которое 
вызывает вихревое электрическое поле, ускоряю щее электрон ы , и одно
временно удерживает электроны на равновесной круговой орби те опре« 
деленного радиуса (см. задачу 9.5). Т ак  хак электрическое п о л е  вихре
вое, направление силы, действующей на электроны, все врем я совпадает 
с направлением движения и электроны непрерывно увели чиваю т свою 
энергию. З а  время нарастания магнитного поля мс) эл ек тр о н ы  успе
вают сделать до миллиона оборотов и приобретают энергию , которая  
может достигать 400 МэВ (скорость электро
нов при таких энергиях становится почти 
равной с — скорости света в вакууме).

Индукционный ускоритель (бетатрон) 
подобен трансформатору, у которого роль 
вторичной обмотки из одного витка играет 
пучок электронов.

Заключение. И так, закон электро
магнитной индукции (9.1) справед
лив, когда магнитный поток сквозь Р ис. 9.4
контур меняется за  счет движения 
контура или за  счет изменения магнитного п оля  со  вре
менем (или когда происходит и то и другое). Вместе 
с тем для объяснения закон а в этих двух с л у ч а я х  при
шлось использовать два совершенно разных  я в л ен и я : для 
движущегося контура —  действие магнитной силы  с/э 1уВ), 
а для меняющегося во времени поля д Ы д 1 —  представле
ние о возникающем вихревом электрическом поле Е .

Ввиду того что никакого единого глубокого принципа, 
объединяющего оба явления, не видно, мы долж ны  воспри
нимать закон электромагнитной индукции к ак  совместный 
эффект двух совершенно различных явлений. О ба эти  явле
ния, вообще говоря, независимы друг от д р у га , и тем не 
менее —  что удивительно —  э. д. с. индукции в контуре 
всегда равна скорости изменения магнитного потока сквозь 
контур.

Иначе говоря, в тех случаях , когда меняется и поле В 
во времени, и конфигурация или располож ение кон тура  
в поле, э. д. с, индукции надо рассчитывать по формуле
(9.1), где справа стоит полная производная (1Ф/<5£ по вре
мени, автоматически учитывающая оба ф актора. В связи  
с этим закон (9.1) можно представить в таком  виде:



В ы раж ен и е, стоящ ее в правой части этого равенства, пред
с тав л я е т  собой полную производную — (1Ф/(1Л Здесь первое 
слагаем ое связано с изменением магнитного поля во времени, 
в т о р о е —’ С движением контура. Происхождение второго 
слагаем ого  более подробно объяснено в задаче 9.2.

Возможные затруднения. Иногда приходится сталки 
в аться  с ситуациями, где закон электромагнитной индукции 
в форме (9.1) оказывается неприменимым (в основном из-за 
трудностей, связанных с выбором самого контура). В этих 
с л у ч а я х  необходимо обращ аться к основным законам  — 
с и л е  Л оренц а д Е Ц - д [ у В 1  и закону ? Х Е  = —  дВ/д£. 
И м енно они во всех случаях  выражаю т физическое содерж а
ние зако н а  электромагнитной индукции.

В от два поучительных примера.
Пример 1. Проводящую лент у перемещают со скоростью у через 

област ь, в  которой имеется магнитное поле В (рис. 9.5). Э т о й  областью 
н а  рисунке  является отмеченный точками круж ок, где поле В направлено 
На нас. Гальванометр Г  подключен к неподвижным контактам (ст рел
к а м )  с которыми соприкасается движущаяся лента. Будет  ли  гальвано
м ет р  показывать наличие тока?

В опрос на первый взгляд каж ется не простым, поскольку здесь 
затруднительно  выбрать сам контур: не ясно, где его «замкнуть» в ленте 
и к ак  этот участок контура долж ен вести себя при движении ленты. 
О днако  если мы обратимся к силе Л оренца, то станет сразу  ж е понятно, 
что электроны  в движущ ейся ленте будут смещаться вверх, и это даст 
ток в цепи, направленный по часовой стрелке.

Зам етим , что идея этого опыта легла в  основу создания м а г н и т о 
г и д р о д и н а м и ч е с к о г о  г е н е р а т о р а  (МГДГ), в кото
ром используется метод прямого превращ ения внутренней (тепловой) 
эн ергии  в электрическую . Вместо проводящей ленты там с большой 
скоростью  продуваю т плазму (она состоит из электронов и полож итель
ных ионов). В остальном все обстоит так  же, как  и для проводящей 
ленты .

Пример 2. Н а рис. 9 .6 отмеченный точками кружок показывает 
област ь, в которой локализовано постоянное магнитное поле В (оно 
направлено перпендикулярно плоскости ригунка). Эта область охваты-



бается неподвижным металлическим кольцом К . Переместив скользящие 
контакты на  другую  сторону кольца, мы введем м агнит ны й поток Ф 
в замкнутый конт ур, содержащий гальванометр Г  (1 —  исходное поло
жение, 2 — конечное). Покажет ли  при втом гальванометр им пульс  
тока?

П рименяя формально закон (9.1), мы долж ны  заклю чить, что ин
дукционный ток будет. Однако »то не так / Т ока  нет, ибо здесь и дВ/д(, 
и сила Л оренца равны нулю: поле В постоянное и замкнутый контур 
перемещается в области, где нет магнитного поля . Таким образом, 
здесь нет ни одной из двух физических причин, леж ащ их в основе за 
кона электромагнитной индукции.

О кажущемся парадоксе. Мы знаем , что сила, испыты
ваемая электрическим зарядом в магнитном поле, перпен
дикулярна его скорости и потому н и какой  работы не совер
шает. М ежду тем при движении проводника с током (дви
жущиеся заряды !) силы Ампера, несомненно, совершают 
работу (электромотор!). В чем здесь дело?

Это каж ущ ееся противоречие исчезает, если учесть, что 
движение проводника в магнитном поле неизбежно сопро
вождается явлением электромагнитной индукции. И  именно 
потому, что в проводнике индуцируется э. д. с ., совершаю
щ ая работу над зарядами, полная работа сил магнитного 
поля (работа силы Ампера и работа э. д. с. индукции) 
равна нулю. В самом деле, при элементарном перемещении 
контура с током в магнитном поле силы  А мпера совершают 
(см. § 6 .8 ) работу

6Л л = »/с!Ф . (9.10)

а э. д. о. индукции за  это ж е время выполняет работу

б4 -£ < / <и—  / аФ, (в.11)

где учтено, что &  — — ёФ/сМ. И з последних двух формул
видно, что полная работа

(9.12)

И так, в работу сил магнитного поля входит не только 
механическая работа (обусловленная силами Ампера), но 
и работа э. д. с ., индуцируемой при движении контура. 
Обе работы равны  по модулю и противополож ны  по зн аку , 
поэтому их сумма и равна нулю.

Работа сил Ампера совершается не з а  счет энергии внеш
него магнитного поля, а за  счет источника, поддерживаю
щего ток в контуре. При этом источник совершает дополни
тельную работу п р о т и в  э. д . с . индукции 6 Ддоп я  
=  — $¡¡61 =  /¿ Ф , которая оказы вается одинаковой с рабо
той 6 А а сил Ампера,



Работа Ь А , которая  совершается при перемещении кон
ту р а  против торм озящ их амперовых сил  (они возникают 
благодаря появлению  индукционного тока  в соответствии 
с правилом Л ен ц а), преобразуется в работу э. д. с. индук
ции:

& А = —  6/1л =  6 Л .. (9.13)

С энергетической точки зрения в этом заклю чается сущность 
действия всех индукционных генераторов тока,

§ 9 .3 . Я В Л Е Н И Е  С А М О И Н Д У К Ц И И

Э лектром агнитная индукция возникает во всех случаях, 
когда изменяется магнитный поток сквозь  контур. При этом 
совершенно не важ н о , чем вызывается это изменение потока. 
Если в некотором контуре течет изменяющийся во времени 
ток , то магнитное поле этого тока такж е  будет изменяться. 
Это влечет з а  собой изменение магнитного потока через 
контур, а следовательно, и появление э. д. с. индукции.

Таким образом , изменение тока в контуре ведет к  возник
новению э. д . с. индукции в этом ж е самом контуре. Данное 
явление назы вается с а м о и н д у к ц и е й .

И ндуктивность. Если в пространстве, где находится 
контур с током  / ,  нет ферромагнетиков, поле В, а значит, 
и полный м агнитны й поток Ф через контур будут пропор
циональны силе то ка  / ,  и можно написать

Ф - и ,  (9.14)

где Ь —  коэффициент, называемый и н д у к т и в н о с т ь ю  
контура. В соответствии с принятым правилом знаков для 
величин Ф и /  оказы вается, что как Ф , так  и /  всегда имеют 
одинаковые зн ак и . Это означает, что индуктивность Ь  — 
величина сущ ественно положительная.

И ндуктивность зависит от формы и размеров контура, 
а такж е от м агнитны х свойств окруж аю щ ей среды. Если 
.контур ж есткий и поблизости от него лет  ферромагнетиков, 
индуктивность является  величиной постоянной, не завися
щей от силы  то к а  / .

Единицей индуктивности является г е н р и  (Гн). Со
гласно (9.14) индуктивностью 1 Гн обладает контур, маг
нитный поток через который при токе I А равен 1 Вб, 
значит 1 Гн 1 В б/А .

Пример. Н а й т и  индуктивность соленоида, пренебрегая краевыми 
эффектами. П уст ь V  — объем соленоида, п  — число витков на единицу  
его длины, ц  — м а гнит ная  проницаемость вещества внутри соленоида.



Согласно (9.14) Л =  Ф //.  Следовательно, задача сводится к тому, 
чтобы, задавшись током / ,  определить полный магнитный поток  ф .  
П ри токе /  магнитное поле в соленоиде В  =  ц ц 0л/-- М агнитны й поток 
через один виток соленоида Фх =  3 5  “  ^ ^ 0л /5 ,  а полный магнитны й 
поток, пронизывающий N  витков:

О некоторых трудностях. Отметим, что определен ие ин
дуктивности по формуле “  Ф / /  связано  с определенны ми 
трудностями. К ак бы ни был тонок провод, его  сечение 
конечно, и мы просто не знаем , как  надо провести в теле 
проводника геометрический контур, необходимый д л я  вы
числения Ф. Результат оказы вается неоднозначны м. Д л я  
достаточно тонкого провода эта неоднозначность м ал о  су
щественна, чего совершенно нельзя сказать о то лсты х  про
водах: здесь из-за неопределенности выбора геометрического 
контура результат вычисления Ь  может содерж ать больш ую  
ош ибку. Об этом не следует забы вать. Д альш е (см . § 9 .5 )  
будет показано, что существует другой способ определения 
1 , полностью свободный от указанной трудности.

Э. д. с. самоиндукции. П ри изменении силы  то к а  в кон
туре согласно (9.1) возникает э . д. с. сам оиндукц ии ё ,:

Если при изменении тока индуктивность Ь остается постоян
ной (не меняется конфигурация контура и нет ф ерром агне
тиков), то

Здесь знак  минус показы вает, что всегда н ап р авл ен а  так, 
чтобы препятствовать изменению силы тока —  в  соответ
ствии с правилом Л енца. Эта э. д. с. стремится со х р ан и ть  
ток неизменным: она противодействует току , когда  он  уве
личивается, и поддерживает ток, когда он ум еньш ается . 
В явлениях самоиндукции ток обладает «инерцией», потому 
что эффекты индукции стремятся сохранить м агнитны й 
поток постоянным, точно та к  ж е, как  м еханическая инерция 
стремится сохранить скорость тела неизменной.

Примеры проявления самоиндукции. Х арактерн ы е прояв
ления самоиндукции наблюдаются при замы кании и разм ы 
кании тока в цепи. Установление тока при зам ы кан ии цепи

где V  =  Б1. Отсюда индуктивность соленоида

(9.15)

(9.16)

(9.17)



и убы вание тока при размыкании цепи происходят не мгно
венн о, а постепенно. Причем эти эффекты замедления тем 
значительнее, чем больше индуктивность цепи.

•Любой большой электромагнит обладает большой индук
тивностью . Если его обмотку отсоединить от источника, ток 
бы стро уменьшается до нуля и в процессе уменьшения соз
д ает  огромную э. д. с. самоиндукции. Это часто приводит 
к образованию  вольтовой дуги между контактами выклю
чателя  и является в е с ь м а  о п а с н ы м ,  причем не 
т о л ь к о  для обмотки электромагнита, но и для человека, 
разм ы каю щ его цепь. П о этим причинам параллельно обмотке 
электром агнита обычно включают лампочку с сопротивле
нием  того ж е порядка, что и сопротивление обмотки. В этом 
сл у чае  ток в обмотке спадает медленно и опасности не пред
ставл яет .

Т еперь рассмотрим более подробно характер исчезнове
н и я  и установления тока  в цепи.

П р и м е р  1.  И с ч е з н о в е н и е  т о к а  п р и  р а з м ы к а н и и  ц е п и .
П усть цепь состоит из постоянной индуктивности I сопротивле

н и я  Л , амперметра А ,  источника э. д . с. 8  и специального ключа К  
(р и с . 9 .7 , а). Первоначально клю ч К находится в нижнем положении 
(рис . 9 .7 , б), и в цепи течет ток / 0 =* $ //?  (сопротивление источника 
Ь. д . с. 8  считаем пренебрежимо малрм).

В  момент 0  быстро повернем ключ К  по часовой стрелке из 
ни ж него  положения в верхнее (рис. 9.7, о). При этом произойдет сле
дую щ ее: на очень короткое время ключ закоротил источник 8  и тут же 
вы клю чил его из цепи, не наруш ая ее замкнутости.

Т о к  через индуктивность £  начнет убывать, а это значит, что воз
н и кн ет  э. д. с. самоиндукции ■ = — Ld¡/<it, противодействующая, 
по Л ен ц у , убыванию тока. В каж дый момент ток в  цепи будет опреде
л я т ь с я  законом Ома /  =  или

¿ ¿

Рис. 9.7 Рис. 9.8 •



Разделив переменные, получим

d/
Т "

Интегрирование этого уравнения по 1 (от / 0 д о  / )  н t  (от О д  o f )  даег 
In ( / / / 0) =* — R L /t ,  или

/  =  / 0e - i / x t (9.19)

где т  — постоянная, имеющая размерность врем ени,

т  - L /Д . (9.20)

Ее называют п о с т о я н н о й  в р е м е н и  ( в р е м е н е м  ре«
л а к с а ц и и). Эта величина характеризует скорость убы вания тока:
из (9.19) следует, что т  есть время, в течение которого сила тока умень
шается в е раз. Чем больше значение т , тем медленнее спадает ток. 
Н а рис. 9.8 показай график зависимости /  (0  —  убы вания силы тока 
со временем (кривая /) .

Пример 2. Установление тока при зам ы канн н  цепи.
В момент / =  0  быстро повернем клю ч  К  против часовой стрелки 

из верхнего полож ения в нижнее (рис; 9.7, б). Этим самым мы подклю
чили к индуктивности L  источник §. Ток в  цепи начнет нарастать 
и опять возникает э. д . с. самоиндукции, противодействую щ ая этому 
нарастанию. Согласно закону Ома R I  =  8 +  S j , или

R J ^ - L ~ .  (9.21)

Перенесем $  в левую  часть уравнения и введем новую  переменную 
u =  R I  — du =  R d f .  После этого полученное уравнение преобра
зуем к виду

d u /u e = — d / / t ,

где т= *  L /R  — постоянная времени.
И нтегрирование по и (от — $ до R 1  —  $) и по /  (от 0  до 0  дает 

In !(/? / — •£)/{— g)] =  — t/т или

/ ~ * / 0 ( 1 - е “ 'Л )» (9.22)

где /0 == $ /R  представляет собой установивш ийся ток  (при t -*  оо). 
Из уравнения (9.22) видно, что быстрота установления тока  определя
ется той же постоянной т. График зависимости I  ( t) —  возрастания силы 
тока со временем показан  на рис. 9.8 (кривая 2).

О сохранении магнитного потока. П усть  в произвольном 
внешнем магнитном поле — постоянном или переменном — 
движется и деформируется контур с током . П ри этом в 
контуре индуцируется ток

, 1 d<D
' ~ — R “ - Т 1 Г -

Если сопротивление контура R  =* 0 , то  долж но быть и 
(1Ф/с\t  =  0 , поскольку сила тока /  не м ож ет быть бесконечно 
большой. Отсюда следует, что Ф  *= co n st,



Т аки м  образом , при движении сверхпроводящ его кон
ту р а  в м агнитном  поле пронизывающий его магнитный поток 
остается постоянным. Такое сохранение потока обеспечи
ваю т индукционны е токи, которые согласно правилу Л енца 
препятствую т всякому, изменению магнитного потока через 
контур.

Т енденция к  сохранению магнитного потока через кон
тур имеется в любом случае, но наиболее полно она прояв
ляется в ко н ту р ах  из сверхпроводников.

Пример. Сверхпроводящее круглое кольцо радиусом а  с индуктивно
стью Ь находит ся в однородном магнитном поле  В. В начальном поло
жении плоскость кольца параллельна вектору В и  ток в кольце равен 
нулю . К о льц о  повернули в положение, перпендикулярное вектору В. 
Н айт и си лу  т ока в кольце после поворота и  магнит ную  индукцию  в его 
центре.

П ри повороте кольца магнитный поток сквозь него не меняется 
и остается равны м  нулю. Это значит, что магнитные потоки через кольцо 
поля индукционного тока и внешнего поля одинаковы по модулю, но 
противополож ны  по знаку. Поэтому Ы  =  яо * 5 , откуда

/~ = л  а гВ Ц .
Этот ток создает в центре кольца согласно (6.13) поле В { — п ц 0аВ /2Ь . 
Тогда результирую щ ая магнитная индукция в этой точке

б р е з “  В  ~  В 1 =  В  <1 —  п ц в а / г и .

§ 9 .4 . ВЗА ИМ Н АЯ И Н Д У К Ц И Я

Взаимная индуктивность. Рассмотрим два неподвижных 
контура /  и 2  (рис. 9.9), расположенные достаточно близко 
друг к д ругу . Е сли  в контуре 1 течет ток  / и  он создает через

контур 2 полный магнитный по
ток Ф2, пропорциональный (при 
отсутствии ферромагнетиков) то
ку  Л:

Ф» =  £‘21̂ 1* (9-23)

Совершенно так  же, если в кон
туре 2  течет ток / 2, он создает 
через контур 1 полный магнит
ный поток

(9-24)

Коэффициенты пропорциональности 1 12 и ¿ 21 называют 
в з а и м н о й  и н д у к т и в н о с т ь ю  контуров. Оче
видно, взаим ная индуктивность численно равна магнитному 
потоку сквозь один из контуров, создаваемому единичным



током в другом контуре. Коэффициенты £ 1г и 1 21 зависят 
от формы, размеров и взаимного располож ения контуров, 
а такж е от магнитной проницаемости окруж аю щ ей кон туры  
среды. Измеряются эти коэффициенты в тех, же единицах, 
что и индуктивность и.

Теорема взаимности. Соответствующий расчет дает (и 
опыт его подтверждает), что при отсутствии ферромагнети
ков коэффициенты и одинаковы :

Это замечательное свойство взаимной индуктивности п р и 
нято называть т е о р е м о й  в з а и м н о с т и .  Б л аго д ар я  
этой теореме можно не делать различия между Ь 1а и 
и просто говорить о взаимной индуктивности двух контуров.

Смысл равенства (9.25) в том, что в любом случае м агнит
ный поток сквозь контур / ,  созданный током /  в контуре 
2, равен магнитному потоку Ф 2 сквозь  контур 2, созданному 
1- а к и м ж е током /  в контуре 1 . Это обстоятельство нередко 
позволяет сильно упрощать реш ение вопроса о нахож дении, 
например, магнитных потоков. В от два примера.

Пример 1. В  некоторой плоскости леж ат два круговых витка 1 и  2. 
центры которых совпадают (рис. 9.10). Радиусы  витков а1 и а г . В  вит ке 1 
течет ток / .  Н айт и магнитный поток  Ф2, охватываемый вит ком 2, 
если а 1 <  а2.

\ Ясно, что непосредственно вы числить поток Ф* — задача весьм а 
слож ная, ибо сложной является конф игурация самого поля. И сп о л ь
зование ж е теоремы взаимности чр ез
вычайно упоош ает оешение поставлен-

ипдукцию В  в центре витка (В =  \1й1!2а%) на площадь к р у га  л а *  и 
учесть, что согласно теореме взаимности Фл =  Фх.

Пример 2. Пусть контур с током I  имеет форму прямоугольника*  
К ак найт и магнитный поток Ф через заш т рихованную  полуплоскост ь  
(рис. 9.11), граница которой находится на  заданном расстоянии от

(9 .25)

Рис. 9.10 Рис. 9.11



контура? Предполагает ся, что зта полуплоскость и конт ур лежат в од
ной плоскости.

Магнитное поле то ка  /  здесь такж е имеет слож ную  конфигурацию, 
поэтому непосредственно вычислить интересующий нас поток Ф очень 
трудно. Однако реш ение и здесь можно весьма резко упростить, если 
воспользоваться теоремой взаимности.

Представим себе, что ток  /  течет не по прямоугольному контуру, 
а вдоль границы полуплоскости, огибая ее на бесконечности. М агнит
ное поле, создаваемое этим током в области прямоугольного контура, 
имеет простую конфигурацию  — это поле прямого тока. Поэтому найти 
магнитный поток ф '  сквозь прямоугольный контур достаточно легко 
(путем несложного интегрирования). А по теореме взаимности искомый 
поток Ф =  Ф ', и задача решена.

Однако наличие ферромагнетиков меняет дело, и теорема 
взаимности перестает выполняться. Убедимся в этом на 
следующем конкретном  примере.

Пример. Д линны й  ферромагнитный цилиндр объемом V имеет 
две обмотки (одна на  д р уго й ). Одна обмйтка содержит пг витков на  
единицу длины, другая  —  ns . Найт и их взаимную индуктивность, пре
небрегая краевыми аффектами.

Согласно (9.23) Lal =  Ф2/Л- Это значит, что мы должны создать 
ток / t в обмотке 1 и вычислить полный магнитный поток через все 
витки обмотки 2. Е сли в  обмотке 2 содержится витков, то

где S  — площадь сечения цилиндра. Имея в виду, что N j =  пг 1, / — 
длина цилиндра, B i  — j i i t v t i / i ,  щ  — магнитная проницаемость при 
токе ¡ и  запишем: Фя =* V •= IS ,  Отсюда

Аналогично находим и Z,js:

Lu 30 •
Ввиду того что значения и ц а в последних двух вы раж ениях , вообще 
говоря, разные (в ф ерромагнетиках они зависят от токов 1\ и / а), зна
чения ¿ л  и ¿ и  не совпадаю т.

Взаимная индукция. Наличие магнитной связи между 
контурами проявляется  в том, что при всяком  изменении 
тока в одном из контуров в другом контуре возникает 
э . д . с. индукции. Это явление и называют в з а и м н о й  
и н д у к ц и е й .  

Согласно закон у  электромагнитной индукции э. д. о., 
возникающие в ко н ту р ах  1 и 2,  равны соответственно:

£  d<X>t  . d / j  <£ d(Da . d / i  /о 
®1 -------T t  ** — d T  L“  dT  ‘ (9,28)

Здесь предполагается, что контуры неподвижны и ферромаг
нетиков поблизости нет.



С учетом явления самоиндукции ток, например, в кон
туре /  при изменении токов в обоих контурах определяется 
по закону Ома как

р  I т 1

где — 1 сторонняя э . д. с. в контуре /  (поМимо индукцион
ных э. д. с.); —  индуктивность контура 1. А налогичное
уравнение можно записать и для определения силы  тока 
/ 2 в контуре 2.

Отметим, что на явлении взаимной индукции основано 
действие трансф орм аторов—  устройств, служ ащ их для пре
образования токов и напряж ений.

Замечание о знаке L Vi. В отличие от индуктивности 
L , которая, как было сказано, является существенно поло
жительной величиной, взаимная индуктивность /_12 —  вел и 
чина а л г е б р а и ч е с к а я  (в частности, равн ая  нулю ). 
Это связано с тем обстоятельством, что, например в (9.23), 
величины Ф 2 и /1  относятся к р а з н ы м  контурам . И з 
рис. 9.9 сразу видно, что зн ак  магнитного потока Ф а при 
данном направлении тока / х будет зави
сеть от выбора нормали к поверхности, 
ограниченной контуром 2 (или от выбо
р а  положительного направления обхода 
этого контура).

П оложительные направления для то
ков (и э. д. с.) в обоих контурах всегда 
можно выбрать произвольно (а с поло
ж ительным направлением обхода кон- Рис. 9.12
тура однозначно— правилом правого 
в и н т а — связано направление нормали п к  поверхности, 
ограниченной контуром, т. е . в конечном счете зн а к  м аг
нитного потока). Р аз эти направления выбраны, вели
чину ¿ i 2 мы должны считать положительной, когда при 
положительных токах магнитные потоки взаимной и н дук
ции через контуры оказываю тся такж е полож ительными, 
т. е. совпадают по зн аку  с потоками самоиндукции.

Д ругими словами, ¿ 12> 0 ,  если при полож ительн ы х 
токах  в обоих контурах они «подмагничивают» д руг д р у га , 
в противном случае L 13 <  0. В частных случаях  м ож но 
заранее так  установить положительные направления обхода 
контуров, чтобы получить ж елательны й нам зн ак  величины  
Lia (рис. 9.12).



М агнитная энергия тока. Замкнем неподвижную цепь, 
содерж ащ ую  индуктивность L  и сопротивление R ,  на источ
ни к тока  с э. д. с. В контуре, как мы уж е знаем, начнет 
возрастать ток. Это приводит к появлению э. д. с. самоин
дукц и и  $ s. Согласно закону Ома R I  =  <£0 - f  %s* откуда

É0 =  R i - g s .

Н айдем элементарную работу, которую совершают сто
ронние силы (т. е. источник £ 0) за время d/. Д л я  этого 
умнож им предыдущее равенство на l d i :

Ша! àt*=>Rlz d t - ï ï s l  d t.

У читы вая смысл каж дого слагаемого и соотношение %в =  
*= — d O /d f, запишем

M CTOp- 6Q + / d ® .

Мы видим, что в процессе установления тока, когда поток Ф 
м еняется и ёФ  >  0  (если /  >  0 ), работа, которую совершает 
источник £о, оказы вается б о л ь ш е  выделяемой в цепи 
дж оулевой теплоты. Ч асть этой работы (дополнительная 
работа) совершается п р о т и в  э. д. с. самоиндукции. Зам е
тим, что после того как  ток  установится, ёФ  =  0 и вся р а 
бота источника £ 0 будет идти только, на выделение дж оуле
вой теплоты.

И так, дополнительная работа, совершаемая сторонними 
силами против э. д. с. самоиндукции в процессе установле
ния тока: ________________

6Л*0|, — 7 d<D. (9.27)

Это соотношение имеет общий характер. Оно справедливо 
и при наличии ферромагнетиков, так как при его выводе 
не вводилось никаких предположений относительно магнит
ны х свойств окруж аю щ ей среды.

Т еперь (и далее) будем считать, что ферромагнетики от
сутствую т. Тогда с!Ф =  Ь  (1/ и

б М т  =  и д 1 .  (9.28)

П роинтегрировав это уравнение, получим Л доп =  ¿ / а/2. 
П о  закону сохранения энергии любая работа идет на прира
щ ение какого-то вида энергии. Мы видим, что часть работы 
сторонних сил («о) иДет на увеличение внутренней энергии 
проводников (с ней связано выделение джоулевой теплоты)



и другая часть —  в процессе установления то ка  —  на что-то 
еще. Это «что-то» есть не что иное, к а к  магнитное поле, 
именно его появление и связано с появлением  тока.

Таким образом, мы приходим к  выводу, что при отсут
ствии ферромагнетиков контур с индуктивностью  по 
которому течет ток  / ,  обладает энергией

Эту энергию называю т м а г н и т н о й  э н е р г и е й  
т о к а  или с о б с т в е н н о й  э н е р г и е й  т о к а .  
О на может быть целиком превращена во внутренню ю  энер
гию проводников, если отключить источник Ъ0 так , как 
показано на рис. 9 .7 : быстро повернуть клю ч К  из положе
ния б в полож ение а.

Энергия магнитного поля. Ф ормула (9.29) выражает 
магнитную энергию тока через индуктивность и ток (при 
отсутствии ферромагнетиков). Однако и здесь , к ак  и в слу
чае электрической энергии заряж енны х тел , энергию  можно 
выразить непосредственно через магнитную  индукцию В. 
Убедимся, что это так  сначала на простейшем примере длин
ного соленоида, пренебрегая искажением поля на его торцах 
(краевыми эффектами). Подстановка в формулу (9.29) 
выражения Ь  =  дает

А так  как п !  =* Н  =  В1\1\10, то

Эта формула справедлива для однородного поля, запол
няющего объем V  (к ак  в нашем случае с соленоидом).

В общей теории показывается, что энергию  № можно 
выразить через векторы В  и Н в любом случае  (но при отсут
ствии ферромагнетиков) по формуле

П одынтегральное выражение в этом уравнении имеет 
смысл энергии, заключенной в элементе объемом ¿V , 

Отсюда, к ак  и в случае электрического п оля , мы прихо
дим к выводу, что магнитная энергия т ак ж е  локализована 
в пространстве, занимаемом магнитным полем.

(9.29)

(9.81)



И з формул (9.30) и (9.31) следует, что магнитная энергия 
распределена в пространстве с  объемной плотностью

В*

2»Фо*
(9.32)

Отметим, что полученное вы раж ение относится лишь 
к  тем средам , для которых зависимость В от Н линейная, 
т . е. р. в соотношении В =  [д.|л0Н не зависит от Н. Д ругим и 
словами, вы раж ения (9.31) и (9.32) относятся только к пара- 
и диамагнетикам . К ферромагнетикам они не применимы *.

Отметим такж е, что магнитная энергия —  величина 
существенно положительная. Это легко усмотреть из послед
них двух  формул.

Ещ е об обосновании формулы (9.32). Убедимся в справедливости 
этой формулы , рассуж дая в «обратном» порядке, а именно покажем, 
что если форм ула (9.32) справедлива, то магнитная энергия контура 
с током м7 =  ¿ /* /2 .

С этой целью  рассмотрим магнитное поле произвольного контура 
с то к о м  /  (рис. 9.13). Представим все поле разделенным на элемен
тарные тр у бки , образующие которых являю тся линиями вектора В. 
Выделим в одной из таких трубок элементарный объем й V  ~  <Ш5.

где использована теорема о циркуляции вектора Н (в нашем случае 
проекция Н [  =  И ).

И наконец , просуммируем энергию  всех элементарных трубок:

где Ф —  полны й магнитный поток, охватываемый контуром с током, 
Ф =  И . Э го и требовалось показать.

* Это обусловлено тем, что в конечном счете выражения (9.31) 
и (9.32) являю тся  следствиями ф о р м у л ы ’6/1Д0П =  1йФ и того факта, 
что при отсутствии гистерезиса работа 6 Л доп идет только на приращ е
ние м агнитной энергии . Д ля ферромагнитной среды дело обстоит 
иначе: работа 6/4 аоп идет еще и на приращ ение внутренней энергии среды, 
т. е. на ее нагревание.

В соответствии с формулой (9.32) в 
этом объеме локализована энергия 
Чг ВИ Ш Б .

Теперь найдем энергию <!№ в объ
еме всей элементарной трубки. Д л я  
этого проинтегрируем последнее вы
ражение вдоль оси трубки. Поток 
<1Ф =  сквозь сечение трубки пос
тоянен вдоль всей трубки, поэтому с!Ф 
можно вынести за знак интеграла:

Рис. 9.13

1*7 а  1 /а/  $ с Ю  =  / Ф / 2  -  И г/2



Определение индуктивности из вы раж ения энергии. М ы
ввели индуктивность Ь  как коэффициент пропорциональ
ности между полным магнитным потоком Ф и током / .  
Существует, одиако, и другая возмож ность расчета Ь  из 
выражения энергии. В самом деле, из сопоставления формул 
(9.31) и (9.29) следует, что при отсутствии ф ерромагнетика

Н ахож дение Л таким путем свободно от неопределенности, 
связанной с вычислением магнитного потока Ф в формуле
(9.14) — см. с. 205. К каким расхож дениям  иногда приводит 
определение Ь  по формуле (9.33) и из выражения потока
(9.14), показано в задаче 9 .9  на примере коаксиального 
кабеля.

§ 9.0. М А ГН И Т Н А Я  Э Н Е РГ И Я  Д В У Х  К О Н ТУ РО В  С Т О К А М И

Собственная и взаимная энергии. Возьмем два неподвиж
ных контура /  и 2 , расположив их достаточно близко д р у г  
к другу (чтобы была магнитная с в я зь  между ними). П ред
полагается, что в каждом контуре есть свой источник по
стоянной э. д. с. Замкнем в момент * =  0 каждый из кон ту
ров. К ак  в том, так  и в другом контуре начнет устан авли
ваться свой ток и, следовательно, появятся э. д. с. самоин
дукции и э. д. с. взаимной индукции Щ1. Д ополнительная 
работа, совершаемая при этом источниками постоянной
э. д. с. п р о т и в и идет, к ак  мы уже знаем, н а  
создание магнитной энергии.

Н айдем эту работу за  время с!/:

6 А ™  = -  + Ща ) и  сЗ/ -  (£5а +  £,а) /а М =  АХГ.

Преобразуем эту формулу, учиты вая, что ¡$п  =  — ¿ 1(1/1/(1^ 
^  —■ 1*12 (11  %1 и т. д.:

Имея в виду, что L n  =  L n , представим последнее уравнени е 
в виде

ä W  =  d (Ц1\12 )  +  d { L t i \ !2) +  d (L 'u fJ i) ,  

откуда ____________________________

(9 .33 )

dU7 — L \ ! i d / 1 —f— ¿ 12/ 1 d / j - f - L j / j  d / j - f - L%\Iа <1/1.

W =  -f- V t£ j/5 +  L u /|/j. $ .3 4 )



Здесь первые два слагаемых называют с о б с т в е н н о й  
э н е р г и е й  тока и тока / г, последнее слагаемое — 
в з а и м н о й  э н е р г и е й  обоих токов. В заимная энер
гия токов — величина алгебраическая в отличие от собст
венных энергий токов . Изменение направления одного из 

токов  приводит к изменению зн ака  вза
имной энергии —  последнего слагаемо
го в (9.34).

Пример. Имеются два концентрических кои- 
ту р а  с токами /1 и / 2, направления которых 
показаны  на рис. 9.14. В заим ная энергия этих 
токов — ¿ и ¡^¡г) зависит от трех алгебраи
ческих величин, знаки которых определяются 

выбором полож ительных направлений обхода обоих контуров. Полезно, 
однако, убедиться в том, что знак величины (в данном случае 
К 'и  >  0) определяется только  взаимным направлением самих токов и 
совершенно не зависит от  выбора положительных направлений обхода 
контуров. Напомним, что о знаке величины говорилось в § 9,4.

Полевая трактовка энергии (9.34). Есть несколько важ 
ных вопросов, которые мы сможем решить, вычислив маг
нитную энергию двух  контуров еще и иначе — с точки зре
ния локализации энергии в поле.

Пусть Вг —  магнитное поле тока / г, а  В2 —  поле тока / а. 
Тогда по принципу суперпозиции поле в каж дой точке 
В  =  В, +  Ва и согласно (9.31) энергия поля этой системы 
токов УР >=  ̂ (Ва/2 ц ц 0)с11Л Подставив сюда В 2 =  В ' +  В% 4- 
+  2 8 ^ 2, получим

J  2 ц ц 0 • J  2цц0 ц щ
(9.35)

Соответствие друг другу  отдельных слагаемых в формулах 
(9.35) и (9.34) не вы зы вает сомнения.

Формулы (9.34) и (9.35) приводят к таким  важным след
ствиям.

1. М агнитная эн ерги я системы двух (и более) токов — 
величина всегда полож ительная, W  >  0. Это вытекает из 
того факта, что W  с/э $B 2d V , где под интегралом стоят поло
жительные величины.

2. Энергия т о к о в — величина не аддитивная (из-за 
наличия взаимной энергии).

3. Последний интеграл в (9.35) пропорционален произ- 
ведёнию токов 1х1г> т а к  как  В х сл> 1Х и В г сл  / а. Коэффициент 
ж е пропорциональности (т. е. оставшийся интеграл) оказы*



вается симметричным относительно индексов 1 и 2 , а поэтому 
его можно обозначить Ь 13 или Ь г11в соответствии с формулой 
(9.34)1. Таким образом, действительно ¿ 18 =

4. И з вы раж ения (9.35) вытекает другое  определение 
взаимной индуктивности ¿ 14. В самом деле, сопоставление 
выражений (9,35) и (9.34) показы вает, что

<9'36)

§ 9.7. Э Н Е Р Г И Я  II С И Л Ы  В М А ГН И Т Н О М  П О Л Е

Наиболее общим методом определения си л  в магнитном 
поле является энергетический. В этом методе используют 
выражение для энергии магнитного поля.

Ограничимся случаем, когда система состоит из двух 
контуров сто кам и  1Х и / а. М агнитная эн ерги я такой системы 
может быть представлена в виде

Ф - Ч ж(1хФх + ! гФл). (9.37)

где <!>! и Ф а —  полные магнитные потоки, пронизывающие 
контуру /  и 2 соответственно. Это вы раж ение нетрудно 
получить из формулы (9.34), если представить последнее 
слагаемое как  сумму 1/а1 12/ 1/ а +  а затем учесть,
что

“  ¿-»/1 ~Ь ¿ « / ь  (9.38)

Согласно закон у  сохранения энергии работа ЬА *, кото
рую совершают источники тока, вклю ченные в контуры /  и 2, 
идет на теплоту бф, на приращение магнитной энергии систе
мы <Ш (из-за движения контуров или изменения токов 
в них) и на механическую работу Ь А ыех (вследствие переме
щения или деформации контуров):

(9.39)

Мы предположили, что емкость контуров пренебрежимо ма
ла, и поэтому электрическую  энергию учиты вать не будем.

В дальнейшем нас будет интересовать не вся работа источ
ника тока М * ,  а только та ее часть, которая  совершается 
против э. д. с. индукции и самоиндукции (в каждом кон
туре). Эта работа (мы назвали ее дополнительной) равна
М доп =  —  ( ¿ /4 +  # п ) / 4 М  — ( ^ а 4- £.«)/*с1/. Учитывая
что для каждого контура £ * + # . , =  —  ёФ/сЗ^, перепишем, 
выражение для дополнительной работы в виде



И менно эта  часть работы источников тока (работа против
э. д. с. индукции и самоиндукции), связанная с изменением 
потоков O j  и Ф 2, и идет на приращ ение магнитной энергии 
системы и на механическую работу:

i i  d® ! +  / 3 с)Ф2= с Ш  + 6 - 4 мех- (9.41)

Эта ф орм ула является  о с н о в н о й  для расчета механи
ческой работы  6 Л МСХ, а из нее и сил в магнитном поле.

И з ф орм улы  (9.41) можно получить и более простые 
вы раж ения д ля  6 Л М„ ,  если считать, что в процессе переме
щ ения остаю тся неизменными или все магнитные потоки 
сквозь контуры , или токи в них. Рассмотрим это более 
подробно.

1. Если потоки постоянны, Ф* =  const, то из (9.41) 
сразу  следует, что

1ф, (9.42)

где символ Ф  подчеркивает, что приращение магнитной 
энергии системы должно быть вычислено при постоянных 
потоках через контуры . Полученная формула аналогична 
соответствующ ей ей (4.15) для работы в электрическом поле.

2. Если токи постоянны, I* =  const, то

б A u tx-* d W \t . (9.43)

Д ействительно, при l k =  const из формулы (9.37) следует, 
что

dUM, =  v . ( / ,  +

т. е. в этом случае приращение магнитной энергии системы 
равно согласно (9.40) половине дополнительной работы 
источников э . д . с. Д ругая  половина этой работы идет на 
совершение механической работы. И наче говоря, при 
постоянстве токов  cfltf'i, =  6 Л М„ ,  что и требовалось показать.

Н еобходимо подчеркнуть, что оба полученные нами 
вы раж ения (9.42) и (9.43) определяют механическую работу 
одной и той ж е  силы, т. е. можно написать:

F d l = — d W ]0 *=dW  I,. (9.44)

Д л я  вы числения силы с помощью этих формул, конечно, 
нет необходимости подбирать такой режим, при котором 
обязательно оставались бы постоянными или магнитные



потоки, или токи . Н адо просто найти приращ ение d№  
магнитной энергии системы при условии , что либо Ф* =  
=  const, либо Ik =  const, а это явл яется  чисто математи
ческой операцией.

Ценность полученных выражений (9.42) и (9.43) в их 
общности: они пригодны для системы, состоящ ей из любого 
числа контуров —  одного, двух и т. д.

Рассмотрим несколько примеров на применение этих 
формул.

Пример 1. Сила в случае одного контура с током. Имеется контур  
с током, у  которого А В  — подвижная перемычка (рис. 9.15). И ндукт ив
ность этого конт ура зависит определенным образом от координаты х, 
т. е. известно L ( х ) .  Н айт и силу Ампера, действующую на  перемычку, 
двумя способами: пр и  /  =  const и при  Ф =  const.

В нашем случае магнитную анергию системы можно представить 
согласно (9.29):

Ц7 =  / . / 8/2  =  Ф2/2£-,

где Ф =  L I . Переместим перемычку, например, вправо на d*. Так как  
=  F x tx ,  то

dW_
дх

/• 5L 
2 дх

г dw
xSB дх

Ф» dL 
2 L* дх

11 Ё к
2 дх

т. е. расчет по обеим формулам согласно (9.44) дает один и тот же ре
зультат.

Рис. 9.15 ' Рис. 9.16

Пример 2. Взаимодействие двух катуш ек с токами. Н а немагнит • 
ный сердечник (рис. 9.16) надеты кат уш ки 1 и  2  с токами  /) и / а. Пусть 
взаимная индуктивност ь катушек зависит  от расстояния х между 
ним и по известному закону Ц 3 ( х ) .  Н айт и с и лу  взаимодействия между 
катушками.

М агнитная энергия системы из двух  катуш ек  дается формулой
(9.34). Д л я  определения силы взаимодействия будем пользоваться вы ра
жением (9.43). Сместим катушку 2  на расстояние 6х  при неизменных 
токах Л и 13. Соответствующее приращ ение м агнитной энергии системы

d W ■ I J a dLít (jc).



Т ак  как  элем ентарная механическая работа S/4Mes =  FiXdx, то согласно 
(9.43) получим

, , dLit (х)F «  —Л / .  ;

Пусть токи / ,  и / а подмагничнвают друг друга, тогда Llt  >  0 и при 
dx  >  0 приращ ение dL le <  0, т. е. FiX <  0. Следовательно, сила, дей
ствующая на катуш ку 2  со стороны катуш ки 1, является силой притя
жения: вектор F , направлен влево на рисунке.

Пример 3. М агнитное давление на обмотку соленоида.
Увеличим мысленно радиус сечения соленоида на dr, сохраняя 

при этом неизменным ток  /  через обмотку. Тогда силы Ампера совершат 
работу 6Л мех — В нашем случае

6Лиех=ар5 dr,

1 йд р  — искомое давление, S  — боковая поверхность соленоида;

Здесь учтено, что при /  *= const и 5  — const. Из равенства двух этих 
выражений находим

гео

м агн и тн ое давление. Полученное в последнем примере 
выражение д л я  давления можно обобщить на случай, когда 
по разные стороны  от поверхности с током (током проводи* 
мости или током  намагничивания) магнитное поле разное — 

и В2. В этом случае, оказывается, магнитное давление
В ^  в ан,

(9.45)

причем дело обстоит так , как если бы область с большей 
плотностью м агнитной энергии была бы областью большего 
давления.

Соотнош ение (9.45) является одним из основных в маг
нит огидродинамике , изучающей поведение электропроводя
щих ж идкостей (в электротехнике и астрофизике).

Задачи

#  9.1. Э. д. с. индукции. Провод, имеющий форму параболы у  =  
находит ся в однородном магнитном поле  В, перпендикулярном  

плоскости Х У . И з  вершины параболы перемещают поступательно и 
без начальной скорост и перемычку с постоянным ускорением а  (рис. 9.17). 
Н айт и в. д. с. и н д укц и и  в образовавшемся конт уре как функцию коорди
наты у.

Р е ш е н и е .  По определению £ /  ~  Выбрав нормаль п
к плоскости контура  в направлении вектора В, запишем: дФ =  
где =» 2 хАу. Т еперь учтем, что х  =  V  у /к ,  тогда

^  — А ‘7,У у ¡к йу/М.



П ри движ ении с постоянным ускорением скорость d y / d / =  Y 2ay , 
поэтому

_  ByV8aJk-

Из полученной формулы видно, что <£t оо у .  З н а к  минус показы вает, 
что £¡  на рисунке действует против часовой стрелки.

ф  9.2. Контур движется произвольным образом . Зам кнут ы й  про* 
водящий конт ур перемещают произвольным образом (п р и  9том даже 
деформируя) в постоянном неоднородном м агнит ном  поле. Показать, 
что закон электромагнитной индукции  (9.1) будет выполняться и  
в зтом случае.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим элемент контура di, который в данный 
момент движ ется со скоростью v в магнитном поле В. Согласно ф орму
лам преобразования полей (8.4) в  системе отсчета, связанной с данным 
элементом, будет наблюдаться электрическое поле Е =  JvB). Зам етим , % 
что это вы раж ение можно получить и с помощью силы Л оренца, к ак  
было сделано в основном тексте перед формулой (9.4).

Ц и ркуляц ия вектора Е по всему контуру по определению есть
в. д. с . индукции:

* , - § [ v B ] d l .  ( 1,  ,

Теперь найдем соответствующее приращ ение магнитного потока 
сквозь контур. С этой целью обратимся к  рис. 9.18. П усть за врем я d /  
наш контур переместился из положения F í в  полож ение F j. Если в п ер 
вом положении магнитный поток через поверхность Л ,  натянутую  на 
контур, был равен Фь  то соответствующий магнитный поток во втором 
положении контура может быть представлен к ак  +  ¿Ф , т. е. к ак  
поток через поверхность S  4 - dS . Здесь dФ  —  интересующее нас п р и 
ращение магнитного потока сквозь у зкую  полоску dS , ограниченную , 
контурами Ti и Г2.

С помощью рис. 9.18 запишем

da) =  $ B d s  =  $ B ld r ,  d t] =  —  $ [ d r ,  В] di, (2)

Здесь: 1) направление нормали п согласовано с направлением обхода 
контура — вектором di (правовинтовая система); 2) направление вектора 
ds — элемента площади полоски — согласовано с выбором нормалей п;
3) использована циклическая перестановка в  смешанном произведении:

albc] =  b lca]=c la b ]«  — Iba]с,



t

d<D/d¿ =  - § [ v B ] d ) .  (3)

где V =  d r /d /.  О стается сравнить (3) с (1), откуда и следует, что £ , •  =  
«= — dd>/d/,

ф  9.3 Плоская спираль с большим числом N  витков, плотно приле
гающих друг к  другу, находит ся в однородном магнитном поле, перпен
дикулярном плоскости спирали  (рис. 9.19). Наруж ный радиус витков спи
рали равен а . М агнит ное поле изменяется во времени по закону В  =  
=  So sin  со/. Н айт и ам плит удное значение э. д. с. индукции, наведенной 
в спирали.

Р е ш е н и е .  В виду того что каждый виток спирали практически 
не отличается от окруж ности , в нем наводится э. д. с. индукции

= —  d ® /d / = — яг2б 0(и cos со/,

где г —  радиус рассм атриваем ого витка. Н а интервал значений радиуса 
df приходится число витков diV =  {N!á)dr. Витки соединены последо

вательно, поэтому полная э. д. с. индукции в 
спирали

# i  =  J e f  (г) dN.

П роинтегрировав, получим следующее выраже
ние для амплитудного значения э. д. с. индук
ции:

£[т =  1/злагМВ0(1).
ф  6.4. Внут ри длинного соленоида нахо-

дит ся катушка из /V витков с площадью попе
речного сечения S .  К ат уш ку поворачивают с по
стоянной угловой скоростью со вокруг оси, сое- 

Рис. 9.19 падающей с ее диаметром и перпендикулярной
оси соленоида. П ри  этом м агнит ное поле в со

леноиде меняется во времени как В =  В0 sin ш/. Н айт и э. д. с. индук
ции в катушке, если в момент t — О ось кат уш ки совпадала с осью
соленоида.

Р е ш е н и е .  В момент /  полный магнитный поток сквозь катуш ку

Ф=» N B S  eos <üt=*NBtsS sin ш/ • cos со/ =  l/¡NB<jS sin 2со/.
Согласно закону  электромагнитной индукции

— d0 /d /= 3 — l / t N B 0S  • 2о) cos 2ci>/=»— N B 0S<ü cos 2a)/.

ф  9.5. Бетатронное условие. Показать, что электроны в бета
троне будут  двигаться по орбите постоянного радиуса г0 при условии, 
что магнитное поле на  орбит е BQ равно половине среднего по плошлди 
внут ри орбиты значения магнитного поля ( В) ,  т . е .  B0 =  1/ i ( B) .

Р е ш е н и е .  Представим релятивистское уравнение движения 
электрона

d p /d /* = e E 4 -e [v B 0], (1)

где Е — вихревое электрическое поле, в проекциях на касательную  х  и 
нормаль п к траектории . Д л я  этого запишем импульс электрона кан 
р  «  р х  и найдем его производную  по времени:

dp dp , dx dp , у3
а г - а г + ' а г - а v + m r0 n‘ t2)

m



где учтено, ото р =  ту,  т  — р еляти ви стская  масса, я  < З тШ =  (с /г0) п , 
в  чем нетрудно убедиться с помощью р и с . 9 .20. Действительно, »  
«= dф •n  =  $<Н/г0)п, и дальнейшее очевидно.

Кроме того, согласно закону электром агнитной индукции 2 л г0Е  =* 
=  | <1Ф/с1/', где Ф =  пг1 {В) .  Отсюда

(3)

Теперь запишем уравнение (1) с учетом формул (2) и (3) в п р о ек 
циях на касательную  и нормаль к траектории:

r ' £ = ' Y i  <*>■

*
Го

■ evBo.

Последнее уравнение можно переписать после сокращения на о в  виде

р*=ег0В 0.

Продифференцируем это уравнение по времени, приняв во в н и 
мание, что r0 =  const:

dp d В 0
d/ ° dt * (5)

Из сравнения выражений (5) и (4) получаем

d я  1 d / я \
d\i S o " T d i  { B ) '

В частности, последнее условие будет выполнено, если

So =  J/i<fi>.
Практически это достигается путем изготовления полюсных наконец* 
ников специального вида (в форме усеченных конусов).

d f

8 ~

0

> а 1 2

а
0 '

Рис. 9.21

ф  9.6. Индукционный ток. К вадрат ная проволочная рам ка со ст о
роной а и  прямой длинный проводник с постоянным током / 0 леж ат  
в одной плоскости (рис. 9.21). И ндукт ивност ь рамки I ,  ее сопрот ивле
ние Д . Р ам ку повернули на 18(Р вокруг оси 0 0 '  и остановили. Н е й т и  
количество влектричества, протекшее в рамке. Расстояние Ъ меж ду  
осью 0 0 '  и прямым проводником предполагается известным»



Р е ш е н и е .  С огласно  закону Ома в процессе поворота рамки 
той /  в ней определяется по формуле

О / йФ d /
R,KS,— & - L df '

Поэтому искомое количество электричества

£  / d i = — - 1  J  (d O > - K d / )  =  -  А  ( А Ф -f-L 4/)'.

Поскольку рам ку после поворота остановили, ток в ней прекра
тился и, следовательно, Д /  =  0. Остается выяснить, чему равно при
ращение потока ДФ скво зь  рамку (ДФ =  Ф8 — Ф{).

Выберем нормаль п  к  плоскости рам^и, например, т ак , чтобы в ко* 
нечном положении п бы ло направлено за плоскость рисунка (в сто
рону В). Тогда нетрудно видеть, что в конечном положении Ф8 >  О, 
а в начальном Фд <  0  (нормаль направлена против В), и ДФ оказы
вается равным просто потоку через площадь, ограниченную  коцечным 
и начальным полож ениям и рамки:

6 4 - е
Д Ф  е я ф а -{-1 ф 4 1 =. J S a d r ,

Ь — а

где В  является функцией г, вид которой можно легко  найти с помощью 
теоремы о циркуляции.

Окончательно получим , опускал знак минус:

ДФ
4 R 2nR b - a ’

НайденнаА величина, к а к  видим, от индуктивности контура не зависит 
(в случае если бы контур  был сверхпроводящим, дело бы обстояло 
иначе).

ф  9.7. Перемычка 12 массы т скользит без т рения по деум длин* 
ным проводящим рельсам, расположенным на расстоянии I дру^  от 
друга  (рис. 9.22). Система находится в однородном магнитном поле, 
перпендикулярном плоскости контура . Левые концы рельсов замкнуты  
через сопротивление R .  В  момент t =  0 перемычке 12 сообщили вправо 
начальную скорость v0. Пренебрегая сопротивлением рельсов и  перемычки, 
а  также самоиндукцией конт ура , найти скорость перемычки в зависимо' 
сти  о т  времени t.

Р е ш е н и е .  Выберем положительное направление нормали к пло
скости контура за рисунок  (от нас). Это значит, что положительное на
правление обхода контура (для э. д. с. индукции и тока) мы взяли по 
часовой с тр е л к е — в соответствии с правилом правого винта. И з за 
кона Ома следует:

«-■ о

где учтено, что при движ ении перемычки вправо dФ >  0. Индукцион
ный ток /  согласно п р ав и л у  Л енца вызывает противодействующую дви
ж ению  силу Ампера — о н а  будет направлена влево.

Выбрав ось К  вправо , запишем уравнение движ ения перемычки



где справа записана проекция силы  Ампера на ось X  (эта вели чин а 
является отрицательной, но знак минус мы не пишем, ибо, к ак  видно 
из ( 1), ток I  <  0).

Исключив /  из уравнений (I) и (2), получим

а ^ В Ф /т Я

Интегрирование этого выражения с учетом начальных условий дает

1п (уД 'о )«»—  Ы ,  v  =  VaQ-at.

ф  9.8. Роль переходных процессов. В схеме (рис. 9.23) известны
э. д. с. % источника, его внутреннее сопротивление Я  и индукт ивност и  
сверхпроводящих катушек и Ц . Н айт и установившиеся токи в к а т у ш 
ках после замыкания ключа К.

г
Рис. 9.22

К
Рис. 9.23

Р е ш е н и е .  Воспользуемся правилами Кирхгофа для контуров  
й Ц  и $ 1 2:

/?/■

Из сравнения этих выражений видно, что =  ¿ 8с1/г , а д л я  уста
новившихся токов

¿1/10 *  (I)
Кроме того,

110"}-/20“ /0™^7Л. (2)
Из уравнений (1) и (2) найдем:

% иЛ 1эп — £  и
Р 1*\ 4* ¿2

%  9.9. Вычисление индуктивности. Коаксиальный кабель состоит  
из внутреннего сплошного проводника радиусом а и наруж ной проводя
щей тонкостенной т рубки радиусом Ь. Н айт и индуктивность единицы  
длины кабеля, считая распределение тока по сечению внут реннего про
водника равномерным. М агнит ная проницаемость всюду равна единице.

Р е ш е н и е .  В данном случае внутренний проводник не явл яется  
тонким, поэтому определять индуктивность надо не через магнитны й 
поток, а энергетически. Согласно (9.33)

! М'О 0 )



где /•— расстояние от оси кабеля. Д ля вычисления этого интеграла 
надо  найти зависимость В (г). С  помощью теоремы о  циркуляции имеем:

В * < г < Ъ =* ^ Т '  В г > Ь  =  ° -  (2 )

Графический вид этих зависимостей показан на рис. 9.24. С учетом (2) 
интеграл (1) разбивается на две части, и в результате интегрирования 
мы получим

! 1 , ь
' - - 21, ( Т  +  1" -

Заметим, что определение этой величины через магнитный поток 
по формуле LeB — Ф еМ  приводит к другому — неверному — резуль
т ату , а именно вместо */< в круглой скобке получается 1/2. Чем тоньше 
центральны й провод, т. е. больш е отношение Ь/а, тем меньше относи
тельн ое  различие результатов подсчета обоими способами: энергети
чески и из потока.

ф  0.10. Взаимная индукция. Имеется тороидальная кат уш ка и  
проходящ ий по ее оси симметрии длинный прямой провод. Сечение кат уш 
к и  прямоугольное, его размеры указаны на рис. 9.25. Число витков ка 
т уш ки  N, магнит ная проницаемость окружающей среды равна единице. 
Н а й т и  ам плит уду э. д. с., индуцируем ой в этой катушке, если по п ря
м о м у  проводу тенет переменный ток I  =  l m cos со/.

Р е ш е н и е .  Искомая э. д. с. =  —dO /df, где Ф =  ЫФи  Ф1 — 
магнитны й поток сквозь поперечное сечение катушки:

а

где В п определяется с помощью теоремы о циркуляции вектора В. В зя^ 
производную  Ф( по времени и умножив полученный результат на N , 
найдем  следующее вы раж ение для амплитуды э. д. с. индукции:

* H0h())lmN b  
* ш  =  - 2д - 1п ~ .

ф  9.11. Вычисление взаимной индуктивности. Два соленоида 
одинаковой длины и практ ически одинакового сечения вставлены полно



стью один в другой. Индуктивность соленоидов Ц  и L2. Пренебрегая 
краевыми эффектами, найт и их взаимную индуктивность (по  м одулю ). 

Р е ш е н и е .  По определению взаим ная индуктивность

(1)
где <t>! — полный магнитный поток через все витки соленоида 1 , если 
в соленоиде 2 течет ток / 2. Погок Ф1 =  N XB 2S ,  где — число  витков 
в соленоиде / ;  S  — сечение соленоида; Ва =  ц р 0л г/ 8. Поэтому формулу 
( 1) можно переписать так  {после сокращ ения на / 2):

, ¿-la I =  (2)
где учтено, что N i =  п\1\ I — длина соленоида и IS =  V —  его объем. 
В ыражение (2) можно представить через L 1 и L3 следующим образом:

Ln  “  V  К — V l\ U  •
Заметим, что это вы раж ение определяет предельное (максим альное 
значение Lu ', вообще ж е ¿.12 1 <  V

Ф  9.12. Теорема взаимности. В  центре тонкой кат уш ки радиусом а, 
содержащей N витков, находится небольшой цилиндрический м агнит  М  
(рис. 9.26). Катушка подклю 
чена к  баллистическому гальва
нометру. Сопротивление цепи R .
После тоео как магнит быстро 
удалили  из катушки, через галь
ванометр прошел заряд q. Н айт и  
магнитныЦ. момент магнита. р  Q

Р е ш е н и е .  В процессе 
удаления магнита полный маг- ,
иитный поток через катуш ку изменялся, и в ней возник индукцион
ный ток, определяемый уравнением

RI =  - * ® - L dI RI dt dt '

Умножим обе части этого уравнения на d / и  учтем, что / d d q, тогда

R d q  =  > - d O - L d I .

Проинтегрировав последнее выражение, получим R q =  — ДФ —  L A I .  
Теперь примем во внимание, что Д /  =  О (ток был равен нулю  к ак  в на
чале, так и в конце процесса), поэтому

<7~ Д Ф /Я = .Ф /Я ,  (1)

где Ф — магнитный поток через катуш ку в начале процесса (знак 
минус мы опустили — он не существен).

И так, задача свелась к определению потока Ф через катуш ку. 
Непосредственно определить эту величину мы не можем. О днако данную  
трудность можно преодолеть, воспользовавш ись теоремой взаимности. 
Заменим мысленно магнит на небольшой виток стоком, создаю щ ий в о к р у 
жающем пространстве то ж е  магнитное поле, что и магнит. Е сли пло
щ адь витка S  и ток в нем / ,  то их произведение долж но быть равно 
магнитному моменту р т магнита! р т IS .  По теореме взаимности 
LXiI =  Ln I ,  и вопрос сводится к нахождению магнитного потока через



п л о щ а д ь  5  в и т к а ,  к о т о р ы й  с о з д а е т  т о т  ж е  т о к  / ,  н о  т е к у щ и й  в к а т у ш к е . 
С ч и т а я ,  ч то  в п р е д е л а х  в и т к а  п о л е  о д н о р о д н о е , п о л у ч и м

Ф =  В5 =  ц0Д//5/2а .

О с т а е т с я  п о д с т а в и т ь  (2) в (1) и в с п о м н и т ь , что  / 5 =  р т. Т о г д а  ?  =

Г л а в а  1 0

У Р А В Н Е Н И Я  М А КСВЕЛ Л А . 
Э Н Е Р Г И Я  ЭЛ ЕК ТРО М А ГН И ТН О ГО  П О Л Я

§  1 0 .1 .  Т О К  С М Е Щ Е Н И Я

Открытие М аксвелла. Теория электромагнитного поля, 
начала которой залож ил Ф арадей, математически была 
заверш ена М аксвеллом. При этом одной из важнейших 
новых идей, выдвинутых М аксвеллом, была мысль о симмег 
рии во взаимозависимости электрического и магнитного 
полей. А именно, поскольку меняющееся во времени магни» 
тное поле (дЫд()  создает электрическое поле, следует 
ож идать, что меняющееся во времени электрическое поле 
(дЕ /д /) создает магнитное поле.

К  этой идее о необходимости существования по сути 
нового явления индукции можно прийти путем, например,

ный плоский конденсатор разряж ается через некоторое 
внешнее сопротивление (рис. 10.1, а). В качестве кон
ту р а  Г возьмем кривую, охватывающую провод. Н а кон
ту р  Г можно натянуть разные поверхности, например 
5  и 5 ' .  Обе поверхности имеют «равные права», однако 
через поверхность 5  течет ток / ,  а через поверхность 5 ' 
не течет никакого тока!

—  ц 0 Д ^ ш /2 а Я  и

рт  =  2аЯд/ц0Л'.

следующих рассужде
ний. Мы знаем, что со
гласно теореме о цирку
ляции вектора Н

Рис. 10.1
Применим эту теоре

му к случаю, когда пре
дварительно заряж ен-



П олучается, что циркуляция вектора Н зависи т оттого , 
какую поверхность мы натягиваем на данны й контур (?!}, 
чего явно не может быть (в случае постоянны х токов этого 
и не происходило).

А нельзя ли как-то  изменить правуЛ  часть (10.1), чтобы 
избежать этой неприятности? О казы вается, мож но, и вот 
как.

Первое, что мы замечаем, это то, что поверхность 5 ' 
«пронизывает» только  электрическое поле. П о теореме 
Гаусса поток вектора О сквозь зам кнутую  поверхность 
<§Ос15 =  д, откуда

С другой стороны, согласно уравнению непрерывности (5.4)

Сложив отдельно левые и правые части уравнений (10,2) 
и (10.3), получим

Это уравнение аналогично уравнению непрерывности для 
постоянного тока. И з него видно, что кроме плотности тока 
проводимости ] имеется еще одно слагаемое д1)/д1, размер
ность которого равна размерности плотности тока. М аксвелл 
назвал это слагаемое плотностью т о к а  с м е щ е н и я :

Сумму же тока проводимости и тока смещ ения называют 
п о л н ы м  т о к о м .  Е го плотность

Согласно (10.4) линии полного тока являю тся непрерывными 
в отличие от линий тока проводимости. Т оки  проводимости, 
если они не зам кнуты , замыкаются токами смещения.

Сейчас мы убедимся в том, что введение полного тока 
устраняет трудность, связанную  с зависимостью  циркуля
ции вектора Н от выбора поверхности, натягиваемой на 
контур Г. О казы вается, для этого достаточно в правой части 
уравнения ( 1 0 . 1) вместо тока проводимости ввести полный 
ток, т. е. величину

( 10 .2 )

(10.3)

(10.4)

(10.5)

ПОЛЯ ( 10.6 )

/полИ=  £  ( Л - ^ )  ¿ в .ЛОЛЫ (10.7)



В самом деле, правая часть (10.7) представляет собой 
сумму тока  проводимости I и тока  смещения !си: / П0ЛН =-= 
=» /  +  / см. П окаж ем , что полный ток / П0ЛН будет одинаков 
и для  поверхности S , и для поверхности S ',  натянутых на 
один и тот ж е контур Г. Д л я  этого применим (10.4) к зам кну
той поверхности, составленной из поверхностей S и S ' 
(рис. 1 0 .1 ,6 ) . Учитывая, что для замкнутой поверхности 
норм аль п направлена наруж у, запишем

п̂одн (5 ')  +  /пили(S) =  0.

Т еперь, если обернуть нормаль п'  для поверхности 5 '  
в ту ж е сторону, что и для S ,  то первое слагаемое в послед
нем уравнении изменит знак , и мы получим

п̂олн (5 ) = /пол» (̂)i
что и требовалось доказать.

И так, теорему о циркуляции вектора Н, которая была 
установлена для постоянных токов, можно обобщить для 
произвольного случая и записать

( 10.8 )

В таком  виде теорема о циркуляции вектора Н справедлива 
всегда, свидетельством чему является согласие этого у р а в 
нения с результатам и опыта во всех без исключения случаях.

Дифференциальная форма уравнения (10.8);

V xH 1 +  ̂  l +  dt ’
(10.9)

т. е. ротор вектора Н определяется плотностью тока проводимости 1 
и тока смещения дDlдt в той же точке.

Несколько замечаний о токе смещения. Следует иметь 
в виду, что ток смещения эквивалентен току проводимости 
только  в отношении способности создавать магнитное поле.

Токи смещения существуют лиш ь там, где меняется со 
временем электрическое поле. В диэлектриках ток смещения 
состоит из двух  существенно различных слагаемых. Т ак 
как вектор О =* е0Е 4- Р, то отсюда видно, что плотность 
тока смещ ения дЬ/д1  складывается из «истинного» тока 
смещения е 0с)Е/д* и т о к а  п о л я р и з а ц и и  дР/д* —



величины, обусловленной движ ением  связанных за р я д о з . 
В том, что токи поляризации.возбуж даю т магнитное поле, 
нет ничего неожиданного, ибо эти токи по природе своей 
не отличаются от токов проводимости. П ринципиально 
новое содержится в утверждении, что и другая часть то к а  
смещения (е0дЕ 1д(), которая не связан а  ни с каким д в и ж е
нием зарядов, а обусловлена то лько  изменением эл е к т р и 
ческого поля, такж е возбуж дает магнитное поле. Д а ж е  
в вакууме всякое изменение во времени электрического  
ноля возбуждает в окруж аю щ ем пространстве м агнитное 
поле.

О ткры тие этого явления —  наиболее существенный и 
решающий ш аг, сделанный М аксвеллом  при построении 
теории электромагнитного поля. Это открытие вполне а н а 
логично открытию электромагнитной индукции, согл асн о  
которому переменное магнитное поле возбуждает вихревое 
электрическое поле. Следует т ак ж е  отметить, что откры тие 
М аксвеллом тока смещения —  чисто теоретическое о тк р ы 
тие, причем первостепенной в а ж 
ности

Рассмотрим пример, в котором  
проявляю т себя токи смещения.

Пример. В неограниченной однород
ной проводящей среде находится м ет а лли 
ческий шар, которому сообщен полож и
тельный электрический заряд (рис. 10.2),
Электрические токи, текущие в р ад иаль
ных направлениях, должны возбуждать 
магнитное поле. Выясним, куда на прав
лен вектор В в произвольной точке Р.

Прежде всего ясно, что вектбр В не 
может иметь радиальной составляющей.
Если бы это было не так, поток вектора В через поверхность сф еры  Б 
(рис. 10.2) был бы отличен от нуля, что противоречит уравнению  (7 .2). 
Значит, вектор В должен быть перпендикулярен радиальному н а п р а в 
лению в точке Р. Но это также невозм ож но, так как все н ап р авлен и я, 
перпендикулярные радиальному, соверш енно равноправны, они ничем 
не выделены. Остается единственное — магнитное поле всюду р авн о  
нулю.

Отсутствие магнитного поля при наличии электрического то ка  
плотностью ] означает, что кроме тока  проводимости ] в системе им еется 
и ток смещения ¡сы, причем такой, что полный ток всюду равен нулю , 
т. е, в каждой точке )см =  —). Или

. ____/ _  д  дО
/си “  / — 4л/.8 =  4ЛЛ4 в  ^  »

где принято во внимание, что О  =  д /4 п г2 согласно теореме Г ау с са .



Уравнения М аксвелла в интегральной форме. С введением 
тока смещения м акроскопическая теория электромагнитного 
поля была блестящ е заверш ена. Открытие тока смещения 
(сШ/д*) позволило М аксвеллу создать е д и н у ю  теорию 
электрических и магнитных явлений. Теория М аксвелла 
не только объясн ила все разрозненные явления электри
чества и магнетизма (причем с единой точки зрения), но 
и предсказала ряд  новы х явлений, сущ ествование которых 
подтвердилось впоследствии.

Д о сих [юр мы рассматривали отдельные части этой тео
рии. Теперь можно представить всю картину в виде системы 
фундаментальных уравнений электродинамики, называемых 
у р а в н е н и я м и  М а к с в е л л а  в неподвижных сре
дах . Этих уравнений четыре (мы уже познакомились с каж 
дым из них в отдельности в предшествующих разделах, 
а сейчас просто соберем их все вместе). В интегральной 
форме система уравнени й  Максвелла имеет следующий вид:

где р — объемная плотность сторонних зарядов , ] —  плот
ность тока проводимости.

Эти уравнения в сж атой  форме выражаю т всю совокуп
ность наших сведений об электромагнитном поле. Содержа
ние этих уравнений заклю чается в следующем:

1. Ц иркуляция вектора Ё по любому замкнутому кон- 
туру  равна со знаком  минус производной по времени от 
магнитного потока через любую поверхность, ограниченную 
данным контуром. П ри этом под Е понимается не только 
вихревое электрическое поле, но и электростатическое 
(циркуляция последнего, как известно, равна нулю).

2. Поток вектора О сквозь любую замкнутую  поверх
ность равен алгебраической сумме сторонних зарядов, 
охватываемых этой поверхностью.

3. Ц иркуляция вектора Н по любому замкнутому кон
туру  равна полному току  (току проводимости и току сме
щ ения) через произвольную  поверхность, ограниченную 
данным контуром.



4. Поток вектора В сквозь произвольную зам кн утую  
поверхность всегда равен нулю .

Из уравнений М аксвелла д ля  циркуляции векторов Е 
и Н следует, что электрическое и магнитное поля н ельзя  
рассматривать как независимые: изменение во времени 
одного из этих полей приводит к появлению другого. П о
этому имеет смысл лиш ь совокупность этих полей, о п и сы 
вающая единое электромагнитное поле.

Если ж е поля стационарны (Е — const и В — co n st), 
то уравнения М аксвелла распадаю тся на две группы неза
висимых уравнений:

E d i - o ,  ф  D d S  =  (?,
I ( 10 . 12)

Н dl =  / ,  ф  В d S =  0.

В этом случае электрическое и магнитное поля н езав и 
симы друг от друга,что и позволило нам изучить сн ач ала  
постоянное электрическое поле, а затем независимо от него 
и постоянное магнитное поле.

Необходимо подчеркнуть, что рассуж дения, с помощ ью  
которых мы пришли к уравнениям  М аксвелла, ни в коей 
мере не могут претендовать на их доказательство. Эти у р а в 
нения нельзя «вывести», они являю тся основными акси о м а
ми, постулатами электродинамики, полученными путем  
обобщения опытных фактов. Эти постулаты играют в эл е к т р о 
динамике такую  же роль, как  законы  Ньютона в кл асси ч е
ской механике или начала термодинамики.

Уравнения Максвелла в дифференциальной форме. У р а в 
нения ( 1 0 . 10) и ( 1 0 . 11) можно представить в диф ференциаль
ной форме, т. е. в виде системы дифференциальных у р а в н е 
ний, а именно:

(10 .13 )

(10 .14 )

У равнения (10.13) говорят о том, что электрическое поле 
может возникнуть по двум причинам . Во-первых, его источ
ником являю тся электрические заряды , как сторонние, так  
и связанны е (это следует из уравнения У О  =  р , если 
учесть, что Ь  =  е0Е +  Р и V • Р =  — р ', тогда V • Е  <у: 
сл> р +  (>'). Во-вторых, поле Е образуется всегда, когда

V X Е =  — ^  , V - D - P ,  

V x H  =  j + ^ ,  V - В =  0.



меняется во времени магнитное поле (выраж ение закона 
электромагнитной индукции Фарадея).

Уравнения же (10.14) говорят о том, что магнитное поле 
В может возбуж даться либо движущимися электрическими 
зарядам и (электрическими токами), либо переменными 
электрическими полям и, либо тем и другим одновременно 
(это следует из уравнения V х  Н =  ] Н- (Ш /д/, если учесть, 
что Н =  В/[10 — J и V х  } =  У, тогда V х  В с /э ) +  у  +  
+  д Р Ш  +  г 0дЕ/д(,  где — плотность тока намагничива
н и я; дР /<?/ — плотность т о к а  п о л я р и з а ц и и .  Пер
вые три тока связаны  с движением зарядов, последний ток — 
с изменяющимся во времени полем Е). Н икаких источников 
магнитного поля, подобных электрическим зарядам  (по 
аналогии их называю т магнитными зарядам и), в природе 
не существует, это следует из уравнения V •B  =  0 .

Значение уравнений М аксвелла в дифференциальной 
форме не только в том, что они выражают основные законы 
электромагнитного поля, но и в том, что путем их решения 
(интегрирования) м огут быть найдены сами поля Е и В.

Уравнения М аксвелла в дифференциальной форме со
вместно с уравнением движения заряж енны х частиц под 
действием силы Л оренца

<1р/(Н—? Е + ?  [уВ| (10.15)

составляю т фундаментальную  систему уравнений. Эта сис
тема в принципе достаточна для описания всех электро
магнитных явлений, в которых не проявляются квантовые 
эффекты

Граничные условия. Уравнения М аксвелла в интеграль
ной форме обладают большей общностью, чем дифферен
циальны е, ибо они справедливы и в тех случаях , когда 
существуют поверхности разрыва — поверхности, на кото
рых свойства среды или полей меняются скачкообразно. 
У равнения же А \аксвелла в дифференциальной форме пред
полагаю т, что все величины в пространстве и времени 
изменяются непрерывно.

Можно, однако, достигнуть такой же общности и для 
дифференциальной формы уравнений, если дополнить их 
граничными условиями , которым должно удовлетворять 
электромагнитное поле на границе раздела двух сред. Эти 
условия содержатся в интегральной форме уравнений 
М аксвелла и имеют уж е знакомый нам вид:



(здесь первое и последнее условия относятся к случаям , 
когда на границе раздела нет ни сторонних зарядов , ни 
токов проводимости). Заметим такж е, что приведенные 
граничные условия справедливы как для постоянны х, так 
и для переменных полей.

М атериальные уравнения. Ф ундаментальные уравнения 
М аксвелла еще не составляют полной системы уравнений 
электромагнитного поля. Этих уравнений недостаточно для 
нахождения полей по заданным распределениям зарядов 
и токов.

Уравнения М аксвелла необходимо дополнить соотноше
ниями, в которые входили бы величины, характеризую щ ие 
индивидуальные свойства среды. Эти соотнош ения назы
вают м а т е р и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и .  Вооб
ще говоря, эти уравнения достаточно слож ны  и не обладают 
той общностью и фундаментальностью, которы е свойствен
ны уравнениям М аксвелла.

М атериальные уравнения наиболее просты в случае 
достаточно слабых электромагнитных полей, сравнительно 
медленно меняющихся в пространстве и во времени. В этом 
случае для изотропных сред, не содержащих сегнетоэлектри- 
ков и ферромагнетиков, материальные уравн ен и я  имеют 
следующий вид (он нам уж е знаком):

О =  ее0Е, В « Щ 10Н, ] =  ст(Е +  Е *), (10.17)

где е-, щ о — известные нам постоянные, характеризую щ ие 
электрические и магнитные свойства среды (диэлектрическая 
и магнитная проницаемости и электропроводимость), Е* — 
напряженность поля сторонних сил, обусловленная хими
ческими или тепловыми процессами.

§ 10.3. СВОЙСТВА У РА В Н Е Н И И  М А К С В ЕЛ Л А

Уравнения Максвелла линейны. Они содерж ат только 
первые производные полей Е и В по времени и пространст
венным координатам и первые степени плотности электри* 
ческих зарядов р и токов }. Свойство линейности уравнений 
М аксвелла непосредственно связано с принципом супер
позиции: если два каких-нибудь поля удовлетворяю т 
уравнениям М аксвелла, то это относится и к сумме этих 
полей.

Уравнения Максвелла содержат уравнение непрерыв
ности, выражающее закон сохранения электрического 
заряда. Чтобы убедиться в этом, возьмем бесконечно малый



контур Г, натянем  на него произвольную  конечную поверх
ность 5  (рис. 10.3), а затем стянем этот контур в точку, 
оставляя  поверхность 5  конечной, В пределе циркуляции 
<§>Нс11 обращ ается в нуль, поверхность 5  становится зам кн у
той и первое из уравнений (1 0 . 1 1 ) перейдет в

§ ( > + § ) й5=°-
Отсюда следует, что

§ 1 «  — | § в < и  —

а это и есть не что иное, как  уравнение непрерывности (5.4), 
которое утверж дает, что ток, вытекающий из объема V 
через зам кн утую  поверхность 5 ,  равен убыли заряда в еди
ницу времени внутри этого объема V.

Т от ж е закон  (уравнение непрерывности) можно получить 
и из дифференциальных уравнений М аксвелла. Достаточно 

взять дивергенцию от обеих частей пер- 
5  вого из уравнений (10.14) и воспользо-
/  \  ваться вторым из уравнений (10,13), и

/  V мы получим V*) — — д р  ¡61.
{ I ^  Уравнения Максвелла выполняются
\  / во всех инерциальных системах отсчета.
\  У  Они являю тся релятивистски инвари-

антными. Эго является следствием прин- 
Рис. ¡0.3 ципа относительности, согласно которо

му все инерциальные системы отсчета 
физически эквивалентны друг другу. Факт инвариантности 
уравнений М аксвелла (относительно преобразований Л о 
ренца) подтверждается многочисленными опытными дан 
ными. Вид уравнений М аксвелла при переходе от одной 
инерциальной системы отсчета к другой не меняется, однако 
входящ ие в них величины преобразуются по определенным 
правилам . К ак при этом преобразуются векторы Е и В, 
мы вы яснили в гл. 8 .

И так , уравнения М аксвелла являю тся правильными 
релятивистскими уравнениями в отличие, например, от 
уравнений механики Ньютона,

О симметрии уравнений Максвелла. Уравнения М акс
велла не симметричны относительно электрического и маг
нитного полей. Это обусловлено опять ж е тем, что в природе 
сущ ествую т электрические заряды , но нет зарядов магнит
ных (насколько известно в настоящее время). Вместе с тем



в нейтральной однородной непроводящей среде, где р =  О 
и ] =* 0, уравнения М аксвелла приобретают симметричный 
вид, т. е. Е так связано с дВ /д/, как В с дЕ /д/:

дВ
дТ

? х Е = —  дВ;д1, =
( 10. 18)

УхН=дО/д^, У В = 0 . 1

Симметрия уравнений относительно электрического и 
магнитного полей не распространяется лиш ь на зн ак  перед 
производными д В /д / и дЫ Ы .  Различие в зн а к а х  перед этими 
производными показывает, что линии вихревого электри
ческого поля, индуцированного изменением поля В, обра
зуют с вектором дВ/д* левовинтовую систему, в то время 
как линии магнитного поля, индуцируемого изменением Р, 
образуют с вектором д О Ш  пра
вовинтовую систему (рис. 10.4).

О электромагнитных волнах.
Из уравнений М аксвелла сле
дует важный вывод о существо
вании принципиально нового 
физического явления: электро
магнитное поле способно суще- Рис. ю.4
ствовать самостоятельно — без
электрических зарядов и токов. При этом изменение его 
состояния обязательно имеет волновой характер . Поля 
такого рода называют э л е к т р о м а г н и т н ы м и  
в о л н а м и .  В вакууме они всегда распространяю тся 
со скоростью, равной скорости света с.

Выяснилось такж е, что ток смещения (д О /д () играет 
в этом явлении первостепенную роль. И менно его присут
ствие наряду с величиной дЫдЬ и означает возможность 
появления электромагнитных волн. В сякое изменение во 
времени магнитного поля возбуждает поле электрическое, 
изменение же поля электрического, в свою очередь, возбуж
дает магнитное поле. За  счет непрерывного взаимопревра
щения или взаимодействия ойи и долж ны  сохраняться — 
электромагнитное возмущение будет распространяться в 
пространстве.

Теория М аксвелла не только п редсказала возможность 
существования электромагнитных волн, но и позволила 
установить все их основные свойства, а именно: любая 
электромагнитная волна независимо от ее конкретной 
формы (это может быть гармоническая волна или электро
магнитное возмущение произвольной формы) характери
зуется следующими общими свойствами:



1) ее скорость распространения в непроводящей ней* 
тральной неферромагнитной среде

у =  с/ 1 'ец , гце с = 1 / У ё ы ч ;  (10.19)

2) векторы  Е , В и V (скорость волны) в з а и м н о  
п е р п е н д и к у л я р н ы  и образую т п р а в о в и н т о 
в у ю  с и с т е м у  (рис. 10.5). Т акое правовинтовое соот
ношение явл яется  внутренним, свойством электромагнитной 
волны, не зависящ им ни от какой координатной системы;

3) в электромагнитной волне векторы Е и В всегда ко
леблю тся в одинаковых фазах (рис. 1 0 .6 , где показана мгно
венная «фотография» волны), причем между мгновенными

Ь с

Рис. 10.5

значениям и Е  и В  в  любой точке существует определенная
связь , а именно Е =  иВ, или

\ г ч&а Е  =  \ г иио И . (10.20)

Это значит, что £  и И  (или В) одновременно достигают
максимума, одновременно обращаются в нуль и т. д.

П онимание того, что из дифференциальных уравнений
(10.18) вы текала возможность сущ ествования электромаг
нитных волн- позволило М аксвеллу с блестящим успехом 
развить электром агнитную  теорию света.

§ 10 .4 . Э Н Е РГ И Я  И  ПОТОК Э Н Е РГ И И .
В Е К ТО Р П О Й Н ТИ Н ГА

Теорема П ойнтинга. Исходя из представления о локали
зации энергии в самом поле и руководствуясь принципом 
сохранения энергии, мы должны заклю чить, что если в 
какой-то определенной области энергия уменьшается, то 
это может происходить только за счет ее «вытекания» через 
границы рассматриваемой области (среда предполагается 
неподвижной).



В этом отношении существует ф орм альная аналогия 
с законом сохранения з а р я д а — уравнением  (5.4). Смысл 
этого закон а в том, что убыль за р я д а  в данном объеме за 
единицу времени равна потоку вектора ]' сквозь поверх
ность, охватываю щ ую  этот объем.

Т ак и в случае закона сохранения энергии следует 
признать, что существует не только плотность энергии до 
в данной области, но и некоторый вектор 5 , характеризую 
щий п л о т н о с т ь  п о т о к а  э н е р г и и .

Если говорить только об энергии электромагнитного 
поля, то его полная энергия в данном  объеме будет изме
няться как  за  счет вытекания ее из объема, так  и за  счет 
того, что поле передает свою энергию  вещ еству (заряж енны м 
частицам), т, е. производит работу н ад  веществом. М акро
скопически это утверждение можно зап и сать так:

где с!А — элемент поверхности.
Это уравнение выражает т е о р е м у  П о й н т и н г а :  

убыль энергии за единицу времени в данном объеме равна 
потоку энергии сквозь поверхность , ограниченную этим  
объемом, плн1С работа в единицу времени  (т. е. мощность Р), 
которую поле производит над зарядами вещества внутри  
данного объема.

В уравнении (10.21) ¡Р =  \^ А У ,  ш — плотность энергии 

поля, Р  =  5]Ес1У, ] — плотность то ка , Е —  напряженность 
электрического поля. Приведенное вы раж ение для Р  можно 
получить так . З а  время (И поле Е соверш ит над точечным 
зарядом д работу ЬА =  д Е - и 61, где и —  скорость заряда. 
Отсюда мощность силы <?Е равна Р  =  диЕ. П ереходя к рас
пределению зарядов, заменим <7 на рс1К, р — объемная 
плотность зар яд а . Тогда (1Р =  р и Е б й  =  ]Е(1У. Остается 
проинтегрировать с1 Р по интересующ ему нас объему.

Следует отметить, что мощность Р  в (10.21) может быть 
как  положительной, так и отрицательной. Последнее имеет 
место в тех случаях , когда полож ительны е заряды  в веще
стве движ утся против направления поля Е или отрицатель
н ы е— в противоположном направлении. Н апример, так  
обстоит дело в точках среды, где помимо электрического 
поля Е действует и поле Е* сторонних сил. В этих точках

( 10.21)



} =  о  (Е +  Е * ), и если Е* | |  Е и по модулю Е* >  Е , то 
]Е в  вы раж ении д ля  Р  оказывается отрицательным.

П ойнтинг получил выражения для плотности энергии 
ш и вектора 8 , воспользовавшись уравнениями М аксвелла 
(этот вывод мы приводить не будем). Если среда не содержит 
сегнетоэлектриков и ферромагнетиков (т. е. нет явления 
гистерезиса), то  плотность энергии электромагнитного поля

ЕО , ВН
2 - 2 ’

( 10.22)

Заметим, что отдельные слагаемые этого выражения мы 
получили ранее [см. (4.10) и (9.32)].

Плотность ж е потока энергии электромагнитного поля — 
вектор, называемый в е к т о р о м  П о  й н т  и н г а , '  —
определяется к а к  ________

‘ ' (10.23)5 =  [ЕИ1.

Строго говоря , для обеих величин, ю и 5, из уравне
ний М аксвелла нельзя получить однозначных выражении; 
приведенные вы раж ения являются простейшими из беско
нечного числа возможных. Мы должны поэтому рассматрн- 
вать эти вы раж ения как  постулаты, справедливость которых 
долж на быть подтверж дена согласием выводимых из них 
следствий с опытом.

На нескольких примерах мы увидим, что хотя результаты, 
получаемые с помощью последних двух формул, иногда 
вы глядят странны ми, обнаружить в них чего-то невероят
ного, какого-либо расхождения с опытом не удается. А это 
и является свидетельством тому, что оба выражения п ра
вильные.

Пример 1. П оток энергии в электромагнитной волне (в вакууме).
Вычислим энергию АУР, проходящую за время с1/ через единичную пло
щадку, перпендикулярную  направлению распространения волны.

Если в месте нахож дения этой площадки известны значения Е и В,
то

где и> — плотность энергии, ш =  г0Е3/2 +  ц 0Я 3/2. Д л я  электромагнит
ной волны в соответствии с ( 10.20)

е0£ а*=М/!.
Это значит, что в электромагнитной волне плотность электрической 
энергии в любой момент равна плотности магнитной энергии в той же 
точке, и можно записать для плотности энергии:

ш —



Ш  =  г 0Е*с Ы  -  ^ 1 &■

Теперь выясним, что му получим, если воспользуемся вектором  
Пойнтинга. Эту же величину м ож но представить через модуль в е к 
тора Э так:

6Г  =  5 <И 1 ЕИ Ы *= ^р-о/Ио £• Л.

Таким образом, оба выражения — для  ш и $  — приводят к оди на
ковому результату (последние две формулы ).

Пример 2. Выделение теплоты а проводнике.
Пусть по прямому проводу кр у гл о го  сечения радиусом а течет 

ток /  (рис. 10.7). Поскольку провод обладает сопротивлением, то вдоль  
него действует некоторое электрическое поле Е. Такое же значение Е 
будет и у поверхности провода в ваку у м е . Кроме того, наличие то ка

порож дает и магнитное поле. {То тео 
реме о циркуляции  вектора Н вблизи  
поверхности провода 2п а п  =  / ,  Н  =  
=  / /2 я а .  Векторы Е и Н р асполож е
ны так , что вектор Пойнтинга н а п р а в 
лен внутрь провода нормально к его  
боковой поверхности (рис. 10.7). С ле-

I
-------------- » ■ ■ -  ?г

Рис. 10.8

ловательно, электромагнитная эн ергия втекает внутрь провода из 
окружаю щ его пространства! Но согласуется ли это с количеством 
теплоты, выделяемым в проводнике? Подсчитаем поток электром агнит
ной энергии сквозь боковую поверхность участка провода длины /:

Е И  • 2лл /* = 2 даЯ  • £ /  — /  • У - Я / * ,

где учтено, что и  — это разность потенциалов на концах дан н ого  
участка, — его сопротивление. Таким  образом, мы приходим к том у , 
что поток электромагнитной энергии поступает в провод извне и ц е л и 
ком превращ ается в джоулеву теплоту. С огласимся, что вывод неож идан
ный.

Заметим, что в источнике тока вектор Е направлен против тока  / ,  
поэтому в области источника вектор П ойнтинга направлен н ар у ж у : 
там электромагнитная энергия выходит в окружаю щ ее пространство, 
г. е. оказывается, что энергия от источника тока передается не вдоль  
проводов, а через окружающее проводник пространство в виде потока 
электромагнитной энергии — потока вектора в.

Пример 3. На рис. 10.8 показан участок двухпроводной ли н и и .  
Известны направление тока в проводах и тот факт, что пот енциалы  
проводов (р! <  фа. Можно ли  установить, где находится источник т ока  
(генератор), слева или справа?

Ответ можно получить, если воспользоваться вектором П ойнтинга. 
В нашем случае между проводами вектор Е направлен вниз, а вектор

Рис. 10.7



Н — за плоскость р и сун ка , поэтому вектор в  =  |Е Н | направлен вправо, 
т . е. источник тока  находится  слева, потребитель — справа

Пример 4. Зар ядка  конденсатора. Возьмем плоский конденсатор 
с круглыми обкладками радиусом а. Пренебрегая краевыми эффектами 

(рассеянием поля), найдем поток электро
магнит ной энергии сквозь боковую «поверх- 
ность» конденсатора, ибо только там век
тор Пойнтинга Ь направлен внут рь конден
сатора (рис. 10.9).

На этой поверхности имеется меняю
щ ееся электрическое поле Е и вызванное 
его изменением магнитное поле Н. По тео
реме о циркуляции вектора Н следует, что 
2л а Н  =  па*дО/д(, где справа стоит ток сме
щ ения через контур, показанный на рис. 10.9 
пунктиром. Отсюда И  =  1/8 а д й /д ( .  Если 

расстояние между обкладкам и Л, то поток вектора в  сквозь боковую 
поверхность есть

Е Н 2паН = *Е  -л- ~ 2 л а к ^ Е ^ У ,  (1)2 д( д1 '

где V =  я а*Н — объем конденсатора. Будем считать, что этот поток 
идет целиком на увеличение энергии конденсатора. Тогда, умножив 
(1) на сЗ/, получим приращ ение энергии конденсатора за время <3/:

а и? =  е  ¿ о  ■ у  =*(1 у ) =  й { ^ г у ) ‘

Проинтегрировав это уравнение, найдем формулу для энергии \И/ за 
ряженного конденсатора. Таким образом, и здесь оказывается все 
в порядке.

§ 10.5. И М П У Л Ь С  ЭЛЕК ТРО М А ГН И ТН О ГО  П О ЛЯ

Давление электромагнитной волны. М аксвелл теорети
чески показал, что электромагнитные волны, отраж аясь 
или поглощ аясь в телах , на которые они падают, оказывают 
на них давление. Это давление возникает в результате воз
действия магнитного поля волны на электрические токи, 
возбуждаемые электрическим  полем той ж е волны.

Пусть электром агнитная волна распространяется в одно
родной среде, обладаю щ ей поглощением. Н аличие погло
щения означает, что в среде будет выделяться джоулева 
теплота с объемной плотностью а £ а  поэтому о  = ^ 0 , т. е. 
поглощающая среда обладает проводимостью.

Электрическое поле волны в такой среде возбуждает 
электрический ток с плотностью ] =  а Е . Вследствие этого 
на единицу объема среды действует амперова сила Рел =* 
=  ( ]В] =  а  [ЕВ1, направленная в сторону распространения 
волны (рис. 10.10). Э та сила и вызывает давление электро
магнитной волны.



При отсутствии поглощения проводимость а  =  0 и Ред =  
=  0 , т. е. в этом случае электромагнитная волна не оказы 
вает никакого давления на среду,

Импульс электромагнитного поля. П оскольку электро
магнитная волна оказы вает давление на вещ ество, последнее 
приобретает определенный импульс. Н о в замкнутой сис
теме, состоящей из вещества и электромагнитной волны, 
возникло бы наруш ение закона сохранения импульса, если 
бы импульсом обладало только вещество.

Импульс такой системы может сохран яться  лиш ь при 
условии, что электромагнитное поле (волна) такж е обладает 
импульсом: вещество приобретает импульс за счет импульса, 
передаваемого ему электромагнитным полем.

Введем понятие п л о т н о с т и  и м п у л ь с а  й  
электромагнитного поля как величину, численно равную 
импульсу поля в единице объема. Расчет, который мы не 
будем здесь приводить, показывает, что плотность импульса

б** Б/с2, (10.24)

где 8  =  [ЕН] — вектор Пойнтинга. К ак  и вектор Б, плот
ность импульса О является, вообще говоря, функцией вре
мени и координат.

Рис. 10.10

Д ля электромагнитной волны в вакуум е согласно (10.20) 
У е 0 Е =  У [ 1 0 Н ,  поэтому плотность энергии  до и модуль 5  
вектора П ойнтинга равны соответственно:

ш «= е$Е*/2 +  р.0Я»/2 -= ецЕ*, Э =  Е Н  «= У е^/Цо Я8-

Отсюда следует, что 5  *= и>/У в0ц,0. А т а к  к ак  У е0ц0 =  1 /с, 
с — скорость света в вакууме, то 5  =  ш ,  и из формулы
(10.24) вытекает, что для электромагнитной волны в вакууме

О =  !£//(. ( 10.26)



Т акая  ж е связь  между энергией и импульсом присуща (как 
показывается в теории относительности) частицам с нулевой | 
массой покоя. Это и естественно, поскольку согласно кван
товым представлениям  электромагнитная волна эквивалент
на потоку ф о то н о в— частиц с нулевой массой покоя.

Еще о давлении электромагнитных волн. Вычислим 
с помощью формулы (10.25) давление электромагнитной 
волны на тело, когда волна падает нормально на его поверх
ность и частично отражается в противоположном направле
нии. С огласно закону сохранения импульса р0 =  ро +  р, 
где р0, ро — импульсы падающей и отраженной волн, 
р — импульс, переданный телу (рис. 10.11). Спроектировав 
это равенство на направление падающей волны и отнеся 
все величины к единице времени и к единице площади попе
речного сечения, получим

р =  Ро +  =  (0> с 4-  (С'> с,

где (б )  и <(7') —  средние значения плотности импульса 
в падающ ей и отраженной волнах. Остается учесть связь
(10.25) между (С?) и (до) и тот ф акт, что < ш ' } =  р (ьи), 
где р — к о э ф ф и ц и е н т  о т р а ж е н и я .  В резуль
тате предыдущ ее выражение примет вид

/)■ = (]+ р )  <ш>. (10.26)

Здесь величина р  по своему смыслу есть не что иное,как 
давление электромагнитной волны на тело. При полном 
отраж ении р =  1 и давление р — 2 (ш>, при полном 
поглощ ении р =  0  и р =  (ш).

О стается добавить, что давление электромагнитного 
излучения обычно бывает очень малым (исключе>ше состав
ляет давление мощных пучков лазерного излучения, осо
бенно после ф окусировки пучка, а такж е давление излуче
ния внутри горячих звезд). Н апример, давление солнечного 
излучения на Зем ле составляет несколько единиц на 10"® Па, 
что в 10го р а з  меньше атмосферного давления. Несмотря на 
ничтожные значения этих величин, экспериментальное 
доказательство существования электромагнитных волн — 
светового давлен ия —  было получено П. Н . Лебедевым. 
Результаты  эти х  опытов оказались в согласии с электро
магнитной теорией света.

Задачи

ф  (0.1. Ток смещ ения. Точечный заряд ц движется равномерно 
и прямолинейно с нерелятивистской скоростью Н айт и вектор плот 
ности тока смещ ения в  точке Р, находящейся на  расстоянии г от за 



ряда на прямой: 1) совпадающей сего  т раект орией; 2) перпендикуляр
ной его траектории и проходящей через заряд .

Р е ш е н и е .  Плотность тока смещения ] см =  сЮ/<3/, поэтому ре
шение задачи сводится к определению вектора Р  в указанных точках 
и нахождению его производной по времени. В обоих случаях Р  =  
=  1/еЛ/ 4п гг, где е Л — орт вектора г. Найдем производную  дО /д(

1. В точке Р , (рис. 10.12, где предполагается, что ц >  0)

ОР 2д дг __ 2 д \
д1 ^  4л/ 3 д( 4плз ’

здесь учтено, что для точки Рх производная д г /д (  =» — и. Если бы точка Р\ 
находилась не перед зарядом ¿7 (по ходу его  движ ения), а за ним, то 
сектор .)С(Н был бы направлен в ту же сторону и имел бы тот же модуль. 

Итак, если ц >  0, вектор ] см V, и наоборот.
2. В точке Р2 (рис. 10.12) (Ш |/£> =  ойИг, поэтому можно запи

сать:
дО/д1 =  — ^ / 4 л г 3

Если 9 >  0, то | см V , и наоборот.
ф  10.2. Ток, текущий по длинному прям ом у соленоиду, радиус  

сечения которого /?, меняют так. что магнит ное поле внут ри соленоида 
возрастает со временем по закону В  =  где  р — постоянная. Н айт и  
плотность тока смещения как функцию расст ояния г от оси соленоида-

йО

Р е ш е н и е .  Чтобы определить плотность тока смещения, надо 
согласно (10.5) сначала найти напряж енность электрического поля — 
здесь оно будет вихревым. В оспользовавш ись уравнением М аксвелла 
для циркуляции вектора Е, запишем:

2ягЕ  =  пг%дВ/д1, £  =  (г <  Я);

2 ягЕ  =  пЯ Ч В !д\, Е = *№ $1/г (г >  Я).

Теперь по формуле ¡сы =  щ>дЕ /д( найдем плотность тока смещения:

/ си  =  р<,рг ( л < Д ) ;  / е11 =  КоР Д ! / '  ( г > Я )

График зависимости /см (г) показан на рис. 10.13.
ф  10.3. Плоский конденсатор образован двумя дисками, между 

которыми находится однородная слабо проводящая среда. Конденсатор 
зарядили и отключили от источника напряж ения. Пренебрегая краевыми



эффектами, показать, что магнитное поле внут ри конденсатора от
сутствует.

Р е ш е н и е .  М агнитное поле будет отсутствовать, потому что 
полный ток (ток проводимости плюс ток смещения) равен нулю. Это и 
надо показать. О братим ся к плотности тока. П усть в некоторый момент 
плотность тока проводимости равна Ясно, что j со й , причем 0  =  
=  ап , где о  — поверхностная плотность заряда на положительно за
ряженной обкладке; п — нормаль (рис. 10.14).

Наличие тока проводимости приводит к уменьшению поверхност
ной плотности зар я д а  о ,  а следовательно, и Э  — ток проводимости будет 
сопровождаться током смещения. Плотность последнего

]си =* дО /д( =  (да/д() п =  — /п *= — }.

Отсюда следует, что действительно

1полн =  J "I- 1сма= -̂ 
ф  10.4. Пространство между обкладками плоского конденсатора, 

имеющими форму кр углы х  дисков, заполнено однородной слабо проводящей 
средой с удельной проводимостью  о  и диэлектрической проницаемостью г. 
Пренебрегая краевыми эффектами, найт и модуль вектора Н между об
кладками на расст оянии г от их оси, если напряж енность электриче
ского поля меж ду обкладками меняется со временем по закону Е =  
—  Е т  СОЭ (1)/.

¿т у т

Рис. ¡0.J4

Р е ш е н и е .  Из уравнения М аксвелла для циркуляции вектора Н 
следует, что

2 я г Я  =  ( / л + е е о - ^ - )  пт*.

Принимая во вним ание закон Ома /л =  о Е п (/), получим

Н [е п (о  соз аз/ —  е е 0ш sin  to/)-

Преобразуем вы раж ение в скобках к косинусу. Д л я  этого умножим 
н разделим это вы раж ение на /  =  У  а3 +  ( e e ^ ) 2, а затем введем угол 6 
по формулам o l f  —  cos б, ев0© / / =  sin б. Тогда

Н  шж 1/аrE m У  о* +  (ее0й )а eos (cúí -f- 6)

ф  10.5. Точечный заряд  q движется в вакууме равномерно и прямо
линейно с нерелят ивист ской скоростью v. Воспользовавшись уравнением  
М аксвелла для  ц и р к уля ц и и  вектора Н, получить выражение для  Н 
в точке Р, положение которой относительно заряда характеризуется 
радиус-вектором  г (рис. 10.15).



Р е ш е н и е .  Из соображений симметрии ясно, что в качестве 
контура, по которому надо брать циркуляцию  вектора Н, следует взять 
окруж ность с центром О (ее след показан на рис. 10.16 пунктиром). 
Тогда

2 п К Я - ~  £  (1)

где /? — радиус окружности.
Найдем поток вектора Р  сквозь поверхность, ограниченную  этой 

окружностью . Проше всего, если эту поверхность 5  в зя ть  сферической

Рис. 10.17

с радиусом кривизны г  (рис. 10.16). Тогда поток вектора D через эле
ментарное кольцо, взятое на данной сферической поверхности, есть

D d S - Л ~ г  2 jv  sin а '  • г d a ' =  sin a '  d a ' ,
4л г* ¿

а весь поток через выбранную поверхность

С D d 5 = = -|-  (1 — c o s a ) . (2)

Теперь согласно (1) продифференцируем (2) л о  времени:

(3)

При перемещении заряда из точки /  в точку 2 (рис. 10.17) на расстоя
ние имерм гйа, откуда

da
rí 1

v sin a
(4)

После подстановки (4) в (3), в затем (3) в (1) получим

Н ~*qur sin а /4лг*, (5)

где учтено, что Н “  г sin  а .  Соотношение (5) в векторной форме имеет 
вид



Мы видим, таким образом, что постулированное нами ранее выражение 
<6-3) является  следствием уравнений М аксвелла.

ф 10.6. Ротор Е. В  некоторой области инерциальной системы от
счета имеется вращающееся с угловой скоростью ш магнитное поле, 
модуль которого В — const. Найт и  VX Е в т о й  области как функцию  
векторов ш и В.

Р е ш е н и е .  Из уравнения VX Е =  — дЪ 'д! видно, что вектор 
VX Е направлен противоположно вектору dB, а его модуль можно 
вы числить с помощью рис. 10.18:

dB , = 5  • О) d i, , d B /d / ,= Я о ).
Поэтому

V х  Е «=— [о)В]

ф  10.7. Вектор Пойнтинга. Протоны, имеющие одинаковую ско
рость v, образуют пучок круглого сечения с током 1. Найт и направление 
и  модуль вектора Пойнтинга  S вне пучка на расстоянии г от его оси.

dB

Рис. 10.18 Рис. 10.19

Р  е ш е н и е. Из рис. 10.19 видно, что 5 ^  V. Найдем модуль век
тора 8 : 5 — Е Н , где Е  и Н  зависят от г. По теореме Гаусса

2 пгЕ  «= Я/ео,

где X —  за р я д  на единицу длины пучка. Кроме того, по теореме о цир
к уляц и и  вектора Н

2 л а // =  /

О п ределяя £  и Н  из последних двух уравнений и учитывая, что I  — 
=  Ас, получаем

5  =  Е Н  <=* / 2/4л*кл1Т’г

Ф  10. 8. Ток, протекающий по обмотке длинного прямого соленоида, 
увеличиваю т . Показать, что скорость возрастания энергии магнитного 
поля  в соленоиде равна потоку вектора Пойнтинга через его боковую 
поверхность.

Р е ш е н и е .  При возрастании тока увеличивается магнитное поле 
в соленоиде, а значит, появляется вихревое электрическое поле. Пусть 
радиус сечения соленоида равен а. Тогда напряженность вихревого 
электрического поля у боковой поверхности соленоида можно опреде
лить с помощью уравнения М аксвелла, выражающего закон электро
магнитной индукции:

о с  * дВ -  о дВ 2ла£ =  л ^ - э г , £ «  - ж .



Поток энергии через боковую поверхность соленоида можно представить 
в таком виде:

Ф - Е Н .

где I — длина соленоида, па21 — его объем.
Таким образом, мы видим, что поток энергии^через боковую поверх« 

ность соленоида (поток вектора П ойитинга) равен скорости изменения 
магнитной энергии внутри соленоида:

Ф =  5  ■2па1 =  д№{д1.

ф  10.9. Энергия от источника постоянного напряж ения С/ пере
дается к  потребителю по длинному коаксиальном у кабелю с пренебре- 
жимо малым сопротивлением. Ток в кабеле I .  Н айт и поток энергии  
через поперечное сечение кабеля.
Внеш няя проводящая оболочка ка - 
беля тонкостенная.

Р е ш е н и е .  Искомый поток 
энергии определяется формулой 

ь
Ф =  ^ 5  . 2 к г й г % (1)а

где 5  — Е Н  —  плотность потока, ^ ис' ^ - 2 0
2пгйг — элементарное кольцо ш и
риной с\г, в  пределах которого 5  одинаково, а и Ь —  радиусы внутрен
него провода и внешней оболочки кабеля (рис. 10.20). Д л я  вы числения 
»того интеграла необходимо знать зависим ость 5  (г), или Е  (г) н Н  (г). 

С помощью теоремы Гаусса получим

2я л £  =  Ь/еа, (2)

где Л, —  зар я д  провода на единицу длины . Д алее, по теореме о ц и р к у 
ляции

2ллЯ =  / .  (3)

После подстановки Я и Я  из формул (2) и (3) в вы раж ение (I) и интегри* 
рования получим

Ф а —  1 а — . (4)
2лео а '

В условии задачи Я, а и Ь не заданы , вместо них дано {/, Н айдем  
связь между этими величинами:

ь
и -  Г Е 1 г Д .  (5)J 2яео о '  *

а
Из сопоставления (4) и (5) следует, что

Ф  « = [ // .

Это совпадает со значением мощности, выделяемой на нагрузке.
ф  10.10. П лоский воздушный конденсатор, пластины которого  

имеют форму дисков радиусом а, подклю чили  к  переменному гармоничен 
скому напряж ению частоты ю. Н айт и отнош ение максимальных значе
ни й  магнит ной и блектрической энергий  внут ри конденсатора.



Р е ш е й и е .  П усть напряж ение на конденсаторе меняется по 
закону U — U m c o s (ú i  и расстояние между пластинами конденсатора 
р;и по Л. Тогда эл ектр и ческая  энергия конденсатора

W ^ - ^ я а Ч  = * eos*túí. (I)

Магнитную энергию  определим ло формуле

(2)
Необходимую д л я  вы числения этого интеграла величину В  найдем 

из теоремы о ц и р ку л яц и и  вектора Н: 2кг Н  =  n r 2DD/dt. Отсюда, нмся
в виду, что Н  =  В!\хо и d D /d t— — е„ (U m/h)(ú sin  со/, получим

1 rtoU,,,
В  = 2'  е0Цй— — | sin сз/ ]. (3)

Остается подставить (3) в  (2), где в качестве dV  надо взять эле
ментарный объем в  виде кольца, для которого d V  =  2 n rd r-h . В ре
зультате интегрирования найдем

(4)

Отношение максим альны х значений магнитной энергии (4) к электри
ческой энергии (I) таково:

И' 9. макс О
Например, при а  =  б  см и ш =  1000 с"1 это отношение равно 

5-10-1?.

Г л а в а  И  
Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Е  К О Л Е Б А Н И Я

§ 11 .1 . У Р А В Н Е Н И Е  К О Л Е Б А Т Е Л Ь Н О Г О  К О Н Т У РА

Условие кваэистационарности. Когда происходят элек
трические колебания, ток  в цепи изменяется во времени и, 
вообще говоря, в каж ды й  момент ток оказы вается не одина
ковым на разны х у ч астках  цепи (из-за того что электромаг
нитные возмущ ения распространяю тся хотя и с  очень боль
ш ой, но конечной скоростью ). Однако имеется много слу
чаев, когда мгновенны е значения тока оказы ваю тся практи
чески одинаковыми на всех участках цепи (такой ток назы
ваю т к в а з и с т а ц и о н а р н ы м ) .  Д л я  этого все изме
н ен и я  во времени долж н ы  происходить настолько медленно,



чтобы распространение электром агнитны х возмущений м ож 
но было считать мгновенным. Е сли  / —  длина цепи, то  на 
прохождение длины I электром агнитное возмущение за т р а 
чивает время порядка т =  11с. Д л я  периодически изм еняю 
щихся токов условие квазистационарности будет вы п ол
нено, если

т  =  ( / с < 7 \

где Т  —  период изменений.
Н апример, для цепи длиной / =  3 м время т =  1О~0 с 

и токи можно считать квазистационарньш и вплоть до  
частот 10° Г ц  (это соответствует Т  =  10"® с).

В этой главе мы всюду будем предполагать, что в р а с 
сматриваемых нами случаях условие квазистационарности  
выполняется, и токи будем считать к в а з и с т а ц и о н а р ,  
н ы м и. Это позволит нам и сп ользовать формулы, получен
ные в статических полях. В частности, мы будем исп оль
зовать тот факт, что мгновенные значения квазистационар- 
ных токов подчиняются закону О м а.

Колебательный контур. В цепи, содержащей катуш ку  
индуктивности I  и конденсатор емкости С, могут возн и к
нуть электрические колебания. П оэтому такую  цепь н азы 
вают к о л е б а т е л ь н ы м  к о н т у р о м .  В ы ясним , 
каким  образом  в колебательном контуре возникают и под
держ иваю тся электрические ко л еб ан и я .

П усть вначале верхняя об кладка  конденсатора за р я ж е н а  
полож ительно, а ниж няя отрицательно (рис. 11.1, а ). П р и  
этом вся энергия колебательного кон тура сосредоточена 
в конденсаторе. Замкнем ключ К .  Конденсатор начнет р а з 
р яж аться , и через катушку Ь  потечет ток. Э лектрическая 
энергия конденсатора начнет превращ аться  в м агнитную  
энергию катуш ки. Этот процесс закон чи тся, когда конден
сатор полностью разрядится, а то к  в цепи достигнет м акси 
мума (рис. 1 1 .1 , б). С этого м омента ток , не меняя н а п р ав 
ления, начнет убывать. О днако он прекратится не ср азу  —• 
его будет поддерживать э. д. с. самоиндукции. Т ок будет 
п ерезаряж ать конденсатор, возн и кн ет  электрическое поле, 
стремящ ееся ослабить ток. Н акон ец , ток прекрати тся , а 
заряд  на конденсаторе достигнет м аксим ум а. С этого м ом ента 
конденсатор начнет разряж аться о п ять , ток  потечет в о б р ат 
ном направлении и т .д .  —  процесс будет повторяться.

В контуре при отсутствии сопротивления проводников 
будут соверш аться строго периодические колебания. В ходе 
процесса периодически изменяю тся за р я д  на об кл адках



конденсатора, н ап р яж ен и е  на нем и ток  через катуш ку. 
Колебания сопровож даю тся взаимными превращ ениями 
энергии электрического  и магнитного полей.

Если ж е сопротивление проводников Я Ф  0, то помимо 
описанного процесса будет происходить преобразование 
электромагнитной энергии  в джоулеву теплоту.

Сопротивление проводников цепи #  принято называть 
а к т и в н ы м  с о п р о т и в л е н и е м .

К *

I о
6)

Рис. 11.1 Рис. 11.2

Уравнение колебательного контура. Н айдем уравнение 
колебаний в кон туре, содержащем последовательно соединен
ные конденсатор С,  катуш ку индуктивности активное 
сопротивление Я  и внешнюю переменную э. д . с. <$ 
(рис. 1 1 .2 ).

Прежде всего вы берем положительное направление об
хода контура, наприм ер по часовой стрелке. Обозначим 
через ц зар я д  той обкладки конденсатора, направление 
от которой к другой  обкладке совпадает с выбранным поло
жительным направлением  обхода контура. Т огда ток в кон
туре определяется к ак

/« < 1?/<К. (11.1)

Следовательно, если /  >  0, то и 6д >  0, и наоборот (знак /  
совпадает со зн аком  (!</).

Согласно зак о н у  О м а для участка цепи 1Я 1 2

/?/ = ф 1 —фа+й'лЧ“#, (4 .2)

где —  э. д . о. самоиндукции. В нашем случае

Ж,«»— ¿с1//<М и <р8—ф!«=?/£

(знак ^ долж ен совпадать со знаком разности <р3 —  <р,, 
ибо 0  0). П оэтом у уравнение (11.2) можно переписать 
в виде



или с учетом (11.1) и после деления на L  как

. da<j . D do 1 ûg
L~ d ïï^ 'R ' à r + C q ” ^

Это и есть у р а в н е н и е  к о л е б а т е л ь н о г о  
к о н т у р а  — линейное дифференциальное неоднородное 
уравнение второго порядка с  постоянными коэфф ициентами. 
Н айдя с помощью этого уравн ен и я  q (¿), мы можем л е г к о  
вычислить напряж ение на конденсаторе как  Uc  « < р а —  
— 4*1 — д!С  и силу тока /  по формуле ( 1 1 . 1).

Уравнению колебательного кон тура можно придать иной  
вид:

ÿ +  2 M - |- o )lq =  S /L ,  (1 1 .5 )

где введены обозначения
о » ; - 1 / а : .  ( м . в )

Величину «о называют с о б с т в е н н о й  ч а с т о т о й  
контура, р — к о э ф ф и ц и е н т о м  з а т у х а н и я .  
Смысл этих названий мы вы ясним  ниже.

Если =  0, то колебания п ри н ято  назы вать с в о б о д 
н ы м и .  П ри Я =  0 они будут н е з а т у х а ю щ и м и ,  
при —  затухающ ими. Рассмотрим п оследовательно
все эти случаи.

§ 11 .2 . С ВО БО ДН Ы Е Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Е  К О Л Е Б А Н И Я

Свободные йезатухающие колебания. Если в кон туре  н ет  
внешней э, д. с. % и активное сопротивление Я =* 0 , то  к о л е 
бания в таком  контуре яв л яю тся  с в о б о д н ы м и  н е 
з а т у х а ю щ и м и .  Их уравнение-— частный с л у ч а й  
уравнения (11.5), когда £  =  0 и Я  »  0:

? - Ь а ) ; ? = 0 .  (1 1 .7 )

Реш ением  этого уравнения я в л я е т с я  ф ункция
Я^Ят сое (соц̂  +  а), ( П .8)

где дт — амплитудное значение зар я д а  на о б кл адк е  ко н 
денсатора; о>0 — собственная частота контура; а —  н а ч а л ь 
ная ф аза. Значение (о0 определяется только свойствами с а 
мого контура, значения же <?„, и а  —  начальными у сл о в и ям и . 
В качестве таковых можно в зя ть , например, значения з а р я д а  
ц и тока /  =  ^ в момент ( ** 0 .



Согласно (11.6) о>0 =  1 /у Т С , поэтому период свободных 
незатухаю щ их колебаний

Т ,  =  ,2л / ¿ С  (11.9)

( ф о р м у л а  Т о м с о н а ) .
Н айдя ток  /  (дифференцированием (11.8) по времени) и 

имея в виду, что н ап ряж ение на конденсаторе находится 
в фазе с зарядом </, нетрудно убедиться, что при свободных 
незатухаю щ их колеб ан и ях  ток /  опережает по фазе напря
ж ен ие на конденсаторе н а  я /2 .

П ри решении некоторы х вопросов можно использовать 
и энергетический подход.

Пример. В колебательном контуре происходят свободные незату
хающ ие колебания с анергией  № . Пластины конденсатора медленно раз
двинули так, что частота колебаний увеличилась в 1] раз. Какую работу 
совершили при этом прот ив электрических сил?

Искомую работу м ож но представить как  приращ ение энергии 
контура:

2 \С

С  другой стороны, 0Э0 СО I /  С, поэтому Т) =  (Оц/сОо =* У С  ¡С' и, 
значит,

Л  =  № Д О — 1).

Свободные затухаю щ ие колебания. Каж ды й реальный 
контур обладает активны м  сопротивлением, и энергия,
запасенная в контуре, постепенно расходуется на нагрева
ние. Свободные колебания будут затухающими.

Уравнение данного колебательного контура мы получим, 
полож ив в (11.5) 8  =  0 . Тогда

? +  (11.10)

М ожно показать (но мы не будем этого делать, поскольку 
нас интересует д р у гая  сторона вопроса), что при <  «о 
решение этого однородного дифференциального уравнения 
имеет вид

е-Р'соз(ш/+а), (11. 11)
где _____________

£)'■ (ИЛ2)
а <7« и а  —■ прои звольны е постоянные, определяемые из 
начальны х условий. Г раф ик функции (11.11) показан на 
рис. 11.3. Видно, что эта  функция не периодическая, она 
определяет затухаю щ ие колебания.



Величину Т  =  2л/о) назы ваю т тем не менее п е р  и о д о м  
з а т у х а ю щ и х  к о л е б а н и й :

Т =  2:1 , = , _ ! » ------- , (11 .13 )

где Т 0 — период свободных незатухаю щ их колебаний.
М ножитель в (11.11) назы ваю т а м п л и т у д о й  

з а т у х а ю щ и х  к о л е б а н и й .  Зависим ость ее  от 
времени показана пунктиром на рис. 11.3.

Напряжение на конденсаторе и  ток в контуре. З н а я  
q (t)f можно найти напряж ение на конденсаторе и то к  в  к о н 
туре. Н апряж ение на конденсаторе

С/с e- ^cos ( cúí - f cc) .  ( П .  14)

Ток в контуре

1 е"^( C0S +  а >— ш sin (ш* + а )1.

Преобразуем выражение в квадратны х скобках к коси н усу . 
Д л я  этого умножим и разделим  это вы раж ени е на 
|Л о 2 +  (J2 =  шо. а затем введем 
угол 6  по формулам 
— Р/СОо — COS б, (0/0>ф — sin б. (11.15)

После этого выражение д ля  /  
примет вид

/  *  е-Р* eos ( Ы + а + б ) .  (11.16)

И з (11.15) следует, что угол 
б леж ит во второй четверти 
( л / 2 < 6 < я ) .  Это означает, 
что при наличии активного сопротивления R  то к  в  кон 
туре о п е р е ж а е т  по ф азе напряж ение (11.14) н а  кон 
денсаторе более чем на л /2 . Заметим, что при Я  =  0 опе
режение 6  =  л / 2 .

Графики зависимостей V e  (0  и /  (t) имеют вид, ан ал о 
гичный показанному на р и с . 11.3 для q ( t) .

Пример. Колебательный конт ур содержит конденсатор ем кост и С 
и  кат уш ку с активным сопротивлением R  и  индуктивностью L .  Н а й т и  
отношение энергии магнитного поля  к  энергии электрического поля  
в конт уре в момент максимума тока.

Согласно уравнению колебательного контура (11.3)

L l + R /+ - c ==a



В момент максимума тока  с1//<!/ =  О и Я / =  —<?/С. Поэтому искомое 
отношение

Величины, характеризую щ ие затухание.
1. К о э ф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я  р и в р е м я  

р е л а к с а ц и и  т —  врем я, за  которое амплитуда коле
баний уменьшается в е раз. И з формулы (11.11) нетрудно 
видеть, что

т - 1 / р .  (11.17)

2 . Л о г а р и ф м и ч е с к и й  д е к р е м е н т  з а т у 
х а н и я  Я. Он определяется как натуральный логарифм 
отнош ения двух значений амплитуд, взятых через период 
колебания Т:

ь - ь А - Р '  <1,Л8)
где а — амплитуда соответствующей величины (</, и ,  /) . 
И л и  иначе:

Х « 1  (11.19)

где  N e —  число колебаний за время т , т. е. за  врем я, в те
чение которого амплитуда колебаний уменьшается в е раз. 
Э то легко получить из формул (11.17) и (11.18).

Если затухание м ало (р* ^  со0*), то о> я«  ш0 =  1 ¡ У  Ю  
и согласно (11.18)

Ь в в р - г я / о ^ п Я / С / Г .  (11.20)

3. Д о б р о т н о с т ь  колебательного контура. По 
определению

Qв=яД«=Я^e, (11.21)

где  X —  логарифмический декремент затухания. Чем мень
ш е затухание, тем больш е р . При слабом затухании (Ра «< 
• <  ©о9) согласно (1 1 .2 0 ) добротность

<п'22)

И  еще одна полезная ф орм ула для ф в случае слабого зату х а
н и я

№
д ~ 2л б г '  - * (11,23)

где  —« энергия, зап асен н ая  в контуре, Ь й? —  уменьшение 
этой  энергии за  период колебания Т .  В самом деле, энергия 
V? пропорциональна квадрату  амплитуды заряда конден



сатора, т. е. W  cv  е"2^ . Отсюда относительное уменьшение 
энергии за  период 6 W /W  — 2$ Т  — 2Л. Остается учесть 
согласно (1 1 .2 1 ), что X, = л /Q.

В заклю чение отметим, что при ^  tog вместо колебаний 
будет происходить а п е р и о д и ч е с к и й  разр яд  кон
денсатора. Активное сопротивление кон тура, при котором 
наступает апериодический процесс, назы ваю т к р и т и 
ч е с к и м :

Я к р = 2 у Т / С .  * ( 1 1 . 2 4 )

Рассмотрим два примера.

П р и м е р  1 .  Колебательный конт ур имеет емкость С, индуктив
ность L и активное сопротивление R . Н айт и, через сколько колебаний 
амплит уда тока в этом контире уменьш ит ся в  е раз.

Амплитуда .тока (1т с о е 'Р ')  уменьш ится в е р аз за  время т *= !/{&. 
За это время совершится N e колебаний. Е сли Т  —  период затухаю щ их 
колебаний, то

N , - 1 . „  - iff—  = JL л Г W - i .
T  2n /V ^FT * 2л V \f>j 

Имея в виду, что ojg =  l /LC  н P =  R /2 L ,  получим

" • - s V m - 1-
П р и м е р  2 .  Н айт и время, за которое а м п ли т уд а  колебаний тока 

в контуре с добротностью Q уменьшится в  г| раз, если частота зат уха
ющих колебаний равна  (о.

Т ак к ак  амплитуда тока / т  с с е - ^ ,  то время /0, за  которое ампли
туда уменьшится в  т) раз, определяется уравнением т| =  е^*. Отсюда

С другой стороны, добротность Q такж е связан а  с 0:

Q = n / l .  »  я / р Г  =>  ш / 2 р .

Исключив р из последних двух уравнений, получим

§ Н .З .  В Ы Н У Ж Д Е Н Н Ы Е  Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Е  К О Л Е Б А Н И Я

Установивш иеся колебания. В ернемся к уравнениям 
колебательного контура (11.3) и (11.4) и рассмотрим случай, 
когда в контур включена внеш няя перем енная э. д. с. 
зависящ ая от времени по гарм оническом у закону;



Этот закон зани м ает особое положение благодаря свойствам 
самого колебательного контура сохранять гармонический 
вид колебаний при действии внешней гармонической э. д. с.

В данном случае уравнение колебательного контура 
записывается к ак

¿ - ^  +  fi/ +  c = ^ mC0SWÍ' (П,20)или
#  +  2fítf-fcü'(7 =  ( £ m/L)cosú)¿. ( П .27)

Реш ение этого уравнения, как  известно из математики, 
представляет собой сумму общего реш ения однородного 
уравнения (без правой части) и частного решения неодно
родного уравн ен и я .

Н ас будут интересовать только установивш иеся колеба
ния, т. е. частное решение этого уравнения (общее решение 
однородного уравнени я экспоненциально затухает, и по 
прош ествии некоторого времени оно практически исчезает, 
обращ ается в н уль). Нетрудно убедиться, что это решение 
имеет вид

£? =  COS <(0¿ —  -ф), ( 1 1 .2 8 )

где qm —  ам плитуда зар яда  на конденсаторе; ^  —  разность 
фаз между колебаниям и заряда и внешней э. д. с. И (11.25). 
К ак  мы увидим , qm и ^  определяются только  свойствами 
самого кон тура и вынуждающей э. д. с. Ш, причем оказы 
вается, что ^  >  0 , поэтому q всегда о т с т а е т  по фазе 
от %.

Чтобы определить постоянные qm и -ф, надо подставить 
(11.28) в исходное уравнение (11.27) и преобразовать полу
ченное вы раж ение. Мы ж е поступим несколько иначе (в це
лях  достиж ения больш ей простоты): сн ачала найдем ток /  
и затем его вы раж ение подставим в исходное уравнение
(11.26). П опутно будет решен и вопрос с постоянными qm ия]).

П родифференцировав (11.28) по Í, найдем

/ = — щ т  sin (ш/ — ■$) = СúQm COS — \J3 + Л/2).
Запиш ем это  вы раж ение так:

/  =  / m  cos (о>/ —  Ф ), ( 1 1 .2 9 )

где / т  —  ам плитуда тока; <р — сдвиг по ф азе между током 
и внешней э . д . с. Ш,



Н аш а задача найти ?т и ф. С этой целью  мы поступим сл е
дующим образом. Представим исходное уравнение (11.26) 
в виде

У 1 +  ̂ Л  +  г/С “ ^ / п С06<0/* (11.31)

где слева запи сан а сумма напряж ений н а  индуктивности 
сопротивлении Я  и емкости С. Т а к и м  образом, мы видим, 
что сумма этих  напряжений равн а в каж ды й момент внеш 
ней э. д. с. £ .  Учитывая соотнош ения (11.30), запишем:

Векторная диаграмма. Из последних трех формул видно, 
что и  % находится в фазе с током / ,  1)с отстает  по фазе от 
/  на л /2 , а Оь опережает I на л /2 . В се это можно наглядно 
представить с помощью в е к т о р н о й  д и а г р а м м ы ,  
изобразив амплитуды напряж ений

и их векторную  сумму, равную согласн о  (11.31) вектору 
величины $ т (рис. 11.4).

И з прям оугольного треугольника этой  диаграммы легко 
получить следующие вы ражения д л я  1т и <р:

и ^ Я 1  = Я1т сое (а>/—ф). (11.32)

О
Рис. П .5Рис. 11,4

!  ш л  -  т  -

т У &  +  {аЬ— 1/соС)*
(11.35)

Задача, таким  образом, реш ена.



' Заметим в заклю чение, что полученная нами векторная 
диаграмма оказы вается  весьма полезной при решении мно
гих конкретны х вопросов. Она позволяет наглядно, легко 
и быстро ан ал и зи р о вать  различные ситуации.

Резонансные кривы е. Так называют графики зависи
мостей от частоты  ш внешней э. д. с. Ш ам плитуд следующих 
величин: тока  / ,  зар я д а  с? на конденсаторе и напряж ений 
£//?. Ис и и ¿, определяемых формулами (11.32)— (11.34).

Резонансны е кри вы е для силы тока 1т (о>) показаны 
на рис. 11.5. К ак  видно из выражения (11.35), амплитуда 
силы тока имеет максимальное значение при —  1 /соС =  
=  0. С ледовательно, резонансная частота для силы тока 
совпадает с собственной частотой контура:

“ / Рез =  “ о =  1 / № .  ( 4 .3 7 )

Максимум при резонансе оказывается тем выше и острее, 
чем меньше коэффициент затухания р =

Рис . 11.6 Рис. 11.7

Резонансны е кри вы е для заряда на конденсаторе дт (<о) 
показаны  на рис. 1 1 .6  (резонансные кривые для напряж ения 
1/ст на конденсаторе имею ттакой ж е вид). М аксимум ампли
туды заряда достигается при резонансной частоте

ь>о е з  =  /о > 3 - 2 Р * ,  (11-38)

которая по мере уменьш ения р все больш е приближается 
к  ю0. Д л я  п олучения выражения (11.38) надо представить 
дт согласно (И  .30) к а к  дт => где / т  дается формулой 
(11.35). Тогда

п ~  ■■ , ^ т'1 - (И .39)
Чт У  — со®)* +  4Р8(1)1

М аксимум этой ф ункции, или, что то ж е самое, минимум 
подкоренного вы раж ен и я , найдем, приравняв производную



по «> от подкоренного вы раж ения к  нулю. Отсюда и получим  
резонансную  частоту (11.38).

Теперь посмотрим, как  перераспределяю тся ам плитуды  
напряж ений URt V e  и V i  в зависимости от частоты о) внеш 
ней э . д. с. Эта картина и зоб раж ен а  на рис. 11.7.

Резонансные частоты д л я  U q  и U l  о п р ед ел яю тся  
следующими формулами:

<*С рез *  У Л - 2 ф .1 щ ) * , ( 11.40)

pea =  Ш° / 2 (Р/«о)®-

Чем меньше (5, тем ближе резонансны е частоты всех вели чи н  
к значению  о>0.

Резонансные кривые и добротность Q. Форма резонанс* 
ных кривы х определенным образом  связан а с добротностью  
Q контура. Особенно простой эта связь  о казы вается  д л я  
случая слабого затухания, т . е. при р а íüo. В этом  сл у ч ае

(рис. 11.7). Действительно, при ^  о>2 величина о>рез
(ùq и согласно (11.33) и (11.35) Uçmt№3 — Л »/в>оС =» 

=  <6ml(ù0C R ,  или « с . pM/£™ =  V L C / C R  =  ( \ I R ) W C ,  а  это, 
как показывает сравнение с формулой (1 1 .2 2 ), и есть  Q.

Т аки м  образом, добротность контура (при р2 ^  шо) п о к а 
зывает, во сколько раз м аксим альное значение ам плитуды  
напряж ения на конденсаторе (и на индуктивности ) п р евы 
ш ает амплитуду внешней э . д. с.

Д обротность контура связан а  и с другой важ ной х а р а к 
теристикой резонансной кривой  —  ее ш ириной. О к а зы 
вается, при (}2 < |ю 0а

Q — ©о/б®, (11 .42)

где (ù0 — резонансная частота; Ô со— ширина резонан сн ой  
кривой на «высоте», равной 0 ,7  от м аксим альной, т . е. 
в резонансе.

Резонанс. Явление резонанса в нашем случае  —  это 
возбуждение сильных колебаний при частоте внеш ней э . д. с. 
или напряж ения, равной или  близкой  к  собственной частоте 
колебательного контура. Р езон ан с  используют д ля  вы д ел е
ния из сложного напряж ения нужной составляю щ ей. Н а  
этом основана вся техника радиоприема. Д л я  то го  чтобы  
радиоприемник принимал интересую щ ую  нас ради остан ц и ю , 
его необходимо настроить, т . е . изменением С  и L  к о л е б а 



тельн ого  контура добиться совпадения его собственной 
частоты с частотой электромагнитных волн, излучаемых 
радиостанцией.

С явлением резон ан са  связана и о п а с н о с т ь :  внеш
н я я  э. д. с. рли нап ряж ение могут быть малы, однако при 
этом  напряж ения на отдельных элементах контура (на ем
кости или индуктивности) могут достигать опасного для 
ж и зн и  значения. Об этом  необходимо всегда помнить!

§ 11/1. П Е Р Е М Е Н Н Ы Й  т о к

Полное сопротивление (импеданс). Установившиеся вы
нуж денные электрические колебания можно рассматривать 
к а к  протекание в цепи, обладающей емкостью, индуктив
ностью  и активным сопротивлением R ,  переменного тока. 
П од  действием внеш него напряж ения (оно играет роль внеш
ней э. д. С. 8)

U  Uт cos со/ (11.43)

т о к  в цепи изм еняется по закону

/  •=» 1 т  cos (<о/ — ф), (11.44)
где

t Um  1 C|)L— 1/(оС ...
1/соС)а ’ R  ‘ (U -45)

Задача сводится К определению амплитуды силы тока 
и сдвига тока по ф азе относительно U.

Полученное вы раж ени е для амплитуды силы тока  l m (w) 
м ож но формально толковать  как закон Ома для амплитуд
н ы х  вначений тока и нап ряж ения. Стоящую в знаменателе 
этого  выражения величину, имеющую размерность сопро* 
ти влен и я , обозначаю т буквой Z и называю т п о л н ы м  
с о п р о т и в л е н и е м  или и м п е д а н с о м :

2 - y " / ? a + ( o ) i . - l / c o C ) * .  (11.46)

В идно, что при to со0 1 /У  LC  это сопротивление мини
м альн о  и равно а к т и в н о м у  с о п р о т и в л е н и ю
R ,  Величину, стоящ ую  в круглы х скобках формулы (11.46), 
обозначаю т X  и назы ваю т р е а к т и в н ы м  с о п р о т и в 
л е н и е м !

A' =  (oL— 1/©С. (11.47)

П р и  этом величину (oL называют и н д у к т и в н ы м  
с о п р о т и в л е н и е м ,  а величину 1 /соС —  е м к о с т-



н ы м  с о п р о т и в л е н и е м .  И х обозначаю т соответ
ственно X l  и Х с . И так ,

X l  =  u>L, X c = 1 /(ú C , X « * X L — Х с , (11.48)

Заметим, что индуктивное сопротивление растет с  увели 
чением частоты со, а емкостное —  ум еньш ается. Когда 
говорят, что в цепи отсутствует емкость, то это надо  пони
мать в смысле отсутствия емкостного сопротивлени я, кото
рое равно 1/а)С и, следовательно, обращ ается в н у л ь , если 
С-*» оо (при замене конденсатора закороченным участком ).

И последнее. Хотя реактивное сопротивление изм еряю т 
в тех ж е единицах, что и активное, между ними сущ ествует 
п р и н ц и п и а л ь н о е  различие. Оно заклю чается в  том, что 
только активное сопротивление определяет необратимы е 
процессы в цепи, такие, например, к ак  п реобразование 
электромагнитной энергии в дж оулеву теплоту.

М ощ ность, выделяемая в цепи переменного то к а . М гно
венное значение мощности равно произведению м гновенны х 
значений напряж ения и тока:

P (t) =  U¡ =  Um / m cos со/ cos (Ш —  ф). (11.49)

Воспользовавш ись формулой eos (со/ —  ф) =  cos со/ cos ф +  
4- sin  (at sin  ф, преобразуем  (11.49) к виду

р  (()•=. {Jm I m (cos2 (at cos ф + sin o l e o s o /  sin <p).

П рактический интерес имеет среднее за  период колеб а
ния значение мощности. У читы вая, что (cos4 сat)  ■*» г1% и 
(sin (üt cos со/) 5=з 0 , получим!

=  i s l e o s  ф .  (1 1 .5 0 )

Это выражение можно привести к  иному ви ду , если  При
нять во внимание, что из векторной диаграммы  (см. р и с , Ц .4 )  
следует Um cos ф R I m. Поэтому

<P>~Va*/m* 01-51)

Такую  ж е мощность развивает постоянный ток  I  =* 
Величины

t ^ i J Y 2 . V-UJY1  <11.52)

называют д е й с т в у ю щ и м и  (или э ф ф е к т и в н ы ,  
м и )  з н а ч е н и я м и  т о к а  и н а п р я ж е н и я ,
Все амперметры и вольтметры градуированы  по дей ствую 
щим значениям тока  и н ап ряж ен и я ,



В ы раж ение средней мощности (11.50) через действующие 
значения н ап ряж ения и тока имеет вид

< Р ) = У /с о з ф ,  (11.53)

где м нож итель cos ср принято назы вать к о э ф ф и ц и е н 
т о м  м о щ н о с т и .  Таким образом, выделяемая в цепи 
мощ ность зависит не только от напряж ения и силы тока, 
но еще и от сдвига фаз между током и напряжением.

П ри ф =  я /2  значение (Р )  =  0, каковы бы ни были 
величины  U  и / .  В этом случае энергия, передаваемая за 
четверть периода от генератора во внешнюю цепь, в точ
ности равн а энергии, передаваемой из внешней цепи в гене
ратор  в течение следующей четверти периода, и вся энергия 
бесполезно «колеблется» между генератором и внешней 
цепью.

Зависим ость мощности от cos ф необходимо учитывать 
при проектировании линий электропередачи на переменном 
токе . Если питаемые нагрузки  имеют большое реактивное 
сопротивление X ,  то cos ф может быть заметно меньше еди
ни цы . В этих случаях  д ля  передачи потребителю нужной 
мощ ности (при данном напряж ении генератора) необходимо 
увеличить ток 1, а это приводит к возрастанию  бесполезных 
п отерь энергии в подводящих проводах. Поэтому всегда 
н у ж н о  стремиться распределять нагрузки , индуктивности 
и емкости так , чтобы cos ф был по возможности близок к 
единице. Д л я  этого достаточно сделать реактивное сопро
тивление X  как можно меньше, т. е. обеспечить равенство 
и н дукти вного  и емкостного сопротивлений ( X i  — Хс).

В заклю чение заметим, что понятие активного сопротив
лен и я  ш ире, чем понятие электрического сопротивления 
проводников, образую щ их цепь. Последнее обусловливает 
переход  энергии тока только  в дж оулеву теплоту, но воз
мож ны  и другие превращ ения этой энергии, например 
в  механическую  работу (электромоторы). Активное сопро
тивление тогда уж е не сводится к  электрическому сопро
тивлению , а обычно значительно превышает его.

Задачи

ф  11.1. Собственные незатухаю щ ие колебания. В  контуре, со
ст оящ ем из конденсатора емкости С и  кат уш ки с индуктивностью  Д., 
происходят  свободные незатухающие колебания с амплитудой напря- 
Ькения на  конденсаторе U m , Н айт и э. д. с. самоиндукции в катуш ке  
в моменты, когда ее м агнит ная энергия оказывается равной электриче
ской  энергии конденсатора.



Р е ш е н и е .  Согласно закону Ома 
/ ? / - £ /  + 6 S,

где и  — напряж ение на конденсаторе (£/ =  <р! — Ф2). В нашем случае 
Я  =  0 , поэтому $ s — — и .

Остается найти напряж ение и  в  моменты, когда  электрическая 
виергия конденсатора равна магнитной энергии кату ш ки . П ри этсш 
условии можно записать:

с и т ^ с и *  и * _ 9 си*
2  2  +  2  2  ’

откуда | £ / 1 =*»
В результате имеем | =  и т1]/"2.
ф  11.2. Колебательный контур состоит из кот иш ки  с индуктивно

стью L и незаряженного конденсатора емкости С. А кт ивное сопротив
ление контура К  =  0 . Кат уш ка находится в  пост оянном  магнитном  
поле так, что полный магнитный поток, пронизы ваю щ ий все ев витки, 
равен Ф . В момент  < =  0 магнитное поле резко вы клю чили. Н айт и ток 
в контуре как ф ункцию  времени /.

Р е ш е н и е .  При резком выключении внеш него магнитного поля 
в момент 0 появится индукционный ток, но конденсатор будет еще 
не заряженным. П оэтому согласно закону Ома

И Г  1 ЧГ'
В данном случае Я  =  0 и, значит, Ф 4 - 1*1 =  0. Отсю да Ф =  ¿ / 0. гяе 
/ 0 — начальный ток (непосредственно после вы клю чения поля).

После выклю чения внешнего поля процесс будет описываться 
уравнением

°“ - Ь г4 -  <»
Продифференцировав это уравнение по времени, получим .

I
Г+1 с / =  о.

Это уравнение гармонических колебаний, его реш ение ищем в виде

/ » / „ ,  cos (ш0  ̂+  а)-
Постоянные I m н а  находим из начальных условий

/  {0)«=>/о, t  (0)*=>0

(второе условие следует из уравнения (I), ибо а начальны й момент 
/ =  0 конденсатор был неэаряжен). Из этих условий найдем а  =  0, 
I[л =  /0. В результате

/  =» / 0 cos о у  =  (Ф¡L) соз о у ,

где v>o = * \ }V L C .
Ф  11.3. Добротность контура. Колебательный конт ур с малым 

ватуханием имеет емкость С и индуктивность L . Н а  поддержание q нем 
незатухающих гармонических колебаний с а м п ли т уд о й  напряж ения на  
конденсаторе U m необходимо подводить среднюю мощность ( Р ) .  Н айт и  
добротность конт ура.



Р е ш е н и е .  Вследствие малости затухани я  воспользуемся фор
мулой (I J .23):

<3=2л№ 76№ , (1)

где V7 B=,CU'2ml2  и *  ( Р ) Т \  Г — период затухающ их колебаний.

В нашем случае  Т  *а Т0 *= 2л У  LC, П осле подстановки этих вы раж е
ний в  (1) получим

q - J ' L i / X
V 2 (Р )  V L

Щ 11.4. Затухаю щ ие колебания. В  колебательном контуре имеется 
конденсатор емкости С, кат уш ка с индуктивностью L, активное сопро
тивление R  и  ключ. П ри разомкнутом ключе конденсатор зарядили, 
а затем клю ч за м кн ули . Н айт и отношение напряж ения на конденсаторе 
к  его ам плит удном у значению в начальный момент (сразу после замыка
н и я  клю ча ).

Р е ш е н и е .  Н апряж ение на конденсаторе будет зависеть от 
времени т а к  ж е , к ак  и заряд , поэтому запишем

U*=Um е_Р' cos (ш /- f  <*)• (1)

В начальны й момент t =  0 напряж ение U  (0) =  Um c o sa , где V m —
амплитуда в  этот момент. Нам надо найти U  (0)Ш т, т . е. c o s a .

Д л я  этого воспользуемся другим начальным условием: в момент 
/ = 0  ток /  =  $  =  0. Т ак как  q =  C U , то достаточно продифференци
ровать (1) по времени и полученное вы раж ение при / =  0 приравнять 
к нулю. П олучим  — Р cos a  — to sin  a  =  0 , откуда t g a  =* — РЛа. Поэто
му искомое отношение

U  (0) 1_______________ 1 /0,
Um * сова У 1-¡-tgaa Kl-HfW' 1 J

Величины U  (0) и Um показаны на рис. 11.8.

П риним ая во внимание, что о 3 *- — ра, преобразуем (2) к вид

где учтено, что Р =  Я/21- и ю? =* 1Ц С .
0  11.5. В  колебательном контуре с емкостью С и индуктивностью  

I . совершаются затухающие колебания, пр и  которых ток меняется 
со временем по закону  /  ( / ) »  / те~$*$\п со Л Н айт и напряж ение на кон
денсаторе в зависимости  о т  времени.



Р е ш е н и е .  Выберем положительное направление обхода кон
тура по часовой стрелке (рис. 11.9). Согласно зак о н у  Ома для участка 
контура 1R L 2  имеем R I  <= — ф2 -f~ %s . В наш ем случае ¡£s =  — U
и Фа — Ф1 — <?/С =  Uc , где q —  заряд  на обкладке 2, поэтому первую 
формулу можно переписать так:

U c = —  R I  —  L ! ,

После подстановки сюда выражения для  / ( f )  и его производной 
получим

R I  e-fr
U c  =  — ^ — (— Р sin coi — со соз со/)*

Преобразуем вы раж ение в скобках к синусу. Д л я  этого умножим 
н разделим его на V  со2 +  р2 =  со0, а затем введем угол 6 по формулам

— Р /%  =¡ cos б, со/со« =  sin б. (1)
Тогда

¿/С =  - ^ Ы° е~Р( sin (coi — б) = / т V l J £  sin (со/ — б),

где угол б согласно (I) находится во второй четверти, т. е. принимает 
значения п / 2 < 6 < я .  Таким образом, н ап ряж ен и е на конденсаторе 
отстает по фазе от тока.

О  11.6. У становление колебаний. К ат уш ку с индуктивностью L 
и активным сопротивлением R подключили в момент  / =  0 к внешнему 
напряж ению U  =  U m cos со/. Найт и ток в цепи к а к  ф ункцию  времени t. 

Р е ш е н и е .  В данном случае R l  —  U  —  L ¡ ,  или

!  +  {R/L) !  =  U m cos со/.

Решение этого уравнения есть общее реш ение однородного уравнения 
плюс частное решение неоднородного:

I  ¡(}= iA e— (R ,L )i =з  — соя ( с о /~  го),

где А  — произвольная постоянная, а 'угол ф определяется условием
(11,36): tg  ф =  сo L /R .

Постоянную  А  находим из начального услови я I  (0) =  0, Отсюда 
А  =  — (Um/ V R 2 +  соЧ2) cos ф. В результате

1 {t) ~  V W + a Ф  [C0S {(út “  ̂  ~  е” lR/L) 1 cos V ] '
При достаточно большом /  второе слагаемое в квадратны х скобках ста
новится пренебрежимо малым, и мы получаем  установивш ееся решение 
I  (/) оо cos (со/ — ф).

ф  11.7. Вынужденные колебания. Участок цепи, состоящий ия 
последовательно соединенных конденсатора и активного сопротивления R ,  
подключили к  внешнему переменному напряж ению  с амплитудой Urn- 
П ри этом ам плит уда установившегося тока оказалась равной ! т . Н айт и  
разность фаз меж ду током и внешним напряж ением.

Р е ш е н и е .  В данном случае

V ~ U m cos со/, /  =  / т  cos (со/ — ф),

где ф определяется формулой (11.36): tgcp =  — 1/соCR,



Н еизвестное зн ачение емкости С найдем из вы раж ения для ампли
туды тока: 1т =  и т1У  ЛН-(1/<оС)а, откуда

С =  \/шУ(ит11т)2- К 2-
После подстановки в выражение для  ф получим

{§Ф =  _ )  (Um/R lm) * - l .
В нашем случае ф <  0 , а это значит, что ток о п е р е ж а е т  по фазе 
внешнее напряж ен ие (рис. 11.10).

ф  11.8. Ц епь переменного тока, содержащая последовательно соеди* 
ненные конденсатор а  кат уш ку с активным, сопротивлением, подключена 
к внешнему перем енном у напряжению, частоту которого можно менять, 
не меняя его ам плит уды . П ри частотах <ох и  а)а амплитуды силы тока 
в цепи оказались одинаковыми. Найти резонансную частоту тока.

Р е ш е н и е .  Согласно (11.35) амплитуды будут одинаковыми 
при условии

(1)

Максимуму резонансной кривой тока соответствует частота, равная 
собственной частоте со0 — 1/ V 1 С .  Д алее, пусть <  о\, <  а)а (можно

Рис. ¡¡.¡О Рис. Л . 12

предположить и наоборот, от этого окончательный результат не изме
нится), тогда равенство (I) можно переписать, сняв модули, так: cog/a>x — 
— щ  =  a>2 — o)J/co2, или

(l>2 — C0i =  (t)J ( - ------ -V
" la), G)J

После сокращ ения обеих частей этого равенства на сов — %  получим: 
I =  откуда _____

COqsks) u)i(l)2 •

ф  11.0. В екторная диаграмма. Цепь, состоящую из последовательно 
соединенных конденсатора емкости С и кат уш ки с активным сопротив
лением R  и индукт ивност ью  L, подключили к  внешнему напряжению  
с амплитудой U m и  частотой о>. Считая, что ток в цепи опережает 
по фазе внешнее напряж ение, построить соответствующую векторную  
диаграмму и с помощью нее найт и амплитуду напряж ения на катушке.

Р е ш е н и е .  В екторная диаграмма для данного случая имеет 
вид, показанный на рис. 11.11. Из »той диаграммы сразу видно, что



где / т =  и т/ V  R 2 +  (<ùL  — ! !ыС)г- Н ап р яж ен и е  на катуш ке при  н а 
личии активного сопротивления опереж ает ток по фазе менее чем на п /2 .

ф  11.10. Мощность в цепи переменного тока. Цепь, состоящую  
из последовательно соединенных безындукционного сопротивления R  и  
кат уш ки с некоторым активным сопротивлением, подключили к  сет и  
с действующим напряжением U. Н айт и тепловую  мощность, выделяемую  
в катушке, если действующие напряж ения на  сопротивлении R  и  к а 
тушке равны соответственно Ux и С/2.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся векторной диаграммой, которая д ан а  
на рис. 11.12. Из этой диаграммы согласно теореме косинусов имеем

U* « - f  U \ —  2U 1V i  co s<рь  (1)

Мощность же, выделяемая на катуш ке:

Pa=/Î/2COS(P i, (2)
где /  =  1 /,'К .

И з  уравнений (1), (2) получим



1 .  О О о з н а ч е н н я  и  н а з в а н и е  е д и н и ц

А — ампер дин — дика рад  — радиан
В — вольт Д ж — джоуль с — секунда

В б —вебер К  — кельвин См — сименс
Вт — ватт К л  — кулон Тл — тесла
Гн — генри м — метр Ф — ф арад

г — грамм мин — минута ч — нас
Гс — гаусс М кс — максвелл Э  — эрстед
Г ц — герц Н  — НЬЮТОН эВ — электронвольт

2 .  Д е с я т и ч н ы е  п р и с т а в к и  к  н а з в а н и я м  е д и н и ц

Т - т е р а ,  101а д а — дека, 101 н — нано, 10"в
Г — гига, 108 д  — деии, 10"1 п — пико, Ю“ ,а
М — мега, 10е с — санти, 10-2 ф — фемто, 10“1Ь
к — кило, 10* м — МИЛЛИ, 10”* а — атто, !0_1в
г — гекто, 10а м к — микро, 10“ *

Примеры: м кК л — м икрокулон , Ю“ в К л; пФ — пикоф арад, 10~12Ф; 
м Г н — миллигенри, 10“3 Гн; МэВ — мегаэлектронвольт, 10е эВ.

3 .  Е д и н и ц ы  э л е к т р и ч е с к и х  и  м а г н и т н ы х  в е л и ч и н  
в  С И  н  с и с т е м е  Г а у с с а

В е л и ч и н а
Обо

з н а ч ь
ни*

Е д и н и ц а
вели чи ны

О т н о ш / н и е  
ед.  СИ 

ед.  СГС
СИ с г с

Сила
Работа, энергия 
З ар яд

Р  

/1, Г
я

Н
Д ж
Кл

дин 
эрг 

ед. СГСЭ

104
10? 

3 -  10*



Величина
Обо

значе
Единица
величины Отношен ие 

ед. СИ
ние

СИ с г с
ед. СГС

Н апряж енность электрического 
поля Е В/м ед. СГСЭ 1 / ( 3 ■ 10*)

Потенциал, напряжение ф. и В ед. СГСЭ 1/300
Электрический момент Р К л • м ед. СГСЭ 3 .  10“
П оляризованность Р К л /м 2 ед. СГСЭ 3 .  10»
Вектор Э X) К л /м 2 ед. СГСЭ 12 я  • 10»
Емкость С' Ф см 9  • 10“
Сила тока / А ед. СГСЭ з .  10*
Плотность тока / А/м2 ед, СГСЭ 3 .  10»
Сопротивление я Ом ед. СГСЭ 1 /(9 -  10“ )
Удельноехопротивление р Ом • м ед. СГСЭ 1 /(9 -  10*)
Проводимость 2 См ед. СГСЭ 9 .  10“
У дельная проводимость о См/м ед. СГСЭ 9 -  10*
М агнитная индукция В Тл Гс 10«
Магнитный поток, ногокосаепле- 

ние Ф, 'V Вб Мкс 10е
Магнитный момент рт А -м 2 ед. СГСМ 10з
Намагниченность ] А/м ед. СГСМ 10"»
Вектор Н И А/м Э 4л, • 10” »
Индуктивность 1 Гн см 10»

4. Основные формулы электромагнетизма 
в СИ и системе Гаусса

Наименование си Система Гаусса

П оле Е  точечного з а 
ряда

П оле Е  в плоском кон
денсаторе и у по
верхности проводни
ка

П отенциал поля точе
чного заряда

Связь между Е и ф

Ц иркуляция вектора Е 
в  электростатичес
ком поле

4ле0 гг 

Е  =
е0г

_  1 <?
^  4лед г

Е =  — У ф , ч

§ Е ‘

Е = Д -

&

2
I — ф» ^ Е <11

II = 0



Н а и м е н о в а н и е си С и с т е м а  Гаусса

Э лектрический момент 
диполя 

Э лектрический диполь 
р  в поле Е

С в я зь  между полярн- 
зованносгы о и н апря

ж енностью  
С вязь  меж ду о ',  Р и Е 
О пределение вектора Э 
С в я зь  между е и х 
С вязь  между О и Е 
Теорема Гаусса для 

вектора Р  
Е м кость конденсатора 
Е м кость плоского кон

денсатора

Э нерги я системы за 
рядов 

П о л н ая  энергия взаи
модействия 

Э н ерги я  конденсатора 
П лотность энергии 

электрического поля
У равнение непрерыв

ности 
З а к о н  Ома
З а к о н  Д ж оуля  — Л ен

ца

С ила Лоренца

П о л е  В движущ егося 
заряда

З а к о н  Б и о — Савара

П о л е  В:

а) прямого тока

б) в центре витка

в) в  соленоиде

Р =  <?1

дЕ
Р - Р - 3 7 .  М - ( р Е ) ,  V  = - р Ед1

Р «  х е0Е

=  Р п =
О  «  СоЕ +  Р 

е =  1 +  х 
О ееиЕ 

ф О =

р = х Е

О' -= Р п =  * Я Л
Э =  Е +  4яР 
е =  1 4ЛХ

Э = еЕ  
(| Р с1Э =  4пд

С  г= д! и
ее05

Л
п  е5
С “ Ш

1Р =

V  -  ?£//2
ЕО

-  -,Г

: '/»

1/а{р<ра^
= с и у  2 я т е

ЕО
У“  8л

Р = 

В

с!В

с1В

фг +  # 1г. 1 *=о (Е 4 - Е*)
< 3 ~ Ш \  0 УД =  РЛ

Р « 9Е +  4  (уВ1<?Е + ^ В ]

"  4л  /-а 
_  Ио [ Ж  У 
5:3 4я г3 
_  Мо /1(11, г) 
_ 4л гЗ

В

Д =» ц0л/

В

(¡В

- I  ? 1уг]
с  гэ 
I.. Иг] ¿У
£ г3

йв =  1 ^ !^ к £1 
с г»

в - 1 - ?с Ь 
1 2 л /  

~ с1 Г  
в  =  ^ „ /

С



Н а и м е н о в а н и е СИ С и с т е м а  Г а у с с а

Закон Ампера

Сила взаимодействия 
параллельны х токов

Магнитный момент 
контура с током

Магнитный диполь р т  
в поле В

Работа по перемеще
нию контура с то
ком

Ц и ркуляц ия нам агни
ченности

Определение векто
ра Н

Ц иркуляция вектора 
Н в стационарном 
поле

С вязь между:
J и Н

м х
В Н Н

Закон преобразования 
полей Е и В при 
ч0< с

Инварианты электро
магнитного поля

Э. д. с. индукции

Индуктивность
И ндуктивность соле

ноида

Э. д. с. самоиндукции

Энергия магнитного 
поля тока

Плотность анергии 
магнитного поля

¿Г =  /[ ( ] ! ,  В]

а г  *= []в ] ¿ у

Р ш> 2/ 1/« 
д — 4л Ь

Рта“ ' 5

р  „ бв
Р т д п '  

Л =  / (  Ф г - Ф , )  

§ Л <11 =  Г

$ н а 1 = /

J  <=

В — М^оН 

Е ' -  Е +  [¥„В]

В ' - в — 1 [ у 0Е]

ЕВ =
£1 — ( Р В *  =  1пУ

ш dФ

¿ - ф / /
I  =  ЩА0Па У 

*  /

/  /я

в н
ш== “Г

й ¥ ~ 1 [ й \ , В ]  

а р  =  ~ [ ] В ]  а V

р  2 / 1 /3  
/ • е д * =  —

^ = 4 ' 5

м =  [рт в]

А  =  ~ ! ' ( Ф 2 —  Ф2) 

Н «  В -  4 л J

§ н а ! = ^ /

= х н
ц «=> 1 4-  4лХ 

В =  иН

Е ' = Е +  *- К В )
С

В ' =  В — -  [у0Е]
С

= ¡ПУ
т у

м  I а Ф  

¿ = * с Ф //

I  ев 4лцп21/

*  1 .
1  ¿ 1  

1 1 / а 

' - 7 Т
ВН
8л



Наименование си Системл Гаусса

П лотность то ка  смещ е д о 1 дО
ния ]см ”  т ]с м “ 4л а?

У равнения М аксвелла 
в интегральной ф ор § Е  ¿1 =  — ^Вс1Б § Е с Н = — ^ в а э
ме

^ D d S  =  j p d ^ ' ф  Р  дБ = 4 л  ^ р  йУ

ф Н <11=̂  ^ 0  +  6 )  с15 § Н  (11 =

= 4Л К >
ф в аБ=о

Уравнения М аксвелла В <35 = 0 I
в дифференциальной 
форме

3
У х  Е == —  В 

у . 0 * р

V X Е = -------В
с

V • О =  4лр

4я /  Ь \
У х н  =  ] +  6

У х Н  =  “И'+4п)
V ■ в =  0 у . в  =  0

С вязь между Е  и Н Е У ё г 0**Н е У ъ  =  и  К и
в электром агнитной
волне с

Вектор П ойнтинга Б =  [ЕН] - - [ Е Н ]

Плотность им пульса С « . - !  [ЕН] С =  - 1 -  [ЕН] 
4 п с 1 ‘м ектром агнитного

поля

5 .  Н е к о т о р ы е  ф и з и ч е с к и е  п о с т о я н н ы е

Скорость света в  вакуум е с = 2 ,9 9 8 -1 0 *  м/с

Г равитационная постоянная
/6 ,6 7 - 1 0-11 мз/(кг-с*) 
\б ,б 7 - 10-8 см8/(г • с8)

Ускорение свободного падения # = 9 ,8 0 7  м/с3

П остоянная А вогадро 6 ,0 2 2 -1 0 «  моль"»

Элементарный за р я д
/1 ,6 0 2 -1 0 -«  К л 

* ” \4 ,8 0 - 10“«С Г С Э
Масса электрона м е =  0,911 • 10-»° кг



Удельный зар яд  электрона
е 11,76 • 1011 К л /к г  

т *  ( 5 ,2 7 -1 0 ^  СГСЭ/р

Масса протона т р =  1,672 •№'■*1 кр

Э лектрическая постоянная е0 а* 0,885 • ДО' 11 Ф /м 
1 /4 л ео = 9  • 10® м/Ф

М агнитная постоянная Но“  1.257 • 10"в Гн/м

С вязь между скоростью света и 
постоянными ео н Цо

ц 0/4 л  =  10*2 Ги/м  

с =  1} / ё # о



Ампер 104 
Ампер на метр 161 
А мплитуда колебаний затухаю щ и* 

255

Бетатрон 201

Вебер 197 
В ектор О 69 
—Г Н 160
—  Пойнтинга 240 
Взаимодействие зарядов движ у

щ ихся 129, 194
В олны  электромагнитные 237 
В о л ы  24 
В о л ы  на метр 9
Восприимчивость диэлектрическая 

64
—  магнитная 161
В ремя релаксации 120, 256

Генератор магннтогидродинамиче* 
ский 202 

Генри  204 
Гистерезис 64 

магнитный 171 
Г радиент потенциала 26

Д авление волны электромагнитной 
242, 244 

«— магнитное 220 
Д ви ж ен и е  заряда в скрещ енны х 

Е  и В полях 191 
Д екрем ент затухания логариф м и

ческий 256

Диаграмма векторная 259 
Диамагнетики 161 
Дивергенция поля В 138 
 Е 20
Д иполь электрический 29 
Диэлектрики 60 
Добротность контура 256 
Домены 172

Емкость 51
— конденсатора 52 
  плоского 53
■ сферического 53
 цилиндрического 53
— проводника уединенного 51

Закон Ампера 140
— Био — С авара 130, 131
— Д ж оуля — Л енца 117
— индукции электромагнитной 

¡97
— Кулона 9
— Ома 106, 107
— — для неоднородного участка 

цепи 111
— — обобщенный 110
— сохранения электрического за

ряда 8, 105
Законы преобразования полей 181, 

182
Зарядка конденсатора 120 
З ар яди  индуцированные 40
— связанные 62
— свободные 63 
«— сторонние 63



Защ ита м агнитная 166
—  электростатическая 45

Импеданс 262
И мпульс поля электромагнитного 

243
Инвариантность зар я д а  8, 179 
Инварианты поля электромагнит* 

ного 187 
Индуктивность 204
— взаимная 208 
Индукция взаим ная 210
—  магнитная 129
— остаточная 171
— электростатическая 40 
Источники поля 21

Колебания вынужденные 257
— затухаю щ ие 254
— свободные 253
— установившиеся 258 
Конденсатор 52
Контур колебательный 251 
К ривая намагничения основная 

169
Кривые резонансные 260 
Коэффициент затухани я 253, 256 
—■ мощности 264
— отраж ения 244 
Кулон 9
— на квадратный метр 64

Л апласиан 48

Магнетик 154 
Макрополе 40 
Метод изображений 49 
Микрополе 39
Момент диполя электрический 30
— магнитный 141
*— сил, действующих на диполь 

33
— — — — контур с током 141

М ощность тока  переменного 263, 
264

— —  постоянного 118
  удел ьн ая  тепловая 117

Н ам агниченность 155
— остаточная 171
— спонтан ная 169 
Н ап р яж ен и е  действующее 263 • 
Н апряж ен ность поля магнитного

161 •
— — сил сторонних 109 
   электрического 9

Объем ф изически бесконечно ма
лый 40 

О ператор Л ап ласа  48
—  набла 21

П арам агнетики 161 
П ериод колебаний свободных не

затухаю щ их 254
 затухаю щ их 255
П етл я  гистерезиса 171 
П лотность зар я д а  10
—  им пульса поля электромагнит* 

лого 243
— потока энергии 239
—  силы поверхностной (электри

ческой) 44, 96
— то ка  104
— энергии магнитной 214
— —  п о л я  электромагнитного 240
 электрической 90
П оверхность эквипотенциальная

27
П оле вихревое 134, 200
— ди поля 29
—  за р я д а  релятивистского сво

бодно движ ущ егося 186, 187
—  м агнитное 127
  на оси тока кругового 131
 плоскости с током 137
— — соленоида 136



Поле магнитное т о к а  прям ого  131, 
135

— — тороида 136
— потенциальное 23
— соленоидалы ю е 134
— электрическое 8
— электромагнитное 179 
П оляризация ди эл ек тр и к а  61 
П оляризованность 63 
П остоянная врем ени 207
— магнитная 128
— электрическая 9
— электродинам ическая 129 
Потенциал 23
П оток вектора 13
— магнитный полный 198 
Потокосцепление 198 
П равила К ирхгоф а 113 
П равило Л ен ца 196 
Преломление линий В и Н 165
— Е и D 73
Принцип суперпозиции 9, 130 
П рирода м агнетизм а релятивист

ская 183 
Проницаемость диэлектрическая 

70
— м агнитная 162 
Процессы переходны е 119

Работа поля при поляризаци и  ди
электрика 92 

Р азряд  конденсатора апериодиче
ский 257 

Р азряд ка  конденсатора 119 
Распределение зар я д о в  10 
Резонанс 261
Ротор поля векторного  138

Самоиндукция 205 
С вязь между потенциалом  и на

пряженностью  поля 26, 27 
Сегнетоэлектрики 64 
Сила Ампера 140
— взаимодействия токов парал* 

лельны х 140

Сила, действую щ ая на диполь 31 
-------------  контур с током 141
— коэрцитивная 171 
Сила Л оренца 127
— м агнитная 127
— тока 104
— электродвиж ущ ая 111 
Силы пондеромоторные 94
— при наличии диэлектрика 95
— сторонние 109 
Сименс 107
— на метр 107
Смещение (индукция) электриче* 

ское 69 
Соленоид 136
Сопротивление активное 252, 

264
— емкостное 262
— индуктивное 262
— критическое 257
■— полное 262 (импеданс)
— реактивное 262
— удельное 106
— электрическое 106 
Стоки поля 21

Температура Кюри 172 
Теорема взаимности 209
— Гаусса для поля В 133
------------------ О 69
-------------------- Е 14
-------------------- Р  65
— единственности 48
—’ о ци ркуляции  вектора Е 22, 

200
   Н 160, 230
--------------]  158
— П ойнтинга 239 
Тесла 129
Ток действующий 263 
Токи м олекулярны е 156 
•— намагничивания 156 
Ток индукционный 195 
•— квазистационарный 119, 250



Т о к  переменный 262
— полный 229
—  поляризации 230
— проводимости 103, 229
— смещения 229
— электрический 103 
Т очка Кюри 172

Уравнение контура колебатель
ного 253

— Л апласа 48
— непрерывности 105
— П уассона 48
У равнения М аксвелла дифферен

циальные 233
 интегральны е 232
Условие бстатронное 222
— квазистационарности 251
— стационарности 105, 106 
Условия граничны е 234
— — для вектора В 164
-------------------- D 73
-------------------- Е 72
-------------------- Н  165
-------------------- Р 67
— материальные 235

Ф ар ад  51
Ф ерром агнетики 162, 169 
Ф орм ула  Томсона 254

Ц и р ку л яц и я  вектора Е 22, 200 
.... _  н  160, 230 
 J  158

Ч астота контура собственная 253

Э. д. с. индукции 196
— самоиндукции 205 
Э лектреты  61 
Э лектроем кость 51 
Э лектропроводимость удел ьн ая

107
Э лектрострикция 94 
Э н ерги я  взаим ная 216
— взаимодействия зарядов 85
— —  полная 88
— диполя в поле 33
— конденсатора 88
— поля магнитного 213, 214 
  электрического 90
— проводника уединенного 88
— собственная 88, 216
—  тока  (магнитная) 213
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