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Книга представляет собой второй том курса общей физики, созданного 
преподавателями Калифорнийского университета в г. Беркли (США). Она 
написана проф. Э. Парселлом, который известен своими исследованиями 
ядерного магнетизма. Излагая явления электромагнетизма с точки зрения 
специальной теории относительности, автор продолжает научно-методические 
принципы, положенные в основу первого тома «Механика». Книга снабжена
большим количеством задач и примеров.
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-------, ротор его 201
-------, сила действующая на

различные вещества 347—349
-------соленоида 209, 210
Магнитные величины В, Н, М, 
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— полюс 352, 386
— поток 235
Магнитомеханическое отношение 
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375 — 378
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Пепрерывное распределение заряда 
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контур 292 
Парамагнетизм 349, 350, 372 
Пары рождение 19 
Переменного тока схема 271, 282— 
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-------, мощность и энергия 287—289
Переменный ток 277 — 283 
Переходные явления в цепи 

переменного тока 278 
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Поверхностный заряд, определение

46
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— Планка 17, 370 
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— электрический дипольный момент

310 — 313 
Потенциал 51—92
— векторный 202—204, 250
— двух точечных зарядов 58
— заряженного диска 60—63
— электрического диполя 300
— Юкавы 404
Потенциала коэффициенты 116 
Потенциалов разность, 

определение 53 
Потенциальная энергия 28,55
-------системы зарядов 67—

69
Поток магнитный 235
— электрического поля 38—

43
Потока трубка 236 
Преобразования электрического и 

магнитного полей 217 
Нристли Джозеф 25 
Проводимость 126 — 131, 284—287
— металлов 136 — 138
— при наличии магнитного поля

221—224 
Проводник 95 — 120
— вблизи точечного заряда 104 —

108
— металлический, его парамагнетизм



— полый, электрическое поле 
внутри 104, 105

Проводящая среда в однородном 
поле 344, 406 

Проводящий стержень, движущийся 
в магнитном поле 231—233 

Пуассона уравнение 78 
Равновесие в электростатическом 

поле 79 
Реактанс индуктивный 277 
Резонпрующая полость как LC- 

контур 291 
Резонансный контур 271—276
-------, добротность 281, 282
-------магнетрона 424
-------, частота 277
Резонансный пик, его шприна 281, 

283
Релаксационный метод 117, 118, 

404, 405 
Ротор 81—91
Ротор магнитного поля 201
— поля скоростей 87, 88 
Роуланд Генри 221 
Роуланда опыт 220, 222 
Самоиндукция 252—254
— ЬА-контура 254—256 
Сантиметр как единица емкости 111 
Сверхпроводимость 138
Свет, скорость распространения 25 
Свободное пространство, его 

проницаемость 
диэлектрическая 430

-------, -------магнитная 431
Свободных зарядов плотность тока 

383
Связанных зарядов плотность тока 

383
-------ток 340—342
СГС единицы 431, 432 
Северный полюс, определение 352 
Сила взаимодействия параллельных 

токов 195, 196

372 —, действующая на движущийся
заряд в электрическом поле 177 
— 180

—, -------магнитный диполь 381—
383

—, -------различные вещества в
магнитном поле 347

—, -------слой с током 212, 213
Силовые линии поля 35, 36, 353 
Силы, закон преобразования 179,

180
Скалярная магнитная функция 382
— потенциальная функция 382 
Скорость носителей заряда 130

— 134
— света независимо от длины волны

25
Смещение электрическое D  331, 384 
Соленоид, 208—210, 347 
Сопротивление внутреннее элемента 

149, 150
— однородной проволоки 138
— параллельно соединенных

элементов схемы 141, 142
— среды между концентрическими

цилиндрами 139 
Статвольт 53
Стационарные токи 124 —

126
Стокса теорема 83 
Столкновения частиц 131—

133
Суперпозиция, определение 

24
— полей соленоидов 413
— потенциалов 57
— электромагнитных волн 266, 267 
Сферическое распределение зарядов

40,41
Температура, ее влияние на 

проводимость 139 
Тензор 128, 218
— молекулярной поляризуемости

423



—, поведение при вращении 423, 424 
Тесла (единица) 431 
Ток смещения 261, 262 
Тока плотность, определение 123 
Тока распределение, эквивалентное 

неоднородной намагниченности 
379,380

-------, — однородной
намагниченности 376

— слой, его магнитное поле 211,212 
 , сила, действующая на него

211,212 
Токи, их флуктуации 133, 134
— параллельные, силы

взаимодействия 196, 197
— переменные 149 — 152
— постоянные 124 — 126
— свободные и связанные 383, 384 
Толмэна — Стюарта опыт 410 
Тороидальная катушка 257, 415 
Точечный заряд вблизи проводящей

плоскости 22, 107, 108 
Удельная магнитная

восприимчивость 373 
Удельное сопротивление различных 

веществ 127, 129, 138 
Уравнение Лапласа 78, 79, 103
-------и упругая поверхность 407
-------, пример, вариационный метод

408
-------, —, метод релаксации 404, 405
Фазовый угол 278, 282 
Фарада 111,112,150 
Фарадей Михаил 156, 221,

263
—, открытие индукции 228—

231
Фарадея закон индукции 245 
Фейнман Ричард 119 
Феноменологическая теория 350 
Ферромагнетизм 349, 350, 387

— 393
Хлористого натрия решетка, ее 

электрическая энергия 30, 31

Хлористый водород, электрический 
дипольный момент 311—313 

Холла эффект 222, 223, 217 
Цепей элементы 140 
Цепи 139— 144
—  LC  291
— LR 254—256
— RC  150
— RLC 273, 291
-------, мощность и энергия в них 287

— 289
— переменного тока 272, 282—284 
—, постоянная времени 150, 256
— постоянного тока 413 
Цилиндры намагниченные

381
— параллельные, проводящие 406
— поляризованные 381 
Цпркуляция вектора 81— 83,

171
Частота резонансная 275 
Эйнштейн Альберт 157 
Эквивалентные схемы 411,412 
Эквипотенциальная поверхность 58, 

63
Электрическая восприимчивость 321
-------и атомная поляризуемость 331

—336
— проводимость 126 — 139
-------и закон Ома 126 — 128, 134 —

136
-------металлов 136— 138
-------различных веществ 139
Электрический заряд 17—46
------- , взаимодействие зарядов (закон

Кулона) 22—25
-------, инвариантность 162 — 165
-------, квантование 20—22, 164
-------меньше е 21
-------, распределение 45, 295—298
Электрический заряд, сохранение 19, 

20, 125, 259 
Электрическое поле 32—35 
-------бесконечного плоского слоя



зарядов 36
-------в поляризованном веществе 316
-------в проводнике 97
-------в различных системах

координат 165, 166
-------внутри полого проводника 104,

105
-------, вычисление по потенциалу 57
-------, графическое представление 33,

34
-------движущегося точечного заряда

170
-------, закон преобразования 169, 217,

218
-------заряженного диска 60—63
-------индуцированное 247
-------, интеграл по поверхности 40
Электрическое поле, линейный 

интеграл в нем 51—53
-------макроскопическое 318
-------на поверхности проводника 99„

100
-------непрерывного распределения

зарядов 36, 37
-------, поток его 38—43
-------, равновесие в нем 79
-------, теорема Гаусса 40—43
-------электрического диполя 300, 301
Электрического поля линии 35, 36, 

353
Электродвижущая сила (э. д. с.) 145

— 149, 235 
Электромагнит 395, 396 
Электромагнитная индукция см.

Индукция 
Электромагнитное поле,

преобразование 217, 218 
Электромагнитные волны 264 
Электрона спин 370—372
-------, влияние температуры на

ориентацию 374, 389
-------и магнитный момент 370, 388
Электронной орбиты диамагнетизм 

368—370
— магнитный момент 364 
Электростатика, определение 18 
Электрические единицы (СГСЭ) 23 
Электростатическое поле, законы

преобразования 169
-------, равновесие в нем 79
Элемент Вестона 146 —

148
— Вольта 145
Энергия, запасенная в емкости 116 
—, — в магнитном поле 256—258
— кристаллической решетки 30,31
— системы зарядов 26 — 30 
Эрстед, Ганс Христиан 156, 181, 230 
Эрстед (единица Н) 385, 431 
Эффективное значение переменного

тока 288 
Юкавы потенциал 400



ПРЕДИСЛОВИЕ ОБЩЕГО РЕДАКТОРА 
РУССКОГО ПЕРЕВОДА

Мы являемся свидетелями возникновения новых отраслей 
физики и все более глубокого проникновения ее во все области совре
менной науки и техники. В озникает вопрос: как  при этом п рави ль
но поставить преподавание общей физики, являю щ ейся основой 
м ировоззрения и специальны х знаний будущего ученого и инж е
нера. Ч то действительно важ но понять и знать и чем можно пре
небречь?

Вопросы об улучш ении преподавания общего курса  ф изики часто 
обсуж даю тся, однако принимаемые решения обычно не идут дальш е 
очередного изменения программ. Одной из попыток создания со
временного курса общей ф изики были «Ф ейнмановские лекции по 
физике», получивш ие у нас заслуж енное признание. Д р у га я  по
пытка радикального реш ения этой проблемы была предпринята в 
университете г. Б еркли  (США, К алиф орния), где в 1961 г. был 
создан специальный комитет из ученых, поставивш их своей целью 
создание учебника нового типа. П ервые два тома этого учебника 
(механика, электричество и магнетизм) вышли в 1965 г ., в 
последние годы закончено издание трех остальны х томов 
(волны, квантовая и статистическая физика). К роме того, три 
небольш ие книги содерж ат описание тридцати шести работ Б еркле- 
евской физической лаборатории , идейно связанной с новым общим 
курсом.

Создатели Берклеевского  курса  стремились излож ить в учебнике 
классическую  ф изику, органически связав  ее с основными идеями 
специальной теории относительности, квантовой ф изики и стати
сти ки ,— именно в этом-то и заклю чены основные достоинства 
учебника.

К урс предназначен не только  для физиков, но и для  будущ их 
инж енеров, химиков и биологов. Объем его значительно превосхо
дит даж е претензии ф изиков и оставляет поэтому к а к  преподава
телю, так  и студенту больш ую  свободу в выборе м атериала.

Следует отметить прекрасную  организацию  курса. П ревосход
ные рисунки, большое количество задач различной трудности (часто
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из смежных с физикой областей), описание классических опытов и 
вы держ ки из оригинальны х работ увеличиваю т ценность и привле
кательность курса.

И нициатива перевода на русский я зы к  Берклеевского курса 
ф изики в значительной степени п р и н адлеж и т проф. С. П . К а 
пице. Н астоящ ий том отредактирован  проф. А. О. Вайсенбергом.

Мы уверены, что Берклеевский курс физики окаж ется интерес
ным и полезным ш ирокому кругу  учащ ихся и преподавателей.

А .  / / .  Ш алы-iиков

ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА II ТОМА

Второй том Берклеевского курса  ф изики посвящен излож ению  
основ электричества и магнетизма и следует за  «Механикск». Автор 
этого тома, лауреат  Н обелевской премии, профессор Э. П арселл , 
известен своими работами по ядерному магнитному резонансу и от
крытием линии 21 см в излучении меж звездного водорода.

В своем предисловии и в зам ечаниях для  преподавателей автор 
разъясн и л  научную  и методическую программу книги. Ее отличи
тельной чертой является последовательное применение получен
ных при изучении механики законов преобразования специальной 
теории относительности к электром агнитном у полю.

Н ам еченная Э. П арселлом программа выполнена с большим уме
нием. Основные физические идеи рассмотрены автором весьма обсто
ятельно, а прикладные вопросы, часто включаемые в учебники, 
почти не рассматриваю тся. И ногда можно слыш ать, что в н астоя
щее время объем знаний, которые долж ен усвоить и запомнить 
студент, необычайно возрос. К ни га  Э. П арселла показы вает, что 
развитие науки увеличивает требования не к студенческой памяти, 
а к  методам преподавания и к отбору м атериала.

Особенностью книги является  больш ое количество интересных 
задач различной степени трудности. Задачи  тесно связаны  с тек 
стом, часто являю тся его развитием  и дополнением, и работа над 
ними не менее важ н а, чем изучение самого текста.

Редактор надеется, что книга окаж ется полезной и интересной 
не только  для физиков первых курсов, но и для студентов други х 
специальностей, а такж е для преподавателей средних и высших 
учебных заведений.

П еревод книги выполнен Н . В. Ц аревой  (гл. 1—3, 6 — 10) и 
А. П. Гришиным (гл. 4, 5).

* * *

В настоящ ем втором издании кн и ги  устранены  замеченные 
опечатки и погреш ности первого и здани я. Кроме того, почти все 
задачи , имеющие численное реш ение, снабж ены  ответами.

А . О. Вайсенберг



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К БЕРКЛЕЕВСКОМУ КУРСУ ФИЗИКИ

П редлагаемый элементарны й курс физики для колледж ей рас
считан на двухлетнее обучение студентов, специализирую щ ихся 
в естественных и технических н ауках . Н амерение авторов состояло 
в том, чтобы представить элементарную  ф изику, насколько  воз
можно, в таком виде, в каком  она используется самими физиками, 
активно работающими в  этой науке. Мы пытались создать такой 
курс, в котором особое внимание было бы уделено основам физики 
и согласованному излож ению  ф ундам ентальны х идей специальной 
теории относительности, квантовой и статистической физики. Н аш  
курс доступен любому студенту, который знает ф изику в объеме 
средней школы. К урс математики, состоящий из дифференциально
го и интегрального исчисления, долж ен изучаться параллельно.

В настоящ ее время в США подготавливается к печати несколько 
новых курсов физики д ля  колледж ей. И дея их создания заним ала 
многих физиков; она яви лась  следствием прогресса в естественных 
и технических н ауках  и возрастаю щ их требований к преподаванию 
естественных н аук  в средней и высшей ш колах. Н аш  собственный 
курс был задуман в обсуж дениях, проходивш их в 1961 г. с Ф. М ор
рисоном из К орнелльского университета и Ч . Киттелем. Мы полу
чили поддерж ку от Д ж . М эйса и его коллег из Н аци онального  науч
ного фонда и У. М иш еля, который был тогда председателем комиссии 
по преподаванию ф изики в колледж ах. Д л я  руководства курсом 
на его начальны х стадиях был организован неофициальный ко 
митет. В начале он состоял из Л . А львареца, У. Ф реттера, Ч . Китте- 
л я , У. Н айта, Ф. М оррисона, Э. П арселла, М. Рудерм ана и Д ж . За- 
хариаса. Комитет собрался впервы е в мае 1962 г. в Б ер к л и  и наме
тил предварительные основы совершенно нового курса  физики. 
И з-за  большой занятости некоторых членов комитета состав его был 
частично изменен, и с ян вар я  1964 г. этот комитет вклю чал ниж епод
писавш ихся лиц. У частие други х авторов указано в предисловиях 
к  отдельным томам.

П редварительны е обсуж дения оказали  сущ ественное влияние 
на окончательный результат  наш ей работы. В этих обсуж дениях 
были детально рассмотрены проблемы, которые, как  мы считали, 
следует излагать начинаю щ им студентам колледж а естественных
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и технических наук. Мы не задавали сь  целью  создать курс спе
циально для  выдающихся студентов, но старались объяснить основы 
ф изики со свеж их и уж е установивш ихся точек зрения. Поэтому не
которые части курса могут о казаться  для  преподавателей таким и 
ж е новыми, как  для студентов.

К урс состоит из пяти томов: I. М еханика (К иттель, Н айт, Рудер- 
ман). II . Электричество и магнетизм (П арселл). I I I .  Волны 
(К рауф орд). IV. К вантовая ф изика (Вихман). V. Статистическая 
ф изика (Рейф). Авторы каж дого тома могли по своему усмотрению 
вы бирать стиль и метод излож ения, наиболее соответствующие 
предмету.

Р абота над курсом побудила А. П ортиса создать новую л або р а
торию общей физики, известную  теперь под названием Б ерклеев- 
ской физической лаборатории. М ожет показаться , что в нашем 
курсе, излагаю щ ем основы ф изики, эксперименту уделено недоста
точное внимание. Д ело, однако, в том, что важ нейш ие эксперименты 
вы полняю тся в лаборатории, которая создана специально для того, 
чтобы дополнить курс лекций.

Ю. Комминс, У. Н а й т , А . Портис, Ф. Рейф, Э. В ихм ан ,  
Ф. Крауфорд, Ф. М о р р и со н , Э. Парселл, М .  Рудерман,

Ч. К ит т ель,  председатель
Б ер к л и , К алиф орния

ПРЕДИСЛОВИЕ КО II ТОМУ

Этот том Берклеевского курса  физики содержит и злож е
ние электричества и магнетизма. П оследовательность излож ения 
в первом приближ ении обычна: электростати ка, постоянный ток, 
магнитное поле, электром агнитная индукция, электрическая и м аг
нитная поляризац ия в веществе. О днако наш подход к этим пробле
мам отличается от традиционного. Это различие наиболее заметно 
в гл. 5 и 6 , где, опираясь на выводы I тома, мы рассматриваем 
электрические и магнитные поля движ ущ ихся зарядов как  п роявле
ния теории относительности и инвариантности электрического 
зар яда . Подобный подход ф окусирует внимание на таких фундамен
тальны х вопросах, как  сохранение зар яд а , его инвариантность и 
физический смысл поля. Единственным формальным аппаратом  
специальной теории относительности, который при этом действи
тельно необходим, является лоренцевское преобразование коорди
нат и формула сложения скоростей. Необходимо, однако, чтобы 
к началу  изучения этой части курса студент знал некоторые идеи 
и полож ения, развитые в I томе, например, умел смотреть на вещи 
из различны х систем координат, владел понятием инвариантности 
и с уваж ением  относился к условиям , налагаемым симметрией си
стемы. Во II  томе мы часто пользуемся такж е доказательствам и, 
основанными на принципе суперпозиции.
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Н аш  подход к рассмотрению электрических и магнитных явле
ний в веществе является  главны м образом «микроскопическим». 
Он основан на понятиях  об атомных и м олекулярны х диполях , как  
электрических, так  и магнитных. Э лектрическая проводимость такж е 
рассмотрена с микроскопической точки зрени я, на основе мо
дели Д руде — Л оренца. Естественно, что некоторые вопросы 
остаются открытыми, пока студент не ознакомится с квантовой 
физикой в IV томе. Н о мы свободно говорим о реальны х м олеку
лах  и атомах как  об электрических структурах , имеющих размер, 
форму и ж есткость, об орбитах электронов и о спинах. Мы стараемся 
тщ ательно рассмотреть вопросы, которых иногда избегаю т или 
упрощ аю т во вводных курсах , например, физический смысл м акро
скопических полей Е й  В в  веществе. Во II томе математическое об
разование студента пополняется такими понятиями векторного ис
числения, как  градиент, дивергенция, ротор и лапласиан . Эти 
понятия необходимы уж е в первых главах.

В своем предварительном варианте II том был прочтен несколь
ким группам студентов К алиф орнийского университета и подвергся 
критике со стороны многих людей, связанны х с Б ерклеевским  к у р 
сом. Особенно ценные у казан и я  были сделаны Ю. Комминсом и 
Ф. Крауфордом, которые знаком или студентов с этим текстом. Они 
и их студенты у казал и  на те места в тексте, где были необходимы 
разъяснения или даж е коренные изменения; ряд  исправлений был 
сделан по их советам. К ритические замечания студентов к последней 
предварительной версии были собраны Р . Гореном, который помог 
нам такж е в составлении задач. Ц енные критические замечания 
были получены от Д ж . Гавенда, читавш его предварительную  версию 
курса в Техасском университете, и от Ю. Тэйлора из университета 
Весли. Н а ранней стадии создания курса ряд соображ ений был вы 
сказан  А. Кауфманом. В качестве первого «пробного студента» 
А. Ф ельцер проработал больш ую  часть первого проекта.

Н аш е излож ение электричества и магнетизма было одобрено не 
только первичным комитетом, но и коллегами, собиравш ими почти 
п араллельно с нами материал для нового курса в М ассачусетском 
технологическом институте. Среди последних особенно помог и 
повлиял на первую версию курса Д ж . Тессман из научного центра 
М ТИ и университета Тафта. Он пользовался предварительной вер
сией курса в М ТИ и в результате его критического чтения всего 
текста в курс были внесены изменения и исправления.

П убликация предварительного текста с поправками производи
лась под наблюдением миссис М эри Р. М элони. М иссис Л и л а  Л а- 
уэлл напечатала больш ую часть рукописи. И ллю страции были сде
ланы  Феликсом Купером. Автор этого тома глубоко благодарен 
своим друзьям  в Б еркли , и больш е всех Ч ар л ьзу  К иттелю , за  по
стоянную  поддержку и одобрение, которые сделали приятной стояв
шую перед автором слож ную  задачу.

Э. М .  Парселл



УКАЗАНИЯ ДЛЯ ПРЕПОДАВАТЕЛЕЙ

Д л я  усвоения основных разделов П тома вполне достаточно 14- 
или 15-недельного семестра. Это значит, что студент, проработав
ший I том, в состоянии тщ ательно изучить основной материал, про
честь, не очень торопясь, остальны е разделы текста и изучить по 
крайней мере одну или две специальны е темы, помещенные в зад а
чах. Н о при этом необходим разумны й отбор и планирование мате
риала. П олны й объем курса превыш ает число тем, которые можно 
тщ ательно изучить в течение одного семестра. Р яд  разделов можно 
и даж е нуж но пропустить при первом чтении или излож ить только  
ф акультативно. Н иж е мы укаж ем  некоторые разделы, которые я в 
ляю тся более или менее необязательными. Мы говорим «более или 
менее», так  как  окончательное решение предоставляется препода
вателю , которому известны возможности и интересы студента и вре
мя, которым он располагает.

З а д а ч и .  Число предложенных задач значительно превыш ает 
возможности любой группы студентов. Задачи разделены на две 
категории. Задачи в конце каж дой главы относятся непосредственно 
к излож енному в ней м атериалу и являю тся обязательными у п р аж 
нениями. Если студент затрудняется в решении одной из них, зн а 
чит, он не проработал этого раздела курса. Список задач для  к а ж 
дой главы  продолж енв конце книги в разделе «Дополнительные за д а 
чи и вопросы». Хотя различие между обеими группами задач не всег
да велико, но в основном дополнительны е задачи имеют более общий 
характер  и обычно более интересны, чем те, которые приведены 
в конце главы. Н екоторые из них содерж ат новые варианты приме
нения законов физики или даж е новые темы. И ногда в одной из 
задач  с помощью наводящ их указан и й  и обсуждения приводится 
доказательство , опущ енное в тексте. Эти задачи и вопросы пресле
дую т несколько разны х целей. Они даю т возможность лучш им сту
ден там  обдумать некоторые вещи и помогают представить, даж е если 
их просто прочесть, не реш ая, огромный диапазон прилож ения и зу 
чаемых идей. Н екоторые задачи могут такж е служ ить отправны 
ми точками для рассмотрения специальны х проблем. (Примером 
такой  задачи может служ ить задача 4 .25 о диоде с ограничением по

11



пространственному зар яд у .) П олезно во время лекци й  иногда ре
ш ать две или три такие задачи для студентов. «Дополнительные 
вопросы» можно такж е использовать перед началом обсуж дения к а 
кого-нибудь раздела.

Д е м о н с т р а ц и и  к л е к ц и я м .  Л екционны е демонстра
ции совершенно необходимы. Н и одна книга не может дать студенту 
полного представления об электричестве и магнетизме. К ниги слиш 
ком теоретичны, особенно в отношении проблем, где возможно к р а 
сивое и логическое излож ение. Д ан н ая  книга не исключение. 
Студентам необходимо держ ать в руках  магниты, нам аты вать к а 
туш ки, производить разряды , видеть очень чувствительны е электри 
ческие и другие точные приборы. Они долж ны ощ утить действие как 
м егаватта, так  и микроватта. Б ерклеевская  лаборатория не пол
ностью удовлетворяет потребностям курса, и нуж но использовать 
любые другие возможности для введения студента в мир, где эл ек 
трическое поле является  не символом, а реальностью , действия ко 
торой легко ощутить.

Э к з а м е н ы .  Р я д  проблем в книге рассматривается па до
вольно высоком уровне. Мы надеемся, что для студентов это будет 
полезно. Однако не следует поддаваться искушению экзам еновать 
студентов на таком уровне. Н аш  опыт показы вает, что наилучш ими 
экзаменами являю тся сравнительно простые.

Глава 1 (Э лектростатика). Это — прямое излож ение основных 
идей. М атериал довольно сухой, поэтому он долж ен с самого начала 
сопровож даться демонстрациями по электростатике.

Н еобязательны й раздел 1.6.
Глава 2 (Электрический потенциал). В этой главе  мало нового 

м атериала, но зато вводится ряд новых математических понятий. 
П риведенный материал следует прорабаты вать тщ ательно, сообра
зу ясь , в отношении темпа, со способностями и подготовкой сту
дентов.

Весь материал этой главы рано или поздно понадобится. О пе
рация ротора, однако, до гл. 6 будет применяться редко. Если нуж но 
допустить некоторое уменьш ение математической н агрузки , то 
до гл. 6 можно отлож ить и чтение разделов от 2.15 до 2.18. Н еоб
ходимо, чтобы студенты интуитивно чувствовали природу ди вер
генции и ротора. В тексте предусмотрена некоторая помощь студен
там в самостоятельной проработке курса, например, рис. 2.32 и 
2.34 и несколько специальны х упраж нений, но этим нельзя  зам е
нить устного излож ения, черчения на доске и ж и вого  обсуж 
дения.

Н еобязательны х разделов нет.
Г лава 3 (Электрические поля вокруг проводников). Эту главу 

можно прочесть довольно быстро. Введенный в 'ней плоский конден
сатор будет часто встречаться дальш е. Н екоторые важ ны е идеи воз
никаю т в связи с теоремой единственности, нетривиальность ко
торой вы является лучш е всего при обсуждении. Введение метода 
релаксации и вариационного метода для  решения краевой  задачи
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электростатики  ас совсем обычно на этом этапе, но для студентов 
интересны именно эти методы, являю щ иеся более полезными и по
учительными, чем традиционные трю ки с «мнимыми изображениями». 
О днако весь этот раздел (3.8) можно безнаказанно пропустить, так  
ж е  как  раздел 3.6, в котором вводятся коэффициенты емкости и 
где на конкретном примере показано, как  описываются линейные 
системы в общем виде. Б этой главе недостает сведении о практиче
ских измерениях электрических полей или потенциалов (или экспе
риментов с полями) и описания приборов — электроскопов, эл ект
ростатических вольтметров и т. д. Этот недостаток должны возме
стить лекционные демонстрации и лабораторны е работы.

Н еобязательны е разделы: 3.6 , 3.8.
Г лава 4 (Электрические токи). П редставление об объемной плот

ности тока было введено выше, так  ж е как  микроскопическая к а р 
тина переноса заряда ионами. О бласть ф изики, подчиняющ аяся 
закон у  Ома, изучается здесь с помощью классической модели Д ру- 
де — Л оренца. Этот материал (раздел 4.4) можно рассмотреть до
статочно глубоко, если позволяет время. Последующее излож ение 
с ним не связано, но физика этого раздела важ на сама по себе, и 
студент долж ен по крайней мере прочитать весь материал. Рассм от
рение постоянного тока сводится к напоминанию основных законов. 
Его легко  продолжить в нуж ных нап равлени ях с помощью приме
ров и задач. Студенты в Берклеевской лаборатории делают п ракти 
ческие работы с различными цепями тока задолго до изучения 
этой главы.

Н еобязательны е разделы: 4 .5 , 4 .6 , 4.10.
Г лава 5 (П оля движ ущ ихся зарядов). После изучения I тома и 

практических работ в лаборатории студент уж е знает о сущ ествова
нии магнитного поля и силы g ( v /c x B ) ,  действующей на д ви ж у 
щ ийся заряд . Ж елательно восстановить все это в памяти к началу 
чтения главы.

П еред рассмотрением раздела 5.3 следует показать простые 
явления магнитного взаимодействия и, особенно, силы, действу
ющей между параллельны ми токами. В этой главе студент р ас 1 
смотрит магнитные взаимодействия с новой точки зрения. О с
новным физическим фактом является  инвариантность заряда. Чтобы 
оценить этот ф акт, следует дать тщ ательное определение величины 
зар яд а  в системе с движущ имися зарядам и.

О сновной целью главы является  внесение полной ясности в пред
ставление об электрическом поле зар яда , движ ущ егося с постоянной 
скоростью . Это достигается преобразованием электрического поля 
к движ ущ ейся системе координат. Здесь необходимо подробное об
суж дение понятия поля. П ока студент не поймет доказательства 
в разделе 5.5 , он будет относиться с недоверием к выводу основного 
закон а  преобразования, который будет ему казаться  отвлеченным 
частным случаем. Электрическое поле релятивистской частицы о к а 
зы вается интересной неожиданностью для  больш инства студентов — 
даж е для наиболее рассудительны х, которые скорее ожидают «запа
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здывающего» поля. Т еперь для излож ения проблемы излучения тре
буется только небольшое отступление и, хотя мы оставили этот во
прос до I I I  тома, можно в этом месте показать студентам, как  воз
никает синхротронное и тормозное излучение (см. задачу  5.8). 
М атериал раздела 5.8, излож ение которого занимает довольно боль
шое время, можно значительно сократить, если студенты изучали 
преобразование сил в I томе, гл. 12. В последнем разделе появляется 
сила, зависящ ая от скорости. Подробности вычислений менее важ 
ны, чем понимание идей вывода. Здесь следует подчеркнуть простоту 
и точность результата.

Н еобязательны х разделов нет.
Глава 6 (Магнитное поле). Снова рассматривается понятие м аг

нитного поля В и демонстрирую тся его источники. И нтегральное

соотношение ^ B -d s  =  4 n //c , выведенное для прямы х нитей

тока, просто постулируется для  постоянных токов вообще. 
(Дальнейш ее рассмотрение этого вопроса привело бы нас к уско
ренно движущ имся зарядом .) В этой главе мы вводим, по ряду  
причин, векторный потенциал. Здесь и позж е, в гл. 10, даны 
простые применения этого понятия. Любой студент, заним аю 
щ ийся физикой, долж ен познакомиться с ним. Н есм отря на то, 
что в тексте этот вопрос не поднимается, преподавателю  сле
дует указать  на различие между осевым и полярным вектором, и 
мы рассматриваем поля Е и В в веществе в соответствии с сущ ест
венным различием в симметрии между источниками электрического 
и магнитного полей. О днако основной упор в этой главе долж ен быть 
сделан на само магнитное поле. Законы  преобразования для  полей 
в вакууме, которые теперь получаю тся вполне естественно, можно 
проиллю стрировать с помощью нескольких примеров. Н априм ер, 
рекомендуется проработать и обсудить со студентами задачу  6.15. 
Разделы  6 .8  и 6.9 необязательны  (однако первый параграф  раздела 
6 .9  может помочь разъяснению  важ ного пункта), и их можно реко
мендовать для дополнительного чтения.

Н еобязательны е разделы : 6 .8 , 6.9.
Г лава 7 (Электромагнитная индукция и уравнения М аксвелла). 

Перед этой главой следует показать  несколько опытов. Э кви вален т
ность, обсуждаемую в разделах  7.2, 7.3 и 7.4, можно сделать со
вершенно очевидной с помощью чувствительного баллистического 
гальваном етра, движ ущ ихся катуш ек и магнитов. (Н е остан авли вай
тесь перед введением постоянных магнитов, несмотря на то, что в тек 
сте о них не упоминается до гл. 10!) В этой главе нет специальны х 
задач , но возможности для демонстрации явления индукции бес
предельны. В двух местах наш е излож ение может п ок азаться  по
верхностным и поспешным:

1) Раздел 7.8, где рассмотрены затруднения с самоиндукцией. 
И з-за  них мы сначала ввели понятие о взаимоиндукции.

2) Раздел 7.12, где обсуж дается роль тока смещения. Н аш  опыт 
показы вает, что эти вопросы, небрежно рассмотренные, возможно,
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будут беспокоить вдумчивого студента; следовало бы уделить им 
больш е внимания. К ак  только студенты познакомятся с уравнениями 
М аксвелла, трудно избавиться от искуш ения сообщить им об эл ект
ромагнитных волнах, и в последней части раздела 7.13 мы несколько 
вторгаемся в область I II  тома.

Н еобязательны е разделы: 7 .7 , последняя часть 7.13.
Г лава 8 (Цепи переменного тока). В этой главе рассматриваю тся 

только  элементарные основы теории переменного тока. Н адеем ся, 
что это скромное введение дополнит практические знания студен
тов, полученные в лаборатории.

У праж нения с комплексными числами подготовят студента для 
работы над I I I  томом. П реподаватель, если позволит время, может 
расш ирить это излож ение, воспользовавш ись соответствующими 
разделам и. Он может пропустить эту главу , если его студенты соби
раю тся изучать цепи переменного тока более подробно в курсе 
электротехники. В этом случае раздел 8.1 должен изучаться как  
часть гл. 7, где он логически следует за  разделом 7.10.

Н еобязательны х разделов нет (или можно отказаться от всей 
главы , за  исключением раздела 8 . 1).

Г л аза  9 (Электрические поля в веществе). П ри отсутствии тщ а
тельного плана на гл. 9 и 10 может остаться мало времени. Д л я  
чтения этих двух глав по расписанию  предназначается больш е одной 
пятой части времени — три или лучш е четыре недели из семестра 
в 14 недель. Здесь нашей основной целью  является познакомить 
студента с электрическим строением вещества; ф ормальная теория 
макроскопического поля стоит на втором плане. Если остается мало 
времени, можно отказаться от классического примера диэлектриче
ского ш ара в пользу наведенных и постоянных м олекулярны х 
диполей (длинный раздел 9.13, однако, следует пропустить при 
первом чтении, рекомендуя его только  хорош о подготовленным и 
интересующ имся студентам). Н еобходимо как  можно больше исполь
зовать знан ия студентов по химии, к ак  бы скромны они ни были. 
Этот раздел курса в равной мере нуж ен физикам  и химикам, а его 
основы имеют большое значение для  будущ их специалистов по мо
лекулярн ой  биологии и физиологов. И спользуйте его в духе Д ебая!

Н еобязательны е разделы: 9 .6 , 9 .10, 9.11, 9.13, 9.17.
Г лава 10 (М агнитные поля в веществе). Эта глава требует не

сколько  меньше времени, чем предыдущ ая гл. 9, несмотря на то, 
что, как  и последняя, откры вает много возможностей для знаком ст
ва студентов с рядом чрезвычайно интересных явлений. Если у пре
подавателя мало времени, можно перед подробным классическим 
анализом  диамагнетизма, приведенным в разделе 10.5, начиная 
с уравнени я (23), излож ить только  результаты  разделов 10.3 и 
10.4, не касаясь выводов. М ожно такж е  сэкономить время на вопро
се о м акроскопических полях  в веществе, к которому студент 
может вернуться несколько позднее, когда ему непосредственно 
понадобятся такие поля. Н аш а трактовка макроскопического 
магнитного поля проводится п араллельно  изложению вопроса
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об электрическом поле в гл. 9. В обоих случаях  мы избегаем ис
пользования гипотетических «полостей». Сводка основных определе
ний на рис. 10.19 долж на помочь преподавателю организовать свое 
излож ение.

Е д и н и ц ы .  В больш ей части этой книги мы пользуем ся га 
уссовской системой единиц СГС и, где необходимо, практическими 
единицами (вольт, ампер, кулон и ом). Мы избегаем введения абсо
лютного ампера, в наш их основных единицах ток изм еряется в ед. 
СГСЭ?/ т г .  Первичным магнитным полем является  В. Оно изм еряет
ся в гауссах, и мы не назы ваем  его магнитной индукцией. В п ри ло
ж ении даны соотношения между единицами международной системы 
СИ и применяемыми нами единицами, а такж е приведена таблица 
основных физических постоянных.



Г Л А В А  1

ЭЛЕКТРОСТАТИКА

1.1. Электрический заряд

П ервым исследователям электричество казалось удивительным 
явлением. Чтобы получать из тел «неуловимый огонь», к ак  его 
иногда назы вали, приводить их в состояние интенсивной эл ектр и за
ции, создавать постоянное течение тока, Требовалась больш ая изоб
ретательность. К азалось, что обычные явления природы, за исклю 
чением молнии, например, зам ерзание воды, рост дерева, не имеют 
отнош ения к странному поведению наэлектризованны х пред
метов.

Т еперь мы знаем, что физические и химические свойства вещ ест
ва — от атома до ж ивой клетки — в значительной степени объяс
няю тся электрическими силами. Этим знанием  мы обязаны Амперу, 
Ф арадею , М аксвеллу и многим другим  ученым девятнадцатого сто
лети я , открывш им природу электром агнетизм а, а такж е ф изикам  
и химикам  двадцатого столетия, разгадавш им  атомное строение ве
щ ества.

К лассическая теория электром агнетизм а имеет дело с электри 
ческими зарядам и, токами и их взаимодействиями в предположении, 
что все эти величины можно измерить независимо друг от друга , 
с неограниченной точностью. Здесь термин «классическая» означает 
просто «не квантовая». Квантовые законы  с их постоянной h и гнори
рую тся в классической теории электром агнетизм а, так  ж е как  в обыч
ной м еханике. Д ействительно, классическая теория была почти з а 
кончена до откры тия П ланка. О на не потеряла своего значения и 
до сих пор. Н и переворот в наш их представлениях, произведенный 
квантовой физикой, ни развитие специальной теории относитель
ности не затмили света уравнений электром агнитного поля, н ап исан
ных М аксвеллом сто лет назад.

Конечно, классическая теория бы ла основательно подкреплена 
экспериментом и поэтому ее можно было применять без малейш его 
опасения к таким  объектам, как  катуш ки, конденсаторы, переменные 
токи и, в конце концов, радио- и световые волны. Н о даж е столь
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большой успех не гарантирует ее справедливости в други х  областях, 
например, внутри молекулы. Сохранивш ееся в современной физике 
значение классической теории электромагнетизма объясняется 
двумя фактами. В о-первы х, специальная теория относительности не 
требует пересмотра классического электромагнетизма. И сторически 
специальная теория относительности выросла из классической элект
ромагнитной теории и связанны х с ней экспериментов. Д ействи
тельно, м аксвелловские уравнения поля, созданные задолго до 
работ Л оренца и Эйнш тейна, полностью совместимы с теорией отно
сительности. Во-вторых, оказалось, что квантовый характер  элект
ромагнитных сил не сказы вается даж е при расстояни ях , меньших 
1 0 '10 см, что в сто раз меньше размеров атома. О тталкивание и при
тяж ение частиц в атоме и листочков электроскопа описываю тся од
ними и теми ж е законам и, несмотря на то, что поведение атомных 
частиц под действием электрических сил может предсказать только 
квантовая механика. Д л я  меньш их расстояний имеет место доволь
но успешное слияние электромагнитной и квантовой теорий, назы 
ваемое квантовой электродинам икой, которая, по-видимому, согла
суется с экспериментом вплоть до самых малых расстояний, иссле
дованных к настоящ ему времени.

Мы предполагаем, что читатель знаком с элементарными поня
тиями теории электричества, и не собираемся приводить все э к 
сперименты, которые доказы ваю т сущ ествование электрического 
зар яда , или все доказательства электрического строения вещества. 
С другой стороны, мы хотим тщ ательно рассмотреть эксперим енталь
ные основы главных законов, от которых зависит все остальное. 
В этой главе мы будем заним аться изучением физики неподвиж ных 
электрических зарядов — электростатикой.

Фундаментальным свойством электрического зар я д а  является , 
конечно, его сущ ествование в двух видах, которые уж е давно н аз
ваны положительным и отрицательны м зарядам и. У становлено, что 
все заряж енны е частицы можно разделить на два класса, причем 
все члены одного класса отталкиваю т друг друга, при тяги вая  в то 
ж е время члены другого класса. Если два небольших заряж енн ы х 
тела А  и В,  располож енны х на некотором расстоянии друг от д р у 
га, отталкиваю тся и если А  притягивает некоторое третье н аэлект
ризованное тело С, то мы всегда обнаруж им, что В  тож е будет при
тягивать С. П ричина сущ ествования этого универсального свойства 
в точности неизвестна. Н о современные физики склонны  рассм атри
вать полож ительный и отрицательны й заряды  в основном к ак  про
тивоположные проявления одного качества, т ак  ж е  к а к  понятия 
«правое» и «левое» являю тся противоположными проявлениям и свой
ства симметрии. Д ействительно, вопрос симметрии, вклю чаю щ ий 
понятия правого и левого, представляется тесно связанны м  с этой 
двойственностью электрического зар яда , а такж е с другой  ф унда
ментальной симметрией, а именно с двумя направлениям и времени. 
Ф изика элементарных частиц проливает некоторый свет на эти 
вопросы.
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Тот зар яд , который мы называем отрицательны м, можно было бы 
с тем ж е успехом назвать полож ительны м и наоборот. Выбор н а
звани я был исторической случайностью . Н аш а Вселенная представ
ляет собой хорошо уравновеш енную  смесь полож ительны х и отри
цательны х электрических зарядов , что не удивительно, поскольку 
одинаковые заряды  отталкиваю тся.

Д л я  понимания электрического строения вещества существенны 
два известные свойства электрического заряда: зар яд  сохраняется 
и зар яд  квантуется. Эти свойства относятся к количеству зар яд а  
и, следовательно, означаю т возмож ность его измерения. В этой гл а 
ве мы точно определим, как  можно измерить заряд , п ользуясь по
нятием силы, действующей между зарядам и , помещенными на опре
деленном расстоянии друг от д р у га  и т. д. Н о пока будем считать 
это известным и рассмотрим вы ш еупомянуты е фундаментальные 
факты.

1.2. Сохранение заряда

П олны й зар яд  изолированной системы представляет собой вели
чину, которая никогда не изменяется. Под изолированной мы пони
маем такую  систему, через границы  которой не может проникнуть 
никакое другое вещество. Свет может входить и выходить из системы, 
не наруш ая этого принципа, т ак  как  фотоны не несут зарядов. Н а 
пример, в тонкостенном ящ ике, помещ ен
ном в вакуум е и подвергающ емся дейст
вию гам м а-лучей, можно наблю дать созда
ние пары — отрицательного и полож итель
ного электронов, при котором фотон с 
вы сокой энергией прекращ ает свое сущ е
ствование (рис. 1.1). П роизош ло создание 
двух  новых электрически заряж ен н ы х  
частиц , но изменение полного зар я д а  в н у 
три и снаруж и ящ ика равно нулю. З акон  
сохранения зар яда  был бы наруш ен в с л у 
чае создания полож ительно заряж ен н ой  
частицы без одновременного создания 
отрицательно заряж енной. Т акое явлен и е 
никогда не наблюдалось.

К онечно, если бы электрические заряды  
электрона и позитрона не были в точности 
равны по величине, то создание пары н ар у 
ш ило бы строгий закон сохранения заряда . Н о опыт показы вает, что 
их заряды  равны . И нтересную эксперим ентальную  проверку этого р а 
венства дает атомная система, назы ваем ая позитронием. Она состоит 
из электрона и позитрона. Этот любопытный «атом» может сущ ест
вовать достаточно долго, чтобы его можно было подробно изучить — 
примерно около одной десятой доли микросекунды. Он ведет себя 
так , к ак  будто он электрически соверш енно нейтрален. Больш инство

'''•£+

После
Рис. 1.1. Заряж ен ны е части 
цы рож даю тся парам и с р а в 
ными и разноименными з а р я 

дами.
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ф изиков были бы очень удивлены или отнеслись бы весьма скепти
чески к наблюдению какой-нибудь разницы г. величине зарядов  эл ект
рона и позитрона. Д ействительно, соотношение между электроном 
и позитроном аналогично соотношению между частицей и антича
стицей. В этом абсолютном равенстве зарядов, а такж е  в равенстве 
масс проявляется какая-то  универсальная симметрия природы, 
свойственная частице и античастице. М ожно думать, что сохранение 
зар яда  является тогда только следствием несколько более общего 
закон а сохранения, управляю щ его созданием и уничтожением ча
стиц. Н о может быть и так , что сохранение зар яд а  представляет 
собой первичное требование, которому должны подчиняться все 
остальные законы. Имеют ли смысл эти вопросы? П ока что мы не 
знаем этого.

В процессе изучения электромагнетизма становится ясным, что 
несохранение зар яда  было бы совершенно несовместимым со строе
нием нашей современной электромагнитной теории. Следовательно, 
закон сохранения заряда  мы можем сформулировать либо как  посту
лат теории, либо как  эмпирический закон , подкрепленный всеми 
без исключения наблю дениями, проводившимися до сих пор:

В изолированной системе полный электрический 
зар я д , т. е. ал гебраи ческая  сумма 

полож ительного и отрицательного зар я д о в , 
остается постоянны м.

Рано или поздно мы долж ны  будем спросить: удовлетворяет ли этот 
закон условию релятивистской инвариантности? Гл. 5 посвящ ена 
обсуждению этого важ ного вопроса. Ответ будет полож ительны м и 
не только в том смысле, что выш еприведенная ф орм улировка спра
ведлива в любой заданной инерциальной системе координат, но и 
в более строгом смысле; располож енны е в различны х системах коор
динат наблюдатели, изм еряя зар яд , получают одно и то ж е  число. 
Д ругим и словами, полный электрический заряд  изолированной си
стемы является релятивистски инвариантным числом.

1.3. Квантование заряда

Опыт М илликэна с каплей масла и ряд други х экспериментов 
показали , что в природе электрические заряды  состоят из дискрет
ных зарядов постоянной величины. Эта величина обозначается че
рез е и является зарядом  электрона. Мы уж е отмечали, что позитрон 
обладает в точности таким  ж е количеством электричества. Ещ е более 
замечательным фактом является  точное равенство зарядов  всех 
други х  заряж енны х частиц — равенство по величине, например, 
полож ительного зар яд а  протона и отрицательного зар яд а  электрона.

Последнее равенство — а именно равенство зарядов  протона и 
электрона — было проверено в очень тонком эксперименте, который
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заклю чается в исследовании электрической нейтральности атома 
или молекулы водорода. Иными словами, нужно было попытаться 
отклонить пучок атомов или молекул электрическим  полем. В опыте, 
поставленном для  этой цели *), использовался хорошо коллим иро
ванный пучок атомов цезия в высоком вакуум е, проходящий через 
сильное электрическое поле. По отсутствию какого-либо наблю 
даемого отклонения можно сделать вывод, что полный  заряд  атома 
цезия долж ен быть меньше 10~ 16 е. Ещ е более тонкий эксперимент 
был недавно проведен другим способом **). Больш ой объем водо
рода подвергался сжатию в резервуаре, полностью изолированном 
в электрическом  отношении от окруж аю щ ей среды. Затем  газ вы пу
скали  из резервуара таким образом, чтобы с ним не могли выйти 
обычные ионы. Если бы заряд  протона отличался от заряда эл ект 
рона, скаж ем , на одну часть от биллиона, тогда каж дая м олекула 
водорода, состоящ ая из двух протонов и двух электронов, имела бы 
зар яд , равный 2 -1 0 ~ !1 е, и удаление всей массы водорода заметно 
изменило бы электрический заряд  и потенциал резервуара. Д ей ст
вительно, этот эксперимент мог бы обнаруж ить такой остаточный 
зар яд , как  1 0 ~ 20 е на атом, но наблю дения никаких зарядов не пока
зали! Отсюда мы делаем вывод, что электрон и протон имеют оди
наковы е заряды  с точностью до одной части на 1020.

С огласно современным взглядам , между электроном и протоном 
сущ ествует наибольш ее, возможное для элементарных частиц, р аз
личие. Н икто  еще не понимает, почему при этом их заряды  равны 
с такой  фантастической степенью точности. Очевидно, что кван това
ние зар яд а  является  таинственным и универсальны м законом при
роды. Опыт показы вает, что заряды  всех элементарных частиц 
в точности одинаковы. Мы можем надеяться, что в будущем какое- 
нибудь новое открытие или проницательность теоретиков объяснят 
нам, почему частицы с зарядом  0,500е или 0,999<? не могут сущ ест
вовать ***).

Ф акт квантования заряда выходит, конечно, за  пределы класси 
ческого электромагнетизма. Обычно мы его игнорируем и поступаем 
так , к ак  будто наши точечные заряды  q могут иметь любую величину. 
Это не приводит к трудностям. О днако полезно вспомнить, что кл ас
сическая теория не в состоянии объяснить структуры  элементарных 
частиц. (Н ельзя , впрочем, утверж дать, что современная квантовая

*) J .  С. Z о г n, Q . Е . С h a m  b е г 1 a i п, V . W . H u g h e s ,  Phys. R ev . 
129, 2566 (1963).

**) J .  G. К i n g, Phys. Rev. L e tte rs  5, 562 (1960). Ссылки на предыдущие опы
ты по определению равенства зарядов можно найти в этой статье и в гл. 13 
книги V . W . H u g h e s ,  G rav ita tio n  and R e la tiv ity  (W . A. B enjam in, In c ., New 
Y ork, 1964).

***) Н а основании некоторых последних теоретических исследований эле
ментарных частиц предполагается возможность существования частиц зар яд а , 
равного V3e и 2/ 3е. Но последующие поиски таких частиц в условиях, казавш ихся 
благоприятными для их создания и обнаруж ения, ни к чему не привели. 
(L. В. L е i р u п е г, W. Т. С h u, R . С. L а г s е n, R . К- A d a i г, P h y s . Rev. 
L e tte rs  12, 423 (1964).) В настоящее время п о и с к и  таких частиц продолж аю тся.
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теория может это сделать!) Ч то удерж ивает электрон от распада — 
т ак  ж е таинственно, к а к  и то, что определяет точную величину его 
заряда. Здесь долж ны  сущ ествовать какие-то силы, отличные от 
электрических сил, т ак  как  электростатические силы, действующие 
между различными частями электрона, приводят к  отталкиванию .

И зучая электричество н магнетизм, мы можем рассм атривать з а 
ряж енны е частицы к ак  носители зар яда  со столь малыми разм ера
ми, что вопрос об их протяж енности и структуре в больш инстве 
случаев не имеет значения. Н априм ер, из экспериментов по рассея
нию при высокой энергии нам известно, что электрический зар яд  про
тона не выходит заметно за пределы сферы радиуса 10~ 13 см. Н а 
помним, что опыты Резерф орда по рассеянию альфа-частиц п о каза
ли , что даж е у тяж елы х ядер электрический зар яд  распределен по 
области, размеры которой не больш е 10" 11 см. Д л я  ф изика д евят
надцатого столетия «точечный заряд» оставался абстрактны м по
нятием, довольно слабым аналогом  которого служ ил  заряж енны й 
ш ар. В настоящее время мы находимся в коротком знаком стве с ча
стицами, из которых построен атом. П редставление о дискретности 
зар яд а  так  глубоко вош ло в наш е современное описание природы, 
что точечный заряд  каж ется  нам менее искусственной идеализацией , 
чем заряд , распределенный в объеме с непрерывной плотностью. 
К огда мы постулируем таки е непрерывные распределения зарядов, 
мы можем их считать средними из очень большого количества эл е 
ментарных зарядов, т ак  ж е как , вводя м акроскопическую  плот
ность ж идкости, мы не обращ аем внимания на ее неоднородность на 
молекулярном  уровне. К вантование заряда не может быть очень 
заметно на объектах, размеры  которых гораздо больш е масляны х 
капель М илликэиа!

ч,

1.4. Закон Кулона

Вам, вероятно, известно, что взаимодействие между электриче
скими зарядам и, находящ имися в покое, описывается законом  К уло
на: два неподвижных электрических заряда отталкиваю т или при
тягиваю т друг друга с силой, пропорциональной произведению 
величин зарядов и обратно пропорциональной квадрату  расстояния 
между ними.

Запиш ем эти утверж дения в векторной форме:

F 2 =  f e H M ^ .  ( 1)
Г  21

Здесь <7i и q 2 являю тся числами (скалярам и), обозначаю щими вели
чину и зн ак  соответствую щ его зар яда , г 21 — единичный вектор, 
направленны й *) от зар я д а  1 к  заряду  2, и F 2 — си ла, действую щ ая

*) Это условие может показаться не совсем естественным, но им обычно поль
зую тся в некоторых других разделах физики, и мы будем его придерж иваться 
на протяжении этой книги.
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на зар я д  2. Т аким  образом, уравнение (1) вы раж ает, кроме всего 
прочего, тот ф акт, что одноименные заряды  отталкиваю тся, а р аз
ноименные притягиваю тся и что сила, входящ ая в уравнение, я в 
л яется  нью тоновской, т. е. что F 2= — Fj.

Умнож ение на единичный вектор r 2i означает, что сила п ар ал 
л ельн а линии, соединяющей заряды . Это могло быть иначе, если бы 
само пространство имело свойство внутренней неоднородности, но в 
пустом и изотропном пространстве два точечных заряда не могут 
определить другого направления, кроме линии, их соединяющей.

Если «точечный заряд» имеет некоторую  внутреннюю структуру 
с осью, определяю щей направление, тогда его нельзя описать только  
одной скалярной  величиной q.

Мы предполагаем в уравнении (1), что оба заряда занимаю т объ
емы, размеры которых малы по сравнению  с г 21; если это не соот
ветствует действительности, то расстояние г21 не может быть опреде
лено так , чтобы уравнение (1) было всегда справедливо. Требование 
неподвижности зарядов необходимо в данном случае для исклю чения 
вопроса (который мы будем изучать в последующих главах) о м аг
нитных силах, возникаю щ их при движ ении зарядов.

Константа k  в уравнении (1) определяется выбором системы 
единиц.

Обычно мы измеряем г 21 в сантим етрах, F  — в динах и за р я д  — 
в электростатических единицах СГС, обозначаемых СГСЭ?. В этом 
случае постоянная k =  \.  Д ва  зар яда , каж ды й из которых равен 1 ед. 
СГСЭ? , отталкиваю т друг друга с силой в одну дину, если расстояние 
между ними равно одному сантиметру; мы можем рассматривать 
уравнение (1) с k =  l как  определение единицы заряда в системе еди
ниц СГСЭ. И ногда в качестве единицы зар яд а  мы будем пользоваться 
кулоном. Эта единица обычно входит в систему метр — килограм м — 
секунда. В еличина этой единицы такова, что при зарядах , вы ра
ж енны х в кулонах , и расстоянии — в метрах уравнение ( 1) дает 
силу в нью тонах при условии, что k = 8 ,9875 -Ю9. Причиной введения 
кулона является  то, что между этой единицей зар яда  и обычными 
электрическими единицами (ампер, вольт, ом и ватт), которыми поль
зую тся в технике, в лаборатории и в повседневной ж изни, сущ ест
вуют простые соотношения. З а р я д  в один кулон равен 2,998 -109 ед. 
СГСЭд *).

Единственный способ, при помощи которого мы можем обнару
ж и ть и измерить электрические заряды , это наблюдение за взаим о
действием заряж енны х тел. Тогда возникает вопрос: что ж е в законе 
К улона является  только определением? Существенным физическим

*) Ч исло 2,998, с которым мы еще не раз встретимся при рассмотрении соот
ношений меж ду различными электрическими единицами, напоминает о скорости 
света, близкой к 2,998 • 1010 см/сек. Мы не будем сейчас выяснять происхождение 
этого коэффициента. Часто в книгах и таблицах вы встретите просто число 3. 
С трого говоря, вместо коэффициента 3, принимающего участие в преобразовании 
электрических единиц, должен стоять коэффициент 2,99792..., стоящий перед
1010 см/сек в значении скорости света.
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содержанием этого закон а  являю тся утверж дения об обратной зави 
симости силы от квадрата расстояния и об аддитивности  действия 
электрических зарядов. Чтобы понять последнее утверж дение, мы 
долж ны рассмотреть больше чем два заряда. Заметим , что если бы 
в мире было только два зар яд а  q± и q2, с которыми мы могли бы экс
периментировать, мы никогда бы не смогли измерить их по отдель
ности. Мы могли бы только показать, что сила F  пропорциональна 
1 / 4 .  П редположим, что мы имеем три тела, несущ их заряды  qu  q2 
и <73. М ожно измерить силу, действующую на зар яд  qi, если заряд

q2 расположен на расстоянии 10 см 
от qu  a q3 находится на очень 
большом расстоянии от qt и q2 
(рис. 1.2, а). Затем  мы можем 
удалить заряд  q 2, перенести зар яд  
qз в положение, которое занимал 
зар яд  q2, и снова измерить силу, 
действующую на ^х. В заклю чение 
поместим заряды  q2 и q3 очень 
близко друг к д ругу  и располож им 
их на расстоянии 10 см от qy. 
И зм еряя силы, мы убедимся, что 
сила, действую щ ая на qx, равна 
сумме первоначально измеренных 
сил. Этот существенный результат 
не мог быть предсказан логически 
на основании соображ ений сим
метрии, подобных тем, которыми 
мы пользовались, чтобы показать, 
что сила, действую щ ая между 
двумя точечными зарядам и , долж 

на быть направлена вдоль соединяющ ей их линии. Сила взаимо
действия двух зарядов не изменяется при  наличии третьего заряда.

Н езависимо от числа зарядов, входящ их в систему, закон К у л о 
на (уравнение ( 1)) можно использовать для вычисления взаимодей
ствия каж дой пары. Это утверж дение является основой принципа  
суперпозиции,  с которым мы будем неоднократно встречаться при 
изучении электромагнетизма. П редположим, что мы имеем две груп
пы зарядов и объединяем их в одну систему, не меняя конфигу
рации каж дой группы. П ринцип суперпозиции состоит в том, что 
сила, действую щ ая на зар яд , расположенный в любой точке объе
диненной системы, будет представлять собой векторную  сумму сил, 
которые создаются каж дой группой зарядов в отдельности и дей
ствуют на заряд  в этой точке. Этот принцип нельзя считать не тре
бующим доказательства. Ведь может сущ ествовать т ак ая  область 
явлений, в которой имеют место очень малые расстояния или очень 
больш ие силы и где принцип суперпозиции не будет справедливым. 
Д ействительно, нам известны такие квантовые явления в электро
магнитном поле, в которы х проявляется недостаточность принципа

а)

'г

_ большое ( %
V'10 \paccmmme

Рис. 1.2. Сила, действую щ ая на q x в {в) 
является  суммой сил, действую щ их на 

в (а) и (6).
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суперпозиции, рассматриваемого с точки зрения классической 
теории.

И так , полное представление о ф изике электрических взаимодей
ствий можно составить только в том случае, если число зарядов 
больше двух. Мы можем выйти за  пределы уравнения (1) и заяви ть , 
что при наличии трех зарядов (рис. 1 .2), занимаю щ их любые поло
ж ен ия, сила, действую щ ая на один из них, например на q3, может 
быть точно определена из следую щего уравнения:

р _ 1 t/3(7-2r32 /Г)\
h 3 -“ 2 I 2 • (^)

г  31 32

У равнение (2) соответствует, например, ситуации, показанной на 
рис. 1.3.

Ч то  касается закона обратной пропорциональности силы квад
рату расстояния, то его экспериментальное подтверждение, в опре
деленном диапазоне расстояний, можно счи
тать заверш енным. В 1785 г. К улон  измерил 
с помощью крутильны х весов силу, действую 
щую между маленькими заряж енны м и ш а
рами. П ристли за много лет до К улона 
установил, по аналогии с гравитационны м 
полем, что отсутствие электрического дейст
вия внутри полого заряж енного ш ара с л у 
ж и т доказательством  обратной пропорцио
нальности силы квадрату расстояния. Генри 
Кэвендиш , гениальный английский эксп ери 
ментатор, чья работа была почти неизвестна 
его современникам, выполнил в 1772 г. п ро
верку  закон а обратных квадратов с точностью 
до 2 % .  К эвендиш  зар яж ал  сферическую обо
лочку, которую  можно было затем разделить на две половины. 
О тсутствие зар яд а  на внутренней части оболочки было д о к аза 
тельством закон а обратной пропорциональности силы квадрату  
расстояни я *).

Современные повторения опыта Кэвендиш а **) действительно 
подтвердили этот закон для расстояний порядка сантиметров или 
десятков сантиметров с точностью до нескольких частей на 109.

И ногда этот экспериментальный результат описывают как  изме
рение «показателя степени» в закон е обратной пропорциональности 
силы квадрату  расстояния. О днако реальная проблема состоит не 
в том, какой показатель степени является  правильны м ,— 2 или к а 
кое-нибудь другое число, например — 1,99998, а скорее в том, при

*) В гл. 3 мы будем рассматривать вопрос о равенстве нулю поля внутри 
любой проводящ ей оболочки сферической или другой формы. Кэвендиш, поль
зуясь, к ак  и П ристли, аналогией с гравитацией , каж ется, не был знаком с этим 
более общим следствием закона К улона.

**) S . J .  Р  1 i m р t  о п, W. Е . L a w t о n , P h y s . R ev. 50, 1066 (1936).

Рис. 1.3. Сила, действую 
щ ая на заряд , которая  
создается двумя другими 
зарядами, входящ ими в 

равенство (2).
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каких  расстояниях закон  обратных квадратов становится недейст
вительным. Имеются две области, в каж дой из которых можно 
подозревать наруш ение закон а К улона. П ервой является  область 
очень малых расстояний, меньш их 10~ 14 см, где, к а к  мы уж е гово
рили, нет уверенности в возможности применения электром агнит
ной теории. Д л я  очень больш их расстояний, начиная с географ и
ческих и до астрономических, мы такж е не имеем эксперим ентально
го подтверждения зако н а  К улона. Однако у нас нет определенной 
причины ожидать наруш ения закон а при больш их расстояниях. 
Д ействительно, современная квантовая теория электромагнитного 
поля дает некоторое основание считать, что закон К улона справед
лив для  расстояний, намного превышающих расстояни я, приме
няемые в современных вариантах  опыта Кэвендиш а. Д ело в том, 
что при наруш ении закон а К улона на больших расстояни ях квант 
света, или фотон, имел бы небольшую, но конечную массу покоя, 
что привело бы к некоторой зависимости в скорости электром агнит
ных волн в вакуум е от длины волны. Непосредственные наблю де
ния *) показывают, что короткие радиоволны распространяю тся 
в вакуум е с той ж е скоростью , что и видимый свет. Точность этого 
утверж дения составляет по крайней мере одну часть на 10е. Н а  этом 
основании теория предсказы вает, что закон К улона долж ен быть 
справедливым до расстояний по крайней мере в несколько километ
ров. В ероятно, можно привести и более строгие доказательства. 
П одводя итоги сказанном у, мы имеем полное основание считать, 
что закон К улона справедлив для  огромного диапазона расстояний 
от 10~ 13 см до нескольких километров, если не больше. Мы прини
маем этот закон за основу нашего описания электромагнетизма.

1.5. Энергия системы зарядов

В принципе закон К улона — это все, что есть в электростатике. 
З н ая  заряды  и их координаты , мы можем определить все электриче
ские силы. Если ж е заряды  могут свободно перемещ аться под дей
ствием сил другого типа, то закон  К улона позволяет найти состоя
ние равновесия, при котором распределение зарядов останется по
стоянным. В этом ж е смысле законы  движения Н ью тона заклю чаю т 
в себе всю механику. Н о и в механике, и в электром агнетизм е мы 
получаем большую возмож ность проникновения в сущ ность проб
лемы с помощью введения други х  понятий, наиболее важ ны м из 
которых является энергия.

В электростатике понятие энергии имеет больш ое значение, 
т ак  к ак  электрические силы консервативны. Рассм отрим  вначале 
работу, которая долж на быть соверш ена над системой для того,

*) Лучшим доказательством этому утверждению было недавнее наблюдение 
практически одновременного (в большинстве случаев в пределах нескольких 
минут) прибытия на Землю  радиоизлучений и излучений света от вспыш ки «яр
кой звезды», находящ ейся от нас на расстоянии 20 световых лет. (В. L o v e l l ,  
F . L . W  h i р р 1 е, L . Н . S о 1 о ш о и, N a tu re  202, 377 (1964).)
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чтобы определенным образом располож ить некоторые заряж енны е 
тела. Н ачнем  с двух заряж енны х тел или частиц, располож енны х 
очень далеко  друг от друга, к ак  показано в верхней части рис. 1.4, 
и несущ их заряды  qx и q.2. Н ас соверш енно не интересует эн ерги я, 
с помощью которой были первоначально получены эти концентра
ции зарядов. Будем медленно сближ ать частицы, пока расстояние

Рис. 1.4. Три заряда , расположенные бли зко  д руг к другу . Вначале вносится зар яд  д2\ 
затем при фиксированны х ql и q2 вносится заряД qz.

можем перемещ ать заряд  по прямой к q 2 или пользоваться любыми 
окольными путями. В любом случае затраченн ая работа равна 
интегралу от произведения силы на смещение в направлении силы. 
С ила, которую  следует прилож ить для того, чтобы перенести один 
за р я д  по направлению  к другом у, равна и противополож на куло- 
новской силе

W  — ^ сила X расстояние — \ = - ^ 2 . (3 )
Г~ X

П оскольку г изменяется от оо до г12, то приращ ение смещения 
равно — dr. Очевидно, что работа, произведенная над системой, 
будет полож ительной для одноименных зарядов , так  как  они от
талкиваю тся друг от друга. Если qx и q2 вы ражены в единицах 
СГСЭ? и г12 — в сантиметрах, уравнение (3) дает работу в 
эргах .

В т. I при изучении консервативных сил  (см. т. I, гл. 5) мы уста
новили, что эта работа всегда одинакова, независимо от траектории 
сближ ения. Применим это доказательство  к двум зарядам  qt и q2
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(рис. 1.5). П усть за р я д  <71 закреп лен , а заряд  q2 может быть переме
щен в одно и то ж е  конечное полож ение по двум различны м тр аек 
ториям.

Сферическая оболочка, изображ енная радиусами г и r~\-dr, 
пересекается обеими траекториям и. П риращ ение работы —• F -ds 
на этом отрезке пути одинаково для обеих траекторий. Это объяс

няется тем, что сила F одинакова по 
величине на всей сфере и н ап равле
на по радиусу от q 1, в то время 
как  ds= dr/c  os 0 , следовательно, 
F -d$=Fdr. Любое приращ ение рабо
ты вдоль одной траектории сопровож 
дается таким ж е приращ ением на 
другой, так  что полные работы долж ны 
быть одинаковы. Н аш  вывод будет 
справедлив даж е для столь изви ли
стых траекторий, к ак  траектория на 
рис. 1.5, обозначенная пунктиром. 
(Почему?)

Вернемся теперь к двум зарядам  
на рис. 1.4,6 и внесем в систему из 

какого-нибудь удаленного места третий зар яд  q3, поместив его 
в точку Р з, расстояние которой от зар яда  1 равно г зх см, а от заряда 
2—г 32 см. Работа, затраченн ая на этот перенос, будет равна

р
— S F 3-ds. (4)

сс

Б лагодаря свойству аддитивности электрических взаимодейст
вий, которое мы уж е подчеркивали выше,

— ^ F3-ds =  —  J (F 31 +  F w)-cte =  — J F.u -dr— J F 32-d r. (5)

Т аким  образом, работа по перенесению зар яд а  q3 в точку Р 3 
равна сумме двух работ, одна из которых необходима д ля  переноса 

в точку Р з, если имеется только один заряд  qx, а д ругая  требуется 
для  переноса q3 в точку Р 3 при наличии только одного зар яд а  q 2,

=  Ш  +  (6 )
'  31 ' 3 2

Следовательно, полная работа, затраченная на образование 
указанного располож ения трех зарядов, которую  мы обозначим 
через U, равна

Отметим, что величины qx, q % и q3 входят в уравнение (7) симмет
рично, несмотря на то, что зар яд  q3 был внесен в систему последним.

Рис. 1.5. Если сила яв л я ется  цен
тральной, то на прохож дение р а з 
личны х путей между сферами r + d r  

и г требуется одинаковая работа.
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Мы получили бы тот ж е результат, если бы внесли заряд  q3 первым. 
(П опробуйте это проделать.)

Т аким  образом, работа U не зависит от последовательности, 
в которой собираются заряды . Ее можно назвать электрической 
потенциальной энергией рассмотренной системы зарядов. К ак всегда 
в определении потенциальной энергии, здесь существует некоторый 
произвол. В данном случае нулевое значение потенциальной эн ер
гии соответствует ситуации, когда все три зар яда  уж е существуют, 
но находятся на бесконечно больш их расстояниях друг от друга. 
П отенциальная энергия относится к конфигурации в ц е л о м . П р и 
писывать определенную ее часть одному из зарядов не имеет смысла.

О чевидно, что этот простой результат можно обобщить на любое 
количество зарядов. Если мы имеем N  различны х зарядов, любым 
образом располож енны х в пространстве, то потенциальная энергия 
системы вы числяется суммированием по всем парам, как  показано 
в уравнении (7). Н улевое значение потенциальной энергии, как  и 
в первом случае, соответствует удалению  всех зарядов на больш ие 
расстояния друг от друга.

В качестве примера вычислим потенциальную  энергию для вось
ми отрицательны х зарядов, располож енны х по углам  куба со сто
роной Ь, и положительного зар яда  в центре куба, как  это показано 
на рис. 1.6, а. Предположим, что каж ды й отрицательный зар яд

12 таких пар

- е  ^
7 -

& '
- е

- е
— _ - е

II -г; I
" 1 --- ~<у' I

I+2еу  1

А ---------- 6 " "  Ь 4 таки, 
лары

12 таких 
пар

б)
Рис. 1.6. а) П отенциальная энергия для  такого расп олож ен и я девяти точечных зарядов 

вы раж ается формулой (8). б)  В сумму входят четыре типа пар.

является  электроном с зарядом  —е, в то время к ак  частица в центре 
несет двойной полож ительный зар яд  2е. Суммируя по всем парам , 
получим

8 (—2е-) 12е2 12е2 4е2 _ 4 ,3 2 е 2 

(УТ'2 )Ь ь У"2Ь У~ЗЬ~ ьU -

Н а рис. 1.6, б показано, откуда берется каж ды й член этой сум 
мы. Э нергия полож ительна; это значит, что на создание системы 
была затрачена работа, которая может быть, конечно, получена 
обратно, если мы предоставим зарядам  возможность разойтись, 
воздействуя при этом на некоторое внеш нее тело (или тела).
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Если бы электроны  могли просто уйти на бесконечность из этой 
конфигурации, то полная кинетическая энергия  всех частиц была бы 
равна U. Это справедливо и в том случае, если они будут удалены 
одновременно и симметрично, и в том случае, когда их будут осво
бождать по одному в любом порядке. Мы чувствуем здесь значение 
простого понятия полной потенциальной энергии системы. П оду
майте, какую  задачу приш лось бы выполнить, если бы мы должны 
были вычислить результирую щ ий вектор силы, действую щей на 
каж дую  частицу, в каж дой стадии создания конфигурации! В нашем 
примере геометрическая симметрия, конечно, облегчила бы задачу; 
но даж е при этом задача была бы гораздо слож нее, чем простое 
вычисление, приведенное выше.

Один из способов написания суммы по парам  таков:

З н ак  двойной суммы означает следующее: возьмите / =  1 и сумми
руйте по k = 2 ,  3, 4, . . . ,  N-, затем возьмите / = 2  и суммируйте по 
k =  \ ,  3, 4, . . . ,  N; и т. д. до у =  /V. Ясно, что при этом каж дая пара 
войдет в сумму дваж ды , поэтому перед знаком  суммы стоит множ и
тель 1/ г.

1.6. Электрическая энергия кристаллической решетки

Эти идеи имеют ш ирокое применение в ф изике кристаллов. Мы 
знаем, что ионный кри сталл , например кристалл хлористого натрия, 
может быть описан с очень хорошим приближ ением, к ак  располо
ж ение полож ительных ионов (N a+ ) и отрицательны х ионов (С1~), 
чередующихся в правильной трехмерной последовательности, или 
решетке. Располож ение ионов в кристалле хлористого натрия по
казано на рис. 1.7, а. К онечно, ионы не точечные заряды , но они 
представляют собой почти сферические распределения зарядов и, 
следовательно (как  мы вскоре докаж ем), электрические силы, с ко
торыми они действую т д руг на друга, будут такими ж е, как  если бы 
каж дый ион был заменен эквивалентны м точечным зарядом , распо
ложенным в его центре. Н а  рис. 1.7, б показана такая  электрически 
эквивалентная система. Электростатическая потенциальная энергия 
решетки зарядов играет важ ную  роль в объяснении стабильности 
и сил сцепления ионного кри сталла. Посмотрим, сможем ли мы 
вычислить величину этой энергии. Н ам придется, по-видимому, 
иметь дело с суммой огромного числа членов, почти с двойной бес
конечностью, так  к ак  даж е малый м акроскопический кристалл 
содержит около 1020 атомов. Будет ли эта сумма сходиться? И так, мы 
хотим определить потенциальную  энергию, приходящ ую ся на еди
ницу объема или на единицу массы кристалла. М ожно надеяться, что 
она не зависит от разм еров кристалла, так как один конец м акроско
пического кристалла будет оказы вать весьма небольшое влияние на

N

(9)
)= 1
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другой. Д в а  грамма хлористого натрия долж ны  иметь вдвое боль
шую потенциальную  энергию , чем один грамм, а форма не играет 
большой роли, поскольку атомы на поверхности составляю т не
большую часть общего количества атомов. Н аш и рассуж дения о к а 
зались бы ошибочными, если бы кристалл состоял из ионов только  
одного зн ака . Тогда один грамм кри сталла имел бы огромный э л е к 
трический заряд , и для соединения двух  таких  кристаллов в д в у х 
граммовый кристалл понадобилось бы фантастическое количество 
энергии. (М ожете ее вычислить!) П олож ение спасает тот факт, что 
кристалл  является  чередованием равны х и разноименных зарядов, 
так  что полный заряд  любого макроскопического кристалла очень 
близок к нулю.

Рис. 1.7. На рисунке показана часть кристалла хлористого натри я с ионами и С1“  для  
примерно п равильн ы х относительных разм еров (а) и д л я  эквивалентны х точечных за 

рядов (б).

Д л я  вычисления потенциальной энергии вспомним, что полож е
ние каж дого полож ительного иона в реш етке кри сталла в точности 
повторяет полож ение любого другого.

Д ал ее , из рассмотрения рис. 1.7 можно заклю чить, что располо
ж ение полож ительны х ионов вокруг отрицательного иона совер
шенно аналогично расположению  отрицательны х ионов вокруг 
полож ительного. Следовательно, мы можем принять один ион, без
различно какого зн ака , за  центральны й, просуммировать по его 
взаимодействиям  со всеми другими ионами и полученное значение 
энергии умнож ить на полное количество ионов обоих знаков. П ри 
этом двойная сумма в уравнении (9) сведется к простой сумме, умно
ж енной на число N ; коэффициент 7 г долж ен быть оставлен, чтобы 
учесть, что каж дая  пара вош ла дваж ды . Т аки м  образом, энергия 
реш етки хлористого натрия, состоящ ей из N  ионов, равна

(10)
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На рис. 1.7, б  в центре находится полож ительный ион, и наш а сумма 
охватывает всех соседей, ближ них и далеких . В ы раж ение (10) 
принимает следую щ ий вид:

6е3 , 12е2 8ег 

~  ~У~2а V"3i (И)

Первый член появляется  от шести ближ айш их ионов хлора, р ас 
положенных на расстоянии а, второй — от двенадцати ионов натрия, 
расположенных по углам  куба, и т. д. Очевидно, этот ряд  не сходит
ся абсолютно ; если бы мы сделали глупость и попробовали вначале 
просуммировать все полож ительны е члены, то такая  сумма о каза 
лась  бы расходящ ейся. Д л я  вычисления написанной суммы мы 
долж ны распространить ее на еще более удаленны е ионы, причем 
вклю чать их группами, представляющ ими собой почти нейтральны е 
ячейки вещества. Затем  эту сумму можно оборвать, так  как  удален
ные ионы образую т равномерную  смесь полож ительны х и отрица
тельны х зарядов, и мы можем быть уверенными в малости их в к л а 
дов. Это — грубый способ описания тонкой вы числительной задачи. 
Ч исленная оценка такого  ряда производится в настоящ ее время на 
электронно-вы числительной машине. Д л я  наш его случая  ответ равен

U =  _  0,8738Ne\  (12)

где N  — число ионов, вдвое больш ее, чем число молекул.
О трицательный зн ак  отраж ает доминирующую роль ближ айш их 

соседей и показы вает, что на разделение кри сталла на ионы долж на 
быть затрачена работа. Д ругим и словами, электрическая энергия 
помогает объяснить сцепление кристалла. О днако, если бы дело 
было только в ней, то кристалл распался бы, так  к ак  потенциальная 
энергия распределения зар яд а , очевидно, у м е н ь ш а е т с я  при со
кращ ении всех расстояний а. Здесь мы снова встречаемся с известной 
проблемой классической, т. е. неквантовой, ф изики. С огласно зако 
нам классической ф изики, ни одна система, на которую  действуют 
только электрические силы , не может находиться в состоянии 
устойчивого равновесия. Д елает  ли это утверж дение наш  анализ 
бесполезным? Отнюдь нет. Зам ечательно, что и в квантовой физике 
кристаллов понятие об электрической потенциальной энергии сохра
няет свой смысл, и эта энергия может быть вы числена указанны м 
выше способом.

1.7. Электрическое поле

Предположим, что мы имеем некоторое располож ение зарядов 
? 2, •••. ф иксированное в пространстве, и что нас интересуют 

не силы, с которыми эти заряды  действую т друг на друга , а только 
их действие на какой-то другой заряд  q0, помещенный в окрестности 
этих зарядов. Н ам  известен способ вычисления результирую щ ей
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силы, действующей на заряд  q0, если даны его координаты х, у , г. 
Эта сила равна

N

f . = £
)'= 1

QaQ j r <sj
(13)

Здесь r oj — расстояние от /-го зар яд а  системы до точки (х, у , г). 
Сила пропорциональна q0, т ак  что если мы исключим q 0, то получим 
векторную  величину, которая зависит только  от структуры  нашей 
первоначальной системы зарядов qu  q 2, . . . ,  qN и от полож ения точки 
(х, у , г). Н азовем  эту векторную функцию  от х, у, г электрическим  
полем, создаваемым зарядам и qu q 2, . . . ,  qx , и обозначим ее через Е. 
Зар яды  qu  . . . ,  qN  называю тся источниками  поля. Определением 
электрического поля Е, созданного распределением заряда в точке 
(х, у , г), может служ ить выраж ение

Е [х, у  у z)
Т 7 г о

(14)

Н а  рис. 1.8 показано слож ение векторов поля от точечного з а 
ряда, равного + 2  ед. СГСЭ9, и поля от точечного заряда — 1 ед. 
СГСЭ? в определенной точке пространства. В системе единиц СГСЭ? 
величина электрического поля 
вы раж ается в динах на единицу 
зар яд а , т. е. в дин/е  д. СГСЭ9.

Д о  сих пор мы не узнали н и 
чего нового. Электрическое поле 
представляет собой только другой 
способ описания системы зарядов; 
это описание заклю чается в у к а за 
нии величины и направления силы, 
приходящ ейся на единицу проб
ного зар яд а  q 0, который можно по
местить в любой точке. П ри этом гс 
следует проявлять  осторожность.
Если заряды  неподвижны, то вве
дение некоторого конечного зар яда  
q0 может заставить их изменить 
свое полож ение, и тогда само поле,
определенное уравнением (14), изменится. Поэтому мы начинаем 
наш е обсуж дение с неподвижных зарядов . И ногда, вводя поле Е, 
требую т, чтобы заряд  q0 был «бесконечно малым» пробным зарядом , 
тогда поле Е определяю т как  предел отнош ения F /q0 при q0-+0. О дна
ко преимущ ество такого определения лиш ь каж ущ ееся. Н апомним, 
что в реальном мире мы никогда не встречаем заряда меньше е\ 
Д ействительно, если мы примем уравнение (14) з а  о п р е д е л е н и е  
Е без ссы лки на пробный заряд , то не возникает никаких проблем 
и источники не долж ны  быть неподвижными. Если введение нового

Рис. 1.8. Поле в точке {х, у,  z) является  
векторной суммой полей каж дого из 

зарядов системы.
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зар яда  вызывает сдвиг в источнике зарядов, тогда действительно 
произойдет изменение электрического поля, и если мы хотим пред
сказать силу, действующую на новый заряд , то долж ны  использо
вать для ее вычисления новое электрическое поле. Возможно, вы 
спросите, что такое электрическое поле? Я вляется  оно чем-нибудь 
реальным или только названием коэффициента, который следует 
умножить на заряд  для получения численного значения силы, на
блюдаемой в эксперименте? Здесь уместны два зам ечания. Во-пер- 
вых, чем бы мы не считали поле, важнее всего то, что это понятие 
имеет смысл. Во-вторых, ф акт сущ ествования вектора электрического 
поля в любой точке пространства, дающего возмож ность предска
зать силу, которая будет действовать на л ю б о й  зар яд  в этой точке, 
без сомнения, не является  тривиальным. Это могло бы быть иначе! 
Если бы не соответствующие эксперименты, мы могли бы вообра
зить наприм ер, что в двух различны х точках пространства, в кото
рых единичные заряды  испытывают одинаковую  силу, пробные 
заряды  удвоенной величины испытывали бы различны е силы, зави 
сящ ие от природы других зарядов системы. Если бы это было верно, 
то описание сил с помощью поля не соответствовало бы действи
тельности.

Электрическое поле сообщает пространству л о к а л ь н о е  с в о й 
с т в о ,  имеющее следую щ ий смысл: если нам известно значение Е 
в некоторой малой области, то мы знаем без дальнейш их исследова
ний, что случится с любыми зарядам и в этой области. Д л я  этого не 
надо знать, как  создано поле. Если нам известно электрическое поле 
во всех точках пространства, то мы имеем полное описание всей 
системы, которое позволяет обнаруж ить полож ения и величины всех 
зарядов.

Чтобы представить себе электрическое поле, вы долж ны  связать 
с каж дой точкой пространства вектор. В этой книге мы будем поль
зоваться различными способами представления векторны х полей, 
но ни один из них не является  полностью удовлетворительным.

Векторную функцию , заданную  в трехмерном пространстве, 
трудно представить в пространстве двух измерений. Мы можем изо
бразить величину и направление Е в различны х точках , нанеся на 
рисунок небольшие стрелки вблизи этих точек и делая стрелки длин
нее там, где поле Е больш е *). П ользуясь  таким способом, мы изобра
зили на рис. 1.9, а поле изолированного точечного зар яд а , равного 
+ 3  произвольным единицам, и на рис. 1.9, б  поле точечного зар яда  в 
— 1 единицу. Эти изображ ения ничего не прибавляю т к нашему по
ниманию поля изолированного заряда; каж дый может представить 
простое радиальное поле силы, обратно пропорциональной квадрату 
расстояния, и без помощи таких  изображений. Мы делаем это, чтобы

*) Т акое представление довольно нелепо. Трудно у к азать  такую  точку в 
пространстве, которой соответствует данная величина вектора; кроме того, ди
апазон величин Е  часто настолько велик, что выбор длин стрелок, пропорциональ
ных Е ,  обычно неосуществим.
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иметь возможность объединить оба поля на рис. 1. 10 , на котором 
таким  методом представлено поле двух разны х зарядов, разведенных 
на расстояние а. Н а  рис. 1.10 изображ ено только поле в плоско
сти, содерж ащ ей заряды . Д л я  получения полного трехмерного пред
ставления следует вообразить, что рисунок вращ ается вокруг оси

*
* *

Л У '

s '  . v '*■ 

ч

•* / I \  s '  J  v

✓ ^ Ч  у  /  |  \
JC /  \  *

i  \  * '
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Рис. 1.9. а) Поле ~.аряда =  3. б) П оле заряда q2=  — \. Оба рисунка весьма п рибли зи 
тельны и имеют только  иллю стративное значение.

симметрии. Н а рис. 1.10 сущ ествует одна точка пространства, в ко
торой поле Е равно нулю. Н а каком  расстоянии от ближайш его за 
ряда она расположена? Зам етьте такж е, что на краях  рисунка поле

v ‘ 4 ,

4 V » < '

\  V ^
* ь

V 4 V  ✓

у

*  v V >
'  /  X  Ч ~  ^  " 4

> ^ 4  ^ ^
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Рис. 1.10. Поле в окрестности двух  зарядов, <?i —+  3, q z=  — 1, является суперпозицией 
полей, показанны х на рис. 1.9, а и С.

направлено в основном наруж у и поэтому на большом расстоянии от 
зарядов оно похоже на поле полож ительного точечного заряда. Этого 
следовало ож идать, потому что разведение зарядов не может иметь 
больш ого значения для точек, располож енны х на больших расстоя-
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Н1гях, и если два наших источника соединить в одном месте, то оста
нется точечный заряд, равный + 2  единицам.

Д ругим  способом представления векторного поля является  изо
браж ение силовых л и н и й  поля. П оследние представляю т собой про
сто кривые, касательны е к  которым в любой точке совпадают 
с направлением поля в этой точке. Т аки е кривые являю тся гладкими

и непрерывными, за  исклю 
чением таки х  особенностей, 
как  точечные заряды , или 
таких точек, к ак  та  точка 
в примере рис. 1 . 10 , где 
поле равно нулю . По сило
вым лини ям  нельзя  непо
средственно определить 
величину поля, несмотря 
на то, что обычно, к а к  мы 
увидим, силовы е линии 
сходятся по мере прибли
ж ения к области сильного 
поля и расходятся  в обла
сти слабого поля. Н а  рис. 
1.11 нанесено несколько 
силовых линий д л я  такого 
ж е располож ен ия з а р я 
дов, к ак  на рис. 1 . 10 , а 
именно д ля  полож ительно

го заряда в 3 единицы и отрицательного за р я д а , равного 
1 единице.

В данном случае мы снова можем дать только  картин у на 
плоскости.

1.8. Распределение заряда

Перейдем теперь от точечных зарядов к их н е п р е р ы в н ы м  
р а с п р е д е л е н и я м .  Объемное распределение за р я д а  описывается 
скалярнойф ункцией , плотностью  зар яда  р, которая имеет размерность 
[заряд/объем] и зависи т от полож ения точки в пространстве. Т аким  
образом, плотность р, ум нож енная на элемент объема, дает величину 
зар яд а , содерж ащ егося в этом элементе объема. Е сли  записать р 
к ак  функцию координат х, у ,  г,  то произведение р (х, у , z) d x  dy dz 
будет представлять собой зар я д , содерж ащ ийся в небольш ом ящ ике 
с объемом dx  dy dz, располож енном в точке (х, у ,  г). В атомном мас
штабе плотность за р я д а , конечно, колоссально изм еняется от точки 
к  точке; несмотря на это, она оказы вается полезным понятием и в 
•той области. О днако мы будем пользоваться ею главны м  образом 
при исследовании м акроскопических систем, настолько  больш их, 
что наш элемент объема d v = d x  dy  dz, будучи чрезвычайно малым по 
сравнению  с размерами системы, окаж ется достаточно больш им, что

Рис. 1.11. Н есколько силовы х линий  электри че
ского поля вблизи двух  зарядов, =  qz ~  — 1.
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бы содерж ат^ много атомов или элем ентарны х зарядов. К ак  мы уж е 
отмечали, подобная проблема возни кает и при определении обычной 
плотности вещества.

Е сли источником электрического поля является  непрерывное 
распределение зар яда , а не точечные заряды , то в уравнении (13) 
следует заменить сумму соответствующ им интегралом. И нтеграл  
дает значение электрического поля в точке (х , у , г), которое создано 
зарядам и в други х точках (х ', у ' ,  z ’):

Е ( х ,  у ,  =  (15)

Этот интеграл является  объемным. С охраняя точку (х, у , г) непо
движ ной, мы заставляем  переменные интегрирования х ' , у ' и г' пере
мещ аться по всему пространству, содерж ащ ему заряд , сум м ируя 
таким  образом  вклады  всех частей зар яд а  (рис. 1.12). Единичный 
вектор г направлен от ( х ' , у ' , г') к (х, у ,  г). Е сли мы захотим поставить 
перед интегралом  зн ак  минус, то направление г следует изменить на 
обратное. П равильно ставить знаки  
всегда трудно. Вспомним, что эл ектр и 
ческое поле направлено от п олож и тель
ного источника.

В окрестности реального точечного 
зар яд а  электрическое поле по мере при
ближ ения к точке стремится к бесконеч
ности к а к  1 /г 2. П онятие поля в самом 
точечном зар яд е  не имеет смысла. П о
скольку  наши первичные физические 
источники поля являю тся, как  мы н а 
деемся, не бесконечными кон центраци я
ми зар я д а  в нулевом объеме, а конеч
ными структурам и , то мы просто игно
рируем  математические особенности, 
которые возникаю т при применении 
понятия точечного заряда , и не интере
суемся тем, что происходит внутри н а
ших элем ентарны х источников. Тем не 
менее полезно заметить, что непреры в
ное распределение заряда не имеет осо
бенностей и позволяет определить поле в точках, располож енны х 
внутри самой области, где располож ен заряд . Теперь нам ясно, 
почему объемный интеграл в уравнении (15) в окрестности г = 0  не 
будет расходиться: величина р конечна, а сам элемент объема п р о 
порционален r2dr.

Иными словами, пока р остается конечной величиной, поле 
будет такж е  оставаться всюду конечным, даж е внутри распределе
ния зарядов  или на его границе.

(х,У ,г)
Рис. 1.12. К аж ды й элемент рас
пределения заряда р^дг', у \  г ') 
вносит вклад  в электрическое 
поле Е в точке (х , у, г). П олное 
поле в этой точке является  сум 
мой всех так и х  вкладов (у р авн е

ние (15)).
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С вязь между электрическим  полем и его источниками может быть 
вы раж ена замечательно простым способом, который будет иметь мно
го применений. Н ачнем  с определения величины, называемой по
током.

Рассмотрим в пространстве некоторое электрическое поле и зам к
нутую поверхность произвольной формы. Н а рис. 1.13 изображены 
такая  поверхность и поле в виде нескольких силовы х линий. Р азд е
лим всю поверхность на столь малые части, что поверхность каж дой

1.9. Поток

Рис. 1.13. Зам кн утая поверхность в векторном поле (а) разделена на элементы малой площ а
ди (б). Каждый элемент поверхности представлен вектором, направленны м  н аруж у  (в).

части (назовем ее элементом поверхности) можно считать практиче
ски плоской; на такой  поверхности вектор поля не будет заметно 
меняться. Д ругим и словами, поверхность не долж на быть слишком 
морщинистой и не долж на проходить непосредственно через особен
ность поля *), например через точечный заряд. Элемент поверхности 
имеет определенную величину, выраж аю щ ую ся в квадратны х 
сантиметрах, кроме того, он определяет единственное нап равле
ние — направление наруж ной нормали. (П оскольку поверхность 
является зам кнутой, ее внутреннюю часть можно отличить от н ар у ж 
ной; здесь нет неоднозначности.) Представим величину и нап равле
ние элемента поверхности вектором. Тогда для  каж дого из элемен
тов, на которые разделена поверхность, как , например, для  элемента 
под номером /, мы будем иметь вектор а ;-, определяю щ ий его величину 
и направление. Ш аги , предприняты е нами, отображ ены на рис. 1.13,6 
и в. Обратите внимание на то, что векторы а ;- совсем не зави сят  от 
формы элемента поверхности; способ разделения поверхности не 
имеет значения, пока элементы достаточно малы.

Обозначим через Е7- вектор электрического поля на элементе по
верхности /. С калярн ое произведение E j -а, является  числом. Мы

*) Под особенностью поля мы обычно понимаем не только точечный источник, 
где поле приближается к бесконечности, но любое место, где величина или н а
правление поля претерпеваю т разры в, как , например, бесконечно тонкий слой 
концентрированного зар яд а . Этот последний, более слабый вид особенности не 
вызывает трудности, пока некоторая конечная поверхность нашего объема не 
совпадает с поверхностью разры ва.
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называем это число потоком через данный элемент поверхности. 
Чтобы понять происхождение этого назван и я , выберем векторную  
функцию, представляющ ую собой скорость движ ения ж идкости, 
например в реке, где скорость меняется от одного места к другом у, 
но является  постоянной во времени в любой точке. О бозначим, 
это векторное поле, измеряемое, скаж ем , в см/сек, через v. Тогда, 
если а  обозначает (в см2) элемент площ ади, погруж енной в воду, то 
произведение v -а является потоком  воды через элемент площади 
в см3/сек (рис. 1.14). Необходимо подчеркнуть, что наше определение 
потока применимо к любой векторной функции, какую  бы физиче
скую постоянную она ни представляла.

Поток = ш  Поток = О Поток= va  cos B0°=0,5va

Рис. 1 .Н . Поток через рам ку площадью а  равен v а. Если v — скорость ж идкости, то поток 
равен объему ж идкости, проходящ ей через рам ку в единицу времени.

Т еперь сложим потоки через все элементы поверхности. Мы полу
чим скалярную  величину Ф, которая является  потоком через всю 
поверхность:

ф  =  2 ЕГ а/- (16)
по всем /

Беспредельно уменьш ая участки и увеличивая их число, перейдем 
от суммы (16) к поверхностному интегралу:

Ф =   ̂ E -d a . (17)
по всей 

п оверхности

П оверхностный интеграл от любой векторной функции F по по
верхности S  означает следующее: разделим  5  на небольшие элем ен
ты, каж ды й из которых представлен вектором, направленным на
руж у, величина которого равн а площ ади элемента; на каждом 
элементе возьмем скалярное произведение вектора площади элемента 
и локального  значения вектора F и просуммируем все эти произве
дения; пределом этой суммы, по мере уменьш ения элементов, 
будет поверхностный интеграл. П усть вас не пугает перспектива 
таких вычислений для различны х поверхностей слож ной формы, как , 
например, на рис. 1.13. У дивительное свойство, которое мы соби
раемся продемонстрировать, делает такие вычисления ненужными!
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1.10. Закон Гаусса

Возьмем наиболее простой случай: предположим, что поле соз
дано изолированным положительным точечным зарядом  q и что 
поверхностью является  сфера радиуса г, в центре которой располо
жен точечный зар яд  (рис. 1.15). Чему равен поток Ф через такую  
поверхность?

Ответить на этот вопрос легко, так как  величина поля Е в каждой 
точке поверхности равна q /r2, а его направление совпадает с наруж 
ной нормалью в этой точке.

И так, мы имеем

Ф =  Е  X всю площ адь =  • 4 л /-2 =  4 л q. (18)

П оток не зависит от размеров сферы.
Теперь представим себе вторую поверхность, или оболочку, ох

ватывающую первую , но не сферической формы (рис. 1.16). Мы ут
верждаем, что полный поток через 
эту поверхность равен потоку 
через сферу. Д л я  доказательства д
рассмотрим конус, вы ходящ ий из q, 
вырезающий небольшой элемент а 
на поверхности сферы и продол-

Рис. 1.15. Ч ему равен  н ар у ж 
ный поток через сферу д л я  
п оля Е точечного заряда  q?

Рис. 1.16. На рисун ке показано, 
что поток через лю бую  зам кн у
тую поверхность вок руг q равен 

потоку через сферу.

жаю щийся до внеш ней поверхности, на которой он вы резает элемент 
А, на расстоянии R  от точечного заряда. П лощ адь элемента поверх
ности А больше площ ади участка а  по двум причинам: во-первых, 
из-за отношения квадратов расстояний (R /r)2 и, во-вторых, из-за 
того, что наклон элемента поверхности дает множ итель 1 /cos 0 . 
Угол 0 образован внешней нормалью и радиальны м направлением 
(см. рис. 1.16). Электрическое поле в области нормали меньше поля 
на сфере на множ итель (гЩ ) г, но направлено такж е  радиально. Если 
обозначить через Е,Д) поле у внешнего участка и через Е ,,, поле у
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сферы, то мы имеем:

поток через участок н аруж ной  п о вер х н о стей  
= Е (дГ А =  £ (д)Л c o s 0 ,

поток через участок внутренней  поверхн ости=  
=  Е(г) * & =  £*(г) а ,

E(R) A  c o s  0  = F ,  f  - L V Г а Р У  1 1\  Г J  COS 0 cos 0 =  Е(Г) а.

( 19)

Т аким  образом, потоки через оба участка равны.
К аж дую  часть внешней поверхности можно совместить с частью 

сферической поверхности таким  образом, что полный поток будет 
одинаковым через обе поверхности. Иными словами, поток через 
новую поверхность такж е долж ен быть равен 4 л q. Н о мы рассмат
ривали поверхность п р о и з в о л ь н о й  формы и р азм ер о в* ). Сле
довательно, поток электрического поля 
через л ю б у ю  поверхность, охватываю щ ую  
точечный зар яд  q, равен Anq. М ожно такж е 
показать , что полный поток через за м к н у 
тую поверхность равен нулю , если зар яд  
располож ен в н е  п о в е р х н о с т и .  П редо
ставляем  это доказательство читателю.
Рис. 1.17 содерж ит указан ие на возможный 
способ доказательства.

Сущ ествует один способ рассмотрения 
всей этой проблемы, благодаря которому 
результат становится очевидным. П редста
вим себе, что в точке q располож ен источ
ник, излучаю щ ий частицы — например, 
ядра или фотоны — во всех нап равлени ях  
с постоянной скоростью. Ясно, что поток 
частиц через отверстие, равное единице пло
щ ади, будет уменьш аться обратно пропор
ционально квадрату  расстояния от отвер
стия до q. Следовательно, мы можем провести 
аналогию  между напряж енностью  электрического поля Е и интенсив
ностью потока частиц, выраж енной в ядрах  на единицу площади в 
единицу времени. Д овольно очевидно, что поток ядер через любую 
поверхность, полностью охватываю щ ую  зар яд  q, не зависит от р аз
мера и формы этой поверхности, т ак  к ак  является  полным количест
вом, излучаемым в единицу времени. Соответственно поток Е  через 
зам кнутую  поверхность не долж ен зависеть от ее размеров и формы. 
Это объясняется обратной пропорциональностью  интенсивности по
тока квадрату  расстояния.

6)
Рис. 1.17. Чтобы показать, 
что на рис. а поток через S  
равен нулю, можно восполь

зоваться рис. б.

*) Д л я  большей уверенности мы выбирали такую  вторую поверхность, которая 
охваты вает сферу, но это не обязательно. Кроме того, сферу можно выбрать сколь 
угодно м алы х размеров.
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Применим теперь принцип суперпозиции. Лю бое электрическое 
поле является суммой полей отдельных источников. Это свойство 
было выражено в ф орм улировке закона К улона (уравнение (13)). 
Ясно, что поток является  аддитивной величиной в том смысле, что 
если мы имеем некоторое число источников qx, q 2, . . . ,  qN, поля к аж 
дого из которых были бы равны Еь  Е 2, . . . ,  EiV, то поток Ф через не
которую поверхность 5  в реально существующем поле можно вы ра
зить равенством

Мы только что установили, что ) Еn -d\  равен 4лд„, если заряд

qn расположен внутри поверхности S , и равен нулю снаруж и. 
Таким  образом, каж ды й за р я д  q внутри поверхности вносит вклад, 
равный точно 4 я q, в поверхностный интеграл уравнения (20), а все 
внешние заряды  не вносят ничего. Мы пришли к закону Гаусса:

П оток электри ческого  поля Е через любую

зам кнутую  поверхн ость , т. е. интеграл   ̂ E - d a

по поверхности , равен произведению  4л на 
полный з а р я д , охваты ваем ы й поверхностью :

Мы называем это утверж дение законом, так  как  оно эквивалент
но закону К улона и может с равным успехом считаться основным за 
коном электростатического взаимодействия после определения за р я 
да и поля. Законы  Гаусса и К улона не являю тся двумя независимыми 
физическими законам и, а представляю т собой один и тот ж е закон, 
выраженный в различны х формах *). В озвращ аясь к наш ему д о каза 
тельству, мы видим, что оно основано на обратной пропорциональ
ности взаимодействий квадрату  расстояния и, конечно, на аддитив
ности взаимодействий, т. е. на принципе суперпозиции. Т аким  об
разом, эта теорема применима к любому физическому полю, в кото
ром действует закон обратных квадратов, например к гравитацион
ному полю, что упоминалось в гл. 9 т. I.

*) Здесь имеется одно различие, несущественное в данном случае, но имеющее 
отношение к дальнейш ему изучению  полей движ ущ ихся зарядов. Закон  Гаусса 
справедлив для более ш ирокого класса полей, чем электростатические поля. В ча
стности, закону Гаусса может удовлетворять сферическое несимметричное поле, 
величина которого обратно пропорциональна квадрату г. Д ругим и словами, 
один закон Гаусса не является достаточным условием симметрии поля точечного 
источника, подразумеваемого в законе Кулона.

S S

S
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Л егко  доказать , что закон Г аусса н е с п р а в е д л и в  для  поля, 
сила которого обратно пропорциональна, скаж ем , кубу расстояния. 
В этом случае поток электрического поля от точечного зар я д а  ц 
через сферу радиуса R ,  в центре которой располож ен зар яд , р ав 
нялся бы

®  =  j E . d a  =  ^ 4 ^  =  4- ^ .  (22)

Следовательно, увеличивая радиус сферы, мы можем сделать поток 
сколь угодно малым, в то время как  полный зар яд  внутри сферы 
остается постоянным.

Эта зам ечательная теорема расш иряет наши возможности в двух 
отнош ениях. Во-первых, она дает связь  между полем и его источ
никами, в некотором смысле обратную  той, что дает закон К улона. 
Закон  К улона дает возможность определения электрического поля 
по заданны м зарядам ; по закон у  Гаусса мы можем определить вели 
чину зар яд а  в любой области, в которой известна величина поля. 
В о-вторых, приведенное здесь математическое соотношение я в 
ляется  мощным аналитическим инструментом; оно может, к ак  мы 
увидим, облегчить решение слож ны х задач.

1.11. Поле сферического распределения заряда

Мы можем использовать закон  Г аусса для  определения эл ектр и 
ческого поля сферически симметричного распределения зар яда , т. е. 
распределения, в котором плотность зар яд а  р зависит только от рас
стояния до центральной точки.. Н а 
рис. 1.18 изображ ено поперечное 
сечение такого распределения.
Плотность зар яд а  в этом распреде-

Рис. 1.18. Сферически 
симметричное распределе

ние заряда.

Рис. 1.19. Электрическое поле 
сферического распределения за 

ряда.

лении неравномерна: в центре она больш е, чем на некотором расстоя
нии от него, затем уменьш ается, потом снова увеличивается и на 
расстоянии, большем г0, равна нулю . Ч ем у равна величина электри 
ческого поля в некоторой точке располож енной за  пределами 
распределения, или в точке Р 2 внутри него (рис. 1.19)? Если бы мы 
пользовались только законом К улона, то мы долж ны были бы вы
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полнить интегрирование, которое суммировало бы векторы элек
трического поля в точке Р х, создаваемые каждым элементарным объ
емом в распределении зар яда . Рассмотрим другой подход, в котором 
используются и симметрия системы, и закон Гаусса.

Б лагодаря сферической симметрии электрическое поле в любой 
точке должно быть направлено по радиусу — другого  направления 
быть не может. В еличина поля Е  долж на такж е быть одинаковой во 
всех точках сферической поверхности S i радиуса гг , т ак  как  все 
такие точки являю тся эквивалентными. Обозначим величину этого, 
поля через Е х. С ледовательно, поток через поверхность S j равен 
просто 4nrfEj, и, по закон у  Гаусса, долж ен быть равен произведению 
4л на заряд, охватываемый поверхностью. И так, 4лг^Е'1= 4 я  х  (заряд 
внутри Sf)  или

£  _  зар я д  внутри S 1 ^ 3 )

1 rl

С равнивая эту величину с полем точечного зар яд а , мы видим, что 
поле во всех точках поверхности  Sx является таким же, как если бы 
весь заряд внут ри  S , был сосредоточен в центре. А налогичное ут
верждение применимо к сфере, проведенной внутри распределения

заряда. П оле в любой точке на поверх
ности S 2 является таким  ж е, к ак  если 
бы весь заряд  внутри S 2 был расположен 
в центре, а вне S 2 зар яд а  не было бы. 
Очевидно, что поле внутри «полого» сфе
рического распределения зар яд а  равно 
нулю  (рис. 1 .20).

П рим еняя то ж е доказательство к 
гравитационному полю, мы приходим к 
заклю чению , что З ем л я , если считать 
распределение ее массы сферически сим
метричным, притягивает внеш ние тела 
таким  образом, как  будто ее масса со
средоточена в центре. Это ш ироко извест
ное утверж дение было доказан о  в т. I с 

помощью гравитационного потенциала и интегрирования. Тем, кто 
считает, что этот принцип вы раж ает очевидное свойство центра 
масс, следует напомнить, что эта теорема не явл яется , в общем, 
справедливой для други х форм. П равильный куб с однородной 
плотностью не притягивает внеш ние тела так, к ак  будто его масса 
сконцентрирована в его геометрическом центре.

Н ью тон не считал эту теорему очевидной. О на служ и ла  ему ос
новой для доказательства того, что на Л ун у  при ее движ ении вокруг 
Зем ли  и на тело, падаю щ ее на Землю , действуют одни и те ж е  силы. 
З ад ер ж ка  публикации теории гравитации Н ью тона примерно на 
двадцать лет объясн ялась, во всяком  случае частично, теми затруд
нениями, которые он испыты вал, доказы вая эту теорему. Д о к а за 
тельство, которое он, в конце концов, получил и опубликовал

Рис. 1.20. Поле внутри зар я ж ен 
ной сферической оболочки равно 

нулю.
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B «Princip ia»  в 1686 г .(I книга, X II  раздел, X X X I  теорема), является 
чудом изобретательности, которым было осуществлено, грубо гово
ря , слож ное объемное интегрирование без помощи известного нам 
теперь интегрального исчисления. Это доказательство было намного 
длиннее, чем вышеприведенное рассмотрение закон а Гаусса, и более 
слож но обосновано. И  все это потому, что, несмотря на математиче
скую  находчивость и оригинальность, присущ ие Нью тону, ему не 
хватало теоремы Гаусса — соотнош ения, которое теперь каж ется та 
ким очевидным и почти тривиальны м.

1.12. Поле линейного заряда

Д линны й прямой заряж енны й провод, если пренебречь его тол
щ иной, можно характеризовать количеством электричества на еди
ницу длины. Обозначим эту линейную  плотность заряда, измеряемую 
в единицах СГСЭ9 на сантиметр, буквой к. Чему равно электрическое 
поле такого  провода, предполагае
мого бесконечно длинным и имею
щ его постоянную  линейную плот
ность зар яд а  X? Мы решим эту 
задачу  двумя способами. Первый 
из них использует закон К улона.

Д л я  вычисления поля в точке Р  
(рис. 1.21) мы долж ны слож ить 
вклады  от всех элементов линей
ного зар яд а , один из которых изо
браж ен на рисунке в виде элемента 
длиной dx. З ар я д  dq на таком  
элементе равен dq—M x .  О риенти
руя наш у ось х  вдоль провода, мы 
можем провести ось у  через точку 
Р,  располож енную  на расстоянии 
г см от ближ айш ей точки провода.
В оспользуем ся соображ ениями 
симметрии, из которых следует, 
что электрическое поле в точке Р  
долж но быть направлено вдоль оси у. Поэтому обе компоненты поля 
Е ж и E v долж ны  быть равны нулю. В клад  зар яда  dq в ^-компоненту 
электрического поля в точке Р  равен

d E y =  ̂ c o s 0  =  ^ c o s 0 ,  (24)

где 0 — угол между вектором поля от зар яд а  dq и направлением 
оси у. П олная «/-компонента поля вы числяется интегрированием

Е у = \  d E y =  ] %- ^ ~ < ix . (25)

z

Рис. 1,21. а) Поле в точке Р  является 
векторной суммой вкладов от каж дого 
элемента линейного заряда. Рис. б пред

ставляет ссбой часть рис. а.
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Здесь удобно использовать в качестве переменной интегрирований 
угол 0. П оскольку R = r j co s0  и d x = R d Q /co s0 , интеграл равен

Я /  2

£ , =
X cos 0 ёв

Я / 2

cos OdQ = 2А, (26)
-Я/2

Мы видим, что поле бесконечно длинного провода с однородной 
плотностью зар яда  обратно пропорционально расстоянию  от про
вода. П оле направлено от провода, если провод зар яж ен  положитель-*

но, и к проводу, если зар яд  отрица
тельный.

Второй способ реш ения основан на 
законе Гаусса и приводит к таком у ж е 
результату . О круж им  элемент линейного 
зар яд а  замкнутым круговы м  цилиндром 
длины L  и радиуса г (рис. 1.22 ) и рас
смотрим поток через эту  поверхность.

К ак  мы уж е отмечали, симметрия 
задачи гарантирует, что поле является  
радиальны м, так  что поток через торцы 
этой «консервной банки» равен нулю.
П оток через цилиндрическую  поверх

ность равен просто площ ади 2лг Ь ,  умноженной на напряж енность 
поля на поверхности (Е г). С другой стороны, зар яд , окруж енны й по
верхностью, равен XL, таким  образом, закон Гаусса дает нам вы ра
ж ение 2 n r L E = A n X L ,  или

Рис. 1.22. Определение п оля л и 
нейного заряда  с помощью тео

ремы Гаусса.

Е г =  ~ ,г  г  У (27)

аналогичное формуле (26).

1.13. Поле бесконечно большого плоского заряженного слоя

Равномерно распределенны й по тонкому слою электрический 
заряд  называю т поверхностным распределением заряда . Рассмот
рим плоский слой, простираю щ ийся в бесконечность с постоянной 
поверхностной плотностью зар яда  а. Электрическое поле по обе 
стороны слоя, какова бы ни была его величина, долж но быть на
правлено перпендикулярно к плоскости слоя; в системе не может 
быть другого выделенного направления. В точках Р  и Р ' , располо
женных на равных расстояниях по разным сторонам от слоя, век
торы электрического  поля благодаря симметрии долж ны  иметь 
одинаковую величину, но противоположные направления.

И мея это в виду, мы сразу определим величину поля, поль
зуясь законом Гаусса. Н ачертим цилиндр (рис. 1.23) с поперечным 
сечением Л , на одном из концов которого располож ена точка Р,  а на 
другом Р ' . Н аруж ны й поток имеет место только на концах, так  что 
если через Е р обозначить величину поля в точке Р,  а через Е Р—  
величину поля в точке Р ' , то наруж ны й поток будет равен А Е Р+
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^ А Е р ' — 2 А Е Р. З ар я д  в цилиндре равен о А .  Следовательно, 2 А Е Р— 
= 4ясь4  или

Е р =  2по .  (28)

Мы видим, что величина поля не зависит от г, т. е. от рас
стояния до слоя. У равнение (28) можно было бы вывести более сл о ж 
ным путем, вы числяя векторную  сумму вкладов в поле в точке Р  
от всех малых элементов зар яда  в слое.

П оле бесконечно длинного заряж ен н ого  провода, как  мы обна
руж или, меняется обратно пропорционально расстоянию  от провода, 
в то время как  поле бесконечно боль
шого слоя имеет одинаковую н ап р я 
ж енность на всех расстояниях от 
слоя. Это — простые следствия того 
ф акта, что поле точечного зар яд а  
изменяется обратно пропорционально 
квадрату  расстояния. Если все выш е
сказанное еще не очевидно, то можно 
привести такое разъяснение: в грубом 
приближ ении частью линейного з а 
ряда, которая в основном ответст
венна за  поле в точке Р  (см. рис.
1 .21), является  ближ няя его часть, 
располож енная на расстоянии вели 
чины порядка г. Если все эти части 
слож ить, а остаток отбросить, то мы 
получим концентрированный заряд  
педичины qw'kr, который долж ен 
создать поле, пропорциональное qjr2 
или \ j r .  В случае слоя количество 
электричества, которое является  в 
этом смысле «эффективным», увеличивается пропорционально г2 по 
мере удаления от слоя и компенсирует уменьшение поля, пропор
ционального 1 /г 2, для любого элемента заряда.

З а д а ч и

1.1. а) Ф ундаментальный вопрос: сравнение гравитационной и электрической 
си л , действующих между элементарными частицами. Сравните электростатиче
ское отталкивание двух электронов, располож енных на расстоянии г  друг от 
Друга, с гравитационным притяжением тех ж е частиц. Чему должна быть равна 
масса электрона, чтобы в точности уравновесить эти силы? (Такие ф ундам енталь
ные постоянные, как  заряд  и масса электрона и гравитационная постоянная G, 
приведены в Приложении III .)  О т в е т .  F e/F g =  4 ,1 5 -1012, т  =  1,86- 1 0 “ е г.

б ) Е диницы  массы и заряда определены различными способами. В законе все
мирного тяготения (т. I, гл. 3) G является  постоянной, которую следует опреде
лить экспериментально, если грамм, единица массы, определен независимо. 
В системе электрических единиц СГСЭ для  определения единицы заряда служ ит 
сам закон К улона. П редполагая, что единица массы установлена точно таким же 
образом, найдите, чему будет равна ваш а собственная масса в таких единицах?

Рис. 1.23. Определение п оля беско
нечно больш ого заряж ен н ого  слоя 

с помощью теоремы Гаусса.
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1.2. Чему равна полная электростатическая сила, действую щ ая на единицу 
положительного зар яд а , помещенного в центре квадрата со стороной Ь, если по 
углам квадрата расположены заряды  q, 2q, —4q и 2ql О т в е т .  F  =  10q /b 2.

1.3. Д ва одинаковых, наполненных гелием ш ара, к которым привязан  груз 
весом в  5 г, парят в равновесии, как  показано на рисунке. К аж дый ш ар несет

зар яд  Q. Определите величину заряда  в  единицах 
------- ВО см -------- * | О ’СЭд. О т в е т .  1660 ед. СГСЭд .

1.4. Заряды  (—е) располож ены  по верш инам 
равностороннего треугольника со стороной г, а 
зар я д  Q > 0  находится в центре тяж ести тр еу го л ь
ника. Чему долж на быть равна величина Q, если 
сила, действующ ая на любой из отрицательны х 
зарядов, равна нулю? Очевидно, что сила, дейст
вую щ ая на зар яд  Q, вследствие симметрии всегда 
равна нулю. Я вляется ли  состояние равновесия 
системы устойчивым? О т в е т .  Q =  е / У 3.

1.5. П от енциальная энергия системы точечных 
зарядов. Три заряда располож ены так, как  у ка
зано на чертеже.

а) Вычислите электростатическую  силу, дейст
вующую на каждый заряд .

б) Вычислите полную потенциальную  энергию 
этой конфигурации зарядов.

К задаче 1.3. 1.6. а-частица проходит с большой скоростью
через геометрический центр молекулы  водорода, 

двигаясь по линии, перпендикулярной к оси, проведенной через оба протона. 
Расстояние между протонами равно b ■ Н а каком участке пути а-частица испыты
вает максимальную силу? Предположим, что протоны мало смещаются за  время 
прохождения а-частицы. (Это предположение оправдано благодаря большой 
скорости движения а-частицы .) М ожно такж е пренебречь электрическим по."ем 
электронов в молекуле. (Это приближ ение не является  очень хорошим, так 
как  в центральной части молекулы Н 2 имеет место значительная концентрация 
отрицательного заряда.)

■а— И

О

К задаче 1.5.

9
~е

У  N/  \
/  +е \/  « ---- \

I У 'I ь \
cc-i истица \

Молекула Н2
К  задаче 1.6.

1.7. Найдите такое геометрическое расположение одного протона и двух 
электронов, чтобы потенциальная энергия этой системы была точно равна нулю . 
С колько имеется таких положений для трех частиц на одной и той ж е прямой л и 
нии?

1.8. Вычислите потенциальную  энергию, приходящ ую ся на один ион, для 
бесконечно протяженного одномерного ионного кристалла, т. е. ряда  зарядов, 
расположенных на одинаковом расстоянии друг от друга, величина которы х равна 
е, а знаки чередуются. (У к а з а н и е. При решении этой задачи мож ет оказаться  
полезным разложение в ряд  величины log (1 + х ).)  О т в е т .  U —  — 0,693 e'l ia.

1.9. Пот енциальная энергия распределения заряда. Сфера радиусом а з а 
полнена зарядом с однородной объемной плотностью р. Н уж но определить потен
циальную  энергию U этой заряж енной сферы, т. е. работу, затраченную  на 
ее создание. Вычислите эту энергию , строя сферу по слоям и пользуясь тем по-
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ложением, что поле вне сферического распределения заряда является таким 
же, как  если бы весь заряд  был сосредоточен в центре. Предположим, что сфера 
построена до радиуса г. Чему равен полный зар яд  q в этой стадии? Теперь при
бавьте бесконечно малый слой толщиной dr, определите величину работы dU , 
которая затрачена на перенос заряда  в этот слой из бесконечности до радиуса г 
и проинтегрируйте от г =  0 до г = а .  В ы разите результат через полный за р я д  Q в 
сфере. О т в е т .  U =  3/ 6 (Q 2/ a ) .

1.10. М одель электрона. В начале нашего столетия существовала гипотеза 
чисто электростатического происхождения массы покоя электрона. Она стала  
особенно привлекательной после того, как  специальная теория относительности 
доказала эквивалентность энергии и массы. Представьте себе электрон в виде 
ш ара радиусом г0 с однородной объемной плотностью заряда . П ользуясь резу л ь
татом задачи 1.9 и предположив, что потенциальная энергия этой системы равна 
т с 2, найдите радиус г0. У  этой модели имеется дефект: не предусмотрено ничего, 
что могло бы скрепить заряд! О т в е т .  г0= 3/ 5 е2/ т с 2= 1 ,6 9 -  10~13сл.

- Г .  11. Электростатическая пот енциальная энергия ядра. Электрическое стро
ение ядра тяж елого атома приближенно можно изобразить в виде сферы из ве 
щества с однородной объемной плотностью заряда , равной 4- 102S ед. СГСЭд/с.к3. 
Чему равно изменение электростатической энергии, выраженной в эргах и в м и л 
лионах электрон-вольт, при расщеплении ядра урана с полным зарядом, равным 
%2е, на два ядра с одинаковыми зарядами и радиусами, разведенными на больш ое 
расстояние друг от друга?

1.12. Поле двух точечных зарядов. Д ва  точечных заряда расположены на оси 
х ,  один заряд , равный + 1  ед. СГСЭ„, в точке х = + 2  см, а другой, равный — 4 ед. 
СГСЭ9 , в точке х = —2 см.

а) Вычислите величину и направление электрического поля в точке (0, 3; 0) 
на оси у , определив сначала компоненты поля в этой точке. О т в е т .  Е  — 
=  0,288 СГСЭу/с.и.

б) Найдите координаты точки с нулевым полем. Сколько имеется таких 
точек? О т в е т ,  х  =  6, у  — 0, 2 =  0.

1.13. Заряж енное тело в поле. К апелька воды диаметром Ю~2 см несет такой 
отрицательный заряд , что электрическое поле на ее поверхности равно 20 ед. 
СГСЭу/сд!. К акова долж на быть сила вертикального поля, чтобы удерж ать 
каплю  от падения? О т в е т .  Е  — 1,0 С ГС Э у/ог.

1.14. Электрическое поле в атмосфере. Имеются данные о том, что электри
ческое поле над поверхностью земли не равно нулю даж е в среднем. П редполо
ж им, что с помощью ряда измерений, проведенных на земном шаре в одно и то 
ж е врем я, установлено, что средняя величина направленного вверх поля равна 
10~3 д и н /е  д. СГСЭд и отрицательна. Чему равен при этом избыток заряда на по
верхности земли, выраженный в добавочных электронах на квадратный сантиметр?

1.15. Электрическое поле в атоме водорода. Нейтральный атом водорода в 
нормальном состоянии ведет себя в некотором отношении как точечный зар яд  -\-е, 
окруж енный облаком отрицательного заряда , плотность которого дается вы раж е
нием р (г)=Сё~~^г;а°- Здесь а 0 обозначает «боровский радиус», равный 0,53- l 0 - 8c.«, 
а С — постоянная, величина которой выбирается такой, чтобы общий отри
цательный зар яд  был в точности равен е. Чему равен полный электрический зар яд  
внутри сферы радиусом а 0? К акова величина электрического ноля па таком рас
стоянии от ядра? О т в е т .  Е  =  1 ,1 5 -107 СГСЭу'юм.

1.16. Тонкий непроводящий гибкий стержень согнут в форме почти правиль
ной окруж ности радиусом 50 см. М ежду концами имеется промежуток 2 см. По 
длине стерж ня равномерно распределен положительный заряд, равный 1 ед. СГСЭ^. 
Чему равны величина и направление электрического поля в центре круга? (П ро
стая задача, если помнить принципы симметрии и суперпозиции.) О т в е т .  Е  =  
=  2 ,5 7 - I Q - 6 СГСЭ у/см.

1.17. а) Точечный заряд  q расположен в центре куба. Чему равна величина

интеграла по одной грани куба? О т в е . т .

б) З а р я д у  смещен в один из углов куба. Чему теперь равна величина потока 
Е через каждую  из граней куба? О т в е т ,  лд /6 .
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1.18. Д ва параллельны х бесконечно больших слоя поверхностного заряда  
с плотностью о = 6  ед. СГСЭ9/сл 2 и а —— 4 ед. СГСЭ9/слг2 располож ены на расстоя
нии 2 см друг от друга. Рассмотрите электрическое поле этой системы. Теперь 
представьте, что эти две плоскости пересекаются под прямым углом. П окаж ите, 
как  будет выглядеть поле в каж дой из четырех областей, на которые разделено 
пространство.

1.19. Н а поверхности бесконечно большой плоскости имеется равномерное 
распределение заряда  а. Справа от плоскости и параллельно ей располож ен бес

конечно большой слой заряда толщиной d  с однородной объем- 
ной плотностью заряда  р. Все заряды  неподвижны. Определите

М Ш  ,  всю ду  Е.
1-20. Одним из замечательных фактов, отраж енны х в законе 

i i y - ' . y . : * К улона, является  следующий: одноименные заряды  отталкива- 
V. ( \ ; ются точно с такой  ж е силой, с какой притягиваю тся разнои- 

менные заряды . Чтобы показать, что это утверж дение не является 
g  тривиальны м, и изучить некоторые из его применений, рассмот-

рим мир, отличаю щийся в этом отношении от нашего. В этом 
мире единичный зар яд  определяется силой, действующей между 
одноименными зарядам и. Д ва равных полож ительных заряда, 
располож енных на расстоянии 1 см друг от друга, отталкива- 
ются с силой 1 Нин: это относится и к отрицательным зарядам . 
Закон  обратных квадратов и принцип суперпозиции справедливы. 
Но единичный полож ительный и единичный отрицательный за- 
ряды притягиваю тся с силой в к дин, где к >  1. П окаж ите, что 

{ЙОЙЙ » таком мире можно ожидать ситуации, при которой три кон
центрированны х заряда  будут притягивать друг друга. Воз- 

К задаче 1.19. можно ли  это в нашем мире? Необходимо ли в таком мире 
обобщение понятия количества заряда? К ак  обстоит дело с 

представлением об электрическом поле? Сколько различных измерений вы долж 
ны были бы провести, пользуясь пробными зарядами в точке пространства, чтобы 
предсказать силу, действующую на любое заряженное тело, помещенное ка
ким-то образом в эту точку? Опишите для k < \  ситуацию, возможную в таком 
м ире, но заметно отличную  от всего, что могло бы произойти в нашем.

1.21. Заряд распределен с цилиндрической симметрией. Мы доказали , что поле 
сферически симметричного распределения заряда вне сферы является таким, 
как  будто весь заряд  сосредоточен в центре, а поле внутри полости равно нулю. 
Д окаж и те  аналогичную  теорему для распределения заряда , имеющего цилиндри
ческую  симметрию и бесконечную протяженность в направлении оси, например, 
для длинной заряж енной трубки.

1.22. Поле равномерно заряж енной сферы. Рассмотрите сферическое распреде
ление заряда с однородной плотностью р 0 о т г = 0  до г = а  и р 0= 0  при г > а .  Опреде
лите электрическое поле для всех значений г как меньших, так  и больших а. Име
ется ли разрыв поля при прохождении поверхности при /-= а ?  Имеется ли такой 
ж е разрыв при г = 0 ?



Г Л А В А  2

Э Л ЕК Т РИ Ч Е С К И Й  ПОТЕНЦИАЛ

2.1. Л инейны й интеграл электрического поля

Рассмотрим поле Е некоторого стационарного распределения 
электрических зарядов. Обозначим через P i  и Р г две произвольные 
точки поля. Линейный интеграл от Е между двумя заданными точ
ками, взяты й по некоторому пути, соединяющ ему точки Р х и Р 2,

Рг
равен J Е -ds (рис. 2.1). Это означает следующее: делим путь на ко- 

р 1
роткие сегменты, причем каж дый сегмент представлен вектором, со
единяющ им его концы; берем скалярн ое произведение вектора сег
мента на поле Е в этом месте пути; нахо- р р »р 
дим сумму этих произведений для всего / *  <? s *  2 г 
пути. И нтеграл, как  всегда, я в л яется  
пределом этой суммы при уменьш ении 
длины сегментов и беспредельном уве
личении их числа. \  \ > 

Рассмотрим конкретный пример. \ \  \ / £  
П редполож им, что мы имеем электри- \  ^ s y  
ческое поле Е с компонентами Е х = К у  
и Е у = К х ,  где К — величина постоян
ная. Это — одна из возможных форм 
электростатического поля. (Мы вскоре / р  l p 
узнаем , как  это можно быстро доказать .) 7 1 1
Ш о п  *  Рис. 2.1. П оказано деление путирис. 2 .2 , а изображено несколько На элементы ds.
силовых линий нашего поля. Ч ему равна
величина интеграла от Е между точками Л и С, взятого по опреде
ленному пути A B C  (см. рис. 2.2)? В ектор, представляющ ий элемент 
пути, равен

ds =  x d x  - j - y d y ,  ( 1)

и так  к ак  вектор Е в данном примере равен

E =  K { i y  +  yx),  (2)
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то скалярное произведение Е -ds для любого элемента пути имеет вид

E-ds =  K  (ydx +  xdtj). (3)

Вдоль отрезка пути от А до В у —2х и dy=2dx .  Следовательно,

В В  1 1

 ̂ E-ds =  f ( ^  (у d x -г  х dy) =  К  J (2xdx-1r 2x dx) =  4К   ̂ xdx =  2%. (4)
А  А  о о

Вдоль пути от В до С у = 2 и d y —О

I E>ds =  K l ( y d x  +  x d y ) = I ( \ 2 d x  =  2K. (5)

Линейный интеграл по пути ABC  равен, следовательно, 2 К —2К,  
или 4К-

В
ds/ dy

~dst > E
/dx

б)

—i .
1

e)

x2

a)
Рис. 2.2. а) Определенный путь A B C ,  в электрическом поле Ех ~ К у ,  Е у ~ К х .  Показано не

сколько силовых линий, б) Вычисление линейного интеграла па этому пути (см. урав

нение (3) — (5)). в) Другой вид пути между теми нее точками.

Электрическое поле точечного заряда направлено радиально, 
и его величина зависит только от радиуса г. Если Р i и Р 2 являются 
любыми двумя точками в поле точечного заряда, то довольно оче
видно, что линейный интеграл от Е одинаков для всех видов пути, 
соединяющих эти точки. Это непосредственно следует из доказатель
ства, приведенного в разделе 1.5 (см. также рис. 1.5), для получения 
работы, затраченной на перемещение заряда в поле центральной 
силы.

Действительно, единственным различием между линейным интег
ралом от силы F, действующей на пробный заряд q, и линейным 
интегралом от Е, т. е. от поля, в котором движется пробный заряд, 
является множитель q. Любое электростатическое поле представляет 
собой просто суперпозицию полей определенных зарядов, как по
казано выражениями (1.14) и (1.15). В любом таком поле, следова
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тельно, линейный интеграл от поля Е, т. е. полного поля, созданного 
всеми источниками, не должен зависеть от пути:

J E>ds имеет одинаковую величину для любого

пути, соединяющего точки Р х и Р. 
в электростатическом поле.

(6)

В качестве примера рассмотрим линейный интеграл от Л до С на 
рис. 2.2, в по пути через точку (2,0) в рассмотренном выше поле Е.

Н а первом отрезке пути вдоль оси х, между началом координат 
и х = 2 ,  поле перпендикулярно к пути, следовательно, произведение 
E-ds  равно нулю. Н а втором отрезке пути Е у= К х = 2 К  и длина 
этого отрезка составляет 2 единицы. Таким образом, величина линей
ного интеграла равна 4/С, что совпадает со значением, полученным 
выше. Если нам известно, что линейный интеграл не должен зави
сеть от пути, было бы неразумно вычислять его для такого пути, как 
ABC.  Н а практике не часто требуется вычислять величины линей
ных интегралов. Главная цель примера дать ясное представление 
о том, что означает линейный интеграл.

2.2. Разность потенциалов и потенциальная функция

Поскольку линейный интеграл в электростатическом поле не 
зависит от пути, мы можем использовать его для определения ска
лярной величины ф21:

Величина cp2i имеет смысл работы, затраченной на перенос единицы 
положительного заряда в поле Е из точки Р г в Р±. Таким образом, 
Ф21 представляет собой однозначно определенную скалярную функ
цию двух точек Р х и Р г, называемую электрической разностью 
потенциалов между двумя точками.

В системе единиц СГС разность потенциалов измеряется в эрг/е д. 
СГСЭГ Эта единица имеет свое собственное название, стат-вольт 
(«стат» происходит от слова «электростатический»), и обозначается 
«единица СГСЭу». Вольт — это единица разности потенциалов в сис
теме М КС*). Он эквивалентен 1/299,79, т. е. приблизительно

*) Вольт, так же как кулон, ампер и ом, применялся в качестве «практиче
ской» единицы задолго до того, как была построена полная система электрических 
единиц МКС.

(7)
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1/300 ед. СГСЭК. Д ля перенесения заряда в один кулон из одной 
точки в другую, разность потенциалов между которыми составляет 
один вольт, требуется работа, равная одному джоулю.

Предположим, что положение точки Р г фиксировано. Тогда раз
ность потенциалов ф21 будет зависеть только от положения точки Р а, 
т. е. от пространственных координат х, у, г. Мы можем обозначить 
эту функцию просто через ф (х , у, г) без индексов, помня, что ее опре
деление связано с вышеупомянутой точкой Р г. Мы говорим, что 
функция ф является потенциалом векторного поля Е. Она представ
ляет собой скалярную  функцию положения, или скалярное поле 
(это одно и то же). Величина ф в данной точке является просто числом 
(в единицах работы на единицу заряда), с которым не связано ни
какое направление. Если задано векторное поле Е, то потенциальная 
функция ф определена с точностью до произвольной аддитивной по
стоянной, появляющейся благодаря произвольности выбора Pi.

В качестве примера определим потенциал электрического поля, 
изображенного на рис. 2.2. Точку Р г удобно расположить в начале 
координат, обозначенном на рис. 2.2 буквой А.  Чтобы вычислить 
интеграл

J E-ds (8)

от этой точки до любой точки (х, у), удобно воспользоваться наиболее 
легким путем, обозначенным на рис. 2.2, в пунктиром:

( * ,  У )  ( * ,  0 ) ( А ',  у )

Ф ( х , у )  =  —  ̂ E -ds =  — J Exd x — I Ev dy.  (9)
(О, 0) (О, 0) (*Го)

Первый интеграл равен нулю, как уже было отмечено, так как в этом 
поле компонента Ех равна нулю вдоль оси л:. Второе интегрирование 
проводится при постоянном х, и так как Е у =  Кх,  то интеграл будет 
иметь вид

у
— K x \ d y , (10)

0

а величина его будет р ав н а—Кху.  Д ля такого поля, следовательно, 
потенциал равен

Ф =  — Кху.  ( 1 1 )

К этому выражению можно прибавить любую постоянную. Это будет 
означать только то, что точка, в которой потенциал считается 
равным нулю, перенесена в другое место.

Мы должны быть осторожны и не перепутать потенциал ф данного 
поля Е с потенциальной энергией системы зарядов. Потенциальная 
энергия системы зарядов является полной работой, затраченной 
на создание этой системы. Уравнение (1.8), например, дает U, по
тенциальную энергию системы зарядов, изображенной на рис. 1.6.
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Электрический потенциал <р(я, у, г) поля, показанного на рисунке, 
представляет собой работу, приходящуюся на единицу заряда, кото
рая требуется для переноса единичного положительного пробного 
заряда из бесконечности в точку(х, у , г) в поле этой системы из вось
ми зарядов.

2.3. Градиент скалярной функции

При заданном электрическом поле мы можем определить элект
рическую потенциальную функцию. Обратно, зная потенциал, мож
но определить поле. Из уравнения (7) следует, что поле является 
в некотором смысле производной от потенциальной функции. Д ля 
уточнения этой идеи вводится понятие градиента скалярной функ
ции координат.

Пусть /(х , у, г) является некоторой непрерывной дифференцируе
мой функцией координат. Зная ее частные производные df/dx, df/dy и 
df/dz, в каждой точке пространства можно построить вектор, компо
ненты которого х, у, z равны соответствующим частным производ
ным *). Этот вектор называется градиентом /  и обозначается симво
лом grad /  или y f :

у /  является вектором, который определяет изменение функции 
/  в окрестности точки, х-компонентой этого вектора является частная 
производная от f  по х, т. е. мера скорости изменения /  в направлении 
оси х.

Н аправление вектора у /  в любой точке является направлением, | 
в котором’ следует~дЖ гаТШ Гот*^ наиболее быстрого
увеличения Функции /. Предположим, что мы имеем дёло с функцией 
только двух переменных’х и у, так что она может быть представлена 
поверхностью в трехмерной системе координат.

Стоя в некоторой точке на этой поверхности, мы видим, что она 
в одних направлениях поднимается, а в других, противоположных, 
опускается. В одном из направлений за один короткий шаг мы 
поднимаемся выше, чем за шаг такой же длины в любом другом

*) Напоминаем читателю, что частная производная по х от /  (х , у , г), обозна
чаемая через df/dx, представляет собой скорость изменения функции при изме
нении х , при постоянных значениях других переменных у  и г. Более точно,

V/ =  : (12)

дх  Ддг_>- о
f ( x  +  Ax, у , z) — f ( x ,  у , г) 

Ах

Например, если f = x 2yz3, то

df df „a-я



направлении. Градиент функции — это вектор, совпадающий по на
правлению с наибольшей крутизной, величина которого равна на
клону, измеренному в этом направлении.

Рис. 2.3 поможет вам понять это определение. Представим себе 
некоторую определенную функцию двух координат х  и у,  изобра
женную в виде поверхности f ( x , y )  на рис. 2 .3 , а. В точке (х1у у г) 
поверхность поднимается наиболее круто в направлении, составляю
щем угол примерно 80° с положительным направлением оси х. Гради- 
ент \  f функции f(x,  у),  является векторной функцией х н у .  Х арак
тер распределения градиента показан на рис. 2 .3 ,6  некоторым количе

ством векторов в разных точках 
двумерного пространства, вклю
чающего точку (Xjг/i). Векторная 
функция V f, определенная урав
нением (12), является просто 
распространением этой идеи на 
трехмерное пространство. (Будь
те осторожны и не перепутайте 
рис. 2.3, а с  изображением трех
мерного пространства х, у,  г; 
третья координата на этом ри
сунке представляет собой вели
чину функции f(x, у)).

В качестве примера функции 
в трехмерном пространстве пред-

В)
Рис. 2.3. Скалярная функция /  U , у) 
представлена поверхностью (а). Стрел
ки изображают векторную функцию  

gradf (б).

Рис. 2.4. Самый короткий путь 
для данного изменения функции 
/' — это радиальный путь АВ,  

если f зависит только от г.

ставим себе, что f  зависит только от г, где г — расстояние до некото
рой фиксированной точки О. Н а сфере с радиусом г0, с центром 
в точке О, f = f  (го) является величиной постоянной. Н а сфере с не
сколько большим радиусом r0-\-dr эта функция такж е постоянна и 
равна f ( r0+dr).  Если мы хотим изменить значение функции от f (r0) 
До f { r0-\-dr), то кратчайший путь, которым мы можем этого достиг
нуть, совпадает с радиусом (отрезок А В, но не Л С (рис. 2.4)). «На*
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клон» /  является, таким образом, наибольшим в радиальном направ
лении, так  что V / в любой точке есть вектор, совпадающий с радиу
сом. Действительно, в данном случае V /= r  (df/dr), где г для любой 
точки обозначает единичный вектор в радиальном направлении.

2.4. Получение поля из потенциала

Теперь легко убедиться, что скалярная функция f так же связана 
с векторной функцией V /, как и потенциал ср с полем Е, если не счи
тать знака минус. Рассмотрим величину ср в двух близких точках 
(х, у, z) и (x—dx, y~-dy, z~dz).  Изменение ср при переходе из первой 
точки во вторую имеет следующий вид:

^  =  +  (13)

С другой стороны, из определения <р это изменение можно выразить 
также следующим образом:

d ф =  — E-ds. (14)

Бесконечно малое смещение в е к т о р а ^  равно xdx-r-ydy-^zdz.  Таким 
образом, если мы отождествим Е с — Уф, то уравнения (13) и (14) 
окажутся одинаковыми. Итак, электрическое поле равно отрица
тельному значению градиента потенциала:

(15)

Знак минус показывает, что электрическое поле направлено из об
ласти положительного потенциала в область отрицательного потен
циала. Направление вектора \ 7ф указывает направление увеличения 
ф. Д ля разъяснения вернемся к примеру поля на рис. 2 .2.Пользуясь 
значением потенциала, полученным из уравнения (11), ф =  —Кху,  
можно восстановить вид электрического поля, с которого мы начали:

- S ( - K x y ) : (  ~ д 
\ х тх - -У Ту ) ( ~ К х у ) - ■К (ху +  ух). (16)

2.5. Потенциалы распределения заряда, двух точечных зарядов 
и длинного заряженного провода

П о т е н ц и а л  р а с п р е д е л е н и я  з а р я д а .  Нам известно 
значение потенциала, связанного с единичным точечным зарядом. 
Действительно, уравнение (3) гл. 1 позволяет вычислить работу, 
требуемую для переноса одного заряда в окрестность другого. По
тенциал в любой точке поля изолированного точечного заряда q 
равен qjr, где г  — расстояние от этой точки до источника q, если по
тенциал точек в бесконечности принять равным нулю. Потенциалы, 
так же как и поля, подчиняются принципу суперпозиции. При
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наличии нескольких источников потенциальная функция является 
просто суммой потенциальных функций, относящихся к каждому 
из источников в отдельности, при том условии, что мы задаемся еди
ным нулевым потенциалом. Когда все источники расположены 
в некоторой конечной области, это всегда возможно и обычно про
стейшим условием является выбор нулевого потенциала в бесконеч
ности. Придерживаясь такого правила, мы можем выразить потен
циал любого распределения заряда интегралом:

ф(*, у, Z)= J „ У .  <Л _ (17)

по всем 
источникам

где г — расстояние от элемента объема dx' dy' dz' до точки (х, у, г), 
в которой вычисляется потенциал (рис. 2.5). Таким образом, г =  
=1(х—х')2+ ( у —y' )2Jr (z —г')2]1/2. Обратите внимание на различие

Рис. 2.5. Каждый элемент распределе- Рис. 2.6. Электрический потенциал ф в 
ния заряда р(х', у' ,  z ') вносит вклад различных точках системы из двух то- 
в потенциал ф в точке (х, у, z). Потен- чечных зарядов, ф стремится к нулю на 
циал в этой точке является суммой всех бесконечно большом расстоянии. Заряд  

таких вкладов (уравнение (17)). выражен в единицах СГСЭ,», потенциал
ф выражен в единицах СГСЭу, или в эр 

гах на единицу заряда.

между этим выражением и интегралом, дающим электрическое поле 
распределения заряда (уравнение (1.15)). Здесь мы имеем в знаме
нателе г, а не г2 и интеграл является скалярной величиной, а не 
векторной. Из скалярной потенциальной функции ср (х, г/, г) мы 
всегда можем получить электрическое поле, образовав отрицатель
ный градиент ф, согласно уравнению (15).

П о т е н ц и а л  д в у х  т о ч е ч н ы х  з а р я д о в .  Рассмотрим очень 
простой пример — потенциал двух точечных зарядов, показанных 
на рис. 2.6. Положительный заряд 12 ед. СГСЭ,У расположен в 3 см 
от отрицательного заряда, равного —6 ед. СГСЭ?. Потенциал в лю
бой точке пространства равен сумме потенциалов, созданных каждым 
зарядом в отдельности. Потенциалы для некоторых выбранных
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в пространстве точек приведены на рисунке. Здесь имеет место не 
векторное, а алгебраическое сложение скалярных величин. Н апри
мер, в далекой точке, расположенной справа, расстояние которой от 
положительного заряда равно 6 см, а от отрицательного 5 см, по
тенциал равен ( + 12/6) +  (—e/s) =  + 0 ,8 . Он выражается в данном 
случае в единицах СГСЭд/см, что то же самое, что и эрг/е д. СГСЭ? или 
ед. СГСЭ7. Н а бесконечности значение потенциала стремится к нулю. 
Д ля переноса единичного положительного заряда из бесконечности в 
точку с ф = 0 ,8  ед. СГСЭГ потребовалась бы работа, равная 0,8 эрг. 
Заметьте, что две точки на рисунке имеют ф = 0 . Конечная работа, 
затраченная на перенесение любого заряда из бесконечности в одну 
из этих точек, будет равна нулю. Можно убедиться, что существует 
бесконечно большое количество таких точек и что они образуют в 
пространстве поверхность, охватывающую отрицательный заряд. 
Геометрическим местом точек с определенным значением ф является 
поверхность. Она называется эквипотенциальной поверхностью. На 
плоском чертеже она изображается кривой.

П о т е н ц и а л  д л и н н о г о  з а р я ж е н н о г о  п р о в о д а .  Приме
нение уравнения (17) не всегда возможно: оно справедливо только 
в тех случаях, когда все источники расположены в некоторой конеч
ной области пространства. Простым примером затруднений, возни
кающих в случае бесконечного распределения зарядов, является 
случай длинного заряженного провода, поле Е которого изучалось 
нами в разделе 1.12. Если мы примем потенциалы далеких точек в та
кой системе равными нулю и выполним интегрирование по распреде
лению заряда, приведенному в уравнении (15), то мы обнаружим, 
что интеграл расходится — мы получим бесконечно большой резуль
тат. Этого следовало ожидать, так как в данном случае «бесконеч
ность» (т. е. пространство, очень далекое от области, в которой мы 
хотим определить потенциальную функцию) включает не только точ
ки, удаленные от провода, но и большую часть самого провода! 
При определении электрического поля бесконечно длинного провода 
такой трудности не возникало, так как вклады элементов линейного 
заряда в поле быстро уменьшаются с увеличением расстояния. Оче
видно, что в системе зарядов, распределенных до бесконечности, 
лучше расположить нулевой потенциал где-нибудь поближе. Тогда 
останется только вычислить разность потенциалов ф2х между любой 
точкой (х, у, г) и выбранной точкой, пользуясь фундаментальным 
соотношением (7).

Вернемся к примеру бесконечно длинного заряженного провода, 
расположим произвольно вышеупомянутую точку Р г на расстоянии 
г! от провода. Тогда для перенесения единицы заряда из точки Р х 
в точку Р 2, расположенную на расстоянии г 2, требуется работа:

Р, г,

Это выражение показывает, что электрический потенциал поля

—2Х ln r3 +  2X In гг. (18)
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заряженного провода имеет вид
Ф =  —2Х In г +  const. (19)

Постоянная 2%\пг1 не играет роли, когда мы вычисляем —g rad 9 , 
чтобы получить поле Е. В этом случае

=  =  (20)

2.6. Равномерно заряженный диск

Рассмотрим в качестве конкретного примера электрический по
тенциал и поле вблизи равномерно заряженного диска. Это распре
деление заряда похоже на рассмотренное в разделе 1.13, но в отличие 
от него ограничено. Плоский диск радиусом а на рис. 2.7 заряжен по

ложительно, причем заряд распре
делен по его поверхности с постоян
ной плотностью а , в ед. СГСЭ9/сж2. 
(Это — одинарный слой заряда 
бесконечно малой толщины, а не 
два слоя по обеим сторонам диска. 
Следовательно, полный заряд си
стемы равен я с 3ст.) В дальнейшем 
мы часто будем иметь дело с по
верхностными распределениями за
ряда, особенно на металлических 
проводниках. Однако рассматри
ваемый объект не является провод
ником; если бы он был им, то, как 

мы скоро увидим, заряд не мог бы оставаться равномерно распреде
ленным, а перераспределился бы, концентрируясь у края диска. 
Наш диск сделан из изолятора, например из пластмассы, по которо
му заряд «распылен» таким образом, что каждый квадратный санти
метр диска удерживает одинаковое количество заряда.

Вначале определим потенциал в некоторой точке Р х на оси сим
метрии, в нашем случае на оси у. Все элементы заряда в тонком 
кольцевом сегменте диска расположены на одинаковом расстоянии 
от точки /V  Если s обозначает радиус такого кольцевого сегмента, а 
ds — его ширину, то площадь сегмента равна 2nsds. Расположенное 
в нем количество заряда dq равно, следовательно, dq—o2nsds. Все 
элементы такого кольца находятся на одинаковом расстоянии от 
точки Р г, а именно r = ] / r2/2+ s 2, так что вклад кольца в потенциал в 
точке Pi  равен dqjr, или 2nasds/\ /fy 2~rs2. Чтобы определить потенци
ал, обусловленный целым диском, следует взять интеграл по всем 
таким кольцам:

„ ( о ,  у, o ) = j ^ = j ^ ^ = 2^ 11̂ + 5 1 ; ; ; .  <20

Интеграл оказался элементарным; при подстановке u —t f + s 2 он

Рис.'2.7. Определение потенциала в точ
ке Р 1 на оси равномерно заряженного  

диска.
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принимает вид  ̂ u~'^du.  Подставляя пределы, получим

ф (0, у,  0) =  2яо []/ у 2 +  а 2— у] для у  >  0. (22)

Последнее утверждение требует объяснения. Результат, запи
санный в уравнении (22), справедлив для всех точек на п о л о ж и 
т е л ь н о м  направлении оси у. Из физической симметрии системы 
(между сторонами диска никакого различия нет) очевидно, что зна
чение потенциала должно быть одинаковым для отрицательного и 
положительного направлений оси у, это отражено в уравнении (21), 
куда входит только у 2. Но при написании (22) мы выбрали знак, вы
числяя квадратный корень из г/2, в результате чего это уравнение 
справедливо только для положительного у. Точное выражение для 
y<L 0 получается при другом выборе корня и равно

ф (0, у,  0) =  2па [У у 2-{ а - у ]  для у <  0. (23)

Учитывая это обстоятельство, мы не должны удивляться, обнаружив 
особенность в ф (0, у, 0) при у = 0. Действительно, наклон функции 
резко изменяется, как мы 
видим на рис. 2.8, где по оси 
Ф отложены значения потен
циала, являющегося функци
ей у. Потенциал в центре 
диска равен ф (0, 0, 0 )= 2 я ао .
Такое количество работы по
требовалось бы для перенесе
ния единичного положитель
ного заряда из бесконечности 
в центр диска, причем любым 
путем. Поведение функции 
Ф ( 0 ,  у, 0 )  для очень больших 
значений у  довольно интересно. Д ля у^>а мы можем приближенно 
записать выражение (22) следующим образом:

Рис. 2.8. График потенциала на оси. Пунктир
ная кривая представляет потенциал точечного 

заряда <7= я а2о.

Г у 2- ■O’"— У =  У =  у Н - - ( а1
\ t

1

Следовательно,
Ф ( 0 ,  у,  0 )  жяа2о/у для у ^ а .

’Т у  (24)

(25)

Величина па2а равна полному заряду q диска, поэтому уравнение 
(25) представляет собой выражение для потенциала, созданного 
таким точечным зарядом. Как и следовало ожидать, форма заряда на 
значительном расстоянии от диска (по сравнению с его диаметром) 
не имеет большого значения; в первом приближении играет роль 
только полный заряд. Н а рис. 2.8 штриховой кривой изображена 
функция na*o/q, причем эта потенциальная функция у оси, как  
вы видите, довольно быстро приближается к своим асимптотам. По-
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лучить потенциал в общем виде для точек, расположенных на не
котором расстоянии от оси симметрии, оказывается не просто, 
так как эта задача приводит к вычислению так называемого эллипти
ческого интеграла. Такие функции хорошо известны и табулирова
ны *), но в данном курсе мы не имеем возможности заниматься мате

матическими тонкостями. Ниже приведен 
достаточно простой пример, рассмотрение 
которого может быть поучительным. Опре
делим потенциал в точке, расположенной 
на самом краю диска (точка Р 2 на рис. 2.9).

Чтобы вычислить потенциал в точке Рг, 
рассмотрим сегмент кольца, центр которого 
совпадает с точкой Р 2. Из рис. 2.9 видно, 
что заряд этого сегмента равен dq—o2rQdr. 
Его вклад в потенциал в точке Р 2 равен 
dq/r=2<sQdr. Из прямоугольного треуголь
ника (рис. 2.9) r= 2 a c o s  0 и d r = —2asin  QdQ. 
можно использовать в качестве перемен- 

Если пределы 0 менять от я /2  до 0, то мы

Рис. 2.9. Определение потен
циала в точкеР 2 на краю рав
номерно заряженного диска.

Следовательно, угол 
ной интегрирования

dQ =

охватим весь диск. Таким образом,
О Я / 2

Ф =  J  у  =  J  2о0 (—2a sin 0 dQ) =  j 4oaQ sin 0
Я / 2 О

=  4 a a [s in 0 — 0 cos 0]^ '2 =  4aa. (26)

(Интеграл J 0 sin 0 d 0  можно взять по частям.) Сравнивая эту вели
чину с 2яоа — потенциалом в центре диска,— мы видим, как и сле
довало ожидать, что потенциал уменьшается от центра диска к кра
ям. Следовательно, электрическое поле должно иметь компоненту 
в плоскости диска, направленную н а р у ж у .  Вот почему, как отме
чалось выше, свободный заряд будет перемещаться по направлению 
к краям. Иными словами, наш равномерно заряженный диск н е 
я в л я е т с я  поверхностью постоянного потенциала, какой должна 
быть любая проводящая поверхность, чтобы заряд  на ней покоил
ся * *). Электрическое поле на оси симметрии можно вычислить непо
средственно из потенциальной функции

'ду ■■ — -г- 2 я а  dy
откуда

Еу — 2ла
УФ-

]/г /2 +  а 2— у

при у >  0.

(27)

(28)

*) Эти функции упоминались в т. I в связи с точным рассмотрением простого 
маятника (см. т. I, гл. 7).

**) В гл. 3 мы подробно рассмотрим вопрос о том, почему проводящие поверх
ности должны быть эквипотенциальными.
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(Покажите, что компоненту Е у для точек на оси нетрудно вычислить 
непосредственно из распределения заряда.)

По мере приближения значения у  с положительной стороны 
к нулю величина компоненты Е у приближается к 2ясг. Н а отрица
тельном направлении оси у  с обратной стороны диска поле Е про
тивоположно и его «/-компонента Е у ——2ла. Эта величина равна 
полю бесконечно большого заряженного слоя с плотностью сг, полу
ченной в разделе 1.10. Этого следовало ожидать, так как в точках, 
расположенных близко к центру диска, 
заряды, находящиеся у края, не вносят 
больших изменений. Другими словами, 
любой слой представляется бесконечно 
большим, если его рассматривать вбли
зи. Действительно, компонента Е у равна 
2 яа  не только в центре, но всюду на 
поверхности диска. Чтобы показать это, 
можно воспользоваться законом Гаусса, 
как было сделано в разделе 1.10, но 
следует проявить осторожность, так 
как вектор электрического поля в любой 
точке диска не перпендикулярен плос
кости последнего. Поместим мысленно 
любой участок диска площадью А в 
тонкий плоский ящик, как показано на 
рис. 2.10. Обозначим через Еу+ «/-компоненту поля непосредственно 
перед этим участком поверхностного заряда и через Еу-  у-компо
ненту поля за этим участком. Поток из ящ ика наружу равен

Ф =  АЕи+— АЕУ-  +  (поток через боковые грани ящика). (29)

Второй член берется со знаком минус, потому что вектор, пред
ставляющий заднюю поверхность ящ ика, направлен по отрицатель
ной оси у. Поток через боковые грани ящ ика можно сделать сколь 
угодно малым, сплющивая ящик *). Это не изменит величины заряда 
в ящике, равною а А.  Тогда в пределе, по закону Гаусса,

АЕУ+ — АЕу-  =  4ясгЛ, (30)
или

Еу+ — Еу- = 4 л о .  (31)
Уравнение (31) представляет собой общий результат, справедли

вый для л ю б о г о  поверхностного распределения заряда, независи
мо от его равномерности: если ст является локальной плотностью по

*) Это правильно, поскольку радиальное электрическое поле не бесконечно. 
Известно, что это поле конечно п о ч т и  в с ю д у  на диске, так как между цент
ром и краем существует только конечная разность потенциалов. В действитель
ности есть такое место, где радиальное поле бесконечно увеличивается, а именно 
самый край диска. Мы расположим край нашего ящика на некотором расстоянии 
от края диска, так как иначе придется иметь дело также с разрывом непрерывно
сти в Е  и в а .

Рис. 2.10. Применение закона 
Гаусса к заряженному диску.
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верхностного заряда, то в этом месте существует внезапное измене
ние или разрыв непрерывности компоненты электрического поля, 
перпендикулярного к слою. Величина изменения равна 4па.  В на
шей задаче плотность о постоянна по всему диску, а поскольку поля

по обеим сторонам диска 
должны быть симметрич
ными и других источников 
поля нет, то Еу+ = —Еу~, 
или Еу + = \  Еу-  | = 2 л о  по 
всему диску.

Н а рис. 2.11 показаны 
несколько силовых линий 
для этой системы, а также 
пересечения плоскости yz с 
поверхностями постоянно
го потенциала, изображен
ные штриховыми кривыми. 
Вблизи от центра диска 
поверхности имеют форму 
линз, а на расстояниях, 
больших а, их форма при
ближается к сферической 
форме эквипотенциальных 
поверхностей, существую
щих вокруг точечного за 
ряда.

Рлс. 2.11 является ил
люстрацией общего свой

ства силовых линий и эквипотенциальных поверхностей. Силовая 
линия, проведенная через любую точку, и эквипотенциальная 
поверхность в этой точке в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы ,  так 
же как на контурной карте холмистой местности наиболее крутой 
склон наблюдается под прямым углом к контуру постоянной высо
ты. Так и должно быть, потому что если бы поле в любой точке 
имело компоненту, параллельную эквипотенциальной поверхности, 
проходящей через эту точку, то для перемещения пробного заряда 
вдоль поверхности постоянного потенциала требовалось бы опреде
ленное количество работы.

2.7. Сила, действующая на поверхностный заряд

Простой пример симметричного распределения заряда с плот
ностью а  по поверхности сферы радиуса г0 (рис. 2.12, а) может нас 
кое-чему научить. Полный заряд Q такой сферы равен 4nrla.  Потен
циал вне сферы равен Q/r, как если бы заряд Q был сосредоточен в 
центре, а потенциал в н у т р и  сферы имеет постоянную величину 
Q/r0. Градиент постоянного потенциала равен, конечно, нулю; мы 
уже знаем, что поле внутри такой полой сферической заряженной

Рис. 2.11. Электрическое поле равномерно заряжен
ного диска. Сплошными кривыми показаны силовые 
линии поля. Штриховыми кривыми изображены  
пересечения поверхностей постоянного потенциала 

с плоскостью рисунка.
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оболочки должно исчезать. Н а рис. 2.12, б и в  приведены графики 
изменения потенциала ср и поля Е  с изменением г. Теперь выясним, 
чему равна сила, действующая на элемент поверхностного заряда 
odA,  обусловленная отталкиванием, которое он испытывает от всех 
других элементов заряда на сфере. Н ам известны электрические поля
сферы Е  р =Q//-g=4nor и Е , =0. Ка-

1 Р1 4 
- вкеш ^  1:нут р ) '

£(г)

кую из этих величин мы должны выбрать 
для вычисления силы, действующей на 
заряд?

Верный ответ равен 7  2 (Е,
В этом можно убедиться, представив"по 
верхностный заряд не в виде слоя нуле
вой толщины, а как объемную плотность 
заряда в слое малой, но конечной тол
щины Дг, в пределах которой объемная 
плотность заряда р является равномер
ной, а заряд, содержащийся в любом 
квадратном сантиметре этого слоя, ра
вен а. Другими словами, какое бы ни 
было Дг, берем р таким, чтобы р А г= а .
Теперь вы можете воспользоваться зако
ном Гаусса и доказать, что величина 
электрического поля на внутренней 
поверхности такого слоя равна нулю 
и линейно увеличивается по мере про
хождения через слой, достигая величины 
4 я а  на его наружной поверхности. (К ри
визна поверхности делает поле не совсем 
линейной функцией, но поскольку мы 
всегда считаем, что Дг<<5г0, то практиче
ски в этой малой области мы имеем 
плоскую пластпну.) Среднее поле в этой
пластине и, следовательно, средняя сила, действующая па единицу 
заряда внутри пластины, равны 7  2 (EB„yTp- r E EIIQJ ,  а в данном 
частном случае при Евкутр= 0  равны 72 '̂внеш или 2 ло- Рис- 2.13, 
с — в показывают, как меняется ситуация при уменьшении тол
щины слоя, если величину заряда на единицу площади сохранять 
постоянной. Ничего удивительного не происходит: чем меньше рас
стояние, на котором поле меняется от 0 до 4ло\ тем больше объем
ная плотность заряда р.

Заметьте, что даже неравномерная плотность заряда по слою, 
как, например, на рис. 2.13, г, не влияет на величину Е по обе сто
роны слоя. И величина полной силы, действующей на единицу 
площади такого слоя, по-прежнему равна произведению 1/ц(Евнутр-\- 
- r -Евнеш) на полный заряд на единицу площади даже в случае нели
нейного изменения поля. В задаче 1.29 приведен простой пример, 
подтверждающий правильность вышесказанного, а задача 1.30 дает 
возможность получить доказательство в общем виде.

г0
Рис. 2.12. Электрический потен
циал и электрическое поле сфе
рической заряженной поверхно
сти. а) Вид сферы с вырезом. 
б) ф как функция от г. $) £  как 

функция от г.
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Реальные поверхностные заряды, конечно, н е л ь з я  располо
жить в слое нулевой толщины с бесконечно большой объемной плот- 

^  ностью, поэтому наше промежуточное пред
ставление более реалистично, чем пре
дельный случай. Например, заряд на 
поверхности металла может быть распре
делен в слое толщиной в несколько ангст
рем: Дело в том, что поскольку слой я в 
ляется тонким по сравнению с другими 
размерами системы, то при вычислении всех 
явлений большого масштаба его можно 
принимать за слой нулевой толщины, ха
рактеризуемый только локальной плотно
стью заряда на единиц)' площади. С дру
гой стороны, действительное распределе
ние по глубине может иметь значение для 
атомных явлений, происходящих под по
верхностью, например, для перехода элек
тронов из одного вещества в другое через 
разделяющие их поверхности.

Возвращаясь к вопросу, с которого мы 
начали этот раздел, мы видим теперь, что 
сила, действующая на элемент поверхност
ного заряда dq, равна 2лodq, и так как 
количество заряда в элементе площади dA 
равно dq^-odA,  то сила, действующая на 
этот элемент площади, равна

d F - - 2 x o 2dA.  (32)
Таким образом сила, приходящ аяся на 
единицу площади, равна 2ло-. Эта сила

-Е=4кб

Е~0-

в)

Е=0  -

■ Е = 4гс&

г)

■Е=4п&

Рис. 2.13. Изменение вели
чины поля у заряженного 
слоя зависит только от пол
ного заряда на единицу пло

щади.
Рис. 2.14. Сжатие сфери
ческой оболочки или 
заряженного баллона.

вызвана отталкиванием зарядов и направлена н а р у ж у .  Есте
ственно, что если заряды не разлетаются в разные стороны, то эта 
сила должна быть уравновешена некоторой другой силой атомного 
или молекулярного происхождения, не входящей в наши уравне
ния,  но удерживающей носители заряда на сфере.

Если мы заряжаем резиновый баллон, то сила электрического 
отталкивания, которую мы вычислили, а именно 2ло2 на едини



цу площади, заставляет баллон расширяться. Наоборот, чтобы умень
шить диаметр такого распределения заряда, сохраняя полный заряд 
постоянным, над системой следует произвести работу. Предположим, 
что мы хотим уменьшить радиус сферы от г 0 до r0—dr (рис. 2.14). 
Имея в виду работу, которая должна быть произведена только про
тив электрических сил, мы должны приложить к системе силу, рав
ную 2ясг2 дин на каждый квадратный сантиметр поверхности и на
правленную внутрь. Эта сила действует на пути dr и работа, со
вершенная над системой внешними силами, равна

dW  — (4яг‘) (2лсг2) dr ~  8л2а2г2 dr. (33)
Это уравнение можно также выразить через полный заряд Q, так 
как Q — lwfr-or: ~ ч  П Т С5Г

dW =  . (34)
2 г\

2.8. Энергия, связанная с электрическим полем

Заметьте, что единственным результатом сжатия сферы, если речь 
идет об электрическом поле, явилось создание напряженности поля, 
равной 4ла  в пространстве между ra—dr и г 0, где прежде поле было 
равно нулю. Во всех других частях пространства поле остается точ
но таким же, как было. Эта часть поля была создана, можно сказать, 
за счет работы dW.  Сравнивая числа, мы видим, что количество ра
боты dW  можно следующим образом выразить через новый объем dv, 
занятый полем,

d W = - ^ - d v .  (35)

Этот пример является частным случаем общей теоремы, которую 
сейчас мы доказывать не будем: потенциальная энергия U системы 
зарядов, которая представляет собой полную работу, требуемую для 
создания этой системы, может быть вычислена из самого электриче
ского поля, если каждому элементу объема приписать энергию 
( £ 2/8я) dv и произвести интегрирование по всему пространству, 
в котором существует это электрическое поле:

У “ «ЕТ f  Е ‘““■
ио всему 

полю

(36)

Е2 является, конечно, скалярной величиной: £'2==Е-Е.
Работу, требуемую для создания начального состояния нашей 

заряженной сферы (см. рис. 2.14), можно вычислить следующим 
образом: E —Q/r-, при г > г „ ;  £ = 0 ,  при г < г а, следовательно,

U - ± $ E ‘ d v - ± ] % 4 x r 4 r = £  (37)
Го
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Такой же результат получается при вычислении работы, необхо
димой для уменьшения радиуса сферы от бесконечно большой ве
личины до конечной величины г0 (если воспользоваться равен
ством (34)):

г, Г Q2dr Г Q2dr Q2 (00
U - ) ----- 275—  3 -2РГ-2Г0- (38)

сс /•„

Иногда эту энергию называют «запасенной» в поле. Поскольку сис
тема является консервативной, это количество энергии, конечно, 
может быть возвращено, если разрешить зарядам разлететься в сто
роны, поэтому естественно думать, что эта энергия «где-то находит
ся». Наша точка зрения оказывается правильной, если считать энер
гию запасенной в пространстве с плотностью, равной Е 2/8я эрг/см3. 
Особенного вреда в такой точке зрения нет, но на самом деле мы не 
имеем права, совершенно независимо от чего бы то ни было, «привя
зывать» запасенную энергию к определенному кубическому санти
метру пространства. Физически можно измерить только полную 
энергию, т. е. работу, требуемую для перенесения заряда из одной 
конфигурации в другую. Выражая полную потенциальную энергию 
электростатической системы уравнением (36) вместо равенства (1.9). 
мы только пользуемся другим способом подсчета, подобно тому как 
поведение электрических зарядов может быть выражено как с по
мощью закона Кулона, так и с помощью понятия об электрическом 
поле. Иногда изменение точки зрения, даже если оно вначале яв 
ляется только изменением в способе расчета, может стимулировать 
появление новых идей и более глубокое понимание существа дела. 
Представление об электрическом поле как о независимой реальности 
возникло в результате изучения динамического поведения заряж ен
ного вещества и электромагнитного излучения.

Мы говорили о потенциальной энергии и об электрическом потен
циале. Запомните, что это — совершенно разные вещи. Потенциаль
ная энергия U неподвижной системы зарядов представляет собой 
работу;—необходимую для создания этой" системы из отпельных 
частей, т. е. энергию, которую можно считать запасенной в создан-
11ой~СТГст ёмёТ- Это — скалярная величина, являю щ аяся свойством 
системБГВТГе7П)Ж.„Электрический потенциал ф данного распределе
ния “электрических зарядов является функцией" положения в_про- 
странстве^~€)н"Внр'ажа?тся'¥''ЭрЗ/ёд:'''СГСЭ9 или 'в  "единицах СГСЭГ. 
Разтюсть значений ср в двух точках пространства равна работе на 
единицу заряда, требуемой для перенесения заряда из одной точки 
в другую.

Чтобы подчеркнуть различие между ф и U, запишем уравнение 
(36) через ф, а не через Е. Так как Е = —Уф, то

U — J  I Уф I2 dv. (39)
8 л  по всему 

пространству
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Существует и другой способ вычисления запасенной энергии. В гл. 1 
было показано, что энергия, необходимая для того, чтобы объеди
нить несколько дискретных точечных зарядов qu ..., qj, дается ра
венством (1.9):

U
N

- У  У2 ля»«=4 у .г,/= 1 кф /

Я f ik

Запишем его следующим образом:

^ = 4 Е  я, V* £*

(40)

(41)

и рассмотрим выражение в скобках. Каждый член этой суммы 
является вкладом одного из зарядов в электрический потенциал ср 
в точке, где находится заряд qj, таким образом вся сумма, которую 
мы назовем ф-, является потенциалом в qjt обусловленным в с е м и  
д р у г и м и  зарядами. Тогда U можно выразить как

U (42)

При наличии непрерывного распределения заряда р{х, у, г) вместо 
точечных зарядов мы просто заменяем сумму, входящую з уравнение
(42), интегралом:

(43)

Здесь уже не имеет значения утверждение, что потенциал ф обуслов
лен в с е м и  о с т а л ь н ы м и  зарядами, так как элемент заряда, 
аналогичный qjy равен р dv и является бесконечно малым. Итак, ф 
в равенстве (43) представляет собой электрический потенциал всей 
системы ф(л:, у,  г). Равенство (43), конечно, эквивалентно равенст
вам (39) и (36).

2.9. Дивергенция векторной функции

Электрическое поле имеет определенную величину и направление 
в каждой точке. Око является векторной функцией координат, на что 
мы неоднократно указывали, записывая функцию в виде Е (х, у , г). 
То, что мы собираемся сказать, относится к любой векторной функ
ции, а не только к электрическому полю; для обозначения этой функ
ции мы будем пользоваться буквой F (х, у, z). Другими словами, от
дадим на некоторое время предпочтение математике перед физикой и 
будем называть F просто векторной функцией в общем виде, имея 
в виду, конечно, трехмерное пространство.

Рассмотрим конечный объем V некоторой формы, поверхность 
которого обозначим буквой S. Определение полного потока Ф,
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выходящего из S,  нам уже известно. Это — величина поверхно
стного интеграла от F, распространенного по всей поверхности S :

Ф: (44)

где da является бесконечно малым вектором, величина которого 
равна площади малого элемента поверхности S, а направление сов
падает с наружной нормалью к этому элементу поверхности

а)
в)

б)

S] включает V

г)

Рис. 2.15. а) Объем V, ограниченный поверхностью S,  разделе)! на две части (б), ограничен
ные поверхностями и S 2. Сумма поверхностных интегралов по всем частям равна первона
чальному значению поверхностного интеграла по S , для любой векторной функции F, не- 

зависимо от того, на сколько частей производится деление (в и г).

(рис. 2.15, а). Разделим объем V на две части поверхностью или диа
фрагмой D, которая разрезает «баллон» S,  как показано на 
рис. 2.! 5, б.

Обозначим эти части V через Vi и Vа и, принимая их за различ
ные объемы, вычислим поверхностные интегралы для каждой в от
дельности. Граница поверхности S x объема включает D,  так же 
как и граница S 2 объема V3. Очевидно, что сумма двух поверхност
ных интегралов

\  F • dal +  J F 'da2 (45)
s , s 2

будет равна первоначальному значению интеграла по всей поверх
ности, приведенному в уравнении (44). Это объясняется тем, что лю
бой участок на D вносит вклад с одним и тем же знаком в первый ин
теграл и такой же вклад с противоположным знаком во второй, 
так как направление «наружу» в одном случае будет направлением 
«внутрь» в другом. Иными словами, любой поток из Vx через поверх
ность D будет потоком в V Остальная поверхность идентична по
верхности всего первоначального объема.
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Можно продолжать деление до тех пор, пока наши внутренние 
перегородки не разделят объем V на большое количество частей 
Vi . •••, Vh VN с поверхностями 5 i, S h SN. При любом ко
личестве частей мы можем быть уверенными, что

В пределе, когда N  станет очень большим, мы хотим найти нечто 
характерное для каждой малой области, в конечном пределе для ок
рестности точки. Но поверхностный интеграл

по одной из малых областей не является такой величиной, так как 
если мы продолжим деление, то N  станет равным 2N и этот интеграл 
разделится на два, каждый из которых меньше, чем был до деления, 
так как их сумма постоянна. Другими словами, по мере рассмотре
ния все меньших и меньших объемов в одной и той же окрестности 
поверхностный интеграл по одному из таких объемов будет неуклон
но становиться меньше. Но при делении объем также делится на две 
части, сумма которых равна первоначальному объему. Это означает, 
что нам нужно рассмотреть отношение поверхностного интеграла к 
объему для элемента объема

Очевидно, что при достаточно большом N,  т. е. при делении объема 
н а  достаточно мелкие элементы, при каждом делении поверхностного 
интеграла на две части мы будем делить на две части и объем. П ро
долж ая такое деление, мы приблизим написанное отношение к пре
делу. Этот предел характеризует некоторое свойство векторной 
функции F в окрестности точки. Назовем его дивергенцией F , обозна
чаемой символом divF.

Таким образом, величина дивергенции F в любой точке равна

где V; — объем, в котором находится рассматриваемая точка, а S, — 
поверхность этого объема, по которой берется поверхностный ин
теграл. Необходимо ввестц.,у&йевиег что -нредея существует и—т е_
зависит от способа разделения объема. В настоящем примере мы бу
дем счита'ГЬ э 1 и""условие выполненным.

Смысл понятия di vF можно выразить следующим образом: di vF

объема-,---в—пределе""бесконечни~малого tj- Дивергенция является, 
оче£иднсГ йШ ^ш ои  величиной, и может меняться от точки к точке,

(46)

(47)

V/
(48)

(49)

71



причем ее величина в любой определенной точке пространства 
(х, у, г) является пределом отношения в уравнении (49), так  как 
элементарный объем V, становится меньше и меньше, все время ох
ватывая точку (.V, у, г). И так, di vF является просто скалярной 
функцией координат.

2.10. Теорема Гаусса и дифференциальная форма закона Гаусса

Если значение скалярной функции координат di vF нам известно, 
то мы можем снова заняться поверхностным интегралом по большо
му объему. Запишем вначале равенство (46) следующим образом:

В пределе, когда N-^oo,  1Л-^-0, величина в скобках становится 
дивергенцией функции F и сумма переходит в объемный интеграл:

генции. Он<6 справедливо для любого векторного поля, для которого 
существует предел, написанный в формуле (49).

Посмотрим, что это дает для электрического поля Е. Нам из
вестен закон Гаусса, имеющий вид

Если теорема дивергенции справедлива для любого векторного поля, 
то она, конечно, справедлива и для Е:

Оба уравнения (52) и (53) справедливы для любого выбранного 
объема любой формы, размеров и расположения. Сравнивая эти

в каждой точке.
Если мы отныне примем теорему дивергенции в число математиче

ских теорем, которыми мы обычно пользуемся, то уравнение (54) 
можно рассматривать просто как одну из формулировок закона Га
усса. Это — закон Гаусса в дифференциальной форме, выраженный 
через локальное соотношение между плотностью заряда и электри
ческим полем.

F-rfa,-
s .

(50)

Уравнение j^ l)  носит название теоремы Гаусса, или теоремы дивер-

\ E'da — 4л \ с dv. (52)
s

(53)

уравнения, мы видим, что условием их справедливости является

div  Е =  4яр (54)
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2.11. Дивергенция в декартовых координатах

Уравнение (49) является фундаментальным определением дивер
генции, не зависящим от системы координат. Полезно знать, как 
вычисляется дивергенция векторной функции, заданной в опреде
ленной системе координат. Предположим, что векторная функ
ция F выражена в декартовых 
координатах х, у, г. Это означает, 
что мы имеем три скалярные функ
ции Fx(x, у, z), Fy(x, у , г) и 
Fz(x, у , z). Рассмотрим объем ]/■ в 
форме небольшого прямоугольного 
ящ ика со сторонами Ах, А у  и Az 
(рис. 2.16, а), один кз углов кото
рого совмещен с точкой (х, у , г).
Вопрос о том, дает ли другая q-cprm 
объема то же значение предел с!, .МЫ 
рассмотрим позже.

Возьмем две противоположите 
поверхности ящика, например 
верхнюю и ннжнюю, которые 
выражаются векторами гАхАу  и 
—гАхАу.  Поток через эти поверх
ности образован только г-компо
нентой F и результирующий потек 
з ависит от р а з н о с т и  меж п у F г 
на верхней поверхности и F г на 
нижней, или, более точно, от раз
ности между средним значением Fг 
на верхней поверхности и средним 
значением Fz на нижней поверх
ности ящика. Эта разность рав
на (dFJdz) Az с точностью до первого порядка малости. Рис. 2.16, б 
поясняет сказанное. Среднее значение Fz на нижней поверхности 
ящ ика, с точностью до первого порядка малости, близко, к значению 
Fг в центре прямоугольника. Эта последняя величина равна с точно
стью до первого порядка*) относительно Ах и А у:

Ах dF, , Ay dFz 
2'~дх^~~Т~ду

(х Лх ?+ A z)

(х>У,2)*

Ряс . 2.

г)

ычнслеиие потока из ящика 
объемом A vAj/Az.

Fz (x, у, z) +  - (55)

*) Это выражение представляет собой начало разложения скалярной функ
ции Fz  в ряд Тэйлора в окрестности точки (*, у, г). Следовательно,
Р г (х +  а, у-1-b ,  z +  c) = ^ г (х, у , z) +

, / д д  5 \  1 f  д д . д \ пГ
+  ( а f c + b 7hrrc ^  ) Fz-r ■ ■ ■ +~\  1 а +  6 й7, +  с л; ) р г +л г ̂  ^ z ~г ■ ■ * И— i 1  ̂ъ—  ̂^ ^  ) ду ' дг J 2 п ! \  дх ' оу ' а г ]

Все производные должны быть вычислены в точке (х , у , г). В нашем случае 
-А х /2 , Ь = А у /2 , с =  0, причем члены ряда высшего порядка мы опускаем.
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За среднее значение функции F,  на верхней поверхности мы прини
маем ее значение в центре этой поверхности, опять с точностью до 
величин первого порядка относительно малых смещений:

г-i / ч , Дл- dF ,  . А и dF , , . dF ,  / r n .
F Z (X, У, г ) ~ г ~ 2 ~ д х ' ~ г ~ Т ~ д у " г  ~ d z ~ ‘  ̂ ^

Следовательно, результирующий поток наружу из ящ ика через две 
эти поверхности, площадь каждой из которых равна АхАу,  равен

А х А у Г -  ,  ,  . Ал: dF ,  , Ay dF ,  ,  OF,
Fz {x, //, z ) +  T ~ d T ^ ' 2 ~ d y ~ ^ L̂ z ~bt

(поток из ящика наружу через верхнюю поверхность)

- Ал- А у  [ F z (х, у, z) +  ^  ^ г ]  <57)

(коток в ящик через нижшою понерхпесть)

и сводится к выражению AxAyAz  (dFJdz). Очевидно, что подобные 
рассуждения следует применить и для двух других пар поверх
ностей.

Таким образом, результирующий поток из ящ ика наружу через 
поверхности, параллельные плоскости yz, равен AyAzAx (dFJdx).

Обратите внимание, что здесь также присутствует произведение 
AxAyAz.  Следовательно, полный поток из небольшого ящ ика наружу 
равен

/ d F x dF,, dF ,  \

<58)

Объем ящика равен AxAyAz,  таким образом, отношение потока к 
объему равно

dFx dF., dF ,_А | У I
Ох 1 Оу 1 dz ’

и поскольку в это отношение не входят размеры ящ ика, оно стре
мится к постоянному пределу при уменьшении объема ящика. (Если 
бы, при вычислении потока, мы оставили члены, пропорциональные 
(Ах)*, (АхАу) и т. д., то при переходе к пределу они, конечно, ис
чезли бы.)

Теперь мы начинаем понимать, почему этот предел не зависит от 
формы ящика. Очевидно, что он не зависит от пропорций прямо
угольного ящика, но это далеко пе все. Легко понять, что этот 
предел будет одинаковым для люблго объема, который мы можем 
создать, складывая небольшие прямоугольные ящики любого раз
мера и формы. Рассмотрим два таких ящика на рис. 2.17, а. Сумма 
потоков Ф х наружу из ящика 1 и Ф . наружу из ящика 2 не изменит
ся, если, удалив смежные стенки, мы образуем один ящик, показан
ный на рис. 2.17, б. Действительно, какой бы поток ни вытекал через 
эти смежные стенки, он всегда будет отрицательным для одной стен
ки и положительным для другой. Следовательно, даже такая при-

74



чудливая форма ящика, как показанная на рис. 2.17, в, не изменит 
результат. Оставляем дальнейшее обобщение этого вопроса читате
лю. Д оказав предварительно, что векторная сумма четырех поверх
ностей тетраэдра (рис. 2.18) равна нулю, вы сможете рассмотреть 
более общий случай наклонных поверхностей.

Мы приходим к выводу, что при обязательном условии диффе
ренцируемое™ функций Fx, F 
дается выражением

div F =  +

v и F.  искомый предел существует и

dF„д! ±
дх

и
ду

dJ j
дг (59)

Если величина di vF в некоторой точке положительна, то можно оп
ределить, считая F полем скоростей, результирующий «поток на

ружу» в окрестности этой точки. 
Например, если все три частные 
производные, входящие в уравне
ние (59), положительны в точке Р,  
то в окрестности этой точки мы 
будем иметь векторное поле, подоб
ное изображенному на рис. 2.19. 
Но поле может быть совершенно 
другим и все-таки иметь положи-

У

Рис. 2.17. Предел отношения потока 
к объему не зависит от формы ящика.

Рис. 2.18. Докажите, что
£11 -j- 9 2 "Г" Я j ~~I- 31 0.

тельную дивергенцию, так как на него можно наложить любую 
векторную функцию G при условии, что div G = 0 .

Таким образом, одна или две из трех частных производных 
могут иметь отрицательную величину, a d i vF будет все еще больше 
нуля. Дивергенция — это величина, которая определяет только 
один аспект пространственного изменения векторного поля.

Применим эти рассуждения к электрическому полю, которое лег
ко мысленно представить. Пусть, например, бесконечно длинный 
круговой цилиндр радиусом а заполнен положительным зарядом, 
распределенным с плотностью р. Вне цилиндра электрическое поле 
совпадает с полем линейного заряда на оси цилиндра. Это — ради
альное поле, величина которого пропорциональна 1/л Поле внутри
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цилиндра мы найдем, применяя закон Гаусса к цилиндру радиусом 
г < а .  Вы легко решите эту задачу и обнаружите, что поле внутри 
цилиндра прямо пропорционально г и, конечно, такж е является ра
диальным. Точные значения поля будут следующими:

„  2л р а 2Е = —!—  для г у  а, 
Е = 2 п а г  для г < а .

(60)

На рис. 2.20 изображено поперечное сечение цилиндра, перпендику
лярное к его осп. В данном случае выбор прямоугольных координат

Рис. 2.19. Показано тюле, дивер
генция которого в окрестности 

точки Р не равна нулю.

Рис. 2.20. Поле внутри и снаружи цилинд
ра с ■:; "пещерным распределением заряда 

( £ jjfiVr с;:ару:ки, Е =  2лрг  внутри).

является не особенно удачным, но мы воспользуемся ими, чтобы не
много попрактиковаться в применении уравнения (59). При г =  
—У х г+ у -  ком понеты  поля можно выразить следующим образом:

( I х \ с
v  ' 7  / £Ьх =  < \ г ;

I 2лол '

2 л о и ~х “i- t ~ s  для г >  а,

для г < а ,  (
( [  и \  „ 2поа-у („ I I — Е  =  — ■ Д-тя г >  а, Еу^=< \ г  ] Х-+-У* *
( 2лру для г <  о. J

(61)

Компонента Е , , конечно, равна нулю. Вне заряженного цилиндра 
div Е равна „

дх =  w T — _____ _— I— !_____
■ т  ду  ' •  [х^ +  у 1 (х1 т у 2)2 ' *2 +  г/2 (х2 -j-г/2)2 _

2 у 2 =  0. (62)

Внутри цилиндра div Е равна



Этих результатов можно было ожидать. Вне цилиндра, где нет за 
ряда, конечный поток, вытекающий из любого объема — и большого 
и малого,— равен нулю, так что предел отношения потока к объему, 
конечно, равен нулю. Внутри цилиндра мы получили результат, 
следующий из фундаментального соотношения (54),

2.12. Лапласиан

Нам теперь известны две скалярные функции, связанные с элект
рическим полем: потенциальная функция ф и дивергенция div Е. 
В декартовых координатах эти связи выражаются равенствами

^  1 f  " дф , л d(P , ~ а<р \Е =  — grad ф =  — х v -  -+- z -TL i , (64)r \ d x , J 0 y o z j  '  '

dlzv 0Et. dEr 
div E =  J- —  -J- . (65)ox uy  ■ dz  v '

Из (64) следует, что jc-компонента поля Е равна £ ж= —<Зф/ох. Под
ставляя это выражение и соответствующие выражения для Е у и Е г 
в (65), мы получим выражение, связывающее div Е и ф:

div  Е =  — div grad ф =  — ( g - f - ^  j . (66)

Операцию над ф, которая производится уравнением (66), исключая 
знак минус, можно назвать «div grad» или «взятием дивергенции от 
градиента». Символ, которым обычно обозначают эту операцию, име
ет вид у 2 и называется оператором Лапласа,  или просто лапласианом. 
Выражение

Ё.  i l l  _i_
Ох2 ду- • <5г-

представляет собой лапласиан в декартовых координатах.
Обозначение у- имеет следующий смысл. Оператор градиента 

часто обозначают символом У и называют «набла». В декартовых ко
ординатах он имеет вид

V х ™—j- у -— \- z -. (6 /)
их * иу ' ог  4 у

Считая это выражение вектором, получим, что его квадрат

v . v =  4 ! + | i  +  | i  (68) 
дх~ 1 д у 3 ‘ дz- х '

совпадает с выражением для лапласиана в декартовых координатах. 
Поэтому лапласиан часто называют «набла в квадрате» и мы говорим 
«набла квадрат ф», подразумевая «div д ^ ф » .  (Предостережение: 
в других системах координат, например в сферических полярных 
координатах, оператор градиента и оператор Лапласа не связаны 
таким образом." Полезно помнить, что фундаментальное определение
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оператора Лапласа заключается в том, что он является «дивергенци
ей градиента...».)

Теперь можно непосредственно выразить л о к а л ь н о е  соотно
шение между плотностью заряда и потенциальной функцией в ок
рестности некоторой точки. Применяя закон Гаусса в дифференци
альной форме div Е = 4 я р , мы получим

Г 2Ф: -4яр. (69)

Уравнение (69), иногда называемое уравнением Пуассона, связывает 
плотность заряда со вторыми производными потенциала. В декар
товой системе координат оно имеет вид

Э-ф
дх

52Ф
д у 2

3-ф
дг" =  —4яр. (70)

Эго уравнение можно рассматривать как дифференциальное выра
жение, соответствующее интегралу (17), с помощью которого потен
циал в точке вычислялся как сумма вкладов от всех, далеких и близ
ких, источников *).

2.13. Уравнение Лапласа

Всюду, где р = 0 , т. е. во всех частях пространства, не содержа
щего электрических зарядов, электрический потенциал ср должен 
удовлетворять уравнению

V 2cp =  0 . (71)

Оно называется уравнением Лапласа и находит применение во мно
гих разделах физики. Действительно, с математической точки зре
ния, теория классических полей в большинстве случаев занимается 
изучением решений этого уравнения. Класс функций, удовлетворяю
щих уравнению Лапласа, называется гармоническими функциями. 
Они обладают рядом замечательных свойств, одно из которых за
ключается в следующем: если функция <р (х, у, z) удовлетворяет урав
нению Лапласа, то среднее значение ср по поверхности любой сферы 
(не обязательно небольшой) равно значению ср в центре сферы. Это 
легко доказать для электрического потенциала ср в областях, не 
содержащих зарядов. Рассмотрим сферу S в поле точечного заряда 
q, который расположен вне сферы (рис. 2.21). Представим некий 
пробный заряд величины q', равномерно распределенный по этой

*) Действительно, можно показать, что уравнение (70) является м а т е м а 
т и ч е с к и м  эквивалентом уравнения (17). Это означает, что, применяя опе
ратор Лапласа к интегралу уравнения (17), вы получите —4яр. Мы не будем оста
навливаться на этом; поверьте нам на слово или получите этот результат сами.
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сфере. Работа, которая требуется для создания такого распределе
ния заряда q ' , равна произведению q' на среднее по сфере значение 
потенциала, обусловленного зарядом q. Но мы знаем, что эта работа 
должна быть такой же, как если бы мы имели вначале пробный заряд 
q' и затем перенесли заряд q из бесконечности, и что в этом случае 
работа должна быть такой же, как если бы заряд q' был сосредоточен 
в центре сферы, вместо того чтобы быть распределенным по поверх
ности. Это доказывает утверждение 
для данного случая.

Поскольку потенциалы несколь
ких источников просто складыва
ются, то это должно быть справедливо 
для любой системы источников, рас
положенных вне сферы S.

Это свойство потенциала тесно 
связано с фактом, который может вас 
разочаровать; нельзя создать такое 
электрическое поле, которое удержит 
заряженную  частицу в состоянии 
устойчивого равновесия в вакууме.
Эта «теорема невозможности» подобно 
другим физическим теоремам помо
гает экономить время, затрачиваемое на бесполезные размыш
ления. Посмотрим, почему эта теорема верпа. Предположим, 
что мы имеем электрическое поле, в котором, вопреки теореме, 
и м е е т с я  точка Р,  где положительно заряженная частица находит
ся в состоянии устойчивого равновесия. Это означает, что л ю б о е  
малое смещение частицы из точки Р должно привести частицу в точ
ку, из которой она вернется обратно в точку Р  под действием элект
рического поля. Но это означает, что небольшая сфера вокруг точки 
Р должна иметь поле Е, направленное внутрь всюду на ее поверх
ности. Это противоречит закону Гаусса, так как внутри области нет 
источника отрицательного заряда. (Наша заряженная пробная ча
стица в счет не идет; кроме того, она положительна.) Другими сло
вами, не может быть такой пустой области, где все электрическое 
поле направлено внутрь или наружу, а это как раз и требуется для 
устойчивого равновесия. Выражая тот же факт через электрический 
потенциал, можно сказать, что устойчивым положением для зар я 
женной частицы должно быть такое положение, когда потенциал ф 
или меньше потенциалов во всех соседних точках (если частица за 
ряжена положительно), или больше (если частица заряжена отрица
тельно.) Ясно, что ни то, ни другое невозможно для функции, сред
нее значение которой по сфере всегда равно ее значению в це«тре.

Конечно, заряженная частица может находиться в р а в н о в е с и и  
в электростатическом поле в том смысле, что сила, действующая на 
нее, равна нулю. Точка на рис. 1.10, в которой Е = 0 , может служить 
таким примером. Среднее положение между двумя равными поло
жительными зарядами является положением равновесия для третье

Рис. 2.21. Работа, требуемая для 
перенесения заряда q' и распределе
ния его по сфере, равна произведе
нию q' на среднее значение потен
циала, обусловленного зарядом ц, по 

топ же сфере.
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го заряда, каким бы ни был его знак. Но это равновесие неустойчиво. 
(Что произойдет, если третий заряд немного сместить из этого поло
жения равновесия?) Заметим, что при помощи электрических полей, 
меняющихся во  в р е м е н и ,  можно поймать и удержать заряж ен
ную частицу в состоянии устойчивого равновесия.

2. !4. Различие между физикой и математикой

В двух последних разделах мы имели дело с .математическими со
отношениями и новыми способами выражения известных фактов. 
Подумаем о том, что произошло бы, если бы электрическая сила не 
подчинялась закону обратных квадратов расстояния, а была силой, 
имеющей ограниченный радиус действия, например, силой типа

Такой анализ поможет нам отделить физику от математики и закон 
от определения. Очевидно, что в этом случае закон Гаусса в интег
ральной форме (52) не был бы справедлив, так как на очень большой 
поверхности, охватывающей несколько источников, величина поля 
была бы исчезающе малой. По мере увеличения поверхности поток не 
оставался бы постоянным, а стремился к нулю. Однако в каждой 
точке пространства еще можно было бы определить поле.

Можно вычислить дивергенцию этого поля, причем уравнение 
(53), описывающее математическое свойство л ю б о г о  векторного 
поля, будет еще справедливым. Есть ли здесь противоречие? H er, 
так как уравнение (54) выполняться не будет.

Дивергенция поля уже не равна плотности источника. Это можно 
понять, замечая, что через матый объем, в котором нет источников,

все же макет проходить конечный поток, 
если поле от источника, расположенного 
в н е  о б ъ е м а ,  ограничено в пространстве. 
К ак видно из рис. 2.22, и ту часть поверх
ности нашего объема, которая обращена к 
источнику, входит большой поток, тогда 
как поток, выходящий из объема, очень 
мал.

Таким образом, мы можем* утверждать, 
что равенства (52) и (54) выражают один и 
тот же ф и з и ч е с к и й  з а к о н ,  закон об
ратных квадратов, открытый Кулоном 
при непосредственном измерении сил, дей
ствующих между заряженными телами, в 

то время как равенство (53) является выражением м а т е м а т и ч е 
с к о й  т е о р е м ы ,  позволяющей перевести формулировку этого за 
кона из дифференциальной формы в интегральную или наоборот.

Как можно объяснить эти дифференциальные соотношения меж
ду источником и полем в мире, где электрический заряд в действи

Рис, 2.22. Е поле, не подчи
няющемся закону обратных 
квадратов, поток через замк
нутую поверхность не равен 

нулю.
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тельности представляет собой не равномерное «желе», а концентра
цию частиц, о внутреннем строении которых мы так мало знаем? 
Действительно, уравнение Пуассона (69), имеет смысл только 
в макроскопическом масштабе. Плотность заряда р можно интер
претировать как среднюю величину заряда, распределенного по 
некоторой малой, но конечной области, содержащей большое ко
личество частиц. Следовательно, функция р не может быть непре
рывной в математическом смысле. Когда мы уменьшаем область К- 
при выводе дифференциальной формы закона Гаусса, то как физики 
мы знаем, что не должны уменьшать ее слишком сильно. Может 
быть, в этом неудобно признаться, но фактически мы хорошо разби
раемся в непрерывных моделях только для крупномасштабных элек
трических систем. В атомном мире имеются элементарные частицы 
и вакуум. Внутри частиц, если закон Кулона играет там какую-то 
роль, происходит много других явлений. Вакуум в электростатике 
подчиняется уравнению Лапласа. Однако мы не уверены, что даже 
в вакууме переход к нулевым размерам имеет ф и з и ч е с к и й смысл.

2.15. Ротор векторной функции

Понятие о дивергенции как о локальном свойстве векторного по
ля было выяснено при рассмотрении интеграла по большой замкну
той поверхности. Рассмотрим теперь линейный интеграл некоторого 
векторного поля F (х, y, z) ,  взятый по замкнутому пути, а именно по 
кривой С. Кривую С можно рассматривать как границу некоторой 
стягивающей ее поверхности .S’. Хорошим названьем для величины 
такого линейного интеграла, взятого по замкнутому пути, является 
циркуляция; для обозначения циркуляции мы будем пользоваться 
греческой буквой Г:

Г -=Д F ■ ds. (73)
с

В подынтегральном выражении ds является элементом пути, т. е. 
бесконечно малым вектором, касательным в любом месте к кривой С 
(рис. 2.23, а). Имеются два направления, по которым можно обойти 
С; мы должны выбрать одно из них, чтобы направление ds было оп
ределенным. В общем случае кривая С может быть не плоской, а как 
угодно изогнутой.

Пересечем поверхность С по пути В, образовав таким образом две 
с?лежные петли Сг и С2, в каждую из которых входит путь В 
(рис. 2.23, б). Вычислим линейный интеграл по каждой из этих пе
тель, придерживаясь выбранного направления. Легко видеть, что 
сумма двух этих циркуляций Tj и Г 2 будет равна первоначальной 
циркуляции вдоль петли С: это объясняется тем, что путь В про
ходится при двух интегрированиях в противоположных направле
ниях, поэтому вклад в интеграл дают лишь те части петель, которые 
в сумме составляют первоначальную петлю С. Дальнейшее разделе-
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ние на большое количество петель Сх, С,-, CN не меняет вели
чины суммы интегралов:

” (. *v 
\ F - d s =  2  j F'dSi или Г =  2  Г/.
с 1 = 1 с, '= 1

(74)

а)

Здесь также можно бесконечно продолжать деление с тем, чтобы в 
пределе получить количественную локальную характеристику поля

F. При увеличении числа петель мы 
получаем петли с меньшей циркуля
цией, но и с меньшей площадью. 
Поэтому естественно рассмотреть от
ношение ц и р к у л я ц и и  п е т л и  к 
п л о щ а д и  пе т л и ,  подобно тому 
как мы рассматривали в разделе 
2.9 отношение п о т о к а  к о б ъ е м у .  
Однако здесь ситуация несколько 
иная, так как площадь at элемента 
поверхности, стягивающей малую 
петлю С,-, является в действитель
ности вектором; поверхность имеет 
ориентацию в пространстве. Мы не 
можем взять отношение скалярной 
величины к векторной! Действитель
но, поскольку в окрестности данной 
точки мы берем петли все меньшего 
и меньшего размера, то для петли 
можно выбрать любое направление 
ориентации. (Вспомните, что мы не 
связаны с определенной поверхно
стью, стягивающей кривую С.) Поэ
тому мы можем перейти к пределу 
существенно различными путями, а 
результат должен это отразить.

Выберем некоторую определенную 
ориентацию для элемента поверхно
сти в одной из последних стадий

— *
разбиения. Единичный вектор п обо

значает нормаль к этому элементу; она должна оставаться постоян
ной при уменьшении пути, окружающего выбранную точку Р. 
Предел отношения ц и р к у л я ц и и  к п л о щ а д и  у ч а с т к а  можно 
записать следующим образом:

S р - *
h  
а,-

Рис. 2.23. Для разделенной петли 
сумма всех циркуляции Г* покруг 
всех частей равна циркуляции Г во

круг первоначальной кривой С.

lira
О,->0

или lira
с,

(75)

Знаки, которыми связаны направление нормали п и направление 
обхода С; в линейном интеграле, подчиняются правилу буравчика
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(рис. 2.24). Предел, получаемый при этой операции, представляет 
собой скалярную  величину, связанную в векторном поле F с точкой Р 
и направлением п. Можно выбрать три независимых направления, 
например х, у и z, и получить три различных числа. Оказывается, что 
эти три числа являются компонентами вектора. Мы называем этот 
вектор ротором F. Таким образом, можно сказать, что предел, ко
торый мы получим для определенного направления п, является ве
личиной проекции rot F на это направление. Сформулируем получен
ный результат в виде уравнения

^ F • ds

( r o t F ) - n  — l im —  =  lim —--------
a (.->  0 a i a- -v 0 a i

(76)

Например, А-компонента rot F получена при выборе n = x  (рис. 2.25).  
Стягивая петлю вокруг точки Р,  мы оставляем ее в плоскости, пер
пендикулярной к оси х. В общем случае ротор вектора F будет ме
няться от точки к точке. Если 
мы будем уменьшать поверхность 
около какой-нибудь другой точки, 
то отношение циркуляции к пло
щади может иметь другое значе
ние, в зависимости от характера

Рис. 2.24. Связь между нормалью к 
поверхности и направлением цирку
ляции линейного интеграла выра

жается правилом буравчика.

Рис. 2.25. Участок стягивается к 
Р  не изменяя направления своей 
нормали, совпадающего с осью х.

векторной функции F. Следовательно, сам ротор F является вектор
ной функцией координат. Его направление в любой точке перпенди
кулярно к той плоскости, проходящей через эту точку, для которой 
величина циркуляции максимальна. Величина ротора является 
предельным значением циркуляции, приходящейся в этой плоскости 
на единицу площади, вокруг выбранной точки. Мы утверждаем, что 
определенный таким образом объект является вектором,— но это 
еще не доказано. Чтобы заслужить название вектора, компоненты, 
определенные таким образом, должны вести себя во всех отношениях
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подобно компонентам вектора. Предположим, что мы нашли опре
деленные значения для х-, у- и г- компонент, согласно выражению 
(76). Если затем мы выберем какое-то четвертое направление для 
вектора п, то проекция ротора, полученная из выражения (76), 
должна однозначно определяться тремя указанными компонентами, 
так как вектор задается тремя своими компонентами. Если этот во
прос вас интересует, обратитесь к задаче 2.24, которая убедит вас 
в том, что выражение (76) действительно определяет проекцию 
или компоненту вектора.

2.16. Теорема Стокса

От циркуляции вокруг бесконечно малого участка поверхности 
мы можем вернуться к циркуляции вокруг первоначальной большой 
петли С:

N  N

JV
а,-С 1=1 1=1

Г F - ^ V r ; = y а, (77)

Последний член мы просто умножили и разделили на а,-. Посмотрим 
теперь, что произойдет с правой частью уравнения, если N  сильно 
возрастет, а все а; уменьшатся. Величина в скобках станет равной 
(rotF)-n,-, где л,- — единичный вектор, перпендикулярный к i -му 
участку. Итак, справа мы имеем сумму произведений площади участ
ка на нормальную компоненту (rotF) по всем участкам, составляю
щим поверхность S,  стягивающую С. Это не что иное, как поверх
ностный интеграл по S от rot F:

N  N

У . а,- | —  =  V  a. (rot F b n , —► С da *rot F. (78)
f=i La/ J  i = i ' i

Следовательно, мы получили, что

 ̂ F -ds =  \ rot Г -da.
с s

(79)

Соотношение (79) является математической теоремой, называемой 
теоремой Стокса. Заметьте, что по структуре она похожа на теорему 
Гаусса, т. е. на теорему дивергенции. Теорема Стокса связывает 
линейный интеграл от вектора с поверхностным интегралом от рото
ра вектора. Теорема Гаусса (формула (51)) связывает поверхностный 
интеграл от вектора с объемным интегралом от дивергенции вектора. 
Теорема Стокса имеет дело с поверхностью и кривой, огибающей эту 
поверхность. Теорема Гаусса относится к объему и охватывающей 
его поверхности.
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2.17. Ротор в декартовых координатах

Равенство (76) является фундаментальным определением ротора 
F, сформулированным без ссылки на какую-либо определенную сис
тему координат. В этом отношении оно похоже на наше фундамен
тальное определение дивергенции (49). К ак и в случае дивергенции, 
мы должны уметь вычислять ro tF , если дана некоторая векторная 
функция F (х, у , z). Д ля этого мы выполним интегрирование, требуе
мое выражением (76), но сделаем это для пути, имеющего очень 
простую форму, а именно для пути, который охватывает прямоуголь
ный участок поверхности, параллельный плоскости ху  (рис. 2.26). 
Иными словами, мы берем n = z .  В соответствии с принятым нами

Рис. .26. Циркуляция вокруг прямо
угольного участка n =  z.

(х+Ах,у+Ау)

Рис. 2 27. Б ид на участок рис. 2.20 
сверху.

правилом знаков направление интегрирования по периметру долж 
но происходить по часовой стрелке, если смотреть вверх в направ- 
лении rf.

Н а рис. 2.27 мы смотрим на прямоугольник сверху вниз.
Линейный интеграл от F по такому пути зависит от изменения Fx 

с изменением у  и от изменения Fy с изменением х, так как если Fx 
имеет то же среднее значение вдоль верхней части рамки (рис. 2.27), 
как и вдоль нижней ее стороны, то вклады обеих этих частей в ли
нейный интеграл будут, очевидно, взаимно уничтожаться. Это заме
чание относится и к другим сторонам рамки. Разница между средним 
значением Fx по верхнему сегменту пути ири у + А у  и ее средним 
значением по нижнему сегменту при у  равна, с точностью до первого 
порядка относительно малых величин Ах и А у,

( I f )  АУ- (8°)

Мы используем здесь рассуждения, которые были высказаны в связи
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с рис. 2.16, б. Таким образом,

(в середине нижней части рамки), (81)>

(в середине верхней части рамки). /

Эти средние значения получены с точностью до членов первого по
рядка в разложении Тэйлора. Их окончательный вклад в циркуля
цию определяется произведением их разности, умноженной на длину 
элемента пути Ах. Этот вклад равен — Ах Ау (дрх/ду). Знак минус 
появляется потому, что интегрирование по верхней стороне площад
ки производится справа налево, так что если положительная компо
нента Ах больше сверху, то результирующий вклад в циркуляцию от 
верхнего и нижнего элемента пути будет отрицательным. Вклад от 
двух других сторон равен AyAx(dFv/dx) с положительным знаком, 
так как если положительная компонента Fy больше справа, то вклад 
этих двух сторон в циркуляцию  будет положительным.

Таким образом, если пренебречь степенями высшего порядка 
относительно Ах и А у,  то линейный интеграл вдоль всего прямо
угольного контура равен

где произведение АхАу  равно площади прямоугольника, которую 
мы изобразим вектором, направленным по оси г. Очевидно, что ве
личина

является пределом отношения

когда площадь поверхности стремится к нулю. Если бы нормаль 
к прямоугольной поверхности совпадала с положительным направ
лением оси г/, то для предела соответствующего отношения мы полу
чили бы выражение

а если бы эта нормаль совпадала с направлением оси х, как это по
казано на правой части рис. 2.28, то мы получили бы

□

линейный интеграл вокруг поверхности (84)
площадь поверхности

d! ± - h  
ду  дг ( 8 6 )
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Несмотря на то, что мы рассматривали только прямоугольные по
верхности, наш результат в действительности не зависит от формы 
малой поверхности и ограничивающего ее контура по тем же причи
нам, что и в случае теоремы о дивергенции. Ясно, например, что мы 
свободно можем соединять различные прямоугольники (образуя 
таким образом другие фигуры), так как линейные интегралы 
вдоль совпадающих участков границы полностью взаимно уничто
жаются (рис. 2.29).

Мы пришли к выводу, что для любой ориентации поверх
ности предел отношения циркуляции к величине поверхности 
не зависит от выбранной формы по
верхности. Таким образом, мы по
лучаем общую формулу для компо
нент ротора вектора F, если F являет
ся функцией х, у  и г:

ro t F =  х ( ------
\  <>!/

dFv \
дг

(dFr
+ У  ж -

дЪ
дх J +  Z

; +

( дру
\  дх

дР±
'~ду (87)

Ниже приводится правило, которое 
легче запомнить, чем саму формулу. 
Составьте следующий определитель:

(88)

X У г
д д д

дх ду дг
Fx ? у Fz

Рис. 2.28. Для любой ориентации 
предел отношения циркуляции к 
площади определяет компоненту 
rot F в этой точке. Для определения 
всех компонент rot F в любой точке 
все участки должны сгруппироваться 
вокруг этой точки; здесь они рас
положены на расстоянии для наг

лядности.

Разложите его по правилу разложения определителей, и вы получите 
выражение для rot F, приведенное в уравнении (87). Обратите

Рис. 2 .29. Циркуляция в петле справа является суммой циркуляций в прямоугольниках; 
поверхность справа представляет собой сумму поверхностей прямоугольников. Этот рисунок 

показывает, почему отношение циркуляции к площади не зависит от формы.

внимание на то, что ^-компонента rot F зависит от скорости измене
ния F z в направлении оси у  и отрицательной величины скорости 
изменения Fy в направлении оси z и т. д.

Если символ \  интерпретировать как вектор
- д , ~ д , - д

‘ дг (89)
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и написать VXF,  то по правилам образования компонент векторно
го произведения автоматически получим вектор, называемый ро
тором F. Итак, ro tF  и V X F обозначают одну и ту же векторную 
величину.

2.18. Физический смысл ротора

Название «ротор» напоминает нам, что векторное поле, ротор ко
торого не равен нулю, имеет циркуляцию или завихренность; 
Максвелл пользовался словом «вращение». Представим себе вектор
ное поле скоростей G, в котором rot G не равен нулю. Тогда скорости 
в этом поле имеют примерно такой вид: t Г*1 или и, возможно,
налагаются на общий поток, текущий в одном направлении. Н апри
мер поле скоростей воды, вытекающей из ванны, обычно имеет вид 
циркуляции. Его ротор не равен нулю по большей части поверхно
сти. Если какая-нибудь вещь плывет на поверхности воды, то она 
вращается (см. задачи 2.16 и 2.26). В физике текущей жидкости, т. е. 
в гидродинамике и аэродинамике эта идея имеет первостепенное 
значение.

Чтобы построить «ротор-метр» для электрического поля — по 
крайней мере в воображении — положительные заряды следует при-

оси. С помощью пружины, препятствующей вращению, можно по 
углу закручивания определить вращающий момент, который будет 
пропорционален компоненте ротора вектора Е в направлении оси. 
Если мы можем определить направление оси, для которого вра

Рис. 2.30. «Ротор-метр*. Рис. 2.31. Если линейный интеграл между точками 
Pi  и Р г не зависит от пути, то линейный интеграл 
вдоль замкнутой петли должен быть равен нулю.
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щательный момент является максимальным и направлен по часовой 
стрелке, то это и есть направление ротора вектора Е. (Конечно, мы 
не можем доверять ротор-метру в поле, которое сильно изменяется 
в пределах самого ротор-метра.)

Что же можно сказать в свете всего этого об э л е к т р о с т а т и ч е 
с к о м  поле Е? Вывод прост: ротор-метр будет всегда показывать 
нуль! Это объясняется тем, что, как мы уже знаем, линейный инте
грал от Е вдоль любого замкнутого контура в электростатическом 
поле равен нулю. Вспомните, что линейный интеграл от Е между 
двумя точками, например Р г и Р 2 (рис. 2.31), не зависит от пу
ти. Если почти совместить две т о ч к и Р ^ Р г .  то линейный интеграл 
по самому короткому пути на рисунке, очевидно, близок к нулю, 
если конечное расположение точек не совпадает с такой особен
ностью, как точечный заряд; этот случай можно исключить. Итак, 
линейный интеграл по замкнутой петле (рис. 2.31, г) должен быть 
равен нулю. Но, согласно теореме Стокса, если циркуляция равна 
нулю вокруг л ю б о г о  замкнутого пути, то поверхностный интеграл 
от ротора Е по участку любого размера, формы или расположения 
такж е равен нулю. Но тогда ротор Е должен быть равен нулю в с ю 
ду ,  так как если бы он был где-нибудь не равен нулю, то мы всегда 
могли бы выбрать участок в этой окрестности для нарушения на
шего заключения. Все вышесказанное ведет к простому утвержде
нию: в электростатическом поле Е

Иными словами можно сказать, что уравнение (90) является д о 
с т а т о ч н ы м  условием для к о н с е р в а т и в н о с т и  поля, т. е. для 
того, чтобы поле можно было описать градиентом некоторой потен
циальной функции.

Это условие можно легко применить к делу. Когда впервые было 
введено понятие векторной функции (рис. 2.2), было сказано, что 
она представляет возможное электростатическое поле. Ее компонен
тами были выбраны величины Ех~ К у  и Е у= К х ,  к  которым, для за 
вершения описания поля в трехмерном пространстве, следует доба
вить Е г—0. Вычисляя rot Е, находим

Следовательно, величина Е является градиентом какого-то скаляр
ного потенциала. Очевидно, что поле такого вида Е должно иметь 
дивергенцию, равную нулю, следовательно,

r o t E  =  0 (всюду). (90)

(91)

дЕх дЕу дЕ,
—f _|___ ?_|___ £ = 0дх ' ду ■ дг (92)
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Таким образом, такое поле представляет собой электростатическое 
поле в области, с в о б о д н о й  от  з а р я д о в .

С другой стороны, ротор столь же простой векторной функции, 
определенной компонентами Fx= K y ,  Fy——Кх, Fz= 0, не равен 
нулю. Действительно,

(rot F ), =  —2/с. (93)

Ни одно электростатическое поле не может быть такого вида. Если 
вы начертите примерный вид такого поля, то сразу увидите, что 
оно имеет циркуляцию.
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Рис. 2.32. Дивергенция четырех из этих векторных полей равна нулю в показанной области. 

Ротор трех из них равен нулю. Можете вы указать эти поля?

Вы можете получить некоторое представление о подобных век
торных функциях, изучая двумерные поля, изображенные на рис. 
2.32. В четырех из этих случаев дивергенция векторной функции 
равна нулю во всей изображенной области. Попытайтесь указать 
эти случаи. Наличие дивергенции означает конечный поток в ок
рестность точки или из нее. Эго легко обнаружить на некоторых
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Рис. 2.33. Обсуждение рис. 2.32. а) Заметьте, что вектор остается постоянным, когда вы про
двигаетесь в его направлении, т. е. dF'dy— О, Fx ~ 0. Следовательно, div F = 0 . Обратите вни
мание на то, что линейный интеграл вдоль штрихового контура не равен нулю, б) Пол« 
является центральным. Это значит, что функция F радиальна и что для данного г ее величина 
постоянна. Ротор любого центрального поля равен нулю; циркуляция равна нулю вокруг 
пунктирного и любого другого контура. Но дивергенция, очевидно, не равна нулю. *) Ц ирку
ляция, очевидно, могла бы быть равна нулю вокруг изображенных контуров. Действитель
но, это то же самое возможное электростатическое ноле, как на рис. 2.2. Из одного этого 
рисунка не очевидно, что div F^=0, но видно, что она также могла бы быть равна нулю. 
г) Заметьте, что, с точностью до первого порядка, здесь нет изменения в величине F, если вы 
продвигаетесь в направлении вектора F. Этого достаточно для того, чтобы дивергенция была 
равна нулю. Оказывается, что циркуляция могла бы быть равна нулю вокруг изображенного  
контура, так как F слабее на длинной стороне, чем на короткой. Действительно, это есть 
возможное электростатическое поле с F, пропорциональным 1/7, где г — расстояние до  
точки, расположенной вне чертежа, д) По той же причине, что и выше, мы приходим к за
ключению, что div F —0. В данном примере величина F  всюду одинакова, поэтому линейный 
интеграл по длинной стороне контура не уничтожается интегралом по короткому пути и 
циркуляция не равна нулю, е) Ясно, что циркуляция вокруг штрихового контура не равна 
нулю. Оказывается также, что и дивергенция не равна нулю, так как векторы сходятся

к центру со всех сторон.
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чертежах. Н а других сразу видно, что дивергенция равна нулю. На 
трех полях рис. 2.32 ротор векторной функции равен нулю в преде
лах изображенного участка поля. Попробуйте указать эти поля, 
решая для каждого чертежа, будет ли линейный интеграл вдоль 
любой петли равен нулю. В этом состоит сущность ротора. (После 
изучения чертежей продумайте эти вопросы, прежде чем сравнить 
ваши доказательства и выводы с объяснением, приведенным на 
рис. 2.33.)

Ротор векторного поля окажется ценным инструментом позже, 
когда мы будем заниматься электрическими и магнитными полями, 
ротор которых не равен нулю. Мы привели понятие ротора здесь, 
так как по идее оно очень близко к понятию дивергенции. Можно 
сказать, что они являются двумя видами производных векторного

а)- Гаусс Стокс
Кривая

Поверхность 
охватывает оёъем

Кривая охватывает 
поверхность

gj Градиент
Тачка

Кривая̂

1 Точка.
Точка замыкают 

кривую

а)

Рис. 2.34. Некоторые векторные соотношения. 

F-cfa= С div Fdo; б) ^ A ds~

по поверхности по объему по кривой

^ rot А-

по поверхности

В декартовых координатах: 

rot А

в) Ф »-ЧЧ= ^ grad ф -rfs. 

по кривой

Л ( е л ,  а л Л  „ /  д л х  а л Л  Л (  з а у <МдЛ

- х  V ду ~  dz )  + у \  дг ~  дх J  + Z \  дх Ъу J  “
:VXA,

i)Fx  dFy dF~ л g _ д „ д
div F =  - - —  + —— +  —— =V -F ,- V = x T — + У - r -  + z —— dx dy dz * y dx  dy oz

dy dz' УФ-

поля. Один вид, а именно дивергенция, подразумевает скорость 
изменения компоненты вектора в ее собственном направлении 
dFJdx  и т. д. Другой вид, т. е. ротор, представляет собой «боковую 
производную», включающую скорость изменения Fx вдоль осей 
у  или z.

Соотношения, называемые теоремами Гаусса и Стокса, приведе
ны на рис. 2.34. Связь между скалярной потенциальной функци
ей и линейным интегралом от градиента можно такж е считать 
членом этой семьи теорем, поэтому она также приводится на 
рисунке.
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З а д а ч и

2.1. Линейный интеграл и градиент (это поле изучается дальше в задачах 
2.11 и 2.20). Следующая векторная функция дает возможное электростатическое 
поле:

Е х =  6ху, Е у =  3 х * -3 у * -, E z — Q.

Вычислите линейный интеграл от Е от точки (0, 0, 0) до точки (xlt y lt  0) вдоль пути, 
который идет прямо от (0, 0, 0) до (xlt 0, 0) и оттуда в точку (хъ  у и  0). Сделайте 
такое ж е вычисление для пути, который идет вдоль двух других сторон четырех
угольника через точку (0, у г , 0). Вы должны получить одинаковые ответы, если 
вышеприведенное утверждение справедливо. Теперь у вас имеется потенциальная 
функция ф (х, у , г). Найдите градиент этой функции и посмотрите, получите ли 
вы таким образом компоненты заданного поля.

2.2. Потенциал двух точечных зарядов. Рассмотрите систему двух зарядов, 
изображенную на рис. 2.6. Пусть ось г  совпадает с линией, на которой располо
жены оба заряда, и пусть в точке г ~ 0  находится положительный заряд. Постройте 
график потенциала ф на оси г, от г = —5 до г =  15, измеряя ф в СГСЭ),-, а г в санти
метрах.
— 2.3. Разность потенциалов концентрических сфер. Небольшая сфера радиу
сом г  концентрична большой сфере радиусом R. По поверхностям сфер равномерно 
распределены заряды q и Q соответственно. Вычислите разность потенциалов сфер. 
Обратите внимание на то, что если заряд q положительный, то потенциал внутрен
ней сферы будет всегда выше, чем потенциал наружной сферы. Таким образом, 
если сферы соединить проводом, то заряд q полностью перейдет на наружную сфе
ру, независимо от величины заряда Q.

2.4. Потенциал заряженного стержня. Тонкий стержень имеет протяжен
ность вдоль оси г от г= —а до г = а .  По стержню равномерно распределен заряд, 
равный К ед. СГСЭд на сантиметр длины стержня. Вычислите потенциал для всех 
точек на оси л: при х > 0.

2.5. Параллельные заряженные слои. На каждой из трех бесконечно больших 
плоскостей х = —а, х=-0  и х = а  находится поверхностный заряд а, распределенный 
с равномерной плотностью. Определите электрическое поле и потенциал для всего 
пространства, принимая <р= 0  в точке х = 6 .

2.6. Цилиндрическое распределение заряда. Для цилиндра с равномерной 
плотностью заряда (рис. 2 .20):

а) Покажите, что выражение, приведенное на рисунке для поля внутри ци
линдра, следует из закона Гаусса.

б) Определите потенциал ф как функцию г  внутри и снаружи цилиндра.
в) Нарисуйте график ф как функцию г. Какова природа особенности в точке

2.7. Потенциал слоя с объемной плотностью заряда. Пространство между пло
скостями у — 0 и у = Ь  заполнено зарядом с объемной плотностью р, и никаких дру
гих зарядов нет. Определите электрическое поле всюду в этой системе, а также по
тенциальную функцию ф для этого поля и покажите, что она всюду удовлетворяет 
уравнению Пуассона.

2 .8 . Эквипотенциальные поверхности в поле заряженного диска. Начерти
те для системы на рис. 2.7 эквипотенциальную поверхность, касающуюся 
края диска. Определите точку, в которой эта поверхность пересекает ось сим
метрии.

2 .9 . Энергия системы зарядов, выраженная через потенциалы. Примерно так 
же мы вычисляли энергию подобных систем в гл. 1. Примените уравнение (2.42) 
для определения энергии, требуемой для помещения четырех электронов по углам 
тетраэдра со стороной, равной 1 А , в центре которого находится протон. Что вы 
можете сказать о результирующей силе, действующей на один из электронов, если 
известен знак энергии.

2.10. Две одинаковые сферы радиусом г  разделены расстоянием d ^ r .  Заряд  
Q распределен по поверхности сфер.

а) Определите потенциальную энергию системы, если на каждую сферу по
местить заряд Q/2 .
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б) Определите потенциальную энергию, если весь заряд распределен по по
верхности одной сферы, а на другой его нет.

в) Определите электрические потенциалы на каждой сфере в случаях а) и б).
г) Если соединить сферы в случае б) тонким проводом так, чтобы заряд мог 

перетекать от одной сферы к другой, то какова будет окончательная конфигурация 
заряда? Что можно сказать о сохранении энергии?

2.11. Вычислите компоненты V X E  и покажите, что векторная функция, оп
ределенная в задаче 2.1, является возможным электростатическим полем. Решив 
задачу 2 . 1 , вы доказали это другим способом, определив скалярную функцию, гра
диентом которой является поле. Вычислите величину дивергенции поля.

2.12. Удовлетворяет ли функция f  (х , у ) = х 2+ у 2 двумерному уравнению Лап
ласа? А функция g  (х, у ) = х 2—у 2? Постройте график последней функции, вычисли
те градиенты в точках ( * = 0, у = \У ,  (дс— 1 , у =  0); ( * = 0, у =  — 1); (*■=— 1 , у = 0 )  и 
покажите стрелками направления векторов этих градиентов.

2.13. Простой пример на ротор и теорему Стокса. Начертите «силовые ли
нии» для векторной функции А = —ух-\-ху в плоскости ху. Вычислите rot А и 
изобразите вектор, указывающий его направление. Вычислите линейный интеграл

(j) A -d l по замкнутой кривой x2Jr y 2= - 1; г = 0 .  Покажите, что теорема Стокса спра

ведлива, вычислив поверхностный интеграл от у Х А  по поверхности, охватывае
мой этой кривой.

2.14. Вычислите ротор и дивергенцию каждого из следующих векторных по
лей; если ротор окажется равным нулю, попробуйте определить скалярную функ
цию ф, градиент которой дает векторное поле:

а) Fx — x - \-y , F„ =  — х - \-у \  Fz =  —2г.
б) Gx = 2 y ,  Gy =  2* +  3z; G2 =  Sy.
в) H x ==x2 — z2; И у =  2; Нг =  2хг.

2.15. Важная теорема векторного анализа. Если А является векторным нолем 
с непрерывными производными, то div (rot A )=U  , или, пользуясь обозначением 
«набла», v ( ? X A ) = 0 -  Нам эта теорема понадобится позже. Целью данной задачи

является ее доказательство. Ниже указаны два различных 
^  " способа, с помощью которых эта цель может быть достиг

нута.
а) Непосредственное вычисление в определенной системе 

координат. Воспользуйтесь выражением для V в декарто
вых координатах.

б) Применение теоремы Гаусса и теоремы Стокса не 
требует определенной системы координат. Рассмотрим по
верхность S , изображенную на рисунке, а именно баллон, 
почти перерезанный на две части и окруженный замкнутой 
кривой С. Возьмите линейный интеграл по кривой, подобной

К задаче 2.15. С, от любого векторного поля, затем примените теоремы 
Стокса и Гаусса.

2.16. Примеры векторных полей скоростей с определенным видом симметрии: 
аксиальная симметрия и скорость направления по касательной к окружности. 
Пусть векторная функция v (х , у , г) дает скорость жидкости в любой точке. Ж ид
кость предполагается несжимаемой, т. е. всюду имеет одинаковую плотность. Это 
означает, что скорость переноса вещества через любую площадь, заданную не
большой рамкой, закрепленной в пространстве, будет пропорциональна v . Если 
скорость v постоянна во времени в любой точке и если свойства вещества не изме
няются, то div v  должна быть всюду равна нулю. Почему? Перейдем к изучению  
свойств rot V .  Рассмотрим определенное семейство независимых от времени те
чений, которые симметричны относительно какой-то оси, a v всегда направлена 
по окружности. Следовательно, в любой точке v представляет собой вектор, перпен
дикулярный к плоскости, содержащей эту точку и ось. Для аксиальной симметрии 
целесообразно выбрать систему цилиндрических полярных координат г, г  и ф. 
Примем в качестве дальнейшего ограничения, что v зависит только от г. Тогда
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любое течение этого типа можно описать функцией v = -(p  (г), где ср является еди
ничным вектором, перпендикулярным к г и к г. Исходя из фундаментального 
определения ротора v через линейный интеграл вдоль небольшого участка, по
кажите, что для полей с такой особой симметрией ротор v выражается просто

уравнением rot v =  z — - - (rv (г)). Воспользуйтесь этим выражением для изуче

ния следующих специальных случаев, соответствующих определенным функциям
V (г).

а) Жидкость движется подобно твердому телу, вращаясь вокруг оси с угло
вой скоростью (о. Определите для этого случая rot v.

б) Жидкость движется так, что rot v = 0 .  Может ли это быть справедливым всю
ду? Чему равна функция v (г)} Попробуйте изобразить такое течение на чертеже.

в) Жидкость движется таким образом, что v(r) подчиняется третьему закону  
Кеплера для кругового планетарного движения. Определите ротор v. Может ли 
это движение быть подобным движению колец Сатурна?

2.17. Вывод обшей формулы для энергии, запасенной в электрическом поле. 
Мы сформулировали уравнение (36) и эквивалентное ему уравнение (39) без до 
казательства. Попытаемся доказать, что уравнение (39) следует из уравнения (43). 
Вы сможете сделать это пользуясь следующим:

1) тождеством v  которое нетрудно доказать;
2) уравнением Пуассона;
3) теоремой Гаусса.



Г Л А В А  3

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ПОЛЯ ВОКРУГ ПРОВОДНИКОВ

3.1. Проводники и изоляторы

Уже первые эксперименты в области электричества установили, 
что вещества различаются по своей способности сохранять «нечто 
электрическое». Некоторые вещества можно легко наэлектризовать 
трением и удержать их в этом состоянии; другие, по-видимому, не 
могут быть наэлектризованы таким образом: они не сохраняют элект
рическое «нечто». Экспериментаторы начала восемнадцатого столе
тия составили классификацию, согласно которой вещества разде
ляются на электрики и неэлектрики. Примерно в 1730 г. в Англии 
Стефан Грэй произвел опыты, из которых следовало, что «электриче
ское нечто» может передаваться от одного тела к другому по гори
зонтальной веревке на расстояния в несколько сотен метров, если 
сама веревка подвешена на шелковых нитях *). К ак только было 
обнаружено различие между проводимостью и непроводимостью, 
электротехники того времени заметили, что даже неэлектрик можно 
сильно наэлектризовать, если расположить его на стекле или под
весить на шелковых нитях. Наиболее эффектным номером, демонст
рировавшимся на одной из тогдашних популярных Еыставок по 
электричеству, была, вероятно, электризация мальчика, подвешен
ного на шелковых нитях: его волосы вставали дыбом и с кончика 
носа можно было снимать искры. После работ Грэя и его современ
ников электрики и неэлектрики стали называть электрическими изо
ляторами и электрическими проводниками. Это различие в свойствах 
вещества является до сих пор одним из наиболее поразительных кон
трастов природы. Электрическая проводимость обычных хороших 
проводников, например металлов, превышает электрическую прово
димость обычных изоляторов, подобных стеклу и пластмассе, при-

*) Несомненно, что «веревка», которую он использовал в своих опытах, была 
довольно плохим проводником, по сравнению с металлическим проводом, но она 
оказалась вполне пригодной для перенесения заряда в электростатических опытах. 
Грэй обнаружил также, что тонкий медный провод является проводником, однако 
для перенесения зарядов на большие расстояния он пользовался веревкой.
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мерно в 1020 раз. Экспериментаторы восемнадцатого столетия, Грэй 
и Бенджамин Франклин, объяснили бы это различие так: металли
ческий шар, расположенный на металлической подставке, может 
терять свою электризацию за миллионную долю секунды, а тот же 
шар на стеклянной подставке сохранил бы это «нечто» в течение ряда 
лет. (Для подтверждения последнего факта следовало бы принять 
некоторые меры предосторожности, которые были невозможны в 
лаборатории восемнадцатого столетия. Можете ли вы назвать неко
торые из них?)

Хороший проводник и хороший изолятор так же сильно разли
чаются по своим электрическим свойствам, как жидкость и твердое 
тело по механическим свойствам. Это не совсем случайно. И элект
рическое и механическое поведение тела зависит от подвижности 
атомных частиц: электрическая проводимость — от п о д в и ж н о с т и  
носителей заряда, электронов или ионов, механические свойства — 
от подвижности атомов или молекул, образующих структуру веще
ства. Аналогия усилится, если мы вспомним о веществах, занимаю
щих промежуточное положение между твердым телом и жидкостью, 
например о таких, как вар или лед. Действительно, некото
рые вещества — хорошим примером является стекло — при изме
нении температуры на несколько сотен градусов постепенно и не
прерывно меняют свои свойства, переходя из подвижного жидкого 
состояния в очень устойчивое и жесткое твердое состояние. Электри
ческая проводимость некоторых веществ также меняется в широком 
диапазоне от «хороших проводников» до «хороших изоляторов» в за 
висимости от их температуры. Этим свойством и некоторыми еще 
более любопытными свойствами обладает особый и широкоисполь
зуемый класс веществ, называемых полупроводниками.

Одно и то же вещество можно считать твердым или жидким, в за 
висимости от выбранного масштаба времени и, вероятно, также от 
масштаба расстояний. Если вы держите в руке кусок обыкновенного 
асфальта, то он кажется вам достаточно твердым. С точки же зрения 
геологии он принадлежит к жидкостям, просачивающимся из под
земных отложений и даже образующим озера. По аналогичным при
чинам мы должны считать вещество изолятором или проводником, 
в зависимости от масштаба времени того явления, которое нас инте
ресует. Мы обнаружим, что для довольно простого и общего класса 
явлений критерием служит только время, а не расстояние.

3.2. Проводники в электростатическом поле

Сначала рассмотрим электростатические системы, которые со
держат проводники. Нас, следовательно, будет интересовать с т а 
ц и о н а р н о е  состояние заряда и электрическое поле, которое ус
тановится после всех перераспределений зарядов в проводниках. 
Все изоляторы мы будем считать совершенными. К ак уже упомина
лось, обыкновенные изоляторы почти удовлетворяют этой идеали
зации, поэтому системы, которые мы будем рассматривать, не
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являются слишком надуманными. Следующий пример может пояс
нить, какие системы мы имеем в виду. Возьмем два изолированных 
заряженных металлических шара. Закрепим их на сравнительно не
большом расстоянии друг от друга. Какова величина результирую
щего электрического поля в пространстве, окружающем шары, и в 
пространстве между ними, и чему равен заряд, распределенный по 
каждому шару? Начнем с более общего вопроса: что можно сказать 
об электрическом поле внутри проводящего вещества, после того 
как движение зарядов прекратилось?

В стационарном состоянии движение зарядов отсутствует, и вы 
вынуждены сказать, что в этом случае электрическое поле внутри 
проводящего вещества должно быть равно нулю. Вы можете утвер
ждать, что если бы это поле не было равно нулю, то подвижные но
сители зарядов приводились бы в движение некоторой силой и, та
ким образом, мы не имели бы стационарного состояния. Такие доводы 
предполагают отсутствие д р у г и х  сил, действующих на носители 
зарядов, которые могли бы уравновесить электрические силы, чтобы 
обеспечить стационарное состояние. Чтобы представить себе физи
ческую возможность существования других сил, кроме электриче
ских, которые действуют на носители зарядов, можно вспомнить 
силу тяжести. Положительный ион имеет вес; он испытывает дейст
вие постоянной силы в гравитационном поле, это же относится и к 
электрону; следовательно, силы, действующие на них, не равны 
между собой. Этот пример довольно абсурден. Мы знаем, что 
гравитационные силы пренебрежимо малы в атомном масштабе. 
Однако существуют другие силы, которые без ошибки могут быть 
названы «химическими». В гальванических элементах, во многих 
случаях других химических реакций, в том числе в реакциях, про
текающих в живой клетке, носители заряда могут двигаться в сто
рону, обратную их обычному направлению движения в электриче
ском поле. Такое явление возможно потому, что в процессе химиче
ской реакции выделяется большая энергия, нежели энергия, расхо
дуемая на преодоление поля. Можно сомневаться в том, что эти силы 
неэлектрического происхождения, так как строение атомов и моле
кул и силы, действующие между ними, объясняются законом Куло
на и квантовой механикой. Однако с точки зрения классической тео
рии электричества их следует считать как бы совершенно посторон
ними. И действительно, они ведут себя совсем не так, как силы, об 
ратно пропорциональные квадрату расстояния, на которых основана 
наша теория. Необходимость существования сил, которые являются 
в этом смысле не электрическими, была уже предсказана в гл. 2, 
где мы обнаружили, что силы, обратно пропорциональные квадрату 
расстояния, не могут обеспечить существования устойчивой стацио
нарной системы.

Дело, собственно, заключается в следующем: в некоторых слу
чаях мы должны допустить возможность существования неуравнове
шенных, не кулоновских сил, действующих на носители зарядов 
внутри проводящего вещества. В этих случаях электростатическое
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состояние может быть достигнуто только п р и  н а л и ч и и  конечного 
электрического поля в проводнике, которое уничтожит влияние 
других сил, какие бы они ни были.

Имея это в виду, мы начнем, однако, с более простого и очень 
важного случая, когда таких сил нет, а именно со случая однород
ного изотропного проводящего вещества. Можно с уверенностью ут
верждать, что в таком проводнике, в стационарном состоянии, элект
рическое поле должно быть равно нулю *). В противном случае 
заряды должны были бы двигаться. Отсюда следует, что вся область 
внутри проводника, включая точки, расположенные непосредственно

а)
Рис. 3.1. Тело на рис. а является нейтральным и непроводящим. Положительные и отрица
тельные заряды, находящиеся в нем, неподвижны. На рис. б заряды свободны и начинают 
двигаться. Они будут продолжать движение до тех пор, пока не установится конечное состоя

ние, изображенное на рис. Ь.

под его поверхностью, должна иметь одинаковый потенциал. И з
вестно, что при переходе из проводника на его поверхность потен
циал испытывает внезапный скачок (см. задачу 3.21). Но в однород
ном и изотропном проводнике, который мы в данный момент рас
сматриваем, скачок будет одинаковым всюду на поверхности 
проводника. Вне проводника электрическое поле не равно нулю. 
Поверхность проводника должна быть эквипотенциальной поверх
ностью этого поля.

Вообразите, что мы можем, по желанию, превращать вещество 
из изолятора в проводник. (Это вполне возможно — стекло стано
вится проводником при нагревании, любой газ можно ионизовать 
рентгеновскими лучами.) На рис. -3.1, а показан незаряженный изо
лятор в электрическом поле, созданном двумя неподвижными слоя
ми зарядов. Электрическое поле внутри и снаружи тела одинаково.

*) Говоря об электрическом поле внутри вещества, мы имеем в виду 
поле, усредненное по объему, который велик по сравнению с характерным объе
мом атомной структуры. Нам, конечно, известно, что во всех веществах,включая 
и хорошие проводники, мы обнаружим, что в микроскопическом масштабе вблизи 
атомного ядра существуют очень сильные поля. В конце концов, именно электри
ческое поле ядра отклоняло альфа-частицы, которыми Резерфорд, Гейгер и Мар- 
сден бомбардировали золотую фольгу (см. т. I, гл. 15, Историческое замечание 1). 
Обычно ядерное электрическое поле не дает вклада в среднее поле в веществе, так 
как оно имеет одно направление по одну сторону ядра и противоположное — по 
другую  сторону. Вопросы определения и измерения этого среднего поля в настоя
щее время нами не рассматриваются.
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Плотное тело, например стекло, деформировало бы поле; этот эф
фект мы будем изучать в гл. 9, здесь же он не имеет значения.)

Создадим теперь каким-нибудь образом подвижные заряды (или 
ионы), которые сделают тело проводником. Положительные ионы 
увлекутся полем в одном направлении, а отрицательные ионы — 
в противоположном, как показано на рис. 3.1, б. Заряды  не могут 
уйти дальше поверхности проводника. Скопившись около поверх
ности, они начинают сами создавать внутри тела электрическое 
поле, которое будет стремиться уничтожить первоначальное поле. 
Движение зарядов будет продолжаться до тех пор, пока первона
чальное поле не окажется полностью уничтоженным. Окончательное 
распределение зарядов на поверхности, показанное на рис. 3.1, в,

таково, что поле этих зарядов и поле 
неподвижных внешних источников в 
сумме дают нулевое электрическое поле 
внутри проводника. Поскольку такая 
компенсация «автоматически» происхо
дит в каждом проводнике, мы должны 
рассматривать только поверхность про
водника, когда имеем дело с внешними 
полями. Имея это в виду, рассмотрим 
систему различным образом заряженных 
проводников, находящихся в простран
стве, свободном от других зарядов. 
Н а рис. 3.2 показано несколько та
ких проводников. Можно считать их 

кусками металла, движению которых препятствуют как бы не
видимые изоляторы — подобные шелковым нитям Стефана Грэя. 
Полный заряд каждого объекта, под которым мы понимаем избыток 
положительных зарядов над отрицательными, является величиной 
заданной, так как ни утечка, ни приток зарядов невозможны. Обоз
начим полный заряд k-то проводника через Qk. Каждый проводник 
характеризуется такж е определенным значением электрического 
потенциала cpft. Мы говорим, что проводник 2 находится «под потен
циалом ср2». В подобной системе, где в бесконечности физических 
объектов нет, обычно удобно приписывать нулевой потенциал точ
кам, расположенным в бесконечности. В таком случае ф2 является 
работой, приходящейся на единицу заряда, необходимой для пере
несения бесконечно малого пробного заряда из бесконечности в ка
кую-нибудь точку на проводнике 2. (Заметьте, между прочим, 
что эта система принадлежит именно к такому типу систем, в кото
рых пробный заряд должен быть малым; это было объяснено в раз
деле 1.7.)

Поскольку поверхность проводника на рис. 3.2 непременно яв 
ляется поверхностью постоянного потенциала, то электрическое 
поле Е, равное — gradtp,  должно быть перпендикулярным к 
поверхности в каждой ее точке. При переходе из внутренней 
части проводника наружу у поверхности наблюдается резкое

Рио. 3.2. Система из треч про
водников. Qi -— заряд ни про
воднике 1, ф 1 — ого потенциал 

и т. д.
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изменение электрического поля; поле Е не равно нулю на внешней 
поверхности проводника, но равно нулю внутри. Разрыв непрерыв
ности Е объясняется присутствием поверхностного заряда с плотно
стью <т, которую мы можем, с помощью теоремы Гаусса, непосредст
венно связать с Е. Возьмем плоский «ящик», охватывающий часть по
верхности (рис. 3.3), подобный тому, которым мы пользовались при 
рассмотрении заряженного диска в 
разделе 2.6. В данном случае через 
дно ящика потока нет, так как оно 
расположено внутри проводника, и 
мы приходим к выводу, что£„=4лст, 
где Еп — компонента электрического 
поля, перпендикулярная к поверх
ности. Очевидно, что в этом случае 
другой компоненты нет, так как поле 
перпендикулярно к поверхности про
водника. Поверхностный заряд следу
ет считать полным зарядом Qk. Следо
вательно, поверхностный интеграл от 
0 должен быть равен Qk по всему про
водник)'. В заключение можно при
вести следующие положения, справедливые для л ю б о й  системы 
проводников, каковы бы ни были их форма и расположение:

(1)

(2)

(3)

Поскольку (2) единственным образом связывает Е и а (локаль
ную поверхностную плотность заряда), то можно подумать, что а 
является источником Е. Это было бы ошибкой. Е представляет собой 
полное поле, создаваемое в с е м и  зарядами системы, близкими и да
лекими; поверхностный заряд является лишь частью этих зарядов. 
Поверхностный заряд на проводнике обязан «приспосабливаться», 
пока не будет выполнено соотношение (2). Проводник представляет 
собой особый случай по сравнению с другими распределениями по
верхностного заряда — это следует из рис. 3.4.

Н а рис. 3.5 изображено поле и распределение заряда для простой 
системы, подобной упомянутой выше. Имеются два проводящих

ф =  всюду на поверхности к -го проводника.

В любой точке вне проводника поле Е перпендикуляр
но к поверхности и £  =  4ла, где а — локальная поверх
ностная плотность заряда.

Qk — J  a d a  — ~  j* E-da.
S b ‘ S„

a) 6)
Р и с .  3.3.  а) З а к о н  Гау сса  с в я з ы в а е т  
н а п р я ж е н н о с т ь  э л е к т р и ч е с к о г о  пол  и 
у п о в ер х н о с ти  п р о в о д н и к а  с п о в е р х 
ностно!! пл от ность ю  з а р я д а  ( у р а в н е 
н ие  (2)). б) П о пер еч но е  се чен и е  п о 

в е р х н о с т и  п р о в о д н и к а  и « я щ и к а » .
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шара: шар с единичным радиусом, несущий полный заряд  в + 1  еди
ницу, и другой шар, несколько больших размеров, полный заряд 
которого равен нулю. Заметьте, что поверхностная плотность заряда 
не является однородной ни на одном из проводников. Н а шаре спра
ва, полный заряд которого равен нулю, поверхностная плотность 
отрицательного заряда сосредоточена на части поверхности, обра
щенной к другому шару, а положительный поверхностный заряд 
расположен на противоположной стороне.

Рис. 3.4.  о) Система состоит из изолированного слои поверхностного заряда. Такую систему 
мы рассматривали на рис. 1.23. Поле равно по обе етороны от слоя — это следует из сим
метрии системы, и) Если в системе имеются др уп .е  заряды, то мы можем сказать только то, 
что изменение компоненты Е х  у  поверхности должно бьпь равно 4по,  а изменение компонен
ты у  равно нулю, в) Большое количество полей, отличных от поля, изображенного на рис. а , 
может обладать этим свойством. Два таких ноля показаны на рис. б и в. г) Если среда по од
ну сторону поверхности является проводником, то с другой стороны поле Е перпендикулярно 

к поверхности и величина его равна

Штриховые линии на рис. 3.5 изображают эквипотенциальные 
поверхности или, вернее, их пересечения с плоскостью рисунка. 
По мере удаления от заряженных шаров эквипотенциальные поверх
ности становятся все более сферическими, силовые линии поля при
ближаются к радиальным и само поле начинает походить на поле 
точечного заряда, равного - f l ,  который является полным зарядом 
всей системы.

Рис. 3.5 иллюстрирует — во всяком случае качественно — все 
особенности, которые можно было предвидеть, но у нас есть до
полнительная причина показать этот рисунок. Д аже для такого 
простого случая нельзя получить точного математического решения 
прямым путем. Рис. 3.5 был построен на основании приближенного 
решения. В действительности количество трехмерных геометриче-
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ских расположений проводников, которые допускают математиче
ское решение в явной форме, мало. Рассмотрение небольшого числа

Рис. 3.5. Электрическое поле около двух сферических проводников, из которых один имеет 
заряд, равный 1, а другой — равный нулю. Штриховые кривые являются пересечениями 
эквипотенциальных поверхностей с плоскостью рисунка. Нулевой потенциал находится

в бесконечности.

таких случаев не увеличит наше понимание физической сущности 
проблемы. Попытаемся вместо этого понять общий характер мате
матической задачи, которая здесь возникает.

3.3. Основная задача электростатики. Теорема единственности

Эту задачу можно решать, пользуясь потенциалом ср, так как 
если известно ф, то сразу можно определить Е. Всюду вне провод
ников функция ф должна удовлетворять дифференциальному урав
нению в частных производных, с которым мы встречались в гл. 2, 
а именно уравнению Лапласа: У2Ф = 0 .  Уравнение Лапласа в декар
товых координатах имеет вид

& + $ + £ - * •  <«>
Задача заключается в определении функции, которая удовлетво

ряет уравнению (4), а также определенным граничным условиям 
на проводящих поверхностях. Эти условия могут быть различными. 
Можно задаться определенной величиной потенциала каждого про
водника фА. (В реальной системе потенциалы могут быть заданы по
стоянным соединением проводников с батареями или с другими «ис
точниками энергии» с ностоянным потенциалом.) Тогда наше реш е
ние ф(х, у ,  г) должно принимать заданное значение во всех точках 
на каждой из поверхностей. Эти поверхности полностью охватывают
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область, в которой определена функция <р; при этом мы потребуем, 
чтобы на поверхности, удаленной «в бесконечность», потенциал <р 
был равен нулю. Иногда интересующая нас область полностью охва
тывается проводящей поверхностью; тогда мы можем приписать та 
кому проводнику некоторый потенциал и игнорировать все, что на
ходится вне его. В обоих случаях мы имеем дело с граничной з а- 
д а ч е й ,  в которой значение функции определено на всей границе.

Вместо этого можно задаться величиной полного заряда на к а ж 
дом проводнике Qk. (Мы не можем произвольно задать величины всех 
зарядов и потенциалов; это переопределило бы задачу.) При задан
ных зарядах величина поверхностного интеграла от gradcp по по
верхности каждого проводника является определенной. Это придает 
математической задаче несколько иной аспект. Можно также «сме
шать» два вида граничных условий.

Основным вопросом, представляющим интерес, является следую
щий: имеет ли задача вообще решение при любых заданных гранич
ных условиях и если' имеет, то одно или несколько?

Мы не будем пытаться изучить все возможные аспекты этого во
проса, но рассмотрим один важный случай; он покажет, как надо под 
ходить к решению таких вопросов, и даст нам полезный результат. 
Предположим, что определен потенциал каждого проводника фА, 
и требуется, чтобы функция q стремилась к нулю на бесконечности 
или на проводнике, охватывающем систему. Мы докажем, что эта 
задача на граничные условия имеет не больше одного решения. 
С точки зрения физики кажется очевидным, что она имеет некоторое 
решение, так как если бы мы действительно расположили провод
ники указанным образом, соединив их бесконечно малыми прово
дами с источниками соответствующих потенциалов, то система 
пришла бы в некоторое состояние. Однако математическое доказа
тельство существования решения представляет собой совершенно 
другую задач}', и мы пе будем ее рассматривать. Вместо этого 
предположим, что имеется некоторое решение ц(х, у, г), и покажем, 
что оно должно быть единственным. Доказательство, типичное 
для таких случаев, проводится следующим образом.

Предположим, что имеется другая функция ^’(х, у, г), которая 
также является решением, удовлетворяющим тем же граничным ус
ловиям. Известно, что уравнение Лапласа л и н е й н о .  Следова
тельно, если ср и я|) удовлетворяют уравнению (4), то и сумма их 
(ф-гЧ‘) или любая линейная комбинация, как, например, (с1ф т-с2'ф), 
где Ct и с2 — величины постоянные, будет удовлетворять этому 
уравнению. В частности, и разность двух наших решений ср— Ф 
должна удовлетворять уравнению (4). Обозначим эту разность 
через W:

W (х, у, г) =  ц>(х, у,  г ) —г|;(х, у, г). (5)

Очевидно, что W не удовлетворяет граничным условиям. Действи
тельно, у поверхности каждого проводника функция W равна нулю, 
так как г|; и ф принимают одинаковое значение фА у поверхности про
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водника k. Следовательно, W является решением другой электроста
тической задачи, с теми же проводниками, но при условии, что все 
проводники имеют нулевой потенциал. Если это так, то можно ут
верждать, что функция W должна быть равна нулю во всех точках 
пространства. Если это неверно, то она должна иметь где-то макси
мум или минимум,— вспомните, что W равно нулю в бесконечности, 
так же как' на всех поверхностях проводников. Пусть W имеет 
экстремум в некоторой точке Р,  
рассмотрим тогда шар с центром 
в этой точке. Из гл. 2 наг»! из
вестно, что среднее значение по 
сфере функции, удовлетворяю
щей уравнению Лапласа, равно 
значению функции в центре. Это 
несправедливо, если центр яв
ляется максимумом или миниму
мом функции. Таким образом, 
функция W не может иметь мак
симума или миним ума,и,следо
вательно, она всюду должна быть 
равна нулю. Отсюда следует, 
что ,ф = ф  всюду, т. е. мы дока
зали, что может существовать 
только о д н о  решение уравне
ния (4), которое удовлетворяет 
заданным граничным условиям.

Теперь мы можем легко про
демонстрировать другой замеча
тельный факт. Если в пространстве внутри полого проводника любой 
формы нет заряда, то электрическое поле в нем равно нулю. Это 
справедливо, какое бы поле ни было снаружи проводника. Нам 
уже известно, что внутри изолированной равномерно заряженной 
сферической оболочки поле равно нулю, так же как гравитационное 
поле от полой сферической оболочки внутри нее. Теорема, которую 
мы только что сформулировали, является в некотором смысле еще 
более удивительной. Рассмотрим закрытый металлический ящик с не
большим вырезом, изображенный на рие. 3.6. Около ящика имеются 
заряды , создающие внешнее поле, ноказанное на рисунке. Н а по
верхности ящика распределение зарядов в высшей степени неравно
мерно. Всюду в пространстве, включая в н у т р е н н ю ю  часть ящ и
ка, поле равно сумме поля этого распределения зарядов и полей 
внешних источников. Трудно поверить, что поверхностные заряды 
расположились на ящике таким разумным образом, что их поле пол
ностью уничтожило поле внешних источников в каждой точке 
внутри ящика. Однако это должно было произойти, что можно легко 
доказать.

Потенциальная функция ф (х, у, z) внутри ящика должна удов
летворять уравнению Лапласа. Вся граница этой области, а именно

Рис. 3.6. Поле внутри закрытого проводя
щего ящика всюду равно нулю.
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ящик, является эквипотенциальной поверхностью, так что функция 
ф = ф 0 должна быть постоянной всюду на границе. Одним из решений 
является, очевидно ср=гр0 во всем объеме. Но, согласно теореме един
ственности, решение может быть только одно, следовательно, это оно 
и есть. Потенциал cp=const обозначает Е = 0 , так как Е = —grad ф.

Отсутствие электрического поля внутри проводящего замкнутого 
пространства имеет большое практическое значение. Оно служит 
основой для электрической защиты. Д ля большинства практических 
целей эта оболочка не обязательно должна быть сплошной. Если 
в ней имеются небольшие отверстия или если эти отверстия сделаны 
из металлической сетки, поле будет крайне слабым всюду, кроме 
точек, расположенных в непосредственной близости от отверстий. 
Металлическая трубка с открытыми концами, длиной в несколько 
диаметров, весьма эффективно экранирует пространство внутри 
себя, за исключением мест, близких к обоим концам. Мы рассмат
риваем, конечно, только стационарные поля, но эти замечания 
справедливы также и для медленно изменяющихся электрических 
полей.

3.4. Некоторые простые системы проводников

В этом разделе мы займемся исследованием нескольких особен
но простых конфигураций проводников. Начнем с двух концентри
ческих металлических сфер с радиусами и R 2, полные заряды 
которых равны Qi и Q2 соответственно (ркс. 3.7). Эта ситуация не 
представляет собой ничего нового. Благодаря симметрии очевидно, 
что заряд на каждой сфере должен быть распределен равномерно,

следовательно, этот пример возвращает 
нас к г л . 1! Вне большой сферы поле 
равно полю точечного заряда величины 
Qi-'rQz, так что фх, потенциал наружной 
сферы, равен (Qi+ Q 2)/Ri .

Потенциал внутренней сферы дается 
выражением

„ - 2 ^ 2 .  +  ] ' - ^ -
Я.

__ Ql 1 Qi I Qa__ Qi_ Ql I ^2 /£\
~ R 1 +  R 1 +  R 2 R 1 ~ R l + R , '

Следовательно, q>2 является потен
циалом во всех точках внутренней 

сферы. Мы могли бы определить ф2= (Qi/^?i)-|-(Qa/^ г) с помощью 
принципа суперпозиции: Qi/Ri  представляет собой потенциал 
внутри большой сферы, если бы не было малой, a Q2/ R 2 — потенциал 
внутри малой сферы, если бы не было большой. Если бы на сферах 
были распределены равные и разноименные заряды Q^=—Q2,to  элек
трическое поле существовало бы только в пространстве между ними.

сферы •

Рис. 3.7. При заданных зарядах  
Qi и Q2 на сферических оболоч
ках потенциал внутренней обо

лочки дастся уравнением (6).
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Одной из самых простых систем, с помощью которой подвижность 
зарядов в проводнике становится очевидной, является точечный 
заряд вблизи проводящей плоскости. Предположим, что плоскость 
ху  является поверхностью проводника, простирающейся в беско
нечность. Припишем этой плоскости нулевой потенциал. Теперь 
возьмем положительный заряд Q и расположим его на оси z в h см 
над плоскостью, как показано на рис. 3.8, а. Каков вид поля и како
го распределения заряда можно ожидать? Мы ожидаем, что положи
тельный заряд Q будет притягивать отрицательный заряд, но никак 
не предполагаем, что отрицательный заряд будет скапливаться у ос
нования перпендикуляра, опущенного из Q, причем в бесконечно 
плотной концентрации. Почему? Мы помним также, что электриче
ское поле вблизи поверхности проводника всегда перпендикулярно

Рис.  3 .8 .  а) Точечный заряд Q, расположенный над бесконечно большой плоскостью провод
ника. б) Поле должно иметь примерно таком вид. в) Поле пары разноименных зарядов.

к его поверхности. С другой стороны, присутствие проводящей 
плоскости мало изменит положение в непосредственной близости от 
точечного заряда Q: силовые линии поля должны в ы х о д и т ь  из Q, 
так же как из точечного заряда, в радиальных направлениях. Следо
вательно, качественная картина будет приблизительно такая же, 
как на рис. 3.8, б. Конечно, эта картина должна быть совершенно 
симметричной относительно оси 2 .

Как же, действительно, решить задачу? Ответ может быть полу
чен при помощи некоторого трюка, который является одновременно 
и поучительным, и часто полезным. Мы будем искать другую зад а
чу, которая решается просто и решение которой или часть его 
можно использовать. В данном случае такой легкой задачей 
является задача с двумя равными точечными разноименными зар я 
дами Q и —Q. Электрическое поле в плоскости АА  (см. рис. 3.8, в), 
которая делит пополам линию, соединяющую два заряда, всюду 
перпендикулярно к этой плоскости. Если расстояние от плоскости 
до заряда Q равно расстоянию h в нашей первой задаче, то верхняя 
половина поля на рис. 3.8, в будет отвечать всем нашим требовани
ям: поле перпендикулярно к плоскости проводника и в окрестности Q 
приближается к полю от точечного заряда.

в)

-А
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Граничные условия в данном случае несколько отличны от гра
ничных условий, поставленных в теореме единственности, рассмот
ренной в предыдущем разделе. Потенциал нроводника является опре
деленной величиной, но в системе имеется точечный заряд , в котором 
значение потенциала приближается к бесконечности. Точечный заряд 
можно рассматривать как  предельный случай малого сферического 
проводника с полным зарядом Q. Теорема единственности справед
лива такж е и для «смешанных» граничных условий: потенциалы з а 
даны на одних поверхностях, а полный заряд — на других. И если 
наше «вспомогательное» решение удовлетворяет этим условиям, то, 
следовательно, оно должно быть правильным решением.

г

Рис.  3 .9 . Н есколько  си ловы х  линии ноля, создаваемого зарядом ,  расп оло ж ен н ы м над  п ло 
скостью. Н апр яж ен ность  поля  у  поверхности, п олучаем ая  из у р а в н е н и я  (7), определяет  

поверхностную  плотность з ар я д а  а.

На рис. 3.9 показано окончательное решение для поля над плос
костью с наведенной плотностью поверхностного заряда. Мы можем 
вычислить величину и направление поля в любой точке, возвращаясь 
к задаче с двумя зарядами (рис. 3 .8, в) и применяя закон Кулона. 
Рассмотрим точку на нашей плоскости, расположенную на расстоя
нии г  от начала координат. Квадрат расстояния от этой точки до Q р а 
вен г2+/г2, а г-компонента поля в этой точке равна —Q cos0/ (r2-f/i2). 
«Мнимый заряд» —Q, расположенный под плоскостью, вносит рав
ную г-компоненту. Следовательно, электрическое поле в данном слу
чае дается выражением

£ *  =  - т т =  ---------- 'L ^ 4  = --------r ^ r - -  ( 7 )г + r--\-h* (r2 + h~) -2

Отсюда можно получить поверхностную плотность заряда а:

а  Ег _  - Q h  
4я 2 л  (г2 +  Л2)3'2 (8)

Полный поверхностный заряд должен быть равен —Q. Д ля проверки 
можно провести интегрирование по поверхности и посмотреть, будет 
ли результат равен —Q.
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Действительно,
СОГ»

полньш поверхностный з а р я д =  \ а - 2 л г d r  =

f“ hr dr Q. (9)

iMeTO,3, решения, использованный здесь, называют по традиции 
методом и з о б р аж ени й . Фиктивный отрицательный заряд, располо
женный па расстоянии h под плоскостью проводника, к которому 
сходятся силовые линии поля, можно считать «зеркальным изобра
жением» точечного заряда Q, подобным действительному изображе
нию за зеркалом. Электрическая сила, действующая на заряд Q, 
благодаря притяжению поверхностного заряда, равна силе, которую 
вызвал бы мнимый заряд —Q. Обратите внимание на то, что действи
тельным источником этой силы является поверхностный заряд.

Рис. 3 .10.  а) Поперечные разрезы  экв и п о те н ц и аль н ы х  поверхностей д в у х  рав н ы х  и равно
и менны х  точечных з арядов ,  б) Д в е  т а к и е  поверхности сделаны из металла .  Проводники точно 
такой  ж е  формы, расположенные на т а к о м  ж е  расстоянии  при з адан н ы х  з а р я д а х  Q и — Q, 

создали бы точно так и е  ж е  п о л я  во внешних точках .

Аналогия с зеркалом, однако, не очень правильна и малополезна. 
Вернее рассматривать этот метод в качестве примера более общего 
метода, который можно назвать «решением по граничным условиям». 
Чтобы показать, что мы понимаем под этим, рассмотрим некоторые 
из эквипотенциальных поверхностей в поле двух равных и разно
именных зарядов, изображенных на рис. 3.10, а. Плоскость будет 
одной из этих поверхностей. Остальные поверхности являются зам к
нутыми, причем не точно сферическими,— однако, если понадобит
ся , мы можем установить форму и положение любой из них с по
мощью элементарных вычислений. Если бы мы могли взять л ю б ы е  
д в е из этих поверхностей, изготовить металлические оболочки точно

109



такой формы и расположить их так , к ак  были расположены эквипо
тенциальные поверхности относительно друг друга (рис. 3.10, б),  то 
мы получили бы точное решение для электростатического поля двух 
таких заряженных проводников! Оно было бы соответствующей ча
стью поля двух зарядов. К сожалению, такой метод решения, 
связанный с необходимостью нахождения точной формы электродов, 
трудно осуществим. Однако даж е приближенное решение, получен
ное с помощью сферических электродов, иногда может оказаться 
полезным.

Можно было бы, имея в виду более полезные примеры, продол
жить изучение эквипотенциальных поверхностей для других про
стых систем.

Пожалуй, этот метод следовало бы назвать «поиском новой зада
чи, дающей интересующее нас решение». Хороший пример полезно
сти такого метода приведен в задаче 3.22. Положение было хорошо 
описано Максвеллом: «Итак, оказывается, что так  называемая об
ратная задача нахождения формы проводников при заданном выра
жении для потенциала решается более просто, чем прямая задача оп
ределения потенциала при заданной форме проводников» *).

3.5. Конденсаторы и емкость

Две одинаковые плоские проводящие пластины расположены па
раллельно друг другу на расстоянии s (рис. 3.11, а). Площадь каж 
дой пластины равна А , причем на одной пластине расположен заряд 
Q, а на другой —Q. Значения потенциала каждой из пластин равны 
Фх и <р2. На рис. 3.11, б изображено поперечное сечение силовых ли
ний поля этой системы. На некотором расстоянии от краев , между 
пластинами, поле почти однородно. Если считать его однородным, 
то его величина равна (rp:—<p2)/s. Соответствующая плотность по
верхностного заряда на внутренней поверхности одной из пластин 
равна

„ _ Е _фх ср2 ( 10)
4л 4л s

Если мы пренебрежем искажением поля Е и соответствующим изме
нением g  у краев пластин, то для полного заряда на одной из пластин 
можно написать следующее выражение:

Q == А (пренебрегая краевыми эффектами). (11)

*) J a m e s  C l e r k  M a x w e l l ,  T reatise on E lec tr ic ity  and M agn etism , 
vo l. I, chap. V II (3d ed ., Oxford U n iversity  Press, 1891; reprin t ed ., Dover, New 
York, 1954). Каждый студент-физик должен иногда загляды вать в э ту  книгу. 
Наша тема хорошо изложена в гл . 7. В конце т. I вы найдете несколько прекрас
ных^ схем электрических полей и, кроме вышеприведенной цитаты, краткое объ- 
ясне'ние причины, по которой М аксвелл приводит эти рисунки. Можно дум ать , 
что он был восхищен их построением и элегантностью.

110



Уравнение (11) становится все более точным по мере уменьшения 
отношения расстояния между пластинами s к продольным размерам 
пластин. Конечно, если бы мы выполнили точное решение этой элек
тростатической задачи с учетом краевых эффектов для пластин 
определенной формы, то уравнение ( 11) пришлось бы заменить 
другим. Чтобы показать, насколько хорошим приближением я в 
ляется уравнение (11), на рис. 3.12 приведены значения поправоч
ного коэффициента /, на который заряд  Q, определенный из уравне
ния ( 11), отличается от точного результата в случае двух проводя
щих дисков, расположенных на различных расстояниях. Полный 
заряд всегда несколько больше 
заряда, определяемого из ур ав 
нения (11). Это легко объяснить, 
если обратиться к рис. 3 .1 1 ,6 , 
где видно, что у краев (и даже 
на внешних поверхностях около 
краев), очевидно, имеет место 
дополнительная концентрация 
заряда.

Нас интересуют сейчас не 
подобные поправки, а общие 
свойства системы из двух про
водников. Наша пара пластин 
является примером обычного 
элемента электрических цепей, 
а именно конденсатора. Кон
денсатор представляет собой 
просто два проводника, распо
ложенных на небольшом расстоянии друг от друга и обладающих 
различными потенциалами и разноименными зарядами. Нас ин
тересует соотношение между зарядами Q на одной из пластин и 
разностью потенциалов между ними. В частном случае системы, для 
которой справедливо уравнение ( 11), это соотношение имеет вид: 
Q/(<Pi—<p2)=;4/4ns. Д аж е в том случае, если это выражение является 
приближенным, ясно, что точное выражение для отношения заряда 
к разности потенциалов будет зависеть только от размеров и геомет
рического расположения пластин. Иными словами, для фиксирован
ной пары проводников отношение заряда к разности потенциалов 
будет величиной постоянной. Мы называем эту постоянную емкостью 
конденсатора и обычно обозначаем ее через С.

Рис . 3 .11 .  а) Плоский конденсатор, б) Попе
речное сечение, на котором п оказан ы  сило

вые линии поля  системы (а ).

Q =C(cpt — ф2). (12)

Следовательно, емкость конденсатора, состоящего из плоских пла
стин, без учета краевых эффектов равна

С- А (см-) 
4ns (см)

(13)
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В системе единиц СГСЭ, которой мы пользуемся, заряд измеряет
ся в единицах СГСЭ? , а потенциал в единицах СГСЭг , следователь
но, емкость имеет размерность длины, и единицу емкости можно 
просто называть сантиметром. Две пластины, площадью 100 см" 
каж дая , расположенные на расстоянии 1 мм друг от друга , образуют 
конденсатор с емкостью в (100/4л-0,1) см, или 79,5 см.

В практической системе единиц электрический заряд выражается 
в кулонах (к), или в ампер-секундах (а-сек),  а единицей потенциала

является вольт. За единицу емкости в 
этой системе можно принять емкость 
конденсатора, на одной из пластин 
которого находится заряд 1 к при раз
ности потенциалов 1 в. Эта единица 
называется фарадой.  Чтобы связать фара
ду  с единицей емкости в системе СГСЭ, 
т. е. с сантиметром, вспомним, что 1 с-- 

1

Рис.  3 .12.  Сравнение истинного 
зпачения  емкости конденсатора 
из п ар ал л ел ьн ы х  к р у г о в ы х  п л а 
стин со значением, п р едск азы вае 
мым уравнением  (11), д л я  р аз 
личны х  отношений расстояни я  
м е ж д у  пластинами к  их р а д и у с у .  
П оп равка ,  учиты ваю щ ая  краевой  
эффект, м о ж ет  быть включена в 

в ы раж ен и е  д л я  зар я да  Q:

А  <<Г,-(Гг)

■ 300~ ед. СГСЭу, а 1 к=  3-10» ед. СГСЭ,,

La
1 в :

4;ts

З -iO» ед.СГСЭ^

: (Т/300) ед .С ГС Э ^ = 

ед .С Г С Э ,
= 9- 10г : 9 - ю 1 СМ

Д л я  к р у г о в ы х  пластин коэффи
циент / следующим образом з а в и 

сит от отношения s'R:

S

W 0 , 2 0,1 0 ,05 0 ,02 0,01

f 1 ,286 1,167 1,094 1,04 1 ,023

е д. СГСЭ (г

Плоский конденсатор емкостью в 
одну фараду имел бы гигантские раз
меры. Площадь каждой пластины была 
бы равна 100 к м -* )  при расстоянии 
между ними, равном 1 мм. Поскольку 
применение практических единиц вызы
вает появление неудобных чисел для 
величины емкостей, обычно пользуются 

микрофарадами  (мкф) и микромикрофарадами  (мкмкф). Последняя 
единица, равная 10~)2 ф, называется также пикофарадой  (сокра
щенно пф). Обратите внимание на то, что эта единица приблизи
тельно равна единице емкости в системе СГСЭ, т. е. сантиметру.

Любую пару проводников, независимо от их формы и расположе
ния, можно считать к онд ен сатором . Но плоский конденсатор приме
няется наиболее часто и для него очень легко вычислить приближен
ную величину емкости. На рис. 3.13 нокрзаны два проводника, один 
из которых расположен внутри другого. Это устройство такж е мож

*) Конечно, существуют способы создания более компактного конденсатора 
с большой емкостью! В любом магазине электрических товаров можно купить 
емкость в одну микрофараду и с легкостью унести ее домой. В биологическом ве
ществе стенка клетки образует электрически изолирующий слой, отделяющий 
внутренность клетки от окружающей ее жидкости. Эта мембрана ведет себя в эл ек 
трическом отношении подобно емкости в 1 мкф на 1 см- площади мембраны. К акое 
«расстояние между пластинами» подразумевается при этом? (В действительности 
емкость зависит такж е от диэлектрической постоянной, т. е. от электрической 
поляризуемости среды между пластинами. Этот вопрос мы рассмотрим в гл . 9 .)
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но назвать конденсатором. Практически внутренний проводник 
должен быть как-то закреплен, но эта сторона вопроса нас не вол
нует. Д ля переноса электрических зарядов к проводникам (или от 
проводников) естественно нужны провода, которые сами являю тся 
проводящими телами. Так как  провод, 
идущий от внутреннего тела, под номером 
1 непременно пересечет пространство ме
ж ду проводниками, то в этом простран
стве возникнет некоторое возмущение 
электрического поля. Чтобы уменьшить 
это явление, мы можем предположить, что 
провода чрезвычайно тонки или что их 
убирают, пока не будут определены значе
ния потенциалов.

В этой системе имеются три заряда:
Qi — полный заряд на внутреннем про
воднике; Q.”"yTp — заряд на внутренней по
верхности наружного проводника; QtHCIU— 
заряд на внешней поверхности наруж 
ного проводника. Убедимся сначала, что 
Qmmp равен — HaM это известно, так 
к ак  поверхность S  (рис. 3.13) охватывает 
только два этих заряда, а поток через эту поверхность равен нулю. 
Поток равен нулю, потому что на поверхности S,  расположенной, 
как  показано на рисунке, внутри проводника, электрическое поле 
равно нулю.

Очевидно, что величина будет единственным образом опреде
лять электрическое поле в области, расположенной между двумя 

проводниками, и разность потенциалов срх — сра. 
Поэтому, если мы рассматриваем эти два тела 
как «пластины» конденсатора, то в определении 
емкости участвует только заряд Qx или равный 
ему заряд Q™yTp. Емкость равна

Qi

Рис. 3 .13.  Конденсатор, в к о 
тором один проводник о к р у 

жен другим .

С : (14)

Рш\ 3. \ г. Нс-спммст 
рпчнып конденсатор.

Заряд Qf‘ciu, от которого зависит сам потенциал 
ф.2, в данном случае роли не играет. Действи
тельно, полное охватывание одного проводника 
другим делает емкость совершенно не зависящей 

от наружных зарядов. В случае конденсатора с двумя несимметрич
ными пластинами, не охватывающими одна другую (рис. 3.14), сле
дующий вопрос поставил бы нас в затруднительное положение: 
какой заряд играет роль Qlt с помощью которого определяется 
величина емкости? Ответить на него следует так : это — то количе
ство заряда, которое необходимо перенести с проводника 1 на про
водник 2 (сохраняя, таким образом, сумму зарядов на двух про
водниках постоянной) для того, чтобы уравнять их потенциалы.
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3.6. Потенциалы и заряды на нескольких проводниках

Мы коснулись лишь части более общей проблемы, а именно 
соотношений между зарядами и потенциалами любого количества 
проводников некоторой заданной конфигурации. Конденсатор с д в у 
мя проводниками является только примером. Как это ни удивитель
но, мы можем сказать кое-что полезное и в общем случае, вос
пользовавшись теоремой един ственно сти  и принципом  с у п е р п о 
з иции .  Д ля большей определенности рассмотрим три отдельных 
проводника, окруженных проводящей оболочкой (рис. 3.15). Потен
циал этой оболочки можно принять равным нулю; потенциалы трех 
проводников для некоторого состояния системы в наших обозначе
ниях равны ф ь  ф 2 и ф 3 . Теорема единственности при заданных ф 1( 
ф2 и ф3 обеспечивает определение электрического поля во всей сис
теме. Следовательно, такж е однозначно определены заряды на от
дельных проводниках Qx, Q2 и Q3.

Заряд на внутренней поверхности окружающей заряды оболочки 
всегда равен — ( Q 1 + Q 2 + Q 3 ) .  «Бесконечность» может играть роль 
этой оболочки, если представить ее беспредельно расширившейся. 
На рисунке она сохранена, чтобы легче было проследить за процес
сом переноса заряда, и на тот случай, если нам понадобится что- 
нибудь присоединить к ней.

Среди возможных состояний этой системы имеются такие, где 
оба потенциала ф 2 и ф 3 равны нулю. Соединяя проводники 2 и 3 
с оболочкой, обладающей нулевым потенциалом, систему можно 
привести в такое состояние, что показано на рис. 3.15, а.

а )  б )  в) г)

Рис. 3.15. Общее состояние системы мо ж но  рассм атр и в ат ь  к а к  суперпозицию (г) т р е х  состо
яний ( а —в), в каж дом  из которых  все проводники, кроме одного, поддерж и ваю тся  при н у л е 

вом потенциале .

Как и прежде, мы предполагаем, что соединительные провода 
настолько тонки, что любым остаточным зарядом на них можно пре
небречь. В действительности нас, конечно, не интересует способ 
приведения системы в определенное состояние.

В состоянии, которое мы назовем состоянием I, электричес
кое поле во всей системе и заряд  на каждом проводнике однознач
но определяются величиной потенциала фх. Больше того, если потен
циал фх удвоить, то это означает удвоение величины поля всюду
и, следовательно, удвоение каждого из зарядов Qx, Q2 и Q3. Таким 
образом, при ф 2 = ф 3 = 0  каждый из трех зарядов должен быть
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пропорционален Сформируем вышесказанное математически:

Состояние I |
Ф =  ф, — 0 j =  ^ 2 = С21ф1! С з = Сз1ф1‘ (15)

Три константы Си , С21 и С31 зависят только от формы и расположе
ния проводящих тел.

Точно таким же образом можно проанализировать условие, 
в котором фх и ф3 равны нулю, назвав это условие состоянием II 
(рис. 3.15, б).  Здесь снова сущ ествует линейное соотношение между 
единственным ненулевым потенциалом ф2 (в данном случае) и д р у 
гими зарядами.

Состояние II I
m rn п | Q i ^ С 12ф2; Q 2 == С.22ф2; С?3 =  С 32ф2. (16)
Т1 — — и )

И, наконец ,  когда  и ф2 ра вн ы нулю,  поле и з а р я д ы  пропорцио
нальны потенциалу  фз.

Состояние III )
_ _  rn | Q i - С ^ ф , ;  Q2 — С 23ф3; <33 =  С 33ф3. (17)
T1 Y2 U J

Возможны такж е состояния, являющиеся суперпозицией трех 
состояний I, II и III.  Электрическое поле в любой точке является 
векторной суммой электрических полей в трех рассмотренных 
случаях , в то время как  заряд  на любом из проводников будет 
суммой зарядов, которые он несет в каждом из этих случаев.

В этом новом состоянии равенство нулю потенциалов фь  ф2 и ф3 
не является необходимым условием. Короче, это — самое общее со
стояние. Соотношения, связывающие заряды и потенциалы, получа
ются простым сложением уравнений (15), (16) и (17):

Qi = С 11ф1 +  С’12фа +  С1зф3; I 
Q 2 = с.,гфх +  с„„фа + с 2зФз; j- ( 18)
<2з =  Сзгф х + С 32ф 2 +  С33Ф3. J

О казывается, что электрическое поведение нашей системы харак
теризуется девятью постоянными: Сп , С12, .. ., С33.

В действительности необходимы только шесть постоянных, так 
к ак  можно показать, что в л ю б о й  системе C12= C 2i, С13= С 31 и 
С’2 з = С ’з2. Почему это так, нам пока еще неизвестно. Доказательст
во, приведенное в задаче 3.27, основано на законе сохранения энер
гии, но предварительно мы должны ознакомиться с разделом 3.7. 
Постоянные С в уравнениях (18) называются емкостными коэффи
циентами.  Естественно, что наше доказательство справедливо для 
любого числа проводников. Физическая величина, определенная 
выше как  емкость  конденсатора, состоящего из двух пластин, не сов
падает с коэффициентами Сц (или С 22, или С33), но, конечно, с в я 
зана с ними.
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Система уравнений (18) может быть решена относительно потен
циалов ф при заданных зарядах Q. Д ля этого пользуются эквивалент
ной системой линейных уравнений вида

<Pl =  PllQl + ^ * 1 2 ^ 2  +  Pl-iQi' 1 
ф-2 == ^2lQl  +  Pi iQz  “Г ^  23 Q 3 ’ Г (19)

+  ^  +  )
Величины Р  называются потенциальными коэффициентами ; их 

можно вычислить, зная коэффициенты С, и наоборот.
Такие уравнения можно использовать при решении любой л н- 

н е й н о й физической системы. Они встречаются при изучении меха
нических конструкций (в соединениях канатов с грузами), при ана
лизе электрических контуров (связывая напряжения и токи) и, 
вообще говоря, всюду, где можно применить принцип суперпозиции.

3.7. Энергия, запасенная в конденсаторе

Рассмотрим конденсатор емкостью С, с разностью потенциалов 
ф12 между пластинами. Зарядф равен  Сф13. На одной пластине имеет
ся заряд Q, а на другой — Q. У в е л и ч и м заряд от Q до Q T dQ, пере
неся положительный заряд  dQ с отрицательно заряженной пластаны 
на положительную, т. е. произведя работу против разности потенци
алов ф12. Затраченная работа равна dW=<pl2dQ=QdQ;C.  Следова
тельно, для того чтобы зарядить незаряженный конденсатор неко
торым конечным зарядом QK, требуется затратить работу

„
W = ~  j  QdQ  = g .  (20)

Q = 0

Это и есть энергия, «запасенная» в конденсаторе. Ее можно такж е 
выразить уравнением

U = C фЬ'2. (21)

Емкость плоского конденсатора с площадью пластин А и зазором 
s  равна C=A/4ns,  а электрическое поле £=cp12/s. Следовательно, 
уравнение (21 ) эквивалентно такж е выражению

и  = т { ш )  {Es">2 = Ш Аз = Ш -  объем- (22>

Это выражение согласуется с общей формулой (2.36) для энергии, 
запасенной в электрическом поле *).

*) Все выш есказанное относится к  «воздуш ным конденсаторам», выпол
ненным из проводников, м еж ду  которыми находится воздух . К ак  вам  извест
но из лабораторных работ, большинство конденсаторов, применяемых в эл ек 
трических контурах, заполнено изоляторами или «диэлектрикам и». Мы будем 
изучать свойства таких конденсаторов в гл . 9.
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3.8. Различные методы решения задачи с граничными условиями

Было бы ошибочным создать впечатление, что не существует 
общих методов решения граничной задачи для уравнения Лапласа. 
Не имея возможности подробно рассмотреть этот вопрос, мы укаж ем  
на три полезные и интересные метода, с которыми вы встретитесь при 
дальнейшем изучении физики или прикладной математики. Первый 
метод — это элегантный метод анализа, называемый конформным 
отображением; он основан на теории функций комплексного пере
менного. К сожалению, его можно применять только к двумерной 
системе. Существуют системы, в которых ср зависит только от х и у ,  
например, случай, когда все поверхности проводников расположены 
параллельно оси 2 . Тогда уравнение Лапласа принимает вид

О-ф
дх2

- р ?  = од у - (23)

с граничными условиями, заданными на некоторых линиях или кри
вых в плоскости ху.  В практике встречается много таких систем, 
или подобных им, поэтому метод, помимо математического интереса, 
является практически полезным.
Например, точное решение для по
тенциала в бли з и  двух длинных парал
лельных полос легко получить мето
дом конформного отображения. Сило
вые линии п эквипотенциальные 
поверхности изображены в попереч
ном сечении па рис. 3.16. Рисунок 
дает нам представление о краевом 
эффекте поля плоских конденсаторов, 
длина которых велика по сравнению 
с расстоянием между пластинами.
Поле, изображенное на рис. 3.11, б, 
было построено на основании такого 
решения. Вы сможете пользоваться 
этим методом после того, как  более 
глубоко изучите функции комплек
сного переменного.

Вторым методом является числен
ное определение приближенных реше
ний задачи об электростатическом 
потенциале при заданных граничных
условиях. Этот очень простой и почти универсальный метод 
основан на свойстве гармонических функций, с которым вы уж е 
знакомы: значение функции в точке равно ее среднему значению по 
окрестности этой точки. В этом методе потенциальная функция ср 
представлена только значениями ряда дискретных точек, включая 
дискретные точки на границах. Значения функции в точках, не 
лежащих на границах, подбираются до тех пор, пока каждое из них

тенц иальные поверхности д л я  д в у х  
бесконечно д ли нн ы х  п роводящ их  

полос.
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не будет равно среднему из соседних значений. В принципе это мож
но сделать, решая одновременно большое количество уравнений, 
равное числу внутренних точек. Но приближенное решение можно 
получить гораздо проще, систематически изменяя каждое значение, 
чтобы приблизить его к среднему из соседних значений, и повторяя 
этот процесс до тех пор, пока изменения не станут пренебрежимо 
малыми. Этот метод носит название метода релаксации.  Единствен
ным препятствием к применению этого метода является трудоем
кость процесса вычисления, но теперь это препятствие устранено, 
так  как  расчет производится быстродействующими вычислительными 
машинами, которые идеально подходят для этого метода. Если вам 
это интересно, обратитесь к  задачам 3.29 и 3.30.

Третьим методом приближенного решения краевой задачи яв 
ляется вариационный метод.  Он основан на принципе, который 
встречается во многих разделах физики, от ньютоновской динамики 
до оптики и квантовой механики. В электростатике этот принцип 
выражается в следующей форме: нам уже известно, что полная энер
гия электростатического поля дается выражением

Если вы решили задачу 2.19, то знаете, что в этом очень простом 
случае заряд на проводящей поверхности с постоянным потенциалом 
(состоящей из двух сфер, связанных проводом) распределен таким 
образом, чтобы энергия, запасенная во всем поле,была м и н и м а л ь 
ной .  Это общее правило. В любой системе проводников, при раз
личных фиксированных значениях потенциалов, заряд  распреде
ляется по каждому проводнику таким образом, чтобы значение энер
гии, запасенной в поле, стало минимальным. Это становится почти 
очевидным, если указать, что любое уменьшение полной энергии по
ля связано с совершением работы перераспределения заряда *). 
Плоская поверхность воды в сосуде имеет то же объяснение.

Рассмотрим теперь потенциальную функцию <р(х, у ,  z) в некото
рой области, заключающей в себе несколько граничных поверхно
стей с заданными потенциалами. Точное значение функции ф (х , y,z), 
т. е. решение уравнения У 2Ф  = 0, удовлетворяющее заданным потен
циалам на границах, отличается от всех других функций, удовлетво
ряющих граничным условиям, но не удовлетворяющих уравнению 
Лапласа, например от ^(х , у ,  z), так  как  запасенная энергия для ф 
м е н ь ш е ,  чем для -ф. Выразим энергию через ф, как  в уравнении

*) Р ассуж дая таким образом, мы считаем, что течение заряда сопровождается 
некоторым рассеянием энергии. Это так  обычно и бывает. В противном случае 
система, не находящ аяся вначале в состоянии равновесия, не могла бы придти в 
это состояние, избавившись от лишней энергии. К ак вы думаете, что произошло бы 
в этом случае?

(24)

(2.38):
(25)
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Теперь мы можем поставить граничную задачу по-новому, не 
упоминая о лапласиане. Потенциальная функция — это та функция, 
которая минимизиру ет интеграл ура вн ения  (25) по сравнению со  
вс еми др у гими  функциями, удовлетворяющими тем ж е  граничным 
условиям.  Следовательно, возможным методом получения прибли
женного решения данной краевой задачи является испытание боль
шого количества функций, имеющих заданные граничные значения, 
и последующий выбор той функции, которая обеспечивает минималь
ное значение U. Можно также взять функцию с одним или двумя 
переменными параметрами и использовать эти математические 
«кнопки» для минимизации U. Этот метод особенно удобен для опре
деления самой энергии, часто наиболее важной неизвестной величи
ны. Поскольку энергия U минимальна для точного значения ф, то 
она мало чувствительна к отклонениям от этого значения. Задача 3.32 
иллюстрирует простоту и точность вариационного метода.

Вариационный принцип представляет собой а л ь т е р н а т и в 
н у ю  ф о р м у л и р о в к у  основного закона электростатического 
поля, и это для нас более существенно, чем польза, которую он нри- 
носит при вычислениях. Известно, что формулировка физических 
законов в виде вариационных принципов часто весьма плодотворна. 
Профессор Р. П. Фейнман, известный своими блестящими работами 
в этой области, дал живое и элементарное изложение вариационных 
идей в книге «Фейнмановские лекции по физике» (см. т. 6 , гл. 19).

За д а ч и
3.1. Наблюдатель с прибором для измерения электрического поля Е нахо

дится на некотором расстоянии от неподвижного точечного заряда q. Н езаряж ен
ная металлическая трубка небольшой длины опускается на изолированном шнуре 
и окр уж ает  точечный заряд. К ак это повлияет на электрическое поле, измеряе
мое удаленным наблюдателем? Можете ли вы , находясь в лаборатории, внутри 
большого медного ящ ика, узнать что-либо о зарядах , движущ ихся снаружи?

3.2. В сферическом проводнике 
А имеются две сферические полости. дъ 
Полный заряд  на самом проводнике 
равен нулю. Однако в центре одной 
полости расположен точечный заряд 
<7й, а в центре другой полости — з а 
ряд qc . На большом расстоянии г  от 
проводника находится третий за 
ряд цд. Определите силу, действую
щую на каждый из четырех объектов: A, qy, qc, g d ?  Какие ответы являю тся толь
ко приближенными и справедливыми для сравнительно большого /■? (Убедитесь, 
что вы понимаете все стороны этого вопроса.)

3.3 . Предположите, что после того к а к  было достигнуто состояние, показан
ное на рис. 3 .1 , в, тело снова сделано непроводящим, так  что заряды оказались 
«замороженными» на своих местах.

После этого положительно и отрицательно заряженные слои, создающие пер
вичное электрическое поле, удаляю тся. К ак  будет выглядеть остаточное электри
ческое поле внутри тела и вне его?

3.4. Гравитационный экран , который будет «экранировать» поле силы тя 
жести, подобно тому как  металлический лист «экранирует» электрическое поле, 
я*ля*тся мечтой многих неграмотных изобретателей. Подумайте о различии между 
гра»итационными источниками и источниками электричества. Заметьте, что

К задаче  3.2.
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стенки ящ ика, изображенного на рис. 3 .6 , н е  э к р а н и р у ю т  поля внеш
них источников, а только позволяют поверхностным зарядам создавать компенси
рующее поле. Почему нельзя придумать что-нибудь похожее для поля силы 
тяж ести? Что для этого потребовалось бы?

3.5. Проследим за силовой линией, выходящей из точечного заряда (поле 
точечного заряда над плоскостью, рис. 3.9) в горизонтальном направлении, т. е. 
параллельно плоскости. Где эта линия пересечет поверхность проводника? (Д ля 
решения задачи вам понадобится закон Гаусса и простое интегрирование.)

3 .6 . Система, построенная с помощью суперпозиции и з  точечных и плос
ких проводников. Если мы решили задачу для точечного заряда и плоского 
проводника, томы  можем решить любую задачу, в которой можно применить с у 
перпозицию этих элементов. Предположим, например, что у нас имеется прямой, 
равномерно заряженный провод с плотностью заряда в 103 ед. СГСЭ^ на сантиметр 
длины, натянутый параллельно земной поверхности на высоте 5 м. Чему равна 
величина поля у поверхности земли непосредственно под проводом? Определите 
величину электрической силы, действующей на единицу длины провода. Приду
майте какие-нибудь другие простые электростатические системы, которые можно 
построить из наших элементов.

3.7. Работа, затраченная на удаление заряда от проводника. Замечание: В о с 
пользуйтесь определением электрического потенциала в данной точке через работу,  
на единицу заряда, необходимую для перемещения пробного заряда  в эт у  точку.

З аряд Q расположен на высоте h см над проводящей плоскостью (см. рис. 3 .8 , а). 
Д вум  студентам предложили определить величину работы, которая потребовалась 
бы для переноса этого заряда в бесконечность. Один студент сказал , что эта работа 
равна той, что потребовалась бы для разведения на бесконечно большое расстоя
ние двух зарядов Q и — Q, которые вначале находились на расстоянии 2h см 
др уг от др уга , следовательно, U"-= Q'2, 2/г. Второй студент вычислил силу, действую
щую на зар яд  при его движении, и интегрировал Fdx, но получил другой ответ. 
Какой ответ получил второй студент и кто из них решил задачу правильно?

3 .8 . Три проводящие пластины расположены параллельно друг д р угу , как  
показано на рисунке. Н аружные пластины соединены проводом. Внутренняя пла-

.. ' стина изолирована и несет заряд , равный
1--;, = _-  ■ ■ - :i—̂ 10 ед. СГСЭ^хл- пластины. Найти плот-

—  .. —  г3 ности поверхностного заряда a t и о 2 на
............. - .... ...........} _осМ  обеих сторонах средней пластины. О т-

-I в е т. Oj- 6,15; Сто- 3,85 СГСЭд/с.к2.
К задаче 3.8. 3 .9 . Применение метода «мнимого

заряда ». Поместите два заряда величиной 
+<7 каждый и два заряда —q по углам  квадрата так , чтобы одинаковые заряды  
располагались по концам диагоналей. Покажите, что в этом случае имеются две 
эквипотенциальные поверхности, являющиеся плоскостями. Получите и изобра
зите качественно поле единичного точечного заряда , расположенного на биссек
трисе внутреннего угла , образованного при изгибе металлического листа под п ря
мым углом. Какие задачи можно решать таким образом и какие нельзя? К ак 
решается задача с точечным зарядом, расположенным па биссектрисе угла  в 120°, 
образованного пересечением двух  проводящих плоскостей?

3.10. Тонкая металлическая пластинка помещена между обкладками пло
ского конденсатора параллельно обеим пластинкам. К ак это повлияет на емкость? 
Что произойдет, если эту пластинку соединить с одной из обкладок?

3.11. Два конденсатора, соединенных параллельно. Конденсатор емкостью в 
100 пф заряж ен до разности потенциалов в 100 в. После отключения батареи кон
денсатор параллельно соединяют с другим. Определите емкость второго конден
сатора, если конечное напряжение равно 30 в? Какое количество энергии при этом 
потеряно и что с ней произошло? О т в е т .  С2— 233 пф\ Д и = 3 ,5 - 10-7  дж .

3.12. Сферический конденсатор. Вычислите емкость С конденсатора, состоя
щего из двух  концентрических сферических оболочек, если радиус внутренней 
оболочки равен г и  а внешней г 2 ? Проверьте результат, сравнив его для г 2— гх с 
емкостью плоского параллельного конденсатора.

3.13. Энергия в поле сферического конденсатора.  Обозначим через ф12 разность 
потенциалов между пластинами сферического конденсатора в предыдущей задаче.
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Найдите выражение для электрического поля к а к  функции радиуса. Вычислите 
полную энергию поля J  (С2/8л) dv  и покажите, что она равна У 2 C<f J2.

3.14. Емкость изолированной сферы.Емкостью единичного изолированного про
водника называется отношение заряда на проводнике к его потенциалу, если потен
циал в бесконечности равен нулю. Покажите, что емкость проводящей сферы (в сан
тиметрах) в точности равна ее радиусу. Чему равна емкость Земли в микрофарадах? 
О т в е т .  С=710 мкф.

3.15. Сферический конденсатор, подобный описанному в задаче 3.12, движется 
как  спутник по некоторой орбите вокруг Земли. М ежду внутренней и внешней 
оболочками механической связи нет. В акуум  можно считать идеальным, а трение 
на внешней оболочке пренебрежимо малым. Другими словами, ситуация представ
ляет собой идеальное «свободное падение». Предположим, что на внутренней сфере, 
концентричной по отношению к внешней, имеется некоторый заряд. Я вляется ли 
это положение устойчивым? (Определите, к ак  изменится энергия системы при сме
щении внутренней сферы относительно внешней. Чтобы предсказать знак этого 
изменения, рассмотрите, к ак  изменится емкость, если внутреннюю сферу сместить 
с о в с е м  б л и з к о к  внешней.I

3.16. Сила, действующая на пластину конденсатора.  Вычислите силу, дей
ствующую на одну из пластин плоского конденсатора. Разность потенциалов меж 
ду  пластинами равна 10 ед. СГСЭ^-; пластины представляют собой квадраты  со 
стороной 20 см, расстояние между пластинами 3 см. Если пластины изолированы, 
так  что заряд  не может измениться, то какое количество работы можно получить 
при сведении пластин? Будет ли эта работа равна энергии, первоначально зап а 
сенной в электрическом поле? О т в е т .  F =-177 дин ,  .<4 =  531 эрг.

3.17. Распределение индуцированного заряда . (Вначале решите задачу  3 .8 , 
или по крайней мере продумайте ее .)  Д ве параллельные пластины соединены про
водом и, следовательно, имеют одинаковые потенциалы. Совместите одну пластину 
с плоскостью xz, вторую — с плоскостью у —-s. Р ас 
стояние s между пластинами гораздо меньше раз
меров пластин. Точечный заряд Q помещен между 
пластинами в точке у —b (см. рис. к задаче). Опре
делите величину полного заряда на внутренней 
поверхности каждой пластины. Полный заряд  на 
внутренних поверхностях обеих пластин должен 
быть конечно равен — Q (почему?), и мы можем 
предположить, что большая часть этого заряда будет 
располагаться на ближайшей пластине. Если бы 
заряд  был расположен очень близко к  левой пласти
не (b< ^s) ,  то присутствие правой пластины не имело 
бы большого значения. Мы, однако, хотим знать 
точно, к а к  распределяется заряд. Если вы попро
буете решить эту  задачу методом «зеркальных изо
бражений», то убедитесь, что для этого необходим 
бесконечный ряд мнимых изображений, распрост
раняющийся в обе стороны, подобно ряду изобра
жений, которые можно видеть в парикмахерской с 
зеркалами на противоположных стенах. Вычисле
ние результирующего поля в любой точке одной 
из таких поверхностей является нелегкой задачей.Тем не менее на вопрос, который 
нас интересует, можно ответить, пользуясь очень простым методом вычисления, 
основанным на принципе суперпозиции. ( У к а з а н и е .  Если другой заряд  Q 
поместить где-нибудь на пластине у=Ь,  то это удвоит поверхностный заряд  на 
каждой пластине; действительно, полный поверхностный заряд , индуцированный 
некоторым количеством зарядов на этой пластине, не зависит от положения 
зарядов на плоскости. Если на этой плоскости находится равномерно заряж ен 
ный с л о й ,  то электрические поля будут простыми и мы сможем решить задачу 
с помощью закона Гаусса. Сделайте это.)



Г Л А В А  4

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ТОКИ

4Л. Перенос заряда и плотность тока

Причиной электрического тока является перемещение носителей 
заряда. Электрический ток в проволоке измеряется количеством за 
ряда, проходящим через любое сечение проволоки в единицу време
ни. В употреблявшихся нами до сих пор единицах ток следует вы
ражать в ед. СГСЭqlceK. Практическая единица тока — ампер 
соответствует переносу заряда в один кулон за одну секунду. Один 
ампер равен 3-10° ед. СГСЭ^/шс, что эквивалентпо 6 ,2 -1018 эл ектро
нов/сек. Конечно, всегда имеется в виду перенос полного заряда с уче
том знаков. Можно сказать, что движение нейтрального тела связано 
с переносом заряда чудовищной величины (около 105 кулонов на 
грамм вещества). Однако тока на самом деле нет, потому что движет
ся в точности одинаковое число положительных и отрицательных 
элементарных частиц с совершенно одинаковой средней скоростью.

В общем случае ток или перенос заряда связаны с трехмерным 
движением носителей заряда. Д ля его описания нам необходимо по
нятие плотности тока.  Поскольку носителями заряда являются 
дискретные частицы, мы должны рассматривать средние значения. 
Так же как  и при определении плотности заряда р, шкала расстоя
ний предполагается такой, что в любой малой области, по которой 
производится усреднение, содержится все еще очень большое число 
частиц любого интересующего нас сорта.

Рассмотрим вначале особый случай, когда в среднем в одном к у 
бическом сантиметре находится п  частиц, которые движутся с одной 
и той ж е скоростью и и несут одинаковый заряд q. Представим себе 
небольшую рамку с площадью а , имеющую определенную ориента
цию в пространстве, к ак  показано на рис. 4.1, а. Сколько частиц 
пройдет внутри рамки за время At? Если At начинается в момент, 
показанный на рис. 4 .1 , б,  тогда в ближайшие At с ек  через рамку 
пройдут как  раз те частицы, которые сейчас находятся внутри косой 
призмы на рис. 4.1, б. Основанием этой призмы является площадь 
рамки, а длина ее ребра равна и At, т. е. расстоянию, которое прохо-
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дит каж дая частица за время At. Частицы, находящиеся снаружи 
призмы, пройдут мимо рамки или не дойдут до нее. Объем призмы 
есть произведение основания на высоту или аи At cos 0, что можно 
записать так : a u  At. В среднем число частиц в этом объеме равно 
п а-v At. Следовательно, с р е д н яя  ск оро сть  прохождения заряда через 
рам ку, или ток через рамку, который мы 
обозначим 1(a), равен

(1)
Предположим, что мы имеем частицы 

разных типов, отличающиеся своими зар я 
дами или векторами скорости, или тем и 
другим вместе. Частицы каждого типа дают 
свой вклад в ток через а. Обозначим тип 
частиц индексом k. Тогда каж дая частица 
/г-го типа имеет заряд qk, движется со ско
ростью иА, и средняя плотность частиц этого 
типа равна n k частиц на кубический сан
тиметр. Формально это можно выразить 
так:

I (а) =~ n 1q1a - u l -i-/h2q2a - u .

k
(2 )

Векторная величина, на которую умно
ж ается а в уравнении (2), называется 
плотностью тока  J :

J  =  S  ’hQk^k- ( 3 )
Рис. 4.1. а)  Поток з а р я ж е н 
ных  частиц, д в и ж у щ и х с я  с 
одинаковой скоростью и. П ло
щ адь  рамки а .  В ближ айш ие 
A t  сек через р а м к у  пройдут  
частицы, заключенные внутри  
косой призмы, б) П лощ адь 
основания призмы равна  а .  
высота /fA/cos0, с л ед о ва 
тельно, объем призмы а и  Д t 

cos 0 или а • и Д г .

Ее можно выражать в ед. СГСЭ /сек-см2.
При использовании практических единиц, 
когда единицей заряда является кулон, 
плотность тока выражается в амперах 
на квадратный сантиметр.

Рассмотрим вклад в плотность тока от 
носителей заряда данного типа, скажем ,
от электронов, которые могут иметь самые различные скорости. 
В проводнике электроны имеют почти случайное распределение 
скорости, как  по направлению, так  и по величине. Чтобы вы
числить с р е д н ю ю  с к о р о с т ь  всех электронов, как и всякое 
среднее, нужно разбить электроны на группы, приписать каждой 
скорости вес, равный числу электронов в группе, произвести сложе
ние и разделить на полное число электронов. Таким образом,

1

к
(4)
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Черточка над и означает среднее по распределению. Сравнивая (4) 
с (3), мы видим, что вклад  электронов в плотность тока легко выра
зить через среднюю скорость электронов. Вспоминая, что для элек
тронов <7= —е, и используя индекс е, чтобы указать, что все величи
ны относятся к носителям заряда одного типа, можно написать

J e = — eNeu e . (5)

Этот результат может показаться довольно очевидным; мы про
вели детальные вычисления, чтобы стало ясно, что ток внутри рамки 
зависит только от с р е д н е й  с к о р о с т и  носителей, которая 
часто составляет весьма малую долю от их случайных скоростей. Не 
забудьте, что (4) описывает в е к т о р н о е  среднее; оно равно нулю 
для такого распределения скоростей, где все направления равнове
роятны, какими бы ни были сами скорости.

4.2. Стационарные токи

Ток в длинном проводнике, например в проволоке, равен, р азу 
меется, интегралу от плотности тока J по поперечному сечешпо про
волоки. В самом деле, ток /, протекающий через некоторую поверх
ность 5 , равен поверхностному интегралу

/  ̂ J  -da. (6 )

I есть «поток», связанный с вектором J ; название в этом случае 
выбрано удачно.

Если вектор плотности тока J повсюду остается постоянным с те
чением времени, то мы говорим о системе стационарных токов. Ста
ционарные токи удовлетворяют закону сохранения заряда. Рассмот
рим некоторую область пространства, полностью окруженную шаро
образной поверхностью S.  Поверхностный интеграл от J по всей 
поверхности 5  дает скорость истечения зарядов из замкнутого объе
ма. Она будет положительной, если носители положительного заряда 
движутся наруж у, а отрицательного — внутрь. Если бы такое исте
чение зарядов продолжалось до бесконечности, рано или поздно 
объем лишился бы зарядов — если только не рождаются новые за 
ряды. Однако как раз рождение зарядов происходить не может. 
Поэтому при истинно независимом от времени распределении токов 
поверхностный интеграл от J по л ю б о й  замкнутой поверхности 
должен быть равен нулю. Эго полностью эквивалентно утверждению, 
что в любой точке пространства

d iv  J == 0 (7)
(независимое от времени распределение зарядов).

Чтобы доказать эквивалентность, вспомним теорему Гаусса и наше 
фундаментальное определение дивергенции через интеграл по малой 
поверхности, охватывающей рассматриваемую точку.
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Можно высказать утверждение более общее, чем уравнение (7). 
Предположим, что ток нестационарен и J является функцией как
х, у  и г, так  и t. Тогда, поскольку^ J  da  есть мгновенная скорость,

•S

с которой заряд покидает замкнутый объем, а  ̂ рdv  — полный заряд
v

внутри объема в любой момент времени, то мы имеем

 ̂ J - d a  = — j ( [ p d v .  (8 )
S  V

Пусть рассматриваемый объем стягивается вокруг произвольной 
точки (х, у ,  г); тогда уравнение (8) переходит в следующее *):

d i v J  =  -  (9)

(зависящее от времени распределение зарядов).

Производная по времени от плотности заряда р написана в виде 
частной производной, поскольку обычно р зависит как  от времени, 
так и от пространственных координат. Уравнения (8) и (9) выражают 
закон сохранения  з а р я д а : заряд не может вытекать из некоторого 
места, если в этом месте не происходит уменьшения заряда.

Поучительным примером стационарного распределения тока 
является ток в плоском диоде (двухэлектродной электронной лампе). 
Один из электродов, катод, покрыт материалом, обильно испускаю
щим электроны при нагревании. Другой электрод, анод,— это про
сто металлическая пластинка. С помощью батареи анод поддержи
вается при положительном потенциале относительно катода. Элект
роны из горячего катода вылетают с очень малыми скоростями, но 
электрическое иоле между катодом и анодом ускоряет их по на
правлению к аноду. Электрический ток в пространстве между 
катодом и анодом состоит из этих движущ ихся электронов. Цепь 
снаружи замыкается током электронов по проводам, может быть, 
движением ионов в батарее и т. д . ,— нас это не интересует. Л о
кальная плотность заряда р в произвольной области внутри диода 
равна просто—пе, где п  — локальная плотность электронов (число 
электронов на 1 смя). Локальная плотность тока J равна, конечно, 
ov, где v— скорость электронов в этой области. Можно принять, что 
в плоскопараллельном диоде J не имеет у -  и г-компонент (рис. 4.2). 
Тогда, если условия стационарные, то J x пе должно зависеть от х, 
потому что при div J = 0  и J V= J Z= 0 из (7) следует, что ( d J J dx )  
должно равняться нулю. Это довольно очевидно; в стационарном

*) Если переход от (8) к (9) не каж ется нам очевидным, вернитесь к  фунда
ментальному определению дивергенции в гл . 2 . П оскольку объем стягивается в 
точку, мы можем в пределе вынести справа р за знак объемного интеграла. Объем
ный интеграл следует брать в определенный момент времени. Его производная по 
времени определяется разностью объемных интегралов при t и Единствен
ное различие между ними связано с изменением р, так  к а к  граница объема оста
ется на месте.
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потоке электронов, движущ ихся только в направлении х, каждую  
промежуточную плоскость между катодом и анодом должно пересе
кать одно и то же число электронов в секунду. Мы приходим к вы
воду, что ру постоянно. Но заметьте, что v не постоянно, оно ме
няется с х, поскольку электроны ускоряются полем. Следовательно, 
и р не постоянно. Действительно, плотность отрицательных зарядов

велика около катода и мала около 
анода, точно так  же к ак  плотность 
автомобилей на шоссе велика в 
местах с медленным движением и 
мала в местах с быстрым движе
нием.

Ток в диоде может быть огра
ничен из-за того, что плотность 
отрицательных зарядов («простран
ственный заряд») оказывает вли я
ние на электрическое поле, следо
вательно на ускоренней на скорость 
электронов, и, значит,— круг з а 
мыкается, и на саму плотность за 

рядов. В задаче 4.25 разобрано поведение диода «с ограничением по 
пространственному заряду» и показано, как вывести любопытное 
соотношение между напряжением и током, которое управляет этим 
поведением. Соотношение это важно в электронике не только при 
конструировании диодов и работе с ними, но также и при конструи
ровании электронных пушек для катодно-лучевых трубок и других 
подобных устройств.

4.3. Проводимость и закон Ома

Существует много способов привести заряды в движение, в том 
числе такой, который можно назвать «механическим перемещением» 
носителей заряда. В электростатическом генераторе Ван-де-Граафа 
(см. задачу 4.3) изолирующей ленте сообщается поверхностный за 
ряд , который она поднимает к  удаленному электроду, наподобие 
того как  эскалатор поднимает людей. Это создает вполне ощутимый 
ток. В атмосфере заряженные капельки воды при падении под дейст
вием силы тяжести образуют часть системы электрических токов 
Земли. В этом параграфе мы будем рассматривать более обычный 
способ переноса зарядов, когда на носитель заряда действует сила 
со стороны электрического поля. Электрическое поле вызывает дви
жение носителей заряда, т. е. вызывает электрический ток. Успех 
этого-действия зависит от физической природы системы, в которой 
действует поле, т. е. от среды.

Одно из самых ранних экспериментальных открытий в области 
электрического тока в веществе выражается законом Ома:

/ =  £ .  (Ю)

Рис.  4 .2 . В а к у у м н ы й  диод с плоско па 
раллельны ми  катодом и анодом.
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Ток /, протекающий по проволоке, пропорционален разности потен- 
циалов («напряжению ») V на ее концах. До сих пор мы обозначали 
электрический потенциал символом q>, а разность потенциалов ' 
(ф1— фг) н л и  <Fi2- В э т о м  параграфе мы будем использовать обозна
чение V, принятое в элементарной физике электрических цепей. 
Оно происходит от слова «вольт». (Мы избегали употреблять V 
просто потому, что оно обозначает множество разных вещей: объ
ем, скорость, напряжение.)

Д ля данного куска проволоки, поддерживаемой при одной и той 
же температуре, сопротивление R (коэффициент пропорциональности 
в (10)) не зависит от величины протекающего тока. Сопротивление 
очевидным образом зависит от длины и поперечного сечения прово
локи: оно пропорционально длине L и обратно пропорционально 
площади поперечного сечения А. Разумеется, оно такж е зависит от 
материала, из которого сделан проводник, и все это выражается про
стой формулой

R = P ~ .  ( 11 )

Множитель р называется удельным (объемным) сопротивлением ве
щества. Сопротивление обычно измеряют в омах, что соответствует 
в законе Ома амперам для тока и вольтам для разности потенциалов. 
Соответствующая единица удельного сопротивления есть ом-см,  
если длины измеряются в сантиметрах; эта единица и фигурирует 
обычно в таблицах.

Инженер-электротехник использует уравнения (10) и (11) гл ав 
ным образом для вычисления сопротивления отдельных участков 
электрических цепей и соотношений между напряжением и током в 
этих цепях. Физик — за исключением случаев, когда он проекти
рует электроаппаратуру,— видит в этих уравнениях отражение з а 
мечательных общих свойств вещества, которые ему следует понять. 
Фундаментальный факт, отражаемый обоими этими уравнениями, 
заключается в следующем. В твердом однородном материале плот
ность тока в любой точке пропорциональна величине электрического 
поля, а константа пропорциональности зависит только от вещества, 
а не от формы проводника, именно,

J  =  сгЕ, (12)

где а  ■— константа, характерная для данного вещества.
Внутри большинства проводников все три взаимно перпендику

лярных направления физически эквивалентны. В меди, например, 
атомы образуют кубическую (точнее, кубическую гранецентриро- 
ванную) решетку. Но кусок металла, даж е если его кристаллическая 
структура не является кубической, состоит обычно из большого чис
ла случайно ориентированных маленьких кристалликов, что приво
дит к эквивалентности всех направлений для любого среднего по 
большому объему. Во всех таких веществах, где нет выделенного 
направления, J  должно иметь то ж е направление, что и Е, а констан-
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та сг есть попросту скаляр *). Она называется проводимостью  матери
ала. Проводимость а  есть величина, обратная удельному сопротив
лению р**). Рис. 4.3 представляет собой сводку этих простых соот
ношений; там же показано, как  из ( 12) следуют ( 10) и ( 11 ).

Д ва слова о единицах и размерностях. Обычная единица прово
димости выводится из практической единицы сопротивления, 

j  j  т. е. из ома. Как вы хорошо знаете, ом
| | j есть вольт, деленный на ампер. Про-
I I Площадь А водимость — это отношение плотности

V7 [__ х К  Материал суЗалышм тока к величине поля, что в практи
ческих единицах будет , илиJ 8 С ЛЬ
( ом - см ) - 1; часто это читают так : «обрат
ный ом-сантиметр». Если чаще указы 
вается величина, обратная проводимо
ст и— удельное  сопротивление .  Она обоз
начается буквой р, и ее практической 
единицей является ом-сантиметр. Удель
ное сопротивление хорошего провод
ника при комнатной температуре обычно 
порядка нескольких миллионных ом-сан- 
тиметра. Например, чистая медь имеет 
при комнатной температуре удельное со
противление 1 ,7 -10~ 0 ом-см,  или прово
димость 5,8■ 105 (ом-смУ 1.

В системе СГСЭ для проводимости 
или удельного сопротивления нет спе
циальных единиц, но поскольку эта 
система построена на сантиметре, грам
ме и секунде и ни на чем больше, вся 

кая  единица должна быть комбинацией этих величин. Какова, 
например, размерность удельного сопротивления*

, г величина поляУдельное сопротивление =  -
_  /зар яд  \ I /заряд/с«с\

\ см- ) I \ см- J ’ ' '

что просто-напросто сводится к  секундам. Удельное сопротивление 
имеет размерность времени, и подходящим названием единицы

/  сопротивление.',’ р и 
лоттш осты о

г

Плотность тока J  

Электричское пале Е

Р и с .  4 .3 . Ток в проводнике.  
Соотношение J  аII м е ж д у  п лот
ностью тока  J  и электрическим 
полем Е заклю чает  в себе зако н  
Ома: V = I R ,  I ~ A J =  А о Е ,  

V’ =  V j - V  , =  £L ,
V E L  L L

~P —r  = R-I A o E  a  A A

*) Вообще говоря, линейная связь между векторами осущ ествляется через 
тензор.  В гл . 9 мы рассмотрим важный пример тензора. Сущ ествует ряд  веществ, 
в которых проводимость по разным направлениям неодинакова, поэтому ее следует 
рассматривать как  тензор, однако мы такими веществами заниматься не будем.

** ) Обычно принято обозначать удельное сопротивление и проводимость 
греческими буквами р и а, хотя они т ак  ж е часто используются для обозначения 
объемной и поверхностной плотности зарядов. О казывается, в нашем распоряже
нии не так  у ж  много букв !
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должна быть секунда! В этих единицах удельное сопротивление меди 
равно 10" 1* с ек,  а стекла при комнатной температуре — порядка 
103 сек.  Позже мы увидим, что эта любопытная связь в р е м е н и  
и вещества имеет разумное физическое истолкование.

4.4. Механизм проводимости

Уравнение (12) описывает наблюдаемое поведение самых обычных 
веществ в определенном диапазоне условий. Вывести его из фунда
ментальных законов электрического поля мы не можем. Чтобы по
нять значение этого уравнения, нам следует разобраться в процессах, 
которые происходят в каком-нибудь веществе, находящемся в элек
трическом поле. Эти процессы в различных веществах могут быть 
самыми разными. Закон Ома замечателен именно тем, что он весьма 
точно выполняется во множестве веществ и в широком диапазоне 
значений поля. (В некоторых обстоятельствах он нарушается, даже 
д о л ж е н  наруш аться, и мы вскоре выясним, почему это бывает.) 
Начнем с детального описания механизма проводимости в некото
рой упрощенной системе, довольно типичной для широкого класса 
проводников электричества (однако не для всех).

Нам нужны носители заряда, поэтому представим себе среду, 
которая состоит из равного числа носителей положительного и от
рицательного зарядов, скажем, по N носителей в кубическом санти
метре. Пусть положительные носители — это ионы с массой М _г 
и зарядом е, а отрицательные — ионы с массой М _ и зарядом —в. 
Плотность тока J будет определяться средними скоростями этих 
ионов.

К системе приложено постоянное в о  времени однородное элек
трическое поле Е, поэтому на каждый носитель заряда действует 
сила. Впервые в этом томе мы рассматриваем силу, действующую на 
движущийся в электрическом поле заряд. Этот вопрос мы тщательно 
разберем в гл . 6 . Ф акт — уже использованный нами в т. I — заклю 
чается в следующем: сила такая  ж е, к ак  если бы заряд был неподви
жен. Это значит, что каждый носитель заряда q, независимо от своего 
движения, испытывает действие постоянной силы qЕ.

Здесь мы остановимся, чтобы удивиться тому, что закон Ома все 
ж е выполняется! Ведь постоянная сила, действующая на свободный 
носитель заряда, должна вызывать постоянное ускорение. Но по
стоянная плотность тока означает отнюдь не постоянное ускорение, 
а постоянную скорость. Если наша система действительно подчиняет
ся закону Ома, то это должно происходить из-за того, что для наших 
носителей скорость пропорциональна силе. Следовательно, носители 
заряда не могут двигаться свободно: что-то должно мешать движ е
нию, которое вызывается электрическим полем.

В поисках силы трення, мешающей движению, не надо далеко 
ходить. Эта сила вызывается столкновениями носителей заряда друг 
с другом и с любыми другими частицами среды. Как ввести эту силу 
трения — зависит от особенностей нашей модели. Д ля определенно
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сти рассмотрим газ, состоящий из нейтральных атомов, положи
тельных ионов и отрицательных ионов, с плотностью, близкой к плот
ности при нормальных условиях, т. е. около 1019 атомов/см3 
(рис. 4.4). Предположим, что преобладают нейтральные атомы, а по
ложительные и отрицательные ионы рассеяны между ними. Расстоя
ние между частицами, будь то нейтральные или заряженные, много 
больше радиусов атомов или ионов, поэтому большую часть времени 
ионы не находятся в состоянии столкновения.

В отсутствие электрического поля атомы и ионы двигались бы 
в произвольных направлениях со скоростями, обусловленными тем
пературой. Кинетическая теория газов дает нам связь между темпе- 

/~ч ратурой и средней кинетической
© О О  энергией частицы. Если бы мы 

О Q'+'i О  могли взглянуть на определен-
Q-s р . ' 0  ный ион в определенный момент 

О O  n  времени, скажем при t=0,  мы бы 
О  I v ^ i  фГГ Q - i  О  обнаружили, что он движется со 

С \ О  О  скоростью и. Что произойдет 
О  О  потом? Ион будет двигаться по 

q p c f o V O Q  е  прямой, пока он не подойдет
©  близко к какому-нибудь атому,

^  ^  достаточно близко, чтобы в игру
Рис. 4 .4 . П оложительные и отри цательные в л т и п п п и

ноны среди н ейтральных  атомов. В С Т у п Н Л И  КО рО ТКО Д е И С Т В }  Ю Щ И е
силы. В этом соударении со

хранятся полный импульс и полная кинетическая энергия двух 
тел, но скорость и направление полета иона изменятся — может 
быть, чуть-чуть, а может быть, очень сильно — и скорость станет 
равной и '. Потом происходит новое соударение, приводящее к ско
рости и” , и т. д. Может случиться такж е, что ион отклонится от свое
го пути под действием кулоновской силы другого иона, находящегося 
неподалеку. Кулоновские силы, которые являются дальнодействую- 
щими силами, могут играть важную роль для ионов. Они изменяют 
скорость в основном малыми порциями, но конечный эффект тот же, 
что и от короткодействующих сил.

Конечный эффект — и это ключ к нашей задаче — заключается 
в том, что всякая связь (по величине или направлению) между ско
ростью иона и при /=0 и его скоростью через некоторый интервал 
времени исчезает. Это значит, что через некоторое время t —т вектор 
скорости иона с равной вероятностью смотрит в любую точку про
странства, независимо от направления, которое он имел при /=0 . 
Ион «забыл» направление своего первоначального движения. Иными 
словами, если взять 10 ООО ионов, движущихся горизонтально на юг, 
и проследить за каждым из них т секунд, то направления их конеч
ных скоростей будут равномерно распределены по всей сфере. Чтобы 
потерять почти всякую  память о направлении, может потребоваться 
много соударений или всего несколько, смотря по тому, какие соуда
рения происходят чаще: с большим изменением импульса или с ма
лым. Предельным является случай соударения твердых упругих
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шаров, когда уж е одно соударение полностью «перетасовывает» 
направления. Нам нет нужды беспокоиться об этих различиях. 
Главное здесь то, что, каким бы ни был механизм соударения, с у 
ществует некоторый интервал времени т, характерный для данной 
системы, по истечении которого корреляция между начальным и ко
нечным направлениями скорости иона в этой системе в значительной 
мере утрачивается *). Характерное время т зависит от иона и от 
природы окружающих его ионов и молекул; оно, конечно, тем мень
ше, чем чаще происходят соударения, поскольку между соударения
ми с ионом в нашем газе ничего не происходит.

Теперь мы можем, наконец, приложить к системе однородное 
электрическое поле Е. Чтобы облегчить рассмотрение ситуации, мы 
представим себе, что уже в одном соударении происходит полная 
потеря памяти о направлении. Наш основной вывод не будет зави
сеть от этого предположения.

Немедленно после соударения ион начинает двигаться в произ
вольном направлении. Скорость сразу после соударения мы обозна
чим ис. Действующая на ион электрическая сила Ее увеличивает 
импульс иона постепенно. Через время t ион нолучит от поля прира
щение импульса Еet, которое просто складывается векторно с перво
начальным импульсом Мис . Теперь импульс иона равен M uc -\-YLet. 
Если приращение импульса мало по сравнению с Мпс , т. е. скорость 
мало изменилась, то можно ожидать, что следующее соударение 
произойдет в среднем приблизительно через такое же время, к ак  и в 
отсутствие электрического поля. Другими словами, если поле не 
очень велико, среднее время между соударениями, которое мы обо
значим 1, не зависит от поля Е.

Импульс, полученный от поля,— это всегда вектор с одним и тем 
же направлением. Но в действительности он утрачивается в каждом 
соударении, поскольку после соударения направление движения 
произвольно и не зависит от первоначального направления.

Каков средний импульс всех положительных ионов в данный мо
мент времени? На этот вопрос удивительно легко ответить, если 
иметь в виду следующее: предположим, что мы в рассматриваемый 
момент остановим часы и спросим каждый ион, сколько времени 
прошло после его последнего столкновения. Пусть от положитель
ного иона № 1 мы получили определенный ответ: tx. Тогда этот ион 
должен иметь импульс еШг плюс импульс М ис , который он имел 
сразу за последним столкновением. Поэтому средний импульс всех 
N положительных ионов равен

M u ^ - j s ' V i M u C j + e E t i ) .  (14)

*) В принципе для всякой системы можно дать точное определение времени 
релаксации т ,  связав эту  величину с корреляцией между начальным и конечным 
направлениями. Это — задача статистики, подобная изучению корреляции между 
весом новорожденной и взрослой крысы. Однако для нашего анализа в таком коли
чественном определении нет необходимости.
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Здесь u/ — скорость, которую имел /-й ион сразу после последнего 
своего столкновения. Скорости uJ совершенно случайно распределе
ны по направлениям и поэтому в среднем дают нуль. Вторая часть 
есть просто Ее, помноженное на среднее значение tj, т. е. на  с р е дн е е  
время  после последнего столкновения. Оно должно быть равно сред
нему времени до следующего столкновения, и оба они равны сред
нему времени между столкновениями t *). Приходим к выводу, что 
средняя скорость положительного иона в постоянном поле Е равна

— Е et+ , , г ,
=  (15)

Отсюда следует, что средняя скорость носителя заряда пропорцио
нальна приложенной к нему силе. Если обращать внимание только 
на среднюю скорость, дело выглядит так , как  будто среда сопротив
ляется движению с силой, пропорциональной скорости. Это тормо
жение или трение — «вязкое» торможение, подобное тому, которое 
вы чувствуете, мешая ложкой густое варенье. Всякий раз, когда 
носители заряда ведут себя таким образом, мы можем ожидать чего- 
нибудь вроде закона Ома.

Мы написали в (15)7+, потому что среднее время между столкно
вениями для положительных и отрицательных ионов может сильно 
различаться. Отрицательные ионы приобретают скорость в противо
положном направлении, но так  как  они несут отрицательные зар я 
ды, их вклад в плотность тока J  прибавляется к вкладу от положи
тельных ионов. Эквивалент уравнения (12), если в переносе заряда 
участвуют два типа ионов, имеет вид

J =  <16)

Из нашей теории следует, что рассмотренная система должна под
чиняться закону Ома. Действительно (16) означает линейную зависи
мость между J и Е, а другие величины являются константами, х а 
рактерными для данной среды. Сравним (16) и (12). Константа

Ne2 +  играет роль проводимости а.
Мы сделали ряд довольно специальных предположений относи

тельно нашей системы, однако, оглядываясь назад, можно заметить,

*)  Вы можете подумать, что среднее время между столкновениями должно 
было бы быть равно сумме среднего времени после последнего столкновения и 
среднего времени до следующего. Это было бы верно, если бы столкновения про
исходили строго через равные интервалы, но это не так . Столкновения являю тся 
независимыми случайными событиями, и для них вышеприведенное утверждение 
справедливо, несмотря на каж ущ ую ся парадоксальность. Поразмыслите об этом. 
Вопрос не затрагивает нашего главного вывода, но если вы в нем разберетесь, это 
прибавит вам статистической мудрости. ( У к а з а н и е :  если данное соударение 
не влияет на вероятность следующего,— а это и значит, что они независимы,— 
то запустите вы часы в произвольный момент времени или сделаете это в момент 
какого-нибудь соударения, результат не может измениться.)
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что существование линейной связи между Е и J  не зависит от этих 
предположений. Любая система с постоянной плотностью свободных 
носителей заряда, в которой движение носителей то и дело«разупо- 
рядочивается» столкновениями или иными взаимодействиями внутри 
системы, должна подчиняться закону Ома, если только поле Е не 
слишком велико. Отношение J  к  Е, которое определяет проводи
мость среды 0 , должно быть пропорционально числу носителей зар я 
да и характеристическому времени т, времени потери корреляции 
направлений. Все сложные детали соударений входят в задачу 
только через эту последнюю величину. Создание детальной теории 
проводимости для любой заданной системы, если известно число но
сителей заряда, сводится к созданию теории для т. В нашем частном 
примере эта величина была заменена величиной 1 и для проводимо
сти а  был предсказан вполне определенный результат. Вводя более 
общую величину т и допуская возможность существования разного 
числа положительных и отрицательных носителей, мы можем опи
сать результат нашей теории следующим выражением:

Знак ж  означает, что мы не даем точного определения т. Однако это 
можно было бы сделать.

Чтобы подчеркнуть, что проводимость заключается обычно в ма
лом систематическом дрейфе, наложенном на хаотическое движение 
носителей заряда, рассмотрим рис. 4 .5 , представляющий собой по
добие микроскопического изображения небольшой части системы,
о которой шла речь. Положительные ионы изображены черными 
круж ками , отрицательные — светлыми. Мы предполагаем, что по
следние являются электронами, подвижность которых настолько 
больше подвижности положительных ионов, что движением положи
тельных ионов вообще можно пренебречь. Из рис. 4 .5 , а видно, что 
сами частицы и скорости электронов распределены совершенно 
хаотически. Чтобы сделать рисунок, положение и знак частицы оп
ределялись по таблице случайных чисел. Аналогичным образом 
векторы скорости электронов были нарисованы в соответствии со 
случайным распределением, отвечающим максвелловскому распре
делению скоростей молекул газа . На рис. 4 .5 , б  положения взяты 
те ж е, но ко всем скоростям добавлено небольшое приращение впра
во. Таким образом, рис. 4 .5, б  представляет собой картину ионизо
ванного вещества, в котором существует средний поток отрицатель
ного заряда слева направо, что эквивалентно положительному току 
справа налево. На рис. 4.5, а  показана ситуация при нулевом сред
нем токе.

Очевидно, мы не должны ожидать, что действительное среднее 
от скоростей 46 электронов на рис. 4 ,5 , а будет точно равно нулю, 
поскольку это — статистически независимые величины. Один элект
рон не влияет на поведение другого. На самом деле и в отсутствие 
всякого внешнего поля будут наблюдаться случайные флуктуации

(17)
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электрического тока просто в результате статистических флуктуаций 
векторной суммы скоростей электронов. Этот спонтанно ф луктуи
рующий ток можно измерить. Он является источником «шума»
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а) Средняя скорость электронов =О С) Средняя скорость электронов =  - * ■

Рис.  4 .5 . а )  Хаотическое распределение примерно равного числа электронов  (светлые к р у ж к и )  
н п олож и тельны х  ионов (черные к р у ж к и ) .  Скорости электронов п о ка зан ы  в екторам и  и в 
(а )  совершенно случай н ы . В (б) с у щ еств ует  дрейф вправо , представленный вектором  с к о 
р о с т и -^  Эта  скорость д об авлен а  к  к аж д о й  первоначальной скорости э л ект р о н а ,  к а к  пока 

зано д л я  одного  из электронов  в левом нижнем у г л у .

во всех электрических цепях и часто определяет в конечном счете 
предел чувствительности устройств, регистрирующих слабые элек
трические сигналы. С этим вопросом вы познакомитесь в т. V на
шего курса.

4.5. Где нарушается закон Ома?

Теперь посмотрим, как  может нарушаться закон Ома. Предпо
ложим, что электрическое поле Е настолько велико, что добавочная 
скорость, которую приобретает ион между соударениями, сравнима 
со средней скоростью теплового движения. Это серьезно повлияет 
на входящее в (16) среднее время между столкновениями, t + или 7_. 
Времена эти теперь будут функциями Е, а ие константами и урав
нение (16) станет нелинейным: удвоение величины поля Е не 
удваивает плотность тока J ,  если / тоже меняется. Посмотрим, 
когда такая нелинейность начнется. Наша модель напоминает слабо 
ионизованный газ. При нормальной плотности средняя длина сво
бодного пробега иона в таком газе имеет порядок 10“ 6 см.  Средняя 
кинетическая энергия хаотического движения — порядка kT , где 
k — постоянная Больцмана, встречающаяся в кинетической теории 
газов. Критерий для скорости можно выразить так : мы можем ожи
дать «неприятностей», если полученная между столкновениями от 
поля добавочная кинетическая энергия сравнима с kT. Устанавливая 
между этими энергиями приблизительное равенство

еЕ-\0~6 с м ж ! г Т  (18)
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и подставляя числа, мы находим £ « 8 0  ед. СГСЭ^/сл. Д ля лабора
торных полей это — скромная величина, она составляет 24 кв/см. 
Предельное поле непосредственно зависит от длины свободного про
бега. В ионизованном газе при низком давлении, где длина свобод
ного пробега очень велика, уж е при слабых полях могут наблюдать
ся заметные отклонения от закона Ома.

Очень сильные электрические поля могут привести к более ради
кальным переменам, например к изменению числа носителей заряда. 
К ак раз это происходит в электрической искре. Уже имеющиеся 
носители заряда получают от поля столько энергии, что столкнове
ния с другими атомами достаточно разрушительны, чтобы их 
ионизовать; так  образуются новые носители заряда и т. д. Возни
кающая лавина является катастрофическим нарушением зако
на Ома!

Мы можем ожидать если не нарушения закона Ома, то по край
ней мере нарушения нашей теории еще с одной стороны. Предполо
жим, что поле Е приложено только на очень короткое время. Если 
это время сравнимо или меньше критического времени т, то, оче
видно, нашу картину следует пересмотреть. Д ля полной наглядности 
рассмотрим приложенное переменное электрическое поле с перио
дом, меньшим времени между столкновениями. Тогда реакция но
сителей будет определяться главным образом их инерцией — инер
цией свободных тел. Это — интересная проблема, вам она может 
в будущем встретиться, и, какова бы ни была ее природа, развитая 
нами теория для нее не годится. Заметим, однако, что в газе, взятом 
сейчас в качестве примера, среднее время между столкновениями 
составляет для положительных ионов что-нибудь около 10~6 см!ско
рость молекул, т. е. имеет порядок 10~10 сек,  а для электронов — 
еще меньше. Таким образом, наша теория, несмотря на то, что 
она была разработана для постоянного поля, должна работать во 
многих системах, даже при очень быстро меняющихся полях.

Д ля описанного в разделе 4.2 вакуумного диода закон Ома 
неприменим. При некоторых условиях, когда приток электронов 
ограничен их эмиссией с катода, ток практически не зависит от 
напряжения, если анод находится при положительном потенциале. 
Если потенциал анода отрицателен, ток равен нулю, так  как  анод 
вообще не может испускать электроны. Диод пропускает ток только 
в одном направлении. Обычно его применяют в качестве выпрямите
ля переменного тока. В условиях ограничения тока пространствен
ным зарядом (см. задачу 4.25) ток диода пропорционален напряже
нию в степени 3/2, а вовсе не в первой степени, как  требуется по 
закону Ома.

Место контакта между двумя полупроводниками или между по
лупроводником и металлом может быть в высокой степени «не оми
ческим) и даж е иметь одностороннюю проводимость, как вакуумный 
диод. В электронике (как  и в других областях) без нелинейных уст
ройств нельзя обойтись. Если бы все на свете стало подчиняться за 
кону Ома, электроника прекратила бы свое существование.
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Из всех известных проводников металлы являются наилучшими. 
Только что описанный нами простой механизм проводимости был 
развит Друде и другими в конце девятнадцатого века для объяснения 
проводимости металлов. Лоренц сильно усовершенствовал теорию 
в деталях, и в некоторых отношениях она оказалась весьма плодо
творной.

Не было сомнения, что высокая проводимость металлов обус
ловлена свободными электронами, свободными в том смысле, что 
они не связаны с определенным атомом, а могут передвигаться по 
всей кристаллической решетке. Убедительным доказательством это
го являлось полное отсутствие переноса какого-либо химического 
вещества в металлической цепи при прохождении по ней тока. Из 
химии металлов (элементов) и из ранней квантовой теории строения 
атомов следовало, что атомы металлов легко теряют один-два внеш
них электрона. С изолированными атомами они были бы связаны , но, 
когда много одинаковых атомов тесно упаковано в кристалле, эти 
электроны становятся свободными. Теперь сама решетка состоит из 
оставшихся положительных ионов, выстроенных правильными и 
жесткими рядами. Внутри этой решетки ионов странствуют «элект
роны проводимости». Д аж е если каждый атом металла теряет всего 
один электрон, возникающая плотность носителей заряда чудовищ
но велика по сравнению с плотностью в веществах, где ионы прихо
дится образовывать другими способами. В одном кубическом санти
метре металлического натрия число электронов проводимости 
близко к 2,5 -1022.

К ак мы видели, подвижность носителей заряда существенно за 
висит от времени т, в течение которого они накапливают направлен
ный импульс от приложенного электрического поля. Это верно для 
любого возможного процесса. Если предположить, что на каждый 
атом натрия приходится один носитель заряда и что это — электро
ны с массой т е , тогда для вычисления т достаточно только измерить 
на опыте проводимость натрия. При комнатной температуре прово
димость а  натрия в электростатических единицах равна 1 ,9 -1017 
ед. 01X 3 (J с ек  -см - ед. СГСЭК.

Из уравнения (17), полностью пренебрегая положительными 
носителями, получаем

оте_ (1,9- 1017) Х ( 9 - 1 0 - 28) q 1 a  —id /in\
Т-  “  Ж Гё2 (2 ,5 -1032) X (23• ю - 20) ~  3  ‘ 10  с е к ■ О 9 )

Д ля электрона, движущ егося без заметного отклонения внут
ри кристаллической решетки, это время выглядит удивительно 
большим.

Согласно кинетической теории тепловая скорость электрона 
при комнатной температуре должна составлять около 107 см/сек, 
так  что за 3 -10"14 с ек  электрон пройдет ЗОА — более десяти посто
янных решетки.

4.6. Проводимость металлов
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■ Почему ионная решетка так  прозрачна для электронов? Вспом
ним, что если вообще можно говорить о размерах, то ионы в 
компактной решетке почти прикасаются друг 
к  другу . Кроме того, подъемы и спады 
электрического потенциала вдоль решетки 
должны во много раз превышать энергию 
электрона (в электрон-вольтах) при комнат
ной температуре. С другой стороны, что ж е 
может прервать движение электрона, если 
не столкновения с ионами? На эти фатальные 
вопросы действительно не было ответа, пока 
не открыли волновые свойства электрона.
Вообще поведение электронов в металлах 
ставило доквантовую физику перед рядом 
необъяснимых парадоксов. Вы вернетесь к 
этим вопросам позже, когда приобретете неко
торые познания в квантовой физике. Д ля 
теперешних наших целей нам достаточно при
нять как  данное замечательную электриче
скую проводимость металлов, к ак  приходи
лось делать многим поколениям физиков.

Но и сейчас мы можем сохранить в непри
косновенности некоторые существенные черты 
нашего механизма проводимости. Ток прово
димости действительно переносится электро
нами; он представляет собой медленный си
стематический дрейф носителей, наложенный 
на их более быстрое хаотическое движение.
Д алее, именно рассеяние или отклонение 
электрона решеткой делает скорость дрейфа 
пропорциональной полю и, следовательно, 
заставляет ток подчиняться закону Ома. В 
большинстве металлов закон Ома точно вы
полняется вплоть до плотностей тока, намно
го превосходящих величину плотности, кото
рую можно было бы долго поддерживать.
До сих пор не удавалось еще получить на
дежных экспериментальных доказательств 
отступлений от закона Ома. Согласно одному 
теоретическому предсказанию, при плотности 
тока 109 а/сж2 можно ожидать отклонений 
порядка 1 % .Э то  примерно в миллион раз 
больше плотности тока в обычных проводах 
электрических цепей.

С понижением температуры проводимость 
чистых металлов увеличивается. Нашей преж
ней теорией такое поведение довольно 
трудно объяснить. А утверждение, будто все свойства проводимости

V

j ig12-г,?-*?;

1 I 7

Т j
10,sIQ ~!i l  _J

J
/ 10 100 WOO °K

Рис. 4 .6 . Э лект р и ч еская  
проводимость н е ко т о р ы х  
типичных вещ еств. М е
талли ческие  проводники 
(проводимость с в я з а н а  со 
свободными э л ектрон ам и ) :  
/ — чистая  медь (остаточ 
н а я  проводимость н и ж е  
20° К  св яз ан а  с деф екта 
ми решетки) ; 2 — чистый 
свинец  (стан овится  с в е р х 
проводящим н и ж е  7 ,3 ° К ) .  
Полупроводники . 3 — 
графит (у глерод )  (поли
кр и сталл  ический ; моно
кр и ст ал л ы  анизотропны 
и в некоторых н а п р а в л е 
н и я х  проводят л учш е ,  чем 
в д р у г и х ) ;  4 — чистый 
германий; 5 — чистый 
кремний. Проводимость 
о су щ ествляется  и онам и, 
диффундирующими через  
твердое тело; 6 — хлори 
стый натрий; 7 — стекло.
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металлов можно описать некоей моделью «бильярдных шаров», 
становится наивным, если подумать о поразительном явлении сверх
проводимости. Многие металлы при низкой температуре начинают 
проводить таким образом, что проводимость должна быть бесконеч
ной! (И даже такое предположение на самом деле недостаточно для 
описания их поистине фантастических электрических свойств.)

На графике рис. 4.6 показана проводимость различных чистых 
веществ и ее зависимость от температуры. Главная цель графика — 
показать широкий диапазон величин и их поведение. Обратите вни
мание на то, что температура и проводимость нанесены в лога
рифмическом масштабе.

4.7. Сопротивление проводников

Если задано удельное сопротивление материала, то вычислить 
сопротивление R просто. Мы знаем (см. формулу (11)), что

Я =
дли н а-удельн о е сопротивление

(20)площадь поперечного сечения

Сопротивление R имеет смысл только для тока вполне определенной 
конфигурации. В случае проволоки смысл сопротивления не вызы
вает сомнений. В более общем случае объемного распределения тока

гг  \п

v> ю

! П

У

В) г)
Рис .  4 .7 . Пространство м е ж д у  медными цили ндрическими тр убкам и  заполнено графитом 
(а ,  б). Если сопротивление т р у б о к  пренебрежимо м ало ,  то то к  через графит идет в радиальном  
направлении. В противном с л у ч ае  линии то ка  при разном расположении з а ж и м о в  м о гут

в ы г л я д е т ь  к а к  па (в) или (г).

нельзя говорить о сопротивлении, пока не указано расположение 
«зажимов» (клемм), через которые ток входит и выходит из системы. 
Распределение плотности тока в объеме следует определить, исполь
зуя  наше фундаментальное соотношение J= o E .

В качестве примера рассмотрим прохождение тока через тело, 
показанное на рис. 4 .7 , а и б, состоящее из двух цилиндрических 
медных трубок, пространство между которыми заполнено графитом. 
Чему равно сопротивление между зажимами? Если сопротивление 
медных трубок для продольного тока очень мало по сравнению с со
противлением графита для радиального тока, то все равно, где ток 
входит и выходит из меди (т. е. где расположены зажимы), В этом
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случае мы можем предположить, что каж дая  медная трубка является 
эквипотенциальной поверхностью. В зглянув на график рис. 4 .6 , 
мы видим, что при комнатной температуре проводимости меди и гра
фита отличаются в 103 раз, так что это предположение, по-видимому, 
соответствует действительности, если только медные трубки не очень 
тонкие. Допустим, что между медными электродами приложена 
разность потенциалов V0. Чтобы определить электрическое поле 
в графите, вспомним, что поле между двум я заряженными ци
линдрами пропорционально 1 /г, поэтому мы полагаем E — k/r и 
определяем константу k из условия:

Г. гг
Vt = § E d r  = k ^  = k\ п ^ - .  (21)

Отсюда напряженность поля в графите при некотором значении 
радиуса г  равна

£ = п т г ^ ) ’ (22)
а плотность тока равна аЕ.  Полная площадь, через которую проте
кает ток при этом радиусе, есть 2л rL, так что полный ток равен

1 ==2п Ш 0 23
In (Г2/Г1)

Заметим, что он, как и должно быть, не зависит от г .  Сопротивление 
равно

* = 7 = ®4>
Предположим, что медные трубки были бы чрезвычайно тонкими 
и их сопротивление продольному току было бы не мало по срав
нению с сопротивлением графита. Мы не будем пытаться решить 
эту задачу, однако полезно подумать, как могли бы выглядеть 
линии тока в этом случае. На рис. 4 .7 , в и г  показано примерное 
распределение линий тока для двух  разных положений зажимов.

4 .8 . Электрические цепи и их элементы

Электрические устройства обычно имеют определенные зажимы, 
к которым можно присоединять провода. По этим проводам заряды  
могут втекать внутрь устройства и вытекать из него. В частности, 
если два и только два зажима присоединены проводами к какому-то 
стороннему объекту и если ток стационарен, а потенциалы всюду 
постоянны, то ток через эти два зажима должен иметь одинаковую 
величину и противоположное направление *). В этом случае мы мо

*) П редставим себе ток величиной 4а, втекающий через один зажим д в у х 
зажимного устройства, и ток в За, вытекающий из друго го  заж и м а. Но тогда 
объект накапливает положительные заряды  со скоростью 1 к/сек. Его потенциал 
должен очень быстро м еняться, а это не мож ет долго продолж аться. Следо
вательно , такой  ток не может быть стационарным, т . е. независящ им от времени.
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жем говорить о токе /, который протекает через наш объект, и о на
пряжении V «между зажимами» или «на зажимах», что означает раз
ность их электрических потенциалов. Отношение V/I для некоторого 
заданного I  есть некоторое число единиц сопротивления (омов, если 
V выражено в вольтах, а / — в амперах). Если во всех частях объек
та, по которому идет ток, выполняется закон Ома, то это число долж
но быть постоянным, независимо от тока. Это единственное число 
полностью описывает электрическое поведение объекта для стацио

нарного («постоянного») тока ме
ж ду данными зажимами. Этими, 
довольно очевидными, замечания
ми мы вводим простое понятие об 
элементе цепи.

Взгляните на пять ящиков на 
рис. 4.8. У каждого из них два за 
жима, а внутри — разные пред
меты. Если сдела ь любой из этих

Рис . 4 ,8 . Различные устрой ства ,  э к с и в а л е и т к ы а  д л я  постоянного  то ка  сопротивлению 65 о.ч. 
а )  Н нх р о м о вая  проволока № 40 длиной  28 см. 6) К а т у ш к а  эмалированного  медного провода 
Хз 28 д л я  магнитов длиной 1030 ф у т о з  (301 ,4  м.) и весом 1/2 ф у н т а  (227 г), в) Д в а  сопротивле
н ия  по 70 ом и одно сопротивление 30 ом. г) В ольф рам овая  ламп а  н а к а л и в а н и я  25  в т ,  \\Ъ в 
(холодн ая ) ,  д) 0,5  н-рнствор КС1 с электродам и  определенного разм ера  на определенном рас

стоянии.

ящиков частью электрической цепи, подсоединяя к зажимам про- 
вода, то мы обнаружим, что отношение разности потенциалов на за 
жимах к току, текущ ему по проводу, который мы соединили с заж и
мом, равно 65 ом. Мы скаж ем , что для каждого ящика сопротивление 
между зажимами равно 65 ом. Несомненно, это утверждение не 
может быть верным при всех возможных значениях тока и разности 
потенциалов. При увеличении разности потенциалов или напряже
ния на зажимах могут произойти многие вещи, в одних ящиках 
раньше, в других позже, и отношение напряжение/ток изменится.
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Вы, вероятно, догадаетесь сами, в каком ящике «неприятности» 
начнутся раньше. Тем не менее существует некоторый предел, ниже 
которого все они ведут себя линейно, и до этого предела (при ста
ционарном токе) все ящики одинаковы. Они одинаковы вот в каком 
смысле: если в какую-нибудь цепь входит один из ящиков, для по
ведения этой цепи неважно, какой именно ящик. Ящик эквивалентен 
сопротивлению (резистору) в 65 ом *). Обозначается он символом 
— СЗИг-— , и при описании схем, в которые составляющей частью 

входит ящик, мы заменяем его этой абстракцией. Теперь электриче
ская цепь или схема является собранием таких элементов, соединен
ных друг с другом проводами с ничтожным сопротивлением.

Рис. 4 .9 . Н еско л ьк о  соединенных м е ж д у  собой сопротивлений (а ),  схема соединений 
{б) и эквивалентное  сопротивление м е ж д у  парами точек (б) и (г).

Если взять схему, состоящую из многих соединенных вместе 
элементов, и выбрать в качестве зажимов дзе точки, то для этих 
зажимов мы можем считать всю схему эквивалентной одпому-едш сг- 
венному сопротивлению. Мы говорим, что цепь из физических объ
ектов на рис. 4.9, а изображается схемой на рис. 4.9, б. а для заж и
мов А1г А 2 эквивалентная цепь дается рис. 4.9, в. На рис. 4 .9 , г 
приведена эквивалентная цепь для зажимов В ,. Если всю эту 
связку  поместить в ящик, причем снаружи будет только эта пара 
выводов, то ящик нельзя будет отличить от сопротивления 57,6 ом. 
Все это верно при одном условии — допускаются измерения только 
на постоянном токе! Все, о чем мы говорили, связано с постоянными 
во времени токами и электрическими полями; если они не постоян

*) Термин сопротивление  (резистор) мы используем для обозначения реального 
объекта, предназначенного специально для этой цели. Например, «проволочное 
сопротивление 200 ом, 10 вгт представляет собой устройство, состоящее из катуш 
ки с проволокой на изолирующей подставке, с зажимами (выводами), предназна
ченное для использования в таком режиме, когда средняя рассеиваемая мощность 
не превышает 10 вт.
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ны,то поведение элемента Цепи может зависеть не только от его со
противления. Понятие эквивалентной цепи можно распространить 
от этих схем постоянного тока на системы, в которых ток и напря
жение меняются во времени. И именно там они наиболее полезны. 
Но сейчас мы не вполне готовы к исследованию этой области.

Ri

Я,

R=R1+RZ

Т

Ri
П

U J

Рис 4 .10 . П оследовательное 
соединение сопротивлений.

Рис. 4 .11 . П ар аллельн ое  сое
динение сопротивлений.

Скажем несколько слов о методах расчета эквивалентного со
противления цепей из отдельных элементов. Случаи последователь
ного и параллельного соединения элементов очень просты. Комбина
ция, наподобие показанной на рис. 4.10, представляет собой два 
сопротивления величиной R 1 n R 2, соединенных последовательно. 
Эквивалентное сопротивление равно

R = R,  +  R 2. (25)

Комбинация на рис. 4.11 представляет собой два сопротивления, 
соединенных параллельно. Вы сами сможете доказать, что эквива
лентное сопротивление в этом случае находится из соотношения

R Ri -5- ,  или R ■■ R 1 2̂
'Ях + д * '

(26)

Это — все, что требуется для обращения со схемами вроде пока
занной на рис. 4.12, которую, при всей ее запутанности, можно 
шаг за шагом свести к комбинациям последовательного или парал
лельного соединения. Однако простая схема рис. 4.13 не может быть 
исследована этим способом; здесь требуется более общий метод. Лю
бая мыслимая цепь из сопротивлений, по которой течет постоянный 
ток, должна удовлетворять следующим условиям:

1) Ток через каждый элемент должен быть равен напряжению на 
элементе, деленному на сопротивление элемента.

2) В узле цепи, т. е. в точке, где сходятся три или более прово
дов, алгебраическая сумма токов, втекающих в узел, должна рав
няться нулю (это — наше старое условие сохранения заряда (7)).

3) Сумма разностей потенциалов, вдоль любого контура цепи, 
начинающегося и кончающегося в одном и том ж е узле, равна нулю. 
(Это — следствие общего свойства электростатического поля: по 
любому замкнутому контуру j  E-cJs =  0 .^
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Эти условия, выраженные в алгебраической форме, дают для 
любой цепи точно такое число независимых линейных уравнений, 
которое необходимо для получения одного и только одного значения 
эквивалентного сопротивления между двумя выбранными узлами. 
Мы приводим это утверждение без доказательства.

о-С
3 :

JL

- J

Рис . 4 .12.  Упрощение сложной схемы , к о то р ая  состоит из последовательно и п ар ал л ел ьн о
соединенных сопротивлений.

Цепь постоянного тока из сопротивлений является линейной 
системой — напряжения и токи удовлетворяют системе линейных 
уравнений, выражающих условия 1), 2) и 3). Поэтому суперпозиция 
различных возможных состояний цепи тоже есть возможное состоя
ние. На рис. 4.14 показан участок цепи с определенными текущими 
по проводам токами 1и  /2, .. . и с 
определенными потенциалами в у з 
лах Vi, V2, ... Если другое возмож
ное состояние этого участка опи-

Р и с .  4 .13 . Схема моста. Ес н ель
з я  упростить , в противополож

ность  схеме на рис. 4.12.

Рис. 4 .14 . Токи и потенциа
лы  в у з л а х  цепи.

сывается некоторым другим набором токов и потенциалов, скажем 
1[, V[, . . . ,  то набор (/i+/0> •••> (V i+ FD . •" тоже является воз
можным состоянием, т. е. соответствующие суперпозиции токов и 
напряжений тоже будут удовлетворять условиям 1), 2) и 3). На этом 
утверждении основаны некоторые общие теоремы электрических 
цепей, интересные и полезные для инженеров-электриков.
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4.9. Рассеяние энергии при прохождении тока

При прохождении тока по сопротивлению происходит рассеяние 
энергии. Если для перемещения носителя заряда со средней ско
ростью v требуется сила F, то устройство, осуществляющее переме
щение, должно работать, отдавая мощность F v. Если электрическое 
поле Е движет ион с зарядом q, то F= gE  и скорость совершения ра
боты равна ^Е • v. Расходуемая энергия в конечном счете проявляется 
в виде тепла. В нашей модели ионной проводимости совершенно 
ясно, как  это происходит. При столкновениях ион приобретает 
наряду с импульсом добавочную кинетическую энергию. После од
ного или нескольких столкновений импульс переориентируется 
случайным образом, но кинетическая энергия иона не обязательно 
возвращается к нормальному значению. Чтобы это произошло, ион 
должен передать кинетическую энергию препятствию, которое его 
отклоняет. Пусть носитель заряда имеет много меньшую массу, чем 
атом, с которым он сталкивается. Когда маленький бильярдный шар 
сталкивается с тяжелым кегельным шаром, в среднем передается 
небольшая кинетическая энергия. Поэтому нон {бильярдный шарик) 
будет накапливать добавочную энергию, пока его средняя кинетиче
ская энергия не станет настолько большой, что средняя потеря энер
гии при столкновении будет равна энергии, полученной между 
столкновениями. Таким образом, после начального «нагревания» 
самих носителей заряда работа, выполняемая электрической силой 
при перемещении носителей, в конце концов, передается остальной 
среде в виде хаотической кинетической энергии или тепла.

Пусть стационарный ток / а  течет по сопротивлению величиной 
R ом. Каждую секунду разность потенциалов V в переносит I к 
заряда, причем V='lR. Следовательно, в 1 с ек  производится работа 
I'lR д ж  (1 к Л с=1 д ж  = 107 эрг).  Д ля мощности Р  (скорости выполне
ния работы) есть соответствующая единица: ватт, или вольт-ампер 
(1 в т = 1 дж/сск)

Р  =  I 2R.  (27)

Стационарный ток в цепи, естественно, требует какого-нибудь 
источника энергии, который способен поддерживать электрическое 
поле. До сих пор мы избегали вопроса об электродвижущей силе, 
изучая только части полной цепи; «батарея» оставалась за преде
лами картины. В разделе 4.10 мы рассмотрим некоторые источники 
электродвижущей силы.

4.10. Электродвижущая сила и гальванический элемент

В цепи постоянного тока источником электродвижущей силы я в 
ляется механизм, переносящий заряды в направлении, противопо
ложном тому, в котором их пытается двигать электрическое поле. 
Пример большой установки такого рода — электростатический гене
ратор Ван-де-Граафа (рис. 4.15). Если все происходит стационарно,
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ток по внешнему сопротивлению течет в направлении электрического 
поля Е и в этом сопротивлении энергия рассеивается (в виде тепла) 
со скоростью IVо или PR.  Внутри колонны генератора тоже сущест
вует электрическое поле, направленное вниз. Здесь носители заряда 
могут двигаться против поля, только если они сидят на непроводя
щей ленте. Они «приклеены» к ленте так  прочно, что не могут со
скользнуть по ней вдоль направленного вниз электрического поля. 
(Тем не менее их можно снять с ленты гораздо более сильным полем, 
локализованным на контактной щетке. Здесь нам нет необходимости 
рассматривать способы нанесения 
зарядов на ленту и съема их с ленты.)
Необходимая для движения ленты 
энергия доставляется снаружи — 
обычно с помощью включенного в сеть 
электромотора, однако для этого 
может служить бензиновый мотор 
или даж е человек, вращающий р у
коятку. По существу, генератор Вак- 
де-Граафа представляет собой батарею 
с электродвижущей силой, равной, в 
этих условиях, V0 в.

В обычных батареях перемещение 
носителей заряда в области, где элек
трическое поле обратно току, произ
водится с помощью химической энер
гии. Именно, положительный заряд  может двигаться к месту с 
более высоким электрическим потенциалом, если он при этом 
участвует в химической реакции, которая дает больше энер
гии, чем это требуется, чтобы взобраться на «электрическую 
горку».

Чтобы посмотреть, как  этот механизм работает, исследуем какой- 
нибудь гальванический элемент. Гальванический элемент — это 
первоначальное название химического источника электродвижу
щей силы. В опытах Гальзани, выполненных около 1790 г . , знаме
нитое сокращение лягушечьих ножек возвестило о химической ге
нерации электрического тока. Вольта был первым, кто доказал , 
что источником тока было не «животное электричество», как  думал 
Гальвани, а контакт разнородных металлов в цепи. Он пошел дальше 
и построил первую батарею — стопку элементарных ячеек, каж дая 
из которых состояла из цинкового и медного дисков, разделенных 
слоем влажного картона. Вольтов «столб», к ак  его назвали, был пер
вым практическим источником постоянного электрического тока. 
Существует много типов гальванических элементов, в том числе 
вездесущий «сухой элемент». Автомобильная батарея, если это 12- 
вольтовая батарея, состоит из шести соединенных последовательно 
свинцово-сернокислых элементов. Мы опишем другую разновид
ность элемента, нормальный элемент Вестона, химический со
став которого довольно прост. Кроме того, элемент Вестона имеет

Рис. 4 .15 . В генераторе В зн -де -Г рла -  
фа носители з а р я д а  п ерен осятся  ме
ханически б  направлении , обратном 
тому ,  в котором их  д ви гал о  бы э л е к 

трическое поле.
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большое значение в лаборатории, являясь эталоном при точных 
измерениях напряжения.

Один из видов элемента Вестона показан на рис. 4.16. Он состоит 
из Н-образного стеклянного сосуда, наполненного водным раство
ром сульфата кадмия, C dS04. В дно каждого плеча впаян внешний 
ввод, осуществляющий контакт с внутренними электродами. Левый 
внутренний электрод представляет собой «лужицу» чистой ртути, 
а правый — ту ж е ртуть, в которой растворен металлический кад
мий. (В ртути растворяется много металлов; такой раствор называет
ся амальгамой.) Слева над поверхностью ртути находится несколько 
кристаллов сульфата ртути, H g2S 0 4,— соединения, которое очень 
слабо растворяется в воде. М ежду внешними вводами существует 
разность потенциалов, причем левый ввод положителен по отноше
нию к правому. (Абсолютная величина потенциала не имеет значе

ния; здесь важны только раз
ности.) Вот к ак  работает такой 
элемент: часть ионов кадмия 
переходит из амальгамы в вод
ный раствор, причем каждый 
оставляет после себя два элек
трона, и амальгамный электрод 
приобретает значительный отри
цательный заряд. Однако этот 
ток прекращ ается, к ак  только 
в электроде оказывается столь
ко избыточных электронов, что 
производимое ими притяжение 
препятствует дальнейшему вы
ходу ионов кадмия.

Если теперь создать внешпий 
проводящий контур, соединив 

концы элемента сопротивлением, то электроны потекут от отрицатель
ного электрода к положительному. Это позволит новой порции ионов 
Cd++ перейти в раствор, а оставленные ими электроны просто 
пополнят отрицательный заряд этого электрода. В цепи будет течь 
стационарный ток, сопровождаемый миграцией ионов, замыкающей 
цепь внутри водного раствора. Тем временем кое-что происходит и на 
другом электроде. На рис. 4.17 показано, что творится при прохож
дении тока на каждой из двух  поверхностей раздела между электро
дами и раствором (электролитом). На рис. 4.17, а  ионы ртути Hg+ 
покидают раствор, встречаются с приходящими снаружи электро
нами и становятся нейтральными атомами ртути. В растворе новые 
ионы Hg+ возникают при растворении H g2S 0 4, причем одновременно 
в электролит добавляются новые сульфатные ионы. На рис. 4.17, б  
непрерывно идет диссоциация атомов кадмия, которые поступают в 
электролит уж е в виде ионов Cd+ + .

В результате, по существу, происходят удаление электронов из 
атомов кадмия и присоединение их к ионам ртути. Химик сказал  бы,
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Рис. 4.16. Элемент Вестона, и спользуем ый  
в качестве  эталона при точных и зм ер ен и ях  
н ап р я ж ен и я .  Это «ненасыщенный» элемент.  
В «насыщенном» элементе н ад  к а ж д ы м  э л е к 
тродом , кроме у к а з а н н ы х  компонент, имеется  
избыток нерастворснного C d S 0 4. / — водный
раствор  сульфата  к адм ия  Cd+ + S 0 4 -----,2  —
ам а л ь га м а  к адм ия  (кадмии, растворенный в 
рт у т и ) ,  3 — сульфат ртути  H g 2S 0 4 (очень 

слабо растворим), 4 — чистая  ртуть .



что кадмий окисляется, а ртуть восстанавливается. Элемент работает 
потому, что этот обмен энергетически выгоден. Относительная сила 
связи электронов в структуре атома кадмия и атома ртути такова, 
что, выражаясь фигурально, стремление атомов ртути присоединить 
электроны превосходит желание атомов кадмия удержать их. Заме
тим, что на каждой из по
верхностей раздела ионы дви
ж утся против электрического 
поля. Именно эти переходные 
слои, толщиной не более не
скольких ангстрем, соответ
ствуют ленте генератора 
Ван-де-Граафа.

Рассмотрим теперь изме
нения электрического потен
циала во всей системе как 
при протекании тока, так и 
в его отсутствие. На рис. 4.18 
по вертикали отложено изме
нение потенциала вдоль цепи, 
разомкнутой в одной точке.
Разность потенциалов на за 
жимах при разомкнутой цепи
есть электродвижущая сила элемента, обозначаемая £. Электриче
ское поле равно градиенту потенциала, взятому с обратным знаком. 
К ак в любом другом электростатическом поле, линейный интеграл 
от Е вдоль всего пути равен нулю. (Между прочим, уровень, на

Рис. 4 .17 . Здесь схематически  п оказан о ,  что 
происходит на поверхности полож ительного  
электрода  (а )  и на поверхности отрицательного  
электрода ,  ко гда  элемент Вестона соедин яется  

с внеш ней  н агр узк о й  (б).

Рис . 4 .18 . Распределение потенциала (•б) в р азо м кн утой  цепи (а) .  На оси потенциалов д л я  
потенциала  правого з а ж и м а  произвольно принято  н улевое  значение.

котором изображен потенциал электролита, произволен — его 
нельзя непосредственно измерить.)

На рис. 4.19 показано распределение потенциала в том случае, 
когда по внешнему сопротивлению течет ток. Внутри электролита 
есть электрическое поле, направленное в ту же сторону, что и ток. 
Раствор сульфата кадмия ведет себя подобно обычному омическому
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сопротивлению. Теперь разность потенциалов на зажимах меньше <£ 
из-за наличия внутреннего падения напряжения на электролите, 
а такж е, возможно, из-за добавочного сопротивления переходных 
слоев. Линейный интеграл от электрического поля по всей цепи по- 
прежнему равен нулю. Пусть в результате протекания тока через 
каждую точку цепи прошло Q кулонов заряда, тогда SQ  (если £  
выражено в вольтах) есть энергия в дж оулях, которая была рассеяна 
во внешней цепи и внутри элемента. Эта энергия получена из хими
ческой энергии элемента.

Цепочка реакций в элементе обратима. Это значит, что если вклю
чить в цепь навстречу элементу другой источник с большей электро
движущей силой, то ток потечет в обратном направлении п описан
ные процессы тоже будут протекать в обратном порядке. Именно это

Ф
Рис. 4 .19 . Распределение потенциала  (б) в сл уч ае ,  ко гда  по внешнему сопротивлению течет 
то к  (а).  Обратите внимание н а  падение потенциала  внутри  электроли та .  Это рассмотрение 
не го дится  д л я  элемента Вестона, испо льзуем ого  в качестве  эталона . Эталонный элемент при

меняется  в у с л о в и я х ,  ко гда  п ротекает  весьма слабый ток.

происходит при зарядке батареи аккумуляторов. В обычном «сухом 
элементе» при разряде наступают некоторые необратимые изменения, 
делающие невозможным обращение процесса.

Электродвижущая сила элемента зависит от свойств атомов. 
Ее значения близки к одному вольту, потому что энергии связи 
внешних электронов в атоме лежат в диапазоне нескольких элек
трон-вольт, а в электродвижущей силе проявляется, по сущ еству, 
разность этих энергий связи. Электродвижущая сила темного 
зависит от температуры, и правильная трактовка электрохимиче
ских процессов является задачей термодинамики. В физической хи
мии это — центральный отдел. Строго говоря, во всех этих процес
сах участвует не энергия, а так  называемая свободная энергия, но 
здесь мы не станем разбираться в различии этих термодинамических 
понятий.

Сам элемент Вестона используется не как источник электриче
ской энергии, а скорее как  эталон разности потенциалов. Ситуация, 
изображенная на рис. 4 .19, когда течет настолько сильный ток, что 
выходное напряжение падает приблизительно на 1 0 %, была бы
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грубым злоупотреблением по отношению к такому эталонному эле
менту. Электродвижущая сила элемента Вестона воспроизводима в 
высокой степени. В несколько другом варианте, когда водный раст
вор насыщен избыточным сульфа
том кадмия в области обоих элект
родов, электродвижущая сила при 
20° С равна 1,0183 е. Применяя 
в качестве эталона элемент Весто
на и подходящий потенциометр, 
можно надежно измерять разность 
потенциалов с точностью до одной 
миллионной.

По отношению к внешней цепи 
элемент вполне можно представ
лять в виде эквивалентной схемы, 
состоящей из источника электрод
вижущей силы <§, соединенного по
следовательно с некоторым внутрен
ним сопротивлением R(. Присоединение к внешнему сопротивлению 
R дает в результате ток

/ =  —®__
iR  +  R i ) '

как  это показано на рис. 4.20.

■23 N

|

*>?
______________________________________

1 " “Т_______
1

/

==-8 -
■ "■ ' О

=■$

а) б)

R

Рис. 4 .20 . а )  Э кв и в ал ен т н ая  сх ем а  г а л ь 
ванического  элемен та  — сопротивление 
R i ,  включенное п оследовательно  с и с 
точником эл ект р о дв и ж ущ е й  силы, имею
щей определенное значение ( § .  и) Расчет  
то ка  в цепи с гальван ически м  элементом:

I =  $ / ( R  + R l ) ,  V = £ - I P H .

4.11. Переменные токи в конденсаторах и сопротивлениях

Пусть конденсатор, емкость которого С, заряжен до некоторого 
потенциала У0- Будем разряжать конденсатор, соединив его с кон
цами сопротивления R.  На рис. 4.21 показаны конденсатор, обозна
ченный, как  принято, символом -----1|—  , сопротивление R  и
выключатель, который мы замкнем в момент времени ^=0. Ясно, 
что по мере протекания тока конденсатор будет постепенно терять 
свой заряд, напряжение на конденсаторе будет уменьшаться, а это 
в свою очередь приведет к уменьшению тока. Чтобы увидеть, что, 
собственно, происходит, достаточно только выписать условия, кото
рым подчиняется цепь. Пусть Q — заряд  на конденсаторе в любой 
момент, V — разность потенциалов на его пластинах, равная на
пряжению на конденсаторе. Пусть I  — ток, считаемый положитель
ным, если он течет от положительной пластины конденсатора. Все 
эти величины, являющиеся функциями времени, должны быть свя 
заны следующим образом:

Q=CV, 1 = ^ ,  - ^  =  /. (28)

Исключая / и V, получим уравнение, управляющее изменением Q 
во времени:

i f — ж -  <29>
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Записав его в виде
dt
RC ’

мы можем проинтегрировать обе части, что дает
tIn Q RC

(30 )

(31)

Поэтому решение нашего дифференциального уравнения выглядит 
так:

Q =  (д р угая  константа)-е~^'я с . (32)

Мы говорили, что при t=0  V~~ V0, поэтому при t —0 Q=CV0- Это 
определяет константу, и теперь мы знаем поведение Q после замыка
ния цепи:

Q =  O V -*/ *c . (33)

Теперь легко получить выражение для тока:

1 = - ' - dQ Хлр-чяс  
dt R (34)

R

При замыкании выключателя ток мгновенно возрастает до вели
чины Vo/R, а затем экспоненциально спадает до нуля. Характерное

время этого спада есть константа RC. 
Нас не должно удивлять, что произве
дение сопротивления и емкости имеет 
размерность времени, так  как  мы знаем, 
что С имеет размерность длины, и мы 
уж е отмечали, что произведение «со
противления х  длина» имеет размер
ность времени. Часто говорят о «по
стоянной времени RC» для цепи или 
для ее части.

В практической системе единицей 
емкости является фарада. Конденсатор 
емкостью в одну фараду несет заряд в 
один кулон при разности потенциалов 
в один вольт. Если R выражено в омах, 
а С — в фарадах, то произведение RC 
есть время в секундах. Чтобы ^это про
верить, заметим, что ом — вольт/ампер =  
вольт -сек/кулон, а фарада  =  кулон/вольт. 
Если цепь рис. 4.21 сделать из конден
сатора емкостью 0,05 мкф и из сопро
тивления 5 Мом,  что легко найти в 
любой лаборатории, мы будем иметь 
RC=5-  10s -0 ,05 -10-6 с ек,  или 0,25 сек. 

Вообще в любой электрической системе, составленной из заря
женных проводников и путей тока, обладающих сопротивлением,

Q

ч .
t  —

Замыкание ключ&
Рис. 4 .21 . З а р я д  и то к  в цегги 
с емкостью С й сопротивлением 
R .  З а  врем я  R C  з а р я д  у м е н ь 

ш ается  в  е раз .
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один из временных масштабов (но, может быть, не только один) 
для процессов внутри системы задается неким произведением ем
кости на сопротивление. Это относится к нашему недавнему наблю
дению относительно размерности удельного сопротивления. Пред
ставим себе конденсатор с пластинами площадью А и зазором между 
ними s. Его емкость С равна Л/(4яя). Теперь вообразим, что про
странство между пластинами внезапно заполняется проводящей 
средой с удельным сопротивлением р. Чтобы обойти вопрос о том, 
как  это может повлиять на емкость, предположим, что среда — это 
очень слабо ионизованный газ; вещество с такой низкой плотностью 
едва ли вообще повлияет на емкость. Возникшая проводящая пере
мычка будет разряжать конденсатор так  ж е эффективно, как и внеш
нее сопротивление на рис. 4.21. К ак быстро будет это происходить? 
Сопротивление перемычки R равно ps/A. Следовательно, постоянная 
времени RC  есть (ps/A) (A/4ns)=p/4n. Это время не зависит от 
свойств и абсолютных размеров емкости. Здесь мы просто имеем 
постоянную времени для процесса перераспределения заряда, т. е. 
для релаксации (затухания) электрического поля в проводящей сре
де. На самом деле для описания этой ситуации нет надобности в пла
стинах конденсатора. Если в проводящей среде поместить два слоя 
зарядов друг против друга, то они вскоре исчезнут, электрическое 
поле —• тоже, а среда вернется к постоянному потенциалу. Время 
релаксации определяется удельным сопротивлением р. Например, 
если наш слабо ионизованный газ имеет удельное сопротивление 
108 ом-см,  время релаксации должно быть около 10 мксек.

Припомним, что по-настоящему хорошие проводники, например 
металлы, имеют удельное сопротивление порядка 10“5 ом-см,  что 
приводит, как  мы теперь видим, к времени релаксации порядка 
10~18 сек. Подобное число должно возбуждать подозрения. Можно 
ли его в самом деле интерпретировать как  время, необходимое для 
рассеяния сконцентрированной в проводнике энергии? Прежде всего 
заметим, что оно значительно короче любого времени между соуда
рениями, или же времени потери корреляции, которое мы могли 
бы вывести из нашей модели проводимости. Из формулы (19) мы 
получили, что для металлического натрия при комнатной темпера
туре т = 3 -1 0 -14 сек. По-видимому дело в том, что для быстро про
текающих явлений мы вообще не можем пользоваться значением 
удельного сопротивления для постоянного тока р. Тем самым ста
вятся под сомнение всякие количественные оценки времени релак
сации.

Существует, однако, еще более глубокое основание подозревать, 
что история не кончена. Это—тот любопытный факт, что наше время 
электрической релаксации т=р/4л;, по-видимому, не зависит от раз
меров участвующей в релаксации области. Все это прекрасно, покуда 
область достаточно мала, но если при некотором конечном времени 
релаксации т наша область хотя бы в одном направлении больше 
произведения т на скорость света, тогда релаксация должна означать 
распространение перестройки зарядов со скоростью, большей с. Это
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несовместимо с теорией относительности. Таким образом, сразу 
видно, что если поведение электрических зарядов и полей должно 
согласоваться с постулатами специальной теории относительности, 
то в картину следует включить кое-что новое. Это и будет темой сле
дующих глав.

З а д а ч и
4.1. Упражнение на плотность тока. Имеется 5- Ю10 двухзар ядны х положи

тельных ионов на 1 смя. Все они дви ж утся на запад со скоростью 107 см!сек. В той 
ж е области имеется 1011 электронов на 1 сиг3, движущ ихся на северо-восток со ско
ростью 108 см/сек. (Не спрашивайте, к а к  это им удается!) Каково напг авление 
плотности тока J ?  К акова ее величина в единицах СТСЭ„!сек-см2 и в амперах на 
квадратный сантиметр? О т в е т .  48,8° к  юго-западу; 5,14- 10э ед. СТСЭа!сек-см?; 
1,71 а! см2.

4.2. Ток, созданный движущимися  по орбите электронами. В электронном син
хротроне на 6 Бэв  электроны дви ж утся по приблизительно круговой орбите дли
ной 240 м. Во время цикла ускорения на этой орбите обращается обычно около 
I011 электронов. Скорость электронов практически равна скорости света. Чему 
равен ток? Мы приводим эту  простую задачу, чтобы подчеркнуть, что в нашем оп
ределении тока, к ак  скорости переноса заряда , вовсе не требуется, чтобы носители 
были нерелятивистскими, и, кроме того, не сущ ествует правила, запрещающего 
считать, для вклада в ток, данную заряженную  частицу много раз в секун ду . 
О т в е т .  0,020 а.

4.3. Механическое перемещение заряда .  В электростатическом генераторе 
Ван-де-Граафа прорезиненная лента шириной 3 0 см движется со скоростью 20 м/сек. 
Около нижнего шкива ленте сообщается поверхностный заряд , причем поверхност
ная плотность заряда настолько велика, что создает по обеим сторонам ленты поле в 
40 ед. СГСЭу/см. Чему равен ток в миллиамперах? О т в е т .  0,127 та.

4 .4 . Поток электронов в вакуумном диоде. Рассмотрим вакуум ны й диод с 
плоскопараллельными катодом и анодом, к а к  на рис. 4 .2 . Расстояние м еж ду к а 
тодом и анодом равно 5 см, площадь каж дого электрода А см2, а ток электронов, 
испускаемых с катода и движ ущ ихся к  аноду, составляет I ед. СГСЭ^/сек. По
тенциал катода возьмем равным нулю, а потенциал анода поддерживается равным 
+  F 0 ед. СГСЭу. К акова скорость электрона v  и плотность пространственного за
ряда р в функции расстояния от катода х? Пусть ток настолько слаб, что на элек
трическое поле пространственный заряд  не влияет, а электроны покидают катод с 
нулевой начальной скоростью.

4.5. Скорость дрейфа электронов проводимости в металле. Если предполо
ж ить, что число электронов проводимости в металле, например в серебре, равно 
числу атомов, то какой будет скорость дрейфа электронов проводимости в сереб
ряной проволоке диаметром 1 мм, по которой идет ток 30 а? Д айте приблизитель
ный ответ; возьмите примерные значения необходимых для вычисления констант, 
если их нет в наших таблицах. О т в е т .  1>лй0,4 см!сек.

4.6. Ионная проводимость воздуха. Контейнер, наполненный воздухом при 
комнатной температуре и давлении, освещается пучком рентгеновских лучей, ко
торые ионизуют небольшую часть молекул. Отрицательными ионами являю тся 
молекулы 0 2 с прилипшими к  ним добавочными электронами, по одному на каж дую  
молекулу. В этой задаче можно считать, что все молекулы имеют одинаковый 
молекулярный вес, промежуточный между 0 .2 и N2. Пусть размеры контейнера 
10Х 10X 2 см3, и предположим, что стенки 10Х 10 см2 сделаны из металла, а ос
тальные — из изолирующего материала. К проводящим стенкам приложена э . д . с. 
величиной 1000 в, вызывающая ток 1 ,5 -10~6 а. К акова проводимость этого слабо 
ионизованного газа? Если принять, что средняя скорость ионов 5 -104 см/сек, а 
средняя длина свободного пробега 10~6 см, то каково среднее время м еж ду столк
новениями? К акая  часть k молекул газа  ионизована? (Пусть число положитель
ных и отрицательных однозарядных ионов одинаково.) О т в е т .  0 = 2 7  с е к -1 ; 
k=l,2A0~n .
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задаче 4.7.

4.7 . Простая задача на удельное сопротивление. Экспериментатор хочет при
готовить слой алюминия толщиной 50 А , испаряя в вакуум е  алюминий на чистую 
поверхность стекла. Сначала он наносит довольно толстый слой, оставляя в центре 
чистую полоску, закрытую  маской. Потом, используя другую  м аску , он напыляет 
на стекло поперек зазора полоску той ж е ширины. Одновременно толстые слои 
используются к а к  выводы для измерения сопротивления. При какой величине 
сопротивления испарение следует остановить?
(Удельное сопротивление чистого алюминия при 
комнатной температуре равно 2 ,8 3 -10~6 ом-см.)
О т в е т .  i?= 5 ,6 6  ом.

4.8  Сопротивление составного проводника.
Чистое железо имеет удельное сопротивление 
1 0 ,0 -10—0 ом-см  при 20°t. Удельное сопротивле
ние меди при этой температуре 1 ,7 7 -Ю~в ом-см.
Рассмотрим два разных составных проводника.
К аждый имеет длину 1 м и квадратное попе
речное сечение со стороной 0,8 см. Проводник 
А состоит из соединенных концами прутков 
прямоугольного сечения из железа и меди дли
ной 50 см. Проводник В состоит из прутков 
меди и ж елеза сечением 0 ,4X 0 ,8  см2 и длиной 
1 м, прижатых друг к  др угу  с боков. Каково 
сопротивление обоих проводников в омах, изме
ренное м еж ду концами, на длине 1 м? Если по проводнику А течет постоянный 
ток , в каком материале будет больше рассеяние мощности? Ответьте на тот же 
вопрос для стержня В. О т в е т .  #Л= 9 ,2 -1 0 -4  ом; RB~5,53-10-i  ом.

4 .9  Вопрос для обсуждения .  Если растянуть медную проволоку, сделав ее 
длиннее на 0 ,1% , то насколько изменится ее сопротивление? Какие предположе
ния е ы  сделаете относительно поведения меди при деформации?

4.10. Ток в проводящей среде больших размеров. Д ва  электрода — металличе
ские шары диаметром 30 см — подвешены в глубине океана на изолированных 
кабелях . Ш ары висят на глубине 60 м. Расстояние между ними по горизонтали 
300 м. Цепь замыкается изолированным кабелем, идущим к  кораблю, который 
стоит над одним из шаров. Принимая проводимость морской воды равной 
0 ,04 (ом - см )-1, оцените ожидаемое сопротивление этой цепи. Прежде всего вы 
должны решить, чем, главным образом, обусловлено сопротивление океана по 
пути м еж ду шарами: областью в непосредственной близости от шаров или ж е  всем 
огромным объемом океана. Д л я уяснения вопроса можно рассмотреть сопротивле
ние м еж ду двум я концентрическими сферами, одна из которых имеет много боль

ший радиус, причем пространство между ними запол
нено однородной средой. Кроме того, вы можете нари
совать линии тока в океане между шарами. Этот воп
рос о сопротивлении цепи, одной из частей которой 
является зонд из проводника, опущенный в плохо 
проводящую среду, важен не только в геофизике, но 
и во многих физиологических исследованиях.

4.11. На схеме (см. рисунок) дано сопротивле
ние R0. К аким должно быть значение Rlt чтобы вход
ное сопротивление м еж ду зажимами было равно i?c?
О т в|£®*-81*=У?0/кЗГ

4.12. Когда батарея с неизвестным напряжением V, не имеющая внутреннего 
сопротивления, присоединяется к  концам сопротивления R, амперметр в цепи 
показывает ток 4 а. Когда последовательно с R включается сопротивление 10 ом, 
ток падает до 3 а. Чему равны величины R и V? Если батарея имеет внутреннее 
сопротивление R[, то какой набор опытов требуется для определения R, V и R fi

4.13. П окаж ите, что если батарея с фиксированной э . д. с. $  и внутренним 
сопротивлением Ri соединена с переменным внешним сопротивлением R, то при 
R = R i  на внешнем сопротивлении выделяется максимальная мощность.

4.14. К некоторому прибору, находящ емуся внутри цилиндра высокого 
давления, необходимо подводить тепло с весьма постоянной скоростью. Во время

К  задаче  4.11.
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опыта меняется давление, и это вызывает некоторое изменение сопротивления 
любой проволоки, используемой в качестве нагревателя. На рисунке показана 
простая схема, помогающая в подобной ситуации. Сопротивление R3— это обмотка 
нагревателя, помещенная внутри цилиндра высокого давления. Rx и R2— фик
сированные сопротивления, которые находятся снаружи и могут считаться по
стоянными. V0— постоянное приложенное напряжение. Идея заклю чается в том, 
чтобы сделать в первом приближении рассеиваемую на сопротивлении Rs мощ
ность независимой от его величины. Возможность этого видна из следующих сооб
ражений. Если Ra стремится к нулю, рассеиваемая на нем мощность должна стре
миться к  нулю, поскольку ток ограничивается величиной Rv  С другой стороны, 
если R3 бесконечно растет, мощность тоже стремится к нулю, поскольку напря
жение на R3 ограничено. Где-то посередине должен быть максимум. Ваша зада
ча — отыскать этот максимум, т. е. найти такое соотношение между Rlt R2 и R3, 
при котором достигается ж елаем ая нечувствительность мощности к изменениям 
сопротивления R3.

4.15. В показанной на рисунке схеме моста указаны  сопротивления R j .......... R$
и ток /о, втекающий слева и вытекающий справа. Решение этой цепи заклю чается 
в определении токов во всех ветвях . На рисунке этим пяти неизвестным токам 
приписаны стрелками произвольные направления. Если на самом деле в какой- 
нибудь ветви гок течет обратно направлению стрелки, то о каж ется, что он имеет 
отрицательную величину. Д л я  каждой из четырех точек соединения, или узлов, 
справедливо уравнение типа /0— 1Л — /3=  0. Выпишите эти уравнения и пока
ж ите, что только три из них независимы. Применяя условие 3) раздела 4.8 к двум 
контурам, получите еще два уравнения. (Заметим, что можно насчитать три кон
тур а , но только два уравнения для контуров независимы.) Теперь у  вас пять неза
висимых уравнений с пятью неизвестными, и остается только призвать на помощь 
алгебру. Когда вы получите решение, хороший способ его проверки — положить 
одно или несколько из R равными нулю. Тем самым схема моста сводится к  простой 
схеме, в которой распределение токов очевидно. Например, чему будет равно/ , 
если #5= 0?

4.16. Задача, из которой видно, почему мы обычно считаем, что вытекающий из 
участка цепи ток равен втекающему току. В качестве иллюстрации к сноске на 
стр. 139 рассмотрим «черный ящ ик», представляющий собой куб с ребром 10 см, 
с двум я зажимами. Зажимы соединены проводами с некоторой наружной цепью, 
в остальном ж е ящик хорошо изолирован. Через этот элемент цепи протекает 
ток приблизительно в один ампер. Предположим теперь, что втекающий и выте
кающий токи отличаются на одну миллионную. Сколько приблизительно времени 
потребуется ящ ику, чтобы его потенциал возрос на 1000 в, если ничего не пред
принимать? О т в е т .  т я » 6 - 1 0 -3 сек.

4.17. Изменения энергии в цепи RC. Вернитесь к приведенному в тексте при
меру разряда конденсатора С через сопротивление R и покажите, что полная р ас
сеянная в сопротивлении энергия равна энергии, первоначально запасенной в 
конденсаторе. Предположим, что вам возражаю т так : ведь конденсатор в действи
тельности никогда не разряж ается целиком, потому что Q становится равным н у
лю только при t =  оо. К ак вы ответите на это возражение? При некоторых р азум 

К задаче 4.14. К задаче 4.15.
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ных предположениях вы сможете найти время, за которое заряд  спадет до одного 
электрона.

4 .18 . Приблизительно кр углая  м аленькая частица графита диаметром около 
10 мкм падает в вакуум е , пересекая пучок протонов с энергией 3 кзв. (Ее стр ях
нули с поверхности, находящейся в нескольких сантиметрах над верхним краем 
п учка.) Пучок движущ ихся горизонтально протонов несет ток 10 ма, равномерно 
распределенный по круглому сечению радиусом 2 см. Будем считать, что трехки- 
ловольтные протоны не могут пройти 10 мкм графита, поэтому каждый попадающий 
в графит протон застревает в нем. К ак  по-вашему, что произойдет с частицей 
графита? Есть несколько вопросов, о которых следует подумать. Сколько прото
нов должна захватить частица, чтобы ее потенциал стал достаточным для оттал
кивания остальных протонов? Сколько (приблизительно) времени это займет: 
больше ли, чем нужно частице, чтобы пересечь весь пучок при падении? Приоб
ретет ли частичка сколько-нибудь заметную скорость в горизонтальном направ
лении? Сильно ли она нагреется? Сможет ли подобный пучок протонов, направ
ленный вертикально вверх, поддерживать частичку графита в вакуум е? (3 а- 
м е ч а н и е  о б  е д и н и ц а х .  В этой задаче, к ак  и в большинстве задач пов
седневной физики, приходится иметь дело с величинами, выраженными в самых 
разнообразных единицах. Некоторые величины надо переводить, причем годится 
любая единая система — та, которая каж ется  наиболее отвечающей сущ еству 
задачи, или та , которая требует минимума пересчетов, или ж е просто система, 
которую вам легче вспомнить. Поскольку мы часто выражали емкость в единицах 
СГСЭ, что отвечает заряду в единицах СГСЭд и потенциалу в единицах СГСЭу, 
то и для данного обсуждения можно использовать единицы системы СГСЭ. В этой 
системе единицей емкости является  сантиметр. Вам нужно пересчитать миллиам
перы в единицы СГСЭд/сек и вспомнить, что ЗСО в составляет 1 ед. СГСЭу. Но можно 
такж е  работать и в практических единицах; тогда придется выражать емкость час
тички в фарадах.)

4 .19 . Вопрос для обсуждения .  Кто-нибудь может сказать , что скорость носи
телей заряда ограничивает быстроту перераспределения зарядов в проводнике. 
Рассмотрим, однако, незаряженный металлический прут, на один конец которого 
внезапно помещают заряд + 1  ед. СГСЭ^, а на другой — 1 ед. СГСЭд. К ак  долго 
должны реально двигаться заряды , чтос.ы снова сделать прут нейтральным? Или 
рассмотрим следующую ситуацию. Протон с энергией 10 Мэе, который, к а к  легко 
подсчитать, имеет скорость около 4 ,5 - 109 см/сек, движется параллельно поверх
ности медной пластинки в 1 мм от нее. Скорость электронов проводимости в меди 
едва ли превышает 108 см!сек. К ак  вы думаете, будет наведенный поверхностный 
заряд  следовать за движением протона или отстанет?



Г Л А В А  5

п о л я  д в и ж у щ и х с я  з а р я д о в

5.1. От Эрстеда до Эйнштейна

Зимой 1819/20 г. Ганс Христиан Эрстед читал в Копенгагенском 
университете студентам старших курсов лекции по электричеству, 
гальванизму и магнетизму. Электричество  означало тогда электро
статику; гальванизмом назывались явления, вызываемые постоянным 
током, получаемым от батарей,— этот раздел возник в результате 
случайного открытия Гальвани и последующих опытов Вольта; 
магнетизм  имел дело с давно известными свойствами железных руд, 
со стрелкой компаса, с земным магнитным полем. Кое-кто чувство
вал , что между гальваническим током и электрическими зарядами 
должна существовать связь , хотя прямых доказательств этого не 
было, если не считать того, что оба явления вызывали у  человека 
сильные ощущения. С другой стороны, казалось, что магнетизм и 
электричество не имеют между собой ничего общего. У Эрстеда была, 
однако, быть может смутная, но неотвязная мысль о том, что магне
тизм, к ак  и гальванический ток, может оказаться одной из «скрытых 
форм» электричества. В поисках такой связи он попытался проде
лать перед аудиторией опыт с пропусканием тока через проволоку, 
подвешенную над стрелкой компаса под прямым углом к ней. Опыт 
не дал никакого эффекта. После лекции что-то побудило его продол
жить опыт, но с проволокой, параллельной стрелке компаса. Стрел
ка сильно отклонилась, а когда гальванический ток был пущен в 
обратном направлении, она отклонилась в другую сторону!

Научный мир был вполне готов к восприятию этого откровения, 
и как  только весть о нем достигла других лабораторий, заработал 
фермент опытов и открытий. Прошло немного времени и Ампер, 
Фарадей и другие произвели полное и точное исследование маг
нитного действия электрических токов. Открытие Фарадеем элек
тромагнитной индукции, имевшее фундаментальное значение, про
изошло менее чем через 12 лет после опыта Эрстеда, тогда к ак  за 
два столетия после опубликования в 1600 г. великой работы Уильяма 
Гильберта «De Magnete» человеческое понимание природы магне
тизма не продвинулось ни на шаг! Из этих экспериментальных от-
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крытий Biu росла затем полная классическая теория электромагне
тизма. М аксвелл придал ей математическую формулировку, а Герц 
в 1888 г. блестяще подтвердил ее экспериментально, показав су 
ществование электромагнитных волн.

Специальная теория относительности уходит своими историче
скими корнями в электромагнетизм. Лоренц, исследуя электродина
мику движущ ихся зарядов, очень близко подошел к окончательной 
формулировке Эйнштейна, и великая работа Эйнштейна, появив
ш аяся в 1905 г ., была озаглавлена не «Теория относительности», а 
«Об электродинамике движущ ихся тел». Сегодня в постулатах теории 
относительности и в их следствиях мы видим широкую картину, 
охватывающую все физические законы, а не только законы электро
магнетизма. Мы требуем, чтобы любая полная физическая теория бы
ла релятивистски инвариантной. Рассказ о событиях должен звучать 
одинаково во всех инерциальных системах отсчета. Случилось так , 
что в физике, задолго до того как  осознали важность релятивистской 
инвариантности, уж е существовала одна релятивистски инвариант
ная теория — теория электромагнетизма М аксвелла. Могли ли 
возникнуть идеи специальной теории относительности в отсутствие 
полной теории электромагнитного поля — это вопрос для историков 
науки; возможно, на него не будет ответа. Мы можем только ск а 
зать, что в действительной истории путь, ведущий от стрелки ком
паса Эрстеда к постулатам Эйнштейна, обозначен довольно ясно.

В этой и в следующей главе мы проследим этот путь почти в об
ратном направлении. Это не означает пренебрежения к истории. Мы 
полагаем, что человеку, интересующемуся историей этих великих 
открытий только поможет ясное представление о глубокой связи 
между электричеством и магнетизмом. Эту связь можно легко и не
посредственно обнаружить, взглянув на то, что мы уж е знаем об 
электрическом заряде и электрическом поле с точки зрения специ
альной теории относительности. Но перед этим сделаем обзор неко
торых явлений, которые мы попытаемся объяснить.

5.2. Магнитные силы

Д ва параллельных провода, по которым текут одинаково на
правленные токи, притягиваются друг к другу . Сила, приходящаяся 
на единицу длины любого из проводов, пропорциональна произве
дению обоих токов и обратно пропорциональна расстоянию между 
проводами (рис. 5 .1, а). Перемена направления одного из токов пре
вращает силу притяжения в силу отталкивания. Так, два куска 
провода на рис. 5.1, б,  являющиеся частью одной цепи, стремятся 
разойтись. М ежду двумя нитями с постоянным электрическим током 
существует нечто вроде «действия на расстоянии». Оно не имеет 
ничего общего с каким-либо статическим электрическим зарядом на 
поверхности проволоки. Такие заряды могут существовать и про
вода могут находиться под разными потенциалами, однако сила, 
о которой мы говорим, зависит только от движения зарядов по
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проводам, т. е. от двух  токов. М ежду проводами можно вставить 
лист металла — это никак не повлияет на нашу силу (рис. 5.1, в). 
Новые силы, возникающие только от движения зарядов, называются 
магнитными силами.

Металличес/аи

Рис. 5 .1 . а)  П араллельн ы е  провода с токами  оди накового н ап р ав л ен и я  п ри тяги в аю тся .  
б) П ар аллельн ы е  провода с тока.ми противоположного н ап рав лен и я  оттал ки в аю тся ,  в) Ме
т а л л и ч е с к а я  пластинка  (лист),  помещ енная  м е ж д у  проводами, не в л и я е т  на силы м е ж д у

ними.

Стрелка компаса Эрстеда (рис. 5.2, а) мало похожа на цепь по
стоянного тока. Однако то, о чем первым догадался Ампер, теперь 
известно всем: намагниченное железо наполнено непрерывно дви
жущимися зарядами — электрическими токами в атомном масштабе. 
Тонкая катуш ка проволоки, по которой течет ток от батареи

Рис.  5.2.  Ток в проводнике оди наково  д ей ствует  на с т р е л к у  ко м п аса  (а )  и на к а т у ш к у
провода с током (б).

(рис. 5.2, б), ведет себя под влиянием проходящего вблизи тока точ
но так  же, как и стрелка компаса. Наблюдая вместо провода с током 
движение свободных заряженных частиц, мы не обнаружим разли
чия. Электроны в катодно-лучевой трубке, обычно движущиеся 
прямолинейно, отклоняются к проводу с током или от него, в зави
симости от направления тока в этом проводе (рис. 5.3). В лаборато
рии вы уж е познакомились с этим явлением и знаете, что взаимодей
ствие токов с другими движущимися зарядами можно описать, введя
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магнитное  поле. (Вспомните, что электрическое поле было просто 
способом описания «действия на расстоянии» между неподвижными 
зарядами, которое выражается законом Кулона.) Мы говорим, что 
электрический ток сопровождается магнитным полем, которое про
низывает окружающее пространство. Другой ток или же любая 
движущ аяся заряженная частица, находящ аяся в этом поле, испы
тывает действие силы, пропорциональной величине магнитного 
поля в этой точке. Д ля заряженной частицы направление этой 
силы всегда перпендикулярно к скорости частицы. Полная 
сила, действующая на частицу с зар я 
дом q, дается выражением

F =  9E ^ f v X B ,  ( 1)

где В — магнитное поле.
Мы используем уравнение (1) как  

определение В .Магнитное поле В есть 
вектор, с которым связана та часть 
силы, действующей на движущийся 
заряд, которая пропорциональна его 
скорости. Другими словами, приказа
ние: «Измерить направление и величину 
вектора В в таком-то месте»— требует 
выполнения следующих операций. Н е
обходимо иметь частицу с известным 
зарядом q и измерить силу, действую
щую на неподвижный заряду . Это даст 
нам величину Е. Затем измерим силу, 
действующую на частицу, когда ее скорость равна v; повторим 
эти измерения, придав v какое-нибудь другое направление. Н а
конец, найдем В, которое обеспечивает выполнение уравнения (1) 
для всех выполненных измерений,— это и будет магнитное поле в 
интересующей нас точке.

Ясно, что это ничего не объясняет. Почему уравнение (1) спра
ведливо? Почему всегда можно найти В, удовлетворяющее при всех 
возможных скоростях такому простому соотношению? Мы хотим 
понять, почему существует сила, пропорциональная скорости. То, 
что эта сила в точности пропорциональна v, а действие электриче
ского поля совсем не зависит от v, является замечательным фактом! 
На следующих страницах мы увидим, почему это происходит.

5.3. Измерение заряда во время движения

Что нужно сделать, чтобы измерить величину электрического 
заряда движущейся частицы? Пока не разрешен этот вопрос, бес
смысленно говорить о том, как движение влияет на сам заряд. Заряд 
можно измерить только по явлениям, которые он вызывает. Покоя

Рис.  5 .3 . Пример п р и т я ж е н и я  
токов одинакового н ап р авл ен и я  
(ср. с рис. 5 .1 , а),  Это я влен и е  
можно описать к а к  отклонение 
п уч ка  электронов магнитным 

полем.
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щийся точечный заряд Q можно измерить, определяя силу, действую
щую на пробный заряд  q, находящийся на определенном расстоянии 
(рис. 5.4, а). Она подчиняется закону Кулона. Но если заряд, кото
рый мы хотим измерить, движется, то мы оказываемся на зыбкой 
почве. Теперь в пространстве существует выделенное направление — 
мгновенное направление движения. Может оказаться, что сила, дей

ствующая на пробный заряд q, 
с  зависит не только от расстояния

между двумя зарядами, но такж е 
и от направления от Q к  q. Может 
быть, при различных положениях 
пробного заряда, показанных на 
рис. 5.4, б, мы будем наблюдать 
разные силы? П одставляя их в

'Неподвижный 
лрод.чый заряд

"Неподвижный
заряд

а)

А
>

\ Г  Г /
\  / гН еподвижный 

n / лриб'тй заряд

Метущийся заряд 
б) е)

Рис.  5 .4 . я )  Величина  п око ящ егося  з а р я д а  определяется  силой, д ействую щ ей на неподвкж-
Р

ный пробный з а р я д ,  и зако но м  К ул о н а  Q =  — г г . 6) В случ ае  д в и ж у щ е г о с я  з а р я д а  сила , н а 

ск о льк о  мы знаем, м ож ет за в и с е т ь  от полож ен ия  пробного з а р я д а .  Если это т а к ,  мы не мо-?
ж е м  восп ользоваться  методом (а ) . Здесь  Q ——  г 2, в) В тот, момент к о гд а  Q проходит через

Я
центр сферического разм ещ ен ия  пробных з арядов ,  измерьте ради ал ьн у ю  комп он енту  силы, 
действующей на к а ж д ы й  з а р я д ,  и испо льзуй те  д л я  определения Q среднее значение Тг . Это 

э кви вален тн о  измерению поверхностного  и нт е гр ал а  от Е.

закон Кулона, мы будем получать в таком случае разные значения 
для одной и той ж е величины Q. У  нас такж е не может быть уверен
ности в том, что сила всегда будет совпадать по направлению с ра
диусом вектором г.

Чтобы учесть такую  возможность, условимся определять Q, 
производя усреднение силы по всем направлениям. Представим себе 
большое количество бесконечно малых пробных зарядов, равномерно 
распределенных по поверхности сферы (рис. 5 .4, в). В тот момент,’ 
когда движущийся заряд проходит через центр сферы, измеряется 
радиальная составляющая силы, действующая на каждый пробный 
заряд, и для вычисления Q используется среднее значение всех этих 
сил. Это та ж е самая операция, которая нужна для определения ин
теграла от электрического поля по поверхности сферы в момент вре
мени t. Заметьте, что пробные заряды здесь неподвижны; сила, дей
ствующая на q и приходящаяся на единичный заряд, дает, по опре
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делению, электрическое поле в данной точке. Отсюда следует, что 
не закон Кулона, а теорема Гаусса дает естественный способ *) опре
деления величины заряда движущейся заряженной частицы или со
вокупности движущихся зарядов. Это определение можно провести 
следующим образом.

Величина электрического заряда, находящегося внутри некото
рой области, определяется поверхностным интегралом от электриче
ского поля Е по поверхности S,  ограничивающей эту область. По
верхность S  неподвижна в некоторой системе координат F. Поле Е 
в любой точке (х, у ,  г) системы F в произвольный момент t измеряет
ся силой, действующей на пробный заряд, покоящийся относитель
но F, в это время и в этом месте. Поверхностный интеграл следует 
относить к определенному времени t. Таким образом, используемые 
значения поля измеряются одновременно наблюдателями, расстав
ленными по всей поверхности S . (Это не вызывает затруднений, по
скольку поверхность S  неподвижна в системе отсчета F.) Обозна
чим поверхностный интеграл по S  в момент времени / следующим 
образом:

\ E-da .  (2)
•SU)

Мы определяем количество заряда внутри 5  величиной этого интег
рала, деленной на 4л:

Q = ± $ E . d a .  (3)
S ( t )

Было бы удивительно, если бы величина Q, определенная таким 
образом, зависела от размеров и формы поверхности 5 . Д ля непод
вижного заряда она от них не зависит — это теорема Гаусса. Но по
чему мы все ж е уверены, что теорема Гаусса справедлива, когда 
заряды движутся? К счастью, так  оно и есть. Мы можем принять это 
как  экспериментальный факт. Указанное фундаментальное свойство 
электрического поля движущихся зарядов позволяет нам определять 
величину заряда по уравнению (3). Теперь мы уж е можем говорить
о количестве заряда, находящегося внутри области или на частице, 
и это будет иметь вполне определенный смысл, даже когда заряд 
движется.

На рис. 5.5 эти утверждения иллюстрированы примером. Здесь 
показаны, в определенный момент времени, два протона и два элек
трона, находящихся в движении. Поверхностный интеграл от элект
рического поля Е по поверхности S], точно равен поверхностному

*) Этот путь — не единственно возможный. Например, можно было бы про
извольно принять, что пробные заряды  должны всегда находиться точно впереди 
(по направлению движения) измеряемого заряда. Заряды , определенные таким 
образом, у ж е  не имели бы простых се о й ств  и  н о в а я  теория оказалась бы громозд
кой и сложной.
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интегралу по S 2, вычисленному в тот ж е момент,— это непреложный 
факт, и для определения полного заряда в замкнутой области мы 
можем использовать этот интеграл, как  мы всегда пользовались тео
ремой Гаусса в электростатике.
Рис. 5.6 ставит новый вопрос. А 
что если те ж е частицы имели ч

Рис. 5.5. Теорема Г а у с с а  остается  
справедливой д л я  поля  д в и ж у щ и х с я  
зар я д о в .  Поток Е через S 2 равен  
п отоку  Е через 5 Ь вы численном у в 

тот  ж е  момент времени.

Рис.  5 .6 . Зависит ли поток Е через 5  от 
состояния д в и ж ен и я  з а р я ж е н н ы х  частиц? 
Равен  ли  поверхностный интеграл  от Е по 
5  то м у  ж е  и нт е гр ал у  на рис. 5 .5 ?  Здесь 

частииы св яз ан ы  в м о л е к у л е  водорода.

бы другие скорости? Предположим, например, что два протона и 
два электрона образуют молекулу водорода. Будет ли полный 
заряд точно таким ж е, к ак  и раньше?

5.4. Инвариантность заряда

Имеются исчерпывающие экспериментальные доказательства 
того, что полный заряд системы не меняется от движения носителей 
заряда. Мы настолько привыкли к этому, что редко задумываемся 
над таким замечательным и фундаментальным фактом. В качестве до
казательства мы можем сослаться на полную электрическую ней
тральность атомов и молекул. В гл. 1 был рассмотрен опыт, подтвер
дивший нейтральность молекулы водорода. Из этого опыта следует, 
что заряды электрона и протона равны с точностью по крайней мере 
10-  20. Аналогичный опыт был поставлен с атомами гелия. Атом гелия 
содержит два протона и два электрона, т. е. те же заряженные час
тицы, что и молекула водорода. В атоме гелия эти частицы движутся 
совершенно по-другому, чем в молекуле водорода. В частности, 
протоны, вместо того чтобы медленно обращаться на расстоянии 
0,7 А друг от друга , тесно связаны в ядре гелия, где они движутся с 
кинетической энергией порядка миллиона электрон-вольт. Если бы 
движение как-то влияло на величину заряда, то точной компенсации 
зарядов ядра и электронов не было бы как  в молекуле водорода, так 
и в атоме гелия. На самом ж е деле измерения показали, что атом 
гелия нейтрален почти с такой ж е степенью точности.
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Другой способ доказательства связан с изучением оптических 
спектров изотопов одного и того же элемента, т. е. атомов с различ
ными массами ядер, но с одинаковым зарядом. Здесь мы такж е имеем 
заметное различие в характере движения протонов внутри ядра, 
однако сравнение спектральных линий двух изотопов не обнаружи
вает расхождения, которое могло бы быть приписано даже малому 
различию в полном заряде ядра.

Масса не обладает таким свойством инвариантности. Мы знаем, 
что масса частицы при ее движении изменяется в 1/(1—и2/с2)‘^ Раз. 
Чтобы подчеркнуть это различие, на рнс. 5.7 показан воображаемый 
опыт. В ящике справа две 
массивные заряженные ча
стицы, укрепленные на 
концах стержня, приведе
ны во вращение со скоро
стью v. Полная масса пра
вой системы больше, чем 
масса левой. Это можно 
обнаружить, либо взвеши
вая ящик на пружинных 
весах, либо измеряя необ
ходимую для его ускорения 
силу *). Однако полный 
электрический заряд оста
ется неизменным. Реаль
ный эксперимент, эквива
лентный этому мысленно
му, можно выполнить на 
масс-спектрографе, с по
мощью которого легко об
наружить разность масс 
между ионизованной молекулой дейтерия (2 протона, 2 нейтрона,
1 электрон) и ионизованным атомом гелия (тоже 2 протона, 2 нейтро
на и 1 электрон). Это — совершенно различные структуры, в которых 
частицы движутся с весьма различными скоростями. Различие в 
энергии обеих систем проявляется как  вполне измеримая разность 
масс. Но электрические заряды обоих ионов не обнаруживают 
никакого различия с высокой степенью точности.

Указанная инвариантность заряда придает особую важность его 
квантованию. В гл. 1 мы подчеркивали важность (и загадочность) 
того факта, что все элементарные заряженные частицы имеют одина
ковые по величине заряды. Теперь мы видим, что точное равенство

*) Разность масс зависит не только от кинетической энергии частицы, но 
такж е и от любых изменений потенциальной энергии, например от упругой де
формации стержня, несущего частицы. Если стержень совершенно жесткий, этот 
вкл ад  мал по сравнению с членом, содержащим с^/с2. Попробуйте разобраться, по
чему это так .

Рис.  5 .7 . В оображ аемый опыт д л я  демонстрации 
и нвариантности  з а р я д а .  З ар я д  внутри япхика сл е 
д у е т  и зм ер ят ь  по величине электрического  поля 
с н а р у ж и  или, что то ж е  самое, по силе, д ей ств ую 

щей на удален ный  з аряд .
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элементарных зарядов справедливо не только для покоящихся друг 
относительно друга частиц, но и для любого состояния их относи
тельного движения.

Описанные нами и многие другие опыты показывают, что величи
на поверхностного интеграла  ̂ E ’da в теореме Гаусса зависит толь-

s
ко от числа и от типа заряженных частиц внутри S,  а не от характера 
их движения. Согласно постулату специальной теории относитель
ности, если это утверждение верно для одной какой-нибудь инерци- 
альной системы отсчета, то оно должно быть верно и для любой дру
гой инерциальной системы. Поэтому если F' — некая другая инер- 
циальная система отсчета, движущ аяся по отношению к F,  a S '  — 
замкнутая поверхность, окружающая в момент f  в системе F' те же 
заряженные тела, что и поверхность 5  в момент t, то мы должны 
иметь

J E - d a =  J E '- d a '.  (4)
S ( t )  S ' i t ' )

Поле E ' измерено, разумеется, в системе F ' , т. е. оно определено 
по силе, действующей на неподвижный относительно F'  пробный 
заряд. Не следует обходить вниманием различие между t u t ' .  К ак мы

знаем, события, одновременные в F,  могут 
не быть одновременными в F ’. Каждый 
поверхностный интеграл в уравнении (4) 
должен быть вычислен для одного момента 
времени в своей системе. Если заряды 
лежат на границе S или S ' ,  следует твердо 
убедиться в том, что внутри 5  в момент t 
находятся те же заряды, что и внутри S '  
в момент t ' . Если же заряды достаточно 
далеки от границы, как это показано на 
рис. 5.8, иллюстрирующем равенство (4), 
то такой проблемы не возникает.

Равенство (4) формально выражает ре
лятивистскую инвариантность заряда. 
Гауссову поверхность мы можем выбрать 
в любой инерциальной системе отсчета; 

интеграл по поверхности дает число, которое не зависит от системы 
отсчета. Это не эквивалентно сохранению заряда, обсуждавшемуся 
в гл. 4, которое математически выражается уравнением

Рис. 5.8. Поверхностный 
интеграл от Е по S  р а 
вен интегралу от Е ' по
S ' :  E<da =  J* E '- t f a ',  За-

S ( t )  S ' (¥)  
ряд  одинаков во всех систе

м ах отсчета.

div  J
d t

Сохранение заряда означает, что если взять замкнутую, неподвиж
ную в какой-либо системе координат поверхность, содержащую неко
торое количество заряженного вещества, и если никакие частицы не 
пересекают поверхности, то полный заряд внутри нее остается по
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стоянным. Инвариантность же заряда подразумевает, что если мы 
посмотрим на выделенный кусок вещества из любой другой системы 
отсчета, то измеренное количество заряда в нем окажется в точности 
тем же самым. Энергия тоже сохраняется, но она не является реля
тивистски инвариантной величиной. Заряд  сохраняется и он реля
тивистски инвариантен. На языке теории относительности, по от
ношению к преобразованию Лоренца энергия есть одна из компонент 
четырехвектора, а заряд — скаляр, т. е. инвариантное число. Это — 
экспериментальный факт с далеко идущими последствиями. Он пол
ностью определяет природу поля движущихся зарядов.

5.5. Электрическое поле, измеренное в разных системах отсчета

Если заряд инвариантен относительно преобразования Лоренца, 
то электрическое поле Е должно преобразовываться определенным 
образом. «Преобразовать поле Е» значит ответить на такой вопрос: 
если наблюдатель в некоторой инерциальной системе отсчета F 
в данной точке пространства и времени измеряет поле Е и получает 
столько-то вольт на сантиметр, то какое поле будет измерено в той 
же пространственно-временной точке наблюдателем в другой инер
циальной системе отсчета F'? Мы можем ответить на этот вопрос, 
применяя теорему Гаусса к некоторым простым системам.

Рассмотрим в системе отсчета F  (рис. 5.9, а) два неподвижных и 
однородно заряженных слоя с поверхностной плотностью, равной, 
соответственно, + о  и —0 . Слои представляют собой квадраты со сто
ронами Ь, параллельные плоскости ху. Предположим, что расстояние 
между слоями мало по сравнению с Ь, так что поле между ними мож
но считать однородным. Величина этого поля, измеренная наблюда
телем в F,  равна, конечно, 4 я а. Теперь рассмотрим инерциальную 
систему отсчета F ' , движущуюся по отношению к F налево со ско
ростью v. Д ля наблюдателя в F ’ заряженные «квадраты» уже больше 
не квадраты. Сторона квадрата х'  сокращается от величины Ъ до 
ЬУ 1—р2, где р, как обычно, равно v/c. Но полный заряд инвариан
тен, т. е. не зависит от системы отсчета. Поэтому плотность заряда, 
измеренная в F ' , будет больше а в 1 /|/~ 1—ра раз. Н а рис. 5.9 
система зарядов показана в разрезе, на б — как она видна в F, а на 
в — как  она видна в F ' . Что мы можем сказать об электрическом поле 
в системе F ' , если все, что мы знаем об электрическом поле движу
щихся зарядов, содержится в равенстве (4)?

Во-первых, мы можем быть уверены, что электрическое поле рав
но нулю снаружи «сэндвича» и однородно между слоями, по крайней 
мере в пределе, когда протяженность слоев стремится к бесконеч
ности. Поле бесконечного однородного слоя не может зависеть ни от 
расстояния от слоя, ни от положения точки относительно слоя. 
(В системе нет ничего, что позволило бы установить масштаб расстоя
ний или положение; если бы поле менялось по степенному закону, 
подобно полю точечного или линейного заряда, то оно на слое обра
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щалось бы в бесконечность.) Однако мы можем предполагать *), что 
поле одиночного движущегося слоя положительных зарядов имеет 
вид, показанный на рис. 5.9, г. Но если это так, то поле слоя отри
цательных зарядов должно выглядеть, как на рис. 5.9, д, с тем, что
бы суперпозиция таких полей тем 
не менее имела характер, пока
занный на рис. 5.9, е.

а)

4)

b / 7 - p
I ' I

I v  
¥ - - -

б' V

F' - х г

В)

в) е)
Рис. 5.9. Показано, как  вы глядит электрическое поле в другой системе отсчета (относитель
ная скорость п ерпендикулярна к  направлению  поля), а) Д ва неподвиж ны х, равномерно з а 
ряж ен ны х слоя, б) Поперечный разр ез слоев в системе отсчета F. в) Поперечный разрез сло
ев в системе отсчета F ' . г) Поле движ ущ егося слоя полож ительны х зар яд о в , д)  П оле движ у

щегося слоя отрицательны х зарядов, е) С уперпозиция полей, п оказан н ы х на (г) и (д).

К неподвижному в системе отсчета F' ящику, показанному на 
рис. 5.9, е в разрезе, можно применить теорему Гаусса. Количество 
заряда внутри него определяется величиной o ', а поле снаружи рав

*) Напоминаем, что в системе F' слой заряда движется; у  нас нет уЕеренност и, 
что его поле должно быть подобным полю неподвижного слоя. В действительности 
оказывается, что электрическое поле движущегося слоя перпендикулярно к слою, 
а вовсе не такое, как гипотетические поля рис. 5.9, г  и д.
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но нулю. Теорема Гаусса говорит, что величина E'z, единственная 
отличная от нуля компонента поля внутри ящ ика, должна быть рав
на 4по'  или 4ncr/j/l — Р2.

E't =  -_r k = r  =  y E t (5)
гт-

(для обозначения множителя \ / у  1—Р2 мы часто будем использовать 
символ у, введенный в т. I, гл. 1 1 , формула (13), который значительно 
упрощает выражения. Напомним, что всегда у ^ \ ) .

Теперь представим себе другую ситуацию, когда неподвижные 
в системе F слои ориентированы перпендикулярно к оси х, как на

Ьч+ i 1
2 |J|+ ! ч>+ у

I г*<1
! !А|!l=fj I
I + I 

!-f—-r-r -

Неподвижный, 
s  F' щ ш r

— x

F'

6)

Рис. 5.10. Э лектрическое поле в другой системе отсчета (относительная скорость п араллель- 
на направлению  поля), а) В системе отсчета F.  б) Поперечный разрез в системе отсчета F ' .

рис. 5.10. Наблюдатель в F теперь сообщает нам, что поле в направ
лении х  имеет величину £ ж= 4 л а . В этом случае поверхностная 
плотность заряда, наблюдаемая в системе отсчета F ' , такая же, как 
и наблюдаемая в F. Размеры слоев не сокращаются; сокращается 
только расстояние между ними, но оно не входит в определение 
поля. Применяя к неподвижному в F' ящику теорему Гаусса, мы 
находим в этом случае

Е'х — Ала' =  4ксг =  Ех . (6 )

Все это верно для рассмотренного здесь простейшего расположе
ния зарядов; однако имеют ли наши выводы более общее значение? 
Этот вопрос приводит нас к самой сути понятия поля. Если понятие 
электрического поля Е в пространственно-временной точке должно 
иметь однозначный смысл, тогда значение поля Е в этой же прост
ранственно-временной точке, но в других системах отсчета не может 
зависеть от природы создающих поле Е источников, какими бы они 
ни были. Другими словами, наблюдатель в F,  измеривший в неко
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торый момент времени поле ок'оло себя, должен быть в состоянии 
предсказать только на основании этих измерений, что измерят в той 
же пространственно-временной точке наблюдатели из других систем 
отсчета. Если бы это было не так, поле было бы бесполезным поня
тием. Опытное доказательство справедливости этого утверждения и 
является окончательным подтверждением согласия нашей теории 
поля с экспериментом.

С этой точки зрения соотношения, выражаемые равенствами (5) 
и (6 ), по своей важности оставляют далеко позади частный случай 
зарядов на параллельных слоях. Рассмотрим произвольное распре
деление зарядов, все части которого неподвижны в системе отсчета F. 
Если наблюдатель в F измерил в направлении г поле Е г, тогда на
блюдатель в F'  получит, что в той же пространственно-временной 
точке поля Е'г—у Е г. Это значит, что в результате измерения Е'г 
он получит число, на множитель у  большее, чем то число, которое 
получил наблюдатель, измерявший Е г в системе F. С другой стороны, 
если наблюдатель в F измерил поле Е х в направлении х, совпадаю
щем с направлением скорости системы F' по отношению к F, то 
наблюдатель в F' сообщит, что поле Е'х равно Е х. Очевидно, что 
направления у  и z эквивалентны, так как оба они перпендикулярны 
к скорости V. Все, что мы можем сказать о Е'г, справедливо и для Е ’у. 
Каким бы ни было направление поля Е в системе отсчета F, мы можем 
рассматривать это поле как суперпозицию полей, направленных 
по х, у  и z, и, зная преобразование каждой составляющей, вычислить 
вектор поля Е' в той же пространственно-временной точке системы 
F’. Обобщим вышесказанное в такой форме, которая будет справед
лива для относительного движения в любом направлении. Непо
движные в системе отсчета F заряды являются источником поля Е. 
Пусть система F' движется по отношению к F со скоростью v. Р аз
ложим поле Е в любой точке F на продольную компоненту Е  и, па
раллельную v, и на поперечную компоненту Е±,  перпендикулярную 
к V. В той же пространственно-временной точке в F' поле Е ' следует 
разложить на Е ’ц и Ё 1г причем Е\\ параллельно v, а Е \  к нему пер
пендикулярно. Мы доказали, что

E L =  y E L . (7)

Наш вывод справедлив только для полей, образованных заряда
ми, покоящимися в системе F. Мы вскоре увидим, что если заряды 
в F движутся, то для предсказания электрического поля в F' нужно 
знать два поля в системе F, а именно электрическое и магнитное. 
Однако мы получили полезный результат, которого достаточно, 
если можно найти такую  инерциальную систему отсчета, где все 
заряды неподвижны. Этот результат мы теперь используем для изу
чения электрического поля точечного заряда, движущегося с посто
янной скоростью.
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5.6. Поле точечного заряда, движущегося с постоянной скоростью

Рассмотрим точечный заряд Q, который покоится в начале коор
динат системы отсчета F (рис. 5.11, а). В каждой точке пространства 
электрическое поле Е равно Q/r'2 и направлено от заряда по радиусу. 
В плоскости хг  в любой точке (х, г) его компоненты равны

Е х

Е 7

- COS 0 : Qx
( * 2 _ l _ z 2 ) 3 / 2  ’ ^

Q2 j (8)

(x2+ z 2)3/= ' ;

Пусть система F' движется со скоростью v в отрицательном направ
лении оси х. Связь между координатами события, или пространствен
но-временной точки в обеих системах отсчета, такова:

* =  у (х '  — Pet'), у  =  у ' ,  z =  z ',  t =  y [ t ' fix’
с (9)

Это — преобразование Лоренца, которое было приведено в гл. 11 
т. I (формула (15)). В наших уравнениях стоят минусы, потому что,

Рис. 5.11. Электрическое поле точечного заряда  в системе, где заряд неподвижен (а), и в 
системе, где заряд  движ ется с постоянной скоростью (б).

если смотреть из F, система F' движется в отрицательном направле
нии оси х. Часы поставлены так, чтобы показывать нуль, когда точ
ки х = 0  и х '= 0  совпадают.

Согласно равенствам (5) и (6 ), E'z ~ y E z и Е Х= Е Х. Используя ра
венство (8) и (9), мы можем выразить компоненты поля Е ’г и Е'х 
через координаты в системе F ’, Д ля момента t ’ = 0 , когда Q проходит 
через начало координат системы F ' , имеем



Заметим прежде всего, что E'JE'x= z '  / х ' . Это говорит о том, что 
вектор Е' составляет с осью х'  тот же угол, что и вектор г '. Следо
вательно, вектор Е ' направлен радиально наруж у, вдоль линии, 
проходящей через мгновенное положение Q, как это показано на 
рис. 5.11, б. Остановитесь и вдумайтесь в этот вывод! Он означает, 
что если заряд Q проходит через начало координат штрихованной 
системы ровно в полдень, в 1 2 .0 0  «штрихованного времени», то на
блюдатель в любом месте штрихованной системы доложит, что около 
него электрическое поле было направлено в полдень точно по радиу
су от начала координат. С первого взгляда это похоже на мгновенную 
передачу информации! К ак может наблюдатель, находящийся за 
милю отсюда, знать, где в этот момент находится частица? Действи
тельно, не может. Но это и не подразумевается. Н е забывайте, что 
частица вечно двигалась с постоянной скоростью, причем по распи
санию она должна была пройти начало координат в полдень. Эта 
информация была доступна долгое время. Если вам угодно говорить
о причине и следствии, то наблюдаемое поле определяется прошлой 
историей частицы. Вскоре мы заглянем в то, что происходит, когда 
в расписании возникает непредусмотренное изменение.

Чтобы найти величину поля, вычислим значение E'x2Jr Е '2, 
равное квадрату величины поля Е '2:

(здесь выражение оказывается более изящным, если вернуться к Р). 
Обозначим расстояние от заряда Q (находящегося в данный момент 
в начале координат) до точки (х ', г ') ,гд е  измеряется поле, через 
г' ; г '= ( х '2+ х '2У^. Пусть 0' обозначает угол между радиусом- 
вектором и скоростью заряда Q, который движется в системе F' 
в положительном направлении оси х ' . Так как 2 '= r ' s i n 0 ' ,  то ве
личину поля можно записать следующим образом:

Положение начала координат здесь выбрано произвольно и пло
скость x ’z’ ничем не выделена среди других плоскостей, проходящих 
через ось х ' . Поэтому мы можем высказать вполне общее утвержде
ние, что электрическое поле равномерно движущегося заряда в дан
ный момент времени направлено радиально от мгновенного положе
ния заряда, а его напряженность дается равенством (12), где 0 ' — 
угол между направлением движения заряда и радиусом-вектором, 
проведенным из мгновенного положения заряда в точку наблюдения^ 

При малых скоростях поле просто сводится к E 'zzQ /r '2 и в любой 
момент практически совпадает с полем неподвижного в F заряда,

■у* г ' 2—  р гг ' г]з
Q2(*'s +  z'*)

Q2 (1 —Р2)а
(И)

1 -ft* ( 12)
г ' г (1 — s i n2 9 ') 3/г
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помещенного в точку, где в данный момент Находится Q. Но еслй 
величиной |32 пренебречь нельзя, то поле под прямым углом к на
правлению движения оказывается сильнее, чем поле в направлении 
движения на том же расстоянии от заряда. Если напряженность поля 
обозначать, как это часто делается, плотностью силовых линий, то 
линии стремятся сконцентрироваться в диск, перпендикулярный к 
направлению движения. На рис. 5.12 показана плотность силовых 
линий от заряда, движущегося вдоль х'  со скоростью и /с = 0 ,8 6 6 , 
в точках их пересечения с поверхностью единичной сферы. Более

Рис. 5.12. Величина п оля движ ущ егося за- Рис. 5.13. Д ругое' представление поля рав-

момент зар яд  в системе х ' , у ' ,  z '  проходит 
через начало координат. Ч исла дают отнош е

ние величины поля к величине Q /r '2.

простое изображение поля приведено на рис. 5.13, где дан разрез 
поля и изображены некоторые силовые линии, лежащие в пло
скости x'z '  *).

Показанное электрическое поле обладает замечательными свой
ствами. Оно не является сферически-симмегричным, что неудиви
тельно, так как в нашей системе отсчета есть выделенное направле
ние — направление движения заряда. Кроме того, такое поле не 
может быть создано ни одним с т а ц и о н а р н ы м  распределением 
зарядов, какой бы ни была его форма, потому что в этом поле линей
ный интеграл от Е' по любому замкнутому пути не равен нулю. Р ас
смотрим, например, замкнутый путь AB C D  на рис. 5.13. Дуги 
окружностей ничего не вносят в линейный интеграл, так как они 
перпендикулярны к полю; на радиальных участках поле вдоль ВС  
сильнее, чем поле вдоль D A , так  что циркуляция Е' по этому пути не 
равна нулю. Но не забывайте, что Е ' — не электростатическое поле. 
Если заряд движется, электрическое поле Е' в любой точке системы 
F' меняется с течением времени.

*) Интенсивность поля невозможно правильно изобразить плотностью си
ловых линий на двумерной диаграмме, подобной рис. 5.13. Если мы не станем 
произвольно обрывать некоторые линии, то плотность линий на рисунке будет 
спадать пропорционально 1/л'; а интенсивность поля, которое мы пытаемся изо
бразить, спадает как 1/л'2. Поэтому рис. 5.13 дает только качественное представ
ление о характере изменения Е'  в зависимости от г' и 0.

v

ряда  в разн ы х направлен и ях . В данный номерно движ ущ егося заряда.
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На рис. 5.14 и 5.15 показано электрическое поле в определенные 
моменты времени, наблюдаемое в системе отсчета, в которой электрон 
движется вдоль х  с постоянной скоростью *). Н а рис. 5.14 скорость

У

Рис. 5.14.  Электрическое поле движ ущ егося заряда д л я  трех моментов времени; v / c=l / 3 ,
единица времени \0~~10 сек.

электрона равна 0,33 с, а его кинетическая энергия — около 
30 ООО эв (30 кэв) (см. т. I, гл. 12). Величина |32 равна 1/9, и электри
ческое поле мало отличается от поля неподвижного заряда. На

Рис. 5.15. Электрическое поле движ ущ егося заряда  для  трех моментов времени; 
с / с = 4 /5 , единица времени 1 0 ~ 10сек.

рис. 5.15 скорость равна 0,8 с, что соответствует кинетической энер
гии 335 кэв. Если на всех рисунках за единицу времени взять 
1 • 10“ 10 сек, то расстояния будут изображены «в натуральную  ве
личину». Разумеется, диаграмма правильна для любой заряженной

*) Д о сих пор в нештрихованной системе заряд был неподвижен, а в штрихо
ванной — двигался. Теперь координаты в системе, в которой заряд движется, мы 
обозначаем х, у ,  г, чтобы не загромождать последующее изложение штрихами.
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частицы, которая движется со скоростью, составляющей данную 
часть скорости света. Мы упоминаем о кинетических энергиях элек
трона просто затем, чтобы напомнить читателю, что релятивистские 
скорости в лаборатории — обычное явление.

5.7. Поле начинающего двигаться или останавливающегося заряда

Надо ясно представлять себе, что термин «равномерное движе
ние», который мы употребляем, подразумевает движение с постоян
ной скоростью по прямой линии, которое продолжалось бесконечно. 
Что произойдет, если наш электрон до появления в момент времени 
t = 0  в поле зрения на нашей диаграмме не совершал движения со 
стороны больших отрицательных х? Предположим, что он покоился 
в начале координат и ждал, пока часы не пробьют i= 0.  Непосредст
венно перед ^ = 0  какая-то сила сообщила электрону внезапное боль
шое ускорение до скорости V,  и он начал двигаться с этой скоростью 
вдоль положительного направления оси л:. Начиная с этого момента, 
его движение в точности повторяет движение электрона, для кото
рого был предназначен рис. 5.15. Но рис. 5.15 не дает правильного 
представления о поле электрона, имеющего только что описанную 
историю. Чтобы понять, что этот рисунок действительно не может 
дать такого представления, рассмотрим поле в точке Р  в момент t = 2, 
что соответствует 2-10 -10 сек. З а  такое время световой сигнал про
ходит 6  см. Так как точка Р  лежит дальше 6 см от начала координат, 
она не может получить известий об электроне, который начал дви
гаться при £=0! Если только здесь нет грубого нарушения теории 
относительности (а мы в основу всего рассмотрения положили ее 
постулаты), то поле в момент t = 2 в точке Р  и вообще во всех точках, 
лежащих снаружи сферы радиусом 6 см с центром в начале коорди
нат, должно быть полем заряда, покоящегося в начале координат.

С другой стороны, вблизи самого движущегося заряда, то что 
происходило с ним в далеком прошлом, не может иметь никакого 
значения. Поэтому в заданный момент /= 2 ,  по мере удаления от 
заряда, поле как-то должно меняться и переходить от поля, изобра
женного на второй диаграмме рис. 5.15, к полю заряда, расположен
ного в начале координат. Больше этого мы сказать ничего не мо
жем, если мы не знаем, как быстро распространяются «известия». 
Предположим на минуту, что они распространяются с максимальной 
скоростью, допустимой без конфликта с постулатами теории отно
сительности. Тогда если пренебречь периодом ускорения, мы можем 
ожидать, что поле внутри всей сферы радиусом 6  см при t = 2  долж
но быть полем равномерно движущегося точечного заряда. Если 
это так, то поле электрона, который начал двигаться из состояния 
покоя, внезапно получив при £ = 0  скорость v, должно выглядеть, 
как на рис. 5.16. Здесь имеется тонкий сферический слой (чья 
толщина в реальном случае зависит от продолжительности периода 
ускорения), внутри которого происходит переход от одного типа 
поля к другому. Этот слой просто расширяется со скоростью с,
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а центр его остается при х —0. Стрелки на силовых линиях показы
вают направление поля, когда его источником является отрицатель
ный заряд, как мы считали до сих пор.

На рис. 5.17 показано поле электрона, который двигался с по
стоянной скоростью до t = 0. В этот момент он достиг точки х = 0

Рис. 5.16. Заряд, вначале п окоящ ий ся в точке лг= 0, внезапно ускоряется  в момент t = 0  
и движ ется затем с постоянной скоростью.

и там резко остановился. В этом случае известие о том, что он оста
новился, не может за время t достичь точек, лежащих дальше d  
от начала координат. Поле снаружи сферы радиусом R = c t  должно 
быть таким, как если бы электрон продолжал двигаться с первона
чальной скоростью. Поэтому справа на рис. 5.17 мы видим «щетку»

Рис. 5.17. Заряд , двигавш ийся с постоянной скоростью , в момент t — Q достигает начала 
координат, резко заторм аж ивается там до остановки и остается затем в начале координат.

силовых линий, направленных точно в то место, где электрон ока- 
зался бы, если бы он не остановился. (Заметим, что этот вывод не за 
висит от введенного в предыдущем параграфе предположения, что 
известия распространяются с максимальной возможной скоростью.) 
Кажется, будто бы поле живет своей жизнью!
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Внутренние и наружные силовые линии связать относительно 
просто. Существует только один способ сделать это, не нарушая 
теоремы Гаусса. Взяв в качестве примера рис. 5.17, проведем через 
некоторую точку А силовую линию радиального поля, составляю
щую с осью х  угол 0 О, затем продолжим ее, по всем ее изгибам, пока 
она не приведет нас во внешнее поле, где она образует некоторый 
угол ф0 с осью х. (Эта линия теперь, конечно, направлена по радиусу 
от экстраполированного положе
ния заряда, являющегося каж у
щимся источником внешнего поля.)
Соединим А и D  с осью х, соответ
ственно, дугами окружности А Е  
(с центром в источнике внутреннего 
поля) и D F  (с центром в каж у
щемся источнике внешнего поля).
Вращая EA B C D F  вокруг оси х, 
получим поверхность тела вращ е
ния. Внутри этой поверхности нет 
зарядов, поэтому интеграл от Е 
по всей поверхности должен быть 
равен нулю. Ненулевой вклад в 
интеграл дают только шаровые 
«колпаки», так как остальная часть 
поверхности, образуемая линия
ми А В  и CD, параллельна полю.
Поле на внутреннем «колпаке» — это поле неподвижного точечного 
заряда. Поле на внешнем «колпаке» — поле точечного заряда, дви
жущегося с постоянной скоростью v, которое дается равенством (12). 
Вычислим поток через внутреннюю поверхность, показанную на 
рис. 5.18. Интеграл по этой поверхности от Е равен

Рис. 5.18. Внутренний колп ак (пло- 
щ ад ь= 2 зт /'28 т  0 dO), образуемы й в р а 
щением А Е  (см. рис. 5.17), и н аруж ны й 
колп ак  (п л о щ ад ь = 2 д г2«1пф^ф), обра
зуемый вращ ением D F . Поле на А Е  есть 
поле неподвиж ного заряда . П оле на 
D F  — поле заряда , движ ущ егося с по
стоянной скоростью. (Мы хотим, чтобы 
потоки через обе поверхности были 

равны.

6о О»
С —- 2я г 2 sin 0 ^ 0. =  2 л q  ̂ sin 0 dQ.,) Г* .1 (13)

Интеграл от Е по внешней поверхности равен
Фо

i - р 2

(1 — Р2 s in s ф)

Фо

2 я г 2 sin ф dcp =  2 nq ^ ■ 1- р 2 э т ф ^ ф . (14)
б V- I-------- т, б (1 — Р2 sin 3 ф)8/г

Из условия, что втекающий слева поток должен быть равен потоку, 
вытекающему справа, мы получаем

Фо

s i n 0 d 0 = f - — - L z ± _ _ _ s in (p ^ . (15)
(1 — Р2 s in 2 ф)

Это равенство дает возможность поупражняться в интегрировании *).
*) Интеграл в правой части (15) сводится к следующему:

С dx  __ х
J (a2 +  x2)s/»~a2 (a2-f я2)1/, ‘
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Из равенства (15) получаем связь между 0О и <p0:

(16)

Это же выражение можно более просто записать так:

tg<Po =  Y tg во- (17)

Случайно выражение (17), связывающее 0О и ф„, и полученное из ус
ловия равенства потоков, совпадает с соотношением между углами, 
которые образует с направлением относительного движения жесткий 
стержень в собственной системе покоя и в движущейся системе. Это 
позволяет очень простым путем получить поле движущегося заряда. 
Пусть каждая линия представляет поток определенной величины; 
представим себе, что линии в системе покоя заряда — это жесткие 
стержни, торчащие наруж у во всех направлениях. В движущейся 
системе каждый стержень представляет поток той же величины, а 
стержни видны теперь под большими углами, так что пучок стержней 
выглядит, как на рис. 5.13.

От нашего до сих пор необоснованного предположения, что «из
вестия распространяются с максимально возможной скоростью», 
зависит только ширина переходной области на рис. 5.17. Связь, 
выраженная формулой (17), должна остаться справедливой, если 
вообще вблизи покоящегося теперь заряда существует какая-либо 
область, внутри которой история заряда до ^ = 0  перестает иметь 
значение. Поэтому в силовых линиях, соединяющих ближнее поле 
с дальним, должна существовать поперечная компонента.

Силовые линии на рис. 5.16 и 5.17 были соединены так, чтобы 
удовлетворить формуле (17). В результате в переходной области 
появилось довольно сильное поле, основная часть которого перпен
дикулярна в этой области к радиусу-вектору, проведенному из на
чала координат. Имея в виду, что с течением времени эта конфигура
ция поля расширяется со скоростью с, мы видим здесь что-то очень 
похожее на распространяющуюся волну поперечного электрического 
поля — поперечного к направлению распространения.

К этому выводу мы пришли, во-первых, от постулатов теории 
относительности и, во-вторых, от опытного факта, заключающегося 
в том, что электрический заряд релятивистски инвариантен. В даль
нейшем мы сможем использовать эти идеи для понимания природы 
излучения ускоряемого заряда. Но сначала вернемся к равномерно 
движущемуся заряду, поле которого содержит еще много неожи
данностей.

5.8. Сила, действующая на движущийся заряд

Выражение (12) дает силу, которую испытывает неподвижный 
заряд  в поле другого заряда, движущегося с постоянной скоростью. 
Зададим теперь другой вопрос: чему равна сила, действующая на 
заряд, который движется в поле других зарядов? Начнем со случая
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заряда, движущегося через поле, создаваемое неподвижными зар я
дами. Это может быть электрон, проходящий между заряженными 
пластинами осциллографа, или же альфа-частица, движущ аяся 
в кулоновском поле атомного ядра. В любом случае источники поля 
неподвижны в некоторой системе отсчета, которую мы будем назы
вать «лабораторной» системой. В некоторой точке и в некоторый мо
мент времени в лабораторной системе мы наблюдаем частицу с за 
рядом^, которая движется в электромагнитном поле со скоростью V. 
Какова сила, действующая на q?

Сила — это только наименование для скорости изменения им
пульса, так что на самом деле мы спрашиваем, какова в этой точке 
и в этот момент скорость изменения импульса частицы, dp/dt, изме
ренная в нашей лабораторной системе отсчета. (Это все, что скры
вается под понятием силы, действующей на движущуюся частицу.) 
Ответ неявно содержится в том, что мы уже изучили. Перейдем 
в систему координат F', в данный момент движущуюся вместе с ча
стицей. В этой «системе покоя частицы» последняя будет неподвиж
на, по крайней мере на мгновение, но теперь движутся другие з а 
ряды. Эта ситуация нам знакома. Сила, действующая на неподвиж
ный заряд, равна Е 'q, где Е' — электрическое поле, которое наблю 
дается в системе отсчета F ' . Мы знаем также, как найти Е ', если 
известно Е ,— это правило дается выражением (7). Таким образом, 
зная Е, мы можем найти скорость изменения импульса частицы, 
наблюдаемую в F ' , Остается только преобразовать эту величину 
обратно в F . Поэтому центральным пунктом в нашей задаче является 
вопрос: как преобразуется сила или скорость изменения импульса 
при переходе от одной инерциальной системы к другой?

Этот вопрос был рассмотрен в т. I, гл. 12. Однако, вместо того 
чтобы обратиться к соответствующим формулам из т.*1 , мы дадим 
обзор тех действий, которые привели к этим формулам. Это поможет 
нам ясно понять, что здесь происходит. Рассмотрим произвольную 
инерциальную систему отсчета F ' , движущуюся с точки зрения наб
людателя из другой системы F со скоростью v вдоль положительного 
направления оси х. Пусть в системе F' частица с массой покоя т  
движется вдоль положительного направления оси х' со скоростью v ' . 
Будем обозначать через рх х-компоненту импульса (измеренного 
в F), а через р'х соответственно х '-компоненту импульса (измеренного 
в F'). Чтобы найти соотношение между рх и р'х, заметим, что

р'х =  J ^ . =  m c p y ’. (18)
V 1 — f /с2

Здесь мы использовали знакомые обозначения:

р' =  у '/с' и y' =  \ / V  1 - Р ' 2.

С другой стороны, в системе отсчета F скорость частицы равна 
(у + у ') / (1  + tw '/c2), что можно записать в виде с(Р f P ') / ( H  PP'),
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так что
_ _  т с ф - Н У ) ___________т с ф  +  $')

(1 +  РР') 1- ( Р +  Г у у /. “  1
Л1 +  РР7 . 

(19)

Сравнивая (18) с (19), находим связь между рх и р*:
Px =  7(Px +  Pv'mc). (2 0 )

Замечаем, что во втором слагаемом fty'mc множитель у'тс  равен 
у 'т с2/с = Е ’/с, где Е '  (не путать с электрическим полем, к которому 
мы временно потеряли интерес) есть полная энергия частицы в сис
теме F ' , т. е. энергия покоя плюс кинетическая энергия. Перепишем 
(20) следующим образом: px= y(p x-{-f>E' /с) — и остановимся, чтобы 
сравнить это с преобразованием Лоренца для координаты х  в том же 
примере: х = у ( х '4-fict'). Аналогия между этими уравнениями напо
минает нам, что в преобразовании Лоренца четыре величины: рх , р у, 
pz и Etc  — ведут себя точно так же, как четыре пространственно- 
временные координаты х, у, г и ct. Действительно, если бы вы твердо 
усвоили этот факт, то могли бы сразу написать преобразование (2 0 ) 
и имели бы право считать наше небольшое отступление пустой тратой 
времени. Используем этот факт для нахождения связи между попе
речными компонентами импульса. Поскольку преобразование Лорен
ца дает у~ -у’, если относительная скорость направлена по х,  мы 
должны ожидать, что

Ру =  Р'у (21)

Связь между t и / ' выражается знакомой формулой:

* =  (22)

Н ас интересует связь между d p j d t  и d p ’J d t ’ . Дифференцируя (22), 
получаем

dt =  y d t '  + у |~  ( j f )  d t '  = y d t '  (1 + № ') ,  (23)

поскольку dx'/dt' просто равно и ', выражение (2 1 ) дает
dp у =  dp'y, (24)

а дифференцируя выражение (2 0 ), мы получаем

dpx =  y d p x +  vPтс dp'x. (25)

Множитель me (dy'/dp'x) в последнем выражении можно получить, 
дифференцируя выражение (18):

= тсу’$' =  т с у  у ’ — 1 , (26)
d P 'r _ тсу' тс ( 2 ? )
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р'— и, подставляя это соотношение в (25),

dpx =  ydp'x ( 1 - f  РР'). (28)

Сравнивая (23) и (28), мы видим, что

и это справедливо независимо от величины и', поскольку множи
тель (1 -f-8 р') появляется в обоих уравнениях. В действительности 
нас будут интересовать только такие ситуации, когда v' очень мало, 
т. е. случай, когда частица почти покоится в системе F ' . При этом 
членом РР' можно пренебречь и, сравнивая (23) и (24), мы найдем 
для изменения поперечного импульса

Подведем итог этим важным результатам. F' — инерциальная 
система отсчета, в которой в данный момент частица покоится или 
очень медленно движется. F — другая инерциальная система, по 
отношению к которой F' может двигаться произвольно быстро. Обо
значая индексами Н и _1_ параллельную и перпендикулярную к отно
сительной скорости F' и F компоненты импульса, мы можем утверж
дать, что

Получив закон преобразования сил (31) и закон преобразования 
электрического поля (7), мы возвращаемся теперь к нашей частице, 
движущейся в поле Е, и открываем удивительно простой факт. 
Сперва рассмотрим £ ц , компоненту Е, параллельную мгновенному 
направлению движения нашей заряженной частицы. Перейдем 
в систему отсчета F ' , движущуюся в этот момент вместе с частицей. 
В этой системе продольное электрическое поле равно Е\  и, согласно 
(7), Е '(=Е\\.  Поэтому сила dp[fdt'  равна

Вернемся обратно в систему F\ наблюдатель измеряет продольную 
силу, т. е. скорость изменения продольной компоненты импульса, 
d p j d t .  Согласно (31), d p jd t = d p \ l/dt’, поэтому он находит, что 
в системе F продольная компонента силы равна

d p ^ ^ d p \  1 dP'x.
d t  d t '  ’ dt  у  d t ’

(31)

J  =  g E u = qE a . (32)

(33)
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Частица в F',  конечно, не остается в покое с течением времени. Она 
будет ускоряться полем Е ', и скорость частицы v ' в инерциальной 
системе F' будет постепенно возрастать. Однако, поскольку мы имеем 
дело с мгновенным ускорением, играют роль только бесконечно ма
лые приращения скорости v ', и ограничение, наложенное на выра
жение (31), строго выполняется. Д ля Е±,  поперечной компоненты в F, 
закон преобразования таков: Е ± = у Е ± , так что (d p J d t ' )= q E ^  =  
= q y E j_ .  Но после обратного преобразования силы к системе отсчета

F мы имеем ( d p j d t ) = ( \ t y ) x  
x(dp'j_/df).  Так что, в конце 
концов, у выпадает:

^ -  =  7 ( 7  E±q) =  4 E x . (34)

Смысл уравнений (33) и (34) 
очень прост: сила, действую
щая на заряженную частицу 
во время ее движения в F, 
равна электрическому полю 
Е, помноженному на q, в этой 
системе отсчета, совершенно 
независимо от скорости части
цы. Рис. 5.19 напоминает нам 
об этом результате и о спосо
бе, которым он был получен.

Этот результат мы уже 
использовали раньше, когда 
говорили, что вклад электри

ческого поля в силу, действующую на движущийся заряд, равен qЕ. 
Это так знакомо и так просто, что может считаться очевидным и вам 
может казаться, что мы зря тратили время на доказательство.. Теперь 
мы могли бы принять это как экспериментальный факт, доказанный 
в широчайших пределах, до скоростей, настолько близких к ско
рости света (в случае электронов), что фактор у равен 104. 
Последнее обстоятельство есть наиболее замечательная особен
ность этого закона, который является прямым следствием инва
риантности заряда.

5.9. Взаимодействие между движущимся зарядом и другими 
движущимися зарядами

Мы знаем, что на движущийся заряд может действовать сила, 
зависящая от скорости. Она связана с магнитным полем, которое 
создается электрическими токами, т. е. другими движущимися зар я
дами. Опыт Эрстеда показал, что электрические токи могут действо
вать на магниты, однако природа магнита в то время была совер
шенно таинственной. Ампер и другие вскоре открыли взаимодействие

Л

Система Fr Систвма F

£

dPiJ dpj 
dt у dt' dt -Чч

Рис. 5 .19. В системе, где заряды , создающие 
поле Е, неподвижны, сила , действую щ ая на 
движ ущ ийся с любой скоростью  зар яд  q, равна 

просто q Е.
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электрических токов друг с другом, проявляющееся, в частности, 
как притяжение между двумя параллельными проводами, по кото
рым текут одинаково направленные токи. Это привело Ампера к ги
потезе, что в магнитном веществе имеются постоянно циркулирую
щие электрические токи. Если такая гипотеза справедлива, то 
результат опыта Эрстеда можно объяснить взаимодействием «гальва
нического» тока в проволоке с микроскопическими токами, которые 
сообщают стрелке компаса особые свойства. Ампер дал полную 
и изящную математическую формулировку взаимодействия между 
стационарными токами и эквивалентности между намагниченным 
веществом и системой постоянных токов. Гениальной догадке Ам
пера о природе магнетизма железа пришлось ждать своего оконча
тельного подтверждения приблизительно столетие.

У
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О 'о Vo o' ООО

II

Н— 
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—
>-
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Рис. 5 .20. Д ви ж ущ иеся  вдоль линии полож ительные и отрицательные заряды , наблюдаемые 
из д вух  разн ы х систем отсчета, а) О трицательные заряды  (светлые круж ки ) движ утся влево, 
а полож ительны е (черные круж ки ) — вправо  с равными скоростями в лабораторной сис
теме. П лотности в этой системе одинаковы, однако, как  видно из (б), в системе, связанной

с частицей, где пробный заряд  неподвиж ен, линейны е плотности заряда различны .

Амперу и его современникам было неясно, чем вызывается маг
нитное действие токов — простым переносом заряда или чем-либо 
более сложным. Будет ли движение электростатически заряженного 
тела давать эффекты, подобные тем, которые вызываются непрерыв
ным гальваническим током? Из теоретической работы, написанной 
М аксвеллом в конце столетия, следовало, что ответ должен быть 
«да». Первое прямое подтверждение было получено Генри Роулан
дом, к опыту которого мы вернемся в конце гл. 6 .

Большое достоинство современной теории в том, что магнитное 
взаимодействие электрических токов является в ней неизбежным 
следствием закона Кулона. Если справедливы постулаты теории 
относительности, если электрический заряд инвариантен и если, 
наконец, справедлив закон Кулона, то явления, которые принято 
называть «магнитными», обязаны существовать. Они являю тся ре
зультатом электрического взаимодействия между движущимся 
зарядом и другими движущимися зарядами. Это можно показать 
с помощью очень простого мысленного опыта.

Н а рис. 5.20, а мы имеем в лабораторной системе бесконечно 
длинную процессию положительных зарядов, движущихся вправо со 
скоростью и0, и наложенную на нее процессию отрицательных за 
рядов, движущихся с той же скоростью влево. Предполагается,
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что эти заряды так многочисленны и расположены так близко друг 
к другу, что на интересующих нас расстояниях их дискретностью 
можно пренебречь. Ради наглядности мы нарисовали обе процессии 
слегка разделенными. Д ля такой конфигурации движущихся зар я 
дов не существует системы отсчета, в которой все заряды были бы 
неподвижны. Пусть линейная плотность положительного заряда, 
измеренная в лабораторной системе, равна % ед. CTC3q/cM и плот
ность отрицательного заряда — такая же. Тогда полная линейная 
плотность заряда в лабораторной системе равна нулю. Следователь
но, равно нулю электрическое поле Е в этой системе. Здесь мы имеем 
эквивалент незаряженной проволоки, по которой протекает постоян
ный электрический ток. В металлической проволоке движутся 
только отрицательные заряды (электроны), а положительные заряды 
неподвижны. Мы взяли более симметричную модель, просто чтобы 
немного упростить рассуждения.

Если бы вы двигались с той же скоростью, что и положительные 
заряды, то обнаружили бы, что линейная плотность зарядов из
менилась. Ситуация здесь подобна случаю с конденсатором (см. 
рис. 5.19). В лабораторной системе распределение положительных 
зарядов будет сжато в направлении х  в (1—yj}/c2)1/s раз, что делает 
его более плотным, чем в той системе отсчета, где положительные 
заряды покоятся. Так как плотность в лабораторной системе мы обо
значили через то плотность в системе покоя положительных зар я 
дов должна быть меньше, а именно Х(1—и02/с2)1/2. То же самое спра
ведливо и для линейной плотности отрицательных зарядов в их 
системе покоя. Приведенные рассуждения вскоре окаж утся полез
ными .

На неподвижный пробный заряд q, находящийся от «проволоки» 
на некотором расстоянии г, не действуют никакие силы, потому что 
электрическое поле равно нулю. Но теперь нас интересует сила, 
действующая на движущийся пробный заряд. Предположим, что 
в лабораторной системе заряд  q движется вправо со скоростью v. 
К акая сила будет действовать на него в лабораторной системе? Мы 
уже научились отвечать на такие вопросы. Перейдем в систему ко
ординат, движущуюся вместе с пробным зарядом q. В этой системе за 
ряд q неподвижен, и действующая на него сила определяется исклю
чительно электрическим полем в этой системе отсчета.

Откуда берется в «системе частицы» электрическое поле, которого 
не было в лабораторной системе? Дело в том, что линейные плотности 
заряда, наблюдаемые в системе, связанной с частицей (мы будем 
называть их и A.L), н е  р а в н ы  друг другу. По наблюдениям в 
«системе частицы» проволока заряжена! На ней имеется избыток от
рицательных зарядов на единицу длины *).

*) «А как же инвариантность заряда?» — спросите вы. Мы уже подчеркива
ли, что полный заряд, заключенный в некоторой области, одинаков, независимо 
от системы отсчета, в которой он измеряется. В нашем случае не существует о б 
ласти, которая могла бы заключать весь заряд проволоки, так как она простира
ется в бесконечность; что происходит на его концах, нас не интересует.

182



Чтобы разобраться в этом, нам надо знать скорости положитель
ных и отрицательных зарядов в новой системе отсчета. Очевидно, 
они не будут одинаковыми. В самом деле, поскольку наша «система 
частицы» движется вправо по отношению к лабораторной системе, 
она догоняет положительные заряды и уходит от отрицательных. 
Рис. 5.21 поможет нам определить интересующие нас скорости. Мы 
не хотим делать никаких приближений, поэтому для получения ско
ростей v'+ и vL положитель
ных и отрицательных заря
дов в «системе частицы» 
мы должпы использовать 
релятивистскую формулу 
сложения скоростей. Эти 
скорости равны

Отрицательные

- V° ~ V 
1 — v0v/c2 1 

Vp +  V 
1 +  v0v/c* ■

Vg

Система, 
торная связанная 

система, с частицей

О  О  Паламитт- 
ПрабныйзаряЗ ные заряды 

у •
ЩI

(35)
Ы

v------ v l

I
I

Здесь будут удобны обоз
начения р и у. Пусть
Ро=Уо/с, 7о=(1— Po)-1/z;
p ; = t >+/с, 7 + = ( i— Р+2) " 1/2 и
(35) принимает вид

Р+ -  —

Рис. 5.21. Д иаграм м а в «пространстве скоростей», 
помогаю щ ая понять сугь дела (сложение скоростей 
следует производить релятивистским способом). 
Д л я  обозначения полож ительны х величин абсолю т
ных значений скорости здесь и в уравн ен иях  (35) — 

(44) стоят одинаковые символы.

т. д.

-р

В этих обозначениях уравнение

1-РоР ’
JV+P_ 
1 +  РоР

(36)

Д ва распределения заряда испытывают лоренцевское сокращение 
разной величины — такова разгадка проблемы. Линейную плотность 
положительных зарядов мы найдем, зная плотность в их системе по
коя и коэффициент сжатия в «системе частицы». Раньше мы нашли 
плотность положительных зарядов в их собственной системе покоя; 
она равнялась Я(1—t^/c2)1/z, или в новых обозначениях Х/у0. Коэф
фициент, на который линейно уменьшается распределение заряда 
в системе покоя частицы, равен Му'+, поэтому обратная величина 
Y+ есть коэффициент, на который увеличивается линейная плотность 
заряда по сравнению с плотностью в системе покоя положительных 
зарядов. Таким образом, линейная плотность положительного 
заряда в системе частицы должна быть равна

(37)

Аналогично плотность отрицательного заряда в системе покоя части
цы равна

(38)

Мы хотим найти полную плотность линейного заряда, Я+—XL; для 
этого мы исключим из этих уравнений 7 + и y l ,  воспользовавшись
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(36). Вычитая из (37) равенство (38), получаем

ц - м  =  А ( Т; - 7:) . (39)
То

Из (36) следует 

У+— У-
1

i A f b z + у  T / V f l o i i  V
V vi-pop; V u + w J
1-PoP 1 +PoP - Ш

V 1—PS—P2+(3|P2 V i - p S - p s - f P o P 3 V ( 1 - P * * ) ( 1 - P 2)
=  - 2 P oPv .Y- (40)

Следовательно, полная линейная плотность заряда равна

а; — А,: =  — 2Яр0(Зу =  -  • (41)

В системе покоя частицы этот линейный электрический заряд 
создает точно такое же электрическое поле, что и всякий другой 
линейный заряд той же плотности. Нам остается только применить 
теорему Гаусса к цилиндру, окружающему линию; получается зн а
комый результат: радиальное электрическое поле, равное

2 0 + - а  =  _ 4 ^ о _
г г гсг \ /

Следовательно, на положительный пробный заряд q действует на
правленная внутрь по радиусу сила (в системе частицы в положи
тельном направлении оси у ’)

Г ,  =  ^ .  (43)

В системе покоя частицы это — поперечная сила. При измерении 
в лабораторной системе ее величина окажется другой. Согласно на
шим правилам преобразования сил (31), Fv— (l/y)Fy.  Таким образом, 
у сокращается. Мы приходим к выводу, что на заряд q, движущийся 
в лабораторной системе со скоростью и параллельно «проволоке», 
действует сила

F„ =  i ^ L .  (44)

Величина 2kv0, которую в (44) при желании можно вынести за 
скобку, есть как раз электрический ток в нашей «проволоке» в еди
ницах СГСЭд/сек. Действительно, Xv0 есть скорость переноса положи
тельного заряда вправо (т. е. количество положительного заряда, 
протекающего в секунду мимо данной точки), и такой же вклад в ток 
дает перенос отрицательного заряда влево. Обозначая этот ток через 
I ,  получим следующее выражение для силы, действующей на дви
жущийся заряд:
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Замечательно, что действующая на движущийся заряд сила за 
висит не от скорости и плотности носителей заряда, а только от та
кой комбинации этих величин, которая определяет полный перенос 
заряда. Если мы имеем определенный ток, скажем 107 ед. СГСЭ^/се/с, 
или, что то же самое, 3,3 ма, то природа этого тока не имеет значе
ния. Он может представлять собой поток электронов высокой энер
гии, движущихся со скоростью, составляющей 99% от скорости 
света, или состоять из электронов металла, совершающих хаотиче
ское тепловое движение со слабым наложенным на него дрейфом 
в одном направлении, или, наконец, он может быть создан заряж ен
ными ионами в растворе, когда положительные ионы движутся в одну 
сторону, а отрицательные — в другую. Кроме того, действующая 
на пробный заряд сила точно пропорциональна его скорости. Наш 
вывод ни в коей мере не ограничен малыми скоростями носителей за-" 
ряда в проволоке или пробного заряда. Уравнение (45) является 
точным без всяких ограничений.

Посмотрим, как эта формула объясняет взаимное отталкивание 
проводников с токами, текущими в противоположных направлениях 
(см. рис. 5.1, б в начале этой главы). Предположим вначале, что в 
каждом проводнике имеется одинаковое число положительных 
и отрицательных носителей заряда, движущихся с равными скоро
стями в противоположных направлениях. В лабораторной системе 
мы имеем нечто подобное рис. 5.22, а. Переходя в систему отсчета, 
которая движется вместе с отрицательными зарядами в проводнике 1 
и с положительными зарядами в проводнике 2, мы видим, что систе
ма выглядит, как на рис. 5.22, б. В этой системе отсчета проводник 1 
имеет на единицу длины избыток положительных зарядов; следова
тельно, он отталкивает положительные заряды проводника 2. А на
логично отрицательные заряды проводника 1 отталкиваются избыт
ком отрицательного заряда проводника 2. Чтобы найти силы, дейст
вующие на остальные носители заряда — положительные на провод
нике 1 и отрицательные на проводнике 2 ,— перейдем в систему покоя 
этих последних (рис. 5.22, в). Здесь оказывается, что проводник 2 
несет на себе избыток положительного заряда, так что положитель
ные заряды проводника 1 должны испытывать отталкивание. То же 
самое происходит с отрицательными зарядами проводника 2. Таким 
образом, каждый носитель заряда в собственной системе покоя ис
пытывает, в общем, отталкивание от носителей заряда в другом 
проводнике. Чтобы найти точную величину силы в лабораторной 
системе, мы должны проделать то же обратное преобразование, ко
торое мы делали по ступеням в (43) и (44). Такое преобразование 
не может изменить знак силы. Следовательно, в лабораторной сис
теме мы необходимо должны наблюдать отталкивание одного провод
ника от другого.

Только что описанная модель может изображать проводимость 
электролита или ионизованного газа, и, вообще говоря, два типа но
сителей могут иметь сильно различающиеся скорости. Однако в ме
талле движутся только носители отрицательного заряда (электроны),
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а соответствующие положительные заряды остаются неподвиж
ными в кристаллической решетке. Два таких провода с противопо
ложно направленными токами показаны на рис. 5.23, а в лаборатор
ной системе. Провода нейтральны, и на неподвижные в лабораторной 
системе положительные ионы не действуют силы со стороны другого

Проводник /  ■ Ток

Проводник 2 Ток

а)

ч Неподвижные 
заряды

6)

2

• • • • •

\ Неподвижные 
■ заряды

в)
Рпс. 5.22. а) Л абораторная система; два 
проводника с токами, текущ ими в п ро 
тивополож ны х направлен и ях . Ток вы зы
вается как  положительными, так  и отри 
цательными зарядам и, движ ущ им ися с 
одинаковой скоростью, б) Система покоя 
отрицательны * ионов в проводнике 1 и 
п олож ительны х ионов в проводнике 2. 
в) Система покоя полож ительны х ионов 
в проводнике 1 и отрицательны х ионов 

в проводнике 2.

Jlpoeod )
О О О• • ч О 0 0 О О • © • • •

Ток
О О О  • • •

\Непвдзижные 
Провод 2 )  заряды Ток
О 0 0.е • •/о 0 0 0 О • • • • • О О О  • • •

г

а)
Неподвижные 
, заряды

о о d о о о О О О

2
О О О 0 « <* •

шт ur*!»о о о о о о о о  
• • * * #

о о о о о • • • •

7

б)

О О О о 
в • • о о о у • в •_в • 0 О 0 о о в е е в

Неподвижные 
2 J  заряды

0  О в * в 0 о о о « • #• _# • О О О  • • • •

в)
Рис. 5.23. а) Л абораторная система; два 
провода с токами противополож ны х н ап рав
лений. К ак  и в м еталлической проволоке, 
ток обусловлен движ ением только отрица
тельны х попов (электронов), б) Система по
коя электронов в проводе /. Заметьте, что в 
проводе 2 положительные ионы сжаты, а рас
пределение электронов сж ато еще больше. 
в) Система покоя электронов в проводе 2. 
Так же как и в (б), другой  провод вы глядит 
по отношению к этим, неподвижны м, элект

ронам отрицательно заряж енны м .

провода. Переходя в систему отсчета, в которой покоится один из 
наборов электронов (рис. 5.23, б), мы обнаруживаем, что в другом 
проводе распределение электронов приобретает большее лоренцев- 
ское сокращение, чем распределение положительных ионов. Анало
гичная ситуация обнаруживается на рис. 5.23, в. Таким образом, 
и эта модель предсказывает отталкивание параллельных токов, 
текущих в противоположных направлениях. Качественно она иллю-
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стрирует сделанное выше утверждение, что силы между токами зави 
сят только от величины тока, а не от того, как переносится заряд. 
(В задаче 5.15 дано общее доказательство этого утверждения.)

В этой главе мы видели, как из факта инвариантности заряда 
следует наличие сил между электрическими токами. Это, однако, 
не означает, что один из этих фактов является причиной другого. 
Просто здесь две стороны электромагнетизма, взаимосвязь которых 
служит прекрасной иллюстрацией к более общему закону: физика 
одинакова во всех инерциальных системах отсчета.

Если бы для анализа каждой системы движущихся зарядов при
ходилось совершать преобразования «вперед — назад» между разно
образными системами координат, то наша задача стала бы утомитель
ной и отупляющей. Есть лучший способ. Общее действие одного тока 
на другой можно описать полно и сжато, вводя понятие о новом 
поле — магнитном.

З а д а ч и

5.1. Электрическое поле в разных системах отсчета. Конденсатор состоит 
из двух горизонтальных прямоугольных пластин, расстояние между которыми 
равно 2 см. Размеры пластин: с востока на запад 20 см, с севера на юг 10 см. Кон
денсатор заряжается кратковременным соединением с батареей в 300 в (1 ед. 
СГСЭу). Каково число избыточных электронов на отрицательной пластине? 
Какова величина электрического поля между пластинами? Определите следующие 
величины, если они измерены в системе отсчета, движущейся на восток, со ско
ростью 0,6 с по отношению к лаборатории, в которой пластины неподвижны: три 
размера конденсатора; число избыточных электронов на отрицательной пластине; 
величина электрического поля между пластинами. Определите те же величины 
в системе отсчета, движущейся вверх со скоростью 0,6 с.

5.2. Поле движущегося заряда в ультрарелятивистском пределе. В качестве 
грубой оценки релятивистского «сжатия» силовых линий электрического поля, 
создаваемого движущимся зарядом, мы можем взять угол «  между двумя кониче
скими поверхностями, внутри которых заключена половина общего потока элек
трического поля. Таким образом, половина потока через сферу будет заключена в 
экваториальной зоне между

0' =  я /2 -{ -а /2  и в ' = я / 2 — а /2 .

Рассмотрим ультрарелятивистский случай, когда Y^>1. Теперь нужно рассмотреть 
только такие углы в', что

6' =  л /2  — е,

где je|<g:l. Сначала покажите, что в этом случае уравнение (12) приближенно пере
ходит в следующее:

е ' - А ______1’____
И 2 (\ + уч*)Ч*

Затем проинтегрируйте по е в пределах от — а /2  до + а / 2 ,  чтобы получить поток 
через узкий экваториальный пояс. О т в е т .  а = 2 / у } /Л3.

5.3. Приложение результатов задачи 5.2. Протон с энергией 30 Бэв  про
ходит на расстоянии 10-7 см от атома водорода. Оцените пиковую величину 
электрического поля и приблизительную длительность импульса электричес
кого поля, действующего на атом. Сделайте то ж е самое для электрона, прохо
дящего на том же расстоянии. Используйте следующие приближенные значе
ния массы покоя: для протона 1 Бэв,  для электрона 0,5 Мэе.  О т в е т .  Е тах^  
« 1 ,5 -1 0 6 СГСЭу/см для протона и E ma^ 3 - 109 СГСЭу/см для электрона.'
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5.4. Рассмотрим траекторию заряженной частицы, движущейся со скоростью 
0,8 с в направлении оси х,  когда она входит в большую область однородного 
электрического поля, направленного по оси у.  Покажите, что скорость ча
стицы в направлении х  будет убывать. А как обстоит дело с * -компонентой 
импульса?

5.5 Эквивалентность описания в лабораторной системе и системе, связанной 
с частицей. Отклоняющие электроды высоковольтного катодно-лучевого осцил
лографа представляют собой две прямоугольные пластины длиной 4 см и шириной 
1,5 см, с расстоянием между ними 0,8 см. Между пластинами приложена разность 
потенциалов 6000 в. Электрон, ускоренный разностью потенциалов 250 кв, входит 
слева в зазор между отклоняющими пластинами и движется вначале параллельно 
пластинам на половине расстояния между ними. Нужно определить положение 
электрона и направление его движения, когда он покидает отклоняющее поле на 
другом конце пластин. Будем пренебрегать краевым полем, предполагая, что элек
трическое поле между пластинами однородно. Массу покоя электрона можно при
нять равной 500 кэв. Сначала проведите анализ в лабораторной системе, ответив 
на следующие вопросы: v ==?', Р = ? ; Рх > в единицах тес,=?; время, проведенное 
между пластинами=? (пренебрегая изменением горизонтальной скорости, рас
смотренным в задаче 5.4.); приобретенная компонента поперечного импульса в 
единицах ш с=?; поперечная скорость на выходе = ? ;  положение по вертикали на 
выходе = ? ;  направление полета на выходе? Затем опишите весь процесс, как он 
выглядел бы в инерциальной системе отсчета, движущейся вместе с электроном, 
в тот момент, когда он входит в область отклонения; как выглядят пластины? Чему 
равно поле между ними? Что происходит с электроном в этой системе координат? 
В этом упражнении главное — убедиться в том, что оба способа описания пол
ностью эквивалентны.

5.6. Вопрос для обсуждения. Рассмотрите, что описывает суперпозиция 
рис. 5.16 и 5.17. Будут поля в переходной области складываться или вычитаться? 
Сможете ли вы объяснить это с точки зрения движения зарядов?

5.7. Заряд движется к началу координат вдоль положительного луча оси х 
со скоростью V.  Он достигает начала в момент t =  0, затем внезапно останавливается

и меняет направление движения (как 
если бы он упруго отразился) так, что 
он теперь движется с той ж е постоян
ной скоростью в положительном на
правлении оси х.  Нарисуйте поле в 
некоторый момент после отражения 
частицы.

5.8. На рисунке показаны ультра- 
релятивистская положительная части
ца, приближающаяся слева к началу 
координат, и отрицательная ■ частица, 
приближающаяся справа с той ж е ско
ростью. Они сталкиваются в начале 
координат при t— 0, находят некий 
способ израсходовать свою кинетиче
скую энергию и остаются там как 

нейтральное целое. к,ак выглядит, по-вашему, электрическое поле в неко
торое время /> 0 ?  Нарисуйте силовые линии. Как изменяется поле с течением 
времени?

5.9 . Взаимодействие заряженных частиц в «импульсном приближении». Час
тица 1 с зарядом qx находилась в покое. Частица 2 с зарядом q% прошла мимо нее 
на минимальном расстоянии Ь, двигаясь со скоростью V. Первая частица была на
столько тяжелой, что приобретенная ею благодаря кулоновской силе скорость 
вызвала за время прохождения пренебрежимо малое смещение. Аналогично вто
рая частица была такой тяжелой, что изменением ее скорости или отклонением от 
прямолинейного пути можно пренебречь. Какой поперечный импульс приобрела 
каждая из частиц в результате близкого соударения? (Поперечный означает здесь 
перпендикулярный к направлению движения частицы 2.) Сперва ответьте на этот 
вопрос для частицы 2, работая в системе отсчета, где частица 1 покоится. Приме-
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ненив теоремы Гаусса к цилиндру делает ненужным интегрирование. Является 
ли ваша формула точной в релятивистском пределе? Рассмотрите теперь импульс, 
приобретенный частицей 1. На нее действует поле движущегося заряда (12). По
перечный импульс можно вычислить с помощью приближенного интегрирования. 
Однако вместо этого вы можете доказать правомерность использования теоремы 
Гаусса или ж е получить ответ прямо из первого результата. О т в е т  (к обеим 
частицам). 2q1q j v b .

5.10. Вопрос о сохранении заряда.  В разделе 5.9 подчеркивалось различие 
между инвариантностью заряда и сохранением заряда и отмечалось, что сохранение 
не обязательно включает в себя инвариантность. Однако утверждение, что теорема 
Гаусса верна в одной системе отсчета для любой поверхности, вместе с теорией 
относительности означает сохранение заряда. Покажите это, обсудив следующую  
гипотетическую ситуацию. Положительный заряд внезапно рождается в начале 
координат при t =  0. В некоторое время t = t 1 наблюдатели определяют поверхно
стный интеграл от Е по поверхностям разного радиуса. Используйте их ре
зультаты.



МАГНИТНОЕ ПОЛЕ

Г Л А В А  б

6.1. Определение магнитного поля

Заряд, движущийся параллельно току других зарядов, испыты
вает силу, перпендикулярную к его скорости. Это вытекает из анали
за ситуации, показанной на рис. 5.20. Мы видим действие этой силы, 
наблюдая за отклонением электронного пучка текущим поблизости 
током (см. рис. 5.3). Теперь покажем, что произойдет, если наш 
пробный заряд будет двигаться в некотором другом направлении. 
Вы уже знаете, что около провода с током существует магнитное поле 
и что на заряд, движущийся в этом поле, действует сила. Подобно 
тому как вектор электрического поля Е мы определили силой, дей
ствующей на единичный пробный неподвижный заряд, мы можем 
теперь определить новое, магнитное, поле той частью силы, дейст
вующей на движущийся пробный заряд, которая пропорциональна 
скорости.

Чтобы выразить это более точно, предположим, что в данной 
точке пространства и в данный момент времени в некоторой системе 
координат опыт показал, что сила, действующая на пробный заряд 
q , движущийся с постоянной скоростью v, равна

(1)

где Е и В — векторы, не зависящие от v. Если это справедливо, то 
мы считаем формулу (1) определением электрического и магнитного 
полей в этой точке пространства.

Чтобы полностью подтвердить это определение, мы должны по
казать с помощью опыта, или другим путем, что такое соотношение 
справедливо во всех случаях. Мы не выполнили этой задачи, но 
показали, что в некоторых важных и поучительных случаях это 
соотношение выполняется. В разделе 5.8 мы доказали, что сила, 
действующая на пробный заряд, совершенно не зависит от его ско-

190



рости, если остальные заряды неподвижны. Это значит, что уравне
ние (1) справедливо всюду при В = 0 .

Приведенные в конце гл. 5 рассуждения показывают, что на час
тицу, движущуюся параллельно постоянному потоку зарядов в про
воде, действует сила, пропорциональная ее скорости и перпендику
лярная к ней, как этого требует векторное произведение в уравнении 
(1). Более того, мы можем точно указать, каким должен быть вектор 
В магнитного поля, чтобы он совпадал с нашими наблюдениями и с 
симметрией системы. Эго должен быть вектор, перпендикулярный 
к плоскости рисунка, т. е. перпендикулярный как к проводу, так  и к 
скорости v пробного заряда. Д ля того чтобы сделать уравнения 
(5.45) и (1) совместными, величина В должна быть равна

В  =  - .
ГС ( 2 )

Мы вывели формулу для магнитного поля прямого тока, исследуя 
только э л е к т р и ч е с к о е  поле движущихся зарядов. Наш вывод 
несовершенен лишь в некоторых малосущественных пунктах. Мы 
должны показать, что сила, зависящ ая от скорости и имеющая ту 
же величину и соответствующее направление, возникает такж е и 
при движении пробного заряда в радиальном направлении к проводу 
или от него.

V
N1 f '  Н2

V
£ '

Движущийся 
пробный заряд

Неподвижный 
пробный заряд

7 ч  ~х'

6)
Рис- 6.1. а) Пробный заряд  в лабораторной системе координат движ ется под прямым углом 
к л и н и к  зарядов, б) В системе координат, связан ной  с частицей, лин и я зарядов движ ется по 
направлению  к пробному заряду. Светлые кр у ж ки  — отрицательны е заряды , черные к р у ж 

ки —- полож ительны е заряды .

Это можно сделать тем же способом, однако математические вы
кладки окажутся утомительными, если мы попытаемся провести их 
достаточно строго. Нам интересна не математика преобразований 
координат, а причина существования силы. Мы можем понять эту 
причину, не делая никаких вычислений.

На рис. 6.1, а мы изобразили лабораторную систему координат 
с пробной частицей, движущейся к проводу. Мы видим, что в систе
ме, связанной с частицей (рис. 6 . 1 , б), где пробный заряд неподви
жен, весь ряд положительных и отрицательных зарядов движется 
вниз по направлению к пробному заряду, в то время как отдельные 
заряды движутся под углом: положительные вниз направо, отри
цательные вниз налево. Это напоминает походные маневры ш коль
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ного отряда. Мы н а д е е м с я  обнаружить в этой системе координат 
электрическое поле Е, направленное влево *). Однако все происхо
дит совершенно симметрично. Как же может возникнуть такое поле?

Рассмотрим в системе координат, связанной с частицей, один 
из положительных зарядов Р г и симметрично расположенный поло
жительный заряд Р 2. Если бы нам пришлось суммировать воздейст
вия всех положительных зарядов, мы всегда могли бы сгруппиро
вать их в такие симметричные пары — одну с правой стороны 
направления скорости, другую с левой. Электрические поля этих

Рис. 6.2 . П оказано п оявление силы в системе координат, связанной  с частицей, изображ ен
ной на рис. 6.1,6. Э лектрические п оля  д вух  симметрично располож енны х полож ительны х 

зарядов (а) и двух  симметрично располож енны х отрицательны х зарядов (б).

двух зарядов показаны на рис. 6.2, а. Теперь ясно, почему их дейст
вие на q неодинаково. Релятивистское сокращение поля, описывае-. 
мое множителем [1—p2sin20 ']- ‘/s в уравнении (5.12) приводит к то
му, что поле заряда Р., около q оказывается сильнее поля заряда Р ±. 
Действие сферически симметричных полей в направлении х ' взаим
но уничтожалось бы. Вместо этого поле заряда Р 2 начинает преобла
дать, что приводит к появлению направленной влево х '-компоненты 
поля.

Возьмем теперь два симметрично расположенных отрицательных 
заряда, N i  и JV2, как показано на рис. 6.2, б. В этом случае поле 
заряда N i  преобладает и это т а к ж е  п р и в о д и т  к появлению 
компоненты электрического поля в отрицательном направлении х ' . 
С другой стороны, очевидно, что у '-компоненты у полей положитель
ных и отрицательных зарядов взаимно уничтожаются. У нас ос
тается электрическое поле Е' и, следовательно, сила, параллельная 
проводу и действующая в отрицательном направлении оси х ' .

Мы ясно видим теперь, что магнитное взаимодействие между 
движущимися зарядами является релятивистским эффектом. Это 
следовало уже из появления множителя w 0/cz в уравнении (5.44). 
В мире движущихся электрических зарядов магнетизм исчез бы,

*) Мы ищем силу, которая покажется наблюдателю в лабораторной системе 
координат силой, перпендикулярной к скорости пробной частицы, потому что в 
первом случае (рис. 6.1, а) сила была перпендикулярна к направлению скорости 
и, как следует из вышесказанного, направлена влево от вектора скорости.
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если бы скорость света с оказалась бесконечно большой. Поэтому ка
жется странным, что магнитные силы достаточно велики, чтобы вра
щать якоря моторов и поднимать тяжести. Мы упоминали ранее, 
что электростатические силы между крупными предметами, как 
правило, не бывают очень значительными. Почему же магнитные 
силы не оказываются намного меньшими? Объяснение кроется в поч
ти полной электрической нейтральности больших масс вещества. 
Следующий пример послужит хорошей иллюстрацией сказанному. 
Вычислим силу, действующую между двумя параллельными прово
дами с током.

Т ак как в данном примере мы впервые встречаемся с магнитным 
полем внутри вещества, мы прервем изложение, чтобы обсудить это 
обстоятельство. Большинство металлов, включая медь (но не ж еле
зо) и вообще большинство веществ 
не оказывают почти никакого влия
ния на магнитное поле. Можно счи
тать, что поле В в меди практически 
такое же, как если бы те же токи 
текли в вакууме. Мы вернемся к этим 
вопросам в гл. 10. Пока же мы не ^
6V7IPM г п в п п и т ь  п ЖР1ТРЧР рис- 6' 3' A ff nP°B°W. в которыхи у д с м  l U B u p w i b  и  ж с л с о с .  сред няя  дрейф овая скорость электро-

Рассмотрим два медных провода нов проводимости равна 0,5 см/сек.  

диаметром 1 мм, находящихся на
расстоянии 5 см друг от друга (рис. 6.3). В обоих проводах течет 
ток; предположим, что средняя скорость движения электронов про
водимости в каждом проводе равна 0,5 см/сек. К ак известно, это — 
средняя дрейфовая скорость, которая гораздо меньше скорости 
беспорядочного движения электронов. Если предположить, что на 
один атом меди приходится один электрон проводимости, то можно 
легко найти число электронов проводимости в проводнике длиной 
1 см и диаметром 1 мм. Оно близко к 6  -1020. (Для этого вычисления 
нам нужно знать плотность меди, 8  г/см3-, атомный вес меди 64 и 
число Авогадро.) Линейная плотность К движущегося отрицатель
ного заряда, таким образом, равна

А, =  (6 - 1020) х  (4 ,8 -10-10) =  3- Ю11 ед. СГСЭ9/см. (3)

Положительные заряды неподвижны. Произведение К на дрейфовую 
скорость равно (3 -1011) -0 ,5 = 1 ,5 -1011 ед. СГСЭд/сек, что равно силе 
тока приблизительно 50 а.

Найдем теперь силу, действующую на электрон во втором про
воде, расположенном на расстоянии 5 см от первого. Этот электрон 
движется с той же средней скоростью 0,5 см/сек, если во втором про
воде течет такой же ток.

Используя уравнение (5.46), получим

F  _  2 q lvv 0 2 (4 ,8 -10-10 ед. СГСЭд) (3-.!0“  ед. СГСЭ9/с,и) (0 ,5  см/сек)* _
/•с2 (5 см) (3 • 1010 см/сек)'2 ~

«  1,6 -ю-*® дин. (4)
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Такая сила действует на каждый электрон проводимости другого 
провода, поэтому полная сила, действующая на электроны в 1 см 
провода, равна (6-1020)Х (1 ,6 -1 0 _20), т. е. приблизительно Юдин/см. 
Мы наблюдаем ее как силу, действующую на сам провод; любой им
пульс, сообщенный электронам, передается решетке, в которой они 
расположены. Что касается направления силы, то анализ ситуации, 
изображенной на рис. 5.20, показывает, что если одноименные за
ряды движутся параллельно друг другу, то силы магнитного взаи
модействия притягивают проводники. Следовательно, наши медные 
провода с токами, идущими в одном и том же направлении, будут 
притягиваться друг к другу с силой, равной 10 дин  на 1 см провода.

Это справедливо для любых параллельных прямых проводов, 
расположенных на таком же расстоянии друг от друга, при условии, 
что по ним течет тот же ток в 50 а.

10 дин — небольшая сила, но измерить ее легко. Сравним эту 
силу с электростатической силой, которая действовала бы между 
проводами с нескомпенсированным статическим зарядом в 3 -1011 ед. 
СГСЭ /см в каждом проводе. Электрическое поле линейного заряда 
с плотностью % равно 2 К/г (уравнение (1.26)); сила, действующая на 
1 см длины такого же линейного заряда, находящегося на расстоя
нии г см, равна 2№/г. Подставляя линейную плотность заряда, ко
торую мы принимаем для электронов в проводе равной З-Ю 11 ед. 
СГСЭд/см, мы получим силу в (c/v) 2 раз большую силы магнитного 
взаимодействия, равной 10 дин/см, что составляет 36 -1021 дин/см 
или почти 4 -1 0 13 т/см.

Магнитные явления были бы сравнительно незаметными, если бы 
природа не создала двух сортов зарядов, способных уничтожать 
силу электростатического взаимодействия. Конечно, мир с единст
венным сортом заряда невообразимо отличался бы от нашего. В атом
ных явлениях, где во взаимодействии элементарных частиц участвует

полная кулоновская сила, магнитные 
эффекты действительно занимают вто
рое место после электрических взаимо
действий. Вообще говоря, они слабее 
как раз на тот множитель, которого 
мы могли бы ожидать, а именно на 
квадрат отношения скорости движе
ния частицы к скорости света.

Магнитное взаимодействие между 
параллельными токами зависит толь

ко от произведения токов, а не от плотностей зарядов и скоро
стей их движения в отдельности. В вышеприведенном примере 
плотность заряда и скорость его движения были введены для срав
нения электростатических и магнитных взаимодействий. Обычно мы 
имеем дело только с полным током в каждом проводе и механизм пе
ремещения заряда (большое количество медленно движущихся или 
малое количество быстро движущихся зарядов) не имеет значения. 
Пусть в проводнике 1 на рис. 6.4 течет ток 1Х ед. СТСЭ^/сек. Пред

Рис. 6.4. Проводник 1 создает м аг
нитное поле В около проводника 2. 
Сила, действую щ ая на 1 см длины 
проводника 2, дана вы раж ением  (5).
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положим, что в проводнике 2 на расстоянии г заряд с линейной 
плотностью 1 ед. СГСЭд/см движется со скоростью v 2. Мы знаем, что 
сила, действующая на единицу длины проводника 2, должна быть 
равна 2 IjXvJrc2, т. е.

(5)
2/ /

Сила на сантиметр = —^ ,

так как Kv2 — это ток / 2 во втором проводнике.
Сила, действующая на проводник с током / ,  который находится 

в магнитном поле В, созданном другими токами, равна IB /с на 1 см 
проводника, если выражать ее через магнитное поле В. Эта сила 
перпендикулярна к проводнику и к магнитному полю, поэтому наше 
утверждение можно записать в векторной форме следующим об
разом:

dF =  —dl X  В. (6)

В уравнении (6) dF — это сила, действующая на небольшой отрезок 
проводника длиной d\, по которому течет постоянный ток / ,  изме
ренный в ед. СГСЭд/сек. Направление вектора dl совпадает с направ
лением тока положительных зарядов. Уравнение (6 ) следует непо
средственно из нашего определения В в уравнении (1) и из определе
ния тока как движение заряда. Оно справедливо для проводника 
любой формы: мы должны только знать вектор В магнитного 
поля в каждой точке пути. Заметьте, что уравнение (6) можно по
лучить, вспомнив, что сила, действующая на элемент заряда dq, 
который движется со скоростью v, равна dF=dq(v/c)y(B .  Т ак  как 
v = d l /d t  и d q = Id t ,  выражение для dF превратится в следующее:

d F = ^ X B = ^ - X B .  (7)

Д о сих пор мы измеряли I  в единицах СГСЭд/сек. Единица силы тока 
в практической системе, ампер (а), равна 3 • 109 ед. СГСЭд/сек *). 
Если сила тока, текущего в прямом проводе, выражена в амперах, 
то магнитное поле на расстоянии г см от провода равно

в^-гоШт,-  <8 >

Множитель 2/10 точен, 1/10 получается при делении 3 -109 на с. Точ
но так ж е сила, действующая на проводник с током 1 а  в поле В гс, 
равна

dF (дин) =  ^  /  (a) dl X  В (см-гс). (9)

*) Мы отмечали в гл. 1, что эти множители, связанные с числом 3, возникают 
от скорости света. Теперь мы видим, как они появляются. Точное число равно, 
конечно, 2,9979.
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Единица измерения В, следующая из этих формул, если сила выра
жена в динах и расстояние в сантиметрах, называется гауссом (гс). 
Она давно применяется физиками и инженерами и, несмотря на су
ществование других систем единиц, останется, очевидно, наи
более привычной единицей для величины магнитного поля. В ели
чина магнитного поля Земли вблизи ее поверхности составляет 
примерно половину гаусса. Поле вблизи одного из проводов 
(см. рис. 6.3), возникающее от тока, текущего в другом проводе, рав
но приблизительно двум гауссам. Поле между полюсами большого 
электромагнита удобно измерять в тысячах гаусс (кгс). В обычном 
магните очень легко получить поле 10— 20  кгс, а в сверхпроводящем 
промышленном магните от 60 до 80 кгс. Получение полей свыше 105 гс 
требует затраты особых усилий. В локальных областях на по
верхности Солнца (солнечные пятна) магнитные поля имеют по
рядок сотен гаусс; известно несколько звезд, поля на поверхности 
которых больше одного килогаусса. В целом протяженные 
магнитные поля во Вселенной довольно слабы. Недавнее изме
рение (особый тип спектроскопических измерений) межзвездного 
магнитного поля в небольшом районе нашей Галактики дало вели
чину около \0~ ’ гс. В масштабе Галактики поле такой силы нельзя 
считать несущественным. В действительности магнитное поле 
играет важную, иногда определяющую роль в динамике Галактики. 
Таким образом, один гаусс — величина, близкая к магнитному полю 
Земли, которое изучалось человеком в течение столетий, является 
теперь, грубо говоря, средним геометрическим между магнитными 
полями, играющими важную роль в космологии, и самыми сильны
ми полями, полученными в лаборатории.

Следует добавить, что величина, которую мы определили как В 
и назвали величиной магнитного поля, в некоторых книгах назы
вается магнитной индукцией.

6.2. Некоторые свойства магнитного поля

Магнитное поле, подобно электрическому, служит средством опи
сания взаимодействий заряженных частиц друг с другом. Если мы 
говорим, что магнитное поле в точке (4,5; 3,2; 6,0) в 12 часов дня 
направлено по горизонтали параллельно отрицательной оси у  и рав
но 5 гс, то мы этим определяем ускорение, которое испытывала бы 
движущаяся заряж енная частица в этой пространственно-временной 
точке. Замечательно, что утверждение такого типа, дающее просто 
векторную величину В, полностью исчерпывает все, что нужно ска
зать. Зная этот вектор, можно однозначно определить зависящую от 
скорости часть силы, которая действует на заряженную  частицу, 
движущуюся с любой скоростью. Это делает ненужным описание 
других заряженных частиц, являющихся источниками поля. Д ру
гими словами, если бы две совершенно разные системы подвижных 
зарядов создали в определенной точке одинаковые поля Е и В, 
то поведение любой пробной частицы в этой точке было бы в точ
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ности одинаково, независимо от системы. Только по этой причине и 
приемлемо представление о поле, как о чем-то промежуточном при 
взаимодействии частиц. И именно поэтому мы считаем поле объек
тивно существующей реальностью.

Что является более реальным, поле или частицы, взаимодействие 
которых это поле призвано описывать? Это — глубокий вопрос, 
который мы должны отложить на продолжительное время. Люди, 
для которых электрические и магнитные поля были совершенно 
реальными,— Фарадей и М аксвелл, назовем двоих,— были спо
собны с помощью этих представлений проникать в сущность дела и 
совершать великие открытия. Будем считать магнитное поле столь 
же реальным, каким оно было для них, и изучим некоторые из его 
свойств.

Д о сих пор мы рассматривали только магнитное поле прямого 
провода или нити с постоянным током. Мы обнаружили, что направ
ление поля всюду перпендикулярно к плоскости, содержащей нить 
и точку, в которой наблюдается поле. Величина поля пропорцио
нальна 1/л Линии поля — окружности, охватывающие нить, как 
показано на рис. 6.5. Направление В задается ранее принятым 
определением векторного произведения, решением (произволь
ным) писать второй член в уравнении (1) со знаком плюс, т. е. 
+  (<7/c)vXB, и тем физическим фактом, что положительный заряд, 
движущийся в направлении тока, притягивается этим током. 
Все это согласуется между собой, если 
связать направление В с направлени
ем тока, являющегося его источником, 
способом, указанным на рис. 6.5.
Если смотреть по направлению тока, 
то силовые линии будут направлены 
по движению часовой стрелки. Если 
хотите, это можно считать правилом 
правого винта.

Рассмотрим линейный интеграл от В 
по замкнутому пути в этом поле. (Вспом
ним, что подобное исследование привело 
нас в случае электрического поля точечного заряда к определению 
простого и фундаментального свойства всех электростатических по
лей.) Начнем с пути ABCD  на рис. 6 .6 , а. Он лежит в плоскости, пер
пендикулярной к проводу; действительно, нас интересует только эта 
плоскость, так как В не имеет составляющих здоль провода. Линей
ный интеграл от В по этому пути равен нулю по следующей причине. 
Пути ВС  и D A  перпендикулярны к В и ничего не вносят. Вдоль А В  
поле В сильнее в г2/г! раз, чем вдоль CD, но CD больше А В  на тот же 
множитель, так как эти две дуги стягивают один и тот же угол относи
тельно провода. Таким образом, обе дуги дают равные и противопо
ложные вклады и полный интеграл обращается в нуль. Следова
тельно, линейный интеграл по л ю б о м у  пути, образованному 
радиальными отрезками и дугами, как, например, на рис. 6 .6 , б,
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а)

в)

г)

Г

Ф

также равен нулю. Отсюда легко сделать заключение, что линейный 
интеграл по любому пути, не охватывающему провод, равен нулю. 
Чтобы оправдать сглаживание углов в рассматриваемом контуре, 
мы должны были бы только показать, что интеграл по небольшому 
треугольному контуру исчезает в нужном порядке малости. В случае

j j ___  электрического поля этот этап
был также необходим.

Пример пути, не охваты
вающего провод, показан на 
рис. 6 .6 , в. Если бы этот путь 
был сделан из веревки, то его 
можно было бы отвести в сто
рону от провода. Линейный 
интеграл по любому такому 
пути равен нулю.

Рассмотрим теперь круго
вой путь, охватывающий про
вод (рис. 6 .6 , г). Длина ок
ружности равна 2 л г, поле 
равно 2 Ijcr и всюду парал
лельно пути следовательно, 
значение линейного интегра
ла по этому пути равно 
(2яг)(2//гс) или 4nl/c .  Мы 
утверждаем, что любой путь, 
делающий один оборот вокруг 
провода, должен дать ту же 
величину. Рассмотрим,напри
мер, криволинейный контур 
С на рис. 6 .6 , д. Построим 
путь С' на рис. 6 .6 , е, кото
рый состоит из пути, подоб
ного С, и из кругового пу

ти, но не охватывает провод. Линейный интеграл по С' должен 
быть равен нулю и, следовательно, интеграл по С должен быть 
отрицательным по сравнению с интегралом по окружности, вели
чина которого, как мы уже вычислили, равна 4п1/с. Знак будет 
зависеть, очевидно, от направления перемещения по контуру. Наш 
общий вывод заключается в следующем:

е)

ж)

Рис. 6.6. Линейный и нтеграл от магнитного 
поля В по любохму зам кнутом у пути зависит 
только  от охватываемого им тока , а) П уть леж ит 
в плоскости, перпендикулярной  к проводу, 
б) П уть построен из ради альн ы х  отрезков и 
дуг. в) П уть не охваты вает провод, г) К руговой  
путь, охватывающ ий провод, д ) К риволин ей 
ный путь, охватываю щ ий провод, е) К руговой 
и криволинейный пути, не охваты ваю щ ие п ро
вод. ж) П етля из п  витков, охваты ваю щ ая 

провод.

j" B-ds =  ^X T O K , охватываемый контуром. ( 10)

Уравнение (10) справедливо, когда контур совершает один обо
рот вокруг нити с током. Очевидно, линейный интеграл по пути, 
который совершает N  оборотов вокруг нити, подобно изображенному 
на рис. 6 ,6 , ж, будет в N  раз больше.
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Магнитное поле, как мы уже подчеркивали, зависит только от ско
рости переноса зарядов, т. е. от числа единиц заряда, проходящих 
через данную точку цепи в секунду.

На рис. 6.7 показана цепь с током в 5 ма (миллиампер), эквива
лентным 15 -106 ед. СГСЭ /т с .  Средняя скорость носителей зарядов 
колеблется от 1 0 " 4 см/сек в одной части контура до 0 ,8  скорости

Рис. 6.7. Л инейный интеграл от В имеет соверш енно одинаковые значения вокруг любой 
части этого кон тура, несмотря на то, что скорости носителей зарядов в каждой части совер
шенно различны . I — чистая вода; отрицательны е ионы движ утся вправо со скоростью  
3,5 см/сек: полож ительны е ионы движ утся влево со скоростью  2 см/сек. 2 — вы соковольтный 
пучок электронов в вакуум е; скорость электрон ов 2,4- \ 010см'сек. 3 — медный провод; элек т
роны проводимости дрейфуют влево со средней скоростью  1 0 ~ 4 см/сек. 4 — генератор Ван- 
де-Грааф а; отрицательны е заряды движ утся  вверх, полож ительны е — вниз, v~~ 2000 см/сек

света в другой. Линейный интеграл от В по замкнутому пути имеет 
ту же величину в любом месте цепи, а именно

B .d s :
4Я/  4л-(15- 10е ед. СГСЭд/сек) 

с 3 ■ 10 10 см/сек ■ 0,00628 sc * см, ( 11)

То, что мы доказали в случае длинной прямой нити с током, со
вершенно справедливо, на основании принципа суперпозиции, для 
поля любой системы прямых 
нитей. На рис. 6 .8  изображено 
несколько проводов с током, 
идущим в разных направле
ниях. Если уравнение (10) спра
ведливо для магнитного поля 
одного из этих проводов, то оно 
должно быть справедливо для 
полного поля, которое в каждой 
точке является векторной сум
мой полей отдельных проводов.
Это — довольно сложное поле.

Ри с. 6.8. С уперпозиция прям ы х проводов с 
током. Л инейный интеграл от В по зам кн у 

тому пути равен (4п/с)(—/ 4 + / б).

Тем не менее мы можем пред 
сказать величину линейного 
интеграла от В по замкнутому 
контуру, показанному на рис. 6 .8 , зная только, какие токи текут 
через проводники и в каком направлении.
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Нас интересуют, однако, не только длинные прямые провода. 
Мы хотим знать, каково магнитное поле при любом распределении 
токов — например, поле тока, текущего в замкнутой петле. Оказы
вается, что эти более сложные поля подчиняются точно такому же 
закону, выражаемому формулой (10). Линейный интеграл от В во
круг изогнутого провода равен интегралу, взятому вокруг длинного 
прямого провода с таким же током. Доказательство этого положения 
выходит за пределы выводов, приведенных нами до сего времени,

поэтому мы должны принять его как 
постулат, подтвержденный эксперимен
тально.

Чтобы выразить закон в наиболее 
общем виде, необходимо рассмотреть 
объемное распределение тока. В общем 
случае распределение постоянного тока 
описывается объемной плотностью тока 
3 ( x , y , z ) ,  которая изменяется от точки 
к точке-, но постоянна во времени. Ток 
в проводе — это специфический случай, 
когда плотность J велика внутри про
вода, но равна нулю в любом другом 

месте. Мы рассматривали объемное распределение тока в гл. 4, 
где отметили, что для токов, не зависящих от времени, плотность 
должна удовлетворять уравнению непрерывности, или условию 
сохранения заряда,

div  J =  0. (12)

Рассмотрим замкнутую кривую С в области, в которой текут токи. 
Полный ток, охватываемый кривой С, равен потоку J через поверх
ность, стягивающую С, т. е. поверхностному интегралу § J *da

s
по этой поверхности S (рис. 6.9). Следовательно, общая формули
ровка равенства (10) имеет вид

jB * d s  =  -^- J  3-da.  (13)
с s

Сравним это выражение с теоремой Стокса, приведенной в гл. 2:

F -d s =  (rot F )-d a . (14)
с s

Мы видим, что уравнение (13) эквивалентно следующему:

(15)

Это наиболее простое и общее выражение связи между магнитным 
полем и движущимися зарядами — источниками поля. Однако

Рис. 6.9. J  — это л о к ал ьн ая  п лот
ность тока. П оверхностный и н те
грал  от J по S равен то ку , кото 

рый охваты вается кривой С.
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уравнения (15) недостаточно для определения В (л:, у, г) при задан
ном J (х , у, z), так как различные векторные поля могут иметь 
одинаковый ротор. Мы должны дополнить уравнение (15) другим 
условием. Вспомним о дивергенции В. Возвращаясь к магнитному 
полю одиночного прямого провода, мы видим, что дивергенция та
кого поля равна нулю. Куда бы вы ни поместили ящик (пусть он 
даже охватывает провод), вы не обнаружите избытка входящего 
в ящ ик потока над выходящим из него. Достаточно заметить, что в 
ящ иках Vi и V 2 на рис. 6 .1 0  полный поток равен нулю и что их раз
меры можно уменьшить до нуля, не получив никакого потока. Д ля 
такого поля div В = 0  и, следовательно, «г
это справедливо также для любых супер- —
позиций таких полей. Мы постулируем, 
что этот принцип может быть распростра
нен на поля, создаваемые любым распре
делением токов, так что условие

d i v B =  0

Рис. 6.10. Полны й поток В и з  
каж дого  ящ ика равен нулю.

является дополнением к уравнению (15).
Уравнения (15) и (16) вместе одно

значно определяют В, если дано J . Если
бы у вас были два различных поля В^х, у, z) и В2(х, у, г), удов
летворяющих уравнениям (15) и (16), то их разность Bj — В2 
была бы полем с нулевой дивергенцией и нулевым ротором 
в любой точке. Такое поле представляет собой просто постоянный 
вектор В0, одинаковый во всех точках пространства. Итак, за иск
лючением возможного добавления постоянного поля, заполняющего 
все пространство, условия ro t В = 4 я,3/с и div В = 0  однозначно опре
деляют магнитное поле с заданным распределением токов. Интерес
но сравнить эти условия с их аналогами в случае электростатиче
ского поля. Там мы имели условия

div Е =  4лр и ro t Е =  0. ( 17)

Вспомним, что в случае электрического поля мы начинали с зако
на Кулона, который непосредственно дает вклад каждого заряда в 
электрическое поле в любой его точке. Здесь мы должны будем по
лучить некоторое выражение такого же типа *). Мы сделаем это с по
мощью потенциальной функции.

*) Читатель, возможно, удивится, почему мы не начали с некоего эквивалента 
закона Кулона для взаимодействия токов. Ответить на это можно так: отрезок 
нити с током, в противоположность электрическому заряду, не является незави
симым объектом, который может быть физически изолирован. Вы не можете про
вести эксперимент по определению поля, созданного частью контура: если осталь
ной части контура нет, ток не может быть постоянным без нарушения условия 
непрерывности.
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Мы показали, что скалярная потенциальная функция ср (х, у , г) 
дает возможность простым путем вычислить электростатическое поле 
распределения зарядов. Если существует некоторое распределение 
зарядов р(х, у , г), то потенциал в любой точке (хи у г, дается объ
емным интегралом

ф(*1. У» ?i) =  J p -<fo2. (18)

Интегрирование производится по всему распределению зарядов, а 
г12 есть расстояние от (х2, г/2, г2) до (хх, у г, Zi). Электрическое поле Е 
равно взятому с обратным знаком градиенту ср:

Е =  — gradqp. (19)

Этот способ непригоден в данном случае, так как поле В имеет су
щественно другой характер. Ротор В не обязательно равен нулю, 
следовательно, В не может, в общем случае, быть градиентом ска
лярного потенциала. Нам известен, однако, другой вид производ
ной вектора — ротор. Оказывается, В можно представить не как 
градиент скалярной функции, а как ротор векторной функции:

6 .3 . В екторны й потен ц и ал

В =  rot А. (20)

По очевидной аналогии мы называем А векторным потенциалом. 
В данном случае польза такого представления не очевидна. Это 
выяснится в дальнейшем. Ободряющим является то, что уравнение
(16) автоматически удовлетворяется, так как div rot А = 0  для любо
го А *). Или, выражаясь иначе, тот факт, что div  В = 0  дает нам 
возможность представить В в виде ротора другой векторной функ
ции. Нам предстоит теперь выяснить, как вычислить А, если дана 
плотность тока J , чтобы уравнение (20) действительно точно описы
вало магнитное поле. Принимая во внимание уравнение (15), соот
ношение между J и А запишем в виде

ro t (rot А )=  ~ ~~  • (21)

Уравнение (21), будучи векторным, представляет собой в действи
тельности три уравнения. Попробуем выделить одно из них, скажем 
х-компоненту уравнения (21). Компонента (rot В)ж равна д В г/ду— 
—дВу/дг; г- и г/-компоненты В соответственно равны

дА,. дАх п дА+ дА„ /пп.
в  = __ - _____1  B v — __ 1 _____1 .  (22)

г  дх ду  v д г  дх '  ’

Следовательно, ^-компонента уравнения (21) имеет вид
д ( дАу д ( д А х d/ Ц  4я/* ^

ду  \  дх ду  1 д г \  дг дх

*) Если этот факт вам неизвестен, вернитесь к задаче 2.15.
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Мы предполагаем, что в наших функциях можно менять порядок, 
в котором берутся частные производные. Используя это свойство 
и произведя некоторые преобразования, мы можем записать (23) 
следующим образом:

д М х д»Ах , a  f d A y \  ] з ( 2 4 )

ду2 д г2 1 дх  \  ду  J дх \  дг

Чтобы сделать это уравнение более симметричным, прибавим и 
отнимем от его левой части одну и ту же величину, d2A xjdx2: 

д2А х д2А х д - А х q [  д А х д А у д А ,  \  лп т
‘ Т Г  +  -Ж 7 +  - * Г  ) = ^ -  <25>дх2 ду2 д г 2 1 дх \  дх ду  1 дг

Мы видим, что первые три члена представляют собой лапласиан 
А х со знаком минус. Выражение в скобках — это дивергенция А. 
Мы имеем теперь известную свободу в построении А. Нас интересует 
только ro t A; div А можно выбрать любой. Потребуем, чтобы *)

div  А =  0. (26)

Другими словами, среди различных функций, которые могли бы 
удовлетворить нашему требованию rot А = В , рассмотрим в качестве 
возможных только те функции, которые имеют нулевую диверген
цию. Тогда эта часть уравнения (25) отпадает и остается просто 

д2А х . д2А Х . д 2А х 4лJ х ,0 ~.
- ш + ~ д / + - д ^ = — г г -  <27>

J x является известной скалярной функцией от х, у, г. Сравним 
уравнение (27) с уравнением Пуассона (2.70), которое гласит:

£ + - $ + & = - * * ■  <28> 
Эти два уравнения одинаковы по форме. Мы знаем, как найти 
решение уравнения (28). Этим решением является объемный интег
рал в (18). Следовательно, решением (27) должно служить выражение

А х (хг, У1; г,) =  |  J  . (29)

Другие компоненты должны удовлетворять аналогичным формулам. 
Их можно объединить в одну векторную формулу:

1 Р J (х2, у 2, г 2) d-Vz (30)

*) Чтобы показать, почему можно так поступить, предположим, что мы имеем 
такое А, что rot А = В , но div А = /  (х , у ,  z)?=0. Рассматривая /  как плотность за 
ряда р в электрическом поле, мы, очевидно, можем найти поле F, являющееся 
аналогом электростатического поля Е и удовлетворяющее условию div F = / .
Но мы знаем, что ротор такого поля будет равен нулю. Следовательно, мы могли 
бы прибавить F к А и получить новое поле с  нужным нам ротором и нулевой ди
вергенцией.
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Есть только одно препятствие к этому: мы допустили, что div А = 0 , 
чтобы получить (27). Откуда известно, что функция А, полученная

из уравнения (30), будет обладать этим 
свойством? К счастью, можно доказать, что 
это так.

В качестве примера рассмотрим век
торный потенциал для длинного прямого 
провода с током I. На рис. 6.11 мы видим, 
что ток, идущий со страницы на нас, 
течет вдоль положительного направления 
оси г. Мы знаем, какой вид имеет маг
нитное поле прямого провода. Линии поля 
представляют собой окружности, как уже 
было показано на рис. 6.5. Несколько 
таких окружностей приведено на рис. 6 . 1 1 . 
Величина поля В равна 2Ijcr. Используя 

единичный вектор <р, направленный «по окружности», мы можем 
записать вектор В как

Рис. 6.11. Некоторые сило
вые линии поля вокруг п ро 
вода с током. Ток течет по н а 
правлению  оси z (к вам из 

плоскости страницы).

в 2/ф
сг

Замечая, что единичный вектор ср есть —sincpx- 
выразить В через х  и у  следующим образом:

(31)

-cos фу, мы можем

В = 2 /  ( — sin фх-

с у х ~  +  у 2

cos фу) __2 /
с

(  — +  *У ^
V Х-  +  У* )  '

(32)

Векторная функция к ( х ,  у, г), которая удовлетворяет условию 
V X  А = В , имеет вид

А =  — z 4 - In (хг +  у 2). (33)

Чтобы проверить это, вычислим компоненты v X ^ :

( V X A ) , : 

(V X  А)„: 

(v  X  А)г =

д А г дА у -21 у
ду

д А х

дг
ЗА,

с(х3 +Уг) 
21 х

дг  
д А „

дх
д А х

дх ду

с(х2+У2) 

■ 0

( =  В х ) .

( =  BV), 

( — в г). )

(34)

Конечно, это не единственная функция, которая может служить 
векторным потенциалом для данного поля В. К функции А уравне
ния (33) можно было бы добавить любую векторную функцию с ну
левым ротором. Все это справедливо для пространства вне провода. 
Внутри провода поле В совсем другое и функция А такж е должна 
быть другой. Нетрудно найти подходящую векторную потенциаль
ную функцию для поля внутри сплошного круглого провода (см. 
задачу 6.13).
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Д ля рассмотренного выше частного случая функция А не могла 
быть получена из уравнения (30). Интеграл оказался бы расходя
щимся вследствие бесконечной длины провода. Это напоминает о 
трудностях, с которыми мы сталкивались в гл. 2 , получая скаляр
ный потенциал для определения электрического поля заряженного 
провода. Действительно, эти две задачи тесно связаны. Этого сле
довало ожидать, имея в виду их одинаковую геометрию и сходство 
уравнений (30) и (18). Мы нашли (уравнение (2.19)), что подходящий 
скалярный потенциал для линейного заряда равен —Я1п (x2-f  */2)~f 
+ произвольная пост оянная. Он приписывает нулевой потенциал не
которой произвольной точке, не расположенной ни на проводе, ни 
на бесконечно большом расстоянии от него. Оба эти потенциала — 
скалярный и векторный — из уравнения (33) имеют особенности 
в источнике и в бесконечности.

6.4. Поле произвольного провода с током

Н а рис. 6.12 изображена петля из провода, по которому течет 
ток I. Векторный потенциал А в точке (xlt у и  z t) выражается соглас
но уравнению (30) интегралом по петле. Д ля тока, текущего по 
тонкому проводу, мы можем взять в качестве элемента объема

Рис. 6.12. К аж ды й элемент петли с током вносит вк лад  в векторный потенциал А  в точ
ке (x lt y lt Zi ) .

небольшой отрезок провода длиной di. Плотность тока J  равна //а , 
где а — площадь поперечного сечения, a dv2= ad l.  Следовательно, 
J d v 2= I d \ ,  и если мы направим вектор d\ в направлении тока, то 
можно просто заменить J dv2 выражением Id \ .  Таким образом, 
для тонкого провода, или нити, мы можем записать уравнение (30) 
как интеграл по контуру:

Вычисление А во всех точках и затем определение В как rot А было 
бы длительной работой. Удобнее будет выделить вклад в линейный 
интеграл для А, возникающий от элемента провода в начале коор-

z

(35)
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динат, где ток течет в направлении х  (рис. 6.13). Обозначим длину 
этого элемента через dl. Пусть dA  будет вкладом этого элемента в ин
теграл А. Тогда в точке (х , у, 0), лежащей в плоскости ху,  вектор dA, 
направление которого совпадает с положительным направлением 
оси х, равен

dA  = х ( I / с )  d l

y V  +  г/2
(36)

И з симметрии задачи следует, что вклад этой части А в rot А должен 
быть перпендикулярен к плоскости ху. Обозначая соответствующую 
часть В через dB, имеем

dB =  ro t (dA) =  г д А х
д у

(I/с) d l -y ( I /с)  d l  sin ф (37)

Этот результат сразу освобождает нас от конкретной системы коор
динат. Очевидно, все определяется относительной ориентацией эле

мента dl и радиуса-вектора г, 
проведенного из этого элемента 
в точку, в которой вычисляют

Рис. 6.13. Если мы можем найти d A  — 
вк лад  в А от вы деленного элем ента, то 
вк лад  этого элемента в В мож ет быть 

вычислен по ф ормуле r fB = ro t dA.

Рис. 6.14. Поле лю бого кон тура  мож ет быть 
вычислено с помощью следую щ его вы раж е
н ия д л я  вклада от каж дого  элем ента цепи;

I d l x rdB =
c r 2

поле В. Вклад в В от каждого малого элемента провода dl является 
вектором, перпендикулярным |к  плоскости, содержащей dl и г, 
величина которого Idlsin ц>/г2с, где ср — угол между dl и г. Это 
можно записать с помощью векторного произведения (см. рис. 6.14)

(38)

Если вы знакомы с правилами векторного исчисления, вы можете 
легко перейти от уравнения (35) к (38). Когда мы пишем d B =  
= V X d A ,  где d A = l  dl/cr, то рассматриваем V как вектор, что поз
воляет менять местами сомножители векторного произведения и из
менять их знак. Здесь dl является величиной постоянной, так что V
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действует только на 1/V, иначе мы не могли бы воспользоваться этим 
правилом. Вспомним, что V (1 //")= —т/r2 (как при переходе от потен
циала Кулона к полю Кулона). Таким образом,

<ffl =  v X ^ = — > X V  ( т )  =  - 7 ‘<,х ( — ? )  =  ^ -  (39)
В истории физики уравнение (38) известно как закон Био — Савара. 
Его смысл заключается в том, что если В вычислено интегрированием 
по полному контуру с учетом вкладов от каждого элемента, давае
мых этой формулой, то мы получим верное значение результирую
щего поля В. Вклад части контура физически неопределим (см. 
сноску на стр. 201). Действительно, (38) не является единственной 
формулой, с помощью которой можно получить правильный резуль
тат для В — к нему можно было бы добавить любую функцию, ко
торая давала бы нуль при интегрировании по замкнутому пути.

И так, хотя понятие о векторном потенциале оказало нам су
щественную помощь, казалось бы, что дальше мы можем обойтись 
без него. Действительно часто проще вычислить поле системы токов 
непосредственно, пользуясь полученным нами уравнением (38), чем 
определять предварительно векторный потенциал. Мы приведем в 
следующем разделе несколько практических примеров таких рас
четов. Однако векторный потенциал важен по более глубоким при
чинам. Во-первых, он открыл для нас поразительную параллель в 
отношениях, существующих между электростатическим полем и его 
источниками (электрическими зарядами) и магнитным полем и 
источниками этого поля (токами). Величайшая польза понятия 
векторного потенциала выявится далее при изучении меняющихся 
во времени полей и электромагнитного излучения.

6.5. Поля колец и катушек

Нить с током в форме кольца радиуса Ь показана на рис. 6.15, а. 
Мы можем предсказать без всяких вычислений, что магнитное поле 
такого источника должно иметь вид, подобный изображенному на 
рис. 6.15, б, где мы начертили несколько силовых линий в плоскости, 
проходящей через ось симметрии. Поле в целом должно иметь вра
щательную симметрию относительно этой оси (ось г на рис. 6.15, а), 
а сами силовые линии должны быть симметричны относительно пло
скости петли (плоскость ху). Поле в непосредственной близости от 
нити с током будет напоминать поле вблизи длинного прямого про
вода, так как здесь относительное значение удаленных частей петли 
невелико.

Поле на оси легко вычислить, используя уравнение (38). Каждый 
элемент кольца длиной dl создает вектор dB,  перпендикулярный к г. 
Мы должны рассмотреть только z-компоненту dB, так как нам из
вестно, что полное поле на оси должно быть направлено вдоль нее:

j  г, I dl  л I dl  b / .  п.
dB* =  - ^ r c o s 0  =  - ^ r 7 * (40)
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Интегрируя по всему кольцу, мы сразу получим J dl =  2nb, так что 
поле в любой точке оси равно 

2л 62/  2 яй2/ (поле на оси).
c(62 +  22)s/*

В центре кольца 2 = 0 , и величина поля

(поле в центре)о  _  2 л /
cb

(41)

(42)

Цилиндрическая проволочная катушка, изображенная на 
рис. 6.16, а, обычно называется соленоидом. Мы предполагаем, что 
проволока распределена плотно и равномерно, так что число витков 
обмотки на сантиметр длины вдоль цилиндра является величиной по
стоянной и равной п. Таким образом, в действительности ток идет по

спирали, но если витков много и они 
расположены плотно друг к другу, мы 
можем этим пренебречь и рассматри
вать соленоид как совокупность колец 
с током. Тогда мы можем взять урав
нение (41) за основу для вычисления 
поля в любой точке, например в точке 
г на оси катушки. Рассмотрим сначала 
вклад кольца с током, расположен
ного между радиусами, проведенными 
из точки z и образующими с осью z 
углы от 0 до 0+бЮ- Д лина этого 
участка соленоида, выделенного на 
рис. 6.16, б, равна ra[0 /sin 0 , и поэтому 
он эквивалентен кольцу с током, рав
ным /«rdO/sinO. Т ак как  r = b jsin 0 , 
это кольцо дает следующий вклад в 
поле на оси:

d B r
2лfe2 Inr dQ 2л In

sin 0
sinOdO. (43)

Интегрирование в пределах от 0 Х до 
0 2 дает

2 л In

6)
I Sisin 0 :

2 л In
Р яс . б. 15. М агнитное поле кольц а  
стоком , а) Вычисление п оля на оси. 
б)  Н екоторые силовые линии  поля.

(cos0! — co s0 2). (44)

Мы воспользовались уравнением (44), 
чтобы построить график зависимости 

поля от положения на оси катушки (рис. 6.17), длина которой 
в четыре раза больше ее диаметра. По оси ординат отложено отно
шение величины поля B z к величине поля в катушке бесконечно
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большой длины с тем же количеством витков на сантиметр и с той 
же силой тока в каждом витке. Д ля бесконечно длинной катушки 
0 1=О, а 0 2= л ;  таким образом,

В, An In (соленоид бесконечно большой длины). (45)

В центре катушки «четыре к одному» поле весьма близко к этой

а)

л svmm/вм

~ Г
rd$
sin в

Л -

в1 /

Ф
Рис. б. 16. а) Соленоид, б) В ычисление п оля на оси соленоида.

Рис. 6.17. П оле Вг на оси соленоида, п оказан н ого  на рис. 6.16, z — расстояние вдоль осн, 
вы раж енное в р ади усах  катуш ки.

величине и остается почти постоянным, пока мы не приблизимся 
к одному из концов.

Н а рис. 6.18 изображены линии магнитного поля внутри и вне 
катушки с такими пропорциями. Заметьте, что некоторые силовые 
линии действительно проходят через обмотку. Цилиндрический слой 
тока служит поверхностью разрыва для магнитного поля. Конечно, 
если бы нас интересовало поле в непосредственной близости от про
водов, мы встретились бы не с бесконечно крутыми перегибами, а 
с очень сложными волнистыми путями силовых линий вокруг от
дельных проводов и сквозь них.

Вполне возможно сделать длинный соленоид, состоящий из един
ственного витка тонкого широкого проводника в виде ленты, как
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на рис. 6.19. Д ля такого соленоида полностью годятся наши вычис
ления и диаграмма на рис. 6.18, но величину n l  надо заменить током 
на сантиметр, текущим в ленте. Изменение же направления линии 
поля, проходящей сквозь стенку, происходит исключительно в тол
ще ленты, как показано на увеличенной части рис. 6.19.

Рис. 6.18. Силовые линии поля внутри и вокруг соленоида.

Рис. 6.19. Соленоид, изготовленны й из целого проводящ его листа, свернутого  в цилиндр. 
В увеличенном масштабе п оказан о , что линии  п оля меняют направление внутри проводни

ка с током.

Мы могли бы найти поле бесконечно длинного соленоида, не 
делая вычислений, приведших к уравнению (45). Очевидно, что в 
бесконечно длинном соленоиде ничего не изменяется с изменением 
г-координаты в направлении оси. Поле должно быть везде парал
лельно оси г. Рассмотрим линейный интеграл от В по прямоуголь-
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ному пути, подобному пути A B C D A  на рис. 6.20. Горизонтальные 
стороны не вносят ничего. Сторона CD тоже ничего не должна вно
сить, так как если линейный интеграл по CD имеет конечную вели
чину, то интеграл вдоль любой другой такой же линии, как, напри
мер, C D ' ,  имел бы такую же величину и мы получили бы магнитное 
поле постоянной интенсивности, заполняю 
щее все пространство вне катушки.

Мы приходим к заключению, что поле 
вне катушки должно быть равно нулю *).
Остается только линейный интеграл от В 
вдоль А В ,  который равен B zl, и полный 
линейный интеграл должен быть равен ве
личине 4я/с, умноженной на охватываемый 
контуром ток. Следовательно, B zl=  (4n/c)nll  
или B z= 4 m i l /c  в соответствии с (45).

6 .6 . Изменение поля В вблизи листа 
с током

Н а рис. 6.19 изображен соленоид в виде 
изогнутой по окружности ленты с током.
Рассмотрим еще более простой пример, а 
именно плоский неограниченный лист с 
током. Это может быть медный лист равно
мерной толщины, в котором ток постоянной плотности и направле
ния течет во всех точках внутри металла. Д ля того чтобы задать 
направление, расположим лист в плоскости xz и заставим ток течь 
в направлении оси х. Так как выбранный лист бесконечно велик 
и не имеет краев, его трудно изобразить. Мы покажем лишь вырезан
ный участок листа на рис. 6 .2 1 ; остальную часть листа, распростра
няющуюся на всю плоскость, вы должны себе представить. Толщина 
листа, в конце концов, не имеет большого значения, но можно 
предположить, что она имеет конечную величину t. Если плотность 
тока внутри металла равна J  (ед. СГСЭ(//сек)/см2, тогда каждый сан
тиметр высоты в направлении оси z включает ленточку тока, равную 
J t  (ед. СГСЭ^/дас). Мы назовем эту величину «поверхностной плот
ностью» тока, или «ленточной плотностью» тока, и применим обо
значение 3 для того, чтобы отличить ее от объемной плотности тока J . 
Единицей 3 является (ед. СТСЭд/сек)/см. Если нас не интересует то, 
что происходит внутри самого листа, то 3 является полезной вели
чиной.

*) Почему такой соленоид не создает однородного поля во всем пространстве 
снаружи? Ведь бесконечно длинная плоская лента с током, которую мы будем 
рассматривать, имеет однородное поле, заполняющее половину пространства по 
обеим ее сторонам. Однако соленоид можно сделать сколь угодно тонким, и было 
бы действительно странно, если бы соленоид исчезающе малого диаметра мог 
создать везде поле конечной силы. Может быть, вам удастся придумать более 
подходящее объяснение.

К
I■у

I
А'

л  витт/см 
'  с таком I

С С‘

jT i >'

т
I
1

Рис. 6 .20 . Рисунок п оказы ва
ет, почему поле вне бесконеч
но длинного соленоида равно 

нулю.
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Как мы увидим, именно 3 определяет изменение магнитного 
поля от одной стороны листа к другой.

Поле, изображенное на рис. 6.21, создано не только одним ли
стом. Существует некоторое' поле, созданное другим источником 
и направленное вдоль оси г. Полное поле, включающее поле от листа 
с током, представлено векторами В, начерченными перед листом и 
позади него. Рассмотрим линейный интеграл от В по прямоуголь
нику 12341, показанному на рис. 6.21. Одна из его длинных сторон 
расположена перед поверхностью листа, другая — за листом и ко

роткие стороны проходят сквозь лист. 
Пусть В1 обозначает г-компоненту магнит
ного поля непосредственно перед листом, 
а В г —г- компоненту поля непосредственно 
позади листа. Мы имеем в виду поле, соз
данное всеми источниками, которые могут 
оказаться поблизости, включая сам лист. 

У Линейный интеграл от В по длинному п ря
моугольнику равен просто 1{В%—В~г ). 
(Даже если бы существовал какой-нибудь 
другой источник, который создавал бы 
компоненту поля, параллельную коротким 
сторонам прямоугольника, последние мо
гут считаться сколь угодно короткими по 
сравнению с длинными сторонами, так как 
мы предполагаем, что лист — тонкий, во 
всяком случае, сравнительно с масштабом 
любой вариации поля.) Ток, охватываемый 

прямоугольником, равен просто 13. Таким образом, мы имеем 
выражение l(B j—В ^ ) ~ 4 п З l/с, или

Рис. 6.21. У листа с поверх
ностным током п араллельная  
поверхности компонента B z 
долж на меняться при п ере
ходе с одной стороны листа 

на другую .

B i - B ; (46)

Лист с током плотности 3 вызывает скачок той компоненты В, 
которая параллельна поверхности и перпендикулярна к 3 .  Это напо
минает изменение электрического поля у заряженной поверхности, 
где перпендикулярная составляющая Е имеет разрыв, а величина 
скачка зависит от плотности поверхностного заряда.

Если лист является единственным источником тока, который 
у нас есть, тогда поле, конечно, симметрично относительно листа. 
В^ равно 2пЗ/с, а В~ равно —2л3/с. Это показано на рис. 6.22, а. 
Некоторые другие ситуации, в которых действие листа с током на
кладывается на поле, уже созданное другим источником, показаны 
на рис. 6.22, б и в. Предположим, имеются два листа с равными и 
противоположно направленными поверхностными токами; на 
рис. 6.23 изображены поперечные сечения этих листов. Поблизости 
других источников тока нет. Течение тока перпендикулярно к пло
скости чертежа и направлено «на нас» слева и «от нас» справа. Поле 
между листами равно 4 я 3/с, а вне листов поля нет совсем. Не-
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и
Лист

'стоком

а)

что подобное наблюдается в двух параллельных полосах или пла
стинах с током, расположенных на небольшом, по сравнению с их 
шириной, расстоянии друг от друга (рис. 6.24). Часто такую форму 
имеют шины, применяемые для распределения больших токов на 
силовых станциях.

Изменение В происходит 
внутри листа, как уже было за 
мечен: в связи с рис. 6.19. При 
одной и той же поверхностной 
плотности тока 3 переход будет 
тем резче, чем тоньше лист. Мы 
имели очень похожую ситуацию 
в гл. 1 и 2 , когда изучали раз
рыв перпендикулярной состав
ляющей Е, который происхо
дит около слоя с поверхностным 
зарядом. Тогда представлял 
интерес вопрос о силе, дейст
вующей на поверхностный за 
ряд, и здесь мы зададим такой 
же вопрос. Рассмотрим часть 
листа, представляющую собой 
квадрат со стороной, равной 
1 см. Ток, охватываемый этим 
квадратом, равен 3 , длина пути 
тока 1 см и среднее поле, кото
рое действует на этот ток, если 
принимать распределение тока 
в толщине листа равномерным,
равно-^- (Bg ■

&

2 v~ z , -Bz ). Следователь

но, сила, действующая на эту 
часть распределения тока, равна
сила на 1 

1
см‘

СВ 1 + В -)

листа =  
Э_
С

(47)

Ри с. 6.22.  Н екоторые возможные типы пол
ного магнитного поля около листа с током. 
Ток течет в направлении оси х  (из страни
цы). а)  П оле самого листа. 6) П оле листа, 
налож енное на однородное поле, направлен 
ное по оси z  (аналогично ситуации на рис. 
6.21). в) П оле листа, наложенное на одно
родное поле, имеющее другое направление. 
В каж дом случае компонента B z меняется 
на А п $ / с  при переходе через лист; компо

нента By  не меняется.Принимая во внимание урав
нение (46), мы можем подста
вить (B +z—B z ) /4л для З/с, и тогда силу, действующую на квад
ратный сантиметр, можно выразить следующим образом:

сила на 1 см2
вт + в:

4л
_1_
8я [ ( # ) * - (ЯГ)*]- (48)

Эта сила перпендикулярна к поверхности и пропорциональна площа
ди, подобно напряжению, вызванному гидростатическим давлением. 
Чтобы быть уверенными в знаке, мы можем выяснить направление 
силы в частном случае, как, например, на рис. 6.23. Н а каждый
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проводник действует направленная наружу сила. Дело происходит 
так, как если бы область большого поля была областью высокого 
давления. Мы должны помнить, однако, что при определении этой 
силы имеет значение только составляющая В, которая параллельна 
поверхности.

Мы рассматривали бесконечно большой плоский лист, но в непо
средственной близости от любой искривленной поверхности должна 
наблюдаться такая же картина. Где бы составляющая В, параллель
ная поверхности, ни изменялась от В х до В 2, при переходе с одной 
стороны поверхности на другую мы должны считать, что там не

В=0

I
I
“I
I
I

в= о

I

1
I
■с

Рис. 6.23. М агнитное 
поле между двум я 
плоскопараллельны ми 

листами с током.

Рис. 6.24. М агнитное поле д в у х  медных шин 
с токами, текущими в противополож ны х 
н ап равлениях; на рисунке изображ ены  по

перечные сечения шин.

только существует лист с током, текущим по его поверхности, но что 
поверхность эта находится под давлением, перпендикулярным к ней 
и равным (В\— В1)/8п, измеренным в дин/см2. Это — одно из руково
дящих правил в магнитогидродинамике, которая изучает электро
проводные жидкости,— предмет, интересующий как инженеров- 
электриков, так и астрофизиков.

6.7. Как преобразуются поля

Слой с поверхностным зарядом, двигаясь параллельно самому 
себе, создает поверхностный ток. Если постоянная поверхностная 
плотность заряда равна а , а сама поверхность скользит со скоростью 
v, то плотность поверхностного тока равна 3 = ои.Эта простая идея 
поможет нам понять, как должны изменяться величины, характери
зующие электрические и магнитные поля при переходе от одной 
инердиальной системы координат к другой.
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Представим себе два плоских листа с поверхностным зарядом, па
раллельных плоскости xz, как это показано на рис. 6.25. Снова 
мы изображаем на рисунке только часть поверхностей; сами по
верхности бесконечно велики. В инерциальной системе координат F, 
с координатами х, у  и г ,  поверхностная плотность заряда равна ст 
на одном листе и — а — на другом. В этой системе координат посто
янное электрическое поле Е направлено вдоль положительной оси у  
и, согласно закону Гаусса, величина этого поля, как обычно, 
равна

£ у =  4лсг. (49)

В системе координат F оба листа движутся в положительном на
правлении оси х  со скоростью v 0, так что мы имеем два листа с током. 
Поверхностная плотность тока равна 3 x= o v 0 в одном листе и имеет

Рис. 6.25. Система координат F'  движ ется д л я  наблю дателя в системе координат F со скоро
стью v  в полож ительном  направлении оси х.  Зеркальны е листы д л я  наблю дателя в системе 

координат F  дви ж утся  со скоростью v0.

ту же величину с обратным знаком в другом. Магнитное поле меж
ду двумя такими листами с током, так же как поле, изображенное 
на рис. 6.23, равно

=  =  (50)

Инерциальная система координат F' движется, если смотреть 
из F, в положительном направлении оси х  со скоростью V. Какие поля 
измерит наблюдатель, находящийся в F'? Чтобы ответить на этот во
прос, необходимо лишь узнать, как выглядят источники этих полей 
в системе координат F ' .

В F' скорость заряженных листов в направлении х'  равна v'0 и 
определяется формулой сложения скоростей

°'о =  т3 ~Чт =  С г Ч & -  (51)0 1 —  VBV/C2 1 —  р 0 р  '  '

В этой системе координат происходит лоренцевское сокращение
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плотности заряда точно такое же, как в нашем предыдущем при
мере движущегося линейного заряда (раздел 5.9). П овторяя те же 
рассуждения, мы получим, что плотность в неподвижной системе 
координат, связанной с самими зарядами, равна о (1—yg/c2)’^, 
или а!уо, и, следовательно, плотность в системе координат F' равна

<т' =  а-*2 -. (52)
Уо v ’

Как обычно, 7о~(1—v'„2/c2) - 1/2 • С помощью уравнения (51) мы можем 
исключить величину у'0, выраж ая ее через р 0 и |3, или у 0 и у.  В резуль
тате получаем

° '  =  <*7(1 — РоР)- (53)
Плотность поверхностного тока в системе координат F' равна, сле
довательно,

Г  =  а %  =  OY (1 — РоР) с •yzrpjp =  аУ (va— v). (54)

Теперь мы знаем, как выглядят источники в системе координат F' и, 
следовательно, знаем какие должны быть поля в этой системе. Ут
верждая это, мы снова обращаемся к принципу относительности. 
Во всех инерциальных системах координат должны действовать од
ни и те же законы физики, и это относится к формулам, связываю
щим электрическое поле с поверхностной плотностью заряда и маг
нитное поле с поверхностной плотностью тока. Отсюда следует, что

Еу =  4 я о ' =  7  4гох— ( ~ 2) ( у )  , (55)

В'г =  * ~ Э ' =  7 4 m (v . (56)

Если воспользоваться значениями Е у и В г из уравнений (49) и (50), 
то наш результат принимает следующий вид:

E'y =  y ( E y- $ B z), В'г =  у ( В 2- $ Е у). (57)
Если бы пара листов с током была ориентирована параллельно 

плоскости ху, а не xz, то мы получили бы выражения, связывающие 
E z с E z и В у и By с В у и E z. Конечно, они были бы точно такими 
же, как и выражения, приведенные выше, но, если проследить за 
направлениями, то вы обнаружите, что существуют различия в зн а
ках, вытекающие из правил для направления В.

Остается выяснить, как изменяются компоненты поля в направле
нии движения. В разделе 5.5 мы уже обнаружили, что продольная 
компонента вектора Е имеет одну и ту же величину в обеих систе
мах координат. Можно показать, что это справедливо также для 
продольной компоненты В. Предположим, что продольная компо
нента В, а именно компонента В х, в случае, изображенном на 
рис. 6.25, создана соленоидом, намотанным вдоль оси х  в системе 
координат F. Сила поля внутри соленоида зависит, как известно,
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только от силы тока в проводе / ,  которая равна заряду в секунду, 
и от п  — числа витков провода на сантиметр длины оси. В системе 
координат F' соленоид будет претерпевать лоренцевское сокраще
ние, и число витков на сантиметр в этой системе координат будет 
больше. Но сила тока для наблюдателя в системе координат F'  бу
дет меньше, так как, с его точки зрения, наблюдатель в F, измеряю
щий силу тока по числу электронов, проходящих через данную точку 
провода за секунду, пользовался медленно идущими часами. Растя
жение времени как раз компенсирует сокращение длины в произве
дении t i l .  Действительно, любые величины, имеющие размерность 
(продольная длина, время), не меняются при преобразовании Л о
ренца. Таким образом, В'Х= В Х.

Вспомним обсуждение уравнения (5.6) в гл. 5. Свойства поля, 
выраженные в законах его преобразования, являются локальными 
свойствами. Значения Е и В в некоторой пространственно-временной 
точке в одной системе координат должны однозначно определять 
компоненты поля, наблюдаемые в любой другой системе координат 
в той же пространственно-временной точке. Следовательно, тот 
факт, что в нашем выводе был использован особенно простой источ
ник (параллельные равномерно заряженные листы), не компромети
рует общности полученного результата. Мы действительно пришли к 
общим законам преобразования всех компонент электрического и 
магнитного полей любого происхождения или конфигурации.

Ниже приведены все формулы преобразования. Штрихованные 
величины измерены в системе координат F ' , которая движется в по
ложительном направлении х  со скоростью v, наблюдаемой в системе 
координат F. Нештрихованные величины представляют собой ре
зультаты измерений в системе координат F. К ак обычно, (3 обознача
ет v/c, и у = ( 1— Р2)_,/2.

Е'Х =  Е Х, E'y =  y ( E y- $ B z), E'z =  y ( E z +  f,By), 
ВХ =  В Х, В '  =  у ( В у +  ¥>Ег), B'z =  y ( B z - f> E y).

(58)

Уравнения преобразования поражают своей симметрией в отно
шении Е и В. Если бы наборщик по ошибке заменил все £  на Б 
и все у  на г, то уравнения совершенно не изменились бы! До сих 
пор мы считали, что магнетизм — это эффект «второго порядка», 
возникающий благодаря релятивистским изменениям в электриче
ских полях движущихся зарядов. Конечно, магнитные явления, с 
которыми мы встречаемся в природе, заметно отличаются от элект
рических. Мир вокруг нас отнюдь не симметричен в отношении 
электричества и магнетизма. Тем не менее, если исключить из рас
смотрения источники, мы находим, что сами поля Е и В связаны 
друг с другом в высшей степени симметричным образом.

Более того, оказывается, что электрические и магнитные поля 
являю тся, в некотором смысле, различными компонентами единого
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физического объекта. Мы можем говорить об электромагнитном поле 
и считать Ех, Е у, E z, В х, В у и В г шестью компонентами этого поля. 
Одно и то же поле, рассматриваемое в различных инерциальных 
системах координат, будет представлено различными наборами зна
чений этих компонент, подобно тому как вектор представлен раз
личными компонентами в различных системах координат, поверну
тых относительно друг друга. Однако такое электромагнитное поле 
с точки зрения математики является не вектором, а чем-то иным, 
называемым тензором. Совокупность приведенных выше уравнений 
(58) определяет преобразование компонент такого тензора, когда мы 
переходим из одной инерциальной системы координат в другую. Мы 
не собираемся развивать здесь этот математический язык и вернемся 
сейчас к нашему старому способу рассмотрения электрического 
поля, как векторного поля и магнитного поля, как другого вектор
ного поля. Связь между этими полями будет изучаться в гл. 7. Д ля 
того чтобы развить сделанные указания на единство электромагнит
ного поля, представленного в четырехмерной пространственно-вре
менной системе координат, необходимо более глубокое изучение 
предмета.

Преобразования, заключенные в уравнениях (58), в целом ряде 
случаев предсказывают удивительно простые соотношения. Пред
положим, что в одной системе координат, например в «нештрихован
ной», магнитное поле В равно нулю в любой точке. Тогда поля, на
блюдаемые в другой системе координат, равны

Это означает, что между электрическим и магнитным полями в любой 
точке «штрихованной» системы координат существует определенное 
соотношение, а именно:

Вспомнив, что скорость нештрихованной системы координат, рас
сматриваемая в штрихованной системе, является вектором, совпа
дающим с отрицательным направлением оси х ' , мы можем предста
вить это соотношение в виде векторного произведения и получить, 
таким образом, более общее правило:

Е'х =  Е х , Еу — у Е у, Е'г =  у Е г , \  

Б ; =  0, B'y =  pyEz , В'г = — руЕ у. j (59)

в'х =  о, =  б ; = — $е 'у. (60)

(если В =  0 в любой точке некоторой системы 
координат).

Здесь v ' обозначает скорость, наблюдаемую из штрихованной сис
темы координат, той самой системы координат, в которой В везде 
равно нулю.



Точно таким же способом мы получим из уравнений (58), что если 
Е = 0  всюду в одной системе координат, которую мы будем называть 
нештрихованной, то в другой системе координат

(если Е =  0 везде в некоторой системе 
координат).

(62)

Здесь, как и в уравнении (61), v ' есть скорость нештрихованной сис
темы координат (в данном случае той, где Е везде равно нулю), 
наблюдаемая из штрихованной системы. Конечно, ограничения 
уравнений (61) и (62) являются довольно суровы ми.О бы чно не 
существует такой системы координат, в которой В везде будет равно 
нулю, или такой системы координат, в которой везде равны нулю 
плотность электрического заряда и, следовательно, Е.

Поскольку в уравнение (61) входят только величины, измерен
ные в одной и той же системе координат, то его удобно применять 
к полям, изменяющимся в пространстве *).

Хорошим примером может служить поле точечного заряда q, 
движущегося с постоянной скоростью (задача, рассмотренная в 
гл. 5). Предположим, что в нештрихован
ной системе координат заряд неподви
жен. В этой системе координат, конечно, 
магнитного поля нет. Из уравнения (61) 
следует, что в «лабораторной» системе 
координат, где заряд движется со ско
ростью V,  должно быть магнитное поле, 
перпендикулярное к электрическому 
полю и к направлению движения. Мы 
уже выяснили свойства электрического 
поля в этой системе координат: мы зна
ем, что поле направлено по радиусу от 
мгновенного положения заряда, а вели
чина поля дается уравнением (5.12).
Линиями магнитного поля должны быть 
окружности, расположенные вокруг н а
правления движения, что схематически
изображено на рис. 6.26. Когда скорость движения заряда велика 

радиальные «спицы», которые являются линиями электриче

Рис. 6.26. Электрические и м аг
нитные п оля заряда , находящ е
гося в состоянии равномерного 
движ ения, в данный момент вре

мени.

*) Для меняющихся в пространстве полей смысл уравнений (58) состоит в 
том, что Ех (х', у ' , г ' , t ' ) = E x(x, у ,  г,  t) и т. д. Следовательно, если мы хотим вы
числить поля, наблюдаемые в любой пространственно-временной точке х ’ , у ' , г', f  
штрихованной системы координат, мы должны взять поля в нештрихованной сис
теме в точке х, у ,  г, t , связанной с точкой х ' , у ' , г', f  преобразованиями Лоренца. 
Например, в последнем из уравнений (58) такими полями, относящимися к точке 
х, у ,  г, t, являются составляющие В г и Еу.
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ского поля, сливаю тся в тонкий диск. Круговые линии магнитного 
поля такж е концентрирую тся в этом диске. П ри этом величина В 
примерно равна величине Е . Иными словами, величина магнит
ного поля в гауссах  почти равна величине электрического поля, 
в той ж е точке и в тот ж е момент времени, в единицах СГСЭУ 
на сантиметр.

В двух последних главах  мы прош ли длинный путь, начинавш ий
ся с закона К улона. О днако с каж дым шагом мы только следовали 
требованиям теории относительности и инвариантности электриче
ского заряда . Мы начинаем  понимать, что сущ ествование магнитного 
поля и его необычайно симметричная связь с электрическим  полем 
являю тся необходимым следствием этих общих принципов. Мы 
снова напоминаем читателям , что хронологический порядок откры 
тия законов электром агнетизм а вовсе не совпадает с наш им изло
ж ением. Одна сторона связи  между электрическими и магнитными 
полями, которая подразум евается в уравнениях (58), была открыта 
М ихаилом Ф арадеем в его опытах с переменными электрическими то 
ками. Это было за семьдесят пять лет до того, к ак  кому-либо пришло 
в голову написать уравнени я, подобные заклю ченны м в рамке.

6.8. Опыт Роуланда

Мы отмечали в разделе 5.9 , что 100 лет назад не было очевидным, 
что ток, текущ ий в проводе, и движ ущ ийся предмет, несущ ий эл ек 
трический заряд , являю тся существенно одинаковыми источниками 
магнитного поля. П редставление об единстве электричества и м агне
тизм а, которое возникло после работы М аксвелла, наводило на 
мысль о том, что любой движ ущ ийся заряд  долж ен создавать 
магнитное поле, но эксперим ентально доказать это было трудно.

Впервые факт появления магнитного поля при движении 
электростатически заряж ен н ого  листа был продемонстрирован 
Генри Роуландом, крупны м американским ф изиком, известным 
своим усоверш енствованием дифракционной реш етки. Роуланд 
вы полнил ряд  остроумных и точных измерений электрических 
величин, но ни одно из них не подвергало таком у ж естком у испы
танию его экспериментальное мастерство, к ак  откры тие и изме
рение магнитного поля вращ аю щ егося заряж енного диска. В ели
чина поля, которое долж но было быть обнаруж ено, р авн ял ась  п ри 
мерно, 10- 5 величины поля Зем ли — чрезвычайно затруднительны й 
эксперимент, даж е при применении современной аппаратуры ! 
Н а рис. 6.27 изображ ены  эскиз аппаратуры  Р оуланда и репродук
ция первой страницы  статьи , в которой он описал свой экспери
м ен т* ). З а  десять лет до откры тия Герцем электромагнитны х 
волн результат работы Р оуланда дал независимое, хотя и менее 
драматическое подтверж дение теории электромагнитного поля 
М аксвелла.

*) Перевод этого текста см. на стр. 221. Прим.  ред.
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О МАГНИТНОМ ДЕЙСТВИИ ПЕРЕНОСА ЭЛЕКТРИЧЕСТВА *) 
(American Journal of Science [3], X V , 30—38, 1878).

Описанные в этой статье опыты были сделаны для того, чтобы определить, соз
дает ли наэлектризованное тело, находящееся в движении, магнитные явления. 
По-видимому, теории, базируясь на которой мы можем решить этот вопрос, не

f П5К М \tJSM U  *•! ГГ iV i'CU :
| У , : ; .. ' '' ' i -Л * ■o V , 5- 7 '"'А

* -4 ч&'.ъ -Z'-tr Д * t *1 - ' ;
l:J>: y-'% Чё*-;- ■ . , r - - ' v*

П f  jtl t n ' fivt t *■*!* in  tfl!4 p jp , <• « , 4  y ( |h  j! $ f t
I «.*()'* ht,>r f t  » . t i l

*■> < '' ’ t* *T4v«v »-> Ы- j,.» (у-<Ч1п?,«;>>л ebifcb!
a.* i i n -u i' lb • fta! tV  ,* <*4ЙИ

j ' w  -n *  i4r*‘' i vt , V > «*  1>a 4*& гА <ч| ti> » ш *  й ?ч ч .«  j y t w v t * .

л  A'»ii4nt>r isrf Oh' Mtvsvrtt,. - \ t  I'riiiet'ttt»» vt  №. Pro-j
■>ч >r i i  Ш  * Tifi.tKx'1 m  ,\f£ .'  ,Ч>, п.«|ад<**«|;
’н л ч > л !  t • t.w ■>* * t, .t,u* ч«г . i'»* At ib:riwij

i t t , K  h->. i » [  v t  <»ч'! * v,'O f*Fi.nf* v M ^ fcsP H H icaTlj j

j . ,  . j . s  ^ < 5  5 д ч » « я в 1 1 - 3

‘ .i m .bjto?i*i чпЛ '  {h*A *ЪИ> (ч»Й4
к  , л ■• у  г m t *  j  i t t i h ' i ,  к»' >* -ST44 «  s-nl?’* >it о !  СЗ * \ и п '  1 $ ' т ф А Л  

1 ‘ ’ ?Ь«- , v , (< (St!».'!; , ,1! t  , Т  ш т £ к « ё
\ as 4£  х iiaiiit* t i, ^  “ л) а*5 а {►«. ы и »■, , nn-f ' ^ # 1

s >'5’ ’• *•• Ч **'л Й'* „ Чч I КмЬ afel the Ы ! '* » ,1
I a  I* i h :  i h  .if  ,4 л  •'»  Hit ‘!<£* «а^Мг» лУ! r«M,U

’ > ’ <ti>. дш1 >■ ’t (Л*1 -.*{>«t»*h, Tbe ffiif .*«ШЙ \ *  й ш 5 |
I ut tn  n. **)f- ft". I.m; «.«-.с i»*«t w/тг? uMtaJit
|. :t1 * s '}№>Ым« K t^K 'f t r  s t i t  n ;w , ' , io ,i 1 Ь « й  j4te«jjid
| W n i  >-tn « n  4>- t i  Hit «!<>'•!*' U * itw  Т!ц» jtla t*
j Hi>n.-(!tv -K^tv1, » ith tb ' 4П1 Htf- innOft >̂{<й'
i 4y ,.»»»rss .rf n j«*»i «StVS* wHhin* •*
i ®пШйегйг;:й111«> e •«* м й  1 гт е & '*ш ж й  a  Ак Н^м» I
| - ibe W'vBltl гт  & A*twrg. sit!*** ther«> a- iijfi 

Ь̂ ЫщЦ:-;ц -ipd tbt Bhww*  tbv* f l < » - #щ&* J
■;}y \ ”■ , ««x  ̂ v ( j*i
'■ -\11%'̂ ' r, t̂4 st-г̂ 5 Ы th’ . s j

i . I t  l t|j%® jgV>̂ fab 1
itfl: iff 

smi wm-. w«l(*'tisi s b<4 t4 i&yt 4*&v > 4 s ^

Р и с . 6 .2 7 a .

существует, потому что магнитное действие электрического тока проводимости 
может быть приписано некоторому внутреннему взаимодействию проводника и

*) Описанные опыты были произведены в лаборатории Берлинского универ
ситета благодаря любезности профессора Гельмгольца и завершены, в значитель
ной мере, благодаря его советам. Идея опыта возникла у  меня впервые в 1868 г. 
и была записана под этой датой в записной книжке.
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тока. Следовательно, опыт имеет смысл. Профессор Максвелл в своем «Трактате 
об электричестве» (пункт 770) вычислил магнитное действие движущейся наэлект
ризованной поверхности, но существование этого действия еще не подтверждено 
ни экспериментально, ни теоретически.

Применявшаяся аппаратура состояла из эбонитового диска, диаметром 21,1 см 
и толщиной 0,5 см, который мог вращаться вокруг вертикальной оси со скоростью  
61 оборот в секунду. По обеим сторонам диска на расстоянии 0,6 см были закрепле
ны стеклянные пластины диаметром 38,9 см и с отверстием в центре диаметром 
7,8 см. Эбонитовый диск был позолочен с обеих сторон, а на стеклянных пласти
нах имелись с одной стороны позолоченные кольца с внешними диаметрами 24 см

и внутренними 8,9 см. Позолоченные 
стороны могли быть обращены к вра
щающемуся диску или от него, но 
обычно они были обращены к диску; 
это упрощало вычисления и устраняло 
неуверенность в наэлектризованности. 
Внешние пластины были обычно зазем
лены; внутренний диск был соединен с 
электрической батареей с помощью 
острия, которое приближалось по нап
равлению к нему. Так как край был 
широкий, острие не разряжалось, хотя 
между ним и краем существовала раз
ность потенциалов. М ежду электриче
ской батареей и диском...

6.9. Электрическая 
проводимость в магнитном поле. 

Эффект Холла

Если ток течет в проводнике, 
расположенном в магнитном п о
ле, то сила (q/c) v X  В действует 
непосредственно на движ ущ иеся 

носители зарядов. М ы, однако, наблюдаем силу, действую щ ую на про
в о д н и к е  целом. П осмотрим, к а к  это происходит. Н а рис. 6.28, а  изо
браж ено сечение металлического бруска, в котором течет постоян
ный ток . Под влиянием  поля Е электроны дрейфуют влево со средней 
скоростью  v,  которая имеет тот ж е смысл, что и скорость и при об
суждении проводимости в гл . 4. Электроны проводимости схем ати
чески показаны  белыми точками. Черные точки изображ аю т поло
ж ительны е ионы, образую щ ие ж есткую  кристаллическую  реш етку 
сплош ного металлического бруска. П оскольку электроны  заряж ены  
отрицательно, ток течет в направлении оси у .  П лотность тока J  и 
поле Е связаны , как  обычно, проводимостью металла о: J = o E .  Н а 
рис. 6.28, а  не сущ ествует другого магнитного п оля , кроме создан
ного самим током; этим полем мы пренебрегаем. Т еперь вклю чаем 
внешнее поле В, направленное по оси х.  Состояние движ ения сразу 
после этого показано на рис. 6 .28 , б. Электроны отклоняю тся вниз. 
Н о так  как  они не могут исчезнуть с нижней грани бруска, они про
сто скапливаю тся там , пока избыток отрицательны х зарядов на 
нижней грани бруска и соответственный избыток полож ительны х

Р и с. 6 .2 7 6 . О сновные части аппар ата Р о у 
л анда. В тр убк е слева гор и зон тал ьн о под
вешены две короткие нам агниченны е иглы.
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зарядов на его верхней грани не создадут электрическое поле Е | ; в 
котором сила, величиной еЕи  н ап равлен н ая  кверху, не уравновесит 
силу (e /c)vB , направленную  вниз. В стационарном  состоянии (кото
рое достигается очень быстро!) движ ение в среднем снова н ап р авл е
но горизонтально, а внутри м еталла п оявляется  поперечное эл ек тр и 
ческое поле E t , наблюдаемое в системе координат, связанной с к р и 
сталлической решеткой м еталла 
(рис. 6 .28, в). Это поле создает силу, 
направленную  вниз и действую 
щую на полож ительны е ионы. Вот 
каки м  образом сила (—e/c)vX B , 
действую щ ая на электроны, пере
дается сплош ному бруску. Б русок , 
конечно, приж имается к своей 
опоре, а при ее отсутствии, у ско 
ренно движ ется вниз.

Сущ ествование поперечного по
л я  E t может быть непосредственно 
продемонстрировано с помощью 
электрических методов (рис; 6.29).
К  точкам Р х и Р 2 на противополож 
ных сторонах стерж ня подводятся 
провода, места соединения тщ а
тельно выбираю тся таким образом, 
чтобы их потенциалы были одина
ковы, когда в стерж не течет ток, 
а поле В равно нулю . К  проводам 
подклю чен гальванометр. После 
вклю чения магнитпого поля В в 
этой цепи возникает постоянный 
ток, показы ваю щ ий, что потенциа
лы  точек Р 1 и Р г уже неодинако
вы. Д ействительно, в этой уста
новке точка Р х имеет полож итель
ный потенциал по отношению к 
точке Р г .

Этот эффект был открыт в 1879 г.
Е . X . Х оллом, который был уче
ником  Р оуланда в университете 
Д ж онса Гопкинса. В те дни никто не понимал механизма проводи
мости в м еталлах . Сам электрон был неизвестен. Эффект Х олла 
был весьма поучительным явлением . В современных исследова
н и ях  электрической проводимости, особенно в полупроводниках, 
изм ерения эффекта Х олла оказы ваю тся весьма существенными.

Мы убедились, что магнитное поле тока , т ак  ж е как  сила, дейст
вую щ ая на проводник с током во внеш нем поле, совершенно не з а 
висит от особенностей процесса проводимости. О днако эффект Х олла

в)
Рис. 6 .28 . а) Ток течет в м еталлическом  
бр уск е. П оказана только м алая часть  
бр уск а . Электроны проводимости и з о б 
р аж ены  светлыми точками (р а зу м еет ся , 
разм еры  элек тронов  и и х  число не со о т 
ветствую т действительности), п ол ож и 
тел ьны е ионы кристаллической реш ет
ки — черны ми точкам и. С трелки у к а 
зы ваю т ср ед н ю ю  ск о р о сть  v  “д в и ж ен и я  
эл ек т р о н о в , б ) М агнитное поле, н ап р ав 
лен н ое по оси х, отклоняет (вначале) 
д в и ж ущ и еся  электроны  вниз, б) И зм ен е
ние распр еделения зарядов  созд ает  п о
перечное электрическое поле Ej. В этом  
п о л е  неподвиж ны е полож ительны е ионы  
испыты вают си л у , направленную  вн и з.
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помогает кое-что понять в природе носителей зарядов . Зам етьте, 
что если ток в стерж не на рис. 6.28 был бы обусловлен движением 
полож ительных зарядов  вп раво , то возникло бы поперечное поле Et 
противоположного нап равлен и я . Таким образом, по зн ак у  «хол- 
ловской разности потенциалов» между Р х и Р 2 мы узнаем  зн ак  носи

телей зарядов. Количественно вели
чина поперечного поля E t опреде
ляется  равенством

ЦЕХ =  q-~- В  или E t = ^ ~ - B .  (63)

С другой стороны, средн яя скорость v 
носителя связана с плотностью  тока J  
уравнением

J  =  nqv ,  (64)

где я  — число носителей зарядов на 
единицу объема с зарядом  q в к а ж 
дой. К омбинируя уравнени я (63) и 
(64), мы можем исклю чить v :

E t , J  и В  можно изм ерить на установке, подобной изображ енной 
на рис. 6.29. E t — это разность потенциалов между Р х и Р 2, делен
ная  на ш ирину стерж ня; J  — полный ток, деленный на площ адь 
поперечного сечения. Т аким  образом, мы можем получить (Mnqc).  
Этот множитель назы вается «коэффициентом Х олла» д ля  данного 
вещ ества. Д л я  многих металлов коэффициент Х олла равен к ак  раз 
тому значению , которого можно было бы ож идать, имея примерно 
один электрон проводимости на атом. П ри этом зн ак  эффекта Х олла 
указы вает на то, что носители зарядов действительно отрицательны . 
Н о д ля  некоторых металлов коэффициенты Х олла имеют о б р а т 
н ы й  з н а к !  Это казалось  парадоксальны м , пока поведение элект
ронов в м еталлах  не было объяснено квантовой теорией.

З а д а ч и

6. 1. Ток 30 а течет в контуре, изображенном на рис. 5 .1 , б.  Параллельные 
провода находятся на расстоянии 5 см. Какова сила, приходящаяся на единицу 
длины одного из проводов? О т в е т .  3 ,6  дин!см.

6.2. На рисунке изображена прямоугольная катушка, подвешенная к одной 
стороне коромысла аналитических весов. Она висит между полюсами электромаг
нита, причем плоскость катушки параллельна полюсам. Магнитное поле можно 
считать однородным в области полюсов и пренебрежимо малым около верхней 
части катушки. Катушка имеет 15 витков и ширину 8 см. Система уравновеши
вается, после чего через катушку пропускают ток 0,5 а.  Если для восстановления 
равновесия системы на правую чашку весов надо добавить дополнительный груз 
в 60,5 г,  то какова сила магнитного поля В (в гс)? Этот метод в несколько усовер

Рис. 6 .2 9 . Эффект Х ол л а . Е сли  п р о
водник с током помещен в перпен
д и к ул я р н ое к нем у м агн и тн ое поле, 
то м еж д у  точками, располож енны м и  
на противополож ны х сто р о н а х  б р у 
ск а , возникает разность потенциалов. 
Если бы поля не бы ло, эти точки  
имели- бы одинаковы е потенциалы . 
Это означает сущ ествование поля  
внутри бр уска! И зм еряя «потенциал  
Х о л л а» , м ож но определить число  
носителей заряда на кубический сан-
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шенствованном виде применялся в Национальном бюро стандартов для очень 
точных измерений силы магнитного поля. О т в е т .  f l= 9 8 8 0  гс.

6.3. Рассмотрите магнитное поле круговой петли с током в точках на оси 
петли, следующее из формулы (41). Вычислите линейный интеграл от поля вдоль

оси в пределах от — со до - f  со для про
верки общей формулы

4д I 
с

Почему мы можем пренебречь «обратной» 
стороной пути, который необходим для 
получения замкнутой петли?

6.4. Длинный провод согнут в форме 
шпильки, показанной на рисунке. Н ай
дите точное выражение для магнитного 
поля в точке Р,  расположенной в центре 
полукруга. О т в е т .  В = (2 - \ -п У  !гс.

*
Г t

К задаче 6.4.

6.5. Магнитное поле, созданное вращающимся электроном атома. Атом водо
рода состоит из протона и электрона; можно считать (для некоторых целей), что 
электрон описывает вокруг протона круговую орбиту с радиусом а0= & 2//яе2=  
= 0 , Е 3 1 0 - 8  см, со скоростью v~e2lfi. Здесь е обозначает заряд электрона е =  
=  4 ,8 -1 0 -10 ед. СГСЭ(,, Й ^ Ю -27 эрг-сек  — постоянная Планка, деленная на 2л,  
и т  — масса электрона. Какая сила тока эквивалентна этому циркулирующему 
заряду? Какова величина (в гс) магнитного поля вблизи протона, создаваемого 
движением электрона? О т в е т .  / = 1 , 0 5 - 1 0 -3 а,  S = l , 2 5 - 105 гс.

6.6. Магнитное поле в коаксиальных проводниках. Провода, передающие к 
большому магниту постоянный ток 5000 а,  изготовлены следующим образом: 
сплошной алюминиевый стержень диаметром 5 см окружен возвратным проводни
ком в форме алюминиевого цилиндра с внутренним диаметром 7 см и наружным 
9 см (внутреннее пространство между стержнем и цилиндром заполнено протекаю
щим маслом, которое служит для отвода тепла). В каждом проводнике плотность 
тока практически постоянна по всему поперечному сечению. Вычислите и нане
сите на график величину магнитного поля (в гс), как функцию радиуса (в см), от 
оси до точки, расположенной снаружи внешнего проводника. (Наличие алю
миния и масла влияния на магнитное поле не оказывает — см. стр. 193.)

6.7. Соленоид изготовлен из одного слоя медного провода, намотанного на 
цилиндр диаметром 6 см. На 1 см приходится 5 витков; длина соленоида 30 см. 
Пользуясь таблицами, мы находим, что сопротивление взятого медного провода, 
диаметром 0,163 см, равно 0,010 ом на 1 м при температуре 75° С (мы ожидаем, 
что эта катушка будет нагреваться!). Соленоид соединен с 24-вольтовым генерато
ром; каковы будут сила магнитного поля в соленоиде (в гс) и рассеяние энергии 
(в е/л)? О т в е т .  520 гс; 2000 вт.

6.8. Преобразование поля. Вблизи начала системы координат х, у ,  г,  имеется 
электрическое поле Е величиной в 100 ед. СГСЭ^/сж, направленное под углом в 
30° к оси х  и 60° к оси у .  Оси системы координат F' параллельны осям первой си
стемы, но она движется по отношению к первой системе координат со скоростью  
в 0,6 с в положительном направлении у .  Найдите направление и величину электри
ческого поля, которое измерит наблюдатель, находящийся в системе координат 
F'. Какое магнитное поле измерит этот наблюдатель?
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6.9. Проводник, движущийся через магнитное поле. Океанское течение имеет 
скорость 2 узла (около 1 м!сек) в районе, где вертикальная компонента магнитно
го поля Земли равна 0,35 гс. Проводимость морской воды в этом районе равна 
0,04 (ом-см)"1 . Предполагая, что, кроме величины, связанной с движением 
(v/c)XB, другой горизонтальной компоненты Е нет, найти плотность горизон
тальной составляющей электрического тока (в о!м2). Если бы вы пронесли с такой 
скоростью бутылку с морской водой через поле Земли, появился ли бы в ней такой 
ток?

6.10. Преобразование поля для малых скоростей. Для скоростей, небольших по 
сравнению с с, преобразование поля можно записать в очень простом виде

Е' =  Е +  — Х В ,  В ' =  В — -  X  Е,
с с

где v — скорость, с которой движется штрихованная система координат, если смот
реть из нештрихованной. Пусть v=xf5c соответствует частному случаю, описывае
мому уравнениями (58). Покажите, что вышеприведенные уравнения дают резуль
таты, совпадающие с (58) в приближении (1—Рг)1;' ^ 1 .  Пусть штрихованная си
стема координат расположена в реактивном самолете, летящем в направлении маг
нитного северного полюса в районе, где магнитное поле Земли равно 0,4 гс и об
разует угол в 30° с вертикалью, направленной вниз, как в северном полушарии. 
Каково направление в системе координат, связанной с самолетом, дополнительной 
компоненты электрического поля, возникающего благодаря движению через маг
нитное поле? Какова ее величина ве д .  СГСЭу.'с,и? О т в е т .  Поле равно 2,4 х  
Х Ю - ? СГСЗу/см  и направлено на запад.

6.11. Две инварианты преобразования поля. Результат , приведенный здесь, 
будет полезен при обсуждении электромагнитных волн в конце гл. 7. Докажите, 
используя уравнения (58), что величина Е -В  инвариантна относительно преобра
зования Лоренца, иными словами, докажите, что если произведение Е -В  равно 
некоторой величине в одной инерциальной системе, то оно имеет то ж е значение 
во всех пнерциальных системах. Докажите также, что величина Е 2—В~ инвари
антна относительно преобразования Лоренца.

6.12. Не сможете ли вы придумать векторный потенциал, который будет соот
ветствовать однородному полю в направлении г:

в х= о, в у= о, бг =  е 0?
6.13. Заметьте, что векторный потенциал А так же связан с магнитным полем 

В, как В связано с плотностью тока J, а именно rot А = В ,  тогда как rot B = (4n /c)J . 
Какое утверждение, касающееся А, соответствует утверждению, что линейный 
интеграл от В по любому замкнутому контуру равен 4д /с, умноженному на силу 
тока, охватываемого контуром. Рассмотрите магнитное поле длинного цилиндри
ческого металлического стержня с током, равномерно распределенным по его по
перечному сечению и текущим параллельно оси. Вы знаете магнитное поле такого 
распределения тока. Начертите схему распределения тока и линий магнитног* 
поля. Пользуясь только что упомянутой аналогией, найдите векторный потенциал 
и покажите, как он изменяется вместе с полем для бесконечно длинного соленоида. 
Полезно заметить, что в этом случае сам векторный потенциал н е  р а в е н  
н у л ю в области, где равно нулю магнитное поле.

6.14. Параллельные проводники с током притягиваются, поэтому можно было 
бы думать, что ток, текущий в сплошном стержне, аналогичном внутреннему про
воднику в задаче 6.6, имеет тенденцию сконцентрироваться около оси стержня. 
Это значит, что электроны проводимости, вместо того чтобы распределиться рав
номерно внутри металла, соберутся около оси и больогая часть тока будет здесь. 
Что, по-вашему, препятствует этому? Произойдет ли это, в какой-то мере, вообще? 
Можете ли вы предложить эксперимент для обнаружения т а к о г о  эффекта, если 
он существует?

6.15. Сила, действующая между двумя зарядами, движущимися параллельно 
друг другу.  Рассмотрим два электрона в катодно-лучевой трубке, которые дви
жутся рядом по параллельным путям с одинаковой скоростью v. Расстояние между 
ними, т. е. расстояние, измеренное под прямыми углами к их скорости, равно г.
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Какова сила, действующая на один из них благодаря присутствию другого, наб
людаемая в лабораторной системе координат? Если v было бы очень мало по срав
нению с с, ответ был бы просто е2/г2. Но если v  не мало, вы должны проявить осто
рожность.

а) Самый легкий способ найти ответ заклю чатся в следующем: обратимся 
к системе координат, движущейся вместе с электронами. В такой системе коорди
нат оба электрона неподвижны, расстояние между ними равно еще г  (почему?) 
и сила равна e2/V2. Теперь преобразуйте силу в лабораторную систему координат, 
пользуясь законом преобразования сил (уравнение (5.31)). (Будьте осторожны со 
штрихованной системой координат. Будет ли сила в лабораторной системе коор
динат больше или меньше силы в системе координат, связанной с электронами?)

б) Можно получить тот же отает, имея дело только с лабораторной системой 
координат. В этой системе в мгновенном положении электрона 1 оба поля — 
электрическое и магнитное — появляются благодаря электрону 2 (см. рис. 6.26). 
Вычислите полную силу, действующую на электрон 1, который движется через 
эти поля со скоростью v, и покажите, что вы получили ю т же результат, что в 
а). Покажите на диаграмме направления полей и сил.

в) В свете вышесказанного, что вы можете сказать о силе, действующей между 
двумя движущимися рядом электронами, в пределе ц->с?



Г Л А В А  7

ЭЛЕКТРОМ АГНИТНАЯ И Н Д У К Ц И Я  И У РА ВН ЕН И Я 
МАКСВЕЛЛА

7.1. Открытие Ф арадея

«1. Присущая электричеству напряжения способность вызывать вблизи себя 
противоположное электрическое состояние получила общее название индукции. 
Этим же термином, поскольку он вошел в научный язык, вполне уместно обозна
чить присущую электрическим токам способность создавать в веществе, находя
щемся в непосредственной близости и первоначально нейтральном, некое особое 
состояние. В этом смысле я и собираюсь использовать этот термин в настоящей 
статье.

2. Некоторые проявления индукции, создаваемой электрическими токами, 
уже выявлены и описаны: например, намагничивание; опыты Ампера по прибли
жению медного диска к плоской спирали; повторение им при помощи электромаг
нитов замечательных опытов Араго и, может быть, некоторые другие явления. 
Кажется, однако, неправдоподобным, чтобы индукция токами ограничивалась 
лишь этими явлениями; тем более, что если убрать железо, то почти все эти явле
ния исчезают; в то же время число веществ, в которых наблюдаются явления ин
дукции от электричества напряжения, огромно, и вещества эти до сих пер не были 
подвергнуты действию индукции от движущегося электричества.

3. Далее, примем ли мы прекрасную теорию Ампера или любую другую, все 
же представляется весьма необычным то, что любой электрический ток связан с 
соответствующей интенсивностью магнитного действия (направленного под пря
мым углом к току), тогда как в хороших проводниках электричества, расположен
ных в сфере магнитного действия, не индуцируется ни ток, ни какие-нибудь дру
гие ощутимые явления, эквивалентные по силе такому току.

4. Эти рассуждения и заключенная в них, как следствие, надежда получить 
электричество из обычного магнетизма много раз заставляли меня заниматься 
экспериментальным исследованием индуктивных явлений от электрических токов. 
Недавно я получил положительные результаты и не только осуществил свои на
дежды, но овладел, как мне кажется, ключом, который, полностью объясняет 
магнитные явления Араго, а также открывает новое состояние, которое, может 
быть, играет большую роль для некоторых из наиболее важных явлений, возника
ющих благодаря электрическим токам.

5. Эти результаты я намерен описать не в порядке их получения, а таким 
способом, чтобы дать наиболее связное представление обо всей проблеме».

Т ак начинает М. Ф арадей сообщение об открытии электром аг
нитной индукции. Этот отры вок является частью статьи, представ
ленной Фарадеем в 1831 г ., и цитируется по его книге «Эксперимен
тальные исследования по электричеству», опубликованной в Лондоне
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в 1839 г .* ). В статье приведено описание дюжины или более эксп е
риментов, в которых Ф арадей вы явил все существенные особенности 
электрических явлений, возникаю щ их под действием магнитного 
поля.

Под «электричеством напряж ения» Ф арадей понимал эл ектр о 
статические заряды , и индукция, о которой он пишет в первом п а р а 
графе, ничем не отличается от явлен и я , которое мы изучали в гл . 3. 
П рисутствие заряда вызывает перераспределение зарядов на провод
н и ках , расположенных поблизости. Ф арадей недоумевал, почему 
электрический ток не вызывает в близлеж ащ их проводниках другого 
тока.

Создание магнитных полей с помощью электрических токов тщ а
тельно изучалось после откры тия Эрстеда. Обычным лабораторны м 
источником этих «гальванических» токов была гальваническая б ата
рея , а наиболее чувствительным прибором для их обнаруж ения сл у 
ж ил гальваном етр. Он состоял из намагниченной стрелки, вращ аю 
щ ейся подобно стрелке компаса или подвешенной на слабой пруж ине 
между двумя катуш ками. Иногда с наруж ной стороны катуш ки по
мещ алась д ругая  стрелка, ж естко скрепленная с первой и сл у ж и в 
ш ая д ля  компенсации влияния магнитного поля Земли (рис. 7 .1 , а). 
Н а эскизах  рис. 7.1, б — д показано несколько индукционных опы 
тов Ф ар ад ея , Вы должны прочитать его собственное сообщение, 
представляю щ ее собой одно из классических произведений экспери
ментальной науки , чтобы оценить изобретательность, с которой он 
проводил исследования, а такж е силу и непредвзятость его мыш
ления.

В своих ранних опытах Ф арадей  с удивлением обнаруж ил, что 
постоянный ток не оказы вает вли ян и я  на близлеж ащ ий контур. Он 
изготовлял различны е проволочные катуш ки, одна из которых и зо 
браж ена на рис. 7 .1 , а,  наматы вая два проводника так , чтобы их ви т
ки располагали сь очень плотно друг к др у гу , но были бы разделены  
изолирую щ им слоем ткани или бумаги. Один проводник составлял 
с гальванометром  замкнутую  цепь. Ч ерез второй проводник шел 
сильный ток от батареи. К разочарованию  Ф арадея , стрелка га л ь 
ванометра не отклонялась. Н о в одном из опытов он заметил очень 
слабое движ ение стрелки гальваном етра при включении тока и такое 
ж е движ ение при его выклю чении. П родолж ая эти опыты, он вскоре 
установил, что токи в других проводниках наводятся не п о с т о я н 
н ы м ,  а и з м е н я ю щ и м с я  током. Одной из блестящ их эксп ери 
ментальных находок в опытах Ф арадея этого периода была замена 
гальваном етра (он понял, что гальванометр был недостаточно ч у в 
ствительным прибором для обнаруж ения кратковременного им п уль
са тока) простой маленькой катуш кой, в которую  он поместил нена- 
магниченную  стальную  стрелку (рис. 7 .1 , б). Ф арадей обнаруж ил, 
что стрелка намагничивалась импульсом индуцированного тока при

*) См. М. Ф а р а д е й, Экспериментальные исследования по электричеству, 
том 1, перевод с англ., Изд-во АН СССР, 1947 г.
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вклю чении первичного тока и что направление нам агничивания о к а 
зы валось обратным, если его причиной было выклю чение тока в пер
вичном контуре.

Приведем его собственное описание одного из опытов:

«В предыдущих опытах провода были расположены близко друг к другу и, 
когда требовалось воспроизвести явление индукции, индуцирующий провод соеди
нялся с батаоеей; но так как это явление возникало только в моменты включения и

К  гшыатмвтру 

9

Рис. 7 .] .  о) — д) Эскизы автора д л я  объяснения некоторы х опытов Ф арадея , описанны х в его  
книге ^Экспериментальны е исследования по электричеству».

выключения контакта, индукцию стали получать другим путем. На одной из го- 
еерхиостей большой доски широкими зигзагами в виде буквы YV растягивали не
сколько футов кедпого провода, второй провод растягивали точно таким же обра
зом на второй доске, так чтобы при сближении обеих досок просода всюду каса
лись бы друг друга, если бы между ними пе находился лист толстой бумаги. Один 
из этих проводов был соединен с гальванометром, а другой с гальванической бата
реей. Затем первый провод двигали по направлению ко второму и, когда он при
ближался, стрелка гальванометра отклонялась. При удалении провода стрелка 
отклонялась в противоположном направлении. При приближении и удалении 
проводов друг от друга стрелка начинала колебаться и размах этих колеб ний ста
новился весьма большим; но когда провода переставали приближать и удалять 
друг от друга, стрелка быстро занимала свое обычное положение.
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При сближении проводов направление индуцированного тока было о б р а т -  
н ы м по отношению к индуцирующему току. При удалении проводов друг от 
друга н а Е е д е н н ы й  ток шел в т о м  ж е направлении, что и наводящий ток. Когда 
провода оставались неподвижными, индуцированного тока не было».

В этой главе мы изучаем электромагнитное взаимодействие, ис
следованное Ф арадеем в его опы тах. С нашей современной точки 
зрен и я, индукцию  можно рассм атривать к ак  естественный р е зу л ь 
тат действия силы на заряд , движ ущ ийся в магнитном поле. В и з 
вестном смысле мы можем вывести закон индукции  из того, что нам 
уж е известно. Следуя этому курсу , мы снова 
отклоняем ся от хронологического порядка 
разви ти я , но мы делаем это (заимствуя 
собственные слова Ф арадея из конца цити
рованного выше отры вка), чтобы дать наибо
лее связное представление обо всей проблеме.

7.2. П роводящ ий стержень, движ ущ ийся 
в однородном магнитном поле

Н а рис. 7.2, а  изображен прямой отре
зок провода, или топкий металлический 
стерж ень, движ ущ ийся с постоянной ско 
ростью  v в направлении, п ерп ен ди куляр
ном к его длине. В пространстве, в котором 
движ ется стерж ень, существует однородное 
магнитное поле В, постоянное во времени.
Т акое поле мог бы создать больш ой соле
ноид, охватываю щ ий всю область рисунка.
В системе координат F с координатами 
х,  у ,  z  соленоид находится в покое. В этой 
системе координат нет электрического поля, 
пока нет стерж ня, а существует только од 
нородное магнитное поле В.

П роводящ ий стержень содерж ит з а р я 
ж енны е частицы , которые будут двигаться 
под действием силы. Лю бая зар яж ен н ая  
частица, которая движется вместе со стерж 
нем, к ак , например, частица с зарядом  q 
на рис. 7.2, б,  неизбежно пересекает м аг
нитное поле В и, следовательно, испыты
вает действие силы

f =  v X  В. (1)

Когда В и v ориентированы , как  показано на рис. 7.2, н ап равле
ние силы совпадает с полож ительным направлением  оси х,  если q — 
полож ительны й зар яд , и с противополож ны м направлением для от
рицательно заряж енны х электронов, которые обычно являю тся

а)

6)

И)
Р ис. 7 .2 . а) П роводящ ий стер 
ж ень движ ется  в магнитном  
поле. 6) На произвольны й  
за р я д  <7, движ ущ ийся вместе 
со  стерж нем , дей ств ует сила  
(<?/c)vxli. в) Система к оор ди 
нат F'  движ ется вместе со  
стерж нем, элек трическое поле  
в этой системе обозн ач ен о  че

рез Е \
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подвижными носителями зарядов в большинстве проводников. Н аш и 
выводы не будут зависеть от того, являю тся ли подвижными отрица
тельные или полож ительные заряды  или и те и другие одновременно.

Если стержень движ ется с постоянной скоростью , то сила f, опре
деляем ая уравнением ( 1), долж на быть уравновеш ена в любой точке 
внутри стерж ня равной и противоположно направленной силой. 
П оследняя может возникнуть только благодаря наличию электриче
ского поля в стерж не. Это электрическое поле возникает следующим 
образом: сила f толкает отрицательны е заряды  к одному концу стерж 
ня, оставляя на другом конце избыток полож ительны х зарядов.

Рнс. 7 .3 . а) Электрические гюле, наблю даем ое в определенны й момент времени в систем е ко
ординат F. Оно сущ ествует вокруг стер ж н я , а такж е рнутри него. И сточниками поля я в л я 
ю тся заряды , располож енны е на поверхности стер ж ня , как п оказано на рис. б, представля

ющем собой правый конец стерж ня в увеличенном масш табе.

Т акое разделение зарядов продолж ается до тех пор, пока разделен
ные заряды  сами не создадут везде внутри стерж ня электрическое 
поле Е, определяемое равенством

Тогда движение зарядов в стерж не прекращ ается. Возникш ее 
распределение зарядов создает электрическое поле как  вне стерж ня, 
так  и внутри него.

Внешнее поле напоминает поле разделенных полож ительны х и от
рицательных зарядов с той лиш ь разницей, что заряды  не сконцен
трированы  на концах стерж ня, а распределены по нему. Внешнее 
поле схематически изображ ено на рис. 7.3, а. На рис. 7.3, б  в увели
ченном масштабе показаны  полож ительно заряж енны й конец стерж 
ня, распределение зарядов  по поверхности и несколько линий поля 
вне и внутри проводника. Т акова ситуация в любой момент времени в 
системе координат F.  Рассмотрим положение в системе координат 
F ' , которая движ ется вместе со стержнем. Временно не обращ ая вни

х

q Е =  — f. (2 )

2.12



мания на стерж ень, мы замечаем, что магнитное поле В ', сущ ествую 
щее в системе координат F' (рис. 7 .2 , в), мало отличается от В (если 
скорость v мала) и что в этой системе возникает однородное эл ектр и 
ческое поле, определенное уравнением (6.62):

Е '  =  - ~ Х В ' = у Х В '  ( 3)

Когда мы вносим в систему F ’ стерж ень с постоянной проводи
мостью, он попадает в однородное электрическое поле, которое вы 
зывает перераспределение зарядов на поверхности стерж ня. В р е 
зультате электрическое поле внутри стерж ня станет равным нулю 
(как в случае металлического ящ ика на рис. 3.6, или любого другого 
проводника в электрическом поле). М агнитное поле В' не влияет на 
это статическое распределение зарядов . Н а рис. 7.4, а  изображены 
силовые линии электрического поля в системе координат F ' , а на 
рис. 7.4, б, где конец стерж ня показан в увеличенном масш табе, мы 
видим, что электрическое поле в н у т р и  стерж ня равно нулю.

Р ис. 7 .4 . а) Электрическое поле в систем е координат F ’, в которой стерж ень н еп одв и ж ен . 
Это поле является суперпозицией основного однор одн ого  по всему пространству поля Е' 
и поля р аспределения поверхностны х зар я дов. Р езул ь ти р ую щ ее электрическое поле внутри  

стер ж н я , и зобр аж ен н ое в увеличенном  м асш табе на рис. 6, равно нулю  (ср. с рис. 7 .3),

Если не учитывать лоренцевского сокращ ения (оно второго п о
р ядк а  малости по {vie)), то распределение зарядов, наблюдаемое в 
определенный момент времени в системе координат F (рис. 7.3, б),  
не отличается от наблюдаемого в системе F ' . Электрические поля в 
обеих системах отличаю тся друг от друга , потому что поле на 
рис. 7.3  создается только распределением поверхностных зарядов , 
в то врем я как  электрическое поле, изображенное на рис. 7 .4 , пред
ставляет собой поле от распределения поверхностных зарядов плюс 
однородное электрическое поле, существующее в этой системе коор
динат. Н аблю датель в F говорит: «Внутри стерж ня появилось эл ек 
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трическое поле К — (v/c) X В , вызывающее силу —q( v /c )y^ B.  
Эта сила уравновеш ивает силу q ( \ / c ) X  В, которая в противном слу
чае заставила бы любой зар яд  а двигаться вдоль стерж ня». Н аблю 
датель в F  говорит: «Внутри стерж ня электрического поля нет, 
а существующее в нем однородное магнитное поле силы не создает, 
так  как  нет движ ущ ихся зарядов». Оба утверж дения справедливы.

7.3. Рамка, движ ущ аяся в неоднородном магнитном поле

Что произойдет, если мы заставим сделанную из провода прямо
угольную  рамку (рис. 7.5) двигаться с постоянной скоростью  е  одно

родном магнитном поле? Чтобы отве
тить на этот вопрос, достаточно сп ро
сить себя ,— имея в виду систему 
координат F ' ,— что произош ло бы, 
если бы мы поместили такую  рамку 
в однородное электрическое поле? 
Очевидно, на двух противополож ных 
сторонах рамки появилось' бы неко
торое количество зарядов  и больше 
ничего не произошло бы. П редполо
ж им, однако, что поле В в системе 
координат F постоянно во времени, 
но н е  о д н о р о д н о  в пространстве. 
Д л я  наглядности поместим на рис. 
7.6  короткий соленоид, являю щ ийся 
источником этого поля. Соленоид 
вместе с батареей, которая питает его 
постоянным током, закреп лен  у н а
чала координат системы F. (Выше 
было указано, что в системе координат 
F электрического поля нет; в действи
тельности, если взять  солеиоид с ко 
нечным сопротивлением, то появится 
электрическое иоле, вы званное б ата

реей и самой цепыо. Это поле не имеет отношения к наш ей задаче 
и его можно не принимать во внимание. В самом деле, ведь весь 
соленоид вместе с батареей можно поместить в металлическую  
коробку.)

Расположим теперь рамку, движ ущ ую ся в системе координат F 
со скоростью  v вдоль оси у ,  таким  образом, чтобы в некоторый момент 
времени t напряж енность магнитного поля была В г у левой стороны 
рамки и В* у правой стороны (см. рис. 7.6). П усть f обозначает силу, 
которая действует на зар яд  q движ ущ ийся вместе с рамкой. Эта сила 
зависит от положения рамки в рассматриваемый момент времени. 
Вычислим линейный интеграл от F, взятый по всей рамке: на двух 
сторонах рамки, которые параллельны  направлению  движ ения, 
сила f перпендикулярна к элементу пути ds,  следовательно, эти сю -

а)

б)
Рис. 7 .5 . а) Рамка движ ется в одн о
родном магнитном ноле В (система 
координат F)-. б) П оля В и F, н<-*блк> 
Дсемые в системе координат Г ’, в 

которой рамка неподвиж на.
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роны не даю т никакого вклада в интеграл. Д ве  другие стороны, к а ж 
дая  из которы х имеет длину w,  дают

f f - d s  — B,):v: (4)»/ с
Если мы предположим, что перемещ ение зар яд а  q по рам ке про

исходит за  достаточно короткое врем я, так  что положение рамки 
заметно не меняется, то уравнение (4) дает работу, совершенную 
силой ?. Работа, приходящ аяся н а  е д и н и ц у  з а р я д а ,  равна

г*
( l A/ ) \ ? - d s .  Мы называем эту величину электродвижущей силой.  
Она обозначается буквой §  и часто сокращ енно назы вается «э. д. с.».

Рис.  7 .0 .  Поле В,  наблюдаемое в системе коорди нат  F,  не яв л я е тся  однородным. Оно изме
няется  в пространстве как по направлению, так  и по величине. Система координат F.

g  имеет ту  ж е размерность, что и электрический потенциал, и изме
ряется  в единицах СГСЭv  или эргах  на единицу заряда,

(5)
Ц d

Термин электродвижущая сила  был введен выше, в разделе 
4.10; э. д. с. была определена к ак  работа, затраченная на движ ение 
единицы зар яд а  по контуру с гальваническим  элементом. Расш ирим 
теперь определение э. д. с ., чтобы вклю чить в него любое действие, 
которое заставляет заряд  ц и ркули ровать  по замкнутому пути. Если 
путь представляет собой реальную  цепь с сопротивлением R,  то 
<§ вызовет ток, равный, согласно закон у  Ома, /= < £’/£ ’. В нашем сл у 
чае f является  силой, которая действует на заряд , движ ущ ийся в 
магнитном поле, и величина $  равна

£ ^ { В г - В . 2). (6 )

Э лектродвиж ущ ая сила, следую щ ая из уравнения (6 ), связан а 
весьма простым выражением со скоростью  изменения магнитного 
потока, проходящ его сквозь рамку. М агнитным потоком, проходя
щим сквозь рам ку, назы вается поверхностный интеграл от В по 
поверхности, ограниченной рамкой. П оток Ф сквозь зам кнутую

235



кривую , или петлю С, изображ енную  на рис. 7.7, а,  вы раж ается 
поверхностным интегралом  от В по

0 ( Sl )= J  B -d a ,. (7)

Мы могли бы начертить бесконечно много поверхностей, огра
ниченных кривой С.  Н а  рис. 7.7, б изображ ена одна из них, S 2. 
Почему несущественно, какую  из поверхностей вы брать для вычис
ления потока? Выбор поверхности н е  и м е е т  з н а ч е н и я ,  так  как
^ B- da  будет равен одной и той ж е величине для  всех таких поверх
ностей. Потратим не.много времени, чтобы понять этот вопрос раз

Рис.  7.7. а) Поток через поверхность S ,  равен Ф =  J В da ,,  и) S 2 представляет собой другую
6'

поверхность,  ограниченную кривой С. в) Складывая поверхности и S 2 для  получения зам
кнутой поверхности, для которой j В da должен исчезнуть. Докажите, что

В ifa. В-£/а2.

и навсегда. П оток через поверхность S-, будет равен  ̂ B>da2.

Зам етьте, что мы выбираем направление вектора d a 2 из нижней ча
сти So, в соответствии с нашим выбором стороны S x. Это даст поло
ж ительное число, если полный поток сквозь С  направлен вверх.

Ф >-da2. (8)

В разделе 6.2 было показано, что дивергенция магнитного поля 
равна нулю: d iv B = 0 . Тогда из теоремы Гаусса следует, что если S  
представляет собой некую з а м к н у т у ю  поверхность («оболочку»), 
а V является объемом внутри этой поверхности, то

J В -da =  J d iv  В d v  - 0 . (9)

Применим вы ш есказанное к замкнутой поверхности, образованной 
соединением поверхностей и S 2 (рис. 7.7, в). Н а поверхности S 2 
внеш няя нормаль п р о т и в о п о л о ж н а  по направлению  вектору 
d a 2, которым мы пользовались при вычислении потока сквозь С.
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Т аким  образом,

0 =   ̂ B -da =  J B 'da!-* - J В- -da2),

или
I-da.,. (10)

что выражение

S B .d a , =  S
s, s a

Отсюда следует, что выбор поверхности для вычисления потока 
сквозь С не имеет значения.

Все это довольно очевидно, если вы понимаете 
div В - 0  подразумевает пространст
венное сохранение потока. К акой по
ток входит в некоторый объем, такой 
и выходит. (Мы рассматриваем ситу
ацию во всем пространстве в опреде
ленный момент времени.) Ч асто по
лезно представить себе «трубки» по
тока. Т рубка потока (рис. 7.8) пред
ставляет собой поверхность, в каж дой 
точке которой силовые линии м аг
нитного поля касательны к поверхно
сти. Ч ерез такую  поверхность поток 
не проходит, следовательно, она вме
щ ает некоторую данную величину 
потока, подобно телефонному кабелю 
с проводами внутри. Сквозь любую 
зам кнутую  кривую , проведенную вок
руг трубки потока, проходит поток 
одинаковой величины. Это рассуж де
ние можно перенести и на электриче
ское иоле Е, но лиш ь для тех обла
стей, где нет электрических зарядов 
так  как  d iv E = 4 rcp . М агнитное ж е поле всегда и везде имеет 
нулевую  дивергенцию.

Вернемся к движ ущ ейся рам ке и найдем скорость изменения 
потока через нее. З а  время d t  рам ка пройдет расстояние v d t .  Это 
приводит к изменению полного потока сквозь рамку, который
равен  ̂ В -da по поверхности, стягиваю щ ей рамку. Во-первых, 
к ак  видно из рис. 7.9, поток в правой части рамки увеличивается 
на B 2w v d t ,  во-вторых, слева теряется величина потока, равная 
Bjisuvdt. Следовательно, d<D, изменение потока через рамку за 
время dt ,  равно

dФ  =  — ( В х — В 2) wv /dt .  (11)

С равнивая уравнения ( 11) и (6 ), мы видим, что по крайней мере 
в данном случае электродвижущ ую  силу можно выразить следую
щим образом:

s = - T d4 -  02)

Рис. 7 .8 . Трубка потока. Силовые 
линии магнитного поля касательны  
к поверхности трубки. Трубка охва
тывает определенную  величину пото
ка Ф . Д ля  л к б о г о  сечения трубки
интеграл J* B-da  имеет одну и ту  ж е
величину Ф. Трубка тока не обя за
тельно долж на быть круглой. Вы мо
ж ете начать где угодно, с лю бого п о
перечного сечения, н силовые линии  
поля покаж ут, как меняю тся размер  
и форма сечения по мере п р одви ж е

ния вдоль трубки.
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М ожно показать, что это вы ражение справедливо почти всегда 
для петли любой формы, движ ущ ейся любым способом. П етля С 
на рис. 7.10 заним ает полож ение Ci  в момент времени t  и движется 
таким  образом, что в момент времени t -^d t  оказы вается в положении 
С 2. Данный элемент петли ds  перекосится в новое полож ение со 
скоростью V . S  представляет собой поверхность, которая стягивает 
петлю в момент времени t. П оток сквозь петлю в этот момент времени 
равен

Д в -da.  (13)
S

Ф (/):

М агнитное поле В возникает из источников, неподвиж ных в данной 
системе координат, и постоянно во времени в любой точке этой сис
темы. В момент времени t - r d t  
поверхность, стягиваю щ ая петлю,

Рис. 7.9. За интервал времени dt  рам
ка получает приращение потока, рав 
ное B 2vjvdt ,  и теряет поток B i v v d t .

Рис. 7.10. Петля  передвигается 
за время d t  из положения Сх в 

положение С2.

является  первоначальной поверхностью S , ф иксированной в про
странстве, но увеличенной на «ободок» dS.  (Вспомните, что для  вы
числения потока можно брать л ю б у ю  поверхность, стягиваю щ ую  
петлю.) Таким  образом,

Ф (t  +  d t ) =  J В -^ а  =  Ф( / )  +  5 B - d a .  (14)
S - i d S  dS

Отсюда изменение потока за  время d i  в точности равно величине 

потока через «ободок» d S ,  т. е. ^ B -da. Элемент поверхности ободка
d s

da  равен (v d O X ^ s > и интеграл по поверхности d S  можно записать 
как  интеграл по пути С  следующим образом:

d O  — J В «da =   ̂ В* [ ( v d t )  X  d s ] .
d S  С

(15)

Т ак  как  d t  в данном интеграле постоянно, мы вынесем d t  за  зн ак  ин
теграла и получим

^  =  ^ B . ( v X d s ) .  (16)

Согласно правилу для скалярн ого  тройного произведения (т. I, 
гл. 2 , формула (52)) мы имеем тождество: а - (Ь Х с )  = — (Ь Х а )-с .
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И спользуя его для преобразования подынтегрального выражения 
в (16), получим

^  =  _  j ( v X B ) - d s .  (17)
с

Сила, действую щ ая на заряд  q, движ ущ ийся вместе с петлей, равна 
? (v X B )/c , следовательно, электродвиж ущ ая сила, представляющ ая 
собой линейный интеграл вокруг петли от силы, действующей на 
единицу заряда , равна

<£ =  I j ( v X B ) . d s .  (18)
с

С равнивая уравнения (17) и (3 8 ), мы получаем простое вы раж е
ние, уж е приведенное выше (уравнение (12)). Оно справедливо и 
здесь для произвольно движущ ейся петли любой формы. (Мы даж е 
не предполагаем, что v одинаково для всех частей петли!) И так, 
линейный интеграл вокруг движ ущ ейся петли от f/q (сила, приходя
щ аяся  на единицу заряда) равен коэффициенту — 1/с, умноженному 
на скорость изменения потока сквозь петлю.

З н ак  линейного интеграла и направление, в котором поток яв 
ляется полож ительным, связаны  правилом винта с правой нарезкой 
или правилом  правой руки. Н априм ер, на рис. 7.6 поток направлен 
в в е р х  сквозь рамку и у м е н ь ш а е т с я .  П ринимая во внимание 
зн ак  минус уравнения (12) и пользуясь 
правилом правой руки , мы получим эл ек 
тродвиж ущ ую  силу, которая стремится 
переместить положительный зар яд  вокруг 
рамки против часовой стрелки, если смо
треть на рам ку сверху вниз. Это показано 
на рис. 7.11.

Сущ ествует более удобный способ реш е
ния вопроса о знаке и направлении. З а 
метьте, что если бы в направлении инду
цированной электродвиж ущ ей силы про
текал  ток, как  показано на рис. 7.11, то 
сам этот ток создавал бы некоторый поток сквозь рамку, противо
действую щий предполагаемому изменению потока. Это — сущ ест
венный физический факт, а не результат произвольного соглаш ения
о зн аках  и направлениях. Он демонстрирует стремление системы со
противляться изменению состояния. В данном случае этот факт на
зы вается законом Ленца.

Д ругой  пример действия закон а Л енца показан на рис. 7.12. 
П роводящ ее кольцо падает в магнитном поле катуш ки. Поток сквозь 
кольцо направлен в н и з  и в о з р а с т а е т  по величине. Д л я  про
тиводействия этому изменению нуж ен некоторый другой поток, на
правленны й вверх. Такой поток будет создан током, текущ им по 
кольцу в направления, указанном  стрелками. По закону Л еина

Рис. 7. П .  Погок сквозь  рамку  
направлен вверх и со врем е
нем уменьш ается по величи
не. Стрелка показы вает н а
правление элек тродвиж ущ ей  
силы , т. е. направление пере
мещ ения полож и тельного за 

ряда.
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Опускающееся 
кольцо

Направление 
тВуцироеапнай э.д.с?

индуцированная э. д. с. будет иметь такое направление, чтобы вы з
вать этот ток.

Электродвиж ущ ая сила вызывает ток в рамке, показанной на 
рис. 7.6 и 7.11, и если рам ка имеет конечное сопротивление, в ней 
будет рассеиваться некоторое количество энергии. К аков источник

этой энергии? Чтобы ответить на 
этот вопрос, рассмотрим силу, ден- 

•ствующую на ток в рамке, если он 
течет в направлении стрелки на 
рис. 7.11.

П роводник сп рава , в поле В 2, 
будет испытывать силу, толкающую 
его вправо, в то время как  противо
положную сторону рамки, находя
щ уюся в поле В и сила будет толкать 
влево. Н о В х больш е, чем В 2, поэтому 
результирую щ ая сила, действую щая 
на рамку, будет направлена влево, 
п р о т и в  д в и ж е н и я .  Чтобы рамка 
двигалась с постоянной скоростью 
вправо, необходима работа внешних 
сил, и энергия, затраченн ая таким 

образом, выделяется в конце концов в виде тепла в проводе. 
П редставьте, что произош ло бы в случае наруш ения закон а Л енца 
или если бы направление силы, приложенной к рам ке, совпало 
бы с направлением ее движения!

Рис. 7 .12 . Во время опуск ан и я  коль
ца увеличивается поток ск в озь  коль
цо, направленны й вниз. И н дуц и р о
ванная з .д  с. будет, согл асн о  зак он у  
Л енца, направлена по стр ел к ам , так  
как ток, текущ ий в этом  н ап р ав л е
нии, создает  поток, направленны й  
вв ер х  сквозь  кольцо. Система п р о
тиводействует п р оисходя щ ем у изм е

нению.

Р и с . 7 .1 3 . Д пе катуш ки создаю т м агнитное п ол е В, которое вблизи рамки почти од нор одно. 
В рам ке, вращ аю щ ейся с угл ов ой  скоростью  о>, и н дуцир уется  си н усои дал ьн о  меняю щ аяся

элек тродв и ж ущ ая  сила.

Р ам ка или катуш ка, вращ аю щ иеся в магнитном поле, являю тся 
весьма обычными составными частями электрических машин и при
боров. Применим полученные нами знания к рассмотрению системы, 
изображенной на рис. 7.13 и представляю щ ей собой рам ку, вращ аю 
щуюся с постоянной скоростью  в почти однородном магнитном поле. 
М еханические детали, как , например, ось, подш ипники, привод
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и т. д ., на рисунке не показаны. П оле В создается двумя неподвиж 
ными катуш ками. Предположим, что рам ка вращ ается с угловой 
скоростью  со рад/сек.  Ее полож ение в любой момент времени опре
делено углом 9 и 0 =  с о /+ а , где постоянная а  определяет полож е
ние рамки при /= 0 .  Компонента В, перпендикулярная к плоскости 
рамки, равна Bs i nO,  следовательно, поток сквозь рамку в момент 
времени t равен

Ф (t)  =  S B  s in  Ш  +  а) ,  (19)

где 5  — поверхность рамки. Тогда для индуцированной электро
движ ущ ей силы мы имеем

„ 1 dO  S B lo i t -  \ /п п \
$  —  7  W  = ------Г  cos (cof +  а ) ‘ (2°)

Если рам ка не замкнута, а соединена вращаю щимися вместе 
с ней кольцами через щетки с внешними проводами, как  показано 
на рис. 7.13, мы обнаружим на заж им ах осциллографа разность по
тенциалов, изменяющуюся по синусоиде.

П оясним вопрос об единицах на численном примере. П редполо
жим, что величина магнитного поля В  равна 500 гс, скорость в р а 
щ ения 30 об/сек,  площадь рамки 100 см-. Тогда < в = 2 я х 3 0 , или 
188 padjceK  и амплитуда, т. е. м аксим альная величина переменной 
электродвиж ущ ей силы, равна

0 SBa> (188 с е к - 1) (100 см-) (500 гс)
© max — ~ —  —  3 - 1 0 J0 С м Т ё Т - ' 1 —

=  3 ,1 ■ 10~ 4 гс-см  (или ед. СГСЭу). (21)

П оскольку <§ представляет собой работу на единицу зар яда , 
ее можно вы раж ать в единицах СГСЭГ. Заметьте, что единицы в 
уравнении (21) сводятся к гс-см.  Величины электрического поля Е  и 
магнитного поля В  имеют одинаковую  размерность в гауссовой сис
теме СГС. Н апример, в формуле преобразования E '= (v /c )X B  мы 
умнож аем величину магнитного поля на безразмерное отношение w/c 
для получения электрического поля. (Единица электрического поля, 
СГСЭу/сл*, не имеет собственного н азван ия.) И так, гс-см  непосред
ственно преобразуется в 1 (ед. СГСЭг/слг) -см, т. е. в 1 ед. СГСЭу. 
В практической системе единиц амплитуда электродвиж ущ ей силы 
в этом примере составляет 3,1 •10“ 4 -300, или 0,093 в.

7.4. Рам ка покоится, источник поля движется

Мы можем при желании рассм атривать опыт, изображенный на 
рис. 7.6, из системы координат, которая движ ется вместе с рамкой. 
Это не м еняет физической сущности дела, а изменит только слова, 
которыми мы пользуемся для ее описания. П усть F'  — система коор
динат х ' , у ' ,  г ' , связанная с рамкой, которую мы теперь считаем 
неподвиж ной (рис. 7.14). К атуш ка и батарея , неподвижные в системе 
координат F,  движ утся в отрицательном направлении оси у'  со
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скоростью v '= —v. О бозначим через В[  и В j магнитные поля, изме
ренные у двух концов рамки наблюдателями в F' в некоторой 
момент времени ('. В системе F'  будет сущ ествовать электрическое 
поле. И з уравнения (6.62) следует

£1 

е :  =

v' x b ; _ v x b
с

V 'X  Во

с

vXBo
ч

с

(22)

Д л я  наблюдателя в F ’ это — реальное электрическое поле. Оно 
не является электростатическим  полем. Линейный интеграл от Е '

У

Рис. 7 .1 4 . Рамка неподвиж на' в систем е координат г ' ,  ниточник поля  дв иж ется . П олл R' 
и Е' м еняю тся к с,к в пространстве, и ко врем ени.

вокруг любого зам кнутого пути в F' в общем случае не равен нулю. 
Д ействительно, линейный интеграл от Е ', взятый по рам ке, равен

j E ' - d s '  = ^ ~ ( В [ ~ В 1 ) .  (23)

Линейный интеграл в уравнении (23) можно назвать электродви
ж ущ ей силой £  на этом пути. Если заряж ен н ая  частица пройдет 
по этому пути один раз, то будет работой, совершенной на этом 
пути над единицей заряда . В е л и ч и н а ^ ' связана со скоростью  изме
нения потока через рам ку. Д л я  того чтобы убедиться в этом, заме
тим, что, в то время к ак  сама рам ка неподвижна, силовые линии .маг
нитного поля движ утся со скоростью  — v источника. С ледователь
но, для потери или приращ ения потоков у каж дого конца рамки за 
время dt'  мы получаем результат, подобный уравнению  ( 11), откуда 
следует, что

Теперь можно следую щим образом суммировать наблюдения 
в обеих заданных системах координат: F,  в которой неподвиж ен ис
точник поля В, и F ',  в которой неподвижна рамка.

Н аблю датель в F говорит: «Мы имеем магнитное поле, которое 
меняется в пространстве, но постоянно во времени. Э лектрического 
поля здесь нет. Рам ка движ ется со скоростью v в магнитном поле, и
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на заряды , расположенные в ней, действует сила (v /O X B  дин  на 
единицу заряда. Линейный интеграл от этой силы на единицу з а р я 
да, взяты й вокруг рамки, является  электродвиж ущ ей силой $  и

С
равен — (1/с) (dQydt).  П отокФ  равен \ В -da по поверхности S ,  стяги 
вающей рам ку, в некоторый момент времени t по моим часам».

Н аблю датель в F'  говорит: «Эта рам ка неподвижна, и только 
электрическое поле могло бы заставить двигаться находящ иеся в 
ней заряды . И действительно, здесь имеется некоторое электриче
ское поле Е/. К аж ется, оно возникло благодаря похожему на магнит 
предмету, который в данный момент со свистом проносится мимо 
рамки со скоростью  — V, создавая довольно сильное магнитное поле 
В '. Э лектрическое поле таково, что J E '* d s ' по этой неподвижной 
рам ке равен не нулю, а — 1/с, умноженной на скорость изменения 
потока сквозь  петлю, с1Ф/йf . П оток Ф ' равен  ̂ B '* d a ' по поверхно
сти, стягиваю щ ей рамку, значения В ' долж ны быть измерены по всей 
этой поверхности в некоторый момент времени / ' по моим часам».

Д о  сих пор наши выводы были релятивистски точными. Они 
справедливы  для любой скорости v ^ c  при условии, что мы добро
совестно соблюдаем различия между В и В ', / и / ' и т. д. Если v<^.c, 
так  что величиной v"iс2 можно пренебречь, В ' будет практически 
равно В  и мы можем спокойно пренебречь такж е различием между 
t  и V .

7.5. Универсальный закон индукции

П роведем три опыта с приборами, изображенными на рис. 7.15. 
Столы расположены на колесиках и их можно легко передвигать.

Ч увствительны й гальванометр соединен с хорошо знакомой нам 
рамкой, в которой для увеличения индуцированной электродвиж у
щей силы прибавлено несколько новых витков. Откровенно говоря,

чувствительность нашего опыта ограничена еще и тем, что мы поль
зуем ся слабым источником магнитного поля. М ожет быть, в вашей 
лаборатории вам удастся поставить более удачный опыт.
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Опыт I. Стол 2  движ ется вправо со скоростью  v, в катуш ке 
постоянный ток и стол 1 неподвижен. С т р е л к а  г а л ь в а н о м е т р а  
о т к л о н я е т с я .  Это не удивительно; с такой ситуацией мы уже 
знакомы (см. раздел 7.3).

Опыт П . Н еподвижен стол 2, в катуш ке постоянный ток, стол 1 
движется влево со скоростью и. С т р е л к а  г а л ь в а н о м е т р а  
о т к л о н я е т с я .  Это снова не удивляет нас. Мы только что об
суж дали равноценность опытов I и II , которые являю тся приме
ром инвариантности Л оренца или, при низких скоростях движения 
наших столов, инвариантности Галилея. Мы знаем, что в обоих 
опытах отклонение стрелки гальванометра можно связать  со ско
ростью изменения потока В сквозь рамку.

Опыт I I I .  Оба стола неподвижны, но мы меняем ток I в ка 
туш ке перемещением движ ка реостата К .  Мы делаем это так , что 
уменьшение поля В у рамки происходит с той ж е скоростью , что и в 
опытах I и I I . О т к л о и я е т с я л и  с т р е л к а г а л ь в а  н о м е т р а?

Н аблю датель, находящ ийся у рамки на столе 2  и измеряющий 
магнитное поле в этом месте как функцию времени и полож ения, 
не может различить опыты I, II и I II .  П редставим себе, что между 
двумя столами находится черная занавеска. Н есмотря на то, что 
конфигурации поля для II  и 111 опытов могут немного различаться, 
наблюдатель, который не знает, что происходит за  занавеской , не 
мог бы решить на основании одних только измерений локального 
поля В, какой опыт имеет место. Следовательно, если стрелка гал ь
ванометра в опыте 1 11 н е о т к л о н и л а с ь на ту ж е самую величину, 
то это означало бы, что связь  между магнитным и электрическим 
полями в некоторой области зависит от природы удаленного источ
ника. Д ва магнитных поля, существенно одинаковые по своим ло
кальным свойствах!, в одном случае были бы связаны  с электриче
ским полем, для которого \  Е - d s^ Q,  а в другом случае это не имело 
бы места.

Исследуя вопрос экспериментально, мы находим, что опыт III  
эквивалентен I и 11. С трелка гальванометра отклоняется на ту же 
величину, что и прежде. Опыты Ф арадея впервые продемонстриро
вали этот фундаментальный факт. Электродвиж ущ ая сила, которую 
мы наблюдаем, зависит только от скорости изменения потока В 
и ни от чего другого. Мы можем сформулировать закон индукции 
Ф арадея как следующее универсальное утверж дение:

Е сли С — некоторая зам кн у тая  кри вая , непод
виж ная в системе координат х, у ,  г ,  a S — по
верхность, стяги ваю щ ая С,  и R ( x , y , z , t )  — 
магнитное поле, измеренное в точке (х, у ,  г )  для 

любого момента времени t ,  то

«£ =  J E -d s
с

JL £
с dt

I 4Ф
с dt

S
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воспользовавш ись понятием ротора, этот закон можно вы разить в 
дифференциальной форме. Если вы раж ение

i - I J e - i a  (26)
С S

верно для л ю б о й  кривой С  и стягиваю щ ей поверхности S,  как  
утверждает наш закон , то в любой точке

r o t E  =  - 7 - f -  (27)

Чтобы показать, что уравнение (27) является  следствием уравнения 
(26), мы будем, как  обычно, сж имать С  в точку, в которой ф ункция В 
не имеет особенностей. Тогда, в пределе, изменением В на малом 
элементе поверхности а, стягиваю щ ей С,  можно будет пренебречь и 
величина поверхностного интеграла будет близка к В -а. По опреде

лению (см. уравнение (2.76)), предел, к которому стремится ^ E ’ds,
с

когда элемент поверхности превращ ается в точку, равен a -rot Е. 
Т аким  образом, в пределе, мы имеем

a - r o t  Е
с d t

( В- а)  — а j _ d B \
С d t  J (28)

Т ак  как  это выражение справедливо для л ю б о г о  бесконечно 
малого а , то *)

rot E - - 4 § '  <29>
Т ак  как  В может зависеть от полож ения и от времени, мы нап и

шем d B / d t  вместо dB/cli.  Тогда мы получим две совершенно экви ва
лентные формулировки закона индукции:

(30)

В уравнении (30) электрическое поле Е долж но быть выраж ено 
в абсолютных электростатических единицах, т. е. в единицах 
СГСЭу/см,  а В следует измерять в гауссах. П ри этом электродвиж у

щ ая сила <§ =   ̂ E * d sбудет вы раж ена в единицах СГСЭг . Н а прай
са

*) Заметьте, что, выбирая а в направлении оси хУ мы имеем (rot Е )Л =  
1 dBr



тике мы обычно предпочитаем вы раж ать электродвиж ущ ую  силу 
в вольтах, оставляя в качестве единицы силы магнитного поля 
гаусс.

Вспоминая, что 1 ед. СГСЭУ эквивалентна 300 в, мы видим, что 
связь  между $  и скоростью  изменения потока долж на иметь вид

4 f B . d a = - 1 0 - ° ^ ec-c^<§
<«) Е

(ej  см)
• d  s == — 10~ 8

(см) (сек)'
• (31)

Д ифференциальное вы раж ение r o t E {  1 \  ав( — J хорошо помо

гает понять проблему локальной природы связи  электрического и 
магнитного полей, которую  мы пы тались поставить выше. Измене
ние В во времени вблизи данной точки полностью определяет ro t Е 
в этой точке, остальное не имеет значения. Н о это, конечно, не опре
деляет полностью само поле Е. Н е наруш ая этого соотношения, 
мы можем прибавить любое электростатическое поле, для которого 
ro t Е = 0 .

В качестве конкретного примера предположим, что в катуш ках, 
подобных изображ енны м на рис. 7.13, вместо постоянного тока течет 
переменный ток с частотой 60 периодов!сек. Т о к  и магнитное поле 
меняются как  sin  (2 я  -6 0 -I), или

Р и с . 7 .1 6 . Переменны й ток  в к атуш к рх создает  
м агни тн ое п ол е ,к отор ое в цен тре колеблется  
с ам плитудой 50 гс. В л ю бой  м омент времени  
внутри круга С поле п р и бл и зи т ел ь н о  од нор одно.

Рис. 7 .17. а) П оток ск в озь  круг  
С. б) Э л ек тр одви ж ущ ая  сила на 

пути С.

центральной области достигает максимального значения в 50 гс. 
Мы хотим получить индуцированное электрическое поле и эл ек тр о 
движ ущ ую  силу на круговом  пути с радиусом 11 см,  изображенном 
на рис. 7.16. Д опустим , что поле В практически однородно внутри 
круга , в любой момент времени

В  =  50 sin  3 7 7 /, (32)
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• где В  вы раж ено в гауссах и t в секундах. П оток сквозь петлю С 
■ равен

ф  — яг°~В =  я  • 102 • 50 sin 377^ =  15 700 sin  377 t  (гс-см-).  (33)

П рим еняя уравнение (31) для  вы числения э. д. с. в вольтах, 
получим

__ ( Ю- з )  =  __ ( j o - 8) (3 7 7 ) (15 700) cos 377 ' =

- 0 , 0 5 9  .. -о). (34)

М аксимальное значение, достигнутое <§■ i '■ 1 59 мв. З н ак  
минус обеспечивает выполнение закон а Л е : . определение
направлений произведено правильно. И зм ет . . - ь во времени 
показано на рис. 7.17.

Ч то можно сказать о самом электрическом  полег' Обычно мы не 
можем вычислить Е, зн ая  только величину ro t Е. Однако в данном 
случае наш путь С  представляет собой окруж ность, охватывающую 
центр симметричной системы. Е с л и в б л и з и  н е т  д р у г и х  эл ек 
трических полей, мы можем предполож ить, что на круге С Е леж ит

а) б) j
I

Рис. 7 .18 . З л ек тр и ч еск се поле на круговом  пути С: а) при источник.')х в виде симметричных  
осц и лли р ую щ и х токов; б) при наличии доп олн и тельн ого  электростатического поля д в у х  з а 

рядов, расп олож ен н ы х на оси.

в плоскости кр у га  и имеет постоянную  величину. Тогда найти

Е весьма просто, так  как   ̂ E -d a  =  2яг Е  =  <$*, а эту величину мы уж е
с

вычислили. В этом случае электрическое поле на окруж ности д о лж 
но в определенный момент иметь вид, показанны й на рис. 7.18, а. 
Н о если поблизости расположены други е источники полей, оно будет 
соверш енно другим. Если на оси располож ить, например, поло
ж ительны й и отрицательный заряды , как  показано на рис. 7.18, б, 
то электрическое поле в окрестности круга будет суперпозицией 
электростатического поля двух зарядов и электрического поля 
индукции.
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7.6. Взаимная индуктивность

Д ва контура, или петли, С, и С 2 закреплены  в определенном по
ложении по отношению друг к другу (рис. 7.19). К аким -то образом, 
например, с помощью батареи и реостата, в контуре С г создается ток 
I lt силу которого можно менять. Пусть ВА(лг, у , г) — магнитное

поле, которое возникло бы, 
если бы ток в Cj имел посто
янную величину h ,  а через 
Ф 21 обозначим поток Вх сквозь 
контур С а. Тогда

Ф , (35)

Р ис. 7 .19  Ток Л  в петле Ct вызывает опреде- 
ленны й поток Ф 21 ск в озь  петлю  С 8. где S.. — поверхность, стяги

вающ ая петлю С г. П ри неиз
менных форме и полож ении двух закрепленны х контуров поток 
Ф 21 будет пропорционален h'.

Ф
7^  =  co n st. 
11

(36)

Предположим теперь, что ток h  меняется во времени, но д о 
с т а т о ч н о  м е д л е н н о ,  так  что поле Bi в любой точке окрестно
сти С 3 и ток / 3 в контуре Сх в один и тот же момент времени связаны 
друг с другом так  ж е, как  были бы связаны  при постоянном токе. 
(Д ля того чтобы понять, почему необходимо такое ограничение, 
представьте, что Сх и С 2 находятся на расстоянии 10 и  друг от 
друга  и что мы увеличиваем  ток в Сг в два раза за  10 нсек\) Поток 
Ф 21 будет меняться пропорционально изменению / , .  В контуре С 2 
появится индуцированная э. д. с ., равная по величине

и  __ const d l -у _
-------T W  ^ Т)

П остоянная в этом уравнении имеет то ж е значение, что и в у р ав
нении (36). Обозначим ее через М 21, включив в нее с из знам енателя, 
и запишем (37) следующим образом:

=  (38)

П остоянная М ц  назы вается коэффициентом взаимной индуктивно
сти.  Ее величина определяется геометрией контуров и их располо
жением.

Единицы измерения зави сят , конечно, от выбора единиц измере
ния <§, /  и t. В практической системе, где <£21 изм еряется в вольтах
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и / х в ам перах, УИ измеряют в генри  *).  Т аким  образом, взаим ная 
индуктивность M ai равна одному генри, если ток 1и изменяю щийся 
со скоростью  1 а/сек,  наводит в контуре С 2 электродвиж ущ ую  силу 
в 1 в -

В качестве примера, рассмотрим контуры на рис. 7.20, представ
ляющ ие собой два компланарных концентрических кольца, малое 
кольцо С -2 и большое кольцо С г. К аков 
коэффициент М  21 в этом случае? В центре 
кольца Ci при токе / х поле В г равно

(39)

где /1  измерено в единицах СГСЭ д/сек,
Вл — в гауссах. (Просмотрите начало

п  г  а: Рис. 7 .20. Ток / .  в кольце С\
р а З Д б Л а  6 . 5 ,  ГД 6 б ы л о  В Ы В 0Д 6Н О  п р а в ы е -  создает поле Вь  приблизительно 
ние (6.42), если ВЫ не помните, к ак  однородное внутри малого коль-

определить поле в центре кольца с то 
ком.) Мы предполагаем, что R ^ R i  и, следовательно, можно пре
небречь изменением В х внутри малого кольца. Тогда поток сквозь 
малое кольцо равен

Ф „  =  (* =  (40)

Т аким  образом, «постоянная» из уравнения (36) в этом частном 
случае равна 2n'2R\!cR1 и электродвиж ущ ая сила, индуцированная 
в С 2, равна

(41)
где S  2i вы раж ена в единицах СГСЭК и 1г — в единицах СГСЭд/сек.  
Чтобы вы разить взаимную индуктивность в генри, вспомним, что 
1 ед. СГСЭГ= 3 0 0  б и 1 ед. СГСЭ9/ш с —1 а - 3 - 1 0 9, и получим

£  (в) =  1 0 - * %  (а/сек).  (42)

Т аким  образом, величина М ц  в генри при / ? 2 и R x в сантиметрах 
равна

=  (43)
■̂ 1

В данном случае зн ак  минус, который присутствует во всех вы 
раж ениях для  S i ,  помогает нам мало. Если вы хотите знать, в каком 
направлении заставит электродвиж ущ ая сила течь ток в контуре 
С 2, то наиболее надежным средством будет применение закона Л енца.

*) Эта единица названа именем Джозефа Генри (1797— 1878), выдающегося 
американского физика. Явление электромагнитной индукции было открыто Генри 
независимо и практически одновременно с Фарадеем. Генри первый открыл явле
ние самоиндукции. Он сконструировал электромагнит, прототип электромотора, 
изобрел электрическое реле и телеграф.
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Если бы контур Ci  состоял не из одного, а из N i  витков провода, 
то поле В х в центре было бы в N \  раз сильнее для  заданного тока / ь  
и такж е, если бы м алая петля С 2 состояла из N 2 витков с одним и тем 
ж е радиусом R 2, то электродвиж ущ ие силы всех витков склады ва
лись бы и полная электродвиж ущ ая сила в этом контуре была бы в 
Л' 2 раз больше, чем в одном витке. Таким образом, для катуш ек с 
большим числом витков взаим ная индуктивность равна

Мы предполагаем, что витки в каждой катуш ке плотно прилега
ют друг к другу и линейны е размеры  поперечного сечения кату 
ш ек малы по сравнению  с их радиусами. О днако взаим ная индук
тивность /И 2i имеет точно определенное значение для двух кон
туров при любой их форме и расположении. Это значение опреде
ляется  отношением электродвиж ущ ей силы (в вольтах) в контуре 2, 
возникш ей при изменении тока h  в контуре 1, к скорости изменения 
этого тока (в а/сек).  Следовательно,

7.7. Теорема взаимности

При рассмотрении контуров С х и С ; нас может интересовать 
электродвиж ущ ая сила, индуцированная в контуре С г переменным 
током, текущим в контуре С 2. В выражение для этой силы должен 
входить другой коэффициент взаимной индуктивности М 1г:

Это не вопрос геометрической симметрии. Д аж е  в простом примере 
на рис. 7.20 нет симметрии по отношению к двум контурам . З а 
метьте, что Ri  и R 2 по-разному входят в вы раж ение для М 21. Из 
уравнения (47) следует, что если

несмотря на то, что контуры  С,  и С 3 совершенно различны .
Чтобы доказать теорему, вы раж енную  уравнением (47), мы долж 

ны показать, что поток Ф 12 сквозь  некоторый контур С ь  созданный 
током / ,  протекающим в контуре С 2, равен потоку Ф 21, который про
низывает контур 2,  когда в контуре С\ течет равный ток I. П риме

О̂1
(44}

(46)

Замечательно, что для любых двух контуров

М 1г- = М £1. (47)
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ним д л я  доказательства векторный потенциал. Согласно теореме 
Стокса

В частности, если А представляет собой векторный потенциал м аг
нитного поля В, т. е. если В -—ro t А, то мы имеем

Это означает, что линейный интеграл от векторного потенциала 
вдоль петли равен потоку В сквозь петлю.

В екторны й потенциал, согласно уравнению  (6.35), следую щ им 
образом св язан  со своим источником:

Здесь А 21 — векторны й потенциал в некоторой точке (л-2, у 2, z2) 
магнитного поля, созданный током /  (ед. СГСЭ /гас), текущ им в кон
туре Си d s t — элемент петли С х и г,ч — рас
стояние от .этого элемента до точки (х2, у 2, z2).

Н а рис. 7.21 изображ ены  две петли, С х и 
С г, причем ток течет в С х. П усть  (лг2, у 2, г 2) — 
координаты  точки на петле С 2. Т огда поток 
сквозь  С 2, вы званны й током /  в С х, равен

этих интегралов следующий: возьм ите ск а 
лярн ое произведение пары линейных элементов, по одному на к а ж 
дой петле, разделите па расстояние между ними si просуммируйте 
по всем парам. Единственным различием  между уравнениями "(51) 
и (52) является  порядок, в котором проводится эта операция, а это 
не может влиять на окончательный результат. Следовательно Ф 12=  
= Ф 21, откуда непосредственно следует, что М 12= М 2Х. Б лагодаря

<_

(48)

(49)

(50)

А налогично ноток сквозь С х, обусловлен
ный током / ,  текущ им в С 2, был бы равен

’ (51)

В и н тегралах  (51) и (52) r l t - - r #l, так  к ак  это 
не векторы , а расстояния. Смысл каж дого  из

Рис. 7.21. Вычисление по
токи сквозь С 2, соз
данного током I ,  текущ им 

в контуре С j.



этой теореме нам не нуж но делать различия между М 12 и М г1. Мы 
можем, следовательно, говорить о взаимной индуктивности М  любых 
двух контуров.

Теоремы такого вида часто называю тся «теоремами взаимности». 
Существует ряд д руги х  теорем взаимности для электрических цепей, 
аналогичных этой. Вспомним, например, о вы раж ении Cjk~ C kj, 
упомянутом в разделе 3 .6  и использованном в задаче 3.27. Соотноше
ния взаимности обычно вы раж аю т некоторый общий закон  симмет
рии, который не является  очевидным с первого взгляда. Вы встрети
тесь с чрезвычайно ш ироким и удивительным, с некоторых точек 
зрения, законом взаимности, когда будете изучать распространение 
электромагнитных волн.

7.8. Самоиндукция

П ри изменении тока / х меняется поток через сам контур Ct и, 
следовательно, в нем индуцируется электродвиж ущ ая сила. Назовем 
ее $ ц .  Закон индукции справедлив при любом источнике потока:

(33)

где Ф п  представляет собой поток сквозь контур 1 поля Bi ,  обуслов
ленного током 1Х в контуре 1. З н ак  минус показы вает, что электро
движ ущ ая сила всегда направлена таким  образом, чтобы п р е п я т 

с т в о в а т ь  и з м е н е н и ю  то к а ,— снова 
закон  Ленца! Т ак  как  поток Ф п  пропор
ционален / ь  можно написать

<£п =  — L i • (54)

П остоянная L x назы вается самоиндук
цией контура.

В качестве примера контура, для 
которого можно вычислить сам оиндук
цию Li ,  рассмотрим прям оугольную  
тороидальную  катуш ку (см. задачу  6.19), 
показанную  на рис. 7.22. Вы нашли 
(решив задачу), что ток (ед. СГСЭ9/дас), 
текущ ий в катуш ке, состоящ ей из N  

витков, создает поле, величина которого на расстоянии, рав
ном радиусу г  от оси катуш ки, равна B = 2 N I / c r .  Полный 
поток сквозь один виток катуш ки равен интегралу от этого поля по 
всему поперечному сечению катуш ки:

2Ъ

Рис. 7 .2 2 . Тороидальная к а т у ш 
ка, содер ж ащ ая  Л' витков, с п р я 
м оугольны м  поперечным се ч е
нием (показан о только н еск ол ь к о  

витков).
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П оток, пронизываю щ ий контур из N  витков, будет в N  раз больше:

ф  _ = 1 „ ( | ) .  (56)

Отсюда индуцированная электродвиж ущ ая сила $  равна

У равнение (58) дает правильное значение индуктивности, если 
I измерено в единицах СТСЭ^/сек и <§— в единицах СГСЭу. Д ля  
силы тока I в  амперах и £  в вольтах соответствующей единицей для 
L является  генри, как  и в случае взаимной индуктивности. И споль
зуя  эти единицы, получим

М ожет показаться , что одно из колец, которые мы рассматривали 
выше, было бы более простым примером для вычисления сам оиндук
ции. О днако если попытаться вычислить индуктивность простой 
круговой проволочной петли, мы встретимся с загадочной труд 
ностью. И дея упрощ ения задачи при диаметре проволоки, равном 
нулю , каж ется неплохой. Н о, как  нетрудно убедиться, если ток 
конечной силы течет по проволоке нулевого диаметра, то поток, 
пронизывающ ий петлю, сделанную из такой проволоки, оказы вает
ся бесконечно большим! Д ело в том, что поле В  меняется в окрестно
сти такого  тока как  1/г, где г  есть расстояние от проволоки, и интег

рал от поля В,  умноженного на площ адь, расходится как  J (dr/r) 

при г —>0.
Чтобы избеж ать этого, мы можем считать радиус проволоки 

конечной величиной, а не нулем, что, кстати, ближе к действитель
ности. Вычисления несколько услож няю тся, что не долж но нас 
беспокоить. Р еальн ая  трудность состоит в том, что теперь разные 
части проволоки становятся различными контурами, связанными 
различными величинами потока. Мы больш е не знаем, что представ
ляет  собой понятие «поток сквозь контур». Д ействительно, посколь
ку  электродвиж ущ ая сила различна в разны х ниточных петлях, 
на которые можно разделить контур, то при быстро меняющ ихся 
токах , текущ их в кольце, долж но произойти некое перераспределе
ние плотности тока. Следовательно, индуктивность контура может 
до некоторой степени зависеть от скорости изменения /  и не быть, 
таким  образом, определенно постоянной величиной, как подразу
мевается в уравнении (54).

(57)

Следовательно, самоиндукция такой катуш ки равна

(58)

L (гн) =  2 • 10“ °A/'2/i In ( - )
\  а 1

(59)
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Мы обошли это затруднение в примере с тороидальной катуш кой, 
игнорируя поле в непосредственной близости от отдельных витков 
обмотки. Б ольш ая часть потока не проходит через саму проволоку и, 
поскольку это так, обстоятельство, которое нас беспокоило, не будет 
существенным.

7.9. Контур, содержащ ий самоиндукцию

Предположим, что мы присоединили к батарее, имеющей 
э. д. с. <£„, катуш ку, или индуктивность L, как  показано на рис. 
7.23, а. Сама катуш ка, соединительные провода и даж е батарея

имеют какие-то сопротивления. Распреде
ление этих сопротивлений в контуре нас 
не интересует. Их можно объединить в 
одно сопротивление У?, символически изоб
раж енное на схеме контура (рис. 7.23, б) 
О стальн ая часть контура, особенно соеди- 
нительиые провода, такж е дает свой вклад 
в самоиндукцию  контура; примем, что этот 
вклад  включен в L.

Д ругим и словами, рис. 7.23 п редставля
ет собой идеализацию  физического контура: 
индуктивность I ,  обозначаемая символом 
— — , не имеет сопротивления; сопро
тивление R  не имеет индуктивности. П р и 
ступим к анализу  этого идеализированного 
контура.

Если ток /  в контуре м еняется со ско 
ростью d l / d t ,  то индуцируется электродви 
ж ущ ая сила, равная L d l / d t ,  направление 
которой таково, чтобы препятствовать 
изменению тока. В контуре действует 

такж е постоянная электродвиж ущ ая с н л а <^0 батареи. Е сли за  поло
ж ительное направление тока мы примем то направление, в котором 
батарея заставляет ток течь в контуре, то полная электродвиж ущ ая 
сила в любой момент времени будет раьна <э« — L d l / d t .  Эта э. д. с. 
вызовет ток через сопротивление /■?• Следовательно,

(60)

Эта ситуация может быть описана такж е следующим образом: 
разность потенциалов между точками А и В,  которую  мы будем на
зы вать напряж ением на индуктивности, равна L d l / d t  н потенциал 
верхнего конца катуш ки полож ителен, если ток в указанном  на
правлении возрастает.  Разность потенциалов ,между точками В  и С ,
. е. напряж ение на сопротивлении, равна R I  и полож ительна на 

верхнем конце сопротивления. Т аким  образом, сумма напряж ений
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на индуктивности и сопротивлении равна L - ^ - \ - R I .  Эта величина

идентична разности потенциалов на заж им ах батареи, которая равна 
£ 0 (У наш ей идеализированной батареи нет внутреннего сопротивле
ния). И так , мы имеем уравнение

S ^ L ^  +  R I ,  (61)

которое совпадает с уравнением (60).
П реж де чем искать математическое решение уравнения (60), по

смотрим, что долж но произойти в этом контуре, если зам кнуть 
ключ в момент времени /= 0 .  Д о  зам ы кания ключа / = 0 .  П осле зам ы 
кан ия клю ча, через длительный промеж уток времени, установится 
равновесное состояние, при котором ток будет практически посто
янным и равным / 0. Тогда df /d t zaO  и уравнение (60) сводится 
к следующему:

Sb  =  R l  о- (62)

П ереход от пулевого тока к току равновесного состояния 10 не может 
произойти внезапно при t —0 , так  как  в этом случае величина d l / d t  
будет бесконечно большой. Д ействительно, сразу  после ^ = 0  ток /  
будет столь малым, что вторым членом R !  в уравнении (6 !) можно 
пренебречь, и тогда

'! " •  (63)
(И_ 
dt

Скорость возрастания тока ограничивается индуктивностью L.
Н а рис. 7.24, а подведены итоги вы ш есказанного. Остается толь

ко определить значение тока в любой момент времени. У равнение 
(60) является  дифференциальным уравнением , подобным тем, с ко
торыми мы уж е встречались в разделе 4.11 и в  гл. 6  т. I. Б ез д ал ь 
нейших разговоров мы можем написать решение уравнения (60), 
которое удовлетворяет нашим начальным условиям: / = 0  при / = 0

/  =  ^ ? ( 1 _ (64)

Н а  графике рис. 7.24, б показана экспоненциальная кривая асим
птотического приближ ения тока к величине I а. Постоянной времени 
в этом контуре является величина L / R .  Если самоиндукция L  и з
мерена в генри, а сопротивление R  — в омах, то эта постоянная из
меряется в секундах, так как  г.н—в/(а/сек) и о м = в / а .

Ч то произойдет, если мы разомкнем ключ после того, как  в цепи 
установится ток / 0, принуж дая тем самым ток сразу  снизиться до 
нуля? Тогда член L d l / d t  будет равен минус бесконечности! К а та 
строфа может оказаться страш нее математической. Люди погибали, 
разм ы кая ключи в контурах с высокой индуктивностью. Обычно 
очень высокое индуцированное напряж ение создает искру или дугу 
между открытыми контактами клю ча, следовательно, ток течет и 
после разм ы кания. Д авайте лучш е удалим батарею из контура,
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включив провод параллельно L  и R ,  как  показано на рис. 7.25, а, 
и отключив одновременно батарею. Н аш  контур теперь описывается
уравнением

О =  L dJ_
dt - R I (65)

/  j - is .
/ ____  *0 R

dJ_gg_ 
d t  L

a)

6)
Рис. 7 .24 . д )Х ар ак тер  изм ен ения тока в 
начале и ч ер ез очень больш ой п р о м еж у 
ток врем ени. 6) И зм енение тока во в ре

мени в контуре рис. 7 .2 3 .

а)

Ф
Р и с. 7 .2 5 . а)  К о н т у р  L R .  б) Э к с
поненциальное сп ад ан и е тока в 

к он тур е L R .

с начальным условием /  =  / 0 при t = t u  где tY является  моментом 
времени, когда происходит выклю чение батареи. Реш ением этого 
уравнения является просто экспоненциально спадаю щ ая ф ункция:

/  =  / 0e -W i)« -< .)  (66)

с той ж е постоянной времени, L/R, что и прежде.

7.10. Энергия, запасенн ая в магнитном поле

Во время уменьш ения тока, заданного уравнением (6 6 ) и п оказан 
ного на рис. 7.25, б, эн ерги я рассеивается в сопротивлении R.  Так 
как  энергия d U , рассеянная за  короткий интервал времени dt,  
равна R I 2dt,  то полная эн ерги я, рассеянная после зам ы кан ия ключа 
в момент времени долж на быть равна

сс 00

г; =  5 Rl*dt = 5 Rlle-iww-Udt. (67)
tx

Сделав подстановку x = 2 R ( t — t J / L ,  легко получить
ОС

U =  R I l ( ~ ) ^ e - x dx =  ~ L J l  (68)
О
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И сточником этой энергии является  индуктивность с ее магнитным 
полем. Д ействительно, эта энергия равна работе, которую долж на 
произвести батарея при вклю чении, чтобы создать текущ ий в цепи 
ток. Р азум еется , за время от t = 0 до t = t г , после вклю чения батареи 
некоторая энергия рассеивается в сопротивлении, и эта энергия 
такж е поставляется батареей. В ы раж ение (6 8 ) имеет обшпй х а р а к 
тер. Д ействительно, если ток в индуктивности увеличивается, то 
долж на быть произведена работа, чтобы заставить ток течь в н ап рав
лении, противополож ном индуцированной электродвиж ущ ей силе

. Поэтому работа, произведенная за  время dt,  равна

d W  =  L I  ~  d t  =■- L I d l  — ~  Ld (Г-). (69)

Следовательно, мы можем считать, что энергия

t /  =  ~ L / 2 (70)

запасена в индуктивности с током / .  Е сли ток исчезает, это количе
ство энергии долж но появиться где-то в другом месте.

Естественно считать, что эта энергия запасена в магнитном поле 
индуктивности, так  ж е как  энергия заряж енного  конденсатора з а 
пасена в его электрическом поле. Энергия конденсатора, зар яж ен н о 
го до разности потенциалов V, равна 1/ iC V > и склады вается кг энер
гий элементов объема dv,  находящ ихся в электрическом поле Е; 
таким  образом, энергия каж дого элемента объема равна (1/8 л )E'2dv. 
П риятной неожиданностью является  то, что такое ж е вы раж ение 
справедливо и для энергии, запасенной в индуктивности. Иными 
словами, если мы примем плотность энергии магнитного поля рагной 
(1/8я) В 2, то, суммируя энергию всех элементов объема нашего поля, 
получим д ля  полной энергии величину L / 2/ 2 .

Чтобы показать это на примере, вернемся к тороидальной катуш 
ке, индуктивность L которой мы вы числяли в разделе 7.8. Мы нашли 
(уравнение (58)), что

Н апряж ен ность магнитного поля В 
при токе /  была равна

В = ~ .  (72)

Д л я  вычисления объемного интеграла 
от В 2/ 8 я  мы можем взять элемент объема 
в виде цилиндрического слоя, изобра
ж енного на рис. 7.26; его объем равен 
2nrhdr.  Радиус этого слоя изм еняется от до г = Ъ ,  поэтому 
интегрирование происходит по всему пространству, содержащему
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Р и с. 7 .2 6 . Вы числение эн ер ги и , 
запасен н ой  в м агнитном поле 
торои дальн ой  катуш ки р и с. 7 .22 .



магнитное поле. (Вспомните, что поле В  равно нулю всюду, 
кроме сечения катуш ки .)

<73>
а

Сравнивая этот результат  с уравнением  (71), мы видим, что, дейст
вительно,

(74)

Н аиболее общее утверж дение, аналогичное сделанному для элек
трического поля в уравнении (1.36), состоит в том, что энергия U,  
связанная с любым магнитным полем В( х ,  у,  г),  дается выражением

по всему 
полю

(75)

Если В  измерено в гауссах  и и — в кубических сантим етрах, то U  
в уравнении (75) вы раж ена в эргах . В уравнении (70) мы можем при
менить практические единицы, генри и амперы для L  и I , и тогда U  
вы разится в дж оулях .

7.11. «Что-то потеряно»

Вспомним уравнени я, связы ваю щ ие заряды  и поля. В гл. 2 мы 
узнали, что выраж ением, эквивалентны м закону К улона, является 
дифференциальное уравнение

d i v E  =  4rtp, (76)

связывающ ее плотность электрического заряда р и электрическое 
поле Е. Это уравнение справедливо как  для движ ущ ихся, так  и для 
неподвижных зарядов. Иными словами, р является  ф ункцией време
ни и полож ения. К ак  было подчеркнуто в гл. 5, факт справедливости 
уравнения (76) для  движ ущ ихся зарядов согласуется с инвариант
ностью заряда.  З а р я д  изолированной частицы, определенный инте
гралом от Е по окруж аю щ ей ее поверхности, одинаков в любой сис
теме координат, независимо от способа движ ения частицы.

Д виж ущ ийся электрический заряд  является электрическим  то
ком. П оскольку зар яд  никогда не создается и не исчезает, то плот
ность заряда р и плотность тока J  всегда удовлетворяю т условию

d iv j  =  — I f .  (77)

Мы познакомились с этим «уравнением непрерывности» в гл. 4 
(уравнение (4.9)).
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Е сли плотность тока J постоянна во времени, мы назы ваем ее 
плотностью постоянного тока. М агнитное поле стационарного тока 
удовлетворяет уравнению

r o t B  =  ^ J .  (78)

Это вы раж ение применялось в гл. 6 .
Займ ем ся теперь плотностями зарядов  и полями, изменяющимися 

во времени. П редположим, что мы имеем распределение зар яд а  
р( х,  у,  z,  t) с ф/д/=^=0. М ожно взять , например, конденсатор, р а зр я 
ж аю щ ийся через сопротивление. Согласно уравнению  (77), <3р/д/у=О 
означает, что

d i v J ^ O .  (79)

Н о т а к  как  дивергенция ротора любой векторной функции тож дест
венно равна нулю (см. задачу 2.15), мы получаем  из (78), что

d iv  J =  d iv  (ro t В) =  0. (80)

И з этого противоречия следует, что уравнение (78) н е  м о ж е т  
б ы т ь  в е р н ы м  для системы, в которой плотность заряда меняется 
во времени. Конечно, никто не требует этого; в случае постоянного 
тока, для  которого уравнение (78) с п р а в е д л и в о ,  ни плотность 
тока J, ни плотность заряда р не зави сят  от времени.

З адачу  можно поставить несколько иначе, если рассмотреть л и 
нейный интеграл магнитного поля вокруг провода, переносящ его 
зар яд  от одной пластины конденсатора к другой, как  на рис. 7.27. 
Согласно теореме Стокса

 ̂ B- dl  =   ̂ ro t  В -da.  (81)
с s

П оверхность S проходит через проводник, в котором течет ток I.  
В нутри этого проводника ro t В имеет конечное значение, а именно 
4лЗ /с ,  и интеграл справа получается равным 4я  1/с.

Т аким  образом, можно сказать , что если кривая С располож ена 
бли зко  к проводу и на некотором расстоянии от зазора конденсатора, 
то магнитное поле там не отличается от поля вокруг провода с таким  
ж е током. П оверхность S'  на рис. 7.28 такж е стягивает С  и имеет 
равны е права на участие в теореме Стокса (81). Однако через эту 
поверхность н е  т е ч е т  н и к а к о г о  т о к а !  Тем не менее ro t В 
не может быть равен нулю по всей поверхности S'  без наруш ения 
теоремы Стокса. Следовательно, на поверхности S ' ro t В долж ен 
зависеть от чего-нибудь другого, а не от плотности тока J.

Отсюда следует, что уравнение (78) долж но быть заменено каким- 
то другим  выражением, подходящим для  более сложного случая, 
когда происходит изменение распределения зарядов. Н апиш ем вме
сто уравнения (78)

rot в =  —  +  (?) (82)
С
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и посмотрим, сможем ли мы наити, что представляет со
бой (?).

Ответ вытекает из общих свойств электромагнитного поля. Вспом
ните, что законы  преобразования поля (уравнения (6.58)) совер
шенно симметричны в отнош ении Е и В. В явлении индукции 
Ф арадея п е р е м е н н о е  м а г н и т н о е  п о л е  оказы вается св язан 
ным с электрическим полем, и эта связь  описывается уравнением  (30):

ro t Е дЪ_

dt
(30)

Л окальное соотношение (30) связы вает электрическое и маг
нитное поля в пустом пространстве, не содерж ащ ем зарядов.

Р и с, 7.27. К онденсатор  с полож и тель н о  
зар п ж ен н ой  правой пластиной  р а зр я 
ж ается  ч ерез сопротивление. В ок р уг  
пгюг,оца создается  м агнитное поле В. 
И нтеграл от ротора В по пов ер хн ости  S ,  
которая пересекает пр овод, равен 4л:1/с.

Р и с. 7 .2 8 . Белыми стрелкам и показан  ток 
в п р оводн иках. Ч ер ез п ов ер хн ость  S ' ,  к о
тор ая , так ж е  как и S ,  ограничена кривой  

С, ток не течет.

Если в отношении Е и В сущ ествует симметрия, следует ож идать, 
что п е р е м е н н о е  э л е к т р и ч е с к о е  п о л е  будет вы зы вать 
м а г н и т н о е  п о л е .  Это означает существование явлен и я  индук
ции, описываемого уравнением , подобным уравнению  (30), но с Е 
и В, поменявшимися местами. О казы вается, что в таком  уравн ен и и  
следует изменить зн ак , но этим все и ограничивается:

ro t В =  i f .  (83)
с dt

Это поможет получить недостающий член для уравнени я (82). 
Чтобы найти его, напишем

r o t B  =  ~ J  +  i ~  (84)

и возьмем дивергенцию  от обеих частей уравнения

d i v ( r o t B ) = d i v ^ j ) + d i v ( i - ~ ) .  (85)

Л евая  часть долж на быть тождественно равна нулю , к а к  показано 
выше. Во втором члене справа мы можем переменить порядок диф
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ф еренцирования по пространственным координатам и по времени. 
Т аким  образом,

d i ' ( 7 ¥ ) = 7 ¥ l di ’ E l = T ¥ ’ <86>

согласно уравнению  (76). П равая  часть уравнения (85) имеет теперь 
вид

—  d i v J +  — $  (87)с с dt ' '

и равна нулю благодаря уравнению  непрерывности (уравнение (77)).
Н овый член устраняет трудность, возникш ую  в ситуации, изо

браж енной на рис. 7.28. Т ак  к ак  зар яд  вытекает из конденсатора, 
в ели чи н а электрического поля, конф игурация которого для любого

Р ис. 7 .2 9 . Электрическое поле в опреде- Р и с  7 .3 0 . Т ок  проводимости (белы е стрелки) 
ленны й момент врем ени. Величина поля Е и ток  см ещ ения (черные стрелки),

в сю ду ум еньш ается со временем.

момента времени показана на рис. 7.29, у м е н ь ш а е т с я .  В этом 
случае вектор dE / d t  направлен в сторону, противополож ную  Е.

1 дЕ
В екторная ф ункция — на рис. 7.30 изображ ена черными стрел

ками. Т а к  как  ro t В =  J +  ^  , то интеграл от ro t В по поверх

ности S'  равен теперь той ж е величине, что и по поверхности S. 
Н а  поверхности S'  весь вклад создается вторым членом; на поверх
ности 5  практически имеет значение только  первый член, т. е. член 
с плотностью J .

7.12. Ток смещения

1 5ЕО братите внимание на то, что векторное поле — -щ- появляется
для того, чтобы продолжить ток проводимости. М аксвелл назвал  
его током смещения,  и название осталось, несмотря на то, что теперь 
оно каж ется  не очень подходящим. Чтобы  быть точными, мы можем 
определить «плотность тока смещения» J CM, которую следует отли 
чать от плотности тока проводимости J ,  написав уравнение (84)
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следующим образом:

ro t В =  ~  (J  +  J CM), (8 8)

1 «ЭЕ
имея в виду, что J CM = .

Н овый член необходим д ля  того, чтобы вы раж ение, связываю щ ее 
ток и магнитное поле, было совместимо с уравнением  непрерывности 
в том случае, когда токи проводимости изменяю тся во времени. 
Если этот член входит в уравнение (8 8 ), то это означает наличие но
вого явления индукции, в котором переменное электрическое поле 
сопровож дается магнитным полем. Если это явление существует,

почему Ф арадей не открыл 
его? П реж де всего, он его не 
искал; но сущ ествует и более 
ф ундам ентальная причина, 
почему опыты, подобные фа- 
радеевским, не могли обнару
ж ить каких-либо новых явл е
ний, относящ ихся к  послед
нему члену в уравнении (84). 
В любом приборе, где есть 
переменные электрические 
поля, имеются в то ж е  время 
токи проводим ости— дви ж у
щиеся заряды . М агнитное 
поле В всюду вокруг прибора 
является  таким , какое могли 

бы создать эти токи проводимости. Действительно, оно представляет 
собой именно то поле, которое вы могли бы вы числить, пользуясь 
законом Био — С авара (уравнение (6.38)), для  того чтобы найти 
вклад  каж дого элемента тока проводимости в поле в некоторой точке 
пространства, игнорируя тот ф акт, что контуры не могут быть непре
рывными.

Рассмотрим, наприм ер, точку Р  в пространстве между р азр я ж аю 
щимися пластинами конденсатора (рис. 7.31). Каж дый элемент тока 
проводимости, в проводах и на поверхности пластин, вносит свой 
вклад  в поле около точки Р ,  согласно закону Био — С авара. Д о л ж 
ны ли мы вклю чить сюда такж е элементы «тока смещения» J CM? О т
вет является довольно неожиданным. Мы м о ж е м  вклю чить J CM; 
но если мы вклю чим распределение в с е г о  тока смещ ения, то его 
полное влияние д ля  сравнительно медленно изменяю щ ихся полей 
будет равно н у л ю .

Д л я  доказательства этого полож ения заметим, что векторная 
ф ункция J CM, показанная на рис. 7.30 черными стрелкам и, имеет 
ту ж е форму, что и электрическое поле Е на рис. 7.29. Это электриче
ское поле практически является  некоторым электростатическим  
полем, за исключением того, что оно медленно зату х ает . Следова

Злеменп? тот

Рис. 7 .31 . В м едленно и зм ен яю щ и хся  п оля х  
полный вклад в м агнитное п ол е в лю бой  точке 
от в сех  токов смещ ения равен нулю . М агнитное  
поЛе в точке Р  м ож ет быть вы числено по закону  
Био — С авара, прим еняем ом у только к элем ен

там тока проводи м ости .
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тельно, можно ож идать, что его ротор практически равен нулю , что 
означает, что и ro t J CM должен быть практически равен нулю . Более 

, „  1 <зв
точно мы имеем ro t Е = — и ПРИ токе смещения, равном

■̂см =  ̂ х Ж ’ мы П0 ЛУчаем ПРИ изменении порядка дифференцирования

r o t J CM= ^ r o t  ( ^ ) = 1 L | - ( r o t E )  =  - 4- ^ U - .  (89)

П ри достаточно медленном изменении поля этой величиной м ож 
но пренебречь. М едленно меняю щ иеся поля называю тся квазистати-  
ческими.  И так, если J CM является  вектором безвихревого поля,

^  ч  V f

\ч
у  1 X  у  ' ч

/  } \ f f *
а) 6)

Рис. 7.32. П оказано  радиальное распределение тока. Плотность тока J  для  точечного источ
н ика в случае (а), или д л я  точечного «стока» в случае (б) похож а на электрическое поле то
чечного заряда . Любое распределение тока, д л я  которого ro t J  =  0, может быть получено 
путем суперпозиции таки х  источников и стоков и долж но, следовательно, давать  нулевое

магнитное поле.

это поле может быть создано таким  ж е путем, как  электростатиче
ское поле, т. е. может быть составлено из полей точечных зарядов 
посредством суперпозиций радиальны х токов, текущ их н аруж у  из 
точечных источников или внутрь в точечные «стоки» (рис. 7 .32). 
Н о магнитное поле любого радиального симметричного распределе
ния тока , вычисленного по закон у  Био — С авара, долж но быть 
равно нулю вследствие симметрии, так  к ак  нет никакого другого 
н ап равлени я тока , за исключением радиального.

И так , в квазистатическом поле токи проводимости являю тся 
единственными источниками, объясняю щ ими наличие магнитного 
поля. Д ругим и словами, если бы Ф арадей  сделал установку, подоб
ную изображ енной на рис. 7 .31, и мог бы измерить магнитное поле 
около точки Р  при помощи стрелки ком паса, он не был бы удивлен. 
Е м у не нуж но было бы изобретать ток смещения для объяснения 
тако го  явления.

Чтобы увидеть это новое явление индукции, нуж ны  быстро 
меняю щ иеся п оля , а именно, необходимо, чтобы поля заметно изме
н ялись за врем я, которое требуется свету для  пересечения габаритов 
установки . Вот почему от теоретического откры тия токов смещ е
ни я  М аксвеллом  до эксп ери м ен тальн ого  доказательства  их с у 
щ ествовани я в опы тах Герца прош ло много лет.
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После того как  Д ж ейм с К л ар к  М аксвелл познаком ился с работа
ми Ф арадея, он реш ил при дать теории электричества и магнетизма 
математическую  ф орм у. М аксвелл не мог восп ользоваться  теорией 
относительности, т ак  к ак  она появилась лиш ь через пятьдесят лет. 
Электрические свойства материи были еще тайной и связь  между 
светом и электромагнетизмом не подозревалась. М ногие из доводов, 
которыми мы пользовались при обобщении наш их результатов, 
были немыслимы во времена М аксвелла. Тем не менее, когда М акс
велл развил свою теорию , член d E /dt ,  обсуж давш ийся нами, появи л
ся в ней вполне естественно. М аксвелл назвал его «током смещения». 
М аксвелл заним ался электрическими полями не только в вакуум е, 
но и в твердых телах , и когда он говорит о токе смещ ения, он часто 
имеет в виду такж е движ ущ иеся заряды . Это обстоятельство р а зъ я с 
няется в гл. 9 при изучении электрических полей в веществе. Д ей ст
вительно, М аксвелл считал само пространство некоторой средой, 
«эфиром», поэтому ток смещения всегда протекал в чем-то, даж е при 
отсутствии вещества. Н о его математические уравнения совершенно 
ясны и недвусмысленны, и открытие им тока смещения является 
т е о р е т и ч е с к и м  открытием первостепенной важ н ости .

М аксвелл дал соверш енно полную картину электромагнитного 
поля. В различны х главах  книги мы рассматривали отдельные де
тали этой картины. Здесь мы покаж ем всю картину в виде системы 
уравнений, называемых по традиции уравнениями Максвелла :

7.13. Уравнения М аксвелла

ro t Е = -----d i v E  =  4np,

r o t B  =  — ~  +  di v В =  0.c dt с *

(90)

Они написаны для  поле.й в вакуум е, при наличии электрического 
заряда с плотностью р и электрического тока с плотностью  J ,  вы 
званных движением зарядов .

П ервое уравнение представляет собой закон и нду кци и  Ф арадея . 
Второе вы раж ает зависимость магнитного поля от плотности тока 
смещения (т. е. от скорости изменения электрического поля) и от 
плотности тока проводимости (т. е. от скорости движ ения заряда). 
Третье уравнение эквивалентно закону К улона. Четвертое у р авн е
ние утверж дает, что нет други х  источников магнитного поля , к р о 
м е  токов. Эту загадку  природы  мы рассмотрим более подробно 
в гл . 1 0 .

Обратите внимание, что отсутствие симметрии между В и Е 
в этих уравнениях обусловлено исклю чительно наличием электри 
ческого заряда и электрического тока проводимости. В простран-
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стве, свободном от зар ядо в , члены, содержащ ие р и J ,  равны  н у 
лю , и уравнени я М аксвелла имеют вид

d iv  Е =  О,

d iv  В =  0.
(91)

Ч лен  с током смещения имеет здесь первостепенную важ ность. 
Его присутствие рядом с его двойником в первом уравнении означает 
возможность появления электромагнитных волн.  Понимание этого 
обстоятельства позволило М аксвеллу с блестящ им успехом развить 
электром агнитную  теорию света.

Вы будете детально изучать ф изику волн и световые волны в 
т . I I I .  М ожно показать и сейчас, что уравнения М аксвелла п о зво л я 
ют получить электромагнитное возмущ ение, распространяю щ ееся 
со скоростью  с. Д л я  этого мы рассмотрим несколько очень простых 
электрических и магнитных полей, представляю щ их собой расп ро
страняю щ ееся возмущ ение, и покаж ем , что эти поля удовлетворяю т 
всем уравнениям  (91).

П редполож им, что в некоторый момент времени / = 0  в области 
меж ду плоскостями у = 0 и у — 2а  имеется электрическое поле. Это 
электрическое поле имеет лиш ь 2 -компоненту, которая зависит то ль
ко от у  следующим образом:

Н а  рис. 7 .33, а изображено «крышеобразное» распределение поля, 
с максимумом в центре при у = а  и линейно спадающее к нулю  при 
у = 0 и у ~ 2 а .  Д л я  заданного у  поле имеет одинаковую  величину для 
всех х  и z.  Иными словами, электрическое поле занимает бесконеч
но больш ую  часть пространства, хотя на рисунке показаны  векторы 
поля только по оси у.  У частки, обозначенные цифрами I и I I ,  р а с 
полож ены внутри этой «крышеобразной» части поля.

Всюду вне «крыши», т. е. для 2 а < ( / < 0 ,  электрическое поле 
в этот момент времени равно нулю . В то ж е время в этой «крыше» 
сущ ествует магнитное поле В. Оно имеет только лг-компоненту, вы 
раж аем ую  уравнениями

Мы просто выдумали это поле. Заставим  теперь всю кон ф и гура
цию поля передвигаться в направлении оси у  со скоростью с, со х р а
н я я  форму.

(при / =  0). (92)
Е  = £  1^2 --- | i —̂ r )  (а < У < 2а)

(93)
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Это можно сделать при следующих условиях: 
О бласть I:

(9 4 )

Область II.II:

(95)

Эти уравнения описываю т ситуацию , изображ енную  на 
рис. 7.33, б в любой момент времени t. О бласть поля просто смести
лась вправо на расстояние ct. В нутри областей /  и I I  к ак  Е, так  и В

Р и с . 7 .3 3 . Частный случай эл ек тр и ч еск ого  и м агнитного полей, д в и ж у щ и х ся  со  скоростью  
с в направлении оси у .П ол я  показаны  в м омент времени t— 0 {а) и н есколько п озж е , во время  
t (б). £^ги поля будут удовлетвор ять ур авнениям  М аксвелла, если B q =  E q. О братите вним а

ние на относительную  ор иентаци ю  Е, В и направления р аспр остр анени я  у .

имеют ту ж е форму, что и преж де. Следовательно, наш и уравнения 
описывают движ ущ ую ся конфигурацию  электрического и магнитно
го полей, но могут ли сущ ествовать такие поля? Д л я  того чтобы 
ответить на этот вопрос, мы долж ны  проверить, удовлетворяю т ли 
Е и В, выраженные уравнениями (94) и (95), уравнениям  М аксвелла.

Н ачи ная с уравнений для  дивергенции, легко  показать , что 
d iv  Е =  0 и div В = 0 . (Очевидно, что d E J d z  и другие компоненты Е
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равны  нулю .) Н о ro t Е не равен нулю . Его величина вы раж ается 
уравнениями:

П оля будут удовлетворять уравнениям  «индукции» в области / ,  
если

Чтобы это было возможно, необходимо полож ить Е 0= В 0. Точно 
такие ж е требования предъявляю тся уравнениями к полям в о б ла
сти I I . В самой верхней точке «крыши», а такж е у ее концов в опи
сываемых полях имеются математические особенности. Д л я  полной 
уверенности в том, что уравнения полей удовлетворяю тся в с ю д у ,  
мы долж ны  знать, что в этих точках все в порядке. П оскольку Е и В 
в этих точках непрерывны, основания для беспокойства нет. (Резкого 
скачка, или разры ва функций Е и В, в пустом пространстве быть не 
мож ет.) Следовательно, рассматриваемы й нами частный случай 
электромагнитного поля, представляю щ ий собой распространенную  
волну , удовлетворяет всем уравнениям  поля, если электрическое 
поле, измеряемое в единицах C Y Q 3 v / c m , равно величине магнитного 
поля, изм еряем ого в гауссах , в данный момент времени в данной 
точке пространства. Существенно, чтобы Е и В были взаимно пер
пендикулярны  и перпендикулярны  к] направлению  дви ж ен и я ,— в 
противном случае уравнение поля не могло бы быть удовлетворено.

Н аш а движ ущ аяся «крыша» может удивить вас своей искусствен
ностью. О днако этот простой пример характерен  для л ю б о й  п лос
кой электромагнитной волны! Мы долж ны только подумать о с у 
п е р п о з и ц и и .  К ак неоднократно подчеркивалось, уравнения 
электромагнитного поля являю тся линейными. Если два каких-

(96)

Т аким  ж е образом вы числяется \  X  В:

В области I: у У В  =  — z —  =  — —  z,v dy а '

В области II:  v  X  В — — z<~  =  — z .* да а

'х_ _ _  ___ о 7
а (97)

Ч астны е производные по t равны:

В области I: °~ =  - ± Е й1,  _  =

т - . ^  , ,  ЙЕ с ~ дВ с п  ~В области II:  ~ ^ =  — E,.z,  -5— =  — В 0х.ot a J dt а "

(98)

и (99)
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нибудь поля удовлетворяю т уравнениям  М аксвелла, то это относится 
и к их сумме. В пространстве может двигаться любое количество 
«крышеобразных» полей в одном или в различны х нап равлен и ях . 
(Д ля полей, естественно, безразлична ориентация осей — любое 
другое направление д ля  них так  ж е приемлемо, к ак  направление 
оси у . )  На  рис. 7.34 изображ ены  некоторые волны , которые могут 
получиться из «крыш еобразных».Соверш енно очевидно, что л ю б у ю

функцию можно получить с тре
буемой степенью приближ ения с 
помощью суперпозиции «крыш». 
Следовательно, все, что мы узнали 
о «крышеобразной» волне, долж но 
быть применимо к любой волне, 
где Е и В зависят только  от коор
динаты, вдоль которой происходит 
ее распространение. Эти общие 
полож ения состоят в следующем:

а) Возмущение р асп ростран я
ется со скоростью с, без изменения 
формы.

б) Е и В перпендикулярны  
д руг к другу и к направлению  р а с 
пространения возм ущ ен ия, причем 
направление вектора Е Х В  всегда 
совпадает с направлением  распро
странения, как  в нашем примере.

в) В заданной точке и в опреде
ленное время Е = В . П ри переходе 
к другим системам координат эл ек 
тромагнитное поле с таким и свой

ствами преобразуется чрезвычайно просто. В гл. 6  были выведены 
формулы для лоренцевского преобразования электрических и м аг
нитных полей (см. (6.58)). И спользуем  результаты  задачи 6.11, со
гласно которым две скалярны е величины Е 2— В'2 и Е В инвариантны  
относительно преобразования к  другой инерциальной системе ко о р 
динат. В нашем случае в любой точке Е ~ В  и инвариантная величина 
Е'г—В 2 равна нулю. В торая инварианта Е- В такж е равна нулю , п о 
тому что вектор Е перпендикулярен  к вектору В. С ледовательно, в 
любой системе координат преобразованны е поля Е' и В' долж ны  
быть равны по величине и направлены  перпендикулярно д руг другу . 
Световая волна в любой системе координат остается световой волной.

Р и с . 7 .3 4 . Различны е волны , получен ны е  
путем суперп озиции  волн, им ею щ их  

ф орм у «крышь».

З а д а ч и

7.1. Чему равна максимальная величина электродвижущей силы, индуциро
ванной в катушке с 4000 витками и средним радиусом 12 см, которая вращается 
со скоростью 30 обкек  в магнитном поле Земли величиной 0,5 гс? О т в е т .  1,70й.

7.2. Рамка движется в однородном магнитном поле таким образом, что элек
тродвижущая сила всегда равна нулю. По каким путям может двигаться рамка?
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7.3. Связь между измёнёнием потока и переносом заряда. Круглая катушка С 
N  витками и с площадью сечения А ,  расположена в поле магнита и присоединена 
к внешнему контуру парой проводников. Сопротивление контура, включая саму 
катушку, равно R. Предположим, что поток через катушку изменяется кзкил:-то 
образом от первоначальной постоянной величины Ф„ до конечно!: ьо:то- h h o . 'i  ве
личины Ф к. Покажите, что полный заряд Q, проходящий через контур, н е  з а 
в и с и т  в конечном результате о т  с к о р о с т и  изменения поток:1.. Такая ка
тушка называется «поворотной катушкой» и применяется для измерения маг
нитного поля. Пусть плоскость катушки перпендикулярна В. Кокова связь 
между В , N A ,  R n Q ,  если катушка поворачивается на 90°? На 18J0? О т в е т .  
n _ N A B  п  2 N A B

cR  ’ cR  ‘
7.4. Вычислите электродвижущую силу в движущейся рамке в тот момент, 

когда она находится в положении, показанном на рисунке. Предположите, чтс со
противление рамки так велико, что влиянием тока 
в самой рамке можно пренебречь. Оцените, при ка
ком сопротивлении рамки такое пренебрежение 
возможно. Укажите направление тока в рамке на 
рисунке. О т в е т .  £ = 2 ,1 3 -10-5в.

7.5. Рамка, изображенная на рис. 7 .6 , имеет 
сопротивление R. Покажите, что работа, затрачен
ная за время d t  на передвижение рамки с постоян
ной скоростью, равна энергии, рассеянной в сопро
тивлении за этот же промежуток времени, если са
моиндукцией рамки можно пренебречь. Каков 
источник энергии на рис. 7.14, где рамка непод
вижна?

7.6. Ответьте, зависит ли предсказание о простом 
синусоидальном изменении электродвижущей силы 
для вращающейся петли на рис. 7.13 от того, что петля имеет прямоугольную  
форму, или от того, что магнитное поле однородно, или это вызвано действием 
обеих причин? Объясните это. Можете ли вы предложить установку с вращаю
щейся петлей и неподвижными катушками, которая давала бы несинусоидаль- 
ную э. д . с.? Начертите кривую разность потенциалов — время, которая полу
чилась бы на осциллографе в такой установке.

7.7. Вычислите самоиндукцию цилиндрического соленоида, диаметром 10 см 
и длиной 2 м ,  если он имеет однослойную сСмотку, оодерж;и;ую 1209 елгл о-.. Пред
положите в первом приближении, что магнитное поле внутри соленоид;; ел и  род
но по всей его длине. Приближенно оцените величину ошибки, кстср у о  i ы : ри 
этом вносите. Будет ли истинная самоиндукция L больше пли меньше вашего 
приближенного результата? О т в е т .  L — У, 1 - Ш~ 3 г;.

7.8. Как намотать катушку сопротивления, чтобы ее самоиндукция была 
м а л а ?

7.9. Выведите приближенную формулу для взаимной индуктивности двух 
колец одинакового радиуса а , расположенных, подобно колегам, на одной оси при 
расстоянии между центрами, равном b см. Используйте приближение, пригоднее 
для Ь^>а. О т в е т .  М = 2л 'М 0“ 9 a i /b :i гн.

7.10. Взаимная индуктивность в историческом аспекте. Описанные Фарадеем 
катушки, впервые давшие слабый, но заметный толчок стрелке гальвано;, eipa,  
состояли каждая из 61 м медной проволоки, намотанной на большой ку ок дереза. 
Витки второй спирали (однослойная катушка) были расположены между витками 
первой, но отделены от них шнурком. Диаметр медной проволоки равнялся 
1,25 мм. Фарадей не указал ни размеров деревянной болванки, ни числа витков 
на катушках. В опыте одна из этих катушек была соединена с «батареей, состоящей 
из 100 пластин». Попытайтесь приближенно оценить продолжительность (в се
кундах) и величину (в амперах) импульса тока, который проходил через гальвано
метр в опыте Фарадея.

7.11. Полная индуктивность последовательно включенных катушек и общее пра~ 
вило относительно L u M .  На рис. а изображены две катушки с самоиндукциями

269



Lf  и L2; и х  взаимная индуктивность равна М .  Положительные направления 
тока и электродвижущей силы в каждой катушке указаны стрелками. Уравнения, 
связывающие токи и электродвижущие силы, имеют вид

т d l  л . • g d l  *Z-1-—  ± M - j f  dt ■> dt
d h
dt ±  M 

?
dl_j 
dt

Если дано, что M  всегда положительно и постоянно, какие знаки следует выбрать 
в этих уравнениях? Что получится, если мы выберем другие положительные на
правления для тока и электродвижущей силы в нижней катушке? Теперь соеди
ним катушки как показано на рис.

Г.

L'-?

Какова индуктивность L' этого контура, 
выраженная через Llt L2 и М? Какова 
индуктивность L" контура при соединении 
катушек, изображенном на рис. в? Какой 
контур, б  или а, имеет большую самоин
дукцию? Считая, что самоиндукция лю
бого из контуров должна быть величиной 
положительной (почему она не может быть 
отрицательной?), найдите общее правило, 
справедливое для любых пар катушек и 
связывающее относительные величины Llt 
Lo и М .

К задаче 7 .11 .

7.12. Астрофизическая задача об энергии магнитного поля. В межзвездном 
пространстве нашей Галактики величина магнитного поля обычно принимается рав
ной Ю-6  гс. Вещество в этом пространстве состоит из атомов водорода (приблизи
тельно один атом па 1 сл3), движущихся с тепловыми скоростями порядка 10б см/сек. 
Как относится величина энергии, запасенной в данном объеме магнитного

поля, к величине кинетической энергии атомов в 
этом объеме?

7.13. Катушка с сопротивлением в 0,01 ом и 
самоиндукцией в 0,5 мгн  присоединена к большой 
12-вольтовой батарее с пренебрежимо малым вну
тренним сопротивлением. Через какое время после 
замыкания контура ток достигнет 90% своей ко
нечной величины? Какое количество энергии будет  
запасено к этому времени в магнитном поле? К а
кое количество энергии будет при этом взято от 
батареи? О т в е т .  ^=0,115 сек, U M=-292 дж, 
U 6 =  1008 дж.

7.14. Ток смещения. Магнитное поле внутри 
разряжающегося конденсатора (изображенного на 
рис. 7.27) можно, в принципе, вычислить, сумми
руя вклады от всех элементов тока проводимости,

как показано на рис. 7.31, но это было бы долгим делом. Если поле В можно 
считать симметричным относительно оси, то гораздо легче найти поле в точке,

К  задаче 7 .14 .
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пользуясь следующим интегральным законом:

J B-ds = 1  j  ( ^ + 4
s

применяемым к круговому пути, охватывающему точку. Мы должны знать при
этом полный ток, пронизывающий S . Найдите таким способом поле в точке Р ,
расположенной в середине между пластинами конденсатора на расстоянии г  от
оси симметрии. (Сравните полученный результат с вычислением индуцированного
электрического поля Е в примере к рис. 7.16.)

п  _ 4 я / г2 21 г
О т в е т .  2:\гВ  — -------, В =  -—— .

с Ь'й cb2

7.15. Покажите, что электромагнитное поле, выраженное следующими урав
нениями, удовлетворяет уравнениям Максвелла:

E x =  E v =  0\ £ z =  cos ( у — cty,
В х ~ с о а ( у — cty, Ву =  В г =  0.



ЦЕПИ ПЕРЕМ ЕННОГО ТОКА

8.1. Резонансный контур

В качестве примера затухаю щ его гармонического осциллятора 
в гл . 7 т. I был рассмотрен кон тур, состоящий из индуктивности,

емкости и сопротивления. И зучим  теперь 
процессы , происходящ ие в такой  системе, 
более подробно.

Схема на рис. 8.1 представляет собой 
L контур из последовательно соединенных 

R ,  L  и С.  Обозначим через Q зар я д , н ахо
дящ ийся в момент времени t  на емкости С. 
Р азн ость  потенциалов, или нап ряж ение, 
на емкости обозначим через V; очевидно, 

Рис. 8.1. контур с последо- что это ж е напряж ение прилож ено и к
вательным соединением  R ,  Lи с. последовательно соединенным ин дукти в

ности L  и сопротивлению R .  Примем за 
полож ительное нап ряж ение V  такое напряж ение, когда верхн яя  
пластина конденсатора зар яж ен а  полож ительно, и укаж ем  стрел
кой на рис. 8.1 полож ительное направление тока. П ри выбранных 
таким  образом зн аках  соотнош ения, связываю щ ие за р я д  Q,  ток I  
и напряж ение на емкости V,  имеют следующий вид:

/ = “ 4г'- Q =cv’ v = l -if+ r l  (*>
Мы хотим исклю чить две из трех переменных Q, I  и V.  И з двух 

первых уравнений мы получаем  I = — CdV/d t ,  после чего третье у р ав 
нение принимает вид

У =  — LC (d2V / d t 2) — R C  (dV/dt) ,
или

£ + ( £ ) £ + ( г Ю * - ° -  ю
Это — дифференциальное уравнение второго порядка с постоян

ными коэффициентами, П опробуем  взять  в качестве реш ения следую-

Г Л А В А  8
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щую функцию :
V =  A e ~ at cos со/, (3)

где Л , а  и со — постоянные величины. П ервая  и вторая производные 
от этой ф ункции равны

=  — A e ~ a t [— a  cos со/— со sin  с о / ] ,  (4)

d W
d t 2

Ae~ at [(a2— со2) cos со/ +  2aco sin  со/]. (5)

П одставляя эти величины в уравнение (2) и сокращ ая на м нож и
тель A e ~ at, получим

(а 2 — со2) cos о)/ +  2асо sin  со/—
П J

— -j-  (a  cos a t  + со  sin  to/) cos to/ =  0. (6)

Это вы раж ение будет справедливо д ля  всех / тогда и только тог
д а, когда коэффициенты при s in  со/ и cos со/ равны  нулю . Иными 
словами, долж ны  вы полняться условия:

2асо— ~  =  0  (7)

и
a 2 _ C02 _ a _ K+ _ L =  o.  (8)

П ервое из этих уравнение дает следую щее значение а :
R_
2 1 '«  =  £ .  (9)

И з второго уравнения следует

2 I R  , ? 1 R 2 /1 п \
® ~ I c ~ a T + a  ~ L C ~ U J -  ( )

Т а к  как  постоянная со представляет собой действительное число, 
то со2 не может иметь отрицательного значения. Следовательно, у р ав 
нение (3) будет решением уравнения (2) только при R 2/ 4 L 2̂ l / L C .  
Д ействительно, мы хотим исследовать случай «слабого затухания», 
что соответствует малому сопротивлению . Поэтому предположим, 
что значения R ,  Ь и  С  контура обеспечиваю т выполнение неравенст
ва R C 2 V L J C .

Ф ун кц и я A e ~ at cos со/ не является  единственным возможным р е 
шением. С таким  ж е успехом мож но, приним ая значения а  и со из 
уравнений (9) и (10), взять в качестве реш ения функцию B e ~ atx  
Xs i n  со/. Общее решение будет равно сумме частных решений:

V ( t )  =  e ~ a t ( A  cos со/+  5  sin  со/). (11)

П роизвольны е постоянные А  и В  долж ны  быть выбраны таким и, 
чтобы удовлетворить начальным условиям . Эта проблема не пред

273



ставляет для нас больш ого интереса. В каж дом данном случае 
решение может содерж ать синус или косинус или их суперпозицию , 
и это не более принципиально, чем вопрос о начале хода часов. С у
щественным является  наличие затухаю щ их синусоидальны х коле
баний.

Р ис. 8 .2 . а) Затухаю щ ее си н усои дал ьн ое колебание напряж ения в R L С-контуре. 6) Ч асть  
кривой графика {а) с р астянутой ш калой времени и кривой тока I . в) П ериодический перек од  
энер ги и  от электрического п о л я  к м агнитном у и обратно. Каждый р и сун о к  соответствует 

времени, отм еченном у такими ж е  числами на рис. б.

Зависимость нап ряж ен и я  от времени показана на рис. 8.2, а.  
О на, конечно, не мож ет быть справедлива для  всего прошедшего 
времени. Когда-то в прош лом контуру была каким-то образом  сооб
щ ена энергия и затем он начал работать. Н апример, вн ачале при р а 
зомкнутом контуре конденсатор мог быть заряж ен , а потом соединен 
с катуш кой.

Н а рис. 8.2, б  ш кала времени растянута и ш три хом  показан 
ток  / .  П усть напряж ение V  опи сы вается затухаю щ ей косинусоидой 
(уравнение (3)). Тогда ток следующим образом зависит от времени:

]  =  — С ^ г =  АС<а ( sin  (ot -j- — coso) /)  e~ at , (12)dt \  ' a  /
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Отношение а/со является мерой затухан и я . Если это отношение 
очень м ало, то за время, в течение которого амплитуда уменьш ается 
незначительно, происходит больш ое число колебаний.

Д л я  рис. 8.2  мы принимаем а /с о « 0 ,0 4 . Тогда член с косинусом 
в уравнении (12) будет невелик. Н аличие этого члена приведет к 
сдвигу фазы колебаний на небольшой угол, равный arc tg  (а/со). 
П оэтому колебания тока отстают по фазе от колебания нап ряж ения 
почти точно на четверть периода.

Эти колебания сводятся к переходу энергии от конденсатора к 
индуктивности, т. е. от электрического поля к магнитному, и обрат
но. В момент времени, обозначенный на рис. 8 .2 , б  цифрой / ,  вся 
энергия сосредоточена в электрическом поле. Через четверть пери
ода, в момент времени 2,  конденсатор разряж ен  и почти вся эн ергия 
переш ла в магнитное поле катуш ки. Во время этих колебаний, из-за 
наличия сопротивления R ,  эн ерги я, зап асенн ая в полях, постепенно 
уменьш ается.

Относительное затухание осциллятора часто вы раж ается величи
ной, обозначаемой Q. Она была введена в гл. 7 т. I при общем опи са
нии гармонических осцилляторов. (Эту величину не следует сме
ш ивать с зарядом  конденсатора!) Q х арактеризует «добротность», 
или «коэффициент добротности». Обычно этими терминами не п о л ь
зую тся, а просто говорят о «величине Q». Чем меньше затухание, 
тем больш е Q.  Д л я  осциллятора с частотой со величина Q представ
ляет  собой безразмерное отношение следую щего вида:

^ __ запасенная энергия / i q \
среднее количество рассеянной мощности ' ' '

М ожно запом нить, что Q есть число радиан в угле соt (т. е. 2л, ум но
ж енное на число колебаний), соответствующее уменьшению энергии 
колебаний в е раз.

Э нергия, запасенная в нашем контуре, пропорциональна V2, 
или I 2, и, следовательно, пропорциональна е ~ 2’а . Она уменьш ается
в е р а з  за  время , что соответствует со/2а радиан. И так, для н а

шего 7?LC-KOHTypa

< 2 = £  =  Т -  <14)
Д айте приблизительную  оценку ф д л я  колебания, изображ енного 

на рис. 8.2.
Очевидно, что рассмотренный нами случай вклю чает в себя ряд  

более простых. Если i? = 0 ,  мы имеем осциллятор без всякого за т у х а 
ния с частотой со0, равной

1
V LC ‘

(15)

В системах, с которыми мы имеем дело, затухание часто бывает 
достаточно мало и при вычислении частоты им можно пренебречь.
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Затухание, как  будет показано в задаче 8.9, влияет на частоту со 
только во втором порядке.

Д ля полноты описания кратко рассмотрим явления, происходя
щие в контуре с сильным затуханием, когда R>2\r L/C. В этом слу
чае общее решение уравнения (2) имеет вид

V(t) = A e -M  +  Be~M.  (16)

Таким образом, колебаний нет, есть только монотонное затуха
ние. В специальном случае «критического» затухания R —2Y L/C,
P i= P 2, и решение дифференциального уравнения (2) принимает 
вид

V(t) = {A+Bt)e~V.  (17)

При этих условиях полная энергия в контуре с заданными L и С 
рассеивается наиболее быстро (см. задачу 8.8).

На рис. 8.3 показаны все способы поведения колебательного кон
тура : здесь приведены кривые разности потенциалов V(t) для двух

контуров со слабым затуханием, для 
контура с критическим затуханием и 
для контура с сильным затуханием. 
Емкость и индуктивность в этих четырех 
случаях одни и те ж е; меняется только 
сопротивление. Собственная углевая 
частота для этого контура со0=  l /У LC 
равна 10е с е к ' 1. В периодах в секунду 
это составляет 106/2л, или 159 кгц/сек.

Чтобы возбудить контур, нужно за 
рядить конденсатор до некоторой разно
сти потенциалов, скажем, в 1 б, и затем 
в момент времени t ~ 0 замкнуть ключ. 
Таким образом, V = l e  при ^=0 пред
ставляет собой первое начальное усло
вие. При ^=0 равен нулю и ток I, 
так как  индуктивность не позволит току 
возрасти мгновенно. Следовательно, вто
рое начальное условие, налагаемое на 
V, заключается в том, что dV/dt—0 при 
t=0.

Заметьте, что все четыре кривые 
вначале спадают одинаково. В случае 
сильного затухания (# = 600 ом) боль
шая часть кривой близка к простой 
убывающей экспоненте для /?С-контура. 

Присутствие индуктивности сказывается только в самом начале, 
где кривая идет параллельно оси абсцисс.

О 1 2 3 4 5 8 7 8 9  10 
Время, ж сек  

6)
Р и с. 8 .3 . а )  Конденсатор з а р я ж е н , 
клю ч зам ы кается  в момент ^ = 0  
(С = 0 ,0 1  мкф, L = I00  мкгн ) .  
б) П оказан ы  четыре с л у ч а я , один 
из ко тор ы х, при Я = 2 0 0  ом,  я в 
л я е т с я  сл уч аем  критического з а 

т у х а н и я .
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8 .2 . Переменный ток

В резонансном контуре, который мы только что рассмотрели, 
нет источника энергии и, следовательно, его колебания должны 
рано или поздно затухнуть. В цепи переменного тока мы имеем дело с 
у с т а н о в и в ш и м с я  режимом — это значит, что амплитуды сину
соидально колеблющихся тока и напряжения не меняются. Системой 
управляет некоторая колебатель
ная электродвижущая сила.

Приложим к контуру, состоя
щему из индуктивности и сопротив
ления, электродвижущую силу 

в cos со/, которую можно гене
рировать, например, с помощью 
машины, схематически показанной 
на рис. 7 .13 ,'используя для враще
ния ее оси, с постоянной угловой 
скоростью со, какой-нибудь двига
тель, или мотор. На рис. 8.4. эта электродвижущая сила вклю
чена в контур. Внутренним' сопротивлением генератора мы или 
пренебрегаем, или включаем его в сопротивление R. Так же как  
при выводе уравнения (7.61), мы полагаем, что сумма падений 
напряжений на отдельных элементах этого контура равна электро
движущей силе<£\ Уравнение для тока в контуре имеет вид

L l t  +  ^/  =  <£0cosco/. (18)

В контуре могут существовать некоторые переходные явления; 
они зависят от начальных условий, например от того, как и когда 
был включен генератор. Но нас интересует только установившийся 
режим, когда ток колеблется с частотой вынуждающей силы и с ам
плитудой и фазой, необходимыми для удовлетворения уравнения 
(18). Чтобы показать, что такой режим возможен, рассмотрим ток, 
описываемый уравнением

/ =  /„cos (со/ +ф ). (19)

Д ля определения постоянных /0 и ф подставим это значение тока 
в (18):

— L/0 со sin (со/ -f ф ) — R I 0 cos (со/ -f- ф ) =  $ 0 cos со/. (20)

Функции cos со/ и sin со/ можно разделить:

—  L/0со (sin  со/ cos ф +  cos со/ sin ф ) -j-
+  R I 0 (cos со/ СОЭф — sin со/ ЭШф) =<£„ cos со/. (21)

Полагая коэффициенты при cos со/ и sin со/ по отдельности рав
ными нулю, получаем

—  L / 0c o s 9  —  ./?/0зтф =  0, (22)

8,0 co s tot ( Q

R
Р к с . 8 .4 . К он тур  с индукти вн остью  
и со п р о ти вл ен и ем , возбуж даем ы й  пере

менной электродви ж ущ ей  силой .
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что дает 

и

что дает 

/

, w L
t g ?  =  —

— Ы  0о) sin ф R I 0 cos ф — — О,

________ So  _________&»______ =  So  c°s ф .
0 R cos ф — coZ. sin  ф (cos ф-{- sin <p tg  ф) /? ’

или, так как из (23)
cos ф :

V R '1 ~т~ t o 'L 2,
ТО

J _ (О о
и v  R2-r(D2L*

(23)

(24)

(25)

(26) 

(27)

На рис. 8.5 колебания S  и / изображены на одном графике. Так 
как  угол ср имеет отрицательное значение, ток достигает максимума 
немного п о з ж е ,  чем электродвижущая сила. Это выражают слова-

,8=Sg m c o t

8а cos tot (*>

cos^v£-arctg-^y

J )

I )

Рис.  8.5.  К ривые то ка  / в  контуре, 
и зображенном на рис. 8 .4 , и эл ек -  
тродиижущей силы <q  \ ш к ал а  врем е
ни общая.  Обратите  внимание на р аз 

ность фаз .

R
Рис. 8.6.  П еременная  электро 
д в и ж у щ а я  сила  в контуре ,  со
стоящем из сопротивления и ем 

кости.

ми: «в контуре с индуктивностью ток отстает от напряжения». 
Величина соL, имеющая размерность сопротивления и, следователь
но, выражаемая в омах, называется индуктивным реактивным с опр о 
тивлением  (иначе — индуктивной реактивностью).

Если заменить индуктивность L на емкость С, как  это сделано 
на рис. 8 .6 , мы получим контур, для которого справедливо уравнение

— RI  ~ So  cos со/. (28)

Рассмотрим решение этого уравнения для установившегося 
режима:

/ =  /0 cos (со/ +ф). (29)

Т ак к ак  / =  — dQ/dt,  то
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Обратите внимание на то, что при переходе от / к Q с помощью 
интегрирования не возникает вопроса о добавлении постоянной ин
тегрирования, так  как  мы знаем, что величина в установившемся 
режиме колеблется симметрично относительно значения Q = 0.

Подстановка значения Q в уравнение (28) дает

^  sin (со/ +  ф) +  R I 0 cos (со/ -)- ф) =  <£0 cos со/. (31)

Требуя, как  и прежде, чтобы коэффициенты при cos со/ и sin  со/ 
в отдельности равнялись нулю, мы получим значения ф и /0. Они 
будут равны

*gcp “  ~RaC

<9 0 (33)

Заметьте, что фазовый угол теперь положительный. Говорят, что ток 
«опережает напряжение» в контуре 
понятен из графика на рис. 8.7.

Вы раж аясь математическим 
языком, функция

с емкостью. Смысл этих слов 
£=<5,, со scot

So
V /?'2 + со212

cos с̂о/ — arctg coL

(34) Н й
является частным интегралом диф
ференциального уравнения (18).
К нему можно прибавить допол
нительную функцию, которая я в 
ляется любым решением однородного дифференциального уравнения

Р и с. 8 .7 . Т ок в /?С -контуре. С равните 
сд в и г фаз в этом сл уч ае  со сдвигом  фаз 
в ко н тур е  с и н дукти вн остью , и зобр аж ен 

ным на рис. 8 .5 .

L &  + RI  =  0. (35)

Это уравнение совпадает с уравнением (7.65), решение которого, 
в виде экспоненциально убывающей функции, мы нашли в разде
ле 7.9,

l „ e -W L) t '  (36)

Физический смысл этого уравнения состоит в следующем: пере
ходный процесс, определенный некоторыми начальными условиями, 
представлен в виде убывающей функции /(/), заданной уравнением 
(36). По прошествии времени t^>L/R эта составляющая тока исчезает 
и остается только установившееся синусоидальное колебание, про
исходящее с частотой вынуждающей силы и представленное частным 
решением (34).
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Поскольку изучение контуров RL и RC привело к аналогичным 
результатам, мы имеем возможность рассмотреть контур, состоящий 
из последовательно включенных индуктивности и емкости.

Предположим, что переменный ток /= /0cos(co/+(p) заставили 
каким-то образом течь в контуре, изображенном на рис. 8 .8. Н апря

жение на индуктивности VL будет равно

Vl =  L ^ -  =  — 70coL sin (со/ -ftp). (37)

Напряжение Vc  на емкости должно иметь 
знак, находящийся в согласии со знаком VL, 
т. е.

Ус = — j / d /  =  ^ s in (co / + < p ). (38)

Напряжение на последовательно соединен
ных L и С равно

V = VL +  VC = — ( ь — 10 sin  (со/ -ftp). (39)

Д ля з а д а н н о й  частоты со это соединение, очевидно, в зависи
мости от знака величины (соL— 1/соС), эквивалентно или индуктив
ности, или емкости. Предположим, например, что coL^l/coC. Тогда 
соединение эквивалентно индуктивности L', определяемой урав
нением

coL' =  c o L - ^ .  (40)

Эквивалентность означает лишь то, что связь между током и на
пряжением для установившихся колебаний с определенной частотой 
со одна и та же. Это позволяет заменить L и С на U  в любом контуре, 
работающем на этой частоте.

Все это справедливо и для простого ^ L C -контура, изображенного 
на рис. 8.9. Вспомним уравнения (23) и (27), представляющие 
собой решение для контура RL,  воз
буждаемого электродвижущей силой 
S o  cos со/, и заменим соL на coL—1/соС:

(4i)

‘ б ч > = ® г - т -  <42>
Д ля электродвижущей силы опреде

ленной амплитуды So  и заданных зна
чений L, С и R максимальный ток возникает в том случае, когда 
вынужденная частота со равна

(oL— - ^  =  0, (43)

I

8n co s a ) t  '

R
Р я с . 8 .9 . R L  С -ко н тур , во зб уж 
даем ы й  си нусои дальной  электр о 

дви ж ущ ей  силой.

ность и ем кость, сое
диненны е последова
тельн о , экви вален тн ы  
одн ом у р еакти вн ом у 
элем ен ту , который 
я в л я е т с я  и н дукти вн о 
стью , если to2L C > l,  
и ем костью , если 

о)31 С < 1 .
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что аналогично со =  1/J,/ LC= со0, где со0— резонансная частота неза
тухающего контура LC. При этом равенство (41) сводится к следую
щему:

j  __ £ 0 cos <Ы (4 4 )

Точно такой же ток течет в контуре, состоящем из одного сопро
тивления R.

В качестве примера рассмотрим контур на рис. 8.3, а, соединен
ный теперь с источником или генератором переменной электродвижу
щей силы <о—$ о  cos (at. Частота 
вынужденных колебаний со мо
жет отличаться от резонансной 
частоты со о =  1/}/LC. Последняя 
для заданной емкости (0,01 мкф) 
и индуктивности (100 мкгн)  
равна 10е ра д ! с е к  (или 108/2зх 
периодов ! сек) .  На рис. 8.10 по
казана амплитуда колебаний 
тока в зависимости от частоты 
вынужденных колебаний со для 
трех различных значений сопро
тивления R контура. Предпола
гается, что амплитуда <£0 элек
тродвижущей силы равна 100 в 
в каждом случае; максимум при 
со =  со о острее всего для самого 
малого сопротивления, равного 
20 ом. Это — та самая величина 
R,  при которой контур, рабо
тающий как  затухающий осцил
лятор беа вынуждающей электродвижущей силы, ведет себя, как 
показано на верхнем графике рис. 8 .3 , б.

Добротность Q контура, равная согласно уравнению (14)
106 • 10~4со0L/R *), численно равна в данном случае — ^

Вообще говоря, чем больше добротность контура Q, тем уж е и 
выше максимум на кривой зависимости амплитуды тока от вы нуж 
дающей частоты со. Чтобы выяснить этот вопрос с большей точ
ностью, рассмотрим частоты, близкие к со0, например, со = со0+Асо. 
Затем вычислим величину coL— 1/соС, входящую в знаменатель урав
нения (41), с точностью до первой степени отношения Асо/со0. Имеем

<oL------^- =  <0OL (1  +  —  ) -------r* /i" / л ,—г .  (45)со С V £°о / со0С (1 +Аш/щ0) ’ '  '

*) Частота свободно затухающего осциллятора со в уравнении (14) практиче
ски совпадает с частотой со0 при условии умеренного или небольшого затухан и я . 
Мы пользуемся здесь <в0 для определения Q. В данном рассмотрении ы является  
любой частотой, которой можно питать наш контур.

С0/0)а

Рис. 8 .10 . Э л ектр о дви ж ущ ая  сила с ам п ли 
тудой  100 в при лож ена к  ко н тур у  с п осле
д о в ател ь н о  соединенными R r L  и С. Э лем ен 
ты  ко н тур а  имеют те  ж е  зн ач ен и я , что и в 
п римере с затухаю щ и м  контуром  на рис. 8 .3 . 
(£ =  10 - * г н ,  С=\0~~*ф.) А м пли туда то ка  
вы чи слен а по ф ормуле (41) и нан есен а 
на граф ик в зависимости от со/шо Для 
тр ех  р азли ч н ы х  значений сопротивления 

(ю0= l / K I C s  1 0 “ рад !с ек ) .
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и так  как  со0 =  1 /|/ LC, то эта величина равна
Асо 1u>0L 1 ©о -j- Дсо/Юо

co0L ( 2 Асо (46)

При резонансе величина под знаком квадратного корня в (41) 
равна Если же со отличается от со0, то величина подкоренного 
выражения удвоится, когда jcoL—1/соС|=/?, или приближенно

2Лсо
<s)nL (47)

Это означает, что при Лсо/со0= 1/2Q амплитуда тока уменьшается 
до НУ 2 от его максимального значения. Точки, отвечающие со0±Дсо 
называются точками «половинной энергии», так  как  энергия, или

мощность, пропорциональна квад
рату амплитуды (см. раздел 8.5). 
За ширину резонансного пика 
часто принимают расстояние 2Дсо 
между точками половинной энер
гии. Очевидно, что ширина равна 
произведению 1/Q на резонансную 
частоту. Колебательные контуры 
весьма часто имеют гораздо более 
высокую добротность Q, чем доб
ротность контура на рис. 8.10. 
Радиоприемник настраивается на 

определенную станцию и различает ее от других с помощью резонанс
ного контура с добротностью Q, равной нескольким сотням. Нетруд
но сделать микроволновый резонансный контур с добротностью Q 
порядка 10“ или даже 105.

Угол ф, являющийся углом сдвига фаз колебаний тока и э. д . с., 
меняется с частотой, как  показано на рис. 8.11. При очень низкой 
частоте главной помехой для тока является емкость и угол ф поло
жителен. При резонансе ф=0. Чем выше Q, тем более резко происхо
дит перемена знака ф при прохождении частоты через значение со0.

Рис. 8 .П . И зменение у г л а  сдви га  ф а з е  
частотой в ко н туре рис. 8 .10 .

8.3. Цепи переменного тока

Цепь переменного тока представляет собой ряд сопротивлений, 
емкостей и индуктивностей, в которых текут токи, колебания кото
рых установились и совершаются с постоянной частотой со. Колеба
ния такой частоты возбуждаются одной или несколькими электро
движущими силами. На рис. 8.12 показан пример такой цепи. Источ
ник переменной электродвижущей силы изображен знаком - G b -
Д ля одной из ветвей цепи, например для ветви с индуктивностью 
L2, зависимость тока от времени имеет вид

/2 =  /02 cos ( a t  - f  ф2) . . (48)
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Так к ак  частота для всей цепи постоянна, то для задания тока 
в данной ветви достаточно указать две величины: амплитуду тока 
/02 и постоянную фазу ср2.

Колебания напряжения на концах ветви такж е имеют опреде
ленную амплитуду и фазу:

V2 =  V02 cos (со/ -j- 02). (49)

Если нам известны токи и напряжения во всех ветвях, то анализ 
цепи можно считать законченным. Эти величины можно найти, 
составив и решив соответствующие 
дифференциальные уравнения. Если нас 
интересует переходный режим цепи, то 
все это необходимо проделать. Однако 
для установившегося режима сущест
вует более простой и элегантный метод.
Он основан на двух идеях: 1) перемен
ные токи и напряжения могут быть 
представлены комплексными числами;
2) при заданной частоте любая ветвь 
или элемент контура характеризуется 
отношением напряжения к току.

Первая идея основана на замечательном математическом тож 
дестве:

е ‘в = cos 0 +  i sin  0, (50)

где t2= — 1. Ее применение опирается на следующее правило:

Переменный ток /{) cos (и/ +  ср) можно предста
вить комплексным числом I0e i<p, т. е. числом, 
действительная часть которого равна /0coscp, 
а мнимая часть равна /0 sin ср, и наоборот, 
если комплексное число x-\-iy  представляет 
ток /, то ток, как  функция времени, выражается 
действительной частью произведения (x-}-iy) е ш .

На рис. 8.13 показано, как  пользоваться этим двусторонним пра
вилом. Комплексное число z—x-^ iy  можно изобразить графически 
в виде точки на плоскости. Легко видеть, что при этом фаза будет 
выражаться углом arctg у/х, а амплитуда 1„ — модулем Y

Следующее свойство введенного нами представления подтверж
дает его полезность: пред ставление  суммы двух токов е сть с умма их 
пр е д ставл ений .

Рассмотрим сумму двух токов h  и /2, встречающихся в узле на 
рис. 8.12. В любой момент времени t сумма токов равна
/, 1 . / С1 C O S  (cot - f  Cpj) - f  I 02 C O S  (cot ф .,)  =

=  (101 c o s +  Z02 cos ф2)соз a>t— (/01 s i n +  /02 sinq>2) sineot. (51)

Рис. 8.12. Цепь переменного 
тока .
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С другой стороны, сумма комплексных чисел, которая, согласно 
нашему правилу, представляет токи I t и /2, равна
I 0ie l<f* +  ] й1е 1̂  =  (701 cos ср, +  /02 cos <р2) +  i (701 sin +  /02 sin  ф2).(52)

Помножив правую часть уравнения (52) на (cos соt-\-i sin со/) и 
взяв действительную часть полученного результата, вы получите 
правую часть уравнения (51).

Это означает, что вместо прибавления или вычитания самих 
периодических функций времени можно прибавить или отнять пред

ставляющие их комплексные числа. 
Иными словами, алгебра перемен
ных токов в отношении сложения 
совпадает с алгеброй комплекс
ных чисел. Эта аналогия не рас
пространяется на умножение. 
Комплексное число /ol/o2e !̂фl+ф2, 
не идентично произведению двух 
токов в уравнении (51).

Д ля анализа цепей нам нужно, 
однако, только сложение токов и 
напряжений. Например, для узла 
(рис. 8.12), где встречаются токи 

и /2, справедливо физическое 
условие, состоящее в том, что в любой момент времени полный 
ток, входящий в узел, равен нулю. Условие

А  +  ^2 -W 3 =  0  (53)
должно быть справедливо в том случае, если /1( /2 и /3 являются 
действительными периодическими функциями времени. Благодаря 
рассмотренному соответствию это условие можно представить в виде 
простого алгебраического равенства, состоящего в том, что сумма 
трех комплексных чисел равна нулю. Все вышесказанное относится 
и к  напряжениям. Одновременно сумма падений напряжений в лю
бом замкнутом контуре цепи должна быть равна электродвижущей 
силе, действующей в контуре в данный момент времени. Это условие, 
связывающее периодические функции напряжения, можно заменить 
условием, касающимся суммы некоторых комплексных чисел. Эти 
числа представляют различные осциллирующие функции Ух(/), 
V2(t) и т. д.

8.4. Полная проводимость и импеданс

Связь между током, текущим в элементе контура, и напряже
нием на этом элементе можно заменить связью между комплексными 
числами, представляющими напряжение и ток. Рассмотрим цепь, 
состоящую из индуктивности и сопротивления (см. рис. 8.4). Колеба
ние напряжения можно представить числом ^ 0, а ток — числом 
/0е“Р, где /0 = <£У1/ R 2 +  co2L2 и tg<p — — со£//?.РазностьфазфИот-

1й №(сои0 1ае {̂ х+гу

Р и с. 8 .13 . П рави ла д л я  п р едставлен и я  
переменного то ка  ком п лексн ы м  числом. 
С лева — то к  в зависимости от времени, 
сп р ава  — представление в виде ко м п л ек

сного числа (помнож ьте на е и во зь 
мите действительную  часть).
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ношение амплитуды тока к  амплитуде напряжения являются свойст
вами контура при данной частоте. Введем комплексное число Y, 
определяемое следующим образом:

Y =  - т = = = =  , где ф =  a rc tg  ( — . (54)
У Z?2-j-o)2Z.2 ’ 

Тогда мы можем написать:
=  71/, (55)

где V — комплексное число, представляющее напряжение на после
довательном соединении R и L, I — комплексное число, представ
ляющее ток. Величина Y называется 
полной проводимостью. Это же соот
ношение можно выразить с помощью 
величины, обратной Y, обозначаемой 
через Z. Она называется полным 
сопротивлением, или импедансом:

Мнимаяпсь

V = г / =  Z7. (56)
Действи
тельная ось

а)

I I

6) +о—

V

В данном случае мы пользуемся 
произведением двух комплексных 
чисел, но только одно из них я в л я 
ется представлением переменного тока 
или напряжения. Вторая величина — 
это или импеданс, или полная про
водимость *).

Импеданс измеряется в омах. Дей
ствительно, если элемент тока состоит 
только из сопротивления R,  то им
педанс будет величиной действитель
ной и просто равной R,  так  что ур ав 
нение (56) будет заменой закона Ома 
для цепи постоянного тока: V=RI.

Д ля чистой индуктивности без 
сопротивления полная проводимость 
является мнимой величиной Y —
=  —г/соL. Это следует из уравнения 
(54), если положить в нем R равным 
нулю. Множитель — i показывает, 
что колебания тэка отстают по фазе 
от колебаний напряжения на я/2. На 
комплексной плоскости, где напря
жение представлено числом V (рис. 8.14, б),  ток будет представлен 
числом /, положение которого показано на рисунке. Д ля емкости

*) Таким образом, наша алгебра содержит две категории комплексных чисел: 
числа, которые представляют, например, импедансы, и числа, представляющие 
токи. Произведение «двух чисел, представляющих импедансы», а такж е произве
дение «двух  чисел, представляющих токи» не имеют смысла.

Ри с. 8 .14 . V и / явл яю тся  ко м п л ек 
сными числами, которые п р едстав 
л яю т н ап р яж ен и е на элементе ко н 
т у р а  и то к  через этот элем ен т. Р а з 
н ость фаз м е ж д у  колебаниям и  т о к а  
и н ап р яж ен и я  представлен а здесь  
у гл о м  м е ж д у  «векто р ам и », а )  Д л я  
сопротивления то к  и н ап р яж ен и е 
н ах о д я тся  в  фазе, в) В емкости то к  

оп ереж ает н ап ряж ени е.
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Y=i(oC,  что следует, например, из выражения для тока на рис. 8.7. 
Связь V и I  для этого случая показана на рис. 8.14, в. На каждом 
из этих рисунков показано, к ак  выбрать относительный знак V и I. 
До тех пор пока это не сделано, слова «опережение» и «отставание» 
не имеют смысла. Заметьте, что положительное направление тока 
всегда определяется так , чтобы положительное напряжение, прило
женное к сопротивлению, вызывало положительный ток (рис. 8.14, а).

В следующей таблице приведены свойства трех основных эле
ментов цепей:

О бозначение
П олная 

проводи м ость У

И мпеданс

* 4

R 1
R R

L — £ 
coL

icoL
G — i 

to С— \\— т  С

>■II V =Zl

Из этих элементов можно построить любой контур. При парал
лельном соединении элементов или их комбинаций удобно пользо
ваться полной проводимостью, так 
как  в этом случае проводимости 
складываются. На рис. 8.15 два

Рис. 8 .15 . При п ар аллельн ом  соеди
нении склады ваю тся  проводимости.

Р ис. 8 .16 . При п оследовательном сое
динении склады ваю тся  импедансы .

«черных ящика» с полными проводимостями Yx и Y 2 соединены 
параллельно. В этом случае мы имеем уравнение

/ - / 1 +  /2 =  Г 1К +  К2К =  (Г 1 +  Г 2)У , (57)

смысл которого в том, что полная проводимость одного черного ящи
ка , эквивалентного вышеупомянутым двум, равна Y = Y 1Jr Y2. Из 
рис. 8.16 следует, что при последовательном соединении элементов 
складываются импедансы. Это звучит так , как  будто мы говорим о
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сети постоянного тока! И действительно, мы свели задачу о цепи пе
ременного тока к задаче о цепи постоянного тока с единственным раз
личием: числа, с которыми мы имеем дело, являются комплексными 
числами.

В качестве примера рассмотрим контур из параллельно включен
ных элементов R, L и С (рис. 8.17). Полная проводимость трех парал
лельных ветвей равна

Г = 4  +  ; с С - ^ .  (58)

Напряжение равно просто So ,  и комплексный ток выражается 
уравнением

I  =  YV =  S  0 T  +  i со С-
1

с<>L (59)

R

Амплитуда колебаний тока равна модулю комплексного числа /: 
^о[(1/7?)2 — (о)С— l/coL)2]‘ '% а фазовый угол равен arctg(#coC— 
—R/(oL).

Рассмотренный метод применим только к линейным элементам 
контуров, т. е. к элементам, в которых ток пропорционален напря
жению. Другими словами, наш контур 
должен описываться линейным диффе
ренциальным уравнением.Д ля нелиней
ного элемента мы не можем даже опре- S0cos a t  0 )  
делить понятие импеданса. Нелинейные 
элементы контуров являются очень в аж 
ными и интересными устройствами. Вы 
встречались с рядом таких устройств 
в лаборатории и могли убедиться в том, 
что для анализа их работы нужны 
другие методы.

Все рассмотрение, выполненное нами, относилось к незатухаю
щим колебаниям постоянной частоты. Исследование переходного 
режима контура представляет собой другую задачу. Однако в 
линейном приближении развитый метод может быть в некоторой сте
пени использован даже для неустановившегося режима. Дело в том, 
что переходный режим можно представить в виде суперпозиции уста
новившихся колебаний с различными частотами и отклик контура 
на каждую  из этих частот можно вычислять таким образом, как  
будто действует только лишь эта частота. Мы будем заниматься этой 
задачей в т. III.

Рис. 8 .17 . «П араллельн ы й » ре
зонансный контур . К ом плексны е 
проводимости тр ех  элементов кон
т у р а  склады ваю тся (см. равен 

ство (58)).

8.5. Мощность и энергия переменного тока

Если напряжение на сопротивлении R равно V0 cos соt, ток ра
вен I= (V JR )  cos соt. Мгновенное значение мощности, т. е. мгновен
ная скорость, с которой энергия рассеивается на сопротивлении, 
равна у2

Р  = R I 2 = -£- cos2 со t . (60)
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Так как  среднее значение cosасо/ за много периодов равно V*, то 
средняя мощность, рассеянная в контуре, равна

YL
2 R ■Р  = (61)

При расчетах цепей переменного тока обычно пользуются амплиту
дами тока и напряжения, умноженными на 1/J/2. Такие величины 
часто называют «эффективными».

Множитель V* в уравнении (61) исчезает, если мы берем эффектив
ное значение напряжения и

(62)

Например, обычному напряжению в городской сети, равному 
120 в, соответствует амплитуда, равная 120 ]/ 2 в. При этом разность 
потенциалов между двумя проводами (для переменного тока с часто
той 60 периодов !сек)  равна

V (/) =  170 cos 3771, (63)

где Vвыражено в вольтах и t — в секундах. Амперметр переменного 
тока калиброван таким образом, что его отсчет равен 1 а, когда 
амплитуда тока составляет 1,414 а .

В общем случае мгновенная скорость, с которой энергия достав
ляется к элементу контура, равна VI, т. е. произведению мгновенных

значений напряжения и тока, с уче
том знака. Рассмотрим с этой точки 
зрения ток, текущий в простом 
контуре LR (см. рис. 8 .4). На 
рис. 8.18 изображены графики тока 
и напряжения и приведена кри
вая , пропорциональная произведе
нию VI. Положительная величина 
VI означает, что энергия от источ
ника электродвижущей силы или 
генератора поступает в цепь LR. 
Заметьте, что определенную часть 
периода произведение VI отрица
тельно. В это время энергия воз
вращается к генератору, что объ
ясняется колебанием энергии, за 

пасенной в магнитном поле катушки индуктивности. Запасенная 
энергия L/2/2 достигает максимума дважды за каждый период.

Среднее значение мощности Р  показано горизонтальной штрихо
вой линией. Д ля вычисления средней мощности рассмотрим произ
ведение VI, где V=^oCos(joZ и /= /0 соз(со/+ф):
VI =  <£0/0 cos a t  cos (со/ +  ср) =

=  <£Vo (cos2 соt cos ф—cos со/ sin соt sin  ф). (64)

Рис. 8 .18 . М гновенная мощ ность VI  — 
это эн ер ги я , п оступаю щ ая з а  единицу 
времени от источника электр о дви ж ущ ей  
силы  (слева) к  элементам  ко н тур а  (сп ра
ва). Среднее по времени значение вели 
чины VI  (средн яя  мощ ность) п оказан о  

горизонтальной ш триховой линией .
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Среднее по времени для члена, пропорционального cosu>t sinco/, 
равно нулю. Это очевидно, если записать его в виде (sin 2at)/2. 
В то же время среднее значение c o s - a t  равно V2.

Таким образом, для среднего по времени Р  мы имеем

P  =  V7 =  -7T<£0/oCOsq). (65)

Если эффективные значения тока и напряжения измерены 
соответственно в вольтах и амперах, то

/3 =  /̂эфф/э*ф cos Ф-
( в т )  (в) (а)

(66)

т
Уг

Вся энергия, рассеянная в этом контуре, 
выделяется в сопротивлении R.  Естест
венно, любая реальная индуктивность име
ет какое-то сопротивление. Это включено 
в сопротивление R.  Рассеяние энергии 
приводит к выделению тепла на активном 
сопротивлении R.

Д ля упражнения в приемах, рассмот
ренных в разделе 8.4, обратимся к контуру 
на рис. 8.19, а. Сопротивление в 10 ООО ом 
и мощностью 1 вт соединено с двумя кон
денсаторами емкостью в 0,2 и 0,5 мкф.
Включим этот контур в сеть с напряже
нием 120 б и частотой 60 гц.  Вопрос: не 
нагреется ли одноваттное сопротивление 
слишком сильно? Чтобы выяснить, не пре
вышает ли среднее значение мощности, 
рассеянной в R,  допустимого значения в 
1 вт,  вычислим некоторые токи и напря
жения, которые можно измерить в этом
контуре. Один из способов анализа контура приведен ниже:

1) Полная проводимость С2 равна t©C2= 377 -(2 -10" ,)j= 0 ,7 5 4 x  
X l O ' 4 i o M '1.

2) Полная проводимость сопротивления = - L =  10~*ом~1.А

Ф
Рис. 8 .19 . Р еал ь н ая  ц епь (а),  
см он ти рованн ая д л я  подклю 
чения к  источнику эл ектр о 
дви ж ущ ей  силы, и схем а этой 

цепи (б).

3) Полная проводимость

4) Импеданс контура

~ 7 П

j j s  = 1 0 - 4( 1 + 0 , 7 5 4 i ) c m - - 1 .

104 (1 — 0,754«)т 1 0 - 4 (1 + 0 ,7 5 4 ()  1а +  0 ,7 5 4 2 =  (6360— 4800i)ojK.

5) Импеданс контура Сг =  — ^  =  •
(377) ( 5 - 1 0 - 7)
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6) Импеданс всего контура=(6360—10 100t) ом.
,  120 1 2 0 (6 3 6 0 + 1 0  1000 , г  о т  I о ко ;\  1 Л -з

7) =  636 0 -10  ioo i^  m r + ( m w  =  <5 ’37 +  8 ,530• 1 о
Используя эффективное напряжение (равное 120 в), мы получим 

эффективный ток. Это значит, что модуль комплексного числа /ь  
.который равен [(5,37)2+ (8 ,53 )2]1̂ . 10~3 а, или 10 ма, дает эффектив
ный ток в амперах. Миллиамперметр переменного тока, включенный 
последовательно в сеть, показал бы ток в 10 ма. Этот ток имеет сдвиг 
фазы ф=—arctg (0,853/0,537), или — 1,01 р а д  относительно напря
жения в сети. Среднее значение мощности, рассеиваемой в контуре, 
равно

8) Р =  (120в) (0 ,010 a) cos 1,01 = 0 ,6 4  вт.
В этом контуре сопротивление является единственным поглоща

ющим элементом, следовательно, именно в нем должна рассеиваться 
средняя мощность. Чтобы проверить это, найдем напряжение V2 
на сопротивлении:

9) Vl = I 1 — (5,37 +  8,53г) (— 5300г')10~3 =  (45,2 — 28,4г)в ,
10) V2 =  120— ^  =  (74,8 +  28,41)8.
Ток /2 в сопротивлении R будет, конечно, совпадать по фазе 

с V2, поэтому среднее значение мощности, выделяемой в R,  равно
-у; V\ (7 4 ,8 )2+ (2 8 ,4 )2 Л с . /С7ЧP  = - j f = -  - ■ =  0,64 вт,  (67)

что и требовалось узнать.
Таким образом, предельная мощность, которую может выдер

ж ать сопротивление, не превышена. В действительности степень 
нагрева сопротивления зависит не только от рассеянной в нем 
энергии, но такж е и от того, насколько успешно происходит отвод 
тепла. Предельная мощность для сопротивления является только 
приблизительным показателем.

З а д а ч и

8.1. Последовательное соединение R и L. К акая  индуктивность (в гн) должна 
быть соединена последовательно с электрической лампочкой (120 в, 60 вт), если 
она должна нормально работать, когда вся цепь будет присоединена к  сети 240 в, 
60 гц ? (Вначале определите требуемое индуктивное реактивное сопротивление. 
Сопротивлением катуш ки индуктивности и индуктивностью электрической лам
почки можно пренебречь.) О т в е т .  L = l,1 0  гн.

8.2. Последовательное соединение R и С. Сопротивление 2000 ом и конденсатор 
емкостью 1 мкф соединены последовательно и включены в сеть с эффективным на
пряжением в 120 в, 60 гц.

а) Чему равен импеданс? О т в е т .  | г  | =  3320 ом.
б) Чему равно эффективное значение тока? О т в е т .  / =  0,036 а.
в) Чему равна энергия, рассеянная в контуре? О т в е т .  Р — 2 ,59 вт.
г) Что покажет вольтметр переменного тока, подключенный параллельно к 

сопротивлению? К емкости? О т в е т .  V = 72 в, V c= 95 ,5  в.
д) Горизонтальные пластины катодно-лучевой трубки подключены параллель

но сопротивлению, а вертикальные — параллельно емкости. Н арисуйте картину, 
которую вы ожидаете увидеть на экране.
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8 .3  Параллельное соединение R, L и С. Сопротивление 1000 ом, конденсатор 
емкостью 500 пф и катуш ка индуктивностью 2 мгн соединены параллельно. К аков 
импеданс этой цепи при частоте в 10 кгц> При частоте в 10 мгц? При какой частоте 
абсолютное значение импеданса имеет максимум?

8 .4 . В резонансном контуре, изображенном на рисунке, элементом, поглоща
ющим энергию, является  сопротивление R ', соединенное параллельно с L и С. 
Составьте уравнение, аналогичное уравнению (2), которое описывало бы этот кон- ■ 
тур . Найдите такж е  условия, накладываемые на решение, аналогичные тем, ко
торые справедливы для контура с последо
вательно соединенными R, L и С. Если 
последовательно соединенные элементы 
R, L и С и параллельно соединенные 
элементы R ', L и С имеют одинаковые L,
С и Q, то каково должно быть отношение 
R' к  R?

8 .5 . Предположим, что ток в кон
туре на рис. 8.1 удовлетворяет уравнению 
(12). Вычислите энергию, запасенную в 
контуре в момент времени t=  О н через 
четверть периода при t=n/2a>. Проверьте, 
равна ли их разность энергии, рассеян-

U '

К  задач е  8 .4 . К  задач е  8 .7 .

ной в сопротивлении за этот промежуток времени. Предположим, что в данной 
задаче затухание слабое,т.е. что а/со<^1, и пренебрежем величинами, пропорцио
нальными а 2.

8 .6 . Д л я  контура на рис. 8 .3 , а определите значения и Р2 в случае сильного 
затухан и я при сопротивлении # = 600  ом. Определите такж е отношение В к А 
(постоянныев уравнении (16)). О т в е т .  р1= 5 ,8 4 -10°с е к - 1, р2= 0 ,171 • 106 с е к - 1,

8 .7 . Резонирующая полость, изображенная на рисунке, является существен
ной частью многих микроволновых генераторов. Такой резонатор можно считать 
простым LC-контуром. Его индуктивность совпадает с индуктивностью тороида с 
одним витком; эта индуктивность непосредственно соединена с параллельными 
пластинами конденсатора. Найдите выражение для резонансной частоты этого 
контура и начертите конфигурацию магнитного и электрического полей.



Г Л А В А  9

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ПОЛЯ В ВЕЩЕСТВЕ

9.1. Диэлектрики

Конденсатор, который мы изучали в гл. 3, состоял из двух изо
лированных друг от друга проводников, между которыми нет вещест
ва. Система из двух проводников характеризовалась определенной 
емкостью С, связывающей величину заряда Q на конденсаторе (по
ложительный заряд Q на одной пластине и равный ему отрицатель
ный заряд на другой), с разностью электрических потенциалов обоих 
проводников V12:

Емкость конденсатора, состоящего из двух плоских параллель
ных пластин, площадью А см 2 каж дая , разделенных расстоянием t 
равна

Подобные конденсаторы встречаются в ряде электрических при
боров. Они называются вакуумными кон ден саторами  и состоят из 
пласгин, помещенных в сосуд с высоким вакуумом. Их применяют, 
главным образом, когда имеют дело с высоким напряжением боль
шой частоты. Однако чаще встречаются конденсаторы, у которых 
пространство между пластинами заполнено некоторыми непроводя
щими твердыми или жидкими веществами. Большинство конденса
торов, с которыми вы работаете в лаборатории, именно таковы; их 
много в любом телевизионном приемнике. Д ля конденсаторов, поме
щенных в материальную среду, равенство (2) несправедливо — оно 
не согласуется с опытом.

Предположим, что пространство между двумя пластинами, изоб
раженными на рис. 9 .1 , а, заполнено слоем из пластмассы 
(рис. 9 .1, б).  Экспериментируя с этим новым конденсатором, мы по- 
прежнему найдем простую пропорциональность между зарядом и 
разностью потенциалов и сможем определить емкость по уравне-
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нию (1). Однако полученная таким образом емкость С оказывается 
гораздо больше емкости, получаемой из равенства (2).

Не только в специальных устройствах, называемых конденсато
рами, но почти везде в окружающем нас мире электрическое и м аг
нитное поля наблюдают чаще в веществе, чем в вакуум е; если и не 
всегда в плотном веществе, то по крайней мере в газе, например в 
воздухе. Это замечание должно напомнить нам, что если не считать 
явлений электрической проводимости, рассмотренных в гл. 4, мы до 
сих пор изучали электромагнитное поле в пустом пространстве, за 
полненном только определенными точеч
ными зарядами или непрерывным распре
делением зарядов. Теперь мы должны по
нять взаимодействие электрических и м аг
нитных полей с веществом как  таковым.

Здесь возможны два различных подхода.
Проблему можно рассмотреть с макроско
пической точки зрения, чтобы определить, 
к ак  присутствие однородного вещества, на
пример пластмассовой пластины на рис.
9 .1 , б ,  действует на электрическое поле 
между пластинами. Мы попытаемся узнать 
простые законы, описывающие такое дей
ствие в любой системе проводников и изо
ляторов.

О казывается, что электрическое поведе
ние однородных веществ в макроскопиче
ском масштабе действительно характеризу
ется очень простыми законами. Например, для того чтобы правильно 
определить емкость любого конденсатора, заполненного некоторым 
веществом, нужно только подставить в правую часть равенства (2) 
коэффициент е, характеризующий данное вещество. Коэффициент е 
называется диэлектрической постоянной этого вещества, а сам мате
риал называется диэлектриком, если иметь в виду его поведение в 
электрическом поле. Диэлектрические постоянные некоторых ве
ществ приведены в табл. 9 .1 . Если диэлектрическая постоянная 
данного вещества определена (например, с помощью измерения 
емкости заполненного этим веществом конденсатора), можно пред
сказать поведение не только плоских конденсаторов, но любой 
электростатической системы, состоящей из проводников и кусков 
этого диэлектрика любой формы. Это значит, что мы можем найти все 
электрические поля в вакуум е вне диэлектриков для заданных зар я 
дов или потенциалов на проводниках системы.

Теория, позволяющая это сделать, была полностью разработана 
физиками девятнадцатого столетия, но поскольку в то время еще 
была неизвестна полная картина атомной структуры вещества, им 
поневоле пришлось ограничиться макроскопическим описанием. 
С этой точки зрения внутренность диэлектрика представляет собой 
нечто вроде совершенно однородного «математического желе»,

Р и с. 9 .1 . а ) К он денсатор , 
состоящ ий из п ар ал л ел ьн ы х  
п роводящ их п ласти н , б) Тот 
ж е  конденсатор с и золи рую 
щим слоем м е ж д у  п ласти н ам и .
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Диэлектрические постоянные различных вещ еств
Т а б л и ц а  9.1

Вещество Условия
Диэлектриче
ская  посто

янная

В оздух Г аз , 0 °С , 1 атм 1 ,00 059
С оляная кислота, HC1 Г аз , 0° С, 1 атм 1,0046
В ода, Н 20 Г аз , 110° С, 1 атм 1,0126

Ж идкость, 20° С 80
Бензол, С6Н в Ж идкость, 20° С 2 ,2 8
А м миак, N H 3 Ж идкость,— 34° С 22
Трансформаторное масло Ж идкость, 20° С 2 ,2 4
Хлористый натрий, 

NaCl
К ристалл , 20° С 6 ,12

С ера, S Твердое вещ ество, 20е С 4 ,0
К варц , S i0 2 К ристалл , 20° С (_[_ оптической оси) 4 ,3 4

К ристалл, 20° С ( || оптической оси) 4 ,2 7
Полиэтилен Твердое вещество, 20° С 2 ,2 5 —2 ,3
Неопрен Твердое вещество, 20° С 4 ,1
Фарфор Твердое вещество, 20° С 6 ,0 —8 ,0
Парафиновый воск Твердое вещество, 20° С 2 , 1 —2, 5
Стекло пиренс Твердое вещ ество, 20° С 4 ,0 0

единственным электрическим свойством которого, отличающим его 
от вакуум а, является диэлектрическая постоянная, не равная еди
нице.

Если ограничиться только макроскопическим описанием веще
ства в электрическом поле, то нам будет трудно ответить на некото
рые вполне очевидные вопросы или, скорее, трудно поставить вопро
сы таким образом, чтобы на них можно было осмысленно ответить. 
Например, какова величина электрического поля внутри пласт
массовой пластины на рис. 9 .1 , б,  когда на обкладках конден
сатора имеются определенные заряды? Величина электриче
ского поля определяется силой, действующей на пробный заряд. 
Каким образом можно поместить пробный заряд в плотное твердое 
вещество, не нарушая его цельности, и как  измерить силу, действую
щую на этот заряд? Что будет означать такая  сила, если мы измерим 
ее? Вы можете мысленно просверлить отверстие и поместить туда 
пробный заряд, причем отверстие должно иметь достаточно большие 
размеры, чтобы заряд мог в нем свободно перемещаться; тогда можно 
измерить силу, действующую на него к ак  на свободную частицу. Но 
при этом вы будете измерять электрическое поле не в диэлектрике, а 
в полости внутри диэлектрика, а это совершенно разные вещи.

К счастью, мы располагаем другим подходом к проблеме, осно
ванным на микроскопическом, или атомном, представлении о вещест
ве. Мы знаем, что вещество состоит из атомов и молекул, которые 
в свою очередь состоят из элементарных частиц. Нам кое-что из
вестно о размерах и структуре этих атомов и об их расположении 
в кристаллах, жидкостях и газах . Вместо того чтобы описывать нашу
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диэлектрическую пластину к ак  некий объем бесструктурного, 
сплошного желе, мы будем рассматривать ее как  совокупность моле
кул  в вакуум е.

Если нам удастся понять, к ак  ведут себя электрические заряды 
отдельной молекулы, находящейся в электрическом поле, то мы 
сможем понять и поведение двух таких молекул, расположенных 
на определенном расстоянии друг от друга в вакуум е. Д ля этого не
обходимо только знать, как  влияют на каждую  молекулу электриче
ские поля, создаваемые другими молекулами. Это — проблема в а 
куум а. Распространив полученные результаты, скажем, на 1020 
молекул, находящихся в 1 см3 вакуум а , мы получим реальный ди
электрик. Мы надеемся сделать это, не решая 1020 отдельных задач.

Осуществив такую  программу, мы будем вознаграждены в двух 
отношениях. Прежде всего мы окажемся в состоянии сказать нечто 
осмысленное об электрических и магнитных полях внутри вещества, 
ответив на вопросы, подобные поставленным выше. Наконец, что 
еще более ценно, мы поймем как  возникают макроскопические 
электрические и магнитные явления в веществе, и, следовательно, 
приблизимся к пониманию атомной структуры вещества.

Мы будем изучать электрические и магнитные явления раздель
но. Начнем с диэлектриков. Поскольку нашей первой целью являет
ся описание электрического поля, создаваемого атомом или молеку
лой, полезно начать с рассмотрения электростатического поля, созда
ваемого небольшой системой зарядов.

9.2. Моменты распределения зарядов

Атом (или молекула) состоит из электрических зарядов, занимаю
щих небольшой объем пространства, близкий к нескольким кубиче
ским ангстремам (10-24 см3).

Нас интересует электрическое поле вне этого объема, возникаю
щее благодаря довольно сложному распределению зарядов. Особен
но важно для нас поле на таких расстояниях от источника, которые 
велики по сравнению с размерами самого источника.

Какие основные особенности структуры заряда определяют поле 
в удаленных точках? Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим 
некоторое произвольное распределение зарядов и выясним, как  
можно вычислить поле в точке, внешней по отношению к этому рас
пределению зарядов. На рис. 9.2 показано некоторое распределение 
зарядов, расположенных вблизи начала координат. Это может быть 
молекула, состоящая из нескольких положительных ядер и соот
ветствующего числа электронов.Во всяком случае,мы предположим, 
что это распределение описывается заданной плотностью заряда 
р(я, у ,  z). Величина р является отрицательной там, где находятся 
электроны, и положительной в ядрах . Д ля определения электриче
ского поля в удаленных точках можно начать с вычисления потен
циала от заданного распределения зарядов. Д ля примера возь
мем некоторую точку А на оси г.  (Так как  мы не предполагали
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специальной симметрии в распределении зарядов, то на направление 
оси г  не наложено никаких специальных условий.) Обозначим рас
стояние точки А от начала координат через г. Электрический потен
циал в точке Л , обозначаемый через <рл , определяется, к ак  обычно, 
суммированием вкладов от всех элементов распределения зарядов:

и
В подынтегральном выражении 

элемент объема внутри распределения 
зарядов обозначается через dv ',  плот
ность заряда — через р(х', у ' ,  г') и 
расстояние от точки А до этого эле
мента заряда, стоящее в знаменателе, 
обозначено через R.  Интегрирование 
производится, конечно, по координа
там х ' , у ' ,  г '  во всей области, содер
жащей заряды. Расстояние R можно 
выразить через г  и расстояние г '  от 
начала координат до элемента заряда 
в объеме d v ' . Обозначая через 0 угол 
между г '  и осью z, на которой нахо
дится точка А, получим

У
R =  D"2 +  г ’2 — 2r r '  cos 0]1 (4)

Подставляя это выражение для 
R в интеграл, получим

Фл= § Р dv'  [r2 +  r ' 2 — 2 r r 'c o s  0 ] - , /2 .
(4а)

Воспользуемся тем, что для далекой точки, подобной А, г'  значи
тельно меньше г для всех точек распределения зарядов, и разложим 
квадратный корень в уравнении (4) в ряд по степеням г' 1г. Запишем

Рис. 9 .2 . Вычисление потен ц иала в 
точке А от расп ределени я зар я д о в  

в м о лекуле.

2rr'cos0]-‘/s 1 +  ^ co sB ^ j- 1ш (5)

1 3и, применяя разложение ( l  +  б ) - 1̂  =  1—y 6  +  -g-82 . . .  , полу

чим, суммируя члены с одинаковой степенью г'/г:

[г2+ г '2 — 2r r '  cos 0 ] - ‘/, =  у  1 -f- ~  cos 0 +  • y  (3 cos2 0— 1)+

+  (члены высших степеней) . (6)

Поскольку г  при интегрировании величина постоянная, мы 
можем вынести ее за знак интеграла и записать выражение для
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потенциала в точке А в следующем виде:

(рА = у  J  p d v '  +  -^^  г  'cos 0 p d a ' J  г '2 • у  (3cos20— 1) р d v ' + . . .

Величина каждого из интегралов Ко,  К ъ К 2 и т. д ., зависит толь
ко от особенностей распределения зарядов. Следовательно, потенци
ал для всех точек вдоль оси г  можно представить в виде степенного 
ряда 1 /г с постоянными коэффициентами:

Д ля завершения задачи нам нужно было бы получить потен
циал во всех других точках, чтобы иметь возможность вычислить 
электрическое поле как —grad ср. Однако и сейчас мы знаем до
статочно, чтобы сделать существенно важный вывод: поведение по
тенциала на больших расстояниях от источника будет определять
ся первым членом этого ряда, коэффициент при котором не ра
вен нулю.

Рассмотрим эти коэффициенты более внимательно. Коэффициент 
Ко  равен d v ' , что представляет собой полный заряд системы.

Если количества положительных и отрицательных зарядов рав
ны, как  в нейтральной молекуле, то коэффициент К о  будет равен 
нулю. Д ля однократно ионизованной молекулы коэффициент Ко  
будет равен е.  Если К о  не равен нулю, то величина коэффициентов 
K i ,  К г  и т. д. не имеет значения; при достаточно большом расстоя
нии от системы превалирует член /С0/̂ - Поэтому значение потенциала 
приближается к  потенциалу от точечного заряда, расположенного в 
начале координат,— то же справедливо и для поля. Все это достаточ
но ясно.

Предположим, что наша молекула нейтральна, так что коэффици
ент К  о равен нулю. Тогда мы должны рассмотреть второй член с ко
эффициентом

Так как  величина r'cos 0 равна просто г ' ,  то этот член характери
зует относительное смещение положительного и отрицательного за 
рядов в направлении точки А . Он отличен от нуля для распределе
ний, изображенных на рис. 9 .3 , где распределения положительных 
и отрицательных зарядов изображены раздельно. Действительно, 
все показанные на рисунке системы имеют приблизительно одно и 
то ж е значение Ki -

Полезно заметить, что если система зарядов в целом нейтральна, 
то значение К г не зависит от положения начала координат. Дей
ствительно, если мы заменим г '  на (z’+z'0), переместив таким

(7)

(8)
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образом начало координат, то значение интеграла не изменится: 
Л (г'  +  z'0) p d v '  —  ̂z'p dv '  -j- z'„ § p dv ', а последний интеграл для 
нейтральной системы зарядов всегда равен нулю.

Очевидно, что если /Со=0, a Ki¥=0, то потенциал вдоль оси г  
будет асимптотически изменяться как  1/г2 (такое приближение будет

+£■

Рис. 9 .3 . Н екоторы е р асп р едел ен и я  в ар яд о в  с К 0= 0, К ,ф О .  Это о зн ач ает , что в каж до м  
распределении полный з а р я д  равен  н улю , а дипольны й момент отличен от н у л я .

тем точнее, чем на большие расстояния мы удаляемся). Величина 
электрического поля будет вести себя асимптотически как  1/г3, 
в противоположность зависимости 1/г2 для поля точечного за 
ряда. Мы рассматриваем, конечно, только потенциал на оси г и вер

немся к  вопросу о точной форме поля после 
того, к ак  получим общее представление о 
ситуации.

Когда оба коэффициента, К о  и К и  
равны нулю, а коэффициент К 2 не равен 
нулю, то потенциал на больших расстоя
ниях будет вести себя как  Hr3, а величина 
поля будет падать как  1/г4. На рис. 9.4 
изображено распределение зарядов, для 
которого и Ко  и K i  равны нулю (эти коэф
фициенты равны нулю при любом выборе 
направления оси г), в то время как  коэф
фициент К г  не равен нулю.

Величины /Со, К и  К$,--- связаны с так  
называемыми моментами  распределения 

зарядов. Пользуясь этой терминологией, мы называем величину Ко,  
являющейся просто полным зарядом, монопольным моментом  или 
силой монополя. K i  представляет собой компоненту дипольного  
момента  распределения. Дипольный момент имеет размерность за 
ряда, умноженного на смещение, и является вектором, а коэффи
циент Кг  — его z-компонентой. Третья величина, К 2, относится

•+е

о-
-е ~е х

Р и с. 9 .4 . Д л я  тако го  расп р е
дел ен и я  зар я д о в  /Co= / C i= 0 , 
а К г Ф 0. Это распределение с 
к вадр уп о л ьн ы м  моментом, от

личным от н у л я .
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к квадрупольному моменту распределения, следующий коэффи
циент — к октупольному моменту и т. д .* ).

Описание распределения зарядов с помощью такой иерархии мо
ментов удобно тем, что помогает выделить как  раз те особенности 
распределения зарядов, которые определяют поле на большом рас
стоянии. Если бы нас интересовало только поле в непосредственной 
близости от распределения, то такое описание было бы бесполезным. 
Д л я  нашей основной задачи, т. е. для понимания того, что происхо
дит в диэлектрике, имеет значение только величина монопольного 
(полного заряда) и дипольного моментов молекул. Все другие мо
менты можно игнорировать. Если молекулы, образующие наше ве
щество, нейтральны, мы можем ограничиться рассмотрением только 
дипольных моментов.

9.3. Потенциал и поле диполя

Вклад диполя в потенциал в точке Л , находящейся на расстоянии 

г  от начала координат, дается выражением ( 1/г2) ' cos 0 р d v ' . Вместо 
величины /-'cos0, являющейся проекцией г ' на направление к точке 
А, можно написать г - г '.  Таким образом, выражение для потенциала, 
без ссылки на произвольную ось z, будет иметь вид

Это выражение дает величину потенциала в любой точке. Интеграл 
в уравнении (9) является дипольным моментом распределения зар я
дов. Он представляет собой вектор, имеющий размерность заряда, 
умноженного на расстояние. Обозначим вектор дипольного момента 
через р:

С помощью вектора дипольного момента р уравнение (9) можно 
записать так :

Электрическое поле равно градиенту этого потенциала, взятому 
со знаком минус. Чтобы выяснить, что представляет собой поле 
диполя, расположим диполь р в начале координат и направим его

*) Можно показать, что разложение источника на различные мультиполи од
нозначно определяет распределение зарядов. Д ругими словами, если нам известны 
силы всех мультиполей, мы можем «в принципе» получить р (х' , у ’ , г'). К вадру- 
польный момент и моменты высших порядков не являю тся векторами, а представ
ляю т собой более сложные образования.

(10)

(И)

299



по оси z (рис. 9.5). При таком расположении диполя
р  cos 0 9  =  4 ^ 5 - . (1 2 )

Потенциал и поле, конечно, симметричны относительно оси г. 
Рассмотрим плоскость xz, где cos0=z/(*2+ za),/«. В этой плоскости

Ф =
р г (13)

(х2 + г2)

Отсюда легко получить следующие компоненты электрического 
поля:

д<р_ 3рхг  _3р  sin  0 cos 0Er =
дх (л:2 +  г 2) 6/г

_ дерEz = -
д г

t Г___ Згз
[ ( л 2 +  г 2;

1
)5/а (Х2 + 22)3/2 Iи - (3 cos2 0 — 1)

(14)

Величина электрического поля диполя в любом направле
нии падает как 1/г3, что и следовало ожидать. Вдоль оси г  поле

Р я с . 9 .5 . Э лектрическое поле д и п о л я , изображ ен ное в ьиде си ловы х  линий
/ р cos
о= — Е х  =

3 р  sin 0 cos 0 
г 3

р (3  cos2 0 — 1) 
г3 )■

параллельно дипольному моменту р и равно 2 р /r3. В экваториальной 
плоскости поле антипараллельно р и равно — р/г3.

Поле диполя напоминает нам о другом поле, с которым мы уже 
встречались. Вспомним точечный заряд над проводящей плоскостью 
с ее «мнимым зарядом».

Самым простым распределением зарядов, имеющим дипольный 
момент, является, вероятно, пара точечных зарядов + q  и —q,
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разделенных расстоянием s. Д ля системы точечных зарядов интеграл 
(10) превращается в сумму. Дипольный момент нашей пары точечных 
зарядов равен qs и направлен от отрицательного заряда к положи
тельному. На рис. 9.6 изображено поле этой пары зарядов в основ
ном с целью показать, что поле вблизи зарядов не является полем 
диполя. Это распределение зарядов имеет много мультипольных

Ри с. 9 .6 . Э лектри ч еско е поле пары  р авн ы х  и противоп олож н ы х по з н ак у  точечных зар ядо в  
со о тветствует  полю д и п о л я  д л я  расстояни й , больш их по сравнению  с расстоянием  s м еж д у

зар яд ам и .

моментов, даже бесконечно много, так  что полем диполя можно счи
тать только «дальнее поле» на расстояниях r^>s.

Д ля получения поля диполя в начале координат мы должны s 
стремить к нулю, a q бесконечно увеличивать, чтобы произвел:ние 
p = q s  оставалось конечным. Эта в высшей степени странная абстрак
ция не представляет интереса. Мы понимаем, что распределение 
молекулярных зарядов создает весьма сложное поле вблизи молеку
лы, так  что представить эти поля в любом случае не легко. К счастью, 
нам это и не потребуется.

9.4. Вращающий момент и сила, действующая на диполь 
во внешнем поле

Предположим, что два зар яд а+ ^ и  —q механически соединены 
таким образом, что расстояние между зарядами s остается неизмен
ным. Можно представить себе заряды  прикрепленными к концам 
короткого непроводящего стержня длиной s. Назовем этот объект 
диполем. Его дипольный момент р  равен просто qs.

Поместим диполь во внешнее электрическое поле, т. е. в поле 
любого другого источника. Поле самого диполя нас пока не интере
сует. Рассмотрим сначала однородное электрическое поле на 
рис. 9 .7 , а. К концам диполя приложены силы, равные Eq, которые 
тян ут его положительный конец вправо, а отрицательный — влево.
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Полная сила, действующая на диполь, и вращающий момент в этом 
положении равны нулю. К диполю, повернутому на некоторый угол 
0 по отношению к направлению поля (рис. 9 .7, б), очевидно, прило
жен вращающий момент. В общем случае, если сила F приложена на 
расстоянии г от данной точки, вращающий момент равен N = rX F

(т. I, гл. 6). Располагая начало коорди
нат в центре диполя, так  что r= s ! 2, 
получим

N =  r X  F + +  (—г) X  F_, (15)

Р и с. 9 .7 . а )  Д и п о ль в однород
ном поле, б) Вращ аю щ ий момент, 
действую щ ий н а ди поль , N =р X Е; 
N — это  в екто р , н ап равлен н ы й  
п ер п ен ди кул яр н о  к  плоскости  
р и сун ка  («от н ас »), в) Р аб о та , 
з атр ач ен н ая  на поворот ди п о ля  
и з п о л о ж ен и я , п ар ал л ел ьн о го  
полю , в п олож ен ие, п оказан н ое 
н а ри сун ке» р авн а  р Я (1 — cos 0О).

где N — это вектор, перпендикулярный 
к рисунку, его величина равна

N — у  Eq sin  0 +  у  Eq sin  0=

=  sqE sin 0 =  pE  sin  0. (16)

Это выражение может быть записано 
короче:

N =  p X E .  (17)

Ориентация диполя на рис. 9 .7, а  
соответствует минимальной энергии. 
Д ля поворота диполя в любое другое 
положение необходимо затратить работу. 
Вычислим работу, требуемую для пово
рота диполя из положения, параллель
ного полю, на некоторый угол 0О, как  
показано на рис. 9.7, в. Поворот на бес
конечно малый угол dQ требует количе
ства работы Nd 0. Следовательно, пол
ная затраченная работа равна
е„ 0»

N dQ=  J pE  sin QdQ = pE  (1 — cos 0О). 
о о

(18)

Д ля того чтобы повернуть диполь 
на 0 о= л , требуется работа, равная 2рЕ.

Полная сила, действующая на ди
поль в любом однородном поле, равна, 

очевидно, нулю независимо от ориентации диполя. В неоднород
ном поле силы, приложенные к двум концам диполя, не будут 
совершенно одинаковыми и противоположно направленными, по
этому будет существовать некоторая полная сила, действующая 
на диполь. Простым примером является диполь в поле точечного 
заряда Q. Когда диполь направлен по радиусу, как  на рис. 9 .8 , а, 
положительным концом к положительному заряду Q, то полная
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сила направлена от заряда и величина ее равна

F - = ( ? ) £  +  (- -Я) Q
(.r +  S ) * '

(19)

Д ля s <<с г  нам достаточно вычислить ее с точностью до первого 
порядка относительно sir, что и делается следующим образом:

F = qQ 1-
i + -

1 1 ~|
~  г2 1

+ 1

.2  sqQ
(20)

Сила, выраженная через дипольный момент р,  равна просто
2 pQF-- (21)

На диполь, расположенный под прямым углом к полю, как  на 
рис. 9 .8, б, такж е действует сила. В данном случае силы приложены 
к двум концам диполя и, хотя они равны 
по величине, они не точно противопо
ложны по направлению.

Нетрудно вывести общую формулу 
для силы, действующей на диполь в 
неоднородном электрическом поле. Сила 
существенно зависит от градиентов раз
личных компонент поля. В общем случае 
^-компонента силы, действующей на 
диполь с моментом р, равна

Р х =  p*grad Ех. (22)

Можно написать соответствующие фор
мулы для Fy и F z.

9.5. Атомные и молекулярные диполи; 
индуцированные дипольные моменты

Изучая распределения зарядов в 
атоме или молекуле, мы используем 
классические понятия для описания си
стемы, которая в действительности я в 
ляется квантовомеханической. Кроме 
того, мы считаем статической систему, 
в которой частицы в действительности 
находятся в непрерывном движении.
Позднее, в т. IV, мы увидим, что кван
товая механика не опровергает, а , наоборот, поддерживает и 
подтверждает картину, которую мы собираемся нарисовать.

Рассмотрим самый простой атом — атом водорода, состоящий 
из ядра и одного электрона. Представим себе, как  это было сделано 
в первой модели атома, разработанной Нильсом Бором, что отри-

Рис. 9 .8 . С ила, дей ствую щ ая  на 
ди п оль в неоднородном поле. 
а )  Р езул ьти р ую щ ая  си л а , д ей ст 
вую щ ая  на ди поль , н ап р авл ен а  
по р ад и у с у , б) Р езул ьти р ую щ ая  
си л а , дей ствую щ ая н а ди п оль , 

н ап равлен а в вер х .
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цательно заряженный электрон вращается вокруг положительного 
ядра, подобно вращению планеты вокруг Солнца. Мы приходим 
тогда к заключению, что атом имеет в любой момент времени элект
рический дипольный момент. Вектор дипольного момента р направ
лен параллельно радиусу-вектору электрон — протон и равен з а 
ряду е,  умноженному на расстояние между электроном и протоном. 
Направление этого вектора при движении электрона по орбите 
непрерывно и быстро меняется. Очевидно, что среднее по времени 
значение р для круговой орбиты будет равно нулю. Следует, одна
ко, ожидать, что периодически меняющиеся компоненты дипольного 
момента вызовут быстрые колебания электрического поля и соз
дадут электромагнитное излучение. Отсутствие такого излучения 
в нормальном атоме водорода было одним из величайших парадок
сов начального периода квантовой физики.

Современная квантовая механика говорит нам, что атом водо
рода в состоянии с наинизшей энергией (обычное состояние боль
шинства атомов водорода во Вселенной) следует представлять себе 
как  сферически симметричное образование, в котором электронный 
заряд распределен в среднем по времени в виде облака, окружаю 
щего ядро. Ничто не вращ ается и не колеблется. Если бы мы могли 
сделать моментальный снимок с временем экспозиции меньше 
10~16 с ек,  то нам удалось бы различить электрон, расположенный на 
некотором расстоянии от ядра. Но для более продолжительных про
цессов имеет место непрерывное распределение окружающего ядро 
отрицательного заряда, простирающееся во всех направлениях 
с равномерно уменьшающейся плотностью. Полный заряд в таком 
распределении равен —е, т. е. заряду электрона. Примерно поло
вина заряда расположена в сфере с радиусом 0,5 А (0 ,5-10~8 см). 
Плотность убывает экспоненциально; сфера с радиусом, равным 
только 2,2 А, содержит 99% заряда.

Подобное представление пригодно и для других атомов и моле
кул . При этом ядра в молекулах можно считать точечными зарядами. 
Их размеры слишком малы, чтобы это как-то сказалось на наших 
рассуждениях.

Электронную структуру молекулы в целом можно представить 
в виде облака отрицательного заряда с непрерывно меняющейся 
плотностью. Форма этого облака и изменение плотности заряда 
в нем будут, конечно, различными для разных молекул. Но по краям 
облака плотность будет всегда экспоненциально уменьшаться, так 
что имеет смысл говорить о размерах и форме молекулярного рас
пределения зарядов. На рис. 9.9 показано распределение зарядов 
в обыкновенном атоме водорода. Оно представляет собой попереч
ное сечение сферически симметричного облака с плотностью, про
порциональной степени почернения. Очевидно, что дипольный мо
мент такого распределения равен нулю. Это справедливо для любого 
атома в состоянии наинизшей энергии, независимо от количества 
содержащихся в нем электронов, так  как  во всех таких состояниях 
распределение электронов обладает сферической симметрией. Это
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справедливо такж е для любого ионизованного атома, несмотря на 
то, что ион, конечно, имеет «монопольный момент», т. е. его полный 
заряд  не равен нулю.

До сих пор мы не узнали ничего особенно интересного. Поместим 
теперь атом водорода в электрическое поле, созданное каким-нибудь 
внешним источником, как  на рис. 9.10. Электрическое поле дефор
мирует атом, перемещая отрицательные заряды вниз, а положитель
ное ядро вверх. Деформированный атом будет иметь электрический 
дипольный момент, потому что «центры тяжести» положительного 
и отрицательного зарядов больше не совпадают.

Мы можем воспользоваться определенной моделью атома водо
рода для оценки порядка величины ожидаемой деформации. Пред
положим, что при отсутст
вии электрического поля от
рицательный электрический 
заряд е  распределен с посто
янной плотностью в сфере

' \

Р и с. 9 .9 . С реднее по времени р ас
пределение з ар я д о в  в атоме водо
ро да. Затем нени е со о тветствует плот
ности расп р еделен и я  з а р я д а  эл е к 

тр он а.

радиусом а, вне которой он равен нулю. На рис. 9.11 показана гр у 
бая модель действительного распределения, изображенного на 
рис. 9.9. Предположим, что в поле Е этот отрицательный заряд со
храняет форму шара и свою плотность и только смещается отно
сительно ядра, так  что ядро оказывается на некотором расстоянии 
b от центра сферы (рис. 9.12). В состоянии равновесия сила, обус
ловленная присутствием электрического поля Е, равная еЕ и застав
ляющая ядро смещаться вверх, должна быть уравновешена силой 
притяжения, вызванной облаком отрицательного заряда и направ
ленной вниз. Эта сила тянет ядро к  центру облака заряда. Д ля оп
ределения ее величины вспомним, что электрическое поле внутри 
сферического распределения зарядов в точке, удаленной на b см 
от центра, создается зарядом, находящимся внутри сферы радиусом 
Ь. В нашем случае величина заряда внутри сферы радиусом b равна

S 4  .4- 4- 4- 4- 4- + 4- |

Р и с . 9 .1 0 . В электри ч еско е поле отрица
тельн ы й  з а р я д  у в л е к а е т с я  в одн у сторо ну, 
а  п олож и тельное ядро  в д р угую . П осле 
у с т ан о вл ен и я  р авн о веси я  форма ато м а о к а 

зы в ае тс я  н еско лько  и скаж ен н ой .
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(Ыа)3е, так  как  е  представляет собой величину заряда внутри сферы 
радиусом а. Следовательно, в месте расположения ядра поле, соз
даваемое электронным облаком, равно (1 /Ь2)е(Ь/а)3, или eb/a3. 
Принимая эту величину поля равной величине приложенного 
поля Е, мы получим условие равновесия:

eb откуда аъЕ (2,3)

Д ля простоты примем радиус а  равным 1 А , или 10~8 см. Мы 
утверждали, что в сфере с таким радиусом в действительном распре
делении оказывается б ол ьш а я  часть заряда. Величину Е примем 
равной 100 ед. СГСЭу/си«, т. е. . . .
30 000 в /см. Д ля полей, доступ- ”  "* ”
ных в лабораторных услови
ях , это довольно сильное поле.

Ч-4- + 4 -+  + Ф + Ф

Рис. 9 .11 . П ри бли ж ен н ая м о дель ато м а  водо
рода. Отрицательный  з а р я д  с равномерной 
плотностью  зап о лн яет сф сру ради усом  а ,  с 

центром в ядр е .

Рис. 9 .12 . Р авн овеси е во  внеш нем поле: 
ядро  и центр сф ерического ш ара отри ца
тельного зар я д а  смещ ены на рассто я

ние Ь.

Подставляя в уравнение (23) эти значения а и Е, получим для ве
личины b значение, равное 2- 10~1а см.  Мы видим, что деформация 
атома весьма невелика. Смещение составляет около 1 0 '5 от ради
уса атома, оно немного б ол ьш е  радиуса ядра. Результирующий 
электрический момент диполя равен eb, так  что выражение, связы 
вающее дипольный момент и величину поля в этой модели, имеет 
вид

р  =  еЪ = а?Е. (24)

Вектор дипольного момента направлен вверх, т. е. совпадает 
по направлению с электрическим полем.

Обратите внимание, что дипольный момент просто пропорцио
нален величине приложенного поля. Можно ожидать, что это 
будет справедливо и для реального атома, по крайней мере при 
малых деформациях, и наши вычисления показывают, что умерен
ные лабораторные поля деформируют атом весьма мало. Таким спо
собом можно поляризовать любой атом. При этом мы говорим, что 
дипольный момент индуцируется электрическим полем Е. В каж 
дом конкретном случае оказывается, что момент р пропорционален 
полю Е:

р =  аЕ , (25)
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Постоянная а  является характеристикой атома и называется 
атомной поляризуемостью.

Д ля нашей модели атома водорода поляризуемость а  равна а3. 
Заметьте, что а  имеет размерность объема. Точное квантово
механическое вычисление поляризуемости атома водорода дает 
а  =  (9/2) а%, где а0 представляет собой «боровский радиус», равный 
0 ,5 2 -10~8 см и характеризующий протяженность атома Н в его 
нормальном состоянии. В табл. 9.2 приведены экспериментально 
определенные атомные поляризуемости некоторых атомов.

Т а б л и ц а  9.2

Атомная поляризуемость в единицах 10-24 с м 3

Элемент Н Не Li Be С Ne Na Ar К

а 0 ,6 6 0,21 12 9 ,3 1 ,5 0 ,4 27 1 .6 34

Приведенные в таблице атомы расположены в порядке возраста
ния числа электронов. Обратите внимание на широкий диапазон 
значений а .  Если вы знакомы с периодической таблицей элементов, 
вы можете заметить некоторую закономерность в приведенных 
данных. Водород и щелочные металлы — литий, натрий и калий, 
которые расположены в первом столбце периодической таблицы, 
имеют большие значения а ,  которые увеличиваются с возрастанием 
атомного номера от водорода до калия. У благородных газов атом
ные поляризуемости гораздо меньше, но они 
такж е возрастают в пределах своего семейст
ва — от гелия к неону, от неона к криптону.
Очевидно, атомы щелочных металлов легко 
деформируются электрическим полем, в то 
время к ак  электронная структура атома бла
городного газа является более жесткой. В 
структуре атома щелочного металла имеется 
слабо связанный, внешний, или «валентный», 
электрон, который и является причиной его 
легкой поляризуемости.

Когда молекулу помещают в электриче
ское поле, в ней такж е возникает индуциро
ванный дипольный момент. М олекула метана, изображенная на рис. 
9.13, состоит из четырех атомов водорода, расположенных по углам 
тетраэдра с атомом углерода в центре. Электрическая поляризуе
мость этой молекулы, определенная экспериментальным путем, равна

2 ,6 - 10~24 см9.
Интересно сравнить эту величину с суммой поляризуемостей 

атома углерода и четырех отдельных атомов водорода. Пользуясь

Рис. 9 .13 . М о л екул а  ме
тан а , состоящ ая из четы
р е х  атомов водорода и од

ного атом а у гл е р о д а .

307



данными табл. 9.2, находим, что а с  + 4 а н =4,1 • 10~24 см 3. Очевидно, 
соединение атомов в молекулу как-то изменило электронную струк
туру. Измерения атомных и молекулярных поляризуемостей давно 
используются химиками для изучения структуры молекул.

9.6. Тензор поляризуемости

Молекулы являю тся, естественно, менее симметричными образо
ваниями, чем атомы. Это увеличивает возможность возникновения 
индуцированного дипольного момента, не параллельного наводя
щему его электрическому полю. Рассмотрим молекулу двуокиси 
углерода. Это — линейная «сигароподобная» молекула; образую
щие ее атомы расположены так , к ак  показано на рис. 9.14, а. Было

Рис. 9 .14 . а )  М о л екул а  д вуо ки си  у гл е р о д а  п о л яр и зуется  гораздо  л егч е  в н ап равлен и и , п а 
раллельно м  ее длинной оси, чем п ер п ен ди куляр н о  к  ней. б) Это озн ачает , что компонента 
прилож енного п оля Е  ц д ей ств ует  более сильно, чем Е в )  Т аки м  образом , н ап р авлен и е в е к 

тора индуцированной п о ляр и зац и и  р не п ар аллельн о  п ри лож енн ом у полю Е;

бы удивительно, если бы такая  электронная структура одинаково 
реагировала на продольную и поперечную деформации. Следует, 
в общем, ожидать, что электрическое поле, приложенное парал
лельно оси, вызовет индуцированный дипольный момент, отличный 
по величине от момента, индуцированного полем той ж е величи
ны, приложенным под прямым углом к оси молекулы. Дейст
вительно, поляризуемость молекулы С 02 равна 4 ,05-10 - 24 см3 для 
поля, приложенного параллельно оси, и немного меньше половины 
этой величины для поперечного поля. Молекула имеет две поляри
зуемости, которые можно обозначить через ац и а±.  Что произойдет, 
если мы приложим поле в каком-либо другом направлении, как  это 
показано на рис. 9.14, б?  Результат легко предсказать. Поскольку 
мы имеем дело с линейным *) явлением (действие прямо пропор
ционально причине, вызывающей его), то справедлив принцип 
суперпозиции. Мы можем разложить поле Е на компоненты, 
параллельную и перпендикулярную к оси молекулы: Е^=Е  cos0 
и Ej =E  sin 0. Можно представить себе эти компоненты при

*)  Мы имеем дело такж е  с линейной молекулой (атомы расположены по пря
мой линии)! Слово «линейная» имеет, конечно, совершенно различные значения 
в этих двух  случаях.
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ложенными по отдельности и затем получить вектор результирую
щего момента. £ц создает момент вдоль оси молекулы, равный р  и =  
= а м £,] =  ар Е cos 0.

Поле Ej_ вызывает момент, перпендикулярный к оси: 
P i = a L E sin 0. Сложив эти моменты, мы получим магнитный мо
мент р, вызванный начальным полем Е. Вектор дипольного момента 
р не параллелен полю Е, если а ^ ф а _L. Он отклонен в сторону векто
ра большей поляризуемости. (Можете ли вы указать механический 
аналог такого поведения?)

Этот пример показывает, что поляризуемость молекулы опреде
ляется не простым числом, скаляром, а скорее рядом коэффициен
тов, которые связывают линейным образом компоненты одного век 
тора, в данном случае р, с компонентами другого вектора, Е. Этот 
ряд коэффициентов называется тензором. Наиболее общее выраже
ние такого вида содержит девять коэффициентов и может быть запи
сано следующим образом:

Д евять коэффициентов а ,  определенных этим выражением, обра
зуют так  называемый тензор поляризуемости.

В примере с молекулой С 0 2, если ось х ориентирована вдоль оси 
молекулы, коэффициенты а хх= а п; a y y = a zz= a ±, а шесть остальных 
равны нулю. При выборе другого направления для осей координат, 
скажем , под углом в 30° к оси молекулы, поле Е в направлении оси 
х, к ак  показано на рис. 9.14, в, создает дипольный момент р, имею
щий компоненту в направлении оси z. Тогда а гх не будет равно 
нулю. (Вы можете определить эту величину, разложив Е на компо
ненты: параллельную и перпендикулярную к оси молекулы, опре
делив поляризацию, индуцированную этими компонентами, и затем 
z-компоненту результирующего вектора поляризации). Таким обра
зом, элементы тензора поляризуемости зависят от ориентации осей 
координат. При повороте осей координат эти элементы преобра
зуются таким образом, чтобы соотношение между векторами Е и 
р не изменилось: оно может зависеть только от направления Е по 
отношению к физической оси молекулы, а не от того, как мы рас
положим оси х, у  и z. Мы не станем выводить здесь правила преобра
зования коэффициентов тензора. Они аналогичны правилам для 
преобразования компонент вектора. Если вы хотите заняться этим 
с минимальной затратой времени, то можете получить их для д в у 
мерного случая задачи 9.23.

В тензоре поляризуемости а  только шесть коэффициентов из 
девяти являю тся независимыми. Можно доказать, что а ху= а ух, 
v-xz~ctzx и a yz= a zy. Таким образом, квадратная матрица всех девяти 
чисел всегда симметрична относительно главной диагонали. Сим
метрия тензора является одним из самых замечательных физических

(26)
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фактов, которые заслуживаю т внимания. Она означает, что по
ле Е, приложенное в направлении оси х, всегда вызывает г- 
компоненту поляризации, в точности равную х-компоненте поля
ризации, которая была бы вызвана равным полем, приложенным 
вдоль оси г. Если это каж ется вам очевидным или тривиальным, 
вспомните, что это справедливо даже для совершенно несимметрич
ной молекулы, например, для изображенной на рис. 9.15. Симмет

рия, аналогичная теореме взаимности, 
которую, в виде равенства взаимных ин
дуктивностей, мы доказали в разделе 7.7, 
возникает не только из чисто геометриче
ских условий, но из чего-то более слож
ного. В задаче 9.22 показано, как  можно 
доказать симметрию тензора поляризуе
мости.

Из симметрии тензора поляризуемости 
а  следует, что координатные оси всегда 
можно расположить таким образом, что 
«внедиагональные» коэффициенты а ху и т. д. 
будут равны нулю. В такой системе коор
динат поляризуемость молекулы полностью 
описывается тремя числами а хх, а уу и а г г . 

Это справедливо даж е для молекулы, которая сама совершенно 
несимметрична. У  нас нет времени, чтобы подробно заняться этими 
свойствами поляризуемости. Они чрезвычайно важны для пони
мания оптических свойств молекул и известны в данное время, 
пожалуй, даже больше химикам, чем физикам. Главной целью от
ступления в область тензора поляризуемости было ознакомление 
при помощи этого легко усваиваемого примера с природой тензора.

Р и с. 9 .15 . Н есимм етричная 
м о л еку л а  бромохлороф торо- 
м етан а . Это метан с тр ем я  
различными галои дам и , зам е- 
щ яющ ими три атома водорода. 
Все дли ны  связей  и у гл ы  те 
тр аэдр а  н еско лько  разли чн ы .

9.7. Собственные дипольные моменты

Некоторые молекулы так  устроены, что имеют электрические 
дипольные моменты даж е в отсутствие электрического поля. Они не 
симметричны даже в нормальном состоянии. Пример такой молеку
лы показан на рис. 9.15. Более простым примером может служить 
любая двухатомная молекула, состоящая из двух различных ато
мов, например, соляная кислота НС1. На оси такой молекулы нет 
ни одной точки, относительно которой молекула была бы симмет
рична; оба конца молекулы физически различны. Совпадение «цент
ров тяжести» положительного и отрицательного зарядов в одной 
и той же точке на оси было бы чистой случайностью. При образова
нии молекулы НС1 из первоначально сферических атомов Н и С1 
электрон атома Н частично сдвигается по структуре С1, оставляя 
ядро водорода частично обнаженным. Таким образом, на водород
ном конце молекулы имеется некоторый избыток положительных 
зарядов, а на конце с хлором соответствующий избыток отрица
тельных зарядов.
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Величина результирующего электрического дипольного момента 
равна 1,03* 10~18 ед. СТСдд -см,  что эквивалентно сдвигу электрона 
на одну пятую ангстрема. Д ля сравнения укаж ем , что атом водо
рода в поле 30 кв/см (поляризуемость см. в табл. 9.2) имеет индуци
рованный момент, близкий к 10“ 22 ед. СГСЭд -см. Собственные ди
польные моменты, если они существуют, как  правило, гораздо 
больше любого дипольного момента, индуцированного обычными 
лабораторными электрическими полями *). Это означает, что между 
полярными молекулами, т. е. молекулами с «вмонтированными» 
дипольными моментами, и неполярными молекулами существует 
очень резкое различие.

В начале раздела 9.5 было указано, что атом водорода имеет 
в любой момент времени дипольный момент, но благодаря быстрому 
движению электрона этот момент в среднем по времени равен нулю. 
Теперь мы говорим о молекулярных дипольных моментах таким 
образом, как  будто молекула является обычным неподвижным пред
метом, концы которого можно рассмотреть без усилий подобно 
концам бейзбольной биты! Молекулы движутся гораздо медленнее, 
чем электроны, однако по сравнению с обычными объектами ско
рость их велика. Почему им можно приписать «собственные» элект
рические дипольные моменты? Хорошо, если это противоречие вас 
беспокоит. Полного ответа на этот вопрос без привлечения кванто
вой механики дать нельзя, но различие связано в основном с р аз
личием в шкале времени. Время взаимодействия молекулы с ее 
окружением обычно меньше времени, в течение которого происхо
дят усреднение и сглаживание дипольного момента молекулы в ре
зультате ее внутреннего движения. Следовательно, молекула в дей
ствительности ведет себя так , к ак  будто у нее имеется момент, о 
котором мы говорили. Очень короткий промежуток времени взаи
модействия для мира молекулы и ее соседей является весьма про
должительным.

На рис. 9.16 изображено несколько обычных полярных молекул, 
причем для каждой молекулы указаны  направления и величины 
собственных дипольных моментов. М олекула воды имеет электриче
ский дипольный момент, потому что она согнута в середине: оси
О—Н составляют угол, близкий к  105°. Эта структурная особен
ность имеет далеко идущие последствия. Свойства воды как  раст
ворителя объясняются главным образом существованием у ее моле
кул  дипольного момента. Этот момент играет такж е важную роль в 
химических реакциях, происходящих в присутствии воды. Трудно 
вообразить, на что был бы похож мир, если бы атомы в молекуле Н 20  
были расположены по прямой линии, как  в молекуле С 0 2; вероятно, 
наблюдать это было бы некому. Следует добавить, что форма моле

*) Причина заклю чается в следующем: внутренние электрические поля в ато
мах и молекулах имеют порядок е/(10—8 см)2, что составляет примерно 109 в/см\ 
Вещество в лаборатории нельзя поместить в такое поле по той простой причине, 
что поле разорвало бы его на кусочки.
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кулы Н 20  не является капризом природы. Т акая структура молеку
лы, состоящей из атома с восемью электронами, соединенного с двумя 
атомами с одним электроном каждый, обоснована законами кван
товой механики. Поведение диэлектрика, состоящего из полярных 
молекул, поразительно отличается от поведения диэлектрика из 
неполярных молекул. Диэлектрическая постоянная воды равна 
приблизительно 80, метилового спирта 33, в то время к ак  диэлект
рическая постоянная типичной неполярной жидкости близка к 2. 
Электрическое поле, приложенное к неполярному веществу, инду
цирует в каждой молекуле небольшой дипольный момент. В поляр
ном веществе всегда имеются достаточно сильные диполи, но при

Соляная
кислота

Аммиак

Окись
углерода.

Вода.

Метанол

\р = 1,84

Р и с. 9 .16 . Н еско лько  и звестн ы х  п о л яр н ы х  м о л еку л . Величины «со б ствен н ы х» ди польны х 
моментов р д ан ы  в еди ни цах X0 — 18 ед. СГСЭq -см.

отсутствии внешнего поля они направлены случайным образом и 
поэтому не вызывают явлений макроскопического масштаба. При
ложенное электрическое поле только ориентирует — в некоторой 
степени — постоянные дипольные моменты. В обоих типах диэлект
риков макроскопические эффекты определяются, однако, полной 
поляризацией, приходящейся на единицу объема.

9.8. Электрическое поле, созданное поляризованным веществом

Предположим, что мы создаем какой-то кусок вещества, собирая 
очень большое количество молекул в первоначально пустую об
ласть пространства. Предположим такж е, что все эти молекулы по
ляризованы в одном и том же направлении.

Пока нас не интересует ни природа молекул, ни средства, с по
мощью которых сохраняется их поляризация. Мы рассматриваем 
только электрическое поле, вызываемое молекулами, когда они
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находятся в этом состоянии; позднее мы включим в рассмотрение 
любые поля от других источников, которые могут находиться в ок
рестности. Если угодно, можно вообразить, что речь идет о молеку
лах с постоянными дипольными моментами, которые расположены 
параллельно друг другу и застыли в таком положении. Все, что нам 
нужно знать,— это число диполей N на кубический сантиметр и 
момент каждого диполя р. Предположим, что N настолько велико, 
что любой макроскопически малый объем dv  содержит еще большое 
количество диполей. Полный дипольный момент в таком объеме 
равен рN dv.  В любой точке, расстояние которой от этого элемента

Рис. 9 .17 . С толбик из поляризован ного  вещ ества  (а ) со здает так о е  ж е  поле в любой внеш ней 
точке А ,  к а к  д в а  з ар я д а , р асп о ло ж ен н ы х  на ко н ц ах  столби ка (б).

объема велико по сравнению с его размерами, электрическое поле от 
находящихся в объеме диполей будет практически таким ж е, как  
поле заменяющего их единичного дипольного момента величиной 
pjV dv.  Назовем произведение pN плотностью поляризации и обо
значим его через Р. Это — векторная величина с размерностью 
заряд - см/см3, или заряд -/см2. Тогда Р d v  является дипольным мо
ментом малого элемента объема dv.  С помощью этого дипольного 
момента можно вычислить электрическое поле на некотором 
расстоянии от dv.  Заметим, что наше вещество составлено только 
из нейтральных молекул; полный заряд  системы или даже отдель
ной молекулы равен нулю, так  что мы должны рассматривать в к а 
честве источников далекого поля только дипольные моменты.

На рис. 9.17 изображен тонкий столбик (или цилиндр) такого 
поляризованного вещества. Поперечное сечение столбика равно da, 
а по вертикали его размеры ограничены координатами и z2. 
Плотность поляризации Р в столбике постоянна и направлена в по
ложительном направлении оси г. Нам нужно вычислить электри
ческий потенциал, созданный этим столбиком поляризованного
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вещества, в некоторой внешней точке. Элемент цилиндра высотой 
dz имеет дипольный момент Р d v = 9  da  dz. Его вклад  в потенциал 
в точке А можно записать на основании формулы (12) для потенци
ала диполя следующим образом:

, Р da dz cos 0
d<i>A = -------------j i -------------• ( 27)

Потенциал, обусловленный всем столбиком, равен
Zn

п , C d z c os 9 / 0 0 ,ФA = P d a ^  -—р г -  . (28)

Это выражение проще, чем каж ется: dz cos 0 равно —dr,  таким обра
зом, подынтегральное выражение является полным дифференциа
лом d{\!r). После интегрирования получаем

^ = p d a i r - ^ ] -  <29>
Уравнение (29) полностью идентично выражению для потен

циала в точке А, создаваемого двумя точечными зарядами: 
положительным зарядом величины Р  da,  расположенным на вер
шине столбика на расстоянии г2 от А , и отрицательным зарядом той 
же величины на нижней части столбика. Источник, состоящий из 
столбика однородно поляризованного вещества, эквивалентен двум 
концентрированным зарядам , по крайней мере в отношении его 
поля, во всех внешних точках.

Это положение можно строго доказать иначе, без всякой мате
матики. Рассмотрим элемент столбика высотой dz, имеющий ди
польный момент, равный Р da  dz. Заменим его неполяризованным 
изолятором того же размера и формы и поместим заряд  + Р  da  на 
верхнюю часть этого элемента столбика и заряд —Р  da  на нижнюю. 
Теперь этот маленький элемент имеет тот же дипольный момент, 
как  элемент нашего первоначального столбика, и, следовательно, 
вносит такой же вклад  в поле в любой удаленной точке А. (Поле 
внутри нашего заменителя или очень близко от него может отли
чаться от поля оригинала,— для нас это не имеет значения.) Теперь 
возьмем ряд таких элементов и поставим их друг на друга , чтобы 
получить столбик, похожий на поляризованный. Этот ряд элемен
тов должен создать такое же поле в точке Л, как  целый столбик, так 
как  каждый элемент вносит такой же вклад, как  его двойник в ори
гинале (рис. 9.17, б). Посмотрим теперь, что у  нас получилось! 
В месте каждого соединения положительный заряд вершины одного 
из элементов совпадает с отрицательным зарядом нижней части 
элемента, находящегося над ним, так  что суммарный заряд  равен 
нулю. Некомпенсированными остаются только отрицательный за 
ряд —Р da  у  основания нижнего элемента и положительный з а 
ряд + Р  da  на вершине верхнего элемента. Они каж утся точечными 
зарядами, если смотреть на них из удаленной точки, такой, на
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пример, как  А; следовательно, мы пришли к выводу, что два таких 
заряда создают в точке А в точности такое ж е поле, как  наш стол
бик поляризованного вещества.

Без дальнейших вычислений можно распространить эти рассуж 
дения на пластину или прямой цилиндр любых размеров, равномер
но поляризованный в направлении, перпендикулярном к их па
раллельным сторонам (рис. 9 .18, а). Пластину можно просто раз
делить на некоторое количество столбиков (полосок), и внешний 
потенциал будет равен сумме вкладов столбиков, каждый из которых 
можно заменить зарядом на обоих концах. Заряды Р  da  на концах

а) ф.
Р и с. 9 .1 8 . Внеш ние п оля пластины  из п о л яр и зо ван н о го  м атер и ал а  (а) и д в у х  зар я ж е н н ы х

слоев (б) экби вален тн ы .

каждого столбика площадью da  образуют однородный слой поверх
ностного заряда плотностью а = Р  ед. СГСЭ? на единицу площади. 
Следовательно, потенциал всюду вне однородно поляризованной 
пластины или цилиндра будет точно такой же, к ак  от двух слоев 
поверхностных зарядов с постоянной плотностью а —-\-Р и а  = —Р,  
расположенных на верхней и нижней поверхностях пластины 
(рис. 9 .18, б).

Пока что мы ничего не можем сказать о поле внутри пластины. 
Однако нам известны потенциалы во всех точках на поверхности 
пластины, сверху, снизу, со всех сторон. Любые две точки А и В,  
находящиеся на противоположных поверхностях, можно соединить 
линией, проходящей целиком во внешнем поле, т а к  что линейный
интеграл J E-rfs полностью определен этим полем. Он должен быть 
равен интегралу по пути А'В'  на рис. 9.18, б.  Точка, расположен
ная непосредственно на поверхности диэлектрика, должна быть вне 
действия интенсивных молекулярных полей, т. е. «ближнего поля» 
молекулы, которое мы не принимали во внимание. Условимся опре
делять границу диэлектрика к ак  поверхность, находящуюся на 
достаточно большом расстоянии от самого близкого к поверхности 
атомного ядра,— 10 или 20 А будет достаточно. При этом «ближние 
поля» отдельных атомов в любой точке вне этой границы будут вно
сить пренебрежимо малый вклад в линейный интеграл от А до В.

Имея это в виду, рассмотрим тонкую и широкую пластину поля
ризованного вещества толщиной t, поперечное сечение которой
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изображено на рис. 9.19, а . На рис. 9.19, б показаны поперечные 
сечения двух эквивалентных заряженных слоев.

Поле, создаваемое системой из двух заряженных слоев в прост
ранстве по обеим сторонам слоев и между ними, нам известно. 
Поле между слоями далеко от краев равно 4яст и направлено 
вниз, а разность потенциалов между точками А' и В'  равна, 
следовательно, 4па( ед. СГЭСг . Точно такая ж е разность потен
циалов должна быть между соответствующими точками А и В

на нашей поляризованной пластине, 
потому что полное внешнее поле в 
обеих системах одно и то же.

Совпадают ли поля такж е и внутри? 
Конечно, нет, так  как  пластина, в от
личие от модели, заполнена положитель
ными ядрами и электронами, с полями 
в миллионы вольт на сантиметр, направ
ленными различным образом. Сущест
вует, однако, величина, которая явл я
ется для них одинаковой. Это — линей
ный интеграл от поля, вычисленный по 
любому внутреннему пути от А до 
В;  он должен быть равен <рв — дь,, что, 
к ак  мы видим, равно величине фВ,— срА 

которая равна 4n o t  или 4 яPt.  Это должно быть так , поскольку вне
сение атомных зарядов, независимо от их распределения, не может 
изменить консервативного характера электрического поля, выра

женного в утверждении, что J E’ds  не зависит от пути и ли п й Е = 0 .
Мы знаем, что на рис. 9.19, б  разность потенциалов между верх

ним и нижним слоями приблизительно постоянна, за исключением 
краев, так как  внутреннее электрическое поле является практи
чески однородным. Следовательно, в центральной области нашей 
поляризованной пластины разность потенциалов между верхней
и нижней поверхностями такж е должна быть величиной постоянной.

в
В этой области линейный интеграл J E*ds, взятый от любой точ-

А

ки А на верхней поверхности пластины до любой точки В  на ниж
ней поверхности по любому пути, должен иметь одной то ж е зна
чение 4nPL На рис. 9.20 приведено «увеличенное изображение» 
центральной области пластины, на котором поляризованные моле
кулы напоминают молекулы Н 20  и все одинаково ориентированы. 
Мы не пытались изобразить сильные поля, существующие между 
молекулами и внутри них. (На расстоянии в 10А от молекулы 
воды ее поле составляет несколько сотен киловольт на сантиметр, 
в чем можно убедиться с помощью табл. 9.1 и уравнения (14).) 
Представьте себе некоторые довольно сложные конфигурации по
лей в окрестности каждой молекулы. Величина Е, которая входит

'** . J
...........у  у  17*

- -------- j )

*+++++*++++“Г,

0=-р Т'~~~...........

6 = Р  А ++++++++*++++++*+++

Ф
Рис. 9 .19 . а)  Линейный и н теграл  
от Е на п ути  от Л до В  долж ен  
быть одинаковы м д л я  в сех  п у 
тей, внутрен ни х и внеш них, 
т а к  к а к  внутренние («м и кр о ско п и 
ческое», или «атомное») э л ектр и 
ческие п оля т а к ж е  ко н сервати вн ы  
(rot Е = 0 ). Э квивалентны е з а р я 
ж енны е слои (б) имею т т ак о е  

ж е  внеш нее поле.
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в интеграл j  E'ds ,  является полным электрическим полем в дан
ной точке пространства, внутри или вне молекулы; вышеупомя
нутые сложные и интенсивные поля входят в это поле. И так, мы 
пришли к замечательному выводу, что любой путь через этот сум 
бур зарядов и полей, огибающий молекулы или проходящий 
сквозь них, должен дать одинаковое значение линейного интегра
л а , а именно то значение, которое мы определили в системе, изобра
женной на рис. 9.19, б,  где поле совершенно однородно и имеет 
величину, равную 4яР . Это означает, что усредненное по объему

Р и с . 9 .2 0 . Линейный и нтеграл  реального м и кроскоп ического  п о л я  по лю бому пути от А до

электрическое поле внутри нашей поляризованной пластины 
должно быть равно — 4лР. Под усредненным по некоторому 
объему V значением поля Е, которое мы обозначим через <Е>К, 
мы понимаем следующую величину:

Один из способов беспристрастного исследования поля в боль
шом количестве равных малых элементов объема dv ,  на которые мож
но разделить весь объем V, заключается в измерении поля вдоль 
каждой линии в «пучке» тесно расположенных параллельных ли
ний. Мы только что убедились в том, что линейный интеграл от 
Е вдоль любого из таких путей является таким же, как  если бы 
мы имели дело с постоянным электрическим полем величиной 
—4л Р. Отсюда следует, что <Е>=—4лР.

Это среднее поле является величиной макроскопической. Объем, 
по которому мы производим усреднение, должен быть достаточно 
большим, чтобы содержать очень много молекул, в противном сл у 
чае это среднее будет сильно изменяться от одного такого объема 
к  другому. Среднее поле <Е>^, определенное уравнением (30), я в 

А

f

В

В  имеет одно и то  ж е  значение.

(30)
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ляется действительно единственным типом макроскопического элек
трического поля внутри диэлектрика, о котором можно говорить. 
Только это поле дает возможность удовлетворительно ответить на 
вопрос, возникающий при макроскопическом описании вещества: 
«Что представляет собой электрическое поле внутри диэлектрика?»

Величину Е под интегралом в правой части уравнения (30) мож
но назвать микроскопическим полем. Если мы заставим кого-нибудь 
измерять значения полей, необходимые для вычисления линей
ного интеграла, ему придется измерять электрические поля в в а 
куум е, естественно, при наличии электрического заряда. Д л я  этого 
необходимы приборы очень малого размера, так  к ак  требуется из
мерить поле в определенной точке вблизи определенной молекулы. 
Имеем ли мы право говорить о линейном интеграле от Е вдоль не
которого пути, который огибает юго-западный угол определенной 
молекулы и затем проходит сквозь соседнюю молекулу? Д а , и это 
является сильным доводом в пользу предположения, что законы 
электромагнетизма продолжают оставаться верными вплоть до 
расстояний, которые гораздо меньше атомных размеров. Можно 
даже дать описание опыта для измерения среднего от микроскопи
ческого электрического поля вдоль пути, определенного в пределах 
размеров атома. Опыт заключается в бомбардировке вещества за 
ряженной частицей, имеющей большую энергию, например, альфа- 
частицей. По полному изменению ее импульса можно судить о сред
нем электрическом поле, которое действует на нее вдоль пути.

Разберем численный пример с поляризованным веществом. Пред
ставим себе диск радиусом 1 см и толщиной 0,3 см (рис. 9.21, а). 
Пусть плотность молекул в диске равна 3-1022 молекул !см3. Пред
положим, что все молекулы являются полярными и что дипольный 
момент каждой равен 1 ,8-10“ 18 ед.СГСЭд -см.  Далее — и это весьма 
смелое предположение — примем, что все они расположены по пря
мой линии, как  молекулы на рис. 9.20, и что их дипольные моменты 
направлены одинаково, параллельно оси диска. Нас интересует 
поле в точке А внутри диска, в точке В  вблизи диска и в точке С 
на расстоянии 10 см по оси. Плотность поляризации Р имеет 
величину

p  =  iVj0 =  (3-lO 22 см~3) х  ( 1 ,8 - 10 -18 ед. СГСЭ9-ш ) =
=  5 ,4 - 104 ед. СТСЭд/см*. (31)

Эквивалентные заряженные слои изображены на рис. 9.21, в. 
Если считать, что эти слои простираются в бесконечность, то поле 
в точке А между ними будет просто равно 4ясг, или 6 ,8 -105 ед. 
СГСЭу/сж. В данном случае это будет довольно хорошим приближе
нием, так  как  расстояние между слоями мало по сравнению с их 
диаметром. На самом деле поле будет несколько меньше. Поле сна
ружи в точке В  для бесконечно длинных слоев было бы равно нулю, 
но в действительности будет иметь сравнительно небольшую вели
чину и будет направлено вправо. Разрыв в £  у положительного слоя
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будет равен точно 4 яа  или 4 я Р.  Если нам нужно вычислить точное 
значение поля в точках А или В,  мы можем воспользоваться фор
мулой, выведенной в гл . 2 для поля диска с поверхностным зарядом, 
и сложить поля от двух соответствующим образом расположенных 
дисков. Д ля оценки поля в удаленной точке, подобной С, мы долж

ны знать полный дипольный 
момент взятого вещества. Р ас
пределение отдельных диполей, 
если смотреть из точки С, 
не может иметь большого зна
чения и действие диска будет

с

'3 ■ 7В ггмолекул/см3 
p=7,3-!0~’aeff. СЩ ■ см

б)

■ б  = 5,4 ■ 134е3. СЩ/смг

Еа\Ев

в)
Р и с . 9 .21 . а )  Д и «к , состоящ ий из п оляр ны х м о л екул  с дипольны ми моментами, н ап р авл ен 
ными п ар ал л ел ьн о  оси. б) Поперечное сечение д и с к а , в) П оперечное сечение экви вал ен тн ы х

зар я ж е н н ы х  слоев.

аналогично действию единичного диполя с величиной /л10лн~ 
=  объем-Р= 0,942 см3-5 ,4 -Ю4 ед. СГСЭ9/слг2=5,1 • 104 ед. СГСЭ9-см.  
Поле на оси такого диполя на расстоянии 10 см равно

2Рполн 1 0 ,2 -104 ед. СГСЭ^-сл*
(1 0  с м ) 3

102 ед. СГСЭу/слг. (32)

9.9. Конденсатор, заполненный диэлектриком

Мы уж е имели дело с конденсатором, заполненным диэлектри
ком, но только теперь можем воспользоваться нашим пониманием 
свойств диэлектрика. Рассмотрим сначала две находящиеся в в а 
куум е проводящие пластины с зарядами — Q на верхней пластине 
и +Q на нижней. На рис. 9.22 изображено поперечное сечение кон
денсатора, представленного на рис. 9 .1 , а, с которого началась эта 
глава. Поле между пластинами Е0 равно 4я Q/А и направлено вверх. 
Разность потенциалов между пластинами ср12 равна 4rcQt/A. Ем
кость С о незаполненного диэлектриком конденсатора выражается 
известной формулой:

Поместим теперь между пластинами диэлектрик. Поле поляризу
ет его атомы или молекулы. Мы не можем (на этом этапе) предска
зать величину индуцированного дипольного момента каждой моле
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кулы , так  как  поле, действующее на молекулу, не является только 
полем Е0, но включает в себя такж е вклады полей других молекул. 
Во всяком случае направление поляризации для изотропного ди
электрика будет параллельно Е0. Обозначим величину плотности 
поляризации, какой бы она ни была, через Р.

Теперь у нас имеется система, изображенная на рис. 9 .22, б,  со
стоящая из двух реальных заряженных слоев плюс пластина из 
поляризованного вещества. Мы имеем дело с суперпозицией двух

Площадь А

’Q \£0оЗаряд +Q Вакуум

распределении зарядов, уж е рассмо
тренной выше, на рис. 9 .22, а, на 
рис. 9.19, а  и снова на рис. 9.22, б.

Электрическое поле равно сумме 
полей этих двух распределений, поля 
Е0 двух реальных заряженных слоев 
с плотностью поверхностного заряда 
a=Q!A плюс поле Е' двух  заряжен
ных слоев с плотностью ст' =  Р , кото
рому эквивалентно поле поляризо
ванной пластины. Заметьте, что на
правление поля Е' противоположно 
направлению поля Е0, так  как  вектор 
плотности поляризации Р направлен 
одинаково с Е0; слой положительных 
эквивалентных зарядов расположен 
рядом с отрицательно заряженной 
пластиной.

Причина этого заключается, ко
нечно, в том, что отрицательные 

заряды на пластине поляризуют атомы диэлектрика, притягивая 
их положительные заряды  и отталкивая отрицательные. Таким обра
зом, положительные заряды приближаются к этой пластине. Сле
довательно, электрическое поле внутри конденсатора равно

Е0— 4яР. (34)

Заряд, эквивалентный 
Поверхности. лоляризвт 

зонного образца
Р и с. 9 .22 . К онденсатор, заполненны й 
ди электр и ко м  (б), мож но р ассм а 
т р и в ать  к а к  суперпозицию  за р я ж е н 
ного воздуш ного кон ден сато ра (а ) и 
п ластины  из п оляр и зо ван н о го  м ате

р и ала (в).

Е =  Е0 +  Е'

Разность потенциалов между пластинами равна 
<pl2 = (E0 — 4n P ) t . (35)

Заряд на конденсаторе пока тот же самый. Если пластины соеди
нить проводом, то заряд  Q стечет, а диэлектрик возвратится в непо- 
ляризованное состояние. Поскольку разность потенциалов умень
шилась на множитель (Е0—4пР)/Е0 по сравнению с воздушным кон
денсатором с тем ж е зарядом, то емкость C=Q/cp12 возросла на ве
личину, обратную этому множителю:

С =  С Е0
0 Е0 — 4лР (36)

Удобнее выразить емкость через электрическое поле Е (макроско
пическое, или среднее), которое теперь существует в конденсаторе.
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Т ак к ак  из уравнения (34) следует, что Е0=Е-\-ЫР,  то

С =  С0^ £  =  С0 ( 1 + 4 я - ! - ) .  (37)

Отношение Р  к  Е является внутренним свойством диэлектрика. 
Оно называется электрической во сприимчивостью  вещества, обычно 
обозначается буквой %е , и является безразмерной величиной. Вы
ражение в скобках в уравнении (37) носит название диэлектриче ской  
по сто янной  вещества и обознача
ется буквой е.

Р — %еЕ, 8 = 1 - | - 4 л х в. (38)

Все это только определения; 
их физический смысл содержится 
в уравнениях (34) и (37).

Строго говоря, заполнение воз
душного конденсатора диэлектри
ком увеличивает емкость в в раз 
только в том случае, если им з а 
полнено все пространство вокруг 
конденсатора так  ж е, как  между 
пластинами.

В вышеприведенном примере 
мы молчаливо предположили, что 
расстояние t между пластинами 
конденсатора настолько мало по 
сравнению с их размерами, что 
«краевыми эффектами», например, 
небольшим количеством заряда, 
расположенным на внешних сто
ронах пластин около углов (см. 
рис. 3 .11, б), можно пренебречь.
Относительно системы проводни
ков любой формы, расположенных 
как  угодно и полностью погру
женных в однородный изотропный 
диэлектрик, например в большой 
сосуд с маслом, можно высказать 
общее утверждение. Оно заключается в том, что при любых зарядах , 
Qu Q2 и т. д. на различных проводниках, макроскопическое поле 
ЕСреды всюду в диэлектрической среде равно 1/е, умноженной на 
поле Евакуума, которое существовало бы в вакуум е с такими же 
зарядами на тех ж е проводниках (рис. 9.23). Конечно, все разности 
потенциалов такж е уменьшатся в е раз.

Чтобы закончить обсуждение данного вопроса, нам следует 
рассмотреть две задачи совершенно различного характера.

1) Мы должны понять поведение любой системы изоляторов и 
проводников при заданных значениях диэлектрических постоянных.

Р и с. 9 .2 3 . П ри сутстви е ди электри ческой  
среды  ум ен ьш ает в 8 р аз вели ч и н у 
эл ектр и ч еско го  п оля (и, следовательн© , 
все разности  потенциалов) д л я  одн их  и 
т е х  ж е  зар я д о в  н а  п роводн и ках . З ар я д ы  
Qu  Q2 и  Q3 п редставляю т собой именно 

те  з ар я д ы , которы е стекли  бы с провод
н и ко в , если бы мы разр яди ли  си стем у .
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Иными словами, мы хотим вычислить электрические поля вне 
диэлектриков и макроскопическое поле Е внутри них при гранич
ных условиях, выраженных через потенциалы и заряды на про
водниках.

2) Количественное соотношение между макроскопической поля
ризуемостью вещества (выраженной через восприимчивость хе) 
и поляризуемостью атомов или молекул, из которых состоит диэ
лектрик, еще остается таинственным. Чтобы открыть его, мы долж
ны знать, какое поле в действительности действует на поляризуе
мый атом, если известно усредненное по объему, т. е. макроскопи
ческое, поле в окрестности атома. На данный атом действует не 
это среднее поле, а некоторое другое поле, которое мы можем наз
вать локальным. Именно локальное поле, Е10к индуцирует диполь
ный момент атома. Этот вопрос требует другого, а именно «микро
скопического», подхода к явлениям внутри диэлектрика.

Обратимся сначала к задаче 1).

9.10. Поле поляризованного шара

Предположим, что сплошной шар на рис. 9.24, а  вырезан из 
пластины на рис. 9 .18, а  и, следовательно, поляризован однородно. 
Каким будет электрическое поле внутри и снаружи шара? Это — 
поучительная задача, и ее результаты будут полезны в других сл у
чаях. Пусть Р, к ак  обычно, обозначает плотность поляризации,

Рис. 9 .24 . с )  Р аздел и те  п о л яр и зо ван н ы й  ш ар на п оляр и зо ван н ы е стерж ни  и зам ени те к аж д ы й  
стер ж ен ь  элементами з а р я д а  на п оверхности  ш ара. 6)  Ш ар с объемной плотностью  полож и 
тельн ого  зар я д а  и ш ар с объемной плотностью  отри цательн ого  з а р я д а , см ещ енны е на н еболь
шое расстоян и е относительн о  Д р уг д р у г а , э кви вал ен тн ы  распределению  з а р я д а  по сферичес

кой поверхности .

постоянную по величине и направлению во всем объеме шара. Поля
ризованное вещество можно разделить, как пластину на рис. 9.18, а, 
на столбики, параллельные Р, и каждый из них заменить зарядом 
величиной (Р х  поперечное сечение столбика), расположенным на 
верхней и нижней поверхности столбика. Таким образом, поле, ко
торое мы ищем, есть поле поверхностного заряда, распределенного 
по сфере с плотностью а —Р  cos 0. Множитель cos 0 входит, как
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понятно из рисунка, потому, что столбик с поперечным сечением 
da  вырезает на сфере участок поверхности площадью da /cos 0. 
На рис. 9 .24, б  дано поперечное сечение этой оболочки эквивалент
ного поверхностного заряда. Здесь величине плотности заряда со
ответствует переменная толщина черного серпа сверху (плотность 
положительного заряда) и белого серпа снизу (плотность отрица
тельного заряда).

Из приведенного рисунка можно понять, что поляризация Р, 
с нашей точки зрения, возникла в результате небольшого сдвига 
вверх шара, равномерно заполненного положительным зарядом 
с объемной плотностью р, по отношению к шару с отрицательным 
зарядом плотности —р. При таком сдвиге остаются нескомпепси- 
рованными положительные заряды сверху и отрицательные снизу, 
причем их количество меняется к ак  cos 6 по всей границе. Внутри 
сферы, где плотности положительных и отрицательных зарядов сов
падают, они полностью уничтожают друг друга.

Т акая картина дает весьма простой способ вычисления поля 
вне оболочки поверхностного заряда. Нам известно, что внешнее 
поле от любого сферического распределения заряда таково, как 
если бы в е с ь  заряд был сконцентрирован в центре шара. Поэтому 
два шара с полными зарядами +Q и —Q соответственно, центры 
которых смещены на небольшое расстояние s, создают внешнее поле, 
совпадающее с полем двух точечных зарядов -fQ и —Q, располо
женных на расстоянии, равном s. Это — диполь с дипольным мо
ментом p 0=Qs.

Микроскопическое описание поляризованного вещества приво
дит к такому же выводу. На рис. 9 .25, а диполи, ответственные

4 г а  ! 111 Ш  И*ГТ?
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Рис. 9 .2 5 . Сфера с ориентированными м о л екул яр н ы м и  ди полям и  (а) экви в ал ен тн а  дп ум  н а 
лож ен н ы м  д р у г  на д р у г а  н еско лько  смещ енным сф ерам, с полож ительным и (б) н с о тр и ц ател ь

ными зар яд ам и  (в).

за плотность поляризации Р, изображены парами зарядов 
-\-q и —q, смещенными на расстояние s см друг от друга, для полу
чения дипольного момента p~qs .  Если в кубическом сантиметре 
имеется N дипольных моментов, то P = N p  = Nqs и полное число та
ких диполей в шаре равно (4л/3)г^Д/'. Положительные заряды , изоб
раженные отдельно на рис. 9.25, б ,  распределены внутри шара, 
полный заряд которого равен Q=(4nl3)r%Nq, а отрицательные за
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ряды находятся в таком же шаре, но его центр смещен (рис. 9.25, в). 
Очевидно, что каждое из зтих распределений зарядов можно заме
нить точечным зарядом в центре, если нас интересует внешнее поле 
на удалении от шаров. «Удаление» означает, что расстояние от 
поверхности настолько велико, что дискретность распределения 
заряда оказывается несущественной и ее можно игнорировать, го
воря о макроскопических полях. Итак, картина перекрывающихся 
заряженных сфер с однородной плотностью заряда и представление 
о реальных диполях, расположенных в вакуум е, эквивалентны *). 
Из обоих способов рассмотрения следует, что данное поле экви ва
лентно полю диполя, расположенного в центре. Момент этого ди

поля р о представляет собой про
сто полную поляризацию шара:

р0 =  Qs =  —  r*Nqs =  r\P. (39)

Величины Q и s  сами по себе не 
имеют значения, и в дальнейшем 
мы ими не воспользуемся.

Внешнее поле поляризованного 
шара эквивалентно полю диполя /?„, 
расположенного в центре шара, не 
только на большом расстоянии от 
шара; в макроскопическом смысле 
оно является полем диполя и не
посредственно у поверхности.

На рис. 9.26 изображены си
ловые линии внешнего поля. Д ля 

получения этого рисунка мы заштриховали круг, показанный на 
рис. 9 .5. Внутреннее поле представляет собой совсем другую  проб
лему. Рассмотрим электрический потенциал cp(.t', у,  z). Нам извест
ны значения потенциалов во всех точках на сферической поверх
ности, так как  мы знаем внешнее поле. Потенциал диполя (pQ cos в)/г2 
на сферической поверхности радиусом г а принимает значение

cos9 4st г, п n mУ = р ()—г -  = - ? - Р г г, cosf). (40)
Го J

Так как  г0 cos 9=2, то потенциал точки на сфере зависит только от 
ее 2 -координаты:

Ф = ^ Р г .  (41)

Задача определения внутреннего поля сводится к следующему. 
Уравнение (41) дает значение потенциала в любой точке на границе

*) Это каж ется достаточно очевидным, но мы детально разобрали этот слу
чай, чтобы показать, что картина «шара с непрерывно распределенным зарядом», 
которая силъно отличается от того, что имеется внутри реального вещества, не 
приводит к  неверным следствиям.

Р и с. 9 .26 . П оле вне однородно п о л яр и 
зованн ого  ш ара я в л я е т с я  точно таки м  
ж е , к а к  поле ди п оля , расп олож ен н ого  

в центре ш ара.
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области, а внутри области потенциал <р должен удовлетворять урав
нению Лапласа. Согласно теореме единственности, доказанной 
в гл . 3, этого достаточно для определения потенциала внутри об
ласти. Если мы сможем найти какое-нибудь решение,™ оно должно 
быть единственным решением. Но функция Сг, где С является не
которой константой, удовлетворяет уравнению Лапласа, так  что 
уравнение (41) действительно дает нам значение потенциала внутри 
шара. Это — потенциал однородного электрического поля, направ
ленного вдоль отрицательной оси г:

дфвнугр __ д  Г 4лР г ' 
д г  [ ~ 3 “£ г =  - дг

4 я  Р (42)

Так как  направление оси г  определяется направлением вектора Р, 
то в более общем виде полученный результат можно записать сле
дующим образом:

г, 4дР
■'внутр ' (43)

Уравнение (43) дает значение макроскопического поля Е в поля
ризованном веществе.

На рис. 9.27 показаны и внутреннее, и внешнее поля. У верх
него полюса сферы внешнее поле 
направлено вверх и равно по фор
муле (14) для поля диполя

2 (4лго Р / 3 )Ег --=2ра
r l

8 л  Р
3

(снаружи). (44)

Р и с. 9 .27 . П оле вн утр и  и сн ар уж и  одно
родно п оляр и зо ван н о го  ш ара.

Это — удвоенная величина внут
реннего поля, направленного вниз.

Рассмотренный пример яв л я 
ется иллюстрацией к общим прави
лам  поведения компонент поля у по
верхности поляризованной среды.
Поле Е претерпевает разрыв у по
верхности поляризованной среды
точно так  ж е, как  это происходило бы у заряженной поверхности 
с плотностью заряда о = Р п в вакуум е. Обозначение Р п относится 
к  проекции Р на нормаль, направленную наруж у. Следовательно, 
нормальная компонента Е должна претерпевать разрыв на величину 
4п Р п, в то время как  компонента Е, параллельная границе, остается 
непрерывной, т. е. имеет одинаковое значение по обе стороны гра
ницы. Действительно, у северного полюса нашей сферы изменение 
Ег равно 8пР/3—4лР/3, или 4яЯ/3. Вернувшись к уравнению (14) 
для поля диполя, можно показать, что компонента Е, параллельная 
поверхности, остается непрерывной всюду на сфере при перехода 
через ее поверхность.
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Ни один из этих выводов не зависит оттого, какой причиной вы
звана поляризация шара. На рис. 9. 27 показано поле любой сферы, 
поляризованной однородно. На это поле может быть наложено лю
бое поле других источников, представляющих собой различные 
возможные системы. Это не повлияет на разрыв Е у границы поля
ризованной среды. Приведенные правила, следовательно, примени
мы к любой системе; разрыв в Е определяется исключительно су 
ществующей поляризацией.

9.11. Диэлектрический шар в однородном поле

В качестве примера рассмотрим шар из вещества с диэлектриче
ской постоянной е , помещенный в однородное электрическое поле 
Е0, подобное полю между параллельными пластинами воздушного 
конденсатора (рис. 9.28). Пусть источники этого поля (заряды на 
пластинах) расположены так  далеко от шара, что не смещаются, 
когда шар вносится в поле. Тогда, какое бы поле ни было в окрест
ности шара, оно практически останется равным Е0 на большом рас
стоянии. Таков смысл выражения «внести шар в однородное поле». 
В окрестности шара полное поле Е не является однородным. Оно

представляет собой сумму однород
ного поля Е0 удаленных источни
ков и поля Е', созданного самим 
поляризованным веществом:

Е =  Е0 +  Е '. (45)

Поле Е' зависит от поляризации Р 
диэлектрика, которая в свою оче
редь зависит от величины поля Е 
внутри шара:

Р = ХеЕ =  ^ Е .  (46)

Однако нам неизвестно, чему 
равно полное поле Е; мы знаем 

только, что уравнение (46) должно быть справедливо в любой точке 
внутри шара. Если шар поляризован однородно (предположение, 
которое должно быть подтверждено нашими результатами), то 
соотношение между поляризацией шара и его собственным полем Е\ 
во всех точках внутри, уж е дано уравнением (43).

(В уравнении (43) мы обозначали это поле через Е; там оно было 
единственным полем.)

Е' = _15? (47)* -в н утр  —  0 * 1 )

Теперь у нас достаточно уравнений, чтобы исключить Р и Е' и 
получить соотношение, связывающее Е й Е0.

Рис. 9 .28 . Источники п оля Е0 остаю тся 
неподвиж ны м и. В ди электри ческом  ш аре 
возн и кает п оляр и зац и я Р . Полное 
'п оле Е я в л я е т с я  суперпозицией  п оля Е0 

и поля этого п оляризован ного  ш ара .
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П ользуясь  уравнениями (45) — (47), получим

Е =  Е „ - 4лР Е— 1 Е.3 з

Решая это уравнение относительно Е, получим

Е“ ( г У  Е-

(48)

(49)

Поскольку е больше единицы, множитель 3/(2—е) будет меньше 
единицы; поле внутри диэлектрика слабее поля Е„. Плотность 
поляризации равна

(50). £___I р  _  .
4 я  4 л  V е -L  2 Ео-

Предполагавшуюся ранее однородность поляризации можно 
теперь считать очевидной *). Д ля вычис
ления полного поля Е вне шара мы долж
ны взять векторную сумму Е0 и поля 
центрального диполя с дипольным момен
том, равным Р, умноженным на объем 
шара. Некоторые силовые линии поля Е 
как  внутри, так  и снаружи шара из ди
электрика изображены на рис. 9.29.

9.12. Поле заряда в диэлектрике 
и теорема Гаусса

Рис. 9 .29 . П олное поле Е 
вн утри  и сн ар уж и  ш ар а  из 

ди эл ек тр и ка .

Предположим, что в очень большом объ
еме однородного диэлектрика расположен 
концентрированный заряд Q, не являю 
щийся частью молекулярной структуры
диэлектрика. Вообразим, например, что в сосуд с маслом погружен 
маленький маталлический заряженный шар. Как уж е было сказа 
но, электрическое поле в масле равно просто произведению 1/е 
на поле, создаваемое зарядом Q в вакуум е:

Е = § - , .  (51)

Интересно посмотреть, что дает в этом случае теорема Гаусса. 
Поверхностный интеграл от поля Е (вспомните, что это поле

* ) Вот почему с такой системой легко  работать. Д л я  диэлектрического ци
линдра конечной длины, находящегося в однородном электрическом поле, это 
предположение несправедливо. Поле Е ' однородно поляризованного цилиндра, 
например, с длиной, приблизительно равной его диаметру, не является однород
ным внутри цилиндра. (Каким оно должно быть?) Следовательно, поле Е = Е 0+ Е ' 
неоднородно, но в этом случае и поляризация Р = ^ г Е не может быть однородной. 
Действительно, однородная поляризация в однородном поле достигается только 
в диэлектриках эллипсоидальной формы, шар представляет собой частный случай 
такой формы.
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является макроскопической величиной, образующейся в результате 
усреднения по объему), взятый по сфере, окружающей Q, равен 
4nQ/e — если верить уравнению (51),— а не 4nQ. Чем объяснить 
это различие? Дело в том, что Q не является единственным зарядом 
внутри сосуда с маслом. Там находятся также все заряды , состав
ляющие атомы и молекулы диэлектрика. Обычно любой объем 
масла электрически нейтрален. Но в данном случае масло радиаль
но поляризовано, так  как  заряд Q (если он положительный) при
тягивает отрицательные заряды молекул масла и отталкивает по
ложительные. Несмотря на то, что смещение в каждой молекуле 
может быть весьма мало, все ж е в среднем любая сфера, описанная 
вокруг Q, будет содержать больше отрицательных зарядов молекул 
масла, чем положительных. Таким образом, полный заряд внутри 
сферы, включая «сторонний» заряд Q в центре, меньше Q. Он дей
ствительно равен Q/e.

Часто бывает удобно различать «сторонний» заряд  Q и заряды, 
которые создает сам диэлектрик. Первый мы можем, до известной 
степени, контролировать — заряд можно либо добавить, либо уда
лить от предмета, например от пластины конденсатора. Такой заряд 
часто называют свободным. Остальные заряды, являющиеся неотъ
емлемыми частями атомов или молекул диэлектрика, называют обыч
но «связанными» зарядами. Лучше было бы назвать их структур
ными зарядами. Эти заряды  не могут перемещаться, но являются 
более или менее упруго связанными и вносят благодаря испытыва
емому ими смещению вклад  в поляризацию.

Можно придумать векторную величину, связанную со свобод
ным зарядом законом, подобным закону Гаусса. В системе, которую 
мы только что исследовали (точечный заряд Q, погруженный в ди
электрик), таким свойством обладает вектор еЕ. Действительно,
^eE-da, взятый по некоторой замкнутой поверхности S,  равен 
4л<7, если поверхность S  охватывает заряд Q, и равен нулю, если 
S  не охватывает Q. Согласно принципу суперпозиции это должно 
быть справедливо для любых свободных зарядов, описываемых 
плотностью свободного заряда рсво6 (х, у , г) в бесконечной однород
ной диэлектрической среде:

5 eE*da =  4n \ pCBo6dt), (52)
s  v

где V представляет собой объем, ограниченный поверхностью S. 
Из написанного интегрального закона следует локальное соот
ношение между дивергенцией векторного поля еЕ и плотностью 
свободного заряда:

d iv (еЕ) =  4лрсвоб. (53)

Так как  величина е предполагается постоянной во всей среде, урав
нение (53) не содержит ничего нового. Однако оно может помочь 
нам выделить роль связанного заряда. Д ля любой системы фунда
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ментальное соотношение между электрическим полем Е и полной 
плотностью заряда (Рсвов+Рсвяз) остается справедливым

div Е =  4я (рсвоб +  Рсвдз)- (54)

Из уравнения (53) и (54) следует, что

div (е — 1)Е =  —4ярсв„ . (55)

Согласно уравнению (38) ( г— 1)Е=4лР, следовательно, уравне
ние (55) можно записать следующим образом:

d iv Р =  — рсляз. (56)

Уравнение (56) является выражением того факта, что распреде
ление связанных зарядов в любой окрестности определяется поля
ризацией — и больше ничем. Поэтому оно не может зависеть ни от 
условий где-либо в системе, ни от того, 
каким способом сохраняется определенное 
расположение связанных зарядов. Любое 
расположение связанных зарядов, отлича
ющееся некоторым локальным избытком 
ядерных протонов по сравнению с атом
ными электронами, должно обладать поля
ризацией с определенной дивергенцией.
Таким образом, уравнение (56) должно быть 
универсальным и справедливым не только 
для неограниченного диэлектрика. Вы мо
жете получить представление о смысле 
уравнения (56), вообразив несколько по
лярных молекул, выстроенных таким об
разом, чтобы образовать поляризацию с 
положительной дивергенцией (рис. 9.30).
Диполи направлены наруж у, что приводит к небольшой концен
трации отрицательных зарядов в середине. В уравнение (56) входят 
только средние значения, взятые по элементам объема таких 
размеров, что Р и рсвяз можно считать непрерывно изменяющимися 
величинами.

Из (54) и (56) мы получаем

div (Е - f  4яР) -= 4лрсвоб. (57)

Это-соотношение совершенно не зависит от того, как  связаны между 
собой Е и Р, и не ограничивается теми веществами, которые мы 
называем диэлектриками, где Р пропорционально Е.

Сумму Е-f  4яР принято называть специальным термином «вектор 
электрического смещения» и обозначать через D. Следовательно, 
D определяется равенством

D =  Е +  4лР. (58)

f t

Р и с. 9 .30 . М о л екул яр н ы е  д и 
поли , расп оло ж ен н ы е таки м  
образом , что d iv  Р > 0 . О бра
ти те внимание на ко н ц ен тр а
цию отри ц ательн ы х зар я д о в  
в середине, соответствую щ ую  

уравнению  (56).
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В изотропном диэлектрике вектор D просто равен еЕ, но соот
ношение

d iv  D =  4ярсвоб (59)

справедливо в любом случае, когда можно определить макроскопи
ческие величины Р, Е и р.

Рассматривая уравнение (59), можно подумать, что D следует 
считать векторным полем, источником которого является распреде
ление свободных зарядов рсвоб, так же как распределение р полного 
заряда является источником поля Е. Это было бы неверно. Электро
статическое поле Е однозначно определяется, с точностью до по
стоянного поля, распределением зарядов с плотностью р, так  как , 
кроме уравнения div Е= 4лр, имеется другое универсальное усло
вие, а именно rot Е= 0. В общем случае нельзя утверждать, что 
rot D=0. Следовательно, значения распределения свободных зар я 
дов недостаточно для определения D с помощью уравнения (59). 
В качестве дополнительных условий можно взять  граничные 
условия на различных поверхностях диэлектрика. Граничные 
условия для вектора D являются только другим способом выра
жения граничных условий для Е и Р, приведенных в конце 
раздела 9.10.

При нашем рассмотрении электрических полей в веществе введе
ние вектора D, в общем, не приносит большой пользы и удобства. 
Мы упоминаем об этой величине по традиции, которая идет от М акс
велла *); студенты, по всей вероятности, встретят этот термин в дру
гих книгах, где к нему относятся с большим уважением.

В заключение этого раздела приведем основные выводы об 
электрических полях в веществе:

1) Вещество может быть поляризовано, его состояние в макро
скопическом поле полностью описывается вектором плотности поля
ризации Р, представляющим собой дипольный момент единицы 
объема. Вклад от такого поляризованного вещества в электрическое 
поле Е равен вкладу, который был бы создан распределением заря
дов в вакууме, имеющем плотность рсвяз= —div Р. В частности, у по
верхности поляризуемого вещества, где имеется разрыв непрерыв
ности вектора Р, этот вклад сводится к поверхностному заряду 
плотности о = —Р п. Прибавьте любое распределение свободных 
зарядов, и это электрическое поле станет полем, которое было бы 
создано распределением этого полного  заряда в вакуум е. Таково 
макроскопическое поле Е как  внутри, так и вне вещества, причем 
внутри вещества оно представляет собой результат усреднения по 
объему истинного микроскопического поля.

*) Выдающееся положение вектора D в электромагнитной теории М аксвелла 
и выбор названия «смещение» можно, вероятно, объяснить его пристрастием 
к механической модели «эфира». В своей классической книге «А H isto ry of the 
Theories of Aether and E lec tric ity » , т. 1, стр. 266 (Harper Torchbooks, New York, 
1960), Уиттэкер замечает, что это пристрастие отвлекло М аксвелла'от правильного 
пути при применении его теории к задаче отражения света от диэлектрика.
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2) Диэлектриком называется вещество, в Котором плотность поля
ризации Р пропорциональна полю Е. Характеристиками диэлек
трика являются электрическая восприимчивость %е и диэлектри
ческая постоянная е: =Р/Е, а е= 1 + 4 л х ? . Свободные заряды, 
погруженные в диэлектрик, создают в нем электрические поля в е 
раз более слабые, чем в вакуум е.

9.13. Связь между электрической восприимчивостью 
и атомной поляризуемостью

Отношение плотности поляризации Р к величине макроскопи
ческого электрического поля Е в веществе называется элект
рической восприимчивостью %е . Предположим, что вещество состоит 
из атомов с поляризуемостью а .  Тогда Р является суммой диполь- 
ных моментов р отдельных атомов, 
заключенных в единице объема. Мы 
можем найти индуцированный ди
польный момент атома, если известны 
поляризуемость а  и электрическое 
поле, поляризующее атом. Зная а  и 
число атомов в единице объема N, 
можно определить восприимчивость 
%е . Попробуем построить теорию, 
связывающую %е и а.

Дипольный момент, индуциро
ванный в некотором атоме А, опре
деляется полем, создаваемым всеми 
посторонними источниками и дейст
вующим на атом. Это поле не идентично макроскопическому 
электрическому полю Е в окрестности атома, так как в него входят 
вклады зарядов самого атома. И так, с самого начала наша задача 
принимает интересный оборот. Д ля наглядности рассмотрим весьма 
специфическую систему. Пусть наше вещество состоит из одинако
вых атомов, расположенных в простой кубической кристаллической 
решетке с расстоянием между ближайшими соседями, равным b см. 
Поляризуемость каждого атома равна а .  На рис. 9.31 изображено 
поперечное сечение решетки. Предполагаемое направление макро
скопического поля Е в этой области показано искажением формы 
поляризованных атомов. Какова же величина поля, вызывающего 
это искажение? Предположим, что каждый атом расположен в сво
ем собственном кубике и что размеры атомов гораздо меньше пе
риода решетки Ь, тогда весь заряд атома находится примерно в цент
ре кубика.

Обозначим через Евнеш поле, действующее на атом А. Источника
ми этого поля являются все остальные атомы системы и некоторые 
заряды снаружи. Поле Евнеш представляет собой поле, которое мы 
обнаружили бы в кубике А, если бы могли удалить атом А, сохра
нив все остальные распределения зарядов в том виде, который они

ш W '
у- 1
ш  1 
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ш 'Ш' j

~  ! и
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Р и с. 9 .31 . Р асп олож ен ие атомоп в 
кубическом  кр и сталле . Все и зобр а
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имели в присутствии атома А. Поле Евнеш не будет полностью постоян
ным во всем кубике А, но можно предположить, что его сред
н яя величина внутри кубика будет достаточно постоянной. Под 
средним значением по объему, охватываемому кубиком А, подразу
мевается, как всегда, интеграл \ Е dv,  деленный на объем кубика. 
Такие средние значения мы будем обозначать знаком < >куй.

Пусть Есобст обозначает поле атома А. Тогда полное микро
скопическое поле Емпкр в каждой точке пространства равно

1-мнкр Евнеш Есобств. (60)

Известно, что макроскопическое поле Е равно среднему по прост
ранству от микроскопического поля Емн . Изменение Емвкр, ко
нечно, одинаково во всех кубиках. Заметим, что кубики заполняют 
пространство полностью, без промежутков. Огедовательно, среднее 
значение поля Емвкр внутри одного из кубиков должно быть равно 
среднему значению поля в области, содержащей большое количест
во кубиков *). Отсюда следует, что

<Емикр>куб =  Е. (61)

Но <Еывк11>к у в <EBHeiII>Ky6- r < Eto3cx>Kyrt, т. е. среднее значение 
суммы равно сумме средних значений; таким образом, величина,

которую мы ищем, а именно <Евяеш>куб, 
дается выражением

< Е ЮСш >куб =  Е  —  < Е с о б с т в > Куб- ( 6 2 )

Итак, наша задача сводится к вычис
лению поля <Есобст>ку6, т. е. среднего 
значения поля атома, расположенного в 
кубике:

-̂ куб 7,Т  ̂ EC0gCTD Ju. (63)у V 
ПО к у б у

Мы должны распространить интегрирова
ние на все элементы объема кубика как  

внутри, так и снаружи распределения атомных зарядов. На рис. 
9.32 показано, как может выглядеть поле ЕооЛст. Наша задача, 
следовательно, является весьма трудной. Мы можем, однако, 
начать с вычисления среднего значения поля в кубике Е , создан
ного точечным зарядом q.

Если бы точечный заряд  находился в центре кубика, как  пока
зано на рис. 9.33, а , то интеграл  ̂ Eq dv  был бы равен нулю.

по кубу

Благодаря симметрии, каждому элементу объема в кубике соответст

*) Обдумайте это важное утверждение. Почему наличие интервалов между 
кубиками сделало бы его неверным?

Р ис . 9 .32 . Атом и поле 
^соб ств ’ в д е в а е м о е  то лько  

зтим атомом.
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вовал бы другой элемент, в котором поле равно по величине, 
но противоположно по направлению. Переместим заряд q вверх 
на небольшое расстояние z (рис. 9.33, б). В нижней части куби
ка появится тонкий слой, толщиной в 2z, не уравновешенныйо
слоем в верхней части. Вклад в интеграл  ̂ Ед dv  вносится

по куб у
теперь только этим нижним слоем. Очевидно, остается вычислить 
только среднее Eqz\ Еох и Егу  в среднем будут равны нулю. Если 
пренебречь небольшим изменением Епг в толщине слоя, то объемный

Рас. 9 33 Вычтиление срсднсй величины полл точечного заряда д, расположенного на не
большим расстоянии от центра к>бпка.

интеграл от Е„г по объему слоя равен произведению 2z на по
верхностный интеграл от Е г по квадрату, образуемому средней 
плоскостью слоя (рис. 9.33, в):

J Egzdv = 2z $ Eqzda.  (64)
по слою по квадр ату

Теперь можно воспользоваться законом Гаусса, так как  поверх
ностный интеграл в уравнении (64) является как  раз потоком Е? 
через сторону куба, в центре которого находится заряд q. Этот 
поток должен быть равен 4nq/6, поскольку куб имеет шесть экви 
валентных сторон. Отсюда следует, что

2г  J Eqz da — —2z (4л^/6) =  ~4л^г/3
по квадрату

И

<Едг> Ky5 =  i  J  EqZd v = —~3L.  (65)
по к уб у

Знак минус выражает тот факт, что смещение положительного зар я
да вверх вызывает преобладание поля в кубике, направленное 
вниз. Легко получить аналогичные формулы для смещения заряда 
в направлении оси х н у .  Следовательно, малое смещение г от 
центра в любом направлении вызовет изменение среднего поля
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кубика, равное —4ro?r/363. Таким образом, среднее поле в кубике 
для атома А с его распределением зарядов р(х, у ,  z) будет равно

<Есобств>кУб= — fj rpdv.  (66)

Интеграл J rp d v  представляет собой дипольный м ом ен т у  рас
пределения зарядов р. (Сравните с определением дипольного мо
мента (10).) Теперь мы имеем

<ЕС0ЙСТВ>куб= - ~ р .  (67)

Остальное ясно. Из уравнения (62) мы сразу получим

<ЕЕ„еш>кУб =  Е + -^ -р . .(68)

Если добавить, что <Евнеш>куб является полем, поляризующим 
атом, тогда отношение р к этому полю будет равно атомной поля
ризуемости:

Р ®^EBHein̂ Kyg. (69)

Из (68) и (69) можно получить соотношение, связывающее р и Е:
4лр~

Е +  363 (70)

Это соотношение можно выразить через макроскопическую величину 
плотности поляризации Р. Так как  N, число поляризованных ато
мов в 1 см3, равно l /Ь3, то P=Np=p/b3. Подставляя значение Р 
в (70), получим

, 4зтР'Р =  Na 

и, после преобразования,

Р = N а
1 —  (421/3) N a

(71)

Е. (72)

Множитель в квадратных скобках представляет собой электриче
скую восприимчивость %е .

При выводе уравнения (72) мы допустили два приближения. Во- 
первых, мы предположили, что все распределение атомных зарядов 
находится вблизи центра кубика; уравнения (65) и (66) не точны, 
если г или г не малы по сравнению с Ь. Во-вторых, мы пользовались 
средним значением Евнеш по кубику, вместо значения Евнеш в центре 
кубика, для поля, поляризующего атом. Д ля плотной упаковки 
атомов, наблюдаемой в большинстве кристаллов, первое предполо
жение не очень реалистично, а вопрос, связанный со вторым пред
положением, не относится к делу. Нельзя ожидать, что уравнение
(72) будет в точности справедливым для реального кристалла.

Когда атомы вещества находятся на очень большом расстоянии 
друг от друга , так что 4л//«/3<<с1, то можно пренебречь этим членом
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в знаменателе уравнения (72) и электрическая восприимчивость 
будет равна

X, =  W «. (73)

Такой результат мы получили бы, забыв о влиянии диполей друг 
на друга . Он вполне приемлем для газов нормальной плотности, 
где член 4яУУа/3 имеет порядок 10~3. В таких веществах геометри
ческое расположение атомов несущественно,— значение имеет 
только их число в кубическом сантиметре. Таким образом, при точ
ном измерении диэлектрической постоянной газа при низком д ав 
лении можно определить атомную поляризуемость, не опасаясь 
осложнений, возникающих из-за взаимного влияния диполей. Д ля 
проверки теоретической формулы (72) можно использовать резуль
таты измерений более плотного состояния того же вещества *).

Член —4яМх/3 в знаменателе уравнения (72) отражает взаимо
действие поляризованных атомов в кристалле. Очевидно, что вза
имодействие атомов увеличивает  поляризацию по сравнению с той, 
которая была бы без него. При серьезном подходе к этой математи
ческой формуле открывается удивительная возможность. Что, если 
Na  будет столь велико, что член AnNa/З станет равен или больше 
единицы! Получается, что восприимчивость %е будет бесконечно 
большой, что означает поляризацию в нулевом поле. Это кажется 
бессмыслицей, но в действительности это не так . Некоторые извест
ные кристаллы обладают самопроизвольной электрической поляри
зацией. Однако такое явление означает нечто большее, чем инду
цированную поляризацию, поэтому наша теория здесь непримени
ма. Действительно, для того чтобы член 4nNa/3 стал близок к еди
нице, расположение атомов должно быть настолько плотным, что 
наши приближения вообще непригодны (см. задачу 9.30).

9.14. Изменение энергии при поляризации

Чтобы зарядить конденсатор до разности потенциалов V, нужно
совершить работу, равную - jC V2. Такое же количество энергии
можно получить от конденсатора, разряж ая его через внешнюю 
цепь. Эта энергия была запасена в заряженном конденсаторе. В гл . 2 
было показано, что энергию, запасенную в любой электростатиче
ской системе, можно вычислить, считая, что энергия электрического 
поля равна Е2/8 п  эрг/см3. Так как  величина поля Е в воздуш
ном конденсаторе с параллельными пластинами с площадью пла
стины, равной А, равна V/t, где t — расстояние между пластинами, 
то (Е2/8я) Xобъем= V2A/8nt=CV2i2.

*)  Можно показать, что соотношение (72) справедливо не только для кр и стал 
лов с кубической симметрией, но такж е  и дл я  газов, расположение атомов которых 
в пространстве является случайным. Лучшее экспериментальное подтверждение 
этого предположения следует из измерений диэлектрических постоянных газов 
при сравнительно большой плотности и высоком давлении (см. задачу 9 .28).
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Если конденсатор заполнен диэлектриком с диэлектрической 
постоянной е и заряжен до той же разности потенциалов V, то про
изведенная работа будет больше на множитель е, так  к ак  емкость С 
увеличилась. Однако величина Е остается неизменной. Следова
тельно, энергия, связанная с единицей объема в диэлектрике, 
равна не Ezi8 n ,  а еЕ 2/8 я .  Это положение можно обобщить для любых 
электростатических систем. Вместо уравнения (2.36) мы теперь 
имеем

Энергия =  ~ J e E zdv. (74)

Каким образом запасается «дополнительная» энергия? Рассмот
рим изолированную поляризуемую молекулу, к  которой можно 
приложить электрическое поле. На рис. 9.34 эта молекула представ
лена в виде двух зарядов, прикрепленных к концам упругой пру

жины. Дипольный момент р молекулы 
является вектором величины qs. Поле Е 
создается какими-то внешними источни
ками, например пластинами и батареей, 
изображенными на рисунке. Предполо
жим, что в присутствии поля Е заряды 
переместятся в противоположные сто
роны на расстояние ds; при этом вели
чина дипольного момента изменится от 
qs до q(s~rds). Движение зарядов в на
правлении поля Е эквивалентно пере
мещению заряда -\-q на расстояние ds. 
(Не имеет значения, движется один 
конец или оба.)

Следовательно, над молекулой была 
совершена работа, равная Eqds.  Един

ственным поставщиком этой работы является источник поля — на 
рис. 9.34 батарея, поддерживающая постоянную разность потен
циалов между пластинами. Если работу, совершенную над моле
кулой, обозначить через dW,  то

dW = Eqd s  = E>dp. (75)

Запасенная энергия, соответствующая этой работе, может быть 
обнаружена в двух местах, а именно в сильно растянутой упругой 
пружине и электрическом поле самого молекулярного диполя, ко
торый теперь обладает большим количеством полной энергии за 
счет увеличения расстояния между двумя зарядами. В реальной 
молекуле такого разделения сделать нельзя.

Вся энергия обусловлена структурой молекулы, и если бы мы 
могли заглянуть в эту динамическую структуру, то обнаружили бы, 
что полная энергия состоит из электростатической потенциальной 
энергии и кинетической энергии движения электрона. Дело обстоит 
так : работа, совершенная над молекулой для изменения ее поля*

Рис. 9.34. П оляризуемая моле
к у л а  напоминает два заряда, сое
диненных упругой пружиной. 

В поле Е пружина растянута.
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ризации E-dp,  увеличивает на такую  ж е величину энергию, заклю 
ченную в самой молекуле.

Посмотрим, какое количество энергии, запасенной в диэлект
рике, можно объяснить таким образом. Если в единице объема на
ходится N молекул, то поляризация P=jVp. Если Р меняется на ве
личину dP, то произведение E-dP представляет собой увеличение 
внутренней энергии молекул в 1 см 3. Но так  как  Р = (е—1) Е/4я, то

E . rfP =  _ L ( e _ l ) E .d E  =  ^ ( e - l ) d ( £ 2). (76)

Следовательно, из ?Е2;'8л эрг ,  которые были запасены в диэлектрике, 
(е— 1) Е2/8л можно отнести за счет увеличенной внутренней энергии 
поляризованных молекул. Остаток £*/8я является энергией, зап а
сенной в поле вакуум а.

9,15. Диэлектрики, состопщие из полярных молекул

Молекулы с собственными дипольнымн моментами, называемые 
полярными молекулами, стремятся расположиться в электрическом 
поле так , чтобы векторы их дипольных моментов совпали по направ
лению с Е. Подходящей механической моделью таких молекул 
являются не два заряда на концах пружины, а стержень с двумя 
зарядами, прикрепленными к его концам (рис. 9.35). Если такой 
стержень образует угол 0 с направлением поля, то на него действует 
вращающий момент, равный Е qs s in  в.
Работа, совершенная на угловом переме
щении dd,  равна (вращающий момент X 
X угловое перемещение), или Е q s s i n d d d .
Ее можно такж е выразить через векторный 
дипольный момент р с модулем qs и прира
щение dp,  возникающее в результате пово
рота молекулы на угол d 6 . Из графика 
ясно, что модуль dp равен р dQ, а направ
ление его таково, что E-dp=E dp  s in 0 .

Таким образом, d W - E - d p ;  к ак  и сле
довало ожидать, это согласуется с уравне
нием (75).

Если изолированная полярная молекула 
в момент включения электрического поля Е 
занимает положение, указанное на рис. 9.35, 
то она начнет поворачиваться, стремясь расположиться параллель
но полю, но, пройдя положение равновесия, будет продолжать коле
баться подобно маятнику, поскольку сообщенная ей энергия больше 
ни на что не расходуется. Реальная молекула, однако, окружена 
другими молекулами и может обмениваться с ними энергией. Эго 
создает «трение», способствующее затуханию колебаний. По-види
мому, такое явление присуще веем полярным молекулам вещества,

..—и ✓

Рис.  9.35 . П о л я р н ая  м о л е к у 
л а  п охож а на д в а  з а р я д а ,  
п ри крепленных  к  конц ам  
с т ер ж н я .  Поле Е приводит к  
появлению на м о л е к у л е  в р а 

щающего  момента .
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располагающимся параллельно любому приложенному полю, даже 
слабому. При абсолютном нуле наблюдалось бы то ж е самое, если 
допустить, что там еще возможно вращение. При любой температу
ре выше абсолютного нуля хаотичное тепловое движение, интенсив
ность которого пропорциональна температуре, препятствует уста
новлению векторов дипольных моментов вдоль поля. Приложенное 
поле дает молекулярному диполю энергетическую возможность рас
положиться параллельно полю, но, беспрерывно толкаемый своими 
соседями, диполь может принимать правильное направление не 
намного чаще, чем неправильное. В воде, например, поле в 1000 e l  с  и  
обеспечивает поляризацию, эквивалентную правильному располо
жению только одной молекулы из трех тысяч. Но даже такая  поля
ризация гораздо эффективней поляризации неполярного вещества 
в таком же поле, и это объясняет чрезвычайно большую диэлектри
ческую постоянную воды. Поляризация в полярном диэлектрике 
обычно пропорциональна приложенному электрическому полю и 
обратно пропорциональна абсолютной температуре.

9.16. Поляризация в переменных полях

До сего времени мы занимались только электростатическими 
полями в веществе. Необходимо рассмотреть действия электриче
ских полей, меняющихся во времени, подобно полю конденсатора, 
помещенного в цепь переменного тока. Важно знать, последуют ли 
изменения поляризации за изменениями поля? Останется ли отно
шение Р к Е в любой момент времени таким же, к ак  в статическом 
электрическом поле? При очень медленных изменениях мы не долж
ны ожидать никакой разницы, но, как  всегда, критерий медленности 
зависит от рассматриваемого физического процесса. Оказывается, 
что индуцированная поляризация и ориентация жестких диполей 
являются двумя процессами с совершенно различным временем ре
лаксации.

Индуцированная поляризация атомов и молекул происходит 
за счет деформации электронных орбит. В процессе принимает уча
стие маленькая масса, и структура является очень жесткой; сво
бодные частоты ее колебаний чрезвычайно высоки. Иначе говоря, 
движение электронов в атомах и молекулах характеризуется пе
риодами порядка 1 0 -16 с ек  — это соответствует периоду волны ви
димого света. Д ля атома 10~14 с ек  является длительным промежут
ком времени. За такое время нетрудно изменить его электронную 
структуру. Поэтому строго неполярные вещества ведут себя прак
тически одинаково, начиная от «постоянного тока» до частот види
мого света. Поляризация следует за полем и восприимчивость 
1 е —Р 1Е не зависит от частоты, Что произойдет, когда частота изме
нения поля приблизится к некоторой свободной частоте электрон
ной структуры? Решение этого интересного вопроса мы должны 
отложить до следующего тома. (Одним из результатов является ра
д уга !)
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Ориентация полярной молекулы представляет собой процесс, 
совершенно отличный от простой деформации электронного облака. 
При таком процессе молекула должна поворачиваться как  целое. 
Это напоминает, в микроскопическом масштабе, поворачивание 
ореха с конца на конец в сумке с орехами. Вращение отстает от 
вращающего момента за счет сопротивления трения, уменьшающего 
такж е амплитуду результирующей поляризации. Масштаб времени, 
в котором проявляется этот эффект, далеко не одинаков для р аз
личных полярных веществ. В воде «время релаксации» для пере
ориентации диполя составляет примерно 10“ 11 с ек.  Диэлектриче
ская постоянная остается близкой к 80 до частот порядка 1010 гц.  
С увеличением частоты е падает 
до небольшого значения, типичного 
для неполярной жидкости. Д и 
поли просто не успевают следовать 
за изменением поля. В других 
вещ ествах, особенно твердых, это 
характеристическое время может 
быть гораздо больше. Д ля льда, 
ниже точки замерзания, оно близ
ко к 10“ 5 сек.  На рис. 9.36 изоб
ражено несколько эксперимен
тальных кривых, показывающих 
изменение диэлектрической посто
янной в зависимости от частоты 
для воды и льда.

Вы можете спросить, дейст
вительно ли полярная молекула 
может перевернуться внутри такого плотного твердого вещества, 
к ак  кристалл. Это в самом деле происходит в большом количестве 
кристаллов, где благодаря вибрации соседних молекул молекула 
внезапно получает достаточно «пустого пространства», чтобы свобод
но повернуться. Однако вопрос является законным, так как  в не
которых твердых веществах происходят такие сдвиги электрических 
зарядов, которые нельзя назвать вращениями собственных молеку
лярных дипольных моментов. Мы вскоре вернемся к  этому вопросу.

9.17. Ток связанных зарядов

Если поляризация вещества изменяется во времени, возникает 
электрический ток, связанный сдвижением зарядов. Предположим, 
что в 1 см 3 диэлектрика содержится N диполей и что в течение про
меж утка времени d t  момент каждого диполя изменяется от р до 
р + ф . Тогда макроскопическая плотность поляризации Р меняется 
от P=7Vp до P+dP=7V(p+dp).

Предположим, что изменение dp  вызвано смещением заряда q 
на расстояние d s  в каждом атоме: qds^=dp.  Тогда в течение времени 
d t  действительна существует облако зарядов с плотностью Nq,

Частота, колебаний электрического поля, гц
Рис. 9 .36. Изменение ди электри ческой  
постоянной воды и льда  в зависимости 
от частоты . (Д анн ы е  д л я  воды в з я т ы  из 
книги  С. P. S m y th  «D ie le c t r i c  B e h a v io r  
and  S t ru c tu re » ,  McGrow-Ш И , New York , 
1955, а д анные д л я  л ь д а  из статьи  R. Р . 
A u t y  and  R. Н. Cole, J .  Chem. P h y s .  20, 

1309 (1952) .)
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движущихся со скоростью v = d s l d t .  Это движение образует ток 
проводимости с определенной плотностью J , измеряемой в (ед. 
СГСЭц1сек)1см2\

, ds , ,  dp dP
J==p v - N ^ d t  =  h '~dF =  l f -  (? / )

Связь между скоростью изменения поляризации и плотностью 
тока J —dP/dt не зависит от особенностей модели. Изменяющаяся 
поляризация является током проводимости; различие между этим 
и другими токами несущественно.

Разумеется, такой ток является источником магнитного поля. 
Если вблизи нет других токов, мы должны написать второе уравне
ние Максвелла rotB=(l/c)(<9E/<3£-r4:rcj) следующим образом:

r°‘ B - 4 ( f - + 4,i§ ) -  <78>
Единственное различие между плотностью «обыкновенного» 

тока проводимости и плотностью тока дР 'dt состоит в том, что первая 
относится к движущимся свободным зарядам, а вторая — к свя
занным. Существует довольно очевидное практическое различие — 
нельзя получить стационарный ток связанных зарядов, который 
никогда бы не изменялся. Обычно предпочитают разделять ток сво
бодных и связанных зарядов, обозначая через J только плотность 
тока свободных зарядов. Тогда, включая в уравнение М аксвелла 
все токи, мы должны написать его в следующем виде:

r o t B - f  ( 4 г  +  4л ' ! г  +  -Ш  ) •  <79>

! 1
П лотн ос ть  П лотность

тока сия- т ок а  сро-
у<г.нных бедных,
з а р я д о в  з ар я дов

В диэлектрической среде Е-^-4дР—еЕ и уравнение (79) будет 
несколько кероче:

rot В =  i е --Д 4лJ i . (80)
С 1 ОС j

Введя вектор D, определенный выше как Е -М лР, уравнение 
(79) можно укоротить и написать в более общем виде:

(81)

Величина dD/dt обычно называется током см ещения .  В действи
тельности часть ее, содержащая dP /dt, представляет собой, как  мы 
уж е видели, «честный» ток проводимости, т. е. реальные заряды 
в движении. Единственной частью полной плотности тока, не отве
чающей простому движению зарядов, является часть dE/dt, а имен
но истинный ток смещения в вакуум е, рассмотренный нами в конце 
гл . 7. М ежду прочим, если мы хотим выразить все компоненты
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полной плотности тока в единицах, в которых измеряется J ,  следу
ет обратить внимание на то, что в первом члене нет 4 я , и отметить 
это в уравнении (79) следующим образом:

rot В =  —
С

I дЕ дР
4л dt +  ж +  J

+
i t t

Плотность П лотн ость П лотность
тока т о к а  с в я  тока  сво

смещ ен ия з ан н ы х бо дны х  з а 
в в а к у у м е з а р я д о в ря дов

(82)

При обсуждении различия между связанными и свободными за 
рядами возникает вопрос, с которым мы еще непосредственно не 
сталкивались: можно ли всегда однозначно опознать «молекуляр
ные дипольные моменты» в веществе, особенно в твердом теле?

ПатякитеяьныйатИоВный заряд* Отрицательный «свободный, заряд»

Рис. 9 .3 7 .  И онная  ре шетка в д в у х  п р едс тав лени ях :  з аряды  сгруппированы по два, к а к  « м о 
л е к у л ы » ,  причем в с л у ч а е  (с) вектор по л яр и з ац и и  н а п р ав л ен  вниз,  а в случ ае  (6) — вверх.  

Системы физически одинаковы, т о л ь к о  по-разн ом у описаны.

На этот вопрос следует ответить отрицательно. Рассмотрим микро
скопическое строение тонкого слоя кристалла поваренной соли. 
Расположение положительных ионов натрия и отрицательных ионов 
хлора было показано на рис. 1.7. Рис. 9.37 представляет собой сече
ние кристалла, ограниченное справа и слева. При желании можно 
рассматривать пару смежных ионов как  нейтральную молекулу 
с дипольным моментом. Группируя такие молекулы, как показано 
на рис. 9 .37, а,  мы получим среду с вектором однородной макроско
пической плотности поляризации Р, направленным вниз. При этом 
в верхней части кристалла будет находиться слой положительных 
зарядов, а в нижней части слой отрицательных, причем те и другие 
следует рассматривать как свободные заряды , так как они не входят 
в состав молекул.

С таким ж е успехом мы могли бы сгруппировать ионы, как  пока
зано на рис. 9 .37, б. При таком расположении вектор Р направлен 
вверх, слой отрицательных свободных зарядов находится в верхней 
части кристалла, а слой положительных свободных зарядов внизу. 
Оба опи с ания  являются  правильными.  Можно без труда найти еще 
одно, такж е правильное описание, в котором вектор Р будет равен
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нулю и где не будет свободных зарядов. Из каждого описания сле
дует одно и тоже значение Е. Макроскопическое поле Е представ
ляет собой физически наблюдаемую величину. Оно может зависеть 
только от распределения зарядов, а не от того, какой способ описа
ния этого распределения мы избираем.

Этот пример показывает нам, что в реальном атомном мире р аз
личие между связанными и свободными зарядами является более 
или менее произвольным, и таково же, следовательно, представле
ние о плотности поляризации Р. Молекулярный диполь является

г)
Рис. 9 .3 8 . Р еш етку  п о л яр и з о в ан н ы х  м о л е к у л я р н ы х  групп  (а) можно превратить  в решетку  

с противополож но п о ляр изов ан ны м и гр упп ам и {г) д в у м я  способами (б или в).

определенным понятием только в тех случаях, когда можно выя- 
вить молекулы как таковые, т. е. там, где существует физическая 
причина для того, чтобы сказать: «Этот атом относится именно 
к этой молекуле, а не к  другой». В большинстве кристаллов такое 
указание лишено смысла. Любой атом или ион может одинаково 
сильно взаимодействовать со всеми своими соседями; весь кристалл 
следует рассматривать как  отдельную молекулу.

Любой произвол в разделении зарядов на свободные и связанные 
сказывается, естественно, на значениях плотности тока свободных 
зарядов J и на dPIdt. Рассмотрим поляризацию такого кристалла, 
как  лед. Кристаллическая решетка льда является трехмерной, но на 
рис. 9.38 мы изобразили двумерную решетку с аналогичными свой-
342



ствами. Назовем ее льдом. На рис. 9 .38, а  легко можно узнать моле
кулы Н 20 ,  так  как  около каждого атома кислорода расположены 
два атома Н. На рисунке изображен поляризованный кристалл. 
Вектор Р направлен вниз, потому что, как  уж е было сказано в этой 
главе, на кислородном конце молекулы воды имеет место избыток 
отрицательных зарядов. Черные шарики на рисунке изображают 
положительные заряды. Предположим теперь, что внутреннее 
состояние кристалла каким-то образом изменилось и стало таким, 
как  показано на рис. 9.38, г,  который представляет собой микро
скопический разрез той же области. Диполи здесь перевернуты и 
вектор поляризации в кристалле направлен вверх.

Изменение внутреннего состояния кристалла может быть достиг
нуто двумя существенно разными способами, показанными на 
рис. 9 .38, б и в. На рис. 9.38, б  приложено электрическое поле Е, 
направленное кверху и перемещающее вверх положительные концы 
молекул, т. е. «перевертывающее» каждую  молекулу. В этом случае 
имеет место чистое движение положительных зарядов вверх; возни
кающий при этом ток будет выражаться величиной <ЗР/dt, как  было 
показано выше.

На рис. 9 .38, в изображен совершенно другой процесс, в котором 
электрическое поле, направленное вниз, заставляет атомы водорода 
изменить положение. Каждый из них перемещается к ближайшему 
атому О вниз. (В реальном кристалле все это происходит проще, 
потому что атом Н, расположенный между двумя атомами О, до 
некоторой степени притягивается обоими, обеспечивая «водород
ную связь», которая скрепляет кристалл.) Конечная конфигурация 
имеет точно такой же вид. Все диполи перевернуты, но движение 
положительных зарядов теперь направлено вниз. Если бы в этом 
процессе участвовал ток, который мы могли бы включить в правую 
часть уравнения (79), то мы должны были бы вставить ту  же вели
чину, что и прежде, dP/dt, соответствующую току, направленному 
вверх; но мы должны прибавить более сильный ток проводимости 
J , направленный вниз и соответствующий движению каждого 
заряда вниз на расстояние, равное одному периоду решетки d. Р аз
ность будет равна реальному току, возникающему благодаря смеще
нию положительного заряда вниз на расстояние d.

Заметьте, что в каждом случае полный ток течет в направлении 
приложенного электрического поля. Нельзя объяснить происходя
щий микроскопический процесс на основании только одних макро
скопических измерений. Действительно, механизм поляризации 
льда является еще спорным вопросом.

Д ля решения этого вопроса необходимо достаточно хорошо знать 
микроскопическую структуру, чтобы быть уверенными в том, что 
происходит в действительности: переворачивание молекулы сверху 
вниз или перемещение протонов. Мы должны сделать следующий 
простой вывод из этой главы: полный ток проводимости определя
ется действительным микроскопическим движением всех зарядов, 
как  свободных, так и связанных.
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З а д а ч и

9.1 . Изготовление конденсатора. Имеется рулон полиэтиленовой ленты 
шириной 5,6 см и толщиной 0,0025 см с диэлектрической постоянной, равной 2 ,3 , 
и рулон алюминиевой ленты шириной 5 см и толщиной 0,001 см. Вы  хотите сделать 
конденсатор с емкостью около 0,05 мкф в виде плотного цилиндрического валика. 
Опишите, к а к  это делать , найдите количество необходимой ленты обоих сортов и 
полный диаметр готового конденсатора.

9 .2 . Лейденская банка. В 1746 г . профессор Мушенброк в Лейдене зар яж ал  
воду в бутыли при помощи провода, идущего от горлышка бутыли к  электростати
ческой машине. Когда его ассистент, державший бутыль одной рукой, попробовал 
передвинуть другой рукой провод, он почувствовал сильный удар . Таким образом 
простой конденсатор привлек к  себе внимание ученых-электриков. Открытие 
«лейденской балки» произвело революцию в опытах с электричеством. Уж е в 
1774 г . Бенджамин Ф ранклин описывал свои эксперименты с «чудесной бутылью 
мистера Мушенброка». Б анка представляет собой простое стекло с проводниками 
по обеим сторонам. Чтобы пон;пь, почему она вы звала такую  сенсацию, опреде
лите емкость банки, сделанной из литровой бутыли со стенками в 2 мм толщиной; 
диэлектрическая постоянная стекла равна 4. Сфера какого диаметра в воздухе 
имела бы ту же емкость? О т в е т .  С =  830 см.

9.3. Какова величина дипольного момента каждого из распределений зар я 
дов, изображенных на рис. а, б  и в? Каково направление вектора дипольного 
момента р? О т в е т .  ра =  ^ 3  qd', pg — 0; рв =  }'ГЮ qd.

t
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\ i
\

\s

1 I , 1 a  I i i i

------- чр-?

d

d
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‘^ 4  - q b ~ d
Ф

-k z ?  - y d -

К задач е  9.3 .

9.4. Распределение заряда в молекуле. В молекуле соляной кислоты расстояние 
между ядром хлора и протоном равно 1,28 А . Предположим, что электрон пол
ностью переходит от атома водорода к  атому хлора и совместно с другими электро
нами хлора образует сферически симметричный отрицательный зар яд , в центре 
которого находится ядро хлора. Чем отличается электрический дипольный момент 
этой модели от дипольного момента реальной молекулы НС1, изображенной на 
рис. 9.16? Где должен быть расположен настоящий «центр тяжести» распределения 
отрицательного заряда в реальной молекуле? (Заряд  ядра хлора 17 в; заряд  ядра 
водорода равен е.)

9.5. Поле молекулярного диполя. М олекула соляной кислоты расположена в 
начале координат с линией Н — С1 вдоль оси г , и С1 наверху. К аковы  направле
ние электрического поля и его величина в единицах СТСЭу/см в точке, рас
положенной на оси г  на расстоянии 10 А  от начала координат? В точке на оси у  на 
расстоянии 10 А  от начала координат?

9.6. Поле макроскопического диполя. Конденсатор с параллельными пласти
нами, емкость которого С = 250  см, заряж ен до разности потенциалов в  6 ед. СГСЭу. 
Расстояние между пластинами равно 1,5 см. Нас интересует внешнее, так  называе
мое «краевое» поле, которое мы обычно игнорируем. В частности, мы хотели бы 
определить поле на таком расстоянии от конденсатора, которое велико по сравне
нию с самим конденсатором. Его можно найти, если считать распределение з ар я 
дов на конденсаторе диполем. Определите величину электрического поля в  точке, 
расположенной в трех метрах от конденсатора в плоскости пластин, и в точ
ке , расположенной на том ж е расстоянии в направлении, перпендикулярном к 
пластинам.
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9.7 . Конденсатор с  утечкой■ В разделе 4. И мы обсуждали вопрос о времени 
релаксации конденсатора, заполненного веществом с удельным сопротивлением р. 
Если вы вернетесь к этому разделу, то заметите, что мы уклонились от введения 
диэлектрической постоянной. Теперь мы можем е о с п о л н и т ь  э т о т  пробел. Введем 
величину е в выражение для постоянной времени. Жизненно важный для всех 
нас конденсатор с утечкой, образованный стенкой ж и е о й  клетки , является и золя
тором (одна из его многочисленных функций!), который разделяет две проводящие 
жидкости, Его электрические свойства особенно интересны в случае нервной ячей
ки , так  к а к  распространение нервного импульса сопровождается быстрыми изме
нениями разности потенциалов между внутренним и внешним пространством. 
В сноске раздела 3.5 мы указы вали , что емкость конденсатора с клеточной мембра
ной обычно близка к  1 мкф на 1 см2 площади мембраны. Предположим, что мембра
на сделана из материала с диэлектрической постоянной, примерно равной 3. Те
перь вы можете себе представить ее толщину. Д ругие электрические измерения 
показали, что сопротивление I см2 клеточной мембраны, измеренное от одной 
проводящей жидкости к  другой, равно приблизительно 1000 ом. Покажите, что 
постоянная времени такого конденсатора с утечкой не зависит от площади конден
сатора. К акова величина этой постоянной в данном случае? Каково будет ми
нимальное значение удельного сопротивления р материала такой мембраны 
на схеме рис. 4 .6?

9 .8 . Поляризованный шар. Если все молекулярные диполи в капле воды с 
радиусом 1 мм направлены в одну сторону, то какова будет максимальная вели
чина поля в 10 см  от капли? На поверхности капли?

9 .9 . Сферический проводник е  однородном  поле. Ф ормулу, выведенную нами 
для шара из диэлектрика, можно использовать для случая металлического шара в 
однородном поле. Чтобы показать это, исследуйте предельный случай е->оо и по
каж и те, что форма внешнего поля в этом случае удовлетворяет граничным усло
виям для идеального проводника. Что можно сказать о внутреннем поле? Начер
тите несколько силовых линий поля для этого предельного случая. Найдите вели
чину дипольного момента, индуцированного в проводящем шаре с радиусом а 
в поле Е0. Каким был бы диаметр идеально проводящего шара с такой ж е поляри
зуемостью, к а к  у  атома водорода?

9.10. На сколько процентов отличаются индуцированные дипольные 
моменты капельки воды (е= 81) и шарикоподшипника того ж е диаметра в том же 
поле? О т в е т .  На 3 ,5% .

9.11. Еще один  сп особ  вычисления поля в поляризованном uiape. В разделе 
9 .10, на основании значений потенциала на границе, было установлено, что эл ек 
трическое поле внутри поляризованного шара является  однородным. Этот факт 
можно доказать такж е  с помощью принципа суперпозиции внутренних полей 
двух  сферических зарядов, центры которых расположены на некотором рас
стоянии.

а) П окажите, что внутри сферического однородного распределения зарядов 
поле Е пропорционально расстоянию г.

б) Возьмите два сферических распределения с плотностями р и — р с центрами 
в точках Сг и С2 и покажите, что результирующее поле будет постоянным и парал
лельным линии, соединяющей Сх и Са.

в) Исследуйте таким ж е образом поле длинного цилиндрического стержня, 
поляризованного перпендикулярно к  его оси.

9.12. На рисунке изображены три конденсатора с одинаковыми площадями 
и расстояниями между пластинами. Обозначим емкость воздушного конденсатора 
через С0. Каждый из двух  остальных наполовину заполнен по-разному располо
женным диэлектриком, с одинаковой диэлектрической постоянной е. Найдите 
емкость каж дого из этих двух  конденсаторов. (Краевыми эффектами можно пре

небречь.) О т в е т .  С1 =  С0- ^ ~  , С а= С 0 --g - - .

9 .13. Энергия, запасенная в конденсаторах; некоторые практические сообра
жения. Рассмотрим конденсатор к ак  прибор для запасания энергии. Практиче
ский предел разности потенциалов м еж ду пластинами конденсатора определяется 
величиной электрического поля, выше которого возможен пробой диэлектрика. 
Обычно это поле составляет около 10® в[см дл я  хорошего жидкого диэлектрика с
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е = 2 ,3  и плотностью 1 г/см3. Не учиты вая веса электродов, покажите, сколько 
джоулей энергии можно запасти на килограмм конденсатора? (Обратите внимание, 
что эта величина не зависит от емкости, формы, числа пластин и т. д .) Примите 
число джоулей на 1 килограмм за величину, характеризующую свойства р езервуа
ра энергии, и сравните конденсатор 
с аккумулятором автомобиля и с вр а 
щающимся маховым колесом. Д л я  
этого вы должны сделать разумные 
предположения относительно веса и 
выходной мощности аккум ул ятор а и 
определить, что лимитирует скорость 
махового колеса. Какое преимущество 
имеет конденсатор, используемый в 
качестве резервуара энергии?

9.14. На рисунке схематически 
изображены два различных процесса, 
в каждом из которых м еж д у ’ пласти
нами заряженного конденсатора встав
ляется пластина из диэлектрика. Вы 
должны проанализировать изменения 
энергии, ответив на вопросы на схемах.
Что вы можете сказать о силе, дейст
вующей на диэлектрик?

Сила, Сействующая 
и а  образец = ?

Запасенная энергиям?

Сит, действующая 
на. о бр а зец^ ?

Запасенная энергия=?

К задаче 9Л2. К задаче 9.14.

9.15. Металлический шар с радиусом а  помещен в толстый диэлектрический 
цилиндр с внутренним радиусом а , наружным радиусом b и с диэлектрической 
постоянной е. Металлический шар несет свободный заряд Q. На диэлектрике и 
внутри него свободных зарядов нет. Произведите подробный анализ этой системы, 
определив потенциал металлического шара и распределение связанных зарядов.



МАГНИТНЫЕ ПОЛЯ В ВЕЩЕСТВЕ

ЮЛ. Как различные вещества реагируют на магнитное поле?

Представим себе некоторые опыты с очень сильным магнитным 
полем. Предположим, что мы сделали соленоид с внутренним диа
метром 10 см и длиной 40 см (рис. 10.1). Его внешний диаметр равен 
40 см и большая часть пространства заполнена медной обмоткой. 
Т акая катуш ка обеспечит по
стоянное поле в 30 000 г с  в 
центре, если к  ней подвести 
400 кет  электрической мощ
ности и снабжать водой около 
120 л в минуту для отвода 
тепла. Мы приводим эти кон
кретные данные, чтобы пока
зать, что хотя наш прибор 
и н е  представляет собой ни
чего необыкновенного, он яв 
ляется все ж е довольно поч
тенным лабораторным маг
нитом. Величина поля в цент
ре магнита приблизительно 
в 106 раз больше магнит
ного поля Земли и, вероят
но, в 5 или 10 раз силь
нее поля вблизи любого маг
нитного железного стержня 
или подковообразного магнита, с которыми вы, вероятно, уж е 
имели дело. Вблизи центра соленоида поле довольно однородно 
и уменьшается приблизительно вдвое на оси вблизи концов к а 
туш ки. Это поле несколько менее однородно, чем поле соленоида 
на рис. 6 .18, так  как наша катуш ка эквивалентна ряду соленоидов 
с отношением длины к диаметру, изменяющимся от 4/, до 1/1. Дейст
вительно, если применить формулу (6.44), которая была выведена 
для поля на оси соленоида с однослойной обмоткой, то нетрудно

Г Л А В А  10

Рис. 10.1. а )  Конструкция катуш ки, создающей 
сильное магнитное поле. Показано поперечное 
сечение обмотки, по которой течет охлаждаю 
щ ая вода, б) Кривая величины поля В 2 на оси 

катуш ки.
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точно вычислить осевое поле. Кривая величины поля по оси 
при центральном поле в 30 кгс показана на рис. 10.1. Величина 
поля в конце катуш ки равна 18 ООО гс, и в этой области поле 
меняется с градиентом, примерно равным 1700 гс!см .

Поместим в это поле различные вещества и посмотрим, действует 
ли на них сила. Обычно мы обнаруживаем такую  силу. Она исчезает 
при выключении тока в катуш ке. Наибольшая сила возникает не в 
том случае, когда наш образец расположен в центре катуш ки, где 
магнитное поле B z сильнее всего. Сила оказывается наибольшей, 
если образец расположен около конца катуш ки, где велик градиент 
dBJdz .  Попробуем опускать каждый образец внутрь верхнего кон

ца катуш ки. На рис. 10.2 показан один 
из таких образцов, заключенный в трубке, 
подвешенной на пружине, которую мож
но откалибровать, чтобы измерять доба
вочную силу, названную магнитным полем. 
Конечно, в начале мы должны провести конт
рольный эксперимент с одной трубкой и под
весом для определения величины магнит
ной силы, действующей на них без образца.

Такой опыт покажет нам, что сила, 
действующая на определенное вещество, 
например на алюминий, пропорциональна 
массе образца и не зависит от его формы, 
если только образец не слишком велик. 
(Эксперименты с маленькими образцами 
в этой катуш ке показывают, что сила оста
ется практически постоянной на протяже
нии нескольких сантиметров у  конца к а 
туш ки; если объем образцов не больше 
l-f-2 см 3, то они не выходят за пределы 

этой области.) Мы можем дать количественную оценку наших ре
зультатов для данного вещества, указав величину силы в динах 
на грамм образца при B z~  18 000 г с  и dB z/dz=1700 гс/см.

Обратим внимание на довольно странные качественные резуль
таты (табл. 10.1): для большого числа обычных чистых веществ наб
людаемая сила легко поддается измерению, но оказывается до смеш
ного слабой, несмотря на сильное магнитное поле. Ее величина 
имеет порядок 10—20 д и н  на 1 г и не превосходит нескольких про
центов от веса образца. Д ля некоторых образцов эта сила направлена 
вверх, для других — вниз. Направление силы никак не связано 
с направлением магнитного поля, что можно проверить, меняя на
правление тока в катуш ке. О казывается, что некоторые вещества 
всегда движутся в направлении увеличивающегося поля, дру
гие — в направлении уменьшающегося поля независимо от на
правления самого поля.

Мы замечаем, что некоторые вещества втягиваются в катуш ку 
с большей силой. Например, кристаллы хлористой меди втягиваю тся

Рис. 10.2. Приспособление 
д л я  измерения силы, дейст
вующей на вещество в м аг

нитном поле.
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Т а б л и ц а 10.1 
Сила, действующая на образец, весом в 1 г  в магнитном поле
(Вг — 18 ООО гс, dB z !d z=  1700 гс/см)

Вещество Ф ормула Сила *), дан

Д и а  м а г н е т и к и
Вода н2о — 22
Медь Си —2 ,6
Свинец РЬ —37
Хлористый натрий N аС1 ■—15
К варц SiO, — 16
С.ера S — 16
А лмаз с — 16
Графит с — п о
Ж идкий азот N■2 — 10 (78е К)

П а р а м а г н е т и к а

Н атрий NTa + 20
Алюминий А1 4-17
Х лористая медь СиС12 -,'-280
Сернокислый никель N iS 0 4 -1-830
Ж идкий кислород 0 2 + 7500 (90° К)

Ф е р р о м а г н е т и к и

Ж елезо Fe + 400  000
М агнетит F e30 4 +  120 000

*) Н аправление енльг: в;пп-^. вверх — . Бее измерения сделаны при температуре
20°С , з а  исключением отмеченных н скобках.

в соленоид с силой в 280 дин  на 1 г образца. Жидкий кислород ведет 
себя в этом эксперименте весьма эффектно ■— он втягивается в к а 
туш ку с силой, превышающей его вес примерно в восемь раз. Дейст
вительно, если бы мы поднесли незакупоренную колбу с жидким 
кислородом к нижнему концу нашей катуш ки, то жидкость подня
лась бы в колбе и выплеснулась из нее. (Где бы она могла остано
виться, к ак  вы думаете?) Жидкий азот, напротив, почти не реаги
рует на поле магнита: 1 г жидкого азота выталкивается из катуш ки 
с небольшой силой в 10 дин .  В таблице приведены некоторые ре
зультаты , полученные в таких опытах.

Помещенные в таблице вещества были выбраны с таким расче
том, чтобы как  можно лучше продемонстрировать широкий диапа
зон магнитного поведения обычных материалов.

Некоторые вещества, из которых наиболее известно металличе
ское железо, оказываются гораздо более «магнитными», чем другие. 
В таблице указана величина силы, которая действует на кусочек 
железа весом в 1 г, помещенный в ту  ж е точку поля, что и другие 
образцы. Эта сила равна примерно 16 кг\ (Мы не были столь наивны,
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чтобы поместить в н а ш у  пробную трубку, подвешенную на слабой 
пружине, железные образцы весом в несколько граммов; для введе- 
пия в поле магнита таких образцов необходим совсем другой подвес.)

Заметьте, что сила, действующая на грамм ж елеза, примерно 
в 105 раз больше силы, действующей на грамм меди, в то время как  
остальные свойства этих элементов не отличаются столь радикально. 
Легко понять, что надежные магнитные измерения для такого 
вещества, как медь, довольно затруднительны; достаточно загр яз
нить медь несколькими миллионными долями ж елеза, чтобы пол
ностью исказить результат.

В поведении железа и магнетита и других веществ, входящих 
в таблицу, можно заметить еще одну существенную особенность.

Предположим, что мы изменяем величину поля магнита для 
того, чтобы проверить, пропорциональна ли полю сила, дейст
вующая на образец. Например, можно уменьшить вдвое ток в соле
ноиде; при этом вдвое уменьшатся величина поля В г и его гра
диент dB-Jdz.  Мы обнаружим, что сила, действующая на любое 
вещество, расположенное в таблице до железа, уменьшится в четыре 
раза, в то время как  сила, действующая на железный и магнетито- 
вый образцы, упадет лишь вдвое или даже несколько больше.

Отсюда следует, что сила, по крайней мере в этих условиях, про
порциональна квадрату поля для всех веществ, приведенных в 
таблице, а для Fe и Fe30 4 приблизительно пропорциональна само
му полю.

По-видимому, мы имеем здесь дело с несколькими различными 
явлениями. Попытаемся провести некоторую классификацию этих 
явлений.

Во-первых, вещества которые слабо отталкиваются полем нашего 
магнита, как , например, вода, поваренная соль, кварц и т. д ., назы
ваются диамагнетиками.  Ими являются большинство неорганиче
ских соединений и практически все органические соединения. Дей
ствительно, диамагнетизм является свойством каждого атома и 
молекулы. Если вещество притягивается магнитом, это обозначает 
преобладание над диамагнетизмом другого, более сильного явле
ния, обусловливающего притяжение.

Вещества, втягиваемые в область более сильного поля, назы
ваются парамагнетиками.  В ряде случаев, например, для таких 
металлов, как Al, Na и многих других, парамагнитный эффект не 
сильнее, чем обычный диамагнитный. Д ля других веществ, например 
для N iS04 и СиС12 в вышеприведенном списке, парамагнитный 
эффект гораздо больше. В этих веществах он увеличивается при 
понижении температуры и становится весьма внушительным в об
ласти абсолютного нуля. Увеличение парамагнетизма с понижением 
температуры является частичной причиной возникновения большой 
силы в случае жидкого кислорода. Если все это вам каж ется легко 
объяснимым, обратите внимание на то, что медь диамагнитна, а хло
ристая медь парамагнитна, что натрий принадлежит к парамагнети
кам , в то время как хлористый натрий — диамагнетик.
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Вещества, ведущие себя подобно железу и магнетиту, называются 
ферромагнетиками.  Кроме обычных металлов этого к л а с с а —-ж е 
леза, кобальта и никеля,— известно большое количество ферро
магнитных сплавов и кристаллических соединений. Действительно, 
число известных ферромагнитных веществ непрерывно растет.

В этой главе перед нами стоят две задачи. Первая заключается 
в изучении макроскопических явлений в намагниченном веществе, 
свойства которого можно описать небольшим числом параметров и 
экспериментально полученными соотношениями между ними. Это 
похоже на рассмотрение диэлектрических явлений, основанное на 
некотором экспериментальном соотношении между электрическим 
полем и макроскопической поляризацией. Иногда такую теорию 
называют феноменологической. Вторая задача состоит в попытке 
разобраться, хотя бы в общем виде, в атомном происхождении раз
личных магнитных эффектов.

Магнитные эффекты в еще большей степени, чем диэлектриче
ские, помогают понять основные особенности атомной структуры 
вещ ества.

Из рассмотрения таблицы следует один важный вывод. Я вле
ниям диамагнетизма и парамагнетизма в молекулярном масштабе 
соответствует очень небольшое количество энергии. Возьмем к р а й 
ний случай с жидким кислородом. Д ля того чтобы оттолкнуть 1 г  
жидкого кислорода от магнита, требуется работа порядка 7500 дин ,  
умноженных на расстояние в несколько сантиметров (так к ак  на 
расстоянии в несколько сантиметров величина поля существенно 
уменьшается). Мы получаем примерно 50 ООО эрг .  Д ля повыше
ния температуры 1 г жидкого кислорода на один градус требуется 
примерно в 300 раз больше энергии (0,4 кал, или 1,6 дж) ,  а для ис
парения жидкости, т. е. для отделения молекулы от других молекул, 
в 30 000 раз больше. Все, что происходит на молекулярном уровне 
в жидком кислороде в результате действия магнитного поля, тре
бует очень небольшого количества энергии.

Известно, что даже сильные магнитные поля не имеют практиче
ски никакого влияния на химические и биохимические процессы. 
Вы можете поместить руку  (без ручных часов!) в наш соленоид 
с полем в 30 к г с  без каких-либо заметных последствий. Трудно ск а 
зать , к  какому классу веществ относится ваша р у к а — к парамагне
тикам или диамагнетикам,но сила,действующ ая на нее, будет состав
лять , в любом случае, не больше нескольких граммов. Целые поко
ления мышей выводились и выращивались в сильных магнитных 
полях, которые не оказывали на них заметного влияния. Другие 
биологические эксперименты такж е не обнаружили достойных 
внимания магнитных действий на биологические процессы *). Это

*) Н ельзя считать, что слабые эффекты всегда проходят без последствий. 
Р ассуж ден и я, подобные только что приведенным, привели бы к выводу, что т я 
ж есть не имеет энергетического значения в молекулярном масштабе, но тем не 
менее, деревья на склоне холма растут вертикально. Объяснение, по-видимому, 
заклю чается в суммарной силе, действующей на биологический объект, размеры
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не удивительно. При взаимодействии с веществом роли магнитного 
и электрического полей совершенно различны. Поскольку атомы 
и молекулы состоят из медленно движущихся электрических за 
рядов, электрические силы при молекулярных процессах домини
руют над магнитными.

10.2. Отсутствие магнитного «заряда»

Магнитное поле около намагниченного стержня, например стрел
ки компаса, очень похоже на электрическое поле электрически поля
ризованного стержня, который имеет избыток положительных 
зарядов на одном конце и избыток отрицательных зарядов на другом 
(рис. 10.3). Можно дум ать, что магнитное поле имеет свои источ
ники, которые связаны с ним таким же образом, как  электрический 
заряд связан с электрическим полем. Тогда «северный полюс» стрел
ки компаса был бы местом скопления магнитных «зарядов» одного 
вида, а на южном полюсе был бы избыток зарядов противополож
ного вида. Мы могли бы назвать «северный заряд» положительным, 
а «южный заряд» отрицательным и принять направление магнит
ного поля от положительных зарядов к отрицательным, к ак  приня
то для электрического поля и электрических зарядов. Исторически 
соглашение о положительном направлении магнитного поля воз
никло именно таким образом *). То, что мы назвали магнитным 
зарядом, называлось обычно силой магнитного полюса.

Эта идея представляется достаточно логичной. Она становится 
еще более правдоподобной, если вспомнить, что фундаментальные 
уравнения электромагнитного поля совершенно симметричны по 
отношению к Е и В. Почему в таком случае мы не должны ожидать 
симметрии в источниках поля? С магнитным зарядом как  возмож
ным источником статического магнитного поляВ мы имели бы d ivB =  
=  4ят|, где г] представляет собой плотность магнитного заряда, по со
вершенной аналогии с плотностью электрического заряда р. Д ва

которого много больше размеров молекулы. Действительно, аналогичное явление 
(«тропизм») было экспериментально продемонстрировано в случае сеянцев, про
израстающих в присутствии очень неоднородного магнитного поля. Мы не утвер
ж даем , однако, что магнитные свойства молекул безразличны для биохимика. 
Напротив, промежуточные вещества в химических реакциях иногда обнаруж и
ваю тся и даж е опознаются по их магнитным свойствам. Но это совершенно др у 
гой вопрос по сравнению с влиянием внешнего поля на химический процесс. М еж
д у  прочим, если вы поместите голову в сильное магнитное поле и покачаете ею, 
то вы почувствуете «вкус» электролитического тока во рту, что явл яется  до каза
тельством присутствия индуцированной электродвижущей силы.

*) Вспомните, что в гл . 6 мы установили положительное направление В, 
ссы лаясь на направление тока (направление движения положительных зарядов) 
и правило правой руки . Теперь «северный полюс» стрелки компаса означает 
«полюс, ищущий север». Д о  сего времени нам неизвестно, почему полярность зем
ного магнетизма должна быть именно такой, а не другой. Определение Ф ранкли
ном «положительного» электричества не имеет с этим ничего общего. Таким обра
зом, тот факт, что направление поля определяется правилом правой р уки , а не 
левой, является  чистейшей случайностью.
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Рис. 10.3. а) Два диска с зарядами противоположных знаков (электроды, поперечные се* 
чения которых показаны в виде черных брусков) создают такое же электрическое поле, как 
поляризованный стержень. Таким образом, если вообразить, что стержень занимает область 
внутри штриховых линий, то его внешнее поле будет подобным изображенному. Электричес
кое поле в данном случае сделано видимым при помощи большого количества кусочков чер
ной фибры, взвешенных в масле и располагающихся вдоль направления поля. Этот элегант
ный способ демонстрации силовых линий электрического поля (Н. М. Waage, Аш. J .  
Phys. 32, 388 (1964)) предложен Гарольдом М. Вааге (Физическая лаборатория Пальмера* 
Принстонский университет), который любезно предоставил нам эту фотографию, б) Магнит
ное поле вокруг намагниченного цилиндра, видимое благодаря ориентации мелких кусочков 

' никелевой проволоки, погруженных в глицерин. (Эта попытка улучшения традиционной 
демонстрации с «железными опилками» при помощи техники Вааге была не особенно успеш
ной — кусочки никелевой проволоки стремились соединиться в длинные полоски, притяги

вающиеся к магниту.)
Полученные теоретически поля двух этих систем показаны далее на рис» 10.22.
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положительных магнитных заряда (или-северные полюсы) с вели
чиной, равной единице, на расстоянии 1 см отталкивали бы друг 
друга с силой 1 дин и т . д .

Однако на самом деле все обстоит не так . Природа по некоторой 
причине не использовала такую  возможность. Мир вокруг нас оказы
вается совершенно несимметричным в том смысле, что никаких 
магнитных зарядов вообще не существует. Никому еще не удалось 
обнаружить избытка изолированных магнитных зарядов одного 
вида, например изолированного северного полюса. Если бы такой 
объект существовал, то его можно было бы обнаружить многими 
путями. Он создавал бы магнитное поле, направленное радиально 
от него и уменьшающееся на больших расстояниях как  1/г2. Что еще 
более поразительно — такой объект, помещенный в однородное м аг
нитное поле, испытывал бы действие некоторой силы. В противо
положность образцам в нашем соленоиде, максимальная сила дейст
вовала бы на такой объект в центре катуш ки, а не в конце. И в про
тивоположность силе, действующей на электрически заряженную 
частицу, движущуюся в магнитном поле, сила, действующая на 
этот неподвижный северный полюс, была бы направлена не перпен
дикулярно к полю, а параллельно.

Из области пространства, в которой располагался бы изолиро
ванный магнитный полюс, вытекал бы конечный поток В. На осно
вании несомненного отсутствия таких объектов следует вывод, что 
вместо div В=4яг| мы имеем

d i v B  =  0 всюду. ( 1 )

Действительно ли всюду? Может быть, все-таки существуют нераз
дельно объединенные в пары северный и южный полюсы, рас
положенные так близко друг к другу , что исследовать прост
ранство между членами пары физически невозможно? У  нас нет 
основания так думать, и уравнение (1) справедливо везде, где само 
поле В имеет какое-либо значение. Высказывались предположения, 
что пары магнитных полюсов, подобно парам элементарных частиц, 
могут возникать и разлетаться в ядерных взаимодействиях, проис
ходящих при больших энергиях. Поиски таких частиц, названных 
магнитными монополями, производились в последнее время, но без 
успеха *). Вопрос о том, могут ли они существовать, остается откры

* ) В отношении поиска магнитных зарядов смотрите статью Кеннета Ф орда 
«Магнитные монополи» (Sc i. A m erican 209, 30, декабрь, 1963). «Асимметрия», 
вы раж енная в отсутствии магнитных зарядов, отличается от хорошо известной 
электрической асимметрии отрицательных и положительных частиц. Электроны 
являю тся устойчивыми отрицательными частицами; положительный зар яд  обна
руж ен в форме протона, значительно более тяжелой частицы. Но известно, что 
это различие не универсально, так  к а к  существуют античастицы. Это показывает 
возможность существования вещ ества, состоящего из положительных электронов 
и отрицательных протонов; «антивещество» должно быть двойником вещества,
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тым. Если бы кто-нибудь когда-либо открыл монополь, он имел бы 
право триумфально прибавить к  уравнению (1) следующие слова: 
« . . .з а  исключением области, где расположен этот северный (или 
южный) магнитный монополь, обнаруженный на моей фотографиче
ской пластинке (или на снимке в пузырьковой камере, или по записи 
счетчика и т. д .)» . Но даже это открытие не повлияет на главный вы
вод: обычное вещество «сделано» из электрических зарядов, а не 
из магнитных.

Мы приходим к выводу, что единственными источниками м аг
нитного поля являются электрические токи. Это возвращает нас 
к  гипотезе Ампера, к его идее, что магнетизм можно объяснить мно
жеством крошечных колец электрического тока, распределенных по 
всему веществу.

10.3. Поле петли с током

Замкнутая проводящая петля расположена в плоскости ху  и 
охватывает начало координат (рис. 10.4, а).  По петле течет постоян
ный ток I ,  измеренный в ед. СГСЭг1/сек. Нас интересует магнитное 
поле, создаваемое этим током, но не вблизи петли, а в далеких точ
к ах , например в точке Р и  показанной на рисунке. Предположим, 
что г i (расстояние до Pi)  гораздо больше любого размера петли. 
Д ля упрощения чертежа мы поместили точку P t в плоскости yz; 
дальше будет видно, что это ограничение не имеет значения. Д ля 
решения задачи удобно использовать векторный потенциал. Вначале 
вычислим векторный потенциал А в точке Р и  т. е. А (0, у и  zt). После 
этого нам станет ясно, каким будет векторный потенциал в любой 
другой точке (х, у ,  z) далеко от петли. Затем, вычислив rot А, мы 
получим величину магнитного поля В.

Д ля тока, текущего по проводнику, мы имели согласно урав
нению (6.35)

А (0,у г,) =  у  j  (2)
по всей 

петле

Тогда нас интересовал только вклад от небольшого участка кон
тура ; теперь мы должны провести интегрирование по всей петле. 
Рассмотрим изменение знаменателя г12 по мере обхода петли. Если 
точка Р х расположена далеко, то в первом порядке малости изме
нение г 1 2 зависит только от координаты у 2 сегмента d\2, а не от х2. 
Это понятно из рис. 10.4, б.  Следовательно, пренебрегая величи
нами, пропорциональными (x j r 12)2, мы можем считать равными

которое сущ ествует в нашей части Вселенной. В лаборатории мы наблюдаем 
составные части мира из антивещества, а составных частей «магнитного двой
ника» мы не наблюдали. Имеется серьезное сомнение в том, что они  вообще су 
ществуют, и доказано, что если бы они сущ ествовали, то должны были бы обла
дать  свойствами совершенно отличными от свойств электрически заряж енных 
частиц.
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расстояния Гц и г[2, проекции которых на рис. 1 0 .4 ,6  совпадают. 
И вообще с точностью до первого порядка отношения (размеры 
петли/расстояние до Pi) мы имеем

Уt sinB. (3)
Рассмотрим теперь два элемента пути d\3 и d\'2, показанных на 
рис. 10.4, а. Д ля этих элементов приращения d y2 равны и направле
ны в противоположные стороны, и, к ак  мы уж е указы вали , расстоя
ния г 12 и г'п  равны с точностью до первого порядка. При такой

Рве. 10.4. а) Значение векторного потенциала А в точке, удаленной от петли с током, б) Вид 
сбоку вдоль осн х  показывает, что г ,2« г , —(/jsin 0, если г, j>> у,, в) Вид сверху показывает,

что ^ y 2d x j равен площади петли.

точности их вклады в линейный интеграл будут взаимно уничто
ж аться и это будет справедливо для всей петли. Следовательно, 
векторный потенциал А в точке Рх не будет иметь «/-компоненты. Оче
видно, что он не будет иметь и г-компоненты, так  как  сам контур 
стоком  нигде z-компоненты не имеет; х-компонента векторного по-
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тенциала появляется благодаря той части линейного интеграла, 
которая связана с dx. Таким образом,

А (0, y lt  21) =  x -J -  (4)

Не наруш ая нашего приближения первого порядка, можно 
написать уравнение (3) следующим образом:

(5)
Г12 Г1 I  r l  ]

Внося это выражение под знак интеграла, получим

А (0, y lt 21) =  x ^ - j ‘ ( l  (6)

В этом интеграле гх и 0 являю тся величинами постоянными. 
Очевидно, что интеграл ^dx2 по петле исчезает. Интеграл же у^Лх2 

по петле представляет собой площадь петли, независимо от ее 
формы (рис. 10.4, в). Окончательно мы получаем

А (0, y lt zt) -- х / sHJ -  х  (площадь петли). (7)
СГ1

Обратим внимание на простое, но решающее обстоятельство: так  
к ак  форма петли не имеет значения, наше ограничение в отношении 
расположения точки Р х в плоскости yz  не может существенно изме
нить положение. Следовательно, в уравнении (7) должен заключать
ся искомый результат в общем виде: векторный потенциал петли 
с током любой формы на расстоянии г,  значительно превышающем 
размеры петли, является вектором, перпендикулярным к плоскости, 
содержащей г  и нормаль к плоскости петли, и имеет величину

А = ! ^ .  (8)

где через а  обозначена площадь петли.
Этот векторный потенциал симметричен относительно оси петли, 

что означает, что поле В такж е будет симметрично. Это утверж де
ние можно объяснить тем, что мы рассматриваем области, столь 
удаленные от петли, что особенности ее формы почти не сказываю тся. 
Все петли с одним и тем же произведением (ток X площадь) создают 
одинаковое дальнее поле.

Назовем выражение /а/с магнитным дипольным моментом петли 
с током и обозначим его через ш. Очевидно, магнитный дипольный 
момент является вектором, направленным по нормали к петле, т . е. 
совпадающим по направлению с вектором а — направленной пло
щадью участка, окруженного петлей:

ш =  — а. (9)с
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Что касается знака, примем, что направления m и положитель
ного тока в петле должны быть связаны правилом буравчика с пра
вой резьбой, как  показано на рис. 10.5. (Согласно этому правилу 
дипольный момент петли на рис. 10.4, а  направлен вниз.) Теперь 
векторный потенциал д л я  поля магнитного диполя ш можно пред
ставить в виде векторного произведения

ш Х г ( 10)

где г— единичныи вектор, направленный от петли к  точке, в ко
торой вычисляется потенциал А . Вы можете проверить, что это сог
ласуется с нашим условием отно
сительно знаков. Заметьте, что 
направление вектора А всегда 
должно совпадать с направлени
ем тока в ближайшей части петли.

Рис. 10.5. По определе
нию, вектор магнитного 
момента и направление 
тока связаны правилом 
буравчика с правой резь
бой, к ак  показано на ри

сунке.

Рис. 10.6. Магнитный диполь рас
положен в начале координат. В лю
бой точке, далекой от петли, А пред
ставляет собой вектор, параллельный 
плоскости х у  и касательный к ок

ружности с центром на оси г .

На рис. 10.6 показан магнитный диполь, расположенный в на
чале координат, причем вектор дипольного момента ш совпадает 
с положительным направлением оси г.  Д ля определения векторного 
потенциала в любой точке (х, у ,  z) заметим, что r 2= x 2+ y 2+ z2,
a sin 0=|/ x2+ y 2fr. Модуль А векторного потенциала в этой точке 
равен

. _m sin 0 __т  V x 2 +  y2 , , n

Так как  вектор А совпадает с касательной к горизонтальной ок
ружности вокруг оси г ,  то его компоненты равны

АХ = А -у

А у -

Vx2 + y ‘
X _ т

г

т у
г 3

т х
з

= 0.

(12)
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Вычислим В для точки в плоскости xz, определяя компоненты 
rot А и затем (а не прежде!) подставляя у = 0; найдем

ВХ =  (У Х  А)* =
дА,  дАУ тх Зтхг

В У = ( ? Х Ь  )y = -7 7 — p  = - t

д у  д г  
дАх дАг

д г  (х2 +  у 2 +  г 2)3/2
— т у Зтуг

5 г =  ( у Х А ) г =

д г
дАъ

дх
дА,

дх ду

д г  (х2 +  у 2 +  г 2) 3/2 
— 2х2 - j-y2-j-z2

: т
(х2 +  у 2 +  г 2)* 

х2—2у2 +  г 2 ]  m (3 z2 — г 2)

(13)

(*2 +  1/2 +  г 2) 5/2

В xz плоскости у = 0, sin0=x//- и соs0=2/>. Компоненты поля 
в любой точке этой плоскости, следовательно, равны

3т s in  0 cos 0
в х =-  
в у =  о, (14)

т  (3 cos2 0 — 1)

Вернемся к разделу 9.3, где формулами (9.14) были даны ком
поненты в плоскости xz поля Е электрического диполя р, ориенти
рованного так  ж е, как  наш магнитный диполь ш. Выражения я в л я 
ются одинаковыми. Таким образом, мы нашли, что магнитное поле, 
создаваемое небольшой петлей с 
током, имеет в удаленных точках 
такую  же форму, как  электриче
ское поле, создаваемое двумя раз
деленными зарядами. Нам известен 
вид поля электрического диполя.
На рис. 10.7 сделана попытка изо
бразить трехмерную форму магнит
ного поля В, создаваемого нашей 
петлей с током, имеющей диполь
ный момент т .

Магнитное поле вблизи петли 
с током совершенно не похоже 
на электрическое поле вблизи па
ры разведенных зарядов разного
знака, что показано на рис. 10.8. Заметьте, что между зарядами 
электрическое поле направлено вниз, в то время как  внутри кольца 
с током магнитное поле направлено вверх, но дальние поля совер
шенно одинаковы. Такой вид магнитного поля петли подтверждает, 
что наше магнитное поле всюду, даж е внутри источника, удовлетво
ряет уравнению V • В = 0. Силовые линии магнитного поля не имеют 
конца. Под «близким» и «далеким» мы понимаем, конечно, расстоя
ния, измеренные в масштабе размеров петли' с током или расстоя

Рис.
ПОЛЯ

10.7. Некоторые силовые линии 
магнитного диполя, т. е. малой 

петли с током.
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ния между зарядами. Представив себе, что. кольцо уменьшилось, а 
ток увеличился, но дипольный момент m = I a l c  остался неизменным,

Рис. 10.8. а )  Электрическое поле пары равных и противоположных по зн аку  зарядов. На 
большом расстоянии от зарядов оно совпадает с полем электрического диполя. б)М агнитное 
поле кольца с током. На большом расстоянии от кольца поле совпадает с полем магнитного

диполя.

мы приблизимся к понятию магнитного диполя бесконечно ма
лого размера, двойника такого ж е электрического диполя, описан
ного в гл. 9.

10.4. Сила, действующая на диполь во внешнем поле

Рассмотрим маленькую круговую петлю с током радиусом г, 
расположенную в магнитном поле, созданном какими-то другими 
системами с током, например соленоидом. На рис. 10.9 изображено 
поле В, направленное приблизительно вдоль оси г.  Это поле неод
нородно, оно уменьшается по мере продвижения вдоль оси г ,  что 
видно по расхождению силовых линий поля.
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Предположим для простоты, что поле симметрично относительно 
оси z. Тогда оно напоминает поле вблизи верхнего конца соленоида 
на рис. 10.1. В поле, изображенное на рис. 10.9, не входит магнит
ное поле самого кольца с током. Мы хо
тим определить силу, действующую на 
кольцо с током, созданную другим по
лем, которое мы назовем, ввиду от
сутствия лучшего названия, внешним 
полем. Полная сила, действующая на 
кольцо с током, обусловленная его соб
ственным полем, равна, конечно, нулю, 
поэтому в данном случае мы не будем 
обращать внимания на собственное поле 
кольца.

Внимательно рассмотрев рис. 10.9, 
вы придете к выводу, что на кольцо с 
током действует какая-то сила. Она 
возникает вследствие того, что внешнее 
поле В имеет вокруг всего кольца ком
поненту В г , направленную наруж у.
Благодаря наличию этой компоненты 
поля, при указанном направлении тока; на каждый элемент петли 
d\ будет действовать сила величиной IB rdl ! c ,  направленная вниз.

Рис. 10.9.^Кольцо с током в неод
нородном магнитном поле (поле 
самого кольца не показано). Сила, 
действующая на кольцо в целом, 
обусловлена радиальной компо

нентой поля В т ,

Если Вг имеет одну и ту же величину во всех точках коль
ца, к ак  следует предполагать в симметрич
но расходящемся поле, то полная сила, 
направленная вниз, будет равна

/7 =  2жТ5£ ^

Вг можно теперь связать непосредствен
но с градиентом Bz. Так как  div В = 0  во 
всех точках, то полный поток магнитного 
поля из любого объема равен нулю. 
Рассмотрим небольшой цилиндр радиу
сом г  и высотой Дz (рис. 10.10). Н аруж 
ный поток через боковую поверхность равен 

2nr(Az)Bn  а полный наружный поток через верхнюю и нижнюю 
плоскости равен

я г 2 [ — Bz (г) +  В 2  (г +  Дг)].

С точностью до первого порядка малости расстояния Дг эта 
величина равна n r 20 B z/dz)Az.

Считая полный поток равным нулю: 0 = n r 2(dBz/dz)Az+ 
+  2ягВ ГДг, получим соотношение

Рис. 10.10. Уравнение (16), 
связывающ ее В т и dB z/dz, на
писано на основании теоремы 

Гаусса.

D _ _ * d&Z
В г ~  2 д г (16)
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Д ля проверки знака заметьте, что согласно уравнению (16) Вг 
положительно, когда B z уменьшается в положительном направле
нии оси z; обращение к  рисунку подтверждает это.

Силу, действующую на диполь, можно теперь выразить через 
градиент компоненты Вг внешнего поля:

Р 2пг/ г  дВ г _л г 21 дВ г , ,
t  7 ~ " 2 ~ W ~ ~ ~ c д Г '  (  >

Множитель п г 2Лс  представляет собой модуль магнитного ди
польного момента m нашего кольца с током. Таким образом, силу, 
действующую на кольцо, можно очень просто выразить через ди
польный момент:

- f  =  0 8 )

Можно доказать, хотя мы этого и не сделали, что для малых 
петель любой формы сила зависит только от произведения тока на 
площадь, т. е. от дипольного момента. Форма петли значения не 
имеет. Конечно, мы рассматриваем достаточно малые петли, когда 
только первый порядок изменения внешнего поля на участке петли 
является существенным.

Магнитный дипольный момент m нашего кольца на рис. 10.9 
направлен вверх, а сила, действующая на него, направлена вниз. 
Очевидно, что если бы мы изменили направление тока в кольце, 
изменив тем самым направление т ,т о  направление силы такж е изме
нилось бы. Отсюда можно сделать следующие выводы.

Дипольный момент параллелен  внешнему полю: сила действует 
в направлении увеличения  поля.

Дипольный момент антипараллелен  внешнему полю: сила дейст
вует в направлении ум ен ьш ения  поля.

Однородное  внешнее поле: сила равна нулю.
Совершенно очевидно, что это не самый общий случай. Момент 

может быть направлен под любым углом к полю В и различные ком
поненты В могут различным образом изменяться в пространстве. 
Нетрудно, однако, вывести формулу для силы F в общем случае. 
Она будет совпадать с общей формулой (9.22) для силы, действую
щей на электрический диполь в неоднородном электрическом поле. 
Таким образом, х-компонента силы, действующей на любой магнит
ный диполь т ,  дается выражением

Fx = m - g r a A B x, (19)

и аналогично для компонент F v и F z.
В уравнениях (18) и (19) сила выражается в динах,  градиент 

магнитного поля в гс/см, а магнитный дипольный момент m дается 
уравнением (9) т=1а/с,  где / выражается в ед. СТСЭ9/сек, а  — в см 2 
и с  — в см/сек. Существует несколько равноценных способов полу
чения единиц для т.  Мы примем единицу эрс/гс, следующую из
362



, . Г дин  I  [дин■ см '] [ э р г ' ]  
~  1(гс!см )\ ~  L г с  J  ~  J  *

уравнения (18):

Теперь мы начинаем понимать, что происходит в опытах, описан
ных в начале этой главы. Вещество, находящееся в положении об
разца на рис. 10.2, втягивается в соленоид, если оно содержит 
магнитные диполи, параллельные полю В внутри катуш ки. Если 
же диполи вещества направлены в противоположную сторону, т. е. 
антипараллельны полю, то вещество выталкивается из соленоида. 
Сила зависит от градиента осевого поля и равна нулю в центре 
соленоида. Если полная величина дипольного момента образца про
порциональна полю В, то сила будет пропорциональна произве
дению поля В на дВ/дг, т. е. пропорциональна квадрату тока в 
соленоиде. Это и наблюдается в случае диамагнитных и парамаг
нитных веществ. Может показаться, что ферромагнитные образцы 
должны были бы иметь магнитные моменты, почти не зависящие от 
величины поля, но мы отложим этот вопрос до специального 
обсуждения.

Каким образом магнитное поле, наложенное на вещество, созда
ет в нем магнитные дипольные моменты, пропорциональные этому 
полю? И почему в одних веществах эти дипольные моменты парал 
лельны полю, а в других направлены в противоположную сторону? 
Если мы сможем ответить на эти вопросы, то мы приблизимся к  по
ниманию физики диамагнетизма и парамагнетизма.

10.5. Электрические токи в атомах

Мы знаем, что атом состоит из положительного ядра, окруж ен
ного отрицательными электронами. Д ля полного описания атома 
необходимы понятия квантовой физики, которую вы будете изучать 
в этом курсе позднее. К счастью, простая и наглядная модель атома 
хорошо объясняет диамагнетизм. Это — планетарная модель с элект
ронами, движущимися по орбитам вокруг ядра, подобная модели 
атома водорода, созданной Бором в первой квантовой теории.

Начнем с электрона, движущ егося с постоянной скоростью по 
круговому пути. Поскольку мы не собираемся здесь объяснять струк
тур у  атома, то и не будем вдаваться в причины, по которым электрон 
движется именно по этой определенной орбите. Спросим только, 
каких магнитных эффектов можно ожидать, если он движется по 
такой орбите? На рис. 10. 11 мы видим электрон, изображенный в 
виде частицы, несущей концентрированный электрический заряд —е, 
и движущийся со скоростью v  по круговому пути с радиусом г. 
В центре расположено положительно заряженное ядро, делающее 
систему электрически нейтральной. Благодаря своей сравнительно 
большой массе ядро движется настолько медленно, что магнитны
ми эффектами, связанными с этим движением, можно пренебречь.
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Массивное ядра 
— - : t — -

В любой момент времени электрон и положительный заряд можно 
считать электрическим диполем, но в среднем по времени момент 
этого диполя равен нулю, так  что он не создает постоянного элект
рического поля на расстоянии. Мы рассматривали этот вопрос в раз
деле 9 .5. Однако магнитное поле такой системы на большом расстоя
нии в среднем по времени не равно нулю. Оно представляет собой

как  раз поле кольца с током. Что 
• касается среднего по времени, то без
различно, соберем ли мы все отрица
тельные заряды в общий заряд , дви
жущийся вокруг ядра, или разделим 
его на части, как  на рис. 10.11, б, 
и получим однородный бесконечный 
ток заряда. Ток измеряется количе
ством заряда, проходящего через 
данное сечение кольца в одну секун
д у . Поскольку электрон делает и/2яг 
оборотов в секунду, то ток (выра
жаемый в ед. СГСЭg/сек, если е  вы
ражается в ед. СГСЭ9) равен

а)

Полный заряд - е
о  О О О О о  0

во о о о о

Ф / = 2яг ' (20)

в)

Электрон, движущийся по орбите, 
эквивалентен кольцевому току такой 
величины, причем положительное 
направление тока противоположно V,  
как  показано на рис. 10.11, в. Сле
довательно, дальнее поле этого тока 
совпадает с полем магнитного диполя 
величины

я г 2/ evrт ■-
Рис. 10.11. а )  Модель атома, в кото
рой электрон движется по круговой 
орбите со скоростью v. б) Э квива
лентное перемещение зарядов. Сред
ний электрический ток такой , к а к  
если бы заряд  — е был разделен на 
маленькие части, образующие вр а 
щающееся кольцо заряда, в) М агнит
ный момент равен произведению тока 

на площадь и на 1/с.

2 с (21)

Отметим, что между магнитным 
моментом т ,  связанным с движением 
электрона по орбите, и моментом ко
личества движения электрона L су
ществует простое соотношение. Мо
мент количества движения является 

вектором с модулем L—mevr, где те обозначает массу элек
трона *); этот вектор направлен вниз, если электрон вращается

*) Мы будем иметь дело со скоростями v, которые значительно меньше с, 
поэтому те обозначает массу покоя, равную 9 ,0 ' 10~28 г. Так как  мы обозначаем 
магнитный момент через гп, то в этой главе для массы электрона необходимо ис
пользовать другое обозначение. Д ля момента количества движения мы выбрали 
обозначение L вместо J ,  которым пользовалась в гл. 6 т. I, потому что L является
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в направлении, указанном на рис. 10.11, а. Заметьте, что произведе
ние vr входит и в т, и в L.

Учитывая направление, можно написать

m 2 т „с L. (22)

Полученное соотношение содержит только фундаментальные по
стоянные, и это заставляет предположить, что оно справедливо 
всегда. Действительно, так  оно и есть, 
однако здесь мы не станем это доказы
вать . Соотношение (22) справедливо 
для эллиптических орбит и даж е для 
орбит в виде розеток, которые образу
ются в центральном поле, величина 
которого не пропорциональна обратному 
квадрату расстояния. Вспомним важное 
свойство любой орбиты в центральном 
поле: орбитальный момент количества 
движения является константой движ е
ния. Тогда из общего соотношения, 
выраженного уравнением (22) (выведен
ным нами только для специального 
случая), следует, что там, где постоянен 
момент количества движения, величина 
и направление магнитного момента так 
ж е остаются неизменными. Множитель

! (! £ \ ! ]£)! \в i f ! )  I

'  ° U ~ "

и>

2m „с
i /I l i n  i / f c j  ! F I I u I |»;l T X T  1 1 i U ”

«0
называется орбитальным магнитомеха
ническим отношением для электрона *).
Тесная связь между магнитным момен
том и орбитальным моментом количества 
движения является центральным вопро
сом атомного магнетизма.

Почему мы не замечаем магнитных 
полей всех электронов, движущ ихся по 
орбитам во всех атомах любого вещест
ва? Потому что эти поля взаимно уни
чтожаются. В обычной массе вещества должно быть в среднем 
столько же электронов, движущ ихся по данному пути, сколько 
и по противоположному. Этого следует ожидать, если ни одно 
направление вращения не имеет никаких преимуществ перед

в)
Рис. 10.12. Рост магнитного поля 
В индуцирует электрическое поле 
Е, ускоряющее вращение зар я
женного тела, а )  Начальное поло
жение, В = 0 , Fo—M v fy r . 6 ) Про
межуточное положение. Поле В 
увеличивается в направлении 
вниз, в) Конечное положение 

через время A t.
B = Bt , &v = qE  M /M  = q r B t /2M c.

традиционным обозначением орбитального момента количества движения в атом
ной физике, а через J  мы обозначали плотность тока.

*) Иногда эту величину называют гиромагнитным отношением. Мы предпо
читаем называть ее магнитомеханическим отношением, как  в гл. 8 т. I.
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другими и если в теле не существует избранных осей. Но если м аг
нитные поля электронов наблюдаются, то в самой структуре вещества 
должен быть какой-то механизм, который помогает электронам вы
бирать не только ось, но и направление вращения вокруг этой оси!

С современной точки зрения, кусок вещества в отсутствие внеш
него магнитного поля содержит вращающиеся электроны, у  кото
рых векторы моментов количества движения и связанные с ними 
векторы орбитальных магнитных моментов равномерно распреде
лены по всем направлениям в пространстве. Рассмотрим орбиты 
с плоскостями, почти параллельными плоскости ху\ примерно для 
половины этих орбит векторы магнитных моментов направлены 
вверх, а у  другой половины — вниз. Определим, что произойдет 
с одной из этих орбит при включении внешнего магнитного поля 
в направлении оси г .

Вначале рассмотрим электромеханическую систему, которая не 
очень похожа на атом. На рис. 10.12 изображен объект с массой М  и 
электрическим зарядом q, привязанный к определенной точке шнур
ком длиной г. Этот шнурок обеспечивает центростремительную силу, 
благодаря которой наш объект движется по круговой орбите. Ве
личина этой силы F о равна, к ак  известно,

F 0 =  - M .  (23)

В начальном положении (рис. 10.12, а) внешнего магнитного поля 
нет. Теперь с помощью подходящего большого соленоида мы начи
наем создавать поле В в отрицательном направлении оси г,  однород
ное во всей области в данный отрезок времени. Если это поле возра
стает со скоростью dB/dt, вдоль орбиты возникает индуцированное 
электрическое поле Е, к ак  показано на рис. 10.12, б.  Д л я  определе
ния величины этого поля Е вспомним, что изменение потока, про
низывающего круговую  орбиту, равно

d<D ,  dB  / 0 ..
- 1 Г  =  п г 2 Ч Г -  <24>

Это выражение определяет линейный интеграл от электрического 
поля (для простоты и симметрии мы предполагаем, что поле одина
ково по всему пути):

E -d l=  —  - ^ -  =  2пгЕ.  (25)с dt

Таким образом, мы наводим, что
г dB
2с dt

(26)

До сего времени мы не обращали внимания на знаки, но если 
вы примените к рис. 10.12 предпочитаемое вами правило для опреде
ления направления индуцированной электродвижущей силы, то 
увидите, что поле Е должно быть направлено таким образом, чтобы
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ускорять тела, если заряд q положительный. Тангенциальное уско
рение dv/dt определяется силой qE:

"  =  (27)

таким образом, мы имеем соотношение между изменением v  и изме
нением В:

d v  =  ̂ d B .  (28)

Множитель qr/2Mc является величиной постоянной, так как  радиус 
г  фиксирован длиной шнурка. Пусть Av означает окончательное 
изменение скорости v  в течение всего процесса доведения поля до 
его конечного значения В г. Тогда

д » =  I  * =  2 ж 1  «в =-ЗЖ- <29>
t>0 о

Заметьте, что в это уравнение не входит время — конечная 
скорость не зависит от быстроты своего изменения. Возрастание 
скорости движения заряда в конце процесса означает увеличение 
магнитного момента т ,  направленного вверх. Отрицательно зар я
женное тело при подобных обстоятельствах начало бы двигаться 
замедленно, что уменьшило бы его момент, направленный вниз. 
Следовательно, в любом случае наложение поля Вг изменило бы 
магнитный момент в сторону, противоположную полю. Величина 
изменения магнитного момента Ат равна

Д т = 1 г Д о= д а в >- <3°)

Д ля зарядов (как  положительных, так  и отрицательных), вра
щающихся в другом направлении, индуцированное изменение маг
нитного момента такж е противоположно изменению приложенного 
магнитного поля. На рис. 10.13 эта ситуация показана для положи
тельного заряда. При любом знаке заряда и любом направлении 
вращения оказывается справедливым следующее соотношение:

(31)
В этом примере мы сохранили радиус г  постоянным, применяя 

шнурок заданной длины. Посмотрим, как  изменилось натяжение 
ш нурка. Предположим, что В г достаточно мало, так  что Av< .̂v0. 
В конечном положении необходима центростремительная сила сле
дующей величины:

F  +  ~  M vo I ZMOgAv /щ
1 Г ~  г ' Г

(в пренебрежении членом, пропорциональным (До)2). Но теперь 
само магнитное поле создает силу, действующую на движущийся

367



заряд  и равную q{v0- rA v )B J c .  Используя уравнение (29), чтобы 
выразить В г через До, мы находим, что эта дополнительная сила

q (va -\ -kv)2M cko п л .  д /равна по величине — -— , что составляет 2Mv^Av/r с точ
ностью до первого порядка по Ди/и0- Это как  раз то, что нам нужно 
согласно уравнению (32), чтобы избежать дополнительного растя
жения шнурка! Следовательно, натяжение  ш н у р к а  о ст а ет ся  н е 
изменным и равным F 0.

Это приводит нас к  интересному и удивительному заключению: 
наш результат (а именно уравнение (31)) должен быть справедлив 
для удерживающей силы, меняющейся с радиусом любым образом.

. Шнурок можно заменить
__ . упругой пружиной, не по-

f ----- ------- -Ч. влияв на результат,— ра-

v„+Av ve- lS  

г)

9 диус в конечном положении
0  1щ, останется неизменным. В

интересующей нас системе 
действие шнурка можно 

Bt j ')  заменить кулоновским при- 
~~\~т+дт  тяжением ядра к  электрону

0 или некоторой эффективной
силои, действующей на эле-

Рис. 10.13. Изменение вектора магнитного момента ^ т п п н  r  м н л т ч п р к т п п и н п м  
противоположно направлению поля В дл я  обоих iw jJU r i a  m h u i и з л с л А р и н н и м
направлений движения, а) и я) начальные положе- ЭТОМе И СЛОЖНЫМ обрЭ ЗО М  
ния; m0=-|£.p0. б) и г )  конечные положения; В =  В, з а в и с я щ е й  ОТ раССТО ЯН И Я. 

(вниз), А т  направлено ввер х в обоих случ аях . П о л у Ч И В  СТОЛЬ о б щ е е

соотношение, к ак  уравне
ние (31), можно рассчитывать на разумные результаты , даж е не 
имея хорошей теории строения атома. Единственной величиной, 
которая относится к атому в уравнении (31), является г2. Конечно, 
мы должны соблюдать условие Ди/у0<^1, которое ограничивает 
величину поля и обеспечивает универсальное применение 
этого уравнения.

Действие, производимое магнитным полем В на орбиты элект
ронов, можно представить себе следующим образом: каждый элект
рон продолжает двигаться по орбите с тем ж е радиусом, но к его 
угловой скорости, которая была бы равна ± v j r  в зависимости от 
направления его вращения, прибавляется небольшое приращение 
Д(о=Аv/r. Согласно уравнению (29) величина этого приращения 
угловой скорости

.  <33>

зависит только от величины приложенного поля и отношения 
заряда электрона к его массе. Вращение в одном направлении уско
ряется на одну и ту  ж е величину (радиан в секунду), а вращение 
В другом направлении замедляется на эту же величину. Эта новая 
система во всем подобна старой системе, рассматриваемой из вра
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щающейся системы координат. У гловая скорость еВ12твс  в уравне
нии (33) называется «угловой скоростью Лармора», или «частотой 
Лармора». Сэр Джозеф Лармор, английский физик и математик, 
доказал эту общую теорему в 1895 г ., еще до того, как  стало извест
но строение атома.

Мы рассматривали только орбиты, плоскости которых перпен
дикулярны к полю. Наши выводы относятся, грубо говоря, к одной 
из трех орбит электрона в веществе, при наличии трех взаимно пер
пендикулярных направлений. Интересно, что произойдет с орби
тами, расположенными параллельно плоскостям xz и yz? Это можно 
узнать, решив задачу 10.22. Эти орбиты такж е создают индуциро
ванный момент, направленный в сторону, противоположную полю, 
и пропорциональный квадрату радиуса орбиты. Действия всех ор
бит можно суммировать в уравнении, подобном (31), если г2 за
менить на <г2> — среднее значение квадратов радиусов орбит, с 
некоторым численным коэффициентом, учитывающим отклонение 
ориентации орбиты от ее среднего положения.

Не вдаваясь в эту тонкость, применим уравнение (31) для всех 
электронов, подставив разумное значение радиуса орбиты, и посмот
рим, сможем ли мы хотя бы приблизительно объяснить некоторые 
из данных, приведенных в таблице (см. стр. 349). Число электронов 
в грамме большинства веществ примерно одинаково, так к ак  для 
каждого электрона в атоме имеется один протон в ядре и приблизи
тельно один нейтрон на протон. Таким образом, число электронов 
на грамм примерно равно величине п  для вещества с атомным весом 2 
и атомным номером 1, а именно:

п  л ; =  3 • 1023. (34)

Вместо г  мы подставим 0 ,5 -10“ 8 см — расстояние, с которым вы 
близко познакомитесь позже (это — характерный атомный размер). 
В атомах с большим количеством электронов, естественно, некото
рые электроны имеют большие орбиты, а некоторые — маленькие. 
Вместо М  мы подставим массу электрона т е . Магнитное поле в 
месте расположения образца было равно 18 ООО гс .  В этом случае 
полный магнитный момент, индуцированный в одном грамме любо
го вещества, примерно равен
д Л т  __ne*r*B  _ (3- Ю23) (4 ,8 -10 -Ц )«  (0 ,5 -1 0 -« )»  (1,8-10*) ,  п -  ] п _ 2

4тес г 4 ( 9 - 10~28) ( 3 - 1010)2 — и , У О- Ш . (сЯЭ)

Градиент поля d B J d z  был равен 1700 гс/см. Применяя уравнение 
(18) для вычисления силы, мы найдем ее равной 1700-0,95-10-2 , 
или приблизительно 16 д ин  на грамм вещества. Эта цифра близка 
к  величине силы для ряда веществ в таблице. В действительности 
она ближе, чем можно было бы ожидать, так  что это совпадение 
является до некоторой степени случайным *).

*) В точной формуле, полученной при усреднении по изотропно ориентиро
ванным орбитам, коэффициент 1/4 в уравнении (31) заменяется на 1/6, а г% — на
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Убедимся, что условие До<^о0 справедливо и в данном случае. 
Подставив те ж е числа в уравнение (29), мы можем оценить До:

Д0 _ _ E L  _  (4.8-Ю-») (0,5-10-») 18 ООО _  10, , ^
2т ес  2 ( 9 - ! 0 - 28) (3 -1010) СМ[Сек. (d b j

Чтобы понять, что величина 10® см1сек мала по сравнению со 
скоростью электрона в атоме, не надо хорошо знать атомную физи
к у . С такой скоростью может бежать человек! Типичная скорость 
движения электрона в атоме равна 108 см/сек или больше. Следова
тельно, даже наш довольно мощный магнит создает очень слабое 
поле с точки зрения атомного электрона. Это поле весьма мало изме
няет скорость его вращения по орбите.

Теперь мы видим, почему диамагнетизм является универсаль
ным, но малозаметным явлением. Он почти одинаков в молекулах 
и в атомах. Тот факт, что молекула может быть гораздо больше ато
ма, т. е. может состоять из сотен или тысяч атомов, вообще не при
водит к увеличению эффективного среднего квадратичного радиуса 
орбиты. Причина заключается в том, что любой электрон молекулы 
довольно прочно локализован в одном из ее атомов. Имеется несколь
ко интересных исключений, и одно из них, а именно графит, включе
но в таблицу. Аномальный диамагнетизм графита обусловлен его не
обычным строением, которое позволяет некоторым электронам до
вольно свободно циркулировать внутри планарной группы атомов 
кристаллической решетки.

10.6. Спин электрона и магнитный момент

Электрон обладает моментом количества движения, который не 
имеет ничего общего с его движением по орбите. Он ведет себя таким 
образом, как  будто постоянно вращается вокруг собственной оси. 
Это свойство электрона называется спином. При измерении величи
ны спинового момента количества движения всегда получается один 
и тот же результат: А/4я, где h  — постоянная Планка. Спин элект
рона является квантовым свойством. О его открытии и сущности 
вы узнаете более подробно в т. IV этого курса. Значение спина для 
нас заключается в том, что с этим внутренним, или «встроенным», 
моментом количества движения связан магнитный момент неизмен
ной величины. Направление этого магнитного момента совпадает 
с направлением, ожидаемым для магнитного момента электрона, 
если последний представлять в виде отрицательно заряженного 
шара, вращающегося вокруг оси.

Таким образом, вектор магнитного момента направлен антипа
раллельно вектору спинового момента количества движения, как  
показано на рис. 10.14. Однако отношение магнитного момента

( г " у .  Строгая квантовомеханическая теория приводит к  точно такому ж е ре
зул ьтату  и превосходно согласуется с опытом. Действительно, наиболее точным 
методом определения ( г*у  для большинства диамагнитных атомов являю тся 
магнитные измерения.
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к моменту количества движения оказывается в два раза больше, 
чем в случае движения электрона по орбите.

Нет смысла пытаться построить классическую модель этого 
момента: его свойства являю тся существенно квантовомеханиче
скими. Не следует представлять его в 
виде некоторой петли с током. Важно 
лишь то, что он ведет себя подобно петле 
в следующих отношениях: 1) создает 
магнитное поле, являющееся на расстоя
нии полем магнитного диполя; 2) во 
внешнем поле В на него действует вра
щающий момент, равный тому, который 
действовал бы на петлю с током с экви
валентным дипольным моментом; 3) вну
три источника d iv В = 0 всюду, как  и в 
обычных источниках магнитного поля, 
с которыми мы уж е знакомы.

Поскольку величина спинового маг
нитного момента всегда одинакова, то 
внешнее поле может повлиять только 
на его направление. Магнитный диполь 
во внешнем поле испытывает вращающий момент. Решив задачу 
6 .22 , вы узнали, что вращающий момент N, действующий на петлю

с током любой формы, обладающую 
дипольным моментом m в поле В, р а
вен

N =  m X  В. (37)

Д ля тех, кто не решал этой за 
дачи, мы вычислим вращающий мо
мент в простом специальном случае. 
На рис. 10.15 изображена прямо
угольная рамка с током I. Рамка 
имеет магнитный момент ш, величина 
которого т=1аЫс.  Вращающий мо
мент, действующий на рам ку, возни
кает благодаря силам Fx и Р2, прило
женным к горизонтальным сторонам 
рамри. Величина каждой из этих сил 
равна F=IbB/c ,  а плечом момента 
является расстояние (а/2) sin 0. От
сюда величина вращающего момента, 

действующего на петлю, равна

N = 2 ^  -~ sin  0 =  j  В sin  0 =  т В  sin  0. (38)

Вращающий момент стремится расположить вектор ш параллель
но В; этот момент для случая, показанного на рисунке, иэобража-

момента, действующего на петлю с 
током в магнитном поле В. Магнит
ный момент петли с током обозначен 

вектором т .

Момент количества 
движения

Отрицательный
заряд

Магнитный момент

Рис. 10.14. 
количества

Внутренний
движения,

момент
h

= 0 ,5 -1 0  ~ 27 г -с м г 1сек 
и связанный с ним
момент электрона,

= 0 ,9 3 -1 0 ” *® эрг}гс .

4л 
(спин),

магнитный 
eh as
4л т е с
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ется вектором N, направленным вдоль положительной оси х. Все 
это согласуется с общей формулой (37).

Заметьте, что уравнение (37) в точности совпадает с формулой, 
которую мы вывели в гл . 9 для вращающего момента, действующего 
на электрический диполь р во внешнем поле Е, а именно N = pX E . 
Ориентация m в направлении В, подобно ориентации электриче
ского диполя параллельно Е, является состоянием наименьшей 
энергии. Аналогично работа, которая требуется для поворота ди
поля m на 180° из положения, параллельного полю, в антипарал- 
лельное, равна 2тВ  (см. уравнение (9.18); мы просто можем пере
нести этот результат на случай магнитного диполя).

Если спиновые моменты электрона могут свободно ориентиро
ваться в веществе, то следует ожидать, что они расположатся в на
правлении приложенного поля В, т. е. выберут ориентацию с на- 
инизшей энергией. Предположим, что каждый электрон в грам
ме вещества ъриентирован таким образом. Мы показали , что 
в грамме любого вещества имеется примерно 3 -1023 электронов. Спи
новый магнитный момент электрона m s (см. рис. 10.14) близок к 
0,93 • 10"20 эрг !г с .  Полный магнитный момент наших выстроенных спи
нов будет равен (3- 10аз) X (0 ,9 -10~20), или 2700эрг/гс. Сила, действую
щ ая на такой образец в нашей катуш ке, где градиент поля был ра
вен 1700 гс ! см,  была бы равна 4,6- 10s дин ,  или немного больше 4 кг\

Очевидно, что эта сила гораздо больше силы, измеренной для 
любого парамагнитного образца. Объяснение заключается в том, 
что выстраивание электронных моментов очень далеко от совершен
ства. Тепловые колебания всегда создают хаотическое, или случай
ное, распределение направлений осей спинов. Степень действитель
ного выстраивания является компромиссом между выбором направ
ления наинизшей энергии и дезориентирующим влиянием теплового 
движения. Оказывается, что полный магнитный момент обычно про
порционален приложенному полю В и обратно пропорционален аб
солютной температуре Т. Этот вопрос мы оставим до т. V данного 
курса , содержание которого посвящено проблемам энергии и моле
кулярного беспорядка. Парамагнетизм электронных спинов явится 
там поучительным примером. Квантовая физика, с которой вы к 
тому времени познакомитесь, сделает эту задачу более простой, чем 
она нам кажется сейчас.

Почему не все вещества парамагнитны? Потому что в большин
стве атомов и молекул электроны сгруппированы попарно, причем 
спины в каждой такой паре направлены противоположно, независи
мо от приложенного поля. В результате магнитные моменты пары 
электронов полностью уничтожают друг друга. Остается только 
диамагнетизм, который мы уж е изучили. В некоторых молекулах 
содержится нечетное число электронов и для них полное уничтоже
ние магнитных моментов, очевидно, невозможно. Одним из примеров 
может служить окись азота N 0 , в молекулу которой входят 15 элек
тронов; она парамагнитна. М олекула кислорода 0 2 содержит четное 
число электронов, но в ее электронной структуре остаются неском-
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пенсированными два спина электрона. В определенных группах 
элементов, например в элементах, расположенных в периодической 
таблице рядом с гадолинием, а такж е рядом с железом, атомы содер
ж ат непарные электронные спины, относительно свободные для 
ориентации в магнитном поле. (Движение по орбите часто вносит не
который вклад в магнитный момент такого атома.) «Свободные» 
электроны, движущиеся в металлических проводниках, обладают 
собственными слабыми-парамагнитными свойствами. Все это от
косится в.основном к области квантовой физики.

Д аж е для объяснения диамагнетизма необходима квантовая ме
ханика. Рассмотрим два электрона, вращающихся в атоме в проти
воположных направлениях. Мы объясняли, что диамагнетизм возни
кает благодаря тому, что приложенное поле В заставляет один 
электрон несколько увеличивать свою скорость, а другой — замед
лять . Но почему обе орбиты не могут повернуться таким образом, 
чтобы их орбитальные магнитные моменты были направлены оди
наково и параллельно полю? Ответ в следующем: в большинстве 
случаев два электрона, как  того требуют законы квантовой меха
ники, сохраняют противоположные направления орбитального 
вращения, подобно спинам спаренных электронов.

10.7. М агнитная восприимчивость

Мы видели, что магнитные моменты в диамагнитных и парамаг
нитных веществах пропорциональны приложенному полю. Это спра
ведливо для обычных условий. Однако при очень низких температу
рах и в довольно сильных полях можно наблюдать, что индуциро
ванный парамагнитный момент по мере увеличения поля прибли
ж ается к  предельной величине. Вдали от этого эффекта «насыщения» 
соотношение между моментом и приложенным полем является 
почти линейным, так  что магнитные свойства вещества можно 
характеризовать отношением индуцированного момента к  прило
женному полю. Это отношение называется магнитной восприимчи
востью. В зависимости от того, какой образец мы выберем —
1 г  вещества, 1 см 3 вещества или 1 моль ,— мы получим соответст
венно удельную восприимчивость, объемную восприимчивость или 
молярную восприимчивость. В разделе 10.5 мы показали, что 
для большинства диамагнитных веществ удельная восприимчивость, 
связанная с моментом, индуцированным в грамме вещества, долж
на быть примерно одинаковой. Д ля дальнейшего рассмотрения ока
зывается, однако, более удобной объемная восприимчивость, свя
занная с моментом кубического сантиметра вещества.

Назовем магнитный момент единицы объема магнитной поляриза
цией, или намагниченностью, обозначив ее буквой М. Намагничен
ность М и магнитное поле В имеют одинаковую размерность *).

*) Несмотря на то, что размерность М  и В  одинакова, было бы неправильно 
выражать их в одних единицах из-за коэффициента 4л. В качестве единиц для М  
мы будем пользоваться эр г !г с - см а.
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Действительно поле В магнитного диполя определяется отноше
нием: магнитный дипольный момент/ (расстояние)3, в то время 
к ак  М по определению имеет размерность [магнитный дипольный 
момент/объем]. И если мы теперь определим объемную магнитную 
восприимчивость, обозначенную через %т, соотношением

М =  %т В (предостережение: смотри сноску на стр. 373), (39)

то восприимчивость будет безразмерной величиной, отрицательной 
для диамагнитных веществ и положительной для парамагнитных. 
Это в точности аналогично определению электрической восприим
чивости %е отношением электрической поляризации Р  к  электриче
скому полю Е (уравнение (9.38)). Мы вскоре убедимся, что аналогия 
является еще более глубокой, так как  макроскопическое поле В 
внутри вещества оказывается равным среднему микроскопическому 
полю В, так  же как  макроскопическое поле Е оказывается равным 
среднему микроскопическому полю Е.

К сожалению, уравнение (39) не является обычным определением 
объемной магнитной восприимчивости. В обычном определении 
вместо поля В (см. уравнение (55)) появляется другое поле Н, с ко
торым мы еще встретимся. Не будучи логичным, определение м аг
нитной восприимчивости через Н имеет практическое оправдание, 
и по установившейся традиции мы иногда вынуждены им пользо
ваться. Но в этой главе мы будем придерживаться, насколько воз
можно, такого изложения, которое полностью соответствует описа
нию электрических полей в веществе.

Различие в определении М практически не имеет значения, пока, 
число %т очень мало по сравнению с единицей. Значения %т для 
чисто диамагнитных веществ, твердых или жидких, леж ат обычно 
в пределах от — 0 ,5 -10~6 до — 1,0-10_в. Д аж е для кислорода при 
условиях, приведенных в таблице, парамагнитная восприимчивость 
меньше 10“ 3. Это означает, что магнитное поле, созданное диполь- 
ными моментами в веществе, по крайней мере как  среднее макроско
пическое, гораздо слабее приложенного поля В. Это дает нам неко
торую уверенность в том, что в таких системах поле, ориентирующее 
атомные диполи, ничем' не отличается от поля, которое имелось бы 
там в отсутствие образца. Однако нас интересуют и другие системы, 
в которых поле магнитных моментов не мало. Следовательно, мы 
должны изучить, так ж е к ак  в случае электрической поляризации, 
внутренние и внешние магнитные поля, создаваемые самим намаг
ниченным веществом.

10.8. Магнитное поле, созданное намагниченным веществом

Вещество, в котором содержится равномерно распределенное во 
всем объеме большое количество одинаково направленных атомных 
магнитных диполей, называется равномерно  намагниченным.  В ек
тор намагниченности М является просто произведением числа ори
ентированных диполей в единице объема и магнитного момента m
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каждого диполя. Нас не интересует, к ак  сохраняется ориентиров
ка этих диполей. Может быть, приложено какое-нибудь поле от 
другого источника, но для нас это неважно. Мы будем изучать только 
поле, которое создается самими диполями.

Рассмотрим вначале пластину вещества толщиной dz, вырезан
ную перпендикулярно к направлению намагниченности, к ак  пока
зано на рис. 10.16, а. Пластину 
можно разделить на ряд элемен
тов. Один такой элемент с пло
щадью поверхности da  обладает 
полным дипольным моментом, 
равным Mdadz,  где М  — ди
польный момент единицы объема 
(рис. 10.16, б).

Магнитное поле, создаваемое 
этим элементом пластины во 
всех далеких точках (далеких 
по сравнению с размером эле
мента), аналогично полю любого 
диполя с указанным магнитным 
моментом. Мы можем построить 
диполь такой величины из про
водящей ленты шириной dz, 
согнув ее по форме элемента и 
пропуская по образовавшемуся 
контуру ток I = M cd z  (рис.
10.16, в). Тогда дипольный мо
мент контура

I  Me dz ,т  — — х  площадь =  ——  da  =

= M d a d z  (40)

будет равен дипольному моменту 
элемента пластины.

Заменим каждый элемент 
пластины таким контуром с то
ком, к ак  показано на рис.
10.16, г. Во всех контурах ток 
одинаков и, следовательно, на 
каждой внутренней границе 
текут равные и противоположно направленные токи, т а к  что 
общий ток равен нулю. Наша «корзина» из контуров экви ва
лентна, следовательно, одиночной ленте с током Mcdz,  име
ющей боковые контуры пластины (рис. 10.16, д) .  Эти элементы 
можно сделать сколь угодно малыми, но, конечно, превышающими 
размеры молекул. В то же время они должны быть достаточно 
большими, чтобы их намагниченность заметно не изменялась от 
одного элемента к  другому. В этих пределах можно утверждать,

Эквивалент лш истоунит 
внешнего паля/i'

Рис. 10.16. Внешнее поле тонкой пластины, 
намагниченной перпендикулярно к  ее широ
кой поверхности, эквивалентно внешнему 

полю ленты с током.
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что поле в любой внешней точке, даже вблизи пластины, равно 
полю ленты с током.

Остается только построить целый блок из таких слоев или пла
стин, как  показано на рис. 10.17, а. Весь этот блок эквивалентен 
широкой ленте на рис. 10.17, б, по каждой полоске которой те
чет ток M e dz (в ед. СГСЭ9/шс). Поверхностная плотность такого 
тока (в (ед. СГЭСч/сек)/см) равна

Э = Мс.-  (41)

Магнитное поле В в любой точке вне намагниченного блока на 
рис. 10.17, а и даже вблизи блока, но не ближе молекулярных рас
стояний, равно полю В ' в соответствующей точке в окрест

ности широкой ленты с (током рис. 10.17, б).
Что можно сказать о поле внутри намагни

ченного блока? Здесь перед нами встает такой 
же вопрос, как  и в гл. 9. Магнитное поле в ве
ществе совсем неоднородно, если рассматривать 
его в атомном масштабе, т. е. как  микрос копи 
ческое.  Оно сильно меняется и по величине, и по 
направлению в точках, расположенных на рас
стоянии в несколько ангстрем друг от друга. 
Это микроскопическое поле В является просто 
магнитным полем в вакууме, так как , с микро
скопической точки зрения (это подчеркивалось 
в гл. 9), вещество представляет собой совокуп
ность частиц и электрических зарядов в пустом 
пространстве. Единственным макроскопическим 
полем, которое можно однозначно определить 
в веществе, является усредненное по объему 
микроскопическое поле.

Благодаря отсутствию эффектов, связанных с 
магнитными зарядами, можно считать, что 

само микроскопическое поле удовлетворяет уравнению div В = 0. 
Если это справедливо, то отсюда непосредственно следует, что 
усредненное по объему внутреннее микроскопическое поле в 
нашем блоке совпадает с полем В' внутри эквивалентной лен
ты с током.

Д ля доказательства рассмотрим длинный стержень, однородно 
намагниченный параллельно своей длине (рис. 10.18, а). Как мы 
только что показали, его внешнее поле будет таким ж е, к ак  поле 
длинного цилиндра с током (практически эквивалентного однослой
ному соленоиду), изображенного на рис. 10.18, б. На рис. 10.18, а  
через 5  обозначена замкнутая поверхность, часть которой, 5 Х, про
ходит внутри стержня.

Поскольку и для внутреннего микроскопического поля, и для 
внешнего поля div В = 0, то это справедливо во всем объеме, охваты
ваемом поверхностью 5 . Из теоремы Гаусса следует тогда, что по
верхностный интеграл от В по 5  должен быть равен нулю. Поверх

4>
Рис. 10.17. Однородно 
намагниченный блок 
эквивалентен ленте с 
поверхностным током.
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ностный интеграл от В' по замкнутой поверхности S'  такж е равен 
нулю. Поля В и В' одинаковы на поверхностях 5  и S' ,  внешних 
по отношению к  цилиндрам. Следовательно, Поверхностный интег
рал от В по внутреннему диску S , должен быть равен поверхностному 
интегралу от В' по внутреннему диску S '.  Это должно быть справед
ливо такж е для любого из расположенных вплотную параллельных 
дисков, таких как  S 2, S 3 и т. д. на рис. 10.18, в, поскольку поле вне 
цилиндра в этой окрестности пренебрежимо мало и вклад от н аруж 
ных частей ничего не меняет. Наиболее хорошим способом вычис
ления среднего по объему 
поля В в этой области явл я 
ется поэтому вычисление по
верхностного интеграла по 
совокупности ‘ равноудален
ных плоскостей. Этот метод 
позволяет беспристрастно ис
следовать все элементы объе
ма. Отсюда следует, что 
усредненное по объему мик
роскопическое поле В внутри 
намагниченного стержня рав
но п олю  В ' внутри пол о г о  
цилиндра с током на рис.
10.18, б.

Поучительно сравнить вы
шеприведенные рассуждения 
с анализом соответствующих 
вопросов в гл. 9. На рис.
10.19 и 10.20 обе ситуации 
рассмотрены совместно. Вы 
рассуждений, но, по существу, в каждом пункте имеются раз
личия, объясняющиеся существенной асимметрией, вытекающей 
из следующих фактов: электрические заряды служ ат источниками 
электрических полей, источниками магнитных црлей являются дви
жущ иеся электрические заряды . Например, в рассуждениях отно
сительно среднего микроскопического поля, ключом к решению 
задачи в электрическом случае является предположение, что для 
микроскопического электрического поля rot Е= 0. В случае магнит
ного поля основой является предположение, что для микроскопиче
ского магнитного поля div В = 0 . Если намагниченность М в объе
ме вещества не однородна, а является функцией точки М (х, у ,  
z), то распределение эквивалентного тока выражается формулой

J = c r o t M .  _ (42)

Посмотрим, как  это происходит в некотором конкретном слу
чае. Предположим, что имеется намагниченность в направлении 
оси z, усиливающаяся по мере продвижения вдоль оси у .  Этот сл у
чай приведен на рис. 10.21, а, на котором изображен небольшой

а)  £) в)
Рис. 10.18. а )  Однородно намагниченный цилин
дрический стержень, б) Эквивалентный полый 
цилиндр, или трубка с током, в) Мы м ож ем  
исследовать внутреннюю часть стержня и полу
чить усредненное по объем у  микроскопическое 
поле с помощью близко расположенных парал

лельных поверхностей S i ,  S 2t-..

видите здесь цепь параллельных
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Рис. 10.19. Сравнение электрического и магнитного полей. Левый рисунок. К ак  источник 
внешнего электрического поля Е (а ) эквивалентен (б), та к  и элемент поляризованного вещест
ва объемом d a -d z  имеет дипольный момент, равный дипольному моменту элементов заряда 
(в). Однородно поляризованный блок можно разделить на ряд стержней (г). Таким образом, 
внешнее поле блока аналогично полю д в ух  пластин с поверхностным зарядом о = Р п (д ). 
(В общем случае для  неоднородной поляризации поляризованное вещество эквивалентно 
распределению заряда р — —div  Р .) Правый рисунок. К ак источник внешнего магнитного 
поля В (а ) эквивалентен (б), та к  и элемент намагниченного вещества объемом d a -d z  имеет 
дипольный момент, равный дипольному моменту элемента тока (8). Однородно намагничен
ный блок можно разделить на таки е слои (г). Следовательно, внешнее поле блока аналогично 
полю широкой ленты с поверхностным током J —сМ  (д ). (В общем случае дл я  неоднородной 
намагниченности намагниченное вещ ество эквивалентно распределению тока J = c r o t M . )

Рис. 10.20. Левый рисунок. Распространение 
эквивалентности на внутренние поля, усред
ненные по объему. Рассмотрим широкую, тон
кую , однородно поляризованную пластину (а )  
и эквивалентные ей листы с поверхностным 
3арядом (б). В середине пластины внешнее поле
слабо и поле Е' однородно. Если V X Е = 0 дл я  внутреннего поля, тогда и н т е гр а л ^  E-dl = 0.

2 2 '
Но Е = Е ' на внешнем пути. Следовательно, J" E -J l — J" E '-^ l ' для всех внутренних путей.

1 1'
Вывод: <Е>=Е'; усредненное по объему внутреннее поле равно полю Е ', которое было бы 
создано в этой точке в пустом пространстве эквивалентным распределением зарядов, рас
смотренным выше (совместно с любыми внешними источниками). Правый рисунок. Рассм от
рим длинный, однородно намагниченный стержень (а) и эквивалентный ем у цилиндр с по
верхностным Током (б). В середине стержня внешнее поле слабо и поле В'однородно. Если
V- В =  0 дл я  внутреннего поля, тогда интеграл jB - d a  = 0. Но В =  В' на поверхности, внеш-

5
ней по отношению к  стержню. Следовательно, В*^а= В '-rfa'no любой внутренней час-

S t . S'
ти таки х  поверхностей, к ак  S lt S-z и т. д. В ы вод: <В>=В'; усредненное по объему внутреннее 
магнитное поле равно полю, которое было бы создано в этой точке в пустом пространстве 
эквивалентным распределением то ка , рассмотренным выше (совместно с любыми внешними

источниками).
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кусок вещества, разделенный на параллелепипеды. Их размеры 
выбраны столь малыми, что намагниченность внутри каждого мож
но считать однородной. Заменим каждый параллелепипед полоской 
с током, поверхностная плотность которая равна з = с М г . Ток I 
в части такой полоски высотой Az равен 3 Az, или c M zAz. Плот
ность тока в каждой полоске постепенно возрастает и ток в каждой 
петле больше тока в предыду
щей петле на величину

АI  =  cAz АМг =  cAz дМ г
ду

А у .  

(43)

По каждой смежной поверх
ности этой последовательности 
параллелепипедов течет резуль
тирующий ток величиной А/, 
направленный вдоль оси х (рис. 
10.21, в). Д ля вычисления тока, 
приходящегося на единицу пло
щади и текущего вдоль оси х, 
мы должны помножить А/ на 
число параллелепипедов, при
ходящ ихся на единицу поверх
ности, которое равно M(AyAz). 
Таким образом,

-AI 1
Дг/ Дг =  С ■

дМ ,
ду (44)

Рис. 10.21. Неоднородная намагниченность
эквивалентна об'йемной плотности тока

д М г 
ду

1 V  -d M z  
ду

Шг =- - Ду; Д /=Дг-Д#=Дг-сДМ з;  

)-■А у Д г

Другой причиной появления 
тока, направленного по оси х, 
является наличие ^/-компоненты 
намагниченности, которая изме
няется в направлении оси г.
Рассмотрев этот случай с помощью вертикального столбика из па
раллелепипедов, вы убедитесь, что возникающая по этой причине 
плотность тока, направленного вдоль оси х, дается выражением

J r =  -
дМ,
д г

(45)

В общем случае, складывая уравнения (44) и (45), мы получим 

' д М г дМ„
J x =  c оу д г =  с  (rot М)х, (46)

что достаточно для доказательства уравнения (42).
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10.9. Поле постоянного магнита

Д аж е в лаборатории редко можно наблюдать однородно поляри
зованные шары и стержни, о которых мы писали в гл . 9. Заморо
женная электрическая поляризация встречается в некоторых ве*- 
ществах, но ее обычно трудно обнаружить из-за скопления свобод
ных зарядов. Чтобы получить рис. 10.3, а, показывающий, как  вы
глядело бы поле поляризованного стержня, необходимо было взять 
два заряженных диска. С другой стороны, вещества с постоянной

магнитной поляризацией, т. е. с постоянной 
намагниченностью, легко доступны. Из 
некоторых сплавов и соединений ферро
магнитных веществ можно сделать посто
янные магниты. Вопрос о том, почему это 
возможно, отложим до раздела 10.11, где 
будет кратко изложена физика ферромаг
нетизма. В этом разделе, считая сущест
вование постоянных магнитов доказанным, 
мы изучим магнитное поле В однородно 
намагниченного цилиндрического стержня 
и сравним его с электрическим полем Е 
однородно поляризованного стержня такой 
ж е формы.

На рис. 10.22 изображены поперечные 
сечения каждого из этих цилиндров. Поля
ризация в обоих случаях параллельна оси 
и однородна. Это означает, что поляриза
ция Р и намагниченность М имеют одина
ковые величину и направление всюду вну
три соответствующих цилиндров. В случае 
магнита это значит, что каждый кубиче
ский миллиметр постоянного магнита 
содержит одно и то же количество оди
наково ориентированных электронных 
спинов. (Современные материалы для по
стоянных магнитов позволяют добиться 
очень хорошего приближения к такой 
намагниченности.)

Под полем внутри цилиндра мы понимаем, конечно, макроско
пическое поле, определенное к ак  среднее по объему от микроско
пического поля. В этом смысле мы и показываем на рис. 10.22 сило
вые линии поля как  внутри, так  и вне стержней. Мы, разумеется, 
не предполагаем, что эти стержни расположены близко к друг 
д р угу ; рисунки расположены рядом для сравнения. Каждый 
сгержень изолирован в пространстве, свободном от других полей. 
(Какой из стержней, по вашему мнению, сильнее искажал бы 

, поле другого, если бы они были расположены близко друг к 
другу?)
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Рис. 10.22. о) Электрическое 
поле Е вне и внутри одно
родно поляризованного ци
линдра. б) Магнитное поле В 
вне и внутри однородно на
магниченного цилиндра. В 
каж дом случае показанное 
внутреннее поле является 
макроскопическим, т. е. сред
ним в данной точке от атом
ного, или микроскопического 

поля.



Поля Е и В вне стержней к а ж у т с я  о д и н а к о в ы м и .  
Действительно, силовые линии поля расположены совершенно оди
наково. Это не должно удивлять вас , если вспомнить, что электри
ческий и магнитный диполи имеют одинаковые «дальние поля». 
Каждый малый элемент магнита является магнитным диполем, к аж 
дый малый элемент поляризованного стержня (иногда называемый 
«электретом») представляет собой электрический диполь, внешнее 
поле является суперпозицией дальних полей этих элементов.

Поле В внутри и снаружи одинаково с полем цилиндрического 
слоя с током. Действительно, если бы мы очень равномерно намота
ли на картонный цилиндр однослойный соленоид из тонкой про
волоки, то, присоединив к нему батарею, мы воспроизвели бы внут
реннее и внешнее поле В постоянного магнита. (В конце концов, к а 
туш ка нагрелась бы и батарея бы разрядилась; спины электронов 
обеспечивают свободный ток без трения!) Электрическое поле Е как  
внутри, так  и снаружи поляризованного стержня идентично полю 
от двух  заряженных дисков, расположенных на торцах цилиндра. 
Обратите внимание на .то, что внутренние поля Е и В существенно 
отличаются: поле В направлено вправо, непрерывно на торцах ци
линдра и резко меняет направление на его боковой поверхности. 
Вектор Е направлен влево, проходит через поверхность цилиндра, 
к ак  будто ее вообще нет, но скачкообразно изменяется (терпит раз
рыв) на торцах цилиндра. Эти различия объясняются существенной 
разницей между «внутренностью» физического электрического ди
поля и «внутренностью» физического магнитного диполя, изобра
женных на рис. 10.8. Мы называем их ф и з и ч е с к и м  и, потому 
что их создает природа.

Если бы нас интересовало только внешнее поле, мы могли бы 
выбрать любую схему для описания поля нашего магнита. Мы могли 
бы сказать, что магнитное поле постоянного магнита создается слоем 
положительного магнитного заряда — поверхностной плотностью 
«северных» магнитных полюсов — на правом конце магнита и слоем 
отрицательного магнитного заряда — «южными» полюсами — на 
другом конце. Мы могли бы принять скалярную потенциальную 
функцию фмаг такую , чтобы В = —grad(pMar. Потенциальная функ
ция относилась бы к фиктивной плотности магнитного полюса, как 
электрический потенциал относится к плотности заряда. Простота 
скалярного потенциала по сравнению с векторным потенциалом 
весьма привлекательна.

Кроме того, магнитный скалярный потенциал можно связать 
с токами, являющимися действительным источником поля В, что 
позволяет пользоваться им, не применяя понятия о фиктивных по
люсах. Вам может понадобиться такой прием, если когда-нибудь 
придется конструировать магниты или вычислять магнитные поля.

Однако если мы хотим выяснить, что представляет собой поле 
внутри магнитного вещества, то следует отказаться от фиктивного 
понятия магнитного полюса. Макроскопическое магнитное поле 
внутри постоянного магнита, действительно, похоже на поле,
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изображенное на рис. 10.22, б, а не на поле рис. 10.22, а. Это было 
доказано экспериментально отклонением быстрых заряженных 
частиц в намагниченном железе, а такж е действием внутреннего 
магнитного поля на медленные нейтроны, которые гораздо легче,

чем заряженные частицы, прони
кают в глубь вещества.

На рис. 10.23, а  изображен по
стоянный магнит в форме неболь
шого диска, намагниченность кото
рого параллельна оси симметрии. 
Вероятно, вам больше знакомы 
постоянные магниты в форме длин
ных стержней. Однако из неко
торых новых материалов можно 
сделать весьма сильные магнитные 
диски. Размеры этого диска равны 
размерам электрически поляризо
ванного диска на рис. 9.21. Н амаг
ниченность М  равна 150 ед. СГС. 
Магнитный момент электрона равен 
0 ,9 3 -10~20 эрг/гс , таким образом, 
это значение М  соответствует 
1 ,6 -1022 ориентированных элек
тронных спинов, приходящихся на 
кубический сантиметр. Диск экви 
валентен ленте с током, текущим 
вокруг ее ободка с поверхностной 
плотностью 3 = с М .  При ширине 
ободка 0,3 см ток I составляет 
0,3 с М = 0 ,3 -3 -1010- 150, или 1 ,35х  
X 1012 ед. СТСЭц/сек. В практиче
ских единицах эта величина равна 
450 а  — значительно более силь
ный ток, чем можно получить при 
закорачивании аккумуляторов ба
тареи автомобиля! Поле В в любой 
точке пространства, включая точ
ки внутри диска, представляет 

собой просто поле этой ленты с током. Например, около центра 
диска поле В приблизительно равно

■в=2В0го В=0,288гс

В)
Рис. 10.23. а ) Диск, равномерно н ам аг
ниченный параллельно его оси. б) Попе
речное сечение диска. М =  150 еД- СГС 
(1 ,6 -1022 спинов электронов/см*), в) Э к
вивалентный ток представляет собой 
ток в 1 ,3 5 -1012 ед. СГСЭд/сек, или 450 а, 
который течет по ободку диска. М агнит
ное поле В совпадает с магнитным полем 
очень короткого соленоида или прибли
зительно с полем простого кольца с то

ком радиусом 1 см .

В: 2 я/  _  2 я (0 ^ сМ )  2 я  (0 ,3-150)
1,0

=  280 г с . (47)

Приближенно ленту с током шириной 0,3 см  можно рассматри
вать как  простое кольцо тока. (В соответствующем приближении 
в электростатике мы считали, что размеры заряженных слоев велики 
по сравнению с расстоянием между слоями.) Что касается поля в уда
ленной точке, то для кольцевого тока его легко вычислить. Д ля
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приближенного вычисления мы можем поступить так же, к ак  де
лали в случае электрического поля. Это значит, что нужно опре
делить полный магнитный момент объекта и найти далекое поле 
одиночного диполя.

10.10. Свободные токи и поле Н

Часто бывает полезно различать связанные и свободные токи. 
Связанные токи проявляют себя в молекулярных или атомных маг
нитных моментах, включая внутренний магнитный момент, присущий 
частицам со спином. Они соответствуют петлям с молекулярными 
токами, угаданными Ампером, и являю тся источником изучаемой 
нами намагниченности. Свободные токи — это обычные токи про
водимости, текущие по макроскопическим путям. Такие токи можно 
включить и выключить, и их сила измеряется при помощи ампер
метра.

Плотность тока J  в уравнении (42) является средним макроско
пическим связанных токов, поэтому в дальнейшем мы будем ее 
называть J CBS!3:

JcB*3 =  c ro tM - (48)

На поверхности, где намагниченность М претерпевает разрыв, 
например на боковой поверхности намагниченного блока 
(см. рис. 10.17), поверхностная плотность тока 3 также представ
ляет собой связанный ток.

Мы нашли, что полеВ вне вещества и усредненное по объему поле 
внутри вещества связаны с плотностью J CBa3 так  же, как и с любой 
плотностью тока. Иными словами, rot B=(4n/c)JCBi!3 . Но это было 
в отсутствие свободных токов. Если мы введем эти токи, то поле, 
создаваемое ими, просто наложится на поле, созданное намагничен
ным веществом, и мы получим

rot В =  ^  ( j cBs|3 +  j cbo6) =  i£L j nMH. (49)

Выразим J CM3 через М из уравнения (48). Тогда (49) принимает 
следующий вид:

r o t^  =  ~  (с rot М) +  - ^  J CB06 (50)

и после преобразования

rot (В— 4лМ) =  —  J CB06. (51)

Если определить векторную функцию Щх, у , г ) в любой точке 
пространства соотношением

Н =  В — 4яМ, (52)
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rot Н J cbo6- (53)

Другими словами, вектор Н, определенный уравнением (52) 
относится к  свободному току таким же образом, как  В относит
ся к  полному току — связанному плюс свободному. Однако ана
логия не является полной: мы всегда имеем div В = 0 , тогда как  
наша векторная функция Н не обязательно имеет нулевую ди
вергенцию.

Это, несомненно, напомнило вам о векторе D, который мы не
охотно ввели в предыдущей главе. Вспомним, что вектор D связан 
со свободным зарядом, тогда к ак  вектор Е связан с полным зарядом. 
Несмотря на то, что мы с некоторым пренебрежением относимся 
к D, вектор Н практически полезен по причине, которую следует 
понять. В электрических системах величиной, которую можно 
легко контролировать и измерять, является разность потенциалов 
тел, а не количества свободных зарядов на них. Таким образом, мы 
непосредственно влияем на электрическое поле Е. Вектор D нашему 
непосредственному контролю не поддается и не особенно нас интере
сует, так  как  не является фундаментальной величиной. Однако 
в магнитных системах легче всего контролировать именно свобод
ные токи. Мы пускаем их по проводам, измеряем амперметрами, 
заключаем в определенные каналы с изоляцией и т. д . Обычно мы 
имеем гораздо меньше возможности непосредственно контролиро
вать намагниченность и, следовательно, поле В. Поэтому вспомога
тельный вектор Н полезен, чего нельзя сказать про D. Интеграль
ное соотношение, эквивалентное уравнению (53), имеет вид

^ H- d l  j  J CBo6-da = ̂ / CEo6, (54)
С S

где /своб представляет собой полный ток, охватываемый контуром С. 
Намотаем на кусок железа катуш ку и пошлем по ней определенный 
ток /, который можно измерить, включив последовательно ампер
метр. Ток I  является единственным свободным током в нашей си
стеме, а величиной, в которой мы уверены, является линейный ин
теграл от Н по замкнутому пути, независимо от того, проходит этот 
путь через железо или нет. Интеграл зависит только от числа вит
ков нашей катуш ки, охватываемых этим путем, а не от намагничен
ности железа. Определение М и  В в  этой системе может оказаться 
довольно сложным. Поэтому полезно выделить величину, которую 
легко определить непосредственно.

Рис. 10.24 иллюстрирует это свойство Н и напоминает о единицах, 
которыми мы можем пользоваться на практике. Размерность Н и В 
одинакова; в гауссовской системе единиц СГС они одинаково свя 
заны с током, выраженным в ед. СГСЭд/сек. Как известно, единица 
магнитного поля В  в такой системе называется гауссом.

то уравнение (51) можно записать в виде
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Нет никакой необходимости в другом названии единицы для 
Н.  Тем не менее люди, которые любят давать названия вещам, 
дали единице специальное название — эрстед *). Возможно, вам 
придется встретиться с этим названием. Поэтому мы ввели его 
в рис. 10.24.

Мы считаем магнитное поле В фундаментальной величиной, 
так  как  отсутствие магнитного заряда, которое обсуждалось нами 
в разделе 10.2, означает, что div В = 0  всюду, даже внутри атомов 
и молекул. Из условия div В= 0 следует, как  мы показали в разделе
10.8, что среднее макроскопическое поле внутри вещества равно В 
а не Н. Прежде это не всегда понимали; более того, поле Н пользо
валось практическим преимуществом, причину которого мы уже

Путь (/) охваты вает /, путь (2) охватывает 71, 
путь (3) охватывает 21.

J = 5д = 5 -3 • 1 0 й ед. СТСЭд/сек, 

§
(о

„  .. 4л/ 4Я-5-3- 10» _ . .= H d l = ----- = — „ „—  = 6 ,28  э-см ,

§
3- 10*0 

-Y\-d\ — 4 3 ,9 6  э-см .

( 2 )

(ft = H -d l = 12 ,56  з с м ,
J
( 3 )
По пути ( I )  В = Н; таким образом, 

В -^1= 6,28  гс-см .

( 1)
По путям  (2) и (<?) В ^ Н  в железе.

Рис. 10.24. Иллюстрация соотношения между свободным током и линейным интегралом от Н.

объяснили. В некоторых старых книгах Н трактуется как первичное 
магнитное поле, а В определяют выражением Н +4яМ  и называют 
магнитной индукци ей .  Даже некоторые современные авторы, счи
тающие В первичным полем, чувствуют себя обязанными называть 
его магнитной индукцией, так как название магнитного поля исто
рически принадлежало Н. Это выглядит неуклюже и педантично. 
Если вы войдете в лабораторию и спросите физика, что вызывает 
искривление траекторий пионов в его пузырьковой камере, то он, 
вероятно, ответит «магнитное поле», а не «магнитная индукция». 
Вы редко услышите от геофизика о магнитной индукции Земли или

*) Измерение В в гауссах  и Я  в эрстедах подобно выражению радиуса кр уга  
в сантиметрах и применению специального названия «дуговой сантиметр» для еди
ницы расстояния, измеряемого по окружности!
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от астронома о магнитной индукции в Галактике. Мы предлагаем 
сохранить для В название магнитного поля. Что касается Н, то 
несмотря на то, что для него были придуманы другие названия, мы 
будем называть его «полем Н», или «магнитным полем Н».

Огорчения доставляют только названия, а не обозначения. К аж 
дый согласится с тем, что в гауссовской системе единиц СГС соот
ношение, связывающее В, М и Н, дается уравнением (52). В в ак у 
уме между В и Н существенного различия нет, так к ак  намагничен
ность М при отсутствии вещества должна быть равна нулю. Вы 
часто встретите уравнения М аксвелла, написанные для полей 
в вакууме Е и Н, а не для Е и В.

Эти замечания относительно названий и единиц не относятся 
к системе электрических единиц СИ. В этой системе величины, со

ответствующие нашим В и Н и обоз
наченные теми же буквами, имеют 
различную размерность и их числен
ные значения отличаются друг от 
друга даже в вакууме (см. Приложе
ние).

Здесь следует такж е отметить, что 
принятое определение объемной маг
нитной восприимчивости Хт не сов
падает с логически строгим опреде
лением, данным в уравнении (39), а 
имеет вид

М - ХяН. (55)

Постоянный магнит на рис. 10.22, б  
является поучительным примером 
соотношений между Н, В и М. Д ля 
получения Н в некоторой - точке 
внутри намагниченного вещества к 
магнитному полю В в этой точке 

следует прибавить вектор — 4лМ. На рис. 10.25 эта векторная 
сумма показана для некоторой точки Р.  Оказывается, что силовые 
линии поля Н внутри магнита имеют точно такой же вид, к ак  линии 
поля Е внутри поляризованного цилиндра, изображенного на 
рис. 10.22, а. Так и должно быть: если бы источником намагничен
ности действительно были магнитные полюса, а не электрические 
токи, то макроскопическое магнитное поле внутри вещества было 
бы Н, а не В и аналогия между магнитной и электрической поляри
зациями была бы полной.

В постоянном магните вообще нет свободных токов. Соответст
венно линейный интеграл от Н, согласно уравнению (54), должен 
быть равен нулю по любому замкнутому пути. Это действительно 
так , если силовые линии поля Н подобны линиям поля Е (см. 
рис. 10.22, а). Мы знаем, что линейный интеграл от электростати
ческого поля равен нулю по любому замкнутому пути.

Рис. 10,25. а) Соотношение меж ду 
В, Н и М в точке, расположенной 
внутри намагниченного цилиндра 
рис. 10.22, б. 6) Соотношение меж ду 

векторами в точке Р .
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Ферромагнетизм в течение долгого времени удивляет человека 
и служит ему.

Магнитный железняк (магнетит) был известен в древности, и 
влияние на историю железа в форме стрелок компаса было, веро
ятно, вторым по значению, после железа в форме мечей. В течение 
примерно столетия наша электрическая технология сильно зависит 
от того обстоятельства, что один из наиболее часто встречающихся 
металлов обладает этим специфическим свойством.

Тем не менее только в последние годы было достигнуто нечто 
вроде понимания фундаментальных законов ферромагнетизма.

Мы познакомились с некоторыми свойствами ферромагнитов. 
В очень сильном магнитном поле сила, действующая на ферромаг
нитное вещество, направлена таким образом, что втягивает его 
в это поле, как  и парамагнитные вещества. Однако вместо пропор
циональности произведению поля В на его градиент сила пропор
циональна только самому градиенту. Как мы отмечали в конце 
раздела 10.4, отсюда следует, что при достаточно сильном поле 
магнитный момент, приобретенный ферромагнитом, достигает неко
торой предельной величины. При этом направление вектора м аг
нитного момента должно определяться полем, так как в противном 
случае сила не будет всегда действовать в направлении увеличиваю
щейся интенсивности поля.

В «постоянных» магнитах мы наблюдаем магнитный момент даже 
в отсутствие внешнего поля, причем он сохраняет свою величину и 
направление и при наложении внешних полей, если они не слишком 
сильные. Поле самого постоянного магнита, конечно, существует 
всегда, и удивительно, что оно не обеспечивает ориентации своих 
собственных источников. Действительно, вернувшись к рис. 10.22, б  
или 10.25 (допустим, что на них изображен реальный магнит), вы 
заметите, что вектор М вообще не параллелен ни В, ни Н. Это на
водит на мысль, что направление магнитных диполей обеспечива
ется не чисто магнитными силами, а чем-то другим.

Намагниченность, наблюдаемая в ферромагнитных материалах, 
гораздо больше, чем в парамагнитных. Постоянные магниты обыч
но имеют поля порядка нескольких тысяч гаусс. Более характер
ной величиной является предельное значение намагниченности, 
т. е. магнитный момент, приходящийся на единицу объема, приобре
таемый веществом в очень сильном поле. Эта величина называется 
намагниченностью насыщения. Мы можем вывести намагниченность 
насыщения железа из табличных данных (раздел 10.1). В поле с гр а
диентом в 1700 гс !см сила, действующая на 1 г  железа, равна 
4 - 104 дин .  Из уравнения (18), которое связывает силу, действующую 
на диполь, с градиентом, мы находим

10.11. Ферромагнетизм

э р *'*0 (Для 1 *)■ (56)
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Для получения момента, приходящегося на кубический санти
метр, следует помножить т на плотность железа, 7,8 г!см3. Намаг
ниченность М  равна тогда

М  =  2 3 5 -7 ,8 =  1830 эрг/гс-см3. (57)

Мы должны сравнивать со значением поля в гауссах вели
чину 4яМ ,  а не М.

Теперь, если у нас имеется длинный железный стержень, облада
ющий такой же намагниченностью, как постоянный магнит, то поле 
Н  внутри стержня будет совсем слабым (представьте себе, что ци
линдр на рис. 10.22, б растянут вдоль оси), так что поле В в железе 
будет приблизительно равно 4яЛ1, или около 23 ООО гс.

Интересно узнать, какому количеству спиновых электронных 
моментов соответствует эта намагниченность. Разделив М  на момент 
электрона, равный, согласно рис. 10.14, 0,93-10~20 эрг/гс, мы полу
чим около 2-1023 спиновых моментов на кубический сантиметр.
1 см3 железа содержит около 1023 атомов. Предельная намагничен
ность, по-видимому, соответствует примерно двум ориентирован
ным спинам на атом. Поскольку большинство электронов в атоме 
спарено и не оказывает вообще никакого магнитного действия, то 
мы имеем дело, по существу, с полной ориентацией тех электронных 
спинов в структуре атома, которые обладают возможностью сво
бодно располагаться в одном и том же направлении.

Один из очень интересных фактов, касающихся ферромагнитов, 
состоит в следующем: данное ферромагнитное вещество, например 
чистое железо, совершенно внезапно теряет свои ферромагнитные 
свойства при нагревании до определенной температуры. При тем
пературе выше 770° С чистое железо ведет себя как парамагнитное 
вещество. При охлаждении же до температуры ниже 770° С его фер
ромагнитные свойства немедленно восстанавливаются. Переход
ная температура, называемая точкой Кюри (в честь Пьера Кюри, 
одним из первых исследовавших это явление), различна для 
разных веществ. Для чистого никеля она равна 358° С.

Что представляет еобой «ферромагнитное свойство», которое так 
резко отличает железо при температуре ниже 770° С от железа при 
температуре выше 770° С и от меди при любой температуре? Это 
свойство заключается в спонтанной ориентации атомных магнитных 
моментов в одном направлении, которая сводится к выстраиванию 
осей спинов определенных электронов в каждом атоме железа. Поня
тие спонтанная подразумевает, что здесь не требуется наложения 
внешнего магнитного поля. В достаточно большом объеме железа, 
который содержит миллионы атомов, спины и магнитные моменты 
почти всех атомов направлены одинаково. Например, в железе 
при комнатной температуре, т. е. значительно ниже точки Кюри, 
выстраивание почти совершенно.

Если можно было бы заглянуть внутрь кристалла металличе
ского железа и увидеть векторы элементарных магнитных мо
ментов со стрелками, то картина была бы подобна рис. 10.26.
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Неудивительно, что высокая температура разрушает этот прек
расный порядок. Можно сказать, что тепловая энергия является 
врагом порядка. Кристалл с упорядоченным расположением атомов, 
при строго определенной температуре, соответствующей точке 
плавления, становится жидкостью, для которой характерно менее 
упорядоченное расположение атомов. Точка плавления, подобно 
точке Кюри, различна для разных веществ. Аналогия идет еще даль
ше, но этот вопрос лучше оставить до изучения теплоты и статистиче
ской физики, которым вы будете заниматься в последней части курса. 
Сосредоточим пока наше внимание на 
упорядоченном состоянии. Здесь уместно 
задать два или три вопроса.

В о п р о с  1. Что заставляет спины 
ориентироваться и что удерживает их 
в таком состоянии?

В о п р о с  2. Каким образом спины, 
при отсутствии внешнего поля, могут 
выбирать определенное направление 
ориентации? Почему все диполи на 
рис. 10.26 направлены вверх, а не вниз, 
вправо или влево?

В о п р о с  3. Если все атомные 
диполи ориентированы одинаково, по
чему любой кусок железа при комнатной температуре не является 
сильным магнитом?

Ответы на эти вопросы помогут понять, хотя бы качественно, 
свойства ферромагнитных материалов при наложении не очень силь
ного и не очень слабого внешнего поля. Эти свойства объясняют мно
гие явления, которых мы до сего времени еще не касались.

О т в е т  1. По причине, связанной с квантовой механикой, 
спинам соседних атомов железа более выгодно, с энергетической 
точки зрения, располагаться параллельно друг другу. Это не выз
вано взаимодействием магнитных моментов, которое весьма слабо. 
Здесь играет роль взаимодействие значительно более сильное, кото
рое благоприятствует параллельной ориентации, например, такой 
—>—>- или такой ff (дипольные взаимодействия не могут этого сде
лать; см. задачу 9.26). Теперь представим себе, что спин атома А 
(рис. 10.27) «хочет» быть направленным параллельно спину 
соседних с ним атомов В, С, D и Е й  каждый из них «предпо
читает», чтобы направление его спина совпадало с направлениями 
спинов его соседей, включая атом А. Тогда легко понять, что как 
только образуется большинство, возникает сильная тенденция 
«сделать это единогласно», распространяющаяся на многие атомы.

О т в е т  2. Если начальное состояние является беспорядоч
ным, например, если железо охлаждено ниже точки Кюри в отсут
ствие внешнего поля, то выбор одного из возможных направлений 
в кристалле является делом случая. Чистое железо построено из 
объемноцентрированных кубических кристаллов. Каждый атом

Рис. 10.26. О риентация н ап рав
лений спинов в малой области в 
кристалле ж елеза. К аж д ая  стрел
ка представляет собой магнитный 

момент одного атома ж елеза.
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имеет восемь ближайших соседей. Сама симметрия окружения ока
зывает влияние на физическое состояние атома, включая связи между 
спинами. В железе осями наиболее легкой намагниченности яв
ляются оси куба. Это значит, что спины стремятся расположиться 
в одном и том же направлении, но при этом предпочитают одно из 
шести, ± х  ,± у  ,± z  (рис. 10.28). Из этого предпочтения следует, что 
ориентированным спинам нелегко ,z
изменить данное направление на -«Легкие» |

О О О  
©  ©  

о  © о  
© @

О О О
Рис. 10.27. Атом А и его ближ айш ие соседи 
в кристаллической решетке. (В Действитель

ности реш етка является  трехмерной.)

одно из эквивалентных ему направлений, которые расположены 
под прямым углом к данному, Для этого спинам пришлось бы прой
ти через ряд менее предпочтительных направлений. Это как раз 
то препятствие, благодаря которому возможно существование по
стоянных магнитов.

О т в е т 3. Кажущийся ненамагниченным кусок железа состав
лен в действительности из большого числа областей («доменов»),

в каждой из которых все спины ориен
тированы одинаково, но направление их 
ориентации отличается от направлений 
спинов в соседних областях. В среднем 
в куске «ненамагниченногб» железа 
одинаково представлены все направле
ния, поэтому макроскопического маг
нитного поля не получается. Даже в 
одиночном кристалле имеются магнит
ные домены. Домены являются микро
скопическими образованиями, в повсе

дневном значении этого слова. Действительно, их можно увидеть 
даже через микроскоп со слабым увеличением. В атомном 
масштабе это огромные области, и магнитный домен обычно со
держит биллионы элементарных магнитных моментов. На рис. 10.29 
изображено разделение вещества на домены. Такое разделение 
происходит потому, что оно требует меньше энергии, чем распо
ложение со спинами, ориентированными в одном направлении. 
Последнее соответствует постоянному магниту, создающему силь
ное поле в окружающем пространстве.

т - г -------— 7 ~ тч—  - — ~7

i X t X * x
s  _t  4 '

I V  N
т / ч

✓
✓' ч /

Рис. 10.29. Возможное располо
ж ение магнитны х доменов в од

нородном кристалле ж елеза.

Рис. 10.28. Энергетически выгодное н ап рав
ление намагниченности в ж елезе совпадает 

с кубической осью кристалла.

390



Энергия, запасенная в этом внешнем поле, больше энергии, не
обходимой для того, чтобы нарушить параллельную ориентацию 
магнитных доменов воздействием на малую часть спинов кристалла, 
расположенную вблизи поверхностей соприкасающихся доменов. 
Таким образом, доменная структура удовлетворяет условию мини
мума энергии.

Если намотать проволоку на железный стержень, мы поместим 
вещество стержня в магнитное поле, пропустив по проволоке ток. 
В этом поле магнитные моменты, параллельные полю, будут иметь 
меньшую энергию, чем моменты, антипараллельные полю или на
правленные как-нибудь иначе. Это дает преимущество некоторым 
доменам; те из них, которые обладают «благоприятно» ориентиро
ванными магнитными моментами *), стремятся увеличиться за счет 
других-, если это возможно. Домен «растет как клуб», т. е. увеличи
вая число своих членов. Это происходит на границах. Спины, при
надлежащие к неблагоприятно ориентированному домену, но рас
положенные у границы с благоприятно ориентированным доменом, 
подчиняются последнему, принимая благоприятное направление. 
Это сдвигает доменную границу, которая представляет собой не что 
иное, как разделяющую поверхность между двумя ориентациями 
спинов. В одиночных кристаллах сдвиги границ происходят до
вольно слабо.

Таким образом, слабое приложенное поле может вызвать бла
годаря движению границы очень сильный рост доменов й, следова
тельно, большое общее изменение намагниченности. Зернистая 
структура вещества может затруднить движение доменных границ.

Если направление приложенного поля не совпадает с одним из 
«легких» направлений (в случае кубического кристалла, например), 
то переориентация неблагоприятно расположенных доменов все 
же не позволяет моментам расположиться точно параллельно полю. 
Для ориентирования моментов в одном направлении с нолем и для 
получения максимально возможной намагниченности необходимо 
значительно более сильное поле.

Рассмотрим макросконические последствия несовпадения на
правления приложенного поля с одним из «благоприятных» на
правлений в кристалле. Нас интересует, как это отразится на маг
нитном поведении куска железа при различных приложенных полях. 
Для соответствующего эксперимента удобно воспользоваться желез
ным тором, на который намотаны две катушки (рис. 10.30). В этом 
случае в железе создается практиче ски однородное поле без кра
евых эффектов, осложняющих положение. Измеряя напряжение, 
индуцированное в одной из катушек, мы можем определить изме

*) Мы употребляем в данном случае понятие спина и магнитного момента 
почти в одинаковом смысле. Магнитный момент является внутренним свойством 
спина, и если один из них ориентирован, то, следовательно, ориентирован и дру
гой. Д ля большей точности мы должны напомнить читателям, что векторы маг
нитного момента и углового момента количества движения в электроне направле
ны в противоположные стороны (см. рис. 10.14).

13** 391



нение потока Ф и, следовательно, поля В внутри железа. Если про
суммировать изменения поля В, начиная с 5 = 0 ,  мы всегда будем 
знать, чему оно равно. Ток, протекающий в другой катушке, опре
деляет величину Н, которую мы примем за независимую перемен
ную. Если нам известны В и Н, мы всегда можем вычислить М. На 
графиках предпочитают изображать В как функцию Н, а не М. Ти
пичная кривая намагничивания В (Н) для железа изображена на 
рис. 10.31. Обратите внимание на то, что масштабы по обеим осям

совершенно различны. Если бы в катушке не было железа, то один 
эрстед соответствовал бы точно одному гауссу. В действительности 
при поле Н  всего лишь в несколько эрстед В возрастает до величины 
в тысячи гаусс. Конечно, и В,  и Н  в данном случае берутся в сред
нем по всему железному кольцу; тонкая доменная структура как 
таковая никогда не проявляется.

В «ненамагниченном» железе В =  0 и # = 0 ;  увеличение Н  вызы
вает заметно нелинейное возрастание В,  вначале медленное, затем 
более быстрое, затем очень медленное. В пределе постоянной оказы
вается намагниченность М ,  а не В.  Однако на этой кривой, посколь
ку М  =  (В—Н)!4л и Н<^В,  разница между В и М  незаметна.

Нпжняя часть кривой В (Н) зависит от движения домепных гра
ниц, т. е. от роста доменов, направленных «благоприятно», за счет 
доменов, направленных «неблагоприятно». В верхней части кривой 
произошло поворачивание магнитных моментов «грубой силой» 
в направлении, параллельном полю. Железо в данном случае пред
ставляет собой обычный поликристалл, так что только у небольшой 
части микрокристаллов «легкое» направление намагничивания сов
падет с направлением поля.

Если мы теперь будем медленно уменьшать ток в катушке, умень
шая тем самым и Н,  то кривая не пойдет обратно по тому же пути. 
Вместо этого мы обнаружим поведение, указанное на рис. 10.31 
штриховой кривой. Эта необратимость называется гистерезисом 
и объясняется в основном движением доменпых границ, которое 
частично необратимо. Причины этого явления не следуют из выше
сказанного, но хорошо понятны физикам, работающим в области

Д гс 
32000'
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о ^ — 1 ... , I-------1—— I-----—

- П О  1 2  3 4 Н,эК  гальванометру

Рис. 10.30. Устройство д л я  исследо
вания соотношения между В и М, или 
В и Н, в ферромагнитном веществе.

Рис. 10.31. К ри в ая  нам агничива
ния для довольно чистого ж елеза. 
Ш триховая кри вая получена при 
уменьшении величины И  от ее 
максимального полож ительного

4 n N I

значения.
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ферромагнетизма. Необратимость является причиной потери энер
гии при многих технических применениях ферромагнитных ма
териалов, например в трансформаторах переменного тока. Но она 
необходима для создания постоянной намагниченности и для этой 
цели ее стараются увеличить. На рис. 10.32 показана соответствую
щая часть кривой В (Я ) для постоянного 
магнита из хорошего сплава. Заметьте, 
что поле Я должно достигнуть величины, 
равной 600 э в обратном направлении, 
прежде чем В  уменьшится до нуля. При 
выключении и удалении катушки оста
ется поле Б,близкое к 13ООО геи называе
мое остаточным. Поскольку поле Я  рав
но нулю, эта величина, по существу, сов
падает с намагниченностьюМ сточностью 
до множителя 4л. Сплав приобрел посто
янную намагниченность; она будет суще
ствовать бесконечно долго, если сплав не 
подвергать действию сильных магнитных 
полей. Вся информация, записанная 
на магнитных пленках, от музыки до вычислительных программ, 
сохраняется благодаря этому физическому явлению. Магнитные 
элементы счетно-решающих приборов, магнитные запоминающие 
сердечники и тому подобные вещи основаны на тех же физических 
принципах.

З а д а ч  и

10.1. Оцените (с точностью до м нож ителя, равного двум-трем) величину энер
гии, запасенной в магнитном поле соленоида, описанного в разделе 10.1. В ы ра
зите эту энергию в дж оулях. Считая, что мощность генератора постоянна и равна 
400 кет , оцените время, затраченное на создание поля, считая, что полное н апря
жение генератора включено мгновенно. О т в е т .  U а  6 -104 дж, t =  0,15 сек.

10.2. М агнит ная восприимчивость воздуха. П редполагая, что парамагнитная 
объемная восприимчивость данного вещества пропорциональна числу молекул в 
кубическом сантиметре и обратно пропорциональна абсолютной температуре, вы
числите, на основании данных, приведенных в таблице раздела 10. 1, объемную вос
приимчивость воздуха при нормальных тем пературе и давлении. Примерно пятая 
часть воздуха представляет собой кислород с молекулярны м весом 32, и вы можете 
принять, что молекула кислорода в газе ведет себя в магнитном отношении так 
ж е, как  в жидком кислороде. О т в е т .  Х = 2 ,3 0 - 1 0 - 8  (на сж3).

10.3. Сравнение полей от кольца с током и от бесконечно малого диполя. 
В гл. 6 мы вычислили поле в точке на оси кольца с током радиусом b (см. уравне
ние (6.41)). П окаж ите, что при г ^ Ь  величина этого поля приближается к величине 
поля магнитного диполя, и определите расстояние до точки на оси, в которой поле 
равно (с точностью до одного процента) тому полю, которое было бы создано в этой 
точке диполем бесконечно малого размера с таким ж е дипольным моментом.

10.4. Применение формулы для  поля диполя. Соленоид, подобный описанному 
в разделе 10.1, расположен на фундаменте в физической лаборатории. Ф изик, ра
ботающий на верхнем этаж е здания, выше лаборатории на 18 м , в помещении, сме
щенном по горизонтали на 24 м , ж алуется, что поле соленоида искаж ает р е зу л ь 
таты его измерений. П редполагая, что соленоид работает в описанных у сло ви ях , 
и рассм атривая его как простой магнитный диполь, вычислите поле в помещении, 
где работает ж алую щ ийся физик. Имеет ли он основание ж аловаться?

В,гс

,'-'12000

Алнико V

- 600-400-200 О 200Н,э
Рис. 10.32. Алнико V представ
ляет  собой сплав алю миния, ни
келя и кобальта, применяемы й 
для  постоянных магнитов. С рав
ните эту часть кривой н ам агни 
ченности Алнико с соответствую 
щей частью характеристики « м яг
кого» магнитного м атериала, п ри

веденной на рис. 10.31.
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10.5. Земля как м агнит ны й диполь. Н а  северном магнитном полюсе магнитное 
поле Земли направлено вертикально и равно 0,62 гс. Поле на поверхности Земли 
и выше приблизительно совпадает с полем диполя. Чему равен дипольный момент 
и какая  сила тока (в амперах), текущ его вдоль экватора, необходима для создания 
дипольного момента такой ж е величины? (Реальным источником поля Земли яв 
ляется , вероятно, не ток, протекающий по поверхности, а распределение тока в 
коре.) О т в е т ,  т =  8 - 1026 СГС единиц; /  =  6 -1 0 8а.

10.6. М агнит ный момент вращающегося заряженного шара. Ш ар радиусом R  
является носителем заряда  Q, равномерно распределенного по поверхности с 
плотностью o = Q I 4 л Я 2. Этот сферический заряд  вращ ается вокруг оси ш ара с уг
ловой скоростью со рад/сек. Найдите его магнитный момент. (Разделите сферу на 
узкие полоски вращающегося заряда; определите ток, которому эквивалентна 
каж дая полоска, и ее дипольный момент и затем проинтегрируйте по всем поло
скам .) О т в е т .  QR'2(i)/3c.

10.7. Исследование магнит ны х восприимчивостей. Числа в таблице на стр. 349 
получены не в результате действительно проведенных опытов с соленоидом, а в ре- 
зультате,обращ ения к табличным значениям восприимчивости различных веществ 
и вычисления силы, которая действовала бы при описанных условиях. Теперь, 
когда вы знаете, как  определяется восприимчивость и от чего зависит сила, про
делайте для нескольких веществ все действия в обратном порядке — сначала вы 
числите восприимчивость, затем найдите ее в таблице, например, в справочнике 
«Handbook of Chem istry and Physics». Когда вы будете искать в справочнике зна
чения магнитной восприимчивости, обратите внимание на единообразие магнитных 
свойств органических веществ и изучите таблицу для неорганических вещ еств, 
с целью обнаружить вещества с необычными парамагнитными или диамагнитными 
свойствами.

10.8. Покажите, что работа, идущ ая на выталкивание 1 г парамагнитного 
вещества из области с величиной магнитного поля, равной В ,  в область с прене
брежимо малым полем, равна %В2/2 , где % — удельная восприимчивость. Затем 
точно вычислите, какая работа потребуется для удаления 1 г ж идкого кислорода 
для условий, приведенных в таблице на стр. 349. (Это возможно, конечно, только 
в том случае, если % постоянно в пределах существующих в опыте значений поля.)

10.9. М агнит ный момент железа в очень сильном поле. Получите на основании 
данных таблицы на стр. 349 величину магнитного момента 1 г ж елеза. К акому 
примерно количеству ориентированных электронных спинов в атоме это соответ
ствует? (Плотность ж елеза 7 ,8  г/см3, атомный вес 56). О т в е т ,  т  — 2 3 5 эрг/гс, 
2,35 спина/атом.

10.10. Сила, действующая между двумя намагниченными дисками. Вычислите 
полный магнитный момент т  намагниченного диска, изображенного на рис. 10.23. 
Поле на расстоянии г см на оси диска приблизительно равно 2т /r 3, если г  до
статочно велико и диск можно считать простым диполем. Рассмотрите теперь два 
таких диска: А  и В . Д иск А  леж ит на деревянном столе, причем его момент т  
направлен вверх. Диск В  расположен над А  с моментом, направленным вниз, и его 
боковые смещения ограничены. Определите примерно высоту, на которой В  будет 
«парить» над А .  Используйте только что описанное «приближение одиночного ди
поля». Оно справедливо, если вычисленная высота «парения» будет не слишком 
мала.

10.11. Длинный цилиндрический стержень радиусом а обладает однородной 
намагниченностью М ,  направленной вдоль оси. Из центральной части стерж ня, 
без изменения намагниченности оставшейся части, вырезан поперечный слой тол
щиной Ь<^д. Рассмотрите величину магнитного поля В  в центре этого промежутка 
и в точке внутри стержня на довольно большом расстоянии от промеж утка. Ис
пользуйте принцип суперпозиции для вычисления разности полей в двух этих 
местах.

10. 12. Н а железный тор с внутренним диаметром 10 см и внешним 12 см на
мотаны 20 витков провода. П ользуясь кривой намагничивания В  — Н  (рис. 10.31), 
вычислите ток, требуемый д л я  создания в ж елезе поля величиной в 12 000 гс. 
О т в е т .  I  =  2 ,2а.

10.13. «Отклоняющий м агнит » для  исследования частиц с высокой энергией. 
Д л я  отклонения пучка частиц большой энергии в некотором опыте необходимо
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магнитное поле величиной 16 ООО гс в прямоугольном параллелепипеде длиной 3 м  
в направлении пучка, шириной 60 см и высотой 20 см. Подходящий для этой цели 
магнит показан на рис. а и б. При указанны х размерах определите: 1) полное коли
чество ампер-витков в двух катуш ках, необходимое для создания в зазоре поля в 
16 кгс\ 2) требуемую мощность в киловаттах; 3) число витков для каждой катуш ки 
И соответствующую площадь поперечного сечения проволоки, если необходимое

К  задаче 10.13.

поле должно быть получено при последовательном соединении катуш ек источни
ком питания в 400 в постоянного тока. Д л я  выполнения задания 1) на рис. г  изоб
раж ена часть кривой В — Я  для магнитного ж елеза Армко.

Д л я  реш ения задачи следует определить линейный интеграл от Н  по пути 
abcdea. В зазоре Н = В ,  можно принять, что величина поля В  одинакова в ж елезе 
и в зазоре. Силовые линии поля имеют приблизительно конфигурацию, показан
ную на рис. в. Д лина пути в ж елезе может быть определена приблизительно. Это 
не очень опасно, так  как  длинный путь bcdea вносит сравнительно малый вклад  в 
линейный интеграл, по сравнению с вкладом пути в воздухе ab. (В действитель
ности при небо'лыпой величине поля не будет плохим приближением, если мы 
вообще пренебрежем полем Я  в ж елезе.) Д л я  выполнения задания 2) считайте 
удельное сопротивление меди р = 2,0 - 1 0 -6 ом-см  и число витков в каждой катуш 
ке N . Вы найдете, что мощность, требуемая для  создания определенного числа а м 
пер-витков, не зависит от N , т. е. что она одинакова для большого числа витков 
тонкого провода и для небольшого числа витков толстого провода при ф иксиро
ванном полном поперечном сечении меди. Следовательно, конструктор может выб
рать N  и поперечное сечение проводника таким, чтобы согласовать магнит с 
предполагаемым источником питания. О т в е т .  1) 27 000 ампер-витков;
2) 82,5 кет; 3) 2 Л '=  1310 витков (655 на катуш ку), поперечное сечение провод- 
н и к а =  1,15 сл<2.
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫ Е ЗА ДА Ч И  И ВОПРОСЫ

К главе 1

1.23. Энергия системы зарядов. Рассмотрите следующую конфигурацию  за р я 
дов: единичный положительный зар яд  находится в центре круга, а N  единичных 
отрицательных зарядов расположены на равном расстоянии друг от друга по 
окруж ности. Что произойдет с зарядам и, если их предоставить самим себе? Р азле
тятся они в разные стороны или соберутся в центре круга? Ответьте на этот во
прос, вычислив энергию системы при JV = 3, 4 и 5, и покажите, по крайней мере 
для одного случая, что вы получите тот ж е ответ, вычисляя результирую щую  силу, 
действующую на один из отрицательных зарядов.

1.24. Заряженные капли ж идкости. К апля воды радиусом R  несет электри
ческий заряд  Q, распределенный по ее поверхности. Разделим эту каплю  на две 
капли одинакового размера, поровну поделим между ними электрический заряд  
и разведем их на большое расстояние друг от друга. Увеличится или уменьш ится 
при этом электрическая потенциальная энергия? На сколько? Теперь рассмотрим 
энергию , связанную  с наличием у жидкости поверхности и ответственную за «по
верхностное натяжение». Б лагодаря этому натяжению  капля сохраняет свою 
сферическую форму. И з-за меж м олекулярны х связей для образования новой по
верхности требуется некоторое количество энергии, причем при данной темпера
туре энергия, затрачиваемая на создание единицы площади поверхности, является 
постоянной величиной. Д л я  воды она составляет примерно 50 эрг/см2. П ред
полож им , что кап л я , которую  мы делим на две, имеет радиус 10- 2 см. К акова 
долж на быть величина заряда капли для того, чтобы изменение электрической 
энергии возместило расход энергии, идущей на преодоление м еж молекулярны х 
связей? Чтобы понять, велик ли этот заряд , найдите величину создаваемого 
им электрического поля на поверхности капли. (Поле, равное 100 ед. СГСЭу/с.м, 
является  сравнительно большой величиной, поддерживать такое поле в воздухе 
достаточно трудно.)

*1.25. Обдумайте и обсудите наш у «трудность точечного заряда», которая может 
быть вы раж ена следующим образом: идеальный точечный заряд  обладает беско
нечно большой потенциальной энергией, или «собственной» энергией. О днако мы 
всегда пренебрегаем ею, когда подсчитываем энергию системы точечных зарядов. 
Действительно, любую энергию, всегда сохраняю щ ую  постоянное значение, мож
но безболезненно отбросить, но какой  физический смысл содерж ится в понятии 
постоянства бесконечно большого количества энергии? Элементарная частица, 
размеры  которой наиболее близки к  размерам точечного заряда, не обладает бес
конечно большой энергией. И поскольку она имеет конечные размеры, можно ож и
дать, что электрические поля, создаваемые другими источниками, имеют неко
торое влияние на ее структуру. Это означает, однако, что электрическая собст
венная энергия системы зарядов не является  одинаковой в различном окруж ении . 
В каки х  же случаях , по вашему мнению, следует действительно учиты вать это о б 
стоятельство?

Применение принципа суперпозиции. Н а рисунке изображена сфериче
ская  заряж енн ая  оболочка радиусом а  (с поверхностной плотностью о), из которой
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вырезан маленький круж ок радиусом Ь<фг. К аковы  направление и величина поля 
в центре отверстия? Получить ответ можно двумя путями,- Во-первых, для полу
чения суммы вкладов всех элементов заряда в поле центральной точки можно 
взять интеграл по оставшемуся распределению зарядов. Во-вторых, вспомнив 
принцип суперпозиции, вы можете поставить удаленный круж ок, являю щ ийся 
практически маленьким диском, на место и про
верить, какой это даст эффект. Обратите внимание 
на связь этого результата с вышеприведенным рас
смотрением силы, действующей на поверхностный 
зар яд ,— может быть, это будет третьим способом 
получения ответа.

1.27. Простое применение принципа суперпози
ции и соображений симметрии позволит вам уста
новить следующий любопытный факт. П усть поверх
ность полукруглой чаши заряж ена с однородной 
плотностью. Мы утверждаем, что в каждой точке 
воображаемой поверхности, которая стянула бы чашу как  кожа на барабане, 
электрическое поле перпендикулярно к этой поверхности.

1.28. Человек, придумывающий задачи, которые можно решить, используя 
принципы симметрии и суперпозиции, узнает больше, чем человек, решающий их. 
Попробуйте придумать такую задачу.

1.29. С ила , действующая на составной заряж енный лист . Д ва параллельны х 
заряж енны х листа с плотностями аА и ств  ед. СГСЭд/с.и2 соответственно располо
жены на расстоянии s друг от друга. Л ист А  расположен слева от листа В , если 
смотреть на них сбоку. Обозначим через Ej электрическое поле слева от листа А , 
через Е 2 поле между листами и через Е3 поле справа от листа В . Это поле создается 
не только самими листами, но и другими источниками, которые могут распола
гаться поблизости. Допустим, что другие источники расположены на достаточно 
большом расстоянии и создают однородное поле во всей рассматриваемой области. 
Теперь предположим, что два листа механически соединены друг с другом таким 
образом, что мы можем измерять полную силу, действующую на оба листа сразу. 
П окаж ите, что эта сила, приходящ аяся на единицу площади каждого листа, дается 
выражением

Р =  (0Л +  0В) ( ^ )  .

Это —  частный случай неоднородного распределения зарядов в «пластине».
1.30. Общий вывод выражения для  силы, действующей на заряженный слой. 

Результат, приведенный в задаче 1.29 и в разделе 2.7, можно доказать в общем 
виде. П усть распределение заряда в плоской пластине можно описать с помощью 
объемной плотности заряда р (х ) между х = 0  и х = Ь  (толщина пластины). Тогда 
полная поверхностная плотность заряда , в данном случае заряженного листа, 
равна

ь
а  =  ^ р (х) dx. 

о
Если Е х  является компонентой электрического поля, перпендикулярной к плас
тине, то полная сила, действующая на пластину (т. е. х-компонента; другие ком
поненты нас не интересуют), равна

Ь

а

Воспользовавш ись теоремой fay cca j связываю щ ей р и Е х , покажите, что

К задаче 1.26.



и что поэтому

FX — "2" (^lX +  ̂ 2*) а-

Е !— поле при jc= 0 , Е2— поле при х = 6 .
1.31. Сигароподобное распределение статических зарядов располож ено в на

чале координат. Ось «сигары» направлена вдоль оси г, полный зар я д  равен q. 
Поле в точке Р  на оси г вне «сигары» обозначим через Е .  Если бы зар яд  q был со
средоточен в начале координат, то поле в точке Р  было бы равно Е ' . К акое из 
полей больше, Е  или £ '?

1.32. Вы знаете, что электрическое поле на расстоянии, равном г  от источника 
сферически симметричного распределения зарядов будет таким ж е, как  если бы 
все заряды , расположенные внутри сферы радиусом г, были бы сконцентри
рованы в источнике.

а) Зависит ли этот факт от закона К улона, в котором сила поля обратно про
порциональна квадрату расстояния, или только от сферической симметрии? Будет 
ли  это справедливо для силы, обратно пропорциональной кубу расстояния?

б) При некотором сферически симметричном распределении полного заряда  Q 
он весь расположен на расстоянии, не большем г0 от центра распределения. П ред
положим, что сила, действующая между двумя зарядами, обратно пропорциональ
на кубу расстояния между ними, а не квадрату, как  в законе К улона. Сравните 
поле Е  на расстоянии г  (где r > r Q) с полем Е  , которое было бы на этом расстоянии 
г, если бы весь заряд Q был сконцентрирован в источнике. Каково соотношение 
меж ду полями Е  и £ '?  Какое из них больше? Попытайтесь ответить на вопрос с 
помощью качественных соображений, а не математическим путем.

1.33. Представим себе мир, в котором существуют три типа зарядов вместо 
двух, причем одноименные заряды  отталкиваю тся друг от друга, а разноименные 
заряды  притягиваю тся совершенно симметричным образом. Обозначим типы за
рядов А , В и С. Закон обратной пропорциональности силы квадрату расстояния и 
принцип суперпозиции справедливы так ж е, как  в нашем мире. Предположим, что 
сила отталкивания между зарядами одного типа ровно в два раза больше силы при
тяж ения между зарядами разных типов. Следовательно, равные единичные заряды  
вида А , разнесенные на 1 см, отталкиваю тся друг от друга с силой в 1 дин , тогда 
как  единичные заряды А  и В  притягиваю тся друг к другу с силой в 1/ 2 дины. П о
каж ите, что это обстоятельство допускает, в общем случае, существование ней
тральны х тел, т. е. тел, которые содерж ат заряды , но в целом силы не испытывают 
и не вызывают сил вблизи заряда любого вида. Каким образом можно обнаруж ить 
разницу между этим миром и нашим? М ожно ли распространить представление 
об электрическом поле на этот мир?

1.34. Эксперимент с полем линейного заряда. В электронном микроскопе, пучок 
электронов большой энергии, первоначально ускоренных разностью потенциалов

в V 0 ед. СГСЭ^, проходит мимо тонкого зар яж ен 
ного провода, расположенного под прямым углом 
к первоначальному направлению пучка. Этот 
провод несет отрицательный заряд  величиной X ед. 
СГСЭд на 1 см длины. Поле провода сравнительно 
невелико и мало влияет на траекторию  электро
нов. Поэтому вы можете определить силу, дейст
вующую на данный электрон, как  функцию  от 
времени, предполагая в первом приближении, 
что электрон следует по первоначальной прямой 

траектории с постоянной скоростью. Используйте затем этот результат для 
вычисления поперечной компоненты момента количества движ ения, приоб
ретенного электроном при движении мимо проволоки, и углового отклонения а  
его действительной траектории от первоначальной. Вы придете к совершенно за 
мечательному результату, заклю чаю щ емуся в  том, что угловое отклонение не за 
висит от того, на каком расстоянии от провода проходит траектория электронов. 
Т аким образом, электрическое поле провода влияет на траекторию электронов 
подобно слабой призме, отклоняющей световые лучи. Такое устройство применя-
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лось для  демонстрации электронно-оптической аналогии бипризмы Ф ренеля, зна
менитого интерференционного опыта классической оптики. (M ollenstedt and 
D iiker, Z eitsch rift fur Physik  145, 377 (1956).)

К главе 2

2 .18. По поверхности полого кругового цилиндра радиусом а и длиной Ь , 
с открытыми концами, равномерно распределен полный заряд  Q. Чему равна раз
ность потенциалов между точкой на оси у одного конца и серединой оси? Н ач ер 
тите несколько силовых линий поля такого цилиндра.

2.19. Описываемая система является более общей, чем в задаче 2.10. И ллю ст ри
рует ся важный общий принцип  распределения зарядов. Д ва металлических шара 
с радиусами /?х и /?2 расположены на большом расстоянии друг от друга по срав
нению с величинами их радиусов. Д ано общее количество заряда Q, который 
мы должны разделить между шарами. К ак  это делать, чтобы результирующее 
распределение зарядов обладало минимальной потенциальной энергией? Д л я  
ответа вычислите сначала потенциальную энергию системы для произвольного 
разделения зарядов, q на одном шаре и Q— q на другом. Затем ищите минимум 
энергии как  функцию q. Можно считать, что зар яд  распределяется равномерно 
по сфере каж дого ш ара, другой шар находится далеко, его влиянием можно пре
небречь. Н айдя оптимальное распределение зарядов, покажите, что при таком 
распределении разность потенциалов между двумя ш арами равна нулю. (Следова
тельно, их можно соединить проводом и перераспределения заряда не произойдет. 
Эта задача может служ ить специальным примером общего закона, с которым мы 
встречались в гл. 3: зар яд  на проводнике распределяется таким образом, чтобы 
полная потенциальная энергия системы была минимальной.)

2.20. Новые свойства поля задачи 2 .1. Поле, рассмотренное в задаче 2 .1 , 
имеет компоненты Е Х= Ь  x y ,E y = 3 x z—Ъу1, £ г = 0. Д л я  выяснения его формы з а 
пишите потенциал ср, полученный в задаче 2 . 1, в цилиндрических координатах г, 
в , где л2= л:2+ г /3, a 0 = a r c tg  (у/х). Начертите несколько эквипотенциальных по
верхностей и силовых линий этого поля и сравните его с полем рис. 2 .2 .

2.21. Рассмотрите сферическую область, внутри которой находится точечный 
за р я д у , не совпадающий с центром сферы. Верно ли , что потенциал в центре равен 
среднему от потенциала поверхности сферы? Не противоречит ли это утверждению 
относительно гармонических функций, приведенному в разделе 2.13?

2.22. Решение одной задачи позволяет найт и приближ енное решение другой. 
Мы наш ли, что потенциал в центре диска радиусом а, равномерно заряж енного с 
поверхностной плотностью а, равен 2 ло а . З н а я  это, предпо- . 
лож им , что мы хотим определить, с точностью до нескольких 
процентов, потенциал в центре равномерно заряж енного  квад
рата со стороной Ь. Можно ли это сделать, не реш ая з а 
дачу потенциала для квадрата? Найдите пределы возможной 
ош ибки нашего определения.

2.23. Точное решение предыдущей задачи. Н етрудно вы
числить точное значение потенциала в центре равномерно 
заряж енного квадрата, рассмотренного в задаче 2.22. Х оро
ш ий способ проведения интегрирования показан на рисунке.
Найдите сначала вклад  в потенциал в точке С от узкой к. задаче 2.23. 
полоски ш ириной dx, идущей от у = —х  до у = х .  После этого
л егко  проинтегрировать по х  от 0 до Ы2 и получить вклад этой четверти квад
р ата . В бесконечности потенциал, конечно, принят равным нулю.

О т в е т .  <pc  =  4 o b ln  ( l  +  У 2).
2.24. Покажем, что ro t А действительно являет ся вектором. К ак  доказать,

р .
что величина, определенная в уравнении (2.76) как  lim  — L , действительно

а • -+■ 0
является  компонентой вектора? Задачу можно решить следующим образом: взяв 
последовательно единичные векторы х, у и г  в качестве направлений для п, мы 
определим для  данного вектора F в некоторой точке пространства три числа.
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Их можно принять за компоненты вектора. Относясь к этому определению скеп
тически, мы заключаем полученные три компоненты в кавычки, обозначая их 
«Лж», «АуИ и «Лг». Выберем теперь какое-нибудь другое направление для п и 
определим предел отношения циркуляции к площади участка, ориентированного 

\т а к и м  образом. Получим ли мы для этого отношения величину, равную  п- (х<о4л.»+  
+ у«Л у»  +  г«Лг »)? Если да, то можно отбросить кавычки и заявить, что нами дей
ствительно получен вектор. Подумайте, сможете ли вы доказать это, рассматривая 
циркуляцию  вокруг каждой из четырех сторон маленького тетраэдра, подобного 
изображенному на рис. 2 .18. Что можно сказать о сумме четырех циркуляций? 
Чему равна сумма векторов площадей?

2.25. «Не все то золото, что блестит». Мы знаем, что дивергенция векторной 
функции F представляет собой скал яр . Предположим, что мы хотим определить 
вектор, отличный от ротора, следующим образом:

„ d F x „ dF v „ d F z
° = х -я^ +  У +дх  J ду дг

Можем мы утверждать, что эта величина является вектором? (Проверьте, как  он 
ведет себя, когда вы поворачиваете систему координат, по отношению к которой 
берутся компоненты. Д л я  этого достаточно рассмотреть поворот на 90° вокруг оси г. 
Тогда соотношения между новыми и старыми координатами будут следующими: 
х '= у ,  у '= — х; F'x = F y и т. д.)

2.26. Задача о роторе поля скорости. Расстояние между прямыми параллель
ными сторонами ирригационного канала равно 2 6 л .  Н а поверхности воды в канале 
скорость течения максимальна в середине и уменьшается до нуля к краям . Пред
полож им, что течение таково, что поверхностная скорость приблизительно равна

v =  v0 (1 — ̂ 2/Ь2),
где у  — расстояние от центра, a v — скорость, направленная всюду вниз по тече
нию. (В настоящем канале течение может быть совершенно другим.) Д еревянная 
щ еп к а , плывущая по воде на расстоянии половины пути между’осью канала и одной 
из сторон, вращ ается по мере продвижения вниз по течению. Объясните это. К акая  
связь  между этой задачей и задачей 2.16а? Н а какое расстояние течение унесет 
щ епку за время ее поворота на 360°?

~ I  &V
1) П лощ адь =  ( — г) Q r \  v,V =  г j  r ,

„  , f  iV  \  поток =  — £2 г I - ^ r  J  .

2) П л о щ ад ь  =  г£2 (r  + Д/-)2 и  гй  (r“ + 2r Ar),

п оток =  Я ( r 2 + 2 r  Дг) + Д г ] .

^  п * dV * d 2V \  П олны й поток =  Й I 2г Дг + r ).

объем = Q r2 Дг,
п о то к _  2 dV d 2V . . .  . .lim —--- =---- -—+ =v(v^ (',)) = V*V (O'

дг -*0 объем r dr dr

К. задаче 2.27.

2.27. Частный случай: v 2 в сферических координатах. Эта задача познакомит 
вас с оператором Л апласа в сферических координатах для частного случая сфе
рически симметричных функций. П усть - V  будет функцией только r\ V — V (г).
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\
Что тогда представляет собой функция div(grad V), или у. (v (/) K0T0DVIQ МЬ1 
обозначили В разделе 2.3 было показано, что в этом случае равен
? d V /d r , следовательно, мы должны рассмотреть дивергенцию этой векторной функ
ции. Основные этапы вывода приведены на рисунке.

а) Изучайте этот вывод до тех пор, пока вы его не поймете настолько, чтобы 
иметь возможность объяснить кому-нибудь другому. Обратите внимание на те 
места, где опущены члены второго порядка в уг.

б) П окаж ите, что результат можно записать следующим образом:

в) Если все, что нам известно о некоторой функции V (г) — это то, что 
V 2K ( г ) = 0 , то что мы можем сказать о V?

г) П окаж ите, что потенциал Ю кавы V (г)= (1 /г) е ~ ,'г , где X — величина по
стоянн ая, удовлетворяет уравнению v 2^ —k 2V = 0 .

2.28. П от енциал Юкавы и силовое поле. Частица притягивается к определен
ной точке с направленной по радиусу силой, величина которой зависит только от 
радиального расстояния г: F =  гf  (г). П окаж ите, что в таком поле линейный ин
теграл по замкнутому пути равен нулю и, значит, y X F = 0 .  При этом F можно 
представить в виде градиента некоторой потенциальной функции V (г). (Это на
поминает нам, что вывод электростатического поля из потенциала обусловлен не 
обратной пропорциональностью поля от элемента заряда квадрату расстояния, 
а только тем, что поле этого элемента заряда  является центральным полем и 
принципом суперпозиции.) Потенциал Ю кавы, упомянутый в задаче 2.27, я в л я 
ется частным случаем поля, величина которого не обратно пропорциональна ква
драту расстояния. Этот потенциал имеет большое значение в ядерной физике и 
ф изике элементарных частиц. К акое силовое поле соответствует потенциалу Ю ка
вы V = C e ~ ^ r/r ,  где С и X — константы? При А—»0 мы снова получим хорошо из
вестный потенциал электростатического поля 1/г. П окажите, что при А,>0 сила 
на любом расстоянии для данного значения С меньше, чем при Х ~ 0 .  Величина 
1/А, имеет размерность длины и часто назы вается «радиусом действия» силы. К аким 
уравнением следует заменить уравнение П уассона для источников, создаю щих 
такие поля?

2.29. Д оказательство того, что электростатическое поле не может удерж ать 
заряж енную  частицу в состоянии устойчивого равновесия, существенно зависит 
от природы кулоновской силы, обратно пропорциональной квадрату расстояния. 
П редполагая, что сила, действующая между зарядам и, изменяется как  г - 1 ,5 , по
пытайтесь создать такое расположение зарядов, которое удерж ит положительный 
зар яд  в состоянии устойчивого равновесия. Проделайте то же для силы

2.30. Энергия, запасенная в поле двух равных концентрированных зарядов. 
Рассмотрите электрическое поле двух протонов, расположенных на расстоянии 
b см друг от друга. Согласно уравнению  (2.36) (которое мы сформулировали, но 
не доказали) потенциальная энергия системы долж на вы раж аться уравнением

и = т И Е' л = т У <Е‘+Е,),л' -

B'E' dv-
где Ех— поле одной частицы, а Е 2— поле другой. Первый из трех интегралов 
справа можно назвать «собственной электрической энергией» протона; явл яясь  
внутренним свойством частицы, она зависит от размеров и структуры протона. 
П ри подсчете потенциальной энергии системы зарядов мы всегда отбрасываем 
эту энергию , предполагая, что она остается постоянной; это относится и ко вто
рому интегралу. В третий интеграл входит расстояние между зарядами. Выбрав 
какую -нибудь подходящую систему координат, покаж ите, не вы числяя интеграла, 
что он имеет вид Се2/Ь, где С является численной постоянной, а именно определен
ным интегралом, содержащим только безразмерные величины. Если уравнение
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(2.36) справедливо, чему долж на быть равна постоянная С? Мы знаем, что оно спра
ведливо в подробно разобранном нами частном случае поверхностного заряда на 
сфере. Подумайте, не сможете ли вы использовать это для доказательства пра
вильности уравнения (2.36), привлекая принцип суперпозиции. Если так , то вы, 
кроме этого, определите величину вашего определенного интеграла. (Если вам 
нравится вычислять определенные интегралы, вы можете попытаться вычислить 
его или свести к одному из табличных определенных интегралов. Это, однако, 
не легко.)

К главе 3

3.18. Общие соображения насчет электростатических сил. а) П окаж ите, что 
квадрат разности потенциалов (ср2—q̂ )2 имеет размерность силы. Следовательно, 
порядок величины электростатических сил, действующих между телами, можно 
оценить по разности потенциалов. Размеры  системы войдут только в виде отноше
ний; кроме того, могут появиться некоторые постоянные, например 4л . К аков 
порядок силы, которую можно ож идать при разности потенциалов в 1 ед. СГСЭ^ 
между какими-нибудь телами?

б) П рактически достижимые разности потенциалов ограничены особенностя
ми строения диэлектриков. С амая больш ая разность потенциалов, близкая  к 
Ю7 в, получена человеком с помощью электростатического генератора Ван-де- 
Граафа, работающего под высоким давлением. (Ускорители, дающие частицы с. 
энергией в биллионы электрон-вольт, не имеют такой большой разности потенциа
лов). К акая  величина силы (в к Г )  соответствует мегавольту в квадрате? Эти сооб
раж ения помогут вам понять, почему электростатические моторы не нашли ши
рокого применения.

3.19. Представьте себе плоскости х у , x z  и уг, сделанные из м еталла и спаянные 
в местах пересечений. Единичный точечный заряд  Q расположен на расстоянии 
d  от каждой из плоскостей. И зобразите на чертеже конфигурацию «мнимых за р я 
дов», которая нужна для удовлетворения граничных условий. К аковы  направ
ление и величина силы, действующей на заряд  Q?

3.20. Цилиндрический конденсатор, а) Определите емкость конденсатора, 
состоящего из двух коаксиальных цилиндров с радиусами а и b и длиной L . Пред
положите, что IJipb—а, так  что поправками на концах можно пренебречь. П ро
верьте результат, показав, что если величина промежутка между цилиндрами 
Ь— а  очень мала по сравнению с радиусом, то ваша формула сводится к форму
ле для плоскопараллельного конденсатора.

б) Цилиндр с наружным диаметром, равным 5 см, подвешен в вертикальном  
положении к одному концу коромысла весов. Н иж няя часть подвешенного цилинд
ра входит в неподвижный коаксиальны й цилиндр с внутренним диаметром 7,5 см. 
Вычислите величину силы, которая тянет подвешенный цилиндр вниз, при разности 
потенциалов между двумя цилиндрами, равной 5 кв.

О т в е т .  171 дин.
3.21. Возможность скачка пот енциала на поверхности проводника. (Д ей 

ствительно, нечто подобное имеет место у поверхности реального проводника;
это и удерживает электроны проводимости в мет ал
ле!) В разделе 3.3 мы слегка коснулись вопроса 
об абсолютной величине потенциала внутри прово
дящ его вещества. Д л я  наших рассуждений было 
достаточно того факта, что внутри вещества не 
долж но быть поля, т. е. что потенциал должен быть 
постоянным. В действительности на границе между 
проводником и вакуумом, как показано на рисунке, 
возможен скачок потенциала. П окаж ите, что такой 
скачок Дф, если его величина одинакова по всей 
границе, не опровергнет нашего утверж дения о том, 
что если внутри проводящей среды нет электриче

ского поля, то и в вакууме непосредственно около границы не может быть тан
генциальной составляющей поля Е. Д л я  доказательства вы можете использовать 
равенство нулю линейного интеграла от Е  по любому замкнутому пути.

К задаче 3.21.

402



3.22. Способ исследования системы, состоящей из проводящего шара и точеч
ного заряда. Эта задача служ ит иллюстрацией метода «решения по граничным ус
ловиям», который мы объяснили при рассмотрении точечного заряда над пло
скостью . Действительно, результат, который вы должны получить, является 
вероятно, наиболее знаменитым достижением этого метода.

а) Рассмотрите два точечных разноименных заряда неодинаковой величины. 
П редполож ите, что больший заряд  положительный, и поместите его в начале ко
ординат. Д ругой заряд  поместите на оси х  в точке х = Ь .  Найдите две точки на 
оси х ,  в которых потенциал ср равен нулю (кроме точек х = + о о  и х =  —  оо). Затем 
рассмотрите сферу с центром на оси х ,  проходящую  через эти две точки. Д окаж ите, 
что во всех точках этой сферической поверхности потенциал равен нулю. Сущест
вуют ли какие-нибудь другие эквипотенциальные поверхности, имеющие форму 
сферы? К акую  задачу о точечном заряде и проводящей сфере мы можем теперь ре
шить?

б) Мы еще не готовы к решению любой задачи о точечном заряде и проводящей 
сфере, так  как  величина точечного заряда, величина заряда на сфере и отношение 
радиуса сферы к расстоянию до точечного заряда могут быть несовместимыми с 
имеющимся полем. Например, как вы определили бы поле точечного заряда  q 
на некотором заданном расстоянии от сферы, полный зар яд  которой равен нулю? 
Это можно сделать с помощью дополнительного ш ага, а именно, воспользовавш ись 
принципом суперпозиции. Попытайтесь проделать это для частного случая: то
чечный зар яд  10 ед. СГСЭ^ расположен на расстоянии 20 см от центра металличе
ского ш ара радиусом 10 см; шар не заряж ен , т. е. его полный заряд  равен нулю. 
К акова величина электрического поля на поверхности ш ара в точке, наиболее близ
кой к точечному заряду , и в диаметрально противоположной точке? Если вы полу
чите правильные ответы на эти вопросы и поймете, как вы их получили, то мож
но считать, что вы достаточно овладели методом, называемым «инверсией в сфере».

О т в е т .  1/4 ед. СГСЭу/см; 7/180 ед. СТСЭу/см.
3.23. Параллельные круговые цилиндры; класс двумерных электростатических 

легко решаемых задач. Типичной двумерной задачей с граничными условиями 
является задача о двух параллельных круговых проводящих цилиндрах, напри
мер о двух металлических трубках бесконечно 
большой длины  и с разными потенциалами.
М атематически эти двумерные задачи решаются 
гораздо прощ е, чем трехмерные. Действительно, 
ключом к решению всех задач класса «двух 
трубок» является поле вокруг двух параллель
ных линейных зарядов с одинаковой по вели
чине и противоположной по знаку линейной 
плотностью. Все эквипотенциальные поверхности 
в таком поле представляют собой круговые ци
линдры! И все силовые линии поля являю тся 
такж е кругами. Подумайте, сможете ли вы 
доказать это. Самым легким решением было бы 
решение с помощью потенциала, но не следует
забы вать, что в двумерной системе нельзя считать потенциал равным нулю в бес
конечности. Пусть потенциал будет равен нулю  на линии посередине между двумя 
линейными зарядам и, т. е. в начале координат системы, изображенной на чертеже 
с поперечными сечениями зарядов. Потенциал в любой точке равен сумме потен
циалов, вычисленных для каждого линейного заряда  в отдельности. Это обстоя
тельство быстро приведет вас к открытию, что потенщгал просто пропорциона
лен In ( г ^ г х) и является, следовательно, постоянным на кривой, начерченной 
движ ущ ейся точкой, для которой отношение расстояний до двух точек является 
постоянной величиной. Начертите несколько эквипотенциальных поверхностей.

3.24. Изучение поля квадруполя. Электрическое поле, изображенное на 
рис. 2 .2 , имеет важ ное практическое применение д ля  фокусировки пучков заряж ен
ных частиц. Оно называется квадрупольным полем. К ак выглядит эквипотенци
альная  поверхность и каково ее уравнение? Опишите, как  можно получить хорошее 
приближение к  такому полю, конечно, в ограниченной области, применяя провод
ники с различными потенциалами.



3.25. Пример на коэффициенты емкости. Н а рисунке показано поперечное 
сечение плоского металлического ящ ика, в котором расположены пластины 1 и 2, 
площадью А  каж дая. Различны е расстояния, отделяющие одну пластину от др у 
гой и от верхней и нижней граней ящ ика, обозначенные на рисунке буквами г, 

, s a t ,  можно считать небольшими

, г ------------, 7
+ £- *- -------- ---1 9

t t

по сравнению с ш иринои и длинои 
пластин, так что при определении 
зарядов на пластинах можно впол
не пренебречь краевыми полями. 
В таком приближении требуется 

к апаче ч 2 ч найти коэффициенты емкости Си ,
С22 и С12. Вы можете такж е опре

делить непосредственно коэффициент С 2{, для того чтобы убедиться, что он 
будет равен С !2, согласно общей теореме, рассмотренной в задаче 3.27.

3.26. Коэффициенты емкости; общие свойства. Можно ли так  расположить 
проводники или придать им такую  форму, чтобы один или несколько «взаимных» 
коэффициентов емкости С были положительными? Это означало бы, что поло
жительный потенциал на проводнике / при заземлении всех других проводников, 
вклю чая проводник k , создает чистый положительный заряд  на проводнике k .  
Подумайте, можете ли вы а) собрать соответствующую схему или б) привести до
казательство, что это невозможно. Возможно ли, чтобы один из коэффициентов 
«само»-емкости С ц  был отрицательным?

3.27. Доказательство равенства С12= С 21, основанное на сохранении энергии. 
Н иж е приведены некоторые соображ ения, которые помогут вам доказать, что ко
эффициенты С12 и С21 всегда равны. Известно, что для переноса элемента заряда 
dQ  из точки с нулевым потенциалом на проводник с потенциалом ф необходимо 
затратить энергию Ф dQ, поставляемую  каким-нибудь внешним источником. Рас
смотрим систему из двух проводников, заряж енных до потенциалов ф1К и ф2к со
ответственно («к» означает «конечный»). Это условие может быть осуществлено раз
личными способами, если начинать с состояния, в котором все заряды  и потенциа
лы равны нулю. Д ва из этих возможных способов особенно интересны.

а) Сохраняйте нулевое значение ф 2, увеличивая постепенно ф ь  от нуля до 
ф 1к; затем увеличивайте ф 2 от нуля до ф 2([, поддерживая постоянным значение ф 1; 
равное ф 1к.

б) Выполните ту ж е программу, поменяв местами потенциалы, т. е. сначала 
увеличивайте ф 2 от нуля до ф 2к и т. д. Вычислите полную работу, проделанную 
внешними источниками, для  каж дого из случаев а) и б). Затем заверш ите доказа
тельство.

3.28. Усреднение гармонической ф ункции по шести симметрично располо
женным точкам. Пусть ф (х, у ,  г) представляю т собой функцию, которую можно 
разлож ить в степенной ряд около точки (х 0, у 0, г0). Напиш ите разлож ения в ряд 
Т эйлора для  величины ф в каж дой  из этих шести точек:

(х0 +  б, г0), (х0— б, у 0, г 0), (х0, у0-(-б, г0),

(х0, уо— &, г 0), (х 0, у а, 20- f  б), (х 0, у 0, г0— б),

которые симметрично окруж аю т точку (х0, у 0, г0) на расстоянии б. П окаж ите, что 
если ф удовлетворяет уравнению  Л ап ласа, то среднее из этих шести значений рав
но ф (х0, у 0, г0) с точностью до третьего порядка по 8.

3.29. Пример приближ енного решения уравнения Лапласа методом релакса
ции . Здесь показано, как  приближенно решить уравнение Л апласа для данных 
граничных значений, применяя только арифметику. Э т о — метод релаксации, 
упомянутый в разделе 3.8 . Он основан на результате задачи 3.28. Д л я  простоты 
возьмем двумерный случай. Н а  рисунке изображены два квадрата с эквипотен
циальными границами, один внутри другого. Т ак будет выглядеть поперечное се
чение конденсатора, выполненного из двух квадратных металлических ящиков 
разного размера. Задача состоит в определении значений функции в ряде точек, 
которые были бы хорошим приближением к действительному значению потенциаль
ной функции Ф (г, у) в этих точках. Д л я  облегчения задачи мы воспользуемся 
довольно грубой решеткой. Примем произвольно потенциал равным 100 на гра
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нице внутреннего квадрата и 0 на границе внешнего. Все точки на этих границах 
имеют указанны е значения потенциалов. В принципе можно начать с любых зн а
чений на внутренних точках; однако разумный их выбор экономит время. Р яд  
начальны х значений приведен на рисунке. М ожет быть, вы подберете более удач
ные. Очевидно, что симметрия дает преимущества: требуется определить только 
семь внутренних значений. Теперь вы можете продвигаться по решетке, системати
чески зам еняя значение потенциала в каждой внутренней точке средним из значе
ний ее четырех соседей. Остановитесь, если вы устали или если изменения, которые 
получаю тся при таком продвижении по решетке, становятся достаточно малыми.

оЬ' од

0  оЪ °а 

О od оС/ ,ш  

О o f °С
>0 / f f  of'

-* 1

» О О '

г л > О О

¥>=100
>100 I о  О  I

, /  \ I О о I В 0  I

К задаче 3.29.
1

Замените значение потенциала внутренней точки на — X (сумма потенциалов в четырех сосед

них точках): с (! 0 0 - f - a - r^ + e). Положите а = а ' , b — b' , с — с'  и f ~ f '  и примите следующие 
начальны е значения: а  —60, /> =  30, с— 50, d — 25, е = 4 0, /= 2 0 ,  g = lG .

Хорош о прекратить это продвижение тогда, когда изменение, возникающее от 
одного перехода, не превосходит единицы. «Релаксация» в данном случае заклю 
чается в изменении распределения значений потенциалов от одного перехода к 
другому и тесно связана с физическим явлением диффузии. Если вы начнете со 
слишком большого значения потенциала в одной точке, оно «распространится» на 
ближайш их соседей, оттуда к следующим ближайшим соседям до тех пор, пока 
разница не будет настолько сглажена, насколько позволяю т условия на границе

3.30. Решение уравнения Лапласа с помощью ЭВМ. После того как  вы полу 
чили свое решение, вам может быть интересно сравнить его с решением той ж е за 
дачи на сетке с вдвое меньшими промежутками, полученным с помощью ЭВМ (см 
рисунок). Машина получила задание остановиться, когда при новом переходе ве̂  
личина, изменения не превышает 0,1. Это составило 41 переход по сетке, причем 
для полного вычисления потребовалось 3 сек. Положите на рисунок кусок кальки  
и начертите одну или две эквипотенциальные кривые, используя простую линей
ную  интерполяцию  между точками. К ак  можно определить из данных рисунка 
емкость, приходящуюся на единицу длины конденсатора такого поперечного се
чения?

3.31. Вопросы для  обсуждения; физический смысл метода релаксации. Измене
ние потенциала в пространстве между двумя заряженными цилиндрами в точности 
эквивалентно другом у физическому явлению , а именно способности упругой мем
браны принимать ту или иную форму. Представьте себе решетку, изображенную на 
рисунке к задаче 3.29, с точками (вклю чая граничные точки), соединенными рези
новыми лентам и с одинаковым натяжением. Теперь представьте, что внутренняя
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граница поднята до высоты, соответствующей разности потенциалов ф0, как  п о к а
зано на рисунке. В предположении, что все наклоны достаточно малы, так  что 
углы приблизительно равны тангенсам, в равновесии высота каж дой узловой точ
ки на рис. а будет равна средней из высот ее четырех соседей. Почему? Если мы 
имеем сплошной упругий лист, а не сетку, то поверхность подчиняется уравнению  
Л ап ласа, и подъем внутренней части заставляет поверхность принять форму, изо
браженную  на рис. 6. Это является  точным решением ф (х , у) для электростатичес
кого потенциала между двумя квадратными цилиндрами и соответствует такж е

К задаче 3,30.

форме мыльной пленки между двумя квадратными рамками, показанными на 
рис. в. Демонстрация мыльной пленки или сетки из резиновых ленг иногда 
помогает предвидеть характер реш ения задачи на граничные условия в некоторых 
других разделах физики. Таким образом, мы получили начальные значения для 
вычисления релаксации. Сравнение рис. б и а  показывает, почему нельзя ож идать, 
что решение с помощью решетки даст нам возможность определить все детали. 
Например, этим методом трудно обнаруж ить резкое падение потенциала в непо
средственной близости от внутреннего угла, где в действительности электрическое 
поле становится бесконечно большим. С помощью вариационного принципа мы 
можем убедиться в том, что упругие системы, листы или ленты принимают поло
ж ения, соответствующие минимуму их упругой энергии. В случае с листом или 
мыльной пленкой это означает, что площ адь поверхности является минимальной. 
Ф орма в данном случае представляет собой просто поверхность минимальной п л о 
щ ади, стянутую  заданными границами. К ак ая  величина в электрической системе 
аналогична полной силе, действующей вниз на внутреннюю рамку, в упругой сис
теме? Подумайте о значении нашего метода релаксации для задач м еханики. 
Представьте себе шесты, расположенные в каждом из узлов решетки, причем к аж 
дый узел сетки скреплен со своим шестом на какой-то произвольной высоте. К акой 
процесс мы осуществляем в методе релаксации?

3.32. Пример для приближ енного решения уравнения Лапласа с заданными 
граничными условиями вариационным методом. Квадратные трубы задачи 3.29 
представляю т собой хороший объект для вариационного метода. Предположим, 
что нам надо вычислить емкость на единицу длины такого конденсатора. Эта
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задача эквивалентна вычислению запасенной энергии на единицу длины для за
данной разности потенциалов, следовательно,

б /= 1 с Ф?2= ^ ^ | у ф | гл .

Задача заклю чается в оценке этого интеграла, в который входит действительная 
(реальная) и неизвестная нам потенциальная ф ункция <р, посредством замены этой 
функции некоторой пробной функцией \р(х, у ). Ф ункция я|> должна удовлетворять 
поставленным граничным условиям, т. е, ее значение должно уменьшаться до ср0

Ф

Пыльная пленка 
8)

К задаче 3.31.

в малом квадрате и до нуля в большом квадрате. В остальном мы можем выбирать 
ее произвольно. Надо только выбрать такую  функцию, при которой возможно 
интегрирование и которая качественно ведет себя так , как  должно вести себя на
стоящ ее решение. В качестве первого ш ага возьмем простую линейную функцию 
в каж дой из четырех частей, на которые внутреннее пространство разделено диаго
налям и. Согласно данным на чертеже, где сторона внутреннего квадрата равна 
1а, а сторона внешнего квадрата равна 2Ь, возьмем в правой части квадрата
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и т. д. График функции ф  представляет собой усеченную пирамиду. Теперь, не
смотря на то, что v 2ip = 0  почти всюду, ф не удовлетворяет уравнению  Л апласа. 
Почему? Вычислите интеграл для U  и таким образом получите оценку емкости. 
Что будет меньше: реальная емкость или ваша оценка?В каком случае ваш а оценка

будет ближе к истине — при а<^.Ь или при 
(Ь—а)<^6? Если необходимо лучш ее прибли
ж ение, можете ли вы предложить более удач
ную пробную функцию?

К главе 4

4.20. Предположим, что закон Ома не-
_ действителен по причине, рассмотренной в
X  разделе 4.5. Увеличим электрическое поле на

10% . На какую  величину возрастет плот
ность тока?

4.21. В клад одиночного иона в электри
ческую проводимость можно вы разить вели
чиной, называемой подвижностью иона. По 
определению она имеет размерность скоро
сти, деленной на величину электрического 
поля. Подвижность равна средней скорости 
движ ения ионов в единичном поле. В обоз
начениях, принятых в разделе 4.4, подвиж
ность, которую мы будем обозначать через jx, 
равна ц = й /Е .  К ак зависит, по вашему мне
нию, подвижность положительного иона в

К задаче 3.32. газе от плотности газа при постоянной тем
пературе? Имеется обш ирная литература г.о 

экспериментам с подвижностью ионов. Обычно подвижность измеряется в см/сек 
на e lm ,  или смг!в-сек. В очень чистом гелии при давлении в 1 атм  наблюдаемая 
подвижность ионов Н е+ равна 5,1 см?!в-сек, а подвижность отрицательных ионов, 
т. ё. электронов, в тех же условиях равна 500 см2/в-сек. Вычислите значения т + и 
т _ ,  соответствующие этим цифрам. Если сравнить т со временем «свободного про
бега», то для какой из частиц длина свободного пробега больше — для электрона 
или для положительного иона? К акая  часть проводимости ионизованного гелия 
создается положительными ионами? (В большинстве газов свободные электроны 
быстро захватываются атомами. В результате образуются тяжелые отрицательные 
ионы, которые обладают почти такой ж е малой подвижностью, как  и полож итель
ные ионы. В некоторых газах , к которым принадлежит гелий, отрицательные 
ионы не образуются. Такие газы являю тся идеальными для опытов по определе
нию истинной подвижности электрона.)

4.22. Ион, движущ ийся в газе из нейтральных атомов, ведет себя под влия
нием электрического поля подобно ш ару в пинболе *). Проведите аналогию . В чем 
различие и сходство? Установите эквивалент закона Ома для модели ш ара в 
пинболе. Представьте, что вы должны сконструировать демонстрационную модель 
для научного музея. К ак  долж на быть сделана доска для пинбола, чтобы обес
печить наиболее реалистическое двумерное представление ионной проводимости? 
Рассмотрите такие вопросы: расположение стержней, их упругость. К ак имитиро
вать тепловое движение, как  представить положительные и отрицательные ионы?

4.23. Изучение импульса тока, обусловленного прохождением одиночной заря
женной частицы. Основные полож ения, существенные для поним ания многих  
устройств для  обнаруж ения частиц в современной физике (см. задачу 3 .17 ). Ре
зультат задачи 3.17 поможет нам понять течение тока в контуре, часть которого 
состоит из заряженных частиц, движ ущ ихся в пространстве между двумя электро
дами. Вопрос состоит в следующем: какова природа тока, если пространство пере
секает только одна частица? (Если мы ответим на этот вопрос, то сможем легко опи-

*) Имеется в виду игра, где шар движ ется между стержнями и сталкивается 
с ними.
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сать течение большого количества частиц, появляю щ ихся в любой последователь
ности.) Н а рисунке показан простой контур, состоящий из двух электродов в 
вакуум е, соединенных коротким проводом. Предположим, что электроды находятся 
на расстоянии 2 мм  друг от друга. П усть радиоактивное ядро, находящ ееся в левой 
Пластине, испускает довольно медленную альфа-частицу с зарядом + 2 е \  Она дви
ж ется непосредственно к правой пластине с постоянной скоростью 108 см/сек и 
останавливается в нел. Постройте 
граф ик тока в соединительном про
воде, отклады вая по осям ток и 
врем я. Сделайте то ж е самое для 
альфа-частицы, которая пересекает 
промеж уток, двигаясь с той же ско
ростью, но под углом в 45° к нор
м али. (В действительности для та
ких коротких импульсов, как  этот, 
индуктивность соединительного про
вода, которой в данном случае мы 
пренебрегаем, будет влиять на фор
му импульса.) Предположим, что 
мы имеем цилиндрическое распо
ложение электродов, причем альфа-
частицы излучаю тся из тонкого провода, ось которого совпадает с осью неболь
шого цилиндрического электрода. И зменится ли форма импульса тока?

4.24. Применение некоторых идей из задач 4.21 и 4.23. Ионизационная камера 
состоит из показанного на рисунке металлического ящ ика, наполненного аргоном 
при атмосферном давлении. Подвижности полож ительны х ионов аргона и элек
тронов равны 1,6 и 800 см2/С'сек соответственно. М еталлическая пластинка, обра

зую щ ая центральный электрод, укреплена на 
изоляторе и соединена через большое сопро
тивление с потенциалом 500 в. Она присое
динена такж е к усилителю , выходное н апря
ж ение которого пропорционально току в 
центральном электроде. Импульс выходного 
напряж ения может быть показан на экране 
осциллографа. У каж ите, какие виды импуль
сов вы ожидаете увидеть на экране, если через

камеру проходит частица с высокой энергией, оставляя следы ионов вдоль сво
его пути. (Следует предусмотреть возможность запуска развертки осциллографа 
перед самым прохождением частицы.) К акие скорости развертки желательны для 
изучения импульсов

4.25. Д иод с ограничением по пространственному заряду; важное применение  
уравнения Пуассона; вывод закона т р е х  вторых». Вернитесь к рис. 4.2 и подго
товьте себя решением задачи 4.4, если вы ее еще не решили. Мы будем изучать те
чение электронов в вакуумном диоде. Допустим (как  в задаче 4.4), что электроны 
вылетаю т из катода с нулевой начальной скоростью , что потенциал катода равен 
нулю , а потенциал анода У0. Но теперь на электрическое поле между анодом 
и катодом заметно влияет присутствие электронов, т. е. отрицательного простран
ственного заряда . Это означает, что изменение потенциала V (х) между анодом и 
катодом долж но быть согласовано с остальными величинами, а именно, с плотно
стью пространственного заряда р (х), скоростью  электрона на расстоянии х от ка
тода v (х) , причем обе эти величины в свою очередь зависят от V. Условия, которым 
долж но удовлетворять решение задачи, сводятся к следующему:

1) Определенное падение напряж ения: |  у ^ п р и " * * ^
2) У равнение Пуассона: d2V /dx2= — 4яр.
3) Непрерывность тока: рv = J = — Н А  (постоянная).
4) Д инам ика электрона: 1/ 2 m x?= eV(x).

П окаж ите, что три последних условия приводят к дифференциальному уравнению , 
связываю щ ему V и х ,  вида d2V /dx2= K / V ‘-Ч где К  — постоянная, образованная из 
различны х постоянных задачи. Мы ищем реш ения этого уравнения, которые будут

К задаче 4.24.
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удовлетворять условию I), а именно граничным значениям V (х). В действитель
ности этим значениям будет удовлетворять целое семейство решений. Мы должны 
использовать физические соображ ения, чтобы наложить еще больше ограничений. 
Н ас интересует предельный случай , когда для заданного значения К0 эффект от
талкивания пространственного заряда  настолько велик, что электроны не смогут 
попасть к аноду, даже если катод будет их испускать. Д л я  выполнения этого усло
вия электрическое поле на катоде должно быть равно нулю. Подумайте почему? 
Что произошло бы, если бы поле не было равно нулю, а было бы положительным? 
Если бы оно не было равно нулю , а было бы отрицательным? И так, мы требуем, 
чтобы dV!dx=  0 при х = 0 .  Чтобы найти решение дифференциального уравнения, 
помножьте обе части уравнения на 2 (dVidx).  Тогда левая часть будет равна выра
жению (d/dx) (dVidx)2. Вы долж ны  в этой задаче показать, что ток /  при условии 
«ограничения пространственным зарядом» пропорционален V0 2. Эта система я в 
ляется поразительным и важ ным примером, который не подчиняется закону Ома! 
Одпако электроны, излучаемые катодом реального диода, вылетаю т из него не с 
нулевой скоростью, а со скоростями, зависящими от температуры катода. Это со
ответствует кинетической энергии, равной примерно одной десятой электроп-воль- 
та. Пока мы имеем дело с гораздо большими значениями потенциалов, чем это, 
условие равенства нулю начальной скорости является вполне допустимым при
ближением.

4.26. Опыт Толмэна и Стюарта  *). В 1917 г. 'Голмэн и Стюарт опытным путем 
доказали , что за проводимость в м еталлах ответственны электроны. Опыт был ос
нован на следующей простой идее. Если электроны в металле являю тся сравни
тельно свободными, то их инерция помешает им точно следовать за  движением 
кристаллической решетки, если последнюю заставляю т двигаться ускоренно. Если 
вы потрясете кусок металла, электроны будут отставать. В результате этого поя
вится относительное движение положительных и отрицательных зарядов и, 
следовательно, электрический ток. В этой задаче мы развиваем идею опыта Т ол
мэна — Стюарта. Рассмотрим медное кольцо, вращающееся с большой и постоян
ной скоростью вокруг своей главной оси. Оно является электрически нейтраль
ным; в нем нет тока, так  как  ионы меди и электроны в кристаллической решетке 
движ утся с одинаковой скоростью . Теперь внезапно остановим кольцо. Электроны 
будут стремиться продолжать движ ение, и единственной силой, с помощью которой 
решетка может остановить их, является  та ж е «сила трения», которая ограничивает 
их скорость, когда они увлекаю тся электрическим  полем. В этом опыте должно 
существовать простое соотношение между ускорением электронов и электрическим 
полем Е, которое в неподвижном проводнике вызвало бы такое ж е относительное 
движение электронов и реш етки. Если вы обдумаете это соображение, то обна
руж ите, что остановка кольца вызывает течение определенного количества за р я 

дов. Следовательно, интеграл ^ 1 dt определяется просто начальной скоростью

кольца до остановки, проводимостью меди и отношением заряда к массе свободных 
носителей. Выведите формулу. Опыт указы вает зн ак  носителей. Толмэн и Сюарт 
пользовались катуш кой с большим числом витков тонкой проволоки вместо коль
ца, так что они могли легко вывести ток во внешнюю цепь для измерения.

4.27. Задача на схемы с симметрией. Любые цепи можно изобразить на пло
скости, если воспользоваться одним из обычных способов обозначения — «пере

сечениями без касания», например таким: t Представьте себе куб с

сопротивлениями вдоль каж дого ребра. В каждом углу спаяны  концы трех 
сопротивлений. Располож ите эту схему на плоскости в виде контурной диа
граммы. Найдите эквивалентное сопротивление между двумя узлам и, которые 
отвечают диагонально противоположным углам  куба, для слу ч ая , когда все 
сопротивления имеют одинаковое значение R 0. Д л я  этого вам не надо од
новременно решить большого количества уравнений; достаточно воспользо
ваться свойством симметрии системы. Теперь найдите эквивалентное сопротивле

*) R . G . Т о 1 m a n  and Т . D . S t  e w  а г t ,  Phys. Rev. 9, 164 (1917). Опыты 
проводились в химических лабораториях  Калифорнийского университета.
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ние между двумя узлам и, которые соответствуют диагонально противоположным 
углам  одной грани куба. Здесь соображения^ симметрии снова сведут эту задачу 
к очень простой. Д л я  обоих этих вычислении полезно сделать пространственный 
чертеж куба, который поможет вам обнаруж ить симметрию токов.

4.28. Существуют важные типы схем, которые имеют бесконечно большую  про
тяж енность. Н а рисунке изображ ена цепь последовательных и параллельны х со
противлений, распространяю щ ихся на бесконечно большое расстояние вправо.

А'  „  А

К задаче 4.28.

Н иж ний привод не имеет сопротивлений и служ ит возвратным проводом. Это уст
ройство иногда называют схемой аттеню атора или лестничной схемой. Задача з а 
клю чается в определении «входного сопротивления», т. е. эквивалентного сопро
тивления между клеммами Л и В . В этой задаче нас интересует в основном метод 
реш ения. Его можно использовать в других разделах физики, где имеется подоб
ное повторение идентичных элементов (даже для бесконечной цепи линз в оптике). 
Д ело в том, что входное сопротивление, которое нам еще неизвестно — назовем 
его R ,— не изменится, если подключить к началу цепи новую группу сопротивле
ний, которая удлинит всю цепь на одну ячейку. Н о, прибавляя эту часть, мы видим, 
что новое входное сопротивление состоит из R lt последовательно соединенного с 
параллельно соединенными R 2 и R . Мы сразу  получаем уравнение, которое можно 
реш ить для  R . П окажите, что если к  входу такой цепи приложено напряж ение 
V0, то напряж ение в соответствующих узлах  уменьш ается в геометрической про
грессии. К аково должно быть отношение сопротивлений, чтобы превратить схему 
в аттенюатор, уменьшающий напряж ение вдвое с каждой ступенью? Очезидно, что 
бесконечная лестничная схема на практике неприменима. Можете вы предлож ить 
способ ее ограничения после нескольких секций, не вводящий ошибки в характер  
ослабления?

4.29. Простой конт ур, рассматриваемый с новой точки зрения, иллю ст рирует  
вариационный принцип . Н а рисунке изображены два сопротивления, R x и R 2, 
соединенных параллельно. Ток / 0 как-то распределяется ме
ж ду ними. П окаж ите, что у сло в и е / 1+ / 2= / 0 вместе с требо- 1П—*~ 
ванием минимального рассеяния энергии приводит к тем же 
значениям тока, которые мы вычислили бы по обычным фор
мулам для контуров. Этот контур является  иллю страцией 
общего вариационного принципа, который справедлив для 
цепей постоянного тока: распределение токов в контуре для 
заданного входного тока / 0 всегда обеспечивает минимальное 
общее рассеяние энергии.

4.30. Забавное применение п ринципа  суперпозиции и 
симмет рии. «Трудная задача», которая была популярна не
сколько лет назад среди инж енеров-электриков, состояла в 
следующем: для образования двумерной бесконечной сети с 
квадратными ячейками соединяют бесконечно большое число 
одноомных сопротивлений. Следовательно, в каждом узле 
соединяю тся концы четырех сопротивлений. Чему равно 
эквивалентное сопротивление между узлом и одним из четырех бли ж ай 
ш их соседних узлов? Эта задача является  удивительным примером мощности 
принципов симметрии и суперпозиции. П ользуясь внимательно принципом супер
позиции, вы можете решить эту задачу почти в уме.П опытайтесь решить ее другим 
способом и вы оцените элегантность первого реш ения. Ответ, между прочим, р а 
вен 0,5 ом, но мы не будем мешать решению, сообщая вам, какую  суперпозицию 
токов следует рассмотреть.

Y r

К задаче 4.29.
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4.31. К  вопросу об эквивалентных конт урах с токами и напряж ениями, меняю
щимися во времени. Исследование корот ких импульсов с помощью суперпозиции. 
В этой задаче вы исследуете поведение двух контуров, когда напряж ения меняю т
ся во времени. Каждый контур состоит из двух сопротивлений и одной емкости, 
но по-разному соединенных (см. рисунок). Вашей конечной целью является  дока
зательство довольно удивительного ф акта . Если подобрать подходящ ие значения 
сопротивлений R 3 и R i  и емкости С ',  то контуры справа и слева совершенно невоз
можно различить при любых внеш них измерениях. Это значит, что если к клеммам 
прилож ить любое изменяющееся во времени напряж ение V ( t), то ток  I  {t) будет

Лt
О'

к о

О'
<-м

а)
К  задаче 4.31.

е)

одинаковым в обоих контурах. Д оказательство  приведет вас к довольно общему 
и мощному методу, основанному на принципе суперпозиции. Сначала рассмотрите, 
что произойдет в левом контуре, если напряж ение между клеммами представляет 
собой короткий импульс:

V =  0, t <  0; V =  V 0, 0 <  t < & t\ У =  0, t > A t.

Таким образом, мы закорачиваем внешние клеммы до t=  0, размыкаем клеммы и 
быстро присоединяем батарею на короткий промежуток времени A t,  затем у даля
ем батарею  и сразу ж е закорачиваем  клеммы. Время A t  выбирается настолько 
коротким, что напряж ение на емкости мож ет достичь только очень небольшой ча
сти V0. Вычисляя ток в емкости в течение этого интервала, мы можем считать, что 
все напряж ение сосредоточено на З а  время A t  на емкости накапливается опре
деленный заряд , который затем стекает через /?! и R 2, соединенные параллельно. 
Ч асть этого разрядного тока появляется во внешних проводах. Таким образом, 
отклик полного тока на импульс V ( t) долж ен иметь примерно такой вид, как  на 
рис. в. Вы должны найти / гаах, / т ;п и постоянную времени для длинного «хвоста» 
импульса. Теперь исследуйте таким ж е способом контур на рис. б. П окаж ите, что 
откликом на импульс напряж ения будет такой же ток. /  (t). П окаж ите, что при 
соответствующем подборе Я3, R t и С ' можно сделать два отклика идентичными. 
Этого вполне достаточно, чтобы доказать, что два контура с правильно подобран
ными значениями параметров будут реагировать одинаково на любое напряж ение 
V (I). Ведь любую функцию V (t) можно рассматривать как суперпозицию  ряда 
импульсов; поскольку контуры линейные, то их отклики на слож ную  функцию  
будут суперпозицией откликов на индивидуальные импульсы. Д ействительно, 
отклик контура на сложную функцию  V (/) часто можно определить, анали зируя 
его отклик на короткий импульс. Вы можете проверить это на одном из приведен
ных контуров. Задайтесь напряж ением в виде квадратного импульса, не являю 
щ егося коротким по сравнению с постоянной времени RC.

К главе 5

5.11. Что произошло бы, если бы величина заряда изменялась со скоростью  
носителя заряда  пропорционально (1 — v2/c2) - 1̂ ?  Оцените (дайте порядок величи
ны) разность зарядов, которую можно ож идать для молекулы водорода и атома 
гелия. Примите, что кинетическая энергия протона увеличивается от пренебре
жимо малой величины примерно до 1 М эе при переходе из молекулы Н 2 в ядро Не,
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тогда как  кинетическая энергия двух электронов увеличивается при этом переходе 
всего на несколько десятков эв. Если при этих условиях молекула Н 2 окаж ется 
случайно совершенно нейтральной, какой избыток заряда можно ож идать в 
литре гелия при нормальных температуре и давлении? К аков будет порядок ве 
личины результирую щ его электрического поля?

5.12. Предположите, что в лабораторной системе координат, показанной на 
рис. 5 .2 0 , положительные заряды находятся в состоянии покоя, а движутся только 
отрицательные заряды . Получите вы раж ение для силы, действующей на движ у
щ ийся пробный заряд  в этом случае.

5.13. В ускорителе частиц со «встречными пучками» электрон и позитрон, 
каж ды й с энергией в 2 Бэв, движ утся навстречу друг другу. При встрече они 
настолько близко проходят один мимо другого, что каждый из них отклоняется 
от своего первоначального направления на угол 10~ 2 рад. Определите наимень
шее расстояние между ними, пользуясь результатом  задачи 5.9.

5.14. К акая  плотность нескомпенсированного заряда вдоль каждого из мед
ных проводов в установке рис. 6.3 потребовалась бы для создания силы электро
статического взаимодействия, равной по величине силе, которую мы вычислили 
для  магнитного взаимодействия? Оцените величину поля на поверхности провода 
диаметром 1 м м , несущего такой заряд . Сравните величину этого поля в ед. 
СТСЭу/см  с величиной магнитного поля в гауссах на поверхности провода в этом 
примере. Я вляется ли результат случайным, или вы можете показать, что он 
имеет общий характер.

5.15. Преобразование тока и линейной плотности заряда при наличии не
скольких видов носителей зарядов. Рассмотрите сложный линейный заряд , обра
зованный носителями нескольких видов, каждый со своей собственной скоростью. 
В лабораторной системе координат fe-я компонента заряда состоит из n k зарядов 
н а  1 см, каж дый из которых движется со скоростью В этой системе ко
орди нат полный ток 1 и линейная плотность заряда X даются выражениями:

I = c ^ n kq $ k, X =  ^ n kqk. 
k k

Теперь преобразуйте эти величины в систему координат, движущ ую ся со скоро
стью (5с. К ак  было показано в связи с рис. 5.20, скорость и плотность заряда пре
образую тся следующим образом:

« '  Р & +  Р  п ' М ±  п,  п
^  1-HPIV "к~  у* ’ k'

Д окаж и те , что в новой системе координат

/ '  =  7 (/ +  ср?.), .

Эти вы раж ения показы ваю т, что наш первый результат совершенно не зависит от 
модели. Кроме того, отсюда следует, что если в данной системе координат полный 
ток и полный зар яд  в проводе равны нулю , то это верно для всех систем коорди
нат, независимо от того, как ведут себя компоненты токов и зарядов. Этот приятный 
своей простотой результат, вероятно, не так уж  очевиден.

К главе 6

6.16. Изучение опыта Роуланда. Вычислите приближенно значение м агнит
ного поля над вращаю щимся диском в опыте Роуланда. Необходимые данные 
возьмите из репродукции его ста!ьи, приведенной на рис. 6.27. Вам такж е надо 
знать,что потенциал вращающегося диска по отношению к заземленным пластинам, 
расположенным над диском и под ним, был равен примерно 10 кв  в большинстве 
опытов. Эти данные приведены в его статье в том месте, где дано описание наиболее 
тонкой части аппаратуры , а именно «астатического» магнитометра, который изоб
раж ен в вертикальной трубке слева. М агнитометр представляет собой устройство, 
в котором две магнитные стрелки, направленные в противоположные стороны, 
ж естко соединены др у г  с другом на одном подвесе, так  что вращающие моменты,
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создаваемые магнитным полем Зем ли , взаимно уничтожаю тся. Поле, созданное 
вращ аю щ имся диском и действующее главным образом на ближайшую  стрелку, 
мож ет быть поэтому обнаруж ено в присутствии значительно большего однород
ного поля.

6.17. Упраж нение на применение п ринципа  суперпозиции. Применение прин
ципа суперпозиции позволяет установить ряд  простых фактов, касаю щ ихся полей 
соленоидов. Идея заклю чается в том, что два соленоида одинакового диаметра и 
длины  L , соединенных торцами, составляю т соленоид длиной 21 . И з соединения 
двух  полубесконечных соленоидов получается один бесконечный и т. д. (В полу- 
бесконечном соленоиде один его конец находится здесь, а другой — бесконечно 
далеко.) Перечислим ряд  ф актов, которые можно проверить с помощью этой идеи.

а) В соленоиде конечной длины на рис. а магнитное поле на оси в точке Р 2 
на одном конце приблизительно равно половине поля в точке Р г в центре. (Может 
быть, оно немного больше половины, или немного меньше?)

б) В полубесконечном соленоиде, изображенном на рис. б, силовая линия поля 
FGH, проходящ ая через самый конец витка, является  прямой от G до бесконечности.

в) М агнитный поток В, проходящ ий через торец полубесконечного соленоида, 
равен половине потока, проходящ его через внутреннюю часть катуш ки на боль
шом расстоянии от торца.

г) Л ю бая силовая линия, проходящ ая на г0 см от оси глубоко внутри катуш ки, 
выходит из конца катуш ки на расстоянии от оси, которое равно У 2 г0. П ока
ж ите, что все эти утверждения правильны . Ч то еще вы можете заметить?

6.18. Попробуйте изобрести! Один из способов создания весьма однородного 
магнитного поля состоит в применении очень длинного соленоида, причем для ра- 
ботм используется поле только в средней части внутри соленоида. Такой способ 
часто неудобен, так  как  требует места и большой мощности. Н е можете ли вы пред
лож ить способы расположения некоторого числа катуш ек или коротких соленоидов 
для получения хорошей однородности поля в ограниченной области? (После того 
как  вы поработаете над этой задачей, найдите в предметном указателе любой стан
дартной книги по электричеству и магнетизму раздел «катушки Гельмгольца» и по
смотрите, похоже ли какое-нибудь из ваш их изобретений на описанные там уст
ройства.)

V '

К задаче 6.17.
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6.19. Н а тор прямоугольного сечения равномерно намотана катуш ка с п о л 
ным числом витков N . Н а рисунке показано лиш ь несколько витков. При боль
шом количестве витков можно считать, что ток на плоских поверхностях тора течет 
точно в радиальны х направлениях, а на внутренней и внешней цилиндрических 
поверхностях точно по образующей. Во-первых, убедитесь, что при таких пред
полож ениях из соображений симметрии следует, что магнитное поле долж но 
быть всюду направлено «по окружности», следовательно, все силовые линии этого 
поля должны представлять собой круги  с центрами на оси тора. Во-вторых, дока
ж ите, что поле равно нулю во всех точках вне тора, вклю чая внутреннее отверстие 
в центре. В -третьих, определите величину поля внутри тора как  функцию радиуса.

К  задаче G.21.

6.20. Д л я  проведения точных магнитны х измерений физик хочет исключить 
влияние магнитного поля Земли, так  чтобы в объеме примерно 3 0 /3 0 X 3 0  см3 
остаточное поле не превышало 10 мге в любой точке. Величина магнитного поля 
Земли в этой области равна 0,55 гс и составляет угол 30° с вертикалью . В данном 
объеме ее можно считать постоянной с точностью до миллигаусса. (Само поле 
Земли не меняется на такую величину в 
пределах 30 см , но в лаборатории часто 
встречаю тся местные возмущ ения.) П ред
лож ите подходящее для данной задачи 
соединение катуш ек и определите число 
ампер-витков, требуемое для вашей ком
пенсирующ ей системы.

6.21. Любой реальный соленоид пред
ставляет собой спираль, в которой, кроме 
кругового тока, существует некоторая 
продольная компонента тока, обусловлен
ная смещением витков вдоль оси. Рассм о
трите ток как  суперпозицию кругового 
тока, созданного листом, свернутым в ци
линдр, и продольного тока, текущ его по 
образующ им другого цилиндра, как  пока
зано на рисунке. Опишите магнитное поле 
такого листа и трубки тока внутри и 
снаруж и цилиндра (считайте, что цилиндр 
имеет бесконечно большую длину). М о
ж ете ли  вы связать отношение величин 
поля внутри и вне цилиндра с шагом 
обмотки спирали, которую образует это 
распределение тока

6 .22. Основной целью этой задачи 
является  определение вращающего момен
та, который действует на петлю с током в 
постоянном магнитном поле. Постоянное
поле В имеет некоторое направление в пространстве. Н аправим координатные оси 
таким образом, что вектор В будет перпендикулярен к оси х , а петля с током рас
полож ится в плоскости х у ,  как  показано на рисунке. Ф орма и размеры петли про
извольны ; ток к петле подводится по скрученным проводам, и результирую щ ая 
си л а , действую щ ая на эти провода, равна нулю. Рассмотрим малый элемент пет
ли  и определим его вклад во вращающий момент относительно оси х. Н а него будет
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действовать только г-компонента силы и, следовательно, только (/-компонента 
поля В, обозначенная на чертеже через у B y. Составьте интеграл, который дает 
полный вращающий момент. П окаж ите, что йнтеграл, с точностью до постоянных, 
определяется площадью петли. М агнитный момент петли с током определяется 
как  вектор ш  величины /а /с , где /  представляет собой ток в ед. СТСЭя/сек и а — 
площ адь петли в см2; направление ж е вектора перпендикулярно к петле и связано 
с направлением тока правилом правого буравчика, как  показано на чертеже. По
каж ите теперь, что ваш результат означает, что вращающий момент N , действую 
щий на любую петлю с током, определяется векторным равенством

N = m  X  В.

Чему равна результирую щ ая сила, действую щ ая на петлю?
6.23. Д л я  некоторых целей необходимо ускорить в циклическом ускорителе 

отрицательные ионы водорода. Такой ион Н -  является атомом водорода, к которо
му присоединен дополнительный электрон . Это соединение довольно неустойчиво 
и электрическое поле порядка 1 ,5 -104 ед. СТСЭу/см  (довольно слабое поле по атом
ным масштабам) разруш ит его. П ри этом образую тся свободный электрон и атом 
водорода. Мы хотим ускорить ионы Н "  до кинетической энергии, равной 1 Бзе. 
К аково самое сильное поле, которое можно прилож ить, чтобы удерж ать их на к ру
говой орбите до получения конечной энергии? (Д ля определения величины у  в 
этой задаче вам потребуется только величина массы покоя иона Н _ , которая прак
тически равна массе покоя протона, т. е. приблизительно 1 Бэв.).

О т в е т .  В < 8 6 5 0  гс.
6.24. Один изобретатель предлагает сделать спидометр для самолета, осно

ванный на измерении «индуцированного» электрического поля (v /c )x B . Обсудите 
выгодные стороны этого предлож ения. Н адо иметь в виду такж е тот метеорологи
ческий ф акт, что в атмосфере Зем ли обычно существуют переменные электроста
тические поля величиной порядка 10- 2 ед. СТСЭу/см, направление которых ме
няется. Одно время выдвигалась теория «голубиной навигации», согласно которой 
голубь, зн ая  каким-то образом свою скорость, чувствует величину «индуцирован
ного» поля ( v / c ) x B ,  определяя при этом В и , следовательно, свое полож ение на 
Земле. Имеет ли  это какой-нибудь смысл? Ч то если измерять само поле В' в дви
ж ущ ейся повозке? К акую  неточность могут внести в предполагаемую величину В 
неизвестные атмосферные электрические поля большой протяженности и величины, 
порядок которой был приведен выше?

6.25. М еталлический стержень, имеющий массу т , скользит без трения по 
двум длинным параллельным проводящим рельсам , расположенным на расстоя

нии Ь друг от друга. В одном конце рельсы соеди
нены сопротивлением R; по сравнению с R  сопро
тивление стерж ня и рельсов пренебрежимо мало. 
П ерпендикулярно к плоскости рисунка прилож ено 
однородное поле В. При t= 0  стержню сообщается 
скорость а0, направленная вправо. Что тогда про
изойдет? а) П ерестанет ли стержень когда-нибудь

К. задаче 6.25. двигаться? Если да, то когда? б) Н а какое расстоя
ние он передвинется? в) Что можно сказать отно

сительно сохранения энергии?
6.26. При выводе уравнений (58) относительная скорость систем F  и F ' была 

направлена вдоль оси х .  Разум еется, это не обязательно. Какой вид примут у р ав 
нения преобразования, если скорость направлена вдоль оси у  (не пропустите зн а
ка минус)? Вы можете вместо этих формул получить общие формулы д л я  Е  п t 
Е  ̂  и т. д .; индексы отвечают компонентам, параллельны м или перпендикулярным 
к скорости V .

6.27. Предположим, что в направлении оси у  существует однородное электри
ческое поле Е у , а в направлении оси г — однородное магнитное поле B z ; пусть 
Е у < В г . Н айдите лоренцевскую систему координат, в которой электрическое поле 
равно нулю . Вычислите величину В  в этой системе. Пусть E y > B z . М ожете ли  вы 
в этом случае найти систему координат, в которой электрическое поле равно нулю? 
М ожно ли найти систему координат, в  которой магнитное поле равно нулю?
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6.28 Парадокс? Студент говорит «Вы почти убедили меня, что сила, действую
щ ая  меж ду токами, которую я считал магнетизмом, объясняется электрическими 
полями движ ущ ихся зарядов. Н о, если это так, почему металлическая пластинка 
на рис. 5 .1 , в не предохраняет один провод от действия другого?» М ожете.вы объяс
нить это?

6.29 Поле вокруг лист а с током. Представим себе ситуацию, при которой ком 
понента магнитного поля, параллельная плоскости листа, имеет одинаковую ве
личину по обе стороны листа, но меняет направление на 90° при прохождении че
рез поверхность. Что здесь происходит? Б удет ли на лист действовать сила? П ри
менима ли наш а формула для силы, действующей на лист с током, в случаях , 
подобных этому?

6.30. Н апряж ения, вызываемые давлением магнитного поля. Предположим, что 
соленоид, описанный в задаче 6.7 , применяется для создания очень сильного им
пульсного поля . Д л я  этого его присоединяют на короткое время к источнику высо
кого напряж ения, который вызовет в нем огромный ток. Пренебрегая всеми осталь
ными ограничениями, рассмотрим предел для  величины поля, устанавливаемый 
прочностью провода на разры в. Д авление магнитного поля, подобно давлению  
воды в ш ланге, будет способствовать разры ву соленоида. Если прочность провода 
на разры в составляет 2 - 109 дин!см 3, то какова величина самого сильного поля, 
которое мог бы выдержать этот соленоид?

О т в е т .  42 кгс.
6.31. Эффект Х олла . При измерении эффекта Х олла в металлическом натрии 

величина поперечного поля оказалась равной 25 мкв!см  при плотности тока в 
натриевом проводнике 1000 а/с.ч2 и магнитном поле в 104 гс. Сосчитайте число элект
ронов проводимости на 1 смЛ и сравните его с числом атомов в 1 см3 натрия (плот
ность натрия 0,97 г/слг3).

О т в е т .  /г=  2,5- 10г2/сж3.

К главе 7

7.16. Ф арадей следующим образом описывает неудачную попытку обнаруж ить 
индуцированный ток, когда часть контура состояла из воды, движущ ейся в м аг
нитном поле Земли:

«Я производил опыты под мостом Ватерлоо, растянув медный провод длиной 
960 футов по парапету моста и опустив в воду провода с тяжелыми металлическими 
пластинами, присоединенные к концам медного провода. Таким образом, провод 
и вода составляли единый проводящий контур; и, поскольку вода убывала и при
бывала с приливом, я надеялся получить токи, аналогичные токам бронзового 
ш ара. С трелка гальванометра постоянно отклонялась, но эти отклонения были не
регулярны  и вызывались другими причинами. Различная чистота воды у обоих 
берегов реки; различие температуры; не совсем одинаковые пластины и припой; 
более или менее совершенный контакт и т. д.; все эти обстоятельства оказы вали 
влияние: и несмотря на то, что я производил опыты только в воде, протекающей под 
центральными пролетами моста, пользовался платиновыми пластинами вместо 
медных и применял много других мер предосто
рож ности, я  не смог в течение трех дней полу
чить сколько-нибудь удовлетворительные резуль
таты». («Экспериментальные исследования по 
электричеству», т. 1, стр. 55, Лондон, 1839).

Примите за  вертикальную  компоненту поля 
0,6 гс, сделайте разумное предположение о вели
чине скорости приливных течений в Темзе и 
вычислите величину индуцированной разности 
потенциалов, которую  пытался обнаруж ить 
Ф арадей.

7.17. К вадратная металлическая рамка рас- К з а д а ч е -7.17. 
полож ена, как  показано на рисунке, между
полюсами электромагнита. В ерхняя сторона рамки находится в области почти 
однородного горизонтального магнитного поля величиной В .  Н иж няя часть 
рамки располож ена вне зазора магнита, где поле, хоть и не равно нулю , но
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в данной задаче может не учиты ваться. П окаж ите, что если рамку освободить и она 
начнет падать под действием собственного веса, то приобретенная рамкой ско
рость, направленная вниз, зависит только от В  (для данного вещества рамки) и не 
зависит от размеров рамки и поперечного сечения провода или стерж н я, из кото
рого она сделана. Чему равна эта скорость (в см/сек), если В  равно 15 кгс  и рамка 
сделана из алюминия (плотность 2,7 г/сж3; удельноесопротивление 2,8- Ю ~6ом-см)? 
К акое расстояние пройдет рам ка, преж де чем достигнет своей конечной скорости?

О т в е т .  о = 0 ,5 3  см/сек.
7.18. Предположите, что петля , движ ущ аяся через поле катуш ки, изображ ен

ной на рис. 7 .6, сделана из проволоки с чрезвычайно низким сопротивлением. 
Вызовет ли электродвижущ ая сила (§  большой ток в петле? Пусть /  — это ток, 
который течет по петле, и В2— магнитное поле этого тока. Что вы можете сказать 
о соотношении между полями В2 и В? Что произойдет, если сделать петлю из сверх
проводящ его провода с сопротивлением, равным нулю?

7.19. Вопрос, который должен объяснит ь смысл потока через конт у р . Рассм от
рите применение теоремы ® i2= ® 2i в случае большого и малого концентрических 
колец, изображенных на рис. 7.20. При фиксированном значении тока / х в н ар у ж 
ном кольце поток через внутреннее кольцо Ф 21 уменьшается с увеличением R lt 
потому что поле в центре становится слабее. Н о почему при фиксированном токе 
во внутреннем кольце поток Ф12 через наруж ное кольцо должен уменьш аться при 
увеличении R lt если R 2 остается постоянным? Этого требует наш а теорема.

7.20. Применение теоремы взаимности для  взаимной индукт ивност и. Можете 
ли вы указать способ применения теоремы Ф 21= Ф 12 для определения величины 
магнитного поля, созданного кольцевым током в точках в плоскости кольца, 
расстояние которых от кольца гораздо больше, чем его радиус? ( У к а з а н и е :  
рассмотрите действие небольшого изменения b .R l в радиусе наруж ного кольца 
(рис. 7.20); оно должно одинаково действовать на Ф 12 и на Ф 2х-)

7.21. Взаим ная индуктивность концентрических соленоидов. Н а  рисунке изо
браж ен соленоид радиусом а1 и длиной Ьх, расположенный внутри длинного соле
ноида радиусом а2 и длиной 62. Общее число витков равно N x д л я  внутреннего 
соленоида и Л;2 для наружного. Выведите формулу для взаимной индуктивности М .

Nz  витков
........... ' • " — ^ >

Nj витков
1 Г ...

2аг
Х -.„

к—

U — 1 -  ■ — " -Ъц- - ....................  * ■ !

К  задаче 7.21.

7.22. Вычисление самоиндукции с помощью выражения для энергии. В нутрен
ний провод коаксиальной линии передачи, изображенный на рисунке, сделан

1  |

К  задаче 7.22.

из твердого металлического стерж ня радиусом а. Наруж ны м проводником я в л я
ется тонкая металлическая трубка радиусом Ь. На одном конце к обоим проводни
кам припаян металлический диск. Мы хотим определить самоиндукцию L участка 
линии длиной I. Предположите, что ток, текущ ий во внутреннем проводнике, рав-

418



Номерно распределен по поперечному сечению стерж ня. Чему равна, при заданном 
значении тока / ,  величина магнитного поля В  как  функция радиуса внутри стерж 
ня и вне его? Вычислите полную энергию, запасенную  в магнитном поле. Теперь

примените общую формулу, согласно которой запасенная энергия равна ~  L P ,

и найдите L . Заметьте, что при этом способе вычисления не возникает недоумения 
в связи с тем, что различные нити тока во внутреннем проводнике охватывают 
различные количества потока. Результат, однако, пригоден только для медленно 
изменяю щ ихся токов. Почему?

7.23. Рассмотрите проволочную петлю, изображенную  на рисунке. Предполо
жим, что нам нужно вычислить поток В через эту петлю. Н а рис. а и б показаны, 
соответственно, две поверхности, натянутые на петлю. В чем состоит основная

а) 6)
К задаче 7.23.

разница между ними? К акая  из них является правильной поверхностью, которую 
можно использовать для нахождения потока с помощью поверхностного интеграла

В - da? Опишите соответствующую поверхность для катуш ки с тремя витками.

П окаж ите, что все это находится в согласии с нашим предыдущим утверждением, 
что для  компактной катуш ки с N  витками электродвиж ущ ая сила в N  раз больше, 
чем для  одиночной петли такого же размера и формы.

7.24. Явление Араго. В § 2, цитированном в начале гл. 7, Ф арадей ссылается 
на «замечательные опыты Араго». В разделе, озаглавленном «Объяснения магнит
ного явления Араго», он описывает его следующим образом:

«Если медная пластинка поворачивается вблизи от магнитной стрелки или от 
магнита, подвешенного таким образом, что он может вращ аться в плоскости, п а
раллельной плоскости пластинки, то магнит стремится следовать за движением 
пластинки; если же поворачивается магнит, 
пластинка стремится следовать за его дви
жением; и это взаимодействие является на
столько сильным, что поворачивает магниты, 
или пластинки, весом в несколько фунтов.
Если магнит и пластинка неподвижны друг 
относительно друга, то между ними нельзя 
наблю дать ни малейшего взаимодействия, 
ни при тяж ен ия, ни отталкивания. Это и есть 
явление, открытое Араго».

Д айте ваш е собственное объяснение я в 
лению А раго.

7.25. Определение скорости света по 
опытам с электричеством■ Постоянную с, 
которая входит в уравнения М аксвелла, 
можно определить при помощи опытов с 
электричеством, используя только низкочастотные поля . Рассмотрите установку, 
изображ енную  на рисунке. Сила взаимодействия между пластинами конденсатора 
уравновеш ена силой, действующей между параллельны ми проводами с током, те
кущим в обоих проводах в одинаковом направлении. К плоскому конденсатору
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C i, а такж е к конденсатору С2 прилож ено синусоидально изменяющ ееся н ап р я
жение с частотой f  гц. Ток в кольцах возникает благодаря зарядам , втекающим и 
вытекающим из конденсатора Са. П редполож ите, что С2 и соответствующие рас
стояния подобраны таким образом, что сила, направленная вниз и действую щ ая 
на верхнюю пластину конденсатора Сь  в точности уравновеш ивает силу, направ
ленную  вниз и действующую на верхнее кольцо. (Конечно, баланс весов не должен 
наруш иться при перемене знака напряж ения.) П окажите, что при выполнении 
этих условий постоянную с можно вычислить на основании измеренных величин 
по следующей формуле:

Обратите внимание на то, что, кроме отношения двух емкостей С1 и С2 нужны 
измерения только расстояния и времени (или частоты). Электрические единицы в 
результат не входят. (Опыт реально осуществим при частоте в 60 гц, если емкость 
С2 выбрана, скажем, в 106 больше Сх и если кольца с током имеют несколько вит
ков для увеличения действия слабого тока.)

7.26. Обсудите возможность передачи сигнала на расстояние с помощью эле
ктромагнитной индукции. Осуществим ли беспроволочный телеграф, основанный 
только на законе индукции Ф арадея?

8 .8 . Показано , в чем особенность критического зат ухания. П олучите вы раж е
ние для полной энергии, запасенной в контуре R LC  с большим затуханием  (см. 
рис. 8 .2); эта эиергия в любой момент времени t  представляет собой сумму энер
гий в емкости и в индуктивности. П окаж ите, что при «критическом затухании» 
(R  =  2 У  L /C )  происходит наиболее быстрое рассеивание полной энергии.

8.9. В лияние зат ухания на резонансную частоту. И спользуя уравнения (10) 
и (13), определите влияние затухани я на частоту контура, состоящего из последо
вательно соединенных R , L и С. П усть со0 =  11 У LC  обозначает частоту контура 
без затухания. Предположите, что сопротивление достаточно для того, чтобы ве
личина Q вместо оо стала равной 1000. Н а сколько процентов частота to будет 
отличаться от частоты со0?

8.10. Используйте результат задачи 7.7, чтобы написать формулу д л я  самоин
дукции проводящего цилиндра с открытыми концами, изображенного на рис. а.

К главе 8

К задаче 8.10.

О т в е т .  ------=  1 ,2 -10  — 7.
(00
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Т о к  течет по окруж ностям , показанным стрелками. К ак  и в задаче 7.7, мы приблв 
ж енно считаем, что поле всюду внутри цилиндра однородно вплоть до его концов. 
Т еперь разреж ьте цилиндр по образую щ ей и вклю чите конденсатор, как  это 
показано на рис. б. Вычислите резонансную  частоту такого контора. Обратите вни
мание на то, что она не зависит от длины b ■ Первый магнетрон с резонансной по
лостью , благодаря которому в период Второй Мировой войны был построен м ик
р о в о л н о в ы й  радар , имел восемь резонансных контуров такой формы. Поперечное 
сечение медного анода магнетрона изображ ено в натуральную  величину на рис. в. 
Определите частоту излучаемой радиации (на частоту мало влияет наличие восьми 
полостей вместо о д н о й ) .  Предположим, что при фиксированных значениях со и s 
мы пытаемся увеличить резонансную частоту, уменьш ая диаметр цилиндра до

a = J L s .  Тогда рис. б превратится в рис. г. Б удет ли ваша формула справедлива в

этом случае? Б удет ли действительная частота больше или меньше предсказанной 
вашей формулой?

К главе 9

9.16. Резонансный контур «с большим Q», состоящий из медной спирали и 
конденсатора, сделанного из металлических пластин, смонтирован под колпаком, 
так  чтобы из всей системы можно было вы качать воздух. Когда под колпаком на
ходится воздух при нормальном давлении, измеренная резонансная частота равна 
4 1 ,4 0 5 ^ 0 ,0 0 2  М гц . Если создать под колпаком вакуум , определение частоты дает 
величину 4 1 ,4 1 8 ^ 0 ,0 0 2  М гц. Что можно сказать на основании этих данных о ди
электрической постоянной воздуха? Известны ли вам какие-нибудь другие явле
ни я, которые приведут к изменению частоты?

О т в е т .  6 = 1 ,0 0 0 6 3 ^0 ,0 0 0 1 5 .
9.17. Явление гидратации играет большую  роль в химии водных растворов. 

Оно состоит в том, что ион в растворе собирает вокруг себя группу молекул воды, 
которые довольно плотно к нему прилегаю т. [См., например, Q. С. P im en te l, ed ., 
C hem istry  ап E xperim ental Science, p . 314 (Freem an, San F rancisco , 1963); или L. 
P au lin g , G eneral C hem istry, p. 205 (F reem an, San Francisco , 1953).] Это явление 
объясняется притяжением между диполем (молекула воды) и точечным зарядом 
(ион). Вычислите энергию, необходимую для отделения иона, несущего единичный 
зар яд  е, от^молекулы воды, считая, что первоначально он расположен на расстоя
нии в 1,5 А  от эффективного местоположения диполя Н 20  (это расстояние в дей
ствительности определено довольно скверно, так  как  молекула воды является  рас
пределением зарядов, а не бесконечно малым диполем). К акая  часть водной моле
кулы  окаж ется наиболее близко располож енной к отрицательному иону?

9.18. Ш ар из диэлектрика в однородном поле. И зучая силовые линии на 
рис. 9.29, можно получить величину диэлектрической постоянной вещества. Л и 
нии нанесены довольно точно. П остарайтесь найти некоторую особенность кон
ф игурации поля, которую легко измерить и сравнить с теорией. Получите при 
этом приближенное значение величины е, которое было использовано при постро
ении чертежа.

9.19. Сферическая полость в диэлектрической среде. В большом конденсаторе 
на подстанции максимальная величина поля в масле, при полной нагрузке, 
составляет 90 кв/см. Д иэлектрическая постоянная масла равна 2,24. П редполо
ж ите, что в масле имеется пузы рек газа . К акова величина поля внутри этого 
пузы рька? (Эта задача обратна задаче с шаром из диэлектрика. Вы можете приме
нить в этом случае результаты, полученные для такого ш ара.) Я вляется ли при
сутствие газовы х пузырьков в масле конденсатора очень нежелательным?

О т в е т .  Е — 123 кв/см.
9.20. Вопрос для  обсуждения. В чем заклю чается смысл отрицательной поля

ризуемости? Возможно ли ее существование?
9.21. Д л я  некоторых целей т ройная симмет рия т ак же хороша, как полная  

круговая. Представьте себе трехатомную м олекулу, состоящую из одинаково рас
полож енных атомов в верш инах равностороннего треугольника. (В действитель
ности такие молекулы неизвестны, но это неваж но.) Рассмотрите поляризацию  этой
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молекулы  электрическим полем, параллельны м плоскости треугольника. Из сим
метрии молекулы следует,что поляризуемость для полей Е1; Е 2 и Е 3, направления 
которы х показаны на рисунке, долж на быть одинаковой. П окаж ите, разлагая  
поле на составляющ ие и используя принцип суперпозиции, что поляризуемость

некий поляризуемый предмет, вообще не обладающий никакой симметрией, 
который мы расположим в плоскости ху . Поле Е индуцирует дипольный момент р, 
который связан с Е следующей линейной зависимостью:

Мы должны доказать, что аху  и а ух  равны.
Д оказательство основано на законе сохранения энергии. Если в приложенном 

поле Е дипольный момент системы м еняется от р до р + ф ,  то работа, соверш енная 
полем, равна d W = E -d p .  В самом деле (см. раздел 9.14), dp  представляет собой 
произведение смещения на зар яд  при изменении р. Отсюда следует, что величина 
Edp  действительно является работой поля Е .  Предположим, что система располо
ж ена в поле Е х и обладает дипольным моментом р3, который вы раж ается, естест
венно, уравнением (1). Назовем это состоянием I. Изменим теперь величину п р и 
ложенного извне поля до значения Е 2. Дипольны й момент изменится и будет равен 
р2, а для перевода системы в состояние II будет совершена определенная работа, 
равная W 12. Заметим теперь, что это изменение состояния можно выполнить мно
гими различными путями, однако проделанная работа долж на быть одинаковой 
для всех этих путей, если закон  сохранения энергии вы полняется. Д ействитель
но, конечное состояние системы для всех возможных путей перехода одно и то же, 
а именно поляризация, характеризую щ аяся дипольным моментом р 2. Допустим , 
что в состоянии I Ej =  0, р1= 0 ,  и сравним два особенно простых пути перехода 
системы в положение I I .  Эти две возможности изменения поля от нулевого значе
ния до Е 2 с компонентами Е 2х и Е 2у приведены ниже:

Первый путь:
Оставляем Е у=  0; изменяем Е х  до Е 2х. Р а б о та=
О ставляет ЕХ~ Е 2Х; изменяем Е у до Е 2у. Р а б о та=

м ож но вы разить через d E x  из ур авн ен и я  (1). Н айдите полную  работу, соверш ае
мую в обоих случаях , и покаж ите, что обе работы равны друг другу .

9.23. Поведение тензора при  вращении системы координат. Чтобы понять, 
к ак  преобразую тся элементы тензора при повороте системы координат, рассмо-

останется такой же для любого поля Е, п арал
лельного плоскости. Этим вы докаж ете, что в 
отношении поляризуемости в плоскости лю бая мо
леку л а  стройной симметрией не отличается от мо
лекулы  с полной круговой симметрией. А налогич
ная теорема для трех измерений утверж дает, что 
четы рехгранная молекула метана, изображ енная на 
рис. 9 .13, долж на иметь сферически симметричную 
поляризуемость.

К задаче 9.21.

9.22. Доказательство симметрии тензора поля
ризуемост и. Задача состоит в проверке симметрии 
тензора поляризуемости. Д л я  простоты будем р а
ботать в двух измерениях, но этого вполне доста
точно для вы явления сущности дела, и третье и з
мерение не внесет ничего нового. У  нас имеется

Р х —^XX^X~i  *^ХуЕу> Р у --&ух Е  x -{-UyyEy. (1)

О ставляет Е х =  0; изменяем Е у до Е гу. Р а б о т а=  
Оставляем Е у = Е 2у; изменяем Е х  до Е 2х. Р а б о та=

П олная работа:

Работа, соверш енная в первой стадии первого пути, равна
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трнте для простоты двумерный случай. Предположим, что двумерные векторы А и В 
в определенной системе координат х , у  связаны  следующими линейными соотно
шениями: В Л.=  а я.Л.Лд.Н-изсг/Лг/; В и= а ухА х~\-а)1УА 1Г Коэффициенты а  составляю т 
тензор. Рассмотрим теперь систему осей х ' и повернутую против часовой стрел
ки на угол 0 относительно осей х  и у . В новой системе координат векторы А и В, 
которые мы считаем неподвижными в пространстве, имеют другие компоненты, 
А'х и т . д .К ак  выразить эти новые компоненты через старые? Воздействие тензора а  
на вектор А должно давать тот же вектор В. Если это так , то каково соотношение 
между новыми и старыми элементами тензора? Предположим, что ax y = a ,J x . По
каж ите, что эта симметрия тензора сохраняется при повороте и что можно найти 
такой угол 0 , при повороте на который эти перекрестные коэффициенты равны 
нулю. Аналогичный анализ при наличии терпения можно провести и в трехмерной 
системе координат. Мы получим тогда правило преобразования тензора, подобного 
тензору поляризуемости.

9.24. Сила, действующая между двумя диполям и. Изучение силы взаимодей
ствия между диполями. Д ва диполя, расположенных таким образом: —> —> — при
тягиваю т друг друга; два диполя, расположенных таким образом: f  |  — отталки
ваю тся. Объясните причину. Определите величину силы для каждого случая. Вы 
можете считать диполь двумя точечными зарядам и, расположенными на неболь
шом расстоянии друг от друга. От какой степени расстояния зависит сила? Р ас 

смотрите теперь два диполя, расположенных следующим образом: ^ 5 °  • К ак

направлена сила, действующая на каждый диполь? (Это — хороший пример не
центральной силы. Такие силы неэлектрического происхождения играют большую 
роль в ядре. И з-за наличия таких сил ядро дейтерия является не совсем сферичес
ким; оно слегка вытянуто наподобие сигары . Б лагодаря этому факту и было уста
новлено наличие нецентральных сил в ядре.)

9.25. Энергия пары диполей. Д ва постоянных диполя с дипольными момента
ми Pi и р2 расположены, как показано ка рис. а; расстояние между ними равно 
г е м ,  углы , составляемые диполями с соединя
ющей и>; линией, равны 0 ] и 0 2 соответственно. L p ^
Задача состоит в вычислении энергии этой р ,  ____
системы, т. е. энергии, необходимой для при- ( \ : 
ведения диполей в такое положение из беско- г< ”  
нечности. В эту энергию не входит энергия,
связанная с созданием самих диполей. Величины i р2
диполей предполагаю тся заданными, но направ- / | --------------- )---------------------
ления их могут м еняться. Диполи можно пере- ■ Ц)
нести в их конечные положения различными . _
путями, и полная работа, затраченная на этот РА______ .__
перенос, долж на быть одинаковой во всех слу- I J
чаях . Одной из возможностей, облегчающей r  i g ,
вычисление работы, является следую щ ая: нач- /ч g  „
ните с диполей Pi и р2, расположенных на очень p / i J L L __ >
большом расстоянии друг от друга и направлен- /  ,
ных, как показано на рис. б. С охраняя это / ‘
направление, перемещайте р3 справа налево до
тех пор, пока расстояние от него до Р! не будет ^ r —J------- —1"
равно г. На это перемещение работа не затра- д)
чивается. Почему? Поверните рх на угол Oj. К задаче 9.25.
Вычислите работу, затраченную на этот поворот
в поле диполя р2, направление которого пока остается прежним (0 = 0 ). Затем повер
ните р2 на угол 0 = 0 2. Работу, необходимую для такого поворота в поле рх, можно 
вычислить, разлож ив вектор р! на продольную компоненту pi cos 0 t и поперечную 
компоненту р г sin 0Х и рассмотрев соответствующие поля в месте располож ения ди
поля р .2 по отдельности. Сложите результаты  и покажите, что полная работа 
равна

й7 = № _ [ соз (01_ е г )_ з  cos 0i cos е2].
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9 .26. Энергия дипольнык цепочек. Д л я  этой и следующей задачи вам понадо
бятся решения задачи 9.25 для  некоторых очень простых ориентаций двух дипо
лей . Рассмотрите линейный ряд  диполей с моментом р , располож енных на одина
ковом расстоянии друг от др у га, растянутый от — со до +  оо. П олож ения диполей 
фиксированы, но каждый диполь может свободно поворачиваться в любом направ
лении вокруг оси, перпендикулярной к плоскости чертежа. Н айдите располож е
ние, отвечающее наинизшей энергии. Конечно, если ряд  бесконечен, то и полная 
энергия может быть бесконечно больш ой, но нас интересует энергия, приходящ ая
ся  на единицу длины. Сравните средние энергия, приходящ иеся на диполь д л я  сле
дующих расположений:

а) .,. .  t t t t
б) . ■ • f t f l
в) .., . —г-
г) . . . -*

К оторые из них обладают наивысш ей и наинизшей энергией?
9.27. Найдите разность энергий для бесконечного ряда диполей, располож ен

ных следующим образом: . . . .— и ряда, в котором, вправо от опреде
ленной точки Ъ, все диполи повернуты на !80°

Ь

Эта разность энергий соответствует энергии, связанной с наличием границы b

'
6 / . Сравните при-между двумя доменами | математическое указание: ^  п z

\  п —\
ближ енио энергию ряда с двумя такими границами, расположенными на довольно 
большом расстоянии друг от друга, ■*--<- . . .  ф- b . .
с энергией ряда, в котором эти две границы  сходятся настолько близко, насколько 
это возможно, чтобы не уничтож ить друг друга

. . .  b b -> . .  .

Можно ли на основании полученной разности энергии утверж дать, что две грани
цы стремятся оттолкнуть или притянуть одна другую?

Существует ли возможность поворота диполей с меньшей затратой энергии, 
чем при переворачивании, с которым мы имели дело до сих пор? Сравните следую 
щие виды поворотов. Может быть, вам удастся предложить способ поворота, тре
бующий меньшего расхода энергии?

а) (переворачивание): . . ,  ->■ .
б) . . .  -> ]■ ч- •*- . . .
в) |Ч ! *Г
9.28. Соотношение, выражаемое уравнением (72), называется формулой К ла у 

зиуса — М осст т и. Обычно оно содержит диэлектрическую  постоянную  е. Пока-
3 /р —П ,ж ите, что эквивалентная формула этого соотношения имеет вид—  j — —  ) =  4дос.

Н иж е приведена таблица численных значений, взятых из статьи М айклса, Д ж ас- 
перса и Сандерса (Physica !, 627 (1934)), которые измеряли диэлектрическую  по
стоянную  чистого азота при различных давлениях и температурах.

Т ем пература, °С 2 3 ,8 2 3 ,8 23 ,8 2 3 ,8
Д авл ен и е, атм 1,02 5 7 ,5 221,6 1011,6
П лотность, г/см3 0,00118 0,06604 0,2361 0 ,5780
Д иэлектрическая по 1,00052 1,03109 1,11413 1,29633

стоянн ая

Н асколько  хорошо согласую тся эти значения с формулой К лаузиуса 
Мосотти?
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9.29. Вопрос для  обсуждения; кат аст роф а  4яЛ^а/3». М ожет ли в действитель
ности произойти катастрофа, предсказы ваемая уравнением (72), в случае 4 n iV a /3 ^  
^ 1 ?  Д л я  уяснения этого вопроса рассмотрите «кристалл», состоящий только из 
д ву х  одинаковых атомов А и В, каким-то образом закрепленных на расстоянии 
d см друг от друга. Покажите, что если атом А поляризован параллельно линии 
А В , то он создает поле около атома В , которое стремится поляризовать В в том ж е 
направлении. Возможно ли, чтобы система могла «закрепиться» в поляризованном 
состоянии, в котором поле А сохраняет поляризацию  В и наоборот? Обсудите 
этот вопрос с двух точек зрения. Во-первых, вычислите расстояние, на котором 
это возможно для атомов А и В, если поляризуемость каждого равна а см3. К ак  
это связано с предполагаемыми размерами А и В? Во-вторых, рассмотрите энер
гию гипотетической поляризованной системы.

9.30. «Искусственный» диэлектрик. Д л я  фокусировки коротких радиоволн 
служ ат  искусственные диэлектрики. Они представляю т собой небольшие метал
лические шарики, уложенные на пенопластовой матрице, подобно атомам в крис
таллической решетке. Сам пенопласт служ ит только для фиксации положения 
ш ариков; его электрическое действие пренебрежимо мало. Поляризуемость метал
лического ш арика легко вычислить, воспользовавш ись задачей 9.9. Определите 
диэлектрическую постоянную кубической структуры  металлических ш ариков диа
метром 2,5 см, центры которых расположены на расстоянии 5 с.м друг от друга. 
М ожно ли сделать 4лЛ'а/3>1* для такого располож ения? Наибольшего успеха вы 
добьетесь с кубической гранецентрированной структурой, отвечающей одной из 
самых плотных упаковок ш ариков. К ак ая  теорема была бы наруш ена, если бы со
вокупность металлических ш ариков могла обладать спонтанной индуцированной 
поляризацией?

К главе  10

10.14. При обсуждении рис. 10.9 мы предполож или для простоты, что поле В 
имеет осевую симметрию, т. е. что В г постоянно на окруж ности с центром на оси. 
П окажите; что это в действительности не является  необходимым, другими словами, 
что мы получим уравнение (18), даж е если величина В г не постоянна на о к р у ж 
ности.

10.15. Цилиндрический соленоид имеет однослойную обмотку радиусом г9 
и такую  длину, что у его конца поле можно считать равным полю полубесконечно- 
го соленоида. Покажите, что точка на оси соленоида, в которой маленький пара
магнитный образец будет испытывать максимальную  силу , расположена на рас
стоянии r j Y  15 от конца соленоида.

10.16. Среднее поле в ближ ней области для  конечного электрического диполя и 
кольца с током. В случае электрического диполя, состоящего из двух зарядов Q 
и — Q, разделенных расстоянием s, объем ближ ней области, в которой поле сущест
венно отлично от поля идеального диполя, пропорционален s3. Поле в этой об
ласти пропорционально Q/s2. Дипольный момент p = Q s ; если мы уменьшим s, 
оставляя постоянным р , что произойдет с произведением объема на величину 
поля? Проведите соответствующее доказательство для  магнитного поля пеглн 
с током. Отсюда можно сделать следующий вывод: если нас интересует усреднен
ное по объему поле в любом объеме, содержащем диполи, существенное р азл и 
чие между «внутренним содержанием» электрического и магнитного диполей 
игнорировать нельзя, даж е если мы считаем диполи бесконечно малыми.

10.17. М агнит ное обнаружение подводных лодок. Подводная лодка со сталь
ной обш ивкой вызывает местное возмущение в магнитном поле Земли, благодаря 
чему лодку можно обнаруж ить с помощью прибора, чувствительного к очень с л а 
бым изменениям поля. Предположим, что у нас имеется магнитометр, который 
мож но буксировать на некотором расстоянии от самолета (для того чтобы на него 
не действовало возмущение, создаваемое самим самолетом) и который способен 
регистрировать флуктуацию  порядка 10~5 от основного поля. Д аж е если обшивка 
подводной лодки была полностью разм агничена,так что никакого намагничивания 
не осталось, она все ж е представляет собой аномальную  магнитную среду по от
нош ению к полю Зем ли , и мы можем ож идать, что эта обш ивка создаст индуциро
ванны й дипольны й момент, достаточно больш ой, чтобы изменить поле Земли на
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расстоянии, равном длине лодки, грубо говоря, на величину невозмущенного 
поля. Если дело обстоит таким образом, то чему равно максимальное расстояние, 
на котором может быть обнаруж ена лодка? Предположим, что при некотором изме
нении в конструкции магнитометра его чувствительность может быть увеличена 
вдвое. К ак это повлияет на расстояние, которое нужно облетать для обследования 
заданной поверхности океана? (В действительности проблема не так  проста, как  
кажетЬя. Естественные флуктуации поля вызывают такой «уровень шумов», 
который маскирует аномалию , созданную  подводной лодкой, независимо от того, 
какую  чувствительность имеет магнитометр. Один из источников таких ф лукту
аций — океанские волны перемещают морскую  воду в поле Земли; морская вода 
является  проводником; течение воды создает магнитное поле.)

10.18. Имеются два полых стеклянны х ш ара диаметром 1,25 см каж ды й. 
В одном из них расположен м аленький магнитный стержень длиной около санти
метра. Во втором находится электрет — стержень из материала с постоянной элек
трической поляризацией. Его можно с равным успехом представлять себе как  
стержень, сделанный из хорошего изолятора с положительным и отрицательным 
зарядам и на его концах. Величина магнитного дипольного момента первого объ
екта примерно равна величине электрического дипольного момента второго. Р ас
смотрим задачу обнаружения одного или другого из них, заж аты х в кулаке , как 
в игре «пуговица, пуговица». К ак  вы объясните различие между ними человеку, 
который имеет такое же представление о физике, которым обладали вы до начала 
изучения этого курса?

10.19. Магнитный диполь величины т  расположен в однородном магнитном 
поле В 0, причем направление дипольного момента противоположно направлению  
поля. П окажите, что в результирую щ ем поле существует определенная сфериче, 
ская  поверхность, в центре кото
рой находится диполь и через 
которую не проходят силовые 
ли н и и  поля. Внешнее поле, мож 
но сказать, «вытолкнуто» из этой 
сферы. Силовые линии поля вне 
сферы начерчены на рисунке.
К ак  будут выглядеть силовые

В)
К задаче 10.20.

линии поля внутри сферы? Чему равна величина поля непосредственно у 
сферы на экваторе? Что касается влияния диполя на внешнее поле, то его можно 
заменить токами, текущими в сферической поверхности, если обеспечить соот
ветствующее распределение тока. Чему равно поле внутри сферы в этом случае? 
Почему вы можете быть в этом уверены? (Т акая конфигурация имеет большое зн а
чение при изучении сверхпроводимости. С верхпроводящ ая сфера действительно 
вытолкнет все поле из внутренней части сферы.)

10.20. Рассмотрите равномер-но намагниченный ш ар, изображенный на рисун
ке. Разделив его на слои одинаковой толщ ины, можно показать, что он эквива
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лентен катуш ке с током, изображенной на рис. в. И спользуя эту эквивалентность, 
рассмотрите форму магнитного поля к ак  внутри, так  и снаруж и катуш ки. С рав
ните катуш ку с вращ аю щейся заряж енной оболочкой в задаче 10.6 .

10.21. Н апиш ите, какими были бы уравнения М аксвелла при существовании 
магнитных зарядов и токов магнитных зарядов, аналогичных электрическим за 
рядам и электрическим токам. Придумайте новые обозначения, если они вам по
требую тся, и тщ ательно определите, что они выраж аю т. Будьте особенно осторож 
ны со знаками плюс и минус.

10.22. Эт а задача завершает обсуждение, проводившееся в разделе 10.5, пока
зывая , что произойдет с орбитами электронов, ориентированными в плоскости, па
раллельной прилож енному магнит ному полю. В разделе 10.5, иллюстрированном 
рис. 10. 12, мы обсуж дали, что произойдет, если магнитное поле будет приложено

К задаче 10.22.

перпендикулярно к плоскости орбиты заряж енной  частицы, движущ ейся по к р у 
гу под влиянием некоторой силы. Теперь рассмотрите случай поля, леж ащ его в 
плоскости орбиты. Все, что вам надо сделать,— это заполнить пропущенные места 
в следующем ниже тексте, тщательно обдумав каж дый шаг: частица массы М .с з а 
рядом q движ ется со скоростью v  по круговому пути в плоскости хг. Она у д е р 
ж ивается на этом пути некоторой центральной силой, происхождение которой 
нас не интересует (см. рис. а). Момент количества движ ения L , связанный с этим 
движением, является  вектором, направленным по оси . . ., величина которо
го L = . . . (покажите на графике). Включим магнитное поле В= — гВ  (рис. б). 
В озникнет новая сила величиной . . ., направленная . . ., которая будет действо
вать на частицу (укаж ите на графике). Мы предполагаем, что эта сила настолько 
слаба , что движение частицы меняется очень медленно. Теперь усредним дейст
вие силы по всему круговому пути. У средненная сила будет равна нулю, но 
вращ аю щ ий момент, созданный этой силой, не будет равен нулю. М гновенное 
значение вращ аю щего момента относительно оси . . . равно . . .  и среднее значе
ние по всему кругу равно . . . Следовательно, среднее значение вращ аю щ его 
момента представляет собой вектор N величиной N — . . ., направленный . . . 
П оскольку вращ аю щий момент равен скорости изменения момента количества 
движ ения, то вектор L будет с течением времени . . . С равнивая это с тем, что 
происходило, когда плоскость орбиты была перпендикулярна к полю (рис. 10. 12), 
мы наблюдаем, что . . .  В данном случае движ ение частицы, с точки зрения наб
лю дателя, смотрящ его на нее вниз с оси г, будет вы глядеть следующим образом: 
(сделайте набросок).

10.23. Свободный электрон в переменном м агнит ном поле. В разделе 10.5 мы 
показали , что радиус орбиты заряж енной  частицы не меняется при вклю чении 
однородного внешнего поля В, изменяется только орбитальная скорость. Н о  это 
было справедливо только при условии Ди-^у0, которое аналогично утверждению , 
что м агнитная сила qvB/c  гораздо меньше силы F 0, связывающей частицу с некото
рым центром притяж ения. Существует интересный случай, в котором это предпо
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лож ение, очевидно, не может быть справедливым,— это случай ни с чем не связан 
ного свободного электрона. Ч то произойдет в этом случае? Чтобы ответить на этот 
вопрос, начните с частицы с зарядом  q и массой М ,  движущ ейся по кругу  в одно
родном магнитном поле В . Это — известная ситуация «циклотрона», удовлетво
ряю щ ая условию M v 2lr= q v B /c .  Предполож им, что поле В медленно изменяется. 
Индуцированное электрическое поле будет увеличивать скорость частиц в направ
лении движ ения, и тогда можно применить соотношение dv=(qr/'2M c) d B ,  такж е 
к ак  это делалось в ряде других случаев. П окажите, что, пользуясь этим соотно
шением и соотношением для циклотрона, можно получить выраж ение, связываю 
щ ее В  и г. Д окаж ите, что: 1) магнитный момент орбиты остается постоянным при 
изменении В; 2) величина потока Ф внешнего поля В, охватываемая орбитой, ос
тается постоянной при изменении В .  (Определяя изменение В  как  медленное, мы 
имеем в виду, что оно должно изменяться только на небольшую часть своей вели
чины за  время одного оборота. Тогда путь частицы будет почти круговым и каждый 
оборот будет мало отличаться от предыдущего, поэтому имеет смысл говорить об 
орбитальном моменте количества движ ения и о потоке, охватываемом орбитой.)

10.24. Орбиты электронов в сходящемся поле. Выводы 1) и 2) задачи 10.23 осо
бенно полезны для предсказания траекторий электронов (или ионов) в магнитных

полях , постоянных во времени, но постепенно 
изменяю щ ихся в пространстве, например, 
электронов, движущ ихся вокруг Земли в 
поясе Ван А ллена. Считая изменение поля В  
медленным (см. задачу 10.23), мы имеем дело 
с полем, которое должно относительно мало 
изменяться на расстоянии, равном циклотрон
ному радиусу данной частицы. Рассмотрим 
частный случай магнитного поля, направ
ление которого совпадает с отрицательным 
направлением оси г, а величина возрастает 
в положительном направлении оси г, как  по
казано с помощью силовых линий на рисун
ке. П олож ительная частица пересекает пло
скость х у ,  двигаясь со скоростью у0 под не
которым углом вверх. Если смотреть на нее 
из системы координат, движ ущ ейся в направ
лении оси z  со скоростью v0z , to мы увидтм , 
что частица движется во внешнем поле В , ,  
компонента которого возрастает. В осполь
зуйтесь теперь выводами задачи 10.23 для 
объяснения поведения частицы, показанного 
на рисунке. Заметьте одну особенность: по- 
видимому, на частицу действует сила, на
правленная вниз. К ак это объяснить? Вспом
ните, что постоянное магнитное поле не со
верш ает работы над заряж енной частицей, и 
обсудите изменение различны х компонент 
скорости, наблюдаемое в лабораторной систе
ме координат. Что нуж но знать, чтобы 
предсказать, на какую  высоту поверхности 

К  задаче 10.24. раструба поднимется по спирали частица,
прежде чем она пойдет обратно?

10.25. Каж ущийся парадокс и  задача, объясняющая его. Тот, кто хоть немного 
знаком  с квантовой теорией атома, может быть озадачен одним из результатов дей
ствия магнитного поля на орбитальную  скорость электрона в атоме (раздел 10.5). 
П ри изменении скорости, когда величина г  остается постоянной, изменяется мо
мент количества движ ения m vr. Н о момент количества движения орбиты электрона 
в точности равен целому числу, помноженному на постоянную h i2 л ,  где h — уни
версальная квантовая постоянная — постоянная П ланка. К ак  может изменяться 
m vr  без наруш ения этого фундаментального квантового аакона? Реш ение этого 
парадокса важ но для квантовой механики заряженных частиц, но не связано с
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законами квантовой теории. Когда мы рассматриваем сохранение энергии для 
частицы, несущей зар яд  q и движущ ейся во внешнем электростатическом поле Е, 
мы всегда включаем наряду с кинетической энергией V2 mv2 потенциальную энер
гию q(f, где ср представляет собой скалярны й электрический потенциал в месте 
располож ения частицы. Мы не должны удивляться , что в случае количества дви
ж ения нам необходимо рассматривать не только обычное количество движ ения 
M v ,  но такж е величину, в которую входит векторный потенциал магнитного поля 
А. О казы вается, что количество движ ения долж но вы раж аться формулой A f v +  
+  (<?/с) А, где А — векторный потенциал внешнего поля в том месте, где находится 
частица. Мы можем назвать M v  «кинетическим количеством движения», а (qlc)A— 
«потенциальным количеством движения». (В теории относительности необходи
мость вклю чения величины qA/c  очевидна, потому что энергия и количество дви
ж ения образую т четырехвектор; то ж е  самое долж но иметь место в случае с к а 
лярного и векторного потенциалов поля <р и А /с.) Момент количества движ ения, 
который интересует нас в данном случае, будет, следовательно, равен не

Вернемся теперь к заряду , прикрепленному к концу ш нура (рис. 10.12). Проверьте 
сначала, что векторный потенциал, соответствующий полю В, направление кото
рого совпадает с отрицательным направлением оси г, равен А — (В/2) (—x!/-|-ja ). 
Затем  определите, что произойдет с моментом количества движения

rX  M v-f-^A

при вклю чении поля.



П Р И Л О Ж Е Н И Е

О ПОСТРОЕНИИ Э Л ЕК Т РИ Ч Е С К И Х  ЕД И Н И Ц  В СИСТЕМЕ СИ

В большинстве учебников по электротехнике и в ряде элементарных книг по 
физике применяется система электрических единиц, называемая рационализиро
ванной системой МКС. Эта система представляет собой раздел электромагнитных 
единиц системы СИ. В нее' входят механические единицы, из которых основными 
являю тся м ет р, килограмм  и секунда. Единица силы в системе СИ называется 
ньютоном  и представляет собой силу, которая сообщает массе в один килограмм 
ускорение 1 м/сек3. Таким образом, ньютон эквивалентен точно 105 дин. Соответ
ствую щ ая единица энергии [ньютонХметр.!, или джоуль, эквивалентна 107 эрг. 
Электрические единицы системы СИ содерж ат известные нам «практические» еди
ницы — кулон (к), вольт (в), ампер (а) и ом — наряду с некоторыми новыми. Кто- 
то заметил, что давно известные практические единицы можно объединить в за 
конченную систему, построенную следующим образом. Напиш ите закон К улона в 
виде (1. 1):

Вместо того чтобы считать k = \ ,  найдите значение k ,  если сила F 2 измеряется в 
нью тонах, qx и q2— в кулонах и г21— в метрах. З н ая  соотношение меж ду ньюто
ном и диной, между кулоном и ед. СГСЭд и между метром и сантиметром, вы легко 
вычислите, что коэффициент k  долж ен быть равен 0 ,8988-1010. (Д ва заряда  по од
ному кулону, находящ ихся на расстоянии в один метр, создают силу около милли- 
на тонн!) Вместо k  мы можем написать 1 /(4яе0), где величина постоянной е0 тако
ва, что 1/(4ле0) = /г =  0 ,8 9 8 8 -1010. Теперь закон К улона можно записать так:

где постоянная е0 равна

Выделение коэффициента 1 /4я  предпринято для исклю чения величины 4я 
в большинстве электрических формул за  счет введения этой величины в ряд  дру
гих формул (как , например, в данном случае в закон Кулона). Это — все, что сде
л ал а  «рационализированная» система. П остоянная е0 назы вается диэлектричес
кой постоянной (или «диэлектрической проницаемостью») вакуум а.

Электрический потенциал следует измерять в вольтах, а электрическое поле 
Е  — в вольтах на метр. С ила, действую щ ая на зар яд  q в поле Е, равна

F _  к 9 l№ l
2 , 2

(1)

е0 =  8 ,8 5 4 -1 0 -12 к г/н-м *. (3)

F (н) =  <?Е (к -в /м ). (4)
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Один ампер равен, конечно, одному кулону в секунду. Сила, приходящ аяся 
на метр длины каждого из двух параллельны х проводов с током 1 (в амперах), 
расположенных на г  метров друг от друга, равна

Но 2 /2 (а2)
Г( н/ м) =4 л ~ Г ~ й О '  <5>

Вспомнив эту формулу в системе СГС,

2 /'2 (ед- СГСЭ9/сек)3 
f  (дищсм) =  -  , (6)

мы вычислим, что величина (ц.0/4я) долж на быть равна 10~7. Таким образом, по
стоянная | i 0 , называемая магнитной проницаемостью вакуум а, долж на быть равна

fig =  4л> 10_ 7 н /а 2 (точно). (7}

М агнитное поле В определяется силой Л оренца следующим образом:

F (н) — -j- 9VXB, (8)
где v — скорость частицы в л/се/с, q — зар яд  частицы в кулонах. Д л я  В требуется 
новая единица. Эта единица называется тесла, или вебер/М2, она в точности рав
на Ю4 гс. В этой системе вспомогательное поле Н вы раж ается в других единицах и 
связано с В в вакуум е следующим образом:

В =  ц0Н (в вакуум е). (9)

Соотношение между Н и свободным током следующее:

$ H . d S = / CBo6, (10)

где / св0(5— свободный ток (в амперах), охватываемый петлей, по которой против 
часовой стрелки взят линейный интеграл. П оскольку dS  измерено в метрах, еди
ница для Н  называется просто ампер!метр ■ У равнения М аксвелла для полей 
в вакуум е в рационализированной системе М КС (т. е. в системе СИ) имеют следую
щ ий вид:

d i v E  =  —  , r o t E = — ,

ЭЕ > (П>
d i v B  =  0, ro t B = [ x 0e0 - ^ - - | - N J -

Если вы сравните эти уравнения с теми, которые были написаны в гауссов
ской системе единиц СГС и в которые входит значение с, вы  увидите, что уравнения 
(11) содерж ат волновую скорость 1/У~Ё0р,0 (в м/сек, конечно). Иными словами:

8оМ о =  -р г  • (12)

В гауссовской системе единиц СГС единица заряда  (ед. СГСЭд) была установлена 
законом К улона при k = l .  В системе СИ кулон определяется не уравнением (1), 
а уравнением (5), т. е. силой, действующей меж ду токами, а не силой, действующей 
меж ду зарядам и. В уравнении (5) мы имеем [i0=e4jx- 10~7. Другими словами, если 
бы новые экспериментальные измерения скорости света изменили бы принятое 
значение с, то мы должны были бы исправить величину постоянной ё0, а не (_i0.

Н иж е приводится список некоторых единиц системы СИ и эквивалентных им 
единиц в гауссовской системе единиц СГС.
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Величина
О боз
н ач е
ние

Единица в 
СМ

Э кви валент  в гауссовской  
системе СГС

Расстояние
Сила
Работа, энергия
З ар я д
Ток
Электрический потенциал 
Электрическое поле 
Сопротивление 
М агнитное поле 
М агнитный поток 
Вспомогательное поле Н

s метр 102 см
F ньютон 105 дин
W  д ж о у л ь  107 эрг
q к у л о н  2 ,9 9 8 -109 ед. СГСЭа
/  ампер 2 ,9 9 8 -109 ед. С Г С Э > ек
Ф вольт (1/299,8) ед. СГСЭу
Е вольт/метр (1/29980) ед. СГСЭ^/слг
R  ом 1 ,1 1 3 -10 —12 сек/см
В тесла 10* гс (гаусс)
Ф вебер 108 гс-см-
Н ампер/м етр 4л;-10~ 3 з  (эрстед)

Система СИ удобна для инженеров. Д л я  применения в фундаментальной фи
зике полей и вещества она обладает одним большим дефектом. У равнения М акс
велла для полей в вакууме в этой системе симметричны по отношению к электри
ческому и магнитному полям только в том случае, если Н, а не В выступает в роли 
магнитного поля. (Обратите внимание, что уравнения (11) не симметричны даж е в 
отсутствие J .)  С другой стороны, как  мы показали в гл. 10, именно В, а не Н я в л я 
ется фундаментальным магнитным полем в веществе. Это не является  вопросом оп
ределения или единиц, а представляет собой факт, отражающ ий отсутствие магнит
ного заряда. Следовательно, система СИ, построенная таким образом , наруш ает 
или фундаментальную электромагнитную  симметрию вакуум а, или существо 
асимметрии источников. Это — одна из причин предпочтения гауссовской системы 
единиц СГС в этой книге. Д р у гая  причина в том, что большинство работающих 
физиков пользуется еще единицами системы СГС совместно с рядом практических 
единиц, применяемых в случае необходимости.

П Р И Л О Ж Е Н И Е  II

Н Е К О Т О Р Ы Е  Ф О РМ У Л Ы  С В Е Л И Ч И Н А М И  
В ЧАСТО У П О Т Р Е Б Л Я Е М Ы Х  ЕДИ Н И Ц А Х

Сила на единицу длины проводника в поле В:

/  (П и н /см )= ^~  1В  (а-гс ).



П Р И Л О Ж Е Н И Е  III

Н Е К О Т О Р Ы Е  В Е Л И Ч И Н Ы  В ГАУССОВСКОЙ СИСТЕМЕ СГС И М Е Ж Д У Н А РО Д Н О Й  СИСТЕМЕ СИ

В еличина

Б
ук

ве
нн

ое
об

оз
на

че
ни

е В системе СГС *) В системе СИ

Единица изм ерения
С вязь  между величи

нами
Е диница

изм ерения С вязь  с единицами системы СГС

Расстояние S СМ А M \  основ-
М асса т 1 основны е 2 > КЗ /н ы е  еди
Время t с е к ) единицы т е ]  ницы
Скорость V см/сек <; II & м/сек 1 м/сек  = 102 см/сек
Количество Р г -см/сек р =  mv кг ■ м/сек 1 кг ■ м/сек =  10 5 г • см/сек

движ ения
Сила F дина  [ =  г ■ см/сек2] F =  d p /d t ны отон (н) 1 н ~  105 дин
Р або та , эн ер W эрг [ =  г ■ см2/сек2} W  =  $F -ds д ж о у л ь  (дж) 1 дж =  107 эрг

гия
Мощность Р эрг/сек Р =  d W /d t в а т т  (вт) 1 em =  107 эрг/сек
З а р я д Я ед. СГСЭ? F =  q2/ s l  (закон  К у л о  к улон  (к) 1 к =  2 ,998-10° ед. СГСЭ?

н а )
П лотность з а  р ед. СГСЭд/см3 q =  $pdV  (V— объем) к /м 3 1 к /м 3 =  2 ,9 9 8 -1 03 ед. СГСЭ?/сл13

ряда
Ток I ед. СТСЭ„/сек /  =  d q /d t ампер (а) 1 a  =  2 ,9 9 8 -I0 9 ед. СГСЭд/сек
П лотность то  J (ед. СТСЗд/сек)1см2 I  =  J J  -da (a — пло а/м'1 1 а /м 2 =  2 ,998  ■ 105 (ед. СГСЭд/сек)/см1

ка щ адь)
Электрический ф ед. СГСЭу [ =  эрг/ед. СГСЭ9] L&ii вольт (в) 1 в =  (1/299,8) ед. СГСЭу

потенциал
Э лектродви £ ед. СГСЭ у- W  =  q g вольт

ж ущ ая сила
Электрическое Е ед. С ГСЭу/сл [ =  дина/ец. F =  qE в/м 1 в/м  =  (1/29980) ед. СГСЭу/с-и

поле СГСЭ„]
М агнитное по В гс [ =  дина/с д. СГСЭ?] F =  ? ( v /c ) X B тесла (тс) 1 тс — 104 гс

ле или вебер/ж 2
(в б /м 2)



Окончание

<D В системе СГС *) В системе СИ

Величина

Б
ук

ве
нн

ое
об

оз
н

ач
ен

Единица измерения
С вязь  между величи

нами
Единица

измерения С вязь  с единицами системы СГС

П роводимость а с ек * 1 J Ест (ом ■ м) -  1 1 ( о л - л ) - 1 -  ( 1 0 lfl/ l  > 113) сек~ х

У дельное соп Р сек J - - Е /р ом ■ м 1 о м -м — 1 , 1 1 3 - 1 0 - - 10 сек
ротивление

Сопротивление R сек/см I  - £ / R  (закон Ома) ом 1 ом =  1 , 113 • 10 - 12 сек/см

М агнитны й по
ток

Ф гс ■ смг (а — пло
щ адь)

вебер (вб) 1 е б = 1 0 8 гс-см?

Емкость С см Ч---С  (Фг— Фх) ф арада (ф) 1 0  =  0 , 8 9 9 - 1 0 12 см

И ндуктивность L ,
М

сек2/см £  ----- l .d l /d t генри (гн) 1 гн  =  1 , 1 1 3 - 1 0 ~ 13 сек-/см

Э лектрический
дипольны й

Р ед. СГСЭq -cM 
[ =  зрг/ед. СГСЭу/сж]

p =  9s к- м 1 гс-лг =  2 ,9 9 8 -1 0 11 ед. СГСЭ^-сж

момент

М агнитный ди m ед. СГСЭ? -см [ =  эрг/гс] m -  / а /с  (а — площ адь) а ■ м 2 1 а -м 2 =  103 эрг/г  с
польны й мо
мент

В спом огатель Н э [  =  гс] JH  ■ ds =  4л ! /с а/м 1 а/м-- -- (4хг/103) э
ное поле

*) В этой системе соответственные электрические  и магнитные величины, как ,  например,  электрический  и магнитный дипольные момен
ты, имеют одинаковую размерность ,  т. е. состоят  из одних и тех ж е  основны х единиц.  Терм и н ология ,  к сож алени ю ,  стремится ск р ы ть  это 
обстоятельство,  присваивая  специальное  название  для  единицы потенциала  (ед. СГСЭу) — в электричестве  и специальное  название д ля  еди
ницы п оля  (гаусс) — в магнетизме. Единицы без специальных названий часто обозначаю тся  просто к а к  единицы СГС. Н апример ,  «р обозн а
чает удельное сопротивление в един и цах  СГС».



П Р И Л О Ж Е Н И Е  I V

Т А Б Л И Ц А  Ф И ЗИ Ч Е С К И Х  ПОСТО ЯННЫ Х

В еличина
О боз
н ач е
ния

Значение величины

в системе СГС в системе СИ

С корость света в С 2 ,9 9 8 -1 010 см!сек 2 ,9 9 8 -1 08 м/сек
вакуум е

Г р авитационн ая G 6 ,6 7 - 1 0 ~ 8 см3/г-сек2 6 ,67 • 10 - 11 я 31кг ■ сек2
постоянная

Э лем ентарны й з а  е 4 ,8 0 3 -1 0 - 10 ед. СГСЭ9 1,602 - 10 - 19 к
ряд

М асса покоя элект т е 0,911 - 10- 37 г 9 , 11 ■ 10 — 31 кг
рона

М асса покоя п р о  Шр 1 ,6 7 2 -Ю -24 г 1,672• 10~ 27 кг
тона

А том ная единица и 1,66042 -10 - 21 г 1 ,6 6 0 4 2 -10 -  27 кг
массы ( = V i 2
массы С12)

У дельны й за р я д е/Щ 5 ,2 7 - 1017 ед. СТСЭд/г 1 ,7 6 -Ю 11 к/кг
электрона

У дельны й за р я д e/nip 2 ,8 7 -1 014 ед. СГСЭ9/г 0 ,9 5 9 -1 08 к/кг
протона

П о сто ян н ая  П л а н  h 6 ,6 2 5 -10 ~ 27 эрг-сек 6 ,6 2 5 -10-34 дж-сек
ка

П о сто ян н ая  П лан- Л 1 ,0 5 4 -10 ~ 27 эрг-сек 1 ,0 5 4 -10-34 дж-сек
к а /2л

Ч и сло  А вогадро N 0 6 ,0 2 2 - 1023 м о л ь - 1 6 , 022- 1026 к м о л ь -1
М олярны й объем v0 2 2 , 4- 103 см3[моль 2 2 ,4  м3/кмоль

при норм альны х
услови ях

Ч и сл о  Л ош мидта п 0 2 ,6 9 - 1019 с м - 3 2 , 6 9 -1025 м ~ 3
Ч и сл о  Ф арадея F 2 ,9 0 -1 0 14ед. СТСЭд/г-экв 0 ,0 6 5 -1 08 к/кг-экв

У н и в ер сал ьн ая R 8 ,3 1 4 -107 эрг/град-м оль 8 ,3 1 4 -10s дж /град-кмоль
га зо в а я  посто
ян н ая

П остоян ная Б о л ь  k 1 ,3 8 -Ю -16 эрг/град 1 ,3 8 -10 -  23 дж/град
цм ана

Э лектрон-вольт эв 1 ,6 0 2 - I 0 - 12 эрг 1 ,6 0 2 -Ю -19 дж
(единица энер
гии)

Б оровски й  радиус (Zq 0 ,5 2 9 -1 0 - 8 см 5 ,2 9 - 1 0 - 11 м
М агнетон Б о р а 0 ,9 2 7 -1 0 - 20 эрг!гс 0 ,9 2 7 -1 0 - 23 а-м 2
Я дерны й магнетон М'Я 5 ,0 5 - 10-24  эрг/гс 5 ,0 5 - 1 0 - 27 а -м 2
Э нерги я связи Е 13,59 эв

электрона в ато
ме водорода

Э нерги я покоя тес2 0 ,5 1 1 -10е эв
электрона

Э нергия покоя ГПрС2 0 ,9 3 8 -10э эв
протона
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ПРЕДМ ЕТНЫ Й У К А З А Т Е Л Ь

А лнико. кривая В - - Н  393 
Алюминий 349, 350 
Аммиака молекула 312 
А м п ер  156, 181, 228, 355, 383 
Ампер (единица) 122, 431 
Араго Франсуа  228, 419, 420 
А раго явление 420 
Атом, поляризуемость 307 
—, электрическая восприимчивость 331 — 

336
—, электрически]'!: ток. в нем 363, 364 
—, электрическое строение 303

Б ио — Савара формула 2С6, 207, 261

Ван-А ллена пояс 428 
Вариационный метод 118, 119, 408 
Ватт (единица) 145 
Вебер (единица) 431 
Векторный потенциал 202 — 204, 250
— — и «потенциальный» импульс 429 
Вестона нормальный элемент 146, 155 
Взаимности теорема для  взаимной индукции

250—252
Внешнее поле К, В и М 384, 386. 431 
Внутреннее сопротивление элемента 149, 150 
Вода, диамагнитные свойства 349 
—, изменение диэлектрической постоянной 

с частотой 339, 340 
Водорода атом 303
— —, магнитное поле в нем 224 
Волны 264, 265
—, налож ение 267, 268 
Вольт (единица) 51, 431
Восприимчивость и атомная поляризуем ость 

331—336
— м агнитная 373 — 375
— электрическая 321 
Вращ аю щ аяся система координат 368 
Временная постоянная L R -коитура 256 
Время релаксации для  распределения за р я 

дов 151, 152

Галакти ки  магнитное поле 269 
Гальвини Луиджи  146, 156 
Гальвани опыты 145, 146 
Гармонические функции 78, 404 
Гаусс (единица В)  196, 385, 431 
Гаусса теорема 40 — 43, 72
— — для движ ущ егося заряда  160
— —, применение к поверхности проводни

ка 99. 100
— —, — — диэлектрику 328, 330
— —, — — заряж енной  линии 45, 46
— —, — — заряженному диску 63
— —, — — сферическому распределению  

заряда 43 — 45
Гауссовские СГС единицы 431, 432 
Гелия атом 162

Генератор Ван-де-Граафа 126, 145, 152
Г енри  Джозеф 249
Генри (единица индуктивности) 249
Герц Генрих  157
Гильберт Уильям  156
Гистерезис 393
Г р ад и ен т '39, 40
— величины магнитного п оля 347 
Градиента оператор 77
Граничных значений проблема 103, 104, 

116 — 119
Грэй  Стефан  96

Движущ ийся заряд  156 — 189 
Д ж оуль (единица) 54, 430, 431 
Диамагнетизм 349, 350, 372 
Д ивергенция 69—72
— в декартовы х коорди натах  73 —75
— магнитного п оля 202, 354
Диод вакуумный к а к  нелинейный элемент 

125. 135, 136 
—, пространственное ограничение заряда  

в нем 126, 409 
Д иполей пары энергия 423 
Д иполи магнитные 357 — 359
— —, момент, действующ ий на них  371
— электрический 299 — 302
— —, их поле 300 — 301
— —, момент, действующ ий на них  301, 302
— —, силы взаимодействия 423 
Д ипольны й момент индуцированны й 303 —

307
— — магнитный 358
— — постоянный 310 — 313
— — электрический 299
Д иск заряж енны й, его потенциал и поле 60 — 

63
— намагниченный 382, 383, 394
— поляризованны й 318 
Д иэлектрик искусственный 293, 42i  
Д иэлектрическая постоянная (п роницае

мость) 293, 321
— проницаемость вакуум а 430
— сфера 326 — 328. 3 14 
Добротности коэффициент 275
—, связь  с ш ириной резонанса 282, 284 
Домена граница 393 
Друде  136

Единственности теорема 103 — 106 
Емкость, определение 111, 112

Ж елезо, В  — И  кри вая  393, 394
— д л я  магнитов 396 
—, насыщение магнитное 388, 389

Закон преобразования сил 179, 180 
Заряд  магнитный, его отсутствие 352, 377
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З ар я д  электрический 18—46
— —, врем я релаксаци и  161»

—, закон-сохранения 19, 2 0 , 12э,
—, инвариантность 162  — 165
— > квантование 20—22, 164

— — , распределение на сфере 40,41
— —, — непрерывное 36, 37
— моменты распределения joo
— — свободный и связанны й 329, 342
— — , э н е р г и я  систем ы  за р я д о в  2о 30 
З а р я д о в а я  п л о т н о с т ь  л и н е й н а я  20 
З а р я ж е н н ы й  д и с к , п о тен ц и ал  и п о л е  60 — Ь4 
З а т у х а н и е  в р е з о н ан с н о й  цепи 275, -76  
З ем н о е  м агн и тн о е  п о л е  394

И зображ ений метод 109 
И золи рованн ая  система, определение 19 
И золятор  95 
И мпеданс 284—287 
И мпульс 429 
И нверсия в сфере 403 
И ндуктивное сопротивление 278 
И ндуктивность взаим ная 248, 249
— L ^ -кон тура 253—256
— связан н ы х  и последовательно соединен

ны х катуш ек  267
—, теорема взаимности 250—252 
И ндукци я 228—270 
—, закон  Ф арадея 244
— м агн итн ая 385
И ндуцированны й магнитный момент 365 — 

367
— электри ческий  дипольны й момент 303 —

308
И он водорода отрицательный 416 
И они зац ион ная камера 410 
И онная ловуш ка 130 
Ионный кристалл 30, 31 
И скра электри ческая  135

К атуш ка сам оиндукции 260, 415 
—, энерги я , зап асенн ая  в ней 258 
К атуш ки магнитное поле 209, 210 
К-вадрупольный момент 299 
К вадруп оля  поле 404 
К вантование заряда  20 —22, 164 
К вантовая  механика парамагнетизм а и ди а

м агнетизма 372
— электродинам ика 18
К ислород ж идкий в магнитном поле 349, 

350, 352 
- -  — его парамагнетизм  372 
К л ау зи у са  — Мосотти формула 424 
К оличество движ ени я 429 
К ольцо тока, магнитное поле 207, 208 
К омплексны е числа в теории переменного 

тока 283, 284 
К онденсатор 112, 292, 319 
—, энергия, зап асенн ая им 116 
К орреляц и я  направлений скорости 131 
Коэффициенты емкости 116, 403 
К ри сталли ческая  реш етка 30, 31 
Критическое затухание 275 
К улон Чарльз 24 
К улона закон 22 —25, 181, 431
— — и закон Гаусса 42 
Кэвендиил Генри  25 
К ю ри точка 388, 391

Л ап л аса  оператор, определение 77, 78
— — д л я  сферически симметричных ф ун к

ций 400 
Л ар ч о р а  частота 368 
Л ейденская банка 343 
Л енца закон 239, 247 
Л и ней ная плотность заряда 45

Линейный заряд, его поле 4 5  
j 2 0 • ~  вблизи проводящей плоскости

~  ~~ Потенциал 58—60 
_  Л  еграл по замкнутому пути 81
_ _ _ — в магнитном поле 2 0 0
Лоренц  136, Тб?” электРич6СК0М поле 5 1 - 5 3  
Лоренцевское сокращение 157  — 1 6 6

М агнетит 349, 351, 387
М агнетрон 42Ю
М агнит постоянный 387, 393

, поле его 353, 380_-383
М агнитная восприимчивость 373 — 375
— гидродинамика 214
— и ндукц и я 385 
М агнитного потока трубка 236 
М агнитное поле в веществе, сравнение с элек

трическим  полем 378
— —, влияние на химические процессы 351 
 внутри намагниченного цилиндра 386
— —, дивергенция 201, 256
— —, единицы 196 — 198
— — кольц а -с током 207, 208
— —, определение 190
— — петли с током 355 — 359
— — > преобразования 217, 218
— — прям ого провода 191
— —, ротор его 201
— — , сила действую щ ая на различны е ве

щ ества 347 — 349
— — соленоида 209, 210
М агнитные величины В, Н , М, единицы 

157, 196
М агнитный диполь, единица измерения 362
— — , момент, действующ ий на него 359 — 

361, 371
«— — , сравнение с электрическим 357 — 359
— момент, связанны й со спином электрона 

370 — 372, 388
— м онополь 354
— полю с 352, 386
— поток 235
М агнитомеханическое отношение орби таль

ное 365
М акроскопические поля 317, 378, 381 
Максвелл Джеймс К^лерк 110, 157, 261 ,263 , 

330
М аксвелла уравнения 263, 264 
М асса, ее инвариантность 162, 163 
М етана м олекула, поляризуемость 308 
М икроскопическое поле магнитное 375—378
— — электрическое 318 
М икроф арада 112
М КС рационализированны е единицы 430 — 

431
М омент вращ ения 30, 372, 416
— количества движ ения 429
— — —, сохранение в магнитном поле 429
— — — орбитальный, связь  с магнитным 

моментом 364
Моменты распределения зарядов 295 — 299 
М остовая схема 154
М ощность в цепи переменного тока 287—289

Н амагниченного вещества внешнее м агнит
ное поле 375 — 377 

Н амагниченность 54, 393
— насыщ ение 387
— к ри вая  д л я  алнико 393 • 
Н амагниченны й диск 382, 383, 394 
Н амагниченны й цилиндр, его поле 381, 382 
Н ейтрона магнитные свойства 382 
Н епреры вное распределение заряда  36, 37 
Н еразры вности у p a r нение 259
Н ьютон (единица) 342, 431 
Нью т он Исаак 44
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О братны х квадратов расстояния закон 24, 25
О ктунольны й момент 299
Ом (единица) 129, 431
Ома закон  126 — 128, 137
О рбитальны й магнитный момент 364
ОстаТОчное поле 393
О тклоняю щ ий магнит 395, 396

П араллельны й  R L C  резонансный контур 292 
П арам агнетизм  349, 350, 372 
П ары  рождение 19
П еременного тока схема 271, 282—284
— —, мощ ность и энергия 287—289 
П еременны й ток 277 — 283
П ереходны е явления в цепи переменного 

тока 278 
П икоф арада 112
П оверхностны й заряд, определение 46
— —, сила, действую щ ая на него 6 4 —67 
П одвиж ность ионная 408, 409 
П олупроводник 96, 136, 138
Полюс м агнитны й 352, 386 
П оляризации  плотность 314 
П оляри зац и я  магнитная 373 
П оляризованн ая сфера 322—326 
П оляризованны й цилиндр, его магнитное 

поле 381, 383 
П оляризуемости тензор 309
— — , его симметрия 424 
П олярны е молекулы 312, 313
— —, их ориентация 337, 338 
П оследовательная RL C  цепь 271 
П остоянная времени R C  цепи 150
— П лан ка 17, 3 /0  
Постоянный магнит 387, 393
— —, его поле 353, 380 — 383
— электрический  дипольный момент 310— 

313
П отенциал 51—92
— векторный 202—204, 250
— д в у х  точечных зарядов 58
— заряж ен н ого  диска 60 —63
— электрического диполя 300
— 10йавы 404
П отенциала коэффициенты 116 
П отенциалов разность, определение 53 
П отенциальная энергия 28,55
— — системы зарядов 67—69 
П оток магнитный 235
— электрического поля 38—43 
П отока трубка 236
П реобразования электрического и м агнит

ного полей 217 
П р и с т л и  Джозеф 25 
Проводимость 126 — 131, 284—287
— металлов 136 — 138
— при наличии магнитного п оля 221 —224 
П роводник 95 — 120
— вблизи точечного заряда  104 — 108
— металлический, его парам агнетизм  372
— полый, электрическое поле внутри  104, 

105
П роводящ ая среда в однородном поле 344, 

406
П роводящ ий стержень, движ ущ и йся в м аг

нитном поле 231—233 
П уассона уравнение 78

Равновесие в электростатическом поле 79 
Реактан с  индуктивный 277 
Резонирую щ ая полость как  L C -коитур 291 
Резонансны й контур 271—276
— — , добротность 281, 282
— — магнетрона 424
— —, частота 277
Резенанены й пик, его ш ирина 281, 283 
Релаксационны й метод 117, 118, 404, 405 
Ротор 81—91

Ротор магнитного п оля 201
— поля скоростей 87, 88 
Роуланд Г енри  221 
Р оуланда опыт 220, 222

Самоиндукция 252—254
— L R -контура 254—256 
Сантиметр как  единица емкости 111 
Сверхпроводимость 138
Свет, скорость распространения 25 
Свободное пространство, его проницаемость 

диэлектрическая 430
— —, — — м агнитная 431 
Свободных зарядов плотность тока 383 
С вязанны х зарядов плотность тока 383
— — ток 340—342 
СГС единицы 431, 432 
Северный полюс, определение 352
Сила взаимодействия п араллельн ы х  токов 

195, 196
—, действую щ ая на движ ущ и йся зар яд  в 

электрическом поле 177 — 180 
—, — — магнитный диполь 381— 383 
—, — — различные вещ ества в магнитном 

ноле 347 
—, — — слой с током 212, 213 
Силовые линии поля 35, 36, 353 
Силы, закон преобразования 179, 180 
С калярн ая  магнитная ф ун кц ия 382
— потенциальная ф ункция 382 
Скорость носителей заряда  130 — 134
— света независимо от длины  волны 25 
Смещение электрическое D  331, 384 
Соленоид, 208—210, 347 
Сопротивление внутреннее элем ента 149, 150
— однородной проволоки 138
— п араллельно соединенных элементов схе

мы 141, 142
— среды между концентрическими ц или нд

рами 139
Статвольт 53
Стационарные токи 124 — 126 
Стокса теорема 83 
Столкновения частиц 131 — 133 
Суперпозиция, определение 24
— полей соленоидов 413
— потенциалов 57
— электром агнитны х волн 266, 267 
Сферическое распределение зарядов  40,41

Температура, ее влияние на проводимость
139

Тензор 128, 218
— м олекулярной поляризуемости 423 
—, поведение при вращ ении 423, 424 
Тесла (единица) 431
Ток смещения 261, 262 
Тока плотность, определение 123 
Тока распределение, эквивалентное неод

нородной намагниченности 379, 380
— —, — однородной нам агниченности 376
— слон, его магнитное поле 211, 212
— —, слла, действую щ ая на него 211, 212 
Токи, их ф луктуации  133, 134
— параллельны е, силы взаимодействия 196, 

197
— переменные 149 — 152
— постоянные 124 — 126
— свободные и связанны е 383, 384 
Толмэна — Стюарта опыт 410 
Т ороидальная катуш ка 257, 415 
Точечный заряд  вблизи проводящ ей плос

кости 22, 107, 108

У дельная магнитная восприимчивость 373 
удельное сопротивление различны х веществ 

127, 129, 138
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У равнение Л апласа 78, 79, 103
— — и уп р у гая  поверхность 407
— —, пример, вариационный метод 408
— метод релаксации 404, 405

Ф азовы й угол 278, 282 
Ф арада 111, 112, 150 
Фарадей М и х а и л  156, 221, 263 
—, открытие индукции 228—231 
Ф арадея закон индукции 245 
Фейнман Ричард  119 
Ф еноменологическая теория 350 
Ф ерромагнетизм 349, 350, 387 — 393

Хлористого натри я реш етка, ее электриче
ская  энерги я  30,31 

Хлористый водород, электрический днлоль- 
ный момент 311—313 

Х олла эффект 222, 223, 217

Цепей элементы 140 
Цепи 139 — 144
— LC  291
— L R  2 5 4 -2 5 6
— R C  150
— R L C  273, 291
— —, мощность и энергия в них 287 — 289
— переменного тока 272, 282--2Э4 
—, постоянная времени 150, 256
— постоянного тока 413 
Цилиндры намагниченные 381
— п араллельны е, проводящ ие 406
— поляризованны е 381 
Ц и р к у ляц и я  вектора 81—83, 171

Частота резонансная 275

Эйнш тейн Альберт  157 
Эквивалентны е схемы 411, 412 
Э квипотенциальная поверхность 58, 63 
Электрическая восприимчивость 321
— — и атомная поляризуемость 331--336
— проводимость 126 — 139
— — и закон Ома 126 — 128, 134 — 136
— — металлов 136 — 138
— — различны х веществ 139 
Электрический заряд  17—46
— —, взаимодействие зарядов (закон К у

лона) 22 —25
— —, инвариантность 162 — 165
— —, квантование 2 0 —-22, 164
— ~  меньше е 21
— —, распределение 45, 295—298

Э лектрический  заряд , сохранение 19, 2 0 , 
125, 259 

Электрическое поле 32 — 35
— — бесконечного плоского слоя зарядов 

36
— — в поляризованном веществе 316
— — в проводнике 97
— — в различны х системах координат 165, 

166
— — внутри полого проводника 104, 105
— —, вычисление по потенциалу 57
— —, графическое представление 33, 34
— — движ ущ егося точечного заряда  170
— —, закон преобразования 169, 217, 218
— — заряж енного диска 60 —63
— — индуцированное 247
— — , интеграл по поверхности 40 
Электрическое поле, линейный интеграл в

нем 51—53
— — макроскопическое 318
— — на поверхности проводника 99, 100
— — непрерывного распределения зарядов 

36, 37
— —, поток его 38—43
— —, равновесие в нем 79
— —, теорема Гаусса 40 —43
— — электрического дш ю лн 300, 301 
Электрического поля линии 35, 36. 3^3 
Э лектродвиж ущ ая сила (э. д. с .) 145 — 149

235
Электромагнит 395, 396 
Электром агнитная индукция см. И ндукция 
Электромагнитное поле, преобразование 217 

218
Электромагнитные волны 264 
Электрона спин 370—372
— —, влияние температуры на ориентацию 

374, 389
— — и магнитный момент 370, 388 
Электронной орбиты диам агнетизм  368—370
— магнитный момент 364 
Э лектростатика, определение 18 
Электрические единицы (СГСЭ) 23 
Электростатическое поле, законы  п реобра

зования 169
— —, равновесие в нем 79 
Элемент Вестона 146 — 148
— Вольта 145
Э нергия, запасенная в емкости 116 
—, — в магнитном поле 256 — 258
— кристаллической реш етки 30,31
— системы зарядов 26—30
Эрстед, Ганс Христ иан  156, 181, 230 
Эрстед (единица Н) 385, 431 
Эффективное значение переменного тока 288

Ю кавы потенциал 400


