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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫ»: НАУЧНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
В последнее десятилетне в связи с экс пери мента ми на Большом 

адронном коллайдере и объяснением анизо1ропии температуры 
реликтовою излучения (РИ) опять резко возрос интерес к исследованиям 
статистических свойств газов релятивистских частиц. Поэтому тема данной 
монографии и рассмотренные в ней проблемы являются актуальными. 
Монография состоит из трех логически связанных глав, где основным 
связующим звеном является релятивистская ф>икция распределения 
скорости (для квази и обычных частиц).

В первый главе основное внимание уделено анализу нетривиального 
броуновского движения релятивистских квантов магнитного потока -  
флаксонов в термализованной джозефсоновский линии передачи (ДЛП). 
Основным результатом данной главы является вывод, что в 
недиссипативной ДЛП возможен рас пал флаксонов на фотоны 
электромагнитного излу чения под действием токовых флуктуаций.

Во второй главе рассмотрена проблема противоречия между теорией 
относительности и нерелятивистской кинетической теорией газов. На 
основе функции распределения скоростей частиц неквантового 
релятивистского идеального газа (РИГ) Максвелла - Больцмана найдены 
характерные скорости их частиц (средняя и среднеквадратичная скорость). 
Предельным переходом показано, что если энергия покоя или масса частиц 
газа стремится к нулю образуется газ “тепловых” фотонов, модули 
скоростей которых равна скорости света и их направления совершенно 
равновероятно во всех направлениях Проше говоря функция 
распределения их скоростей описывается дельта функцией и их угловое 
распределение изотропное

Третья глава монографии представляет особый интерес В этой главе 
получена функция, описывающая наблюдаемую 1смперагуру реликтового 
излучения (РИ) в разных направлениях, г.с. анизотропию температуры РИ



первого и второго порядка, которые согласуются с последними 
наблюдательными экспериментальными данными полученные с помощью 
космических спутников в течении сорока лет. Найдена равновесная 
температура Вселенной и минимальная наблюдаемая температура РИ. 
Далее на основе представленной автором теории квантового РИГ (без 
спецификации статистики их частиц) дано единое описание их 
статистических свойств, а га к же получено их общее уравнение состояния. 
И) них в пределе малого отношения тепловой энергии к »нсргии покоя 
частиц гата вытекает результаты нерелятивистской кинетической теории 
Максвелла. Покатано, что в отличии от нерелятивистских гатов давление 
РИГ является нелжвгйной функцией кинетической энергии частиц и она не 
может превышать одну треть плотности средней энергии всех частиц гата. 
В <ч>ратном пределе те . когда энергия покоя частиц квантового РИГ 
стремятся к нулю найденные выражения переходят к итвсстным 
результатам безмассовых бозонных и фермиоиных газов, которые, как 
известно, справедливы только в этом “особом** случае, т е при т= 0. А 
гакже получен вывод о том. что температура первичного космического 
итлучеиия иеитменная и Вселенная стационарна Последний результат 
представляет фундаментальный общенаучный характер и отражает 
релятивистски -  инвариантную статистическую природу реликтового 
излучения.

Отмечу также что, принятый автором классический -  подробный 
стиль изложения позволяет рекомендовать эту монографию в качестве 
учебника для студентов университетов, специализирующихся в областях 
теоретической физики, астрофизики элементарных частиц, физики 
конденсированных сред и космологии

Р.М.Ибадов,
О.ф-м м.. профессор кафедры теоретическом фишки и квантовой 

электроники СамГУ

Р
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НЕОРДИНАРНЫМ В 1ГЛЯД

')то монография посвящена своеобразному обобщению результатов в 
областях релятивистской статистической физики, теории флуктуаций r 
нелинейных системах, физики реликтового излучения. Они определяю! 
цель и место данной книги

В первой главе получено релятивистское флуктуационно- 
лиссипативное соотношение для квантов магнитного потока -  флаксонов. 
которое связывает их среднюю квадрата скорости, абсолютную 
температуру системы и интенсивность токовых флуктуаций в 
джозсфсоновской линии передачи Замечательно что, из него в пределе 
очень малых флуктуаций следует знаменитое соотношение Эйнштейна, 
которое справедливо по своей физической сути только в нерелятивистском 
броуновском движении. Во второй главе показано, что в отличии от 
нерелятивистской теории идеального газа средняя, среднеквадратичная и 
определяемая ими дисперсии скоростей частиц ограничена при любом 
отношении энергии покоя их частиц к тепловой энергии. Кроме того 
установлено нелинейная гависимость давления РИГ от средней 
кинетической энергии их частиц. В третьей главе на основе релятивистской 
инвариантности распределения Планка для равновесного теплового 
излучения объяснено физический механизм анизотропии температуры 
первичного космического излучения. В частности найдено направление 
наблюдения вблизи которою наблюдается минимальная температура РИ, 
которые ранее не были известны специалистам занимающихся 
исследованием свойств этого таинственного до сих пор природой 
излучения

Прочтение монографии показывает высокий профессиональный 
уровень ее автора, а также оригинальность применимых методов и 
не финнальность полученных резултатов. Ятя этого, несомненно, нужно



им«1ь тонкое чувство и умственную проницательность дл. нахождения 
«белых пятен» и их нового фигичсского объяснения Считаю что п о  

монография найдет свое достойное место • мировой фи,ической литерату ре 
иосвишенных тематике рассмотренных в нее проблем.

М. {.Шари поп.
кандидат фштинштешшитсюа  нау к, 

заведующий кафедрой физики БухИТН



ПРЕДИ СЛО ВИ Е
Vu'cl'u matyiuddaH мен цил.ум \и м р !,

Иш цилгум то аутм етгами крдар.

\еч  кии.'а цасад ва хусуматич йуц.

Менга Хацнинг тенгсиз иными етар.
•••

Всегда иду я своим путем.

Делаю только то, что постигну умом.

Нет зависти и вражды в душе моей.

Удовольствуюсь Божьим -  бесценным даром

В первой главе исследовано неординарное реляги вис тс кос 
броуновское движение флаксонов во высоко-темпсратурио 
свсрхнроводниковых джозефсоиовских линиях передачи под действием 
случайного тока и диссипации различной физической природы

Вторая глава посвящена решению проблемы противоречия между 
специальной теорией относительности и нерелятивистской молекулярно- 
кинетической теорией.

В третьей главе предложено новое физическое объяснение свойств 
реликтового излучения В частности, впервые определена равновесная 
температура Вселенной и минимальная наблюдаемая 1смпература 
реликтового излучения, которые представляют фундаментальный 
общенаучный характер.

Краткое содержание монографии 
Первая глава посвящена исследованию релятивистского 

броуновского движения квантов магнитного потока флаксонов -  
частицеподобиых релятивистских квазичастиц Решения этой проблемы 
представляет важный научный, практический и также концептуальный 
интерес

' Здесь и далее стихи автора Мустакима Рафи
8



В pauc.ic 1.1 исследована релятивистская стохастическая динамика 
флаксонов в джозефсоновской линии передачи под действием 
постоянною и случайного стороннего тока, а также различных типов 
диссипации Предполагая внешние возму щения малыми найде1к> уравнение 
описывающее изменения скорости флаксона на основе метода 
энергетического анализа.

В разделе 1.2 уравнение для скорости флаксонов преобразовалось в 
уравнения для импульсов флаксонов на основе релятивистской святи между 
этими величинами. Затем с помощью этого стохастического уравнения для 
импульсов получено уравнение длв функции распределения импульсов 
флаксонов и найдено его стационарное решение

В разделе 1.3 на основе преобра ювания функции распределения 
импульсов к скоростям найдена асимметричная функция распределения 
скорости флаксонов. Эта функция распределения скорости флаксонов не 
является гауссовой и приводит к нетривиальной вольт - амперной 
характеристике джозсфсоновского перехода с шумовым током

В ратделе 1.4 представлены результаты численного моделирования 
релятивистской стохастической динамики квантов магнитного потока, 
которые подтвердили правильность теоретических расчетов в 
адиабатическом приближении, а также показали распад флаксонов и 
излучения непрерывных мод при сильных флу ктуациях тока.

В разделе 1.5 анализировано свойства релятивистской функция 
распределения скорости флаксонов, которая устанавливается под 
действием чисто случайного тока и диссипации, вследствия 
тунне лирования нормальных электронов Пока тано что су шествует область 
(ираме гров диссипации и интенсивностей флуктуаций тока при которых 
релятивистская функция распределения скорости флаксонов становиться 
двухгорбовой. Такое невероятное введение релятивистской функции 
распределения скорости -  неочевидно, поскольку импульс является

9



однозначной, монотонной функцией скорости Следовательно, эту 
особенность функции распределения заранее нредвидет было невозможно.

Затем на основе этой необычной функции распределения вычислена 
средняя квадрата скорости флаксонов - которая является нелинейной 
функцией интенсивности токовых флуктуаций. Дальнейший анализ 
показал, что в пределе слабых флуктуаций тока выражение для среднего 
квадрата скорости переходит в знаменитое соотношение Эйнштейна для 
нерелятивистского броуновского движения Следовательно, найденную

*
нами выражения для среднеквадратичной скорости можно рассматривать 
релятивистским обобщением соотношения Эйнштейна для броуновского 
движения частице* подобной релятивистской квазичастицы - квантов 
магнитного потока

В p ii i f j i f  1.6 представлена функция распределения спектральных 
параметров термализованных флаксонов Эта функция описывает 
распределения спектрального параметра дискретного спектра при 
неограниченном увеличении числа флаксонов т.е. в непрерывном пределе. 
С помощью найденной функции распределения определена наиболее 
вероятное значение спектрального параметра !срмализованных флаксонов 
Показано, что полученные здесь результаты представляют интерес также 
при переходном и черепковском изл>чснии флаксонов в слоистых 
джозефсоновских переходах.

В разделе 1.7 найдено плотность жергии и уравнение состояния 
релятивистского идеального газа флаксонов на основе усреднения их 
выражений по релятивистской функции распределения скоростей 
флаксонов. Показано, что найденные выражения справедливы как в 
нерелятивистском, так и в ультра релятивистском пределе. 
Следовательно, в этом случае проявляется ещё одна нетривиальная 
аналогия между релятивистским идеальным газом флаксонов и квантовым 
идеальным газом релятивистских частиц
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Вторая глава посвящена исследованию одномерною релятивистскою 
броуновского движения и свойств неквантовою релятивистского 
идеального газа, частицы которою подчиняются статистике Максвелла - 
Больцмана.

В разделе 2.1 рассмотрено одномерное релятивистское броуновское 
движение частиц. По аналогии с результатами полученными в разделах 1.1
-  1.3 предыдущей главы сделано релятивистское обобщение теории 
Эйнштейна для броуновскою движения.

В разделе 2.2 получетю релятивистское флуктуационно- 
диссипативиое соотношение для одномерного броуновского движения

В разделе 2.3 анализирована свойства функция распределения 
скорости частиц одномерного релятивистского идеального газа. Показано, 
что существует условие при вьнюлнении которого релятивистская функция 
распределения скорости частиц становится двугорбо вой, как в случае 
релятивистского идеального газа флаксонов. Следовательно, появления 
этих особенностей имеет одинаковую физическую природу, которую мы 
назовем флуктуационной или термализационной неустойчивостью.

В ратделе 2.4 найдена средняя частота излучения атомов 
совершающих одномерное тепловое движение. Полученный результат 
сопоставлен с результатом полурслятивистского подхода Эйнштейна, 
который для частоты излучения использовал формулу Доплера с учетом 
малых релятивистских поправок, а функцию распределения излучающих 
атомов считал максвелловским. Показано, что средний сдвиг частоты 
отличен от ну ля и он имеет важное значение несмотря на свою малость.

В разделах 2.5 -  2.7 представлена теория неквантового 
релятивистского идеального газа Максвслла-Ьольцмана.

В разделе 2.5 получена трехмерная функция распределения скорости 
частиц релятивистского идеального газа с помощью преобразования 
функции распределения Ьольцмаиа - для импульсов частиц
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релятивистского идеальною газа к их скоростям. Показано, что свойства 
функции распределения скорости частиц релятивистского идеальною газа 
определяется единственным параметром, который равен отношению 
энергию покоя частиц идеального гага к тепловой энергии. В частности, 
при очень больших значений этого параметра найденная нами функция 
распределения скорости частиц релятивистского идеального газа переходит 
в знаменитое распределение Максвелла, сыгравший фхндамеитвльный роль 
для построения нсрелятивистской кинетической теории идеального газа

В разделе 2.6 найдена средняя и среднеквадратичная скорость частиц 
релятивистского идеальною газа. Показано, что действительно эти 
характерные скорости частиц не превышают предельную скорость в 
природе -  скорость света Кроме того, учитывая недостижимость 
абсолютного нуля температуры, сделано заключение, что только 
безмассовые частицы при любой температуре имеют единственную 
характерную скорость, равную скорости света. Безусловно, эти выводы 
имеют важное концептуальное значение, так как доказывают 
справедливость постулатов специальной теории относительности и в 
релятивистской статистической физики.

В разделе 2.7 приведен оригинальный вывод уравнения состояния 
релятивистского идеального газа на основе статистического усреднения по 
функции распределения скоростей частиц. Здесь получена важная связь 
между давлением и плотности средней энергии идеальною газа 
релятивистских частиц Показано, что давление релятивистского 
идеального газа не может превышать одну треть его плотности средней 
энергии Ранее это докашлось только для фотонного газа и равновесного 
теплового излучения

Третья глава монографии посвящена проблеме первичного 
космического излучения, которая, как известно, является одной из 
важнейших фунламеша.тьных проблем космологии, астрофизики
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элементарных частиц и всей на>ки в целом. В этой главе представлены две 
независимые теории этого излучения: I)  рслятивистски-инвариаитная 
статистическая теория первичного космического излучения предложенная 
нами. 2) теория «космологическое рождение векторных боюиов и 
реликтовое излучение», которую мы по аналогии с предыдущей будем 
наименовать -  конформно-инвариантной термализационной теорией 
реликтового излучения. Эти теории в отличии от тепловых теорий 
Вселенной (теорий Большого Взрыва) объясняют свойства этого излучения 
без связи с расширением Вселенной

В памеле 3.1 дан эйнштейновский вывод спектральной плотности 
равновесного излучения, где им было учтено тепловое движение 
излучающих частиц. Согласно результатам работы Эйнштейна частотное 
распределение энергии излучения теплового возбуждения частиц 
(юдчиняется формуле Планка. Это так и должно быть, поскольку согласно 
доказательству Кирхгофа, спектральная плотность равновесного излучения 
является универсальной функцией частоты и температуры, не зависящая от 
свойства вещества. Кроме того. Эйнштейн доказал, что для установления 
статистического (или теплового) равновесия между газом и тепловым 
излучением должно существовать динамическое равновесие излучающих 
частиц и фотонов излучения. Только при выполнении этих двух условий: 
скорости излучающих частиц идеального газа подчиняются -  
распределению Максвелла, а частотное распределения энергии их 
излу чения подчиняется -  формуле Планка. В конце раздела указано, что эти 
два заключения сохраняют свои силы и при релятивистском обобщении 
теории Эйнштейна равновесного излучения. Правда, с одним отличием, 
теперь импульсы излучающих частиц идеального газа подчиняются -  
релятивистскому распределения Больцмана. Следовательно, скорости 
излучающих частиц подчиняются -  релятивистскому распределению
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скорости найденная нами во второй главе, которое как раз было получено 
на его основе.

В разделе 3.2 приведено паулиевское доказательство
релятивистской инвариантности распределения Планка для частот 
равновесного теплового излучения. Этим свойством обладает и 
спектральная плотность энергии первичного космического излучения, так 
как. она является равновесным тепловым излучением по своей физической 
природе Как показал Паули в своей работе, благодаря этой инвариантности 
получаются важные зависимости между' излучаемой и наблюдаемой 
спектральной плотности энергии, а также между излучаемой и 
наблюдаемой частотой излучения

В р«|дглах 3.3 -  3.6 представлена предложенная нами новая 
релятивистски-инвариантная статистическая теория первичного 
космического излучения. Согласно этой теории ранняя Вселенная 
представляет собой находящихся в состоянии статистического равновесия 
идеальный газ элементарных частиц, подчиняющихся статистикам 
Максвелла -  Больцмана. Ферми -  Дирака и Бозе -  Эйнштейна. 
Следовательно, для определения макроскопических характеристик этой 
своеобразной статистической системы - плотности средней энергии и 
плотности чисел частиц, надо знать их равновесную температуру.

Согласно этой теории для определения температуры при котором 
произошло первичное космическое излучение необходимо определить 
функцию распределения наблюдаемых частот этого излучения и его 
наблюдаемую спектральную интенсивность.

В разделе 3.3 эта программа выполнена считая, что первичное 
космическое излучение формируют частицы одномерного релятивистского 
идеального газа. Затем мы пришли к заключению, что существует такое 
отношение массы к температуре при котором максимальное значение 
функции распределения наблюдаемых частот излучения (соответствующая
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наноо icc вероятной наблюдаемой частоте) имеет свое возможное 
наименьшее значение. Согласно нашим результатам эта равновесная 

температура примерно в два раза больше чем наблюдаемая температура 
реликтового излучения, которая согласно последним наблюдательным 
данным равна 2.728 кельвинам Мы здесь определяли также энергию покоя 
частицы формировавшую первичную космическую излучению.

В разделе 3.4 приведены .характерные средние наблюдаемой 
температуры первичного космического излучения посредством усреднения 
по трехмерной функции распределения скоростей излучающих их частиц. 
Показано, что средняя наблюдаемая температура реликтового излучения не 
превышает его равновесную температуру, среднеквадратичная же 
наблюдаемая температура этого излучения при любом соотношении массы 
частицы к температуре в точности равно температуре при котором 
произошло рождения Вселенной.

В разделе 3.5 найдено у гловая зависимость температуры реликтового 
излучения от направления его наблюдения, т.е. так называемая анизотропия 
реликтового излучения. С помощью угловой функции наблюдаемой 
температуры первичного космического излучения впервые определена 
анизотропия его температуры во всех направлениях наблюдения. В рамках 
предложенной теории она имеет естественную природу и обусловлена 
тепловым движением излучающих его частиц. Показано, что при 
критическом отношении массы к температуре существует направление 
наблюдения при котором наблюдается минимальная температура 
реликтового излучения.

В разделе 3.6 найдены выражения плотности чисел частиц, плотности 
средней энергии и давления, а гакже уравнения состояния квантовых 
релятивистских идеальных газов подчиняющихся статистикам Максвелла
- Больцмана. Ферми -Дирака и Бозе • Эйнштейна при произвольном 
отношении массы к гемпературе. Как показывают наши результаты.

15



наибольшую вклад в суммарную плотность чисел ч асти  и плотность 

средней энергии вносят ультра -  релятивистские, безмассовые частицы. 
Вклад же нерелятивисгских частиц, которым соответствует очень малое 
отношение тепловой энергии к энергии покоя пренебрежимо мало. т.с. 
эти частицы существенно не влияют на процессы эволюции 
происходящих во Вселенной. Следовательно, барионная асимметрия 
материи во Вселенной имеет статистическую природу. Отмстим, что 
найденные нами выражения для укатанных величин в предельных случаях в 
точности переходят к известным результатам, справедливые только в этих 
случаях т.е. в нерелятивистском и ультра - релятивистском приближениях. 
На основе релятивистски-инвариантиой статистической теории первичного 
космического излучения впервые определена: равновесная температура 
Вселенной 6.09 (336) К и минимальная наблюдаемая температура 
реликтового излучения 2,4727 К . Особо следует отмстить, что подходы 
примененные в разделах 3.3( 3.5 и 3.6 приводят к одинаковому 
критическому значению отношения массы излучающей частицы к

К
равновесной температуры Вселенной, которое равно 1.865 — (здесь К  -

постоянная Больцмана, с -  скорость света).
В разделе 3.7 представлены результаты другой, -  конформно

инвариантной термализационной теории реликтового излучения 
предложенная В.Н.Первушиным и сто научной группой. Согласно этой 
теории введение конформных переменных приводят к конформной 
инвариантности полевых уравнений получаемых из стандартной 
космологической модели общей теории относительности. Выбор 
конформных переменных даст возможность переписать наблюдательные 
данные в относительных единицах, где происходит масштабирование всех 
масс и энергий дилатонным фактором порядка 10,7. В результате 
отождествления конформных переменных с наблюдаемыми величинами
дает следующу ю картину эволюции Вселенной: происходит зволюция масс
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„кментарных частиц мри постоянной температуре реликтового излучения 
Согласно этой теории, после космологического рождении векторных 
бозонов из вакуума и их распала на фотоны устанавливаете» статистически 
равновесна» система бозонного и фотонного raia Мри зтом температуру 
векторны х бозонов «наследуют» термализованные фотоны. Такой подход 
позволяет определит температуру фотонов те . температуру реликтового 
излучения, которая явл»стея инвариантом в рамках «той теории.

Следовательно, релятивистски-инвариантную статистическую теорию 

первичного космического излучения и конформно-инвариантную 
термализапионную теорию реликтового излучения -  вместе можно 
называть чимпиантно-равновесной теорией, несмотря на различие 
используемых подходов и различного толкования полученных результатов 
приводят, по сути, к одинаковому выводу: Вселенная - стационарна, 
температура реликтового излучения неизменна Список работ, результаты 
которых включены в монографии приведен в ее конце [А1-А11]. Все 
остальные результаты представляются впервые
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IV IA BA  I . ТЕО РИ Я РЕЛ Я ТИ В И С ТС КО ГО  БРО УН О ВС КО ГО  
Д ВИ Ж ЕН И Я КВА Н ТО В М АГН И ТН О ГО  П О ТО КА

Истина не лежит на больших дорогах, 

по которым ходят все.

Леонардо да Винчи.
Луне билмок - яшашлаи мурод

Я к ка тущин эрур common.

Узлигини сакпар мукрбил 

Хо.\и ишон. хо.\и майли. тон.

Куп тилсичлар то %ануз бот ил.

Дуне ни.иа? Борлиц, маяжудот 

Харакат не? Олам ифоли 

Дуне билмоц -  яшашдан му род,

Риеютда инсон ицболи.

Манбаи не жщон равнацин.

Не бошцарар келажак томом 7 

Курашдир бу -  йуц узга ко\ин.

Инсонга мос курмо^-чун замон.

Якка тулцин эру р  солитон.

Узлигини cayiap муцобил 

Поймол этса х,ак, ишни елгон.

Керак эмас х,еч узга кртиъ

• ••
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The sense of this life consists in world study.

Sol it on is a solitary wave.

What does preserve it self immutable.

One can believe, one can reject.

That many mysteries have not been yet investigated

What is the world * Ex'ery thing that exists.

And motion is its happiness

The sense o f this life consists in world study,

in striving is o f sense our li/e.

What things cause the worlds?

What things define their future?

It is struggle, but not the will o f the providence.

The expected century o f Mankind will come.

Soliton is a solitary nave.

What does preserve itself immutable.

I f  justice is suppressed by eve!.

The world will not need another executioner.

Несомненно, явление броуновское движение занимает особое место в 
статистической фишке, в теории флуктуаций, в теории фазовых переходов 
индуцированные шумом, а также в нелинейных теориях колебания и волн 
(1-12). Конечно, началом серьезного итучения броуновских явлений 
послужило работа Эйнштейна по броуновскому движению, в котором он 
получил свое знаменитое соотношение связывающее интенсивность 
случайных воздействий, коэффициент диссипации и абсолютную
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температуру среды [2,7]. ')то соотношение нпоследсшии сформу лировалась 
как флуктуанионной -  диссипативной теоремой Эта теорема 
действительно сыгра.та важную роль при исследовании флуктуаций в 
линейных системах ( 1.7,8].

Переход изучения броуновских явлении в нелинейных системах, в 
частности, в нелинейных автоколебательных и автоволновых системах 
породило теорию нелинейного броуновского движения (7) [см. также 
цитированную в зтом обзоре обширную литературу]. Первые же 
исследования в этой области показали, что в нелинейных броуновских 
движениях соотношению Эйнштейна следуют несколько модифицировать, 
даже при относительно малых нелинейностях [3,4,7,9].

На возможную важную роль нелинейных возбуждений - солитонов в 
статистической физике было обращено внимание в работах [13-16] 
Нетривиальное^ стохастического поведения нелинейных волновых 
систем обусловлено возникновением коллективизированных явлений 
броуновского движения. Эта глава посвящена исследованию некоторых 
свойств этого явления в джозефс о но вс к их системах. Наш выбор ггого 
объекта исследований связано: во первых, с тем. что джозефсоновскис 
линии передачи являются примером существенно нелинейных 
коммуникационных систем, работающих на основе уникального 
солитонного механизма передачи информации [17-24]. Во вторых, с тем. 
что согласно результатам ряда теоретических и экспериментальных 
исследований высоко -  температурные сверхпроводниковые структуры 
представляют собой сеть связанных слоистых джозефсоновских переходов 
[25*30]. Следовательно, получаемые здесь результаты могут представлять 
интерес, как для определения спектральных форм микроволновою 
излучения, связанного с движущимися флаксоном. так и для понимания 
механизма высокотемпературной сверхпроводимости.
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в этой главе представлены результаты по релятивистской 
стохастической динамике флаксонов. а также теория релятивистского 
броуновского движения ква»гтов магнитного потока и теория 
релятивистского идеального гата броуновских флаксонов.

1.1. Р елятивистская стохастическая динам ика м агнитны х вихрей

В этом разделе исследована релятивистская стохастическая динамика 
флаксонов в джоэефсоиовской линии передачи под действием постоянного 
и случайного стороннего тока, а также различных гииов диссипации 
Интерес к этой проблеме связан с тем, что джозефсоновская линия 
передачи представляет собой уникальный пример системы, где квантовые 
эффекты проявляются на макроскопическом уровне. Это обусловлено

малостью величины кванта магнитного потока Ф 0 = (А -  постоянная

планка, е -  заряд электрона), благодаря которой приложенное к 
джозефсоновскому переходу постоянное напряжение Г  порядка нескольких 
микровольт индуцирует в нем переменный ток с частотой /  порядка 
нескольких мегагерц, согласно джозефсоновскому соотношению

/ = - £ - . o i l )

Кроме того, движение флаксонов в лжоэсфсоновских линиях 
передачи сопровождается сверхвысокочастотным излучением, имеющее 
важное применение в сверхпроводниковых устройствах.

Но в реальных условиях придется считаться с наличием в 
джозефсоновских линий передач диссипаций различной физической 
природы, а также влиянием стороннего тока и флуктуационного тока (как 
нормальною, так и сверхпроводящего). Ясно, что наибольшую сложность 
при исследованиях создают именно влияние последних факторов.
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поскольку, строго говоря, полной ясности о статистической природе 
токовых флуктуаций в сверхпроводниках в настоящее время, гюка не 
имеется. Изучению ггой важной проблемы посвящены работы [27-29. 31- 
33) (см. также цитированные в них литературу). Выло показано, что 
наиболее сильное влияние токовых флуктуаций происходит при 
температурах, близких к критической температуре перехода в 
сверхпроводящее состояние. Отмечено также сложная физическая природа 
шумовых токов с конечным временем корреляции. Мы ниже воспользуемся 
с одним выводом зтих работ, согласно которому при высокочастотных 
изменениях детерминированного сверхпроводящего тока шумовые токн 
можно рассматривать гауссовским случайным процессом, дельта- 
коррелированными во времени статистическими характеристиками.

Следует отметить, что исследуемая к зтом разделе стохастическая 
динамика флаксонов тесно примыкает к проблеме повеления флаксонов. 
помещенных в термостат. Этот вопрос был исследован различными 
авторами [34-36). В частности, было показано. что средняя кинетическая

энергия флаксона и фонона соответственно равна -1-аГ и *7* (здесь к -

постоянная Больцмана. Г* абсолютная температура рассматриваемой 
системы). Отметим, что среды исследований посвященных динамике 
флаксонов в джозефсоновских линиях передач под действием случайного 
тока и диссипации, особое значение имеет расчет спектральных 
характеристик электромагнитного излучения, связанного движущимся 
флаксоном (34,35,36). Мы их более подробно обсу дим ниже.

Теперь перейдем к непосредственному анализу распространения 
квантов магнитного потока-флаксоиов. на основе следующего, широко 
применяемого возмущенного уравнения Синуса-Гордона (см. вывод в 
[23,37]):

(М2)
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t( = -« « + /*« „ - у  , , , , ,

Отметим, что все величины в этих выражениях безразмерные: 
координата х вдоль контакта нормирована на джозефсоновскую глубину' 

проникновения время / на обратную джозефсо1ювскую плазменну ю

частоту Щ* магнитный поток Ф на квант магнитного потока $  

описывает внешнее возмущение действующее на флаксон при наличии 
диссипации и стороннего тока: (X и 0 -  коэффициенты диссипации 

обусловленные туннелированием нормальных (те  несверхпроводящих) 
электронов поперек контакта и движением нормальных электронов вдоль 
линии. }- сторонний ток / нормированный на максимальный т.е.

критический ток Джозефсона /г .

Тут надо отметит, что критический ток Джозефсона /г , которым 

определяется туннельный сверхпроводящий ток через изолирующий 
барьер, зависит от свойств используемых сверхпроводниковых материалов, 
1еомстрии линии и от температуры Порядок указанных выше величин 
тоже, в конечном счете, определено именно этим характерным параметром 
джозефсоновской линии передачи Например, в экспериментальной работе

(38) критический ток Джозефсона /г был порядка 1,44 тА. При 

использованной авторами геометрии контакта х ,-7.2/*» и

(о s I  2T(JHz a souovi и р  = о 045 , величина У менялось в пределах от -0,95 

до 0,99.

Далее исследуем динамику квантов магнитного поюка флаксонов 
под действием возмущения (1.1.3), полагая их малым (но их отношения 
могут быть произвольными). В этом случае для анализа изменения 
скорости флаксона, а также характеристики излучения, генерируемого 
флаксоном можно использовать различные схемы теории возмущений для 
солитонов (39-44). Здесь мы используем метод энергетического анализа
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предложенного в рынке [44]. который представляется нам наиболее 
простым и целесообрашым в рассматриваемом случае. Согласно 
основному результату кого метола динамика флаксона определяется из 
следующего соотношения

^  (1.1.4)

где //-гамильтониан рассматриваемой системы, определяемый выражением

Н ~  * l-c o ** jd r. (1 .15)

Теперь подставляя вместо *(*,# ) квазистационарное решение уравнения 

< П 2 )

(1 1 6 )

и учитывая явный вил возмущения (1.1.3), получаем следующее уравнение 
описывающее релятивистскую стохастическую динамику флаксонов

~ Кг )(|-«*)>, (1 .17 )
а/ J 4

у
где и -  cKopocfb флаксона ж нормированный на скорость 
элсктро магнитной волны в данной системе, которая определяется 
следующим образом

с=А/о, (1.1.8)

Следовательно, безразмерная скорость флаксона равна:

„ = ^  (1.1.9)
С

и меняется в пределах от -I до +1.
Как видно из у равнения <1.1.7) возмущение, связанное со сторонним

током r(i) не убывает на бесконечности Для этого необходимо сделать

перенормировку в уравнении (1.1.2), чтобы это требование выполнялось
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физически это означаез. что влияние шума на флаксона происходит через 
индуцированные колебания однородного состояния Этот вопрос был 

подробно исследован в работах [34,35], как для переменного во времени, 
так и для случайного стороннего тока и были найдены спектральные 
атотности флуктуаций скорости флаксона.

Кроме того, в рамках адиабатической теории возмущений, которую 
мы применяем не учитывается обратное влияние излу чения линейных волн 
испускаемого флаксоном на изменения его параметров Как показали 
результаты работ (45,46| при достаточно малых возмущениях влиянием 
радиационной составляющей на динамику флаксонов можно пренебрегать. 
Однако, как будет показано далее, используемый нами подход дает 
хорошее согласие с результатами численных расчетов для мачых 
интенсивностей случай1юго тока.

Далее полагаем, что сторонний ток состоит из постоянной и 
случайной компонензы

М * Х + / И  (1.1 .9)

Случайная функция ;(<) предполагается дельта - коррелированным 

во времени гауссовым шумом со следующими статистическими 
характеристиками

</W>=ft < Л < № )> = ьг% -') d  i io)
где угловые скобки ошачают усреднения по всевозможным реализациям 

случайной функции f \ t \  О2 выражает безразмерную интенсивность 

токовых флуктуации Таким образом, релятивистская стохастическая 
динамика флаксонов в лжокфсоновской линии передачи под действием 
постоянного и случайного стороннего тока, а также различных типов 
диссипации описываскя следующим уравнением

* )- J Ди + ^1/, + /(0(1 -"*)* (1.1.10)
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Следовательно, нашей ближайшей задачей будет определения 
функции распределения импульсов и скорости флаксонов на основе этого 
уравнения. Этому посвящен следующий раздел.

1.2. Уравнение для функции распределения импульсов флаксонов

Прежде чем переходит к выводу уравнения для функции 
распределения импульсов флаксонов необходимо отметить, что 
стохастические дифференциальные уравнения вида (1.1.10) играни важную 
роль в теории броуновского движения, в теории стохастческих 
дифференциальных уравнений, в теории флуктуаций, в теории 
флуктуационных фазовых переходов. Имеется обширная литература по 
1юводу таких уравнений и их применения [3-11, 47-54) В частности, в 
книге [3] дается подробное объяснение возникновения случайных 
процессов, изложены методы теории случайных функций, а также 
нелинейное преобразования шума. В обзоре (7) (и в цитированных в них 
дитсра турах) основное внимание уделено явлению нелинейного 
броуновского движения и стохастическим методам их описания, а также 
кинетическим флуктуациям при броуновском движении Мы здесь и в 
дальнейшем для конкретности, в основном, будем ссылаться книгам (3] и

Согласно определению Климоитовича уравнение (1.1 10) описывает 
нелинейное броуновское движение. Но мы придерживаемся другую точку' 
{рения и назовем его релятивистским броуновским движением частице - 
подобных волн - флаксонов. поскольку их скорости и импульсы, как 
известно, связаны следующим релятивистским соотношением

m

( 1.2 . 1 )
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Следовательно, благодаря нелинейной связи между импульсом и скоростью 
частииы происходит нелинейное преобразование их функции 
распределения (короче говоря, нелинейное преобразования статистики), 
даже если импульс или скорость частицы подчиняется линейному 
уравнению Ланжевсна типа (1.1.10). Мы это продемонстрируем в 
следующих разделах

Теперь вернемся к уравнению (1.1 10) и шмстим, что случайная сила 
/(О входит в него мультипликативно Однако преобразование

позволяет его свести к уравнению с аддитивным шумом следующего вида:

—  * -аР + {дР<1 + /, , ) + ̂ Я 0  (12 .3 )
dt 3 4

Если же * 0 мы получаем линейное стохастическое 

дифференциальное уравнение относительно импульса Р . Таким обраюм, в 
этом случае преобразование (1.2.2) преобразует нелинейное стохастическое 
уравнения для скорости в линейное сюхастическое уравнение 
относительно импульса Р . Ясно, что такие с лу чаи встречаются крайне 
редко, по этой же причине они и ценны.

Для вывода уравнения описывающее функцию распределения 
импульсов F(P,t) воспользуемся тем, что уравнение (1.2.3) полученное 

нами является частным случаем следующего более общего стохастического 
дифференциальною у равнения первого порядка (3J:

4£ = <ЦР) + Ь(Р)411). (12 .4 )

где а(Р) и Ь{Р) произвольные детерминированные функции Р.  Если 

случайный коэффициент {(/) в этом v равнении удовлетворяет тем же 

условием, что и случайная составляющая юка /(#) т.е.

(# 0 )= 0 , (#/)#»')) = 2ft*[/-»'>. (1.2.5)



то в дельта коррелированном во времени приближении уравнение для 

функции распределения h *  запишется следующим образом (3|

где At/1) и kjiP) так называемые ко >ффициенты и1ггеисив1юстей 

выражаются через функции а(Р>, /></'» и D согласно следующим 

выражениям

Далее подставляя выражения для ко»ффициентов интенсивное!си 

*,<**> 11 к:<р ) * ( 126 )  и раскрывая частные производные по Р и их 

упрощения, получаем следующее искомое уравнение для функции 
распределения F * F(P.i) (3.9] (см также работу А9, где оно получено 

методом вариационных производных).

Уравнение (1.2.8) важно тем. что оно в ряде случаев позволяет 
определить временную зависимость функций распределения, которая ценна 
для анализа переходных процессов в раз личных физических системах с 
флукту ирующими параметрами.

Мы в дальнейшем для конкретности ограничиваемся нахождением 
стационарного т.е. установившегося решения уравнения (1 .2 .8), которое 
существует только в том случае, если ко»ффициенты интенсивностей *, и

dFкг не зависят от времени. Для стационарною решения —  = 0 и согласно
dt

(1.2.8) получим обыкновенную шфференциальную уравнению 
относительно F(P)

( 1.2.6)

Г) dh'
к,(Р) = < Ц Р ) * ^ ~ .  кДР)=1Ы*.

2 or
(1-2.7)

^ - \о Ц Р )^ - \Ь (Р )  F{P)\-*P)  / W  = 0 . 
JP | аР (1.2.9)



Для выполнения последнего условия, выражение стоящее внутри
фигурной скобки должно быть постоянным Полагая, что функция
распределения F{P) стремится к нулю в бесконечных пределах, получим.

чю это постоянная равна нулю. Тогда из предыдущего выражения

получаем следующее уравнение

Db-^-(bF) = a F . (1 .2 .1 0 )
JP

О т с ю д а  лепи, находим стационарную функцию распределения F(P)  в 

следующем общем виде

“ 2 , , )

гае постоянная А определяете* от условия нормировки

1. (1.2.12)

Теперь вернемся к уравнению (1.2.3) и учитывая, что в 
рассматриваемом слу чае

<.(/•)--аР + ̂ рРу\ + Р' )*±г.  . . {<*>-j / W » < 1.2.13)

и вос1юльзовавшись выражением (1 .2 .11) находим функции) распределения 
импульсов флаксонов под действием постоянного и случайного тока, а 
также различных типов диссипации (A I-A 4).

<̂/>) = Л е * р |1 [ ^ Я - |/> ! -£ (2 Р ; ♦/>*)]}. (1.2.14)

где П - перенормированная интенсивность токовых флуктуаций,

а постоянная А определяется условием нормировки (1.2.12) Отметим что, в 
работах [А1-АЗ] этот результат был приведен без доказательс гва

В следующих разделах главы на основе этого главного результата 
для функции F(P) будут найдены и анализированы функции
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распределения скорости флаксонов совершающих релятивистское 
броуновское движение в физически различных интересных случаях.

U . Асимметричная функция распределения скорости флаксонов

Начинаем нахождения и исследования функции распределения 
скорости флаксонов с наиболее простого случая, когда коэффициент 
диссипации 0  равен нулю, т.к. когда можно пренебречь квазичастичным 

током нормальных (т.е. нссверхпро-водящих) электронов в 
сверхпроводящих слоях лжоэефсоновских переходах. В этом случае из 
(2.2.14) получаем следующую функцию распределения импульсов 
флаксонов (-оо^р^оо);

П />) = J^expj-a </>-&)2), (1.3.1)

где параметры 0 и  ̂определяются следующими выражениями

а = Т ^  ь * * 1 Г*  ( , 3 2 >2D 4 а

Теперь с ПОМОЩЬЮ найденной функции распределения импульсов 

флаксонов h(P)  опре;кмим функцию распределения скоростей флаксонов 

на основе формулы преобразования функции распределения (см. 
напр.[3]):

dP- M j v \ « u)<lu . (1 .3 .4)
— -4 ** * -4

Следовательно, функция распределения скоростей флаксонов определяется 
следующим выражением

(1.3.5)

Далее учитывая релятивистскую зависимость (1.2.1) между 
импу льсом и скорости флаксона, а также что
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(1.3.6)
Ju

п о л у ч а е м  функцию распределения скорости флаксонов под действием 
п о с т о я н н о ю  и случайного тока, а также диссипации, обусловленною 
т у н н е л и р о в а н и е м  нормальных электронов поперек джозефсоновского 

контакта [АЗ];

* и ) (13 .7 )

Как следует из последнего выражения. и мы имеем

асимметричн\ю функцию распределения скорости флаксонов 
совершающие броуновское движение. Ясно, что это асимметрия 

обусловлена действием на флаксонов постоянного составляющего тока У0.

Теперь вернемся с>юва к фу нкции распределения (1.3.1) и замечаем, 
что наиболее вероятный импульс флаксона и среднее значение импульса 
флаксона не гависят от интенсивности токовых флуктуаций т.е.

(Р>=Р„яЬ (1.3.8)

В то же время, наиболее вероятная скорость и средняя скорость флаканюв 
различаются между собой вследствие нелинейной зависимости скорости от 
импульса определяемая формулой (1 .2 .2 ), т.е.

<и)*ит *Ь  (1.3.9)

Этот фак! является весьма существенным, и как мы покажем ниже, 
приводит к нетривиальной вольт амперной характеристике 
джозефсоновского перехода с шумовым током.

Прежде чем определит среднюю скорость флаксона, гюлучим одно 
важное соотношение, позволяющее приближенно находит любую 

статистическую характеристику флаксона выражаемая функцией /(/ '» , 

зависящем от их импульсов (иапример. средняя и средне квадратичная 
скорость флаксонов), т.е.
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< / > =  \ / ( р ) П р ) 4 > ( I 3.10)

Для вычисления этого среднего замечаем, что при очень малых 
интенсивностей шумового тока распределение (1.3.1) имеет резкий

максимум при Рт=Ь. Следовательно, существенный вклад в интеграл 

(1.3.10) дают значения функции /(/>> вблизи этой точки. Далее полагая, 

что функция /(/>) является ограниченной и непрерывной, развернем c t  в

Учитывая явный вил функции распределения импульсов флаксонов (1.3.1) 
1юлучаем следующую асимптотическую формулу для средних значений 
функции /(/» ):

Теперь с помощью этой форму лы легко найти среднюю скорость флаксона:

Далее мы будем анализировать вольт -  ампернчю характеристику 
джозефсоновского перехода с шумовым током используя выше найденное 
значение средней скорости флаксона, поскольку ненулевое напряжение 
переносится только движущимся флаксоном. т.е. пропорционально его 
скорости. Следовательно, нормированное напряжение или нормированная 
скорость флаксона в джозефсоновском переходе с постоянным током без

шума определяется установившимся скоростью флаксона Ц,=Ц„ж-7• - .
4\+Ь‘

Аналогичным образом, среднее нормированное напряжение определяется 
средней скоростью флаксона (1 .3 .13).

Кряд и получаем:

</> = /(А ) + ̂ Л * ) ~  +
2 2а

( I  3.12)

(1.3.13)
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Таким образом, разность напряжении в джозефсоновском переходе 
без шума и со случайным током будет пршюрционалыюй разности средней 
и детерминированной скорости флаксона в этих случаях. Учитывая (1 .3 .1 3 ) 

полу чим следую щ ую  выражению определяющий эту разность скоростей

Л. =и, -<и) =^-— (1.3. 14)
*  М *

Отсюда следует, что разность Дм меняется немонотонным образом при 

возрастании Ь т е при увеличении 1юстоянного нормированною тока ?0 и

1 2 аимеет максимум при & *- или когда , положение которого не

зависит от интенсивности флуктуаций тока. Согласна (1.3.14) это 
максимальная разность определяется следующим соотношением 

д 12 5̂ 24^5 ОДм * ----- ■----------. (1.3.15)
"  125в 125а а  '

Подчеркиваем, что это особенность вольт - амперной характеристики 
джозефсоновского перехода с ш\мпвым током, при малых интенсивностях 
его флуктуаций, не является очевидным. Действительно, как следует из
(1.3.1) средний импульс и импульс в детерминированной системе равны 

(Р) = P j* b .  Однако, вследствие нелинейной зависимости скорости от 

импульса, функция распределения скорости будет негауссовой (1.3.7), что и 
приведет к изменению вольт - амперной характеристики джозефсоновского 
перехода Для проверки полученных результатов нами проводилось 
численное моделирование реляшвистского броуновского движения 
флаксонов, ему будет посвящен с.кгдующий раздел.
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1.4. Численное моделирование релятивистской стохастической 

динамики флаксонов

Прежде чем переходить к изложению результатов численного 
моделирования броуновского движения флаксонов имеет смысла говорить 
несколько слов о моделировании в молекулярной динамике, в кинетической 
теории газов, в теории диффузии и флуктуации. Этой теме посвящена 
огромная литерату ра и мы ограничиваемся здесь упоминанием нескольких 
работ, которые, по нашему мнению, близки к обсуждаемой здесь проблеме. 
В частности, в книге (55] приведено некоторые методы моделирования 
динамического поведения систем многих частиц, установления 
равновесного состояния и теории диффузии. Работы же (56,57] посвящены 
численному моделированию равновесных свойств в одномерном и 
двумерном идеальном газе Работа (58] для нас представляет особый 
интерес, поскольку в ней. в частности, было моделировано динамика 
частиц в нелинейной кристаллической решетке, когда их начальные 
скорости подчинялись следующему одномерному распределению

FO O *-^ схр *-у ), (1.4.1)

где и = — -  скорость атомов нормированная на их эффективну ю тепловую

скорость (*  - постоянная Больцмана, т - масса атомов решетки. Т -

абсолютная температура) Авторы этой работы получали важный результат
о том. что энергия термали «уются только в первоначально термалиюванной 
цепочке при ненулевой температуре. Следовательно, результаты 
проведенного здесь нами численного моделирования представляет 
самостоятельный интерес, как для теории стохастических нелинейных 
волновых уравнений, так и для теории релятивистского броуновского 
движения.
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Щ Численное моделирование релятивистской стохастической динамики 
флаксонов базировалась на стохастические уравнения (1.1.2), (1 .13 ) н
(1.2.3). Случайный ток моделировался белым шумом, который получился 
стандартным методом преобра ювания равномерно распределенного шума 
(см.напр. (59.60J). Для моделирования уравнения (1 1 2 )- (U J )  применялось 
трехслоиная и пятиточечиая численная схема с шагами 005

л/ * 0,02 соответственно по координате и по времени Язя интегрирования 

стохастического уравнения (1.2.3) воспользовались методом Рунте-Кутта 
седьмого порядка Моделирование провелось при следующих значениях 
параметров «дачи ^ » о ; а  ■ о,05; а  » 0.05; 0.1 н редуцированный ток

То меняется в пределах от нуля до 0.5.

4.0

-15  0 15

Рис. 1. Эволюция флаксонного поля p , ( x j )  под действием шума

°  ( а 2 =0,01,у, *0,0318)
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п. л и

Рис. 2. Асимметричная функция распределения скорости (параметры те же, 
что и на рис. I) . Кривая теория, гистограмма-числсиный расчет.

На рис. I показана эволюция флаксона под действием шу мового тока. 
Видно, что амплиту да излученных линейных воли очень мала по сравнению 
с амплитудой флаксона. Важно также, что в каждый момент в системе 
существует один флаксон Следовательно, примененный нами метол 
адиабатического приближения корректно в выбранной области параметров.

На рис.2 представлены фу нкции распределения скорости флаксонов 
полученные на основе моделирования стохастического уравнения (1.2.3) и 
найденная аналитическим способом (1.3.7). Видно, что функция 
распределения скорости построенная по 1000 реали(ациям имеет ярко 
выраженный асимметричный характер
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T. а.и.

Рис. 3. Зависимоегъ разности напряжений от шачений постоянною гока 
Сплошные линии-теория, тёмные значки-чис ленный расчет по (1.1.1), 

светлые - численный расчёт по (1.2.3). а  о-0,1; * -

На рис.З покатана зависимость разности напряжения от постоянною 

тока /о При численном моделировании уравнения (1.2.3) мы определяли 

мгновенную скорость флаксона. которая усреднялось по 1000 реализациям 
При интегрировании уравнения (1.1.2) -  (1.1.3) мы определяли срслняю 
скорость за временной интервал TH 000, которая затем была усреднена (ю 
20 реализациям шума. Заметим, что в каждой реализации наблюдалось 
заметные флукгуации разности напряжения. Из этого факта следует, что 
для экспериментального наблюдения этих флуктуаций требуется 
Достаточно большое время.

Видно достаточно хорошее согласие между теоретическими 
Предсказаниями и результатами численных расчетов Из рисунка видно, что
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положения максимума функции Аи(%) приблизительно одинаковое и не 

мвисит от интенсивности шумовой компоненты тока
Следует отметить, что при малых значениях постоянного тока 

заметную роль в динамике флаксонов начинает играть случайная 
компонента тока. Согласно результатам численного моделирования при 
больших шумах (например, при <г>0,1 для а  «0.0$) в системе 

возбуждаются другие нелинейные молы и адиабатический подход 
становится неприменимым . В численном эксперименте появление новых 
мод регистрировался, как по изменеию профиля флаксона так и по

резкому изменения напряжения на переходе
Таким образом, мы можем заключать, что при малых возмущениях 

действующих на флаксоны их стохастическая релятивистская динамика с 
хорошей точностью описывается адиабатическим приближением. В этой 
области параметров имеется хорошее согласие между теоретическими 
расчетами и результатами численного моделирования.

Конечно же здесь интригующим вопросом является повеления 
флаксонов в отсуствин гюстояиной компоненты гока, когда его динамика 
полностью определяекя случайным током (61-67). Мы далее убедимся, что 
здесь нас действительно ожидает ряд непредсказуемых результатов.

1.5. Теория релятивистского броуновского движения квантов 
магнитного потока

Нашей целью в этом разделе является нахождение функции 
распределении скорости флаксонов в полностью релятивистском случае 
при произвольном уровне токовых флуктуаций, когда постоянная 
составляющая стороннего тока равна нулю.

Согласно (1.3.1) в этом случае функция распределения импульсов 
флаксонов имеет следующий вид
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(--< P< < -). (15  1)

В целях облегчения понимания ниже по.тучасмых результатов для

диализ свойств этого движения в нерслятивистском случае (или, то же 
самое, в рамках линейной теории броуновского движения). Поскольку в 
этом случае нормированные импульсы и скорое ги флаксонов равны между 
собой, т.е. р=и, то функция распределения скорости подчиняется тому 

же распределению что и импульс т.е.

Отсюда следует, что наиболее вероятная скорость флаксонов 
(напомним что и нормированная r-ова составляющая скорости флаксона) 
не зависит от параметра а т.е. от отношения коэффициента диссипации к 
интенсивности токовых флуктуаций D и всегда равна нулю.

Характерные средние модуля скорости флаксонов находятся по 
формулам нахождения средних значений, соответственно следующими 
выражениями

Учитывая функцию распределения флаксонов, которая согласно
(1.5.2) является максвелловской и перв>ю формулу в (1.5.3) находим 
среднюю модуля скорости флаксона

р е л я т и в и с т с к о г о  броуновского движения флаксонов, вначале приведем

(15 .3)

получаем

(15 .5 )
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Для нахождения среднего квадрата модуля скорости флаксона учтем, 
что согласно условию нормировки ф> нкцни раснредс.тсние скорости f(u):

j  схр(- a y '\ iu  * -  Д  • ( I -5.6);  2 На

Тогда учитывая вторую формулу в (1.5.3) и (1 .5 .6). и используя 
свойства интеграла зависящего от параметра находим:

< (и)* >« 2 и } схр(- au')ju = ~  ] « р (- аи )du т ~ . (1 .5.7) 
м ;,  т Я da \  2а

Теперь определим среднеквадратичную флуктуацию модуля скорости 
флаксонов. которая, как известно, находится следующей формулой:

<1.5.8)

Таким образом, средняя квадрата модуля скорости и 
среднеквадратичная флуктуация модуля скорости зависят линейным 
образом от интенсивности шумового тока:

<М’ > - £ . 6 |« Н Н ’ >-(М)! * ( ' " ) !  0.5.9,

Теперь перейдём к исследованию свойств релятивистского 
броуновскою движения флаксонов, когда их динамика полностью 
определяется действием случайного тока. В этом случае согласно (1.3.7) 
релятивистская функция распределение скорости флаксонов имеет 
следующий вид (A I-A 3 , А5-А8]

ф(и) = ^ ( * ~ у *У2схр1~а и 1 • (1.5.10)

Используя последнее выражения, определим наиболее вероятную скорость 
флаксонов, которому соответствует максимум функции распределения их 
скорости. Вычисляя производную и приравняв се нулю, получаем 
уравнение
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— что производная функции распределения обращается в Оплота следует,
ноль при следу ющих значениях скорости

„ .О , шш±1. <| 5 , 2 >
Последнее следует h i того, что при а *  О, *<„) стремится к нулю при 

т е  при а * 0 флаксоны никогда не могут иметь предельные

скорости *± 1 .
Кроме этих значений скорости, производная функции распределения 

скорости обращается в ну ль еще при выполнении следующего условия

(1.5.13)
I -и

Отсюда следует, что последнее уравнение имеет следующие решения

l - y .  (1.5.14)

Таким образом, на основе этого анализа свойств релятивистской 
функции распределения скорости флаксонов мы придем к следующим 
важным выводам:

1 Если параметр а удовлетворяет условию а * * ,  то функция

распределения скорости имеет единственную экстремальную точку 

«= 0 соответствующая ее максимуму, те  в этом случае наиболее 
вероятная скорость флаксонов равна нулю (рис.4).

2. Если же 0 < в < - ,  то функция распределения скорости имеет три

■ ____________2 - Г  2*экстремальные точки и = ±̂ 1 ——, и = 0 Следовательно, в этом случае

нулевая скорость становится наименее вероятной (в этой точке ?(<<) 

имеет свой минимум) и появляется наиболее вероятная скорость 
отличная от нуля! Обратно говоря при у казанных значениях параметра а 

функция распределения скорости флаксонов становится дву хгорбовой.
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erfz » I - (1.5.21)

получаем следующие выражения для характерных средних скоростей 
флаксонов в укатанных предельных случаях:

Сравнивая выражения (1.4.5), (1.4.7) и (1.4.23) мы придем к выводу, 
что при а » 1  те  в случае малых интенсивностей случайного тока О « а  

релятивистские средние модуля и квадрата модуля скорости флаксонов 
переходят в их нерслялтвистские выражения. Подобно этом) 
релятивистская функция распределения скорости флаксонов *(«) 
трансформируется к функции распределения скорости флаксонов в 
иерелятивистском броуновском движении / ( * )  т.е. к максвелловском) 

распределению скоростей флаксонов.
В случае же а « I т.е. при малых диссипациях а «  D средняя 

моду ля и квадрата модуля скорости флаксонов приближаются к предельной 
скорости и = 1 т.е. к скорости электромаптитных волн в рассматриваемой 
системе (т.е. к скорости Свихартв с).

На рис.5 представлены трафики тависимости среднего модуля 
скорости флаксонов от флуктуаций тока полученные аналитическим путем 
и численным моделированием. Где прямая линия соответствует результат) 
нерелятивистской или линейной теории броутювекого движения флаксонов 
Кривая на этом рисунке покатывает ретультат релятивистской теории 
броуновского движения флаксонов Как видно их этого рисунка имеется 
прекрасное соответствие между теоретическими зависимостями и 
результатами численного моделирования в случае релятивистского 
броуновского движения флаксонов.

(1.5.23)

(1.5.22)
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Рис. 5. Зависимость среднее-арифмстической скорости флаксона от 
относительных флуктуаций тока а я- численный расчет по (1.2.3); 

сплошная кривая-формула (1.5.17). пунктир - нерелятивистская теория, 
найденная по Фп (и)

Как явствует из выше приведенных рассхэкдеиий. до сих пор 
относительная интенсивность токовых флукгуаций D считалась заданной. 
Правомерность такого подхода была обоснована в книге [7] и была 
демонстрирована в ряде примеров нелинейного броуновского движения 
(7,9). Если токовые флуктуации обусловлены тепловыми флуктуациями 
(или точнее говоря, тепловыми движениями атомов сверхпроводника), то 
при малых относительных интенсивностях этих шумовых токов 
справедливо, как было показано выше, нерслятивистская или линейная 
теория броуновского движения флаксонов. поскольку в этом случае 
скорости флаксонов подчиняются максвелловскому распределению для 
одномерных систем
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( I  5.24)

Здесь п и ' = Е9 энергия покоя частицы, кТ • тепловая энергия, к - 

постоянная 1м1льцмана, Т- температура в равновесном состоянии, с- 
скорость свет. Следовательно, сравнивая выражения распределения 
скорости флаьсо1к>в (1.5.2) для броуновского движении и распределение 
скорости частиц (1.5.24) для одномерного теплового движения получаем

соотношения (с учетом того, что <|и|̂  >• — )*:

Далее учитывая, что энергия покоя флаксона определяется 
выражением (см например [69]):

находим следующую связь между' относительной интенсивностью токовых 
флу ктуаций D и коэффициентом диссипации ОС

Здесь / -  максимальный критический ток Джоэефсона, - кваш 

магнитного потока. Заметим, что выражение (1.5.27) <с учетом того, что в 
работах (34-36) интенсивность шумовых токов обозначена как 2D) 
согласуется с выражениями в указанных работах, которые справедливы 
только для малых интенсивностях токовых флуктуаций, т.е. когда D « a . 

Следовательно, в этом пределе средняя квадрата скорости определяется 
выражением

(1.5.25)

(1.5.26)

(1.5.27)

< У! >»< (l#|J >* —  * — «  I (О »  I) .
2а а

(1.5.28)

1 Эту соотношению можно получать также на основе равенства термодинамического и 
статистического среднего
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Теперь сравнивая последнее выражение с условием появления 
ненулевых наиболее вероятных скоростей флаксонов

2а<3. - > т *  (1529)а  3
мы придем к заключению, что обычная оценка сильных токовых 
ф л у к т у а ц и й  определяемая условием [3,4,27.28,34-36]

5 . 1 ,  (1.5.30)
а

носит только качественный характер. Болес того, как видно из сравнения 
условий (1.5.29) и (1.5.30), аномальное поведение флаксонов наступить еще 
до выполнения условия преобладания шумовых токов (1.5.30). 
Следовательно, только точная релятивистская теория броуновского 
движения флаксонов позволяет описать указанну ю особенность в динамике 

флаксонов.

Наиболее нетривиальным результатом релятивистской теории 
броуновского движения флаксонов является их сверхподвижность в 
недиссипативной джозефсоновской линии передачи т.е. при сг=0 -  их 
движения с предельной скоростью в рассматриваемой системы (аналог 
улвтрарелятивистского движения флаксонов под действием постоянного

Ъ Ь  =  ^тока и диссипации с установившиеся скоростью и4 •  1, где 4л
V I+Ь2

и * - » • ) .  Следовательно, в зтом пределе релятивисзскую функцию 
распределения скорости флаксонов можно представить в виде суммы двух 
дслыа - функций т.е.

Ф(и)« 4 » ! -|)«1(*(1» + |)+£(,,-|)). (1.5.31)

Это с физической точки зрения означает, что релятивистские 
броуновские флаксоны т.е. кванты магнитного потока трансформируются в 
элеккромагнитные волны т.е. в фотоны распространяющихся в 
Противоположных направлениях со скоростями и = ±1. В рассматриваемой
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системе это вполне естественно, поскольку трансляционные моды 
распространяющихся с предельными скоростями и *  ±1 принадлежат к 
множеству точных решений уравнения синуса-Гордона [70].

Это заключение проясняет еще одну важную черту стохастической 
неустойчивости и стохастического распада солитонов синуса-Гордона (см. 

также [71-74].
Теперь подробнее обсудим условия флу кгу анионной неустойчивости 

флаксонов, которая имеет мгето при выполнении неравенство:

/ .< / ,.  (1.5.32,
2 ЯК/

где /г -максимальный критической ток Джозефсона, /А - флуктуационний 

критической ток соответствующее температу ре Г:

- Л Г .  (1.5.33,

Фигурирующая здесь постоянная А определяется следующими

фу ндаментальными константами: постоянной Больцмана * = 1.38 10"**^^ и
К

квантом магнитного потока Ф , = 2.06875 10',5Вб. Следовательно, это
2е

постоянная составляет величину порядка

А =0.126 — . (1.5.34)
А

Таким образом, согласно выражениям (1.5.33) -  (1.5.34) при гелиевой 
температуре Т = 4.2К и азотовой температуре Т - П К  флу кту анионный 

критический ток равен соответственно 0,53 т к А  и 10 т к А . Отсюда

видно, что в низко -  токовых сверхпроводников с максимальным 
критическом током порядка одного шкА [75] реализуются условие 
флуктуанионной неустойчивости флаксонов. В случае же высоко токовых 
сверхпроводников с максимальным критическом током порядка 100 тк А  
[27] флаксоны являются флуктуационно устойчивыми



Таким образом, чтобы флаксоны были флуктуациоино устойчивыми 
должно выполнятся условия обратное (1.5.30) т.е. максимальный 

крКГИческий ток Джозефсона 1С должен быть больше чем критический 

флуктуашюнный ток /* (заметим, что это значение 3 раза больше чем, 

которое следует из качественных оценок). Теперь учтем, что критический 
ток Джозефсона тоже является функцией температуры Т  [75]

Щ  С 5  35)

где Я * (Г ) - нормальное сопротивление сверхпроводящего слоя в 

джозсфсоиовском переходе, А ( г )  - энергетическая щель сверхпроводящего 

материала, которой определяется критическая температу ра Т с перехода в 
Сверхпроводящее состояние.

Отсюда видно, что если то максимальный критический ток

определяется максимальным джозефсоновским напряжением:

1 ,{тХЛт)-К. К ш^ р  ( г « П ) .  (1.5.36)

Следовательно, при произвольной температуре выражение (1.5.35) 
мож1ю записать в следующем удобном виде

(1.5.37)
Yi

где Vj -  шумовое или флуктуанионное напряжение определяемое 

соотношением

v, “  —  - 2 7 ^ ^ - Г . (1.5.38)ЮР л

Согласно (1.5.38) при температуре Т = ТАК флуктуанионное 

*/ будет порядка 0,2 мВ. Следовательно, в таких случаях для 

^•■■■•ости флаксонов должны выполнятся условия / >/А и К >У/- 

И* практике получение джозефс о но вс к их переходов с высокими
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значениями максимального напряжения и соответственно тока трудно 
реализуемо и является серьезнейшей технологической проблемой [76]. 
Отметим, что в работе [77] относительно недавно удалось получить 
лжозефсоновскис переходы из метвлооксидных сверхпроводников с 
высокими критическими параметрами: плотность максимального

критического тока J  **(2-5)  1 0 ' Vc *  25ткА) и характерное
cv

напряжение Уе = (0,6-0,9).м в при температуре Г = П К % которое
S

соответствует высоко -температурным сверхпроводникам. Особо 
подчеркиваем, что эти значения критических параметров тока и 
напряжения соответственно на два и на одного порядка выше чем обычных, 
т.е. низко -  температурных сверхпроводников. Но, к сожалению, при 
температурах близких к критической температуре перехода в 
сверхпроводящее состояние критический ток Джозефсона существенно 
уменьшается и поэтому при увеличении температуры возрастает роль 
токовых флуктуаций (как внутренних, так и сторонних) [19,21,27,28,76,75] 
(особо рекомендуем смотреть литературу по обсуждаемой проблеме 
приведенные в сборнике [76]). Таким образом, по-видимому, отмеченная 
выше флуктуационная неустойчивость флаксонов является одной из 
серьезных проблем, которую предстоит решать для создания и применения 
джозефсоновской линии передачи, разрабатываемых на основе высоко -  
температурных сверхпроводников. Однако, как известно, пока полной 
ясности как о механизме высоко -  температурной сверхпроводимости, так 
и о природе токовых флуктуаций в высоко -  температурных 
сверхпроводниках не существует (см. напр. [31,32,33,76] и приведенные в 
них литературу). Следовательно, в последнем случае вопрос о 
статистической природе токовых флукту аций остается открытым и требует 
знания их физическою механизма возникновения на основе 
микроскопических уравнений теории высоко -  температурной



1срхпроводимости. Но более глубокое проникновение в эту, несомненно,
направление выходит за рамки темы настоящей монографии. И мы

в Г р * и и ч и в а е м с я  выше приведенными соображениями по этому поводу . В
конпс раздела приведем выражения среднеквадратичной флуктуации
частоты излучения связанное с движущимся флаксоном считающиеся
одной из важнейшей излучательной характеристикой джозефсоновской
линии передачи, в которой переносчиком сигнала служит квант магнитного

Ьргака _ флаксоны. Для этого используем известное соотношение для

частоты/этого излучения [34-36]:

/ « —  (1.5.39)
J 2 L

Здесь v-скорость флаксона. L -длина джозефсоновской линии 
передачи. Теперь учитываем, что среднеквадратичная флуктуация частоты 
определяется выражением [ср. с (1.5.8)]

Df = < / * > - < / >

где -  среднеквадратичная флуктуация скорости флаксонов т.е.

■  0И-<Н’ >-<н>*-
Следовательно, на основе релятивистских флуктуациопно- 

диссипативиых соотношений (1.4.17-1.4.18), связывающие средние 
скорости флаксонов с относительной интенсивностью токовых флу ктуаций 

D и коэффициентом диссипации а  получаем следующую формулу для 
среднеквадратичной флуктуации нормированной частоты излучения

ЦТ ^  = ^ а , “ ^ ( И ) - (М )г . (1.5.40)

Ч Р  ^ ш 2 1  ~ ^рактерная частота излучения джозефсоновской линии 

передачи.
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Отличительной чертой этой зависимости является то, что она имеет 
свое максимальное значение при некотором промежуточном значении

параметра а *  ̂ , определение которого мы оставляем читателю в качестве

упражнения (см.задачи к первой главе).
Таким образом, относительные среднеквадратичные флуктуации 

частоты излучения связанное с движущимся релятивистским флаксоном 
ограничены при любом уровне токовых флуктуаций и диссипации в 
джозефсоиовских линиях передачи. В этом проявляется ещё одна 
уникальная сторона солитонного механизма передачи информации.

Разумеется, что при броуновском движении флаксонов случайным 
образом меняется не только их скорости, а также другие его параметры 
Исследованию этого важного с физической точки зрения вопроса будет 
посвящен следующий раздел этой главы.

1.6. Функция распределения дискретного спектрального параметра 
броуновских флаксонов

В предыдущих разделах наше главное внимание было уделено
исследованию изменения скорости флаксонов, а также связанных с ним
величин обусловленные диссипацией и случайностью тока. Однако
случайное начальное условия также приводит к тому, что параметры
образующихся солитоиов будут распределены случайным образом
Существенный прогресс в этом направлении был достигнут посредством
применения метола обратной задачи рассеяния [78-82]. Применения этого
метода позволял определить изменения данных рассеяния (или
спектральных параметров), как дискретного, так и непрерывного спектра,
обусловленные случайными вариациями начальных волновых импульсов.
Существует весьма обширная литература посвященной этой теме. Но мы
ограничиваемся приведением только работы [83] (см. также цитированные
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L n c p s iy p y )’ KOT°P** посмщсна Функции распределения
Г  флаксонов. образующихся из случайно модулированных

Р ».ч1»пггною типа. Используя метод преобразования случайныхимпул^011 магнитно
роЛНОвых и м п у  льсов в нелинейных диспергирующих средах предложенный 

Jg2] (СМ. также работу [А8], где он обобщен для интегрируемых 
^Лрейных эволюционных уравнений), авторы [83] показали, что функция 
рв0феделения поправок к дискретному спектру и определяемый им 
в в - 0СТи флаксонов подчиняются негауссовому распределению Они 
определяли также наиболее вероятную и среднюю поправку к этим

параметрам флаксонов.
Мы здесь эту' же проблему исследуем в другой постановке, когда 

случайное распределение дискретного спектрального параметра 
обусловлено токовыми флуктуациями в джозсфсоновской линии передачи, 
т.е. иначе говоря, связанное со статистикой среды. Для этого мы 
используем следующую связь между дискретным спектральным 
параметром и нормированной jr-ова компонентой скорости флаксонов, 
которая вытекает из метода обратной задачи рассеяния [81]:

* т* ш^  (-•< «< 0- п .6 .1 )

Отсюда следует, что дискретный спектральный параметр движущихся 
флаксонов можно получить преобразованием Лоренца дискретного 
спектрального параметра покоящихся флаксонов. Заметим, что исходное 
невозмущенное уравнение синуса-Гордоиа является релятивистски - 
инвариантным и поэтому его решение также можно получить Лоренц- 
преобразованием неподвижных флаксонов [23,70]. Добавим также, что 
члст°та излучения движущегося источника, когда он совершает одномерное 
движение, определяется формулой Доплера:

( “ » < * < » ) .  ( 1-6 .2 )
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аналогичной выражению (1.6.1). Здесь v0-  частота излучения покоящиеся 

источника.
Для определения функции распределения дискретного спектрального 

параметра х мы используем, как и раньше формулу преобразования 
функции распределения, которая в данном случае имеет следующий вид

ф(и>/и =ф[м(л^м(ж)*ф1ы(х)1—  dx
1 dx

l(x)dx. (1.6.3)

где /(х) функция распределения дискретного спектрального параметра

Далее учитывая, что согласно (1.6.1) нормированная дг-ова скорость 
флаксонов

О *» »

находим

т\ (|65><ь\ (1+JT7

Подставляя (1.6.4) и (1.6.5) в выражение (1.6.3) и вспоминая, что 
релятивистская функция распределения скорости флаксонов имеет вид

(1.6.6)

после ряда упрощений получаем следующую функцию распределения 
дискретного спектрального параметра флаксонов [А4.А10]

(1.6.7)

Напомним, что здесь а т ~ - % где а -коэффициент диссипации. D -

относительная интенсивность токовых флуктуаций (как внутренних, так и
внешних). Таким образом, как видно из последнего выражения функция
распределения дискретного спектрального параметра /(*) существенно

отличается от гауссового распределения, которое имеет место при
максвелловском распределении скорости флаксонов. Действительно, в
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шиште согласно (1.4.2) скорости флаксонов подчиняется 
послед»*4' случ
распреДслс,,мк>

Щ Ш  / М - ^ е ч . ( — * ) ,

■'..h  —  ■» спектральный параметр дг зависит от скорости флаксонов 
а дискр4- 
пииейным обратом

jr -  I -  « . (I 6.9)
Тогда функция рве пределе ни» /(х) будет очевидно гауссовым т е .  

7(х)=  / " е к р ! - ^ - ! ) 1). (1.6.10)
К ^

»вательно. в этом случае при любом значении параметра а 

наиболее вероятное значении и среднее значение дискретного 
спектральною параметра равны между собой

хт ■< ж >• I • (1.6.11)

и не завися! от а. Поэтому параметр а можно определить зная только 
среднюю квадрата дискретного спектрального параметра

< jr* »■ 1+ <•#*>« 1 ♦ — , (1.6.12)
2а

или зная среднюю квадрата разности х - х т т.е.

< (х -хт )2 >-< и* >* — . (1.6.13)
2а

Очевидно, что в этом случае лучше иметь дело со следующим 
симметризированным распределением для ах = * - хя

116,41

Теперь перейдем к исследованию свойств нового, необычного
(1.6.7) для днекреттюго спектрального параметра х, 

с°отастс1вуэо|цее релятивистскому броуновскому движению флаксонов.
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Сначала определим наиболее вероятное значение дг, которое 
соответствует максимуму функции распределения /(*). Взяв производную 

и приравнивая ее нулю, получаем следующее у равнение

У .  (1.6.15)I"
решением которого определяется наиболее вероятное значение дискретного 
спектрального параметра х. Как видно из выражения (1.6.15) наиболее 
вероятное значение лежит в промежутке (0,1).

Далее введи обозначение Jr = у ,  получаем следующее кубичное 

уравнение относительно переменной у:

(1.6.16)

Анализируя дискриминант этого кубичного уравнения (см. напр. 
[59,60]) придем к выводу, что при любом конечном значении параметра ч 

оно имеет единственное решение -  соответствующее наиболее вероятному 
значения дискретного спектрального параметра флаксонов

, “ * ^ Й ( г + 5 ) + Й ( г - 5 ) ' Г  < 1 6 | 7 >

где

343
256

(1.6.18)

Таким образом, хт зависит от параметра а и монотонно возрастает 

при его увеличении. Или обратно, зная наиболее вероятное значение 
дискретного спектрального параметра мы можем определить параметр а 

обращая формулу (1.6.18), или соотношения ( 1.6.15):

<• =  7 ---------- г т г -  (1-6.19)( |- х , Х| + х, Г
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Отсюда учитывая, что «»- —  определим итгтенсивность токовых 

Вртнуаций D, представляющая наибольшую физическую значению

( 1.6 . 20)

8 *

С помощью (1.6.18) или (1.6.19) получаем следующие выражения для 
f^ fio n e c  вероятного значения дискретного спектрального параметра , 

с о о т в е т с т в е н н о  при малых и больших значениях тираметра а

•Л |"<<|>хп - \ - ~  (о » 1 ). (1.6.21)
а

Последний результат согласуется с результатом, полученным в 

рабою (83) для поправок Ахя  с учетом того, что а Следовательно.

оба результата обусловлено нелинейным преобразованием отмеченных 
выше статистик и не следуют из гауссово го приближения для функции 
распределения Это и показывает нстривиальность результатов обоих 
работ Разница лишь в том, что в одном случае возможные значения 
дискретного спектрального параметра определяется флуктуациями среды, а 
в другом случае - случайностью начального условия.

Теперь исследуем максимум функции распределения дискретного 
спектрального параметра, поскольку он дает наибольший вклад в 
вероятное!ь получения этой величиной того или иного значения. 
Подставляя асимптотические выражения для наиболее вероятных значений 
дискретного спектрального параметра яж (1.6.21), в функции 

распределения (1.6.7) получаем следующие результаты:

(* « 1 ) , / « « - Л  ( e » l ) .  (1.6.22)

Из видов этих асимптотических выражений максимумов функции 
Распределения нетрудно понять, что существует минимальное значение
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функции распределения в некотором промежуточном значении параметра
а.

Иллюстрация и подтверждения представленных здесь теории 
последовательно приведены на рисунках 6-9. На рис. 6 представлены 
графики функции распределения скорости флаксонов для различных 
значений параметра а, показывающие флуктуационную неустойчивость 
флаксонов, выражающийся в появлении двугорбости в функции 
распределения.

Из рис. 7, где представлены графики функции распределения 
дискретного спектрального параметра. Видно исмотонное изменение и 
наличие их некоторого минимума. Рисунок 8 построенный на основе 
аналитической формулы (I.6 .17H 16 .18) показывает монотонный рост 
наиболее вероятных значений дискретного спектрального параметра от 
нуля до единицы. Наконец на рисунке 9 представлен график максиму ма 
функции распределения дискретного спектрального параметра 
построенный на основе выражений (1.6.7) и (1.6.17). Как видно отсюда, 
действительно существует такое критическое значение параметра а 

(<% =0#01 - найденный нами численно), при котором имеется минимум этой 

зависимости. С физической точки зрения это соответствует абсолютно 
минимальной реализации наиболее вероятного значения дискретного 
спектрального параметра броуновских флаксонов.

В конце раздела приведем явное выражение критического параметра 
а полагая, что токовые флу ктуации обусловлены термализацией флаксонов 
тепловой энергией. Учитывая, что согласно (1.4.32)

“ - & •  <16-23> 

а также критическое значение ^=01801 получаем следующее выражение 

[А7]
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Рис. 6. Релятивистская функция распределения скорости броуновских
флаксонов

“ *с.г7. Функция распределения дискретного спектрального параметра

флаксонов
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я
Рис. 8. Зависимость наиболее вероятного значения дискретного 

спектрального параметра от а

Рис. 9. Зависимость максимума функции распределения дискретного 

спектрального параметра флаксонов от а
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(1.6.24)
4 jk T

Подстамяя численные значения фундаментальных констант в 

ярвдыл)выражение имеем

Отсюда вид|ю критическая роль флуктуацнонных токов в низко 
т о в ы х  с в е р х п р о в о д н и к а х , которые используются в джозефсоновскнх 
жоехолач. когда последние применяются для детектирования низко
I  V

З ве р ги ч м ы х  электромагнитных излучений или сверх малых токов (см.более 
под робно  в [19, 21, 22, 27, 28J). Действительно, уже при флуктуанионном 

токе Ih - 5мк.< соответствующая ему эффективна! шумовая температура 

Г « 75А', будет порядка температуры жидкого азота. Это существенно

распределенных джозефсоновскнх генераторов (или детекторов). При 
флуктуацнонных напряжениях порядка джозефсоновского напряжения Vc 
следует учитывать также влияние квантовых шумов и флуктуации 
сверхпроводящих ту ннельных токов [85-87]. Но в этом случае волновое 
уравнение описывающее распространение квантов магнитного потока в 
распределенных джозефсоновскнх переходах становится интегро- 
дпфференциальным [85), что существенно осложняет анализа влияния 
флуктуацнонных эффектов на их динамику. Это требует дальнейших 
исследований в этом направлении, поскольку в этом случае уравнения 
движения флаксонов также будут стохастическими ннтегро- 
дифференцнальными уравнениями. А для таких случаев, к сожалению, не 
существует общих, универсальных методов решения, как в случае 
чтаастичсских дифференциальных уравнений. Ясно, что в подобных 
опуациях особую ценность приобретают даже приближенные методы 
Речения этих задач, которые предстоит разработать в будущем.

(1.6.25)

излучательные (или измерительные) характеристики
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Теперь перед нами стоит задача определения статистических свойств 
броуновских (или термалиюванных) флаксонов когда их число велико, т.с. 
когда эту систему многих квазичастиц можно рассматривать как газ 
солитонов (или флаксонов) [13, 88].

Этой проблеме будет посвящен следующий раздел настоящей главы

1.7. Теория релятивистского идеального газа флаксонов

К
Как известно, понятие идеального газа играет ключевую роль в 

статистической физике и физике конденсированного состояния. Модель 
идеального газа оказалось плодотворной для построения теории 
теплоемкости твердых тел, квантовых гаю в. теории электропроводности 
металлов, сверхпроводников и для решения фундаментальных проблем 
системы многих частиц.

В этом разделе мы обсудим некоторые нетривиальные свойства 
необычного газа - газа солитонов (флаксонов), по-видимому, впервые 
введенный Бишопом [13]. Он обращал внимания на важность и 
фундаментальность нелинейных мод (солитонов. флаксонов и т.д.) наряду с 
линейными модами (фононами, магнонами и т.д.) и показал, что 
существует новый механизм перераспределения энергии между модами 
нелинейной системы (между газом фононов и солитонов). В частности, для 
плотности свободной энергии солитонов было получено следующее 
выражение

F — Р(-«). (1-7.1)

где if - постоянная Больцмана, Г-темпсратура системы, а £ -энергия
кТ

покоя солитона. Отметим, что выражение (1.7.1) справедливо при малых
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% отсюда с помощью соотношения м=4^) (где //=— ), легко
jM td J • ^

плотность внутренней энергии солитона к*

us *|^t + —  j <#,5 >% 0-7.2)

где
<", > = 2 ^  ^ e x p ( -o ) .

Следовательно, средняя плотность чисел солитонов равна <л*>, 

внутренняя энергия солитона складывается из энергии покоя и добавки

1*7* соответствующая вследствии равнораспределения энергии на степень 
2
свободы солито на. Из (1.7.3) видно, что при низких температурах 
шиггность солитонов очень мало в отличии от плотности фононов

Отметим, что среди работ посвященных статистическим задачам 
особое место занимают точно решаемые модели, к их числу относятся и 
модели одномерных идеальных газов (как классических, так и квантовых 
частиц) [88-92]. Свойства отмеченных выше солитонных газов в 
одномерных системах с различной точки зрения исследовались в работах 
[13, 88,90-99] (см.также приведенные в этих работах литературу)1.

Представляемая ниже теория релятивистского идеального га *а 
флаксонов будет исходит из представления, что свойства любого газа в 
конечном счете определяется его уравнением состояния, связывающее 
плотность средней энергии и давления этого газа. Мы для этого 
используем следующие релятивистские выражения для выше указанных 
величин [100], которые в одномерном случае записываются в виде:

/>**£.< Р = пЕш < -jJLwmmm > . (1.7.3)
V I-V

*

Посмщемы условиям образования и устойчивости волновых формирований
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Здесь п-плотность чисел флаксонов. /^-энергия покоя флаксонов, и- 

нормированная скорость флаксонов. Угловые же скобки означаю) 
усреднения по распределению скорости флаксонов.

Следовательно, применимый нами метод нахождения уравнения 
состояния релятивистского флаксонного идеального газа является 
оригинальным и, насколько нам известно, ранее не встречается в 
литературе посвященной этой тематике.

Далее полагаем, учто функция распределения скорости 
релятивистского идеального газа флаксонов подчиняется распределению 
найденная нами выше, т.е.

Сперва находим плотность средней энергии релятивистскою 
флаксонного газа. Для этого необходимо вычислить следующую среднюю

Теперь введем как в разделе 1.5 новую переменную и =thx и у чтем, что

(1.7.4)

(17.5)

-chx. (1.7.6)

Тогда согласно выражениям (1.7.6) и (1.7.5) имеем

(1.7.7)

Далее воспользовавшись соотношениями

ch2x - sh*x = 1, cA2jt + sh2x = ch(2x) 

получаем для M -) следующее интегральное выражение

(1.7.8)

(e) .  1 jfL^P£ { J схр̂ _ £ (17.9)
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I Но п о с л е д н и е  интегралы представляют собой модифицированные 

фун*,,,... иессеян [59.60]

* (. ) , j , — c*G*)A. (/>-0,1.2.. )• (17.10)

} Таким образом, плотность средней (или внутренней) энергии 
р е л я т и в и с т с к о г о  идеального газа флаксонов определяется следующим 

р е ш е н и е м  [A5.A8.A10]

р- к
Далее вс!юминая, что а * ( ^-энергия 1юкоя флаксона. кТ-

тепловая энергия), мы придем к выводу, что при гада иной плотности чисел 
сонов плотность внутренней энергии флаксонного релятивистского

пьиого газа зависит от отношения энергии покоя флаксонов ^  к 

тепловой энергии кТ. Выражение (1.7.11) позволяет определит плотность 
внутренней энергии релятивистского флаксонного газа при конечных 

кТзначений отношения — .

Теперь перейдем к нахождению давления релятивистского 
флаксонного идеального газа. Для этого требуется вычислит следующую 
среднюю

Л=<-7~ > .  (1.7.12)
VI-и

Для вычисления этого среднего воспользуемся следующим 
тождеством

И  7 Г 7 =7 Г 7 ' ^ -
I  Следовательно

A(a)-/,(a)-<Vl-a’ >. (1.7.14)
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Последняя средняя в этом выражении находютя совершенно 
аналогично предыдущему и равна

< VI (1.7.15)

Таким образом, давление релятивистского идеального газа флаксоиой 
определяется следующим выражением [А6-Л8]

( 1 г т

Как вид1ю из последнего выражения, в отличии от нерелятивистскою 
идеального газа для которого справедливо у равнения состояния Р-пкТ , 
давление релятивистского флаксонного газа зависит также от их энергии 

покоя.
В заключении раздела обсудим полученные результаты в предельных 

случаях. При очень малых значениях параметры а, что означает Е0« к Т ч 

модифицированные функции Бесселя имеют следующие асимптотические 
выражения [59]

#К!) *(!И-« «  1. (1.7.17)

Следовательно, когда энергия покоя флаксона очень мало по 

сравнению с тепловой энергией кТ, плотность средней энергии и давления 
релятивистского флаксонного газа выражаются следующими форму лами

р * пЕ0 I 1п 2 ^
, + - Г

а )
• - Y

(1.7.18)

В обратном пределе, т.е. при очень больших значениях параметра </, 

что означает кТ« (малые температуры). модифицированные функции 

Бесселя *,(г) имеют следующие асимптотики
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(1.7.19)
Таким образом, когда тепловая энергия кТ очень мало по сравнению

Следовательно, выражение для плотное ги внутренней жергии 
флаксона при малых температурах переходит в результат (1.7.2) 
полученный А.Бишопом [13]. Как следует из (1.7.21) давление флаксонного 
газа в этом же пределе выражается обычным образом и при заданной 
плотности чисел флаксонов определяется только температурой этого газа. 
Разумеется, послелиые результаты можно было бы получить с помощью 
выражений для плотности энергии и давления идеального газа (1.7.3) на 
основе усреднения по максвелловскому распределению /(*) (1.4.1)

справедливое в этом же нерелятивистском пределе, т.е. при а »  1 и u «  1 .
Следовательно, отношение давления и плотности средней энергии 

релятивистского идеального газа броуновских флаксонов можно записать 
в следующем виде

г ней покоя флаксона, плотность внутренней энергии и лавлснис 
фасонного газа определяются следующими выражениями

(1.7.20)

флаксо!

Далее учитывая, что 2а = —  получаем следующие формулы

(1.7.21)

 ̂• отличии от нерслятивистской геории идеального газа - где оно 

И ркино, это отношение зависит от энергии покоя флаксонов и
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тепловой энергии кТ. Как мы увидим, далее в третьей главе подобным 
свойством обладают и квантовые релятивистские идеальные т ы .

Это сравнение дает нам еще одну нетривиальную аналогию между 
газом частиц и газом частице - подобных волн, расширяющая наше 
представление о нелинейном мире физики.

Анализируя выражение для давления релятивистского идеального 
газа броуновских флаксонов придем к выводу, что если два 
термализованные джозефсоновские переходы имеют одинаковую 
температуру, но разные максимальные критические токи, их давления не 
равны, в противоположность результатам нерелятивистской теории 
идеального газа.

Следовательно, этим свойством релятивистского флаксонного газа 
можно воспользоваться для получения или измерения сверхнизких 
давлений, которые могут найти нетривиальные применения в прецизионной 
диагностике и нано физике. Например, при Бозе - Эйнштейновской 
конденсации при ультрахолодных температурах.

Комментарии и литературные указания 

К р»ллс.1у 1.1
Прекрасное изложение эффекта Джозефсона и их применения дано в 

книгах [19,20,21,22,28,75] (см. также приведённые в них обширную 
литературу).

Достаточно содержательный вывод уравнения синуса-Гордона для 
нелинейных волн квашов магнитного потока приведены в [23,37,44].

Схема теории возмущений примененный нами для анализа 
релятивистской стохастической динамики флаксонов основана на метод 
энергетического анализа предложений в работе [44] (в которой
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привались влияния только детерминированных т.е. неслучайных

Кдуущений).
К шиш. 12

Уравнение для функции расfтределения импульсов флаксонов под 
■ ||||СН токовых флуктуаций (как собственных, так и внешних) и разных 
т и п о в  диссипации получено впервые и доказано также эквивалетгттюсть 
П р е д ста вл е н и я  этого уравнения в виде (1.2.6) и (1.2.8). Отмстим, что в 
л и те р а ту  ре посвященной этой тематике существуют разные интерпретации 
(Ито, Стратоновича и Климонтовича) уравнения для функции 
распределения (см, напр. [3, 9-11J). Но мы воздерживаемся от 
вмеш ательства в эту полемику и считаем достаточным физическое 
Обоснование этого уравнения приведенные в работах [3,47].

К разделу 1 J  - 1.4
Найдено асимметричная функция распределения скорости флаксонов 

под действием постоянного и флуктуациоиного тока, а также диссипации, 
обусловленная туннелированием нормальных (т.е. несвсрхпроводящих) 
электронов поперек контакта. На ее основе получено нетривиальная вольт - 
амперная характерисгика джозсфсоновского перехода с шумовым током. 
Впервые проводилось численное моделирование релятивистской 
стохастической динамики флаксонов.

К разделу 1.S
Получено релятивистская функция распределения скорости 

флаксонов устанавливаемые токовыми флу кту ациями и диссипацией На се 
основе вычислены характерные скорости релятивистского броуновского 
Движения флаксонов и найдено условие флуктуационной неустойчивости 
флаксонов. выражающиеся в появлении нену левой наиболее вероятной х- 
°аа составляющей скорости.

69



К М УКЛ У 1.»
Найдена функция распределения дискретного спектральною 

параметра броуновских флаксонов. Показано, что наиболее вероятное 
значение спектрального параметра зависит от отношения энергии покоя 
флаксонов и тепловой энергии.

Представлена теория релятивистского идеального газа флаксонов. 
Получены выражения плотности внутренней (или средней) энергии и 
давления релятивистского флаксонного газа.

Несомненно представляют важный научный интерес обобщения 
полученных здесь результатов, теории релятивистского броуновского 
движения флаксонов и теории релятивистского флаксонного газа для 
случая обычных частиц (и квазичастиц) [101-133]. Повторяя высказывания 
Бишопа, можно сказать, что полу ченный нами здесь полезный урок будет 
служить хорошей основой для решения аналогичных проблем 
релятивистской статистической физики. Этому' будут посвящены 
следующие главы монографии.

1. Найдите установившиеся скорость квантов магнитного потока, 

решая уравнение (1.1.7) при ><0=Уо-

2. Полагая />(/»)*I, с помощью (1.2.11) найдите вид функции л(Я ), 

чтобы получить одномерную релятивистскую функцию распределения 
импульсов

К  р щ а д у 1 7

1ад; вс 1

постоянну ю А определите используя условие нормировки
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J f iW P ,  « I.

3. Используя асимптотическую формулу для средних значений (1.3.12) 
с д е л и те  разность средней энергии флаксо»юв в тсрмализованной и 

ш и н и р о в а н н о й  джозефсоновской линии передачи (т.е. без шумового
Ш к я ) И сследуйте полученную Вами зависимость при и1менении 

доффициента диссипации а.
4 На основе выражений (1.5.17) и (1.5.18) постройте графики 

зевисимостсй среднего модуля и среднего-квадрата модуля скоростей 
броуновских  флаксонов от параметра а.

5. Определите максимальное значение нормированной 
Среднеквадратичной флуктуаций частоты электромагнитного излучения, 
связашшго с движу щимися флаксоном, используя ее выражения < I 5.40).

6. Используя функцию распределения дискретного спектрального 
параметра флаксонов (1.6.7) определите следующие средние:

<Х><Х‘ >. 0?= < Г >-<х>: ■
р 7. Определите теплоемкость релятивистского идеального газа 

броуновских флаксонов при постоянном объеме используя формулу

где Ь- внутренняя энергия релятивистского газа флаксонов, которая 
согласно (1.7.11) выражается в следующем виде

здесь: N - полное число флаксонов, а * .
2кТ

^  энергия покоя флаксонов, кТ - тестовая энергия.
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ГЛАВА 2. ТЕОРИЯ НЕКВАНТОВОГО РЕЛЯТИВИСТСКОГО 
ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА МАКСВЕЛЛА - БОЛЬЦМАНА

Наука вся держится на Вере.

Б.Хофман

Т »*1ир пысими

К
Сокин (щшом, ку кда юлдузлар - 
Акси булчиш ерда начоен.

\ар юрак уз Зщросин излар,

Унда булииш и фол и аён.

Ш у mu.icu.Mom фгьридан хабар,
Берур бизга сачовии \олат.

К,ай куничиз рузи чуътабар,

Качон бизни ку тар  фалокат.

KyjfMa дастго\ айланур \ачон.

Бор олач гайб сирини очиб.
Хацикрт шу: %еч кич, л(еч цачон, 

Кутилолмас тацдирдан %очиб!

Чарх \\ еши кезади жсцон,

Гуно*, савоб - икки дунедир 

Худо мадад берса гор, инсон - 
Тадбир т а  \ар нега крдир!
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Л destiny no man escapes

Quiet night, with stars in the sky, 
Their reflection is seen in the lake. 

E\*ery heart seeks its own star.

In which is hidden its fate...

Ewryone s fate can be perceived, 

From the star's path across the sky. 

Which day w ill bring happiness? 

On which w ill hardship arrive?

Timeless the gyration of the sky. 

That reveals to us own fate.

It is a surety o f live.
That destiny no man escapes!

AH is known unto the sun.

Who is true end who a devil s mate. 
When God favours one man V soul, 

He opens to him a ll ways!

Интерес к теории релятивистского идеального газа родился уже 
вначале двадцатого века сразу же после создания Альбертом Эйнштейном 
специальной теории относительности. В книге [116], которая имеет 

(клопедичсский характер, очерчена определенная история 
исследований в зтом направлении и подведен итог полученных результатов 
(с учетом внесенных дополнений, можно сказать, до 1980 года). 
Заслуживает особого внимания раздел книги посвяшснный релятивистской
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термодинамике и статистике, где рассмотрены свойства равновесного 
теплового излучения и релятивистского идеального газа.

В дальнейшем эти исследования были продолжены в связи с 
проблемами релятивистской физики плаэмы (как космической, так и 
лабораторной), релятивистской кинетической теории и, в целом, 
релятивистской статистической физики (как квантового, так и 
неквантового) [8, 101, 117-120]. В результате развития теории нелинейных 
волновых процессов стали актуальными изучения свойств нелинейных н 
неравновесных статистических систем [121-127]. В работах [128-132] 
показано важность релятивистских эффектов в процессах нелинейного 
комптоновского и томсоновского рассеяния, в релятивистской плазме, а 
также при распространении нелинейных волн - солитонов в 
многокомпонентной (а том числе - в электрон-позитронной, кварк* 
глюонной) релятивистской плазме. Особая роль релятивистских эффектов в 
субатомной физике подчеркнуто в работе [133] (и цитированной в ней

литературе) - где отношения может меняться от нуля до*

бесконечности. Здесь: кТ- тепловая энергия, тс2 - энергия покоя частицы.
Таким образом, на основе выше приведенных аргументов мы можем 

заключать об актуальности развития теории идеального газа 
релятивистских частиц.

Теперь непосредственно перейдем к представлению теории 
идеального газа неквантовых релятивистских частиц подчиняющихся 
статистике Максвелла-Больцмана [116,134]. Исходным основанием 
развиваемой нами ниже теории является следующие соотношения, 
выражающие плотность средней энергии и давления идеального газа 
релятивистских частиц [100]:

тс
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L g c *  ^-плотность чисел частиц газа, ^-энергия покоя частицы газа, а 

скобке означает усреднения но функции распре деления скорости частиц 
релятивистского идеального газа

Следовательно, для определения давления и плотности средней 
энергии и выражающихся через эти величины уравнения состояния га ia мы 
должны знать неизвестную в этих выражениях распределения скоростей, 
решением этой проблемы занимаемся в следующих разделах

2.1. Одномерное релятивистское броуновское движение части

Как утке подчеркивалось в первой главе явление броуновского 
движения занимает особой место в флукгуационних процессах, в динамике 
частиц под действием случайных сил, а также в нелинейных колебательных 
и волновых системах (но этим вопросам имеется ряд прекрасных книг, 
напр. [3-12], смотрите также приведенные в mix специальную литературу).

Для описания одномерного релятивистского броуновского движения 
частиц будем исходит из тех же положений которые были использованы в 
■сходной формулировки этой задачи [3-12], согласно которой уравнение 
лнижснис частицы запишется в следующем виде

^  ♦/.(')• (2.1.1)

Входящие в это уравнение коэффициент диссипации а  и случайная 
сила / » вводятся феноменологически, оставляя их физическое 

^Происхождение открытым. Однако, следует подчеркнуть, что и 
Диссипативная сила, и случайная сила обусловлены беспорядочным 
Движением частиц среды в которой происходит броуновское движение [2,
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101]. Этим и объясняется статистическая природа броуновского движения 
Смотрите третью главу (раздел 3.1), где это утверждение доказано для 
броуновского движения атомов под действием фотонов теплового 
излучения.

Перейдем к нахождению уравнения описывающие изменения 
скорости релятивистской частицы, при его броуновском движении

уч!ггывая следующую известную зависимость между ее импульсом Pt и 

скоростью v,

Pt = mv’,̂ 1 . (2.1.2)

С помощью этого выражения находим производную от импульса 
частицы по времени

(2.1.3)
dt dvt dt  ̂ с )  dt

Следовательно, подставляя найденную производную в (2.1.1) 
получаем следующее стохастическое нелинейное обыкновенное 
дифференциальное уравнение

£ - .(« )♦  Л(«*(») . (2.1.4)

где

*(«)-

{(')-/.(')•  (2.1.5)
С

Как видно из уравнения движения броуновской релятивистской 
частицы, оно подобно уравнению (1.1.7) для квантов магнитного потока - 
флаксонов.

Далее учитывая, что уравнение (2.1.4) имеет структуру общего 
стохастического уравнения (1.2.4), мы можем сразу' найти установившиеся
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-miioo распределения скорости релятивистской частицы совершающая 
мерное броуновское движение (смотрите ( 1.2.11))

|  (2|6)
Здесь D- интенсивность случайных сил действующих на частицу, А - 

достоянная определяемая ит условия нормировки функции распределения

скорости

(2.1.7)
-I

Таким обратом, подставляя в (2.1.6) явные выражения „(« l />(«) 

(2 1.5) и выполняя интегрирование, получаем функцию распределения 
скорости релятивистской частицы совершающее одномерное броуновское
движение

F(i#)= (̂mc)(l -м1)"* exp£-ft(l -м*)"* J , (2.1.8)

где щ тс' - энергия покоя частицы Отсюда видно, что величину'

— можно рассматривать как характерную флуктуационную энергию, т е. 
а
г  DБ*. * “ •а

Теперь определим постоянную А используя условия нормировки
(2.1.7). С учетом того, что у(и) четная функция и получаем па основании 

выражения (2.1.7) следующее соотношение
2Л(тс)1ш1. (2.1.9)

Интс1рал / входящее в него запишется в виде

/ = /лО-и*) 1вкр^-ь(|-и2)Г||. (2.1.10)
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Далее перейдем к новому переменному ы » tkx (о < ж < «•) как это 

делалось в первой главе (смотрите раздел посвященный теории 
релятивистского идеального газа флаксонов) и учитывая

(l - к * )г» - скх, du •  -~г~  • (2.1.11)ch х

будем получать для вычисляемого интеграла следующее выражение
т

I = J  dxckx схр|- Ьскх ]• (2.1.12)

Теперь учитывая выражение модифицированных функций Бесселя
(1.7.10), получим, что / - а,(6) и следовательно постоянная А равна

1
2 тск\Ь) (2.1.13)

Рис. 10. Функция распределения скорости частиц для одмерпого 
релятивистского броу новского движения

(Ь=2 (4); 1,5 (3); 1 (2); 0,5 (1)).
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■
Таким образом, подставляя выражение постоянной А в (2.1.К) 

I улучаем функцию распределения скорости олномернот релятивистского

I  б90У'ювск0Г0 лвижс,,ия частиц (Рис.10) [А6-А7]:

(2" 4)
Как следует из этого выражения свойства функции распределения 

скорости F(m) и ее статистические характеристики определяется

п ар ам е тр о в  Ь% равное отношению энергии покоя частицы £в = тс2 к

х ар а кте р н о й  флуктуационной энергии «= ^ (напомним, что здесь D -

интенсивность случайных сил действующих на частицу, (X- коэффициент 
диссипации). Этот вопрос будет исследовано в следующем разделе.

2.2. Релятивистское флукгуаиионно-лиссинат явное соотношение для 
одномерного броуновского движения

В теории броуновского движения одной из важнейших величин 
является средняя квадрата скорости частицы. Поэтому представляет 
интерес нахождения этой статистической характеристики для одномерного 
броуновского движения релятивистской частицы. Согласно формуле 
вычисления средних (1.4.3), средняя квадрата скорости частицы 
определяется следующим выражением

I
<и’ >« (2.2.1)

-I
где F(и)-функция распределения скорости релятивистскою броуновского 
Движения (2.1.14).
Для вычисления среднего квадрата скорости как в предыдущем разделе 
Перейдем к переменному u=thx и учитывая четность подинтегральной 
Функции в (2.2.1) полу чаем следу ющее шгтегралыюе выражение
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(2.2.2)

Отсюда слсдуст, что

(2.2.3)

где А;,(/>) есть следующий интеграл

\chx
(2.2.4)

Далее воспользуемся выражением этой функции как интеграл от 
модифицированной функции Бесселя нулевого порядка [59):

Это позволяет определить среднюю квадрата скорости релятивистской 
частицы совершающее одномерное броуновское движение при любых 
значениях параметра Ь.

Теперь же исследуем асимптотическое поведение среднего квадрата 
скорости в пределах очень малых и очень больших значениях параметра Ь. 
Как показано в [59], при очень малых значениях парамера Ь ( Ь « I или 
h -> 0 )- что соответствует бесмассовым или ультра-релятивистским

частицам, для £(1(/>) и к(ь) существуют следующие асимптотические

Следовательно, в этом пределе средняя квадрата скорости 
броуновской частицы выражается следующей простой формулой

*«(*)-/*.(')■* (2.2.5)

Значения функции А;,(б) табулированы (смотрите, например. [59]).

формулы

(2.2.6)

(2.2.7)
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Отсюда в частности следует, что в бездиссипативной средс ж °)  
б р о у н о в с к а я  частица движется со скоростью света как флаксоны в 
бсздиссипативно». джозефсоновской линии передачи, как это было 

отмечено в первой главе.
В случае очень больших значений параметра b, что соответствует

1 О ,*нерелятивнстсиш частицам ( _ « тс: ), имеют места следующие 

асимптотические формулы для вышепривсдснних функций

5* } 5*-)'
Отсюда следует, что в этом пределе 

*,(*) Ь 64h-
(2.2.9)

Таким образом, в рассматриваемом случае средняя квадрата скорости 
броуновской частицы выражается следующей формулой

(2.2. 10)Ь с{тс*)
Теттерь определим выражение функции распределения скорости 

бро>зювской частицы в этом случае. Учитывая, что в нерелятивистском 
пределе ы* « I и к,(ь)имеет асимптотику (2.2.8), получаем

« . м ,

Далее встюминая, что и отсюда получаем следующую функщ1ю
с

нрсдслсиия скорости броуновской частицы для нерслятивистского 
одномерного движения

'H34S4 (2.2. 12)

которая было впервые получено А. Эйнштейном. Как он показал в своей 
работе, если причиной возникновения случайных сил является тепловое
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движение частиц среды, то в условиях статистического равновесия средняя 
квадрата скорости броуновской должно равняться ее среднему квадрата 
скорости при температу ре среды Г

(2.2.13)
сап т

Отсюда следует, что средняя квадрата скорости не релятивистской 
броуновской частицы пропорцопально интенсивности случайных сил
действующих на частицу' D и температуре среды Г. Из (2.2.13) вытекает

Sтакже следующее важное выражение связывающее интенсивность 
случайных воздействий на броуновскую частицу D, коэффициента 
диссипации ОС и температуру Г.

— ш кт (2.2.14)а
где к - постоянна Больцмана. Это и есть знаменитое флуктуационно - 
диссипативное соотношение Эйнштейна. Следовательно, характерная 
флу кту ацнонная энергия равна тепловой энергии.

Таким образом, выражение (2.2.3) можно рассматривать 
релятивистским флуктуационно-диссипативным соотношением для 
одномерного броуновского движения частицы, из которого в 
нерелятнвистском пределе следует результат Эйнштейна (2.2.13Н2.2.14). 
Разумеется, результат (2.2.7) не следует из Эйнштейновской теории 
броуновского движения, поскольку он этот случай не рассматривал 
Впрочем, как правильно замечал автор работы [101], остается загадкой 
почему Эйнштейн не сделал релятивистское обобщение своей теории 
броуновского движения и, в частности, теории идеального газа. Как 
принято говорить в подобных случаях, на эти вопросы смог бы отвечать 
только ...Эйнштейн!

Заключая раздел подчеркиваем, что Эйнштейн свою теорию 
броуновского движения применял также для оригинального вывода 
спектральной плотности равновесного теплового излучения, о котором
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подробно расскажем в третьей главе, в связи с первичным космическим

излучением.

2 J. Одномерный релятивистский идеальный газ

Начиная с этого раздела мы будем сосредоточить свое внимание на 
дручения свойств идеального газа релятивистских частиц. Естественно, для 
упрощения понимания результатов этой теории мы начнем эти 
исследования с наиболее простого случая -для одномерного 
релятивистского идеального газа. Подчеркиваем, что одномерная модель 
идеального газа (как неквантового, так и квантового) широко и 
плодотворно применяется в статистической физике, в молекулярной 
динамике, в кинетической теории [95, 89, 93, 90, 94, 91, 97, 54-57]. В 
последнее время пробуждается снова новый интерес к этим системам в 
связи с проблемой термализации в нелинейных статистических системах, в 
системах с конечным числом частиц (где термодинамический предел, 
полагающий бесконечное число частиц не выполняется), а также бозе- 
эйнипейиовской конденсации в нелинейных одномерных системах 
[102,103] (смотрите также приведенные в этих работах литературу).

Наше рассмотрение свойств одномерного идеального газа 
релятивистских частиц основано на распределение Больцмана для 
импульсов частиц релятивистского идеального газа [101, 116, 104, 105), 
которое в этом случае имеет следующий вид:

f ( P t )= Л СХ[) (2.3.1)кТ

Здесь Eq =m<r - энергия покоя частицы и Г - температура идеального 

Газа- Л - ̂ -составляющая импу льса частицы.
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Сперва определим постоянную А% которая, как видно и< 
приведенного выражения (2.3.1) зависит от энергии покоя частиц 
идеального газа и тепловой энергии кТ. Для ее нахождения воспользуемся

как всегда условием нормировки функции распределение импульсов [):

J/ fc V F .- l. (2.3.2)

Применяя обычную при вычислении таких интегралов подстановку 

Рх = m cshx , 4 (2.3.3)

с учетом выражений (2.3.1)42.3.3) получаем следующее соотношение 
2 ^ lm c * l .  (2.3.4)

Интеграл / входящий в эту формулу имеет вид

/* j dxchx ехр(- bchx ), b * ~  (2.3.5)

Это есть тот же самый интеграл (2.1.12), равный 4,(а).

Следовательно, функцию распределения (ФР) ^-составляющих импульсов 
частиц релятивистского идеального газа можно представит в следующем 
виде

ж ,_ 2=Ьгр' - Щ
(2.3.6)

Теперь определим вид функции распределения х-составляющих 
импульсов частиц одномерного релятивистского идеального газа в 
предельных значениях параметра />-равный отношению энергию покоя 

частиц газа Е9 - тс1 и тепловой энергии кТ (заметим, что в случае

броуновского движения это было характерная энергия флу ктуаций —).а
При очень малых значениях параметра b (Ь 0 означает не только 

что Т но и также m -> 0), учитывая асимптотику модифицированной

функции Бесселя первого порядка (2.2.6) и вид j\Px) (2.3.6) в



yiou пределе получаем следующее выражение функции распределения ж- 

соСТавл*ющих импульсов частиц од1юмерного релятивистского идеал ыю г о

газа

Отсюда следует, что в рассматриваемом пределе возможные
Р

значения импульсов частиц * определяется тепловой энергий кТ. 
учи ты вая флуктуационно-диссипативиое соотношение (2.2.14). придем

Р
также к выводу, что возможные импульсы х релятивистского

показали, как помнить читатель, аналогичное поведение ФР импульсов
( 1.5.1), квантов магнитного потока - флаксонов в джозефсоновской линии 
передачи с флуктуационным током и диссипацией

Далее согласно (2.3.7) замечаем, что при Т -> 0 функция

Разумеется таким же будет функции распределения импульсов 
одномерного релятивистского броуновского движение при D-+0 . Таким 
образом, можно сказать, что условиями существования таких квазичастиц 
являются наличия температуры или флуктуаций Естественно, как сейчас 
принято говорить, в первом случае -это тепловые или термализационные 
частицы Аналогично, во втором случае - это флуктуоны или 
флуктуационные частицы.

Подчеркиваем, что известным примером квазичас гнц обладающий 
подобным свойством являются фотоны равновесного игзучеиия теплового 
возбуждения (по этому повод)' можете смотреть любой стандартный курс 
По статистической физике для университетов). Мы же показали наличия 
таких свойств не только квантовым частицам-фотонам, но и также

(2.3.7)

броуновского движения определяются энергией флуктуаций —. Ранее мы

распределения М )  становиться дельта функцией, т.е. =



неквантовым квазичастицам (например: фононы в термализованной 
кристаллической решетке или флаксоны в джозефсоновской линии 
передачи с флуктуационным током) в безмассовом пределе т.е. в результате 
предельного перехода т 0 от (2.3.6) к (2.3.7). Ясно, что в последнем 
случае под скоростью с следует понимать предельную скорость этих 
элементарных возбуждений -квазичастиц в рассматриваемой системе 
(смотрите, например [68, 104, 105J). В частности, явление сверхтекучести 
тоже происходит когда вязкость среды равна нулю, благодаря наличия 
энергии квантовых флуктуаций. В дальнейшем этот результат будет 
обобщен для трехмерной функции распределения импульсов частиц 
неквантового релятивистского идеального газа в разделах 5-7 настоящей 
главы.

Предоставляя читателям анализа f\Pt) для случае очень больших 

значений параметра Ь (при этом следует учитывать асимптотику *,(6)

(2.2.8), а также Pt <<wc), мы перейдем к применению функции 

распределения дг-с оставляющих импульсов частиц релятивистского 
идеального газа к нахождению функции распределения их скоростей и 
характерных частот излучения.

2.4. Характерные частоты излу чения атомов одномерного 
релятивистского идеальною газа

Как известно, любое излучение (как спонтанное, так и тепловое) 
имеет статистическую природу [117,119]. Проще говоря, оно обусловлено 
либо квантовыми переходами с одного энергетического состояния в другое, 
либо тепловым возбуждением атомов или их совместным действием 
Поэтому учет этих факторов является одной из сложнейших проблем 
теории лазерного излучения, излучения частиц (атомов или ионов) в
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■mfTOTHofl квантовой электроники [118,121]. Одной из причин расширения 
спектральных линий излучения является случайное распределение скорости 
излучающих частиц (атомов, ионов, молекул). В этом случае благодаря 
Доплер эффект) излучаемые частоты сдвигаются также случайным 
о б р а зо м  В  частности, если скорости излучающих частиц подчиняются 
р а с п р е д е л е н и ю  Максвелла, то наблюдаемая линия излучения будет 
г а у с с о в о й  Однако, еще в свое время Эйнштейн показал важность учета 
р е л я т и в и с т с к и х  поправок пропорциональные квадрату скорости 
излучаютнх частиц идеального газа, даже в случае, когда их скорости 
подчиняются нсрелятивистскому максвелловскому распределению.

Следуя выше сказанному, мы будем обобщагь эти результаты дтя 

излучения атомов идеального газа релятивистских частиц в случае их 
одномерного движения на основе точной формулы Доплера для частот 
[100, 1 0 IJ16]

Здесь v0-частота излучения неподвижного атома т.е. излу чаемая частота,

v- наблюдаемая частота, и - проекция скорости излучающего атома

на направление наблюдения, за которого мы выбираем положительное 
направление оси х, как это всегда делается (смотрите, например [116]).

Следовательно, как видно из выражения (2.4.1) наблюдаемые 
характерные частоты излучения: средняя частота излучения, средняя 
квадрата частоты излучения и определяемая ими среднеквадратичная 
флуктуация (или дисперсия - как иногда говорят) частоты излучения 
определяются функцией рас пределен ия скоростей излучающих частиц 
Релятивисте ко го идеального газа. Поэтому мы должны определить эту 
Распределению скоростей. Дтя нахождения функции распределения

(2.4.1)



скорости частиц одномерного релятивистского идеального газа будем 
использовать формулу преобразования функции распределения (2.3.6), как 
это делалось в первой главе:

Ф(«,)-/[/>(и) | ^ | .  (2.4.2)

Здесь

Р  =
тс  VI-и*

Р  (2.4.3)
Ч

Далее учитывая, что согласно (2.3.6) нормированный импульс частиц 
Р описывается распределением

(24.4)

и используя выражение (2.4.2Н2.4.3) получаем функцию распределения 
нормированной скорости частиц одномерного релятивистского идеального 
газа в следующем виде

Ф(и) = Л(1-и, )Г|ех||-^(1-11, )^ |  и - i .  (2.4.5)

Следовательно, найденная функция распределения нормированной 

скорости частиц одномерного релятивистского идеального газа 
совершенно аналогично функции распределения нормированной скорости

релятивистской частицы совершающее одномерное броуновское 
движение. В частности, среднеквадратичная скорость частиц газа, согласно 
этому соответствию, в одномерном случае определятся следующей 
красивой формулой [А6-А7]

J , F  (2Л6)

Теперь будем находить характерные наблюдаемые частоты 
излучения атомов идеального газа релятивистских частиц совершающие 
одномерное движение.
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Сперм определим среднюю наблюдаемую частоту излучения 
пользовавшись выражениями формул Доплера (2.4.1) и функции 

определения нормированной скорости (2.4.5)

< у >s v f  \du = Vt f ф(ц )du (2.4.7)
7,1 -.V I -и 2

Отсюда учтивая четность функции Ф(и) получаем, что

(2.4.8)

Далее исполыуя замену переменных « = Лх (о < * < - ) получаем 

следующее выражение

< у> -^ ^ |Л сЛ :*ехр(-/ч:А*). (2.4.9)

Входящий в последнее выражение интеграл можно вычислить 

следующим образом, учтя, что ch *х - I ♦ жАгх :

/ sjdxехр(-bchx)♦ | dx.\h:хехр(-bchx) = кщ{Ь) +ММ (2.4.10)

Отметим, что при этом мы воспользовались следующим 
интегральным выражением модифицированных функций Бесселя [59]

* »  * | dxsh * с*р*~ ЫНх ̂  * (2^-3)? { duh il“ "xchx СХР̂ ” Ыкх ̂

(2.4.11)
Таким образом, средняя наблюдаемая частота излучения атомов 

одномерного релятивистского идеального газа определяется следующим 
выражением

< v> * V,*1* щ | (2.4.12)

Теперь находим среднюю квадрата наблюдаемой частоты излучения атомов 
воспользовашись следующим выражением

_ 2 а г I - 2м +мг _ / \,< v1 >= I -----=— Ф(м)^1/.
5 1- «

(2.4.13)
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Учтя подстановку u = thx получаем:

^ ^ « c t f jr + jt f jr s c ^ ) .  (2.4.14)
\-thx

Следовательно, используя интегральные выражения 
модифицированных функций Бесселя (2.4.11) находим для среднего 
квадрата наблюдаемой частоты излучения атомов одномерного 
релятивистского идеального газа следующее соотношение

< V2 >= -~т j  (сЛ2дг + sh2x)chx ехр(- bihx)lx *
*' * (2.4.15)

r̂r̂ JCCX̂ ~ bckx)+ 2j dxsh:xchxcxp(-bchx)
M *)

И наконец учитывая, что (59]

*.(*) = * ,(» )- !* ,(* ). (2.4.16)

найденные характерные наблюдаемые частоты излучения атомов можно 
записать в следующем компактном виде

«ЧМН1 <МИШ]-
Эти выражения позволяют нам определит эти средние при любых 

значениях параметра Ь.
В заключении разделе будем обсуждать некоторые следствия 

вытекающие из первой формулы выражения (2.4.17)-для средней 
наблюдаемой частоты излучения атомов рассматриваемого газа. Сразу' же 
следует отметит иетривиалыюсть этого результата, поскольку согласно 
известным нерелятивистским теориям уширения спектральных линий 
(смотрите например [3,7,105]) средняя наблюдаемая частота равна частоте 
излучения неподвижного атома. Действительно, в этом приближении 
согласно (2.4.1), имеем, что

<v >-%<(1-k)>«v0, (2.4.18)

так как средняя проекции скорости частиц любого газа равна нулю.
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Но полученный результат для средней наблюдаемой частоты 
излучения атомов, согласно (2.4.7) можно представит также и в следующем 

виде

<v>«ve<4=“ > »v .^ |^ , (2.4.19)
Vl-M £«

где <£>~ средняя энергия одной частицы одномерного идеального газа, 

э н е р т я  покоя частиц этого газа Используя последнее выражение, 

находим средний сдвиг частот излучения атомов

< Av >=< v -»•,>= v, < | ■ у■!■■ ■ -1 ] >■ V, . (2.4.20)
W l-«* /

Здесь <Ек>- средняя кинетическая энергия ОД1ЮЙ частицы газа.

Следовательно, заключение “средняя наблюдаемая частота равна 
частоте излучения** равносильно полному пренебрежению тепловым 
движением. Важность и необходимость учета релятивистских поправок 
первым понял Эйнштейн. Он исходил из выражения (2.4.1) и разлагал его с 
точностью до и1 (это главный порядок в рассматриваемом приближении), а 
функцию распределения скорости излучающих атомов газа считал 
максвелловским (образно говоря, использовал, так называемую 
полурелятивистекую теорию). Тогда из выражений (2.4.19) и (2.2.13) 
(смотрите также < 1.5.24)] следует, что

<v>-ve<l + i « J . . J l  + I " .  (2.4.21)
2 ^ 2  тс )

Теперь используя выражение для средней наблюдаемой частоты
излучения атомов т.е. первую формулу в (2.4.17), в рассматриваемом
пределе или что, то же самое при Ь »  1, у читывая асимптотический вид
модифицированных функций Бесселя *,(ь) и *,(*) [59]

Мч-Л*1‘, =) с . . »
получаем следующий результат
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< v> -v,

который согласуется в мере л яти вис тс ком пределе с результатом (2.4.21) 
полученный Эйнштейном для этого случая.

Подчеркиваем, что последняя зависимость еще в свое время была 
подтверждена в знаменитых опытах Айвса, в которых исследовалось 
изменения частот излучения атомов водорода в каиаловых лучах [116]. 
Подобный эффект существует также при излучении атомов в 
кристаллической решетке. Но в последнем случае происходит сдвиг 
частоты в обратную сторону, т.е.

Экспериментальные исследования основанные па высокоточный 
метод Мессбауэра применяемые в таких случаях, подтверждают

Например, если частота излучения неподвижного атома 2 Мгц и

измерению.
Любезно оставляя шпателям анализа среднеквадратичных 

флуктуаций частоты излучения атомов одномерного релятивистскою 
идеального газа перейдем к намеченному выше представлению теории 
неквантового релятивистского идеального газа Максвелла - Больцмана 
Этому посвящены последнее три раздела настоящей главы.

(2.4.24)

порядка 1 кгц, вполне доступный
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т|О Р11Я НЕКВАНТОВОГО РЕЛЯТИВИСТСКОГО ИДЕАЛЬНОГО 
ГА!А МАКСВЕЛЛА-БОЛЬЦМАНА

2.5. Фуикиня распределение скорости частиц релятивистского 
идеального газа

Ключевая роль функции распределения (например, импульсов, 
скоростей, энергий и т.д.) в статистической фшике общепризнанно и она не 
нуждается в доказательстве. Вся история развития классической и 
к в а н то в о й  статистической физики подтверждает эту истину. Естественно, 
эту действительно поучительную и заслуживающую особую вниманию 
научную историю невозможно отразить в рамках одной книги. К 
сожалению, в настоящее время ни у кого нет необходимое для этого ни 
времени и ни возможности. Можно добавить также, что даже невозможно 
посчитать все статьи на эту тему. Поэтому мы вынуждены ограничиться 
приведением только некоторой библиографией работ классиков физики 
[134-145], внесите фундаментальный вклад в кинетическую теорию и в 
статистическу ю физику.

Для определения функции распределение скорости частиц 
неква!гтового релятивистского идеального газа Максвелла-Больцмана 
будем использовать метод преобразования многомерной функции 
распределения [3, 9].

Воспользовавшись переходом от импульсов частиц к их скоростям 
получаем

I  /{/’.•Pr-fiW jP.dP: = J f k .  Л ,</>-,. (2.5.1)

Здесь 0 -дстермина1гт преобразования определяемый следующим 
выражением



HL 05. OIL
dv, dv, dv,
bp, dr apf
dv, dv, dv,
dp dp ap
dv, dv, dv,

(2.5.2)

В приведенном выражении Ря,Ру,Р: составляющие импульсов по 

соответствующим осям х.у и z:

Р - P J ♦ Pfj  + Ptk
(2.5.3)

v * vti -f v j  ♦ v.k.

Вычисляя частые производные входящие в детерминаш 
преобраюваиия D мы получаем для них следующие компактные 
выражения:

ИР,
dv.

т

'•ч (2.5.4)

Здссь 6Ч - СИМВОЛ Кропсксрс ( 6, = 0 при I * j  II S, = I при I > у).

Эти выражения позволяют нам записать детерминант преобраюваиия

D (2.5.2) от импульсов Pt,Pr Pt к скорости vg9vp9vs в следующем виде

Ошт у
d\\ dl2 dx)

оdu dn d (2.5.5)

Здесь ^-матричные элемс1гты детерминанта преобраюваиия D

определяются следующими выражениями

Kdn~r*-^L' dn *</„ ту>-у-% du =du я Г*-£г
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Д иагональны е же элсмсшы летерминаша D имени следующие вилы

d„ *l+ y*пг- </„=1 + ̂ ^ ,  <*„=1 + Г ^ .  (2.5.7)
С С  С

Далее применяя обычный способ вычисления детерминантов 
(смотрите, например (60)) получаем

Г » « * У (Ц -D, + />,). (2.5.8)

Входящие в последнее выражение величины />,./>, и Ц (так 

называемые алгебраические допольнители) определяются следующими 
выражениями:

о,

О, = djd„d,, -< Vn)“  £ v V „  . (2.5.9)

О , 4 v V ,С

Теперь учитывая выражение D,,D, и Д  (2.5.9) получаем, что

Таким образом, детермшипгг преобразования D от импульсов

к скоростям vtt¥r v, определяется окончательно следующим 

выражением

D « * y  (2.5.10)

Отметим, что найденный детермина1п преобразования П от 
импульсов к скоростям сохраняет силу при произвольной функции 
распределения импульсов частиц релятивистского идеального газа. В 
частности и для квантовых релятивистских идеальных газов, частицы 
которых подчиняются, как известно статистикам Ферми-Дирака и Бозе- 
Эйншзейна (смотрите, например [6, 7]).
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Прежде чем переходит к определению функции распределения 
скоростей частиц неквантового релятивистского идеального газа 
Максвелла-Больцмана, хотелось бы привести следующую преобразования 
элементарного объема от пространства импульсов к пространству 
скоростей (которая следует из (2.5.1):

Теперь определим функцию распределения скорости частиц 
неквантового релятивистского идеального газа Максвелла-Больцмана 
используя распределение Больцмана для импульсов частиц 
релятивистского идеального газа [7, 101, 116]:

постоянная, которая определяется как всегда условием нормировки 
функции распределения, будет найдена ниже.

Далее учитывая, что импульс релятивистской частицы > связан с се 

скоростью v нелинейным образом, согласно выражению (2.5.3), а также

на основе формулы преобразования ФР от импульсов к скоростям частиц
(2.5.1) находим функцию распределения вектора скорости частиц 
релятивистского идеального газа

dPtdPydR =Ddvtdv,dvz 

Отсюда в частности следует, что

(2.5.11)

P2dP • Dv'dv (2.5.12)
в справедливости которого легко убедится, учитывая что

(2.5.13)

(2.5.14)

тт 2
где • ж тс - энергия покоя частиц газа, кТ - тепловая энергия, В -

(2.5.15)
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Следовательно, вероятность того что скорость лежит в интервале 
i + iv) или что, то же самое - составляющие скорости в промежутке 

(*V*y> +^0. и (*,.», ♦Лг.) определяется согласно (2.5.16)

с л е д у ю щ и м  образом

. (2.5.17)

Наконец в заключении раздела находим функцию распределения модуля 
скоростей частиц на основе формулы преобраюваиия функции 
распределения от f(p ) к /(»•) (2.5.1) и формулы (2.5.12), учитывая 

выражения (2.5.3) и (2.5.16)

(2.5.18)

9
\/(р)Ф  =f Ж* = В 4*| m’ l̂ - ̂ j

еХ,|~й(1_сГ) j#v “ /
Таким образом, функция распределения модулей скоростей частиц 

неквантового релятивистского идеального газа Максвелла - Больцмана 
определяется следующим выражением [А6,А7]

5 I
В. (2.5.19)

Далее вводя нормированную скорость частиц * = - мы можем найти
с

на основе (2.5.19) приведенную функцию распределения модулей 
Нормированной скорости частиц f ( m)

I Ffv JjA -  *s В Ак(тсУ  J F{u)du (2.5.20)
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Здесь

exp£-6(l —«/*)~»J. (2.5.21)

Теперь найдем постоянную В исполыую условие нормировки функции 
распределения модулей скорости частиц неквантового релятивистской, 
идеального газа Максвелла-Больцмана f ( v )

\ F{v)dv ** В Аж{тс)'\ F(u)du = \ • (2.5.22)
\

Далее применяя ставшая для нас обычной подстановк\ 
и « tht (о < х < -) из предыду щего выражения получаем

B-4n(mcYl « I,  (2.5.23)
Входящий сюда интеграл имеет следу ющий вил

/■ j dxsh 2xchx ехр(- hckx )■ j F(u)du . (2.5.24)
• •

Последний интеграл согласно (2.4.11) выражается через 
модифицированную функции Бесселя второго порядка следующим образом

, . кЛ й .
Ь

Следовательно, постоянная В согласно (2.5.23Н2.5.24) определяется 
выражением [А6,А7]

и____ !_____ ь_
4я(тс )3

Таким обраюм, приведенную функцию распределения модулей 
нормированных скоростей частиц неквантового релятивистского 
идеального газа Максвелла-Больцмана можно записать в следующем 
компактом виде:

(2525)

Найденная нами функция распределения модулей скоростей частиц
идеального газа может быть применена для вычисления сечения
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[ |ОЛГоп«снии частиц в релятивистском илсальиом газе и сечения реакций 
С^трарслятивистских частиц в субатомной фишке. Она может прелставлят 
lOijcpec ПРИ исследованиях релятивистской ионизации атомов 
дИООвоэнергетическими частицами газа, а также в области релятивистской 
^эсрной спектроскопии.

Теперь мы должны установить соответствия между найденной 
релятивистской функцией распределения r(v) с распределением Максвелла 

для модулей скоростей частиц не релятивистского идеального газа Для 
этого учтем, что в нерелятивистском пределе - в котором и справедливо его 
распределение, энергия теплового движение кТ намного меньше чем

, т<?
энергия покоя частиц т.е. параметр b=— >>I и скорости частиц 

пренебрежимо малы по сравнение со скоростью света т.е. -  «  1. Далее

используя асимптотику модифицированной функции Бесселя второго 
порядка кг{ь) для этого случая [вторая формула в (2.4.22)] на основе 
выражения (2.5.19) получаем

, (2-5-2б)

Эго и есть распределение Максвелла основа нсрслятивистской 
кинетической теории и статистической физики. Вся развития и дальнейшие 
достижения в этих областях обязаны за это распределению f^(v) (2.5.26) и 
его великому автору.

Найденная функция распределения модулей скоростей частиц 
неквантовою релятивистского идеального газа Максвелла -Больцмана
(2.5.25) позволяет определ1тт любую макроскопическую характеристику 
этого газа зависящие от скорости его частиц. В следующем разделе мы 
определим среднюю и среднюю квадрата скорости частиц такого газа. Но 
сейчас отметим, что нахождение детерминанта преобразование от



импульсов РхчРу и Р. к скоростям д1%ду и йг имеет принципиальны)!

характер по двум причинам:
1) Во первых, формулы релятивистского преобразования скоростей 

обычно записываются в декартовых координатах, и которые

могут бьпь записаны в других криволинейных координат обычным 
образом.

2) Специальная теория относительности не исключает возможность 
существования частиц с нулевой массой, скорость которых равна скорости 
света. Эго с математической точки зрения соответствует случаю 
«вырождения» детерминанта преобразования £>, поскольку при т * 0 и
О тс  он становится неопределённым (превращается в неопределенное г», 
типа ноль деленная на ноль).

Однако, как мы докажем в дальнейшем эту неопределенность 
детерминанта преобразования можно разрешить предельным переходом 
т ->0 в окончательных формулах функции распределения скоростей 
частиц неквантового релятивистского идеального газа. Этому вопрос) 
посвящен следующий раздел этой главы.

Приведенное здесь доказательство вывода функции распределения 
скоростей частиц релятивистского идеального газа МБ является 
окончательным. Это следует из того, что релятивистская функция 
распределения Больцмана для импульсов является рслятивистки 
инвариантных! [ 100].

Действительно, учитывая, что четырехмерный импульс частиц газа
равен

/ >



и четы р ех  мерная скорость неподвижной системы координат равен (у « о)

у =(с.О)
получаем, что

И
Так как скалярное произведение любых четырехмерных векторов является 
инвариантом, этим свойством обладает любое равновесное распределение 

[ 100].
Очевидно, полная вероятность

не зависiit от преобраюваиия функции распределения, что и было 
использовагю при нахождении релятивистской функции распределения 

скоростей [ смотрите выражения (2.5.1) и (2.5.18)].

2.6. Характерные скорости частиц релятивистского идеальною газа

(РИП

На основе найденной в предыдущем разделе функции распределения 
модулей скоростей частиц неквантового релятивистского идеального газа 
Максвелла - Больцмана можно найти любую макроскопическую 
характеристику этого газа зависящих от скорости на основе формулы для 
вычисления средних 

с
<С >* |c(v)f(v)</v. (2.6.1)

Входящий в эту выражению величина как известно, даст

вероятность нахождения модуля скорости частицы JW  в интервале 
скоростей [ у . , * * ]

</» « f (у)* . (2.6.2)
101



Тогда используя явный вид релятивистского распределения скоростей f  (vJ 

(2.S.19) и определения функции Ф(М) (2.S.2S) получаем для нахождения 
выше указанной вероятности следующее выражение

5 Г I
d\V-B exp Jv  = Ф(к \Ju. (2.6.3)

Здесь Ф(М) - приведенная функция распределения модулей нормированных 

скоростей частиц определенная согласно (2.5.25). формулой

Ф(м) = ̂ ^ Г (и )« д ^ м 2(1-м2) ^ x fj-W -w 1) i j .  (2.6.4)

Таким образом, эта функция является плотностью вероятности того, что

частица имеет модуль нормированной скорости м *-  (напомним, что здесь
с

v модуль скорости частицы газа, с - скорость света).
Однако, согласно распределению Максвелла (2.5.26), которое 

получается из релятивистского распределения (2.5.19) в пределе кТ «  тс 1 
и v « c ,  вероятность того, что модуль скорости частицы принадлежи! в 
интервале скоростей |У, v ♦ </»• |. определяется выражением

dW = F„(v)dv=-i- • и2 схр(-и2 )du = Ф U(u)du. (2.6.5)
V*

Здесь и скорости частицы нормированная на наивсроятнейшую скорость

bкТ v --- (смотрите, например [68.101] т.е. м= — ). Сравнивая
* m VHfl

релятивистскую плотность вероятности ф<«) с максвелловской плотности 

вероятности фм(м) мы придем к выводу, что в отличии от последней 

первое распределения нельзя представит в единой универсальной форме 
для всех газов. Причиной этого отличия как вилно из сравнения двух 
распределений является наличие в релятивистском распределении 
параметра Ь - равный олюшению энергии покоя частиц газа к тепловой
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^иводит 
равномср' 
свободы

и tT В  частности, как мм докажем ниже, именно гго обстоятельствоЦН “ • •
>дит к тому, что для релятивистского идеального газа закон 
мерного распределения средней кинетической энергии по степеням 

ы не имеет место. На это было обращено внимание, например, в
L f f f t p o M H H o f l  аышс книге Паули [116].

Н еобы чность релятивистской плотности вероятности (или что, то же 
самое - релятивистского распределения) Фш) заставляет нас быть более

крайне редко, если не сказать - совсем!). Конечно же, прежде всего нас 
интересуют, как и в случае Максвелловского распределения, характерные 
скорости релятивистского распределения, а именно: наивероятнеишая, 
средняя и среднеквадратичная скорости частиц релятивистского 
идеального газа.

Наиболее вероятная скорость частиц соответствует максимуму 
I релятивистской функции распределения скорости F ( v )  или 

\ релятивистского плотности вероятности Ф(М». Она определяется условием

экстремума которое согласно (2.6.2Н26.3) эквивалентноdv

условию ‘/ф̂м) = о. Вычисляя эту производную и проведя ряд упрощений, du
получаем следующее у равнение

Далее учитывая, что при значениях параметра Ь отличных от нуля 
при и = 0 и м = 1, придем выводу, что эти значения скоростей 

соответствуют нулям плотности вероятности релятивистского 
Определения Ф(м).

Кроме этих корней уравнение (2.6.6) имеет также промежуточное 
*орни, как следует из него, определяемые решением следующего уравнения

в н и м а т е л ь н о й  к этой привлекательной особе (ясно, что такие встречаются

(2.6.6)



Ьы* =(2 + 3a, )Vl-M* . (2.6.7)

Мы ограничимся анализом его решений только при очень больших и очет. 
малых значениях параметра Ь.

Как следует из уравнения (2.6.7) при любых конечных значениях /» 
его корни принадлежат промежутке нормированных скоростей 0<и <1.

При и «  I , что соответствует нерелятивистским частицам из (2.6.7) 
получаем, что если h » 1 или *г «  тс1, оно имеет следующее 
приближенное решение

Следовательно, как и ожидалось, в этом нерелятивистском пределе 
мы получаем результат, вытекающий из максвелловского распределения 
F*(v) или Ф„(“ )~ справедливое в этом случае.

Теперь находим решение уравнения (2.6.7) близкие к предельной т.е. 
« ■ I - € (о < с «  I). Тогда из указанного уравнения следует, что

Это решение соответствует очень малым значениям параметра Ь « 1, что 
означает ультрарелятивистский предел. Далее учитывая асимптотическое

повеление модифицированной функции Бесселя второго порядка «,(*)• Ь‘
согласно (2.6.4) придем к выводу, что максимум плотности вероятности 
описывается следующим выражением

Следовательно, в отличии от распределения Максвелла Фм(и) (2.6.5), 
которое имеет максимум ы„  - 1 при любом значении Ьч релятивистское 

распределение Ф|М) (2.6.4) имеет максимальное значение зависящее от 
параметра Ь. В частности, при 6«1 согласно (2.6.10) растет максимум
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того распределения, т.е. растет относительное число часгиц имеющие 
ск0рости близкие к предельной и -1. Однако, как известно (смотрите, 
яялример [68,101]), максимум максвелловского распределения (2.5.26) 
уменьшается при росте температуры, т.е. при очень больших температурах 
стремится к нулю. В зтом и заключается главная разница между 
релятивистским распределением Ф(М) (2.6.4) и максвелловским 

распределением ф„(*) (2.6.5), а также между г{*) (2.5.19) и f*(v) (2.5.26).
Теперь перейдем к определению средней скорости частиц 

неквантового релятивистского идеального газа Максвелла- Больцмана 
Согласно формуле вычисления средних (2.6.1) получаем, что

Г I
< v >= J vF(v)*iv * с| мФ(и)</м * с < и > . (2.6.11)

• I
Далее как и ранее используя подстановку и * дно < я < -) из последнего 
выражения имеем

и • _ ^ | 1A*(C/r,jr-Dr'**А . (2.6.12)

Вводя новую переменную, f«rfe(i$f<~) преобразуем последний 
интеграл к следующему виду

(2.6.13)
I I

Теперь учтем, что

f f V * (2.6.14)
I h I I

Тогда с помощью выражений (2.6.12Н2.6.14) получаем след>зощузо 
формулу .тля средней скорости частиц неквантового релятивистского 
идеального газа Максвелла-Больцмана (МБ)

* (5А,Я
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Аналогичным образом определим среднюю квадрата скорости опять 
иснолыуя формул) для вычисления средних (2.6.1), согласно которой

С I
<у* >е Jv*F(v)</v ЖС1 Jlf }Ф(м)(/|4 * С* <М* >• (2.6.16)

• •
Для вычисления среднего квадрата нормированной скорости частиц < > 
используем подстановку u«fftx(0<x<») и получаем

<„■>«-4-!? и * ’» — (2.6.17) 
к2\Ь){ скх

Далее учитывая, что sA’jr« - 1  выражению (2.6.17) приводим * 
следующему виду

<it1 >*—т-т fxh2 xchxe^dx- fchxe^dx + f€-—dx . (2.6.18)M̂ L; ; i chx J
И наконец воспользовавшись результатами (2.4.11), а также (2.2.4) 
получаем следующую формулу для среднего квадрата нормированиеж 
скорости частиц неквантового релятивистского идеального газа Максвелла- 
Больцмана

(26„ )
к2(Ь)

Найденные выражения среднего модуля и среднего квадрата модуля 
нормированной скорости частиц (2.6.15), (2.6.19) позволяют нам определит 

еще одну важнейшую характеристику релятивистского распределения

(2.6.4)-среднеквалратич>1\ю флу кту ацию скорости частиц газа:

D v=<v2 > - < v > 2= c 2[<m2 > - < и > 2] = с 2Ом, (2.6.20)

которая описывает характерну ю разброс скоростей частиц релятивистского 

идеального газа.
Теперь анализируем поведения найденных характерных скоростей 

при очень большом значения параметра Ъ% т.е. Ь »  I В этом случае, как 
утке отмечалось, тепловая энергия кТ намного меньше чем энергия покоя! 

частиц мк : . Далее учитывая асимптотики *,(») и Ь,(Ь):
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I ««-/H'S-T <5Г ~} <!6!11
I ?* •)• o t m

§ р а сс м а тр и ва е м о м  пределе получаем, что

[*,(*»-*».<*>► - ■ ̂ )-  (2б2з>

Теперь вспоминая асимптотику модифицированной функции Бесселя 
рторою порядка кг(Ь)

■  м * )- ^ ^ +4  <2624»
на основе выражений (2.6.16), (2.6.19) получаем следующую формулу для 
ср е д н е ю  квадрата скорости частиц идеального гата

W  «■*"■ ft'-w)-" 0 6 т

Эго есть результат, вытекающий из максвелловского распределения (2.5.26) 
д м среднего квадрата скорости частиц в нерелятивистском пределе.

В тгом же пределе в соответствии с выражениями (2.6 11), (2 6 15) и 
(2.6.24) получаем

а б 2 б )

Эго есть формула для средней скорости максвелловского распределения
(2.5.26). Таким образом, в рамках применимости максвелловского 
раифеделсния среднеквадратичная флуктуация скоростей частиц 
идеального газа согласно (2.6.20), (2.6.25) и (2.6.26) определяется 
следующим выражением

В  wwH)rH)?- ,2б2?)
И наконец, рассмотрим случай ультрарелятивистскнх (или

вых) частиц, который соответствует очень малым значениям
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параметра Ь т.е. Л «Мили Ь -* 0). Тогда учитывая асимптотики функции 
*,(*). *г(Ь) и ut(b) а этом пределе

*,(*>-“ . (2.6.28)

получаем из (2.6.15) и (2.6.19) следующие результаты

< м » 1-Д’, < •#а >— 1 — А* - (2.6.29)

Следовательно, в ультрарслятивистском пределе среднеквадратичная 
флуктуация скоростей частиц неквантового идеального газа определяется 
следующей форму лой

. (2.6.30)

Таким образом, в этом разделе на основе релятивистскою 
распределения скоростей (2.5.19) доказано, что характерные скорости 
частиц газа: наивероятнейшая, средняя и среднеквадратичная скорости не 
превышают скорость света. В частности, учитывая недостижимость 
абсолютного нуля температуры доказанный Нернстом, придем к 
заключению, что только безмассовые частицы при любой температуре 
имеют скорости равная скорости света. Кроме того, можно показать 
ограниченность среднеквадратичной флуктуации скоростей частиц при 
любом значении параметра b (смотрите задачи к второй главе).

Заключая раздел замечаем, что эти качественные соображения при 
получении решения (2.6.7) легко можно получать, находя значения Ь,

соответствующие наивсроятнсйшим скоростям умш • которыес
определяются следующим образом:

Отсюда при м« 1  и «•!-* (о < / «1) получаем приближенные 
решения (2.6.8) и (2.6.9) уравнения (2.6.7).
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На основе выше приведенных анализов придем к выводу, что в 
без массовом пределе все характерные скорости частиц стремятся к 
скорости света Иначе говоря, функция распределения модулей скоростей 
частиц ультрарелятивистского идеального газа становится дельта образной 

= ■ их направления совершенно случайны и равновероятны,

т . е .  распределены изотропно.
Действительно, релятивистская функция распределения 

нормированной скорости Ф(и) при Ь « 1  приобретает следующий вид

A* JФ(и)- — V(l-n*) 2

Далее полагая * 1 - 1 - г ' (г -♦ 0). получаем

Ф(ы) *  —г  ехр(-—).
2г  е

Отсюда видно, что если Ь = то при е -+ 0 функция Ф(и)
I

экспоненциально стремится к нулю. Нели же то при е -*0 Ф(и)
становится бесконеч1юй. Следовательно, при b ->0приведенная функция 
распределения будет дельта-образной т.с.

<*><«)■ *<1-•) (рис. 11-13).
Таким обраюм, на основе анализа выражений характерных скоростей 

частиц неквантового РИГ МБ придем к фундаментальному заключению, 
что наивероятнейшая, средняя и среднеквадратичная скорость не 
превосходит скорость света - предельную скорость в природе. Тем самым 
Доказана справедливость постулатов специальной теории относительности 
и в релятивистской статистической физике.

ех^-ао-м*) 2|

109





/>*0.2

Рис. 11-13. Фу нкция распределения модулей нормированных скоростей 
частиц неквантовою релятивистского идеального iaia Маквелла-Больцмана 

(Ъ=1.5 ( II) ;  1 (12); 0,2 (13)).

В качестве примера находим среднеквадратичную скорость частиц 
релятивистского идеального газа при значении параметра, д. у  когда 

тепловая энергия КТ равно одной трети энергии покоя частицы газа.
Используя формулу (2.6.19) и учитывая значения специальных 

функций фигурирующих в ней, получаем

I». шу1< а ' > - 0.515 с.

Однако согласно формуле Максвелла для средне - квадратичной 

скорости (2.6.25) =с. Этот результат не имеет физического смысла, так
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как, согласно специальной теории относительности ни одна частица с 
отличной от нуля массой не может иметь скорость равную скорости света. 
Последнее заключение следует и из найденного нами релятивистском 
функции распределения модулей скоростей частиц (2.5.19): если т *  0. то 

при 0 - ¥  С фуНКЦИЯ F( 0)  -* о .

2.7. Связь между давлением в плотности средней жертв 
релвтввветекого идеального газа

Как известно, свойства любого идеального газа определяется его 
уравнением состояния связывающее три термодинамические величины; 
давление, плотность чисел частиц (полное число частиц в единице объема) 
и температуру. Поэтому нашей целью в этом разделе является определение 
уравнения состояния неквантового релятивистского идеального газа 
Максвелла-Больцмана.

Прежде чем приступит к непосредственному решению этой задачи, 

для удобства читателей, приводим краткое доказательство выражений для 

плотности средней энергии (2.А) и давления (2.В) релятивистского 
идеального газа. Для этого воспользуемся следующим известным 

выражением тензора энергии-импульса системы невзаимодействующих 
частиц [100]:

где я - число частиц в единице объема, а угловые скобки означаю! 
усреднения по функции распределения скоростей частиц газа.

Далее учитывая определения четырехмерного радиуса-вектора 
частицы х* [100]

(2.7.1)

У  =(дгв,дг,.х 2,дг, )= (сА д с ,^ 2)= (с/,0 , (2.7.2)
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^= (r,v")= (c.v„v,.v,), (2.7.3)
at

находим следующие выражения необходимые для нахождения Т - :

* 1 . . ' ___ | (2 74)*

где ^-обычная трехмерная скорость частицы.
Следовательно, с помощью выражений (2.7.1)42.7.4) можно 

определит любую компоненту тензора энергии-импульса Т* системы 
невзаимодейству ющих частиц, например.

7*" ж птс2 < j * ■■■ >, Т"" * nm < i УЬи  > • (2.7.5)■ F ?  И
где a*x,y,z.

Отсюда следует, что временная компонента тензора энергии- 
импульса Г 00 равна плотности средней энергии р релятивистского 
идеальною газа, определяемая выражением (2.А)

р » птс1 < -p J — >. (2.7.6)

щ  f t
Теперь с помощью пространственных компонент тензора энергии-импульса 

Тш получаем, что
v2

Г- + Т”  ♦ Тя *= птс2 < — — — >. (2.7.5 )

И "
Однако, при любом изотропном распределении скоростей частиц (а иначе и 
не может быть из-за равноправия всех направлений в пространстве)

Г- . Г  « Г *  */\ (2.7.7)
Убедиться в котором предоставляем читателям самостоятельно.
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Таким образом, из (2.7.6М2.7.7) получаем следующее выражение дщ 
давления релятивистского идеал who го га та (2.В):

Подчеркиваем, что мы не стали привести здесь выражения для смешанных 

компонент тензора энергии-импульса Тл при не равных / и к просто 
потому, что все они равна нулю.

и учитывая выражения (2.7.6) и (2.7.8) получаем следующее важное 
равенство, устанавливающее связь между давлением Р и плотности средней 
энергии р релятивистского идеального газа

Таким образом, как следует из выражений плотности средней 
энергии р (2.7.6) и давления Р (2.7.8), а также связывающее их уравненме 

состояния (2.7.10) - все они определяются статистическим усреднением на 
основе релятивистского распределения скоростей их частиц f(v) (2.5.19). 
В этом заключается оригинальность впервые применяемого нами метода 
нахождения указанных макроскопических величин релятивистскою 
идеального газа Максвелла-Больцмана.

Начнем решения этой задачи с определения плотности средней 
энергии релятивистского идеального газа основываясь на выражения (2.7.6) 
и (2.5.19):

(2.7.8)

Теперь воспользовавшись тождеством

(2.7.9)

(2.7.10)

с
(2.7.11)
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Tei*Pb применяя ставшей нам любимой подстановку и-*г(0<л<~) и 

у ч и т ы в а я  выражение (2.6.4) получаем

рш щ тС  (2.7.12)

Но согласно (2.4.11) интегралы входящие в (2.7.12) соответственно равны

/ , - Э ^ .  (2.7.13)О о
где к,(Ь) и *,(М~ модифицированные функции Бесселя первого и второго 

порядка.
Таким образом, для плотности средней энергии р неквантового 

релятивистского идеального газа Максвелла-Больцмана получаем 
следующее красивое выражение

'—{Ш*;} |!,М|
Далее вычислим прав>ю часть равенства (2.7.10) 

гипсг < 1̂ - j j  >ж птс 1  ̂^  j sh 'x e  • (2.7.15)

Теперь учитывая первый интеграл к выражении (2.7.13) отсюда 
получаем

, R > -  - с ’ (2.7.16)I е 4,(6)
Подставляя найденную среднюю в правой части равенства (2.7.10) находим
следующее выражение для давления неквантового релятивистского
идеального газа Максвелла-Больцмана

Р = пкТ. (2.7.17)
Разумеется, этот результат можно получит и непосредственным

усреднением выражения для давления (2.7.8). В этом вы можете убедиться
сами, воспользовавшись рекуррентной формулой (2.4.11) для

модифицированных функций Бесселя я-го порядка М *). Однако теперь в
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отличии от нсрелятивистской теории идеального газа давление РИГ (2.7.17) 
не будет пропорциональной средней кинетической энергии частиц газа, так 
как, согласно (2.7.14)

является нелинейной функцией тепловой энергии кТ. В частности

Используя эту формулу измеряя (Ц) и Т можно определить энергию

Таким образом, уравнение состояния неквантового релятивистского 
идеального газа Максвелла - Больцмана связывающее его давление, 
плотность средней энергии и температуру определяется следующим 
выражением

Для исключения возможных недоразумений подчеркиваем, что 
приведенные выше результаты могут быть получены и другими 
статистическими методами, в частности, на основе выражения свободой 
энергии релятивистского идеального газа, как было показано в отмеченной 
выше книге В. Паули [116]. Отметим также, что анализ выражений 
давления и плотности средней энергии для случаев нерелятивистского 
идеального газа и безмассового фотонного газа содержатся во многих 
работах, например, в [104, 143].

Теперь исследуем асимтотическис поведения давления и плотности 
средней энергии неквантового релятивистского идеального газа Максвелла- 
Больцмана при предельных значениях параметра Ь.

покоя частиц газа тс4,2

(2.7.18)
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Вели тепловая энергия кТ пренебрежимо мало но сравнению с 
эиерпкй покоя частиц гата ш \  то параметр Ь »  1. Далее учитывая 
0СИМПТОТНКН функций к,{Ь) и к:(Ь) (2.4.22) имеем

*.(*) 2Ь 6461' (2 ,У)

Тогда из (2.7.14) следует, что в этом пределе плотность средней энергии 
определяется следующей формулой

р •> птс*+^пкТ - (2.7.20)

Однако р-ппк? =п<Е-Е9 >=п<Ек >. Следовательно, только для 

нерелятивистского идеального газа справедливо закон о равномерном 

распределении средней кинетической энергии <Ек > по степеням свободы, 

т.е.

<£, >■ . (2.7.21)

В обратном пределе 6«1 (что означает не только 7* -*••, но и 
m —> 0!) модифицированные функции Бесселя первого и второго порядка 
имеют асимптотики указанные в выражении (2.6.28). Тогда из (2.7.14) 
получаем следующую формулу для плотности средней энергии 
улырарелятивистского идеального газа (или релятивистского газа 
безмассовых частиц)

(2.7.22)

В этом пределе из (2.7.18) следует следующее, так называемое, предельное 
уравнение состояния

/•-£ , (2.7.23)

которое соответствует наибольшему возможному давлению при данной 
плотности средней энергии р .



Исходя из выше приведенных анализов уравнения состояния (2.7.18) 
связывающее давление, плотность средней энергии и температуру 
релятивистского идеального газа мы можем записать следующие 
приближенные уравнения состояния:

Г-о. />.£, (2.7.24)

обычно используемые в уравнениях движения материи (вещества и 
излучения) в космологических теориях [100]. Здесь первое уравненис 
состояния соответствует перслятивистскому газу со сверхнизкой 
температурой ( Г - * 0 ), второе же - ультрарелятивистскому газу с очень 
высокой температурой или равновесному излучению
Следовательно, используемые эти приближенные уравнения состояния 
фактически не зависят от температуры [100]. Поэтому па основе анализа 
уравнения движения материи, где используется уравнения состояния, не 
учитывающая зависимость давления и плотности средней энергии от 
температуры, нельзя в принципе определит изменение температуры 
Вселенной при ее эволюции. Дополнительным аргументом в пользу этого 
заключения служит и то обстоятельство, что само установления 
равновесного распределения Больцмана и вытекающее из него 
релятивистское распределение скоростей частиц газа возможно только при 
статистическом равновесии, с неизменной во времени температу рой.

Для иллюстрации полученных результатов вычислим среднюю 
кинетическую энергию, приходящую на одну частицу газа при значении 
параметра b равное трем. Тогда согласно нерелягивисгской теории

!tl(?Максвелла получаем, что <Ек>=—̂~. В то же время согласно теории 

неквантового релятивистского идеального газа (2.7.14)

< Ек >=<Е > -тс2 я тс2 • * |,084тг*.
*,(3)
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Следовательно, уже при значениях тепловой энергии кТ порядка 

од н ой  третьи энергии покоя частиц газа тс‘, нсрслятивистская теория 

„д с а л ь н о го  газа теряет свою применимость.

Заключая раздел особо 1юдчсркиваем, что давление и плотность 

средней энергии нсква1ГТового РИГ МБ принимают только 

н еотрицательны е значения согласно их физическому смыслу. Далее в 

третьей главе мы докажем, что это заключение остается верным и для 

кв а н то в ы х  релятивистских идеальных газов.

Таким образом, ни одно вещество не может иметь отрицательную 

д авлению  и отрицательную плотность средней энергии. Тем самым 

и скл ю чается  возможность существования предполагаемой «темной» 

м атерии с такими гипотетическими свойствами.

Комментарии и литературные укагания

К р»>Д<чу 2.1
Уравнение для функции распределения скорости частицы 

совершающее одномерное релятивистское броуновское движение получено 

на основе релятивистской связи между импульсом и скоростью.

К  разделу 2.2
Получено флуктационно - диссипативное соотношение для 

одномерного релятивистского броуновского движения путем нахождения 

среднего квадрата скорости. Показано, что в не релятивистском 

приближении оно переходит в знаменитое соотношение Эйнштейна.

К  разделу 2.3

На основе одномерного релятивистского функции распределения 

Больцмана для импульсов частиц идеального газа путем предельного 

перехода показано, что возможные значения импульсов безмассовых 

частиц определяется только температурой газа. Иначе говоря для
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существования безмассовых термализационных частиц необходимо 

наличия тепловой энергии.

К  и  цел  у 2.4

Найдены средняя и средняя квадрата наблюдаемых частот излучения 

частиц одномерного релятивистского идеального газа, которые 

представляют шгтерес в релятивистской высоко - частотной квантовой 

электронике и в лазерной спектроскопии межкосмического газа.

В разделах 2.5 - 2.7 представлена теория неквантовою 

релятивистского идеального газа Максвелла - Больцмана.

К p a u c .iv  2.S

Найдена функция распределения скорости частиц релятивистского 

идеального газа методом преобразования многомерной функции 

распределения, на основе трехмерного релятивистского распределения 

Больцмана для импульсов. Здесь использована релятивистская 

инвариантность равновесных функций распределений. Следовательно, 

приведенный здесь доказательство является окончательным и 

однозначным.

К р ащ -ч у  2.6

Найдены характерные скорости частиц релятивистского идеального 

газа: наивероятнейшая, средняя и среднеквадратичная скорости. На основе 

анализа выражений для этих скоростей получено фундаментальное 

заключение, что ни одна характерная скорость частиц неквантовою 

релятивистского идеального газа Максвелла-Больцмана не превосходи i 

скорость света. Тем самым доказана справедливость постулата специальной 

теории относ шел ьиости и в релятивистской статистической физике.

Показано, что найденная функция распределения скорости частиц 

релятивистского идеального газа и вычисленные на ее основе характерные 

скорости в нерелятивистском пределе переходят в известные результаты
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Максвелла. сыгравшее ключевую роль в создании современной 

«уятистическон фишки

Путем предельного перехода к бсзмассовым частицам сделано 

заключение о том, что такие частицы при любой отличной от нуля 

ябсолюгиой температуре (невозможноезь которого докашл Перист) имеют 

единственную скорость -  равный скорости света.

К  р « ц гл у  2.7

Установлена связь между давлением и плотности средней энергии 

н е к в а н т о в о ю  релятивистского идеального газа. Она получена 

оригинальным путем усреднения выражения этих величин для системы 

релятивистских невзаимодействующих частиц по релятивистской функции 

распределения их скоростей. Ранее в релятивистской статистической 

физике такой метод получения уравнения состояния неквантового 

релятивистскою идеального газа, насколько нам известно, ни кем не 

применялся

Показано важность учёта релятивизма частиц идеальною газа даже 

при малых, но конечных значений отношении энергии покоя частиц к 

тепловой энергии. Установлено физическая несостоятельность уравнения 

состояния с отрицательным (обычно предлагаемая для «темной» материи) 

давлением Доказано, что давление неквантового релятивистского 

идеального газа не может превышать одну треть его плотности средней 

энергии

Последняя глава монографии будет гюсвящеиа исследованию 

свойств космического микроволнового излучения на основе обобщения 

выше полученных результатов для квантовых релятивистских идеальных 

газов
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1. На основе распределения (2.1.14) найдите среднюю модуЛя 

нормированной скорости релятивисткой броуновской частицы и исполмм, 

выражения (2.2.3) для среднего квадрата модуля нормированной скорости 

определите средне -  квадратичную флуктуацию нормированной скорости

Пи ш< и* > - < и  >*.

Исследуйте се зависимость от параметра Ь.

2. Исследуя экстремум функции распределения скорости дл* 

одномерного релятивистского броуновского частицы (2.1.14) определите 

условия появления ненулевой наиболее вероятной ДГ— составляющей 

скорости г?,, которая по выражению Климонтовича описывает 

своеобразный «фазовый переход» в броуновском движении.

3. Определите среднюю, среднего квадрата и определяемая ими 

дисперсию частоты рассеянного света частицами релятивистского 

идеального газа, используя формулу

1-^COS0
✓ « v----- ^------- .

\ - ~ C O S 0
с

Здесь I  - скорость частицы, в  и в' - углы, составляемые падающим и 

рассеянным светом с направлением скорости частицы.

4. Решая уравнение (2.6.7) найдите наиболее вероятную модуля 

скорости частиц неквантового РИГ МБ при произвольных значениях 

отношения энергии покоя частицы газа тс ’ к тепловой энергии кТ.

5. Используя выражения для среднего и среднего квадрата скорости 

частиц релятивистского идеального газа (2.6.15) и (2.6.19) определите 

дисперсию скорости частиц

D *ш< 0* > -< !>>* .

Исследу йте сс зависимость от параметра Ь.
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6. Получите выражения давления неквантового РИГ МБ (2.В) 

„ с л а г а я .  что столкновения их частиц с воображаемой стенкой являются

упругими

Убедитесь в том. что выражение для давления квантовых 

релятивистских  идеальных газов (3.6.48) получается его обобщением на 

улучай квантовой статистики.

7. Определите теплоемкость неквантовою РИГ МБ при постоянном объеме

B f '  J u
с , - — . ы .р У

где w -  внутренняя энергия релятивистского идеального газа, р -  

плотностъ средней энергии газа (2.7.14). 

ледуйте ее зависимость от параметра b
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ГЛАВА 3. РЕЛЯТИВИСТСКИ -  ИНВАРИАНТНАЯ 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПЕРВИЧНОГО КО СМ ИЧЕСКО ГО

ИЗЛУЧЕНИЯ

Есть иной, нам неведомый путь.

Омар Хайяч
Ьокий дуне учун шартдур -  нбодат

Ч
Олимлар майдонда бел олишеа гор,
Кураш курсатарди кимда не %унар.
Олачда ягона шо \ Парвардигор.
Белгилаб боради тацдиру рузгор.

Хайемга тенг булмас \ар бир шеърнавис, 
Эйнштейн булмас *ар мутахассис 
Пеле була олмас \ар бир бозингар.
Кони дур булчаса. тош булчас гав^ар!

Бор олам ганжини capaiap Заргар,
Кимга тош улашар. кимга имжу зар.
Хеч кич рад этолчас буюк х,ак,икрт:
Боций дуне учун шартдур -  ибодат!

Гог » perpeta il world we should remember It.

I f  the scientist struggled on a carpet.

Kurash would reveal what they' are able.

The owner o f the miracle, the lord o f the universe. 

The one who define our destiny!

1 Узбекский вид борьбы.
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Not every poet can be Khayyam.

Not every scientist can be Einstein.

Not every player can be Pele.

I f  the mine o f a stone is not pure, it is not an emerald!

All the values o f the world are estimated by the Jeweler.

To whom gives a stone, sapphire to another.

Nobody can denied this great true:

For a perpetual world we should remember It!

Первичное космическое излучение является, пожалуй, одним из 

загадочных процессов существующих не только во Вселенной, но также и 

во всей природе. История открытия и исследования этого действительно 

таинственного излучения отражена во многочисленной, можно сказать, 

огромной и продолжающих расти до сих пор литературе [146-170] 

(смотрите также тггированные в них работы по специальным вопросам 

космологии) Нашей скромной целью здесь является обращение внимания 

на некоторых свойствах этого излучения и их новое объяснения на 

независимой альтернативной основе. Мы вообще не затрагиваем 

философские аспекты этой проблемы, где, по меткому выражению 

Фейнмана «каждый имеет право на свое особое мнение».

Интерес к несомненно фундаментальным проблемам рождения и 

эволюции Вселенной особенно возрос за последнее время Эго связано, 

естественно, с полученными новыми наблюдательными данными по 

реликтовому излучению и развитием новых теоретических концепций в 

этом направлении [172-192].

Начальные два раздела этой главы носят вводный характер. В 

разделе 3.1 на основе эйнштейновского вывода формулы Планка [2,101,116] 

Показано связь между равновесным излучением и тепловым движением
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излучающих частиц. В разделе 3.2 приведено паулиевскос доказательство 

релятивистской инвариантности распределения Планка [116], из которого 

вытекает важное соотношение, связывающее наблюдаемую и излучаемую 

частоту' равновесного теплового излучения через скорость излучающих 

частиц.

Основную часть главы составляют разделы 3.3-3.6, где представлена 

новая релятивистки -  инвариантная статистическая теория первичною 

космического излучения. В разделе 3.7 обращено внимание иа другую, 

независимую, конформно -  инвариантную термализационную теорию 

реликтового излучения [184-189], так названная нами по аналогии с 

предыдущей теорией.

3.1. Статистическое равновесие тентового излучения с идеальным

газом

Первичное космическое излучение (или реликтовое излучение) по 

своей физической природе является равновесным тепловым излучением 

Это положение является основополагающим для всех известных 

космологических теорий, которое установлено на основе наблюдений 

спектральной плотности реликтового или микрокосмического фонового 

излучения. Как показывают последние наблюдательные данные [172-183], в 

областях частот излучения доступных измерению, спектральная плотность 

первичного космического излучения с высокой точностью соответствует 

спектральной плотности равновесного теплового излучения. Последняя 

была определена Планком, как известно, квантовым обобщением 

универсальной функции Кирхгофа для спектральной плотности 

равновесного излучения. Однако в выводе Планка, как было указано его 

современниками, не учитывалось тепловое движение частиц и, 

следовательно, это было не вполне правильным со статистической точки
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зрения. Впоследствии это обстоятельство было учтено Эйнштейном, 

который раскрыл статистическую связь между частотным распределением 

энергии излучения теплового возбуждения и распределением скоростей 

излучающих его частиц газа.

Начнем свое изложение, рассматривая частицы идеального газа как 

систему атомов находящихся в поле их собственного излучения, частотное 

распределение плотности энерши излучения теплового возбуждения 

которого определяется функцией * ( * ,г ) ,  которую нам необходимо найти. 

Напомним, что по определению, n(v,r)jvjti выражает энергию излучения 

отнесенная единице объема с частотами из промежутка от v до v+dv 

испускаемая в пределах бесконечно малого телесного угла </Q, с осью с 

единичным вектором в направлении распространения излучения. С другой 

стороны эта же энергия равна w v  (»*), где </v(v)~ число фотонов 

распространяющихся в направлении единичного вектора из того же 

промежутка частот.

Для нахождения спектральной плотности теплового излу чения будем 

использовать следующее заключение сделанное Эйнштейном в его работе

[190,2]: для установления статистического равновесия между тепловым 

излучением и идеальным газом необходимо существования динамического 

равновесия между частицами идеального газа и ква>ггами теплового 

■Мучения. Приводимые нами ниже результаты по существу являются 

кратким конспективным изложением содержания работы [190], в которой 

читатель может найти обстоятельный вывод используемых нами далее 

необходимых соотношений.

Для определения условия динамического равновесия между 

•Истицами идеального газа и квантами теплового излучения Эйнштейн учел 

квк их поступательное тепловое движение, так и действие случайных 

толчков испытываемые ими со стороны квантов теплового излучения. Он 

на основе этих рассуждений, ограничиваясь, случаем нсрелятивистского
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идеального газа Максвелла-Ьольцмаиа, показал, что результирующее 

изменение импульса каждого отдельно взятого атома газа можно 

представить в следующем виде:

следующую сумму направления единичных векторов этих квантов

где П) %Ги,...лг -  обозначают направления взаимодействующих с атомом 

квантов излучения, которые благодаря тепловой природе излучения носят 

совершенно случайный, статистически независимый характер, а г -  число 

толчков (или соударений) испытываемый каждым атомом за время Г

Следовательно, первое слагаемое —* описывает случайное изменение

импульса отдельного атома газа вследствие взаимодействия со стороны 

квантов излучения, а второе слагаемое выражает эффективную силу 

сопротивления- аР, обусловленная движением атомов в поле теплового 

излучения. Таким образом, согласно (3.1.1) движение каждого атома можно 

рассматривать как движение броуновской частицы под действием этих двух 

сил.

А чтобы количественно характеризовать такое своеобразное 

движение мы должны знать число соударений г  испытываемый каждым 

атомом и эффективный коэффициент диссипации (или сопропиления) а  

теплового излучения движущимся атомам. Эти необходимые для нас 

величины были найдены Эйнштейном [2,190], которые определяются 

следующими выражениями

Г -Г , = у -  -  arv г . (3.1.1)

Здесь — - импульс кванта теплового излучения, а я -  означает
с

(3.1.2)

с

(3.1.3)
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(3.1.4)

При получении этих результатов излучающие частицы идеального 

гата следует рассматривать как атомы с двумя энергетическими 

соСтояниями с энергиями £, и £ ,>£ ,, причем Кроме того

стлалось, что переходы между этими состояниями пропорциональны 

спектральной плотности энергии теплового излучения *<*)• *  также 

коэффициентам поглощения в а и излу чения /? и . которые связаны 

соотношением *  -  *  • в - , поскольку при равновесии

происхождение зтнх процессов равновероятны Забегая вперед, скажем, что 

эти коэффициенты нам не понадобятся в дальнейшем, поскольку они 

выпадают из конечных результатов. Ясно, что Ni +Nj -  общее число атомов 

находящихся соответственно в первом и втором энергетическом состоянии.

Теперь вернемся к анализу изменения импульса каждого отдельно 

взятого атома описываемое выражением (3.1.1). С физической точки зрения 

ясно, чтобы не нарушалось статистическое равновесие в рассматриваемой 

системе идеального газа и теплового излучения средние значения 

изменения искомых величин не должны зависет от времени В противном 

случае, как это утке подчеркивалось в первой и второй главах монографии, 

никакого стационарного распределения не существует

Следовательно, применяя, последнее требование к 

среднеквадратичным флуктуациям изменения импульса каждого атома 

получаем следующее условие

учитывая при этом статистическую независимость направления скоростей 

атомов и направления излучаемых квантов, определяемые вектором н и 

совершая предел согласно (3.1.5) получаем

Далее с помощью выражения (3.1.1) находим среднюю <р' >,

(3.1.5)
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lim ^-^«2m flr<v* >. (3.1.6)ГчЛ X

В этом выражении через д обозначено изменение импульса атома, 

обусловленное их столкновениями с квантами теплового излучения, 

которое соответствует первому слагаемому (3.1.1) справа от знака 

равенства. Тогда срелияя квадрата этой части изменения импульсов атомов 

будет равно

"МтУй -(т)’** * (3 | 7)
где 2 число столкновений испытываемый каждым атомом за время т, 

которое определяется выражением (3.1.3). В правой части равенства (3.1.6) 

присутствует средняя квадрата скорости атомов идеального газа < ** > . 

Следовательно, только при выполнении условия динамического равновесия

(3.1.6) между частицами (атомами) идеального газа и квантами теплового 

излучения не будет нарушатся их равновесное стационарное распределения 

по скоростям. Поскольку мы рассматриваем случай идеального газа 

нерелятивистских частиц, их скорости подчиняются, как это было показано 

во второй главе монографии, распределению Максвелла (2.5.26), согласно 

которому

(3.1.8)
т

Таким образом, учитывая выражения (3.1.3), (3.1.4) и (3.1.8) из условия 

динамического равновесия (3.1.6) получим, что для существования 

статистического равновесия теплового излучения с идеальным газом его 

спектральная плотность должно удовлетворят следующее уравнение [2]:

- 5  ) ( .< .,- Г й ) .  «.1.9,

Теперь решая это уравнение находим искомую нами спектральную 

плотность теплового излучения В, которая, как следует из (3.1.9)
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определяется отношением энергии излучаемых квантов и тепловой энергии 

кТ. Вводя переменную

х • (3.1.10)
кТ

п е р е п и ш е м  уравнение (3.1.8) в следующем виде

dB S  .
\  ~ B x i  l — f '  ( 3 , , , )

которое удобно для интегрирования. Отсюда после выполнения 

необходимых интегрирований получаем следующее выражение для 

спектральной плотности излучения

К  (-)’
М д - Л  ' [ \  0-1.12)Чг)-

Постоянная А фшлрирующая в этой формуле определяется, как 

известно, тем условием, что при Лу««гГ(или при /г->0) она долж!ю 

переходит в следующее неквантовое выражение спектральной плотности 

теплового излучения (смотрите, например, [2,101])

J0iv:
В(у)ш— кТ. (3.1.13)

Далее совершая предельный переход Л->0 в (3.1.12) и приравнивая 

получающиеся при этом результате (3.1.13) находим, что

% х(кТV
* ’ U  J '

(3.1 14)

Следовательно, согласно (3.1.12) и (3.1.14) спектральная плотность 

равновесного теплового излучения определяется следующим выражениям

a(v ) . g g — 4-— - .  (3.1.15)
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Эго и есть знаменитая формула Планка, полученное в отличии от него, с 

учетом теплового движения излучающих атомов газа, великим 

Эйнштейном.

Заключая раздел, отметим, что релятивистское обобщение 

изложенной выше теории Эйнштейна было сделано в работе [101]. Не 

останавливаясь па ее подробное изложение, ограничимся приведением 

следующих полученных в ней результатов: 1) условие динамическою 

равновесия имеет место не в среднем, как э^р было показано выше, а в 

каждом элементарным акте взаимодействия между атомам и газа и 

квашами теплового излучения; 2) спектральная плотность тепловою 

излучения находящегося в равновесии с излучающим его газом 

описывается формулой Планка; 3) импульсы атомов идеального rata 

подчиняются следующему релятивистскому распределению Больцмана:

/ (Р )т/(Р"РгР*)=ВсХ Р -FW (3.1.16)

, тс*
где й 8 — , тсг- энергия покоя отдельной частицы газа, кТ -тепловая

энергия, а рл%р , и р2~ составляющие импульсов атомов по 

соответствующим осям.

Распределение (3.1.16) уже было использовано нами во второй главе 

монографии для построения теории неквантового релятивистскою 

идеального газа Максвелла-Больцмана, без связи с тепловым излучением, 

на основе распределения (3.1.16), известное из статистической физики [7, 

104, 105].

Таким обраюм, при статистическом равновесии идеального газа и 

теплового излучения спектральная плотность энергии фотонов излучаемые 

атомами газа подчиняются формуле Планка (3.1.15), скорости же 

излучающих их атомов подчиняются полученное нами на основе (3.1.16)
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следующему релятивистскому распределению [смотрите выражение 

(2.5.19) и ход рассуждений при его выводе]:

Как видно из последнего выражения модули скоростей излучающих атомов 

лежащих в промежутке от v до v+dv встречаются с вероятностью 

4W * F{v)d\-, имея при этом совершенно случайное произвольное 

равновероятное направление, поскольку их функция распределения 

скоростей F(r> (2.5.1) является изотропным. Следовательно, нашей 

следующей задачей является исследования свойств равновесного теплового 

излучения атомов идеального газа совершающих посту пательное тепловое 

движение. Решению этого вопроса и посвящен предстоящие разделы этой 

главы.

3.2. Релятивистская инвариантность распределения Планка

Как уже подчеркивалось в предыдущем разделе важнейшей 

характеристикой равновесного теплового изучения является его 

спектральная плотность, которая описывает частотное распределение 

энергии фотонов излучаемые атомами идеального газа вслсдствия их 

теплового возбуждения. Однако, и в то же время, они совершают 

хаотическое тепловое движение. Таким образом, для аназиза свойств 

равновесного теплового излучения движущихся атомов мы должны учесть 

результаты специальной теории относительности, согласно которым 

происходят изменения излучаемых частот, направления их 

распространения, а также спектральная плотность этого излучения

9

(3.1.17)

[116,193-200]
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Для нахождения законов преобразования выше отмеченных величин 

как обычно введем неподвижную (связанная с наблюдателем, который 

покоится) и движущейся (связанная с излучающим атомом) инерциальные 

системы отсчета. Для определенности направим оси х  и Д̂, по направлению 

скорости излучающей частицы Р. Если излучающий атом в собственной 

системе испускает квант излучения с частотой v# в направлении 

единичного волнового вектора 5, который составляет угол ^  с осью 

(или с направлением скорости v), то для неподвижного наблюдателя 

частота излучения и косинус угла их направления распространения 

определяются следующими выражениями (смотрите, любой стандартный 

университетский курс по электродинамике или специальной теории 

относительности):

l+ucos& .  м+cosA v
v«vt —-I «Д , cos0=--------=3L (3.2.1)

VI -и  I+mcos^ с

Соответственно этому, энергия излучения с единицы объема из 

промежутка частот v, от испускаемая в пределах бесконечного

малого телесного угла А1в, с осью с единичным волновым вектором £ 

этого излучения равная *(»•,. для неподвижного наблюдателя

будет равной B(v,s]ivdQ.

Таким образом, для нахождения наблюдаемой спектральной плотности 

равновесного теплового излучения fl(v,s) нам необходима связь между 

выше указанными величинами, которая запишется в следующем виде 

[116.2]:

«(v..e.Vv.</Q. “ U . J  ’
(3.2.2)

т.е. преобразуется как отношения квадрата наблюдаемых и 

испускаемых частот ихтучения v h  v, .
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Далее учитывая, что da -  1я ш  ы в  = - 2л/(со« В) и соответственно

dQ,m -2*d[cot с помощью (3.2.2) находим наблюдаемую спектральную

плотность излучения *(*.$) воспользовавшись следующим

Преобразованием:

jM O _ m (3.2.3)
dv„da, dv^d(с<м вщ) 1 1

Здесь D - детерминант преобразования, который определяется

следующим выражением (сравните с (2.5.2))

dv Эу

dv, Эсо*0в (3.2.4)
cos# Эсо$0
dv, с) cos вп

Теперь у читывая связь межту наблюдаемой v и испу скаемой частотой 

излучения v0, а также между наблюдаемым в и испускаемым в0 углом 

излучаемых квантов с направлением скорости v излучающих частиц (3.2.1) 

получаем, что

| 0 | .  ^  (3.2.5)
1 + м cos 0Ч V

Подставляя выражения (3.2.3) и (3.2.5) в (3.2.2) находим наблюдаемую 

спектральну ю плотность излучения

« М ) -  ■ в(г-М f T  ■ (32'6)
( i - * 7

Отсюда следу ет, что

= * ( vr gt )  t (3.2.7)
v* vi

которое выражает фундаментальное свойство - релятивистскую 

инвариантноегь 2 ^ 1  т.с. распределения Планка д  , |ежр| — j - i j  '• ^

наконец, возвращаясь к выражению (3.2.2) находим величину 0(v)</v,
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которое означает ту часть плотности энергии соответствующая интервалу 

частот от v до v+dv:

e ( v . i ) * . - e ( v . . S . V v . W  . (3.2.8)

Следовательно, учитывая частотное распределение фотонов 

излучаемых атомами идеального газа вследствия их теплового 

возбуждения, спектральная плотность энергии излучения которых 

определяется формулой Планка (3.1.15) и проводя интегрирования в обеих 

частях равенства (3.2.8) получаем, что

(3.2.9)

Отсюда следует, что температура Т измеряемая наблюдателем будет 

различной в разных направлениях наблюдения и определяется выражением 

Г v 1+UCOS&
— (3. 2. 10) 
т. v, V T V

Разумеется последнее соотношение можно было получить 

воспользовавшись релятивистской инвариантности величины (3.2.7) и
V

учитывая явный вид формулы Планка (3.1.15). Заключая раздел приводим 

найденные выражения к виду непосредственно определяемой 

наблюдаемым углом между излучаемым квантом излучения и направления 

скорости v излу чающей частицы выражая со* в, через cos в  согласно второй 

форму.ie (3.2.1):

Г v V T v (3.2.11)
Г, у, 1 ♦ и со$ в

Таким образом, согласно выражениям (3.2.11) и (3.2.7) спектральная 

плотность равновесного теплового излучения В{\.в) приобретает угловую  

зависимость и будет различной в разных направлениях наблюдения 

вследствия движения излучающих частиц. На самом деле это следствие

136



было учтено Эйнштей1«ом в его работе [190], который показал 

а н и з о т р о п н о с т ь  спектральной плотности равновесного теплового поле 

и зл у ч е н и я  для движущихся атомов идеального газа, правда, ограничивался, 

как уже подчеркивалось в предыдущем разделе, нерелятивистским

приближением

В дальнейшем, в отличии от Эйнштейна, нам предстоит провести 

анализ наблюдаемых характеристик равновесного теплового излучения на 

основе точного релятивистского закона преобраюваиия частот (3.2.11) и 

точной релятивистской функции распределения скоростей излучающих 

частиц (3.1.17). Это и есть основная суть, предлагаемая ниже нами 

релятивистскн-инварнаптной статистической теории первичного 

космического излучения.

Приведенный выше строгое доказательство релятивистской 

инвариантное г и распределения Планка можно доказать и более простым 

путем. Действительно, как это было сделано в разделе 2.5 для 

доказательство инвариантности релятивистского распределения Больцмана 

для импульсов, введем следующие четырехмерные векторы:

Здесь: v четырехмерная скорость неподвижной системы координат 

(у шо), F  - четырех мерный импульс фотона, hv энергия фотона, п 

единичны и вектор импу льса фотона.

Отсюда находя скалярное произведение этих чегырехмерных 

яскторов, которое является инвариантом, получаем, что

также есть релятивистки -  инвариантная величина.

Следовательно, чтобы выполнялось релятивистская инвариантность 

распределения Планка, должно выполняться условие (см. (3.2.11)]

у  - (г .6 )

PV=hv
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Релятивистски -  инвариантная статистическая теория первичного 

космического излучения

Согласно существующим теориям анизотропии реликтового излучения 

[171,167,216-219], на относительное изменение его температу ры могут дать 

вклад следующие факторы:

1) рассеяния реликтовых фозонов на гравитационном потенциале (или 

что, то же самое на гравитонах).

2) флуктуации средней плотности барионов

3) рассеяние на очень горячем свободном газе электронов...

Однако выполненные за последнее более сорока лет прецизионные 

измерения показали, что [171Л  9]:

1) Вклад гравитационного рассеяния в анизотропии температу ры 

реликтового излучения обнаружено не было, а лишь установлено его 

верхний предел.

2) Чтобы воспроизвести современное значение барионной плотности 

температурная анизотропия пропорциональная ей должна быть порядка 
дг
—  -  Ю"4 - Ю '\  Однако подобное значение не наблюдается, так как барион-

фотонное отношение порядка Ю '\  т.е., меньше чем выше приведенной 

оценки на три-четыре порядка.

3) По оценкам рассеяние на очень горячем электронном газе в 

галактике с температу рой порядка 10* К  должно привести к относительном) 

изменению температуры порядка 10"\ Однако измерение со спутника 

СОВЕ дают следующее возможное ограничения на относительное



изменение температуры обусловленное тгим эффектом —  £3 1 0 '\ т.е. на

два порядка меньше чем ожидаемого.

Как известно, любая теория основывается на определенные д о т  тения, 

гипотезы или постулаты. В соответствии этому представляемая 

релятивистски-инвариантная статистическая теория первичного 

космического излучения основана на следующие предположения:

1) Ранняя Вселенная представляла собою совокупность релятивистских 

идеальных газов элементарных частиц;

2) Первичное космическое излучение излу чаются частицами этих газов, 

находящихся с этим излучением в равновесии;

3) Наблюдаемые макроскопические характеристики первичного 

космического излучения определяются релятивистской инвариантностью 

распределения Планка для этого излучения и функцией распределения 

скоростей излучающих его частиц.

4) Следуя теорию парастатистики считаем, что возможно непрерывное 

изменение индекса статистики €  между ферми -  статистикой ( * ■ - ! )  и 

статистикой Максвелла -  Больцмана <*> -  0) , а также между последней и 

бозс -  статистикой -  \) (160).

Для исключения возможных недоразумений, подчеркиваем, что мы в 

отличии от существующих теорий тепловых историй Вселенной (или 

теорий «большого взрыва» и ее современных модификаций) 

рассматриваем свойства первичного микрокосмического излучения во 

неизменной Вселенной. При этом мы вообще не затрагиваем «начала» 

(окутанная тайной) и «конца» (которое неизвестно) Вселенной. На самом 

Деле, это по существу, ни знает никто -как правильно отмечалось в работах 

[146-156].
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Таким образом, основами релятивистки инвариантом статистической 

теории иервичного космического излучения являются следующие две 

формулы

которые являются следствиями инвариа>тюсти скорости света и

интервала.

Излагаемая ниже релятивистки -  инвариантная статистическая 

теория первичного космического излучения представляет собой новое, 

возможное, физическое объяснение происхождение и свойств этого 

излучения. В разделе 3.3 иайдсиа функция распределения наблюдаемых 

частот первичного космического излучения и на ее основе показано, что 

существует минимальная наблюдаемая максимальная спектральная 

интенсивность этого излучения. Раздел 3.4 посвящен анализу флуктуации 

температуры реликтового излучения и показано, что среднеквадратичная 

наблюдаемая температура равно равновесной температуре Вселенной, при 

которой происходило первичное космическое излучение. В разделе 3.5 

найдено угловая зависимость наблюдаемой температуры реликтового 

излучения и на ее основе проанализированы анизотропия его наблюдаемой 

температуры. В разделе 3.6 найдено средняя плотность чисел частиц во 

Вселенной, а также уравнение состояния квантовых релятивистских 

идеатьных газов в ней. Раздел 3.7 посвящен краткому анализу другой, 

независимой теории реликтового излучения представленная в работах [183- 

187]. а так же сопоставлению этих двух новых теорий первичного 

микрокосмического излучения.

---т — м ,
Г, V, I ♦ и COS в
Т v у / \ - у :

—  ш —  ж ------------------- (З.А)

v:
(ЗВ )
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3.3. Минимальная наблюдаемая максимальная спектральная 

интенсивность нервичного космического и зучения

Находим функцию распределения наблюдаемых частот первичного 

космического излучения полагая, что оно формировалось частицами 

одномерного релятивистского идеального газа находящиеся с ним в 

тепловом равновесии (смотрите раздел 3.2). С теоретической точки зрения 

понятно, что этот выбор обусловлено необходимостью, так как, только в 

этом случае возможно аналитическое решение исследуемой проблемы 

(смотрите, например, предыдущие главы монографии, где упоминались и 

обсуждались ряд таких работ). Впрочем, в идейном плане, она представляет 

собой релятивистское обобщение одномерной модели Эйнштейна. Однако, 

как будет показано в конце главы такое своеобразное упрощение не влияет 

на суть ниже получаемых на ее основе результатов.

Следовательно, учитывая, что наблюдаемая частота н испускаемая 

частота излучения в рассматриваемом случае связаны точной формулой 

Доплера (смотрте первую и вторую главу монографии):

на основе функции распределения скорости излучающих частиц (смотрите 

вторую главу)

получаем следующую функцию распределения нормированных 

наблюдаемых частот излучения [А6,А7]

(3.3.1)

используя закон преобраюваиия функции распределения

(3.3.3)
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Здесь

кТ, v,

где m масса частиц газа, 7;-равновесная температура, при которой 

происходило тепловое излучение частиц газа благодаря их тепловому

возбуждению за счет тепловой энергии, с -  скорость света, к -  постоянная
Ч

Больцмана.

Таким образом, как видно из выражений (3.3.4) и (3.3.5) функция 

распределения наблюдаемых частот излучения зависит от единственно! о 

параметра, который определяется инвариатпым отношением энергии 

покоя частицы и тепловой энергией *7^. Особо подчеркиваем, что 7^- 

равновссная температура, не зависящая от времени. В противном случае, 

как это было показано в начале этой главы (и в предшествующих главах) не 

существует ни стационарное распределения Максвелла-Больцмана по 

импульсам, ии распределения Планка по частотам излучаемых фотонов

Прежде чем перейти к анализу свойств найденной функции 

распределения наблюдаемых частот ипучения скажем несколько слов о 

существующих результатах на эту тему. Как показывает проведенный нами 

обзор, ранее подобные функции широко применялись в спектральной 

теории излучения [2,7,68,157,158], применительно к излучению 

нсрелятивистских частиц (или атомов). Поскольку в этом приближении

v * * , ( ! - * ) ,  (3.3.6)

где V,-проекция скорости излучающей частицы на направления 

наблюдения излучения, благодаря тому, что скорости излучающих частии 

подчиняются следующей одномерной функции распределения Максвелла 

(смотрите вторую главу)

(з -з -4)

(3.3.5)
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мы получаем с помощью закона преобразовании функции распределения 

(3.3*3), что спектральная форма линий излучения имеет следующий 

гауссовский вид [158]:

/>(А у )» -.—I — cxpf— - - Д-У- 1. (3.3.8)
y [lx< A v : { 2 < А Уг >)

Отсюда сразу видно, что и частота соответствующая максимуму этой 

кривой и средняя наблюдаемая частота равны испускаемой частоте 

излучения v0( какова бы не была масса излучающей частицы и 

температура Следовательно, в этом случае, единственной 

характеристикой, доступной измерению, является среднеквадратичная 

флуктуация частоты излучения:

< Av* >-< (у -  ve* ) >• vj • - ^ 7 .
тс

Она пропорциональна температуре газа излучающих частиц и 

называется лоплеровским тепловым уширением линий излучения.

Теперь найдем наиболее вероятную наблюдаемую частоту в нашем 

случае, которая соответствует максимуму функции распределения 

наблюдаемых частот (3.3.4). Вычисляя ее производную, и приравнивая ее 

нулю, получаем следующее уравнение

[ ^[&-'ВЖН)Ь <•»>
Отсюда видно, что производная искомой функции обращается в ноль при 

х « 0  и х=<*>. Но в этих точках сама функция распределения 

экспоненциалык) стремится к нулю. Следовательно, могут существовать 

конечные корни этого уравнения, являющихся решением следующего 

Уравнения



Таким оораюм, согласно последнему уравнению его возможные корни 

лежат в промежутке от нулю до единицы. Иначе говоря, наиболее 

вероятная наблюдаемая частота меняется в пределах от нуля д0 

испускаемой частоты излучения vt .

Теперь точно решая получающиеся из (3.3.10) следующее уравнение 

четвертой степени

х4 ♦ —*-1  «0. (3.3.11)h

находим для наиболее вероятной наблюдаемой частоты излучения 

следующее выражение [А6.А7]

IV»

Здесь

W -  J (y -zY  ♦ 3.VT. (3.3.13)

Предоставляя читателям в качестве упражнения проверки 

правилынкти найденного корня (3.3.12) уравнения (3.3.11), замечаем, что 

согласно выражению для наиболее вероятной наблюдаемой частоты

(3.3.12), она определяется при заданной равновесной температуры Т0ч 

энергией покоя формирующих эту излучению частиц одномерного 

релятивистского идеального газа Максвелла-Больцмана. Как видно при 

любом значении параметра Ь наиболее вероятная наблюдаемая частота 

излучения %1Ш меньше частоты v0 испускаемою излу чения.

Далее анализируя зависимость максимума функции распределения, 

наблюдаемых частот излучения от параметрах Ь мы нашли наименьшее 

значение се максимального значения, которое существует при значении 

параметра b (которую для простоты назовем критическим) равный
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(3.3.14)

найденное нами численно с помощью аналитических выражений для 

функции распределения наблюдаемых частот излучения (3.3.4) и наиболее 

вероятной наблюдаемой частоты излучения (3.3.12). Этому критическому 

значении />0 соответствует

которую легко вычислить на основе формул (3.3.12) и (3.3.13). Или еще 

проще его проверит согласно выражению (3.3.10) (рис. 14-17).

(Отметим, что в работах [А6.А7] допущена неточность, которая здесь 

исправлена)

Подчеркиваем, что найденная выше функция распределения 

наблюдаемых частот излучения справедливо как при спонтанном 

излучении, так и при равновесном излучении. В этих случаях будет разной 

только частотное распределение излучаемых атомами фотонов, т.е. их 

спектральная плотность излучения. Но в обоих случаях результирующая 

интенсивность излучения пропорционально числу излучающих частиц и 

спектральной плотности этого излучения [157,158]:

JI • JS ■&{*)• Nf[u)Ju B{v). (3.3.16)

Поскольку согласно формуле преобразования функций 

распределения (3.3.3), вероятность того, что излучающая частица имеет 

составляющую скорости, вдоль направления наблюдения в интервале 

(м;« + 4м) равна -  вероятности наблюдаемых частот в интервале частот 

(*; ¥ ♦ dv), мы можем записать предыдущее выражение в следующем виде

=0.4477,
Ч

(3.3.15)

(3.3.17)
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Рис. 14. Функция распределения скорости частиц одномерного 

релятивистского идеального газа

Рис. 15. Фу нкция распределения наблюдаемых частот первичного 

космического излучения [I(x)"f(x)J.
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Рис. 16. Зависимость наиболее вероятной и а б л ю ^  ^  

реликтового излучения от параметра t

О в

Рис. 17. Зависимость максимумлI
частот первичного косми'и

функции распрслс;

го излучения <ц



Рис. 14. Функция распределения скорости частиц одномерного 

релятивистского идеального газа

Рис. 15. Фу нкция распределения наблюдаемых частот первичного 

космического излучения fl(x)*f(x)].
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Fiic. 16. Зависимость наиболее вероятной наблюдаемой частоты

реликтового излучения от параметра b

Ь

Рис. 17. Зависимость максимума функции распределения наблюдаемых

частот первичного космического излучения оз параметра h



Следовательно, спектральная интенсивность излучения отнесенная к одной 

частице и приходящая на единичный частотный интервал в направлении 

наблюдения равна произведению плотности вероятноеn i наблюдаемых 

частот излучения Цу) (или что, то же самое / ( * ) )  и спектральной 

плотности излучения Д (г).

Последнее выражение справедливо для любых наблюдаемых частот

и. в том числе, частоте соответствующей максимуму спектральной 

плотности излучения. Теперь учтем, Ч что согласно последним 

наблюдательным данным реликтовое излучения является всюду' почти 

изотропной с точностью 103 и его наблюдаемая спектральная плотность 

ничем не отличается от распределения Планка для равновесного теплового 

излучения [171,216-219]. Поэтому пренебрегая пока малой анизотропией 

наблюдаемой температуры реликтового излучения в разных направлениях 

(которую мы учтем и анализируем в следующих разделах), мы можем 

считать, что частота соответствующая наблюдаемой максимальной 

спектральной плотности этого излучения дастся известной форму лой Вина 

kvm _
=2,822. (3.3.18)

Наблюдаемая максимальная спектральная плотность первичного

космического излучения согласно последним наблюдательным данным 

соответству ет частоте [216-219]

ум= т Г гц . (3.3.19)

Следовательно, согласно последним двум выражениям температу ра

соответствующая максимальной наблюдаемой спектральной плотности 

реликтового излучения равна

т . - ^ - х т к .  (3.3.20)

Таким образом, объединяя выше приведенные распределения придем 

к выводу, что существует минимальная наблюдаемая максимальная
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спектральная интенсивность первичного космического излучения (3.3.17), 

при выполнении следующих двух условий:

V „ ,= V 0 ,4 4 7 7 . (3.3.21-1)

hvM =2.822 кТы. (3.3.21-2)

Здесь первое условие соответствует наименьшему возможному’ 

значению максимума функции распределения наблюдаемых частот 

излучения. Второе же условие соответствует максимальной наблюдаемой 

спектральной плотности реликтового излучения.

Далее учитывая, что

(3.3.22)
*. т,

которое обеспечивает релятивистскую инвариантность распределения 

Планка равновесного теплового излучения -  таковым и является согласно 

последним наблюдательным реликтовое излучения и учитывая 

совместность условий (3.3.21-1) и (3.3.21-2) т.е. получаем, что

у 1 =0,4477, (3.3.23)

Отсюда получаем для равновесной температуры Вселенной 7̂  при 

котором произошло се рождение и формировалось первичное 

микрокосмическое излучение следующее значение:

Т0 =6,09Я\ (3.3.24)

Теперь воаюльзовавшись критическим значением параметра />0

(3.3.14) и выражение bQ (3.3.5), находим энергию покоя частицы 

формировавшая первичное космическое излучение, соответствующая 

минимальной наблюдаемой максимальной спектральной интенсивности 

реликтового излучения

= V * 7 ;  =9,768K T S f l.  (3.3.25)
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Здесь знак (и )  -  означает усреднения по всевозможным углам 

направление наблюдения, da -  tin SdBJp - элемент телесного угла 

наблюдения.

Отметим еще раз, что последнее соотношение вытекает из 

релятивистской инвариантности распределения Планка равновесною 

теплового излучения (смотрите раздел 3.2), таковым и является 

наблюдаемая спектральная плотность реликтового ихтучеиия согласно 

последним данным наблюдения [216-219]. Теперь проведем 

интегрирование, т.е. усреднение по углам наблюдения, обозначая искомый 

интеграл через:

_ j V«пАМ/ f  _ I ипшв (3 4 5)
Л . ^ с о , *  ; 1 + и сои в

С

Далее вводя новую переменную интегрирования * = cos0 И1 (3.4.5) 

получаем, что

/, = (3.4.6)
'  I ♦ Mi и  I -  м

Подставим найденный интеграл в (3.4.4) и учитывая явный вил 

функции распределения модулей скоростей ихтучающих частиц даваемое 

выражением (3.4.3) имеем

(3.4.7)

Теперь делая нашу любимую подстановку, м *rfc (0< *< -»  которая 

использовалась не раз в предыду щих главах, с помощью (3.4.7) получаем:



Далее вычисляя последний интеграл метолом интегрирования по 

частям получаем, что

<Т9тТ- ' Ш
(3.4.9)

Но как было покатано во второй главе фигурирующие здесь 

интегралы равны соответственно модифицированным функциям Бесселя 

нулевого и первого порядка.

Далее учитывая, что

* . ( * ) - * , ( » ) - 2  (3.4.10)ь
получаем следующее компактное выражение, определяющее среднюю 

наблюдаемую температуру реликтового излучения [А П ]:

<Г

Теперь нам предстоит определит среднеквадратичную наблюдаемую 

температуру реликтового излучения которая определяется формулой

(3.4.12)

где <Тг > -средняя квадрата наблюдаемой температуры реликтового 

излучения Используя как и ранее формулу для вычисления средних 

значений (смотрите предыдущие главы монографии), получаем для 

нахождения последней следующее интегральное выражение

< т ' * ■ * ? / \ • (3-4.13)
•'“ (l + ^coso) *

Далее вычисляя шттеграл зависящий от угловых переменных 

получаем, что



Подставляя выражения найденного интеграла в (3.4.13) имеем
с

< Г1 >* Тщ |  F[y\dv шТщ « (3.4.15)

так как функция распределения модулей скоростей частиц неквантовою 

релятивистского идеального газа Максвелла-Больцмана удовлетворяем 

условию нормировки (смотрите раздел 2.5-2 6)

Таким образом, мы получаем нетривиальный вывод о том. что 

среднеквадратичная наблюдаемая температура реликтового излуче-ния Г в 

точности равна 7^-равновесной температу ре Вселенной (или температу ре 

формирования первичного микрокосм и чес ко го излучения).

Теперь докажем, что выше полученные результаты для средней и 

среднеквадратичной и определяемая ими среднеквадратичной флуктуации 

наблюдаемой температуры реликтового излучения являются не 

очевидными.

Действительно, согласно существующим исрелятнвистским теориям 

спектральных линий излучения и анизотропии реликтового излучения 

(смотрите, например [7,157,158,216-219]) наблюдаемая температура Т и 

равновесная температура Т0 излучающего газа связаны между собой 

следующим линейным соотношением

а функция распределения скорости излучающих частиц подчиняются, как 

известно, распределению Максвелла (смотрите раздел 2.6)

с

\
(3.4.16)

(3.4 17)

(3.4.18)
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Здесь vm = у --------наиболее вероятная скорость частиц не релятивисте кого

идеального газа.

Следовательно, в этом случае для средней наблюдаемой температу ры 

реликтового излучения получаем

< Г > - т/\ ( v ) * ~ «Г,- (3.4.19)
•  (а Л с / ^

Отсюда следует, что средняя наблюдаемая температура реликтового 

и з л у ч е н и я  равна равновесной температуре Г0 и не зависит от отношения 

энергии покоя излучающих частиц тс : и тепловой энергии кТ0 (сравните

последний результат с (3.4.11)).

Теперь определим среднюю квадрата наблюдаемой температуры

<Тг >̂ Тщ < ^ l- -e o s ^ j >*Tj <1 + р-со|’ 0> . (3.4.20)

Далее проведя интегрирование по наблюдаемым углам излучения

имеем

/-Г /с о .-О  ™ Ы(и' А .  (3.4.21)
I < Ах 3• •

Учитывая последнее с помощью (3.4.20) получаем, что средняя 

квадрата наблюдаемой температуры реликтового излучения определяется 

следующим выражением:

Таким образом, используя найденные выражения для средней и 

среднего квадрата температуры, определим единственно возможную, 

Доступное измерению характеристику этого излучения 

среднеквадратичную флуктуацию наблюдаемой температуры реликтового 

излучения:



Разумеется, последняя формула справедлива только при кТщ« т^  

Следовательно, сравнивая эти результаты для характерных срсдш(х 

наблюдаемых температур реликтового излучения с точной релятивистской 

теории даваемые формулами (3.4.11) и (3.4.22), мы придем к заключению 

что они различаются кардинально. Это заключение и доказывает 

нстривиалыюсть выше подученных результатов на основе релятивисте кой 

функции распределения скоростей излучающих частиц, которые и 

формируют реликтовое излучение. ^

Теперь вернемся к точным формулам для средней наблюдаемой и 

среднеквадратичной наблюдаемой температурам реликтового излучение

(3.4.11), (3.4.12) и обсудим их возможные физические последствия более 

подробно.

Начнем се анализ с предельного случая очень малых значений 

параметра Ь «1  или когда А-*0, что соответствует бсзмассовому пределу 

Так как асимптотики модифицированных функций Бесселя первого и 

второго порядка в этом пределе имеют вид

*,<*>-А .  (3.4.24»D О
то согласно формуле (3.4.11) средняя наблюдаемая температура 

реликтового излучения определяется следующим образом

_  _  b тс2
* 2 ‘ 1 Г *  0 А 2 5 )

Следовательно, если бы первичное микрокосмичсскос излучение 

формировалось безмассовыми частицами то средняя, а также наиболее 

вероятная наблюдаемая температура равнялось бы нулю. Однако согласно 

последним наблюдательным данным температура реликтового излучения 

Ти соответствующая его максимальной наблюдаемой спектральной 

плотности не равна нулю и порядка 2,728К. Поскольку наиболее вероятная 

наблюдаемая температура Тил-Т м при минимальной наблюдаемом
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максимальной спектральной интенсивности реликтового излучения, как 

было доказано нами выше в разделе 3.3, соответствует критическому 

значению параметра b

^  = 5 ^  = 1365, (3.4.26)
кТ,

мы призе м к заключению о необходимости существо ванн* частицы с 

отличной от нуля массой, определяемая последним выражением Наверно 

эту частицу формировавшая первичное космическое излучение следовало 

бы назвать «худоном» (это слово имеет узбекское происхождение и в 

переводе на русский язык означает «божья частица», аналогично тому, что 

хиггсовскис Сю юны также называют этим именем).

Теперь анализируем среднюю наблюдаемую температуру 

реликтового излучения в обратном пределе т.е. при очень больших 

значений параметра 6 » 1 , что соответствует кТш« т ? и означает 

нерелятивистский предел. В этом случае асимптотики нужных нам 

модифицированных фу нкций Бесселя имеют следующий вид

I oin>
. °!м’ 

Следовательно, в этом пределе

( 3  4  2 9 )

и согласно (3.4.11) средняя наблюдаемая температуры реликтового 

излучения определяется следующей простой формулой

I  « M ' - i b t ' - S ) -  < 5 , J 0 >

На основе вышеприведенного анализа мы придем к следующему 

важному нетривиальному выводу о том, что средняя наблюдаемая
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температура реликтового и пучения не превышает температу ру Гв~ „р и 

которой формировалось первичное космическое излучение, т.е. при 

изменении параметра b от нуля до бесконечности средняя наблюдаемая 

температура реликтового излучения меняется от нуля до 7^. Иначе говоря 

подобное изменение средней наблюдаемой температуры реликтового 

излучения связано с тепловым движением частиц релятивистскою 

идеального газа, формировавшие первичное космическое излучение.

Заключая раздел приведем значения характерных средних 

наблюдаемых температур реликтового излучения при ^  =Ц865 

соответствующий минимальной наблюдаемой максимальной спектральном 

интенсивности реликтового излучения, что было доказано в разделе 3.3. 

Вычисляя значения модифицированных функций Бесселя получим, что при 

Ьо- 1,865:

Ц Ь .)  = 0.15891, £,(60) = 0.31510. (3.4.31)

Тогда согласно (3.4.11) имеем

< Т >=0,75012 Гв. (3.4.32)

Далее учитывая что этому критическому значению h0 соответствует 

равновесная температура 7̂  =6,09АГ-при которой произошло первичное 

космическое излу чение, согласно (3.4.32) получаем ее значение равная

<  Т >ш 4.56823 АТ. (3.4.33)

Зная эти характерные температуры теперь мы сможем найти 

характерный разброс (или как иногда говорят - дисперсию) наблюдаемой 

температуры реликтового излучения, который, как известно, определяекя 

следующим выражением:

Д Т ш JUT  *  V < r , > - < r > *  *  0,66177 Г, = 4,03242 К . (3.4.34)

Таким образом, при приведенном значении параметра 1 ^= ^  =1.865

средняя наблюдаемая температура реликтового излучения порядка 4,56823
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К и характерный разброс наблюдаемой температуры тгого излучения 

порядка 4,03242 К. Подчеркиваем, что средняя температура реликтового 

излучения, согласно наблюдениям Пеизиаса и Вильсона лежит в пределах 

3.3±1*- Иначе говоря их измерения соответствует не температуре 

наблюдаемой максимальной спектральной плотности этого излучения, 

которая равна Га>2.72МГ, а среднему по всевозможным направлениям 

наблюдения

Подчеркиваем еще одно важное следствие, которое вытекает из 

приведенного анализа: флуктуация наблюдаемой температуры реликтового 

излучения относительно большая. Это связано с тем. что параметр имеет 

конечное значение (порядка =1.865) т.е. тепловая энергия кТ% составляет 

примерно половину энергии покоя частицы, формировавшее первичное 

космическое излучение.

Предлагая читателям в качестве упражнения анализ изменения 

флуктуаций наблюдаемой температуры реликтового излучение во всем 

интервале изменения параметра 0 < Д < ~ ( мы перейдем к исследованию 

наиболее важной характеристики реликтового излучения, а именно: 

анизотропии наблюдаемой температу ры реликтового излучения -  природа 

которой еще не вполне ясно [216-219]. Этому будет посвящен следующий 

раздел

3.5. Анизотропия наблюдаемой температуры первичного космического

фоновою излучения

Как показывает аназиз литературы посвященные анизотропии 

температуры реликтового излучения существуют ряд моделей
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предлагающие тот или иной механизм этой анизотропии: пик Зельдовича, 

эффект Сакса-Вольфа, кинетическая, квадрупольная и т.д. [216-219]. Но, 

как подчеркивалось в этих работах, полной ясности в этом вопросе в 

настоящее время не существует. Поэтому ниже мы предлагаем новое, 

возможное физическое объяснение анизотропии наблюдаемой температуры 

реликтового излучения, которое основано на представление, что оно 

обусловлено тепловым движением частиц формировавшие первичное 

космическое излучение. \

Действительно, на результаты, представленные в предыдущем 

разделе можно взглянуть иначе, а именно: сначала провести 

интегрирование по всевозможным скоростям излучающих частиц и затем 

проводить интегрирование по углам наблюдения излучения, т.е. искомую 

среднюю наблюдаемую температу ру записать в следующем виде:

< г ~ г- ( 351)  

где

(3.5.2)

Вели в последнем интегральном выражении введем косинус угла 

между направлением скорости излучающий частицы и направлением 

наблюдения излучении и обозначим его как ц -  со* в , то из предыдущего 

выражения следует, что [А П ]

0551
Из этого выражение видно, что мы можем вводить следующую 

функцию зависящая от ц  -косинуса угла наблюдения [А П ]

(3.5.4)
;  I + *»
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которая и описывает угловую зависимость, т.е. анизотропию наблюдаемой 

температу ры реликтового излучения.

Угловая функция наблюдаемой температуры первичного 

космического излучения (ПКИ)

Теперь нам необходимо определит явный вид функции j(p ).  Но, к 

сожалению, последний интеграл в общем виде вычислить не удается из-за 

сложной зависимости подьппегральной функции. Поэтому далее мы 

ограничиваемся с учетом главного порядка релятивистских эффектов т.е.

1 2 разлагаем ^  с точностью до и

—— --1 -Ц И + И У + .. . , (3.5.5)
Н м //

которое и соответствует этому приближению.

Отмстим, что это разложение дает после его подстановки в 

выражении (3.S.4) правильный результат даже при и -И , поскольку, как мы 

показали во второй главе, ни одна частица с массой отличной от нулю не 

может иметь скорость равную скорости света т.е. релятивистская функция 

распределения /(« )  определяемая выражением (3.S.2) экспоненциально 

стремится к ну лю при и I , если 6 * 0 .

Подчеркиваем также, что примененный нами здесь подход в 

некоторой степени подобен полурелятивистскому методу Эйнштейна (о 

котором говорилось во второй главе). Но в отличии от него (который 

использовал для скоростей распределения Максвелла (3.4.18)) мы для 

функции / ( „ )  сохраняем се точный релятивистский вид, даваемое 

выражением (3.S.2).

Теперь подставляя разложение (3.5.5) в выражение (3.5.4) для 

искомой нами угловой функции наблюдаемой температуры первичного 

космического излучения получаем следующее выражение [A l l ] :
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J{p)=a9 - a j i+ a j f  + ( 3 . 5 . 6 )  

где коэффициенты угловой функции наблюдаемой температуры 

реликтового излучения определяются следующими выражениями:
I

« ,•  J ^ / ( m)Vi - v ,«» (3.5.7-1)

a, *  j< V (n )V l- * V  • (3.5.7-2)

Далее поочередно находим нужные нам коэффициенты угловой 

функции a^,a, и j  .

Сперва вычислим коэффициент ц, использую как и ранее 

подстановку и = thx . Тогда учитывая явный вид релятивистской функции 

распределения скорости/ ( * )  (3.5.2) и выражение (3.5.7-0) для 

коэффищкпгта ц, получаем

«. = (3.5.8-0)
;  ь

Аналогичным образом получаем для нахождения коэффициент а 

следующее интегральное выражение

а, = |  dxsh 2j

Для вычисления последнего интеграла введем новую переменную 

/ = с/и, что позволяет записать коэффициент в следующем виде

*Ь*
chx

Фигурирующие в последнем выражении интегралы вычисляются 

элементарно и соответственно даются следующим форму лами:
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b * - K h  I f * - * - -
Здесь £,<м- интегральная показательная функция первого порядка. 

Таким обратом, коэффициент выражается следующей формулой:

в,4(|+0̂ '£,(*)- (3-5-8' ,)

Наконец определим последний коэффициент угловой функции 

наблюдаемой температуры реликтового излучения а, :

«, -  ] disk ~  .  ] Jxd, -•* -  j  Л * * *  ♦ ] •
I • • •

Далее учитывая, что все присутствующие здесь ннтс1ралы даются 

следующим выражениями (смотрите предыду щие главы монографии):

;  ь

» (Уг 

\ch х

получаем для искомого коэффициента tf, следующее выражение

в2 ■ - 1 ̂  -  -  кщ{Ь) ♦ Ь',(Ь) • 
о

Здесь кц(Ь) и *,(М~ модифицированные фу нкции Бесселя нулевого н 

первого порезка, Ь,(Ь)- интегральная функции Бесселя второго порядка. 

Теперь используя что,

О

коэффициеш «, приведем к виду

«j -  ♦ *М*> • (3.5.8-2)Ь
удобну ю для его вычисления.
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Таким образом, коэффициенты угловой функции наблюдаемой 

температуры реликтового ихтучения, как средняя наблюдаемая 

температура этого излучения, определяются единственным параметрам Ь 

т.е. отношением энергии покоя излучающих частиц те1 и тепловой 

энергии кТ9.

Теперь мы сможем исследовать свойств* угловой функции 

наблюдаемой температу ры первичного космического излучения / ( /* ) ,  так 

как знаем коэффициенты <^,о, и . которые согласно их определениям 

выражаемые соотношениями (3.5.7-0) -  (3.5.7-2) положительны 

Следовательно, согласно известным свойствам квадратичной функции, 

угловая функция j ( p ), имеет свое наименьшее значение при (рис. 18)

Рис. 18. Угловая функция наблюдаемой температуры первичного 

космического излучения

и = (3.5.9)
2а,

которую мы для простоты далее назовем критическим Это н а и м е н ь ш е е  

значение угловой функции наблюдаемой температуры р е л и к т о в о ю  

излучения согласно (3.S.6) и (3.5.9) определяется следующим в ы р а ж е н и е м :
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Jmm я 4 м * )ша% -^~- 
*»2

(3.5.10)

Отсюда учитывая, что температура реликтового излучения 

наблюдаемая в направлении угла наблюдения в  определяется согласно

(3.5.3) выражением:

придем к нетривиальному выводу, что существует направление 

наблюдения при котором наблюдаемая температура реликтового излучения 

является наименьшей.

Анизотропия наблюдаемой температу ры реликтового иыучения

Найденная выше угловая функция наблюдаемой температуры 

реликтового излучения позволяет определить наиболее его важную 

характеристик), а именно: анизотропию наблюдаемой температуры т.е 

разность его наблюдаемой температуры в разных направлениях 

наблюдения.

Действительно, используя обычную разложения Тейлора для двух 

близких друг к другу углов наблюдения, согласно (3.5.6) получаем для 

разности наблюдаемых в этих направлениях температуры реликтового 

излучения следующее выражение

Здесь at , и дг. выражают соответственно анизотропию первого и 

второго порядка наблюдаемой температуры реликтового излучения и 

определяются следующим образом:

(3.5.11)

А Г = 71 —  A/sATj+ATJ. 
к2(Ь) 1 1

(3.5.12)



Оставляя читателям в качестве упражнения анализа угловой функции 

наблюдаемой температуры реликтового излучения при предельных 

значениях параметра b (b>>I или Д«1), мы в заключении раздела 

приводим значения интересующих нас характеристик анизотропии 

наблюдаемой температуры реликтового излучения при \  =1.865, которому 

как было показано в разделе 3.3 соответствует минимальная наблюдаемая 

максимальная спектральная интенсивность первичного космического 

излучения.

Воспользовавшись значениями модифицированных функций 

Бесселя, интегральной (юказательной функции и интегральной функции 

Бесселя при этом значении параметра получаем

Ощ = 0,0901 Д а, = 0,0689^ а, =0,05516.

Зная значения коэффициентов угловой функции j fo )  вначале 

находим угол наблюдения соответствующий минимальной наблюдаемой 

температуре реликтового излучения:

-  0,62473*сояОщ.
2л,

Следовательно, этот искомый утол наблюдения равен

вщ -51,3е.

Этому углу' наблюдения соответствует наименьшее значение угловой 

функции наблюдаемой температу ры реликтового излучения равное

./ = а , - - ^ - 0 .0 6 8 6 .

Тогда учитывая, что *2(^)=ОЛ5Ю имеем следующее значение для 

минималыюй наблюдаемой температуры реликтового излучения



ь
т*— Л . - 1'* Л . -2,4727*.

Теперь проанализируем анизотропию наблюдаемой температуры 

реликтового излучения вблизи угла наблюдения в котором наблюдается

ее наименьшие значение. Так как в этом случае — ( ^ ) « о , то анизотропия
4/f

наблюдаемой температуры вблизи этого направления полностью 

определяется анизотропией второго порядка наблюдаемой температуры 

реликтового излучения т.е.

4Г> -Г* 7 Т Ь '> 0 '- * Л -  (3-5.15)

Далее для ее опенки возьмем угол отличающиеся от критического 

угла наблюдения на 0,5 градус, например, при в  -  51.3 ± 0.50е.

Тогда для значения вышеприведенных характеристик наблюдаемой 

температу ры реликтового излучения получаем

АГ, ■ 0. А Г, -  91.9Э69 мкК 

Теперь оцениваем анизотропию наблюдаемой температуры в 

непосредственной близости угла наблюдения соответствующая 7 ^  Взяв,

например. 4 = 503* и в, = 50" получаем

АГ, *  2.911 * К \  А Г , -31.8121 т К  .

Д7\ 2
Следовательно, вблизи этих углов наблюдения, т 1,09282 10

Д Г,

т.е. анизотропия второго порядка меньше на два порядка чем анизотропия 

первого порядка наблюдаемой температуры реликтового излучения.

Найденная нами аналитическим путем направление наблюдения при 

котором наблюдается минимальная температура реликтового излучения

соответствующий критическому углу наблюдения ^  близка к

экспериментально обнаруженному значения этого угла, порядка **.5±з* 

[216*219].
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Величина анизотропии второго порядка наблюдаемой температуры 

реликтового излучения 91.9369 мкК удивительно близка (можно сказать с 

невероятной точностью) к ее экспериментально определенному значению 

порядка 90 мкК (216-219], полученная относительно недавно с помощью 

измерительных космических комплексов -  Вилкинсон, Реликт, Планк и 

другие (с которыми подробно можете ознакомится читая специальную 

литературу приведенные во выше указанных работах [216-219]). Она 

близка также к суммарной анизотропии квадрупольной компоненты 

порядка 75 мкК, и так называемой, платы Зельдовича порядка 20 мкК, что 

вместе составляет порядка 95 мкК. Но в отличии от существующих теорий, 

которые предлагают для объяснения анизотропии температуры реликтового 

излучения различные физические механизмы, в рамках предложенной 

теории анизотропия наблюдаемой температуры реликтового излучения 

объяснено единым механизмом, а именно: тепловым движением частиц 

формировавшие первичное космическое излучения.

Резюмируя полученные результаты придем к заключению, что 

угловая зависимость наблюдаемой температуры реликтового излучения 

описываемая аппроксимационной формулой (3.5.6) с хорошей точностью 

отражает свойства анизотропии наблюдаемой температуры этого излучения 

и самое главное показывает существования направления наблюдения в 

котором наблюдается абсолютно заниженная температура реликтового 

излучения.

Теперь приведем выражения анизотропии первого и второго порядка 

наблюдаемой температуры реликтового излучения к виду, непосредственно 

зависящее от угла наблюдения. Для этого полагаем, что вх * * ,  в} * в ♦ а , 

где а  - разность углов наблюдения, выраженная в радианах, которую 

примем равной о,5 градусам. Тогда будем получать следующие 

выражения:

Д7; = Тщ{ 2 а ^  - а ,Х ^  - / / , )  = s in tf-a , sin(2в))ау (3.5.16)
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&ТштТщ л,(//2- /* ,) ' =Т" аг%\пг О а 2. (3.5.17)

Из последнего выражения сразу слсдуст, что анизотропия второго 

порядка будет максимальной при угле наблюдения 9 0 '.

Далее находя производную от а Г, по углу наблюдения в и приравняв 

ее нулю иайлсм следующие се точки экстремума, 

cos 0, » -  // ♦ J i i 2 + 8 ,
1 4 L кр V V  J

I Г n ------ 1 a\ (3.5.18)
cos0- * 1  //  - J / i  + 8 L ц  = —L .

2 4 KP V V  J V  2«2

Таким образом, анизотропия первого порядка наблюдаемой 

температуры реликтового излучения имеет минимум при косинусе угла 

наблюдения со* в, (дг1а_<о) и максимум при косинусе наблюдения

см*, (д г,_  >о ) (рис. 19).

АТ,. К

Рис. 19. Анизотропия первого порядка наблюдаемой температуры 

первичного космического излучения

Напомним, как было показано выше, она равна ну лю при критическом 

угле наблюдения ц = со*0 = - ^ - . При угловом разрешении а »  1,745 КГ*
2 а ,

они равны соответственно: дг|-в = -4,24123 w#r<0, -28е) и

А Г 1 ж * 3 3 % 2 1  1 0 ° * ( * , •  1 24 .5*); ЬТ2тт =  1,5141 иК{6  = 9 0 * )  (р и с .2 0 ) .
АГ,,А'
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Рис. 20. Ли изотроп ия второго порядка наблюдаемой температу ры 

первичного космического излучения

Следовательно, анизотропия наблюдаемой температуры реликтового 

излучения существует во всех направлениях наблюдения1. Проверка выше 

найденных закономерностей являются предметом будущих 

экспериментальных исследований и требует углового разрешения о .5 

градуса и чувствительности измерения температуры порядка 5ь,ш*кК 

(для л г , ) и 28.8нК (длядг,). которые в настоящее время является пока 

недостижимыми.

Угловая корреляционная функция наблюдаемой температуры 

реликтового излучения 

Далее разложим угловую функцию эффективной наблюдаемой 

температуры ПКИ на полиномы Лежаидра Р„(со&)шРп{у) (п=0>\£...\

1 Смотрите приложению в конце монографии, в котором приведены 
температуры ПКИ.
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которое удобно в некоторых случаях, так как последнее обладает 

следующим свойством ортогональности:

= ,3.5.19)

где 6* -  символ Кронекера ( • 1. при I *  я и равен нулю при

1*п).
Тогда представляя угловую функцию Л ц) в виде

= (3.5.20)

и используя, что

\Лц)Рт(М)<1Ц ■ - jC:-7 (я ~ 0,1,23.—)» (3.5.21)н
получаем

+ + * & ( / * ) + (3.5.22)

Здесь: /».(/#> - 1. Р,(р) = /#. /> (/о *  у  (3/f* - 1).

«2 2 Л *  ” ei • '« "у * *

7 0 /) - угловая функция наблюдаемой температуры ГПСИ; 

полиномы Лежандра п -  но го порядка.

Таким образом, в рассматриваемом случае отличны от нуля только 

первые три коэффициента разложения *^,с, и с7. А все С, при / £ 3 равны 

нулю (смотрите задачи в конце главы). С помощью этого разложения легко 

найгн среднюю квадрата наблюдаемой температу ры

(т') = (т\р))шТ’(/Цр)), (3.5.23)

Здесь: Т^ Г, — , Ц р)* /(м ), к (л) - угловая корреляционная
М 4!*)

фу нкция наблюдаемой температу ры реликтового излу чения.
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Особо подчеркиваем, что в существующих теориях С, называются 

мультипольными моментами и угловая корреляционная функция 

флуктуаций температуры реликтового излучения начинается только со 

второго [171,216-219]:

Далее предполагая, что ожидаемые флуктуации температуры 

реликтового излученная являются гауссовыми случайными величинами (то 

есть независимо от физического механизма этих флуктуаций: рассеяние на 

гравитационном потенциале, рассеяние на флуктуациях плотностей 

барионов и т.д.), С, находят следующим образном:

Коэффициенты рассчитывается считая, что поле излучение 

сферически -  симметричное и его можно разложить по сферически 

гармоническим функциям:

Здесь Т0-  средняя температура фонового излучения, *< * )-  

возможное отклонение измеряемой (или наблюдаемой) температуры от Т0 

в направление наблюдения с единичным вектором п.

Теперь следуя, существующим теориям анизотропии температуры 

реликтового излучения полагаем, что кинетическая анизотропия 

обусловлено движением Земли (Солнца или местной группы) относительно 

реликтового излучения.

Тогда разность температу ры соответствующая углам наблюдения в, 
и 0з будет равна

(2/+1)с , = 5 > г |’ - « ; .

Д Гг ■ Г, • J  (сот в, -  со» в,)
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Далее считаем, что 0/ш50,}° и в2**5&. Тогда cosOj -casOt ~ 4 Iff*. Теперь 

учитывая, что Т7 “  2,7211 К и измеренная скорость местной группы и -  627 

км/с [219], получаем А ТГ ш 2,28 Iff5 К.

Но эта величина приблизительно на два порядка меньше чем 

измеренной кинетической компоненты, которая равна ЗмК.

Следовательно, анизотропию кинетической компоиаггы 

температуры реликтового излучения невозможно объяснить движением 

галактики (или ее частей) относительно микрокосмичсского излучения.

Добавим также, что согласно заключению работы [220] красное 

смешение не обусловлено движением галактики (или се частей), а вызвано 

другими причинами, так как, не было никакого «Большого взрыва», а 

произошло холодное рождение Вселенной.

Очевидно, нужно обладать большим «мужеством» и «гениальной» 

фантазией чтобы поле равновесного теплового излучения (именно таковым 

является реликтовое излучение -  это заключение последних 

наблюдательных данных) представит сферически -  симметричным и 

считать гауссовыми флуктуации температуры реликтового итлучения. 

Поэтому мы далее приводим результаты подобных «теорий» анизотропии 

температу ры реликтового излучение без комментариев.

Для нахождение С, используется значение порядков от /=  2 до 

нескольких сотен (200, 300, 500) и даже тысячи (1200, 2400, 3200)! 

Разумеется, эти вычисления невозможно провести аналитическим путем и 

можно найти только численным методом.

В существующих теориях анизотропии реликтового излучения 

утверждается, что измеренная анизогроиия наблюдаемой температуры 

полностью определяется квадруполыюй компонентой и описывается 

угловой корреляционной фу нкцией следующего вида

сг(0)ш0  P2(cos0).
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Но измеренные угловые корреляционная функции, приведенные в 

[216-217] не подчиняется предыдущей угловой зависимости, поскольку 

измеренная угловая корреляционная функции является асимметричной. Но 

квадрупольиая корреляционная функции с,<0>- симметрично относительно 

замены ц  на - ц  и имеет совершенно другую угловую зависимость, не 

похожая на экспериментальную.

Предложенная же нами угловая корреляционная функция

наблюдаемой температуры реликтового излучейия /?(^) * • /* ( //)  является

асимметричной, т.е. Л О  * / ( ” /0  и правильно описывает измеренну ю 

угловую корреляционную функцию флуктуаций температуры фонового 

излучения, так как, разложение на полиномов Лежандра угловой фу нкции 

наблюдаемой температуры ПКИ /(ДО является точным. Эго связано, 

естественно, с тем, что последняя -  конечный многочлен. Как отмечал 

Чандрасекар [157]. в этом случае любая статистическая характеристика, 

зависящая от угловой переменной ц -  cot в вычисляется с погрешностью 

равной нулю. При более сложной зависимости угловой функции у(р) 

удастся найти лишь «наилучшее» приближение. Читатели сами могут 

убедиться в том, что действительно средняя квадрата наблюдаемой 

гемпературы, найденная на основе корреляционной функции * ( / / ) ,  точно 

равно ее значению, полученная с помощью угловой функции J(p).

Обратная задача теории первичного космического излучения (П КИ ) 

Завершая раздел, рассмотрим возможную обратную задачу теории 

1КИ: пусть нам удалось (как в экспериментах «Реликт» и WMAP) 

)пределит галактические координаты точки с «абсолютно» заниженной 

пемпературой реликтового излучения, с угловым разрешением (Х5°
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градусом и 0^ =52?. которому соответствует =0.62375. /[алее примем, 

что эту температуру удалось измерять с прецизионной точностью зо *  * А' и 

Г -  -  2.473 К •

Таким образом, чтобы определит равновесную температуру 

Вселенной нам достаточно вычислить Ь^ которому соответствуют 

минимум Эго нам заодно позволяет найти и все коэффициенты

угловой функции зависящие только от Ь.

Таблица 1

b а, а2 ц(Ъ) а0
0 1 2 3 4

02 23 3302720632 22 8760767665 0 5101239662 23 8796621762
03 9 795030004 9 4703301063 0 5171430607 10.1086411929
04 5 1629202903 4 9220210003 0 5244715730 5 4606871356
05 3 0794103747 2 8046407141 0 5318790702 3 3128635433
Об4 1064763334 18402307642 0 5392730264 21713926565
07 1 3490781362 1 2340436466 0 5466066728 15004055709
0S 0 9531411413 0 8604553583 0 5538565657 1 0772273719
0.0 0 603497966 0 6180 ’486 71 0 5610145403 0 7961464225

1 05163749547 0 4545017452 0 5680670758 0 6019069474
11 0 3017102466 0 3406146101 0 5750182688 0 4634181195
12 0 3017493924 0 2592537527 0 5819576173 0 362160321
13 0 2354503030 0 2000051972 0 588610464 0 2865750023
1.4 0165736156 01560127746 0 5952594537 0 2291665057

15 01479026216 01228700302 0 6018228284 01849252017
16 0.1167426211

58о

0 6062843575 01503061946

1.7 0 0960165475 0 0781062100 06146665315 01231544045

и 0 0761377647 0 0629178694 0 6200504982 01014572774

19 0 0630477009 0 050083154 0 6271453002 0 0640316594

2 0 0526009542 00415205162 0 6332960142 0 0699329409

2 1 0 0434662071 0 0339910745 0 6303780075 0 0564506722

20 22 0 0360672903 0 0279444674 0 6453386602 0 0490440047
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Рис. 21. Числсшюс решение экстремального уравнения, определяющее 

минимальную наблюдаемую температуру реликтового излучения

Для нахождения Ь^ мы численно решали, экстремальное уравнение

cos# = ц  — — .*  /V  ^  •

варьируя параметр Ь.

Результаты численного счета представлены в таблице 1 и на рисунке 21. С

их помощью мы определяли, что />„=1852и =0,07058, — = 5,77% I .
кАь*)

Тогда используя найденную выше связь между’ гв  и Г0 получаем что 

Г0 =6,06(276) К .

Таким образом, прецизионный метол определения характеристик 

реликтового излучения полученный на основе трехмерной функции 

распределения скоростей излучающих частиц подтверждает результаты для 

модели одномерного идеального газа со следующими погрешностями I)
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относительная: — — •  6,97 I0 'J и - 1 *4.93 10~\ 2) абсолютная:
Ь* г»

^ = 1 3  Ю 2 и ЛГ0 *2 -1 0 “* К.

Приведенный результат показывает также, что измерения «Реликт» а 

и WMAP находятся на пороге допустимой шесты процентной точности. В 

то же время погрешность аналитических расчетов не превышают даже 

одного процента. Кроме того, предложенная теория определяет 

минимальную наблюдаемую температуру г — -  2.4727 к  и равновесную 

температу ру Вселенной г— ■ 6.09 к , которые не найдены ни в одном 

космическом спутниковым эксперименте проводимых с 1970 года по сей 

день (последний из них -  европейский спутник «Планк» запущен в мае 

2009 года, первый этап исследований которого завершится 2020 году)!

Представляет важный интерес знания средней плотности чисел 

различных частиц заполняющие Вселенную, как для космологии, так и для 

науки в целом. Эта проблема и является темой следующего раздела

3.6. Вселенная как совокупность квантовых релятивистских 

идеальных газов

Определение средней плотности чисел частиц во Вселенной 

представляет фундаментальный интерес, поскольку их знание позволяет 

определит отношения средней плотности барионов и фотонов, основной 

источник неопределенности которого связано с недостатком современных 

знаний о плотности барионов во Вселенной [216-219].

Средняя плотность чисел частиц

Определим среднюю плотность чисел различных частиц обычным 

образом, согласно следующей формулы квантовой статистической физики 

[6,7,68,105.200J:
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я •
(3.6.1)

где /(/») -инвар иаит пая функция распределения частиц квантовых 

релятивистских идеальных гаюв по импульсам [ 123,124.1 $6.174,180]:

Здесь #-спииовая степень свободы частицы, /•; -  *лр) -энергия частицы, ц  - 

химпотеициал для этой частицы. £- индекс статистики, который принимает 

следующие значения в зависимости от того, какой статистике подчиняется 

частица т.е.

Далее мы находим среднюю плотность чисел частиц во Вселенной 

полагая, что ранняя Вселенная представляет собой систему газов 

элементарных частиц, образно названная нами -  совоку пностью квантовых 

релятивистских идеальных газов (КРИТ).

Для вычисления средней плотность чисел частиц выражение (3.6.1) с 

учетом вила инвариантной функции распределения (3.6.2) удобно

представит следующим образом:

представит как сумму членов бесконечно убывающей геометрической 

прогрессии:

(3.6.2)

-I, для распределены Ферми-Дирака,
£= 0, для распредел&ия Максвелла- Нольцшма,

1, для распредел&ия Бо*е -  Эйнштейна

к
(3.6.3)

Аналогично предыдущему разделу дробь можно
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где так как |<| £ 1, должно выполняется условие г "  < I , т.е. //<£,- для 

любой частицы.
Таким образом, независимо от того какой статистике подчиняется 

квантовый релятивистский идеальный газ его средняя плотность чисел 
частиц определяется следующим образом: 

t-0 Г -
| | + £ л  • U .  (3.6.4)

Для вычисления этого интеграла используем опыт приобретенного 
нами для нахождения уравнения состояния неквантового релятивистского 
идеального газа Максвелла - Больцмана (смотрите раздел 2.7) и полагаем,

что ы ж - т tkx. Тогда используя связь между энергией и импульсом
с

релятивистской частицы с ее скоростью имеем:

£■ ■"** - т с ’скх • (3-6.5)И
p .Z - .m c h i .  (3.6.6)

С
Подставляя найденные выражения для энергии и импульса частиц в

(3.6.4) получаем следующее интегральное выражение

.. - А* -* (тс )'}</«* Г W * *  | (3.6.7)

Здесь мы ввели следующие обозначения для отношения энергии 

покоя частицы и тепловой энергии кТ

(3.6.8)

а также для отношения химпотенциала и тепловой энергии кТ

JLU0. (3.6.9)
кТ

Далее учтем, что (смотрите первую и вторую главу монографии)
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(3.6.10)

Таким образом, средняя плотность чисел частиц любого газа 
определяется следующим компактным и красивым выражением:

Далее полагаем, что для всех элементарных частиц заполнивших 
Вселенную химпотенциал равен нулю, т.к. химпотенциал является 
характеристикой термостата (в данном случае Вселенной), а не отдельных 
находящихся с ним в равновесии КРИГ - он одинаковый для всей системы 

Поскольку для фотонов И равен нулю, то и для КРИГ И ш 0 . Из 
предыдущего выражения при 0 ш О получаем:

которая является сохраняющимся для каждого сорта квантового 
релятивистского идеального газа независимо от его статистики, если * * 0 
что было показано в работах [156,174]. Следовательно, при этом 
сохраняется и суммарная средняя плотность чисел частиц во Вселенной.

Теперь конкретизируя статистику квантовых релятивистских 
идеальных газов получаем, что их средняя плотность чисел частиц 
определяются следующими выражениями:

(3.6.11)

(3.6.12)

(3.6.13)

А Ь (3.6.14)

(3.6.15)
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Здесь принято очевидная сокращенная запись соответствующих 
статистик: Ферми-Дирака (ФД). Максвелла - Больцмана (МБ) и Бозе - 
Эйнштейна (БЭ).

Особо подчеркиваем. что полу ченные здесь результаты носят также и 
общефизическое значение как для фотонного газа, так и для идеального 
газа любых бозонов и фермионов. так как, когда их средняя плотность 
чисел частиц определяется температурой, требование отличия от нуля 
химнозенциада ие является необходимым [68,105]. Проще говоря, когда 
возбуждение квазичастиц (или рождение частиц, говоря в общем случае) 
обусловлено температурой (например, как фотоны теплового излучения) их 
плотность чисел частиц нельзя считать заданным или фиксированным, как 
например, концентрацию электронов в металле или сверхпроводнике.

Естественно заслуживает особый шгтерсс поведения средней 
плотности чисел частиц различной массы при заданной температуре, 
поскольку в условиях теплового равновесия вся система квантовых 
релятивистских идеальных газов имеет одну и ту же температуру.

Начнем свой анализ как всегда с наиболее простого случая. Как 
видно из последних выражений это квантовый релятивистский идеальный 
газ Максвелла-Больцмана.

Учитывая асимптотики функции Бесселя второго порядка *,(*) 
выражаемые формулами (3.4.24) и (3.4.28) на основе соотношения (3.6.14) 
получаем, что

которая соответствует средней плотности чисел частиц к валового 
релятивистского идеального газа Максвелла-Больцмана в бе (массовом или 
что, то же самое в ультрарслятивистском пределе, т.е. при Ь-*0.

В обратном нерелятивистском пределе (или образно говоря для 
свсрхтяжслых частиц) т.е. Ь»1 имеем

(3.6.16)
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(3.6.17)

Следовательно, сопоставляя полученные выражения придем к 
выводу, что при заданной равновесной температуре средняя плотность 
чисел частиц квантового релятивистского идеального газа Максвелла- 
Ьольцмана определяется вкладом наилегчайших частиц т.е. безмассовыми 
частицами.

Теперь перейдем к анализу средней плотности чисел частиц 
идеального газа бозонов подчиняющихся статистике Бозе -Эйнштейна на 
основе (3.6.15). Опять учитывая выше указанные асимптотики функции 
Бесселя второго порядка *,(*) получаем, что

Эго соответствует ультрарелятивистскому пределу, т.е. случаю Ь-*0. 
Далее найдем сумму:

которое в точности соответствует средней плотности чисел безмассовых 
газов бозонов, а также фотонов [6,7,156,174]. Подчеркиваем, что эти 
результаты были получены ранее только при h «О , рассматривая 
бсзмассовыс бозоны как «особый» газ. Здесь впервые они получены в 
пределе />-+0 на основе точной формулы (3.6.15).

В обратном. т.е. не релятивисте ком пределе тс* »  *Т получаем, что

где {(з)- дзета-функция Римана в точке j  .  з. {(3)» 1,202 ... 

Следовательно, учитывая последнюю сумму получаем, что

(3.6.18)

(3.6.19)
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которое естественно, как и следовало ожидать, совпадает с известными 
результатами (смотрите, например, [68], [105]) справедливые только в этом 
пределе.

Наконец исследуем среднюю плотность чисел газов фермионов на 

основе (3.6.13). В ультра релятивистском пределе Ь«1  или &-»0 
полу чаем, что

--wte&HsK
Далее найдем сумму

Следовательно, учитывая последнюю сумму и подставляя ее в 
предыдущее выражение получаем, что

- „ = 4 * . , ( 0 2 ^ 3 ) .  (3.6.20)

которое в точности соответствует средней плотности чисел безмассовых 
газов фермионов [156,174] - полученный ранее в литературе только в 

«особом» случае 4 *  0.
В обратном т.е. не релятивисте ком пределе, как и в случае газа 

бозонов полу чаем, что

я̂т4ч{ ^ ) (3 6 М ) 

которое переходит к результату статистики Максвелла Больцмана 
даваемый формулой (3.6.17), подтвердив тем самым, что это статистика 
правильно описывает поведение частиц в очень большем числе 
практически важных случаев, с которыми наиболее часто приходится 
встречаться. Этим объясняется важное значение этого распределение в 
статистической физике. Но мы. как это следует из вышеприведенных 
результатов (3.6.16), (3.6.18) и (3.6.20). доказали его применимое!ь также и
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в улырарсля гивнстском случае, впервые в физической литературе, путем 
предельного перехода к бсзмассовому пределу.

Таким образом, мы придем к важному заключению, что средняя 
плотность чисел частиц квантовых релятивистских идеальных газон, 
подчиняющихся статистикам Максвелла-Больцмана, Ферми-Дирака и Бозе 
Эйнштейна при любом значением параметра b выражаются формулами
(3.6.13) - (3.6.15) когда она определяется равновесной температурой 

системы, а не является заданной. Коэффициенты же g.i'go.gi и 2,2{(з) и 

^ 2̂ (3)показывают спиновую степень свободы частиц и статистику

которой подчиняется квантовый релятивистский идеальный газ, т.е. 
отражает специфику его частиц.

Теперь возвращаясь к вопросу об определении суммарной средней 
плотности частиц во Вселенной замечаем, что она в основном определяется 
вкладом безмассовых частиц. Массивные (или свсрхмасснвныс) частицы 
(разумеется по сравнению с энергией покоя частиц формировавшие 

первичное космическое излучение т^с2 = 1.865 кТ#) вносят пренебрежимо 

малый экспоненциальный вклад в эту сумму (для всех трех статистик). Или 
другими словами их влияние па процессы происходящие во Вселенной не 
существенно и они объясняют сверхмалые флуктуации суммарной 
плотности чисел частиц во Вселенной. В указанную сумму следует 
добавить и вклад вносимый частицами формировавшие реликтовое 
излучение, т.е.

(3.6.22)

поскольку для этой частицы она имеет величину

(3.6.23)
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так как при /ъ» 1.865 соответствующий минимальной наблюдаемой 

максимальной спектральной интенсивности первичного космического 

излучения /\,2Л,(^) = 1.0327т.е практически равна единице 

Таким образом, учитывая что

кТ\ = т^с2, (3.6.24)

мы прилсм к выводу, что величина ■) определяющая и вклады всех

бозонов и фсрмионов с нулевой массой является инвариантом, так как, 
энергия покоя любой частицы согласно специальной теории 
относительности является релятивистки - инвариантной Обозначая эту 
характерную плотность чисел частиц худонов-боже частиц формировавших 

первичное космическое излучения через ^  и учитывая, что равновесная 

температура рождения Вселенной Т9 =6.09А' получаем

. .- 4 * (£ ) , -»5|,»-1т . (3.6.25)

Так как реликтовые фотоны являются бозонами со спиновым 

степеней свободы gr = 2 согласно (3.6.18) средняя плотность чисел частиц 

реликтовых фотонов при равновесной температу ре Вселенной Г0 ■ 6,09 К 

равна
Ло =4576,2544 см4.

Тогда уч1гтывая, что

?"(п)* 0,44771 (ЗА2б)
получаем пуш 410,6496 см 3.

Найденная нами чисто аналитическим путем это значение близко к ее 
экспериментально определенной величине

Пр »412±2см'1
*
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полученная на основс данных спутника СОВЕ (Cosmic Background 

Explorer), специально построенный для исследования космическою 
фонового излучения [216-219].

Воодушевленные этим невероятным даром судьбы - это по другому 
объяснить совершенно невозможно, найдем плотность средней энергии и 
давлению квантового релятивистского идеального газа, которые 

необходимы, как это было показано во второй главе, для полу чения его 
> равнения состояния. К

Плотность средней энергии 
Начнем с нахождения плотности средней энергии. Так как число 

частиц в единице объема имеющие импульсы заключенные в промежутке 
Р . Р  +Jp равно

ёл, • - jL f(p ) Акр1 dp„ (3.6.27)

а энергия релятивистской частицы определяется формулой

Е - J e; * р‘с‘ . (3.6.28)

мы получаем следующее интегральное выражение для ее определения:

Р ш *я-К\Е{р)/{р)рг4р- (3.6.29)
" •

Считаем нелишним подчеркнуть, что это просто обобщение формулы
(2.7.6) на случай квантового релятивистского идеального газа.

Далее воспользовавшись предыдущим результатом (3.6.11) при 
получении выражения для средней плотности чисел частиц квантовою 
релятивистского идеального газа и учитывая (3.6.5М3.6.6) получаем

t r e V j * * j .  (3.6.30) 

Теперь учитывая, что ** ■ * ♦ ** ** с помощью (3.6.30) получаем

186



S - U ^ Y - tn V f tW ,) .  (3.6.31)

Здесь /, выражает следующий интеграл

- j.W .je-** + |V r 'V '* ''“ ,J. (3.6.32)

Интеграл /, тоже записывается подобным образом 

/ ,- jA j* 4jr|r-* ♦ (3.6.33)

Далее воспользуемся, тем, что

]dxshuxg—  (3.6.34)
1 *

где т • 0.1,2,...
Таким образом. плотность средней энергии квантового 

релятивистского идеазьного газа определяется следующим выражением

/ > - * • (£ ) (k7> Vx

:( & «  + Уе-е*. Ч < - т  ♦ ,  №  + 3 1 ,V - M f c i M  
I b f r  ("♦!)*> Ь2 (я-fDVJ

(3.6.35)

которое справедливо независимо от того, какой статистке подчиняется 
частица этого газа.

Теперь вернемся к анализу плотности средней энергии во Вселенной, 
и полагаем, что 0 = 0. т.е. i« o .  которое было обосновано при 

исследовании средней плотности чисел частиц квантового релятивистского 
идеазышго газа, когда она определяется равновесной температурой в 
системе.

Следовательно, в этом случае конкретизируя индекс статистики 
частиц квантового релятивистского идсазыюго газа, получаем следующие 
выражения .для плотности средней энергии:
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Рфя = х
(3.6.36)

(3.6.37)

(3.6.38)

Здесь g-i'go и выражает спиновую степень свободы

соответствующей статистики.
Естественно, выражения для средней плотности чисел частиц и 

энергии может быть таписано в единой унифицированной форме, что мы и 
будем делать после нахождения выражения давления квантового 
релятивистского идеального гата.

Теперь исследуем поведения плотности средней энергии квантовых 
релятивистских идеальных гаю в определяемые последними выражения ми в

не релятивистском пределе т.с. при пн? » к Т  (или в случае сверхтяжслых 

частиц), что соответствует очень большим значениям параметра Ь (6 » 1 ).
Тогда уч1ггывая асимптотики модифицированной функций Бесселя 

первого и второго (юрядка (3.4.27), (3.4.28) с помощью выражений (3.6.36)-
(3.6.38) полу чаем, что плотность средней энергии для статистик Максвелла- 
Больцмана, Ферми -Дирака и Бозе - Эйнштейна пропорциональны 
следующему множителю

которая покатывает, образно говоря, экспоиснциональную «подавления» 
вкладов нерелятивистских частиц в плотность средней энергии
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В обратном, т.с. ультрарелятивистском пределе (или для 
наилегчайших частиц) учитывая асимптотические формулы (3.4.24) 
получаем, что средняя плотность энергии определяется следующими 

выражениями (Ь « 1  или Ь -» 0)

Рш. - (кГ)  б - « *^ . (3.6.40)

ijm i1

Далее найдем эти суммы обычным обратом

(3.6.43)
И  1я  + |)  4*1 К  8

Последняя сумма тоже находится аналогичным путем

(Ы М )

где {(4) значение дзета-функции Римана *(5) при S=4 равное

£(4)=— -1,082323.. (3.6.45)
90

Следовательно, плотность средней энергии гаюв бозонов и 
фермионов ультрарелятивистских частиц определяются идентичным 
образом, согласно следующим формулам

(3 6.46) 

А , =6вцЛ-ЗА. (3.6.47)

Отсюда следует, что как в случае средней плотности чисел частиц в 
плотность средней энергии основной вклад вносят ультрарелятивистские 
безмассовыс бозоны и фермионы. Эти ретультаты полученные нами 
предельным переходом совпадает с ранее и!вестными результатами
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(смотрите, например, [68], [105]), справедливые только при Ь*0  т.е. по 
выражению их авторов в «особом» случае т.е. для безмассовых бозонов и 
фермионов

Давление квантовые релятивистски* идеальных газов (КРИ Г)
Теперь мы перейдем к нахождению ранее обещанной формулы для 

давления квантового релятивистского идеального газа.
Для этого нам достаточно найти квантовое обобщение выражения 

давления для релятивистских идеальных ram  (2.7.8) учитывая связь между 
энергией и импульсом релятивистской частицы с ее скоростью (3.6.5),
(3.6.6) и (3.6.28). В результате такого обобщения получаем следующее 
выражение для давления любого квантового релятивистского идеалыюго 
газа

Р я  у  -р ]  f ( P ) p*dp • (3.6.48)

Далее воспользовавшись соотношениями (3.6.5), (3.6.6) и учитывая 
ранее полученные результаты при нахождения плотности средней энергии, 
получаем для давления КРИГ следующее интегральное выражение

♦ j r r W 4" eM ' j .  (3.6.49)

Сравнивая последнее выражение с (3.6.33) сразу получаем учитывая
(3.6.35) следующее общее выражение для давления любого квантового 
релятивистского идеалыюго газа

■ Ш  + з У г у 'Ц И О Ч ! (3.6.50)
3 I  Ь‘ (л  + 1) 6 J

Уравнение соетонниа КРИГ
Воспользовавшись Полуниными выражениями для плотности 

средней энергии и давления квантового релятивистского идеалыюго газа
(3.6.35) и (3.6.50), получаем следующее выражение
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(3.6.51)

которое представляет собой уравнение состояния квантового 
релятивистскою идеального газа, связывающее его давление, плотность 
средней энергии и его температу ру . Это на самом деле есть обобщения для 
квантового релятивистскою идеального газа соотношений (2.7.10) и
(2.7.18), полученного нами ранее для неквантовою релятивистского 
идеального газа Максвелла-Больцмана. Особо подчеркиваем, что любой 
квантовый релятивистский идеальный газ подчиняющиеся этому 
уравнению состояния находится и в состоянии равновесия, поскольку оно 
получено на основе стационарного инвариантного распределения. В 
противном случае ни какого стационарного распределения не существует 
т.е. не имеют место ни распределения Максвелла Больцмана, ни 
распределения Ферми - Дирака и ни распределения Бозе - Эйнштейна.

Теперь опять возвращаясь к нахождению давления квантовых 
релятивистских идеальных газов наполнивших Вселенную полагаем, что 
в- 0  т.е. » о. Тогда из (3.6.50) получаем следующие выражения для 

давлений КРИГ соответствующие статистикам Ферми - Дирака. Максвелла
- Больцмана и Бозе -Эйнштейна:

Отсюда следует, что для не релятивистских квантовых идеальных 
газов, т.е. когда тс * »  «Г (или сверхтяжслых частиц) давление будет 
пропорциональным следующему множителю

(3.5.52)

(3.6.53)

(3.6.54)
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которая показывает их жепоиенциальио малый вклад, вносимый r 
суммарное давление

Для ультра - релятивистских (или образно говоря- световых) 

Гк’тмаесовых частиц, учитывая, что при А-*0, /гА̂ (/>)—>2 получаем

Рфл - 2Ag y J i l L l  
f r « i + l)‘ J '

(3.6.56)

' " ■ ’ 4 ' l s T i F l '  0 6 5 , 1

Далее учитывая, что сумма для статистики Ферми-Дирака равна 

j{(4 ), а для статистики Бозе - Эйнштейна равна {(4)-согласно

выражением (3.6 43) и (3.6 44). получаем следующие красивые выражения

, jf(4 ). (3.6.58)

(кГ). (3.6.59)

(3 6.60)

Следовательж). в каждой статистике основную вклад в давлению 
квантового релятивистского идеального газа вносят опять безмассовые или 
световые частицы Заметим также, что полученные нами предельным 
переходом Ь ->0 выражения для давлений бозонов и фермиоиов переходят 
в их известные выражения (смотрите, например, [1S6], [174]) - которые 
получены только при /> ■ 0.

И наконец, переходя к пределу' 6->0 в уравнении состояния 
квантовых релятивистских идеальных газов (3.6.SI) и учитывая.

к7( : ) я 2 :  2 при :-»0 . приходим к выводу, что

lim<*> - */»)«0. (3.6.61)
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Последнее выражение имеет прозрачный физический смысл и 
означает, что в этом пределе

Р  • £  . (3.6.62)

Следовательно, предельное уравнения состояния (3.6.62) верно для 
любого КРИГ и показывает, что наибольшее давление равно одной третьи 
максимальной плотности средней энергии

11олчсркивасм, что мы здесь впервые доказали, что давление 
создаваемое квантовым релятивистским идеазьным сазом в этом пределе 
точно компенсируется давлением излучения (или световых бозонов и 
фермионов) А это означает, что условия равновесия выражаемое 
уравнением состояния квантовых релятивистских идеальных газов 
выполняется всегда. Иными словами, они не нару шают условия равновесия 
и стационарности Вселенной.

Иллюстрируем вышесказанные на примере квантового 
релятивистскою идеального газа Макс вел.за - Больцмана при равновесной 

температуре 7̂  рождения Вселенной и формирования первичного 

микрокосмического излучения. Далее учитывая, что Тй =6.09 К  и ^  = 1.865 с 

помощью соотношения (3.6.51) получаем

А  -3/1 = \  = « Л  (3.6.63)

Далее учтем, как было покатано, выше, что л ,« 950см ’ и 

ММ-0,1592.

Тогда получаем, что это разность порядка 80 пико Паскаль' Иначе 
говоря эта разность никак не может влияет на судьбу Вселенной и служит 

нам своеобразной памятью о ее рождении.
Заканчивая на этом изложение предложенный выше рслятивистски- 

инварианзной статистической теории первичного космического излучения 
мы можем сделать следу ющие выводы на се основе:
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I Температура 2.728 К соответствует минимальной наблюдаемой 
максимальной спектральной интенсивности реликтового излучения.

2.Анизотропия наблюдаемой температуры этого излучения может 

быть объяснено тепловым движением частиц формировавших первичною 

космическою и пучения на основе модели релятивистского идеального га та 

Максвелла - Больцмана

3. На основе теории квантового релятивистского идеального газа 

доказана равновесность и неизменность Вселенной. Резюмируя 

релятивистски -инвариантную статистическую теорию первичного 

космического излучения, мы можем сказать, что при рождении Вселенной 

и формирования первичного космического излучения произошла 

конденсация безмассовых частиц квантовых релятивистских идеальных 

газов, с наибольшей плотностью средней энергии, чисел частиц и давления

4. Согласия найденного чисто аналитическом путем средней 

плотности чисел реликтовых фотонов с последними наблюдательными 

данными служит неопровержимым доказательством того. что 

действительно равновесная температура Вселенной равно Т0=(х,09К, 

максимальная средняя плотность чисел реликтовых фотонов

457*2544 \ Следовательно, средняя плотность чисел реликтовых 

фотонов наблюдаемых при - 2.4727 к  будет порядка

nymm = 305,3229 см \

5. Найденные выражения для средней п и р  представляют интерес, в 

частности, при исследовании боэе - эйнштейновской конденсации 

идеальных газов и для газа со слабым межчастичным взаимодействием, 

когда максимальная тнергия квантовых состояний Е ^  конечная величина 

(в статистическом пределе, как известно, считается, что число квантовых 

состояний равен бесконечности) и число конденсированных частиц 

ограничено Как было пока татю в работе [I89J (где предложен численный
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рекуррентным способ определения средней плотности чисел частим и 
плотности средней энергии конденсированных частим по конечному числу 
состояний), это важно при температурах блигких к критической

температуре конденсации т.е. когда отношение - конечная величина

Так как в распределении Боэе - Эйнштейна при осуществлении Вотс - 
Эйнштейновской конденсании (БЭК) х импотенция л ц должень равняется 

нулю[ 191,194), в него существенный вклад дают квантовые состояния с 

энергиями порядка (7) критическая температура) т.е. при

| он экстюиенциально убывает, нам достаточно ограничится для
кТ

нахождения этих характеристик БЭК первыми тремя слагаемыми в 
выражениях средней плотности чисел частиц и плотности средней энергии, 
не прибегая к численной процедуре их нахождения суммированием по 

большому (но конечному п__, *350) числу квантовых состояний.

6. Предложенное уравнение состояния КРИГ. подчиняющихся ферми и 
боте статистикам могут найти применение также при исследовании свойств 
кварк глюонной плазмы, с учетом того, что кварки фермионы. а глюоны
- бозоны

7. Кроме того уравнение состояния квантового РИГ Максвелла - 
Больцмана представляют интерес как точно решаемая модель при изучении 
уравнений состояния квантовых субатомных многочастичных 
статистических систем, где отношение тепловой энергии к энергии покоя 
частиц могут меняться от нуля до бесконечности

Представив читателям возможность аиажза статистических 
характеристики квантовых релятивистских идсатьных газов при отличных 
от нуля химпотенциалов мы перейдем к их ошакомлении с еще одной 
независимой теорией. Это теория, по нашему мнению, наиболее близка по 
своему духу выше представленная нами теорию
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3.7. конформно - инвариантная тсрмализанионная (горня реликтовою
излучения

Это теория как выше представленная ра)рабатывалась в течении 
долгого времени и сс основная суть изложена в работах [183-188]. Развитая 
авторами эта теория является конформно-инвариантной версией 
стандартной Космологической Модели в квашовон теории поля и общей 
Теории относительности Так как в настоящей монографии наше 
рассмотрение везде веде гея в рамках специальной Теории относительное ги 
мы к еожслснию не сможем дать детальное изложение этой теории.

В наиболее емком виде она представлена в работе [183] 
«Космологическое рождение векторных бозонов и реликтовое излучение» - 
скромное по названию, на богатой по содержанию.

Суть развитой теории в этой работе сводится к следющему 
Изложенная в тетрадных представлениях эта теория достаточна громоздка 
(в математическом аспекте), но не лишена изящества так как записанная н 
этих переменных космологические уравнения становятся конформно- 
инвариантными. В частности, записанные в относительных конформных 
переменных начальные условия становятся наблюдательными данными 
Важно также, что в такой конформной форме уравнение описывающее 
эволюции Вселенной сводится к уравнению движения релятивистской 
частицы ничем не отличающейся в специальной Теории относительности

В рамках этой (сории появление векторных бозонов объясняется их 
космологическим рождением из вакуума. Затем спустя порядка времени 
релаксации не превышающая время формирование плотности векторных 
бозонов за счет их космологического рождения, образуется своеобразная 
совоку пность идеальных газов бозонов и фотонов реликтового излучения - 
продуктами их распада Иначе говоря формируется коллектив бок-частиц



Далее акторы а качестве такой молелн рассматривай) г вырожденный 
газ Боте - Эйнштейна с функцией распределения

f(7~, .g )  = | « p  Ю' т  W ': - I

Огметим. что в 1ечении этого раздела мы придерживаемся 
обозначения авторов, где применяется естественная система единиц:

В выражении (3.7.1) функции распределения

*V ",r +я1 * (3.7.2)

которое следует из соотношений Де-Бройля для энергии и импу льса 

E r * ho)t. = 4 ♦ (3.7.3)

в указанной системе единиц
Зная функцию распределения вырожденного газа Бозе - Эйнштейна 

(3.7.1), а также вероятность космологического рождения (продольных и 
поперечных) векторных бозонов (которые определяются уравнениями

Боголюбова) [А^ ) можно определит плотность чисел термализованных 

бозонов при температуре Т{ следующим образом

■ г ( Г г ) и 2 ? ' Г  ' V . « A > .  , 3 7 4 )

что следует из закона умножения независимых вероятностей.
Далее проводя численное интегрирование авторы находили 

следующую зависимость плотности чисел векторных бозонов от 

температуры

2.431. (3.7.5)

Здесь температура векторных бозонов Tv есть инвариант в рамках 

рассматриваемой модели, которая согласно оценкам авторов порядка 3,41 
К
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Затем гемиерагуру термализованных бозонов «иаслсдую|» 
реликтовые фотоны - конечные продукты их распада, которые формирую] 
первичное космическое излучение. /1алее учитывая постоянства объема 
Вселенной в рассматриваемой модели »во люции, следует ожидать, что 
плотность чисел фотонов совпадает с плотностью чисел векторных бозонов 
т.е.

Используя последнее приближенное равенство нетрудно определит 
температу ру реликтового излучения Ту

которая, как подчеркивают авторы, удивительна близка к наблюдаемой 
температуре реликтового излучения. Этот результат и привела нас к 
заключению, что эту работу следует величать названием, которое стоит в 
наименовании этого раздела.

Fine одним, на наш взгляд, важным результатом этой работы 
является оценка отношения плотности чисел барионов и фотонов

где Х ^  - константа сверхслабого взаимодействия. Следовательно, влияние

барионов на процесс эволюции Вселенной пренебрежимо мало и это ведет 
к барноиной асимметрии во Вселенной.

Таким образом, в рамках теории предложенный авторами число 
рожденных векторных бозонов их космологическим появлением из вакуума 
может быть достаточным для объяснения происхождения материи во 
Вселенной: согласно результатам этой теории температура реликтовою 
излучения - неизменна, а Вселенная -стационарна. И самое главное

тг =0,87; =2,728 а: (3.77)

(3.7.8)
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влияние вилимой барионной материи на эволюцию Вселенной ничтожно 
мжло.

Заключая последний раздел этой глава и всей монографии 
сопоставим следующие выражения относящихся к обсуждаемой здесь 
проблеме температуре первичного микрокосмического излучения:

Здесь первое выражение вытекает из релятивистки инвариантной 

статистической теории первичного космического излучения, где Тц 

соответствует температуре минимальной наблюдаемой максималыюй 
спектралыюй интенсивности этого излучения. Второе выражения следует 
из конформно - инвариашной зермализацион>юй теории реликтового 

излучения, где Ту инвариантная температу ра газа векторных бозонов.

Теперь учитывая, что Ти *  Тг »2,728 К  получаем из этих 

выражений следующую связь между температурой газа векторных бозонов 

Ту и равновесной температурой рождения Вселенной Тп.

Далее учитывая значения тш • 6.09 К - найденная в рамках 

релятивистски - инвариантом статистической теории первичного 
космического излучения, из последнего равенство получаем, что

которая находится в полном согласии с результатом конформно - 
инвариашной термализационной теории реликтовою излучения.

И наоборот учитывая величину инвариантной температуры газа 
векторных бозонов Тг -\А\К найденная в конформно - инвариантной 

термализационной теории реликтового излучения находим, что

0,87;. = 0,44777*0. (3 7 10)

7*г =3.41*

7; =6,09 К .

199



которая совпадает с результатом релятивистски - инвариантном 
статистической теории первичного космического излучения.

Таким образом, система выражений (3.7.9) устанавливас i 
соответствия между выше приведенными теориями

Следовательно, на основе приведенных сопоставлений мы придем к 
выводу, что несмотря на различия используемых подходов и различной их 
интерпретации рслятивистки - инвариантная статистическая теория 
первичного космического излучения и конформно - инвариантам 
термализационная теория реликтового излучения приводят к одинаковой по 
физической сути результату, а именно: температура первичною 
микрокосмического излучения неизменна, а Вселенная - стационарна

Комментарии и литературные указания 

К разделу 3.1
Следуя Эйнштейновскому выводу формулы Планка для 

спектральной плотности теплового излучения, где учтено тепловое 
движения излучающих частиц, показано, что уравнения движения частиц 
аналогично броуновскому движению частицы под действием случайных 
толчков фотонов и эффективной силы сопротивления равновесною 
излучения.

Показано, что только при установлении статистического равновесия 
теплового излучения с идеальным газом существует стационарное 
распределение импульсов атомов - описываемое релятивистским 
распре делением Больцмана и частотное рас пределе иие тепловою 
излучения подчиняется формуле Планка.

К  разделу 3.2
На основе специальной теории относительности показано, что 

происходят изменение излучаемых частот, направление их 
рас прост ранения, а также спектральной плотности этого излучения. Однако
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его характерная интенсивность *(V)A 1 (где * (г) - спектральная плотность 
равновесного излучения) является релятивнеткн инвариантным.

В разделах 3.3-3.6 представлена релятивистки - инвариантная 
статистическая теория первичного космического излучения.

К ОТЫМУ 3.3
На основе модели одномерного релятивистского идеалыюго газа 

получена функция распределения наблюдаемых частот излучения, которая 
представляет собой обобщением полу релятивистского подхода Эйнштейна 
на полностью релятивистский случай. Анализируя выражения для 
спектральной интенсивности излучения найдено критическое значение 
отношения энергии покоя излучающих частиц и тепловой энергии, при 
котором она имеет свое возможное наименьшее максимальное значение

Кдидслу 3.4
Найдены важнейшие характерные наблюдаемые температуры 

реликтового излучения, а именно: средняя и среднеквадратичная 
наблюдаемая температура. Получено важное {включение, что последняя в 
точности равно равновесной температуре при котором проиюшло 
первичное космическое излучение. На самом деле это и есть температу ра 
Вселенной

К Р»УКЛУ 3.S
Проанализируй анизотропию наблюдаемой температуры реликтового 

излучения получена се угловая функция по направлениям наблюдения На 
е« основе найдено, что существует иаправ.эсние наблюдения, при котором 
наблюдаемая температура реликтового излучения имеет свое минимальное 
значение Нахождение этого минимума позволяло также определить 
величины анизотропии наблюдаемой темперагуры реликтового излучения 
(названные нами первого и второго порядка). которые удивительно близки 
к наблюдательным данным, полученные »кс пери ментальным путем с 
помощью прецизионных измерений со космических спутников.



К р»ш-1У •?,»
Представляя раннюю Вселенную как систему квантовых 

релятивистских идеальных гаюв элементарных частиц находящихся к 

статистическом равновесии найдены: средине плотности чисел частиц и 
плотности средней энергии этих гаюв, подчиняющихся распределениям 
Ферми-Дирака, Максвелла Больцмана и Бозе- Эйнштейна. Это позволяло 
определить также уравнения состояния квантовых релятивистских 
идеальных гаюв. Получено важное заключение, что чрезмерная малость 
опюшения чисел барионов и фотонов имеет статистическую природу и 
обусловлена их уровнем «заселенности» во Вселенной. Найдена 
максимальная средняя плотность чисел реликтовых фотонов во Вселенной

Показано, что Вселенная находится в равновесии, поскольку каждый 
квантовый идеальный газ заполняющий c t подчиняется своему уравнения 
состояния, которое есть следствия инвариантности и стационарности 
равновесных распределений Ферми-Дирака, Максвелла - Больцмана и Бозе
- Эйнштейна.

К  разделу 3.7
I (редставлеиа теория космологического рождения векторных бозонов 

и реликтового излучения предложенная Первушиным В.Н и его научной 
группой, названная нами исходя из её физической сути, конформно- 
инвариантной термализационной теорией реликтового излучения

Показано, что несмотря на различие используемых подходов и 
различной их интерпретации обе теории приводят к одинаковой по 
фишческой сути результату: температура реликтового излучения - 
неизменна, а Вселенная равновесная и стационарная.

Представленные результаты показывают, что все свойства ПКИ 
можно объяснять с равным успехом и не связываясь с »волюцией 
Вселенной, только на основе его релятивистки инвариантной 
статистической природы



Эго есть главное заключение выше приведенных теорий, которые 
вместе можно называть инвариан т ион версией общей равновесной теории 
Вселенной которую предстоит построит в будущем.

Вот так неожиданно закончилось наше путешествие - начатое с 
удивительного час типе подобного мира нелинейных волн, прошедшее через 
долину релятивистских идеальных газов и завершившийся в вечной 

Вселенной
Мы будем искренно рады если это путешествие принесло Вам 

удовлетворение.
Желаем Вам доброго пути в науке пути бесконечных немыслимых 

изысканий, которым нет конца...

Задачи к главе 3
1. Определите эффективный коэффициент сопротивления теплового 
излучения а  (3.1.4), учитывая явный вид спектральной плотности 
излучения (3.1.15). Упростите его вид при очень малых и при очень 
больших значениях отношения энергии фогонов Н у  и тепловой энергии 

кТ.

2. Используя формулу Планка (3.1.15) и учитывая

с

где: в  - угол наблюдения излучения неподвижным наблюдателем. У9- 

излучаемая частота излучения, найдите полную (те  интегрированную по 
всем частотам) интенсивность излучения в заданном направлении, на 
основе следующего выражения

/* jftt'fc/»'
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3. Функция распределения частот реликтового излучения рассеянных на 
газе электронов, которые имеют максвелловское распределение скоростей 
согласно Чандрасекару [157] записывается я следующем виде:

Здесь: тс1- энергия покоя электрона, кТ„ тепловая энергия, У9 частота 

излучения реликтовых фотонов соответству ющая максимуму спектральной 

плотности (3.1.15) при температуре Т0, 0€а€/г наблюдаемый угол 

рассеяния реликтового излучения, V- частота реликтовых фотонов 
рассеянных под углом а .

Используя выше приведенные выражения найдите 

<У>,<У* >, DV^KV2 >-<У>2 и vm m-Jcy1 > учитывая, что kTQ«m c** (так 

как, только при выполнения этого условия справедливо максвелловское 
распределение скоростей (см. вторую главу]).
4. Определите асимтшичсский виз угловой функции наблюдаемой 

температуры ПКИ j{p ) (3.5.6) находя коэффициентов ц,, (3.5.8-0), 

(3.5.8-1), (3.5.8-2) в ультрарелятивисгском ( 6«1 или т-> 0) и 

нерелятивистском случае ( А»1 или кТя « т с *). Анализируйте 

полученные Вами угловые функции в указанных пределах.
5. Разложите угловую функцию j(p ) (3.5.6) по 1юлиномам Лежандра

A}(cos в ) , используя следу ющее выражение

Коэффициенты разложения С, (/=0,1,2,.. ) найдите используя свойства 

ортогональности

»< !<  -f«o.



Здесь: 6Л - символ Кронекера: равен нулю при / # я и равен единице при
I ш Я (/ .*  в  0.1.2 ).

6. Используя решения предыдущей задачи определите среднюю и 
среднюю кватрао наблюдаемой температуры реликтового излучения. 
Исследуйте также дисперсию наблюдаемой температуры реликтового 
излучения в зависимости от параметра h.

7. Ограничиваясь первыми тремя слагаемыми (или говоря на 
«модном» ныне языке - трех - кластерным разложением) в каждой сумме 
(я • 1.2J  ) определите

а) среднюю плотность чисел частиц бозонов и фермионов (3.6.13); 
(3.615)

б) плотность средней энергии бозонов и фермионов (3.6.36); (3.6.38)
в) уравнения состояния бозонов и фермионов (3.6.51; r-- i:+ l), при 

конечных значениях отношения энергии их частиц тс1 и тепловой энергии 
кТ. (Эта самая сложная задача в монографии или. может быть, теории 
квантового релятивистского идеального газа...).
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П О С Л ЕС Л О ВИ Е

Куч им 6ех,ад дема. Али iмае сан.

Маглуб булди охир. \ammo. Искандар.
Дах>о эсанг хамки, tun и и эмассан.

Хщ, айтган: олдимда \амма баробар.
***

S
Не скажи: я - всесильный. ты  не Али.

Ныл повержен даже шах Искандари.

М ожет быть, ты  - гений, но - не Пророк.

к Все предо мной равны >*- Бог изрек

Заключая монографию хотелось бы надеяться, что некоторые идеи и 
подходы развитие в ней могуть найти свои применения для решения 
следующих научных проблем:

1. Природа токовых флуктуаций во высоко-температурных 
сверхпроводниках

2. Конденсация частиц квантовых релятивистских идеальных газов.
3. Теория инвариант но-равновесной Вселенной.
История, представ;генных в монографии исследований берет свое 

начато с 1997 года, когда, как известно, отмечалось 2500 летие благородной 
Бухары, родины великой Авиценны. На кануне этого юбилея в Бухарском 
Университете был проведен международный семинар тю магнетизму, в 
котором я впервые представил релятивистекхто функцию распределения 
скорости броуновских флаксонов. Присутствующий на этом семинаре 
профессор Грановский (МГУ), игнорируя все правила научной этики 
прервал мое выступление и восклицал, что подобный результат
никогда и нигде не видел! Это просто замечательно!». И он убеждал меня 
продолжить эти исследования ..
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Однако, стимулирующим для меня била работа [35], в которой 
результаты теории и (численного) же перс мента отличались на порядок и 
более. По признанию самих авторов, они не смогли понять причину этого 
расхождения. Мне подумалось, что здесь кроется что-то необычное и 
неизвестное...

Поскольку целью моих исследований было нахождение дисперсии 
частоты излучения, производимого флаксонами. движущимися в 
джозефсоновской линии передачи (ДЛП) мне необходимо было найти 
срслие-арифмстичсскую и средне-квадратичную скорость этих квантовых 
вихрей. В результате проведенных исследований я пришел к выводу, что 
выше приведенная, наиболее важная характеристика ДЛП, будет 
oi раннченной при любом уровне токовых флуктуаией в системе. Это, на 
самом деле, было еще одним уникальным свойством нелинейного 
механизма передачи информации с помощью солитонов.

Далее используя обратную аналогию между частицеподобными 
волнами и частицами вскоре удалось развить эти результаты для 
броуновского движения обычных частиц и одномерного релятивистского 
идеального газа. В частности, вычисления флуктуации частоты излучения 
частиц одномерного РИГ привели к определению функции распределения 
наблюдаемых частот игтучения, которая оказалось существенно ... 
не гауссовой!

Естественным концом первого этапа исследований было развитие 
теории РИГ броуновских флаксонов. которую я представил, как 
приглашенный доклад, в международном рабочем совещании «Вихры в 
ВТСП» (Ташкент. 2002). Результаты показали с верх необычность этого 
газа, так как, средняя кинетическая энергия и давление этого газа 
оказались ... нелинейной функцией температуры, а также зависили от 
>нергии покоя флаксонов.
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В завершающим этапе исследований хотелось обобщать 
полученные выше результаты для объяснения, не понятого до сих пор до 
конца, природы реликтового излучения. Здесь «открывающим» суть 
вещей для меня явилось Эйнштейновский вывод формулы Планка для 
равновесного теплового излучения, приведенный в очень старой, но не 
потерявшая своей ценности, книге Р.Пеккера «Электронная теория».

Я понял, что для объяснения свойств первичного космического 
излучения надо объединить релятивистскую инвариантность 
распределения Планка для фотонов и статистику т.е. функцию 
распределения скоростей частиц формировавших »того излучения.

Эти результаты я докладывал в своем выступлении в международной 
конференции «Нелинейная динамика и фундаментальное взаимодействие» 
(Ташкент. 2004 г.). Но учитывая тематику конференции ограничивался 
только приведением выражений для наблюдаемой частоты реликтового 
излучения и функцией распределения скоростей частиц РИГ. Затем 
случившиеся «истории» с моей статьей в журналах Physical Review Е и 
«Успехи физических наук» (сейчас не время и не место говорить об этом) 
привели меня к принципиальному заключению, что их не следует 
опубликовать нигде, не доводя до определенного логического конца...

В результате мне удалось разработать релятивистки- инвариантную 
статистическую теорию первичного космического излучения, которая 
впервые представлена в книге, которую Вы держите в своих руках...

Признаюсь, что, как это часто бывает, в подобных, неординарных 
случаях, мне пришлось не легко. Поэтому, считаю своим долгом, выразить 
свою глубокую признательность Гинзбургу B.JI. (ФИ РАН), Чиркину А.С. 
(М ГУ) и Первушину В.Н. (ОИЯИ), за проявленные ими интерес к 
полученным результатам, частных обсуждений (которых я ценю и этого 
не скрываю, на три порядка выше, чем мнение непосвященной 
многомиллионной публики!) и конструктивных предложений. Они
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вселяли в моей лушс належлу. о благополучном «авершении начатого 
мною дела (тогда, более десяти лет на тал, конца этой работы не тнал 
никто ит нас. А к го знает что его ждет?!). Встречи с ними были самыми не 
сбываемыми мгновениями времени моего пребывания в России в 2004- 
2005 г.г.

За результаты нрелставлеиных в монографию и вотможные ошибки 
отвечаю только я На основе вышеи итоженного могу скатать, что 
релятивистки-инвариантную статистическую природу первичного 
космического излучения было суждено первым понять мне. Тому Бог 
свидетель...

Ваши мнения и предложения можете отправить мие по адресу : 
Утбекистан, г.Бухара. ул. К.Муртатасва. 15, Бухарский Инженерно 
Технологический Институт. Жумаеву М.P. (mrjumaev20l I to та  il.ru)
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57.5000000000 $8.0000000000 2,$6$8$ 194093E-03 1,08299238317E-03
$8.0000000000 58.5000000000 2,797664736$7E-03 1.09486827445E-03
58.5000000000 $9.0000000000 3,03281380889E-03 l.l 0664126812E-03
59.0000000000 59.5000000000 3.2712501 II73E-03 1.11830777801 E-03
59.5000000000 60,0000000000 3,51292327$ I7E-03 1.12986425038E-03
60.0000000000 60.5000000000 3,7$778161917E-03 1,14130716501 E-03
60.5000000000 I 61.0000000000 4,00$77216762E-03 1.15263303630E-03
61.0000000000 61,5000000000 4.25684066287E-03 l.l 6383841426E-03
61.5000000000 62.0000000000 4.51093158065E-03 l.l 7491988563E-03
62.0000000000 62,5000000000 4,76798814530E *03 1.I8587407488E-03
62.5000000000 63.0000000000 5.02795234561 E-03 I.I9669764527E-03
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63.00000000U0 63.5000000000 5.29076495085E-03 I.20738729983E-03
63.SOOOOOOOOO 64.0000000000 5,55636552734E-03 12 1793978239E-03
64,0000000000 64.50(8)000000 5.82469245537E-03 1,22835187855E-03
64.5000000000 65.0000000000 6.09568294646F-03 1.23862041670E-03
6S.0000000000 65.5(8)0000000 6.36927306109E-03 1.24874226894E-03
65.5000000000 66.(888888)000 6.64539772673E-03 1.2587143 5205E-03
66.0000000000 66.5000000000 6.92399075629E-03 I.26853362844E-03
66.5000000000 67.0(88888888) 7.20498486689E-03 1,27819710706E-03
67,0000000000 67.5(8888)0000 7,48831169905E-031 1.28770184433E-03
67.5000000000 68.0000000000 7,77390183617E-03 1.2970449450 IE-03
6К.ОООООООООО 68.5000000000 8,06168482440E-03 1.30622356309E-03
68.5000000000 69.(8888)00000 8.35158919286E-03 1,31523490269E-03
69.0000000000 69.5(88888888) 8.64354247414E-03 1,32407621887E-03
69.5000000000 70.00(8888888) 8,93747122520E-03 1.33274481846E-03
70.0000000000 70.5000000000 9.23330104856E-03 1,34123806094E-03
70.5000000000 71.0000000000 9.53095661378E-03 1.34955335918E-03
7|.0000(НК)000 71.5(8888888)0 9.83036167932E-03 1.35768818026E-03
71.500(8)00(8)0 72.00(8888)000 1,01314391146E-02 I.36564004623E-03
72.0000000000 72.5000000000 1.04341109226E-02 1.37340653487E-03
72.5000000000 73.0000000000 I.07382982623E-02 I.38098528045E-03
73.0000000000 73 5(88888)000 1.10439214718E-02 I.38837397440E-03
73.5000000000 1,13509000918E-02 I.39557036605E-03
74.0000000000 74.5000000000 1,16591528887E-02 1.40257226331 E-03
74.5000000000 75 0000000000 1,1968597879 IE-02 I.40937753334E-03
75.0000000000 75.5000000000 1,22791523529E-02 1,41598410319E-03
75.5000000000 76.0000000000 I.25907328986E-02 l,42238996042E-03
76.0000000000 76,5000000000 1,2903255427 IE-02 1,428593 IS376E-03
76.5000000000 77 0000000000 1,3216635197 IE-02 1,43459179366E-03
77.0000000000 77 5000000000 1.35307868396E-02 1.44038405286E-03
77.5000000000 78.0000000000 1.38456243833E-02 1,44596816698E-03
78.0000000000 78 5000000000 1,41610612803E*02 1,45134243507E-03
78.5000000000 790000000000 1.44770104314E-02 1.45650522005E-03
79.0000000000 79 5000000000 1.47933842123E-02 1.46145494930E-03
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79.5000000000 80.0000000000 1,51100944992Е-02 1,4661901I508E-03
80.0000000000 80.5000000000 I.54270526954E-02 1,47070927501 Е-03
80.5000000000 81.0000000000 I.5744I697573E-02 1,47501105251E-03
81.0000000000 81.5000000000 1.606135622I6E-02 1,479094I3722E-03
81.5000000000 82.0000000000 1.63785222313E-02 1.48295728540Е-03
82.0000000000 82.5000000000 I.66955775629E-02 1.48659932029Е-03
82.5000000000 83.0000000000 1.70124316534Е-02 1,49001913249E-03
83.0000000000 83.5000000000 1.73289936273Е-02 1,49321568029Е-03
83.5000000000 84.0000000000 1.76451723240E-02 1,49618798999E-4I3
84.0000000000 84.5000000000 I.79608763250E-02 1,49893515621 Е-03
84.5000000000 85.0000000000 1.82760139818E-02 1,50145634212E-03
85.0000000000 85.5000000000 1.85904934426Е-02 I.50375077974E-03
85.5000000000 86,0000000000 1.89042226810E-02 1.50581777018Е-03
86,0000000000 86.50000000(8) I.92I7I095230E-02 1,50765668381 Е-03
86.5000000000 87.0000000000 1.95290616751 Е-02 1.50926696047Е-03
87.0000000000 87.5000000000 I.98399867522E-02 1,51064810965Е-03
87,5000000000 88,0000000000 2.0I497923055E-02 1,51179971066E-03
88.0000000000 88.5000000000 2.04583858505Е-02 1,51272141269Е-03
88.5000000000 89.0000000000 2.07656748949Е-02 1,51341293499Е-03
89,0000000000 89.5000000000 2.1071566%70Е-02 1,51387406691 Е-03
89.5000000000 90.0000000000 2.I3759696432E-02 1,51410466800Н-03
90.00000IM000 90.500000(88)0 2.16787905768Е-02 1,51410466800Е-03
90.5000000000 91.0000000000 2,19799375256Е-02 1.51387406691 Е-03
91.0000000000 91.5000000000 2.22793183801 Е-02 1,51341293499Е-03
91.5000000000 92.0000000000 2.257684119I7E-02 1,51272141269Е-03
92.0000000000 92.5000000000 2.28724142008Е-02 1,51179971066E-03
92.5000000000 93.0000000000 2.31659458645Е-02 1.51064810965Е-03
93.0000000000 93.5000000000 2.34573448851 Е-02 1.50926696047Е-03
93.5000000000 94.0000000000 2.37465202376Е-02 1.50765668381 Е-03
94.0000000000 94,5000000000 2.40333811977E-02 1.50581777018E-03
94.5000000000 95.0000000000 2.43178373702Е-02 1.50375077974Е-03
95.0000000000 95,5000000000 2,45997987157Е-02 1,50145634212Е-03
95.5000000000 96.0000000000 2.48791755792E-02 1.49893515621 Е-03
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96.0000000000 96.5000000000 I 2.51558787I75F-02 1.49618798999H-03
96.5000000000
97.0000000000

97.0000000000 2.5429819326 I t -02 I.4932I568029E-03
97.5000000000 2.57009090676Е-02 1.49001913249E-03 

1,48659932029F-03~97.5000000000 98.0000000000 2.59690600982b-02
98.0000000000 98.5000000000

w .ooooooinnm

2.62341850950F-02 
2.6496197283 3F. 412 
2.675501046341- 02

1,48295728540E-03
98.5000000000 1.47409413722E-03
99.0000000000 99.5000000000 1.4750110525 IE-03
99.5000000000 юо.оооооооооо 2.70105390370E-02 1.47070927501 E-03
100.0000000000 100.5000000000 2.72626980343E -02 V466I90II508E-03
100.5000000000
101.0000000000

101.0000000000
101.5000000000

2.751I403I40IE-02 
2.77565707201E-02

1.46145494930E-03 
I.45650522005F-03

101.5000000000 102.0000000000 2.79981178472E-02 1.45134243507E-03
102.0000000000 102.5000000000 2.82359623269E-02 1,44596816698E-03
102.5000000000 ЮЗ.ОООООМЮОО 2.84700227236E-02 1.44038405286E-03
103.0000000000 103.5000000000 2.87002183856F-02 1.43459I79366E-03
103.5000000000 104.0000000000 2.89264694706F-02 1.42859315376E-03
|04.(№00000000 104,5000000000 2.91486969708F.-02 1.42238996042E-03
104.5000000000 105,0000000000 2.93668227377E-02 1.41598410319E-03
105.0000000000 105.5000000000 2,958076950641-02 1.40937753334E-03
105.5000000000 106.0000000000 2.97904609206F-02 1,40257226331 E-03
106.0000000000 106.5000000000 2.99958215560F-02 1.39557036605E-03
106.5000000000 107,0000000000 3.0I96776944HF-02 1.38837397440E-03
107.0000000000 107.5000000000 3.03932535987E-02 1.38098528045E-03
107.5000000000 108.0000000000 3,05851790327E-02 1.37340653487E-03
108.0000000000 108.5000000000 3,0772481787RE-02 I.36564004623E-03
108.5000000000 109.0000000000 3.09550914540F-02 1.35768818026E-03
109.0000000000 109.5000000000 3,11329386926F-02 1.34955335918E-03
109.5000000000 110.0000000000 3.13059552586E-02 1.34123806094E-03
110.0000000000 110.5000000000 J.l 474074022 IE-02 1.3 3274481846E-03
110.5000000000 111.0000000000 3.I6372289904F-02 1.32407621887E-03
111.0000000000 И 1.5000000000 3,17953553288F.-02 1.31523490269E-03
111.5000000000 112.0000000000̂ 3.19483893818F-02 1.30622356309E-03
112.0000000000 112,5000000000 3.20962686934F -02 J 1.29704494501 E-03
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| 112.5000000000 113.0000000000 I 3.22389320275E-02 1.2877018443 3E-03
i M3.0000000000 113.5000000000 j 3.23763193879E-02 U78I9710706E-03
П  13.5000000000 114.0000000000 3.25083720375E-02 I.26853362844E-03

М4.0000000000 114.5000000000 ГЗ .26350325178E-02 1.25871435205E-03
1 114.5000000000 115.0000000000 j 3.27562446675E-02 I.24874226894E-03

115.0000000000 115.5000000000 3.28719536410E-02 1.23862041670E-03
115.5000000000 116.0000000000 3.2982I059266E-02 1.22835187855E-03

N If>.0000000000 116.5000000000 3.3086649364 IE-02 UI793978239E-03
; 116.5000000000 117.0000000000 3.3I85S33I6I9E-02 U0738729983E-03
j 117.0000000000 117.5000000000 3.32787079144E-02 1.19669764527E-03

117.5000000000 118.0000000000 3.33661256180E-02 1.18587407488E-03 j
| l 18.0000000000 118.5000000000 3.34477396875E-02 1.17491988563 E -0 3

1 18.5000000000 119.0000000000 3.35235049718E-02 1,16383841426E-03
119.0000000000 I 19.5000000000 3.35933777692E-02 1.15263303630E-03
119.5000000000 r 120.0000000000 3.3657315842 IE-02 1.14130716501 E-03

I 120.0000000000 120.5000000000 3.37152784318E-02 1.12986425038E-03
j i20.5000000000 I2I.000(NM)0000 3J7672262720E-02 1.11830777801 E-03
j I2I.IMMMNNMNMN) 121.5000000000 3.3813I216030E-02 1,10664126812E-03

121.5000000000 122.0000000000 3.38529281846E-02 I.09486827445E-03
122.0000000000 122.5000000000 3.38866113089E-02 1.08299238317E-03
122.5000000000 123.0000000000 3.39141378122E-02 1.07101721177E-03
123.0000000000 123,5000000000 П3.39354760877Е-02 1.05894640803E-03
123.5000000000 124.0000000000 3.39505960959E-02 1.04678364881 E-03
124.0000000000 124.5000000000 3.39594693764E-02 1.03453263902E-03
124.5000000000 125.0000000000 3.39620690577E-02 1,02219711043F-03
125,0000000000 125.5000000000 3.39583698678E-02 I.00978082057E-03
125.5000000000 126.0000000000 3.39483481433E-02 9.97287551547E-04
126.0000000000 126.5000000000 3.39319818389E-02 9.84721108943E-04
126.5000000000 127.0000000000 3.39092505356E-02 9.72085320614E-04
127.0000000000 127.5000000000 3.38801354492E-02 9.59384035546E-04
127.5000000000 j 128.0000000000 ! 3.38446194378E-02 9,46621122672E-04
128.0000000000 128.5000000000 ' 3.38026870092E-02 9.3380046%98E-04
128.5000000000 { 129.0000000000 ' 3.37543243272E-02 9,2092598192 IE-04
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j 129.0000000000 
1 129.5000000000

129.5000000000
1 Зо.оооооооооо

I 3.36995192185E-02 
' 3.363826117781*-02

9,08001581034E-04 
8.950312039341*-04

1 1 30.0000000000 130.5000000000 3.35705413733E-02 8.82018801524Е-04
[ 130.5000000000 131.0000000000 3.34963526518E-02 8.68968337508Е-04
I 131.0000000000 131.5000000000 3.3415689S426E-02 8,55883787184E-04
I 131.5000000000 132.0000000000 

1 32.5000000000
3.3328548261 ЗЕ-02 8,42769136232E-04

132.0000000000 3.32349267135E-02 8.29628379502Е-04
j 132.5000000000 133.0000000000 3,31348244971 Е-02 8.16465519796E-04
1 133.0000000000 133.5000000000 3.30282429051 Е-02 к 8.03284566649Е-04
! 133.5000000000 134.0000000000 

1 илооооооооо
3,29151849272Е-02 7,90089535106Е-04

Г 134.0000000000 3.27956552509Е-02 7,76884444503 Е-04
| 134.5000000000 135.0000000000 3.26696602630Е-02 7,63673317236Е-04
I I3S.0000000000 135.5000000000 3.25372080492Е-02 7,50460177545Е-04

135.5000000000 136.0000000000 3.23983083943Е-02 7.37249050278Е-04
1 136.0000000000 136.5000000000 3.22529727818E-02 7.24043959675Е-04
1 136.5000000000 137.0000000000 3.21012143921 Е-02 7.10848928132Е-04
Г 137.0000000000 137,5000000000 3.19430481016E-02 6.97667974985Е-04

1373000000000 138,0000000000 3.17784904798Е-02 6.845051I5279E-04
138.0000000000 138.5000000000 3.I6075597873E-02 6.7I364358549E-04
138.5000000000 139.0000000000 3.14302759723Е-02 6.58249707597Е-04
139.0000000000 139.5000000000 3.12466606672Е-02 6,45165157273Е-04
139.5000000000 140.0000000000 3.10567371841 Е-02 632114693257E-04
140,0000000000 140.5000000000 3.08605305108E-02 6.I9102290847E-04
140.5000000000 141.0000000000 3.06580673049Е-02 6,06131913747Е-04

I 141.0000000000 141.5000000000 
142.0000000000Н 
142.5000000000*

3.04493758890Е-02 5,93207512860Е-04
141.5000000000
142.0000000000

3.02344862439Е-02 5.80333025083Е-04
3.00134300027Е-02 5,67512372109Е-04

142.5000000000 143.0000000000 2.97862404432Е-02 5.54749459235Е-04
143.0000000000 143.5000000000 2.95529524806Е-02 5.42048174166Е-04
143.5000000000 144.0000000000 2.93136026593Е-02 5,29412385838Е-04
144.0000000000
144.5000000000

144.5000000000
145.0000000000

2.90682291449E-02 5.16845943234Е-04
2.88168717145E-02 5.04352674214E-04

145.0000000000 145,5000000000 2.85595717477Е-02 4,91936384348Н-04
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U\>000000000 146.0000000000 1 2.82963722167E-02 4.79600855760H-04
j 146.0000000000 
j 146.5000000000'

146.5000000000 2.80273I76755E-02 
747.0000000000 2.77524542497E-02

4.67349845970E-04 
4.551870867541*-04

f 147.0000000000 147.5000000000 2.747I8296245E-02
j

4.43116283008E-04
1 147.5000000000 148.0000000000 2.7I854930333E-02 4,3114111I6I4E-04

148.0000000000
148.5000000000

1

148.5000000000 2.68934952454E-02 
149.0000000000 ' 2.659588X55331*-02

4,19265220327E-04 
4.074922266571*-04

149.(888)000000 149,50000000(8) 2.62927267596E-02 3,95825716772E-04
149,5000000000 150.000(8)00(88) 2.59840651633E-02 3.84269244405E-04

I 150.0000000000 150.5000000000 2.56699605459E-02 3.72826329768E-04
150.5000000000 151.0000000000 2,53504711567E-02 3.61500458485E-04
151.0000000000 151.500000(8)00 2.50256566985E-02 3.50295080525E-04
151.5(88888)000 152.00(88)0(888) 2.46955783115E-02 3.39213609156E-04
152.0000000000 152.50(8888888) 2.4360298558 IE-02 3.28259419900E-04
152.5000000000 153.0000000000 2.40198814066E-02 3.174358495 ЮЕ-04
153.0000000000 153.5000000000 2,36743922143E-02 3.0674619495 IE-04
153.5000000000 154.000(88888)0 2.33238977113E-02 2.96193712394E-04
154.0000000000 154.5(8)000(888) 2.2968465982 IE-02 2.85781616228E-04
154.5000000000 155.0000000000 2.26081664487E-02 2.75513078079E-04
155.0000000000

I
155.5000000000 2.22430698518E-02 2.65391225842E-04

155.5000000000 156.0000000000 2.18732482324E-02 2,55419I42732E-04
156.0000000000 156.5(88888888) 2.1498774913 IE-02 2,45599866342E-04
156.5000000000 157,0000000000 2,11197244784E-02 2.35936387719E-04
157.0000000000 157.5000000000 2,07361727552E-02 2.2643165045 IE-04
157.5000000000 158.0000000000 2.03481967925E-02 2.17088549775E-04
158.0000000000 158.5000000000 1.99558748413E-02 2.07909931688E-04
158.5000000000 159.0000000000 1,95592863336E-02 1.98898592087E-04
159.0000000000 159.5000000000 1,915851186I0E-02 1,90057275913E-04
159.5000000000 160.0000000000 1.87536331539E-02 1,81388676317E-04
160.0000000000 160.5000000000 1.83447330590E-02 1.72895433839E-04
160.5000000000 161.0000000000 1,79318955174E-02 1.6458013560 IE-04
161.0000000000 161.5000000000 1 1,75152055423E-02 1.56445314525E-04
161.5000000000

_______ 1
162.0000000000

___________ 1,70947491958E-02 1.48493448555E-04
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i

162.0000000000

162.5

162.5000000000

163.0000000000
1.66706135664E-02

I.62428867448H-02

1.40726959908E-04

1.33148214331ЕЧМ

163. 163.5000000000 1.58116578010E-02 1.25759520383E-04

163.5 164. 1.53770167596E-02 1.18563128 7321*-04

164.0000000000 164.5000000000 1,49390545762E-02 1.1156I23I468E-04

164.5000000000 165.0000000000 1.44978631123E-02 1.04755961438E-04

165. iiinniinnunn 165.50000000(H) 1.40535351106E-02 9.81493915925E-05

165,5000000000 166,0000000000 1.36061641703E-02 
l.3!558447il3E-02

9,17435343564E-05

166.0000000000 166.5000000000 8.55403410161E-05

166.5000000000 167.0000000000 1,27026719988E-02 7.95417011245E-05
I67.00000(K)000 167.5000000000 1.22467420175E-02 7.37494419252E-05

167.5000000000 168,0000000000 1,17881515456E-02 6.81653277967E-05
168.0000000000 168,5000000000 1,13269980784E-02 6.27910597140E-05
168.5000000000

169.0000000000

169.0000000000 1.08633798119E-02 5.76282747315E-05
169.5000000000 1.03973956162E-02 5.26785454834E-05

169.5000000000 170.0000000000 9.929I4500832E-03 4.79433797051 E-05
170.0000000000 170,500(1000000 9.45872812546E-03 4.34242197740E-05
170.5000000000 171,0000000000 8.98624569748E-03 3.91224422701 E-05

17l.i 171.5»m im im 8,51179901960E-03 3.50393575564E-05
171.5000000000 172.0000000000 8.03548992471 E-03 3,11762093800E-05

172.0000000000 172.5000000000 7.55742075566E-03 2,75341744934E-05

172.5000000000 173.0000000000 7,07769433729E-03 2,41143622957E-05

I73J 173,5' 6,59641394843E-03 2,09178144947E-05

173.5000000000 174j 6,11368329362E-03 1.79455047899E-05

174.0000000000 174.5000000000 5.62960647487E-03 1,51983385756E-05

I74,5i I75j 5,14428796318E-03 U677I526653E-05

175:m x m im 175,5» 4.65783256997E-03 1,03827150366E-05

175,5 176, 4,17034541847E-03 8,31572459748E-06

176.0000000000 176.5 3.68193I9I497E-03 6,47681097320E-06

176,5 177,0000000000 3,19269771997E-03 4,86653431468E-06

177. 177,5 2,70274871930E-03 3,48538512779E-06

I77,5i 178. 2,21219099513E-03 2,33378412395E-06

178,0000000000 178,5< 1,72113079699E-03 1,41208209198E-06
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Монография посвящена анализу и решения современных 
актуальных проблем в областях теории нелинейных волн в 
системах с флуктуирующими параметрами, релятивистской 
статистической физики и явления реликтового излучения. Дано 
систематическое изложение решаемых вопросов с единой точки 
зрения, на основе релятивистской функции распределения 
скоростей (квази и обычных частиц). В ней впервые 
представлены следующие теории, разработанные автором: 1. 
Теория релятивистского броуновского движения квантов 
магнитного потока. 2. Теория неквантового релятивистского 
идеального газа Максвелла-Больцмана. 3. Релятивистски - 
инвариантная статистическая теория первичного космического 
излучения. Монография рассчитана для научных работников 
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космологии
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