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В этом томе описываются успехи квантовой теории полей, 
приведшие к пониманию электрослабых и сильных взаимодействий 
элементарных частиц. Оказалось, что все эти взаимодействия оп
ределяю тся принципами калибровочной инвариантности, поэтому 
мы начинаем в гл. 15—17 с излож ения калибровочных теорий, в ко
торых знакомая калибровочная инвариантность электродинамики 
обобщается на случай неабелевых групп Ли. Некоторые из самых 
ярких выводов калибровочных теорий проявляются при большой 
энергии и лучш е всего могут быть изучены методами ренормализа- 
ционной группы. Эти методы описываются в гл. 18, где они затем 
применяются к квантовой хромодинамике — современной неабеле
вой калибровочной теории сильных взаимодействий, а такж е к те
ории критических явлений в физике твердого тела. В гл. 19 речь 
идет о произвольных спонтанно нарушенных глобальных симимет- 
риях и их применению к нарушенным SU(2) X SU(2) и SU(3) X >SX7(3) 
симметриям квантовой хромодинамики. Как методы ренормгруппы, 
так и нарушенные симметрии интереснее всего проявляются при 
рассмотрении разлож ений операторных произведений, чему посвя
щена гл. 20.

Ключ к пониманию электрослабых взаимодействий — спон
танное нарушение калибровочных симметрий. Мы рассматриваем 
этот вопрос в гл. 21 в приложении не только к электрослабым вза
имодействиям, но и к сверхпроводимости. Помимо спонтанного на
руш ения совершенно независимо сущ ествует возможность нару
ш ения симметрии квантово-механическими эффектами, известны
ми под названием аномалий. Сами аномалии и их различные ф изи
ческие приложения описаны в гл. 22. Этот том заверш ается обсуж
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дением в гл. 23 расширенных полевых конфигураций, которые мо
гут возникать либо как новые составные части физических состоя
ний, например, скирмионы, монополи или вихревые линии, либо 
как непертурбативные квантовые поправки к интегралам по пу
тям, в которых аномалии играют решающую роль.

Было бы совершенно невозможно представить связное изло
жение этих достижений, если бы это делалось в историческом по
рядке. Вместо этого я  расположил материал книги в таком поряд
ке, который мне представляется наилучшим с педагогической точ
ки зрения. Каждый вопрос я  рассматриваю в том месте, где мотивы 
этого, а такж е необходимые математические понятия можно пред
ставить с наименьшим количеством ссылок на материал последую
щих глав, даж е если логика требует несколько иного порядка из
лож ения. Н апример, вместо того, чтобы рассмотреть неабелевы  
калибровочные теории в одной очень длинной главе, этот материал 
разделен между главами 15 и 17, т. к. в гл. 15 рассмотрены мотивы 
введения в гл. 16 формализма внешнего поля, а этот формализм 
используется при рассмотрении вопросов гл. 17.

В процессе излож ения читатель познакомится с рядом ф ор
мальных методов, вклю чая инвариантность Б екки —Р у э—С торы— 
Тютина (БРСТ), квантовое эффективное действие и теория гомо- 
топий. Формализм Б аталина- Вилковыского представлен как аль
тернативный обходной путь. Он введен в гл. 15 как компактный 
способ формулировки калибровочных теорий, основанных как на 
открытой, так и на замкнутой алгебре симметрии, и затем исполь
зуется в гл. 17 для изучения сокращения бесконечностей в «непере- 
нормируемых» калибровочных теориях, вклю чая общую теорию от
носительности, и в гл. 22 для доказательства, что некоторые ка
либровочные теории свободны от аномалий во всех порядках тео
рии возмущений. В этом томе широко используется подход, осно
ванный на эффективной теории поля, особенно, в приложениях к 
теориям с нарушенными симметриями, в том числе, теории сверх
проводимости. Везде я  боролся за максимально возможную ясность 
излож ения, не ж ал ея  времени на подробную демонстрацию тех 
вычислений, в проведении которых я, как мне каж ется, мог бы 
помочь читателю, и опуская вопросы, которые невозможно ясно 
объяснить при заданном объеме книги.

Главной целью томов I и II этой книги является объяснение 
читателю, почему квантовая теория полей такая, какая  она есть,
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и почему именно эта форма теории так хорошо приспособлена для 
описания реального мира. В т. I изложены основы квантовой теории 
полей с упором на причины, по которым природа при доступных 
энергиях описывается эффективными квантовыми теориями полей 
и, в частности, калибровочными теориями. (Список глав первого 
тома приведен в конце оглавления к этому тому.) В настоящем томе 
квантовая теория поля и калибровочная инвариантность являю тся 
отправными точками для рассмотрения их приложений.

Этот том будет доступен читателям, имеющим некоторое зна
комство с основами квантовой теории поля. Знакомство читателя с т. 
I не предполагается (хотя это и не помешало бы). Некоторые вопро
сы теории групп и топологии объясняются по мере надобности.

Ряд описанных в этом томе формальных методов (например, 
БРСТ инвариантность и ренормгруппа) имеют важные прилож е
ния в спекулятивных теориях, включающих суперсимметрии или 
суперструны. Я разделяю  энтузиазм в отношении будущего этих 
теорий, но не включил их в данный том, так как мне каж ется, что 
они требуют отдельной книги. (Возможно, суперсимметрия и супер
гравитация станут темами т. III.) Я исключил еще ряд интересных 
вопросов, например, теория поля при конечной температуре, рас
четы калибровочных теорий на реш етке и приближение больших 
N, т. к. все они не требуются для обоснования или дополнения ма
тематической техники в остальной части книги, а она и так получи
лась достаточно большой.

И з-за  огромного количества литературы  по квантовой тео
рии поля и ее приложениям я  не имел возможности прочесть и 
сослаться на все статьи, имеющие отношение к обсуждаемым те
мам. Я постарался по каждому разделу дать ссылки на классичес
кие работы, а такж е на статьи, в которых описано последующее 
развитие рассматриваемых вопросов. Кроме того, я  указал  ссылки 
на работы, в которых содержатся детальные расчеты, данные или 
доказательства, упоминаемые в книге. Как и ранее, отсутствие ссыл
ки не следует понимать как утверждение, что представленное из
ложение вопроса оригинально, хотя в некоторых случаях это так и 
есть.

По моему опыту, во втором томе содержится достаточно ма
териала для одногодичного курса лекций для аспирантов по совре
менным проблемам квантовой теории поля или физики элементар
ных частиц. Избранные главы тт. I и II подходят как основа сжатого
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одногодичного курса по принципам и современным приложениям 
квантовой теории поля. К каждой главе я  подобрал задачи. Некото
рые из них служ ат просто в качестве упражнений на использова
ние изложенной в главе техники вычислений, в ряде других ре
зультаты  главы распространяются на более широкий класс теорий.

* ❖
Я должен выразить особую признательность моим коллегам 

по Техасскому университету Луи Бойа, Ф илу Канделасу, Брайсу и 
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луновскому, и особенно Ж аку Дистлеру. За  помощь в обсуждении 
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Д ж аф ф е, М арка Х енне, Романа Д ж акива, Джо Польчинского, 
М айкла Тинкама, Кумрун Вафа, Дона Вейнгартена, Эдварда Вит
тена и Бруно Зумино. Джонатан Эванс прочел всю рукопись этого 
тома и внес ряд ценных предложений. Благодарю такж е Элис Вил- 
сон, которая сделала рисунки и печатала исходные файлы  LATEX 
до тех пор, пока я  не научился делать это сам, а такж е Терри 
Рили за содействие в поиске бесчисленного количества книг и ста
тей и Ж ану Д аф ф и за помощь. Я признателен М аурин Стори и Эли
сон Вулатт из издательства Кембриджского университета за по
мощь в подготовке рукописи к изданию, и особенно моему редакто
ру Руф усу Нилу за непрерывные полезные дружеские советы.

Стивен Вайнберг

Остин, Техас 
Декабрь 1995

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



Обозначения xvii

Обозначения

Латинские индексы i, j, к  и т, д. принимают обычно значения 
1, 2, 3 и нумеруют пространственные координаты.

Греческие индексы ц, V и т. д. принимают в большинстве случаев 
зн ач ен и я  1, 2, 3, 0 и нум ерую т п р о стран ствен н о-врем ен н ы е 
координаты, причем х° — временная координата.

По повторяющимся индексам подразумевается суммирование, 
если это не оговорено особо.

Пространственно-временная метрика TLV диагональна, причем
Ли = Л22 = Лзз= !. Поо = -  !■

Даламбертиан определяется как □ = qtlv32/3 x l'L3xv = V2 -  Э2/Эt2, 
где V2 = д2/д х гдх^ ~ лапласиан.

Т ен зор  Л е в и -Ч и в и та  о п р е д е л я е т с я  к ак  полностью
антисимметричный тензор с £0123 = + 1.

Пространственные векторы обозначаются буквами, набранными 
полужирным шрифтом.

Ш ляпка над любым вектором обозначает соответствующий 
единичный вектор. Так, v = v/j v j.

Точка над любой величиной обозначает производную этой 
величины по времени.

Матрицы Дирака 'у„ определены так, что y„yv + у/у  ̂ = 2г|цу. Кроме 
того, Уз = 1ШЪУ$ и Р = гт°.

Ступенчатая функция 0(s) равна +1 при s >  0 и -1  при s < 0.
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xviii Обозначения

К омплексное сопряж ение, транспонирование и эрмитовое 
сопряжение матрицы или вектора А  обозначается как А \  Ат и Af = А‘т 
соответственно. Эрмитово сопряженный оператор к оператору О 
обозначается 0 \  за  исклю чением случаев, когда используется 
звездочка, чтобы подчеркнуть, что вектор или матрица операторов 
не транспо-нируется. Символы + э. с. или + к. с. в конце уравнения 
означают добавление слагаемых, эрмитово сопряженных или комп
лексно сопряженных предыдущим.

За исключением гл. 1, мы используем систему единиц, в которой 
постоянная Планка h и скорость света с приняты равными единице. 
Везде -е  — заряд электрона, измеренный в рациональных единицах, 
так что а  = е2/(4at) ~ 1/137.

Числа в скобках в конце приводимых числовых данных показы
вают неопределенность в последних знаках приведенного числа. Если 
это не оговорено особо, все экспериментальные данные взяты  из 
справочника:

Review of Particle Properties, Phys. Rev., 1994, D50, p. 1173.
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15 *

Н еабелевы калибровочные теории

Все квантовые теории поля, успешно описывающие реальный 
мир, — это неабелевы калибровочные теории, основанные на более 
общих принципах калибровочной инвариантности, чем простая [/(1) 
инвариантность квантовой электродинамики. Эти теории имеют с 
электродинамикой то общее привлекательное свойство, отмеченное 
еще в разделе 8.1, что само существование и некоторые свойства 
калибровочных полей вытекают из принципа инвариантности отно
сительно локальных калибровочных преобразований.

В электродинамике поля \|/п(сс) с зарядом еп подвергаются ка
либровочному преобразованию \|/п(сс) —> ехр(гепЛ(х))\|/„ с произволь
ной функцией Л(ж). Поскольку Э(1\|/П(ж) преобразуется не так, как 
\|/п(х), следует ввести поле А„(х), преобразую щ ееся по закону 
-Ац(ж) —> Ац(х) +ЭцЛ(х), и построить с его помощью калибровочно
инвариантную производную Э)1\[гп(ж) -  гепА(Л(х)\(/п(ж), которая преоб
разуется точно так же, как \|/п(;г), и может быть поэтому использо
вана вместе с Х|/П(х) для построения калибровочно-инвариантного 
лагранжиана. Аналогично, существование и некоторые свойства гра
витационного поля gf̂ v(x) в общей теории относительности следу
ют из принципа симметрии относительно произвольных преобра
зований координат **. С учетом этих вы даю щ ихся прецедентов 
было вполне естественно считать, что локальную калибровочную

* Во втором томе продолжается начатая в первом томе нумерация глав. — 
Пргш. пер.

** Конечно, как локальная калибровочная инвариантность, так и общая 
ковариантность могут быть реализованы тривиальным образом, если считать
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2 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

инвариантность следует распространить на неабелевы калибровоч
ные преобразования.

В первой работе Янга и Миллса 1954 года 1 в качестве неабе
левой калибровочной группы была выбрана группа SU{2) изотопи
ческих вращений, а векторные поля, аналогичные полю фотонов, 
интерпретировались как поля сильновзаимодействующих вектор
ных мезонов с изотопическим спином единица. Это предположение 
немедленно столкнулось с той трудностью, что масса этих вектор
ных мезонов должна была, как у фотонов, равняться нулю, но тог
да, казалось бы, любые такие частицы должны были бы быть уж е 
известны экспериментально. Никакие подобные частицы в то время 
не наблюдались. Другая проблема заклю чалась в том, что было не
понятно, как эту теорию использовать: в ней, как и во всех извес
тных в то время теориях сильных взаимодействий, любое примене
ние теории возмущ ений казалось невозможным и з-за  большого 
значения константы связи.

Вскоре калибровочные теории были обобщены на случай про
извольных неабелевых калибровочных групп . Продолжалось мате
матическое исследование проблем квантования этих теорий, осо
бенно в работах Ф ейнмана 3, Ф аддеева и Попова 4 и де Витта °, 
отчасти в качестве разминки перед попыткой реш ения более слож
ной проблемы квантования общей теории относительности. Было 
показано, что наивные фейнмановские правила, получающиеся про
стым рассматриванием лагранжиана, должны быть дополнены пет
лями «гостов». Однако до конца 60-х годов оставалось непонятным 
физическое значение таких теорий. В конце концов оказалось, что 
все наблюдаемые взаимодействия элементарных частиц порожда
ются векторными полями, связанными с локальными калибровоч
ными симметриями. Соответствующие частицы спина 1 либо очень 
тяж елы е, что является следствием спонтанного наруш ения калиб
ровочной симметрии, либо находятся «в плену» в результате роста 
константы связи на больших расстояниях. Все эти вопросы будут 
обсуждаться в главах 21 и 18, соответственно. В этой главе мы зай

А^{х) и g[tv(x) нединамическими с-числовыми функциями, которые просто ха
рактеризуют выбор фазы или системы координат, соответственно. Такие сим
метрии становятся физически значимыми, когда А^(х) и ĝ v(x) рассматрива
ются как динамические поля, по которым производится интегрирование при 
вычислении элементов .S-матрицы.
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15.1. Калибровочная инвариантность 3

мемся формулировкой неабелевых калибровочных теорий и выво
дом для них фейнмановских правил.

15.1. Калибровочная инвариантность

Предположим, что лагранжиан нашей теории инвариантен от
носительно совокупности бесконечно малых преобразований полей 
материи \]/г(х) вида

8 у г(ж) = i £ a {x)(ta ) in\\fm{x), (15.1.1)

с каким-то набором независимых постоянных матриц * ta и действи
тельными инфинитезимальными параметрами £а(сс), которые (как и 
в случае электродинамики) могут зависеть от положения в про
странстве-времени. Предполагается, что эти преобразования сим
метрии являю тся инфинитезимальными преобразованиями некото
рой группы Ли. Как показано в разделе 2.2, отсюда следует, что ta 
должны подчиняться коммутационным соотношениям

[г<х>*р] = iC ya$ty, (15.1.2)

где Стар — совокупность действительны х констант, назы ваем ы х 
структурными константами группы. И з антисимметрии коммутато
ра немедленно вытекает, что и структурные константы антисим
метричны:

С \ф  = -С7р„- (15.1.3)

Кроме того, из тождества Якоби

0 = [[*»»^l*ty] + [[ty,ta ],tp] + [ttp ,tyL«a ] (15.1.4)

* В этом томе книги мы в общем случае будем помечать генераторы 
симметрии буквами а, (3, и т. д. из начала греческого алфавита, с тем, 
чтобы отличать эти метки от индексов (X, V, и т. д., используемых для 
обозначения пространственно-временных координат. Позднее, рассматри
вая нарушенные симметрии, мы часто будем помечать буквами а, Ъ, и 
т. д. из начала латинского алфавита генераторы спонтанно нарушенных 
симметрий, и буквами г ,;/, и т. д. из середины этого алфавита — генерато
ры ненарушенных симмметрий.
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4 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

следует, что эти константы удовлетворяют условию

О = СбсфСЕ6у + CVxCe8p + С8руСЕ6а. (15.1.5)

Любой набор констант С^р, удовлетворяющих соотношениям (15.1.3) 
и (15.1.5), определяет по меньшей мере один набор матриц tAa:

(i^a)^y = —iC^yа, (15.1.6)

удовлетворяющих коммутационным соотношениям (15.1.2) со струк
турными константами С'^м.

[tAa , t W  = iC y ap t Ay . (15.1.7)

Это так называемое присоединенное (или регулярное  *) представле
ние алгебры Ли со структурными константами С^р.

Например, в исходной теории Янга—М иллса полями материи 
был дублет, включавший поля протонов \|/р и нейтронов \|/п:

¥  =

a ta (а  = 1, 2, 3) были изоспиновыми матрицами

х Го Л  . i/o - Л  , i f i  о
tl 2 V1 О J ’ 2 U  0 У  ts 2 1.0 —1/*

Эти м атрицы  удовлетворяю т коммутационны ми соотнош ениям 
(15.1.2), причем

СУоф — £уоф )

где, как обычно, величина равна +1 или -1, если у, а, (3 образуют 
четную или нечетную перестановку индексов 1, 2, 3, соответствен
но, а в остальных случаях равна нулю. Заметим, что эта алгебра

* Термин «регулярное представление» чаще используется для обозначения 
представлений группы на пространстве функций на группе. — Прим. ред.

На правах рукописи. Экземпляр JI. М. Лапиной для личного пользования



15.1. Калибровочная инвариантность 5

совпадает с алгеброй Ли (2.4.18) трехмерной группы вращений. Мат
рицы ta реализуют представление спина 1/2 этой алгебры Ли.

М атрицы (15.1.6) присоединенного представления имеют вид 
(в базисе, где строки и столбцы помечены индексами 1, 2, 3):

"0 0

1О 1
О 0 г и - г 0"

II 0 0 - г t A -  , (-2 — 0 0 0 tA -  ’ Гз г 0 0
0 г 0 —г 0 0 0 0 0

Это представление спина 1 алгебры Ли группы вращений.
Посмотрим, что ж е нужно для того, чтобы лагранж иан стал 

инвариантным относительно преобразований (15.1.1). Ели бы не было 
производных, действующ их на поля, задача реш алась бы просто
— любая ф ункция от полей материи, которая инвариантна отно
сительно преобразования (15.1.1) с постоянными е“, осталась бы 
инвариантной и в том случае, когда е“ были бы произвольными 
действительными функциями пространственно-временных коорди
нат. Однако если лагранж иан содержит производные полей (а так 
должно быть), инвариантность теряется, поскольку в случае, ког
да 8“(сс) зависят от координат, производные полей материи преоб
разую тся не так, как сами поля. После диф ф еренцирования (15.1.1) 
получаем:

5(ЭЦ\||/,(а?)) = i еа И (* а )гт (Эц\)/т ,|ш | + г ( Э ^ |« ) ) (1 а )?т х)/т (ж),(15.1.8)

Чтобы сделать лагранжиан инвариантным, нужно ввести поле А0̂ , 
закон преобразования которого включает слагаемое Эцеа, способное 
сократить второе слагаемое в (15.1.8). Так как это поле несет индекс 
а , можно ожидать, что оно подвергнется матричному преобразова
нию типа (15.1.1), но величины ta заменятся матрицами присоеди
ненного представления (15.1.6). Попробуем поэтому записать закон 
преобразования новых «калибровочных» полей в виде

8aP)j, = Эрв^ + i 8a (t‘4a)^y А  , 

или, используя (15.1.6),

. (15.1.9)
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6 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

Это позволяет построить «ковариантную производную»*

(В^Щх))^ = Э(1\|/г (ж) -  i ЛР(1 (х) (Гр) , \|/m (ж). (15.1.10)

Как и планировалось, член в преобразовании из второго 
слагаемого в (15.1.10) сокращ ается с членом, пропорциональным Э е̂ ,̂ 
в преобразовании первого слагаемого, так что

H D^ ) l = - г С ^ уаг аА \ ( Ц ) 1т \\1т

+ A 1 ii(ty)im (ta )mn \\f п ,

или с учетом (15.1.2)

8(DnV); = 1£а ( 1 а ) Г ( В ^ ) т , (15.1.11)

Таким образом D^x]/ преобразуется как само \]/.
Следует такж е позаботиться о производных калибровочного 

поля. Чтобы устранить слагаемое 3v3^£p в преобразовании 
произведем, как и в электродинамике, антисимметризацию по ц и 
V. Однако в законе преобразования остаются слагае
мые, пропорциональные первым производным от е(,х), происходя
щие от второго слагаемого в выраж ении (15.1.9). Простейший способ 
построения «ковариантного ротора» FvV(l, в законе преобразования 
которого все подобные производные от е(х) сокращаются, заклю ча
ется в рассмотрении коммутатора двух ковариантных производных, 
действующих на поле материи \|/:

([DV, D ^ ) ; = - z ( tT)jmFV V m > (15.1.12)

где

F 1 v|i s  ЭуА’1')! — * v + С ^ А  ' v . (15.1.13)

* Как обсуждается в следующем разделе, при получении формулы
(15.1.10) мы молчаливо предполагаем, что любые множители — константы 
связи типа электрического заряда включены в tp, а следовательно и в струк
турные константы.
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15.1. Калибровочная инвариантность 7

Из формулы (15.1.12) очевидно, что FYV)1 должно преобразовываться 
в точности как поле материи, принадлеж ащ ее присоединенному 
представлению:

8FKn = геа (tAa f 7Fyw  = £“ 0 ^ 4 -  (15.1.14)

Читатель может убедиться прямым вычислением (с учетом соотно
ш ения (15.1.5)), что определенная в (15.1.13) величина FC<V)1 действи
тельно преобразуется по простому закону (15.1.14).

В ряде случаев полезно знать, что эти бесконечно малые ка
либровочные преобразования можно расш ирить до конечных пре
образований. Групповой элемент можно параметризовать множе
ством действительны х функций А“(х), так что он действует на 
произвольное поле материи Х|/г(сс) матричным преобразованием

Щ х )  -4 \|//Л(.х) = [ехр(йаЛа (ж)) VmCx) • (15.1.15)

Мы хотим, чтобы ковариантная производная преобразовывалась 
точно так же:

(Эц -  й аАа цЛ)х1/Л = ехр(йгеЛа )(Эц -  й аА“ ) у , (15.1.16)

поэтому должны потребовать для А(<}1 такого закона преобразования 
А“л> чтобы

exp(itpiSP') -  itp exp(?fwArt )a Ja = - i  exp(ztaA“ )tpA^

откуда

*аА£л. = exp(rtpAP)taA “ е х р ( -й р Л Р ) -  г[Эд е х р (й рЛ Р)]ехр (-#рЛ Р),

(15.1.17)
Формулы (15.1.15) и (15.1.17) сводятся к предыдущим правилам пре
образования (15.1.1) и (15.1.9) в пределе, когда Л“(сс) равна е“(сс).

Из формулы (15.1.17) следует, что подходящим выбором A (̂cc) 
всегда возможно обратить в нуль А“ 1Л(х) в одной  точке, например 
х  = z. (Достаточно потребовать, чтобы А“(г) равнялось нулю, а про
изводная ЭА“(сс)/Эсс|1 = -А “м(ж) при х  = z.) Кроме того, всегда воз
можно выбрать дР(сс) так, чтобы одна пространственно-временная
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8 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

компонента А“ 1Л(.г) для всех а  обращалась бы в нуль по крайней 
мере в конечной области в окрестности любой данной точки. Н апри
мер, чтобы обратить в нуль А“ЗЛ(сс), следует реш ить следующую 
систему обыкновенных  дифференциальных уравнений первого по
рядка для параметров ДР(сс):

Э3 ехр(йрДР) = —г expfitpAP)taAa 3 , (15.1.18)

которая всегда имеет решение по крайней мере в некоторой конеч
ной области вокруг любой неособой точки.

Однако в общем случае невозможно выбрать Л“(сс) так, чтобы 
обратить в нуль все четыре компоненты А('[1Л(а.') в конечной области. 
Чтобы это стало возможным, должны быть разреш имы диф ф ерен
циальные уравнения в част ны х  производных

ехр(йрЛР) = -zexp(ztpAP)ta Aa n , (15.1.19)

что возможно лишь при выполнении определенных условий интег
рируемости. В частности, если A ailA(x) обращаются в нуль везде, то 
это ж е верно и для F *x[ivA (x ), но так как напряженность поля преоб
разуется  однородно, Fa v̂A(cc) мож ет обращ аться в нуль только, 
если в нуль обращается F“jIV(cc). Если сущ ествует калибровочное пре
образование, везде обращающее калибровочное поле A" t̂(,r) в нуль, 
то такое поле называют «чистой калибровкой». Нетрудно показать, 
что условие, что Fa v̂ везде обращ ается в нуль, есть не только необ
ходим ое, но и д о стато ч н о е  усл о ви е того, что А ^ с с )  м ож ет  
быть представлено в любой односвязной области как чистая калиб
ровка 6.

% * *

Сущ ествует глубокая аналогия меж ду описанным здесь по
строением объектов, простым образом преобразующ ихся под дей
ствием калибровочных преобразований, и построением объектов 
в общей теории относительности, ковариантных относительно об
щекоординатных преобразований. Мы использовали калибровочное 
поле для построения ковариантных производных полей мате
рии, имеющих те ж е свойства по отношению к калибровочным пре- 
образо-ваниям, что и сами эти поля. По аналогии мы используем
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15.2. Лагранжианы калибровочных теорий и простые. 9

аффинную  связность C!'v3,(,X‘) для построения ковариантных произ
водных тензоров Тра"кх. •

т P-K..-V = ЭуТР-к... +Г Р #Т Н ... + ... -Г%кТР->.. -  ...,
которые сами являю тся тензорами. Кроме того, из производных ка
либровочного поля мы построили напряженность поля F“ IV, закон 
преобразования которой совпадает с законом калибровочного пре
образования поля материи, принадлежащего присоединенному пред
ставлению калибровочной группы. Соответственно, из производных 
аффинной связности можно составить преобразующуюся как тен
зор величину

Р% _  d r \ v  ЭГ^ис ,п х л х
Л  |IV K  — ——— ------------------- ~ ----------- Г  1 ' n v l  КТ] — i  '[Ж *  VT| ,

называемую тензором кривизны Римана- Кристоффеля. Коммута
тор двух калибровочно-инвариантных производных D^ и Dv можно 
выразить через тензор напряженности поля F“)tv. Аналогично, ком
мутатор двух ковариантных производных по х у и х к можно вы ра
зить через тензор кривизны:

Т Х ... 'т 'Х ... _ тэХ rp c ... I р 0  'Т 'Х ...—  ̂ ц....;к;у — -ft (jvKi \i... т ... — rt v̂Ki а...---- •
Необходимым и достаточным условием существования калиб

ровки, в которой калибровочное поле исчезает в конечной одно
связной области, является обращение в нуль тензора напряженно
сти поля. Необходимым и достаточным условием сущ ествования 
координатной системы, в которой аф ф инная связность обращается 
в нуль в конечной односвязной области, является обращение в нуль 
тензора кривизны Римана- Кристоффеля. Аналогия наруш ается в 
одном важном пункте: в общей теории относительности аф ф инная 
связность сама построена из первых производных метрического тен
зора, а в калибровочных теориях калибровочные поля не вы раж а
ются через более фундаментальные поля.

15.2. Лагранжианы калибровочных теорий  
и просты е группы Ли

Законы преобразования тензора калибровочного поля Fa v̂ и 
полей материи ср и их калибровочно-инвариантных производных не
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10 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

включают производных от параметров преобразования {’“(.г). Следо
вательно, если лагранжиан построен только из этих величин и ин
вариантен относительно глобальных преобразований с постоянны
ми е“, то этот лагранжиан инвариантен и относительно калибровоч
ных преобразований с произвольными зависящими от положения 
параметрами е“(сс). Мы поэтому предполагаем, что лагранжиан удов
летворяет указанным условиям, т. е.

3> = F(\|/, D ^ ,  DyD ^ ,  . . . ,F % v,D pF% v, . . )  (15.2.1)

и удовлетворяет условию

—  г(*а )г" > т  + - — — i{ta)lm( D ^ m)

+ + ■■ ■ ■-+ - щ ;  С W  (15 2 2)

С другой стороны, лагранжиан может не зависеть от самого 
калибровочного поля, не считая того, что это поле входит в Fa v̂ и 
калибровочно-инвариантные производные D(1. В частности, исклю
чается массовый член - т 2а^Аа^ А ^ /2 .

Сосредоточимся на тех слагаемых в лагранжиане, которые за 
висят только от Fa^v. Как и в электродинамике, для любой безмас- 
совой частицы со спином 1 лагранжиан должен содержать описыва
ющее свободную частицу квадратичное по c^A“v -  ЭУА“ слагаемое. 
Тогда калибровочная инвариантность требует, что это слагаемое 
должно входить как часть слагаемого, квадратичного по тензору 
поля Требования лоренц-инвариантности и сохранения четно
сти определяют лагранжиан в виде

^ A = - j g a^ % v F ^  (15.2.3)

с постоянной матрицей gap. Если отказаться от требования сохране
ния четности (или СР, или Т), то в лагранж иан можно добавить 
слагаемое
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у 'а =

с другой постоянной матрицей 0ар. Это слагаемое является на самом 
деле полной производной и поэтому не влияет на уравнения поля 
или фейнмановские правила. Однако подобные слагаемые приводят 
к непертурбативным квантово-механическим эф ф ектам , которые 
будут обсуждаться в разделе 23.6.

П режде чем рассматривать свойства матрицы gab, полезно об
ратить внимание на то, что невозможно ввести кинематическое сла
гаемое для калибровочного поля А ^сс), не включив одновременно 
взаимодействия этого поля, а именно, слагаемые в (15.2.3), возни
кающие из квадратичной по полям части напряженности поля F“„v, 
определенной формулой (15.1.13). В этом пункте неабелевы калиб
ровочные теории вновь напоминают общую теорию относительнос
ти, где кинематическая часть лагранжиана гравитационного поля 
содержится в лагранжиане Эйнш тейна-Гильберта - J g R  /  8tcG, так
ж е содержащего самодействие поля. Причины в обеих случаях схо
жи: гравитационное поле взаимодействует само с собой, поскольку 
оно взаимодействует со всем, что несет энергию и импульс, а ка
либровочное поле взаимодействует само с собой, так как оно взаи
модействует со всем, что преобразуется по нетривиальному пред
ставлению  (в данном случае, присоединенному) калибровочной 
группы. В этом состоит отличие от электродинамики, где фотон не 
несет электрического заряда, т. е. квантового числа, с которым он 
взаимодействует. Отсюда и возникает возможность ввести в элект
ромагнетизме кинематическое слагаемое ~F(iVF|rv/4 , не привнося
щее новых взаимодействий.

Числовая матрица дар может быть сделана симметричной и 
должна быть действительной, чтобы получился действительный лаг
ранжиан. Для того, чтобы рассматриваемое слагаемое удовлетворя
ло требованию калибровочной инвариантности (15.2.2), для всех 5 
должно выполняться равенство

gap ^ V C PT sF ^  = o.

Чтобы это соотношение выполнялось без наложения дополнитель
ных функциональных соотношений меж ду компонентами F, матри
ца дар должна удовлетворять условию
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9арСРуб = - д трСРа8 • (15.2.4)

Существует ещ е одно важное условие на матрицу дар. Как и в 
квантовой электродинамике, правила канонического квантования и 
свойства положительности квантово-механическкого скалярного про
изведения требуют, чтобы матрица дар в лагранжиане (15.2.3) была 
положительно определенной. (Это означает, что ga^uavfJ положитель
но для всех действительных и  и обращается в нуль, только если 
иа = 0 для всех а.) Аналогом является требование, чтобы в кинема
тической части лагранж иана действительного скалярного поля — 
З^Э^фЭ^ф -  jm 2ф2 константа Z была бы положительной.

Приведенные требования на матрицу дар имеют далеко иду
щие приложения. Оказывается, что следующие три утверж дения 
эквивалентны.

а: Сущ ествует действительная симметричная положительно 
определенная матрица дар, удовлетворяющ ая условию инвариант
ности (15.2.4).

Ь: Существует базис алгебры Ли (т. е. множество генераторов 
ta = .^aptp, где ff' — действительная несингулярная матрица), для 
которого структурные константы антисимметричны не только 
по нижним индексам (3 и у, но и по всем трем индексам а, (3 и у. (В 
этом базисе удобно перестать различать верхние и нижние индексы 
а, Р и т. д. и писать Сару вместо Сру .).

с: Алгебра Ли есть прям ая сумма коммутирующих компакт
ных простых и U (l) * подалгебр **.

* Автор использует для обозначения алгебры группы 17(1) символ самой 
группы. Однако для обозначения алгебр Ли общепринятым является упот
ребление малых букв типа и(1), ш(2) и т. д. Большие же буквы использу
ются для обозначения соответствующих групп Ли. Тем не менее, мы со
храняем здесь и далее авторские обозначения. — Прим. ред.

** Несколько определений. Подалгебра W алгебры Ли есть линейное 
пространство, натянутое на определенные действительные линейные ком
бинации t4 îaPa генераторов ta алгебры | |  такое, что Ж само есть алгебра 
Ли, в том смысле, что коммутаторы tf друг с другом имеют вид [tb t ;J — 
icki:jtk. Подалгебра Ж называется инвариантной, если коммутатор любого 
элемента полной алгебры (§ с любым элементом подалгебры Ж принадле
жит подалгебре Ж. Простая алгебра Ли не содержит инвариантных подал
гебр. 717(1) подалгебра алгебры имеет лишь один генератор, коммутирую

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



15.2. Лагранжианы калибровочных теорий и простые. 13

В приложении А к этой главе дано доказательство эквивалентности 
утверж дений а, b и с.7

П реж де чем переходить к обсуждению физических прилож е
ний этого результата, было бы полезно сказать чуть больше об ус
ловии компактности. Хотя нам это и не понадобится, укажем, что 
компактная алгебра Ли состоит из генераторов компактной группы 
Ли, т. е. группы, у которой инвариантный объем конечен. Н апри
мер, группа вращ ений компактна, а группа Лоренца — нет. В ка
честве простого примера простой некомпактной алгебры Ли рас
смотрим коммутационные соотношения

[ti, t2 ] = — it3, [^2> з̂] = ^1> [̂ з > ] = ^2 •

В данном случае структурные константы действительны, но не пол
ностью антисимметричны. Ненулевые компоненты структурных кон
стант равны

C3i2 = — С321 = —1, Сг2з = “ С132 = 1, С231 = — С213 = 1.

М етрика *, определяемая формулой (15.А.10), диагональна, причем 
9 п  = 922 =  ~ 9 зз  =  - 2.

щий со всеми генераторами самой алгебры Ш. Полупростая алгебра Ли не 
содержит инвариантных абелевых подалгебр, т. е. инвариантных подал
гебр, генераторы которых коммутируют друг с другом. Полупростые ал
гебры Ли есть прямые суммы простых (но не 1/(1)) алгебр Ли. Говорят, что 
простая или полупростая алгебра Ли компактна, если матрица Tr{tAatAp} 
= - CYaSC8[3Y положительно определена. Смысл и важное значение свойств 
простоты и компактности будут обсуждаться ниже. Когда говорят, что ал
гебра Ли 5 есть прямая сумма подалгебр .//,,, имеют в виду, что можно 
найти базис для § с генераторами tna, в котором структурные константы 
принимают вид

n l c  _ Я S /̂ (п)сI- па тЪ - 01т Отп  ̂ аЪ

где С<п>каЪ -  структурная константа подалгебры Жп.
* Термин «метрика» не случаен. С математической точки зрения, усло

вие (15.2.4), являющееся условием калибровочной инвариантности лагран
жиана (15.2.3), определяет метрику даЪ на алгебре Ли, инвариантную отно
сительно присоединенного представления, — так называемую метрику 
Киллинга. — Прим. ред.
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Эта матрица не является положительно определенной, поэтому ал 
гебра Ли некомпактна. На самом деле, это алгебра Ли неком-пакт- 
ной группы 0(2,1), т. е. группы Лоренца в двух пространственных и 
одном временном измерениях.

Два множества генераторов, отличающихся действительным  
неособенным линейным преобразованием, образую т базис одной 
и той ж е алгебры Ли и генерируют одну и ту ж е группу. Это невер
но в случае комплексных линейных преобразований генераторов. 
В частности, любая простая алгебра Ли может быть приведена к 
компактной форме изменением ф азы  генераторов в подходящем ба
зисе. Например, для алгебры Ли из рассмотренного примера всего 
лишь достаточно определить новые генераторы t \  =itb t'2 = i t2, 
t'3 = t3, для которых коммутационные соотношения равны

[̂ 1 > 2̂ ] = ^3 ’ [̂ 2 > 3̂ ] = * [̂ 3 > 1̂ ] = ^2 '

Теперь структурные константы действительны и полностью анти
симметричны: СаЬс = £аЬс. В данном случае gab = 28аЬ, и алгебра ком
пактна. Конечно, мы узнаем знакомую алгебру компактной группы 
трехмерных вращ ений 0(3). Чтобы увидеть, что эта процедура все
гда возможна для любой простой алгебры Ли, заметим, что матри
ца gab, определенная соотношением (15.А.10), действительна, сим
метрична и несингулярна, поэтому с помощью действительного 
ортогонального преобразования она может быть приведена к диаго
нальной форме с ненулевыми элементами на главной диагонали. 
После этого достаточно умножить все генераторы, которые соот
ветствуют в этом базисе отрицательным диагональным элементам 
gab, на множители г.

Заметим без доказательства, что все конечномерные пред
ставления компактных групп Ли унитарны, а конечномерные пред
ставления компактных алгебр Ли, соответственно, эрмитовы. Кро
ме того, легко видеть, что только те алгебры Ли, которые могут 
иметь любое нетривиальное представление независимыми конечно
мерными эрмитовыми матрицами ta, являю тся прямыми сумма
ми 17(1) и компактных простых алгебр Ли. Чтобы показать это, оп
ределим

д а  р = ТгК % } -
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Эта матрица очевидно положительно определена, так как да^иаи^ = 
Tr{(u“ia)2} положительно для любых действительных иа и обраща
ется в нуль, только если u ata = 0, что возможно только, если все иа 
равны нулю, поскольку ta предполагаются независимыми. Кроме 
того, такая  матрица gap удовлетворяет условию инвариантности
(15.2.4), что можно увидеть, умножив коммутационное соотноше
ние (15.1.2) на f§ и взяв след. Это дает равенство

zC?apTr{tytg} = Tr{[ta , tp]tg} = Tr{tgta tp -  tpta ts },

очевидно антисимметричное по (3 и 5. Проверив утверждение а, можно 
сослаться на упомянутую выше теорему, чтобы вывести условие с, 
так что алгебра Ли должна быть прямой суммой компактных про
стых и 1/(1) подалгебр.

Вернемся к физической стороне калибровочных теорий. В этом 
разделе мы приш ли к заключению, что построение подходящего 
кинетического члена в лагранжиане калибровочного поля с необхо
димостью требует существования положительно определенной сим
метричной действительной матрицы дар, удовлетворяющ ей усло
вию инвариантности (15.2.4). В прилож ении А  к этой главе мы 
показали, что этот результат эквивалентен условию, что алгебра 
Ли является прямой суммой компактных простых и 17(1) подалгебр. 
Важное для наших целей утверждение, связанное с этим результа
том, заклю чается в том, что все простые алгебры Ли принадлеж ат 
определенному ограниченному числу типов с известными разм ер
ностями. Например, легко видеть, что не сущ ествует простых ал 
гебр Ли с числом генераторов менее трех, так как в одном или двух 
измерениях не может быть ненулевых полностью антисимметрич
ных структурных констант с тремя индексами. В случае трех гене
раторов можно избеж ать появления инвариантной подалгебры, взяв 
не равные нулю константы С312, С231 и С123. В базисе, где структур
ные константы действительны и полностью антисимметричны, есть, 
очевидно, только одна возможность:

— Ĉ apY-

Здесь с —произвольная ненулевая действительная постоянная, кото
рую можно исключить, изменив масштаб генераторов ta —> ta/c , 
так что алгебра Ли будет иметь вид
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16 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

В ней можно узнать алгебру Ли трехмерной группы вращений 
0(3), а такж е группы SU{2) унитарных унимодулярных матриц в 
двух измерениях, положенной в основу первой неабелевой калиб
ровочной теории Янга и Миллса. Продолжая в том ж е духе, можно 
показать, что не сущ ествует простых алгебр Ли с 4, 5, б или 7 
генераторами, имеется одна алгебра с 8 генераторами и т. д. М ате
матики (особенно Киллинг и Э. Картан) сумели перечислить все про
стые алгебры Ли. Компактные простые алгебры Ли разбиваются на 
несколько бесконечных классов алгебр «классических» групп Ли — 
унитарных унимодулярных, унитарных ортогональных и унитар
ных симплектических групп, а такж е пять исключительных алгебр 
Ли. Этот список представлен в приложении Б к данной главе.

В приложении А  такж е показано, что при выполнении экви
валентных условий а, b или с метрика принимает вид

с действительными дт, где индексы т и п  отмечают простые или 
U (l) подалгебры, а индексы а и Ъ нумеруют отдельные генераторы 
этих подалгебр. Константы дт~2 можно устранить, изменив масштаб 
калибровочных полей:

но затем, чтобы сохранить те ж е вы раж ения (15.1.10) и (15.1.13) для 
D u<p и F J^ ,  следует такж е переопределить матрицы ta и структур
ные константы:

Это означает, что мы всегда можем определить  масштаб калибро
вочных полей (опуская теперь знак тильда), так что дт в (15.2.5) 
равна единице:

(15.2.5)

_\ АЦ =
т а  '  т а  Ут т

(15.2.6)

(15.2.7)

(15.2.8)

ЯаЬ а̂Ь> (15.2.9)
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15.3. Уравнения поля и законы сохранения 17

но тогда матрицы преобразования ta и структурные константы Сару 
будут содержать неизвестную мультипликативную константу дт для 
каждой простой или 17(1) подалгебры. Эти константы являю тся кон-  
станталш  связи  калибровочной теории. Однако, иногда более удобно 
предпочесть некоторую, хотя и произвольную, но фиксированную 
нормировку для ta и структурных констант внутри каждой простой 
или 17(1) подалгебры, и в этом случае константы связи появятся 
в лагранжиане калибровочного поля (15.2.3) подобно множителям дт~2

Подставляя выраж ение (15.2.9) для матрицы дар в (15.2.3), по
лучаем полный лагранжиан в виде:

где в отсутствие калибровочных полей Уд*(\|Л Зи\|/) является лагран
жианом «материи». В принципе можно было бы включить в SPM зави
симость от Fa„v, а такж е высшие ковариантные производные DVD^\|/, 
D^Faiiy и т. п., но мы исключаем такие неперенормируемые слагае
мые по тем ж е причинам, что и в электродинамике. Как обсужда
лось в разделе 12.3, подобные слагаемые при обычных энергиях 
были бы сильно подавлены отрицательными степенями некоторой 
очень большой массы. По этой причине лагранж иан стандартной 
модели слабых, электромагнитных и сильных взаимодействий име
ет общий вид (15.3.1).

Уравнения движения калибровочного поля имеют вид

в (15.2.5).

15.3. Уравнения поля и законы сохранения

(15.3.1)

поэтому
(15.3.2)
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18 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

гДе М  —  ток>

а ■/м
dDv\\f

taxp. (15.3.3)

Ток / av сохраняется в обычном смысле:

= О, (15.3.4)

что следует как из уравнений Э йлера-Л агранж а для ф и условия 
инвариантности (15.2.2), так непосредственно (и проще) из уравне
ний поля (15.3.2).

В вы раж ения (15.3.2) и (15.3.4) входят обычные, а не ковариан- 
тные производные Dv, поэтому калибровочная инвариантность этих 
уравнений несколько туманна. Ее можно сделать явной, переписав
(15.3.2) через калибровочно-ковариантную производную напряж ен
ности поля:

(15.3.5)

Тогда (15.3.2) принимает вид

(15.3.6)

где J av — ток только полей материи:

. as?*
3DV\|/ (15.3.7)

Если калибровочно-инвариантен, то этот ток калибровочно-ко- 
вариантен. Кроме того, действуя Dv на (15.3.6) и используя комму
тационные соотношения

[DV, D J  F / 0 = - i ( ^ ? )# Fw FpP° = -C ^ p F ^ F p P 0 ,pa _ pa

мы видим, что J av удовлетворяет калибровочно инвариантному за 
кону сохранения

Dv V  = О, (15.3.8)
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15.3. Уравнения поля и законы сохранения 19

а не обычному закону сохранения (15.3.4), которому удовлетворяет 
полный ток j?av. Кроме того с помощью (15.1.5) можно непосредствен
но вывести тождества

А- ̂ aXv “̂ -^X^aiiv = (15.3.9)

которые справедливы независимо от того, удовлетворяют или нет 
калибровочные поля уравнениям поля.

Эти результаты  позволяют еще раз подчеркнуть отмеченную 
в разделе 15.1 глубокую аналогию меж ду неабелевыми калибровоч
ными теориями и общей теорией относительности. В общей теории 
относительности сущ ествует аналогичный току J 1'1 тензор энергии- 
импульса материи Tv.,, удовлетворяющий обшековариантному за 
кону сохранения Tv̂ .v = 0 и входящий в правую часть уравнений 
Эйнштейна в их общековариантной форме: R vц = -SnGT^^.
Однако 7П'(1 не сохраняется в обычном смысле, т. к. t)vTv(l не обраща
ется в нуль. С другой стороны, перенеся в уравнении Эйнштейна из 
левой стороны в правую все нелинейные слагаемые, получим урав
нение поля 8

K vh - ^ 5 vh r 1 = -87cGtvh,

где нетензор xvu равен

LINEAR

T V  = Tv + _ L  j R V  _

87iG { * 2 H NONLINEAR

аналогично f/ av. Как и ток f/ av, величина сохраняется в обычном 
смысле,

3vxV  = 0,

и может рассматриваться как ток энергии-импульса

Рц = j x'\i d?x.

В нем содержится чисто гравитационное слагаемое, так как грави
тационные поля несут энрегию и импульс. Без этого слагаемого tvu
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20 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

не мог бы сохраняться. Аналогично, f/ va содержит слагаемое калиб
ровочного поля (первое слагаемое в (15.3.3)), так как для неабеле
вых групп (тех, у которых 0) калибровочные поля несут кван
товые числа, с которыми они ж е и взаимодействуют. Поскольку ток 
fa  сохраняется в обычном смысле, его можно рассматривать как 
ток таких квантовых чисел, причем генераторы симметрии опреде
ляю тся независящ ими от времени величинами

Ta = J / a° d 3x. (15.3.10)

(Кроме того, однородные уравнения (15.3.9) включают ковариант- 
ные производные, как и тождества Бьянки в общей теории относи
тельности.) Ни одно из этих усложнений не возникает в квантовой 
электродинамике, так как фотоны не несут то квантовое число, 
электрический заряд, с которым они взаимодействуют.

15.4. Квантование

Переходим к квантованию описанных в двух предыдущ их раз
делах калибровочных теорий. Лагранжиан берется в виде (15.3.1):

Ш = " V » 1”  + (15.4.1)

где
р1 =  Д л — 7) А а. С  А А1 ацу ~ v «(i '

s  -  itaA сецУ-

Невозможно немедленно проквантовать эту теорию, приравняв ком
мутаторы произведению г на соответствующие скобки Пуассона. 
Проблема заклю чается в связях. По терминологии Дирака, введен
ной в гл. 7, сущ ествует первичная связь

г)/
П »« -  . т - 0 ’ (15.4.2)

и вторичная связь, обусловленная полевым уравнением для А°а:

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



15.4. Квантование 21

ЭУ* дУ _ цо гр i>.or  А , т о - — o^Fq, + Fy С^рфАр  ̂+ J a

(15.4.3)
= 3fen a fc + n yfeC7afJ^fe + J a° = °>

где Пц = Э^/Э(Э0АаЬ) = F*° — сопряженный A ak «импульс», индекс 
к 1 ,2 , 3. Скобки Пуассона Па0 с 9fcn a fe + П у С^рАр*,, + J a° обра
щаются в нуль (так как последняя величина не зависит от Л°а), так 
что это связи первого рода, с которыми нельзя обойтись простой 
заменой скобок Пуассона на скобки Дирака.

Как и в электродинамике, для работы со связями следует выб
рать калибровку. В данном случае принятая в электродинамике ку- 
лоновская калибровка привела бы к болезненным усложнениям *, 
поэтому мы предпочтем вести рассмотрение в аксиальной калибров
ке, основанной на условии

Ла3 = 0. (15.4.4)

Каноническими переменными калибровочного поля являю тся в этом 
случае A ai, где теперь г принимает значения 1 и 2, и канонически 
сопряженные импульсы

П ш = ~ — °о Лаг- — ЭгА а0 + С(/ру Лр^Лу,-. (15.4.5) 
"("oAxiJ '

Поле Ла0 не является независимой канонической переменной, а оп
ределяется через другие переменные в силу уравнения связи (15.4.3). 
Чтобы увидеть это, заметим, что компоненты напряженности «элек
трического» поля F,./11 равны

* Помимо чисто алгебраических усложнений, в кулоновской калибровке 
(как во многих других) возникает проблема, известная под названием нео
днозначности Грибова 9: даже при условии, что Аа обращается в нуль на 
пространственной бесконечности, для каждого решения уравнения куло
новской калибровки V-Aa = 0 существуют другие решения, отличающиеся 
конечными калибровочными преобразованиями. Неоднозначность Грибова 
не будет нас беспокоить, поскольку мы проводим квантование в аксиаль
ной калибровке, где эта неоднозначность отсутствует, а другие калибров
ки, например, лоренцовская, используются только для построения ряда 
теории возмущений.

“ Э(Э 4> ) + ЭА„0
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F j ° = n ai,F a30= d 3A a°, (15.4.6)

так что уравнение связи (15.4.3) принимает вид

-(Э3)2 = ЭгП ш + + J j ,  (15.4.7)

и это уравнение можно легко решить (при разумных граничных ус
ловиях), что определяет Аа° как функционал от ГЦ и Ja°. (Мы 
используем соглашение о суммировании по немым индексам, причем 
индексы г, j  и т. д. принимают значения 1 и 2.) Следует отметить, что 
канонически сопряженный импульс к полю материи \|/г равен

ъз> _ ъхм

э(эо¥г) 9(DoVi) ’%г ЛИ Л л  п  Л>1 (15.4.8)

так что компонента тока материи может быть вы раж ена через ка
нонические переменные только  самих полей материи:

г о • д $ Р т  .
3(D \ | / ) m (15.4.9)

Таким образом, формула (15.4.7) определяет Аа° в данный момент 
времени как функционал от канонических переменных П^, А^, к г и 
\уг, взяты х в этот ж е момент.

После того, как в рассматриваемой калибровке определены 
канонические переменные, можно перейти к построению гамильто
ниана. Плотность гамильтониана имеет вид

■'« = п шА А и  + -  я>.
~ -^аг(^аОг ^г^аО — ^•'ару'^ро'^уг) ^(^(1V/

J? 7? _i_ jL  /Г  7Г2 Га0гГа0г ~г 2 r aij r aij ~г 2 г агЗ шЗ (15 410)

-  “ ^аОЗ^аОЗ _ ■

И спользуя вы раж ения (15.4.4) и (15.4.6), находим:

■У( — ■/{ М + П аДЭ(-Аад — CapyApgA^j + — П а^Па  ̂ +
Л

1 г, г, 1  ̂  ̂ „ 1  ̂ л  ̂ , (15.4.11)
„ aij aij 3 да 3 да 3 а0 3 а0>
2 2 2
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где Жм — плотность гамильтониана материи:

Щщ. = — У’м- (15.4.12)

Следуя общим правилам, выведенным в разделе 9.2, можно с помо
щью полученной плотности гамильтониана вычислять матричные 
элементы как функциональные интегралы по A ai, П^, \|/г и щ с весо
вым множителем ехр(г/), где

I = J d4a:[nai30Aai + я гЭ0\|/г -  Ж + слагаемые с е ] , (15.4.13)

а слагаемые с е служ ат только для получения в знаменателях про- 
пагаторов правильных бесконечно малых мнимых добавок (см. р аз
дел 9.2). Заметим, что формулы (15.4.7) и (15.4.9) определяют Аа° как 
функционал от канонических переменных, линейны й  по Па, и %г. 
Тогда анализ формулы (15.4.11) показывает, что подынтегральное 
выраж ение в полном действии (15.4.13) не более чем квадратично по 
Пю и %а (при условии, что 9РМ не более чем квадратичен по D^xy). 
Поэтому с помощью обычных правил гауссовского интегрирования 
можно вычислить функциональный интеграл по каноническим «им
пульсам». Проблема, связанная с такой процедурой, состоит в том, 
что коэффициенты в квадратичных по Tlai слагаемых в (15.4.13) яв 
ляю тся функциями A ai, так что гауссовский интеграл приводит к 
неприятным множителям, содержащим зависящ ие от поля детер
минанты. Кроме того, весь описанный формализм выглядит безна
дежно лоренц-неинвариантным.

Вместо того, чтобы продолж ать такой путь, применим трюк, 
аналогичный использованному в разделе 9.6 при формулировке 
электродинамики на язы ке функциональных интегралов. Заметим, 
что если попытаться рассматривать Аа0 как независимую  пере
менную, то действие (15.4.13) очевидно квадратично по Аа0, при
чем коэффициент при слагаемом второго порядка Аа0(ж)Аро(у) р а
вен не зависящ ему от полей ядру (Э3)254(ж -  у). Как было показано 
в прилож ении к гл. 9, интеграл от такого гауссиана по Аа0(ж) 
с точностью до постоянного множ ителя равен значению подынтег
рального вы раж ения в стационарной «точке» показателя экспонен
ты. Но стационарная точка действия есть реш ение уравнения свя
зи (15.4.7), поскольку вариационная производная действия в данном 
случае равна
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Ы Э Ж
6А.аО ЭА,аО

J а ^г-^аг ^■'рау̂ рг'̂ -уг ^З^аО ’

Отсюда, вместо того, чтобы использовать для Аа0 решение уравне
ния (15.4.7), можно с тем ж е успехом считать эту величину незави
симой переменной интегрирования.

Итак, если рассматривать Аа0 как независимую переменную, 
гамильтониан \д?хЖ очевидно квадратичен по Па ,̂ причем коэф ф и
циент при слагаемом второго порядка Пш;(х)11р((г./) определяется не 
зависящ им от поля ядром j84(x -  у)Ьц. Предполагая, что это ж е 
верно и для материальной переменной пь можно с точностью до 
постоянного множителя вычислить интегралы по путям по щ и П(й, 
просто взяв щ и Пда: в стационарных точках действия, соответству
ющих лагранжиану (15.4.1):

Ы  Д.ЖМо = — = эо¥г-  м

о =

ч
ы

8ПЮ

дл,

^0^-аг ^ом ^г-^аО '̂ару'^-ро^уг ^аОг -^аг

Подстановка этих выраж ений обратно в (15.4.13) дает

I  = d 4x 2 ^аОг^аОг

1
2

d4x L ,
(15.4.14)

где Ш— лагранж иан (15.3.1), с которого мы начинали! Иными сло
вами, м ы  должны брать функциональные инт егралы  по и  
всем чет ырем компонент ам А 1Щ(х) с явно ковариант ны м весовым 
множ ителем  expfiT), определяю щ имся выраж ениями  (15.4.14) и
(15.3.1), а условие аксиальной калибровки обеспечивается вклю че
нием множителя

Г18(-^-аз (**-)) • (15.4.15)
х , а

Если % -  калибровочно-инвариантны, то
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(Т{0А@В “ ■\  ОС
/ v a c u u m Г[в¥г(Ж) ГТ (**0

J 1,х а,ц,ж
X 0А0В ■..exp{if + слагаемые с £}]~[5(Аа3(х)) (15.4.16)

где калибровочно- и лоренц-инвариантное действие I дается ф ор
мулой (15.4.14).

* * *

т г
Для будущих ссылок заметим, что элемент объема а 

для инегрирования по калибровочным полям в (15.4.16) калибровоч
но-инвариантен в том смысле, что

П  d A A a{i (х)= П
(15 417)а,ц,ж )

где /1Л(((1(х) есть результат действия калибровочного преобразова
ния с параметрами Л„(.г) на Аац(ж). Достаточно показать, что это 
верно для преобразований близких к единичному, например, с ин- 
финитезимальными параметрами Xu(.r). В этом случае

4 а = ^ +Э^ а + С аРуА ^ у, 

так что элементы объема связаны соотношением

1 1  dAx<m(x) =  D e t fJ ’i  n d A «Li(^ )

где .■'?— «матрица»:

N <wx,m = 8y 7 ^ 7 7  = 54 (ж -  уК К  + с сфЛДх)] •

Детерминант . ( равен единице в первом порядке по Хд, так как след 
Саау равен нулю.
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В этой главе будем предполагать, что элемент объема интег
рирования по полям м атерии Пп Xd y n {x) такж е калибровочно
инвариантен. Этот пункт таит много тонкостей, к которым мы еще 
вернемся в гл. 22, однако там показано, что наше предположение 
оказывается верным для рассматриваемых сейчас неабелевых ка
либровочных теорий сильных и электрослабых взаимодействий.

15.5. Метод де Витта-Фаддеева-Попова

Формула (15.4.16) для функционального интеграла была полу
чена в калибровке, удобной для канонического квантования, одна
ко фейнмановские правила, которые можно было бы из нее вывес
ти, скры вали  бы леж ащ ую  в основе теории  вращ ательн ую  и 
лоренц-инвариантность. Чтобы получить явно лоренц-инвариантные 
фейнмановские правила, следует изменить калибровку.

П режде всего, заметим, что формула (15.4.16) является (с точ
ностью до несущественного постоянного множителя) частным слу
чаем общего класса функциональных интегралов вида

$  = Y\d(pn{x) 1[ф]В[/[<Р]]0 е ^ № ] ’ (15.5.1)

Здесь  фп(х) — набор калибровочны х полей и полей м атерии , 
П П'Х dtyn (x) — элемент объема, § ‘[ф] — функционал от фп(х), удов
летворяющий условию калибровочной инвариантности

|[Ф К,]П  d(Pxn^) = •/;[Ф ]П сг(Рп(ж). (15.5.2)

где Фхп(х) — результат действия на ф калибровочного преобразова
ния с параметрами А,а(х). (Обычно, когда это условие выполняется, 
функционал ^  и элемент объема инвариантны по-отдельности, но 
нам понадобится только формула (15.5.2).) Кроме того, / (1|ф:х| явля
ется калибровочно неинвариантным «фиксирующ им калибровку 
функционалом» этих полей, такж е зависящ им от х  и a, B[f] — 
некоторый числовой функционал, определенный для произвольных 
функций f a(x ) от х  и а, . ¥ — «матрица»
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, ,  г>-._ Щ У ъ *  ах,ру1-Ф-1 j,,8Хр (у) ■ (15.5.3)
х=о

(В соответствии с нашими обычными обозначениями для функцио
налов от функций или функционалов считается, что В[/[ф]] зависит 
от значений, принимаемых функционалом f a[ф;х] для всех значе
ний не указанных явно переменных а  и х,  но при фиксированной 
выписанной явно переменной — функции фп(х).) Выражение (15.5.1) 
не является самым широким из возможных обобщением вы раж е- 
ния(15.4.16). В разделе 15.7 мы увидим, что сущ ествует дальнейшее 
обобщение, требуемое в ряде случаев. Начнем все ж е с (15.5.1), так 
как это поможет обосновать формализм раздела 15.7, и вполне до
статочно для работы с неабелевыми калибровочными теориями в 
большинстве удобных калибровок.

Нам следует проверить, что интеграл по путям (15.4.16) явля
ется на самом деле частным случаем вы раж ения (15.5.1). Поля фп(ж) 
в (15.4.16) включают как Аа(1(х), так и поля материи щ(х), причем

/ а [А,\|/;х] = Аа3(х), (15.5.4)

ВД=П<Ш*>), ,15.5.5)

5 |Л , vyl = ехр{г/ + слагаемые с е}0А(0Б..., (15.5.6)

П Ф те(х) =
П , Х

П <*¥/<*>
1,х

Y[dA^{x)
а,ц ,х

(15.5.7)

(Мы опускаем различие меж ду верхними и нижними индексами а, 
(3, ...) Сравнение (15.4.16) с выраж ениями (15.5.1)—(15.5.3) показыва
ет, что эти интегралы по путям действительно одинаковы, если не 
считать множителя Det #[ф]. В частном случае фиксирующего ка
либровку функционала (15.5.4) этот множитель не зависит от поля. 
Действительно, если Аа3(ж) = 0, тогда изменение Аа3(х) под дей
ствием калибровочного преобразования с параметрами А.а(х) равно

А |а (ж) = Э3Ха (х) = |с14уХа (у)Э354( х - у ) ,
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так что в данном случае (15.5.3) — не зависящ ая от поля «матрица»

уо№(̂ [Ф ]= барЭз Ь Ч х - у ) .

Поэтому в такой калибровке детерминант в (15.5.1) тоже не зависит 
от поля. Как обсуждалось в гл. 9, не зависящ ие от поля множители 
в функциональном интеграле влияют только на ту часть средних и 
матричных элементов S -матрицы, которые связаны с вакуумными 
флуктуациями и несущественны при вычислении связных частей 
^-матрицы .

Чтобы увидеть, что функциональный интеграл (15.4.16) для 
неабелевых калибровочных теорий является частным случаем об
щего интеграла по путям (15.5.1), следует заметить, что в этом вы
раж ении мы можем свободно изменять калибровку. Конкретнее, 
справедлива теорема, что инт еграл (15.5.1) действительно не за
висит  (в ш и роких  пределах) от фиксирующего калибровку функ-  
циона.'ьа f a[ty;x] и  зависит от выбора функционала B[f] только че
рез несущественный пост оянный множитель.

Доказательство. Заменим везде в (15.5.1) переменную интег
рирования (р на новую переменную (рЛ, где А“(ж) — произвольный 
(но фиксированный) набор параметров калибровочного преобразо
вания:

$  = П^Флп(^) З'СФл ] -В[/[Фл ]]D et [ф/ (15.5.8)

(Этот шаг математически тривиален, напоминая замену интеграла/*оо /*оо ~ '
J f ( x )d x  на | f(y )dy ,  и пока что не использует наши предполо
ж ения о калибровочной инвариантности.) Затем используем пред
полагаемую калибровочную инвариантность (15.5.2) меры Г1с1ф, умно
женной на функционал ^  [ф]> чтобы переписать это выражение в виде

/  = Г Н флп
п,х

( х ) I [ф] -В[/[фЛ ]]Det *>~[ф (15.5.9)

Так как А“(ж) было произвольным, выраж ение в левой части не 
может от него зависеть. Интегрируя по Л“(х) с некоторым подходя
щим весовым функционалом р[Л] (он будет выбран ниже), получим:

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



15.5. Метод де Витта Фаддеева Попова 29

/ =  n dAa(x ) Р[Д ]= П &РпШ  1 М О Д ,  (15.5.10)
п,х

где

С[ф] = П ^ Л а (х) р[Л]В[/[фл ]]D e t,/[ф л ].(15.5Л 1 )

Теперь выраж ение (15.5.3) принимает вид

бАР(у) х=0
(15.5.12)

Мы предполагаем, что рассматриваемые преобразования об
разую т группу. Это означает, что результат осущ ествления калиб
ровочного преобразования с параметрами А“(ж), за которым следу
ет калибровочное преобразование с п арам етрам и  Х“(ж), можно 
записать как действие одного калибровочного преобразования, яв 
ляющегося «произведением» предыдущих, с параметрами Ла (х; Л, X) ;

И спользуя цепное правило частного (функционального) диф ф ерен
цирования, имеем

(ФлК ^Л(ЛД) ’ (15.5.13)

(15.5.14)

где

бЛ^г) я=л 8А'у(2) (15.5.15)

и

(15.5.16)
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Отсюда следует, что

Det ./[ф Л ] = D et /[ф , Л] Det # [Л ] , (15.5.17)

Заметим, что D et Д [ф,А] есть не что иное, как якобиан преобразова
ния переменных интегрирования от Л“(сс) к /«[фл^] (при фиксиро
ванном ф). Поэтому если выбрать весовую функцию р[Л] в виде

р(Л) = 1/Deti/?[A], (15.5.18)

то

С[ф] = ]~[ dA“ (ж)
а,х

]~[dAa (x)

Det ; |  ф, Л] В [/|ф л ]]

(15.5.19)

что очевидно не зависит от ф. (Читатель может узнать в формуле
(15.5.18) определение инвариантной меры (меры Хаара) на простран
стве групповых параметров.) Имеем окончательно

„ СЯПп,х d(?n {x)]y[y] 

3 “ J [n v dA“(x)]p[A] ' (15'5'20)

Это выраж ение явно не зависит от нашего выбора / (<[ф:.г], который 
полностью свелся к изменению переменной интегрирования, и за 
висит от выбора B[f] только через константу С, что и требовалось 
доказать.

П реж де чем описывать прилож ения этой теоремы, следует 
сделать паузу и отметить неясное место в доказательстве. И нтегра
лы в числителе и знаменателе вы раж ения (15.5.20) плохо определе
ны по одной и той ж е причине. Так как предполагается, что [ф] 
калибровочно инвариантно, интеграл от этой величины по ф не мо
ж ет, вероятно, сходиться. П оды нтегральное вы раж ен и е равно 
константе вдоль всех «орбит», получаемых калибровочным преоб
разованием ф в ф  ̂ со всеми возможными Ха{х). Аналогично, подын
тегральное выраж ение в знаменателе расходится, так как р(Л)Пс1Л
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есть не что иное, как обычный инвариантный элемент объема при 
интегрировании по группе, и он тож е постоянен вдоль «орбит» 
Л —> Л(Л,X). Такую расходимость в числителе и знаменателе (15.5.20) 
можно устранить, переформулировав теорию на конечной простран
ственно-временной решетке. В этом случае объем калибровочной 
группы равен просто объему самой глобальной группы Ли, умно
женной на число узлов решетки. Поскольку фиксирующий калиб
ровку множитель B[f\ устраняет эту расходимость в исходном оп
ределении (15.5.1) для левой части равенства (15.5.20), мы вправе 
считать, что при устремлении числа узлов реш етки к бесконечнос
ти расходимости в числителе и знаменателе в правой части (15.5.20) 
сокращаются.

Теперь к делу. Мы видели, что среднее по вакууму (15.4.16) в 
аксиальной калибровке задается функциональным интегралом об
щего вида (15.5.1). Вооруженные доказанной выш е теоремой, мы зак 
лючаем, что

{Т{0А0 В...}) v П dy^x)
1,х

(~[(ЛАйа(ж)
а,(х,х

х 0 А0 в ...ехр{г1 + слагаемые с e}B[/[A,\|/]]Det,>[A,\|/].

(15.5.21)
для (почти) любого выбора / а[А,\|/;х] и £>[/]. Поэтому мы вправе те
перь использовать (15.5.21) для вывода фейнмановских правил в бо
лее удобной калибровке.

Мы умеем вычислять функциональные интегралы от гауссиа- 
нов, умноженных на полиномы, так что в общем случае выберем

B[f] = exp J d 4x / a (x )/a (x) (15.5.22)

с произвольным действительным параметром При таком выборе 
влияние множителя B[f] в (15.5.21) заклю чается просто в добавле
нии к эффективному лагранжиану слагаемого

^EFF = Я -  /а /а  • (15.5.23)
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Простейший лоренц-инвариантный выбор фиксирующ ей калибров
ку функции f a совпадает с выбором в электродинамике:

(15.5.24)

В этом случае голый пропагатор калибровочного поля может быть 
вычислен так же, как в электродинамике. Часть эффективного дей
ствия, отвечаю щ ая свободному векторному бозону, можно запи
сать в виде

d х

1

^ ( Эц.Лху - ЭуАац)(ЭЦА/  - Э УЛ / )

+ + слагаемые с е

— — — j" d х  с/)а 1̂х̂ у А а (х)Ар (у),

где

!̂щух,^уу V  б (Ж у)
' ' дх дух

f  l l  Э2 
1 

V U Эх^Эу'
54(х -  у) + слагаемые с £

= (2%) -4 d 4p %v(P2 - Щ -
‘  1Л 

1 - -

V

7ip-(x-y)

Находя обратную матрицу к матрице в квадратных скобках, нахо
дим пропагатор

^(iji.pv (•*”’ У) ( * )ацж,руг/

= (2ж)- 4 d 4p V  + (% ~ !)
P|_lPv . (15.5.25)

р -  ге

Это обобщение калибровок Ландау и Фейнмана, которые соответ
ствуют значениям ^ = 0 и ^ = 1, соответственно. При ^ > 0 функци-
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онал (15.5.22) очень быстро осциллирует за исключением области 
вблизи f a = 0, так что этот функционал действует как дельта-ф ун
кция, воспроизводя калибровочное условие Ландау Э̂ А̂ 1 = 0, есте
ственно приводящее к пропагатору, удовлетворяющему соответству
ющему условию Э^Аа)1 pv = 0. При ненулевых значениях £ функционал 
В[/] не отбирает калибровочных полей, удовлетворяющих какому- 
то конкретному калибровочному условию, наложенному на поле Аа)Г 
Обычно ссылаются на пропагатор (15.5.25) как на пропагатор в «обоб
щенной калибровке Фейнмана» или «обобщенной ^-калибровке». Ч а
сто хорошей стратегией является вычисление физических ампли
туд с произвольным и последующая проверка в конце вычислений, 
что результат от £j не зависит.

С одной оговоркой фейнмановские правила становятся теперь 
очевидными. Вклады вершин извлекаю тся из слагаемых со взаимо
действием в исходном лагранжиане SP, пропагаторы калибровочного 
поля даются выражением (15.5.25), а пропагаторы полей материи 
вычисляю тся как и раньше. Конкретно, трилинейное взаимодей
ствие в У имет вид

-  ~  с ару (ЭцЛау -  ЭуАа^ )Арц Ayv

и соответствует вершине, к которой прикреплены три линии век
торных бозонов. Если эти линии несут (входящие) импульсы р, q, 
к, а такж е лоренцовские и калибровочные индексы р,а, v(3, ру, то в 
соответствии с приавилами Фейнмана в импульсном пространстве, 
вклад такой вершины в подынтегральное выраж ение равен

г(2л:)464(р + q + к) [-гСа„ ]
fiR Р) 26)

X [РуЛцХ -  P ^ V  + + кцПху -  V M -  ' '

Кроме того, член взаимодействия А4 в Щ имеющий вид

”  “  CeapCeySiVi^|3vA1, ^ 8 V

соответствует вершине, к которой прикреплены четыре линии век
торных бозонов. Если эти линии несут (входящие) импульсы р, q, к,
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I, а такж е лоренцовские и калибровочные индексы цос, v(3, ру и <зб, 
вклад такой вершины в подынтегральное выраж ение равен

(Напомним, что структурные константы Сару включают множители 
констант связи, так что множители (15.5.26) и (15.5.27) -  соответ
ственно, первого и второго порядка по константам связи.)

Единственное усложнение в фейнмановских правилах, с кото
рым мы до сих пор не имели дела, это наличие в (15.5.21) множите
ля  Det Щ. который не постоянен  в произвольных калибровках. Пе
реходим к рассмотрению этого множителя.

Посмотрим, как модифицирую тся фейнмановские правила 
для неабелевых калибровочных теорий с учетом множителя Det $  
в формуле (15.5.22). Для этого напомним, что, как показано в разде
ле 9.5, детерминант любой матрицы &ах$у можно вы разить как 
функциональный интеграл

Здесь (В*а и (йа — набор независимых антикоммутирующих класси
ческих переменных, а константа пропорциональности не зависит от 
поля. (Чтобы воспроизвести множитель Det J, полевые переменные 
(£>а и необходимо выбрать фермионными. Если бы они были бо
зонными, то функциональный интеграл (15.6.1) был бы пропорцио
нален (Det .>") '.) Поля со*а и ооа не обязательно связаны операцией 
комплексного сопряжения. Действительно, в разделе 15.7 мы уви
дим, что для некоторых целей следует предположить, что (£>*а и юа

i(2%) б (р + q - г  к + I) х CeapCeYg(r|w r|va Л)шЛур)

15.6. Госты

D e t./  ]~[с?0)ц(ж) п dc.oa (.r) exp(/7a u ), (15.6.1)

где
(15.6.2)
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являю тся независимыми действительными  переменными. Наличие 
множителя D et . /  эквивалентно включению IGH(co,co*) в полное эф 
фективное действие и интегрированием по «полям» (О и со*. Иначе 
говоря, для произвольных фиксирующ их калибровку функциона
лов f a(x) получаем

( Т К - } ) V
п,х

T [ d A au(x)
а,ц.,х

Qdcoa(x)dco>a(x) ехр(г/мов [¥. Л  ю*]) 0А ■ ■ ■,
(15.6.3)

где Imod _  модифицированное действие

+ 11GH- (15.6.4)

Поля G0a  и CQ*a  являю тся лоренцовскими скалярами (по край
ней мере, в ковариантных калибровках), но подчиняются статисти
ке Ферми. В данном случае связь между спином и статистикой ре
ально не наруш ается, так как не сущ ествует описываемых этими 
полями частиц, которые могли бы возникать в начальном или ко
нечном состояниях*. По этой причине (йа и (0*а называю тся полями 
«гостов» и «антигостов»**. Из (15.6.2) следует, что действие подчиня
ется закону сохранения величины, называемой «числом гостов» или 
«гостовским числом», равным +1 для Юа, — 1 для со*а и 0 для всех 
остальных полей.

Фейнмановские правила для гостов проще всего выглядят в 
случае, когда «матрица» ■¥может быть записана в виде

* Формально теорема о связи спина и статистики не нарушена, потому 
что эти поля нарушают условие теоремы о дефицитности метрики гиль
бертова пространства состояний. — Прим. ред.

т Английские термины «ghosts» и «antighosts», буквально «духи» и «ан
тидухи», в контексте калибровочных теорий чаще переводятся калькой 
«госты» и «антигосты». Термин «духи» обычно используют в более общем 
контексте для обозначения полей с индефинитной метрикой. — Прим. ред.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



36 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

¥  = Щ + Щ_̂, (15.6.5)

где ; / 0 не зависит от поля и нулевого порядка по константе связи, 
а зависит от поля и пропорциональна первой или более высокой 
степени константы связи. В этом случае пропагатор гостов равен

(15.6.6)

а вершины для гостов должны извлекаться из члена с взаимодей
ствием

I'gн = J ,(х )Ю р (у )(^ Ц ру. (15.6.7)

Н апример, в рассмотренной в преды дущ ем разделе обобщенной 
^-калибровке имеем

f a  = V S  ( 1 5 -6 '8 )

и для бесконечно малого калибровочного парам етра Ха формула
(15.1.9) принимает вид:

А аХ = + + Сау(3^р^у >

так что

'Лх Х,р>у
8ЭА ( Ж)

5Яр(у)

= □ 84 (х -  у) + Са7р [Л£ (х)64 (X -  у)]

Это выраж ение имеет вид (15.6.5), где
= П 5 4 ( ж - у ) 5 а р, (15.6.10)

= _ ^ару (х  ~ У)\- (15.6.11)

И з формул (15.6.6) и (15.6.10) видим, что пропагатор гостов име
ет вид
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Аар(ж,у )  = бар(2л) 4 Jd 4p(p2 -  ге) 1eip(x у\  (15.6.12)

так что в данной калибровке госты ведут себя как бесспиновые ф ер- 
мионы нулевой массы, преобразующ иеся по присоединенному пред
ставлению калибровочной группы. И спользуя формулы (15.6.7) и
(15.6.11) и интегрируя по частям, находим, что слагаемое в дей
ствии, описывющее взаимодействие гостов, имеет вид

Это взаимодействие соответствует вершинам, к которым прикреп
лены одна выходящ ая и одна входящ ая линии гостов и одна линия 
векторного бозона. Если эти линии несут (входящие) импульсы р, q, 
к, соответственно, а калибровочное поле несет векторный индекс 
(Д ., то по правилам Фейнмана в импульсном пространстве вклад та
кой вершины в подынтегральное выраж ение равен

Госты распространяю тся вдоль петель, причем к каждой вершине 
вдоль петель подсоединена одна линия векторного бозона. Кроме 
того, каж дая петля гостов вносит дополнительный знак «минус», 
что обычно для фермионных полевых переменных.

Лишний знак «минус» для гостовских петель позволяет счи
тать, что каждое гостовское поле соа вместе со связанным с ним 
антигостовским полем (0*й представляю т нечто вроде отрицатель
ной степени свободы. Эти отрицательные степени свободы необхо
димы потому, что при использовании ковариантных пропагаторов 
калибровочных полей мы завыш аем результат. Ф изические степени 
свободы — это число компонент А^а(х) за вычетом числа парамет
ров А„(.г), необходимых для описания калибровочного преобразова
ния *.

Подведем итоги. В обобщенной ^-калибровке модифицирован
ное действие (15.6.4) может быть записано в виде

(15.6.13)

г(2я)484(р + q + к) х г р ^ С ^ . (15.6.14)

J d 4x  LMOD i (15.6.15)

Фактически, вдвое больше. — Прим. ред.
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где модифицированный лагранжиан имеет вид

^MOD = % f _ ~ Fa 'Fanv " T r(^ |i^ a )(^ v ^ a  )
^ (15.6.16)

В аж но, что этот л агр ан ж и ан  п ер ен о р м и р уем  (если этим 
свойством обладает лагранжиан материи) в том элементарном по
нимании, что его слагаемые содержат произведения полей и их про
изводных массовой размерности четыре или меньше *. (Кинемати
ческое слагаем ое -  в (15.6.16) ф и к с и р у ет  массовую  
размерность полей со и (О* равной единице, как у обычного скаляр
ного или калибровочного поля.) Однако, перенормируемость не сво
дится к подсчету индекса расходимости. Необходимо, чтобы для 
каждой расходимости существовал контрчлен, который ее устра
няет **. В следующем разделе мы рассмотрим замечательную сим
метрию, которую затем используем в разделе 17.2 для того, чтобы 
показать, что неабелевы калибровочные теории действительно пе
ренормируемы в указанном смысле. Более того, эта симметрия мо
ж ет заменить подход де Витта- Ф аддеева- Попова, которому мы пока 
что следовали.

15.7. БРСТ симметрия

Хотя описанный в двух предыдущ их разделах метод де Вит- 
та—Ф аддеева- Попова явно демонстрирует лоренц-инвариантность 
теории, он все ж е базируется на выборе калибровки и, следова
тельно, затемняет леж ащ ую  в основе теории калибровочную инва
риантность. Это становится серьезной проблемой при попытках

* Говорят, что теория (или лагранжиан) перенормируема по индексу 
(см. т. I). Под массовой размерностью понимается размерность членов в 
лагранжиане, выраженная в степенях массы. — Прим. ред.

** Эта недостаточно четкая авторская фраза подразумевает, что соот
ветствующим образом подобранные контрчлены должны иметь структуру 
исходного действия, иными словами, имеется в виду мультипликативная 
перенормируемость (см. ниже начало раздела 17.2). — Прим. ред.

-  ЭйюаЭ^юа + Сару(Э ^;)А ^сйр
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доказать перенормируемость теории. Ведь калибровочная инвари
антность ограничивает форму тех слагаемых в лагранжиане, кото
рые могут выполнять роль контрчленов для поглощения ультраф и
олетовых расходимостей. Но если мы фиксировали калибровку, то 
откуда мы знаем, что калибровочная инвариантность по-прежнему 
ограничивает возможные расходимости?

Примечательно, однако, что даж е после выбора калибровки 
функциональный интеграл все еще обладает симметрией, связан
ной с калибровочной инвариантностью. Эта симметрия была откры
та в 1975 году Бекки, Руэ и Сторой 10 (и независимо Тютиным п ) 
через несколько лет после работы Ф аддеева, Попова и де Витта, и 
в честь своих первооткрывателей назы вается БРСТ симметрией. Мы 
опишем ее примерно так, как это было сделано в первоначальных 
работах, как побочный продукт развития метода Ф аддеева, Попова 
и де Витта. Однако мы увидим, что БРСТ симметрия может рас
сматриваться и как замена подхода Ф аддеева, Попова и де Витта. 
И з выраж ений (15.6.3) и (15.6.4) следует, что фейнмановские прави
ла для неабелевой калибровочной теории можно получить из интег
рала по путям по полям материи, калибровочным полям и полям 
гостов с модифицированным действием, которое можно записать в 
виде

^MOD _ ^EFF + ~ J САM O D ’

т
1

MOD — У* с faJa ® а ^ а >

(15.7.1)

(15.7.2)

где, по определению,

Ла (х) = \ d * y ; T ax£ y [A,\ \>]ap(y). (15.7.3)

Это отвечает выбору фиксирующ его калибровку функционала в
(15.5.21) в виде

B[f] ос ехр d 4x / a/ a (15.7.4)
j

Для наших целей полезно переписать B[f] как интеграл Фурье:
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B[f} =

1

г-с?
43С

1

ехр

1 
1

М 
1 cT

YV

к к ехр г d 4x  f a h a

J а,х - _ J -
■ (15.7.5)

Теперь мы должны брать функциональный интеграл по полю ha 
(его часто называют «полем Наканиш и—Л аутрупа»11а), а такж е по 
полям материи, калибровочным, гостовским и антигостовским по
лям с новым модифицированным действием

г \
NEW d X SP + со *а Да + haf a + I  fyiaha (15.7.6)

Это модифицированное действие калибровочно неинвари
антно. Оно и должно быть таковым, если мы хотим использовать его 
в функциональных интегралах. Однако действие инвариантно отно
сительно преобразования БРСТ симметрии, параметризованного бес
конечно малой константой 0, которая антикоммутирует с (Оа, &)*„ и 
всеми фермионными полями материи. При заданном параметре 0 
БРСТ преобразование имеет вид

8еу  = rta0way , 

— 0D|,(.t)u —

5еюа = “ efyx>

Сл

= о.

(15.7.7)

(15.7.8)

(15.7.9)

(15.7.10)

(15.7.11)

(Напомним, что в фермионных функциональных интегралах нет ни
какой связи меж ду соа и (0*а, так что выраж ение (15.7.9) не должно 
быть сопряженным к (15.7.10).) Поскольку ha инвариантно относи
тельно БРСТ преобразований, мы можем, не наруш ая БРСТ инва
риантности действия, по желанию  заменить гауссовский множи
тель exp(-zq j haha ) в (15.7.5) на произвольный гладкий функционал 
от ha, что приводит к произвольному функционалу В[/|. Однако для 
целей диаграммных вычислений и перенормировки полезно оста
вить В[/] в гауссовой форме.
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При проверке инвариантности действия (15.7.1) весьма полез
но заметить сначала, что преобразование (15.7.7)—(15.7.11) является 
нилъпотентнъш.  Это означает, что если F — некоторый функцио
нал от 1|/, А, 0), ю* и h, и sF определено равенством

80F = 0sF, (15.7.12)

то *
50(sF) = 0 (15.7.13)

или эквивалентно
s(sF) = 0. (15.7.14)

Можно непосредственно проверить эту нильпотентность, ког
да 56 действует на одно поле. Во-первых, при действии на поле 
материи

3gS^]/ — « й 5 е (ш а \ |0  — — — iC a pyta 0(OpCOy\|/ —

— — — lCapyta0(OpCOy\|/ + ta tp0(OaK)p\)l.

Произведение во втором слагаемом справа антисимметрично
по а  и (3, поэтому можно заменить tat^ в этом слагаемом на \[ta,ip], 
так что это слагаемое сокращ ается с первым:

ss\\) = 0. (15.7.15)

Далее, действуя на калибровочное поле, имеем:

V A x ti = 5eDn®a

* В первых работах по БРСТ симметрии функционал B[f] был оставлен 
в виде (15.7.4), так что ha в (15.7.9) заменяется на ~ /аД , и БРСТ преобра
зование было нильпотентным только при действии на функции от юа, ка
либровочных полей и полей материи, но не на функции от га*а.
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I 1
= ° - - СаруЭ^(Юр®у) + Сару(Эц(0р)СОу

V 2

+ ^офуСрбе^бц^е^у _  ~  СофуСубе^Рц^ё^е
/л

= 0 7 с <фу (г)М ®р )(0У + “  С«|5у(г)(, “ у )®р
ч С*

1
CapyCy8eil8nCO£COp ~  CapyCy8ei lpn0)8a)e

Zi

Первые два слагаемых в последнем выраж ении сокращ аются в силу 
антисимметрии Сару по (3 и у, а третье и четвертое слагаемые сокра
щаются в силу тождества Якоби (15.1.5), так что

ss^a|i О- (15.7.16)

Из формул (5.7.9) и (15.7.11) немедленно вытекает, что

и

ssOt)a = 0

ssha = 0.

(15.7.17)

(15.7.18)

Окончательно

1
8es(oa -  -  Capy50(coptoT)

СЛ

=  ^ 0 ( С аРуС (Я8®8®е®у +  С аРуСу8еЮр® 8Юе) 

=  7 0СаРуСу8£[-<°8®еЮр + ЮрЮ8Юе]<

что с учетом свойст симметрии произведения Юр(й8сое при переста
новке индексов равно нулю в силу тождества Якоби:

ssft)a = 0. (15.7.19)

Рассмотрим теперь произведение двух полей фх и ф2, каждое 
из которых или оба сразу могут быть полями \\f, А, О), (О* или h,
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причем не обязательно взяты ми в одной и той ж е точке простран
ства-времени. Тогда

8е(ф1ф2) = в(«ф1)ф2 + ф10(§ф2) = 0[(8ф,)ф2 :t: ф,«ф.,],

где знак «плюс» соответствует случаю, когда ф! — бозонное поле, а 
знак «минус», когда фх — фермионное поле. Это означает, что

5 (ф р 2) = (5ф1)ф2 ± ф1«ф2-

Как мы видели, бе(8ф1) = 8е(8ф2) = 0, действие БРСТ преобразова
ния на §(ф1ф2) равно

М Ф 1 Ф 2 )  =  (ЯФ1ЖЯФ2) ±  0 (яф1)(вф2 )-

Но 5'ф всегда имеет статистику, противоположную ф, так что, пере
мещение 0 в первом слагаемом в правой части налево вносит знако
вый множитель +:

М ФхФг) = в[+(*ф1)(«ф2) ± («Ф1)(«Ф2)].

П родолжая в том ж е духе, видим, что БРСТ преобразования ниль- 
потентны при действии на любое произведение полей в произволь
ных пространственно-временных точках:

М Ф 1 Ф 2 Ф 3 — ) =  О-

Любой функционал F[(p] можно записать как сумму многократных 
интегралов от таких произведений с с-числовыми коэффициента
ми, так что аналогично получаем

8esF[<p] = 0ssF[(p] = 0. (15.7.20)

Доказательство нильпотентности БРСТ преобразования завершено.
Вернемся к проверке инвариантности действия (15.7.6) относи

тельно БРСТ преобразований. Во-первых, заметим, что для любого 
функционала только от полей материи и калибровочных полей БРСТ 
преобразование есть просто калибровочное преобразование с инфи- 
нитезимальным калибровочным параметром
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Хи (X) = 0СОа(х). (15.7.21)

Поэтому первое слагаемое в (15.7.21) автоматически БРСТ инвари
антно:

80Jd4x «  = 0. (15.7.22)

Чтобы вычислить результат действия БРСТ преобразования на ос
тавшуюся часть действия (15.7.6), заметим, что его действие на фун
кцию, фиксирующую калибровку, есть в точности калибровочное 
преобразование (15.7.21), так что

§о/,у[х;/1,у] = 

= 0

8/а ]
б АР(у)

0(0 p(y)d4y
х=о

'Лхх,рг/ [A,\|/](op(y)d4y

или, записывая это выражение с помощью величины (15.7.3),

80/ а[х; Д\|/] = 0Да(х; А,\|/,(о). (15.7.23)

(Заметим, что F — бозонная величина, так что при перемещении 0 
налево знак не меняется.) Напомним также, что 80(Оа = — Qha и 
807га = 0. Поэтому отличные от ^слагаемые в подынтегральном вы
ражении «нового» действия (15.7.6) можно записать в виде

1
®a^a ^a/a ^ a^ a  s ®a/a ^®a^o 

2 \ 2

Иначе говоря,

1

N̂EW — J d ^ x 9  + s'P,

(15.7.24).

(15.7.25)

где

f a - d4x (15.7.26)

Из нильпотентности БРСТ преобразования немедленно вытекает, 
что слагаемые s'F и Jd4x^  БРСТ инвариантны.

В определенном смысле верен и обратный результат. В разде
ле 17.2. мы увидим, что перенормируемый лагранжиан, подчиняю-
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щийся БРСТ инвариантности и другим симметриям лагранжиана
(15.7.25), должен имет вид (17.7.25) с точностью до изменения значе
ний ряда постоянных коэффициентов. Но этого еще недостаточно 
для доказательства перенормируемости таких теорий. Преобразо
вания БРСТ симметрии действуют на поля нелинейно, и в этом 
случае нет простой связи между симметриями лагранжиана и сим
метриями матричных элементов и функций Грина. В разделе 17.2. 
с помощью развитых в следующей главе методов внешнего поля 
будет показано, что ультрафиолетово расходящиеся части фейн- 
мановских амплитуд (но не их конечные части) действительно 
подчиняются условию некоторой перенормированной БРСТинвари- 
антности, и это позволяет завершить доказательство перенормиру
емости.

Из выражения (15.7.25) следует, что физическое содержание 
любой калибровочной теории заключено в ядре БРСТ оператора 
(т. е. в произвольном БРСТ инвариантном выражении Id̂ xSP +  s'?), 
взятом по модулю (т. е. за вычетом — прим. пер.) слагаемых, при
надлежащих образу БРСТ преобразования (т. е. слагаемых вида s*P). 
Для любого нильпотентного преобразования ядро, взятое по моду
лю образа, определяется как когомология этого преобразования % 
То, что физическое содержание калибровочной теории можно отож
дествить с когомологией БРСТ оператора, можно обосновать еще с 
одной точки зрения12. Согласно фундаментальному физическому 
требованию матричные элементы между физическими состояниями 
должны быть независимы от нашего выбора фиксирующей калиб
ровку функции / с„ иными словами, независимы от функционала Ч1 
в (15.7.25). Изменение любого матричного элемента (а|(3) за счет из
менения 5х!1 в 'F равно

8{а | Р) = г(а|87нов|р) = t(a|s&P|p). (15.7.27)

(Мы используем тильду, чтобы отличить это произвольное измене
ние фиксирующей калибровку функции от калибровочного или БРСТ 
преобразования.) Можно ввести фермионный БРСТ «заряд» Q, оп
ределенный так, что для любого полевого оператора F

* Другими словами, когомология нильпотентного преобразования есть 
фактор ядра этого преобразования по его образу. — Прим. ред.
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8еФ = г[е<2 ,Ф] = ге[<2 ,Ф]+,

или иначе
[<2,ф]_ = г8ф , (15.7.28)

где знаки — или + соответствуют бозонному или фермионному Ч1. 
Из нильпотентности преобразования БРСТ следует:

О = и § Ф  = [Q, [Q, Ф]+]+ = [<Э2,Ф]_-

Чтобы эти формулы были верны для любых операторов F, необхо
димо, чтобы Q2 было либо равно нулю, либо пропорционально еди
ничному оператору. Но последнее невозможно, так как Q2 обладает 
ненулевым гостовским квантовым числом *, следовательно Q2 дол
жно обратиться в нуль:

Q2 = 0. (15.7.29)

Из выражений (15.7.27) и (15.7.28) имеем:

8(а[р) = (a|[Q,§*P]|p). (15.7.30)

Чтобы это выражение было равно нулю для всех изменений S'? в 
Ч*, необходимо, чтобы

a Q Q р 0. (15.7.31)

Таким образом, физические состояния находятся в ядре ниль- 
потентного оператора Q. Два физических состояния, отличающихся 
только на вектор состояния в образе Q, т. е. вида Q...), очевидно, 
имеют одни и те же матричные элементы со всеми другими физи
ческими состояниями и, следовательно, физически эквивалентны. 
Отсюда независимые физические состояния соответствуют состоя
ниям, принадлежащим фактору ядра Q по образу Q, т. е. соответ
ствуют когомологии Q.

* Напомним, что гостовское квантовое число определяется равным +1 
для соа, -  1 для ю*а и 0 для всех калибровочных полей и полей материи.
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Чтобы понять, как это используется на практике, рассмотрим 
простой пример из чистой электродинамики % Выбирая фиксирую
щую калибровку функцию как /  = и интегрируя по вспомо
гательному полю h, находим, что БРСТ преобразование (15.7.8)— 
(15.7.10) имеет вид

s/l(J = Эцю, sco* = sto = 0.

Разложим поля по нормальным модам **:

d3p
А^(х) = (2к)~3/2 

со(ж) =  (2%)~3/2 

со* (ж) =  (2%)~3/2 -т== [Ь ( Р)егр'х + b*(p)e_ipxJ, 
у 2р ‘

(15.7.32)

(15.7.33)

Сравнивая коэффициенты при e±ip'x с двух сторон в уравнении 
(15.7.28), имеем:

[<2 ,а^(р)]_ = - р цс(р), [Q,ar (p)]_ = рцс ‘ (р),

[Q, Ь(р)]+ = р % ( р )  /  I, [Q, Ь (р)]+ = р % ( р )  /  |, ,,4) 

[Q,c(p)]+ = [Q, с (р)]+ = °-

* Из формул (15.6.11) и (15.6.7) следует, что поскольку структурные кон
станты в электродинамике равны нулю, поля гостов не взаимодействуют с 
другими полями. Тем не менее электродинамика является хорошим приме
ром использования БРСТ симметрии для нахождения физических состоя
ний. Действительно, анализируя условия физичности для ин- и аут-состо
яний, мы пренебрегаем взаимодействиями, так что для этой цели неабелевая 
калибровочная теория может трактоваться как несколько копий квантовой 
электродинамики.

* Точно так же, как ю*(х) не следует рассматривать как эрмитово со
пряженную величину к ю(х), коэффициенты Ъ' и с* не являются сопря
женными к с и Ь. Но так как А̂ -(х) эрмитово, то ю(х) также эрмитово при 
условии, что оператор Q эрмитов.
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Рассмотрим любое состояние |v|/), удовлетворяющее условию фи- 
зичности (15.7.31):

Q| \|/> = 0. (15.7.35)

Тогда состояния |е,\|/) = ема!‘!:!(р) V|/) с одним дополнительным фотоном 
удовлетворяет условию физичности Q|e,\|/) = 0, если ецр 1̂ = 0. Кроме 
того, состояние \|/)' т Ь*(р)|\|/) удовлетворяет условию

Q|¥ r  = p%;(p)|¥ > /| , (15.7.36)

так что je+(Xp,V|/) = |е,\|/) + §aQ|\|jy и поэтому физически эквивалентно 
е,у). Отсюда мы заключаем, что физически эквивалентно е̂  + 
ар^ что представляет обычное условие «калибровочной инвариант
ности», накладываемое на векторы поляризации фотона. С другой 
стороны,

Qb*(p)]\p) =  р ^ а  (р)]\|/> Ф 0,

так что Ь* х\г) не удовлетворяет условию физичности 915.7.31). Кроме 
того, для любого с е р  Ф 0 имеем

c"(p)lv> = Qe^a'^i p)|\j/)/e-p,

так что с*№ является БРСТ точным *, а следовательно эквивален
тным нулю. Таким образом, физическое гильбертово пространство 
свободно от гостов и антигостов.

Чтобы сохранить лоренц-инвариантность, следует интерпре
тировать все четыре компоненты а!‘(р) как операторы уничтожения 
в том смысле, что

0 = ац(р)10>, (15.7.37)

где |0) — БРСТ инвариантное вакуумное состояние. Но каноничес
кие коммутационные соотношения, выведенные из БРСТ инвари
антного действия (скажем, при £, = 1) имеют вид

* На языке теории когомологий, вектор является БРСТ точным, если он 
принадлежит образу нильпотентного БРСТ оператора. — Прим. ред.
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|a(l(p),av(P,)l = 1lpv83(P_ P)> (15.7.38)

и соответствуют пропагатору в фейнмановской калибровке. Это на
рушает обычные требования положительности в квантовой механи
ке, так как из (15.7.37) и (15.7.38) вытекает 13, что

<0 a0(p)a(',(p') ()> = -<()()>. (15.7.39)

Тем не менее, мы можем быть уверенными, что все амплитуды 
между физическими состояниями удовлетворяют обычным услови
ям положительности, так как эти состояния удовлетворяют (15.7.31), 
а для таких состояний амплитуды перехода совпадают с теми, ко
торые получаются в более физичных калибровках типа кулоновс- 
кой или аксиальной, в которых не возникает проблем с положи
тельностью или унитарностью.

Рассмотренный до сих пор формализм Фаддеева-Попова-де 
Витта с необходимостью приводит к действию, билинейному по по
лям гостов со*а и о.)а. Это адекватно перенормируемым теориям Янга- 
Миллса с фиксирующей калибровку функцией f a = но не
годится в более общих случаях. Например, как мы увидим в разде
ле 17.2, в других калибровках перенормируемые теории Янга—Мил
лса нуждаются в наличии слагаемых С0*(0*(0(0 в лагранжиане, кото
рые служили бы контрчленами для сокращения ультрафиолетовых 
расходимостей в петлевых диаграммах с четырьмя внешними лини
ями гостов.

К счастью, формализм Фаддеева-Попова-де Витта представ
ляет только один из способов построения некоторого класса эквива
лентных лагранжианов, приводящих к одной и той же унитарной 
.S'-матрице. Более общим подходом является БРСТ формализм, ко
торый позволяет вообще обойтись без формализма Фаддеева-По- 
пова—е Витта. В этом подходе действие выбирается как самый об
щий локальный функционал полей материи, калибровочных полей, 
полей ОУ4, (ti*A и hA с гостовским числом нуль, инвариантный отно
сительно БРСТ преобразования (15.7.7)—(15.7.11) и относительно лю
бой другой глобальной симметрии теории. (Для перенормируемых 
теорий следует также ограничиться лагранжианами, которые яв
ляются операторами размерности четыре или меньше, однако это 
ограничение не играет никакой роли в последующем обсуждении.) 
Мы докажем в следующем разделе, что в рамках более широких,
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чем теории Янга- Миллса, наиболее общиее действие такого рода 
есть сумма функционала только полей материи и калибровочных 
полей (коллективно обозначаемых (р) и слагаемого, которое опреде
ляется действием БРСТ оператора s на произвольный функционал 
Ф с гостовским числом — 1 :

JNEW[ф, со, со* , h] = /0 [ф] + 8^[ф, со, со*, Щ, (15.7.40)

как это и было в случае действия Фаддеева—Попова—де Витта
(15.7.25), но теперь s'!1 не обязательно билинейно по полям гостов и 
антигостов.

По тем же соображениям, что и выше, элементы 5-матрицы 
для состояний, обращающихся в нуль под действием генератора 
БРСТ симметрии Q, не зависят от выбора в (15.7.40). Поэтому, 
если при некотором выборе госты отщепляются, они отщепляют
ся и в общем случае. В теориях Янга- Миллса такой функционал 
обеспечивается квантованием в аксиальной калибровке, так что в 
этих теориях госты отщепляются при произвольном выборе функ
ционала 'Р|ф,С0,(0*,/{|, а не только при выборе типа (15.7.25), порож
даемом формализмом Фаддеева-Попова-де Витта.

Можно пойти еще дальше и освободиться от всякой зависимо
сти от канонического квантования в лоренц-неинвариантных калиб
ровках типа аксиальной. Пусть действие есть наиболее общий фун
кционал полей материи, калибровочных полей и полей со"4, со* 1 и hA 
с гостовским числом нуль, инвариантный относительно БРСТ пре
образования (15.7.7)—(15.7.11) и относительно других глобальных сим
метрий теории, включая лоренцовскую интвариантность. Из БРСТ 
инвариантности действия можно вывести существование сохраняю
щегося нилытотентного БРСТ генератора Q. Если считать поля гос
тов и антигостов эрмитовыми, то Q эрмитов. Как и выше, простран
ство физических состояний включает те состояния, которые 
уничтожаются действием оператора Q, причем два состояния счи
таются эквивалентными, если их разность есть результат дей
ствия оператора Q на другое состояние. Было показано, что для 
янг—миллсовских теорий такое пространство свободно от гостов и 
антигостов и обладает положительно определенной нормой, и что 
^-матрица в этом пространстве унитарна.135

Описанная процедура известна как БРСТ квантование. Она 
была распространена на теории с другими локальными симметрия
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ми, такими, как общая теория относительности и теории струн. 
К сожалению, в настоящее время представляется, что в каждом 
случае необходимо отдельно доказывать, что БРСТ когомология сво
бодна от гостов, а действующая в этом пространстве ^-матрица 
унитарна. Ключевым моментом этих доказательств является то, что 
для каждой степени свободы с отрицательной нормой, например, 
для временных компонент калибровочных полей в теориях Янга- 
Миллса, существует одна локальная симметрия, позволяющая от- 
трансформировать эту степень свободы.

* ❖ *

Хотя далее это и не понадобится, существует красивая гео
метрическая интерпретация14 гостов и БРСТ симметрии, о которой 
стоит упомянуть. Калибровочные поля Ж а можно записать как 1- 
формы Аа = A^dx^, где dx11 — множество антикоммутирующих с- 
чисел (см. раздел 5.8). Эти формы можно скомбинировать с гостовс- 
кпм полем и образовать 1-форму Аа = Аа 4- соа в расширенном 
пространстве. Кроме того, обычную внешнюю производную d = dxM()/ 
Эхц можно объединить с БРСТ оператором s, образовав действую
щую в этом пространстве внешнюю производную D = d + s, которая 
нильпотентна, поскольку s2 d2 sd +  ds 0.

В следующей главе мы введем в рассмотрение методы внеш
него поля, которые в совокупности с БРСТ симметрией будут ис
пользованы в гл. 17 для завершения доказательства перенормируе- 
мости неабелевых калибровочных теорий.

15,8. Обобщения БРСТ симметрии *

Описанная в предыдущем разделе БРСТ симметрия допуска
ет полезное обобщение на случай квантования широкого класса 
теорий, включая общую теорию относительности и теории струн. 
Во всех этих случаях мы имеем дело с действием Дф] и мерой 
|̂ ф] = П^фг, инвариантными относительно инфинитезимальных пре
образований

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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фг —» фг + еА8Афг. (15.8.1)

Здесь используется сокращенная система «обозначений де Витта» *, 
в которой г и А включают как пространственно-временные коорди
наты, так и дискретные индексы, а суммы включают интегралы по 
этим координатам. Например, для калибровочного преобразования 
(15.1.9) индекс А включает групповой индекс ОС и пространственно
временную координату х, причем гах = е“ (ж), а индекс г содержит 
векторный индекс ц, а также групповой индекс а  и пространствен
но-временную координату х, так что ф̂ “х в  А^а(х). В обозначениях, 
введенных в (15.8.1), вариация 8Афг из преобразования (15.1.9) запи
шется в виде

8р = 8Р - \ б 4(х -  у) + CfV<Pwx84(* -  у ) .
' д х ц

Как и в рассмотренном в предыдущем разделе частном случае тео
рий Янга-Миллса, БРСТ-инвариантность можно использовать как 
замену формулировки Ф аддеева-Попова-де Витта, которая при
менима даже тогда, когда подход Фаддеева-Попова-де Витта те
ряет силу. Тем не менее, чтобы обосновать введение БРСТ-инвари- 
антности, начнем с формулировки Фаддеева—Попова—де Витта 
теорий с произвольными локальными симметриями, а затем перей
дем к рассмотрению дальнейших обобщений.

Следуя тем же рассуждениям, которые использовались при 
выводе формулы (15.5.21), получим обобщенную теорему Фаддее
ва-П опова-де Витта:

С
а

[с1ц>]еи^У[ц>]= [d<p]euW B[f[<ppet(5Af Bm Vl<?], (15.8.2)

Здесь У[ф] — произвольный функционал от фг, инвариантный отно
сительно калибровочных преобразований (15.8.1), f A[ф] -  множе
ство функционалов фг, фиксирующих калибровку и выбранных так, 
что «матрица» 8^ /в[ф] имеет отличный от нуля детерминант, а 
B[f] — более или менее произвольный функционал f А (например,

* Эти обозначения часто называют «конденсированными». — Прим. ред.
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Пл&С/д)) *- Постоянная П есть объем калибровочной группы, а по
стоянная С определяется, как и в (15.5.19), интегралом

C = l[d f]B [f], (15.8.3)

Как мы видели, значение равенства (15.8.3) в калибровочных 
теориях заключается в утверждении, что интеграл в правой части 
не зависит от выбора фиксирующих калибровку функционалов f A, 
а зависимость от B[f] содержится только в константе С. Если удает
ся придать какой-то смысл обычно бесконечному групповому объе
му Q, как в калибровочных теориях на конечной пространственно
временной решетке, равенство (15.8.2) может иметь ценность как 
формула, определяющая интеграл в левой части.

Для определения нильпотентного БРСТ-преобразования мы 
должны сначала представить функционал B[f] в виде фурье-интег- 
рала

£>[/] = l[dh]exp(ihAf A);-fl[h], (15.8.4)

где [dh] = Y\AdhA. Кроме того, детерминант можно записать как ин
теграл по фермионным с-числовым полям ** со*'4 и СО"4:

Det(8 4/ B|<p]) |[dC0*][d®]exp(i^*BCt)A&A/ B), (15.8.5)

где |d(0*| = TlAd(i)*A и [doo] = Пдйсо4 и, как обычно, знак °е означает 
пропорциональность с точностью до независящих от поля множите

* Мы используем те же буквы А, В, и т. д., для обозначения функций f A 
и калибровочных вариаций 8А. Это делается для того, чтобы подчеркнуть, 
что должно существовать столько же фиксирующих калибровку функцио
налов, сколько существует независимых калибровочных преобразований. 
Однако в некоторых случаях, например, в теории струн, естественно ис
пользовать фиксирующие калибровку функционалы / “, индекс а которых 
пробегает «столько же» значений, что и индекс А в калибровочной вариа
ции 8а , н о  сами значения этих индексов совершенно различны. Излагае
мый формализм не требует никаких изменений до тех пор, пока мы можем 
определить f А = cAaf a, где матрица сАа не зависит от поля и несингулярна.

т g  теориях струн и ряде других принято обозначать поля гостов ог 4 и 
0)А как ЪА (или ЪА) и сА, соответственно.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



54 Глава 15. Неабелевы калибровочные теории

лей. Подставляя эти выражения в (15.8.2), получаем общую форму
лу для функционального интеграла в фиксированной калибровке:

/[йф]ехр(Щф])В[Я«р]]Ве1(8д/ в [ф])У[ф]
-  J [сгф][сг̂ ][сгсо* ][сгсо]ехр(г/зчВ№[ф, ?г,со, со* ]).3 [̂ ]̂Х [̂ф], (15А6)

где Zjjew — новое полное действие

^new [<Р> К  ю, ®* ] = Дф] + hAf A [ф] + ®*в(йа8а/ в [ф]. (15.8.7)

Как отмечалось в разделе 15.6, введение полей гостов можно 
представлять как компенсацию за то, что мы интегрируем по всем 
фг, включая те, которые отличаются только калибровочными пре
образованиями (15.8.1). Поскольку госты являются фермионами, пет
ли, образованные линиями гостов, вносят дополнительный знак «ми
нус», что позволяет таким петлям компенсировать вклады от 
интегрирования по калибровочно эквивалентным полям ф. Однако, 
для того, чтобы такой механизм работал, число духовых полей йУ4 
должно совпадать с числом независимых калибровочных преобра
зований. Иными словами, поскольку &У4 независимы, все калибро
вочные преобразования (15.8.1) также должны быть независимы. 
Именно так обстоит дело для калибровочных преобразований в те
ории Янга- Миллса и преобразований координат в общей теории 
относительности, но может быть и иначе. Классическим примером 
теории с зависимыми калибровочными преобразованиями является 
описанная в разделе 8.8 теория калибровочных полей, представля
ющих собой р-формы. Такая р-форма А (антисимметричный тензор 
ранга р) подвергается калибровочному преобразованию А —» А +  с/ф, 
где ф есть (р -1)-форма, а <̂ ф — ее внешняя (антисимметризованная) 
производная. Так как d — нильпотентный оператор, то для 
р > 2 можно сдвинуть ф на величину с£ф без изменения калибровоч
ного преобразования, так что имеется определенного вида инвари
антность самих калибровочных преобразований относительно 
калибровочных преобразований, у которых параметрами преобра
зования являются (р-2)-формы \|/. В таких случаях, чтобы компен
сировать введение слишком большого количества гостов, нужно так
же вводить «госты для гостов» 15. При р > 3 требуется дальнейшая 
компенсация путем введения «гостов для гостов для гостов» и т. д.
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Ниже мы предположим, что все калибровочные преобразования
(15.8.1) независимы, так что достаточно иметь только поля гостов ОУ4 
(и антигостов (0*А).

Хотя первоначальная симметрия устранилась за счет включе
ния калибровочно неинвариантного функционала В|/|, новое полное 
действие обладает точной симметрией относительно инфинитези- 
мальных БРСТ преобразований

(15.8.8)

где х — любое из полей (рг, оУ', оу,А%ИЛИ hA, 0 — инфинитезимальное
антикоммутирующее с-число, a s  — оператор Славнова:

s = сол8 4(рг — сов(йс / авс — hA — 7— 
‘ 5фг 2 8сол 8ю (15.8.9)

Нижний индекс L в (15.8.9) означает левое дифференцирование, 
определенное так, что если 8F = 8%G, то 8LF /8% = G, a f ABC — 
структурные константы *, возникающие в коммутационном соотно
шении

[§ в>8с] = f ABC 8Л. (15.8.10)

В неабелевых калибровочных теориях и в теориях струн константы 
f ABc не зависят от поля, однако формализм БРСТ не ограничивает
ся этим случаем. Прямое вычисление показывает, что

S 2 =  - С 0 А С0В с 5 § ь (5 в Ф Г ) S  5 § ь (5 л Ф Г ) , С  К Г8лФ ------- 8вФ ------- /  ав8сф

- - с о всос ю °

8фя

f EB cfADE+ 8с фГ

8ф*

8b f ABC 
8фг

8фг
(15.8.11)L

Отсюда, условие нильпотентности БРСТ преобразования эквива
лентно коммутационному соотношению (15.8.10) и условию совмест
ности

* Например, для калибровочного преобразования, действующего на поле
материи \|/(х), имеем: бд^х] = йр\|/(х)84(х -  у) и б̂ уб̂ х̂ х) = -̂ р\|/(х)54(х -у)
84(х -  г). Отсюда в данном случае получаем — С0̂  84(х -  у)84(х -  г).
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f E[BcfAD]E + 5[D<pr(8L/ ABC] /  5фг) = 0, (15.8.12)

где скобки в нижних индексах обозначают антисимметризацию по 
отношению к взятым в скобки индексам В, С и D. Формула (15.8.12) 
может быть выведена из коммутационного соотношения (15.8.10) тем 
же способом, что и обычное тождество Якоби, и заменяет это тож
дество в случае симметрий с зависящими от поля структурными 
константами.

Чтобы показать, что преобразование (15.8.8) является симмет
рией 1хт -, заметим (вспоминая, что 0 антикоммутирует с со*"4), что
(15.8.7) можно переписать в виде

^NEwt ’̂ ® ] = Дф]— ^ /д ) ■ (15.8.13)

Слагаемое Дф] БРСТ-инвариантно, так как на полях фг БРСТ пре
образование является простым калибровочным преобразованием
(15.8.1), в котором произведена замена еА на 0ОУ1, и которое комму
тирует со всеми фг. Слагаемое s(co*Af A) БРСТ инвариантно, так как 
БРСТ преобразования нилыютентны.

По ряду причин нам потребуется рассмотрение более широкого 
класса действий, чем те, которые могут быть построены методом 
Фаддеева-Попова-де Витта. Этот класс определяется требовани
ем, что действие инвариантно относительно БРСТ преобразова
ния (15.8.8). В качестве шага к тому, чтобы продемонстрировать, 
что такое действие приводит к физически значимым результатам, 
докажем сейчас общее утверждение (уже использовавшееся в пре
дыдущем разделе), что наиболее общий БРСТ-инвариантный фун
кционал с гостовским числом нуль есть сумма функционалов от 
одного поля ф и дополнительного слагаемого, получающегося дей
ствием БРСТ оператора s на произвольный функционал Ч* с гос
товским числом — 1 :

1ш ^ Л , о > , а }  = I0[q>} + s4>[(p,h,(>>,a]. (16.8.14)

Например, таким является действие Фаддеева—Попова—де Витта
(15.8.13). Коротко говоря, БРСТ когомология состоит из калибровоч- 
но инвариантных функционалов Дф] только от полей фг.

Чтобы доказать формулу (15.8.14), заметим, что БРСТ преоб
разование (15.8.8)—(15.8.9) не изменяет полного числа полей hA и <а*А.
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Поэтому, если разложить I в ряд слагаемых IN, содержащих сум
марное число N полей hA и (t>*A, то в si не может быть никаких 
сокращений между слагаемыми с разными N, следовательно, каж
дое слагаемое должно быть по-отдельности БРСТ инвариантно:

sIN = 0. (15.8.15)

Введем теперь так называемый оператор Ходжа:

м  5
* - »  (15.8.16)

Можно непосредственно проверить справедливость антикоммута- 
ционного соотношения

Применяя к IN оператор {s,t} и используя (15.8.15), находим:

stIN = ~NIn , (15.8.18)

так что каждое IN, за исключением 10, является БРСТ точным в 
том смысле, что может быть записано как оператор s, действую
щий на другой функционал. Полный функционал I можно поэтому 
записать в виде 10 +  зЧ1, где

= (15-8.19)
w=i iV

Слагаемое 10, по определению, не зависит от ю*А и hA, а так как 
мы предположили, что у него нулевое гостовское число, это сла
гаемое должно быть независимым и от (йА, что и требовалось дока
зать.

Чтобы показать инвариантность физических матричных эле
ментов относительно изменений в определении фиксирующего ка
либровку функционала Y, определим фермионный «заряд» Q так, 
что изменение любого оператора F относительно БРСТ преобразо
вания равно
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8еФ = г[0(Э,Ф] = г0[д,Ф]т, (15.8.20)

где верхний или нижний знак в выражении [х , у]+ = ху  + у х  соот
ветствует бозонному или фермионному оператору. Как и в преды
дущем разделе, из нильпотентности БРСТ преобразования вытека
ет, что Q2 = 0. Матричные элементы калибровочно инвариантных 
операторов между физическими состояниями не зависят от выбо
ра Ч1, если и только если физические состояния |а) и (|3| удовлет
воряют условиям

Q|a > = <p|Q = 0, (15.8.21)

так что физически различимые физические состояния вновь нахо
дятся в одно-однозначном соответствии с элементами когомологии 
заряда Q. Поэтому общее БРСТ-инвариантное действие (15.8.3) бу
дет приводить к физически значимым результатам для любого фик
сирующего калибровку функционала 'Р, если мы можем найти ка- 
кой-нибудъ функционал Ч*, вроде аксиальной калибровки в теориях 
Янга- Миллса, приводящий к калибровке, в которой госты не взаи
модействуют с другими полями. Если свободный от гостов выбор Ч* 
неудобен для реальных вычислений, как, скажем, неудобна акси
альная калибровка из-за того, что она нарушает лоренц-инвариан- 
тность, можно выбрать любой нравящийся нам фиксирующий ка
либровку функционал Ч* и при этом быть уверенным, что унитарная 
^-матрица не будет содержать гостов в начальном или конечном 
состояниях.

Описанный подход хорошо работает в теориях струн, где так 
называемое квантование на световом конусе заменяет аксиальную 
калибровку. Однако в других теориях, вроде общей теории относи
тельности, не существует способа выбора координатной системы, в 
которой госты отщепляются. В таких теориях можно действовать с 
помощью метода квантования БРСТ, описанного в конце предыду
щего раздела, используя БРСТ-инвариантность для доказательства 
того, что в физическом свободном от гостов гильбертовом простран
стве 5-матрица унитарна.

Открытие 17 инвариантности относительно антиБРСТ симмет
рии 18 показало, что несмотря на внешние различия, существует 
аналогия между ролями и (0*А, остающаяся пока что несколько 
загадочной.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



15.9. Формализм Баталина-Вилковыского 59

15.9. Формализм Баталина—Вилковыского*

В этом разделе будет описан мощный формализм, широко из
вестный под названием метода Баталина- Вилковыского 1Э. Этот ме
тод был развит в рамках лагранжевого подхода, но уходит корнями 
в более ранний формализм Баталина- Фрадкина- Вилковыского 20, 
развитого в рамках гамильтоновою подхода. (Было доказано, что 
обе схемы эквивалентны в рамках теории возмущений :!1.) Как мы 
увидим в разделе 17.1, та же формальная технология рассматрива
лась еще раньше 3 ин н-Ж госте ном 22 для того, чтобы разобраться с 
перенормировкой калибровочных теорий. Существуют по меньшей 
мере три области, где формализм доказал свою ценность.

1. До сих пор мы рассматривали только неприводимые сим
метрии, алгебра которых замкнута в смысле формулы (15.8.10). В 
ряде теорий, например, в супергравитации (без вспомогательных 
полей)23, алгебра открыта. Она замыкается только в случае, когда 
удовлетворяются уравнения поля, так что в (15.8.10) возникают сла
гаемые, пропорциональные 87/6%". Аналогичные слагаемые появля
ются тогда и в условиях совместности (15.8.12). Тогда из формулы 
(15.8.11) следует, что s2 в таких теориях не обращается в нуль, а 
равно линейной комбинации производных 87/8%”. Как мы увидим в 
данном разделе, метод Баталина- Вилковыского позволяет рассмат
ривать очень общие калибровочные теории, включая теории с от
крытыми или приводимыми алгебрами калибровочной симметрии.

2. Как упоминалось выше, существенные черты формализма 
Баталина- Вилковыского первоначально были использованы Зинн- 
Жюстеном для доказательства перенормируемости калибровочных 
теорий. Критический пункт, который поясняется в разделе 17.1, 
заключается в том, что хотя сумма всех одночастично неприводи
мых диаграмм в фоновом поле не удовлетворяет БРСТ симметриям 
исходного действия, она сохраняет одно из ключевых свойств дей
ствия, известное под названием мастер-уравнения.

3. Метод Баталина- Вилковыского является удобным для ана
лиза возможных нарушений симметрий действия за счет кванто
вых эффектов. Он использован для этой цели в разделе 22.6.

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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Исходным пунктом формализма Баталина- Вилковицкого яв
ляется введение так называемых «антиполей» для каждого поля в 
теории. Пусть %п включает все поля фг, йУ4, а>*А и Г|л. Для каждого %" 
введем внешнее антиполе * %фп с той же бозе- или ферми-статисти- 
кой и противоположным гостовским числом, что и у БРСТ-преоб- 
разованного поля s%n. Иначе говоря, статистика у^п противоположна 
Xя, а гостовское число равно -gh(%” ) -  1, где gh(%n) — гостовское 
число поля %п. В простейших случаях, включающих теории Янга- 
Миллса и квантовую гравитацию**, исходное калибровочно инва
риантное действие 1[ф] дополняется слагаемым, связывающим ан
типоля %*п с s%", так что действие принимает вид

S[X,X^}  = f[<p] + (sx ” )x^ • (15.9.1)

Оно удовлетворяет так называемому мастер-уравнению

8 RS 8LS
0 - ^ Г ^ Г .  (15.9.2)

где R и L обозначают правое и левое дифференцирование. Чтобы 
убедиться в этом, заметим, что слагаемые в (15.9.2) нулевого по
рядка по антиполям удовлетворяют условию калибровочной инва
риантности

0 = (s(Pr) = « А8АДф], (15.9.3)

а слагаемые, линейные по антиполям , обеспечивают выполнение 
условия нильпотентности

0 = < « ” > ^ P  = * V .  (15.9.4)

* Символ * используется здесь вместо более привычного * для того, 
чтобы подчеркнуть, что он не имеет никакого отношения к символу комп
лексного или зарядового сопряжения. В частности, антигостовское поле 
оу,,а не то же самое, что антиполе юфд к полю сол.

*=8 Имеются в виду так называемые неприводимые теории с замкнутой
алгеброй. — Прим. ред.
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Поля являются внешними, и им следует придать подходящие зна
чения, прежде чем использовать £[Х,%*] для вычисления 6”-матри- 
цы. Для этой цели введем произвольный фермионный функционал 
'i'lxJ с духовым ЧИСЛОМ —1 и положим *

, т % ]
(15.9.5)

Тогда формула (15.9.1) примет вид

^[ф,5^/5х] = Лф] + (s%")5^[x]/5%n = Дф] + (15-9-6)

Сравнение с (15.8.14) показывает, что это то же самое, что и дей
ствие / NK\y|xl с фиксированной калибровкой. Отсюда, используя те 
же аргументы, что и в предыдущем разделе, мы видим, что физи
ческие матричные элементы не изменяются в результате малых 
изменений Ч1. Действие (15.8.7), построенное методом Фаддеева- 
Попова-де Витта, соответствует выбору Ч? = - ( 0*Л/ А, для которого 

= 0У^5/л/5фг, огс = 0 и со**А = - f A.
До сих пор не возникло ничего нового. Первый новый момент 

заключается в том, что мастер-уравнение (15.9.2) можно использо
вать в более общих теориях, считая, что .S’lXiX̂ J — нелинейный 
функционал антиполей х*п- (Как обсуждалось в предыдущем разде
ле, для приводимых теорий следует также включить в число полей 
X" госты для гостов, а также их антиполя.) Как и выше, выберем 
статистику противоположной статистике %п, а гостовское число 
этих полей равным -gh (xn) -  1, и потребуем, чтобы Л’|Х0Г I был 
бозонным оператором с духовым числом нуль. Так как поля со*л и hA 
имеют линейные БРСТ преобразования, они не подвержены тем 
усложнениям, которые возникают у других полей х" (см- в этой 
связи раздел 16.4). Поэтому как эти поля, так и их антиполя входят 
в действие £[х,ХФ] так ж е> как и в (15.9.1). Иными словами,

s  : ^ гД Ф -^ Ф * .^ ] (15.9.7)

* Здесь нет нужды различать левое и правое дифференцирование, так
как и %п, и 5Ф/5%Г' должны быть бозонными величинами.
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где фтг, С0ТА и СО ' д — антиполя к (рг, со4 и со*"4 с духовыми числами —
1, - 2  и 0, соответственно, a 5”min[(p, со, фф, соф] -  некоторый бозон
ный функционал с духовым числом нуль. Последнее слагаемое в
(15.9.7) не влияет на мастер-уравнение, так что само удовлет
воряет этому уравнению *.

Так как действие £ т1п имеет гостовское число нуль, его разло
жение по степеням антиполей должно иметь вид:

^min = ДФ] + « ДЯ[Ф]Фг +̂ -СОАСОВ/ Слв[ф]СО̂

+  -  СОЛСОВ/Г8Ав[ф]ф*ф* +  соАсовсос f rDABC [ф]ф̂со|)
2 (15.9.8)

+ ^соасовсос с о ° /Е1?авсо[ф]со|;со  ̂+•••,

Первое слагаемое в правой части мастер-уравнения (15.9.2) — нуле
вого порядка по антиполям (следовательно, первого порядка по СО"4), 
и оно дает

0 = /л 1.Ф] - (15.9.9)

Но это означает, что 7[ф] инвариантно относительно преобразования

Фг срг + е л/1[ф] (15.9.10)

с произвольными инфинитезимальными гА. Рассматривая слагаемое
+  A Rв мастер-уравнении, пропорциональное ф+4 справа и со со слева, 

находим:

0 = я м 5 ^ - / г [ ф ] ^ |+ / с л в м / с м + ^ я ' в м .  (15.9.11)
Оф Оф Оф

После того, как выполнены уравнения поля 87/5ф = 0, это выраже
ние становится коммутационным соотношением для преобразова
ния (15.9.10) (со структурными константами f cAB[ф]). Еще одно ли-

* Поля (рг, соА, ф+т, 0) л иногда называют минимальными переменными, 
а поля типа огА и h A, которые вместе со своими антиполями входят били
нейно, как в формуле (15.9.7), называют тривиальными парами.
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неиное по антиполям слагаемое в мастер-уравнении пропорционально 
dAdPdf слева и соф0 справа. Оно дает

о = ̂ [ф] 8/Двс][ф] - / аТ д в [ ф ] / Р с ] Е [ ф ]  + & [ ф ] ^ ,  (15.9.12) 
8фг 8фг

где квадратные скобки в нижних индексах указывают на антисим
метризацию по отношению к заключенным в скобки индексам А, В 
и С. На уравнениях движения это выражение становится обобщен
ным тождеством Якоби (15.8.12). Уравнение (15.9.11) — необходимое 
условие для совместности условия симметрии (15.9.9) (в предполо
жении, что f rA доставляют полный набор калибровочных симмет
рий *), а уравнение (15.9.12) есть необходимое условие для совмест
ности коммутационных соотношений (15.9.11). Заметим, что те 
слагаемые в (15.9.11) и (15.9.12), которые возникают из квадратич
ных по антиполям слагаемых в 6'niin, пропорциональны 87[ф]/8%, так 
что они обращаются в нуль, если удовлетворяются уравнения поля. 
В этом смысле, они характерны для открытых алгебр симметрии. 
Слагаемые в мастер-уравнении второго или более высокого порядка 
по антиполям возникают от слагаемых третьего и/или более высо
ких порядков по антиполям в Они обеспечивают условия со
вместности для соотношений (15.9.11) и (15.9.12), условия совмест
ности для этих условий совместности, и т. д. Достоинством 
формализма Баталина—Вилковыского является то, что все эти ус
ловия совместности содержатся в одном мастер-уравнении.

Это уравнение можно иначе интерпретировать как утвержде
ние об инвариантности S относительно обобщенного преобразова
ния БРСТ. Чтобы увидеть это, а также для дальнейших примене
ний, полезно ввести формальный объект, известный как антискобка. 
Возвращаясь к прежним обозначениям, определим антискобку двух 
произвольных функционалов и G[%,%*] следующим образом:

8 lG  8/ 8l G 
’ s r  Sx; 8%" ' (15-9-13)

* Это предположение называют условием полноты для генераторов ка
либровочной симметрии. — Прим. ред.
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Заметим, что правые и левые функциональные производные бозон
ного функционала типа S по бозонным или фермионным полевым 
переменным либо просто равны друг другу, либо равны друг другу 
с противоположным знаком, соответственно. Так как или или %и 
всегда фермионное поле, а другое -  бозонное, отсюда вытекает, 
что в антискобке (S,S) второе слагаемое в правой части (15.9.13) из
меняет знак, если поменять порядок левого и правого дифференци
рования:

8RS 8LS _  5LS bRS _  8RS 8LS
8*t 8%" 8%* 8%n 8%” 8%

(Последний шаг разрешен, поскольку один из множителей бозон
ный, и их порядок несуществен.) Мы видим, что второе слагаемое 
справа в формуле (15.9.13) для (S,S) равно первому с обратным 
знаком. Поэтому мастер-уравнение (15.9.2) можно записать как тре
бование, чтобы антискобка действия S с самим собой обращалась в 
нуль:

(S,S) = 0. (15.9.14)

Это требование нетривиально, так как антискобка обладает общим 
свойством симметрии

(F,G) = ±(G ,F), (15.9.15)

где знак +1 берется, когда F и G — оба бозонные функционала, 
а знак — 1 — во всех остальных случаях. В частности, антискобка 
(F,F) автоматически равна нулю, если F — фермионный (но не бо
зонный) функционал.

Обобщенное БРСТ преобразование определяется формулами:

8 в * *  =  в М = _ 0 № Г ) ,  ( 1 5 9 1 6 )

л 5 S
= (15.9.17)

где 9 — фермионная инфинитезимальная константа. (Когда S имеет 
вид (15.9.1), преобразование с совпадает с исходным БРСТ преобра
зованием = 9s%") Чтобы вычислить результат действия этого пре
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образования на произвольные функционалы, заметим, что анти
скобка действует как производная в том смысле, что

(F, GH) = (F, G)H ± G(F, Н ), (15.9.18)

где берется знак —, если G — фермионный, a F — бозонный функ
ционалы, и знак +  в остальных случаях. Следовательно, если G и 
Я — произвольные функционалы от % и %*, причем SeG = -0(»S', G ) и 
5eH =  -Q(S,H), т о

8е (GH) = -Q(S, G)H -  GQ(S, Я) = 0[(£, G)H ± G(S, HJJ,

где берутся знаки + или —, если G — бозонный или фермионный 
функционал, соответственно. Выбирая F в (15.9.18) равным бозонно
му функционалу S, видим, что

8 e(GH) = -Q(S,GH).

Вместе с формулами (15.9.16) и (15.9.17) это показывает, что для 
любого функционала F, построенного как сумма произведений по
лей и антиполей,

8eF = -Q (S,F). (15.9.19)

Мастер-уравнение (15.9.14) можно интерпретировать как утверж
дение, что эти обобщенные БРСТ преобразования оставляют S ин
вариантным:

8eS = -0 (5 ,5 ) = 0. (15.9.20)

Как и в случае исходного БРСТ преобразования, это преобразова
ние симметрии нильпотентно. Чтобы увидеть это, используем тож
дество Якоби для антискобки:

±(F,(G ,H ))+ цикл, перестановки = 0, (15.9.21)

где в первом слагаемом берется знак —, если F и Н — бозонные 
функционалы, и знак + во всех остальных случаях (соответствую
щие знаки берутся и в двух других циклических перестановках F, 
G и Я). Полагая F = G = S, получаем из (15.9.21)
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О = +(S, (S, Я)) + (Я, (S, S)) + (S, (Я, 5)) = Щ В, (S, Я)) + (Я, (5  5)1,

где знаки — или + соответствуют бозонному или фермионному 
функционалу Я. Тогда из мастер-уравнения (15.9.14) вытекает усло
вие нильпотентности

(S,(S,H)) = 0. (15.9.22)

Вследствие этой симметрии решение мастер-уравнения не 
единственно. Например, из (15.9.22) следует, что для любого задан
ного решения S можно найти другое решение, определяемое инфи- 
нитезимальным преобразованием

S' = S + (5F,S), (15.9.23)

где 8F — инфинитезимальный функционал от % и Х*» который про
изволен, за исключением того, что он должен быть фермионным и 
иметь гостовское число — 1, с тем, чтобы S' был бозонным функци
оналом с духовым числом нуль. В частности, выбирая 8F фермион
ным функционалом еЧ1 только от полей имеем

Л Х ,Х Ф ] = Д[Х,Хф] + = 5 Х,ХФ +£
84*
8х

(15.9.24)

Эти инфинитезимальные преобразования можно тривиально про
интегрировать и показать, что мастер-уравнение по-прежнему удов
летворяется, если совершить сдвиг антиполей к новым переменным 
Xn 3 Xn -S ^ /S x " .  *

Преобразование (15.9.23) есть частный случай преобразований, 
обычно называемых каноническими. Будем называть их «антикано-

* Оставляя переменные полей неизменными: %'п — %п. Преобразование 
функционалов при преобразовании полей и антиполей %п —> %’п, %$п %$п 
(замена переменных) понимается здесь как преобразование «по скалярно
му представлению»: = S(%, %*), что на языке функционалов экви
валентно преобразованию S(%, %*) -> S'(%, %*) = где %п -> '%п, у}п -> 
'Х~„ есть обратная замена переменных. Автор использует оба языка. Равно
правным является преобразование функционалов по «антипредставлению»: 
Six, %Х) S'{%, Xх) = ^(x'.x't). — Прим. ред.
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ническими», чтобы отличать от канонических преобразований в гл. 7. 
Антиканоническое преобразование — это любое конечное или инфи- 
нитезимальное преобразование полей и антиполей, оставляющее не
изменными фундаментальные антискобочные соотношения:

(x” , x i )  = 8* , = о. (15.9.25)

Например, рассмотрим инфинитезимальное антиканоническое пре
образование, порождаемое инфинитезимальным фермионным ге
нератором 8F, под действием которого всякий бозонный или фер- 
мионный функционал G преобразуется в функционал

G —> G ' = G + (8F, G) . (15.9.26)

Нетрудно показать, что это преобразование не изменяет антиско
бок (15.9.25). Для этого заметим, что антискобка (G,H) двух функци
оналов G и Я преобразуется в (G',H'), причем с точностью до перво
го порядка по бесконечно малым добавкам

(G', Я ') = (G, Я) + ((8F, G), Я) + (G, (5F, Я)).

Используя тождество Якоби (15.9.21), имеем

(G ',H ') = (GJ1) + (8F,(G, Я)),( 15.9.27)

В частности, если (G,H) есть с-число, оно не изменяется антикано- 
ническим преобразованием. (Это другой способ увидеть, что преоб
разование (15.9.23) не изменяет мастер-уравнения.) У полей и анти
полей с-числовые антискобки (15.9.25), поэтому то же самое должно 
быть верным и для преобразованных полей и антиполей *»

* Конечное антиканоническое преобразование полей и антиполей 
%п %'п, ХК 1%  (антиканоническая замена переменных) порождается 
производящим функционалом с гостовским числом ~1 и определя-

.  (%,%'*) 8^(%,х'Ф)ется неявными формулами Хп ~~ > In ~ > при этом «су-
Чп 5% ‘

S£ 8К
перматрица» 8%'* должна быть невырождена. Антиканоническое
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Чтобы вычислить 5-матрицу, следует придать антиполям опреде
ленные значения. Как и в простом случае замкнутых калибровоч
ных алгебр, когда 5  имеет линейную по антиполям форму (15.9.1), 
можно сделать это, выбрав антиполя в виде (15.9.5). Иными слова
ми, мы вычисляем 5-матрицу, используя действие с «фиксирован
ной калибровкой»

" т % ]h №  = s ъ - (15.9.28)

где Т[х1 — фермионный функционал с гостовским числом —1. В соот- 
ветевии с замечаниями после формулы (15.9.24), это эквивалентно 
тому, чтобы выбрать канонически преобразованные антиполя 
равными нулю *.

Действие с фиксированной калибровкой инвариантно относи
тельно БРСТ преобразования, действующего только на поля %п:

8exn = 0s%" , где s%" = Л5д5[ь х !1ч

8Хп %*=?№/8%
(15.9.29)

Чтобы убедиться в этом, заметим, что

преобразование функционалов сохраняет антискобку в том смысле, что 
((.;',//') = (G,H)', и соответственно переводит решение мастер-уравнения в 
решение же. Другими словами, мастер-уравнение инвариантно относительно 
антиканонических преобразований. Бесконечно малому антиканони- 
ческому преобразованию отвечает производящий функционал

*ХХД*) = ХпХ*п ~ 8ЛХ,ЗС+), 

так что Sz’, = - ^ r  = -(SF,x' j
SXn 5х

и соответствующее бесконечно малое преобразование функционалов имеет 
вид 5С(х,ХФ) = (SF,G). — Прим. ред.

* На языке преобразования функционалов это означает положить %- = 0. 
Заметим, что для вычисления S-матрицы последнее необязательно. Фик
сации калибровки отвечает антиканоническое преобразование фик
сации калибровки, производящий функционал которого имеет вид 
F(X,r) = ХпХп + (̂ХЗ- — Прим. ред.
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Зя^вЬХ*] М Т&Х*
8х 8хг хф=8¥/8х

+ М Тхх !] 8Щ х] 8 l 6'[%,x4:
SXm 8xm8xn 8% xl=W/$oc

Первое слагаемое в правой части обращается в нуль как следствие 
мастер-уравнения, а второе — из-за антисимметрии * выражения в 
скобках по m и те *’*.

Для замкнутых алгебр с S вида (15.9.1) преобразование (15.9.29) 
совпадает с исходным БРСТ преобразованием Se%" =0s%rt. Но для 
произвольных открытых алгебр преобразование (15.9.29) не совпа
дает с исходным БРСТ преобразованием и в общем случае даже не 
нилыютентно, если только не удовлетворяются уравнения поля. 
Вместо этого из слагаемых первого порядка по сдвинутым антипо
лям -  84#[%]/8%Tl в мастер-уравнении находим:

s2%m = +
5Х,Ф 7 ^ Д х ,х ф]

SXn хф=бчу8х
SMxJ
8х" (15.9.30)

где знаки — или + соответствуют бозонным или фермионным %т. 
Мы снова видим, что характерная для открытых калибровочных 
алгебр зависимость от уравнений поля связана с квадратичными по 
антиполям слагаемыми в S.

* Если оба поля %п и %т — бозонные, то это следствие антикоммутатив
ности dS/5%n и бЛ’ /бх"1. Если одно из полей %п и %т — фермионное, а дру
гое — бозонное, это есть следствие того, что правые и левые производные 
S по тому из полей, которое фермионное, имеют противоположные знаки. 
Наконец, слагаемые, в которых оба поля %п и %т — фермионные, анти
симметричны, так как в этих слагаемых антисимметрична величина
8\1Р/8х"'5хя.

ы Инвариантность действия с фиксированной калибровкой относитель
но БРСТ преобразования (15.9.29) есть прямое следствие инвариантности 
мастер-уравнения относительно антиканонического преобразования фик
сации калибровки (см. предыдущее прим. ред.). — Прим. ред.
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До сих пор мы рассматривали только формулировку класси
ческой теории поля, основанной на открытой или замкнутой калиб
ровочной алгебре. Теперь следует понять, каким образом в таких 
теориях проводятся квантово-механические вычисления. Физичес
кие матричные элементы можно вычислить с помощью функцио
нальных интегралов с весом ехр(г/[%]), где, как объяснялось выше, 
1ц>[%] получается из £[%,%ф], если положить %*п = 84J[x ]/8x ", или ины
ми словами %7i = 0. Мы хотим вычислить влияние изменения *Р[%] на 
эти матричные элементы. Во-первых, рассмотрим амплитуду ваку
ум-вакуум:

Zxp = j[n d x ]e x p (z l4,[%]). (15.9.31)

В результате сдвига 8Ч*[%] в Ч*[%] эта амплитуда изменяется на ве
личину

8Z = i f [n d x ]e x p (^ [x ] ) [dR^ X; X
^8(8В Д Л

х 6Ч'/бх 8%т (15.9.32)

Р1нтегрируя по частям в пространстве полей, получаем

8Z = \[[П с/х]ехр(г7.1,[х1) 
f 8RS[X,%*]8LM%]х

8%г
- а д х , х Ф т»[х], (15.9.33)

%* =8Ч'/ёX

где

А з  5 r
8 ,

8%̂  8х г (15.9.34)

Мы видим, что условие независимости амплитуды вакуум-вакуум 
от *-Р в общем случае не совпадает с мастер-уравнением (15.9.2), а 
является так называемым квантовым мастер-уравнением

(S, S) -  ‘MAS = 0 при х* = S'P/Sx • (15.9.35)

В системе единиц СГС множитель 1/Ь сопровождает каждый мно
житель £[х, Хф]) так что второе слагаемое в (15.9.35) содержит на 
самом деле коэффициент —2ib вместо — 2г. Таким образом, всякий
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раз, когда удовлетворяется квантовое мастер-уравнение (15.9.35), 
слагаемое в S нулевого порядка по ti удовлетворяет исходному ма
стер-уравнению (15.9.2). Обычно нетрудно построить действие, удов
летворяющее классическому мастер-уравнению, так что первое сла
гаемое в (15.9.35) обращается в нуль, и вопрос заключается в том, 
обращается ли в нуль второе слагаемое. Случай, когда квантовое 
мастер-уравнение (15.9.35) не удовлетворяется локальным действи
ем, рассмотрен в гл. 22 в связи с аномалиями.

Предполагая, что квантовое мастер-уравнение (15.9.35) удов
летворяется, можно записать изменение, происходящее в среднем 
по вакууму от оператора 0 [%| за счет изменения 8*Р в ¥, в виде

Коэффициент при экспоненте под интегралом в (15.9.36) равен !#[%]. 
Мы видим, что средние значения операторов, инвариантных * от
носительно обобщенных БРСТ преобразований (15.9.16)—(15.9.17), не 
изменяются при изменении фиксирующего калибровку фермиона 
VP. Аналогичные результаты верны и для средних по вакууму от 
двух или более операторов.

В этом приложении мы рассмотрим произвольную алгебру Ли с 
генераторами ta и структурными константами С“ру и докажем экви
валентность трех утверждений.

* Для открытых калибровочных теорий в общем случае не существует 
операторов, отличных от констант, которые инвариантны относительно 
преобразований (15.9.16)—(15.9.17). Вместо этого следует рассматривать опе
раторы О (х,Х*)» инвариантные относительно нильпотентного «квантового 
БРСТ оператора» су, определенного равенством ой ={Щ8) ~ гЙЙ Если  ̂зави
сит только от х, это условие сводится к (15.9.36). Если а$=  0, тогда среднее 
от Р(*Р, бЧубх) не изменяется в результате малого изменения фиксирую
щего калибровку фермиона Ч*.24

Приложение А. Теорема об алгебрах Ли
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а: Существует действительная симметричная положительно оп
ределенная матрица gap, удовлетворяющая условию инвариан
тности

0сфСру5 = -ЗурС^аб • (15.А.1)

(В разделе 15.2 было показано, что именно такое условие (15.2.4) 
необходимо на основании физических соображений.)

Ь: Существует базис алгебры Ли (т. е. набор генераторов ta
где ff — действительная несингулярная матрица), в котором 
структурные константы Сару антисимметричны не только по 
паре нижних индексов (3 и у, но и по всем трем индексам а, (3 и у.

с: Алгебра Ли Щ есть прямая сумма коммутирующих компактных 
простых и [7(1) подалгебр Жт.

Мы докажем эквивалентность утверждений а, b и с, показав, 
что а подразумевает b, b подразумевает с и с подразумевает а. 
Попутно мы покажем также, что если эти условия выполнены, то 
можно выбрать генераторы алгебры <t в виде tma, где т нумерует 
простую или Щ 1 ) подалгебру Жт, к которой принадлежит tma, а 
индекс а нумерует отдельные генераторы в этой подалгебре, при
чем матрица дта пЬ, удовлетворяющая условию (15.А.1), принимает 
вид

9ma,nb ~ dm^mn&ab’ (15.А.2)
— 9 «где дт — произвольная действительная положительная константа. 

Во-первых, предположим выполнение а, т. е. существование дей
ствительной симметричной положительно определенной матрицы 
0сф> удовлетворяющей условию инвариантности (15.А.1). Тогда можно 
определить новые генераторы

ta =' ( g“ 1/ 2) (15. А. З)

причем существование действительной обратной матрицы квадрат
ного корня д~1/2 гарантируется положительной определенностью да$. 
Коммутаторы новых генераторов имеют вид

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



Приложение А 73

(15.А.4)

где
Сару = (g-1/ 2)aa'(g-1/ 2)pp'(sf+1/ 2) ^ c ^ p '  . (15.А.5)

(В таком базисе удобно не проводить различия между верхними и 
нижними индексами а, (3, и т. д. и писать вместо С^ар-) Тогда из 
формулы (15.А.1) вытекает, что Сауg антисимметричны по а  и у, а 
также по у и 8, а следовательно, полностью антисимметрична, что 
доказывает Ь.

Далее, предположим, что выполнено Ь, т. е. существует базис 
алгебры Ли, в котором структурные константы полностью анти
симметричны. В этом базисе матрицы (t а)ру = -гС^уа присоединен
ного представления являются мнимыми и антисимметричными, а 
следовательно, эрмитовыми. Тогда согласно общей теореме об эр
митовых матрицах *, генераторы t  А а  либо неприводимы, либо пол
ностью приводимы.

Под неприводимым множеством N X N матриц t Aa подразу
мевается множество, для которого не существует подпространства 
размерности меньшей, чем N, остающегося инвариантным под дей
ствием всех t Aa- Иными словами, не существует множества менее 
чем N ненулевых векторов (мг)р, для которых при каждом а  и г 
( tAa )ру (иг)уявляется линейной комбинацией векторов (us)p. Так как 
матрицы (t^a)py в этом базисе пропорциональны структурным

* Если множество матриц На не является неприводимым, то, по опреде
лению, должно существовать множество векторов ип, на которые натяну
то подпространство (отличное от всего пространства), остающееся инвари
антным под действием На. Это означает, что для всех а и те выполнено 
Haun = Lm(Ca)mnum.B этом случае мы можем выбрать базис, состоящий 
из векторов ип и векторов vk, на которые натянуто пространство, ортого
нальное всем ип. Если На эрмитовы, тогда (un,Havk) = Lm(Ca)mn(um,vk) = 0 , 
так что пространство, натянутое на щ, также инвариантно под действием 
На: Havk = Y,i(Da)lkvl . В таком базисе матрицы На одновременно приводят
ся к блочно-диагональной форме:

Продолжая тем же способом, можно полностью привести На к блочно
диагональной форме с неприводимыми матрицами в блоках.
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константам, это эквивалентно утверждению, что не существует мно
жества линейных комбинаций Jr = (ur)y tAy, замкнутого относитель
но коммутирования со всеми JЛа , т. е. такого множества, для кото
рого для любых а и г [t Аа, ,5̂ .]есть линейная комбинация Такое 
множество матриц ,¥Т было бы множеством генераторов инвариант
ной подалгебры полной алгебры Ли. Отсутствие такого множества 
означает, что алгебра Ли проста.

Полностью приводимым множеством матриц называют такое 
множество, которое при подходящем выборе базиса может быть 
записано в виде блочно-диагональных суперматриц

C t A a ) m a ,n b  =  [ * А ( ,П Ч в Ь 5 *  > ( 1 5 А -6 )

где подматрицы либо неприводимы, либо равны нулю *. Выби
рая тот же базис для самой алгебры Ли, получим, что структурные 
константы равны

Cic,ma,nb = i(iAic)ma,nb = i(tA(m]ic)ab8mn . (15.А.7)

Но поскольку это выражение полностью антисимметрично и пропор
ционально 8тп, оно должно быть также пропорционально 8Ы и 8hn:

Clc,ma,nb = $1п&1тС(СаЬ • U5.A.8)

Иными словами, для любого представления = tma алгебры Ли в 
этом базисе имеем

[t(™\,tWb] = i8mnC(™bt(m)c, (15.А.9)

где СтсаЬ полностью антисимметрична по индексам а, Ъ, с. Когда мы 
говорим, что алгебра Ли есть прямая сумма подалгебр t̂ m\ мы 
имеем в виду, что можно построить базис, в котором генераторы 
распадаются на множества t(m\ причем коммутаторы генераторов 
друг с другом из одного множества выражаются через линейные

* Здесь т и п  отмечают блоки по главной диагонали, а а и b отмечают 
строки и столбцы внутри этих блоков. Кроме того, по т нет суммирования, 
и область значений индексов о, Ъ и т. д. в общем случае зависит от т.
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комбинации генераторов того же множества, а все члены одного 
множества коммутируют со всеми членами любого другого множе
ства. Для каждого т множество матриц присоединенного представ
ления либо неприводимо, либо равно нулю, что соответствует 
подалгебре, которая либо проста, либо состоит из так называемых 
17(1) генераторов, коммутирующих со всеми генераторами алгебры 
в целом.

Таким образом, мы показали, что наиболее общая алгебра Ли 
с полностью антисимметричными действительными структурными 
константами является прямой суммой одной или более простых 
и/или 17(1) алгебр Ли. Более того, простые алгебры компактны, в 
том смысле, что каждая матрица положительно опреде
лена, так как для любого действительного вектора иа выражение
~ ^ a c d ^ b d c U a U b  =  L c d l X a  и а ^ а с 1 У '  6СТЬ Сумма ПОЛОЖИТеЛЬНЫХ веЛИ
чин, которая не может обращаться в нуль за исключением случая 
иа = 0 ,  поскольку при иа Ф О ИЗ условия L a  u a .C a c d  = 0  СЛвДОВаЛО бы, 
что сама L a ^а^т)аесть инвариантная подалгебра, в противоречии 
с тем, что t(m\  образует простую алгебру Ли. Этим завершается 
доказательство с.

Наконец, предположим, что верно с, т. е. нам дана алгебра 
Ли, являющаяся прямой суммой множества простых или 1/(1) ал
гебр Ли. Это означает, что в некотором базисе ta n] =  -%na,ata  с  Дей
ствительной несингулярной матрицей ff

[C \ t in)} = ibnmc ^ K b i m\

где каждая подалгебра либо проста, либо коммутирует со всеми 
остальными. Предположим далее, что простые подалгебры компак
тны, в том смысле, что матрицы

д(ш) ^ _ cim)cadC(m)dbc (15.А.10)

положительно определены. Чтобы построить удовлетворяющую 
(15.А.1) действительную положительно определенную матрицу даЬ в 
базисе генераторов t = г!то), выберемтгш. я ~

9ша,пь -  9{Л п п  > (15.А.11)
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где д(т)аЬ выбирается как матрица (15.А.10), когда -  простая 
подалгебра, и выбирается как произвольная действительная сим
метричная положительно определенная марица, если есть пря
мая сумма одного или нескольких 17(1) подалгебр. Матрица (15.А.11) 
очевидно действительна, симметрична и положительно определе
на, поскольку этими свойствами обладает каждая из д^п\ъ- Чтобы 
проверить требование (15.А.1), вспомним тождество Якоби для струк
турных констант:

C(m)cadC(m)dbe + C(m)cMC(m)dea + = g (15.А.12)

и свернем его с С(т^ с. После переименования индексов суммирова
ния в третьем слагаемом так, что с —> d —> е —> с, и использования 
(15.А.10), можем записать результат для простых подалгебр:

g m C ( m ) d ab  =  C (m ) Ca d C ( m ) d b e C ( m ) e c f  _  C ( m ) c f d C ( m ) d b e C ( m ) e c a _

Важно то, что из этого выражения следует антисимметрия левой 
части по индексам а и / :

дЬп)с (ш)ааЬ = _ gM c m dfb ' (15.А.13)

Тот же результат тривиально следует для ЩГ) подалгебр, когда 
структурные константы просто равны нулю. Условие симметрии 
(15.А.1) немедленно вытекает из (15.А.13), что завершает доказа
тельство а. Этим завершается и доказательство эквивалентности 
утверждений а, b и с.

Вернемся к матрице да .̂ При полностью антисимметричных 
структурных константах условие инвариантности (15.2.4) можно вы
разить как утверждение, что эта матрица коммутирует со всеми 
матрицами присоединенного представления алгебры Ли:

[g,tAy} = 0. (15.А.14)

Мы видели, что все (^у)ар можно представить в блочно-диагональ
ной форме с неприводимыми (или нулевыми) подматрицами на глав
ной диагонали. Хорошо известная теорема25 утверждает, что тогда 
даr должна также быть блочно-диагональной, с блоками того же

« j Аразмера и в той же позиции, что и в г^, и с подматрицами в каж
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дом блоке, пропорциональными единичной матрице. (Если две под
матрицы в tAy эквивалентны, в том смысле, что они могут быть 
связаны преобразованием подобия, может оказаться необходимым 
сделать подходящее изменение базиса, чтобы привести подматри
цы в дар к виду, пропорциональному единичным матрицам.) Тогда в 
обозначениях (15.А.11) метрика задается выражением (15.А.2).

Приложение В. Каталог Картана

Мы приводим без доказательства полный каталог простых ал
гебр Ли, полученный в окончательной форме Э. Картаном 26. Эти 
алгебры будут представлены здесь в их «компактной» форме, т. е. с 
генераторами, которые могут быть точно представлены конечно
мерными эрмитовыми матрицами. Алгебры Ли будут помечаться 
нижним индексом те > 1, указывающим на их ранг — число незави
симых коммутирующих линейных комбинаций генераторов.

Ап. Это алгебра специальной унитарной группы М/(те+1) всех уни
тарных (W  = и~г), унимодулярных (Detl/ = 1) (те+1)-мерных мат
риц. Любая такая матрица, бесконечно близкая к единице, может 
быть представлена в виде

U 1  I +  iH,

где бесконечно малая матрица Я удовлетворяет условиям

W  = Н, Тг Я = О,

так что Ап есть алгебра Ли всех эрмитовых бесследовых (те+^-мер
ных матриц. Любое множество коммутирующих эрмитовых матриц 
можно одновременно диагонализовать, и максимальное число неза
висимых диагональных бесследовых (те+1)-мерных матриц равно п, 
так что это есть ранг Ап. Любая эрмитова (те+1)-мерная матрица 
определяется (те+1)2 независимыми действительными параметрами 
(те+1) действительных чисел на главной диагонали и те(те+1 )/2  комп
лексных чисел над главной диагональю, равных комплексно сопря
женным им числам под ней); один из этих параметров исключается 
условием бесследовости, так что размерность Ап есть
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d(An) = (те + I )2 -1  = те(те + 2).

Все алгебры Ап просты.

В п. Это алгебра унитарной ортогональной группы 0(2те+1), состоя
щей из всех унитарных {0^ = й -1} и ортогональных {0Т = 0~1), сле
довательно, действительных, (2те+1)-мерных матриц. (Ограничение 
унитарными матрицами иногда указывается в названии группы 
UO(2n+l).) Любая такая матрица Щ бесконечно близкая к единице, 
может быть записана в виде

0 = 1  +  iA,

где А — бесконечно малая матрица, удовлетворяющая условиям

А* = - А  = Ат.

(Не составит разницы, если мы ограничимся подгруппой 50(2те+1), 
для которой О подчинено дополнительному условию Det 0 = 1 ,  так 
как любая близкая к единичной матрица О все равно будет иметь 
Det Ф = 1.) Любое множество коммутирующих мнимых антисиммет
ричных (2те+1)-мерных матриц может быть (с помощью обычного 
ортогонального преобразования) приведено к виду суперматрицы

GlC?2 О
а2о 2

ап° 2
О О

где о 2 _  обычная 2 x 2 матрица

а коэффициенты аь  ..., ап действительны. Отсюда очевидно, что 
ранг В.п равен те. Мнимая антисимметричная матрица полностью оп
ределяется мнимыми числами над действительной диагональю, так 
что ее размерность
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ltT, у (2п + 1)(2п) , 1Ч 
а(Вп) = -----------------= п(2п + 1).

Все алгебры Вп просты.
Существует альтернативное определение O(N), которое помо

жет понять мотивы возникновения следующего большого множе
ства простых алгебр Ли. Вместо того, чтобы определять 0{N) как 
группу iV-мерных действительных матриц, удовлетворяющих ус
ловию ортогональности Ш Р = I, можно с тем же успехом опреде
лить ее как группу iV-мерных действительных матриц .4, удовлет
воряющих условию

.if .fti  = ./;

где W— произвольная положительно определенная действительная 
симметричная матрица. Это следует из того, что любая такая мат
рица /' может быть представлена как /' = :Л1Л, где 9Л -некоторая 
действительная несингулярная матрица, и поэтому существует пре
образование подобия, переводящее любую матрицу ,11,, удовлетво
ряющую указанным выше условиям, в действительную ортогональ
ную матрицу ffiJBXT1. Следовательно, можно, не изменяя группы, 
считать, что ЯР — различные действительные симметричные поло
жительно определенные матрицы.

Сп. Это алгебра унитарной симплектической группы USp(2n), т. е. 
группы унитарных матриц ,Л1, оставляющих инвариантной анти
симметричную несингулярную матрицу 4\

.НТ 4М = / ,

(Заметим, что для d-мерных матриц Det .4 =  Det ?># = (_ l)d Det .4, 
так что если d нечетно, Det ,V должен равняться нулю. Таким обра
зом, USp(d) существует только при четных d.) Любая такая анти
симметричная несингулярная (возможно, комплексная) матрица 4 
может быть записана в стандартной форме

4 = /0./,',

где ./( — унитарная матрица, а -/0 — суперматрица
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А0 - 0 1 
- 1  О

(Альтернативно можно взять -/0 как блочно-диагональную супер
матрицу с матрицами по главной диагонали.) Следовательно, 
USp(2n) можно описать как группу унитарных матриц ff, удовлет
воряющих условию

о,

так как при унитарном преобразовании всякая такая матрица (f  
может быть преобразована в унитарную матрицу .И = ./,’ '.7./,', 
удовлетворяющую предыдущему условию .МТЛй  = Л Всякая такая 
матрица ff, бесконечно близкая к единице, может быть записана в 
виде

If = 1 + Ш ,

где Ж — бесконечно малая матрица, удовлетворяющая условиям

ж t = ж , ж т -/0 + У0.Г = о .

Самая общая 2п-мерная матрица Ж, удовлетворяющая таким усло
виям, может быть записана в виде суперматрицы

Ж = У Ш  
■л -  Г

где n-мерные комплексные подматрицы ,*/, ./) удовлетворяют усло
виям

/ t = /, Л7 = #

Максимальный набор коммутирующих генераторов включает диа
гональные /  и нулевые Д  так что он имеет вид

, 0

Ж =
-а .
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где аг, ..., ап действительны. Отсюда очевидно, что ранг Сп равен п. 
Размерность Сп равна числу п2 независимых действительных па
раметров у эрмитовой матрицы 4 плюс число 2п(п+1 )/2  независи
мых действительных параметров у комплексной симметричной мат
рицы $ Р

d(Cn) = п2 + 2 х п(п + 1) /  2 = п(2п + 1).

Все алгебры Сп просты.

D n. Это алгебра унитарной ортогональной группы 0(2п), состоящей 
из всех унитарных ортогональных 2те-мерных матриц. Обсуждение 
Вп можно перенести на Dn, с той разницей, что здесь любой набор 
коммутирующих генераторов можно привести к виду

а1С 2
а 2С>2

ап°  2.

так что ранг остается равным п. Кроме того, размерность здесь оп
ределяется формулой

, (2п)(2п - 1) 
d(Dn) = ------ -------- 1 = п(2п -  1).

Все алгебры Dn просты, за исключением Dlt которая является абе
левой алгеброй с единственным генератором, и D2, которая равна 
прямой сумме Bl + Bv

Исключительные алгебры Ли. В дополнение к перечисленным выше 
классическим алгебрам Ли существует всего лишь пять исключи
тельных алгебр. Это алгебры исключительных групп G2 (d = 14), Fi 
(d = 52), E6 (d = 78), E1 (d = 133), E8 (d = 248). * "

He все классические алгебры Ли действительно различны. Име
ется ровно четыре изоморфизма:
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С], С2 В2, А3 D3.

Это соответствует изоморфизмам среди соответствующих данным 
алгебрам групп Ли. Однако, изоморфизмы типа Вг = А ъ В2 = С2 и 
D3 = А3 не означают, что 50(3) изоморфна SU(2), 50(5) изоморфна 
USp(4) или 50(6) изоморфна 51/(4). На самом деле 517(2), J75p(4) и 
517(4) являются односвязными накрывающими группами для 50(3), 
50(5) и 50(6). (Накрывающие группы обсуждались в гл. 2.) Тем не 
менее изоморфизмы алгебр Ли позволяют особенно просто постро
ить двузначные фундаментальные спинорные представления 50(3), 
50(5) и 50(6), которые являются определяющими * представления
ми 517(2), 175р(4) и 517(4), соответственно. Кроме того, 50(4) изо
морфна 50(3) х 50(3), так что ее двузначное спинорное представ
ление есть в точности определяющее представление группы 577(2) X 
517(2). Для d > 7 двузначные спинорные представления 50(d) долж
ны строиться другими методами. Простейшая техника использует 
алгебры Клиффорда, обсуждавшиеся в разделе 5.4.

Задачи

1. Выведите тождества Бьянки + D4FaX[l + DxFa[lv = 0.

2. Пусть в неабелевой калибровочной теории мы используем обоб
щенную кулоновскую калибровку, выбирая фиксирующую ка
либровку функцию в виде f a = V-A(X. Выведите выражение для 
лагранжиана гостов. Какой вид имеет пропагатор гостов? (Вы
берите B[f\ = ехр(-г | d4x /a/ a /  2§).)

3L Пусть в электродинамике мы используем фиксирующую ка
либровку функцию /  = + сА (|А^, где с -  произвольная по
стоянная. Выведите выражение для лагранжиана гостов. (Выбе
рите B[f] = ехр(-г \ d4x /a/ a /2^).) Какой вид имеет пропагатор 
гостов?

* Автор использует здесь термин «defining representation», букваль
но — «определяющее представление». По-видимому, имеется в виду, что в 
терминах инвариантных квадратичных форм именно на этих представле
ниях определяются сами группы. — Пръип. ред.
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4. Покажите, что не существует простой алгебры Ли, у которой 
ровно четыре генератора.

5. Покажите, что если поле \|/г(ж), принадлежащее представле
нию калибровочной группы с матрицами генераторов ta, изме
няется вдоль пути х  ̂ = х^(т), согласно дифференциальному

йЩг) dx^(i;)
уравнению -------- = г£а\|/(т)А (х(т))--------— (где \|/г(х) и А (ж) —
"  dx dx

классические с-числовые поля), то изменение \|/ вдоль любого 
малого замкнутого пути Р вокруг точки пропорционально

dxv(x)ta\l/(X)F (Х)() х^ (т)------—  dx. Найдите коэффициент пропорци-
' J dx '

р
ональности. Используя этот результат, покажите, что если 
К(,|[у(х) везде обращается в нуль, то с помощью калибровочного 
преобразования возможно обратить в нуль Аа„(ат) по крайней 
мере в любой конечной области. (Указание. Следуйте рассужде
ниям, аналогичным используемым в электродинамике или об
щей теории относительности и приведенным в 6.)

6. Применяя метод функциональных интегралов к произвольной 
неабелевой калибровочной теории, вычислите пропагатор ка
либровочного поля Aa)I(x), если фиксирующая калибровку фун
кция выбрана в виде f a = п̂ АР™, где п  ̂ -  произвольные посто
янные. (Выберите B[f] = exp (-г j d 4x /a/ a /  2^)) Какой вид имеет 
лагранжиан гостов? Какой вид имеет пропагатор гостов? Чему 
равна вершина взаимодействия гостов?

7. Пусть мы выбрали в качестве основополагающего физического 
принципа не калибровочную, а БРСТ инвариантность. Выведи
те самое общее выражение для лагранжиана, построенного из 
сумм произведений полей и их производных размерностью 
(масса)0" с d < 4, в который входят поля Aa)I, coa, (i>*a, ha и их 
производные, и который инвариантен (с точностью до полных 
производных) относительно преобразований Лоренца, фазовых 
преобразований, связанных с гостовским числом (coa —» e*eCDa, 
M*a —> е_г6(0*(Х), глобальных калибровочных преобразований (е 
постоянна) и преобразований БРСТ.
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8. Покажите, что антискобка удовлетворяет условию симметрии 
(15.9.15) и тождеству Якоби (15.9.21).

9. Покажите, что если функционал О удовлетворяет условию 
{0,S) = iAS, а действие S удовлетворяет квантовому мастер- 
уравнению, то квантовое среднее (О) не зависит от фиксирую
щего калибровку функционала 'Р.
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Методы внешнего поля

Часто полезно рассматривать квантовые теории поля в при
сутствии классического внешнего поля. Одна из причин — в том, 
что во многих физических ситуациях такое внешнее поле действи
тельно присутствует, например, классическое электромагнитное или 
гравитационное поле или скалярное поле с ненулевым вакуумным 
средним. (Как мы увидим в гл. 19, такие скалярные поля могут иг
рать важную роль при спонтанном нарушении симметрий лагран
жиана.) Но даже в том случае, когда в задаче нет реального внеш
него поля, ряд вычислений сильно упрощается, если рассматривать 
физические амплитуды в присутствии фиктивного внешнего поля. 
В этой главе мы покажем, что можно учесть все многопетлевые 
эффекты, суммируя «древесные» диаграммы, вершины и пропага- 
торы которых берутся из квантового эффективного действия, ко
торое есть не что иное, как одночастично неприводимая связная 
амплитуда перехода вакуум—вакуум в присутствии внешнего поля. 
В следующей главе будет видно, что такой подход чрезвычайно 
удобен как для завершения начатого в гл. 15 доказательства пере- 
нормируемости неабелевых калибровочных теорий, так и для рас
чета констант перенормировки заряда, необходимых для установ
ления фундаментального свойства асимптотической свободы в 
квантовой хромодинамике.

16.1. Квантовое эффективное действие

Рассмотрим квантовую теорию с действием 7[(р] и предполо
жим, что мы «включили» совокупность классических токов Jr(x ),
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связанных с полями фг(х) теории. Полная амплитуда перехода ваку
ум-вакуум в присутствии этих токов имеет вид:

(Поля фг(х) не обязаны быть только скалярными. Они могут быть 
даже фермионными, хотя до конца раздела 16.4 мы не будем сле
дить за возникающими в этом случае знаками.) Фейнмановские пра
вила для расчета Z[J] такие же, как для расчета амплитуды пере
хода вакуум—вакуум Z[0] в отсутствии внешнего тока, с той разницей, 
что теперь фейнмановские диаграммы содержат вершины нового 
типа, к которым подсоединена одна линия поля фг. Такая вершина, 
помеченная координатой х, вносит множитель «взаимодействия» iJr{x) 
в подынтегральное выражение фейнмановской амплитуды в коор
динатном пространстве. Эквивалентно, можно сказать, что в разло
жении Z[J] по степеням J коэффициент при слагаемом, пропорцио
нальном iJr(x)iJs{y)... есть в точности сумма диаграмм с внешними 
линиями (включая пропагаторы), соответ- ствующими полям фг(х), 
фs(y) и т. д. В частности, первая производная определяет среднее по 
вакууму от квантово-механического оператора Фг(х), соответству
ющего полю фг(сс):

Иногда приходится иметь дело с функционалами Z[J], опреде
ленными формулой (16.1.1), где фг(х) — не элементарные поля (т. е. 
поля, входящие в действие), а произведения таких полей. Когда фг(х) 
есть произведение N элементарных полей, к новым вершинам в фей- 
нмановских правилах для Z[J] подсоединяются N линий. Некоторые 
из результатов этой главы (включая формулу (16.1.2)) применимы и 
для такого случая, но когда будут рассматриваться фейнманов
ские диаграммы, мы молчаливо будем предполагать, что поля фг(х) 
элементарны.

Z[J] = (VAC, out I VAC, in)j.

= Пс2фя(у) ехр( гДф] + г| d4a^ r (x)Jr(x) + слагаемые
(16.1.1)
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Итак, Z[J] определяется суммой всех амплитуд перехода ва
куум-вакуум в присутствии тока J, включая как связные, так и 
несвязные диаграммы, но при этом не считая различными те диаг
раммы, которые отличаются только перестановкой вершин * в той 
же самой или в разных связных поддиаграммах. Произвольная ди
аграмма, состоящая из N связных компонент, будет вносить в Z[J] 
слагаемое, равное произведению вкладов этих компонент, делен
ное на число N1 перестановок вершин, которые только переставля
ют все вершины в одной несвязной компоненте со всеми вершинами 
в другой **. Поэтому сумма всех диаграмм равна

ОО 1
а д  = I  T7(*W]f = ехр (гВ Д ), (1бЛ.3)

N=0 ^  !

где iW[J} — сумма всех связных амплитуд перехода вакуум-ваку
ум, опять же не считая различными те диаграммы, которые отли
чаются только перестановкой вершин.

По многим причинам полезно сделать еще один шаг, и вместо 
W(J) иметь дело с суммой всех связных одночастично неприводи
мых  (1PI) диаграмм. (Одночастично неприводимая диаграмма не мо
жет быть сделана несвязной путем разрезания какой угодно одной 
внутренней линии.) Можно следующим образом получить формаль
ное выражение для этой суммы. Во-первых, определим ф/(ж) как 
среднее по вакууму от оператора Фг(х) в присутствии тока J:

г (VAC, out |Фг(х)| VAC, in) i 5
ф г  ж )  =  ----------;-------------------------- ;---------------------- ;-------------- = -----------------------------------Z [ J ]  /л с  i  44

(VAC, out I VAC, in) j  Z[J]SJr {x) 1 '

или, в терминах суммы связных диаграмм;

90 Глава 16. Методы внешнего поля

* Здесь и ниже имеются в виду только вершины, порождаемые током J, 
позднее автор называет их J-вершинами. — Прим. ред.

*® Вклад фейнмановской диаграммы с N связными компонентами, содер
жащими пь п2, nN вершин, пропорционален множителю l/(n 1+...+nJV)!, 
возникающему от дайсоновского разложения, и множителю 
равному числу перестановок этих вершин, если считать одинаковыми те 
перестановки, которые только переставляют все вершины в одной компо
ненте со всеми вершинами в другой.
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ф5|г) -W[J]. (16.1.5)5Jr (ж)

Эту формулу можно обратить. Определим J r̂ (ж) как ток, для 
которого выражение (16.1.4) принимает заданное значение фг(х):

ф}(х) = фг (ж), если Jr(x) = J^r (х).

Квантовое эффективное действие 1 Г[ф] определяется (как 
функционал ф, а не J) преобразованием Лежандра:

Г[ф] Щ -J d4x фг(х) Jwr (х) + W[J9 ]. (16.1.6)

Вскоре мы покажем, что Г[ф] есть сумма всех связных одноча
стично неприводимых диаграмм в присутствии тока ,70. Однако сна
чала взглянем на физическое значение этой величины с другой сто
роны.

Заметим, что вариационная производная Г[ф] равна 

5 ™  Г л 4 г ,  , 5 V ( X )  г , ч--------- = -  d хф  х  — ---------- J Лу)
5 Ф Ч у ) )  б ф  Чу ) ф

5J г(х)
+ d4x 5 W[J]

J
_6Jr(x)_ j= jm б ф  Чу )

или, используя (16.1.5),

8Г[ф]
б ф  Чу ) (16.1.7)

Следовательно, Г[ф] есть «эффективное действие» в том смыс
ле, что возможные значения внешних полей фя(у) в отсутствие 
тока J задаются стационарными «точками» Г :

8Цф]
5ф% )

= 0 для J = 0. (16.1.8)

Это можно сравнить с классическими уравнениями поля, оп
ределяющимися требованием стационарности исходного классичес-
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кого действия /|ф|. Поэтому (16.1.8) можно рассматривать как урав
нение движения для внешнего поля ф с учетом квантовых поправок.

Величина Г[ф] не только позволяет получить уравнения поля с 
учетом  квантовых поправок. Эта величина является также 
эффективным действием в том смысле, что iW[J] можно вычислить 
как сумму связных древесных диаграмм для амплитуды перехода 
вакуум—вакуум с вершинами, вычисляемыми так, как будто дейст
вием является не Дф], a G |ф]. Древесными называются диаграммы, 
которые становятся несвязными при разрезании любой внутренней 
линии. При использовании С[ф] вместо Дф] учитываются все эффек
ты петлевых диаграмм.

Чтобы убедиться в этом 2, рассмотрим величину WG[J,g], ко
торая получится вместо W[J], если использовать действие д_1Г[ф] 
вместо Дф]:

exp {iWr [J,g]}=  I I d(Pr (ж) expjzg

}■
 ̂ п,х

+ слагаемые с £
(16.1.9)

с произвольной константой д. Пропагатором в данном случае явля
ется величина, обратная коэффициенту в квадратичном по ф слага
емом действия д_1С[ф], и поэтому пропорционален д, в то время, 
как все вершины дают вклады, пропорциональные 1 /д, так что ди
аграмма с V  вершинами (включая те, которые порождаются током 
J) и I внутренними линиями (включая те, которые присоединены к 
J-вершинам) пропорциональна д . Для любой связной диаграммы 
число петель равно L = I — V  +1, так что L-петлевое слагаемое в 
WG[J, д] зависит от д следующим образом *:

(Wr [J,g])L петель <х-дь ~1. (16.1.10)

Эквивалентно, можно записать (по крайней мере формально):

* По этой причине параметр д в формуле (16.1.9) называют параметром 
разложения по петлям или петлевым параметром, а также параметром 
квазиклассического разложения, поскольку он входит так же, как входит 
постоянная Планка Й (см. ниже примечание автора в разделе 17.2). — 
Прим. ред.
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Wr [J,g]=  (16.1.11 )
L=О

где (как можно увидеть, положив g = 1) величина WG(L)[J] есть L- 
петлевой вклад в связную вакуумную амплитуду W[J,1], которую 
мы получили бы, если бы использовали Г[ф] (без множителя g) вме
сто действия 7[ф].

Нас особо интересует сумма древесных диаграмм, т. е. тех, 
которые не содержат петель, вычисленная с использованием вер
шин и пропагаторов, полученных так, как будто действием является 
не /|ф|, а Г[ф]. В теперешних обозначениях это Wr<0)[J]. Чтобы выде
лить слагаемое с L = 0 в (16.1.11), рассмотрим предел g —* 0. В этом 
пределе функциональный интеграл (16.1.9) определяется доминиру
ющим вкладом точки стационарной фазы:

exp{zWr [J,g]} °с ехр|гд_1[г[ф] +|сг4х ф }(х ) /г (ж)]|, (16.1.12)

где поле фj, которое по определению является полем, порожден
ным током J, есть стационарная точка показателя экспоненты в том 
смысле, что

6Г[(р] -  -J  (х\-  Jr(X>- (16.1.13)
р=ф J

6фг(х)

Множитель пропорциональности в (16.1.12) в общем случае 
является функционалом от J, но степенным рядом по д, начинаю
щимся со слагаемых порядка д°. Поэтому, беря логарифм от обеих 
частей и выделяя слагаемые порядка g \ получаем:

Wl0)[J] = r[(pj] + \d4x(prj(x )J r{x). (16.1.14)

Полагая ф = ф̂  в (16.1.6), видим, что правая часть выражения
(16.1.14) в точности равна W[J]:

W/,0)[J] = W[J].( 16. 1. 15)

Повторим, это означает, что W[J] можно вычислить, исполь
зуя Г[ф] вместо 1[ф] (это отмечает индекс Г) и удерживая только 
древесные (0-петлевые) диаграммы:
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iW[J] = [ \ d(pr(x)
П ,Х

связные
древесные

ехр< Г[(р] + j  фr (x)Jr(x) d4x
(16.1.16)

Далее, всякая связная диаграмма для iW[J] может рассматри
ваться как древесная, вершины которой содержат одночастично 
неприводимые поддиаграммы. Следовательно, для того, чтобы вы
ражение (16.1.16) было правильным, /Г|ф| должно быть суммой 
всех одночастично неприводимых связных диаграмм с произволь
ным числом внешних линий, причем каждая внешняя линия соот
ветствует множителю ф, а не пропагатору или волновой функции. 
По этой причине коэффициенты в разложении Г[ф] по степеням 
полей и их производных в окрестности некоторого фиксированного 
поля ф0 можно рассматривать как перенормированные константы 
связи с «точкой» перенормировки, определенной полем ф0, а не ка
ким-то набором импульсов.

Эквивалентно, гГ[ф0] для некоторого фиксированного поля фг0(х) 
можно выразить как сумму одночастично неприводимых диаграмм 
для амплитуды перехода вакуум—вакуум, вычисленной со сдвину
тым действием 7[ф + ф0] :

^Г[ф0] = Ю^фг(х) ехр{г![ф + ф0]}.
(16.1.17)

1PI

Это верно потому, что каждое место, где ф0 возникает в лю
бой из вершин или пропагаторов внутри одночастично неприво
димых диаграмм в (16.1.17), есть также и то место, где можно под
соединить внешнюю линию поля ф, (Ограничение одночастично не
приводимыми диаграммами играет существенную роль в (16.1.17). 
без этого ограничения можно было бы сдвинуть переменную интег
рирования и получить интеграл, который был бы явно не завися
щим от ф0.) Вместо (16.1.17) часто удобно писать

ехр[гГ[ф0 ]] = J~[ dфr(x) ехр{ ?Г| ф + Фо ]} •
(16.1.18)

1PI
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где вычисляется функциональный интеграл, включающий все ди
аграммы (связные или нет), каждая связная компонента которых 
является одночастично неприводимой.

* * *

Этот формализм обеспечивает простой способ суммирования 
древесных диаграмм. В качестве примера рассмотрим связь между 
полной двухточечной функцией Arx,sy и ее одночастично неприводи
мой частью Р'rX'Sy. Из выражений (16.1.5) и (16.1.7) находим:

r ) S 9 E J % L  =  M M  n f i 1 1 c n

6Jr(x)5Js(y) 5Js{y) ’

ri _  52Г[ф] 57фг(х) 
rx’sy ~  бфг (ж)5ф8(у) 6ф5(у) ‘ (16.1.20)

Отсюда немедленно вытекает, что «матрицы» Д и П связаны 
соотношением:

А = -Г Г 1. (16.1.21)

Это есть аналог знакомого соотношения (10.3.15) между пропа- 
гаторами и собственноэнергетическими частями, с дополнительным 
слагаемым q2 + т2 в знаменателе (10.3.15), представляющим слага
емое нулевого порядка в одночастично неприводимой двухточечной 
функции.

16.2. Вычисление эффективного потенциала

Чтобы увидеть, как на практике работает описанный в предыду
щем разделе механизм, рассмотрим простой пример — перенорми
руемую теорию одного действительного скалярного поля ф(х) с дей
ствием

Лф1 = - J d х (16.2.1)

(Мы здесь включили в лагранжиан «космологическую постоянную» 
~Х по причинам, которые станут ясными в дальнейшем.) Предполо-
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жим для простоты, что мы хотим вычислить Г[(р0] для независяще
го от координат поля ф(|. Тогда каждое слагаемое в Г[(р0] содержит 
множитель, равный объему пространства-времени

Щ  =  j d 4x  = 54(р -  р)(2л)4, (16.2.2)

возникающий из дельта-функции закона сохранения импульса. По
этому при постоянном (р0 можно записать

Г[Ф0] = -Т ^ ф о ) , (16.2.3)

где У(ф) — обычная функция, которую называют эффективным 
потенциалом. В этом разделе мы вычислим эффективный потенци
ал в однопетлевом приближении. Впервые это было сделано Коул
меном и Ю. Вайнбергом'5 при изучении проблемы спонтанного нару
шения симметрии, которая будет предметом обсуждения в гл. 19 и
21. Полученные результаты они использовали в одном из первых 
приложений ренормализационной группы, которое мы опишем в 
разделе 18.2.

Сдвигая ф на ф0, получим выражение для действия *:

7[ф +  ф0] =  - ^

- J

X + ~т 2 фд +

d x ЗрфЭРф + | ц 2(ф0)ф2

^ д ф ^ - [ ш 2ф0 +^дф§]|сг4хф

^ФоФ3 +^бКР4
(16.2.4)

зависящая от поля масса

Ц2(Ф0) = т'2 + g дфо- (16.2.5)

Заметим, что помимо слагаемых, имеющих ту же структуру, 
что и в исходном действии, возникли новые взаимодействия, про
порциональные ф (они не влияют на одночастично неприводимые 
диаграммы) и ф .

* При т2 < 0 существуют ограничения на применимость теории возму
щений, которые обсуждаются в следующем разделе.
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Рис. 16-1. Древесные, одно- и двухпетлевые диаграммы для квантового 
эффективного действия в теории нейтрального скалярного поля ф с 
взаимодействием ф4

На рис. 16.1 показаны фейнмановские диаграммы для Г[ф0] 
вплоть до двухпетлевого порядка. Слагаемое без петель в амплиту
де перехода вакуум—вакуум дается просто постоянным слагаемым 
в 1[ ф + ф0]:

24 (16. 2. 6)

Однопетлевое слагаемое определяется выражением

ехр(гГ!1 петля) [Фо ]) = йф(х) ехр< -  -  i J d4х ЭофЭРф + ^ц2(ф0)ф

+ слагаемые с £

(16.2.7)
В гл. 9 мы научились вычислять эти интегралы. Результат да

ется выражением (9.А.18):

гГ(1 петля)[ф0] = InDet
\ X J

= ----Tr In
2

iK

v Tl
(16.2.8)

где теперь

Э2
Эх Эy x

+ ц2(ф0) -г £ 6 4(ж -у ) . (16.2.9)

Как обычно, для вычисления таких следов полезно диагона- 
лизовать «матрицу» К, перейдя в импульсное пространство:

2
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К Р ,я =

г?4т  . ■„-гр-х У „га-
(2л)2 (2тг) 

= (р2 +)1 2(ф0) -  ге)б4(р -д ) .
(16.2.10)

Логарифм этой диагональной матрицы есть тоже диагональ
ная матрица с логарифмами на главной диагонали:

( i K ) i iIn = In -
- \ к ; - Р,Ч .я

(р2 + ц 2(Ф0) -г е ) S4(p -  q) - (1 6 .2 .1 1 )

Отсюда

Я’<1 петля)[ф0] =  - -

2(2%)4

d4p 

d 4p In

In

г

ж

/

V л у р><?

(р2 +(д2(ф0) - г е )
(16.2.12)

Объединяя выражения (16.2.6) и (16.2.12), находим эффектив
ный потенциал в однопетлевом приближении:

У(ф0) =  А. + ^ т 2ф2 + ^ д Ф о  + / ( ц 2(ф0)),

где

М )  = 2(2п)4
d4p In

г
ТС

(р2 + р.2 -  ге)

(16.2.13)

(16.2.14)

Видно, что эта формула для эффективного потенциала со
держит, к сожалению, ультрафиолетовые расходимости. Однако, к 
счастью, они естественным образом поглощаются перенормировкой 
параметров теории. Хотя интеграл16.2.14) расходится, простой под
счет индекса расходимости показывает, что его можно сделать схо
дящимся, трижды продифференцировав по ц2:

n i l 2) = -
(2 %)‘

- J d 4p (p 2 +  ц,2 -  ге)ч—3
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И опять слагаемое ~г£ показывает, что следует поворачивать 
в плоскости р° протш 

р4 изменяется от — до +°°:
контур в плоскости р° против часовой стрелки, так что р° = г р4, где

■ П и2) = — 4(2л)4
2%2k3dk 1

(?c2 + | i T  3 2 я  ( i

Трижды интегрируя, находим

//(II2) = Ц4]П,Ц2 + А + Вц2 + Ср.4. 
64тс2

Постоянные А, В, С не определяются данным методом вычис
лений, что едва ли является серьезной трудностью, поскольку оче
видно, что они все равно бесконечны. Мы устраняем эти константы, 
определяя «перенормированные» значения X, т2 и д следующим 
образом:

XR = X + А + Вт2 + Cm4, 

т\ = т 2 + дВ + 2дт2С ,

<?r = g + 6g2C.

Окончательный результат для потенциала в однопетлевом при
ближении имеет вид

VYm V - Л I 1 ГО2(П2 . „4 . М ' (Фо) 1п й" (фр ) nfi91R4* (Фо J — R _ т дФо + _ . Фо + , 2 ’ (16.2.15)2 24 64л
где ц(ф0) — зависящая от поля масса, определенная выражением
(16.2.5). В данном порядке ее можно вычислять *, заменяя т и д на 
%  и 9r

ц 2(ф) =  ш |  + ^ д к ф2.

* Имеется в виду данный (первый) порядок разложения по петлям, т.е. по 
петлевому параметру, который выше также обозначен буквой д (см. (16.1.12)).
— Прим. ред.
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Аналогичные результаты верны в случае, когда теория содер
жит комплексное фермионное поле со спином 1/2, взаимодействую
щее со скалярным полем (р. Например, если гамильтониан этого вза
имодействия имеет простой вид Gtp\|A|/, то масса М(ф0) фермиона в 
присутствии постоянного скалярного фонового поля ф0 имеет вид:

М(ф0) = М(0) + Сф0.

Легко видеть, что потенциал (16.2.1) в этом случае получает 
добавочное слагаемое

v l %> =  x R ^  +

_  М4(ф0)1пМ2(ф0) (16.2.16)
32л2 '

Численный коэффициент в новом слагаемом вдвое больше того, 
который стоит перед слагаемым jn4lnjLi2 в (16.2.15), что связано с дву
мя спиновыми состояниями фермиона, описываемого полем \|/, а 
знак этого коэффициента противоположен по той причине, что (как 
показано в гл. 9) фермионные функциональные интегралы от гаус- 
сианов пропорциональны детерминанту матричного коэффициента 
в экспоненте, а бозонные интегралы — обратной величине этих де
терминантов.

16.3. Энергетическая интерпретация

Важное значение имеет интерпретация действия Г[ф] и по
тенциала У[ф] с помощью понятий энергии и плотности энергии, 
соответственно.4 Чтобы увидеть это, предположим, что мы вклю
чаем ток Jn(x,t), который плавно растет от нуля при t = — до 
конечного значения ^ (х ), которое не изменяется в течение долгого 
времени Т, после чего вновь плавно уменьшается до нуля при 
t = Н-оо. Влияние такого возмущения заключается в превращении 
вакуума в состояние с определенной энергией E\J\ (функци
онал от f/*(x)), которое сохраняется в течение времени Т, после 
чего опять возвращается в состояние вакуума. Однако, хотя аут- 
вакуум — то же самое физическое состояние, что и гт-вакуум,
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векторы состояний отличаются на фазу ехр(—iSjjfT), накопившу
юся за время Т:

(VAC, out VAC, in}( exp( Щу]'Г). (16.3.1)

Сравнивая с выражениями (16.1.1) и (16.1.3), находим:

W[J] = -Е[£]Т. (16.3.2)

Чтобы увидеть связь между этой энергией и эффективным 
действием, предположим, что мы ищем состояние которое ми
нимизирует среднее значение энергии

, _(а,нп)
' (1б'3'3) 

подчиненное условию, что квантовые поля Фп(х,{) имеют не зави
сящее от времени среднее значение фи(х):

(П,Фп(х,1)П)

(O.Q) = Ф" <5[)' <1б-3 '4)

Кроме того, удобно наложить на П условие нормировки:

(П,П) = 1. (16.3.5)

Чтобы минимизировать среднее значение (16.3.3), удовлет
воряющее ограничениям (16.3.4) и (16.3.5), используем метод мно
жителей Лагранжа и будем искать минимум величины

(о , н а )  -  а(п , а )  -  J d3x  р" (х)(о, ф п (х)п) (i б.з.б)

без ограничений на £1. Имеем:

Ж1 = a£l + j  d3x  Р" (х)Фп (х ). (16.3.7)

Как а, так и (3” (х) следует выбрать так, чтобы удовлетворя
лись ограничения (16.3.4) и (16.3.5), поэтому эти величины функцио
нально зависят от заданного среднего значения ф„(х).
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Далее, мы сказали, что в присутствии тока j fB(x) гамильтони
ан Я -  Jd3x ./"(х)Ф и (х) имеет собственное значение E[f\:

[Я -  j  d3x ./тг(х)Фп(х)]^ / = ВДЧ% (16.3.8)

с нормированным собственным вектором Кроме того, поскольку 
плавное включение тока переводит вакуум в данное собственное 
состояние с определенной энергией, можно предположить, что Е[/] 
есть низшее энергетическое состояние в присутствии этого тока. 
Таким образом, соотношения (16.3.4), (16.3.5) и (16.3.7) удовлетворя
ются следующими величинами:

Q = 4 V  (16.3.9)

а = (16.3.10)

(Зп(х) = /^ (х ), (16.3.11)

где /ф(х) — ток, для которого среднее значение Ф(х) в состоянии Ч,/ 
равно ф(х).

Полагая в (16.3.8) = Д, и беря скалярное произведение с 
находим минимальную энергию состояний, в которых поля Фп удов
летворяют условию, что их средние значения равны фте:

(Н)п = 4 ^ ф ] + 1с|3ж-/ф(х)(р« (х )- (16.3.12)

Вспоминая (16.3.2) и предполагаемый вид j :(ж), получаем:

(Н )а = ^ [ - w [^p] + -fd4xJ9 (x)(p« (x)] = “ ^ r[(p]' (1б-3-13)Т

Как отмечалось в предыдущем разделе, если поле ф(х) имеет 
постоянное значение ф в большом пространственно-временном объеме 
ч 4 7 3Т, эффективное действие можно записать, введя эффектив
ный потенциал У(ф):

Г[ф] = -УдТУ(ф). (16.3.14)
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В этом случае из (16.3.13) следует, что плотность энергии равна 

(Н)а / * 3=V(<p). (16.3.15)

Это и есть главный результат: величина V((p) есть минимум 
среднего значения плотности энергии для всех состояний, удов
летворяющих условию, что средние значения скалярных полей Фп 
равны фп. Одно из следствий этого утверждения заключается в 
том, что в отсутствие внешних токов вакуумное состояние перехо
дит в равновесное состояние, в котором потенциал У(ф) не только 
стационарен (что требуется уравнениями поля (16.1.8)), но и ми
нимален.

Полученный результат помогает решить проблему интерпре
тации квантового эффективного потенциала. Евклидовая версия 
формализма функциональных интегралов (описанная в Приложе
нии А к главе 23) делает очевидным, что двухточечная функция А 
положительна (в матричном смысле), так что в силу (16.1.2) это же 
верно для —П = А Ч С учетом (16.2.3) из этого следует, что эффек
тивный потенциал У(ф) одного скалярного поля должен иметь по
ложительную (или нулевую) вторую производную по ф. Более об
щее утверждение гласи, что эффективный потенциал должен быть 
выпуклым :5

У(Хф, + (1 - Я)ф2) < ХУ(ф,) • (1 Х)У(фй) при 1) <Х<  1.

Однако исследование соотношения (16.2.13) показывает, что 
при т2 < 0 и g > 0 в древесном приближении эффективный потен
циал скалярной теории поля с действием (16.2.1) имеет отрица
тельную вторую производную, если ф находится между двумя ми
нимумами эффективного потенциала в точках ±уб| т 2\/д ■ Это 
противоречие возникает из-за того, что вывод теории возмущений 
неявно предполагает существование стабильного вакуума, но когда 
У"(ф) < 0, поле ф имеет значение ф, в котором У(ф) -  / фф имеет не 
минимум, а максимум, и это означает, что вакуумное состояние в 
присутствии тока Jф нестабильно.

Так что же является истинным эффективным потенциалом для 
такой скалярной теории, когда т2 < 0, а ф находится между двумя 
минимумами потенциала? Результат этого раздела сводится к тому, 
что мы должны найти состояние с минимальной энергией, в кото

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



104 Глава 16. Методы внешнего поля

ром среднее значение оператора Ф равно (р. До тех пор, пока (р нахо
дится между двумя минимумами потенциала, можно придать Ф 
среднее значение (р, выбрав состояние как подходящую линейную 
комбинацию двух состояний, в которых (р находится в точках мини
мумов ф — + б̂| ш 2\/д ■ Энергия этого состояния равна энергии в ми
нимумах, так что такое состояние действительно минимизирует 
энергию. (По причинам, объясненным в разделе 19.1, интерферен
ционные слагаемые исчезают в пределе бесконечного объема.) Та
ким образом, эффективный потенциал между двумя минимумами 
потенциала есть константа, удовлетворяющая требованию неотри
цательности второй производной. Те же рассуждения показывают, 
что в более общих теориях, в которых потенциал имеет два локаль
ных минимума с разной энергией, потенциал между этими мини
мумами линеен 6.

16.4. Симметрии эффективного действия

В некоторых случаях симметрии действия Дф] автоматически 
являются симметриями эффективного действия Г[ф], так, в разоб
ранном в разделе 16.2 примере действие (16.2.1) симметрично от
носительно дискретного преобразования ф —» —ф. Из определения 
величин 2[ф] и W[$] следует, что они четны относительно соответ
ствующего отражения J —» —J. Тогда из соотношения (16.1.5) следу
ет, что ф- j  = -ф j, и поэтому J_<р = -J „, так что согласно формуле
(16.1.6) эффективное действие Г[ф] является четным относительно 
замены ф —» —ф. Это подтверждается результатом однопетлевых 
вычислений (16.2.15). В частном случае М(0) = 0 вклад фермионных 
петель в (16.2.16) также обладает симметрией относительно ф —> —ф, 
так как в этом случае действие инвариантно относительно комбини
рованного преобразования ф —> -ф, \|/ —> у5\|Л

При доказательстве перенормируемости теории мы столкнем
ся с трудностями, если только нам не удасться показать, что сим
метрии исходного классического действия остаются в силе и для 
эффективного действия. В приведенном выше примере, если Дф] 
считалось четным по ф, а в Г[ф] эта оказалось не так, то коэффици
енты при слагаемых в Г, пропорциональные 1<Л4хф и {й4хф3, будут 
расходящимися, однако симметрия действия не позволит ввести 
контрчлены для поглощения этих бесконечностей.
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С учетом этих рассуждений рассмотрим важный класс сим
метрий, порождаемых бесконечно малыми преобразованиями

Хп(х) -»  %п(х) + eFn[x;%], (16.4.1)

где F” — функция от х функционально зависящая от с". (Напри
мер, F”[x;e] может быть обычной функцией с" и их производных 
в точке х.) Мы теперь используем символ с" вместо (рг для обозначе
ния разных типов полей, чтобы подчеркнуть, что они включают не 
только обычные калибровочные поля и поля материи (которые 
в следующей главе будут обозначаться фг(х)), но и все другие поля, 
возникающие в действии с фиксированной калибровкой, включая 
поля духов. Повторим, что сп{х) могут быть полями любого типа, 
а не только скалярами.

Предположим, что как действие, так и мера инвариантны от
носительно преобразования симметрии (16.4.1):

I[Z + eF] = I[x\,

П  d(xn(х) + eF” [х; %]) = Ц  dxn (х).

(16.4.2)

(16.4.3)

(В действительности достаточно, чтобы только произведение 
(II,, d%n(x)) ехр(г.Г) было инвариантным, но если это верно, обычно 
выполняются и соотношения (16.4.2) и (16.4.3).)

Заменяя переменные интегрирования в (16.4.1) на %”(х) + 
eFn[x;x], имеем

Z[J\ = n d (% n(x) + eFn[x;x])
п,х

х ехр|гДх + e-F] + t jd 4cc(%n(3?) + вFn[x; %])jn(x)J

exp {̂iilX'I + dix(xn{x) + eFn[x; x\)Jn(x )}

— Z[J] + Z£ ]/■Y\dxn{x) | | Fn[y,x\Jn{y)diy,
\n,x

x exp{/7|xl + i\d4x%n(x) Jn (x)},
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откуда

\d S{F n{ y ) ) Jw(y) = 0, (16.4.4)

где ( )j означает квантовое среднее в присутствии тока Jn(x),

П  d%n(x) Fn[y;xl

х expjiT[%] + г| d4x%n(x) Jn(x)},

нормированное так, что (l)j = 1. Вспомним, что Jn(y) выражается 
через эффективное действие соотношением (16.1.7):

г г, > -  5ГШП,% (У) s п ч '
8% (у)

Поэтому (16.4.4) можно записать в виде

8Г[%]0 = | diy{Fn(y) (16.4.6)

Иными словами, Г[%] инвариантно относительно инфинитезималь- 
ного преобразования

(16.4.7)% (у) % (у) + (у)

Подобные условия симметрии известны под названием тож
деств Славнова-Тейлора 1.

Та ли это симметрия, с которой мы начинали? Это так для 
одного очень важного класса инфинитезимальных преобразований 
симметрии, которые линейны. Для таких симметрий F имеет вид:

Fn[x-,%] = sn(x) + j t nm(x;y)xm(y)diy. (16. 4. 8)

(Чаще всего sn(x) обращается в нуль, a tnm(x) есть постоянная 
матрица, умноженная на d4(x — у).) Для любого линейного F имеем

Еп(ж))  ̂ = sn(x) + J tnm{x; y)(%m(y))}diy.
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Но для любого фиксированного х величина ,Jy определена как 
значение тока J, при котором (%m(y))j становится равным %т{у), 
так что

(Fn(x)) = sn(x) + j t nm(x;y)xm(y)d4y = Fn[x;%]- (16.4.9)

Следовательно из (16.4.6) вытекает, что Г[%] должно быть ин
вариантным относительно всех функциональных линейных преоб
разований х" —> %п + zFn, оставляющих инвариантными Дх] и меру.

Иногда приходится иметь дело с нелинейными преобразова
ниями симметрий. Важным примером является БРСТ преобразова
ние, обсуждавшееся в разделе 15.7. Для нелинейных преобразова
ний преобразование симметрии (16.4.7), относительно которого 
инвариантно эффективное действие, в общем случае не совпадает 
с тем исходным преобразованием симметрии (16.4.1), которое остав
ляет инвариантным исходное действие, так как среднее от нели
нейного функционала полей в общем случае не совпадает с тем же 
функционалом от средних полей. Действительно, форма (F) как 
функционала % зависит в общем случае от динамики системы и обычно 
нелокальна. В следующей главе мы преодолеем это осложнение, ис
пользуя метод антискобок.

До сих пор мы молчаливо предполагали, что все поля хп и 
соответствующие функции преобразования F” и токи Jn являются 
бозонными. Теперь следует обратить внимание на знаковые множи
тели, возникающие в случае, когда некоторые из указанных вели
чин — фермионные, как, в частности, имеет место для суперсим
метрии или БРСТ преобразований, где £ — фермион, а %” и Fn 
имеют противоположные статистики. Если токи располагаются в 
действии справа от полей, как в выражениях (16.1.1) и (16.4.5), то 
формулы (16.1.5) и (16.1.7) примут вид

§ RW[J] 

&т(У)
х ? т .  (16.4.Ю)
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(16.4.11)

где нижние индексы R и L указывают, что производная действует 
справа или слева. В результате тождество Славнова—Тейлора (16.4.6) 
можно записать в виде

1. Рассмотрите теорию действительного псевдоскалярного поля 
ф(х) и комплексного дираковского поля Х|/(ж) массами М и ш ,  
соответственно, с взаимодействием вида gr\j/y5\|Kp. В однопетле
вом приближении вычислите эффективный потенциал для 
ф = constant, \|/ = 0.

2. Выведите общие формулы для 63W[J] /  Ы п(х)Ы т{у)Ы ̂ z) и 
84W[J] /  Ып(x)bJm(y)bJl{z)bJк(w) через вариационные производ
ные Г[ф] по ф. Покажите, какие фейнмановские диаграммы со
ответствуют каждому слагаемому в этих формулах.

3. В однопетлевом приближении вычислите эффективный потен
циал для теории нейтрального скалярного поля ф с лагранжиа
ном взаимодействия дф3/6 в шести пространственно-временных 
измерениях.

4. Пусть действие Дф] инвариантно относительно конечного ли
нейного преобразования фп(х ) —> LmMnm(pm(x). Относительно 
какого преобразования токов инвариантна в этом случае вели
чина W[J]? Используя этот результат, найдите свойство сим
метрии Г[ф].

(16.4.12)

Задачи
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Перенормировка калибровочных теорий

Вернемся к рассмотрению калибровочных теорий и восполь
зуемся описанным в предыдущей главе формализмом внешнего поля 
для изучения перенормируемости таких теорий и проведения важ
ных вычислений.

В данном разделе мы используем описанную в разделе 15.7 
БРСТ симметрию для того, чтобы продемонстрировать фундамен
тальное свойство квантового эффективного действия, впервые 
обнаруженное Зинн-Жюстеном '. Согласно общим правилам, обри
сованным в разделе 16.4, БРСТ инвариантность действия 1[%] на
кладывает на эффективное действие Г[%] условие

где изменение %п{х) в результате БРСТ преобразования с инфини- 
тезимальным фермионным параметром 0 равно:

а (...) означает вакуумное среднее, вычисляемое в присутствии тока 
Jv  так что вакуумное среднее операторных полей Х п(х) равно с- 
числовым функциям %"(х). Возникающая сумма по п берется по всем 
полям в БРСТ формализме , т. е. по соа, со*а, ha, а также по калиб-

17.1. Уравнение Зинн-Жюстена

(17.1.1)

8eXn(^) = 0Ап(ж), (17.1.2)
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ровочным полям и полям материи, которые в разделе 15.8 были 
коллективно обозначены фг. Поскольку Ап(х) квадратична по полям, 
когда %п — поле материи, калибровочное поле или (0а, из соотноше
ния (17.1.1) в общем случае не следует, что эффективное действие 
инвариантно относительно того же БРСТ преобразования, что и само 
действие.

Чтобы справиться с этим осложнением, воспользуемся при
емом, который полезен при рассмотрении любого типа нильпотент- 
ных преобразований симметрии. Во-первых, введем набор с-число- 
вых внешних полей Кп(х) и определим новое эффективное действие

Г[%, К] = W[J%iK,K] -  \ dAxxn(x)J%iKn(x) , (17.1.3)

где связная амплитуда перехода вакуум—вакуум W вычисля
ется здесь с помощью действия в фиксированной калибровке * 
I +  id4xAnK„:

Y\d%nix)
П ,Х

ехр(г! + i j d4xAnKn + г|d4x%nJn) (17.1,.4)

a Jy K — ток, требуемый для того, чтобы придать полям средние 
значения % в присутствии внешних полей К:

5 RW [ J , K ]

8 J Ах)
т %п{х).

j = j .
(17.1.5)

Х,к

(Поля Кп должны иметь ту же фермионную или бозонную статисти
ку, что и А", которая противоположна статистике %".) Так как БРСТ 
преобразование нильпотентно, величины А"(.г) БРСТ инвариантны, 
поэтому по аналогии с тем, как это было сделано в разделе 16.4, 
можно показать, что новое эффективное действие Г[%, К] удовлет
воряет условию БРСТ инвариантности:

* Здесь I есть действие INEW, модифицированное так, как описано в 
разделе 15.7, и зависящее от полей гостов и антигостов юа и га*а и вспомо
гательных полей ha. С этого момента мы отбрасываем пометку NEW.
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dix(̂ An{x)j
х,к

8ьГ[х,К]
8%п{х)

= О, (17.1.6)

где к означает среднее по вакууму, вычисленное в присутствии 
тока J и внешних полей К:

Ш ) J,K

Я п dxn(x)]f)[x]eэФ[ i l  +  i\ dixAnK n + zj d4x%nJn)
J [n n,x d%n(x)\ exp ( i l + гJ dixAnK n + гJ dix%nJnji

(17.1.7)

Удобно выразить среднее от А" как вариационную производ
ную эффективного действия. Беря правую вариационную производ
ную от (17.1.3) по К, имеем:

8 RT [x ,K ]_ b 3 W[J,K]
8 Кп(х) 5 Кп(х)

+
j = j .Х,К

4 8RW[J,K] 
а у

8 Jm(y) j=j-Х,К

%,Кт(У) 
ЬКп{х)

dAyXm(y)
8 rJх,Кт(У) 

8 Кп(х)

Используя (17.1.5), видим, что два последних слагаемых сокраща
ются, и с учетом определений (17.1.4) и (17.1.7) приходим к желае
мому соотношению

8кГ[Х,К] 8 RW[J,K]

8 Кп(х) 8 Кп(х)
= (Аа(х)

j = j .
Jx,K’K (17.1.8)

ЖЛ

Условие БРСТ симметрии (17.1.6) может быть теперь переписано 
как простое условие, содержащее только эффективное действие:

d x 8КГ[х,К]  8ьГ[х,К] =
8 К А х)  8%п(ж)

0. (17.1.9)

Это условие называется уравнением Зинн-Жюстена. Как было от
мечено после формулы (15.9.3), взаимная перестановка полей и ан
типолей (или в данном случае %” и Кп) приводит лишь к изменению 
знака в левой части (17.1.9), так что его можно записать как
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(Г,Г) = 0, (17.1.10)

где роль антиполей к полям %п в антискобке играют Кп:

(F,G) = d х
8RF[X,K ] 8 LG[X,K\ 

8%п(х) 8K (x)
d x 8r F [ X, K ]

8 K ( x )  8%n(x)
•(17.1.11)

Формально это уравнение совпадает с мастер-уравнением Батали- 
на-Вилковыского, которое мы обсуждали в разделе 15.9, но здесь 
оно возникает как условие на квантовое эффективное действие Г[%,К], 
а не на фундаментальное действие Мы используем уравне
ние Зинн-Жюстена (17.1.10) в двух следующих разделах для того, 
чтобы показать, как перенормировать калибровочные теории, и в 
разделе 22.6 — для изучения аномалий в этих теориях.

17.2. Перенормировка. Непосредственный анализ

Простейшие неабелевы калибровочные теории перенормируемы 
в дайсоновском смысле, т. е. все операторы в лагранжиане имеют мас
совую размерность, равную четырем или меньше. Как мы видели в гл. 
12, это гарантирует, что расходимости в квантовом эффективном дей
ствии возникают только в слагаемых, которые могут быть сокращены 
введением контрчленов во взаимодействие с размерностью четыре или 
меньше. Но перенормируемость включает и другие требования. Вид 
лагранжиана ограничен условиями калибровочной инвариантности и 
другими симметриями. Для того, чтобы теория была перенормируе
мой, необходимо, чтобы бесконечности в квантовом эффективном дей
ствии удовлетворяли тем же условиям с точностью до возможной пе-

« 9ренормировки полей.
Эффективное действие Г[х,К] — сложный функционал % и К, 

и условие симметрии (17.1.9) накладывает на него весьма сложные 
ограничения. К счастью, для расходящихся слагаемых в Г дела об
стоят значительно проще. Запишем действие S[%,K] = 1[%] + jd4xAnKn 
как сумму слагаемого »S'K|x,.KJ, в котором массы и константы связи 
равны своим перенормированным значениям, и поправки ^[х ,^ ], 
содержащие контрчлены, с помощью которых мы собираемся со
кратить расходимости петлевых диаграмм. Как SR, так и сле
дует выбрать так, чтобы они обладали симметриями исходного
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действия 5”[х,К]. Вопрос состоит в том, обладают ли бесконечные 
части высших поправок к Г обладать теми же самыми симметрия
ми, так, чтобы их можно было сократить контрчленами в $  «

Величину Г можно разложить в ряд слагаемых возникаю
щих из диаграмм ровно с N петлями, и слагаемых от диаграмм с N— 
М петлями (1 < М < N), включая различные контрчлены в S„[x,K\, 
которые будут использоваться для сокращения бесконечностей в 
диаграммах с полным числом петель, равным М:

оо
П.Х,К] = £ Г N[x,K ]. (17.2Л)

N=0

Тогда для каждого N условие симметрии (17.1.10) принимает вид *

оо

L ( r r , W )  = °- (17.2.2)
jv'= o

В сумме (17.2.1) ведущее слагаемое равно Г0[%,К] = S |, и 
оно, естественно, конечно. Предположим, что для всех М < N — 1 
все расходимости, возникающие из М-петлевых диаграмм, сокра
тились контрчленами в S Тогда в условии (17.2.2) бесконечности 
могут возникнуть только в слагаемых с N' =  0 и N' = N, которые 
равны друг другу, откуда следует, что расходящаяся часть из 
Гд, подчинена условию

оSR,r NJ  = 0 . (17.2.3)

Это — принцип симметрии, порождаемый действием SR, аналогичный 
тому, который описывается формулами (15.9.16) и (15.9.17). Заметим,

* Такие рекуррентные (порядок за порядком) соотношения можно фор
мально вывести, повторяя рассуждения из раздела 16.1. Если заменить дей
ствие SR на gf—1*S'R, то вклад связной L-петлевой диаграммы с I внутренними 
линиями и V вершинами умножается на g’7-7 = gL_1. Если связанные с JV- 
петлевыми диаграммами контрчлены в Sx также снабдить множителями gN, 
то Гь будет значением слагаемого в Г порядка gL_1 при g = 1. Условие (17.2.2) 
следует тогда из требования, чтобы равенство (17.1.10) было верным в каж
дом порядке по д. В системе единиц СГС действие имеет ту же размерность, 
что и Й, поэтому в функциональном интеграле оно входит вместе с множи
телем 1/Й, и для подсчета числа петель можно использовать Ь вместо д.
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в частности, что преобразование X н» (SK,X) действует не только на 
поля хп. но и на внешние поля Кп.

До этого момента мы не использовали ни одного из специ
альных свойств перенормируемой теории Янга- Миллса. Заметим, 
однако, что согласно общим правилам подсчета индекса расходимо
сти в перенормируемой теории, где все бесконечности сокращают
ся в поддиаграммах Г№ бесконечная часть [х,К] из r w[%,K] мо
жет быть только суммой произведений полей (включая К) и их 
производных массовой размерностью четыре или меньше. Наконец, 
рассуждения из раздела 16.4 показывают, что Г[%,К] и, следова
тельно, FiVoo[%,K] инвариантны относительно линейно реализован
ных преобразований симметрии, относительно которых инвариант
но действие. (Как объясняется ниже, такими преобразованиями 
являются: преобразования Лоренца, глобальные калибровочные пре
образования, трансляции антигостов и фазовые преобразования го
стов, отвечающие сохранению гостовского числа. Конечно, вспомо
гательным полям Кп нужно приписать определенные свойства 
относительно этих преобразований симметрии.) Эти условия вместе 
с (17.2.3) достаточны для того, чтобы знать все необходимое о струк
туре 1д'ДхД1-

Чтобы применить эти условия, требуется знать размерности 
внешних полей Кп. Если поле %" имеет массовую размерность dn, то 
Дп имеет размерность dn + 1 (это можно увидеть из анализа правил 
БРСТ преобразования (15.7.7)—(15.7.11)), и для того, чтобы jd4xKnАп 
был безразмерен, поле Кп должно иметь размерность 3 -  dn. Все 
поля Л‘ч', (о“ , ю*“ имеют размерности dn =  +1, так что соответству
ющие Кп имеют размерность +2. (Мы не вводим никакого внешнего 
поля, соответсвующего ha, так как это поле БРСТ инвариантно.) 
Все поля материи \|/г спина 1/2 имеют размерность 3/2, так что 
соответствующие Кп должны иметь ту же размерность 3/2. Соот
ветственно величина типа ГИоо[%,К] размерности четыре может быть 
не более чем квадратична по любому из полей Кп. Кроме того, сла
гаемые второго порядка по Кп не могут содержать никаких других 
полей, за исключением слагаемого второго порядка по полям Кп, 
отвечающим полям материи спина 1/2, которое может включать не 
более одного дополнительного поля размерности единица.

Теперь можно использовать сохранение гостовского числа, что
бы показать, что на самом деле Г^ЛхД] вообще не содержит слага
емых второго порядка по Кп. Для доказательства нам потребуется
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знать гостовские квантовые числа полей Кп. Если поле %" имеет го- 
стовское квантовое число уп, то это число для А" равно уп +  1, по
этому полям Кп следует приписать гостовекое квантовое число 
~Уп — 1. Для полей \)/г, &)“ и со» соответствующие числа равны 
О, 0, +1 и —1, так что отвечающие им внешние поля Кп имеют 
духовые числа —1, —1, —2 и 0. Это исключает наличие в r Woo[x,K] 
любых слагаемых второго порядка по Кп, если не считать одного 
возможного исключения для слагаемого второго порядка по внешним 
полям К*а, отвечающего полям со*“ (но не содержащего никаких 
других полей). Однако и эти слагаемые запрещены по другой при
чине. БРСТ преобразование полей (0*“ линейно по полям, причем

Д“ * = - h a, (17.2.4)

так что в данном случае

8][Хлг,°Л%>
б к Г

не зависит от К*а. Отсюда следует, что r Woo[x,K] линейно по Ка'* и 
зависит от этих полей только через слагаемое -|d4xK*a7i“. (Поля К*а 
и ha — бозонные, так что их порядок несуществен.) В частности, 
при N >  0 величины ГИоо[%,К] не зависит от Ка'*.

Мы видим, что величина r Woo[%,K] самое большее линейна по 
всем Кп. Запишем это в виде

= r Woo[x,0] + Jd4x ^ [x ;x ]K n(x). (17.2.5)

Напомним также зависимость SR от К:

SR [X, К] = SR [X] + j  d4x [x; x]Kn (x ).

Поэтому слагаемые нулевого и первого порядка по К в (17.2.2) дают *

Вторые слагаемые в (17.2.6) и (17.2.7) приводятся к указанному виду, 
если вспомнить, что %п и Кп имеют противоположную статистику, и поэто
му для любых бозонных функционалов А и В

_ 8rB 8l A 
8Хп 5Кп ~ 8Хп 5Кп ~ 5Кп 5ХП '

К]
=  А1 = - h c
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d х Лп[х;х]-
8т Гл. , -'ьАлг,ос[Х>0]

8%п(х)
b LS R l%}

Ьхп{х)
= о (17.2.6)

И

d4x A, U ;x ) h m m + m K X ) m , y )
8%n(x) 8%n(x) - °>  (17.2.7)

соответственно. Смысл этих соотношений станет, может быть, яс
нее, если ввести величины

r {NE)lx\ = S R М  + еГ*. Гх,<4, (17.2.8)

и
А{̂ п(х) s  Дп(х) + еЖ§(Х), (17.2.9)

с бесконечно малым е. Тогда из соотношения (17.2.6) с учетом БРСТ 
инвариантности следует, что Гу'[Х] инвариантна относительно 
преобразования

Хп(х) %п(х) + вА%)п(х), (17.2.10)

а из соотношения (17.2.7) вместе с нильпотентностью исходного преоб
разования БРСТ следует, что это преобразование нгиаьпотентно.

Теперь следует понять, какова возможная форма такого ниль- 
потентного преобразования. Как уже отмечалось, Г\. содержит толь
ко слагаемые размерности четыре или меньше, так что (fflN и, сле
довательно, А[уП(х) имеют массовую размерность, не превышающую 
размерность функции Д"(х) в исходном БРСТ преобразовании. Кро
ме того, ®п№ а отсюда и А(̂ п(х) должны иметь такие же свойства 
относительно лоренцовских перобразований и такие же гостовские 
квантовые числа, как и Дп(х). Поэтому самый общий вид преобразо
вания (17.2.10) таков:

\|/ + iQ(£>aTa\\f,

Лхц ^ац + + Ахру^р^у]’
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~̂  _ ®̂ u|jy®p®y >

где Та — некоторая матрица, действующая на спинорные поля, а 
В ф  Dapy и £ару — константы, причем антисимметрична по (3 и 
у. Кроме того, преобразования со*а и ha линейны и поэтому не изме
няются:

Юа Юа _ •

Наложим теперь условие нильпотентности. Наиболее важное 
требование заключается в том, что £ap̂C0pC0Y должно быть инвариант
ным. Это приводит к требованию, что Ê p̂ggWgCOgOOy должно обра
щаться в нуль, так что полностью антисимметричная по 8, е, у 
часть EapyEp§e также равна нулю:

о̂фу̂ рбе + ®арЕ̂ Ру8 + а̂рб̂ реу —  ̂'

Но такое соотношение означает, что есть структурная костанта 
некоторой алгебры Ли <‘. Так как при е —> 0 £ар7 переходит в струк
турную константу Сару исходной калибровочной алгебры Ли 4, ал
гебры ( il 4 должны совпадать, и структурная константа Еа̂ у может 
отличаться от исходной Сару лишь множителем *:

Е«ру — "̂ Сару .

(Это верно для простых калибровочных групп; в общем случае для 
каждой простой подгруппы должен быть свой множитель X.)

Обратимся теперь к условию, что преобразование (17.2.10) дол
жно быть нильпотентным при действии на калибровочные поля. Тре
бование, чтобы Bap3̂ 0)p + DapyAp(1OOy было инвариантным приводит к 
уравнениям

Axpy^pSe ““ ^оере^рбу = ^ргуАхбр = ^Cp8yD a5p

* Требование глобальной калибровочной инвариантности исключает воз
можность любого нетривиального преобразования подобия в соотношении, 
связывающем и Capr
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В а р £ ру6 “  Д х р 8 В ру •

Первое уравнение имеет единственное решение *

о̂фу — '̂ -'аРу .

Из второго уравнения вытекает, что матрица Вар коммутирует с 
присоединенным представлением калибровочной группы, и поэто
му (поскольку мы выбрали структурные константы полностью ан
тисимметричными) должна быть пропорциональна кронекеровско- 
му дельта-символу с коэффициентом, который мы обозначим WJti

-®ар — X  • ( б а р .

Наконец, условие, что преобразование (17.2.10) нильпотентно при 
действии на фермионные поля (если таковые имеются), требует 
инвариантности СйаТа\|/. Отсюда

[Тр,Ту] = iEa$yTa ,

так что Та отличается только множителем У, от генератора ta исход
ного лагранжиана:

Т = X 11а Л ‘'а ■

Таким образом, мы показали, что, не считая появления но
вых констант X и ,/(, преобразование (17.2.10) совпадает с исходным 
БРСТ преобразованием:

\|/ -»  \|/ + i % 0to“ ta\|/, (17.2.11)

Лхц Aa\i +5Гв[*о1'^©а + Цз#^1®у]> (17.2.12)

* Матрица (Dy)â = D^/J, удовлетворяет коммутационным соотноше
ниям калибровочной алгебры Ли [Dy,DE] = CpEyDp. Однако единственное 
пред-ставление простой алгебры Ли 4 с той же размерностью и теми же 
трансформационными свойствами, как и присоединенное представление, 
есть само присоеди- ненное представление.
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-^ З Г 0 С а&гЮрСат , (17.2.13)

® а _> й а _ ^а> (17.2.14)

ha ^ h a . (17.2.15)

Теперь мы должны использовать эту симметрию для ограни
чения структуры исправленного действия (17.2.8). Так как оно со
держит только исходное перенормированное действие и бесконеч
ный вклад от n-петлевых поправок, это действие должно быть 
интегралом от лагранжиана

4 e) = Jd4$#|l, (17.2.16)

где / — локальная функция полей и их производных размернос
тью (в степенях массы) не выше 4. Кроме того, как было показано в 
разделе 16.4, должно быть инвариантно относительно всех сим
метрий исходного лагранжиана, которые линейно действуют на поля. 
Чтобы установить эти симметрии, вспомним, что в обобщенной 
^-калибровке «новый» лагранжиан в (15.7.6) принимает вид, получа
ющийся заменой слагаемого -(Э^А^)(ЭуАц) /  22, в (15.6.16) на слагае
мые h j a +  ^ h j i a'

N̂EW  ̂F& «̂}iv
* 1 (17.2.17)(Э^юа)А^Ор + hud^Al} + - ^ h aha . '

Сл

Исследование этой формулы обнаруживает следующие линей
ные симметрии.

1. Лоренцовская инвариантность.

2. Глобальная калибровочная инвариантность, т. е. инвари
антность относительно преобразований

= iea(ta)ln\\im{x), (17.2.18)
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8А^(х) = Сруа£аА ^ (х ), (17.2.19)

8(0р(ж) = Срта£аО)у(ж), 

6(йр (ж) = Сруаеасо (̂ж),

(17.2.20)

(17.2.21)

Ыг^х) = Сруа£а1гу( х) (17.2.22)

с постоянными параметрами е“.

3. Антигостовская трансляционная инвариантность, т. е. ин
вариантность относительно преобразования

с произвольными постоянными параметрами са.

4. Сохранение гостовского числа, т. е. числа, равного +1 для 
0)(/, —1 для 0У Н и 0 для всех остальных полей.

Продолжим теперь исследование возможной структуры наи
более общего лагранжиана, который перенормируем в том смысле, 
что содержит только слагаемые с размерностью +4 или меньше, 
обладает указанными линейно действующими симметриями и ин
вариантен относительно модифицированных БРСТ преобразований
(17.2.11)—(17.215).

Из (17.2.17) можно сделать вывод, что поля соа, (0*а и ha 
имеют массовые размерности +1, +1, +1 и +2, соответственно. Заме
тим также, что из сохранения гостовского числа вытекает, что со и со* 
возникают парами, а из антигостовской трансляционной инвариант
ности следует, что со* должно входить только под знаком производной. 
Каждая пара полей со и Зцсо* добавляет +3 в размерность, так что 
требование перенормируемости исключает любое слагаемое с более 
чем одной такой парой. Но если эта пара одна, то может входить еще 
не более чем одна производная или одно дополнительное калибро
вочное поле. С учетом лоренц-инвариантности единственными раз
решенными перенормируемыми взаимодействиями, включающими 
поля гостов, являются линейные комбинации слагаемых вида 
дцСО̂ Э̂ сОр или Э̂ со̂ А̂ уЮр.

(17.2.23)
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Далее, рассмотрим слагаемые, содержащие поле ha и, воз
можно, другие поля, кроме (О и со*. Размерность этого поля равна 
+2, так что требования перенормируемости и лоренц-инвариантно- 
сти позволяют этому полю появиться только * в произведении либо 
с другим полем Tip, либо с величинами Э̂ А̂ р или А̂ рА̂ у.

Наконец, лагранжиан будет содержать перенормируемые сла
гаемые, включающие только поля материи и калибровочные поля. 
Назовем сумму этих слагаемых Собирая все результаты и ис
пользуя глобальную калибровочную инвариантность, находим, что 
самое общее перенормируемое взаимодействие, допускаемое пред
полагаемыми симметриями (не считая БРСТ инвариантности), име
ет вид

SP N — У'уА "*"2"  ̂ с ^а^ц -^а — еофу^'а-‘̂ р -̂ -7ц
. * (17.2.24)

-  2 ш 0 Д ) ( аД )  “  (гвру(Э(1(0(Х)ШрЛ̂  ,

где С', Zw х, dapY и е(Хру — неизвестные константы, на которые нет 
никаких ограничений, кроме очевидных свойств симметрии вроде 
глобальной калибровочной инвариантности или равенства еа̂  = еа̂ . 
(Как отмечалось выше, мы для простоты предполагаем, что калибро
вочная группа проста, но расширение на прямую сумму простых и 
17(1) калибровочных групп тривиально. Например, вместо одного сла
гаемого, пропорционального haha, появится сумма таких слагаемых, 
по одному на каждую простую подгруппу калибровочной группы.)

Теперь наложим требование БРСТ инвариантности. Сокращение 
в а**> слагаемых, пропорциональных показывает, что

с = Ztl) /У. Л. (17.2.25)

Сокращение в слагаемых, пропорциональных бЭ^^ЮрА^ (или
бЭ̂ аУ̂ СйрЭ̂ Юа) требует выполнения равенства

^  = - ( Z j , r ) C ap7. (17.2.26)

* В теории со скалярными полями могут содержаться перенормируемые
слагаемые с ha, умноженным на одно или два скалярных поля. Такие сла
гаемые не причиняют беспокойства, но для краткости они здесь не будут 
рассматриваться.
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После этого слагаемые в М?£К пропорциональные 0r)!1O)*()cO|jOJYA,l8 ав
томатически сокращаются в силу тождества Якоби для структур
ных констант. Сокращение в § слагаемых, пропорциональных 
07гаЭцО)рАцу (или 0/г((ЛМ|.Л.Л1О)й), приводит к равенству

еару = 0. (17.2.27)

Наконец, действие бесконечно малого преобразования (17.2.10) 
на поля материи и калибровочные поля совпадает с локальным 
калибровочным преобразованием с калибровочными параметрами 
еа = .К. I 0(Оа и константами связи, перенормированными множите
лем 1/. С (т. е. с заменой ta и CapY на ta = ta /  . f и Сар̂  s  CapY /  . I J, 
так что сокращение в слагаемых, содержащих только один
множитель ооа и не содержащих множителей ha или 0)*а, эквива
лентно утверждению, что лагранжиан у"л этих полей калибровоч
но-инвариантен с перенормированной константой связи. Мы при
ходим к выводу, что самый общий перенормируемый лагранжиан, 
допускаемый теми принципами симметрии, которые мы предпо
ложили, имеет вид

СА'ч = ~ZAF^Failv -  у̂ 1[Эм -  itaAail]\y + ^ ' h aha
. * ~ * (17.2.28)

+ (2Ю /• ( д а аЭдА£ - 2 со(Эц(0а)(Эц®а) + 2 « Са|Зу(Э̂ ®а)®рАу,

где тильда в F^v указывает на то, что напряженность поля сле
дует вычислять с перенормированной структурной константой 
Сару = Сару /  • I • Но ведь помимо появления нескольких новых по
стоянных коэффициентов, это тот же самый лагранжиан, от кото
рого мы стартовали. Новые константы в этом лагранжиане (вклю
чая калибровочную константу связи) можно свободно сдвигать, 
подбирая слагаемые N - to  порядка в соответствующих константах 
исходного неперенормированного лагранжиана. В частности, мож
но так подобрать эти слагаемые, чтобы сделать Г{е\  = SR, и в этом 
случае = 0, что и завершает доказательство.
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В приведенном выше доказательстве существенно использова
лась случайная инвариантность лагранжиана (17.2.17) в фиксирован
ной калибровке относительно антигостовского преобразования транс
ляции (17.2.23). Такой симметрии не будет для фиксирующих 
калибровку функционалов, отличающихся от f a =  f) Л,1(( и не являю
щихся пространственно-временными производными. Часто цитируе
мый пример, в котором сохраняется лоренц-инвариантность и гло
бальная калибровочная инвариантность, это f a =  З̂ А1̂  + с̂ фуА̂ Ауц, 
где аару — постоянная матрица, симметричная по (3 и у, преобразую
щаяся как тензор при глобальных калибровочных преобразованиях. 
(Подобные постоянные тензоры существуют для всех SU(N) групп с 
N > 3.) Другой, более важный пример — фиксирующий калибровку 
фоновый функционал, который мы рассмотрим в разделе 17.4.

Отсутствие антигостовской трансляционной инвариантности не 
влияет на вывод, что является лоренц-инвариантной и глобаль
но калибровочно-инвариантной локальной функцией полей и их про
изводных размерности не более 4, которая инвариантна относи
тельно перенормированного преобразования БРСТ (17.2.11)—(17.2.15). 
Но в отсутствие антигостовской трансляционной инвариантности 
в цЦ) появляются новые слагаемые, удовлетворяющие перечислен
ным выше условиям. Так как преобразование (17.2.11)—(17.2.15) ниль- 
потентно, можно строить такие слагаемые в виде s'F, если преоб
разование (17.2.11)—(17.2.15) записать в виде %п —> %n + 0s'%n, a F — 
произвольная лоренц-иивариантная и глобально калибровочно ин- 
вариатнеая функция с гостовским числом — 1. Одно из таких слагае
мых имеет вид

a apys ) — ~ а офу 23Г(Йа (. ( Э^Юр +  CpggAg^fOg jA ^

Оно не причиняет хлопот,поскольку является просто перенормиро
ванным вариантом обычных гостовских и фиксирующих калибров
ку слагаемых, возникающих от слагаемых афА^аА^ в фиксирую
щем калибровку функционале f a. Однако есть еще одно возможное 
слагаемое вида

Ьар /(ю > р ю у) = -Ь,ару 2ha(0pC0y + | rC 76eco>Jco6toe

где bapy — константа, антисимметричная по а и (3 и преобразующа
яся как тензор относительно глобальных калибровочных преобра-
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зований. (Такие тензоры существуют для любой группы Ли. Напри
мер, можно взять Ьипу пропорциональной Сарт) Однако метод Фад
деева-Попова-де Витта не может привести к появлению четырех- 
гостовских взаимодействий в лагранжиане, так что не существует 
подходящих контрчленов, способных поглотить ультрафиолетовые 
расходимости от такого слагаемого. Это не только техническая про
блема при доказательстве перенормируемости. Для фиксирующих 
калибровку функционалов типа / „  = Э̂ А1̂  + а(ХруА̂ рА̂ 1 однопетле
вые диаграммы действительно приводят к расходимостям в четы- 
рехгостовских амплитудах, которые не сокращаются контрчленами 
в лагранжиане Фаддеева-Попова-де Витта.

Представляется, что единственным решением этой проблемы, 
помимо того, чтобы избегать фиксирующих калибровку функцио
налов, отличных от / а = Э̂ А̂ а, является то, которое упомянуто в 
разделе 15.7. Следует отказаться от подхода Фаддеева-Попова-де 
Витта и вместо этого рассматривать с самого начала действие как 
самую общую перенормируемую функцию от полей материи, ка
либровочных, гостовских и вспомогательных полей, инвариантную 
относительно БРСТ симметрии и других симметрий теории. Соглас
но рассуждениям раздела 15.8, действие можно записать в виде 
I0 + S41, где 10 свободно от гостов, а 5-матрица не зависит от 'Р, 
поэтому можно оправдать эту процедуру, квантуя калибровочную 
теорию в аксиальной калибровке, где госты отщепляются от ос
тальных частиц, и выбирая затем Ч* по своему желанию. В частно
сти, можно включить в действие слагаемые s(G)*(0*co), которые мо
гут служить контрчленами к расходимостям в четырехгостов- 
ских вершинах.

17.3. Перенормировка: произвольные калибровочные теории *

Приведенное в предыдущем разделе доказательство перенор
мируемости неабелевых калибровочных теорий основано на «пря
молинейном» анализе возможных слагаемых в действии, имеющих 
размерность 4 или меньше. Но, как мы видели в гл. 12, это ограни
чение на размерность слагаемых в действии может в лучшем слу

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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чае рассматриваться как хорошее приближение. Успешные пере
нормируемые квантовые теории поля, использующиеся для описа
ния сильных, слабых и электромагнитных взаимодействий, почти 
наверняка являются эффективными теориями поля, включающими 
слагаемые с размерностью d > 4. Такие слагаемые обычно не наблю
даются, так как они подавлены 4 — d степенями некоторой очень 
большой массы, вероятно, порядка 1016 -  1018 ГэВ. Гравитация так
же может быть описана эффективной теорией поля, лагранжиан 
которой содержит не только слагаемое Эйнштейна-Гильберта 
-■JgR/l6izG, но и все скаляры, построенные из четырех и более 
производных гравитационного поля. Мы должны показать, что ка
либровочные теории такого рода, которые неперенормируемы по 
индексу, тем не менее, перенормируемы в современном смысле, 
т. е. ультрафиолетовые расходимости управляются калибровочны
ми симметриями так, что для сокращения каждой бесконечности 
может быть найден соответствующий контрчлен 3 *.

Для доказательства вернемся к действию Л’[%,х+|, введенному 
в разделе 15.9 и рассматриваемому как функция независимых по
лей х" (включающих поля материи и калибровочные поля фг, поля 
духов (0А, а также неминимальные поля СйА* и hA) вместе с соответ
ствующими антиполями В теориях типа Янга—Миллса или кван
товой гравитации, которые основаны на замкнутой калибровочной 
алгебре со структурными константами f cAB, такое действие должно 
иметь вид

6' = 1[ф] + ШАЯ[ф]ф* +| ю Аю8/ с Лв[ф]й)| - h A&$, (17.3.1)

где 1[ф] инвариантно относительно инфинитезимальных калибровоч
ных преобразований фг —» фг + вА/ г̂ [ф]. (Как и в разделе 15.9, индек

* Содержание последнего предложения уточняется ниже: в пред- 
предположении, что действие перенормированной теории удовлетворяет 
квантовому мастер-уравнению, необходимо показать, что перенормиров
ка сводится к пернормировке констант связи (включая массовые парамет
ры) и антиканоническому преобразованию полей и антиполей. Коротко 
говоря, перенормировка есть «замена переменных». Необходимо также до
бавить, чьл излагаемая процедура перенормировки предполагает наличие 
калибровочно-инвариатной регуляризации. — Прим. ред.
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сы г, А и т. д. включают пространственно-временные координаты, 
по которым производится интегрирование при суммировании по 
индексам.)

Мы не будем ограничиваться действиями такого вида, но пред
положим, что локальные симметрии теории формулировались в виде 
требования, что действие должно подчиняться некоторым «струк
турным ограничениям» на зависимость от антиполей, одним из при
меров которых может служить (17.3.1). Предполагается, что струк
турные ограничения линейны в том смысле, что если они 
справедливы для S + и S + то при любых постоянных а1( а2 
они верны и для S + (1у/[ + Кроме того, потребуем выполнения 
квантового мастер-уравнения (15.9.35)

(S,S) -  2itiAS = 0, (17.3.2)

с AS, определенным формулой (15.9.34). Петлевой параметр h, смысл 
которого объясняется в предыдущем разделе, явным образом вхо
дит в виде множителя.

Действие представляется в виде степенного ряда по Ь\

S = SR +hSl + n 2S2 + ... ,  (17.3.3)

где SR — действие того же общего вида, что и S, но с заменой всех 
констант связи на их конечные перенормированные значения, а 
SN — набор бесконечных контрчленов. Предполагается, что дей
ствие S удовлетворяет квантовому мастер-уравнению (17.3.2) во всех 
порядках по /;, так что SR удовлетворяет классическому мастер- 
уравнению

(SR,SR) = 0, (17.3.4)

а контрчлены удовлетворяют уравнению

N-1
(Sr ,Sn ) = -  j  Z ( S M,SN. M) + iASN_v (17.3.5)

М=1

Наличие контрчленов SN само по себе недостаточно для сокра
щения ультрафиолетовых расходимостей в петлевых диаграммах. 
Как обобщение обычной перенормировки полей мы должны также
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ввести набор перенормированных полей и антиполей, определен
ных через исходные поля и антиполя с помощы-о произвольного ан- 
тиканонического преобразования. Инфинитезимальное антиканони
ческое преобразование можно определить формулой (15.9.26) через 
инфинитезимальный производящий функционал 8F, так что после
довательность антиканонических преобразований G(t) —> G(t + 81) = 
G(t) +  (F(t)bt,G(t)) (где G(t) — любой функционал от полей и антипо
лей, a F(t) — производящий функционал) приводит к конечному 
каноническому преобразованию G —> G = G(l)> причем

"T"G(t) = {F(i),G(t}), G(0) = G. (17.3.6)

Если F(t) задано в виде степенного ряда

F(t) = gtF1 +Ti2t2F2 + ..., (17.3.7)

тогда формулы (17.3.3), (17.3.6) и (17.3.7) приводят к преобразован
ному действию

S = SR + ti[Sl +(F1,SR)]

s 2 + (fi.^ i) + (f2,s r ) + 4 (f1,(f1,s r )) + . (17.3.8)

Вопрос заключается в том, можем ли мы использовать эту свободу 
для такого выбора Fn и  Sm чтобы сократить все бесконечности, 
возникающие от петлевых диаграмм.

Как уже отмечалось, первое слагаемое SR в (17.3.3) автомати
чески конечно. Предположим, что сократив бесконечности с помо
щью SM и FM при М < N возможно устранить все бесконечности в 
слагаемых порядка Ьм в квантовом эффективном действии Гм для 
М < N. Как было показано в предыдущем разделе, уравнение Зинн- 
Жюстена (получающееся в данном случае, если положить = 
Кп + 8^/5%") утверждает, что тогда бесконечная часть ГМ оо слагае
мого в квантовом эффективном действии порядка hN удовлетворяет 
условию

(Sr , r w>oo) = 0. (17.3.9)
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Полевые и антиполевые переменные %п и %*п связаны с переменны
ми и Кп антиканоническим преобразованием, сохраняющим все 
антискобки, так что антискобка в (17.3.9) может быть вычислена 
через %п и у}п вместо %п и Кп.

Условие (17.3.5), которому удовлетворяет контрчлен SN, не эк
вивалентно условию (17.3.9), которому удовлетворяет Однако, 
если задать любое S°N, удовлетворяющее уравнению (17.3.5), мож
но найти целый класс других решений

SN = S°N +S'N , (17.3.10)

где S'N произвольно, если не считать условия, что SR + S'N, как и 
SR + S°N, удовлетворяет тем же условиям симметрии, что и Sд, и

(SR,S'N) = 0, (17.3.11)

чтобы не нарушить уравнения (17.3.5). Поэтому бесконечная часть в 
квантовом эффективном действии N - o t o  порядка может быть запи
сана в виде:

= *5*tv,°o + з* к̂) + ^-n,oo I (17.3.12)

где XN включает слагаемые от петлевых диаграмм, а также от сла
гаемого S°N и различных слагаемых в Г, включающих SM и FM для М 
< N. Например, при N =  2 из формулы (17.3.8) имеем:

■̂ 2 = ^2 + 2(7*1, iS’i) +
+ двухпетлевые вклады, содержащие только SR 
+ однопетлевые вклады, содержащие SR,Sl и Fv

Единственное, что нужно знать о величине Хд для наших целей, 
это то, что она не включает S'N или FN и инвариантна относительно 
любой линейно реализованной глобальной симметрии SR.

Далее, поскольку {SR,SR) =  0, операция F i-» (SR,F) нильпотент- 
на: для любых F

(SR,(SR,F)) = 0. (17.3.13)

Поэтому из (17.3.9) и (17.3.11)—(17.3.13) следует, что

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



130 Глава 17. Перенормировка калибровочных теорий

(SR,X N̂ )  = 0. (17.3.14)

Любое слагаемое в XN , имеющее вид (SR,Y), можно сократить в 
соотношении (17.3.12), выбрав F v равным Y. Таким образом про
странство возможных оставшихся бесконечных слагаемых в XNoo, 
которые должны быть сокращены контрчленом S'Noa, состоит из 
тех функционалов X, которые удовлетворяют условию (SR,X) =  0, 
причем эквивалентными считаются функционалы, отличающиеся 
на слагаемые вида (SR,Y). Иными словами, бесконечности в Gw, ко
торые должны быть сокращены контрчленами S'N, принадлежат 
когомологии отображения X (SR,X).

Возможный вид контрчлена S'N ограничен требованием, что 
Sд + S'N должна удовлетворять любому из структурных ограниче
ний, наложенных на действие S. Таким образом мы сможем завер
шить доказательство перенормируемости, если удастся показать, 
что когомология отображения X f-» (SR,X) состоит только из функ
ционалов, удовлетворяющих этому структурному ограничению.

В случае квантовой гравитации, взаимодействующей с поля
ми Янга- Миллса с полупростой калибровочной симметрией, все сим
метрии теории обеспечиваются структурным ограничением (17.3.1). 
В этом случае существует теорема 4, утверждающая, что когомо
логия отображения X ^  (SR,X) (на пространстве локальных функ
ционалов с гостовским числом нуль, а не на пространстве функций, 
зависящих от пространственно-временных координат) состоит * из 
функционалов /1[ф|, инвариантных относительно калибровочного пре
образования фг —> фг + еАЕгА[ф] со структурными константами f cAB- 
Любая бесконечность JV-го порядка такого типа может быть сокра
щена контрчленом S'N того же типа. Таким образом, хотя эти тео
рии и не перенормируемы по индексу, они перенормируемы в том 
смысле, что все бесконечности можно устранить выбором парамет
ров в исходном голом действии 7[ф] и подходящей перенормировкой 
полей и антиполей.

В других теориях когомология отображения X ^  (SR, X) содер
жит дополнительные слагаемые. Это не обязательно требует

* Строго говоря, это верно только, если потребовать, чтобы постоянные 
коэффициенты в £ не принимали специальных значений, при которых S 
было бы инвариантно относительно более широкой группы локальных сим
метрий. Например, это исключает случай S = 0.
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ослабления структурных ограничений, так как дополнителные сла
гаемые в когомологии могут и не соответствовать реальным ультра
фиолетовым расходимостям. Например в калибровочных теориях с 
множителями 1/(1) когомология содержит слагаемые 4, отвечающие 
переопределению действия [/(1) калибровочной симметрии на разли
чимые поля. Если оно окажется бесконечным, нам потребуется осла
бить структурные ограничения, оставив произвольной нормировку 
функций преобразования /  д[ф] в (17.3.1). Но такая бесконечность зап
рещена теми же теоремами о мягких фотонах, которые утвержда
ют, что отношения 1/(1) констант связи с различными полями (типа 
отношений зарядов разных лептонов в КЭД) не затрагиваются ради
ационными поправками (см. раздел 10.4). Если дополнительные слага
емые в когомологии содержат ультрафиолетовые расходимости, не
обходимо ослабить наложенные на S структурные ограничения, с 
тем, чтобы для каждой возможной ультрафиолетовой расходимости 
возник свой контрчлен. Неизвестно, всегда ли это возможно. Если это 
не так, то следует отбросить некоторые тео-рии из-за наличия в них 
неустранимых ультрафиолетовых расходимостей.

17.4. Калибровка фонового поля *

Обратимся теперь к методу вычислений, явно сохраняющему 
тип калибровочной инвариантности и поэтому особенно удобному, преж
де всего, в однопетлевых вычислениях. Рассмотрим эффективное дей
ствие Г[Л,\|/,(0,Сй*] как функционал ** классических внешних полей ма
терии, калибровочных, гостовских и антигостовских полей V|/((x), 
Аа)1(х), соа(х), ео*а(х). Даже несмотря на то, что госты и антигосты 
никогда не появляются в начальном или конечном состоянии, мы рас
сматриваем фоновые поля гостов и антигостов наряду с полями мате
рии и калибровочными полями с целью разобраться с частями диаг
рамм, Р1меющими внешние гостовские или антигостовские линии.

* В русскоязычной литературе чаще используется термин «фоновая ка
либровка». — Прим. ред.

** Мы возвращаемся к частному выбору фиксирующего калибровку фун
кционала В[ср] в виде гауссиана (15.7.4) и интегрируем по вспомогательному 
полю ha, так что в модифицированном лагранжиане это фиксирующее 
калибровку слагаемое имеет вид 2̂ .
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Как описано в разделе 16.1, эффективное действие Г|Л,1|/,С0,С0*] 
есть сумма связных одночастично неприводимых диаграмм для ам
плитуды перехода вакуум—вакуум, вычисленных в теории, в кото
рой квантовые поля А', \|/, со', со*', по которым производится интег
рирование, заменены в действии на сдвинутые поля А + А', 
\|/ +  \|/, го +  оУ, со* +  оу ', причем интегрирование по штрихован-ным 
полям производится при фиксированных нештрихованных полях. 
Мы имеем широкие возможности выбора фиксирующей калибров
ку функции f a(x). Вместо прежнего выбора f a =  ЭцА^ (или 
ЭЦ[А/ (̂Х + Л1';,]) можно взять5

/а = ЗцАх1 + (17.4.1)

Причина такого выбора в том, что фиксирующее калибровку слага
емое f j a становится инвариантным относительно калибровочного 
преобразования, при котором фоновое поле А^а преобразуется как 
калибровочное поле, а квантовое поле А',1а преобразуется однород
но, как обычное поле материи, принадлежащее присоединенному 
представлению калибровочной группы:

5ЛЙ = Э%0 - С аргерЛ^, (17.4.2)

= - С ф г ^ .  (17.4.3)

Трансформационные свойства функции f a легче всего увидеть, за
писав ее как новый тип ковариантной производной:

fa = Ц А Х ,  (17-4.4)

где для любого поля фа в присоединенном представлении

^цФа = ^цФа -̂'ару-̂ -рцФу ■ (17.4.5)

Мы видим, что под действием преобразования (17.4.2), (17.4.3) функ
ция (17.4.1) преобразуется в точности как А'а:

б/а = “ Саруер/у > (17.4.6)

так что член / (,/« в модифицированном лагранжиане инвариантен:
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Ufa 41  = - Софу/аер/т = °- (17.4.7)

Кроме того, исходный лагранжиан $  зависит от А и А' только через 
сумму А + А', которая под действием комбинированного преобразо
вания (17.4.2), (17.4.3) подвергается обычному калибровоч
ному преобразованию

§(Аа + АХ ) = ^ 8а -  Саруер(^у + А^ ) -  (17.4.8)

Если определить преобразования фонового поля и квантового поля 
материи в виде

8\|/ = itaea\\f, (17.4.9)

8\|/'= йа£а\|/', (17.4.10)

5(Л|/ + у ') = йн£,Д¥ + i|/). (17.4.11)

Исходный лагранжиан $  инвариантен относительно исходных 
калибровочных преобразований (17.4.8), (17.4.11) и зависит только 
от А + А' и \|/ + \|/, так что он инвариантен также относительно 
новых формальных преобразований (17.4.2), (17.4.3), (17.4.9) и (17.4.10).

Полезно сделать эту инвариантность более явной, записав / че
рез фоновую ковариантную производную D В общем случае имеем:

2
®  \  ( д ц  [ ^ o t v  +  A av ]  -  dv  [  А а ц  +  A a | j  ]  +  С о ф у  [■А р ц  +  ^ Р ц  ][■А у ц  +  А ^  ] )

+ % (¥  + ¥ > ^ (¥  + ¥') -  #a(Aatl + А ^ )(у  + у'))

— — ^  A(tv — DyAa jj + C(Jtp,̂  Арц A^.)

+ ^M(¥ + + ¥') -  + ¥')). 

где, как и в (17.4.5),

^|i A x v  =  f\ i^ a v  ^ u fc {A $\i.A 4v s

0^¥ = — йиА(т¥ >

(17.4.13)

(17.4.14)
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a Fa„v — напряженность фонового поля:

= — СцруАр^Ауу . (17.4.15)

(Символ квадрата в первом слагаемом в Я1 подразумевает очевидные 
свертки по индексам.) Ясно, что 9fJ инвариантен относительно новых 
преобразований (17.4.2), (17.4.3), (17.4.9) и (17.4.10), так как он вклю
чает А только в напряженности поля F(()lv и фоновой ковариантной 
производной D полей «материи» А'а]Х, \|/ и \|/.

Следует четко отличать это новое преобразование от истинно
го калибровочного преобразования. Последнее может не оказывать 
никакого действия на А или \|/, которые являются просто заданны
ми классическими фоновыми полями, и индуцировать обычное ка
либровочное преобразование полей А + А', \|/ + \|/, так что

^TRCE^a =  ̂« (17.4.16)

(17.4.17)
StRUE^o1 -  ^ Еа -  Саруер(^у + ^  ) 

= DM£a -  СйртЕрА'ц ,

§ t r u e ¥  = 0 ,  (17.4.18)

StrueV' = йаеа(¥ + ¥')- (17.4.19)

Конечно, с точки зрения действия на А + А' и \|/ + \|/ это то же 
самое, что и формальные преобразования (17.4.2), (17.4.3), (17.4.9) и
(17.4.10), поэтому такие преобразования также оставляют лагран
жиан инвариантным. Однако при нашем новом выборе f a (17.4.1) сла
гаемое / „ / „  зависит не только от А + А' и неинвариантно относи
тельно (17.4.16) и (17.4.17). Вместо этого

§TRUE fa = £a -  Снру£ р Л С (.фу ) (17.4.20)

где дается формулой (17.4.5).
Рассмотрим, наконец, лагранжиан гостов в этой новой калиб

ровке. Величина (15.7.3) в действии для гостов в общем случае дается 
просто заменой в 8TRUE/ a величины £а на гостовское поле соа + о/,г
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А« = °ц [о1Х(юа +(йа ) - С ару(сйр + а)р)А^], (17.4.21)

Поэтому лагранжиан гостов в (15.6.2) имеет вид

LGH = К  + < )Dn[D (̂°>a + <°a) -  (17.4.22)

LGH = - ( D^(®a + ® а ))(оЦ(®а + “ « ) “  Ca|}y(a)p + Юр)А^). (17.4.23)

Это выражение явно инвариантно относительно объединенных пре
образований (17.4.2), (17.4.3), дополненных преобразованиями полей 
ю и а/:

Мы видим, что формально объединенные преобразования (17.4.2), 
(17.4.3), (17.4.9), (17.4.10) и (17.4.24)—(17.4.27) оставляют инвариант
ным полный лагранжиан в модифицированном действии (15.6.4):

Интегрирование по А', \)/, аУ и оУ* производится с мерой, которая 
предполагается инвариантной относительно простых матричных 
преобразований (17.4.3), (17,4.10), (17.4.25) и (17.4.27), поэтому эф
фективное действие G[A,\|/,CD,(0*] инвариантно относительно остав
шихся преобразований (17.4.2), (17.4.9), (17.4.24) и (17.4.26). Иными 
словами, оно калибровочно инвариантно в том же смысле, что и 
исходное действие ДА,\|/,(й,а)'].

Эта формальная калибровочная инвариантность накладыва
ет сильные ограничения на бесконечности, которые могут возни
кать в эффективном действии. Ультрафиолетовые расходимости в Г

или, интегрируя по частям,

8ft)a , (17.4.24)

8юа Сару£р(Оу, (17.4.25)

и аналогично
Scoa C apy£pG)y , (17.4.26)

8(Оа Cagy£nC0, (17.4.27)

L-mod _ L (17.4.28)
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появляются в коэффициентах у слагаемых, массовая размерность 
которых равна d < 4, но здесь эти слагаемые инвариантны относи
тельно фоновых калибровочных преобразований (17.4.2), (17.4.9),
(17.4.24) и (17.4.26). Например, в калибровочной теории, основанной 
на простой калибровочной группе, с фермионами спина 1/2, при
надлежащими неприводимому представлению этой группы, един
ственно возможные слагаемые имеют вид:

Гтс = J d4x , (17.4.29)

Д . = - | b AV f  -

~ тЬтЩ> -
(17.4.30)

где Fa)1v, 
полей *:

D(1 ц/, <йа и D̂ <x>a построены полностью из фоновых

■̂ ацу = ^jj^av — v̂̂ (t|i а̂ру -̂рц у̂у > (17.4.31)

D̂ Xj/ = Э̂ \|/ — ИаА ауЛу , (17.4.32)

^(i®a = а̂ру -̂рц®у ’ (17.4.33)

•̂ ц®а = ^офу^рц^у * (17.4.34)

На основании размерного анализа можно ожидать, что константы
LA, Lv, Lu и L№ будут логарифмически расходящимися.

Чтобы справиться с этими расходимостями, заметим, что лаг
ранжиан (17. 4. 12) содержит чисто классический кусок

L c l a s s  = - ^ a n v F a V + т ) - ф 1Хша) ф ^ а), (17.4.35)

* Условие простоты калибровочной группы обеспечивает единственность 
кинетического слагаемого для полей А и ю, которое пропорционально 
F и соответственно. В то же время, условие, что \|/ пре
образуется неприводимо, обеспечивает единственность кинетического и мас
сового слагаемого для \|/. Ценой небольшого усложнения обозначений не
трудно рассмотреть и более общий случай. Кроме того, мы неявно используем 
сохранение гостовского числа.
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получающийся отбрасыванием всех слагаемых в содержащих
квантовые поля А', \|/, Од', со*'. Определяем перенормированные поля

Ащц — tjl + LА ,

v f  = J1 + Lv V z , 

= Jl + L 

4 = Д Т ь

ю

a) ® a

(17.4.36)

(17.4.37)

(17.4.38)

(17.4.39)

так что сумма слагаемых (17.4.30) и (17.4.35) принимает вид:

L c x a s s  + L c, h  - V s T " D „R V 'R

■ тR\|/R\|/R - ( D Ra>„R)(DMRcoR),

где т

и

R
\i а

перенормированная масса

m R s  m(l + Lm) / ( l  + Lv j

j?R = Д 4 й 4- лй лйoqiv — [i av v otji ^apy pji Tji :

DRcoR s  3,,coR + c ILA^, R
ji a [i a

DR 0t)*R = Э,CO4R
ц a -L fR  лК •‘R

(17.4.40)

(17.4.41)

(17.4.42)

(17.4.43)

(17.4.44)

(17.4.45)

Здесь перенормированные структурные константы и генераторы 
группы равны:

С ^ И  + Ьд)-1̂

(17-4.46)

(17,4.47)
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Поскольку мы предполагали, что алгебра Ли проста, структурная 
константа CapY и генератор группы ta фиксированы групповой струк
турой за исключением единственного общего множителя, равного 
неперенормированиой калибровочной константе связи д. Таким об
разом, из формул (17.4.46) и (17.4.47) следует, что калибровочная 
константа связи gR в Ск и tR перенормируется по правилу:

gR = g(l + La )-1/ 2. (17.4.48)

Этот результат показывает практическую ценность калибровки фо
нового поля. В произвольной калибровке мы бы имели независимые 
константы перенормировки для калибровочного поля и калибровоч
ной константы связи и должны были бы вычислить две разные ам
плитуды (например, поляризацию вакуума и вершинную функцию 
с тремя калибровочными полями), чтобы получить возможность их 
отсортировать. В фоновой калибровке калибровочная инвариантность 
по отношению к этому полю связывает эти две перенормировки бла
годаря требованию, чтобы бесконечные слагаемые в эффективном 
лагранжиане включали напряженность поля в исходном виде (17.4.31). 
В результате можно вычислить константу перенормировки заряда, 
рассматривая лишь одну амплитуду калибровочного поля.

17.5. Однопетлевое вычисление в калибровке фонового поля

В качестве примера мы хотим вычислить в однопетлевом при
ближении константу перенормировки для калибровочной константы 
связи в произвольной неабелевой калибровочной теории. Как мы уви
дим в следующей главе, это послужит существенным первоначаль
ным вкладом в вычисления физических процессов при высоких 
энергиях методом так называемой «ренормализационной группы». По
лученные здесь результаты буду использованы для демонстрации свой
ства асимптотической свободы неабелевых калибровочных теорий.

Используемый здесь метод содержит элементы новизны. Обыч
но рассматривают эффективное действие в зависящем от простран
ственно-временных координат фоновом калибровочном поле и вы
числяют слагаемые, квадратичные по этому полю, извлекая затем 
множитель (дцАда -  qуАа(1)2 (где q — 4-импульс калибровочного поля), 
и только после этого изолируют логарифмическую расходимость,
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полагая q =  0 в коэффициенте при этом множителе. Мы вместо 
этого будем следовать по значительно более простому пути, выбрав 
с самого начала калибровочное поле не зависящим от простран
ственно-временных координат. В этом случае квадратичные и ку
бичные по калибровочному полю слагаемые в эффективном дей
ствии, конечно, обращаются в нуль, но остается неисчезающее 
четвертичное ультрафиолетово расходящееся слагаемое, которое 
можно использовать для вычисления константы перенормировки 
(1 +  L a ) -1 / 2 д л я  константы связи. При таком способе расчетов одно
петлевое вычисление превращается в задачу простой алгебры 
матриц. Заметим, что описанная процедура может использоваться 
только в калибровке фонового поля. В других случаях независимые 
логарифмические расходимости возникали бы в квадратичных и чет
вертичных по калибровочному полю слагаемых эффективного дей
ствия.

С учетом сказанного перейдем к вычислению однопетлевого 
эффективного действия в фоновом поле, для которого Аа]1 постоян
но, а \|/ = со = со* = 0. Для такого фонового поля полный моди
фицированный лагранжиан имеет вид *

k\IOD = L +  L / +  Loll ’

L — — ~ (Е(1(цу + £\iAav — Е>уАщj +

-  ЩЮ -  itaA'a + т)\|/',

%  = - ^ /a /a  = ~ ^ ( D\iAd ) > (17.5.3)

Lgh = " (V < ) ( D ^ <  -  Capyc o ^ ) .  (17.5.4)

Однопетлевые диаграммы для амплитуд перехода вакуум—вакуум 
вычисляется из той части действия, которая квадратична по кван
товым полям А', \|/, со', со*', по которым производится интегрирова
ние. Удерживая только эти квадратичные слагаемые, имеем:

* См. формулы (17.4.12), (17.4.4) и (17.4.23). Мы здесь рассматриваем спе
циальный случай, когда поля материи образуют мультиплет фермионов спина 
1/2. Квадрирование Л* и Щ подразумевает очевидные свертки по индексам.

(17.5.1)

(17.5.2)
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L q u a d  _  4 ( - ^ V A x v  А ф

- Щ В  + m )y ' - ^ ( D ^ A x f  - ( D ^ X D ^ ' J .  (17’5'5)

Соответствующее действие можно представить в виде общей квад
ратичной формы:

2q u a d = J d4x Lquad = -  ̂  J d4x d4yAX (x)Af'(y)D,'xa\i,yfiv

j  d lx  dSyylMyiiiriD*,. ^  -  Jd4x d 4yco/J(x)co^(y)D.у» (17.5.6)

где

fc,4хац,г/ру
f

= П(IV -  + С y§a-Ag (x)
Эхх "

84(x -  y)

- 8 Cv5aAgv (X)ya 3xv ?Sa 8лД -6 yP Эу̂
+ CyEpAg|1(y)

+ K̂ 1у( '̂)СуС[р8 (x y)

84(ж -у ) (17.5.9) 
(17.5.7)

+ -8 ya Дхм
CygaAg|1(,r) ~ ^ v СуЕрАеу(у) 84( x -y ) ,

r/V =
yxk,yl Эу̂

-r t aAa(y) + m S4(^ -  У), (17.5.8)
'Ы

(Ж
'xa,yp °ya '̂y8â -8x(a') _ 8 -yp ----- +  ^ -у ф Л : (У )

6 Vx
8 4(x -y ) .

(Знаки «минус» перед Э/Эх и Э/Эу исчезают после интегрирования 
по частям.)

Однопетлевой вклад в эффективное действие дается (как в 
разделе 16.2) выражением:
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ехр(гГ,ДШОР)[А]) J,pr(Пс/А'КПdv|/')(Hdvj7')(Hdco')(H dco' ) 

х схр(?7Сд :ли[/Г , \|/', v|/', со', со' ;А )  (17.5.10)

ос (DetDA у 1/ 2 (DetDv )+1 (Det.Dw )+1.

(Показатели степени —1/2 и —1 возникают потому, что А' — дей
ствительное бозонное поле, а \|/', v|/', о / и со*' -  различные ферми- 
онные поля.) В общем случае вычисление подобных детерминан
тов — далеко не простая задача. Однако она сильно упрощается для 
случая постоянных внешних полей, когда все Ш можно диагонали- 
зовать, перейдя в импульсное пространство.

Поэтому рассмотрим случай постоянного фонового поля А(Х)Г 
В неабелевых калибровочных теориях такое постоянное поле невоз
можно устранить калибровочным преобразованием, что видно по 
ненулевым значениям различных калибровочно ковариантных полей:

F = Г А А 1 ацу ару |3|i tv  ■ (17.5.11)

^Х̂ бцу Ŝeâ affŷ eX̂ -pn'̂ yv > (17.5.12)

и т. д. Лоренцовская и калибровочная инвариантности указывают, 
как выразить слагаемое в Г[А] данной размерности в виде интегра
ла от конечного числа локальных функций от Fâ v, D\FU)l и т. д. 
Коэффициенты при слагаемых в этом выражении можно найти, 
сравнив вклад этих слагаемых в Г[А] при постоянном фоновом поле 
Aa)I с результатами разложения по теории возмущений.

С помощью обычного нормированного фурье-преобразования 
перейдем для каждой из «матриц» Ж4, ш? и к импульсному пред
ставлению:

%
d х  

(2ti)2
diy

(2тс)
,,ф '/ /

2 е  х...,у...

При постоянном А имеем:

= 8 ;4(р -<?!«#.... ('•/).

(17.5.13)

(17.5.14)
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где ... означает дискретные индексы, а К — конечные зависящие от 
q матрицы

• ̂ Uji.pvW — 4,tv(- ' (i/A/u «̂Â 'vSu )(,(  ̂ 8|p +-Ag С^р )

( а б̂у '̂уба )(^ ' ^ е | д  ̂ ''/е|з )
I L' ( ’уцу̂ усф

•̂ ■5ц̂ 'у6а)(г<?\'8'̂  + ^Еу^уер) / Ь
+ слагаемые с е,

(17.5.15)

• flyi(q) = (щ ~ itaA a + m )j(i + слагаемые с е,

•<p(q) = (~ % 8уа + Аьхс фа){щХъ 
+ слагаемые с £,

тР + А^Суф)

(17.5.16)

(17.5.17)

с Fauv, определенными соотношением (17.5.11). Тогда из (17.5.10) имеем
1гГ(1ШОР)[А1 = — In DetDA + In DetD^ + In DetD0
2

= 84(p -  p) d4q 1 tr In M (q) + tr In Mv (q) + tr In Mw(q)
(17.5.18)

В последней строке (17.5.18) мы обозначили следы символом tr, а не 
Тг (и будем делать это в оставшейся части раздела), для того, что
бы подчеркнуть, что это обычные следы конечных матриц, а не 
интегральных операторов.

Так как нашей целью является вычисление бесконечного мно
жителя ЬА, стоящего перед слагаемыми FF в эффективном дей
ствии, выделим в (17.5.18) слагаемое четвертой степени по фоново
му полю А. Для этого удобно разбить каждую матрицу . И на слагаемые 
,Мп, содержащие те = 0, 1, 2 степеней А:

.Я. = Л0 + .//, + (17.5.19)
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После этого с помощью элементарной алгебры нетрудно показать, 
что слагаемое в (17.5.18) четвертого порядка по имеет вид:

(Чтобы убедиться в этом, вставьте в (17.5.19) множители £ и е2 перед 
, $1 и . М2, соответственно, затем продифференцируйте tr In Jt четы
ре раза по £, разделите на 4! и положите £ = 0.) Множители — 
обычные пропагаторы. При £, = 1 они равны

[ • 4 A ( g ) U ,p v  =  8  «р v ( 9 2 -  * )_ 1 ’ ( 1 7 -5 -2 1 )

Мо¥ (<й$ = 1ч + т Й> (17- 5- 22)
МоЮ№ !р  = б ар(д2 -г £ Г 1. (17.5.23)

Действительно, три слагаемых в (17.5.20) в точности соответствуют 
трем фейнмановским диаграммам рис. 17.1. Данный метод вычисле-

Рис. 17.1. Однопетлевые фейнмановские диаграммы для четвертичного по 
постоянному фоновому полю А^а слагаемого в квантовом эффективном дей
ствии. Сплошные линии представляют внутренние линии калибровочных, 
гостовских и материальных полей, пунктирные линии изображают мно
жители Эти три диаграммы соответствуют трем слагаемым в (17.5.20)
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ний избавляет нас от необходимости думать о знаках и комбинатор
ных множителях.

Для петли калибровочного поля из формулы (17.5.15) при^ = 1 
имеем:

[•/*1 (<з)](Х|Х>ру — —2т|̂ уд [

= [ v  4  ^  -  4  _ yv](/p + ^ Суо#>

где 4^ — матрица
[ A  Jap =  —^ a p y ^ - y Ъ

для которой

[ 6v I р̂ ]ap — —̂-'абу̂ 'бре (-̂ -уХ̂ -ер — ■̂ ■ур'̂ ех)
— — (^'сйу^'бре ^-'абе '̂бру )^-уХ^ер
— +Са5рС5еуА^Аер — Cpjgpi'gp̂ .

Интегралы имеют следующую структуру:

1Jd4q q V  f(q2) = - Ц Jd4q q2/(q 2),

f d4q q V<? V  /(q 2) = —  [ i ^ l f 0 + + Л^ЛУр1 f d \  q2f(q2).J ■ 2 4 L J

При £, = 1 находим:

Jd4qtr|[.//0A(q)“1./)r2A(q)]2J = 4.Пг[ ^  4  Л /T]]

+ 4.i? CYapCgapl ^ f f ,  

j d 4qtr|[.4A(q)“1.4A(q)]2!//0A(q)“1.,//2A(q)| = 4.7tr[ / }' 4  / n

jd 4qtr|[.//0A(q)“1.4A(q)]4J = ^ ./[2  7х 4  Z'1 /,, + 4X Z'1 />.
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где JT — расходящийся интеграл

Л в  Jd4q [q2 -  ге]“2, (17.5.24)

важное значение которого обсуждается ниже. Подставляя все выра
жения назад в (17.5.20), имеем

Jd4q[trbĴ (q)]A4 /Х 4 А,]
_  2 ̂  Cya$Cba$FyivFt  ■

Оба слагаемых имеют на самом деле одну и ту же форму, так что, 
объединяя их, получаем:

J d4q[tr In . r 1(q)L = CTttpCSapFw i f v. (17.5.25)

(17.5.26)

(17.5.27)

Переходя к гостовской петле, видим из (17.5.17), что

Н Г (с/Л(ф = —2[: ]га| з ,

H 2w(q) W - [ ^ 4 W -

Тогда

j  d4q tr j [ . (q)-1.^® (q)] j = -4 tr[ / X 4  / "  /,, ] ,

J d4q tr j [. //(f (q) 1 *#(q)]2̂ f (q)4 (q)} = tr[ /Я 4 -Z11 /J, 
j44qtr|| f̂ (q)_1„̂ ro(q)]4J = /'' /x /J .

Таким образом, для гостовской петли интеграл от величины (17.5.20) 
имеет вид

Jd4q[Trln..*“ (q)]A4 = - .? Т г [  Л />. / п /„ -  Л ^  4  ft,]
6

= — *  Cya\iC'6«,\iF-ftivFt ’ ■
(17.5.28)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



146 Глава 17. Перенормировка калибровочных теорий

Наконец, вершины в петле полей материи равны:

{q)\ki = - i { taA a)kl, \Jfjj?(Cjf).|w = О, 

так что в (17.5.20) есть только одно слагаемое

J  d 4q [T r  In M't'(q)]A4 = -  ̂  J d 4q T r  j [(iq + m )_1taA a ] ' 1.

Нас интересует ультрафиолетово расходящаяся часть этого интег
рала, так что мы можем отбросить массу (несущественную при боль
ших qv) и записать:

Jd4q [Tr In MV(q)]A4 = -  jT r {ta^ y 5}AajlApvAypA,5a

X
4 Triqy^qy^'qyf’q y 0} 

a q —
(q2 -  ie f

4 a

x Тг|2уху>1ухууут|урут|уа + YxY^Yi^YH ^Y0} >

= ____ ! _ т г/£ t o t  t  \ A  A A A  (17.5.29)
g g  -1 ” 1А а ц 5o

г д е / — тот же расходящийся интеграл, что и в (17.5.24). Для вычис
ления следов дираковских матриц используем антикоммутацион- 
ные соотношения для этих матриц. Имеем:

Тг|2у\у^у’ку уу^уруг]у а + У). Ŷ Y yvY^YpY^Y°} =

= 8Тг|у^у¥уруа} — 4Tr|YvY^YpYa} — 4Tr|Y^YpYvY °}
= -64r|wr|va + 32r|,iVr|po: + 32r]^arivp.

Формула (17.5.29) принимает вид

Jd4q |Tr In .//u(q)| = i./T r{[ia,tp][ty,t5]}AatlApvA^A|

( 1 7 ' 5 ' 3 0 )

О

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



17.5. Однопетлевое вычисление. 147

Подставляя выражения (17.5.25), (17.5.28) и (17.5.30) в формулу (17.5.18), 
получаем наконец

-0 .L Q O P ) -i\

(2 ^
d4xF F^v и х гу|1У S — + ---

б 12
с уарс боф - - Тг'гу^}

О
.(17.5.31)

где мы представили импульсную дельта-функцию в (17.5.14) как

б4(р -р )  = (23i)-4Jd4cc-l. (17.5.32)

Важно, что результат оказался зависящим от ЛЩ1 только через на
пряженность поля (17.5.11), как и требует фоновая калибровочная 
инвариантность.

Используем теперь (впервые в данном разделе) наше предпо
ложение о простоте калибровочной группы и неприводимости муль- 
типлета полей материи. В этом случае

СусфС§ар = 6f2Ci6y5 , (17.5.33)

Tr{tyf5} = g2C25yg , (17.5.34)

где g — общая калибровочная константа связи, входящая в каче
стве множителя в и ty, а С! и С2 — числовые постоянные, ха
рактеризующие калибровочную группу и представление этой груп
пы, которому принадлежит мультиплет полей материи. Например, 
в первоначальной теории Янга- Миллса калибровочной группой яв
ляется 517(2) (или эквивалентно 50(3)), и структурные константы 
имеют вид

•̂уоф —

где а, (3, у принимают значения 1, 2, 3. Сравнивая с (17.5.33), ви
дим, что в этом случае

Сх =  2.

Кроме того, в этой теории поля материи образуют дублет, и ta 
равно константе д/2, умноженной на обычные матрицы Паули оа, 
так что
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С2 = 1/2.

В более общем случае для группы SU{N) с пf фермионами в фунда
ментальном представлении и при обычной нормировке генераторов 
имеем *

Cl = N, Сг = nff  2. (17.5.35)

Возвращаясь к общему случаю, получаем из (17.5.33) и (17.5.34):

■p(lLOOP)
1 А4 d4rF F^v

11

3- С1 - Т С2 (17.5.36)

Это означает, что бесконечная константа LA в (17.4.30) равна

l a = (2 7t)4
11

Cl - - C2 (17.5.37)

Осталось сказать несколько слов об интерпретации расходя
щегося интеграла / .  Во-первых, прежде чем пробовать интегриро
вать по три-импульсу q, мы можем повернуть контур интегрирова
ния по q° в (17.5.24) в сторону мнимой оси. Как обычно, добавка ~i£ 
в знаменателе заставляет нас делать этот поворот против часовой 
стрелки, так что q° = iq1, где q4 изменяется от ~°о до +°°. Тогда 
интеграл принимает вид

./ = i 2п q dq 
q4 (17.5.38)

где q — величина евклидового 4-вектора (q1, q2, q3, q4).
Чтобы двигаться дальше, очевидно, нужен какой-то метод ре

гуляризации интеграла. Простейший способ обращения с ультрафио
летовыми расходмостями заключается в обрезании интеграла по q 
выше некоторого масштаба А. Однако необходимо и обрезание снизу, 
связанное с инфракрасной расходимостью. Оно определяется физи-

* Для группы SU{3) генераторы ta равны д/2, умноженной на матрицы 
Гелл-Манна Ха, использующиеся в разделе 19.7, так что Сару = (д/2)/арг
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кой ситуации. Если импульсы четырех векторных частиц не равны 
нулю, то по внутренним линиям диаграммы течет определенный им
пульс, так что инфракрасное обрезание происходит на масштабе ц 
этих импульсов. Аналогично, если вычислить четвертую вариацион
ную производную Г[А] по А не при А =  0, а при некотором конечном 
значении, то пропагаторы внутренних линий не взорвутся при нуле
вых импульсах, и инфракрасное обрезание будет иметь место на 
масштабе (1 ~ дА. В любом случае Л принимает вид

d,q

Ч
= 2л;2г In

и поэтому

(17.5.39)

La = ~ 2л
11 1— с 2v12 1 3 2у

In^ЛЛ

kV-j
+ 0(д (17.5.40)

Тогда из (17.4.48) находим перенормированную константу

Як = 9
о2 {1  1л 1 1

1 + , In 1̂ С2

о+

4л~ VM- J V12 3 ) (17.5.41)

м-

Обратим внимание на следующее. В то время как в квантовой 
электродинамике обсуждавшиеся в разделе 11.2 радиационные по
правки уменьшают физическую константу связи gR по сравнению с 
голой константой д, в неабелевых калибровочных теориях они уве
личивают физическую константу по сравнению с голой, если толь
ко фермионный мультиплет не слишком велик, и С2 < 11С1/4. Важ
ность этого обстоятельства будет расмотрена в гл. 18.

Альтернативно, можно рассматривать ултрафиолетовую рас
ходимость методами размерной регуляризации, обсуждавшимися в 
разделе 11.2. Тогда вместо (17.5.39) можно записать

// = i
2n2qd xdq
71------2\2 ' (17.5.42)

о ( Г + Ц 2Г

где d — комплексная размерность, которая устремляется к 4 в кон
це вычислений, a JI — инфракрасное обрезание порядка внешних
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импульсов (или фоновых полей, умноженных на д). Пока d комп
лексно с Re d < 0 и ц2 > 0, интеграл имеет конечное значение

.f = -от" £ - 1 1 - 2
2

%

Аналитически продолжая к d —> 4, имеем

1
d -  4

+ In }Д +. (17.5.43)

где многоточие означает не зависящие от ц слагаемые. В результате

La = 2п
11

12 С1 - - С2
1
3 у

и поэтому

9 r  =  9 1 -
2nz

11 1
—  C i - - C 2

v 1 2  1 3 %

1 i— ----- ь In jj, +.... + 0 (g4)
d -  4 ) ' (17.5.44)

Заметим, что в данном случае ультрафиолетовые расходимости 
имеют другую форму, но зависимость от инфракрасного обрезания 
Р такая же. Формула (17.5.44) будет важной отправной точкой об
суждения асимптотической свободы в разделе 18.7.

Задачи

1. Проведите доказательство перенормируемости, данное в раз
деле 17.2, включив в лагранжиан элементарные скалярные поля.

2. Проведите квантование неабелевой калибровочной теории в 
калибровке фонового поля, используя обсуждавшийся в конце 
раздела 17.2 метод БРСТ квантования.

3. Выведите соотношение (17.5.44) между перенормированной и
неперенормированной константами связи, вычислив квадра-
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тичные по зависящему от пространственно-временных коор
динат калибровочному полю слагаемые в Г(1 петля).

4. Вычислите в однопетлевом приближении соотношение между 
перенормированной и неперенормированной константами свя
зи в калибровочной теории, содержащей элементарные ска
лярные поля.
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Методы ренормгруппы

Метод ренормализационной группы был первоначально пред
ложен Гелл-Манном и Лоу1 как средство борьбы с крахом теории 
возмущений при очень высоких энергиях в квантовой электродина
мике. Было обнаружено, что вклад те-петлевого приближения в ам
плитуду, содержащую импульсы порядка q, например, в амплиту
ду поляризации вакуума H,lv(y), содержит п множителей In(q2/m e2), 
а также множитель а", так что когда a ln(q2/ m 2) велико, теория 
возмущений становится неприменимой даже при малой величине 
постоянной тонкой структуры а. Даже в безмассовой теории, на
пример, в неабелевой калибровочной теории, мы должны вводить 
некоторую шкалу (Д ., чтобы задать точку перенормировки, в кото
рой определяются перенормированные константы связи, и в этом 
случае мы сталкиваемся с логарифмами 1п(Е/ц), так что, несмотря 
на малость константы связи, теория возмущений может нарушать
ся при Е »  ц или Е ц.

К счастью, существует модифицированная версия теории воз
мущений, которую часто можно применить в подобных случаях. 
Ключевая идея этого подхода состоит во введении констант связи 
д определенных при скользящей перенормировочной шкале ц, 
т. е. шкале, которая никаким фиксированным образом не связана с 
массами частиц. Затем, выбирая |1 того же порядка величины, что 
и типичная для рассматриваемого процесса энергия Е, можно обез
вредить множители 1п(Е/ц). После этого можно продолжать вы
числения по теории возмущений до тех пор, пока с/(1 остается ма
лой. В частности, задав константы связи, определенные в 
точке jli, можно с помощью теории возмущений вычислить физи
ческие амплитуды при энергии JI + d|i и использовать их для
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вычисления констант связи, определенных в перенормированной 
точке ц  + cZjli. Интегрируя возникающее дифференциальное урав
нение, можно затем связать константы связи в интересующей нас 
точке с константами, определенными в исходной точке. (Первона
чально название «ренормализационная группа»* возникло потому, 
что здесь рассматриваются уравнения, описывающе изменения вида 
теории в результате переопределения перенормированных кон
стант связи. На самом деле, все это не имеет никакого отношения 
к теории групп.) Метод ренормгруппы позволяет также качествен
но проследить за асимптотическим поведением при очень больших 
или (в безмассовых теориях) очень малых энергиях, даже когда 
константы связи на интересующем нас масштабе слишком вели
ки, чтобы можно было применять теорию возмущений.

Хотя метод ренормгруппы первоначально возник в связи с из
менениями в рецепте определения перенормированных констан свя
зи, он приобрел более широкий смысл. Когда мы заменяем голые 
константы и поля на перенормированные, определенные через мат
ричные элементы, вычисленные при характерной энергетической 
шкале JL1, интегралы по виртуальным импульсам эффективно обреза
ются на масштабах энергий и импульсов порядка ц. Таким образом, 
если мы изменяем ц, мы фактически изменяем масштабы тех степе
ней свободы, которые учитываются в наших вычислениях.

Урок, вытекающий из рассмотрения ренормгруппы, состоя
щий в том, что для устранения больших логарифмов следует выб
рать р порядка типичной энергии Е в изучаемом процессе, есть 
частный случай более общего принципа, утверждающего, что для 
вычислений при заданной энергии следует сначала избавиться от 
степеней свободы при значительно больших энергиях.

Есть много других способов достичь этого. Как мы видели в 
разделе 12.4, в том подходе к ренормализационной группе, кото
рый связан с пионерскими работами Вильсона 2, вводится явное 
конечное обрезание, сопровождаемое таким изменением парамет
ров теории, при котором физические величины остаются незави
сящими от обрезания. Такой подход требует введения бесконечно
го числа типов взаимодействий, которые допускаются симметриями 
теории, и поэтому не слишком удобен при рассмотрении реально

* В русскоязычной литературе часто используется термин ренормгруп- 
па, который мы и будем далее употреблять. — Прим. пер.
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перенормируемых теорий типа квантовой электродинамики (хотя, 
как обсуждалось в разделе 12.3, сегодня квантовая электродина
мика рассматривается лишь как очень хорошее приближение к 
неперенормируемой теории, в которой взаимодействия высшей раз
мерности подавлены отрицательными степенями какой-то очень 
большой массы). Если обрезание совершается при квантовании 
калибровочной теории на конечной пространственно-временной ре
шетке, вильсоновский подход имеет то преимущество, что мож
но делать вычисления, сохраняя явную калибровочную инвари
антность (объем калибровочной группы равен объему группы 
глобальной симметрии, умноженному на число граней решетки), 
однако недостатком является отсутствие явной инвариантности 
относительно преобразований вращения или Лоренца. В любом 
случае, какой бы подход не использовался для устранения сте
пеней свободы при высоких энергиях, сохраняется значительная 
часть формализма ренормгруппы.

18.1. Откуда берутся большие логарифмы?

Посмотрим сначала, как могут возникнуть большие лога
рифмы при очень больших энергиях.

Рассмотрим физическую амплитуду, сечение или любой дру
гой вероятностный параметр Г(Е,х,д,т), зависящей от общего мас
штаба энергий Е, от различных углов и отношений энергий, кол
лективно обозначенных х, от различных безразмерных констант 
связи, коллективно обозначенных д, и различных масс, коллектив
но обозначенных т. Если Г имеет размерность [масса]0 (например, 
для сечения D =  —2), то на основании простого размерного анализа 
имеем:

Г(Е,х,д,т) = EDI ( т^ 1, х, а, —  
Е

(18.1.1)

Можно ожидать, что в пределе Е —» оо такая амплитуда будет 
вести себя как простая степень:
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Но оказывается, что это не так. При расчетах по теории 
возмущений обнаруживается, что множитель Е° сопровождается 
степенями In (Е/т), искажающими простое степенное поведение.

Ясно, что степени In (Е/т) могут возникнуть при Е —» ® и фик
сированном т, только если амплитуда G при фиксированной энер
гии Е становится сингулярной при т —> 0. Существуют два класса 
подобных массовых сингулярностей, одна из которых легко устра
няется путем вычисления амплитуды или вероятности правильного 
типа, а другая требует изменения процедуры перенормировки.

Сингулярности при нулевой массе первого типа возникают 
в результате слияния полюсов пропагаторов на массовых обо
лочках соответствующих частиц. Например, предположим, что 
фейнмановская диаграмма содержит входящую линию с полным 
4-импульсом р ,̂ прикрепленную в вершине к внутренним лини
ям частиц с массами тj, m2, ..., тп. Согласно выводам гл. 10, 
соответствующая диаграмма будет иметь разрез, идущий вдоль 
отрицательной действительной оси р2 от точки р2 = —(т1 +  ... + 
тп)2 до — Это не приводит к сингулярностям, если внешняя 
линия соответсвует стабильной частице массой М < т г +  ... +  тп, 
так как точка р2 = ~М2 находится вне разреза. Однако, когда все 
М, rriy, ..., тп стремятся к нулю, значение —р2 на массовой обо
лочке и точка ветвления на конце разреза сближаются, сливаясь 
при р2 =  0 и приводя к возникновению сингулярности.

Отсюда следует, что можно избежать инфракрасных расхо
димостей при т =  0, просто оставаясь вне массовой оболочки, на
пример, устремляя р2 для всех внешних линий к +°о вместе со все
ми энергетическими переменными. После этого можно использовать 
дисперсионные соотношения или какую-то другую технику анали
тического продолжения, и использовать результаты поведения фей- 
нмановских амплитуд в таком пределе для того, чтобы что-то уз
нать об элементах ^-матрицы. Часто такое продолжение 
оказывается ненужным, так как нас интересуют не элементы .S'- 
матрицы на массовой оболочке, а матричные элементы токов, 
несущие импульсы q, не связанные с какими-то массами. На
пример, функция поляризации вакуума Jt(q2), определенная в 
разделе 10.5, свободна от сингулярностей при нулевых массах 
первого типа везде, кроме области q2 < 0.

Другой подход к устранению массовых сингулярностей пер
вого типа связан с наблюдением, что обычно сингулярности при

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



18.1. Откуда берутся большие логарифмы? 157

нулевой массе возникают при попытках вычислить сечение, ко
торое не измеримо в пределе т —> 0. Например, в квантовой 
электродинамике сечение любого процесса, включающего оп
ределенное количество электронов и фотонов, становится инф
ракрасно расходящимся в пределе те —> 0, даже если мы про
суммируем по неограниченному числу мягких фотонов, поскольку 
в таком пределе невозможно отличить электрон от струи элек
тронов, позитронов и фотонов с полным зарядом —е, все части
цы в которой летят в том же направлении и с той же скоростью. 
Как показано в гл. 13, подобные инфракрасные расходимости 
можно излечить, рассматривая только подходящим образом 
проинтегрированные сечения, которые будут измеримыми при 
те —> оо. Так, вместо того, чтобы пытаться вычислить сечение 
конкретного процесса комптоновского рассеяния, следует вы
числять сечение рассеяния струи с полным зарядом —е на дру
гой струе с нулевым полным зарядом с образованием двух дру
гих таких струй и мягких фотонов. Подобные инклюзивные 
вероятности или сечения, остающиеся конечными при обраще
нии в нуль всех масс, называются «инфракрасно безопасными».

На этом наши проблемы не кончаются. Даже если удастся 
избежать инфракрасных расходимостей, проинтегрировав сече
ния или оставаясь вне массовой оболочки, результирующие про
интегрированные сечения или амплитуды вне массовой оболочки 
содержат при энергиях £ массовые сингулярности второго типа, 
приводящие к множителям In (E/m), нарушающим вытекающее 
из размерного анализа наивное степенное поведение. Причина 
коренится в том, что перенормированные константы связи по 
соглашению определяются через амплитуды, которые инфракрас
но расходятся в пределе всех нулевых масс.

Рассмотрим, например, теорию действительного скалярного 
поля с лагранжианом

JP = - - Э х(рЭхф - - т 2(р2 -  —  дер4. (18.1.2)
2 2 24

В однопетлевом приближении инвариантная амплиту
да упругого рассеяния для процесса рассеяния скалярных 
частиц с начальными импульсами рг, р2 и конечными импульсами 
р\, р\ дается выражением (12.2.24):
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А = g

+ In

32л
С

( *2  ̂A
ах< In

ут 2 -  scc(l -  х) /Jo 1

Az

т -  tx( 1 -  х)

\ г 
+ In

\
т -  их(1 -  х)

3 + 0(д3),
(18.1.3)

где s, t, и — мандельстамовские переменные

s = - (р х + р2)2 , t = -(Pi -  р{)2 , и = ~(pj -  Pa)2,

a A — ультрафиолетовое обрезание. До тех пор, пока s, t, и удер
живаются вне положительной действительной оси и, в частности, 
когда все они устремляются к — (что нарушает условие нахожде
ния на массовой поверхности s + t + и =  4m2), амплитуда не содер
жит сингулярностей при нулевой массе. Конечно, амплитуда зави
сит от обрезания А и от т, так что даже если сингулярно
сти при нулевой массе отсутствуют, мы не получим результат 
А —> const, который получился бы из наивных размерных сообра
жений в пределе s, t, и —> —°°. Зависимость от обрезания можно 
упрятать в перенормировку. Мы заменяем голую константу g на 
перенормированную константу gR, определенную как значение А в 
какой-то удобной точке перенормировки. Например, можно взять

gR A(s = t = и = 0)
з g2

32л
In A -1

m
+ 0(g3 (18.1.4)

Тогда (18.1.3) принимает вид

A = gR +

+ In

9 r

32л2

■l
dx< In ssc(l -  x)

0
tx(l -  x)

m

v

+ In ux(l -  x)
m

+ 0(gU ,
(18.1.5)
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(Во втором слагаемом можно свободно заменить д2 на дк2, так 
как разность всего лишь порядка дг). Это выражение свободно от 
ультрафиолетовых расходимостей, но имеет сингулярность при 
т =  0, даже, если все s, t, и удерживаются отрицательными. Следо
вательно, при s, t, и —> мы снова приходим к асимптотическому 
поведению, противоречащему ожиданиям, основанным на наив
ном подсчете степеней:

9V rrr у
+ In 9\т* J

+ In' - г * '
9Vrrr }

(18.1.6)

(Практически то же самое происходит и при любом другом «ес
тественном» определении перенормированной константы. Напри
мер, можно определить gR при значении А в симметричной точке 
на массовой оболочке s = t = и =  4 ?7г / 3 , что приведет к такому 
же асимптотическому поведению, что и (18.1.6), с той разницей, 
что постоянная — 6 заменится на другую числовую постоянную.) 
Ясно, что сингулярность при нулевой массе, с которой мы стал
киваемся при выражении А через gR, полностью возникает от сла
гаемого In т2 в выражении (18.1.4) для перенормированной кон
станты gR через голую константу связи д.

В дополнение к рассмотренным существуют другие сингу
лярности при нулевой массе, возникающие при вычислении мат
ричных элементов операторов (например, фейнмановских амп
литуд вне массовой поверхности), а не интегралов от сечений. 
Такие сингулярности возникают из-за необходимсти перенорми
ровать не только константы связи, но и эти операторы. Напри
мер, предположим, что в скалярной теории поля с лагранжиа
ном (18.1.2) мы хотим вычислить матричный элемент (|3|lS(p)|oc) 
оператора

0(р) = J d4xe~tp'x(p2(x). (18.1.7)

На языке фейнмановских диаграмм это соответствует вклю
чению вершины, в которой сходятся две внутренние линии ф и 
через которую протекает полный 4-импульс р в диаграммы пе
рехода а —> (3 (см. рис. 18.1). Ультрафиолетовые расходимости воз
никают от класса диаграмм, в которых эта новая вершина явля
ется частью поддиаграммы, связанной с остальной частью 
диаграммы ровно двумя ф-линиями (рис. 18.2). Из размерного ана-
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Рис. 18-1. Фейнмановские диаграммы в импульсном представлении для 
матричного элемента оператора jd4x ехр(-гр • ж) ф2(х) в теории элементар
ного скалярного поля ф(х). Заштрихованный диск представляет сумму ди
аграмм с указанными внешними диниями. Помимо пары внешних линий, 
входящих в вершину ф2 другие внешние линии, прикрепленные к диску, 
представляют те частицы в начальном или конечном состоянии, для пере

хода между которыми вычисляется матричный элемент

Рис. 18-2. Класс фейнмановских диаграмм для матричного элемента 
оператора jd4x ехр (-ip ■ х) ф2(х), в котором возникает ультрафиолетовая 

расходимость. Обозначения те же, что на рис. 18-1

лиза следует, что если поддиаграмма связана с остальной частью 
диаграммы более чем двумя линиями <р, она будет сходиться,, 
так как взаимодействие ф2 имеет размерность +2, и поэтому под
диаграмма, в которой эта вершина связана с остальной частью п 
> 2 линиями, имеет размерность 4 — 2 — п <  0. Расходящаяся 
часть поддиаграммы есть просто логарифмически расходящаяся 
константа, поэтому матричные элементы ф2 могут быть сделаны

* 9конечными* умножением ф на подходящую расходящуюся кон
* В этом рассуждении предполагалось, что любые расходимости, воз

никающие из поддиаграмм, содержащих вершину (р2, прикрепленную к 
остальной части поддиаграммы ровно двумя линями ф, устранены анало
гичным образом.
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Рис. 18-3. Расходящаяся часть диаграммы рис. 18-2 в однопетлевом прибли
жении

станту ^ф2. в  порядке д2 соответствующая поддиаграмма опреде
ляется диаграммами рис. 18.3 и вносит в матричный элемент ft(p) 
расходящийся множитель

F(p) =  l + - [ - i ( 2  Jt)4g]
-г

Щ ) 4
dAk

[fc2 + m2 -  £e][(p -  k)2 + m2 -  гв]

(18.1.8)
Комбинируя знаменатели, поворачивая контур интегрирования 
по к0 и совершая ультрафиолетовое обрезание Л, находим при 
Л —>

F{p) = 1-
32nz

Г1 '
dx In

J 0 _ V

А

т + р"х{1 -  х)
1 + °(д 2)- (18.1.9)

Здесь нет сингулярности при нулевой массе (до тех пор, пока р2 
удерживается положительным), но, конечно, есть зависимость от 
обрезания. Такая логарифмическая расходимость устраняется оп-

,2.ределением перенормированного оператора ф :

(Ф2)к = ЛГ(сР2)ф2 (18.1.10)

где дг(ф2) выбрано так, что iV((p2)F(p) имеет определенное конечное 
значение в некоторой заданной точке перенормировки. Например, 
можно определить перенормированный оператор ф2 так, что

JV((p2)F(0) = 1, (18.1.11)
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В этом случае

(18.1.12)

Тогда матричные элементы перенормированного оператора (ф2)к 
содержат множитель

инфракрасную сингулярность при т —> 0, соответствующую боль
шим логарифмам в асимптотическом поведении при р2 —> +оо. Ко
нечно, чтобы устранить обрезание в вычислениях в высших по
рядках, нужно было бы вводить перенормированную константу 
связи и перенормированный оператор (р2, так что логарифмы 
возникли от обоих источников.

Аналогичные перенормировочные множители нужны не 
только для ф2(сс), но для операторов любого типа. В частности, 
взятие матричного элемента одного из элементарных полей \|/ 
теории приводит к ультрафиолетовым расходимостям, возника
ющим от радиационных поправок к соответствующему пропага- 
тору. Как мы видели в гл. 12, эти бесконечности могут быть со
кращены, если перейти к перенормированному полю \|/R:

где N^  выбрано так, чтобы матричный элемент между одночас
тичным состоянием и вакуумом имел тот же вид, что и приня
тым образом нормированное поле в отсутствии взаимодействия. 
Связь с обычной константой перенормировки Z перенормирован
ной теории дается выражением

Например, вспомним полученные ранее результаты для пе
ренормировки фотонного поля в спинорной квантовой электроди-

Он конечен при всех р2 > 0 и т2 >  0, но содержит теперь

¥ r = jvw¥ , (18.1.14)

£(¥) ; j ДГ<¥)|-2 _ (18.1.15)
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намике.* В этом случае перенормированное электромагнитное поле 
Ад*1 принято записывать через «голое» поле Ав  ̂ в виде:

дИ _ <7~ 1/2 д Ц

где Z 3 определяется формулой (11.2.21):

Zg -  1
12тс

■ In Л2
+ 0{е4 (18.1.16)

Здесь имеется сингулярность при нулевой массе, которая будет 
оказывать влияние на асимптотическое поведение матричных эле
ментов перенормированного фотонного поля. В частности, выраже
ние (11.2.22) дает собственноэнергетическую функцию перенорми
рованного электромагнитного поля:

R
2%2

dxx( 1 -  х) In 1 + q х( 1 -  х)
т

+ 0(4 )- (18.1.17)

2

Она имеет особенность при т =  0 и, следовательно, большие лога
рифмы в асимптотике при q2 —> +°°:

2лг
1 q2 
6 т

5
18

+ 0(е (18.1.18)

Особым свойством электродинамики является то, что множи
тель Z3, возникающий в перенормировке электромагнитного поля, 
возникает и в перенормировке электрического заряда:

%  = , (18.1.19)

но в общем случае это не так. Впервые техника ренормгруппы 
была применена в квантовой электродинамике, но рассматривае-

* В использованной выше в качестве примера скалярной теории поля с 
взаимодействием <р4 слагаемые низшего порядка в JV(4>) возникают от двух
петлевых диаграмм, поэтому для иллюстрации вычисления множителей N 
использовать эту теорию неудобно.
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мая здесь скалярная теория поля дает более типичную иллюст
рацию этих методов с отдельной перенормировкой полей и кон
стант связи.

В предыдущем разделе было показано, что происхожде
ние больших логарифмов, возникающих при высоких энергиях в 
должным образом проинтегрированных сечениях или фейнманов- 
ских амплитудах вне массовой поверхности, можно проследить 
вплоть до рецепта, используемого для перенормировки констант 
связи и операторов. Центральной идеей метода ренормализаци- 
онной группы является изменение этого рецепта.

Предположим, мы нашли какой-то способ определения но
вого типа перенормированной константы связи д(ц), зависящей 
от скользящего энергетического масштаба ц, но (по крайней мере, 
при ц 3> т) не зависящей от масштаба т всех масс в теории. 
Тогда подходящим образом проинтегрированные сечения или дру
гие инфракрасно безопасные вероятностные параметры можно 
выразить не через дк, а через дд и |1. На основании анализа раз
мерностей можно записать такие функции как

(Наши обозначения совпадают с обозначениями в разделе 18.1. 
В частности, х  означает совокупность безразмерных углов, отно
шений энергий и т. п., от которых может зависеть Г.) Так как ц — 
совершенно произвольный перенормировочный масштаб, можно 
выбрать (1 = £, и в этом случае (18.2.1) примет вид

Теперь это выражение не содержит сингулярностей при нуле
вой массе, так как при т Е константа дЕ не зависит от т. Таким 
образом, больших логарифмов не возникает, и можно использовать 
теорю возмущений для вычисления Г через дЕ до тех пор, пока 
сама константа дЕ остается достаточно малой. В частности, в лю-

18.2. Скользящий масштаб

ТП цГ(£,х,дц,т ,ц ) = Е °Г  l,.r,g„, — ,— . (18.2.1)

7YIГ(Е,ж,дц,ш,ц) = £ d Г 1,ж,дц,—
\

(18.2.2)
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бом конечном порядке теории возмущений Г имеет при Е 2> т 
асимптотическое поведение

Ц Е ,х ,д „,m,|i) Е°Г(1,х,д£,0,1). (18.2.3)

(Непертурбативные поправки рассматриваются в разделе 18.4.)
Остается вычислить дЕ. Например, в скалярной теории поля с 

лагранжианом (18.1.2) можно определить д  ̂ через значение ампли
туды рассеяния в точке перенормировки s I и — ц2:

= A(s = t = и = -ц 2)

3 д2
=  д-

32%

Г1 (
dx< In

Jo . 1

К1

т2 + р.2х(1 -  х )
1 +0(д3) (18.2.4)

или через обычную перенормированную константу связи (18.1.4):

а
9е 32г >

■i f  2 / i
А 1 1 л- ~  Ж)ах In 1 +

о V т
+ 0(g3R). (18.2.5)

у

Однако эта формула применима только в том случае, когда по
правочное слагаемое меньше gR, иначе говоря, только если 
|дк1п (ц /т)| <ЗС 1. Если бы при 11 — Е дело обстояло именно так, нам не 
были бы нужны методы ренормгруппы, и вполне хватало бы обыч
ной теории возмущений.

Вместо того, чтобы непосредственно использовать при боль
ших ji формулы типа (18.2.5), мы должны действовать поэтапно. 
Сначала нужно вычислить д̂  через дк, пока отношение |х/т не слиш
ком превышает единицу, затем можно вычислить через д ,̂ пока 
отношение \i' / JJ не слишком превышает единицу, и так далее вплоть 
до дЕ. Вместо того, чтобы делать это дискретными шагами, можно 
перейти к непрерывному описанию. На основании размерного ана
лиза соотношение между и д̂  принимает вид

=  G ( g „ , n 7 n , m / n ) . (18.2.6)

Дифференцируя по |Д* и полагая |/ = (Д., приходим к дифференци
альному уравнению
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(18.2.7)

где

2 =  1
(18.2.8)

Здесь нет сингулярностей при нулевой массе, так что при ji. т  
дифференциальное уравнение приобретает простой вид

Это уравнение часто называют уравнением Каллана—Симан- 
чика 1. Мы должны вычислить дЕ, интегрируя дифференциальное 
уравнение (18.2.9) с начальным значением дм при некотором масш
табе (1 = М, который на практике выбирается достаточно большим, 
так что при |д, > М можно пренебречь массами т  по сравнению с ц, и 
в то же время достаточно малым, чтобы большие логарифмы In,(М / 
ш) не помешали использовать теорию возмущений для вычисления 
дм через обычную перенормированную константу связи gR. Решение 
можно формально записать в виде

до тех пор, пока |3(д) не обращается в нуль на интервале между дм и дЕ.
Результаты предыдущего раздела не основаны на теории воз

мущений, однако обычно без нее невозможно обойтись при вычис
лении функций Г и (3. В качестве примера предположим, что мы 
вычисляем д̂ - в скалярной теории поля с взаимодействием д(р4/24, 
совершая перенормировку путем выражения д не через дк, а через 
д̂ . Повторяя вычисления, приведшие к (18.2.5), получаем

(18.29)

J 9м
(18.2.10)
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Тогда из формулы (18.2.8) имеем

т

II
= +-

щ

167Г2
dx -

р, х(1 -  х) 
т 2 + |i2x(l -  х)

+  0(д1). (18.2.11)

(18.2.12)

В следующем порядке при р, т бета-функция равна'5

(  2  ̂

Kltoc
17
3

f  2 

У16п у
+

г \

3

Если нам достаточно только однопетлевое приближение, вы
числение (3(g) можно выполнить еще проще. Чтобы избежать боль
ших радиационных поправок в матричных элементах при энергиях 
порядка т, следует записать голую константу g через конечную 
перенормированную константу д̂  в виде

(18.2.13)

Например, из формулы (18.1.3) можно немедленно увидеть, что ко
эффициент в д при слагаемых с 1пА равен

В(д) = - - [ —г(2тг)4д2]
- г

,(2п)4
2%Ai2v - Зд2

16л2
(18.2.14)

Неперенормированная константа, конечно, не зависит от jl i ,  так что 
в низшем порядке

d 
М —  9u ~ B( 9 j  = 0 

dji

и в этом же порядке
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т  = В{д). (18.2.15)

При В(д) из (18.2.14) это согласуется с нашим предыдущим ре
зультатом (18.2.12) для р(д) в скалярной теории (р4.

Вместо того, чтобы использовать простое ультрафиолетовое 
обрезание, которое может вступать в противоречие с калибровоч
ной инвариантностью, часто удобнее иметь дело с ультрафиолето
выми расходимостями в методе размерной регуляризации. При раз
мерности пространства-времени d < 4 мы получаем вместо 1п(Л/ц) 
сходящийся интеграл

------------ In и
4 -  d . '

Вместо устранения зависимости от обрезания путем переписывания 
неперенормированной константы как в формуле (18.2.13), пишем:

---------- In и
4 -  d .

с той же функцией В(дА как и ранее. Таким образом, для того, 
чтобы вычислить fKg )̂, нам следует всего лишь извлечь коэффици
ент при сингулярном множителе 1/(4 — d) в перенормированной 
константе. Это рассуждение распространяется в разделе 18.6 на все 
порядки теории возмущений.

До тех пор, пока в скалярной теории поля с лагранжианом
(18.1.2) дц достаточно мала, решения уравнений (18.2.9) и (18.2.12) 
можно хорошо аппроксимировать выражением

16л

где М  — постоянная интегрирования. Это выражение иллюстрирует 
общее свойство вычислений методом ренормгруппы, заключающе
еся в том, что безразмерные константы связи типа gR заменяются 
параметрами типа М, имеющими размерность массы. Значение М 
можно связать с gR, сравнив решение (18.2.17) с поведением кон
станты связи при значениях ш, которые достаточно велики, чтобы

9 =  + В(!7ц)

WL. | | “ ~ 4
k < i - 4 _  И ;_________ __________________

”■ к 4 -  d d^ 4

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



18.2. Скользящий масштаб 169

использовать приближение, основанное на неравенстве |i S> т, 
но в то же время достаточно малы, чтобы |gRln(ji/m)| чЩ 1, когда 
из (18.2.5) получаем

Зд|
■ In

16л" \т )
(18.2.18)

Таким способом находим

М  — т  ехр 16%Л
(18.2.19)

так что формулу (18.2.17) можно записать в более удобном виде

7 -1

= ЯК
16% т

(18.2.20)

Повторимся, что это выражение справедливо при малых д̂ , 
даже если |gRln(jj./m)| порядка единицы, так что оно представляет 
существенное улучшение результата теории возмущений (18.2.18). 
Конечно, условие малости дц нарушится, когда дд1п(ц/ш) окажется 
достаточно близко к критическому значению 1 бтс2/3. Но из (18.2.20) 
следует, по крайней мере, недвусмысленное предсказание, что кон
станта дЕ становится достаточно большой, чтобы нарушить приме
нимость теории возмущений при некоторой энергии Е ниже крити
ческого значения (18.2.19).

Если вместо проинтегрированных сечений вычисляются мат
ричные элементы операторов вне массовой поверхности, следует 
принимать во внимание множители JV, возникающие в определении 
перенормированных операторов с конечными матричными элемен
тами. В предыдущем разделе мы видели, что если определить JV- 
множители обычным образом (скажем, так, чтобы поправочные сла
гаемые, возникающие от расходящихся поддиаграмм, сокращались, 
если оператор несет нулевой 4-импульс или поле находится на мас
совой поверхности), то формула для этих множителей содержит 
сингулярности при нулевой массе, как в (18.1.12) или (18.1.16), что 
приводит к большим логарифмам при энергиях Е т. Способ лече
ния состоит в том, чтобы определить константы перенормировки 
JV|'1 при скользящем масштабе ц, так, чтобы поправочный множи
тель в матричных элементах перенормированного оператора
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(18.2.21)

возникающий за счет расходящихся поддиаграмм, содержащих 
оператор 0, сокращался в точке перенормировки, характеризу
ющейся 4-импульсами порядка (1. Если MR — матричный элемент 
обычным образом перенормированных операторов, а М — мат
ричный элемент, в котором операторы перенормированы так, как 
в (18.2.21), тогда для любого (J,

Считая, что М имеет размерность D, можно опять воспользоваться 
размерным анализом и, положив (д. = Е, записать это выражение в 
виде

Таким образом, чтобы установить поведение амплитуды вне массо
вой поверхности Мд при больших энергиях, следует знать, как из
меняется iVfi при изменении масштаба перенормировки ц.

Для двух заданных масштабов }Д и ц' матричные элементы пе-

м к = П  М(Е,з^д^,т,\1), (18.2.22)

(18.2.23)

ренормированных операторов Дг̂  и iVjV конечны, так что отноше
ние не должно зависеть от обрезания. На основании раз
мерных соображений это отношение должно иметь вид

(18.2.24)

Дифференцируя по fl' и полагая ш = ц, получаем

d
(18.2.25)

где
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—  G(<!)(g 2,т /ц )  
az Z =  1

Решение уравнения имеет вид

(18.2.26)

N (P ехр у!' ) т cZjLl
(18.2.27)

Этот результат полезен, т. к. введение скользящей шкалы предот
вращает появление сингулярностей при нулевой массе у величин 
JVjf- и а следовательно, у G{(7> и у г>. Отсюда, пока константа дц 
мала, не возникает больших логарифмов, препятствующих исполь
зованию теории возмущений для вычисления у '1. Кроме того, при 
( i » m  величина у^')(д„,ш  /  (-1) имеет гладкий предел

У (Р)(0ц) = Y(P)(9^0). (18.2.28)

В качестве примера рассмотрим оператор ф =  ф2 в скалярной 
теории поля с взаимодействием дф4/24. Вместо того, чтобы пере
нормировать его условием, что поправочный множитель (18.1.9) со
кращается при р2 = 0, потребуем его сокращения при скользящем 
масштабе р2 = т 2, введя новый перенормированный ф2-оператор 
М ф2)ф2, где

дг(ф2) = p V ^ 2)-1 

32л

С1 '
dx In

J 0 _ V

Л
ш 2 + 1Х2х{1 -  х)

+ 0 ( g ) .

Тогда функция (18.2.24) для этого оператора равна

G(<P2 jx т

W N f

= 1 +
32 ж2

Г1 "
dx In

J 0 _ V

т  + fi х(1 -  х ) 
т 2 + ,и/2х(1 -  х)

+ 0(9 2 )HJ*
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(Здесь можно использовать вместо g или так как различие 
этих констант влияет только на слагаемые порядка д^2 или выше.) 
Тогда из (18.2.26) имеем

f  л т _  %
л оJJ. х(1 -  х)

I fч 16л2 „ 0 т 2 + ц2ж(1 -  х)

или при ц т

Другой хороший пример — множитель N, связанный с пе
ренормировкой электромагнитного поля в квантовой электроди
намике. Напомним, что фотонный пропагатор может быть сделан 
конечным для всех импульсов, если вычислять его для перенорми
рованных электромагнитных полей, или, эквивалентно, умножив 
пропагатор неперенормированных полей на Z3_1:

Из формулы (10.5.17) следует, что этот перенормированный пропа
гатор можно записать как

Предположим, что вместо этого мы определим перенормированное 
поле пропагатор которого содержит слагаемое, пропорцио
нальное ЛроЛ?2 -  г£]> с коэффициентом, равным единице при сколь
зящем масштабе перенормировки q2 = [i2. Ясно, что для этого нужно 
взять

(18.2.29)

Ара(^ = 2 з1др с(д)- (18.2.30)

А ( \ —

Р°  4 [ q :! -  г 'е |[1  -
—  + слагаемые с qpqa. (18.2.31)

(18.2.32)

Используя (11.2.22), находим, что функция (18.2.24) равна

1 -Л (У 2)
1 -л (ц 2) (18.2.33)
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так что из (18.2.26) получаем

У (А)( е ^ , т / ц )
т 2 + \i2x( 1 -  х)

х 2(\ -  х)2\\.2
+ 0 (e j). (18.2.34)

Как и было обещано, это выражение имеет гладкий предел при 
ц т:

Уже отмечалось, что электродинамика представляет особый 
случай, т. к. константа перенормировки Z 3-1/2 в определении пере
нормированного электромагнитного поля в точности равна обратной 
величине константы, использующейся для определения перенор
мированного электрического заряда электрона: eR =  Z :A’ :!e. Поэтому 
естественное определение перенормированного электрического за
ряда имеет вид

так что произведение е̂  на перенормированное при шкале ц поле 
N ^ A P  не зависит от ц. Из (18.2.25) следует, что функция (3(e), опре
деляющая согласно (18.2.9) зависимость ец от р., имеет при ц »  т 
значение

Используя выполненные ранее вычисления'’8 слагаемого четвертого 
порядка для функции поляризации вакуума Jt(q2), Гелл-Манн и Лоу 
сумели также получить слагаемое следующего порядка по е

у(А)( ) _  у(А){е 0) = — \ +  0(е4). (18.2.35)
\2жг

(18.2.36)

(3(e) = - е у (А](е) =  + 0(еа).
1 2 л 2

(18.2.37)

в (3(e):

(18.2.38)
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Иными словами, электрический заряд при скользящем масштабе 
(1 удовлетворяет уравнению ренормализационной группы

d
И—  бц = djLL 1 2 ж А

+  -
64тс

■ + 0(е (18.2.39)

При малых е,, отсюда следует, что е(1 возрастает с ростом и..
Требуется также начальное условие. Оно задается известным 

значением перенормированного заряда eR =  Z 31/2e, для которого 
а =  ек2/4л =  1/137,036... . Из формул (18.2.32) и (18.2.36) имеем

= Z\/2N [^ = yjl

= 1
4тс2

dx х(1 -  x) In 1 + }i x (l -  x)

m;
+ 0(e

(18.2.40)

Этот результат нужно согласовать с решением уравнения (18.2.39) 
при таком значении [i, которое достаточно велико, чтобы не нару
шалось приближение ц Ш т е в (18.2.39), но в то же время достаточ
но мало, чтобы логарифм в (18.2.40) оставался все еще малым по 
сравнению с 4тг2/е к2 и тем самым подтверждалась правомочность 
использования теории возмущений. (Например, можно взять и, по
рядка 100 МэВ.) Для таких значений р, из формулы (18.2.40) следует:

R +
1 2

In
т„

(18.2.41)

С другой стороны, решение уравнения (18.2.39) для малых е(1 
имеет вид (удерживаем только старшее слагаемое справа):

'  1 - 1 /2

constant
In }Д
6л2

Сравнивая (18.2.41) и (18.2.42), находим решение
- 1 /2

сR 
бТС2

t  ( 
In

V Vm e y

(18.2.42)

(18.2.43)
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В противоположность (18.2.41) выражение (18.2.43) верно до тех' р 2 ‘ '-цпор, пока мала величина ец2/6я:2, независимо от того, мала или
велика величина (ек2/6л2)1п(ц/ше).

Например, мы уже видели в разделе 11.3, что главную по
правку четвертого порядка к магнитному моменту мюона можно 
получить, умножив поправку второго порядка (швингеровскую по
правку) (11.3.16) на функцию поляризации вакуума Ti(k2) при 
к2 ~ т ц2. Но согласно (18.2.40) это (в данном порядке) — то же самое, 
что использовать в швингеровской поправке вместо ОС величину

Другой пример. В экспериментах на электрон-позитронных 
коллайдерах высоких энергий, таких как LEP в ЦЕРНе или SLC в 
Стан-фордском центре линейного ускорителя SLAC сейчас изуча
ют физические процессы при энергиях порядка массы Z 0 частицы, 
т. е. 91 ГэВ. Из формулы (18.2.43) следует, что при этих энергиях 
радиационные поправки к чистой квантовой электродинамике сле
дует вычислять, используя значение постоянной тонкой структу
ры, равное не 1/137,036, а величине

е2(91 ГэВ) а  1
4л 1 -  2(11.25) а/Зл 134,6 (18.2.44)

Это верно для теории, в которой единственными заряженными ча
стицами массой меньше m z являются электроны. В реальности та
ких сортов частиц много, так что эффективная постоянная тонкой 
структуры4 при mz равна (128,87±0,12)-1.

Скользящая шкала, при которой вычисляются константы 
связи в теории, может быть не только значением импульса внеш
ней линии, но и значением внешнего поля. В одной из ранних 
работ по приложениям методов ренормализационной группы Ко
улмен и 
Ю. Вайнберг4а рассмотрели эффективный потенциал V(cp) для неза
висящего от координат пространства-времени внешнего скалярного 
поля (р. В простом случае, когда поле взаимодействует только с са
мим собой, в однопетлевом приближении полученный ими резуль
тат дается формулой (16.2.15). Особый интерес представляет рас
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смотрение этого потенциала в случае, когда перенормированная 
масса m R обращается в нуль и мы должны в однопетлевом при
ближении положить в последнем слагаемом Ц2(ф) равным дкф2/2, 
так что (16.2.15) теперь имеет вид (при слегка иначе определен
ной константе д):

д2ф4 1пф2 
24 ' 256л2

У(ф) = Хк + ^ ф 4 + ^  7 . (18.2.45)iV С\ Л <Л г- г* '

На первый взгляд кажется, что при g > 0 потенциал при 
очень малых ф становится меньше, чем XR, так что точка ф = О 
является не локальным минимумом, а локальным максимумом. 
Однако при столь малых значениях ф третье слагаемое больше 
второго, и теория возмущений очевидно не вызывает доверия. 
Кроме того, нам хотелось бы показать, что g должна быть поло
жительной, чтобы потенциал был ограничен снизу при больших 
полях, однако из (18.2.45) следует, что сколь бы малой ни была 
константа д, существует достаточно большое ф, при котором те
ория возмущений становится неприменимой, и, следовательно, 
выражению (18.2.45) нельзя доверять при выяснении вопроса об 
ограниченности потенциала снизу при больших полях.

Можно поступить значительно лучше, используя константу 
связи, определенную при скользящей шкале т  для напряженности 
поля. Предположим, что константа дц определена условием

У(ц) = XR + ^ } i 4 . (18.2.46)
24

Если бы мы использовали дц с самого начала как параметр связи, 
тогда вместо (18.2.45) мы получили бы выражение

>m i  У  2

24 ' 256л2
. » 9li 4 ЗцФ , У(ф) -  XR + —  ф - + ___9 In г

ц2 (18.2.47)

очевидно согласующееся с (18.2.46) *.

* Выражение (18.2.47) отличается от того, которое мы получили бы из 
(18.2.45), просто используя (18.2.46), чтобы выразить g через g  ̂ Все отли
чие в том, что последнее слагаемое пропорционально не д2, а д̂ 2. Разни
ца — более высокого порядка по д, но она может стать существенной,
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Уравнение ренормгруппы для g(l можно получить из усло
вия, что этот эффективный потенциал не зависит от (I *:

ll
ф  16л2

(Слагаемые, содержащие производную от ди2, здесь опущены, так 
как они — более высокого порядка по д и ими можно пренебрегать 
до тех пор, пока дц достаточно мала.) Не случайно, что полученное 
уравнение имеет тот же вид, что уравнение ренормализационной 
группы (18.2.9), (18.2.12), где ц — перенормировочный импульс, т. к. 
мы покажем в следующем разделе, что два первых слагаемых в 
уравнении ренормгруппы всегда не зависят от способа определения 
скользящей шкалы. Решение этого уравнения дается выражением
(18.2.17), в общем случае, с другой константой интегрирования М. 
Отсюда, полагая ц (р в (18.2.17), имеем

л 32л2ф4
(Ф) *~ 31п (ф 2/М 2) ’ (18-2‘49)

_ 32л2 
9ф 31п(ф 2/М 2) ’ (18.2.50)

если У(ф) вычисляется при значениях ф, сильно отличающихся от т, 
когда большие логарифмы могут компенсировать степени константы свя
зи. Если с самого начала использовать в качестве параметра связи gfl и 
взять ц порядка ф, то подобных логарифмов не возникает, и приближе
ние (18.2.47) справедливо до тех пор, пока остается малой.

* Чтобы устранить всю зависимость от обрезания, поле ф нужно запи
сать через перенормированное поле ф̂  =А7[1<(,ф, что порождает зависимость 
У(фц) от JH, возникающую из зависимости от ц константы перенормировки 
JVJ. Здесь это игнорируется, так как в теории скалярного поля с взаимо
действием ос <р4 диаграммы низшего порядка, дающие вклад в зависимость 

от jli,  содержат две петли, и в том порядке, в котором мы делаем здесь 
вычисления, можно положить NJ = 1.
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Этот результат следует использовать с осторожностью, так 
как он справедлив только при малых значениях константы связи g)L. 
Проблема не только в том, что (18.2.49) теряет применимость при 
ф, близким к М. Мы не можем также проинтегрировать уравнение 
ренормгруппы через сингулярность ф = М, так что знание дф с 
одной стороны от этой сингулярности ничего не говорит нам о пове
дении дф с другой стороны.

Если оказалось, что дф имеет малое положительное зна
чение при некотором ф0, тогда из (18.2.50) мы знаем, что М > 
]ф0|, так что дф остается малой величиной, и формула (18.2.49) 
верна при |ф| < [ф0[4 Это показывает, что точка ф = 0 является 
локальным минимумом У(ф), в противополож ность тому, что 
мы могли бы предположить на основании (18.2.45). Это означает, 
что вакуум, который инвариантен относительно преобразова
ния симметрии ф —» —ф, в этой модели стабилен, если не прини
мать во внимание возможность квантово-механического проса
чивания сквозь барьер.

С другой стороны, мы не знаем, является ли выражение 
(18.2.49) справедливым для достаточно больших по сравнению с 
М значений |ф|. Константа может оказаться слишком большой для 
того, чтобы использовать теорию возмущений для всех |ф| > М, и 
даже если при некотором |ф| > М она становится малой, потенци
ал при таком ф может определяться выражением (18.2.49) с мас
штабом перенормировки М' >  ф, порождая вторую сингулярность. 
Таким образом, в этом случае мы не можем сделать вывод, что 
У(ф) —» °о при ]ф| —» оо.

Аналогично, если оказалось, что дф имеет малое отрица
тельное значение при некотором ф0, тогда мы знаем, что М < ф0, 
так что дф остается малой, и выражение (18.2.49) верно при |<р| > |ф0|. 
В этом случае мы ничего не можем сказать о поведении потен
циала при |ф| < М, но можем использовать (18.2.49), чтобы уви
деть, что У(ф) —> 00 при |ф| —» оо, исключая возможность существо
вания любого стабильного вакуума. Так как здесь рассматривается 
предел |ф| —» оо, этот вывод верен также для скалярных полей с 
массой т >  0 при условии, что т  |ф0|. Именно поэтому необхо
димо предполагать, что константа взаимодействия ф4 (перенор
мированная при любом масштабе, много большем массы скаляра) 
положительна.
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18.3. Варианты асимптотического поведения

Методы ренормализационной группы позволяют глубже по
нять встречающиеся в квантовых теориях поля возможные типы 
асимптотического поведения даже в тех случаях, когда бегущая 
константа связи д̂  недостаточно мала, чтобы можно было приме
нять теорию возмущений. Мы будем различать четыре возможных 
типа поведения д̂  при и —> <х>, соответствующих четырем разным 
формам функции (3(g) в теориях с единственной константой связи. В 
следующем разделе мы рассмотрим случай теорий с несколькими 
независимыми константами.

Напомним, прежде всего, результаты о виде (3(g), установ
ленные в двух примерах, рассмотренных в предыдущем разделе. 
Одним из примеров была скалярная теория поля с взаимодействи
ем gф4/24, для которой при малых g бета-функция имеет вид

Другой пример — квантовая электродинамика. Вместо того, чтобы 
выписывать бета-функцию в виде (18.2.38), подчеркнем схожесть 
этой теории и скалярной теории поля, записав

g = е2, (18.3.2)

где теперь fKg )̂ понимается как |_LdgLl/du, так что при малых g

(3(g) = 2е е3 е5
+ + 0 ( е 1)

12л2 64л
2 з (18.3.3)

+ - ^ -  + 0(д4).
6л2 32л2

Заметим, что в обоих случаях физически разрешенные констан
ты связи уменьшаются в области д > 0, где (3(g) > 0 при малых д. 
В электродинамике это происходит просто потому, что действи
тельность лагранжиана требует, чтобы заряд е был действитель
ным. Как мы видели в конце предыдущего раздела, в скалярной 
теории поля необходимо выполнение условия g > 0, для того,
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чтобы существовало стабильное вакуумное состояние. Однако есть 
другие примеры, когда [3(g) < 0 при д > 0. Например, можно рас
смотреть скалярную теорию поля с гамильтонианом взаимодействия 
—д(р4/24 с положительной константой д. Такая теория может быть 
нефизической, но до тех пор, пока мы придерживаемся теории воз
мущений, нас не будут беспокоить проблемы стабильности. Из урав
нения (18.2.9) следует, что если переопределить g —> -g , бета-фун
кция изменяется следующим образом: (3(g) —> —(3(—д), так что, 
пользуясь предыдущим результатом, что (3(g) = Зд2/1бя2 +  0(д3) в 
случае взаимодействия д(р4/24, имеем в случае гамильтониана вза
имодействия —дф4/24:

(3(g) = -  Зд2 / 1 бтг2 + 0(д3) . (18.3.4)

Существенно большее отношение к физике имеют рассмот
ренные в разделе 18.7. неабелевы калибровочные теории с не слиш
ком большим числом спинорных полей, в которых (3 < 0 при малых 
положительных калибровочных константах связи. Ниже мы всегда 
будем определять константу g так, что g > 0, но будем рассматри
вать случаи, когда (3(g) положительна или отрицательна при малых д. 
Обратимся к списку возможностей (рис. 18.4).

Рис. 18.4. Схематическое представление четырех возможных типов функ
ции (3(g). Для таких (3(g) бегущая константа связи g : а) стремится к беско
нечности при конечном значении ц; б) возрастает с ростом ц; в) достигает 

конечного предела д« при ц —» г) стремится к нулю при ц —> °°
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а. Сингулярность при конечной энергии
Предположим, что (3(g) > 0 при малых положительных g (как в 
выражениях (18.3.1) и (18.3.3)) и что (3(g) остается положительной и 
продолжает достаточно быстро возрастать с ростом д, так что схо
дится интеграл

dg

т  < Л З Д

Тогда дц будет непрерывно удаляться от д„ = 0, и из (18.2.10) видно, 
что дЕ должна стать бесконечной при конечном значении Е:

dg

P(g)
(18.3.6)

где ц — произвольная шкала перенормировки с и 2> т. В предыду
щем разделе мы видели пример этого явления. Если принять, что 
формула низшего порядка (3(g) = Зд2/6 я 2 для бета-функции в скаляр
ной теории поля точна для всех значений д, тогда бегушая константа
(18.2.17) становится бесконечной при энергии (18.2.19). Аналогично, 
если считать точной формулу низшего порядка (3(g) = д2/6 л 2 (здесь g 
= е2) для бета-функции спинорной квантовой электродинамики, тогда 
дЕ и еЕ станут бесконечными при энергии (18.3.6), равной

Е°о =  рехр(бл2/д ц). (18.3.7)

Р1спользуя (18.2.43), можно выразить ее через обычный перенорми
рованный заряд:

бтс

V
+ — + 0(е 

6
= е646,6т „ (18.3.8)

Конечно, приближение, в котором (3(g) = д2/6л2, теряет силу 
до того, как достигается эта энергия, поэтому с уверенностью мож
но сказать лишь то, что заряд еЕ станет достаточно большим, что
бы нарушить теорию возмущений при некоторой энергии Е, мень
шей Е„.
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б. Непрерывный рост
Предположим теперь, что в какой-то теории р(д) остается 

положительно определенной при g —» ©°, но при этом достаточно 
медленно растет (или убывает), так что J°°dg/(3(g) расходится. Тогда 
константа связи дЕ продолжает возрастать при Е —» щ  но стано
вится бесконечной только в пределе Е =  Более того, ведущее 
слагаемое в асимптотическом поведении дЕ при Е —> не зависит 
от обычным образом перенормированной константы. Например, 
если (3(g) ведет себя при больших g как (3дк, (3 > 0 и 7с < 1, то 
решение уравнения (18.2.9) имеет вид

г  - , i / ( i - f c )

дЕ = 1 + ( 1 - /с) bg£_1 In — g (18.3.9)

Если g(1 мала при каком-то ц (скажем, порядка т), тогда рост дЕ 
заметен только при энергиях, экспоненциально больших по сравне
нию с этим JJ.. Однако в пределе ультравысоких энергий константа 
связи растет по закону

дЕ - »  [(1 -  к)Ъ In E]lnl kl, (18.3.10)

причем предельное поведение не зависит от д̂ !

в. Фиксированная точка при конечном значении константы
Предположим далее, что (3(g) остается положительно оп

ределенной при 0 < g < д», но обращается в нуль при д = д* и 
затем становится отрицательной. Тогда из уравнения (18.2.9) сле
дует, что с ростом ji константа дц будет возрастать при дц < д. и 
уменьшаться при д̂  > д», достигая в обоих случаях фиксирован
ной точки д* при ц —> оо. Если при д =  д, нуль (3(g) — простой, то в 
окрестности этой точки при g —> д*

Р(д) —> а{д* -  д) для g - »  g* (18.3.11)

с а >  0. Тогда решение уравнения (18.2.9) имеет вид

д * -д ц « | i “ . (18.3.12)

(Описанное выше поведение типа б можно рассматривать как ча
стный случай, когда фиксированная точка д* находится на беско
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нечности.) Кроме того для произвольного оператора О можно 
ожидать плавного поведения у(д) в окрестности д*:

(Мы опустили здесь метку 0 у  д  и с.) Отсюда в матричных элемен
тах этого (и возможно других) оператора мы сталкиваемся с появ
лением множителя (см. (18.2.27))

Ев в (18.2.23), так что в результате весь матричный элемент ведет 
себя как

где размерность D* вычисляется путем добавления к реальной раз
мерности каждого оператора, возникающего в матричном элемен
те, еще и «аномальной размерности» ~у{д*).

г. Асимптотическая свобода
В обсуждавшихся до сих пор примерах [3(g) была положитель

ной при малых д, так что с ростом fi константа д„ уводилась от 
точки g = 0. Предположим, что в какой-то теории [3(g) отрицательна 
при малых положительных д. Тогда

при (3 > 0. Здесь те — порядок тех диаграмм низшего порядка, кото
рые вносят вклад в (3(g), так что это всегда целое число, большее 
единицы. (В рассматривемых здесь в качестве примера теориях 
те = 2. ) Решение уравнения (18.2.9) имеет вид

(18.3.13)

NЕ1 ос ехр

Произведение множителей Е можно объединить с множителем

M R  о с  Е ° * (18. 3. 15)

Р(д) -> ~Ъдп, (18.3.16)

—1/Сп—1)

(18.3.17)
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При Е оо существует не зависящий от g„ предел

9 е  - >  [Ь(п -  1) I n  E]”1/(n_1). (18.3.18)

Так как при Е —> оо это приводит к нулевому значению дЕ, можно 
в этом пределе доверять теории возмущений, если только дЕ при 
некотором конечном Е находится внутри области в окрестности 
д = 0, где д и [3(g) имеют противоположные знаки. Аномальные 
размерности 7W различных операторов 0 ведут себя в пределе сла
бой связи как

Y(g) —> cgm, (18.3.19)

где т  — порядок диаграмм низшего порядка, дающих вклад в пе
ренормировку оператора, а с  — положительная или отрицательная 
действительная константа. Отсюда асимптотическое поведение при 
высоких энергиях того множителя, который вводится в матричные 
элементы перенормировкой этого оператора, имеет вид

A/g1 ехр

—> ехр

ехр

У  (0U
ф

-с [Ь(те- 1) 1пцГт/(п_1) —

с[Ь (п -1 )Г тЛи- 1)_  ^ тДп-г)
(1 -  т)(п -  1)

-(In Е)

(18.3.20)

за исключением случая т =  п — 1, когда

Ыё1 «  (In (18.3.21)

Мы видим, что в случае асимптотической свободы не возника
ет поправок к тем эффективным размерностям, которые определя
ют степени энергии, возникающие в асимптотическом поведении 
матричного элемента, а вместо этого асимптотика модифицируется 
степенями 1пЕ.

В качестве игрушечной модели, в которой имеется асимпто
тическая свобода, можно рассмотреть скалярную теорию поля с га
мильтонианом —дф2/24 и положительным д.
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В данном случае параметры выражения (18.3.16) определя
ются из (18.3.4):

Ъ =  з /1 6 я 2 , те =  2, 

так что из (18.3.17) при Е —> оо имеем

9 е 16тг

-1

(18.3.22)

(18.3.23)

Кроме того, оператор (р2 в этой теории имеет аномальную размер
ность, определяемую выражением (18.2.29) в виде

У(У) = ---------  + 0(д2). (18.3.24)
16^

Следовательно применимо соотношение (18.3.19), в котором

с = — l / 16тс2, т  = 1. (18.3.25)

Поэтому каждый оператор (р2 в матричном элементе вносит множи
тель, определяемый выражением (18.3.21):

Щ 1 ос (InE)1/ 3. (18.3.26)

Само скалярное поле в этой теории имеет у(д) о< д2, и т. к. m = 2, то 
каждый (р-оператор в матричном элементе вносит множитель, ко
торый согласно (18.3.20) равен

N g1 ос 1 + О 1
v In 15 /

(18.3.27)

Мы встретимся с другим, более физичным, примером асимп
тотической свободы при рассмотрении квантовой хромодинамики в 
разделе 18.7.

Во всех случаях, когда дЕ можно рассматривать при беско
нечно большой энергии Е, поведение константы в этом пределе 
оказывается не зависящим от перенормированной константы gR. 
Однако это не обязательно означает, что теория не содержит
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произвольных безразмерных параметров. Чтобы описать то, как 
дЕ достигает своего предела при Е —> °о, всегда нужно задать 
свободный параметр X с размерностью энергии. В случае б фор
мула (18.3.10) может быть записана в виде

дЕ ^[(1-к)Ъ \п(Е /Х )]Щ1~к).

В случае в формулу (18.3.12) можно записать как

' х Nь
ЯЕ - »  Я* 1 -

\Е ,

Наконец, в случае г формула (18.3.18) принимает вид

дЕ -+ [Ь (п-1)1п(Е Д )]1/(пЛ

В общем случае такие теории содержат свободный безразмерный 
параметр — отношение X к массе т. Константы связи типа eR, пе
ренормированные в масштабе, который связан с ц, можно записать 
как функции отношения т /Х. Только в том случае, когда все массы 
в теории обращаются в нуль, можно говорить о том, что в теории 
нет свободных безразмерных параметров.

Из четырех описанных здесь типов асимптотического пове
дения типы а и б приводят к явно нефизическому поведению бегу
щей константы связи дЕ, которая становится бесконечной либо при 
конечной энергии (случай а), либо при Е —> (случай б). Само по 
себе это еще не главная катастрофа, так как нужно посмотреть, 
как определена константа связи. Например, если д плавно спада
ет от конечного значения д  ̂ при (1 = ш до нуля при (1 —> «>, 
и мы определяем новую константу связи 9̂  = Sfjx/[1~ Sfjx/ffgт\ тог
да при ji = 2т становится бесконечной. Но это просто артефакт 
такого конкретного выбора константы связи. Однако обычным об
разом перенормированные константы дд как в теории скалярного 
поля <р4, так и в квантовой электродинамике, были определены 
здесь через значения матричных элементов при энергиях порядка 
(д.. В частности, в скалярной теории (р4 константа дц определена как 
инвариантная фейнмановская амплитуда А  скаляр-скалярного 
рассеяния в точке s =  t =  и =  ц2, причем А  предполагается ана
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литической функцией. Кроме того, д̂  = е^2 в спинорной электро
динамике дается выражением

= Z3 /  К Л)2 = I1 -  ^ 2) Г '  (18.3.28)

Поэтому бесконечное значение е 2 в точке будет порождать 
полюс или другую особенность в перенормированном фотонном 
пропагаторе при положительном значении , где пропага-
тор предполагается аналитичным. Таким образом, если дц опре
делено так, как выше, то тип асимптотического поведения, опи
сываемый случаи а, физически исключается.

Как же тогда ведут себя различные квантовые теории поля? 
Много лет тому назад Ландау 4а показал, что в квантовой элект
родинамике возрастающие степени 1п(£/М), возникающие в каж
дом порядке теории возмущений, должны складываться и по
рож дать особенности (так называемые «духи Л андау») при 
конечных значениях Е. На современном языке можно сказать, 
что Ландау открыл возможность а, но не привел ни одного аргу
мента против случаев б или в.

Тем не менее сейчас широко распространена точка зре
ния, что те квантовые теории взаимодействующих полей, ко
торы е не являются асимптотически свободными, например, 
квантовая электродинамика или скалярная теория поля с взаи
модействием (р4, являются математически непоследовательны
ми. В квантовой электродинамике есть некоторые аргументы, 
отвергающие случай в, т. е. существование конечной фиксиро
ванной точки е*. Такая точка могла бы существовать40, если бы 
непертурбативные эффекты изменяли качественные свойства 
разложения операторного произведения (предмет рассмотрения 
в гл. 20) или если бы существовала непертурбативная перенор
мировка треугольной аномалии (гл. 22). Но даже если случай в 
действительно исключается в квантовой электродинамике, все 
еще остается возможность б существования фиксированной точки 
при бесконечном значении константы связи.

Большая часть свидетельств о непоследовательности асим
птотически несвободных взаимодействующих квантовых теорий 
поля возникает при изучении скалярной теории поля в четырех 
пространственно-временных измерениях с взаимодействием <р4,
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квантованной на конечной пространственно-временной решетке. 
Существуют строгие теоремы4с1, доказывающие, что эта теория 
(с произвольной зависимостью ее параметров от постоянной ре
шетки) не переходит в пределе нулевой постоянной решетки в 
непрерывную теорию с взаимодействием, если только теория не 
асимптотически свободна, что, конечно, противоречит тому, что 
обнаруживается в теории возмущений для такой теории.

Этот аргумент также кажется неубедительным. Верно, что 
если бы существовала последовательная асимптотически несво
бодная непрерывная скалярная теория поля, то можно было бы 
построить решеточную теорию, проинтегрировав по значениям ска
лярного поля во всех точках, кроме тех, которые принадлежат 
узлам пространственно-временной решетки. Но это была бы не та 
решеточная теория, которая рассматривается в упомянутых 
теоремах. Это была бы решеточная теория с любым возможным 
взаимодействием, допускаемым принципами симметрии, т. е. со
держащая не только слагаемое с (р4, но и слагаемые, пропорцио
нальные (р6, (р3Ш<р и т. д., с коэффициентами, зависимость которых 
от обрезания (обратной величины постоянной решетки) управля
лась бы уравнениями ренормгруппы Вильсона, обсуждавшимися в 
разделе 12.4. Никто не доказал никаких утверждений о существо
вании непрерывного предела такой теории.

Если действительно верно, что не существует теории взаи
модействующего непрерывного скалярного поля в пределе нуле
вой постоянной решетки, тогда мы должны столкнуться с затруд
нениями при попытке решить уравнения ренормгруппы Вильсона, 
которые в случае слабых перенормированных взаимодействий дол
жны быть заданы при очень малых постоянных решетки. Если не 
рассматривать очень малые расстояния, такая теория должна выг
лядеть как взаимодействующая непрерывная теория поля. Пере
нормированная константа связи в этой приближенно непрерывной 
теории предположительно имеет особенность при конечной энер
гии, как в случае а выше, так что и такая теория терпит крах на 
малых расстояниях. (Однако при больших константах нет прямой 
связи между видом уравнений ренормгруппы Вильсона и Гелл- 
Манна- Лоу, так что существование особенности у голых констант 
при конечной постоянной решетки необязательно влечет за собой 
наличие особенностей у перенормированных констант связи при 
конечном масштабе перенормировки.)
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Теории такого рода часто называют тривиальными, либо 
потому, что при разных предположениях о голых константах в 
теории, квантованной на решетке, оказывается, что непрерыв
ный предел является свободной теорией поля, либо потому, что 
единственный способ сделать непрерывную теорию типа а физи
чески приемлемой при всех энергиях заключается в том, чтобы 
принять решение д)Л = 0 уравнений ренормгруппы (18.2.9).

Даже если теория поля тривиальна в любом из указанных 
смыслов, нет никаких оснований не включать ее как часть реалис
тической теории физических явлений. Существование возражений 
по поводу решения вильсоновских уравнений ренормгруппы для 
теории поля при очень малых значениях постоянной решетки не
существенно, если в реальном мире существуют другие поля, ко
торые необходимо учитывать на столь малых расстояниях. Ана
логично, тот факт, что данная квантовая теория поля имеет 
нефизические особенности при какой-то большой энергии не 
является физической проблемой, если обсуждаемая теория есть 
всего лишь низкоэнергетическое приближение более широкой те
ории, верное только при энергиях, много меньших Е В частно
сти, задолго до того, как мы достигнем энергий порядка (18.3.8), 
где можно ожидать, что квантовая электродинамика становится 
сингулярной, уж е необходимо учитывать даже гравитацию, и 
никто не знает, как вычислить при таких энергиях эффекты, свя
занные с сильными гравитационными взаимодействиями.

Несмотря на эти разочаровывающие замечания, возможно, что 
для того, чтобы избежать нефизических особенностей, все наши 
отдельные квантовые теории поля вроде спинорной квантовой элек
тродинамики в конце концов будут включены в асимптотически сво
бодную теорию. К счастью, вопрос о том, является ли теория асим
птотически свободной для некоторого конечного интервала значений 
констант связи, может быть установлен путем вычислений в рамках 
теории возмущений: если [3(g) отрицательна при g —» 0+, то теория 
асимптотически свободна для всех перенормированных констант связи 
дц в интервале от нуля до первого корня функции [3(g).

* * *

В связи с этим полезно заметить, что хотя детальный вид 
[3(g) зависит от калибровки и от точного способа определения
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бегущей константы, первые два слагаемых в разложении (3(g) в 
ряд не зависят от этих обстоятельств. Предположим, что име
ются два определения д̂  и д  ̂ бегущей константы, возможно, ис
пользующие разные определения перенормировочного масшта
ба (X или разные калибровки. Так как дп и д  ̂ безразмерны и не 
зависят от обрезания, то при ц т  константа д̂  не может зави
сеть от чего-либо, кроме как от константы д •

9и = Ш и)-

Тогда

clii
dg(gu)

dg.

и поэтому

dg(g)
P(g) =  — :— р(э) ■

dg
(18.3.29)

До тех пор, пока мы придерживаемся одного и того же опре
деления неперенормированной константы, все перенормированные 
константы в низшем порядке равны друг другу, так что разложе
ние в ряд д по д можно записать в виде

д(д) = д + ад2 + 0(д3)

или эквивалентно

Производная равна 

dg

д = д - а д 2 + 0 (дг

dg
= 1 + 2 ад + 0(д2) = 1 + 2 ад + 0(д2).

Кроме того, для рассматриваемых здесь констант (включая g = е2) 
разложение (3(g) в ряд имеет вид

(3(g) = Ъд2 + Ъ'д + 0(д
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или, если выразить через д ,

Р(<?) = Ьд2 + (Ь' -  2аЪ)д3 + 0(д4) .

Тогда из (18.3.29) имеем

(3(g) = [l + 2ag + 0 (g2)][bg2 + (Ъ/ -2аЪ)д3 + 0 (д 4)]

= Ъд2 + Ъ'д3 + 0 (д4) .

Видно, что первые два слагаемых в степенном разложении (3 
по g имеют те же коэффициенты, что и в разложении [3 по д. Одна
ко это заведомо не так для слагаемых более высокого порядка. На 
самом деле всегда можно так выбрать функцию g(g), чтобы все 
слагаемые в |3(д) более высокого порядка по g , чем третий, обра
щались в нуль, так что асимптотическое поведение дЕ при 
Е —> оо описывается двумя первыми слагаемыми в ряде теории воз
мущений для (3(g). Однако в этом мало пользы, так как для опреде
ления того, как д зависит от g , необходимо провести вычисления 
во всех порядках, а без этого мы не можем воспользоваться нашим 
знанием асимптотического поведения д , чтобы узнать что-то об асим
птотическом поведении д или физических величин.

Те же рассуждения, которые привели к (18.3.30), показыва
ют, что при слабой связи вильсоновское уравнение ренормализаци- 
онной группы для голой константы как функции постоянной решет
ки при обратной постоянной решетки, большей чем массы частиц, 
совпадает с уравнением ренормгруппы Гелл-Манна-Лоу для пере
нормированной константы связи как функции масштаба перенор
мировки в случае, когда масштаб больше масс частиц. Следователь
но, если непрерывная теория асимптотически свободна, не 
возникает препятствий при переходе к непрерывному пределу 
для теории, квантованной на решетке.

18.4. Эффекты нескольких констант связи и массы

До сих пор мы рассматривали теории, содержащие только 
одну безразмерную константу связи д. Нетрудно обобщить форма
лизм на случай нескольких таких констант д1. Для каждой д1 имеет
ся уравнение ренормгруппы, которое при р, т  принимает вид
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Ц Т "9 г(Ц) = Рг(9(Ц)) (18.4.1)dji

где каждая (Зг зависит в общем случае от всех д. В таком случае 
появляется много новых возможностей асимпототического поведе
ния дг(Ц) при ц —> оо. В данной теории могут появиться определен
ные траектории в g-пространстве, которые уходят на бесконеч
ность при конечных или бесконечных значениях j l a , другие 
траектории, которые достигают фиксированных точек, и, нако
нец, траектории, достигающие замкнутых кривых, известных 
под названием «предельных циклов»* Чтобы почувствовать не
которые из этих возможностей, рассмотрим поведение дг(ц) вбли
зи фиксированной точки.

Уравнение (18.4.1) имеет решение в виде фиксированной 
точки дг(ц) = дК, если

Рг(д*) = 0. (18.4.2)

В окрестности этой точки (18.4.1) принимает вид:

d 
dju к

где М — матрица

; ГЭВг(д) 
М к =

Эд (18.4.4)
д=д>

Решение можно разложить по собственным векторам этой матрицы:

дг(ц) = д* + (i 8.4.5)
т

где V m — собственный вектор М с собственным значением Хт (нор
мированный любым удобным образом):

J^MlkVmk = X mVjn, (18.4.6)
к
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а ст — набор коэффициентов разложения.* (В этом разделе мы 
не соблюдаем соглашение о суммировании по индексам.)

Из выражения (18.4.5) следует, что константа связи стре
мится к фиксированной точке при ц —» тогда и только тогда, 
когда ст = 0 для всех собственных векторов с Хт > 0. (Для просто
ты предполагаем, что ни одно из собственных значений не равно 
нулю.) Тогда в общем случае траектории притягиваются к фик
сированной точке, лежащей на iV_-мерной поверхности, где 
iV_ — число отрицательных собственных значений М. Касатель
ные к этой поверхности в точке д* являются собственными векто
рами с отрицательными собственными значениями. Траектории, 
не лежащие на этой поверхности, могут близко подходить к фик
сированной точке, но в конце концов отталкиваются от нее, пре
имущественно в направлении собственных векторов с наиболь
шими собственными значениями. Конечно, если все собственные 
значения отрицательны, то вокруг фиксированной точки сущ е
ствует конечная область, внутри которой все траектории схо
дятся к этой точке.

Очевидно, что собственные значения Хт важны для понимания 
асимптотического поведения траекторий, достигающих фиксиро
ванной точки, поэтому полезно заметить, что эти собственные зна
чения не зависят от определения констант связи. Предположим, 
что мы вводим новый набор констант Я , определенных как функ
ции д. Они удовлетворяют уравнениям ренормгруппы

так что

Рг(0) = 1 ^ Г % ) -  (18.4.7)
т

* Мы предполагаем, что собственные значения Vm образуют полный на
бор. Это не всегда так, но это — общий случай. Собственные векторы ко
нечной матрицы М образуют полный набор, если все корни секулярного 
уравнения Det(М ~ XI) = 0 различны. Матрица, собственные векторы кото
рой не образуют полного набора, может рассматриваться как предельный 
случай матрицы с полным набором собственных векторов, когда некото
рые из этих векторов становятся вырожденными.
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(Это означает, что |3 преобразуется как контравариантный век
тор в пространстве констант связи.) Дифференцируя, имеем:

у  Э р г ( д )  Э д 7’

ш Эдт  эд* = 1 ^ (д) + £ М М
dgmdgh Эдт  Эдк

В фиксированной точке д» первое слагаемое справа обращается 
в нуль, так что получаем матричное уравнение

MS = SM . (18.4.8)

где

М 1к =
эрг
Э дк (18.4.9)

д=д(д-

S lk =
dg1
dgk (18.4.10)

9=9*

До тех пор, пока преобразование д д несингулярно, соотношение
(18.4.8) является преобразованием подобия, поэтому М и М  имеют 
одни и те же собственные значения Хт.

Формализм ренормгруппы можно применять не только к пе
ренормируемым, но и к неперенормируемым теориям. Как мы по
яснили в разделе 12.3, по аналогии с перенормируемыми теори
ями расходимости в неперенормируемых теориях устраняются 
подходящей перенормировкой констант связи и масс. Единствен
ная разница заключается в том, что в неперенормируемых тео
риях следует предполагать, что лагранжиан содержит все взаи
модействия, разрешенные симметриями теории. Если дв1 — 
неперенормируемая константа связи, умножающаяся в лагран
жиане на оператор размерностью Dx (т. е. на произведение полей 
и их пространственно-временных производных, размерность ко
торых в степенях массы или энергии равна Ог), то размерность 
дв1 будет равна Дг = 4 -  D;. После этого можно выразить голые 
константы через набор безразмерных перенормированных кон
стант дг(ц) и обрезание Л с помощью соотношений общего вида
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9 в = ^ дг(ц)+ £ b Jfcmgfc(H) In
k,m

Г л ' + 0(д(ц)3) (18.4.11)

где безразмерные численные коэффициенты (3‘fem и аналогичные 
коэффициенты в слагаемых более высокого порядка выбраны так, 
чтобы сократить зависимость физических величин от обрезания. 
(В ряде теорий старшее слагаемое может быть трилинейно по кон
стантам связи или иметь даже еще более высокий порядок; те из
менения, которые следует произвести в этом случае, очевидны.) Из 
требования, чтобы дв не зависела от обрезания, получаем уравне
ние ренормализационной группы (18.4.1), в котором

Рг(д) = -Д гдг -  £ b !fcmgfcgm + 0 (д 3). (18.4.12)
к,ш х

Взаимодействия с D, >  4 или Дг < 0 являются неперенормируемы- 
ми, так что пока все дг(ц) остаются достаточно малыми, мы ожида
ем, что для перенормированных констант неперенормируемых вза
имодействий функции (Зг положительны и, следовательно, растут с 
ростом ц, однако никто не знает, что случится, когда константы 
станут настолько большими, что нарушится применимость теории 
возмущений.

Однако, как объясняется в следующем разделе, даже в тео
риях с бесконечным числом независимых параметров обычно име
ются неподвижные точки д», в которых число А/_ отрицательных 
собственных значений матрицы (18.4.6) конечно, как и в случае ну
левой связи. (В частности, часто iV_ = 1.) Когда AL Ф 0, неподвиж
ная точка находится на А[_-мерной критической поверхности, со
стоящей из траекторий, притягивающихся в неподвижную точку 
при (.1 —> оо. Хотя неперенормируемая теория с параметрами связи, 
находящимися на такой критической поверхности, и не является 
асимптотически свободной, говорят, что она асимптотически безо- 
паспа, поскольку перенормированные константы остаются конеч
ными при больших значениях ц. Условие асимптотической безопас
ности в такой теории, обычно ассоциирующееся с принципом 
перенормируемости, играет роль при устранении всех, кроме ко
нечного числа, свободных параметров — координат критической 
поверхности.
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В перенормируемой теории все физические величины дела
ются независящими от обрезания путем подбора зависимости от 
обрезания конечного числа голых констант. Эти константы можно 
выразить через равное число зависящих от ц перенормированных 
констант, а условие, что голые константы являются (Х-независи- 
мыми, приводит к уравнениям ренормгруппы, связывающим только 
перенормированные константы. Если придерживаться более ши
рокой точки зрения, допускающей не только перенормируемые, 
но и неперенормируемые связи, то перенормируемая теория со
ответствует конечномерной инвариантной поверхности в бесконеч
номерном пространстве всех перенормируемых и неперенормиру- 
емых теорий. Иными словами, это поверхность, на которой все 
(Зг(д) в любой точке g касательны к поверхности в этой точке.

До сих пор в этом разделе мы молчаливо предполагали, 
что ц. m, и что поэтому можно пренебречь зависимостью р! от 
т / jjl. Однако такое предположение необязательно. Мы можем, 
если хотим, рассматривать массу как еще один параметр свя
зи Ч Это означает, что все перенормированные константы мож
но определить, как и выше, через различные функции Грина с 
импульсами вне массовой поверхности порядка ц, но вычислен
ными при нулевых значениях всех голых масс. Безразмерные пе
ренормированные массовые параметры для дираковских полей у 
или скалярных полей ф можно определить следующим образом:

ш у (ц) -  Л Г ^ (Л /ц )-1т ¥;ГОлая(А )/  ц, (18.4.13)

т \(ц) a  :W 2>ro}Iaj A )  / > ,  (18.4.14)

где ]У(̂ (Л/ц) — безразмерные константы, которые после умноже
ния на соответствующие операторы 0 сокращают расходимости в 
матричных элементах этих операторов, также вычисленных при 
нулевых значениях голых масс. (См. раздел 18.1.) Эти новые пере
нормированные массы и константы не имеют непосредственного 
физического смысла, но через них можно выразить истинные 
физические массы и все физические матричные элементы. Такие 
матричные элементы принимают вид сумм матричных элементов 
для нулевых голых масс с любым числом вставок перенормирован
ных массовых операторов Л'1№ V" и , умноженных на со
ответствующие перенормированные массовые параметры.
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В такой схеме перенормировок бета-функции для различ
ных констант очевидно не зависят от масс, а бета-функции для 
массовых параметров пропорциональны этим параметрам с ко
эффициентами, зависящими от всех констант. Используя форму
лу (18.2.25), имеем

2 Уф -Лдц)

(18.4.15)

(18.4.16)

Например, в разделе 18.2 мы отмечали, что в скалярной теории 
поля с лагранжианом (18.1.2) массовый оператор (р2 имеет при т =  О 
аномальную размерность (18.2.29), так что здесь

d 2 / \
dn

-2  +
16л + О(0ц) т 2(ц). (18.4.17)

Кроме того, из выражения (11.4.3) видно, что влияние высших 
поправок на пропагатор электрона заключается в замене массы 
электрона на т е — £ (р,те), так что влияние этих же поправок на 
матричные элементы оператора х|7еХ|/(, между одноэлектронными 
состояниями с 4-импульсом р  ̂ заключается в умножении их на 
множитель

F(p) = 1 -
Э т„ J m  =0

Поэтому константа перенормировки для оператора \j/eV e рав
на F~1(p), вычисленной при р2, равному какому-нибудь масштабу 
перенормировки, например, ц2. Согласно (11.4.8) в однопетлевом 
приближении имеем

ДГ !UU| _  j + *̂ •̂1 петля ( Р ’ ^ е

<)т„ 'те=0,р =ц
(18.4.18)
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4л2 С1 “
f Д21

е2
“

( Л21
”

1 -------- 7(2л)4 г/
dx In

0
1 +

U 2 J
(1 -х ) >1 „ 

4л2
in

U 2J
- 1

где Л — ультрафиолетовое обрезание (обозначавшееся в (11.4.8) 
как ц) причем мы перешли к пределу Л >  (i. Поэтому аномальная 
размерность оператора V e¥ e дается выражением (18.2.25) в виде

_ d -  е2
y(W) = t l_ i n jv(W) = _ !L  + 0 ( 4 ) ,  (18.4.19)

dp. 2тг '

так что (18.4.15) принимает вид:

dц —  т е(ц) = 
djo. 2л

2 + 0(е4) т е(ц). (18.4.20)

Та же формула верна и в общих калибровочных теориях с за
меной е2 на значение Ea(ta)2 для конкретного рассматриваемого 
фермиона.

Конечно, существенная разница между ц(ц) и другими пере
нормированными параметрами теории заключается в том, что го
лые массы имеют положительную размерность, так что пока кон
станты остаются малыми, все т (ц ) уменьшаются по величине. Наше 
предыдущее предположение, что при ц —» оо массами можно пре
небречь, подтверждается, если на самом деле тп(ц) обращается при 
(J, —> оо в нуль. Однако, единственный известный случай, где имеет 
место такое поведение, — это асимптотически свободные теории, в 
которых все константы действительно остаются малыми при ц —> оо. 
Во всех остальных случаях такое предположение является просто 
догадкой, основанной на фактах.

18.5. Критические явления*

Для ряда приложений представляет интерес предел не боль
ших, а малых энергий или волновых чисел. При изучении этого

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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предела можно повторить рассуждения раздела 18.2, если не 
считать того, что теперь рассматривается предел (Д —> 0, а не 
(J, —> оо. Проще всего изучать этот предел, когда в теории нет 
масс, как, например, в случае квантовой электродинамики с сим
метрией относительно киральных преобразований \|/ —> у5\|/, зап
рещающей наличие ненулевой массы у электрона. В этом част
ном случае у единственного перенормирумого взаимодействия 

, а также у всех неперенормируемых взаимодействий 
функции (Зг > 0 при достаточно малых константах связи, так что 
все траектории, по крайней мере, в конечной области вокруг 
начала координат, притягиваются при ц —> 0 к точке д1 =  0. Те же 
рассуждения применимы даже к теориям с очень малыми нену
левыми массами, если эти массы включены в число параметров 
связи, как описано в предыдущем разделе. Для массового пара
метра коэффициент А в (18.4.12) положителен, так что в этом 
случае траектории никогда не могут достичь точки д =  0, однако 
могут достаточно близко подойти к ней при малых массах.

Конечно, даже если допустить, что некоторые степени 
свободы вроде электронного поля могут иметь нулевую или очень 
малую массу, в реальном мире сущ ествует множество других 
степеней свободы , массы  которы х не малы. Рассуж дения, 
основанные на ренормализационной группе, следует применять 
не к истинной теории, описывающей все эти тяжелые степени 
свободы , а к «эф ф ективной» теории поля, в которой  явно 
проявляются только безмассовые или почти безмассовые степени 
свободы, а взаимодействия включают эффекты, связанные с 
внутренними линиями тяжелых частиц. (В гл. 19 мы расскажем 
подробнее об эффективных теориях поля.)

Предел малых волновых чисел представляет особый инте
рес при изучении критических явлений, таких, как корреляции 
дальнего порядка вблизи точки фазового перехода второго рода 
(гладкого фазового перехода без скрытой теплоты) в конденси
рованных средах. Поскольку нас интересует предел ц —> 0, важ
ными становятся те собственные векторы матрицы (18.4.4), для 
которых собственные значения X <  0. Эти собственные векторы 
называют релевантными. Собственные векторы с Х  = 0 и Х > 0  
называют, соответственно, маргинальными и нерелевантными.

Предположим, что сущ ествует нетривиальная неподвиж
ная точка д* ровно с одним отрицательным собственным значени
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ем Яд, возможно, приближенно соответствующим массовому опе
ратору. Множество траекторий дг(ц), притягивающихся к этой 
неподвижной точке при |J —» 0, образует критическую поверх
ность с коразмерностью единица, иными словами, поверхность, 
определенную единственным условием на константы связи, зак
лючающемся в том, что при g —> g* касательные gl — g* не имеют 
компонент в направлении собственного вектора с отрицательны
ми собственными значениями. Когда физические значения кон
стант при любом фиксированном характерном масштабе достига
ют этой поверхности, происходит фазовый переход. Так как 
критическая поверхность имеет коразмерность, равную единице, 
фазовый переход можно получить путем настройки любого из 
тех параметров, от которых зависят константы связи, например, 
давления или температуры. Как отмечалось в предыдущем раз
деле, из того факта, что фазовые переходы такого типа имеют 
место у широкого круга веществ, следует, что наличие непод
вижных точек, для которых матрица (18.4.4) имеет единственное 
отрицательное собственное значение, является вполне обычной 
ситуацией.

Конкретнее, когда температура Т достигает критического 
значения Тс, мы ожидаем, что коэффициент с0 при растущем сла
гаемом в (18.4.5) становится пропорциональным разности Т -  Тс, 
поскольку нет никаких причин, по которым он должен быть син
гулярным или обращаться в нуль быстрее. Таким образом, при 
ц —̂ 0 и затем при Т —» Тс константы связи ведут себя как

g * O i)^ (T -T c)V0V ° ,  (18.5.1)

где X.Q — единственное отрицательное собственное значение при 
g«, a V 0l — соответствующий собственный вектор *.

Применяя ренормгрупповые рассуждения к волновым чис
лам вместо энергий, получим, что iV-точечная функция (iV-ая 
частная производная эффективного действия по полю <р размер

* Другие вклады в константы связи будут вести себя как (Т-Тд)0^ 1 с 
> 0. Отсюда, выражение (18.5.1) справедливо, если разность Т -  Т0 стре

мится к нулю медленнее Ц 1
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ностью [волновое число]’'*4’ ) при малом характерном масштабе к 
волнового числа имеет вид *

1Л,(к) - »  Kd~N<-D<f+y^9̂ F N({T - Т с)к**), (18.5.2)

где дф(д) — аномальная размерность, связанная с полем (р, a d — 
размерность пространства-времени, или, в классической статисти
ческой механике, размерность пространства. Удобно переписать это 
соотношение в эквивалентной форме:

I дг(кг) - »  (7’ -  Т(.) [d Х,й‘' "у^ 9' !!]Ао GiV(ic(T -  7’(.)1А« ) . (18.5.3)

Отсюда, с одной стороны, видно, что корреляционная длина % (ха
рактерная длина, определяющая масштаб, на котором изменяется 
фурье-образ Ги) растет при Т —> Тс как

^ ° с (Т -Т сГ У (18.5.4)

где V — определенный обычным образом положительный «крити
ческий показатель», который определяется из (18.5.3) как

V = - l / V  (18.5.5)

Кроме того, эффективное действие для нулевого поля Г0 (или сво
бодная энергия в статистической физике) не должно зависеть от к, 
т. к. оно соответствует диаграммам без внешних линий. Отсюда при 
Т —> Тс выражение (18.5.3) принимает вид

r 0 - F 0 o c (T -T c)vd, (18.5.6)

где константа F0 — эффективное действие или свободная энергия, 
связанные с тяжелыми степенями свободы, по которым произведе
но интегрирование. Таким образом, степень v определяет также 
поведение той части свободной энергии, которая неаналитична 
по температуре при Т вблизи Тс.

* Функция Fдг зависит также от безразмерных углов и отношений вол
новых чисел. Заметим, что «наивная» размерность Fw равна d ~ ND_, т. к. 
выражение 84(Ек)г должно быть безразмерным.
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В 1972 г. Вильсон и Фишер7 использовали разложение по 
степеням d — 4 как для того, чтобы показать, что теория скаляр
ного поля действительно описывается указанным способом, так и 
для того, чтобы приближенно вычислить критические показатели 
типа V. Рассмотрим теорию с одной-единственной «легкой» степе
нью свободы — скалярным полем (р, например, намагниченностью 
в ферромагнетике, и симметрией относительно преобразования 
(р —> —<р, исключающей нечетные по (р взаимодействия. В дополне
ние к «массовому» слагаемому —д2(р2/2  лагранжиан эффективной 
теории поля будет содержать взаимодействия - д 4ср4/4!, - д 6ср6/б ! 
и т. д. Размерность поля ср в степенях волнового числа равна (d — 2)/2 
(так, чтобы J ddx(V<р)2 был безразмерным), так что размерности 
констант д2, д4, д6 и т. д. равны +2, 4 -  d, 6 -  2d, и т. д. Для непод
вижной точки при нулевой связи в трех измерениях имеются две 
релевантные константы д2 и д4, но этот вывод изменяется при 
учете взаимодействий в нетривиальных фиксированных точках. 
Рассмотрим поверхность в пространстве констант связи, на кото
рой только д2 и д4 отличны от нуля, и выберем малые значения 
д4.* Из выражения (18.2.12) имеем Р(д4) = 3g|/l67t2 -i-O(gf) при d = 4, 
а из (18.4.12) следует, что в d = 4 -  е измерениях следует доба
вить к этому слагаемое —ед4, так что

Ц  f  д4 (М) =  - e g 4 ( Ц )  +  т | Й г  +  ° ^ |  ( И ) )  • ( 1 8 . 5 . 7 )
й

d(X г ' ' 1 бтг2

Кроме того, из (18.4.170 получаем

d
р-— д2(мО = d\i

. 2 + М ^ + 0 (д4(^))
16 К 02 (18.5.8)

Следовательно при малом £ имеется нетривиальная неподвижная 
точка при

16л2£ л
д4* = -------- , д2* = 0 - (18.5.9)3

При 3 < d < 4 это единственные перенормируемые константы, так что 
при таких d такая поверхность является инвариантной. Обратим внимание 
на то, что мы здесь не включили в число констант коэффициент при (V(p)2, 
т. к. это лишняя константа в том смысле, о котором шла речь в разделе 7.7.
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В этой неподвижной точке матрица (18.4.4) диагональна, и ее соб
ственные значения равны

Х4 = М 44 = - г  + + 0(д1») = +£ + 0 (г2) , (18.5.10) 
8тс

х = М 22 J - 2 +  344 + 0(д|*) = -2  + е + 0 (£ 2). (18.5.11)
1 бтс 3

Из формулы (18.5.10) видно, что константа д4 на самом деле 
нерелевантна, так что в данном случае есть только одна релевант
ная константа, сигнализирующая о наличии фазового перехода вто
рого рода. Из (18.5.11) следует, что аномальный показатель (18.5.5) 
равен

V = ~ I 2 = 2 + 12 + 0{£2)' (18.5.12)

При физическом значении е = 1 первые два слагаемые дают 
V — 0,58. Трехпетлевые вычисления 7а приводят к следующему вы
ражению для критического показателя:

1 £ 7£2
V = — + —  + --------0.01904Е3 , (18.5.13)

2 12 162

что при £ = 1 дает v = 0,61.
В представленном вычислении не делалось никаких предполо

жений об изучаемой системе кроме того, что существует фазовый 
переход второго рода, в окрестности которого единственной длин
новолновой степенью свободы является одно скалярное поле. Таком 
описанию удовлетворяет целый ряд различных физических систем, 
например, спонтанное появление намагниченности (в данном слу
чае представленной как ф) в ферромагнитных и антиферромагнит- 
ных материалах, а также фазовые переходы второго рода между 
жидкостями и газами и в бинарных жидкостях. Поэтому во всех 
этих системах ожидается одно и то же значение V. Это подтверж
дается экспериментом, дающим значение8 V = 0,63 ± 0,04 в хоро
шем согласии с трехпетлевым результатом (18.5.13) и в удовлет
ворительном согласии даже с однопетлевым вычислением (18.5.12).

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



204 Глава 18. М етоды ренормгруппы

Тот факт, что разложение по степеням 1 так хорошо работает, 
остается пока что счастливым, но загадочным обстоятельством.

Обобщая, говорят, что все системы, описывающиеся одним 
и тем же набором длинноволновых степеней свободы в окрестно
сти своих фазовых переходов второго рода, принадлежат к од
ному классу универсальности. В данном классе универсальности 
все критические показатели для всех систем одинаковы.

18.6. Минимальное вычитание

В разделе 11.2 мы видели, что размерная регуляризация 
особенно удобна для расчета радиационных поправок в кванто
вой электродинамике, так как этот метод не нарушает законов 
сохранения, связанных с калибровочной инвариантностью. По тем 
же причинам оказывается, что размерная регуляризация позво
ляет дать очень удобное альтернативное определение скользя
щей шкалы ренормгруппы в произвольных калибровочных тео-

Ориях .
При вычислениях, использующих размерную регуляризацию, 

ультрафиолетовые расходимости возникают как полюсы в физи
ческих амплитудах при размерности пространства- времени d, стре
мящейся к физическому значению d = 4. (См., например, (11.2.13).) 
Чтобы сократить эти полюсы, голые константы связи gB\d) (вклю
чая массы) сами должны иметь такие полюсы с вычетами, фикси
рованными условием, что физические амплитуды должны быть ре
гулярны при d —> 4. В общем случае эти голые константы обладают 
ненулевыми размерностями Aj(d), зависящими от размерности про
странства-времени d, поэтому удобно рассматривать безразмерную 
величину g^(d)pTA;(d), где р. — скользящий масштаб размерностью 
энергии или массы. Голую константу с измененным масштабом можно 
выразить в виде суммы слагаемых, пропорциональных положитель
ным степеням v величины 1 /(d —4) с коэффициентами (3V, фиксиро
ванными требованием сокращения особенностей при d —> 4 в физи
ческих амплитудах, и остальных слагаемых, аналогичных по d при 
d = 4. Этот остаток отождествляется с безразмерной перенормиро
ванной константой связи gl([i,d), так что

оо

g L № “Ai(d) = g * (M )+  £ ( d - 4 ) “vb(,(g(p,d)). (18.6.1)
V=1

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



18.6. Минимальное вычитание 205

Мы имеем право задать любую зависимость голых констант от d, 
если только при этом сокращаются сингулярности при d =  4 в 
физических амплитудах. Такую неоднозначность можно устра
нить, потребовав, чтобы gl(\x,d) была аналитичной по d не толь
ко при d = 4, но при всех d.

Чтобы выписать то уравнение ренормализационной группы, 
которому удовлетворяет gl(\i,d), продифференцируем сначала (18.6.1) 
по р:

-A?(d) I1 + £ ( d - 4 )  v b[(g)
V —1 .

= p?(g ,d )+ £ £ b | ,m(g)Pm(g ,d )(d - 4) v
v=lm (18.6.2)

где

и, как и ранее,

blv m (.g) =  — b lv (g) э дт

d
И —  я1 (Ц, d) = Рг (д(|Д, d), d ) . 

dju

(18.6.3)

(18.6.4)

Заметим, что (Зг есть функция всех g*(jj,,d) и d, но не может отдель
но зависеть от jo., поскольку после включения значений масс 
с измененным масштабом в число безразмерных параметров не ос
тается других размерных параметров, кроме ц.

Как мы видели, размерности A;(d) являются всегда линейны
ми функциями d, и мы запишем это в виде

A,(d) = Аг +P;(d -  4). (18.6.5)

Перепишем левую часть (18.6.2) как

оо

- p ;gl ( d - 4 ) - [ A igl +Ь[(д)рг ] -  £  (d -  4)“v[p2b^+1(g) + АгЬ ,̂(д)].
V = 1

Самая высокая степень d в аналитической части этого выраже
ния — первая, и это же должно быть верно для правой части
(18.6.2). Поэтому |3(g,d) должна быть линейной по d:

|3J(g,d) = Рг(д) + (d -  4) а г(д). (18.6.6)
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Приравнивая слагаемые первого и нулевого порядка в (18.6.2), 
находим:

а 1(д) = - р 1д1 (18.6.7)

и, что более важно,

(Зг(д) =  - Л гд г - Ь | ( д ) р г +  £  £  b|m (g)pmg m . (18.6.8)
V=1 т

Примечательно, что бета-функция зависит только от коэф
фициентов простого полюса в голых константах. На самом деле, эти 
коэффициенты определяют также и коэффициенты всех полюсов 
более высокого порядка. Приравнивая полюсные слагаемые слева и 
справа в (18.6.2), приходим к рекуррентному соотношению:

PiK+i(9)-ZPm9mblv+im(g) =  - Л гь * , ( д ) - £ ь | т (д)|3т (д). ( i 8>6.9)

Например, чтобы выражение j ddxF^,Fllv было безразмерным, лю
бое калибровочное поле должно иметь размерность (в степенях 
массы), равную (d -  2)/2, и так как двА  ̂ должно иметь ту же раз
мерность, что и Э/Э*1, константа дв должна иметь размерность 
(4 -d )/2 . Таким образом, для калибровочных констант А 0 и р -  
1/2, и для калибровочной теории с единственной константой связи 
из формулы (18.6.8) находим:

P(g) =  ^ - [ b i ( g ) - g b 1/ (g)]. (18. 6.10)

В частности, формула (11.2.20) показывает, что в квантовой элект
родинамике в однопетлевом порядке голый электрический заряд 
имееть полюс при d —> 4, причем

’ 3
12л2 d -  4

ев = Z 31/2e —> е -  -  /  . (18.6.11)

Полагая (31(е) = - е 3/(12л2) в формуле (18.6.10), находим:
е3

Р(е) = ----- - (18.6.12)
1 2 л 2

в согласии с предыдущим результатом (18.2.37).
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Принято говорить, что константы связи g((fi), введенные в 
этом разделе, определены в схеме минимального вычитания. Су
ществует и несколько иная и чуть более удобная схема. Простые 
полюсы (d -  4)” 1 типично возникают от функций (4;r)d/2~2r (2 -d /2 )  
(как в формуле (11.2.13)), и при d —» 4 эти функции имеют предел

(4ft)2-d/2r
2 J

где у = 0,5772157 — постоянная Эйлера. Поэтому удобно везде в 
(18.6.1) совершить замену

1 1 У 1 , ,---------- >------- + -------- In 4jt. (18.6.14)
d -  4 d -  4 2 2

Если выбран такой рецепт определения констант, говорят что они 
определены в схеме модифицированного минима^гъного вычитания.

Одним из примечательных свойств определения констант в 
схеме минимального (или модифицированного минимального) вычи
тания является то, что поскольку ни в одном вычислении никогда 
не возникают множители ультрафиолетового обрезания, петлевые 
диаграммы имеют при d = 4 только полюсы, отвечающие логариф
мическим, а не линейным, квадратичным и т. д. ультрафиолетовым 
расходимостям. Отсюда функция вычета Р^д) может содержать сла
гаемое порядка gagbgc... только, если при d = 4 размерность двг равна 
полной размерности констант два, двь, двс и т. д.:

Дг = Да + ДЬ + Де +•■•. (18.6.15)

Тогда из (18.6.8) следует, что это же верно для Рг(д). В час
тности, в теории без суперперенормируемых констант (типа ка
либровочной теории с безмассовыми спинорами и без скаляров, 
например квантовой электродинамики с нулевой массой электро
на) для всех констант Дг < 0, так что уравнения ренормгруппы  
для перенормируемых констант (с Дг = 0) не изменяются при 
наличии любых неперенормируемых взаимодействий 5. Кроме 
того, в такой теории бета-функции для неперенормируемых кон
стант являются полиномами конечного порядка по неперенорми- 
руем ы м  константам ,
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причем каждый коэффициент в каждом полиноме определяется 
бесконечным рядом по степеням перенормируемой константы. На
пример, в теории фотонов и безмассовых электронов (предпола
гая инвариантность относительно Р и преобразования \|/ —> y5\j/) не 
существует неперенормируемых взаимодействий размерностью +5 
и есть ряд взаимодействий размерностью +6 (четырехфермион- 
ные взаимодействия, а также чисто фотонные взаимодействия 
FjlvDFl'tv) с константами /,. размерностью -2 . Бета-функция для f i 
имеет вид Е;Р,,(е)/;- с коэффициентами (З̂ -(е), определяемыми сте
пенным рядом по е.

18.7. Квантовая хромодинамика

Квантовая хромодинамика — современная теория сильных 
взаимодействий. Это неабелева калибровочная теория, основан
ная на калибровочной группе SU(3). В дополнение к калибровоч
ным полям в квантовую хромодинамику входят поля частиц спина 
1/2, известных как кварки. Существует шесть сортов (или «арома
тов») кварков: и, с, t зарядом 2е/3 и d, s, Ъ зарядом -е /3 . Кварки 
каждого аромата существуют в трех «цветовых» разновидностях, 
образующих фундаментальное представление 3 калибровочной 
группы SU{ 3) *. Барионы типа протонов и нейтронов можно при
ближенно рассматривать как бесцветные связанные состояния трех 
кварков, полностью антисимметричные по цветам кварков, а ме
зоны типа р-мезона приближенно являются бесцветными связан
ными состо-яниями кварков и антикварков .

В приближении, когда массами кварков можно пренебречь 
по сравнению с рассматриваемыми энергиями, обращение выра
жения (17.5.44) показывает, что голая константа связи в произ
вольной калибровочной теории имеет полюс, когда пространствен
но-временная размерность d —> 4, причем вычет в нем равен

* До того, как была предложена окончательная формулировка кванто
вой хромо динамики, ряд авторов высказывал гипотезу о существовании 
трех разновидностей кварков каждого аромата. Это делалось как с целью 
получить согласие с вероятностями распадов типа тс° —> у + у, так и для 
того, чтобы ввести новую степень свободы, что позволило бы объяснить 
симметрию волновой функции кварков-фермионов в барионе по спиновым 
и пространственным координатам, а также по аромату и.
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4л2
11 1
—  Сх---- С2

v12 1 3 2у
+ 0(д 5

d -  4

где Сх и С2 определены формулами (17.5.33) и (17.5.34). Иными 
словами, в обозначениях предыдущего раздела

M g) =
4л2

11

1 2
С, - c 2N3 2у

+ 0(д5). (18.7.1)

Подставляя это в (18.6.10), получаем:

Р(д) = - -
4Я

11

1 2
+ 0(д5 (18.7.2)

В SU{3) теории с n f безмассовыми кварками в фундаментальном 
представлении 3 группы SU{3) из формулы (17.5.35) находим:

Сх = 3, С2 = Пу/2. (18.7.3)

Так как кварки здесь считаются безмассовыми, эта формула 
может быть применима только в эффективной теории поля, полу
ченной путем интегрирования по всем кваркам, которые тяжелее 
типичной рассматриваемой энергии Е. Таким образом, пу — число 
ароматов кварков массами, много меньшими Е. С учетом этого за
мечания, из формул (18.7.2) и (18.7.3) вытекает, что

Р(д) =
4тг

11 1
п /

6 О
+ 0(д5 (18.7.4)

Мы убеждаемся, что если только число сортов кварков массами 
меньше рассматриваемого масштаба энергий не превышает 16, тео
рия асимптотически свободна. Поскольку на самом деле, по-види
мому, имеется всего шесть сортов кварков разных масс, теория 
сильных взаимодействий, основанная на калибровочной группе 
SU{3), является асимптотически свободной.

Именно открытие асимптотической свободы в неабелевых 
калибровочных теориях такого типа, совершенное в 1973 году 
Гроссом и Вильчеком 12 и Политцером 13, убедило физиков-тео-

зЯ
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ретиков в том, что найдена правильная теория сильных взаимо
действий. Вычисления этих ученых сразу же объяснили загадоч
ный результат знаменитого эксперимента 1968 года в SLAC по 
глубоконеупругому электрон-нуклонному рассеянию, из которо
го следовало, что сильные взаимодействия при больших энерги
ях становятся слабее*. (Мы подробнее обсудим этот эксперимент 
в разделе 20.6.) Однако историческое значение открытия асимп
тотической свободы в теориях Янга- Миллса заключается не толь
ко в том, что оно позволило объяснить старый эксперименталь
ный результат, но и в том, что впервые, по крайней мере, при 
больших энергиях, открылись перспективы разумных вычисле
ний по теории возмущений процессов сильного взаимодействия.

Вскоре обнаружилось, что асимптотическая свобода име
ет, по крайней мере, еще одно применение. На первых порах 
после открытия асимптотической свободы было широко распро
странено мнение, что калибровочные бозоны в реалистичных янг- 
миллсовских теориях сильных взаимодействий должны быть до
статочно тяжелыми, чтобы можно было объяснить, почему эти 
сильновзаимодействующие бозоны не были давно открыты. Сле
дуя прецеденту с теорией слабых и электромагнитных взаимо
действий (обсуждение этой теории см. в гл. 21), считалось, что 
массы калибровочных бозонов возникают за счет спонтанного на
рушения цветовой SU{3) калибровочной симметрии, обусловлен
ного вакуумными средними скалярных полей в нетривиальном 
представлении этой группы. Однако такие сильновзаимодейству
ющие скаляры должны давать положительные вклады в |3(д), что 
может разрушить асимптотическую свободу. Хуж е того, в тео

* Зи 17 и, возможно, другие теоретики уже понимали, что этот экспери
ментальный результат можно объяснить в рамках теории с бета-функци
ей, которая становится отрицательной при малых положительных кон
стантах связи, однако вычисления (3(g) во всех перенормируемых теориях 
поля за исключением неабелевых калибровочных теорий приводили к 
(3(g) > 0. С другой стороны, в 1972 году ‘т Хоофт развил технику вычисле
ний для расчета (3(g) в янг-миллсовских теориях и объявил в июне 1972 года 
на конференции по калибровочным теориям в Марселе 16, что (5(g) < 0, 
однако, занимаясь другими делами, он задержался с публикацией этого 
результата и разработкой его приложений, так что результат не привлек 
особого внимания.
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рии с сильновзаимодействующими скалярными полями радиаци
онные поправки, включающие слабые взаимодействия, повлек
ли бы сильные нарушения разных симметрий типа инвариантно
сти относительно зарядового сопряжения и сохранения аромата, 
которые, как мы увидим далее, без этих скаляров не наруша
лись бы 1 Поэтому было высказано предложение отбросить силь- 
новзаимодействую щ ие скаляры и принять, что глюоны — 
SU{3) калибровочные бозоны — имеют нулевую массу 18. Конечно, 
уменьшение константы сильного взаимодействия при больших 
энергиях или на малых расстояниях означает ее рост при низких 
энергиях или на больших расстояниях. Было высказано предпо
ложение, что это свойство может объяснить, почему на экс
перименте не обнаруживаются безмассовые кварки и глюоны. 
Согласно этой гипотезе, в изолированном состоянии могут суще
ствовать только бесцветные частицы типа барионов и мезонов 19.К 
сожалению, это утверждение все еще остается гипотезой и не 
превратилось в теорему, однако по прошествии двадцати лет мало 
кто сомневается в ее справедливости.

Даже несмотря на то, что кварки не могут материализо
ваться как свободные частицы, они в определенном смысле на
блюдаются как струи, рождающиеся в процессах соударений при 
больших энергиях. Например, при аннигиляции электронов и по
зитронов конечное состояние во многих случаях имеет вид двух 
узких адронных струй, причем угловое распределение по углу 0 
между импульсами начального лептона и направлениями струй (в 
с.ц.м.) имеет вид 1 + cos20, как и следует из расчета электрон- 
позитронной аннигиляции в конечные кварк-антикварковые состо
яния на основе древесной диаграммы 20, Это можно понять 21 и с 
помощью общего анализа инфракрасных расходимостей, сделан
ного в разделе 13.4. При ультравысоких энергиях следует ожи
дать, что вероятность физических процессов определяется вкла
дом низшего порядка теории возмущ ений, если этот вклад 
«инфракрасно безопасен», т. е. не становится инфракрасно расхо
дящимся, когда все массы устремляются к нулю. Полная вероят
ность электрон-позитронной аннигиляции в адроны является инф
ракрасно безопасной, так как мы суммируем по всем адронным 
конечным состояниям. (Электромагнитными эффектами высших 
порядков мы здесь пренебрегаем.) Поэтому можно использовать 
теорию возмущений, откуда сразу же следует, что отношение R
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этой вероятности к вероятности процесса е+ +  е~ —> ц+ + |Г равно 
R =  3LqQq2, где сумма берется по всем кварковым ароматам, Qq — 
заряд кварков в единицах е, а множитель 3 — число цветов. (На
пример, в широком интервале энергий между т ь ~ 4,5 ГэВ и m t ~ 
180 ГэВ величина R ~ 3[2(2/3)2 + 3(—1 /З)2] = 11/3.) С другой стро- 
ноы, вероятность электрон-позитронной аннигиляции в какое-то 
определенное состояние кварков и глюонов не является инфра
красно безопасной, поэтому ее вообще нельзя вычислить по тео
рии возмущений. На самом деле, она просто равна нулю. Между 
этими двумя крайними значениями находится вероятность элект- 
рон-позитронной аннигиляции в некоторое число струй, несущих 
определенный полный импульс и заряд, совместно с множеством 
не входящих в струи ненаблюдаемых адронов с ограниченной пол
ной энергией. Как обсуждалось в разделе 13.4, эта вероятность 
инфракрасно безопасна. Поэтому ее можно вычислить при высо
ких энергиях в древесном приближении теории возмущений, отож
дествляя струи (в этом порядке теории возмущений) с конечными 
кварками, антикварками и глюонами. Можно даже рассчитать ве
роятность трехструйных событий, возникающих от древесных ди
аграмм, в которых глюон испускается конечным кварком или анти
кварком, и использовать сравнение результатов расчетов с 
эеспериментом для определения величины аДц) . Но теорию воз
мущений нельзя использовать для предсказания распределения 
импульсов внутри струи, поскольку такое дифференциальное се
чение не является инфракрасно безопасным. Аналогичные заме
чания касаются рождения струй в глубоконеупругих лептон-ад- 
ронных соударениях, которые мы обсудим в разделе 20.6, однако 
анализ усложняется наличием адронов в начальном состоянии.

Следуя тем же рассуждениям, что и в разделе 12.5, можно 
записать наиболее общий перенормируемый лагранжиан квантовой 
хромодинамики без скалярных полей в виде:

У1 ~ ~ ~ Fa — И — т п]^я > (18.7.5)ч. п

где А^а — цветовой калибровочный вектор-потенциал, Р п'а — цве
товой калибровочно-ковариантный тензор напряженности поля, 
g — константа сильного взаимодействия, ta — полный набор гене
раторов цветовой SU(3) симметрии в представлении 3 (т. е. набор
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3x3 матриц со столбцами и строками, помеченными тремя цвета
ми кварков), нормированных условием Tr(£atp) = 5бар, индекс п ну
мерует ароматы кварков, цветовые индексы кварков опущены. Как 
это было показано для электродинамики в разделе 12.5, данный 
лагранжиан обладает важными дополнительными симметриями: он 
сохраняет пространственную четность*, зарядовую четность и число 
кварков каждого аромата (минус число соответствующих анти
кварков), в том числе, давно известное квантовое число «стран
ность», подсчитывающее число s-кварков. Таким образом, кванто
вая хромодинамика немедленно объясняет загадочный факт, что 
сильные взаимодействия обладают различными симметриями, не 
являющимися симметриями всех взаимодействий. Из этих рассуж
дений становится ясно также, почему в этой теории, как мы ука
зывали выше, слабые взаимодействия не вносят сильных наруше
ний четности, зарядовой четности, странности и т. д. Поскольку 
все перенормируемые взаимодействия кварков и глюонов сохра
няют эти симметрии, то при энергиях Е, много меньших масс mw 
частиц- переносчиков слабых взаимодействий, они могут быть на
рушены только неперенормируемыми слагаемыми в лагранжиане 
эффективной теории поля, например, взаимодействиями вида 
vjA|/vjA|/, которые, как обсуждалось в разделе 12.3, будут подавле
ны отрицательными степенями mw, а также константами слабых 
взаимодействий.

Конечно, не исключено, что кварки и глюоны обладают но
вым типом сильного взаимодействия на шкале энергий А', много 
большей чем характерная для квантовой хромодинамики шкала Л. 
Например, как обсуждается в разделе 22.5, кварки могут быть 
связанными состояниями взаимодействующих с калибровочными 
полями более фундаментальных фермионов, причем аемптотически 
свободные константы связи становятся сильными при энергиях по
рядка Л' и запирают эти фермионы внутри кварков. В этом случае 
эффективная плотность лагранжиана для кварков при энергиях 
£ <?С Л' будет содержать неперенормируемые взаимодействия типа 
1|Д|Д|Д|/, которые подавлены только степенями Е/А '. Эти взаимо

* Хотя это и не было известно в 1973 году, мы увидим в разделе 23.6, что 
непертурбативные эффекты могут нарушать четность в квантовой хромо
динамике. Предлагались различные способы избежать сильного наруше
ния четности, однако до сих пор неясно, какой из них правилен.
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действия могут проявиться не только в малых нарушениях сим- 
мет-рий типа сохранения четности или аромата кварков при обыч
ных энергиях, но и в отклонениях ° от количественных предсказа
ний квантовой хромодинамики при энергиях, стремящихся к А'.

Рассмотрим более детально поведение константы связи кван
товой хромодинамики. В низшем порядке уравнение ренормализа- 
ционной группы согласно (18.7.4) имеет вид:

ц — д(ц) = — , ?
d\x 4л

Его решение имеет вид

~ ~ nf4 6 (18.7.6)

а (а) = д2(Ц) = 12л
s 4л (33 -  2тг/ ) ln(jn2/Л2) ’ (I8-7-7)

где А — постоянная интегрирования. Эта формула выявляет харак
терное свойство теорий безмассовых (или, как для кварков, почти 
безмассовых) частиц. В таких теориях одна из безразмерных кон
стант связи в лагранжиане заменяется на свободный размерный 
параметр. В выражении (18.7.7) не содержится свободных безраз
мерных параметров, но есть один свободный параметр размернос
тью массы — постоянная интегрирования А.

Такие расчеты были осуществлены вплоть до трехпетлевого 
порядка. В этом порядке уравнения ренормализационной группы

94имеют вид

dj.i 16л“ 128л 8192л

где Рп — численные коэффициенты:

2
Р о = П  ~ ~ nf ,  (18.7.9)

О

о 19Pi = 51------П} , (18.7.10)
3
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р2 = 2857 - 5033 325
27

■п
f  ■ (18.7.11)

Решение имеет вид:

а , ДО s 92(Ц)
4л

4л

Ро 1п(ц2/ д2)

' 2рх 1п[1п(ц2/Л2)] 
Ро 1п(Ц2/Л2)

+ 4Р2
Ро 1п2(ц2/Л2

1п[1п(ц2/Л2)] -  j-
Л 2

+ 8Р2Р0
Р2

(18.7.12)л

Следует напомнить, что в приведенных формулах — чис
ло ароматов кварков с массами, меньшими рассматриваемых энер
гий. В каждой области энергий между двумя последовательными 
кварковыми массами имеем разные значения и разные Л, выб
ранные так, чтобы сделать gr(jx) непрерывной при каждой массе 
кварка. В частности, в экспериментах по глубоконеупругому рас
сеянию электронов типичные энергии превышают только первые 
четыре массы кварков (и, d, s, с), так что в данном случае следу
ет выбрать rtf = 4. С другой стороны, эксперименты на электрон- 
позитронных коллайдерах типа PEP, PETRA, TRISTAN и LEP 
проводятся при энергиях, намного превышающих массу пятого 
кварка Ь, так что в этих экспериментах следует выбирать п, =  5. 
Но эти результаты можно выразить через те, которые получены 
при rif =  4, подгонкой решений уравнений ренормгруппы к значе
нию массы Ь-кварка.

Таким способом найдено25 (используя при вычислении Р2 
рецепт модифицированного минимального вычитания), что кон
станта сильного взаимодействия, экстраполированная к точке 
m z = 91,2 ГэВ, равна as(m z ) е д52( т 2)/4 л  = 0,118 ±  0,006, 
что соответствует L » 250 МэВ при энергиях (1 в интервале 
т ь ц <?С mt, когда nf =  5. Более современное исследование 26 
рождения адронов в е +е~~аннигиляции в области Z -резонанса 
позволило непосредственно измерить значение a s(mz) =  0,1200 ±
0,0025 с теоретической неопределенностью ±0,0078, что соот
ветствует Л = 253^gg0 МэВ .
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18.8. Исправленная теория возмущений*

Потрясшая основы работа 1 Гелл-Манна и Лоу в значитель
ной степени была посвящена проблеме «исправления» теории воз
мущений, т. е. использованию идей ренормгруппы и результатов 
теории возмущений в данном порядке для того, чтобы что-то 
сказать о следующем порядке теории возмущений. Чтобы пояс
нить это, вернемся к изученному Гелл-Манном и Лоу частному 
случаю — поляризации вакуума в квантовой электродинамике.

Напомним, что перенормированный электрический заряд е(1 
при скользящем масштабе (J, определяется выражением (18.2.36) че
рез голый заряд ев в виде

^  = N ^ - leB , (18.8.1)

где N1- — постоянная, которая после включения в неперенорми- 
рованное электромагнитное поле дает поле, перенормированное на 
шкале (I (см. выражение (18.2.21)). Поэтому можно определить пере
нормированный (и, следовательно, не зависящий от обрезания) пол
ный фотонный пропагатор A'pcf(q, р., ец) через полный пропагатор 
A'Bpa{q, ев) неперенормированного поля как

A ;ff( q , ^ )  = N ^ 2A'Bpa(q,eB) (18.8.2)

так что при этом функция ец2А'pc(q, Ц, ем) не зависит ни от |Х, по
скольку она равна ев2 A'Bpa(q, ев), ни от обрезания, поскольку и 
A/p0(q, JL1, бд) — перенормированные величины. (Мы неявно пока
зываем здесь зависимость от обрезания.) Однако из лоренц-инвари- 
антности и размерного анализа следует, что эта функция должна 
иметь вид

2 ч \ a d (q 2/ ^ 2 ,е )
S APa(Q>R.en) = ----------—----------+ слагаемые с qpqa . (18.8.3)

Так как (18.8.3) не зависит от р., можно положить JX = ^/q2" =  q, так что

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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d(q2/p 2 ,е ) = d(l,e ). (18.8.4)

Посмотрим теперь, что может это выражение сказать нам 
о структуре ряда теории возмущений для d(q2/j i2, е(1). Бета-фун
кция для е имеет разложение

(3(e) = Ьхе3 + Ь2е5 + Ь3е7 +... (18.8.5)

Тогда уравнение ренормгруппы для имеет решение в виде сте
пенного ряда

е2 = е2 -  b-,e4 In —---- Ь,е.® In ^
(.1 2 v 2 У- 2 

J.I

b ib 2 . 2 <3 , ! яI n 2 —  +  bo In  —
2 р2 3 ц2

(18.8.6)

Если при этом разложить и d:

d( 1,е) = е2 + dxe4 + d2e6 + d3e8 (18.8.7)

то

d(y2 Ц2 ,% ) = d(l, eq) = e2 - bi In —  -  dx
M-

— 2̂ ln о d2

In2 + (b3 -  bĵ d-2) In q -  d3
2

e + • • • (18.8. 8)

Заметим, что главные степени ln(q2/|i2) в каждом порядке для 
d(q2/p 2, ец) равны, соответственно, 0, 1, 1, 2, 3, ... . Кроме того, 
если мы вычислим d(q2/p 2, е )̂ в порядке е^6, и определим, тем 
самым, bt и Ь2, то немедленно сможем выписать коэффициент 
при старшем логарифме в порядке ец8 в виде —fb1b2? Каждый из 
этих результатов очень трудно вывести без использования мето
да ренормгруппы.
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Задачи

1. Рассмотрите SU(N) калибровочную теорию со скалярным 
полемв фундаментальном представлении SU(N). Вычислите 
бета-функцию для константы связи в однопетлевом прибли
жении, включая вклад склярной петли. (Совет: используйте 
калибровку фонового поля с постоянным фоновым полем.)

2. Пусть бета-функция [3(g) для теории с положительной констан
той связи g имеет простой нуль при g = g*, где (3(g) —» a(g« -  g) 
с a > 0. Каково асмптотическое поведение поправки к старшему 
слагаемому сс в множителе связанным с включе
нием оператора О в среднее по вакууму.

3. Покажите, что в теории с (3(g) = bg2 +  b'g3 + b"g4 + ... можно 
путем переопределения константы связи придать коэффициен
ту Ъ" любое значение.

4. Вычислите эффективный электрический заряд, который сле
дует использовать при изучении процессов при энергии 100 ГэВ, 
учтя при этом все известные заряженные кварки и лептоны с 
массами меньше 100 ГэВ.

5. Рассчитайте асимптотическое поведение электронного пропага- 
тора в квантовой элеткродинамике при большом значении 
4-импульса. (Можно воспользоваться однопетлевым значением 
Z2, вычисленным ранее, например, в разделе 11.4.)

6. Вычислите аномальную размерность v в первом порядке разло
жения по степеням £ = 4 — d для 0(ДГ)-инвариантной теории 
скалярных полей фп(.г) с n = 1, ..., N, принадлежащих вектор
ному представлению O(N), с взаимодействием зд(Епфп2)2.
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Спонтанно нарушенные глобальные 
симметрии

Многие достижения физики в нашем веке были основаны 
на принципах симметрии, прежде всего, на пространственно-вре
менных симметриях эйнштейновской частной теории относительнос
ти 1905 года, а также на внутренних симметриях, например, на от
крытой в 1930-е годы приближенной SU{2) изоспиновой симметрии. 
Поэтому, когда в 1960-е годы было обнаружено, что число внутрен
них симметрий больше, чем это можно было бы предположить на 
основании изучения спектра элементарных частиц, это стало волну
ющим открытием. Существуют точные или приближенные симмет
рии исходной теории, которые являются «спонтанно нарушенными», 
т. е. они не реализуются как преобразования симметрии физических 
состояний теории, в частности, не оставляют инвариантным вакуум
ное состояние. Прорывом стало открытие нарушенной приближенной 
глобальной SU(2) X SU(2) симметрии сильных взаимодействий, о чем 
подробно будет говориться в разделе 19.3. Вскоре последовало откры
тие точной, но спонтанно нарушенной локальной SU(2) X 17(1) сим
метрии слабых и электромагнитных взаимодействий, которую мы 
рассмотрим вместе с более общими локальными симметриями в гл.
21. Однако в данной главе мы начнем с общего обсуждения нарушен
ных глобальных симметрий, а затем перейдем к физическим приме
рам.

19.1. Вырожденные вакуумы

Не нужно далеко ходить за примерами спонтанного наруше
ния симметрии. Рассмотрим стул. Уравнения, которым подчиняется 
поведение атомов стула, являются симметричными относительно

19
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вращений, однако решение этих уравнений — реальный стул — 
имеет определенную ориентацию в пространстве. Ниже мы будем 
рассматривать не столько нарушения симметрий телами типа сту
ла, сколько нарушение симметрии основного состояния любой реа
листичной квантовой теории поля, т. е. вакуума.

Спонтанное нарушение симметрии в теории поля всегда свя
зано с вырождением вакуумных состояний. Рассмотрим, например, 
преобразование симметрии действия и меры, используемой при 
интегрировании, которое линейно действует на множество скаляр
ных полей <рп(х):

ФтДаО -»  ФлМ = L  Lnm<PmH • (19.1.1)
ТО

(Поля ф„ не обязаны быть элементарными полями, а могут быть 
составными объектами типа xjTT̂ xi/.) Как мы видели в разделе 16.4, 
квантовое эффективное действие Г[ф] будет обладать той же сим
метрией,

Г[ф] = Г[1лр]. (19.1.2)

В состоянии вакуума среднее значение ф(сс) должно соот- 
вет- ствовать минимуму энергии вакуума — Г[ф], достигающему
ся, например, при ф(х) = ф (ф -  постоянная). Однако, если 
Ьф Ф ф , то вакуум не единственен: — Г[ф] имеет одинаковое зна
чение как в точке ф, так и в точке ф = L(p. В простейшем частном 
случае, когда преобразование симметрии (19.1.1) является отра
жением ф —> —ф, если -Цф] имеет минимум при ненулевом значе
нии ф поля ф, то на самом деле имеются два минимума при зна
чениях ф и — ф, причем каж дый соотв етств у ет  состоянию  
нарушенной симметрии.

Мы еще не готовы заключить, что в этих случаях симмет
рия нарушается, поскольку еще не исключили возможность, что 
истинный вакуум является линейной суперпозицией вакуумных 
состояний с разными средними значениями фт , не нарушающей 
предполагаемой симметрии. Например, в теории с симметрией 
относительно преобразования ф —> — ф, даже если Г[ф] имеет ми
нимум при некотором ненулевом значении ф поля ф, откуда мы 
знаем, что истинный вакуум является одним из состояний 
|VAC,±), в котором ф имеет средние значения ф и —ф , а не какой- 
то линейной комбинацией типа |VAC,+) + |VAC,-), сохраняющей
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симметрию относительно преобразования ф —» — ф? Исходная сим
метрия относительно преобразования <р —> —ф означает, что ва
куумные матричные элементы гамильтониана равны

(VAC,+|H|VAC,+) = (VAC,—|H|VAC,—} s  a

(с действительным а) и

(VAC,+|H|VAC,-> = (VAC ,-|H|VAC,+> a  b

(с действительным 5), так что собственные состояния гамильтониа
на равны |VAC,+) ± |VAC,—), а энергии этих состояний равны 
а ± \Ъ\. Такие собственные состояния с данной энергией инвариантны 
(или инвариантны с точностью до знака) относительно преобра- зо- 
вания симметрии ф —> — ф. На самом деле, нечто подобное имеет 
место и для стульев. Квантово-механическое основное состояние 
изолированного стула является на самом деле инвариантным отно
сительно вращений. Это состояние с нулевыми значениями кванто
вых чисел углового момента, не имеющее по этой причине опреде
ленной ориентации в пространстве.

Спонтанное нарушение симметрии в действительности возни
кает только для идеализированных бесконечно больших систем. На
рушение симметрии для стула возникает из-за того, что у него име
ется макроскопический момент инерции I, и основное состояние 
стула является частью пирамиды вращательных возбужденных со
стояний, энергии которых отделены друг от друга крохотными ин
тервалами порядка Й2/1. Поэтому вектор состояния стула стано
вится необычайно чувствительным к внешним возмущениям. Даже 
очень слабые внешние поля сдвигают энергию стула на величину, 
намного превышающую разность энергий между вращательными 
уровнями. В результате, наложение любого вращательно несим
метричного внешнего поля приведет к тому, что основное или лю
бое другое состояние стула с определенными квантовыми числами 
углового момента очень быстро приобретет компоненты с другими 
квантовыми числами момента. Сравнительно стабильные относитель
но малых внешних возмущений состояния стула — не те, которые 
имеют определенные значения квантовых чисел углового момента, 
а те, которые обладают определенной ориентацией, и в которых 
нарушена вращательная симметрия исходной теории.
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Для вакуума возможность спонтанного нарушения симмет
рии также связана с большими размерами системы, в частности, 
с большим пространственным объемом. В предыдущем примере 
симметрии относительно отражений недиагональный матричный 
элемент Ъ гамильтониана включает интегрирование по полевым 
конфигурациям, которые туннелируют от минимума при ф = ф 
к минимуму при ф = — ф, так что этот матричный элемент мень
ше, чем диагональный матричный элемент а, на коэффициент 
проницаемости барьера, который в случае пространственного 
объема 7 имеет вид ехр(—СУ ), где С — положительная констан
та*, зависящая от микроскопических параметров теории.

Таким образом, два собственных состояния энергии |VAC,+)± 
|VAC,—) существенно вырождены для любого макроскопического объе
ма и п оэтом у  сильно п ерем еш и ваю тся  любым в озм у щ е
нием, являющимся нечетным функционалом от ф. Даже если 
такое возмущение Н' очень мало, его диагональные элементы 
(VAC,±|H'|VAC,±) будут отличаться существенно сильнее, чем 
экспоненциально подавленные недиагональные элементы как Н, так 
и возмущения. Следовательно, вакуумные собственные состояния 
возмущенного гамильтониана будут очень близки к одному из со
стояний с нарушенной симметрией |VAC,±) , которые диагонализу- 
ют возмущение, а не к инвариантным состояниям |VAC,+) ± VAC,—). 
В случае очень малых возмущений какое же из состояний |VAC,±) 
является истинным вакуумом? Это зависит от возмущения, но по
скольку два состояния связаны преобразованием симметрии исход
ного гамильтонианом, такая зависимость несущественна; если воз
мущение достаточно мало, ни один наблюдатель не смож ет 
обнаружить разницу.

В случае пространства бесконечного объема обращение в нуль 
матричных элементов между вакуумными состояниями с разными 
средними значениями поля является точным утверждением Ч 
В случае бесконечного объема произвольное вакуумное состоя
ние |и) можно определить как состояние с нулевым импульсом

* Например, по аналогии с классической задачей ̂ волновой механики о 
прохождении сквозь барьер, для лагранжиана вида ^ ̂ (|ф '̂"ф ~~ V(<p) имеем 
С = j  °^2VWd<p. Мы не станем заниматься вычислением недиагонального 
матричного элемента Ь, поскольку вскоре покажем в общем виде, что он 
обращается в нуль в случае бесконечного объема.
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Р| v) = 0, (19.1.3)

для которого это собственное значение импульса дискретно. (Та
ким образом, исключаются одночастичные или многочастичные 
состояния, для которых нулевое собственное значение импульса 
всегда есть часть континуума значений импульса в пространстве 
с бесконечным объемом.) В общем случае возможно существование 
нескольких подобных состояний. Обычно их можно разложить в 
дискретное множество, так что наши обозначения будут рассмат
ривать эти состояния как дискретные. Они выбираются ортонорми- 
рованными:

(M|u) = 5mr (19.1.4)
Любой матричный элемент произведения локальных эрмито

вых операторов при равных временах, взятый между этими со
стояниями, можно выразить как сумму по состояниям:

{и |A(x)B(0)| v) = Yj {u рМИ)| w)(w  |В(0)| v)
w

+ J d3p £ ( «  |A(0)| A;,p A ',pb’(0) v a ,p x . (19.1.5)
'  N

где |lV,p) — множество ортонормированных состояний континуума с 
определенным трехмерным импульсом р, которое вместе с |Ь) по
крывает все физическое гильбертово пространство. (Здесь N может 
включать как непрерывные, так и дискретные метки. Кроме того, 
мы опускаем временные аргументы.) Предположим без доказа
тельства, что поскольку \N,p) принадлежат непрерывному спект
ру оператора импульса Р, зависимость матричных элементов от 
р достаточно гладкая (т.е. интегрируемая по Лебегу), и можно 
использовать теорему Римана-Лебега2, так что интеграл по р 
обращается в нуль при |х| —> °°. Тогда в этом пределе имеем:

{■ujA(x)B(0)|-!;}-

Аналогично,

и В(0)Л(х) v)- L  \и |В(°)| w )iw  |А (°)|v ) ■ (19.1.7)
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Однако из соображений причинности следует, что комму
татор при равных временах |Л(х),В(0}| обращается в нуль при х Ф
О (см. раздел 5.1), так что матричные элементы (19.1.6) и (19.1.7) 
равны и поэтому эрмитовые матрицы (м[А(0)|г?), (м|В(0)|г;) и т. д. дол
жны все коммутировать друг с другом. Отсюда следует, что все 
они могут быть одновременно диагонализованы. Переходя, если 
нужно, к этому базису, имеем для каждого эрмитового локаль
ного оператора А(х) теории:

<м|А(0)|г>} = buvav , (19.1.8)

где av — действительное число, равное среднему значению А в 
состоянии \v). Итак, в случае бесконечного объема любой гамиль
тониан, построенный из локальных операторов, будет иметь ну
левые матричные элементы между разными вакуумами |и). В от
сутствие недиагональных слагаемых в гамильтониане любые два 
состояния \v), связанные преобразованием симметрии, будут вы
рожденными. Нарушающее симметрию возмущение, построенное 
из таких локальных операторов, будет в том же базисе диаго
нальным, и поэтому будет приводить к основному состоянию, ко
торое является одним из |г?), а не их линейной комбинацией.

Радует и то, что вакуумные состояния |и), которые стабильны 
относительно малых зависящих от поля возмущений, являются так
же теми вакуумными состояниями, для которых выпоняется усло
вие кластерного разложения (см. гл. 4). Этот принцип требует, что 
для физического вакуумного состояния |VAC.)

(VAC Л(х)Щ)) VAC) —  >(VAC Л(х) VAC VAC ВЦ)) VAC).
(19.1.9)

Это условие удовлетворяется, если взять вакуумное состояние |VAC) 
как любое из состояний |г>) в базисе, определенном выражением (19.1.8), 
но не как произвольную линейную комбинацию нескольких |г;).

19.2. Голдстоуновские бозоны

Перейдем теперь к случаю спонтанно нарушенной непрерыв
ной симметрии. В этом случае существует теорема, что (с одним
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важным исключением, которое рассматривается в гл. 21) спектр 
физических частиц должен содержать по одной частице нулевой 
массы и нулевого спина для каждой нарушенной симметрии. Та
кие частицы, известные как голдстоуновские бозоны (или бозоны 
Намбу- Голдстоуна), впервые были рассмотрены в конкретных мо
делях Голдстоуном3 и Намбу4, а два общих доказательства их су
ществования были представлены Голдстоуном, Саламом и мной5. В 
данном разделе мы приведем оба доказательства, а затем перей
дем к рассмотрению свойств голдстоуновских бозонов.

Предположим, что действие и мера инвариантны относитель
но преобразований непрерывной симметрии, при которых набор 
эрмитовых скалярных полей <рп(х) (элементарных или составных) 
подвергается линейным бесконечно малым преобразованиям

<ря(я) -> фп (а?) + ге^ tnmq>m(х ) , (19.2.1)

где йпт — конечная действительная матрица. Тогда, как мы пока
зали в разделе 16.4, эффективное действие также инвариантно от
носи- тельно этого преобразования:

8г[фJ п̂?77фу„ (.X)сг4дд = 0. (19.2.2)
5фя (я) v '

Ограничимся рассмотрением случая трансляционно-инвари
антной теории с постоянными полями (рп. Как было показано в раз
деле 16.2, в этом случае эффективное действие имеет вид

Г[ф] = -У V(q>), (19.2.3)

где ¥ — пространственно-временной объем, а У(ф) принято назы
вать эффективным потенциалом. Теперь формула (19.2.2) может 
быть записана в виде:

х - ЭУЧФ) m _п
L* гни т in (19.2.4)

п,т  ® т п

Будем использовать это требование симметрии в виде, получаю
щимся еще одним дифференцированием по (р;:
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(19.2.5)

Рассмотрим случай, когда <рп принимает значение в минимуме 
V(<p), т.е. значение, равное среднему по вакууму фп. Так как У(<р) 
стационарно в своем минимуме, первое слагаемое в (19.2.5) обра
щается в нуль, так что

Из общих результатов раздела 16.1 следует, что вторая производ
ная в (19.2.6) есть просто сумма всех связных одночастично непри
водимых фейнмановских диаграмм в импульсном представлении с 
внешними линиями, помеченными индексами п и I и несущими ну
левой 4-импульс. В конце раздела 16.1 показано, что эта производ
ная связана с обратным пропагатором в импульсном пространстве 
равенством

так что из (19.2.6) следует

Таким образом, если симметрия нарушена, так что £ т £птфт  
не равно нулю, тогда эта величина есть собственный вектор А^(0) 
с нулевым собственным значением. Из существования такого соб
ственного вектора вытекает, что Dnl(q) имеет полюс в точке q2 =  0. 
Порядок вычета в полюсе при q2 = 0 равен размерности простран
ства векторов £ф, где t пробегает по значениям всех генераторов 
непрерывных симметрий теории. Грубо говоря, на каждую неза
висимую нарушенную симметрию приходится один безмассовый 
бозон.

В классическом примере нарушенной симметрии лагран
жиан включает набор N действительных скалярных полей <рп и 
имеет вид

(19.2.6)

Г Дта(0)*птФт =°- (19.2.8)п,т
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,/Г

V п
(19.2.9)

Этот лангранжиан инвариантен относительно преобразований 
группы O(N), состоящей из вращений iV-вектора с компонентами 
фп. Для постоянных полей эффективный потенциал в древесном 
приближении равен просто взятым с обратным знаком слагае
мым без производных в лагранжиане:

С \2.//
у (ф) =■ —  ЕФпФп + 7

V п

(19.2.10)

Как обычно, мы предполагаем, что д существенно положительна. (В 
противном случае, если и существует минимум У(ф), он лежит вне 
области применимости теории возмущений.) Если . И2 также поло
жительно, минимум У(ф) находится в точке ф = 0, инвариантной 
относительно O(N). С другой стороны, при . К <  0 минимум находит
ся в точках фп, в которых

Е Ф пФп = - - * 2 (19.2.11)

Массовая матрица в древесном приближении имеет тогда вид

Э2У(Ф)IVr =Т пт
ЭФпЭФт

-/2= ■ К К ш  + SfSnmL ФгФг + 2<?ФЛ
г

= 2<?ФпФт-

(19.2.12)

Она имеет один собственный вектор фп с ненулевым собственным 
значением

= 2з £  ФПФП =!2|-#|, (19.2.13)

и N  — 1 собственных векторов, перпендикулярных вектору ф с ну
левым собственным значением. Причина появления только N — 1
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голдстоуновских бозонов заключается в том, что O(N) нарушает
ся до Q(N — 1) (подгруппа O(N), оставляющая инвариантным (р), 
и поэтому число независимых нарушенных симметрий равно раз
мерности 0( N ) минус размерность 0(N  -  1), т. е.

— N(N — — — — 1)(JV -  2) N 1. (19.2.14)
2 2

Приведем еще одно доказательство существования голдстоу
новских бозонов, не использующее формализма эффективного дей
ствия. Как мы видели в гл. 7, любая непрерывная симметрия дей
ствия влечет за собой существование сохраняющегося тока

— ^  = 0, (19.2.15)
ох

с зарядом Q, индуцирующим связанное с этим преобразование сим
метрии:

Q = Jd3x J°(x,0), (19.2.16)

[е ,ф п(ж)] = -Х Х тФ ™ М - (19.2.17)

Спонтанное нарушение симметрии не влияет на операторные 
соотношения типа (19.2.15)—(19.2.17), а проявляется в свойствах фи
зических состояний. Рассмотрим теперь среднее по вакууму ком
мутатора тока и поля. Суммируя по промежуточным состояниям, 
находим

( [ Л У),Ф »И ])уАС = (2к) :!Jd4p[p^(p)e!p',-'/ Х1 -р * (р )е  х)],

(19.2.18)
где, после использования трансляционной инвариантности,

(2лГ3гр^(р) = £(УАС|^(0)|ЛГКЛГ|фп(0)|УАС)84( р - р №) , (19219)
N

(2K)~S ipxn (р) = £  <VAC| фп (0)| N)(N\ Jx (0)| VAC)84(p -  pN) -(19220)
N
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Обычно J\ так же, как и (рп, считаются эрмитовыми оператора
ми, и в этом случае (19.2.19) и (19.2.20) являются комплексно со
пряженными друг другу величинами,

Рп(Р) = - Р я  (Р)> (19.2.21)

Однако далее мы не будем этого предполагать.
В силу лоренц-инвариантности р и р  должны иметь вид:

Ря(Р) = РХР«( Р2)Э(Р°), (19.2.22)

Р«(Р) = РХРп(-Р2)0(Р°) • (19.2.23)

(Множитель 0(р°), равный +1 при р° > 0 и нулю в остальных случа
ях, возникает как следствие того, что pN есть 4-импульс физичес
кого состояния.) Отсюда

э с
( [ J 4 0 » < P * f c p ) ] ) V A C  = - ^ ~  J  Ф 2 [ р п С м 2 ) д + ( ? / - » ; ц 2 )

+ Рn(\i2)A+(x -  у; ц2}],
(19.2.24)

где Д+ — знакомая функция

A+(Z;p 2) = (27t)-3Jd4p0(po)6(p2 + ц2)е*р'г. (19.2.25)

Как отмечалось в гл. 5, в силу лоренцовской инвариантности А+(г;ц2) 
может зависеть только от z, ц2 и 0(г°), а при z2 >  0 — только от z2 и 
JJ2. Поэтому А+(х -  у; ц2) и А+(у -  х; ц2) равны при пространственно
подобных х  ~ у, и в таком случае

([^(y),<PnW ])VAC = ~^~  I Ф 2[рп(Ц2) + рп(ц2)] А+(у -  х; Ц2) -(19.2.26)

Однако при пространственноподобных х  -  у  все коммутаторы дол
жны обращаться в нуль, так что

рп(ц2) = -р п(ц2), (19.2.27)

и поэтому из (19.2.24) при произвольных х  и у  следует:
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э с
([^(у),фпи ] ) УАС = ^ _ | Ф :!р„ (и2 )[д, (у -  *; н”) -  д . и- -  и- ц2)].

Х (19.2.28)
В тех случаях, когда верно соотношение (19.2.21), из (19.2.27) 
следует также, что рп(р) действит&гъна.

Используем теперь то, что j\zс) сохраняется. Беря производ
ную дГдук от обоих частей (19.2.28) и используя известное уравнение

(□у - ц 2)А+( у - Ж;ц 2) = 0, (19.2.29)

находим, что для всех х  и у

0 =  j ф 2р 2рп(ц2)[л+( у - х ; р 2) - А +(х -г /;(х 2)], (19.2.30)

и поэтому (т. к. D+(x — у) не является четной при времениподоб- 
ных или светоподобных х  — у)

ц2рп(ц2) = 0. (19.2.31)

В обчной ситуации мы должны сделать вывод, что рп(Ц2) обра
щается в нуль для всех (J2. Однако в случае нарушенной симметрии 
это невозможно. Положим А, = 0 и сс° = у 0 =  t в формуле (12.2.28):

(|>(y,t),<pn(x,t)]^vAc = 2г(2тс)—3 j ф 2рп(Ц2)

х J d4p^/p2 + fx2e*p(y х)8(р2 + ц2)

= гб3(у  -  x)f d ji2pn (|i2) .

Интегрируя и используя (19.2.16), (19.2.17), получаем

d\i-рп(ц2). (19.2.32)
m

Соотношения (19.2.31) и (19.2.32) могут быть согласованы друг с дру
гом только при условии:

Рп(^2) = г$(Н2) £  1пт (фта((*))\'АС• (19.2.33)
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(Для эрмитовых полей (рп эта величина действительна, посколь
ку в этом случае в силу (19.2.1) требуется, чтобы tnm были мни
мыми.) Итак, до тех пор, пока симметрия нарушена, pn(|-i2) не 
может обращаться в нуль, а является величиной, пропорцио
нальной 8(ц2). Такое выражение, очевидно, может возникнуть толь
ко в теории, включающей безмассовые частицы, поскольку в 
противном случае спектр квадратов энергий в системе центра 
масс ~pN2 не может простираться до нуля. Кроме того, дельта
функция 8(ц2) может возникнуть только от одночастичных состо
яний нулевой массыЖ многочастичные состояния будут давать 
вклад в непрерывный спектр, простирающийся до ц2 = 0. Состоя
ние (pn(0)|VAC) инвариантно относительно вращений, так что 
(iV|<pn(0)|iV) должно обращаться в нуль для любого состояния N 
ненулевой спиральности. Кроме того, (V ACJ° iV) обращается в 
нуль для любого состояния N, имеющего отличные от J11 внут
реннюю четность или (ненарушенные) внутренние квантовые чис
ла. Мы приходим к выводу, что нарушенная симметрия с tnm{<р- 
„(0))удс *  0 требует существования безмассовой частицы спина 
нуль и теми же четностью и внутренними квантовыми числами, 
что и J0. Это и есть наши голдстоуновские бозоны.

Приведенные рассуждения становятся неверными, когда спон
танно нарушенная симметрия является не глобальной, а локальной. 
Мы можем выбрать лоренц-инвариантную калибровку типа калиб
ровки Ландау с с̂ Л*-1 = 0, но в ней, как показано в разделе 15.7, 
нарушаются предположения о положительности в квантовой меха
нике. Если же мы предпочтем калибровку типа аксиальной с 

= 0, в ней применимы обычные правила квантовой механики, 
но теряется явная лоренц-инвариантность. Как мы увидим в гл. 21, 
это исключение является не просто технической деталью: спонтан
но нарушенные локальные симметрии не приводят к существова
нию голдстоуновских бозонов.

Полезно более детально рассмотреть вопрос о том, каким об
разом коэффициент при дельта-функции в р„(Ц2) связан со свойства
ми голдстоуновского бозона. Для бозона В спина нуль с 4-импульсом 
д̂1 из лоренц-инвариантности вытекает, что матричный элемент тока 
между вакуумным и одночастичным состояниями имеет вид

- Fr>xpivB'x
<VAC| JX (х)| В) = i Рв ------- (19.2.34)
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где рв — импульс В, рв° = |рв|, a F -  постоянный коэффициент с 
размерностью энергии. (Это согласуется с сохранением тока, по-

<рп(у) между одночастичным состоянием и вакуумом имеет вид:

где Zn — безразмерная константа. Тогда из соотношений (19.2.34) и
(19.2.35) имеем

(27Г3грп( -р 2)рН)(р0) = Jd3pB(VAC|Jx(0)|B)<B|9n(0)|0>84( p - p B)
= 8(р°-|р|)(2лГ3(2 p ° r 1pxFZn 
= Q(p°)5(-p2)(2rif3iFZn,

В более общем случае, у нас может быть несколько нарушен
ных симметрий с генераторами ta и токами которые можно счи
тать независимыми в том смысле, что ни одна из линейных комби
наций ta не является ненарушенной. Для каждой из таких 
симметрий имеется голдстоуновский бозон \Ва), так что можно 
определить Zan и Fab формулами:

скольку PbxPq = 0 •) Кроме того, матричный элемент скалярного поля

(19.2.35)

так что
рп(ц2) = FZn6(}i2). (19.2.36)

VAC’ (19.2.37)
m

, F nXPivB'x 
(VAC\jl(x)\Bb) = i аьРв'------ (19.2.38)

(19.2.39)
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Соотношение (19.2.37) применимо для каждого а, так что

^ab^bn — ~ Е  [̂ а km ̂ Фтп ( )̂̂ VAC ' (19.2.40)
Ъ т

Например, в обсуждавшемся выше случае 0 (N ) можно так подо
брать базис, чтобы вакуумное среднее было направлено вдоль пер
вой оси:

Фт S (ф-т(0))уАС = V^ml- (19.2.41)

Тогда N — 1 генераторов нарушенной симметрии ta (а =  2, ..., N) 
могут быть определены как бесконечно малые вращения в плоско
сти 1 ~а. При удобном выборе нормировки ненулевые элементы этих 
генераторов равны

........  [ O a = - [ U l = *  (19-2-42>

(нет суммирования по а). Из ненарушенной О(N — 1) симметрии, 
относительно которой N -  1 голдстоуновских бозонов преобразуют
ся по векторному представлению, вытекает, что

Кь =  КьГ, =  О, Z ab =  Z5ab. (19.2.43)

Тогда из (19.2.40) следует, что

FZ =  v. (19.2.44)

Согласно общепринятому рецепту перенормировки поля Z =  1, так 
что F =  v. Следовательно F есть мера величины нарушения симметрии. 
Как мы сейчас увидим, величина 1 /F  определяет силу взаимодействия 
голдстоуновских бозонов друг с другом и с другими частицами.

Нарушенная симметрия говорит нам о голдстоуновских бозо
нах значительно больше того, что у них нулевая масса. Эта симмет
рия сильно ограничивает взаимодействия таких бозонов при низкой 
энергии. Чтобы увидеть это в простейшем случае, рассмотрим мат
ричный элемент тока J^(x), связанного с нарушенной симметрией, 
между произвольными состояниями а  и (3:

|:> ,/Ч-г) (х = е ^ р  ./(‘ (О) сх , (19.2.45)
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где
дЦ = Р а “ Рр- (19.2.46)

Мы знаем, что ./ (̂ж) имеет ненулевой матричный элемент между 
вакуумом и состоянием одного голдстоуновского бозона |B,q), опре
деляющийся выражением (19.2.34). Из обычных правил полологии 
(см. гл. 10) следует, что матричный элемент (19.2.45) имеет полюс 
при q2 —> 0, причем *

(PI J*40)|a) - »  ^ - М $ а >  (19.2.47)

где г(2тс)484(ра — рр — c/)Mup /  (27t)ti/ 2(2q°)1//2 -  матричный элемент S-  
матрицы для испускания голдстоуновского бозона 4-импульсом q в 
переходе ОС —> (3. Запишем поэтому

Р - ‘̂ (0) a) = iVj^ +  lF̂ r Mpa, (19.2.48)

Р

^ V W V N A A / 4 J yl

а

Рис. 19.1. Фейнмановские диаграммы для полюсных слагаемых в матричном 
элементе тока симметрии J (̂x) между произвольными состояниями а и р ,  
обязанные внутренней линии голдстоуновского бозона, обозначенной п.

* -Если голдстоуновский бозон соответствует элементарному полю, соот
ношение (19.2.47) можно получить рассмотрением класса диаграмм, приве
денных на рис. 19.1. Множитель г(2р)4 в матричном элементе ^-матрицы 
для процесса a —> (3 + В сокращается с множителем -г(2л)4 в пропагаторе В. 
Из общих правил полологии следует, что то же верно и в случае, когда 
голдстоуновский бозон — составная частица.
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где Npa включает неполюсные вклады в матричный элемент тока. 
Из (19.2.45) видно, что закон сохранения г)(1,/м = 0 тока требует, 
чтобы (19.2.48) обратилось в нуль после свертки с gfL, поэтому

Щ  a - j q ^ a -  (19.2.49)

Отсюда немедленно вытекает, что если Noa не имеет полюса при 
q —> 0, матричный элемент М^а испускания голдстоуновского бозо
на в переходе а —> р обращается в нуль при q —> 0. Это явление 
называется «адлеровским нулем»6.

На самом деле N^a довольно часто имеет полюс при q =  0. Это 
происходит потому, что вершина для тока ^ 1(сс) может быть при
креплена к внешней линии в процессе а  —> Р (см. рис. 19.2). Напри
мер, если 4-импульс д11 уносится током Ьт, подключенным к линии 
выходящей или входящей частицы 4-импульсом р и массой ш, тог
да внутренняя линия, соединяющая эту вершину с остальной час
тью диаграммы, импеет 4-импульс р  ̂ +  q1' или р11 — q1', соответ
ственно, и отвечающий ей пропагатор будет давать поэтому вклад в
Ща виДа

(а) (Ь)

Рис. 19.2. Фейнмановские диаграммы для полюсных слагаемых в матрич
ном элементе тока симметрии J (̂x) между произвольными состояниями а и 
Р, обязанные внутренним линиям, находящимся вблизи массовой поверх
ности. Сплошные линии отвечают «жестким» внешним частицам, волнис
тые линии отмечают включения тока J (̂x), заштрихованная область отве
чает сумме диаграмм с указанными внешними линиями
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где

’ dp-.ajv И  ' " FaNbN Ф)яЬп • • • ( Ф) nN
ЭЛУ(ф)

bi-bN Эф% ...Эфт •(19.2.54)
Ф=Ф

В точке ф = ф из выражения (19.2.4) следует, что сумма всех 
диаграмм—«головастиков» для одной линии голдстоуновского бозо
на, переходящей в вакуум, обращается в нуль, а из выражения
(19.2.6) следует, что в нуль обращаются и амплитуды перехода гол- 
дстоуновских бозонов при нулевом импульсе в любые другие скаля
ры. Чтобы выйти за рамки этих результатов, можно продолжать 
дифференцировать по скалярным полям. Например, производная
(19.2.5) для любого генератора симметрии t дает

Э2У(ф)

ЭФпЭФт
гп1 + L

Э2У(Ф)

ЭфпЭФг
+ 1

Э3У(Ф) 
"Э ф пЭфт Эфг-КкУк — 0 - (19.2.55)

Выбирая t как один из генераторов нарушенной симметрии £а, пола
гая ф = ф, сворачивая с (£ьф)т (1сф)г и используя (19.2.6), получаем:

Э3У(ф)

nml ЭФпЭФ т ЭФг
(*аФ)п(*ЬФ)т(*сФ)г = °> (19.2.56)

р=ф

так что сумма всех диаграмм с тремя внешними линиями голдстоу- 
новских бозонов с нулевым импульсом обращается в нуль. В частно
сти, это означает, что в произвольных процессах в ведущем 
порядке по малым энергиям голдстоуновских бозонов эти низко
энергетические бозоны не испускаются с внешних линий таких же 
бозонов с малой энергией.

п п

19.3. Спонтанно нарушенные приближенные симметрии

В предыдущем разделе мы рассматривали точные симметрии 
действия, которые не оставляют инвариантным вакуум, и потому 
носят название спонтанно нарушенных симметрий. Рассмотрим те
перь, что произойдет в результате добавления к действию такой
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теории малых нарушающих симметрию слагаемых. Подобные спон
танно нарушенные приближенные симметрии играют важную роль 
в теории сильных взаимодействий и в ряде областей физики кон
денсированного вещества. Как мы увидим, спонтанное нарушение 
приближенной симметрии приводит не к появлению безмассовых 
голдстоуновских бозонов, а к появлению бесспиновых частиц малой 
массы, часто называемых псевдоголдстоуновскими бозонами

Продолжим рассмотрение трансляционно инвариантных тео
рий, для которых эффективное действие выражается, как в (19.2.8), 
через эффективный потенциал У(ф), зависящий от набора незави
сящих от пространственно-временных координат средних значений 
скалярного поля фп. Для действия, подчиняющегося некоторому на
бору приближенных непрерывных симметрий с генераторами ta, 
можно записать эффективный потенциал в виде

У(ф) = У0(ф) + У1(ф), (19.3.1)

где У(ф) удовлетворяет условию инвариантности *

Z-  •, ^а'птФш' (19.3.2)
пт  ®Фп

а У^ф) — малая поправка за счет нарушения симметрии действия.
Предположим, что это возмущение сдвигает минимум потен

циала от значения ф0, отвечающего минимуму Уд(ф), к значению ф 
= ф0 + фх, где ф| — малая добавка первого порядка по нарушающе
му симметрию возмущению. Условие равновесия для вакуума име
ют тогда вид

ЭУ(Ф)
Зф?

Слагаемое нулевого порядка слева равно [ЭУ0(ф )/ ^Фп]ф=(р0, и обра
щается в нуль, т. к. ф0 определено как минимум У0(ф)- Следова
тельно должны обращаться в нуль и слагаемые первого порядка, 
так что

* Мы обозначаем генераторы произвольной симметрии ta, te и т. д., в 
противоположность независимым генераторам нарушенной симметрии, для 
которых индекс а принимает значения а, Ь, и т. д.
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E i ! w >  =0.“V • 1/ft *~v
m  ЭфпЭфт  ф=фо Эфп ф=фо (19.3.4)

В этом случае выполняется и соотношение (19.2.6), если заме
нить V  на инвариантное слагаемое У0, а ф — на ф0:

Отсюда, умножая (19.3.4) на (?(,фн)п и суммируя по п, получаем

Вспоминая интерпретацию У (ф ) как производящей функции одно
частично неприводимых диаграмм и замечая, что в отсутствии воз
мущения V l голдстоуновскими компонентами фп являются те, кото
рые направлены по г((ф0 (см. (19.2.33)), видим, что левая часть (19.3.6) 
пропорциональна сумме всех диаграмм—«головастиков», в которых 
псевдоголдстоуновские бозоны переходят в вакуум. Таким образом, 
можно перефразировать содержание формулы (19.3.6) как условие, 
что в первом порядке по V, у  псевдоголдстоуновских бозонов от
сутствуют головастики.

Мораль этих вычислений заключается в том, что если мы 
не стартуем со средних по вакууму нулевого порядка, удовлет
воряющих (19.3.6), то даже малое возмущение приводит к боль
шому изменению ф, что обесценивает разложение ф в окрестно
сти ф0. К счастью, для компактных групп Ли всегда возможно 
выбрать ф0 так, чтобы удовлетворялось соотношение (19.3.6). Что
бы увидеть это, заметим, что из инвариантности потенциала Уо(ф) 
относительно группы действительных линейных преобразований 
ф —> Ьф вытекает, что если ф* — один минимум потенциала, то 
им является и Ьф*. В случае непрерывных групп преобразований 
всегда можно параметризовать их как L(9), так что

(19.3.5)

(19.3.6)

(19.3.7)
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где Na| — несингулярная матрица, зависящая от групповых па
раметров 0а. (Напомним, что в действительном представлении дей
ствительными являются /?(,, а не ta.) Рассмотрим теперь функцию 
V1(L(0)(p*). Для компактной группы, когда 0 принимает значения внут
ри группового объема, L(0)<p* покрывает компактное многообразие, 
и до тех пор, пока V’1(cp) непрерывен, он должен иметь минимум на 
любой такой компактной поверхности, скажем, в точке L(0*)<p*. Про
изводная от Vr1(L(0)(p«) по 0а равна

п ^Фп
А7сф(0)|#рЬ(0)ф,)п. (19.3.8)

Она должна обращаться в нуль в минимуме 0*, и так как N несин
гулярна, отсюда вытекает, что

0 = £ эа д
Эф, ^ ар(в)$йр.Ц0*)ф*)п- (19.3.9)

<p=L(0„)<p,

Но это означает, что если выбрать ф0 = Ц0*)ф*, то (19.3.6) выполня
ется.

Соотношение (19.3.6) называется условием подстройки ва
куума 8, поскольку в общем случае оно обладает свойством при
нудительно превращать направление нарушения симметрии ва
куумом в некое подстраивание под нарушающие симметрию 
слагаемые в гамильтониане. Например, рассмотрим обсуждавший
ся в предыдущем разделе случай SO(N), спонтанно нарушенной 
до SO(N -  1). При отсутствии любого нарушающего симметрию 
возмущения нет способов указать, какая из подгрупп SO(N — 1) 
осталась ненарушенной. Если динамика теории приводит к основ
ному состоянию, инвариантному относительно подгруппы SO{N — 
1) группы SO(N), оставляющей инвариантным какой-то N -век

тор ф0п, то, совершив SO{N) вращение, можно найти основное 
состояние, инвариантное относительно преобразований подгруппы 
SO(N — 1), оставляющих инвариантным любой другой JV-вектор. 
Если добавить возмущение, преобразующееся относительно SO{N) 
как, скажем, компонента Е пм„фп iV-вектора фп (не обязательно 
состоящего из элементарных скаляров), то гамильтониан будет
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инвариантен относительно кон-кретной подгруппы SO(N — 1) груп
пы SO(N), состоящей из вращений, оставляющих инвариантным 
вектор и. Без условия подстройки вакуума можно было бы ду
мать, что оставшаяся точная симметрия есть SO(N — 2), состоя
щая из тех вращений, которые оставляют инвариантными как и, 
так и вектор (р0, характеризующий симметрию вакуума. Однако, 
если V^cp) = I nun(pn, то из условия (19.3.6) следует, что в истин
ном вакуума L „ ( ta(Ро)пип = О Для всех SO{N) генераторов ta. Эти 
генераторы образуют базис пространства всех антисимметрич
ных матриц N х N, так что условие требует, что ф0 должно 
быть направлено так же, как и, и в  результате ненарушенной 
является не SO(N -  2), a SO(N -  1) симметрия.

В соответствии с общими результатами раздела 16.1, массо
вая матрица М аЬ псевдоголдстоуновских бозонов в первом порядке 
равна

Э2У(<р)
М1ъ ~ H ZanZ bm

ЭФ т ЭФг
(19.3.10)

ср=Фо+Ф1

где Zan — константа перенормировки поля, определенная раваен- 
ством (19.2.39). Так как массовая матрица (19.3.10) в нулевом поряд
ке равна нулю, слагаемые первого порядка приводят к выражению

£ z „ „ z Ьт
Э3У0(Ф)

ЭфгЭфт Эф„ Фн +
Э2УХ(Ф)

Ф=Фо ЭФшЭФг Ф=Фо
(19.3.11)

где Zan определяется здесь в нулевом приближении к (19.2.40):

(19.3.12)

Чтобы вычислить массовую матрицу (19.3.11), примем, что I в (19.2.55) 
есть один из генераторов (а нарушенной симметрии, положим ф = 
Ф0 и свернем с

о= Е э3У0(Ф)
нт/^ф/^фн!^фц

Э2У0(Ф)
пт Эфт Эф„

Фн(^аФо)г1(^Фо)г

^  Э2У (ф ) 
(V P lU V P o tW + L  3 a

nl О ф П О ф г
(^ьФо)пФц-
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Второе слагаемое в правой части обращается в нуль в силу (19.2.6), 
а третье слагаемое можно переписать с помощью (19.3.4), так что в 
результате

0 = 1
Э3У0(ср)

^фгЭ(рт Э(р7 Фц(*аФч)ЛФоЗл =
3Vi(q>)

Э<р?
(^а^Фо).!-(19.3.13)

Подставляя это в (19.3.11), получаем формулу для массовой матри
цы псевдоголдстоуновского бозона, выраженную через V

K i =
аЪ

Э2Ух(Ф)
Зфт Эф„

Ф=Фо

+ ( W o ) ;
Э^(ф)
Эфг

Ф=Фо

(19.3.14)

Чтобы такая массовая матрица имела смысл, ей бы лучше 
быть положительной. Чтобы увидеть, что так оно и есть, удобно 
переписать этот результат через производные по групповому пара
метру 0а. Дифференцируя (19.3.8) по 0g, полагая 0а = 0*, пользуясь
(19.3.9) и равенством ф0 = 7,(0,)ф,, находим

52т
M l

cdap Э0аЭ0р (19.3.15)

Матрица справа положительна, так как 0* — минимум функции
щ ш  ф*). ‘  ' '

Существует несколько более знакомый вариант этой форму
лы, записанный через средние по вакууму от двойного коммутато
ра генераторов симметрии с нарушающим симметрию возмущени
ем. Пусть нарушающее симметрию возмущение Н1 в гамильтониане 
является линейной комбинацией

Н 1 =  1 Х ф * (19.3.16)

операторов Фп (необязательно элементарных скалярных полей), об
разующих представление группы симметрии с генераторами ta в 
том смысле, что
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^ , Ф „ ]  = - ( У » Ф т , (19.3.17)

где Та — квантово-механические генераторы группы симметрии. 
Согласно результатам раздела 16.3, нарушающая симметрию часть 
потенциала равна

Ух(ф) = (Н1){ф)=ф = £  ипф„, (19.3.18)
п

где нижний индекс в среднем выражении указывает, что среднее 
значение берется в состоянии минимальной энергии, в котором Фп 
имеет среднее значение фп. Условие подстройки вакуума (19.3.6) имеет 
тогда вид:

0 =  L u n (*аФо)п>
П

или, пользуясь (19.3.17),
0 = {[Ta,Hi])o, (19.3.19)

где теперь нижний индекс 0 указывает, что среднее значение бе
рется в вакуумном состоянии, где Фп имеет среднее значение ф0п. 
Кроме того, из (19.3.14) массовая матрица в этом случае равна

M cd = L  FcaFdb L  ип (*ЛФ0 )п > 
аЪ п

так что, используя (19.3.17), получаем:

M cd = ~ L  Fca Fdb (iTa > [Tb > Я 1 ] | (19.3.20)
ab

Это выражение симметрично по с и d. Чтобы убедиться в этом, 
заметим, что тождество Якоби и групповые коммутационные соот
ношения можно использовать для того, чтобы записать разность
(19.3.20) и такого же выражения с переставленными c u d  как линей
ную комбинацию слагаемых ([Та,Я1])0, которая обращается в нуль в 
силу условия подстройки вакуума (19.3.19). Массовая матрица (19.3.20) 
также положительна, поскольку точка 0 = 0 находится в минимуме 
энергии вакуума (ехр(- /0„T„)II,exp(/0aTa))u для повернутых вакуум
ных состояний ехр(г0аТа)|О).
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19.4. Пионы как голдстоуновские бозоны

Классическим примером нарушенной симметрии в физике 
элементарных частиц является приближенная симметрия силь
ных взаимодействий, известная под названием киральной SU(2) X 
SU{2) симметрии. Как принято сейчас считать, эта симметрия 
возникает из-за того, что имеются два кварковых поля и и d, 
облададающие сравнительно малыми массами. (Оценка дана в раз
деле 19.7.) В приближении, когда массы и и d равны нулю, лаг
ранжиан (18.7.5) квантовой хромодинамики имеет вид:

SP = -u y ^ D  и -  dy^D d (19.4.1)

где — цветовая калибровочно-ковариантная производная (см. 
выражение (15.1.10)), а многоточие относится к слагаемым, содер
жащим только глюонные поля и/или другие сорта кварков кроме и 
и d. Лагранжиан инвариантен относительно преобразований

ydj
ехр (г0у • t + гу56л • t\

где t — 3-вектор * изоспиновых матриц

h =
1 0 1 

-1  0 , L
1 0 - i  

i 0

'гЛ
yd /

> tз
1 0 
0 -1

(19.4.2)

a qV и (j-А — независимые действительные 3-векторы Такая 
алгебра Ли может быть представлена как произведение двух ком-

* Мы используем знаки стрелок над 3-векторами в изотопическом про
странстве, чтобы отличать эти векторы от обычных 3-векторов, которые 
будут, как и ранее, обозначаться полужирными буквами.

** Лагранжиан (19.4.1) обладает этой симметрией, так как у5\|/уц = 
= + ^ у 5. Кроме этого, он обладает еще двумя непрерывными внут

ренними симметриями. Одна из них — сохранение барионного числа, т.е. 
инвариантность относительно общего фазового преобразования кварковых 
полей и и d. Эта симметрия не нарушена и коммутирует с другими симмет
риями, поэтому она не влияет на обсуждающиеся в данном разделе вопро
сы. Еще одна симметрия — инвариантность относительно умножения квар
кового дублета на ехр(гау5). Как обсуждается в разделе 23.5, эта 17(1) 
симметрия изначально сильно нарушена непертурбативными эффектами, 
связанными с инстантонами.
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мутирующих SU(2) подалгебр, действующих соответственно толь
ко на левые и правые компоненты кварковых полей, с генерато
рами

* ь = ^ 0 - + Ъ $ ,  tR = ]r (1 - Ys)t. (19.4.3)
СЛ СЛ

удовлетворяющими коммутационным соотношениям

= ieijkh.k' (19.4.4)

= ^ijk^Rk > (19.4.5)

[tu>tRj] = 0. (19.4.6)

Таким образом, лежащая в основе группа симметрии является пря
мым произведением SU(2) X SU(2). Есть и другая очевидная SU(2) 
подгруппа, состоящая из обычных изоспиновых преобразований с 

и генераторами
t = tL + t R. (19.4.7)

еА = о

Алгебра SU(2) х £17(2) может быть записана через t и другой трип
лет генераторов

sc =  tL —tR = у 5| (19.4.8)

с коммутационными соотношениями

(19.4.9)

[%,х} ] = & ф х к, (19.4.10)

\xi, x j ]=  ieijktk. (19.4.11)

Мы увидим далее, что SU(2) X SU{2) симметрия спонтанно нару
шается, в то время как ее подгруппа изотопического спина с генерато
рами t остается ненарушенной (хотя и приближенной) симметрией.

Следуя методу Нетер (см., например, раздел 7.3), можно вы
вести из лагранжиана (19.4.1) выражения для сохраняющихся век
торного и аксиального токов:

y v  = iqyHq, = iqy^y^tq, (19.4.12)
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= о, (19.4.13)

где q — кварковый дублет

(19.4.14)

Связанные с этими токами заряды являются генераторами, соот
ветственно, изоспиновой и остающейся симметрии

Токи (19.4.12) нормированы так, чтобы квантовые операторы Т и X 
удовлетворяли тем же коммутационным соотношениям, что и мат
рицы t и х :

Действуя на кварковые поля, эти операторы порождают преобра
зование (19.4.2) в том смысле, что

Если бы эта симметрия была точной и ненарушенной, то 
любое одночастичное адронное состояние |К) было бы вырожде
но с другим состоянием Х| К) с противоположной четностью и тем 
же спином, барионным числом и странностью.* В адронном спект
ре не наблюдается такого удвоения по четности, так что мы

* Один способ удовлетворить этому условию — иметь адрон нулевой 
массы с двумя состояниями j±) со сгшральностями +2 и равными спином, 
барионным числом и странностью. Тогда состояния |+) + |—) и |+) — |—) будут

(19.4.15)

(19.4.16)

= i e ijkTk > 

[Тг ’ ] =  i£ ijkX k

[X i ’ ] = i£iil<Tl<

(19.4.17)

(19.4.18)

(19.4.19)

[ f ,  q\ = ~tq,  

[X, q\ = —x q .

(19.4.20)

(19.4.21)
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вынуждены заключить, что если киральная симметрия SU(2) X 
SU(2) является хоть сколько-нибудь хорошим приближением, то 
она должна быть спонтанно нарушена до своей SU{2) подгруппы 
изотопического спина. В этом случае оператор X  переводит од
ноадронное состояние /() в адрон h и безмассовый псевдоскаляр
ный голдстоуновский бозон, так что необходимость удвоения по 
четности в адронном спектре отпадает.

Вопрос о том, действительно ли в квантовой хромодинами
ке реализуется подобный путь нарушения симметрии, связан со 
всеми сложностями динамики сильных взаимодействий. Как мы 
увидим в разделе 19.9, существуют общие основания полагать, 
что в квантовой хромодинамике изоспиновая SU(2) симметрия 
спонтанно не нарушается, но значительно труднее показать, 
что киральная часть симметрии SU(2) х SU(2) действительно 
спонтанно нарушена. (Однако, в соответствии с рассуждениями 
раздела 22.5, 517(3) X SU{3) симметрия квантовой хромодинамики 
с тремя безмассовыми кварковыми ароматами должна быть спо- 
натнно нарушена.) Одним из прорывных достижений 1960-х годов 
было осознание того факта, что и не требуется детально пони
мать механизм нарушения киральной симметрии. Наиболее ин
тересные следствия этого нарушения можно получить, просто 
предположив, что £17(2) х 617(2) спонтанно нарушается до SU(2).

Кварки и vi d имеют хоть и малые, но ненулевые массы, так 
что 617(2) X SU(2) симметрия не точна. Нарушенная приближенная 
киральная симметрия влечет существование приближенно безмас- 
сового голдстоуновского бозона с теми же квантовыми числами, что 
и генератор нарушенной симметрии X : этот бозон должен быть со
стоянием с отрицательной четностью, нулевым спином, единичным 
изоспином и нулевыми барионным числом и странностью. На самом 
деле, легчайшим из всех адронов является пион, имеющий в точ
ности те же квантовые числа, так что мы приходим к отождествле
нию пиона с голдстоуновским бозоном, связанным со спонтанным

иметь противоположную четность. Неверно полагать, что ненарушенная 
киральная симметрия обязательно требует, чтобы масса нуклона была 
нулевой. Для этого нужны дополнительное предположения о матричных 
элементах аксиально-векторного тока. Однако, как мы увидим в разделе
22.5, точная ненарушенная киральная симметрия на самом деле требует, 
чтобы некоторые барионы были безмассовыми.
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нарушением приближенной киральной симметрии. Как мы уви
дим ниже, линейной комбинации ти и m d пропорциональна ско
рее не масса пиона т к, а квадрат массы т к2, причем отношение 
т л /  т\, — 0,022 очень мало, так что следствия, полученные из спон
танно нарушенной SU (2) X SU{2) симметрии, должны быть доста
точно точны.

При использовании следствий киральной симметрии для пи- 
онных взаимодействий очень полезно заметить, что хотя кираль- 
ная симметрия сильных взаимодействий ни в какой мере не зависит 
от существования слабых взаимодействий, именно токи симметрии 
V 11 и А 11 входят в сохраняющие странность полулептонные слабые 
взаимодействия типа ядерного (3-распада. Как мы увидим в разделе
21.3, стандартная модель электрослабых взаимодействий требует, 
чтобы эффективный лагранжиан таких взаимодействий при низких 
энергиях имел вид:

с̂л = - ^ g - { v + + ^ ) p y x(+y5)v, +Э.С. (19.4.22)

где I нумерует перенормированные поля трех заряженных лепто- 
нов е, ц, Т, V, отвечает перенормированным полям соответствую
щих нейтрино, a V+ и А+ — меняющие заряд токи

У+х = У?  ± г'У2х , А\ = Й} ±  iA% . (19.4.23)

Константа * GCJ1 мои<ет быть измерена из вероятностей бета- 
переходов между состояниями с нулевым спином внутри одного изо
топического мультиплета, например, в распадах 7Г+ —> тг° + е+ +  ve и 
140  —> 14N* + е+ + Ve. Передаваемый импульс в этих переходах очень 
мал, так что в силу сохранения четности (в сильных взаимодей
ствиях) и инвариантности относительно вращений в элементы 
S-матрицы для этих распадов входят только матричные элементы 
оператора J d3xV"£ = Тх -  гТ2 между состояниями из данного изоспи- 
нового мультиплета, которые равны известным коэффициентам 
Клебша-Гордана. Таким образом, зная вероятности таких ‘0 -0 ’

*Константа GCJI связана с привычной константой Ферми GF и углом Ка- 
биббо 0С соотношением GCJI = GF cos 0С (см. раздел 21.3).
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процессов, можно рассчитать значение 9 константы в (19.4.22): 
GCJI — 1,14959(38) х 10-5 ГэВ-2. С другой стороны, в процессе распада 
пиона %+ —» ц+ +  единственный матричный элемент тока, кото
рый нам нужен, это матричный элемент Л_ между однопионным 
состоянием и вакуумом:

<УАС| А (̂ж)| л ■) =
iF Ь ^ е гр*'х

<19-4'24)
который полностью известен, если не считать множителя F%. Веро
ятность распада пиона оказывается равной

■Г(Я-»ц + У) = ---------- -------- ------------. (19.4.25)
1 6

Из приведенного выше значения GCJI и известной вероятности рас
пада тс+ —> ju+ -Ь Vjj, равной Г = (2,6033(24) X 10-8 с)-1 получаем, что *

F% — 184 МэВ. (19.4.26)

Рассмотрим теперь матричный элемент А*-1 между однонук- 
лонными состояниями. Он интересен и сам по себе, кроме того, как 
обсуждалось в разделе 19.2, он содержит информацию, необходи
мую для вычисления процессов испускания пионов низких энергий 
при столкновении с нуклонами. Следуя тем же рассуждениям, ко
торые использовались в разделе 10.6 для электромагнитного тока, 
находим, что лоренцовская инвариантность и сохранение четности 
требуют, чтобы матричный элемент имел вид **

* Обычно вводят константу распада пиона /», которая выражается че
рез используемую здесь константу FK по-разному как FK, 2 или F J  2.

** Свойства зарядового сопряжения токов в стандартной модели та
ковы, что коэффициент h(q2) обращается в нуль. Возможно, что в слабых 
токах существуют слагаемые «второго рода»10 с противоположными свой
ствами зарядового сопряжения, приводящие к ненулевому значению h(q2), 
однако никаких свидетельств наличия таких слагаемых нет. Как мы уви
дим, удержание слагаемого с h(qz) не влияет на следствия, получаемые из 
киральной симметрии.
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(р|А^(х)\п) =  (2л) Ае щ'х

х  й р [ -г у ^ у 5/ ( д 2 ) + g^y5g(g2) + igv[ytl,yv]y5h(g2)]uTi ,(19-4-27)

где g Е рп -  рр. В приближении точной SU(2) X SU(2) симметрии из 
сохранения тока следует, что

Используя основные уравнения для дираковских спиноров ир и ип

Если g(g2) не имеет сингулярности при д2 = 0, тогда из (19.4.29) 
следует, что либо mN = 0, что очевидно не так, либо /(0) = 0, что 
также неверно. На самом деле, величина /(0) измеряется в низко
энергетических ядерных бета-распадах типа распада нейтрона, где 
эту константу обычно обозначают дА. Измеренное значение этой 
константы

Из того факта, что ни m N, ни /(0) = дА не малы, вытекает, что в 
пределе точной SU{2) х SU{2) симметрии g(g2) должна иметь полюс 
при д2 —> 0:

Такой полюс естественно обеспечивается безмассовым пионом, 
наличие которого требуется спонтанным нарушением точной SU(2) 
X SU(2) симметрии. Предположим, что пион связан с однонуклон- 
ным состоянием так, как будто лагранжиан взаимодействия име

дц<р| А^(.г) п)  =  0. (19.4.28)

ирШ  р + т х ) =  (ipn + m N)un =  0,

В И Д И М , что
Я^ир[-{у^у5]ип = - 2 m Nu.py 5u n

так что из (19.4.28) вытекает равенство

2m jV/( g 2) = д2д(д2). (19.4.29)

/(0) = дА =  1,2573(28). (19.4.30)

(19.4.31)
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ет вид -2 iG kNkN у 5tN *. Из соотношения (19.4.24) вытекает, что 
матричный элемент тока между однопионным состоянием и ваку
умом такой же, как если бы в А^(х) содержалось слагаемое вида 

2. Поэтому в пределе q2 —> 0 матричный элемент (19.4.27) 
имеет полюс:

(р А^(х)\п)
yiq-x

(2л)3
[i(2%f2GnNup(iy5)un]l[J|_(2Jt)V_ 2

Сравнивая с (19.4.27), видим, что за счет однопионного обмена у 
функции g(g2) возникает полюс

^  ^  G ^ k  (1М32)

при q2 —» 0. Объединяя выражения (19.4.32) и (19.4.32), находим
^ _  2m NgA
Ww - — ------• (19.4.33)

71

Это знаменитое соотношение Голдбергера-Треймана п . Оно непло
хо выполняется: если взять m N =  (тпр +  т п)/2  =  938,9 МэВ, дА =  
1,257 и FK — 184 МэВ, то СтЛ — 12,7, в хорошем согласии с получен
ным разными способами значением ** GKjv = 13,5 (в том числе, с 
учетом однопионного полюса в нуклон-ядерном рассеянии и одно- 
нуклонного полюса в пион-нуклонном рассеянии).

В реальном мире пион не является безмассовым, а симметрия 
SU(2) х SU{2) не точна (даже перед спонтанным нарушением). Это 
обстоятельство можно проанализировать с помощью общего форма
лизма, изложенного в предыдущем разделе. Из лагранжиана (19.4.1) 
следует нарушающее симметрию слагаемое в гамильтониане:

Ну = т ийи + m ddd = (ти + m d)Ф\ + (т и -  m d)Ф3 , (19.4.34)

* Это общепринятое определение псевдоскалярной пион-нуклонной кон
станты взаимодействия GkN. Множитель 2 вводится здесь для сокращения 
множителя 1 /  2 в изоспиновых матрицах.

** Приводимое в учебниках 12 значение равно СжР42/4:П = 14,3 или СжN =
13,4. Недавно в результате очень точного изучения 13 нейтрон-протонного 
рассеяния с перезарядкой при энергии 162 МэВ получено значение 
G3Civ2/4jt = 14,6 ± 0,3 или G%n = 13,5.
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где

Ф' = —(йи +  dd), Ф о = —(u u -d d ) .  (19 4 35)
2 2

Операторы ф+ и ф ; являются пространственными скалярами и, 
как подразумевают используемые обозначения, преобразуются от
носительно SU( 2) X SU( 2) как компоненты независимых киральных 
4-векторов Ф~:

Ф+ = iqy5tq, = ^ qq ,

ф - = q tq , Ф4 = ~ - - iq y 5q ■

Это киральные 4-векторы в том смысле, что

Гт Ф*1 = - У  (;Л Ф*[  ’  п ]  / ш  ш ’
т

\х Ф±1 = - Г г  л  ф ±|_ > n j  \ 'пт тп >
ш

где и УГ — эрмитовы 4 x 4  матрицы, реализующие 4-векторное 
представление алгебры 517(2) х 517(2) е SO(4):

Ю ъ с  = Ш ъ4 = ь = Ш и  = 0, (19.4.40)

(•̂ a)b4 = _ ('^а)4Ь = _ ^аЬ ’ ('^с)а5 = (*̂ с̂ 44 = (19.4.41)

Такие обозначения позволяют легко увидеть, что условия подстройки 
вакуума для генераторов Ть Т2, Х и Х 2 и Х 3, соответственно, име
ют вид

0 = (Ф2 )0 = (^1 )о = ^ 1  )о = ^ 2  )о .
= (т и + т а) Щ ) 0 + (т а - т и)(ф^)0 . (19.4.42)

Мы предполагали, что при нулевых массах и- и d-кварков 
симметрия 5X7(2) X 517(2) спонтанно нарушается так, чтобы со
хранить ненарушенной SU(2) симметрию, генерируемую опера

(19.4.36)

(19.4.37)

(19.4.38)

(19.4.39)
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торами Т, а также четность. В этом случае (Фи)() указывает в 4- 
направлении, а (Ф~)0 = 0 , так что условия (19.4.42) выполняются. 
Однако, если m u =  m d = 0, можно найти другие нарушающие 
симметрию решения с другими определениями четности, подвер
гнув данное решение произвольному преобразованию SU(2) X SU(2). 
Следовательно при нулевых массах и- и d-кварков нет способа 
определить, в каком направлении должен указывать (Ф,', )„ = 0, 
или какая подгруппа SU(2) из SU(2) х SU(2) остается ненарушен
ной, хотя во всех случаях (Ф^)д = 0. Из условия подстройки ва
куума (19.4.42) вытекает, что в случае, когда симметрия внут
ренне нарушается возмущением (19.4.34) и спонтанно нарушается 
так, что <Ф„>0 = 0, вакуум должен «вытянуться в линию» таким 
образом, что <Фг,)о = 0 указывает в 4-направлении, и ненару
шенной SU(2) симметрией является обычный изоспин.

Этот формализм можно использовать для вычисления мас
сы пиона. Из (19.4.39)—(19.4.41) находим:

[Ха,[Х ь,Ф4+]] = 5аЬФ£, [Ха,[Х ь,Фз ]] = Ф-5ЬЗ . (19.4.43)

Кроме того, из изоспиновой инвариантности вытекает, что пара
метр нарушения симметрии Fab, введенный в разделе 19.2, пропор
ционален 8аЬ, причем коэффициент пропорциональности равен со
гласно (19.4.24) просто FK/ 2, так что

K b = K b F j 2 .  (19.4.44)

Поэтому из (19.3.20) следует, что пионная массовая матрица имеет 
вид

т 1ъ=ЬаЬт 1 ’ (19.4.45)

где
m l = 4 ( т м +7%)<Ф|>0/ ^ .  (19.4.46)

Поразительно, что массы заряженных и нейтрального пионов ока
зались равными, хотя мы и не делали никаких предположений об 
отношении масс тпи и m d. Ниже мы увидим, что это отношение не 
близко к единице. Изоспин является хорошим квантовым числом не 
потому, что массы и- и d-кварков почти равны, а потому, что они 
малы. Кроме того, как и обещано, мы видим, что массам кварков
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пропорционален квадрат массы пиона, так что массы кварков 
должны быть довольно малы. (Оценку см. в разделе 19.7.) Наблю
даемая разность масс пионов возникает не из-за разности масс 
кварков и и d, а из электромагнетизма. Действительно, пионный 
мультиплет — единственный изоспиновый мультиплет, разность 
масс внутри которого была успешно рассчитана только на осно
ве однофотонного обмена 14\

Конечно, даже с учетом масс кварков выражение (19.4.24) можно 
использовать для определения F,. Дивергенция этого выражения 
равна

жем теперь предположить, что это выражение мало, порядка т 2, 
за исключением ситуации, когда пионный полюс компенсирует ма-

нялось F7lm7l2, умноженному на должным образом перенормирован
ное пионное поле. Например, однонуклонный матричный элемент 
Э^А  ̂ должен равняться

Ожидается, что это выражение справедливо при q2 порядка т 2, а
9 9  «не только в пределе q —> — т% , т. к. пионныи полюс доминирует в 

матричных элементах Э̂ А̂ 1 для всех таких малых q2. Кроме того, 
при таких q2 мы вместо (19.4.32) имеем

Fwb,:m leip” x
(19.4.47)

Вместо того, чтобы предполагать обращение в нуль д„А^, мы мо-

лость т 2. Согласно (19.4.47) поведение матричных элементов в
окрестности однопионного полюса такое же, как если бы Э^А11 рав-

< р | Э ^ ( 0 ) | п > - ^
2

(19.4.48)

так что в терминах формфакторов в (19.4.27) имеем

q2g(q2) - 2 m Nf(q2) ^ - (19.4.49)

(19.4.50)
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Из (19.4.49) и (19.4.50) находим, что при q2 порядка т 2

f(q2) ^ G %NF%/2 m N . (19.4.51)

Неудивительно, что эта функция практически постоянна в обла-
9 9  «сти q от нуля до величины порядка т% , т. к. в ней нет однопион- 

ного полюса и нет ничего другого, что могло бы привести к су
щественному изменению в столь малой области q2. Это постоянное 
значение приближенно равно /(0 ) = дА, таким образом, (19.4.51) 
опять приводит к соотношению Голдбергера- Треймана.

Теперь можно использовать результаты раздела 19.2, чтобы 
вычислить амплитуду испускания одиночного пиона малой энергии 
в произвольном процессе а  —> (3. Мы нашли, что амплитуда должна 
вычисляться на основе фейнмановских диаграмм, в которых пион 
испускается только с внешних линий в процессе, а выражение
(19.2.49) показывает, что эти вклады должны вычисляться так, как 
будто взаимодействие пионного поля имеет вид Д.,7Г • AN /  Fn, где 
индекс N указывает, что в матричных элементах аксиального тока 
нужно отбросить слагаемое с однопионным полюсом. Из (19.4.27) (с 
учетом изоспиновой инвариантности) заключаем, что для мягких 
пионов, испускаемых с нуклонной линии, это взаимодействие эф
фективно равно

1®А d^%NyV-y5tN.
Fn

Используя уравнение Дирака для свободных частиц, можно видеть, 
что для нуклонов на массовой оболочке (т. е. в однонуклонных полю
сах на рис. 19.2) это эквивалентно псевдоскалярному взаимодей
ствию -2 im NgAii -N y btN /  FK. Это еще одна демонстрация соотно
шения Голдбергера-Треймана (19.4.33).

* * *

Наше рассмотрение в данном разделе не следовало парал
лельно историческому развитию этих идей. На самом деле, ход 
исторического развития был хронологически почти в точности про- 
тивопо-ложным той линии рассуждений, которая здесь изложена. 
Нарушенные симметрии вошли в физику частиц вместе с соотно
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шением Голдбергера-Треймана (19.4.33), которое было выведено 
в 1957 году на основе динамического расчета распада пиона. Для 
того, чтобы объяснить удивительный успех этого весьма прибли
женного вычисления, ряд теоретиков15 предложил идею «частич
ного сохранения аксиального тока» (ЧСАТ), заключавшуюся в том, 
что хотя аксиальный ток и не сохраняется (что следует хотя бы 
из того факта, что пионы распадаются), его дивергенция 
пропорциональна пионному полю. Само по себе это предположе
ние бессмысленно — мы видели в гл. 10, что любое поле с неисче
зающим матричным элементом между вакуумным и однопионным 
состояниями может рассматриваться как пионное поле. Хотя это 
и не было ясно в те времена, на самом деле, предположение 
заключалось в том, что дивергенция аксиального тока мала, по
рядка ш^2, за исключением области, где матричный элемент велик 
за счет пионного полюса. Проблема в значительной степени прояс
нилась в работе Намбу 1960 года 16, который отметил, что акси
альный ток можно рассматривать как точно сохраняющийся в 
пределе нулевой массы пиона, и в этом случае соотношение Гол
дбергера-Треймана можно вывести так, как мы это сделали выше. 
В этой и последующей работе с Иона-Лазинио 17 Намбу заметил, 
что появление безмассового или почти безмассового пиона есть 
симптом нарушения точной или приближенной симметрии. В рабо
тах с другими сотрудниками 18 Намбу показал также, как вычис
лять вероятности испускания одиночного мягкого пиона в разных 
процессах. Затем Голдстоун3 заметил, что нарушенные симмет
рии всегда сопровождаются безмассовыми бозонами. Это было до
казано в 1962 году Голдстоуном, Саламом и мной 5 с помощью рас
суждений, приведенных в разделе 19.2.

Ни одна из этих ранних работ о пионах как голдстоуновеких 
бозонах не зависела от конкретных предположений о природе груп
пы нарушенной симметрии. Например, это могло бы быть прямое 
произведение трех коммутирующих групп 17(1), генераторы кото
рых образуют вектор изотопического спина, или некомпактная груп
па 50(3,1), для которой в коммутационных соотношениях (19.4.19) 
справа возникает знак «минус». Природа группы нарушенной сим
метрии стала важной только в связи с рассмотрением процессов с 
участием более одного пиона, начавшегося с правила сумм Адле- 
ра-Вайсбергера в 1965 году19, успех которого показал, что нару
шенной группой действительно является SU(2) X 517(2). (Такие про
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цессы обсуждаются в следующем разделе.) Установление группы 
симметрии SU(2) X SU{2) привело к смещению акцентов 20 в сторону 
приложений этой симметрии в физике сильных взаимодействий и 
отходу от ранних усилий21, сосредоточенных на самих токах.

Вся эта работа проводилась в отсутствие конкретной тео
рии сильных взаимодействий. Одна из причин быстрого призна
ния в1973 году квантовой хромодинамики как правильной теории 
сильных взаимодействий заключалась в том, что эта теория 
объяснила SU(2) х SU(2) симметрию как простое следствие мало
сти масс и- и d-кварков.

19.5. Эффективные теории поля: пионы и нуклоны

В разделе 19.2 мы узнали, как рассчитывать амплитуду ис
пускания одиночного голдстоуновского бозона В низкой энергии в 
переходе а  —> (3 + В, применяя условие сохранения тока к матрич
ному элементу тока симметрии между состояниями а и р. В этом 
вычислении мы совершенно не использовали какую-либо информа
цию о деталях нарушенной группы симметрии; все, что нам требо
валось, это сохранение тока. Новые детали возникают, если мы хо
тим вычислить матричный элемент испускания и/или поглощения 
двух голдстоуновских бозонов, например, в процессе рассеяния гол- 
дстоуновских бозонов. В этом случае следует применить условие 
сохранения тока к матричному элементу вида

ф \ Т { ^ ( Х1) , Л 2(х2)}\а),

где состояния а  и (3 содержат и другие частицы помимо двух 
участвующих в реакции голдстоуновских бозонов. Но когда мы 
действуем оператором дивергенции Э/Эх^1 на этот матричный эле
мент, мы сталкиваемся с ненулевым вкладом от производной фун
кций 0(ж1° -  х 2°) и 0(х2° -  а^0), возникающим в определении хро
нологически упорядоченного произведения Т{...}. Этот вклад равен 
матричному элементу коммутатора 8(ж? -  J22 (ж2)] при
равных временах, значение которого зависит от коммутацион
ных соотношений групповой алгебры. Указанное обстоятельство 
делает особо интересныыми такие процессы с участием многих 
голдстоуновских бозонов, так как их можно использовать для
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экспериментального изучения природы группы нарушенной сим
метрии таким способом, который невозможен для процессов с 
участием только одного голдстоуновского бозона. Из-за возник
новения подобных коммутаторов токов такой подход стал извес
тен как метод алгебры токов 21.

Этот метод был использован в ранних вычислениях амплитуд 
с многими голдстоуновскими бозонами.22 К сожалению, такие вычис
ления весьма громоздки, особенно, когда участвуют три и более 
голдстоуновских бозона. Кроме того, трудно было понять, как об
ращаться с симметриями типа киральной симметрии квантовой хро
модинамики, которые не точны. По этой причине была предложе
на 23 другая, более физическая техника вычислений, основанная на 
использовании эффективных лагранжианов. Суть ее в том, что ам
плитуды голдстоуновских бозонов просто вычисляются по теории 
возмущений с помощью некоторого лагранжиана для голдстоуновс
ких бозонов и других частиц в состояниях а и (3 , удовлетворяющего 
требованиям предполагаемой нарушенной симметрии.

Первоначально проверка метода эффективного лагранжиана 
основывалась на алгебре токов. Используя ее, можно установить, 
что амплитуда испускания совокупности голдстоуновских бозонов 
малой энергии в процессе а  —> (3 + Вг +  В2 + ... фиксирована, если 
только известны коммутационные соотношения при равных вре
менах для токов, связанных с нарушенными симметриями, а так
же матричные элементы процесса а - )  Р и матричные элементы 
токов между различными одночастичными состояниями. Мы знаем, 
что лагранжиан, подчиняющийся нарушенной симметрии, позво
ляет с помощью нетеровской техники построить сохраняющиеся 
токи с соответствующими одновременными коммутаторами, поэто
му, если просто рассчитать амплитуды испускания голдстоуновс
ких бозонов малой энергии с помощью такого лагранжиана и под
ставить правильные значения Мра и одночастичные матричные 
элементы токов, должен получиться тот же самый ответ, что с 
помощью алгебры токов. В случае, когда взаимодействуют только 
голдстоуновские бозоны друг с другом, состояния а и р  можно 
считать вакуумными, и нам не требуется никакая дополнительная 
информация, кроме значения матричного элемента F между со
стоянием голдстоуновского бозона и вакуумом.

В первом примере подобных расчетов^'3 исходным был лагран
жиан 0 -модели.24 Если ограничиться сейчас только бозонным секто
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ром этой модели, то ее лагранжиан является тем же 50(4)-инвариан- 
том, который рассматривался в качестве примера в разделе 19.2,

1 _ Л 2 X ч9
!' = ---- — Ф п Ф п - - (Ф А )  . (19.5.1)2 2 4

где суммирование по п идет по значениям 1, 2, 3, 4, а <р — 
изовекторное псевдоскалярное поле и (р4 — изоскалярное ска
лярное поле.

Проблема, с которой немедленно сталкиваются при рассмотре
нии любого типа эффективных лагранжианов, заключается в том, 
что с целью использовать их для расчета амплитуд рассеяния мы 
должны либо включить все фейнмановские диаграммы всех поряд
ков теории возмущений, либо найти какие-то основания для отбра
сывания диаграмм высших порядков. Для лагранжианов типа (19.5.1), 
в которых нарушенная симметрия реализуется через линейные пре
образования различных полей, такие основания не обнаруживаются. 
К счастью, любой такой лагранжиан можно переписать в виде, по
зволяющем использовать фейнмановские диаграммы для построения 
разложения амлитуды рассеяния в ряд по степеням энергий голдсто
уновских бозонов. Чтобы осуществить это, совершим в каждой точке 
пространства-времени преобразование симметрии, устраняющее 
поля, отвечающие голдстоуновским бозонам теории. Степени свобо
ды, соответствующие голдстоуновским бозонам, вновь возникают в 
преобразованной теории как параметры преобразования симметрии. 
Однако, поскольку лагранжиан инвариантен относительно не зави
сящих от пространственно-временных точек преобразований симмет
рии, в нем не может содержаться какая-либо зависимость от новых 
полей голдстоуновских бозонов, если они постоянны, и таким обра
зом каждое слагаемое в лагранжиане, содержащее эти новые поля, 
должно содержать еще как минимум одну пространственно-времен
ную производную поля. При расчете элементов 5-матрицы для реак
ций с голдстоуновскими бозонами, эти производные вносят степени 
энергии голдстоуновского бозона. Как будет видно, такой лагранжиан 
можно использовать для построения разложения элементов 5-мат
рицы в ряд по степеням этих энергий.

Так, чтобы переписать лагранжиан (19.5.1) в удобном виде, 
запишем 4-вектор <рп как киральное вращение R, действующее 
на 4-вектор {0,0,0,а}, первые три компоненты которого (голдсто- 
уновская часть <рп) равны нулю:
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Ф„(х) = Кп4(х)а(х), (19.5.2)

где Rnm(x) — ортогональная матрица,

R T (x)R(x) = 1, (19.5.3)

так что

G(x ) = ^ Е Ф п Н 2 •

Тогда лагранжиан (19.5.1) принимает вид

93 = - -  £ ( я п4Э^а + аЭ^Кп4)2 - ^ - Л 2 - ^ а 4,
П = 1  ^  4

(19.5.4)

(19.5.5)

Поскольку К — ортогональная матрица, слагаемое Э̂ аЭ̂ 'а не зави
сит от R, и перекрестное слагаемое исчезает:

L R l 4 = Е Кп4ЭцКп4 = ^ ц £ Йп4 = °>

так что

^  = Е Э ^ Э ^ - ^ Л 2 - ^ 4. (19.5.6)
 ̂  ̂ п=1  ̂ 4

Если . //2 отрицательно, то а  имеет ненулевое вакуумное среднее, 
которое в низшем порядке определяется положением минимума 
суммы последних двух слагаемых в точке а  :. //./ ■

Вместо старых переменных фи вводим теперь новые перемен
ные a - 1. li/л/Х) а также любые другие переменные, необходимые 
для параметризации вращения R. Например, эти параметры можно 
выбрать просто равными самим Rai (где а, Ъ, ... с этого момента 
являются изоспиновыми индексами, принимающими значения 1, 
2, 3), а К44 определяется условием ортогональности R. Другая пара
метризация приводит к более простым окончательным результатам 
и была исторически первой параметризацией, использованной для 
этих целей. Определим

г -  Фа=а = ----- ;—  (19.5.7)ф4 + а
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и выберем

Л _ *±U ' *±*± . ' UU UU _ Г,1 + с 1 + с 1 + с
р  2Са „  1 -С 2 g 2С Л  г.

а4 — ~ = 7 “  К 4а ’ ^ 44  “  "  р Т > К аЪ ~  °аЪ ~ ЗГ>  (19.5.8)

так ЧТО

Фа _  о _  2Са Ф4 _  D _  1 -  С2
‘‘ ~ В-а4 ~ %  > 1 _  ^44 -  ро ‘ (19.5.9)

а 1 + С а 1 + С

Тогда лагранжиан (19.5.6) принимает вид

9, = - ^ Э м<тЭй<т -  2<з 2Ь11 - D11 ~ ^ .Н 2а 2 -  — а 4, (19.5.10)
2

где

DR S 1+^ V ' (19.5.11)

Какая бы параметризация не использовалась, ясно, что поля ? опи
сывают частицы нулевой массы, все взаимодействия которых вклю
чают производные полей. Эти поля (с точностью до нормировки) и 
являются новыми пионными ПОЛЯМИ.

Несмотря на внешний вид, этот лагранжиан все еще инвари
антен относительно 50(4) симметрии, но только реализованной не
линейно. Относительно изоспинового преобразования с инфините- 
зимальным параметром 0 поле С, просто поворачивается как 
обычный изовектор, a о  является изоскаляром:

5С = 0хС,  5а = 0, (19.5.12)

так что лагранжиан (19.5.10) явно изоинвариантен. С другой сто
роны, относительно преобразований нарушенной симметрии, па
раметризованных инфинитезимальным вектором £ , исходные 
поля преобразуются по формулам

§ф = 28(р4, 8(р4 = -28 • ф. (19.5.13)

Тогда из (19.5.7) находим, что
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8С = ё(1 -С 2) + 2С(ё-0, 8^ = 0- (19.5.14)

Лагранжиан (19.5.10) инвариантен относительно преобразования 
нарушенной симметрии (19.5.14), так как D подвергается линей
ному (хотя и зависящему от поля) изоспиновому вращению 20

bDll= 2 ( l x £ ) x D li, (19.5.15)

а (19.5.10) инвариантен относительно изоспиновых преобразова
ний. Учитывая закон преобразования (19.5.15), величину часто 
называют ковариантной производной пионного поля.

Законы преобразования (19.5.12) и (19.5.14) определяют так на
зываемую нелинейную реализацию группы SU(2) х SU(2) 25. Общая 
теория нелинейных реализаций групп Ли излагается в следующем 
разделе. Мы покажем, что с точностью до переопределений поля 
законы преобразования (19.5.12) и (19.5.14) представляют собой са
мую общую реализацию группы SU{2) X SU{2), при которой изоспи- 
новая подгруппа >ST7(2) реализуется линейно по С,.

Мы видим, что каждое взаимодействие новых пионных полей 
сопровождается появлением пространственно-временной производ
ной, так что эффективная константа связи при малых энергиях 
пионов мала. (Мы уточним ниже это замечание.) Поэтому при доста
точно малых энергиях пионов можно использовать этот лагранжиан 
в древесном приближении для воспроизводства теорем о мягких 
пионах в методе алгебры токов. Для этой цели необходимо всего 
лишь, чтобы лагранжиан был <!?0(4)-инвариантным. Но, так как поле 
а  является 5'0(4)-скаляром, оно не играет роли для сохранения >5*0(4)— 
инвариантности лагранжиана и может быть просто отброшено *. 
Конечно, такая процедура изменяет физическое содержание тео
рии, но не меняет амплитуд, определяющихся теоремами о мягких 
пионах. Лагранжиан (19.5.10) упрощается и принимает вид

* Альтернативно можно перейти к пределу, когда и М., и X стремятся к 
бесконечности, но среднее значение а удерживается постоянным.
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где F = 2(a) = 2\ ,Л(\/>JX- (Как мы вскоре увидим, величина F совпа
дает с обсуждавшейся в предыдущем разделе константой FK.) Для 
многих целей более удобно иметь дело с нормированным по обще
принятому соглашению пионным полем

7l = F l ,  (19.5.17)

и тогда лагранжиан (19.5.16) равен

1 Э
Cf = ~ 77-----• (19.5.18)2 (1 + % fF  )

Множитель 1 /F  действует как параметр связи, сопровождающий 
взаимодействие каждого дополнительного пиона. Формула (19.5.18) 
описывает, как часто говорят, «нелинейную a -модель» для частного 
случая симметрии 517(2) X SU(2), спонтанно нарушенной до симмет
рии 517(2).

Важно отметить, что при выводе (19.5.18) было совершенно 
не обязательно начинать с «линейной a -модели» с лагранжианом 
(19.5.1). На самом деле, нам не нужно отталкиваться от какой бы 
то ни было конкретной теории. Выражение (19.5.18) можно ис
пользовать просто потому, что оно инвариантно относительно 517(4) 
преобразования (19.5.12), (19.5.14). В этом случае алгебра токов го
ворит нам, что для получения правильных результатов для амп
литуд пионных процессов при низких энергиях больше ничего и не 
требуется.

Через несколько лет после введения эффективных лагран
жианов для мягких пионов появилось другое подтверждение тех
ники эффективной теории поля26, которая не опирается на алгеб
ру токов и позволяет производить расчеты, не ограниченные 
пределом исчезающе малых энергий голдстоуновских бозонов. Эта 
техника основана на наблюдении (формально еще не облеченном в 
ранг теоремы), что, вычисляя физическую амплитуду с помощью 
фейнмановских диаграмм, используя самый общий лагранжиан, 
включающий соответствующие степени свободы и удовлетворяю
щий предполагаемым симметриям теории, мы просто конструи
руем самую общую амплитуду, совместимую с общими принципа
ми теории относительное™, квантовой механики и предполагаемыми
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симметриями, Такая точка зрения была основой содержания всего 
первого тома этой книги. В данном контексте «соответствующие» 
степени свобо-ды — это сами голдстоуновские бозоны, а также 
частицы в состояниях а и (3 и любые другие состояния частиц, 
которые могут быть получены из а  и (3 путем взаимодействия с 
голдстоуновскими бозонами низких энергий. Принимая это подтвер
ждение эффективных теорий поля, мы освобождаемся от необхо
димости бороться с усложнениями, связанными с алгеброй токов. 
Что более важно, современный подход, основанный на эффектив
ной теории поля, приводит к результатам, выводящим за преде
лы крайне низких энергий, и позволяет систематически изучать 
нарушение любой внутренней симметрии.

Согласно этому подходу, для вычисления амплитуд взаимо
действия пионов в любом желаемом порядке по энергиям пионов, 
следует использовать самый общий лагранжиан, включающий пи- 
онное поле преобразующееся по правилам (19.5.12) и (19.5.14):

Я ф ф = - ^ - ^ - ^ {D ^ D »f  - DV)(D* .(19.5.19)
Zi

Слагаемые, отмеченные многоточием, содержат слагаемые с бо
лее высокими степенями ковариантной производной или бо
лее высокие ковариантные производные, общая структура кото
рых описана в следующ ем разделе. Коэффициенты с4 и с\  
безразмерны, а коэффициенты во всех слагаемых более высоко
го порядка имеют размерность обратных степеней массы.

Рассмотрим общий процесс, включающий произвольное число 
начальных и конечных пионов. Мы предполагаем, что все их энергии 
и импульсы не превышают величины порядка Q, которая мала по 
сравнению с типичной шкалой квантовой хромодинамики (скажем, 
массой нуклона или р-мезона). Даже несмотря на то, что лагранжиа
ны типа (19.5.19) неперенормируемы в обычном смысле, мы знаем из 
результатов раздела 12.3, что такие лагранжианы могут приводить к 
конечным результатам, если только они содержат все возможные 
слагаемые, разрешенные симметриями, так как в этом случае най
дется контрчлен, сокращающий каждую бесконечность. Если опреде
лить перенормированные значения констант F2, с4, с'4, ..., задав зна
чения различных амплитуд рассеяния голдстоуновских бозонов при 
энергиях порядка Q, то интегралы по импульсам во вкладах фейн-
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мановеких диаграмм будут определяться вкладами от виртуальных 
импульсов также порядка Q (поскольку перенормировка делает эти 
интегралы конечными, а в теории нет никакого другого подходящего 
эффективного обрезания). Поэтому мы можем строить теорию воз
мущений как разложение в ряд по степеням Q.

Каждая производная и поэтому каждый оператор в каж
дой вершине взаимодействия вносит одну степень Q в порядок ве
личины диаграммы; каждый пропагатор пиона вносит множитель 
Q-2; каждый дифференциал объема интегрирования d4q, связан
ный с петлями в диаграмме, вносит множитель Q4. Таким образом, 
произвольная связная диаграмма имеет порядок Qv, где

Здесь df — число производных во взаимодействии типа г, Vi — 
число вершин взаимодействия типа г в диаграмме, I — число внут
ренних пионных линий и L — число петель. Эти величины связаны 
известным топологическим тождеством (4.4.7):

Главное в этом выражении то, что каждое слагаемое положитель
но: любое взаимодействие в (19.5.19) содержит как минимум две 
производные и, конечно, L > 0. Поэтому старшее слагаемое в любом 
процессе имеет порядок Q2 и возникает исключительно от древес
ных диаграмм (т. е. диаграмм с L = 0), построенных только с помо
щью слагаемого в (19.5.19), содерж ащ его две производны е 
(т. е. У, =0 при dj ^ 2):

Например, инвариантная амплитуда М, возникающая в элемен
те ^-матрицы для пион-пионного рассеяния

v = L VA  - 2 I  + 4L. (19.5.20)

L = I - L V i +  1, (19.5.21)

так что можно устранить I и записать

v = L Vi(di - 2 )  + 2L + 2. (19.5.22)

1
(19.5.23)2 (1 + 7i2/ F 2)2 '
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5  = г(2л)484(рд + рв -  рс -  pD )М(2я)_6 (16EAEBECED у 1/ 2

(19.5.24)

дается в этом порядке выражением:

M ab=cd =  4F ” 2[8ab8cd( “  Рл ' Рв ~ Рс ' Pd)  + 8a A d ( P A  ' РС +  Рв ' PD)

+ 8ай8Ьс(Рл ' Pd + Рв ’ Рс)]> (19 5 25)

где а, Ъ, с, d — изо векторные индексы пионов А, В, С, D, соответ
ственно. (Чуть ниже в этом разделе мы обсудим влияние конечной 
массы пиона.) Использование (19.5.25) в качестве главного слагаемо
го не зависит от каких-либо предположений о малости константы 
связи X в исходном лагранжиане (19.5.1), и даже от справедливости 
этой формулы для лагранжиана, а зависит только от предположе
ния о малости типичной энергии пиона Q.

Следующее слагаемое в амплитуде для любой реакции с уча
стием голдстоуновских бозонов будет порядка Q4 и возникает оно 
как от однопетлевых диаграмм, связанных только с лагранжианом
(19.5.16), а также от древесных диаграмм, построенных только из 
взаимодействия в (19.5.16), с добавлением одиночной вершины, воз
никающей из слагаемых с d =  4 в (19.5.19):

nriv 4i _  8 ab8 cd 
abed ^ 4г

* s2 ln (-s2) ----- —— (и2 -  s2 + 312) ln(-f)
2%2 12%2

* -(t2 -  s2 + Згг) ln(-u) -4— ^ -(s2 + t2 + u 2) In A2
12^2 Зтс2 (19.5.26)
1 1---- Ca,s ----- с At  + и )
2 4

+ перекрестные слагаемые,

где «перекрестные слагаемые» означают слагаемые, получающиеся 
перестановками В о  С и В f>  D, a s ,  t, и — мандельстамовские 
переменные

s = ( Р а  +  Р в )2. * =  ( Р а  ~  Р с ) 2 , и =  <Р,\ “  Pd )2-

Зависимость этого результата от обрезания Л может быть устра
нена переопределением констант с4 и с'4. Перенормированные кон
станты равны
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С4Д — сл
4 Зл2

In

3%2
- In

ГА*>

(19.5.21)

(19.5.28)

где ц — произвольный масштаб перенормировки порядка Q, вве
денный для того, чтобы сделать логарифмы хорошо определенны
ми. Выраженная через эти перенормированные константы, ампли
туда (19. 5. 26) принимает вид

n/r(v-4)
abed

8 a b 5 cd 1
2%‘

s In
f  Л- s 1

(и2 -  s2 + 31") In

1271

у

(t2 -  s2 + 3u2) In

1271

f  \ - u

' - t '

У

1
c.s

у

C4 (t2 + u2) (19.5.29)

+ перекрестные слагаемые,

Подобные вычисления можно провести в любом порядке по Q, 
и всегда получается, что в каждом порядке мы сталкиваемся с ко
нечным числом новых констант, перенормировка которых позволя
ет устранить зависимость физических амплитуд от обрезания. За
метим, что отношение старших слагаемых с V = 2 и поправок с
V = 4 порядка Q2/8%2F2, так что похоже, что разложение можно 
считать полезным до тех пор, пока энергии всех пионов много меньше 
величины порядка 2nF,

Приведенное разложение по теории возмущений можно ис
пользовать также для установления связи вездесущего параметра 
F с измеряемой амплитудой распада пиона FK. С учетом правила 
преобразования (19.5.14) для £, аксиальный ток имеет вид:

-  Ъ9Р -
е - А *  = -----\  - 8С

Э М

и поэтому

= - ( 1 - С 2)
дЗР

-2GC-
дЗР

Щ J )
(19.5.30)
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(Ток Л‘1 является нетеровским током симметрии, порожденной 
преобразованием 2х, что на нуклонном дублете представляется 
генератором 2у5t = У5т,) После интегрирования по всем другим 
полям и использования (19.5.17) для того, чтобы выразить С, через 
канонически нормированное пионное поле Й, находим:

- . „ - ( 1  - t c 2 / F 2) 2й(й-Э^1й) Э̂ тс --------- 1— — + ■
(1 + й /  F ) F 2{l + n2 / F 2 \2

+ .. (19.5.31)

Используя для вычисления (VAC| А^\ тс) разложение теории воз
мущений по степеням энергии пиона, видим, что в низшем по
рядке амплитуда распада пиона равна

Fn = F. (19.5.32)

Кроме того, из лоренц-инвариантности и соотнош ения 
(19.5.22) следует, что поправки высших порядков должны быть 
пропорциональны степеням отношения р 2/ F 2, которое обраща
ется в нуль для безмассового пиона, так что соотношение (19.5.32) 
действительно точное в пределе т к —> 0. Поэтому можно ду
мать, что наше разложение по теории возмущений пригодно до 
энергий пионов, меньших чем величина порядка 2%Fn =  1200 МэВ.

Чтобы провести сравнение с экспериментом, мы должны 
учесть, что масса пиона не равна нулю. На массовой оболочке не
возможна ситуация, чтобы временная компонента 4-импульса пио
на была бы меньше тк, так что при подсчете степеней типичной 
энергии и импульса пиона Q следует считать, что тк порядка Q. 
Однако в предыдущем разделе мы видели, что т п2 пропорциональ
но линейной комбинации масс кварков, так что формула (19.5.22) 
для порядка Qv данной фейнмановской диаграммы должна быть пе
реписана в виде

v = L  v i(di + 2mi -  2) + 2L + 2, (19.5.33)

где mi — число множителеи, равных кварковым массам, во взаимо
действии типа г.

Взаимодействия, включающие массы кварков, можно раз
личить по их свойствам преобразования относительно SU(2) X SU(2)
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или, эквивалентно, относительно 50(4). Выражение (19.4.34) пока
зывает, что слагаемые первого порядка по массам кварков пре
образуются как линейные комбинации двух скаляров — четвер
той компоненты кирального 4-вектора Фп+ с коэффициентом 
(ти + m d) и третьей компоненты другого кирального 4-вектора Фп~ с 
коэффициентом (т и -  md). Следовательно, слагаемые АЯ7̂ и М Г  в 
эффективном лагранжиане первого порядка по т„ +  md и ти -  т(! 
должны иметь относительно кирального преобразования свойства 
четвертой и третьей компонент киральных 4-векторов, соответствен
но, и, конечно, быть лоренцовскими скалярами. Одним очевид
ным кандидатом на киральный 4-вектор, четвертая компонента 
которого — скаляр, является (рп, с которого мы начинали этот раз
дел. Согласно (19.5.9), его четвертая компонента равна просто 
а(1 -  С,2) /  (1 + С,2)- Множитель ст можно опустить, так как это кираль
ный скаляр, не влияющий поэтому на свойства кирального преобра
зования оставшегося выражения. Можно зафиксировать нормировку 
этого слагаемого, потребовав, чтобы коэффициент при тс2 = F 2̂ 2 был 
бы равен —т я2/2, так что с точностью до аддитивной постоянной

, w 2f| С2 т % л2
М 1 = ----- 71 71 = ----- --------- -------- .  (19534)

2 1 + С2 2 1 + % / F 2 I • ■ J

В следующем разделе мы увидим, что это единственная ска
лярная функция пионного поля без производных, преобразующа
яся как четвертая компонента кирального 4-вектора. С другой 
стороны, не существует скалярной функции пионного поля без про
изводных, преобразующейся как третья компонента кирального 4- 
вектора, так как, если бы такая функция была третьей компонен
той кирального 4-вектора, она должна была бы быть нечетной по 
пионному полю и, следовательно, должна была бы быть не скаля
ром, а псевдоскаляром. Таким образом, (19.5.34) есть единственное 
взаимодействие с cl, 0 и т,- : 1. Поразительно, что нарушающая 
изоспиновую симметрию разность масс и- и d-кварков не только не 
влияет на массы пиона, как это мы видели в предыдущем разделе, 
но и не влияет также на любое многопионное взаимодействие без 
производных.

Теперь мы способны провести реалистичный расчет главных
V = 2 слагаемых в амплитуде пион-пионного рассеяния. Согласно
(19.5.33), эти слагаемые возникают только из древесных диаграмм,
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построенных, исходя из d =  2, т =  0 пионного взаимодействия в
(19.5.33) или из d =  0, т  = 1 пионного взаимодействия в (19.5.34). В 
этом порядке инвариантная амплитуда М, определенная выраже
нием (19.5.24), равна

М аЪ=Ы =  4Л ' 2 [ 5 а65 с й ( 8 - ^ )  +  5 а с ^ ^ - ^ )  +  § аа5 Ьс(М - т ^ ) ] -

(19. 5. 35)
В частности, на пороге s = 4т к2, t =  и =  0, так что

:\/[tV _  Л^2гр-2
abed (порог) = 4 m znFn‘ 3 8 ab8 cd -  8 ac8 bd '

7M ^ cd - 2 M g cd],
8 ad8 6e]

(19.5.36)

где M<0) и M<2) — соответствующие тензоры, представляющие двух- 
пионные состояния с изоспином Т = 0 и Т = 2:

-  2.x я
ab,cd ~  eb ей ’ (19.5.37)

=ab.cd ^ac^bd 8 ad8 bc 8 ab8 cd (19.5.38)

нормированные так, что TrM(T’ = 2Т +  1. Этот результат обычно 
записывают с помощью длин рассеяния. Согласно разделам 3.6 и 
3.7, длина рассеяния ат для двух пионов в состоянии с изоспи
ном Т равна27 произведению 1 /32птк на коэффициент при М<Т) в 
выражении (19.5.36):

7 Шту ...... , т 7an = ------- = 0,16 т 1 а? = --------
8 %F; * 4 ttF,

2 = -0 ,0 46тя1.

Длины рассеяния пионов трудно измерять, однако тщательное изу
чение процессов типа к +  N —>% +  ii +  N w . K —>ii +  ii +  e +  v дало 
следующие значения28: а0 = (0,26 ±  0,05)шл-1, а2 = (-0,028 ±  0,012)тол-1, 
что согласуется с приведенными теоретическими значениями. По
хоже, что учет поправок высших порядков по m^^TcF^ улучшает 
согласие.

Этот формализм можно распространить на описание взаимо
действий пионов с нуклонами или другими частицами. Проще всего
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предположить, что мы добавляем слагаемое, содержащее нуклон- 
ное дублетное поле N, в тот лагранжиан, с которого мы начинали:

%  = -N ['i  + д[ф4 + 2it ■ ФУ5 ])N , (19.5.39)

где 1 — изоспиновый матричный вектор для изоспина 1/2 (т. е. пау- 
лиевский спинор деленный на 2). Этот лагранжиан инвариантен 
относительно киральных SU(2) X SU(2) преобразований с

8ф = 2вф4, 8ф4 = - 2 е - ф ,

8 N  = -2гу5£ • t N .

(19.5.40)

(19.5.41)

При устранении пионных связей без производных следует выра
зить нуклонное поле N как 50(4) вращение R в представлении
(19.5.41), действующее на новое нуклонное поле N ;

W . U - W b j - P f i .
(19.5.42)

где С, опять дается выражением (19.5.7). После этого преобразования 
слагаемое без производных в (19.5.39) зависит теперь только от N  и 
а:

ЛГ[ф4 + 2it ■ фу5 ]N = oNN.

С другой стороны, слагаемое с производными содержит производ
ные от матрицы в (19.5.41), что приводит к нуклонному лагранжиану

SPN -  N
t ■ (С X Ж) -

> +  д с  + 2г----- ‘- 1^  + 2iy5t
1 + С;

N. (19.5.43)

или в записи через канонически нормированное пионное поле (19.5.17):

'SP-n  ~  N ' + до +
2it ■ (it х Ш) 

F^[l + %2 /F l\
+ 2iy5t • drc 

f y i  + й2 /  Fl]
N. (19.5.44)

Так как о  имеет ненулевое вакуумное среднее, видим, что нуклон 
обладает ненулевой массой, Это запрещено, если бы симметрия отно
сительно преобразования (19.5.40), (19.5.41) была ненарушенной.
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Лагранжиан (19.5.44) по построению кирально инвариантен. 
Это можно увидеть и непосредственно, используя установлен
ные ранее свойства киральных преобразований а  и % и замечая 
также, что под действием кирального преобразования (19.5.40),
(19.5.41) новое нуклонное поле, определенное выраж ением
(19.5.42), преобразуется как

вергается тому же изоспиновому вращению (19.5.15), что и величи
на D^, но, конечно, в представлении с Т = 1/2. Параметр изоспино- 
вого вращения С х {• зависит от пространственно-временной точки, 
поэтому свойство кирального преобразования у производных N  дру
гое. Однако можно непосредственно проверить, что комбинация пер
вого и третьего слагаемых в (19.5.43) ведет себя как кирально инва
риантная производная, т. е.

Таким образом, лагранжиан (19.5.43) (а, следовательно, 
(19.5.44)) очевидным образом кирально инвариантен, так как он 
изоспиново инвариантен и построен исключительно из тех вели
чин N, ЩМ, о  и D которые преобразуются по отношению к 
киральному преобразованию с помощью одного и того же изоспи- 
нового вращения.

Вид того конкретного лагранжиана, с которого мы начинаем, 
опять несуществен. Как и в случае чисто пионной теории, рассмот
ренной выше, важной является киральная инвариантность лагран
жиана. Для этого лагранжиан должен сохранять изоспин и быть 
построенным только из величин N, (JiN и D (вместе с их высшими 
производными). Наиболее общий кирально инвариантный лагран
жиан, билинейный по новому нуклонному полю и содержащий не 
более одной производной, имеет поэтому вид

8N = 2it ■ [С X e]JV, (19.5.45)

Иначе говоря, под действием кирального преобразования N  под-

8GyV = 2ii • [С х (19.5.46)

где

(19.5.47)
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&N,о = -N [®  + m N + 2igAy 5t • £>]iV, (19.5.48)

или в записи через пионное поле (19.5.17):
2it ■ (л х Ш) 2igAy 5t ■ Ш

+ Шы -I---- --------- -------— +
"  FZ[L + n * / F * ]  F ^ l  + %2 / F l )

N - (19.5.49)

Заметим, что мы включили произвольную константу дА в пос
леднее слагаемое (19.5.48), так как это слагаемое само по себе ки- 
рально симметрично, и киральная симметрия не может определять 
коэффициент при нем. (В противоположность этому коэффициент 
при третьем слагаемом в (19.5.43) фиксирован условием, что это 
слагаемое вместе с первым образуют киральный инвариант.) Обра
зуя дополнительное слагаемое в аксиальном токе, возникающее из 
нуклонного лагранжиана (19.5.48), можно проверить, что введенная 
здесь константа дА действительно является аксиальной константой 
в бета-распаде. Альтернативно, интегрируя по частям и используя 
уравнение Дирака, находим, что пион-нуклонное взаимодействие 
-2 igAN y 5t ■ (Ш)Ы /  Fn эквивалентно на массовой оболочке нуклона 
взаимодействию AimNgANy.J. ■ xN  /  Fr , соответствующему пион- 
нуклонной константе связи

G nN = 2тNgА /  Fn ,
что совпадает с соотношением Голдбергера-Треймана (19.4.33).

Кстати, если бы мы использовали в этом вычислении лагран
жиан (19.5.44), мы получили бы соотношение Голдбергера-Трейма
на с дА = 1. Однако этот результат есть на самом деле артефакт 
конкретного вида (19.5.39) того взаимодействия, с которого мы на
чинали. Мы могли бы включить неперенормируемое слагаемое со 
связью с производной *

* Левые и правые компоненты нуклонного дублета преобразуются по 
представлениям (г,0) и (0,г) группы SU(2) X SU{2), соответственно. Били
нейная форма iVŷ YgiV является, таким образом, суммой слагаемых, квад
ратичных по членам (г,0) или (0,г), т. е. она преобразуется как прямая 
сумма представлений (1,0), (0,0) и (0,1). В выражении (19.5.50) мы связали 
слагаемые (1,0) + (0,1) в iVy^Y5iV с антисимметричным тензором, образо
ванным из SU(2) х SI7(2) 4-векторов (р„ и Конечно, можно непосред
ственно проверить инвариантность этого выражения относительно пре
образований (19.5.40), (19.5.41).
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Щ  = ig'N[(t ■ фЭф4 -  ф4t • Э • ф)у5 + t ■ (ф х йф)]л .̂ (19.5.50)

Непосредственно можно^ убедиться, что в записи через преобра
зованные поля <т, N и  ̂ это выражение принимает вид

Поскольку а имеет ненулевое вакуумное среднее, возника
ет вклад в пион-нуклонную константу связи и в дА, пропорцио
нальный д'. Отсюда значение дА =  1 не диктуется самой нарушен
ной SU(2) X SU(2) симметрией; включив взаимодействие (19.5.50) 
и подобрав д', можно придать дА любое значение.

Рассмотрим теперь, как использовать этот лагранжиан для 
расчета амплитуд реакций, включающих как пионы, так и нукло
ны. Мы должны уделить особое внимание нуклонным пропагато- 
рам, так как нуклон никогда не может быть «мягкой» частицей, как 
пион. Входящая в диаграмму нуклонная линия с 4-импульсом р по
рядка mN на массовой оболочке, которая затем в результате взаи
модействий с мягкими пионами поглощает суммарный 4-импульс q, 
компоненты которого много меньше mN, будет иметь пропагатор

(Отброшенные слагаемые можно учесть, если включить в нуклон- 
ный лагранжиан слагаемые с высшими производными.) Предполо
жим снова, что все 4-импульсы внешних пионов имеют компоненты 
порядка не выше Q, и определим все перенормированные констаны 
связи в точках перенормировки порядка Q, так что интегралы схо
дятся таким образом, что внутренние пионные линии также имеют 
4-импульсы Q. Тогда выражение (19.5.51) показывает, что внутрен
ние нуклонные линии дают вклад порядка 1 /Q . Произвольная фей- 
нмановская диаграмма такого процесса будет вносить вклад в инва
риантную амплитуду порядка Qv, где теперь

Здесь Vj — число вершин, связанных с взаимодействием типа г, 
dj — число производных в каждом таком взаимодействии, m i —

$'N = - 8 i o 2g'Nt ■ Юу5JV.

-i (p  + q) + m N ________  - i p  + m N

(p + q)2 +m fj q̂ °  2 p q (19.5.51)

V = I V , ( d i + 2 m ,) -2 I 7t- I JV + 4L. (19.5.52)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



278 Глава 19. Спонтанно нарушенные глобальные симметрии

число множителей с массами кварков в каждом взаимодейстии, 
1Л и IN — числа внутренних пионных и нуклонных линий, соответ
ственно, a L — число петель в диаграмме. Используем знакомые 
топологические соотношения для связных диаграмм:

L = In + I N ~ Z V i  + 1 (19.5.53)

И
2 1 N +  e n  -  L  V i n i » ( 1 9 . 5 . 5 4 )

i

где n?: — число нуклонных полей во взаимодействии типа г, a EN — 
число внешних нуклонных линий. После исключения / v и получа-

v = £ v t + 2.L — Е лт + 2.at (19.5.55)

Здесь важно отметить, что коэффициент df + 2 т ,  +  \ni -  2 в первом 
слагаемом всегда положителен или равен нулю. Мы видели ра
нее, что для чисто пионных взаимодействий с ni =  0 сумма 
dj +  2m,: > 2, а изучение выражения (19.5.49) показывает, что для 
пион-нуклонных взаимодействий с ni = 2 и m i =  0 величина di > 1. 
Ясно, что всякое взаимодействие с ni = 2 и > 1 или ni > 4 имеет di 
> 2. Отсюда при Q <?С 27̂ ^̂  старшими являются вклады древесных 
диаграмм (у которых L = 0), для которых все взаимодействия имеют

71 ■
d, + 2т,- + —  - 2  = 0

2
Взаимодействия, удовлетворяющие этому условию, — как раз те, 
которые явно выписаны в лагранжианах (19.5.23), (19.5.34) и (19.5.49), 
плюс возможные взаимодействия с di =  0 и ni = 4

(N raiv)(ivraiv), (19.5.56)

где Га и Га — любые матрицы в спиновом и изоспиновом простран
стве, которые приводят к четырехфермионным взаимодействиям, 
инвариантным относительно преобразований Лоренца, простран
ственной инверсии и изотопического спина. Эти последние взаимо-« 90действия важны для многонуклонных процессов , которые мы здесь 
рассматривать не будем.
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Применим теперь данный метод к пион-нуклонному рассея
нию. Для энергий пионов порядка т к амплитуда пион-нуклонного 
рассеяния дается диаграммами Фейнмана рис. 19.3, каждая из ко
торых дает вклад порядка тл в инвариантную амплитуду. Однако 
на пороге главный вклад возникает от диаграммы на рис. 19.3, в, 
а остальные вклады подавлены дополнительным множителем 
m K/ m N. Это происходит потому, что на пороге в системе покоя 
4-импульсы налетающего и вылетающего пионов q, q' и 4-импульсы 
нуклонов р, р' имеют вид

q = q = (0,0,0, т п) =
( л ( \

т п Р = т п

vmiV, уm N ,
Р (19.5.57)

Поэтому вклад в инвариантную амплитуду на пороге от диаграмм 
рис. 19.3, а или 19.3, б пропорционален выражению

-  { - i ( p ± q )  + m N)
иУ 5 ? — — -̂-------- 2

(р ± q)“ + m N

m l u y ^ ( - ip ( l  ±  m J m N) + m N)y5u

+m 7.

2 m N ±  m T

{+2mnm N -  m n)

u ( ip ( l± m ll/ m N) + m N)u =
m :

X

(a) (b) (c)

Рис. 19.3. Фейнмановские диаграммы, используемые вместе с эффективным 
киральным лагранжианом для вычисления рассеяния мягких пионов на 
нуклонах. Пунктирные линии — пионы, сплошные линии — нуклоны
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где и — дираковский спинор, нормированный условием ии = 1. 
Напротив, диаграмма на рис. 19.3, в дает вклад в М порядка тп. 
Эту амплитуду можно записать как 2 x 2  матрицу по нуклонным 
изоспиновым индексам:

-2  г _  ,
М Ьа =  “ Г  Кг а ь М ~ Ч  ~ Щ )и ,

где q' и q — конечный и начальный 4-импульсы пионов, Ъ и а — 
соответствующие изовекторные индексы. Используя (19.5.57) и урав- 
н е -
ние Дирака в импульсном представлении i(p + m N)u = 0, получаем

-4 im w -4 ш т -  r-/wv-,
Ьа = 2 £abc = 2 Ьа > (19.5.58)

гДе [̂ с ]ба = ~^Ъас — пионная изовекторная матрица. Матрица t ■ tiK> 
имеет в состояниях с полным изоспином Т собственные значения, 
равные 2[Т(Т + 1) — 2 — 4], так что в двух изоспиновых состояниях 
с Т  = 2 и Т  = | инвариантные амплитуды равны 30

М 1/2 =  4 m x / Fn » М 3/2 =  ~ 2 т ж/Еп ■

Обычно эти результаты выражаются через длины рассеяния, кото
рые определяются как инвариантные амплитуды, деленные на 
4я(1 + m %JmN)\

7YI
ai/2 = Р2( 1 /  /----- - = ОДбт"1, (19.5.59)

< ( 1  + ™ * /% )
ТП

аз/ 2  = ~ ~  „ 2г| * /----- 7 = - ° ’075 т^ - (19.5.60)■' 2 < ( 1  + т л/ т „ )  v '

Эти выражения находятся в разумном согласии с эксперимен
тальными значениями12 а1/2 =(0,173 ± 0,003)шл-1 и а3/2 = (-0,101 ± 
0,004)mJt-1. (Предполагается, что результаты (19.5.59) и (19.5.60) 
должны быть справедливы только в низшем порядке по отноше
нию но мы удерживаем множитель 1 + mn/ m N, так как он 
возникает просто от определения длин рассеяния.)

Поправки к длинам рассеяния следующего порядка по т к 
возникают из разных источников. Прежде всего, это диаграммы
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борновского приближения рис. 19.3, а, б, которые номинально 
старшего порядка, но, как мы видели, подавлены на пороге до
полнительным множителем m K/m N. Есть дополнительные древес
ные диаграммы, содержащие вершину с двумя производными. 
Особый интерес представляют древесные диаграммы, содержа
щие вершины без производных, которые возникают от нарушаю
щего симметрию взаимодействия, пропорционального шк2. Свой
ства киральных и пространственно-временных преобразований 
этих взаимодействий должны совпадать со свойствами операто
ров в (19.4.34), которые являются четвертой и третьей компоне- 
тами двух различных киральных 4-векторов Фп+ и Фп~. Есть два 
очевидных кандидата в такие операторы, являющеся билиней
ными формами по нуклонным полям: Ф4+-слагаемое

NN = 1 - С 2 
1 + С2

NN - 4 i С
V1 + С2

• N y5tN

и Ф, -слагаемое

Nt3N = Nt3N -  2
1 + С2

N t - ^ N - i '  Сз '  
1 + ^2

N y5N.

Киральные симметрии действуют на N как обычные изоспиновые 
вращения, так что они не могут смешивать скалярные и псевдоска
лярные нуклонные билинейные формы. Следовательно реально су
ществуют два независимых Ф4+ оператора

1 - С 2 
1 + С2

NN (19.5.61)

И

i + 9
■Ny5tN (19.5.62)

и два независимых Ф4 оператора
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Nt3N -  2
1 + 1 2

N t - 0 (19.5.63)

И

'  Сз Л
1 + С2

N y 5N. (19.5.64)

В следующем разделе мы покажем, что это единственные операто
ры со свойствами преобразований слагаемых в (19.4.34), которые 
билинейны по нуклонным полям. Операторы (19.5.62) и (19.5.64) оче
видно обеспечивают сохраняющие и нарушающие изоспин поправ
ки к формуле Голдбергера-Треймана для пион-нуклонной констан
ты связи. Два других оператора (19.5.61) и (19.5.63) непосредственно 
дают вклад как в массу нуклона, так и в пион-нуклонное рассеяние 
при низких энергиях. Из их вкладов в массу нуклона мы видим, что 
эти последние слагаемые входят в эффективный лагранжиан в форме 
(с заменой С на стандартно нормированное пионное поле):

Я<7’> — 
эф ф

8тр + 8 т п 1 - З Д
1 + %2/ fI

NN

(8m -  8m )
Г— ~ 2 ( X ТС о —
N U N ------- о Nt • %N

3_ х 7С { l  + e / F l j

(19.5.65)

где 8тр и Ътп — вклады слагаемых с кварковыми массами (19.4.34) 
в массы протона и нейтрона. Это дает вклад в амплитуду пион- 
нуклонного рассеяния (снова записанную как матрица в изоспино- 
вом пространстве нуклона)

8М(,„ =
2[8т + 8 т г

F27Z

| 2 [8тр -  8mw] g

' Fn ai~
а"ЗЬ +  % 8 3 a ) (19.5.66)

Первое слагаемое в (19.5.65) часто называют «a-членом». Вто
рое слагаемое — нарушающая изоспин поправка к a-члену, прояв
ляющаяся только в процессах с участием нейтральных пионов ти- 
папроцессов с перезарядкой я+ + п —> я0 +  р и +  р —> + п. Хотя
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и невозможно непосредственно измерить сдвиги масс нуклонов 8трп, 
мы увидим в раделе 19.7, что SU(3) симметрия позволяет вычис
лить их разность из разности масс гиперонов. Это дает 5тр -  5тп =  -2,5 
МэВ. К сожалению, мы до сих пор не имеем надежной теоретичес
кой оценки коэффициента 6т р + 8тп в первом слагаемом в (19.5.65).

Выражение (19.3.34) показывает, что в квантовой хромоди
намике коэффициенты бтр +  5т п и 5тр ~ 5тп в (19.5.66) пропор
циональны соответственно ти +  m d и ти -  m d. В разделе 19.7 мы 
увидим, что т и и m d совершенно не вырождены, так что эти 
коэффициенты примерно того же порядка величины; нарушающие 
изоспин поправки к о—члену не многим меньше, чем сам а-член. 
Мы опять видим, что причиной того, что сохранение изоспина яв
ляется столь хорошим приближением в адронной физике, является 
совсем не то, что массы и- и d-кварков почти равны, а просто то, 
что они малы.

Использование лагранжианов типа (19.5.19) или (19.5.49) явля
ется одним из примеров применения метода эффективных теорий 
поля, уже введенного в разделе 12.3. Аналогичная техника использо
валась для рассмотрения мезонных и баронных взаимодействий, 
включающих странные частицы (см. раздел 19.7), взаимодействий 
кварков и лептонов при энергиях ниже шкалы нарушения электро- 
слабой симметрии (см. раздел 21.3), и даже для рассмотрения сверх
проводимости (см. раздел 21.6). Во всех этих случаях эффективные 
теории поля позволяют наиболее удобным способом рассматривать 
следствия симметрий и исходных общих принципов квантовой тео
рии поля.

* * *

Комбинация низкоэнергетических теорем, следующих из на
рушенных симметрий, с дисперсионными соотношениями позволя
ет получить полезные правила сумм. Покажем, как это происходит 
в случае киральной симметрии, если пренебречь малыми массами 
кварков и и d и массой пиона. Рассмотрим рассеяние вперед безмас- 
сового пиона с изовекторным индексом а и 4-импульсом q на нукло
не с 4-импульсом р, в результате которого возникает пион с изо
векторным индексом Ъ. Амплитуда рассеяния М, определенная 
формулой S f i =  -2%ibi(Pf ~ P{)Mri, в первом порядке по q опре
деляется фейнмановскими диаграммами рис. 19.3:

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



284 Глава 19. Спонтанно нарушенные глобальные симметрии

- 2  мгМ = ■ 1
(2jt)6(2q°1

X и { „• (2я)4 2gАу 5tbq
е .- г -i(P  + Ч) + ш м "f,-(2%)42gAy 5taq)

F 1(2тг)4 (р + q)2 + М2 у FV я 7

+ (2%) 2gAy 5tag - i  - i ( p - q )  + m N

(2л)4 (p — q)2 + M2
- i

(2%) 2gAy 5taq

-4  i: с̂̂ аЪс® U.

(19.5.67)

В этом порядке no q можно приближенно записать нуклонный 
пропагатор в первых двух слагаемых в квадратных скобках в 
виде

-г(р  ± q) + m N _ - i p  + m N 

(р ± q)2 + М2 ±2р • q

Выражение (19.5.67) можно дополнительно упростить, используя 
соотношения qq = q2 = 0, u'fu  = - р  • q /m N и [ta,tb] =  ieabctc. Кроме 
того, в лабораторной системе (которая при малых q совпадает с 
системой центра масс) имеем р * q = —m N(£>, где со = q° — энергия 
пиона в системе покоя нуклона. Наконец, стандартно нормирован
ная амплитуда рассеяния вперед (квадрат модуля которой равен 
дифференциальному сечению рассеяния вперед) дается выражени
ем (3.6.9) как /  н -4 л 2(йМ. Собирая все эти результаты, получаем, 
что амплитуда рассеяния вперед пиона с энергией со дается в слу
чае со шк выражением:

00
/b a (® )  - г' ^ г ( 1 - 6 ' 1 ) е а ь Л -тс К (19.5.68)

В частности, для тг+-протонного рассеяния следует свернуть (19.5.68) 
с vb"va, где 5 -  нормированный изовектор (1 ,г,0) /  л/2, и положить fc3 
= + 2- Тогда амплитуда л+-протонного рассеяния вперед при низких 
энергиях равна:

со „ 
( i - g i ) .

71 р 27iF2 (19.5.69)
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Далее, дисперсионное соотношение для рассеяния вперед 
безмассового тс+ на протоне дается выражением (10.8.24) (с вычи- 
тательным полиномом Р(Е) °с Е) в виде:

/  + (со) = R + —  о  + (со)

+ •СО
/*со

Га + (Я) % р4 а _ (Е)17U 7
4л2 J0 Е -со Е + со

dE, (19.5.70)

где R — возможная вычитательная константа, а со и Е — энергии 
пионов в системе покоя протона. Сравнение этого дисперсионного 
соотношения с низкоэнергетическим пределом (19.5.69) показывает, 
что R =  0 и что

F,'I г  „1  dE

2% Jo
с  + (Е) -  о  _ (Е)% Р ' 71 рк ' Е

(19.5.71)

Это знаменитое правило сумм Адлера-Вайсбергера и для случая 
точной киральной симметриии и т п = 0. Аналогичное правило сумм 
можно вывести для рассеяния пионов на любом барионе или мезо
не, в том числе, на самом пионе 30а

19.6. Эффективные теории поля: произвольные нарушенные 
симметрии

Описанная в предыдущем разделе техника построения эффек
тивных лагранжианов для случая SU (2) X SU (2) симметрии, 
нарушенной до *ST/(2), была вскоре обобщена 31 на случай произ
вольной группы G, нарушенной до произвольной подгруппы Н. Рас
смотрим квантовую теорию поля, лагранжиан которой инвариантен 
относительно произвольной компактной группы Ли G обычных 
линейных, не зависящих от пространственно-временных точек пре
образований g полей \|/п(аг):

¥ * ( * )  - »  L S n m V m M -  ( 19 .6 .1)
ТО

Мы предполагаем, что эта группа симметрии спонтанно наруша
ется до какой-то подгруппы Н cz G преобразований симметрии,
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оставляющих инвариантными все вакуумные средние: для h е Н 

И  h-nm{tym (Х))VA C  ~~ (•■*"))удС ' (19.6.2)
т

(Не все из \|/ должны быть скалярами, но, конечно, только у скаля
ров будут отличные от нуля вакуумные средние.) В примере, при
веденном в начале предыдущего раздела, группой G была группа 
£0(4), поля \|/п реализовали 4-векторное представление этой груп
пы, а их вакуумные средние нарушали 6*0(4) до подгруппы враще
ний Н =  50(3), которые оставляли инвариантной четвертую ось. В 
общем случае поля \]/п могут реализовать не только неприводимое, 
но и приводимое представление G, как это было в том случае, 
когда мы ввели нуклонные поля в предыдущем разделе.

Представим далее произвольную «точку» \|/п в полевом про
странстве как преобразование G, действующее на поля ij/n, из ко
торых исключена безмассовая голдстоуновская мода:

— Е  УптУт('Х') ‘ (19.6.3)
т

Например, в предыдущем разделе у было 50(4) вращением, кото
рое мы назвали R, а условие, которому удовлетворяли заклю
чалось в том, что первые три компоненты 4-вектора должны обра
щаться в нуль.

Чтобы сформулировать это условием в более общем виде, пред
положим, что мы имеем дело с вещественным представлением G. 
(В данном случае не происходит потери общности, т. к. мы 
не настаиваем на неприводимости представления, так что, если ис
ходить из множества полей, образующих комплексное представле
ние G, можно всегда взять \|/п равными действительным и мнимым 
частям этих комплексных полей.) Как показано в разделе 19.2, 
безмассовые собственные векторы массовой матрицы являют
ся просто независимыми линейными комбинациями векторов 
Imi[Unm(¥m(0))vAC> где — генераторы G. (Вещественность пред
ставления означает, что йа действительны, а тот факт, что группа 
G компактна, означает, что представление можно выбрать унитар
ным, а, следовательно, ортогональным, так что генераторы ta мни
мые и антисимметричные.) Тогда условие, что \j/r! не содержит гол
дстоуновских мод, можно сформулировать в виде
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L V n № akm(Vm(Q))VAC = °- (19.6.4)
пт

Число независимых условий равно разности размерностей группы 
G и той подгруппы Н, генераторы которой обращают в нуль (\|/m(0))VAC. 
Как и в предыдущем разделе, те голдстоуновские бозоны, поля 
которых устраняются указанным образом, вновь появляются в dim(G)
— dim(H) полях, необходимых для параметризации преобразования 
у пт ( х ) .  В общем случае, поля ф включают все тяжелые поля в 
теории, в том числе те (типа нуклонов в предыдущем разделе), 
которые имеют иные по сравнению с голдстоуновскими бозонами 
свойства относительно пространственно-временных симметрий.

Необходимо показать, что мы всегда можем выбрать пре
образование Упт ( х )  так, чтобы удовлетворить условию (19.6.4). Для 
этого рассмотрим величину

^у(бО — V»|(0) уде ’ (19.6.5)
пт

где д пробегает по всей группе G в вещественном ортогональном 
представлении, реализованным полями \|/п. Очевидно, что эта вели
чина есть непрерывная действительная функция д, и поскольку 
группа компактна, V^(g) к тому же является ограниченной функци
ей д. В каждой пространственно-временной точке х  величина У щ щ ( д )  

достигает поэтому максимального значения для какого-то элемента 
группы, который мы назовем у(х). При g = у(х) функция V^{x)(g) 
должна быть стационарной по отношению к произвольным вариа
циям д. Но любой бесконечно малый сдвиг элемента группы g можно 
всегда записать как линейную комбинацию

= ? Х еа6^“ >
а

с действительными инфинитезимальными коэффициентами £а, ко
торые могут зависеть от д. Следовательно, условие, что V ^ ^ g ) ста
ционарно по отношению к вариациям 5g при д =  у(х) имеет вид

0 = 6̂ (Ж)(УИ) = *£еа 1¥п(̂ )Упг(ж)С(¥т(0))¥АС
a nml

= 1 [ у “1И ] гп¥п(ж) С ( ¥ т (0))УАС.
a nml
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Это должно выполняться для всех вариаций, следовательно, для 
всех еа, поэтому видно, что (19.6.4) удовлетворяется при 
?(£') = У 1(ж)¥(ж) как и было показано. В чисто бозонной теории 
с лагранжианом (19.4.1) \j/ было 4-векторным полем (0,0,0,а). Этот 
вектор указывет в направлении вакуумного среднего (\|/„), но так 
бывает не всегда.

Кстати, имея дело с комплексными полями, нет необходимос
ти формулировать условие на \j/(x) явно, исходя из его действи
тельной и мнимой частей. Если множество полей %(х) преобра
зуется по какому-то комплексному представлению группы G с 
эрмитовыми генераторами Т“, то в действительном представлении

у(х) =

генераторы равны

Re%(x) 
Im x(.r)

it'a _ / — Im Ta -R e T a 4 
v ReTa -Im T ay

Тогда условие (19.6.4) можно непосредственно записать через Т“ и 
%(х) в виде

1т(%(х)+Та(х(0))УАс) = О*

Поскольку предполагается, что лагранжиан всего лишь инва
риантен относительно независящих от пространственно-временных 
координат преобразований G, оказывается, что после преобразова
ния (19.6.3) он становится зависящим от у(х) и от \рг(х), хотя всегда 
в каждом зависящем от у  слагаемом есть по меньшей мере одна 
производная. Как отмечалось, зависящие от пространственно-вре
менных координат параметры, необходимые для конкретизации у(х), 
играют роль полей голдстоуновских бозонов. Теперь нам следует 
рассмотреть, как параметризовать у(х).

С самого начала следует заметить, что выбор у в (19.6.3) в 
общем случае неоднозначен. Так как (yn(0))VAC инвариантно относи
тельно Н в смысле выражения (19.6.2), величина Vy(g), определен
ная соотношением (19.6.5), инвариантна относительно правого ум
ножения д на любой элемент h ненарушенной подгруппы Н:

Vy(g) = Vy(gh) для h е Я. (19.6.6)
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Отсюда следует, что если у доставляет максимум V w(y), то это же 
верно для gh, так что условие (19.6.4) удовлетворяется как для 
\рг = /г_1у _1Х|/, так и для ф = y _1\[f- Поэтому величина у определена 
пока что с точностью до правого умножения на элемент Я. (Так, в 
рассмотренном в предыдущем разделе примере четырехмерное вра
щение R можно было умножить справа на любое вращение, дей
ствующее только на первые три компоненты 4-векторов.) Можно 
рассматривать два элемента группы у: и у2 как эквивалентные, если 
Yi = гДе h е Н. Это действительно соотношение эквивалентно
сти, поскольку оно рефлексивно (если у1 эквивалентно у2, то у2 
эквивалентно ух), симметрично (у эквивалентно самому себе) и тран- 
зигивно (если ух эквивалентно у2, а у2 эквивалентно у3, то у, эквива
лентно у3). Поэтому элементы группы G можно рассортировать по 
несвязным «классам эквивалентности», каждый из которых состоит 
из элементов у, отличающихся только правым умножением на эле
мент Я. Такие классы эквивалентности называют правыми смежны
ми классами G по Я. Нас интересует параметризация пространства 
правых смежных классов (обозначаемого G/H).

Для этого достаточно только выбрать по одному элементу 
группы, представляющему каждый правый смежный класс. В слу
чае рассмотренной в предыдущем разделе £0(4) симметрии, на
рушенной до £0(3), удобно выбрать эти представительные эле
менты как вращения, параметризованные 3-вектором Возможен 
и другой выбор, пригодный для любой компактной группы G, на
рушенной до любой подгруппы Я. Приспособим вначале наши обо
значения генераторов группы G к тому, по какому пути наруша
ется симметрия. Назовем ti полный набор независимых генераторов 
Я. Согласно (19.6.2) эти генераторы удовлетворяют условию

VAC = (19.6.7)
т

Так как Я — подгруппа, генераторы t{ образуют подалгебру

[*»> b] = Cii/A • (19.6.8)
к

Обозначим х а другие независимые генераторы G в любом базисе с 
полностью антисимметричными структурными константами. (Для
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компактных групп такой базис всегда существует; см. раздел 15.2.) 
Так как х а не входит в правую часть (19.6.8), все структурные кон
станты Сца равны нулю, а из полной антисимметрии этих констант 
следует, что Сщ =  0, так что

[ Ч ’ Х а\ =  t ' L C iabX b ■ (19.6.9)

Однако не обязательно, чтобы коммутаторы х  друг с другом были 
линейными комбинациями t; это зависит от природы G и Я, а так
же от того, как Я погружена в G. (Когда СаЬс равны нулю, простран
ство смежных классов G/Я  называется симметрическим простран
ством.) В общем случае можно записать

[Жа>Жь] =  +  ^JL^abcx c • (19.6.10)
i с

Любой набор генераторов с коммутационными соотношениями вида
(19.6.8)—(19.6.10) называется разложением Картана алгебры Ли. При
мером может служить киральная 51/(2) X 517(2) алгебра Ли (19.4.9)-
(19.4.11), для которой СаЬс действительно равны нулю.

Поскольку tf и х а исчерпывают алгебру Ли группы G, любой 
конечный элемент G можно представить в виде:

g = ехр %>ах а ехр
. а _ _ г _

где Ъ,а и 9,j -  набор действительных параметров. Но преобразование 
у(х) в (19.6.3) определено пока что с точностью до правого умноже
ния на элемент Я, так что можно стандартизировать наше опреде
ление у, взяв его в виде

у(,х) = ехр (19.6.12)

Параметры %а(х) можно отождествить (с точностью до нормировки) 
с полями голдстоуновских бозонов.
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Ниже будем просто предполагать, что представительные эле
менты были выбраны из каждого правого смежного класса и выра
жены как непрерывные функции у( )̂ некоторых параметров а̂. Яв
ным примером такого выбора может служить выражение (19.6.12), 
но мы не станем ограничивать себя именно этой параметризацией.

Предположим теперь, что с помощью (19.6.3) мы заменили все 
поля \|/(̂ ) в лагранжиане на y(x)\j/(x). Производные полей равны

Э ^ ( х )  = у ( х ) [ э ^ ( х )  + (у 1(х)Э^1у (х ))у (х ) (19.6.13)

Поэтому, когда мы выражаем лагранжиан не через \|/, а через 
iff, поля голдстоуновских бозонов входят через зависимость от 
У_1(̂ )Э|1У(|| от а̂(х) и его производных.

Любая вариация элемента группы типа у( )̂ может быть запи
сана как произведение группового элемента на линейную комбина
цию генераторов группы. В нашем случае можно записать это в виде

у (х)Э у(х) = г £ х аО (х) + г £ ^ Е г- (х ), (19.6.14)

где Dafl и EifJ имеют вид:

' Ъ '

= ХХ-ь(Кх))Э  л ъ(х).

(19.6.15)

(19.6.16)

Следовательно, поля голдстоуновских бозонов войдут в лагранжи
ан в результате появления в нем величин Di;)l(x) и EiU(x) (и их про
изводных). Заметим, что в случае точных нарушенных симметрий 
каждое взаимодействие § должно включать по крайней мере одну 
производную, так что в лагранжиане не могут возникнуть массовые 
слагаемые т аЪ%а£,ь, а все взаимодействия обращаются в нуль при 
обращении в нуль 4-импульса любого голдстоуновского бозона.

Даже если мы не знаем деталей лежащего в основе лагранжи
ана, можно много узнать о том, как величины DaJi и Е,(1 возникают в 
проеобразованном лагранжиане, изучая их свойства преобразова
ний. Под действием произвольного элемента д группы G исходное 
поле \|/ преобразуется по (19.6.1):

\|/(х) —> V|/'(x) = g\|/(x) = gy(^(x))\jr(x). (19.6.17)

a

b
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Далее, ду(|) есть элемент G, так что он должен принадлежать 
тому же правому смежному классу, что и некоторый элемент 
у( /̂), и поэтому может быть записан в виде

0Y $H ) = y{^'(x))h(^(x), g), (19.6.18)

где h — некоторый элемент ненарушенной подгруппы Н. Подставляя 
это в (19.6.17), находим, что \|/*(Jj) имеет вид (19.6.3):

Х|/'(сс) = у(£,'(x))\\f'(х\ (19.6.19)

где ^'(х) определено равенством (19.6.18) и

\j/'(x) а Ц£,(х),д)Щх). (19.6.20)

В примере, приведенном в начале предыдущего раздела, \\f 
состояло из единственного изоскаляра о, и поскольку этот изоска
ляр был инвариантен относительно ненарушенной подгруппы изос
пина, он был также и кирально-инвариантен. Переходя к более об
щему случаю, мы видим теперь, что V(x ) не обязательно 
инвариантно относительно произвольных преобразований G, а что 
его G-преобразование зависит только от преобразования относи
тельно ненарушенной группы Н. Это было явно видно в предыду
щем разделе, когда мы ввели нуклонные поля; относительно про
извольного бесконечно малого преобразования нарушенной 
киральной симметрии поля N  преобразуются с помощью завися
щего от полей изоспинового вращения (19.5.45).

Задаваемые формулами (19.6.18) и (19.6.20) законы преобразо
вания £ —> 4' и vpf —> \pf' никак не связаны с конкретными свойствами 
линейных G-преобразований исходных полей \|/п. Действительно, 
чтобы вывести эти законы преобразования, нам не нужно начинать 
с лагранжиана, инвариантного относительно линейных G-преобра
зований. Если задан любой набор полей, на которых линейно или 
нелинейно действует группа G, а подгруппа Н оставляет инвариан
тным одно конкретное множество значений полей (их вакуумные 
средние), мы всегда можем выразить эти поля (по крайней мере, в 
конечной окрестности конкретных значений полей) через множе
ство величин и \j> (ж), которые преобразуются относительно G 
согласно стандартной реализации <̂а —> %'а, \рг —> vpr', определенной
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формулами (19.6.18) и (19.6.20). Существенная единственность этой 
реализации была впервые доказана25 для £17(2) х £17(2), нарушен
ной до SU(2), а затем для произвольной группы Ли, нарушенной до 
любой подгруппы.31 Чтобы проще объяснить это, заметим, что для 
каждого набора полей, преобразующихся по нелинейной реализа
ции произвольной компактной группы Ли G, всегда возможно опре
делить функции этих полей (и, возможно, дополнительных полей *), 
которые преобразуются линейно по отношению к G.32 Отталкиваясь 
от этой линейной реализации, можно с помощью рассуждений, 
приведенных в этом разделе, построить поля £, и @  с законами 
преобразования (19.6.18) и (19.6.20).

Хотя для произвольных д е G преобразования (̂ж) и @  слож
ны, они становятся значительно проще, когда д сам является эле
ментом h ненарушенной подгруппы Н. Общепринято и всегда воз
можно выбирать поля голдстоуновских бозонов ^а{х) так, чтобы они 
преобразовывались по некоторому линейному представлению ®ab(h) 
ненарушенной подгруппы Н:

h y i^ h -1 = (19.6.21)

Например, в параметризации пространства смежных классов 
£0(4)/£0(3), использованной в предыдущем разделе, поля голд
стоуновских бозонов С,а образовывали изоспиновый 3-вектор. При 
более общей параметризации, основанной на (19.6.12), коммутаци
онные соотношения (19.6.9) показывают, что х а линейно преобразу
ются относительно Н:

hxbh 1 = Y, %b(h)xa’ (19.6.22)

откуда немедленно следует (19.6.21). Сравнивая (19.6.21) с (19.6.18), 
видим, что при д =  h е Н

(19.6.23)

* Например, полярные и азимутальные углы 0 и ц/ доставляют нелиней
ную реализацию £0(3); добавляя еще одну переменную г, можно постро
ить величины х ъ х2, х3, линейно преобразующиеся относительно £0(3).
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Иными словами, и \j/ преобразуются относительно Н по пред
ставлениям (J>ab(h) и hnm, соответственно.

Теперь следует рассмотреть вопрос, как построить наиболее 
общий лагранжиан, инвариантный относительно преобразований 
(19.6.18) и (19.6.20). Преобразование £, —> %' для произвольного 
д е G нелинейно и довольно сложно, и оно исключает появление 
£а(ж) в лагранжиане везде, кроме величин типа DajI(x) и Е,(1(.г). К 
счастью, эти величины подчиняются очень простым законам преоб
разования. Продифференцируем (19.6.18) по и умножим слева на 
обратную величину. Тогда

Т_1§|(з|)Эцу р ж ):)  =  [c/Y(§(.r))] 1Эц[ду(^(ж))]

= fr_1(^(x), д )у“ 1(^/(ж))Эц[у(^/(ж))?1(^(ж), д)] 

= h ^ ^ ix ) ,  д)[у“ 1(^/(ж))Э^у(^,(х))] /г(£(ж))

+ h_1(^(x),g)3^(^(x),g),

и поэтому

у 1( '̂(ж))Э11у(^'(ж)) = fr(| M ,g)[y  1(^(ж), д)Э)1у(^(ж), g)j h 1ф(х),д)

-  [Э^(^(х), д)] h~1(B,(x), д). (19. 6. 25)

Выражение (19.6.12) задает величину у_1Э̂ у как линейную комбина
цию величин £ и (. Кроме того, второе слагаемое справа в формуле 
(19.6.25) есть линейная комбинация только величин t. Поскольку все 
х а и ti независимы, коэффициенты при каждом генераторе с обоих 
сторон равенства (19.6.25) должны быть равны друг другу:

(  Л
Е Жа°ац = h$»9) L x aD<qi (19.6.26)
а V а

(  \
'L tiE 'ili = h(Щ,д) 7г_1(^,д) + i[^h(^,g)]h_I<|,g),(19.6.27)

V г

или подробнее:
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Вщ(х ) = L % b { h( ^ x )^))Db^x ) ’
Ъ

Е'щ(х ) = 1.?г]{Щ (Х)’ 9))Е^ ( Х) ~ 1 < Жл { Щ ( х )’ Я))д^ ъ ( х ) S l9 ’6’28)
j Ь

где Dafl и EijA определены выражениями (19.6.15) и (19.6.16),

ib

h t j h ~1 =
i

а ®ab определено выражением (19.6.22). Мы видим, что величины 
Dtt)I(x) являются «ковариантными производными» полей голдстоу
новских бозонов, преобразующимися под действием произвольного 
элемента д е G во многом аналогично полям хрг: и те, и другие под
вергаются преобразованию h(^(x),g) из Я, хотя и в разных пред
ставлениях. Например, в 6"0(4)-теории из предыдущего раздела 
ковариантной производной пионного поля £ была величина 
Эи̂ /(1  + ^2), которая преобразуется под действием инфинитези- 
мального кирального преобразования как под действием изоспино- 
вого вращения (19.5.15).

С другой стороны, Е^(х) преобразуется неоднородно, очень 
похоже на калибровочное поле. Дополнительное слагаемое в (19.6.28) 
позволяет сократить неоднородное слагаемое в производных У. Диф
ференцируя (19.6.20), получаем:

Э ^ '(х ) = Н( {̂х),д)^д11Щх) + Н~1(^{х),д)д11к(^(х),д)Щх)У 

Комбинируя это выражение с (19.6.27), находим:

(% ¥(«)) = Щ ( Х)’ Ф'\1У(Х) ’ (19.6.29)

где — ковариантная производная полей тяжелых частиц:

^xjf(x) =  ^vjf(x) +  Ц Е^{х)\ j/(x). (19.6.30)
г 4

(Выражение (19.5.47) представляет собой пример такой ковари
антной производной в случае 50(4), нарушенной до 50(3).) Та
ким образом, всякий лагранжиан, инвариантный относительно
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ненарушенной подгруппы Н и построенный из \j>, ШпЩ и Da„, бу
дет инвариантным и относительно полной группы G.

Сейчас мы не обсуждаем перенормируемость, поэтому мож
но рассмотреть также величины, включающие более одной про- 
етранственно-временной производной. Одной из этих величин яв
ляется комбинация полученная простым повторением 
операции (19.6.30):

dv + It j EJ JV ¥ • (19.6.31)

Она преобразуется как :

( V yuV)' = (19.6.32)

Другую ковариантную величину можно построить, взяв ковариан- 
тную производную от ковариантной производной поля голдстоу
новского бозона (19.6.15), которая определяется аналогично
(19.6.30), но с заменой t?- на соответствующиую матрицу в пред
ставлении Н,  реализуемом величинами х а:

Л' ^  С{аьЕ{уОь^, (19.6.33)

которая преобразуется так же, как Da(I:

(’/Л,Д((1) = %ь(^’ бО%^Ьц' (19.6.34)

Кроме того, антисимметризуя производную Ещ, можно исключить 
неоднородное слагаемое в (19.6.27). Это приводит к «кривизне»

^ f(.iv = ~ \̂iFiv ~ 1̂2 (19 6 35)
j ,k  ' ‘

Мы не получили ничего нового; легко видеть, что антисимметрич
ная ковариантная производная поля «материи» тц/ пропорциональна 
этой кривизне:

(19.6.36)
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Конечно, можно продолжать этот процесс и строить другие про
изводные, беря ковариантные производные все более высокого 
порядка от и Da(i.

Полезно заметить, что можно раз навсегда вычислить вели
чины Da„ и Е,(1 для заданных групп G и Я и заданной параметриза
ции факторпространства G/Н ,  причем они не зависят от предпола
гаемых трансформационных полей \|/п или конкретных матриц х а, 
tif используемых для представления алгебры Ли группы нарушен
ной симметрии. Например, в экспоненциальной параметризации
(19.6.12) несколько первых слагаемых в разложении этих ковариан- 
тов в ряд легко вычисляются с помощью (19.6.12) и (19.6.14):

Все, что необходимо знать для построения самого общего лагран
жиана, содержащего поля <̂а голдстоуновских бозонов и набор по
лей тяжелых частиц, это последовательность спонтанного наруше
ния симметрии от G к Н и закон преобразования полей тяжелых 
частиц относительно Н, но не G: лагранжиан берется в виде самой 
обшей Н-инвариантной функции \рг, /(| vj/, Da и высших ковариан- 
тных производных.

Рассмотрим теперь случай, когда симметрия относительно G 
не только спонтанно нарушается, но с самого начала даже не точна. 
Предположим, что в исходном лагранжиане имеется слагаемое А&, 
которое неинвариантно относительно группы G линейных преобра
зований \[/ —> д\\1, но преобразуется как линейная комбинация ком
понент некоторого (приводимого или неприводимого) представ
ления группы G. Иначе говоря, берем

+ о (5 Ч 5 ),

(19.6.38)
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д / -  Y .cAf A’ (19.6.39)
А

где 0А преобразуется относительно G по некоторому представ
лению Dig]^:

®а II 1)\я\лвг в- (19.6.40)

Если теперь заменить поля \|/ набором £,а, \рг, это слагаемое в лаг
ранжиане все равно будет иметь вид (19.6.39), но выражение (19.6.40) 
теперь запишется как

'■а [ /« .9 ) »  = ЦДз]ав%[ь>¥]> (19.6.41)

где / а( ,̂д) есть результат применения преобразования д к ^а, опре
деленный выражением (19.6.18):

ду ®  = (19.6.42)

Как будет видно, легко найти наборы операторов, удовлетворяю
щих (19.6.41), так что решение единственно с точностью до задания 
определенных Н-инвариантных функций \j/.

Во-первых, рассмотрим случай = 0 и у = у(|'). В этом случае 
ду( )̂ = у(|\ так что

/ а(0,у(^)) = ^ ,  /г(0,у(^)) = 1.

Подставляя эти равенства в формулу (19.6.41), находим (опуская 
штрихи):

(19.6.43)

Этим определяются операторы <■ А [^а, у ] для всех а̂, если мы знаем 
их для = 0.

Пусть теперь = 0 и g — элемент h подгруппы ненарушенной 
симметрии Н. В этом случае gy( )̂ = h, так что

fa(0,h) = 0, h(0,h) = h.

На правах рукописи. Экземпляр JI. М. Лапиной для личного пользования



19.6. Эффективные теории поля: произвольные 299

Подставляя эти выражения в формулу (19.6.41), находим

^4[(), /ivjz] = £  ^1^.1лг/в[0>¥]- ( ig  644)

Иными словами, при = 0 оператор 0А должен преобразовываться 
относительно линейных преобразований Н так же, как было полу
чено в представлении (19.6.40) группы G. (Однако в этом утвержде
нии нет ничего, что фиксировало бы нормировку различных непри
водимых представлений Н, найденных в представлении G (19.6.40); 
некоторые из них могут даже вообще отсутствовать.)

Наконец, заметим, что любой набор операторов €, удовлетво
ряющих (19.6.44), позволяет с помощью соотношения (19.6.43) пост
роить операторы, удовлетворяющие общим правилам (19.6.40) пре
образований под действием группы G. Используя формулы (19.6.43) 
и (19.6.44), получаем, что левая часть выражения (19.6.41) принима
ет вид:

в
= I  д))]Ав D[h&, д)]вс 0С [0, Щ

вс

= £  d [y(/(^  я))Ч%, s ) ] . , /b [ ()'V]
в "

в
= £  D[g\AB^B 

в

как и следовало показать.
В качестве примера рассмотрим группу 50(4), спонтанно на

рушенную до 50(3), и предположим, что мы хотим построить пре
образующиеся по 4-векторному представлению 50(4) операторы из 
поля голдстоуновского бозона \(х) и других полей \j/(x). Согласно 
формуле (19.6.43), эти операторы должны иметь вид

0п[1,у] = Rnm(l)om[ 0,¥],

где R — некоторое 50(4) вращение, определенное формулами (19.5.8) 
и (19.5.9):
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К-а4 -
?Са

i + C2
R 4 4  -

1 - с 2

1 + С2

Условие, что R — ортогональная матрица, удовлетворяется, если 
выбрать другие ее компоненты как

Rab ~ 8ab
2СЛ 
1 + С2

» ^ 4  а
2Са 

1 + С2

Следовательно любые скалярные (в противоположность псевдоска
лярным) операторы, преобразующиеся как четвертая и третья ком
поненты киральных 4-векторов, должны входить в эффективный 
лагранжиан в виде

'

V 1 + С2
Ф+[о,у] + 1 - С 2

1 + С2
Ф +[о,у])

Фз[С,ж] = Фз[0,¥]— C-<H0,¥]+ ф^[0.¥]-
1 + С2

С̂з
1 +  С

Единственным условием на операторы Ф+[0,\рг],Ф|[0,\р?],Ф [(),vj>] и 
Ф^[0,¥] является то, что они должны преобразовываться под дей
ствием лоренцовских и изоспиновых преобразований соответствен
но как псевдоскалярный изовектор, скалярный изоскаляр, скаляр
ный изовектор и псевдоскалярный изовектор, но они никак не 
должны быть связаны друг с другом. Для процессов с участием только 
пионов мы используем эффективный лагранжиан, который не со
держит никаких полей кроме пионного поля С, так что все операто
ры [С), \j>], ф [о, \f>] Ф4[0,у] должны обращ аться в нуль, 
а Ф 1 М  является просто числовой константой. Как и было обеща
но в предыдущем разделе, мы видим, что единственный оператор 
без производных в эффективном лагранжиане, _нарушающий ки- 
ральную симметрию, пропорционален (1 -  С2) / (1 + С2), а следователь
но оператору (19.5.34). Для того, чтобы включить нарушающие сим
метрию операторы, билинейные по нуклонному полю, следует учесть 
сохранение четности и изоспина, так что получаем:
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Ф+[0,\(/] ос ]Vy5tiV, <I>.j [(), Vj/]ос N N ,
Ф^О,^] ос NtN, [О,\рг] ос N y5N.

Таким образом, как и было заявлено в предыдущем разделе, 
единственными билинейными по нуклонным полям и нарушаю
щими симметрию слагаемыми без производных являются выра
жения вида (19.5.61)—(19.5.64).

Феноменологический лагранжиан можно использовать для вы
числения амплитуд процессов с участием медленных частиц. Это 
делается во многом аналогично тому, как в предыдущем разделе 
рассматривалась киральная теория пионов и нуклонов. При подсче
те степеней характерного малого импульса Q внутренние линии гол
дстоуновских бозонов всегда вносят множители порядка Q-2. Кроме 
того, внутренняя линия каждой из описываемых полями vj/ тяже
лых частиц (любого спина), поглотившая от поля голдстоуновского 
бозона суммарный 4-импульс q, будет иметь пропагатор

N(p + q) N(p)

(р = q)2 + М2 2р • q

(где N — некоторый полином, зависящий от спина и типа частиц, а 
М — масса частицы), так что он вносит множитель порядка Q Те 
же рассуждения, которые привели к формуле (19.5.55), приводят в 
данном случае к числу степеней Q в заданной фейнмановской диаг
рамме

V = £  Vf (<̂ t + h{/2 — 2) + 2L -  Eh + 2, (19.6.45)
i

где Vi — число вершин типа i, df — число производных (в слу
чае приближенных нарушенных симметрий — число производ
ных или масс голдстоуновских бозонов) в вершине типа г, 7г,- — 
число линий тяжелых частиц, сходящихся в вершине типа г, L
— число петель, Eh — число внешних линий тяжелых частиц. В 
общем случае для всех взаимодействий, разрешенных кираль- 
ными симметриями, коэффициент d,- + hi/ 2 — 2 неотрицателен. 
Для взаимодействий только между голдстоуновскими бозонами 
всегда di > 2, так как подобные взаимодействия должны быть 
либо по меньшей мере билинейными по ковариантным произ
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водным (19.6.15), либо пропорциональными нарушающим симмет
рию параметрам (типа масс кварков в предыдущем разделе), ко
торые имеют порядок квадрата массы голдстоуновских бозонов. 
Взаимодействия между голдстоуновскими бозонами и тяжелыми 
частицами должны включать ковариантные производные (19.6.15) 
или (19.6.30), поэтому для них d, > 1, а также h?: > 2. Единственные 
взаимодействия, для которых di + h j 2 < 2, трилинейны по тяже
лым частицам, и мы их исключаем, поскольку рассматриваем 
только диаграммы, в которых все тяжелые адроны остаются не
релятивистскими. Если для всех взаимодействий di + hJ2 > 2, то 
ведущими диаграммами будут те, которые построены только по 
взаимодействиям с dt +  h j  2 = 2 и не содержат петель. Опять же, 
поправки возникают за счет взаимодействий с большим числом 
производных и/или большим числом полей тяжелых частиц и / 
или одной или более петлями.

Если нет нарушения внутренней симметрии, часть лагран
жиана, включающая только поля голдстоуновских бозонов, со
держит единственное слагаемое с dj = 2:

CJ>GB =  -  7  £  FabD a^D b > ( 19.6.46)
* ab

где Fab2 — некоторая действительная положительно определен
ная матрица. Для случая (19.6.12) и большого класса других па
раметризаций фа кто р п р о стране тв, у(§) при Ъ,а —> 0 стремится к 
1 + г£,аха, так что выражение (19.6.14) показывает, что линейное 
слагаемое в Da)I равно просто Э^а. Тогда канонически нормиро
ванные поля голдстоуновских бозонов %а, для которых кинемати
ческий лагранжиан имеет вид d^7iadl-l7ia, равны

na = 'L Fab^b- (19.6.47)

В 50(4) теории из предыдущего раздела генераторы х а и поля £,а 
преобразуются по неприводимому представлению ненарушенной 
подгруппы Н =  50(3), так что в этом случае Fab2 =  FK2dab, где FK — 
единственная константа, характеризующая энергетический масш
таб спонтанного нарушения симметрии. В общем случае можно (не 
изменяя структурные константы) выбрать генераторы так, что 
Fab2 диагональна, причем все диагональные элементы равны друг

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



19.6. Эффективные теории поля: произвольные 303

другу внутри каждого неприводимого представления Н, но в ос
тальном независимы.

* * *

Мы показали, как построить теории полей голдстоуновских 
бозонов, беря за исходные поля, принадлежащие линейным пред
ставлениям нарушенной группы симметрии, например, SU{2) X SU{2) 
4-вектор <pn(cc), с которого мы начинали в разделе 19.5. При очень 
низких энергиях существенными степенями свободы являются только 
голдстоуновские бозоны, так что в общем случае можно отбросить 
неголдстоуновские части поля, например, поле а(х), определяемое 
выражением (19.5.4). Но бывают обстоятельства, при которых необ
ходимо вернуться к полным линейным представлениям группы на
рушенной симметрии, лишь одной частью которых являются поля 
голдстоуновских бозонов.

Это случается, когда в результате изменения температуры 
или включения какого-то внешнего поля система подводится близко 
к фазовому переходу второго рода, в котором она гладко переходит 
от нарушенной к ненарушенной симметрии. С одной стороны такого 
перехода симметрия нарушена, так что имеются безмассовые голд
стоуновские бозоны и различные другие массивные возбуждения, в 
общем случае не образующие полных мультиплетов, реализующих 
линейные представления группы нарушенной симметрии. С другой 
стороны перехода симметрия не нарушена, так что имеются пол
ные линейные мультиплеты, в общем случае не безмассовые. Если 
переход непрерывен, то очень близко к фазовому переходу голд- 
стоуновский бозон должен составлять часть полного линейного муль- 
типлета почти безмассовых возбуждений. Если исключить случай
ности или другие симметрии, этот мультиплет будет образовывать 
неприводимое представление группы нарушенной симметрии. Этот 
неприводимый мультиплет полей, которые становятся безмассовы
ми только в точке фазового перехода, носит название параметра 
порядка.

Такое определение параметра порядка точнее обычного. Ча
сто говорят о нем как о любом наборе полей, чьи средние по 
вакууму нарушают симметрию, но это слишком смутное опре
деление — не существует одного набора полей, чьи средние по 
вакууму могут считаться ответственными за нарушение симмет
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рии. Например, £17(2) X SU(2) симметрия квантовой хромодина
мики с безмассовыми и и d кварками нарушается средним по 
вакууму от йи + dd, являющейся четвертой компонентой кираль- 
ного 4-вектора, однако четвертые и более высокие степени квар
ковых полей также имеют неисчезающие вакуумные средние, 
принадлежащие другим представлениям £17(2) X 6X7(2). Напро
тив, при гладком фазовом переходе, в котором £17(2) X £17(2) ста
новится ненарушенной, голдстоуновский бозон становится чле
ном единственного безмассового представления SU{2) х £17(2), что 
позволяет однозначно определить параметр порядка.

Установление правильных параметров порядка очень важ
но как для вычисления обсуждавшихся в разделе 18.5 критичес
ких показателей, так и при рассмотрении конфигураций типа 
вихревых нитей или магнитных монополей, имеющих, как мы 
покажем в разделах 21.6 и 23.3, сингулярность, в которой восста
навливается нарушенная симметрия. Часто предполагается, что 
параметр порядка для киральной £17(2) X £17(2) симметрии кван
товой хромодинамики является киральным 4-вектором, однако 
доказательство этого неизвестно 32а.

19.7. Эффективные теории поля: SU (3) X £17(3)

В начале 1960-х гг. Гелл-Манн33 и Нееман34 расширили при
ближенную изоспиновую £17(2) симметрию ядерной физики до еще 
менее точной £17(3) симметрии, которая объединяла известные ба- 
рионы и мезоны в различные неприводимые представления: октет 
1/2т барионов р, те, A0, Е±,(), S” 0; октет 0~ мезонов КГ1"’0, тс*’0, г|°, КГ 
,0; октет 1“ мезонов К*+’°, р*'0, со0, К*“ °; декуплет 3/2+ барионов А++,+’0’- 
, £*+-°“ , 2*°- , ОТ. (Частицы Г) и О. к тому времени не были откры
ты. ) П осле успехов киральной £L7(2) X SU(2) симметрии, 
достигнутых в середине 1960-х гг., возникло естественное пред
положение, что сильные взаимодействия удовлетворяют также 
приближенной £17(3) X £ЩЗ) симметрии, которая по аналогии с 
£L7(2) X £17(2) спонтанно нарушается до своей диагональной под
группы — группы £L7(3) Гелл-Манна и Неемана. Затем, после 
появления квантовой хромодина-мики, стало ясно, что эта сим
метрия возникает потому, что существуют не два, а три сравни
тельно легких кварка — и, d и третий кварк s, имеющий, как и
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d, заряд -1 /3 . В этом случае 5Х7(3) X 5Х7(3) симметрия состоит из 
независимых SU{3) преобразований (аналогичных преобразовани
ям (19.4.2)) левых и правых компонент полей и-, d-, s-кварков:

г
d

V s /

—> exp • E K K + o f K h )
V s /

(19.7.1)

где Ха — полный набор бесследовых эрмитовых матриц:

( 1^0 1 0" Q - i 0

к  = 1 0 0 , А, 2 i 0 0
. 0 0 o j , 0 0 0
"0 0 1Л "0 0 —г

II 0 0 0 > ^5 0 0 0

I 1 0 0 , 0 0
f o 0 0 \ а 0

■ %  -

> 6̂

! 0 
0 - 1 0  
О О О

Го о о^ 
0 0 1 
0 1 о

V

о о
О i

• к ~  л
V

0 1 
о о

(19.7.2)

о

нормированных так, что Тг(АаАь) = 2баЬ. Таким образом, генераторы 
5Х7(3) х 5X7(3) представлены на кварковых полях генераторами 
ta = Ха ненарушенной SU( 3) симметрии и генераторами нарушенной 
симметрии х а =  Хау5.

Чтобы определить поля голдстоуновских бозонов и выяснить 
их трансформационные свойства, заметим, что в представлении, 
реализуемом кварковыми полями, любое 5Х7(3) х 5Х7(3) преобразо
вание можно записать как произведение ехр(-гу5Еа§аАа) на преобра
зование ехр(гЕа6а̂ а)> относящееся к ненарушенной 517(3) подгруппе 
группы SU{3) X SU(3). (Знак «минус», сопровождающий включен 
для удобства последующего сравнения компонент этого поля с вве
денными в разделе 19.5 пионными полями.) Таким образом, в этом 
представлении каждый правый смежный класс 5X7(3) х >SX7(3)/ 5X7(3) 
представлен матрицей вида 7(2,) = exp(-iy5Eâ aAa), которая в нем 
содержится, и, с точностью до нормировки, параметры этих пра
вых смежных классов можно взять за наши поля голдстоуновских
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бозонов. Согласно (19.6.18) закон преобразования этих полей опреде
ляется формулой

/  \
ехр гХ ( 0Г^а+ 0 а^Л5)|ехР

:ехр - Ч ъ Ш 'Л х Ж ехр

гУ5£ ^ а № а
а

г £ е а№ а
V а

(19.7.3)

где 0а(х) — некоторые функции 0У, 0л и Ъ,{х). Кроме того, согласно 
(19.6.3) свободные от голдстоуновских бозонов кварковые поля оп
ределяются здесь как

' и{х)' ( \
q(x) = d(x) = ехр -iYs Е^а(жЯа q(x)

, s(x) . V а
(19.7.4)

причем их закон преобразования определяется формулой (19.6.24):

q\x) = ехр г £ еа № а  
V а

q(x). (19.7.5)

Можно было бы продолжить эти рассуждения и ввести ковариант- 
ные производные (19.6.15) и (19.6.30), чтобы с их помощью построить 
кирально-инвариантный лагранжиан, однако в случае киральных 
симметрий возможен более простой подход.

Заметим, что те части выражения (19.7.3), которые пропорци
ональны (1 + у5) и (1 — Уз), имеют вид

г \ г \
ехр * Е ва К  ехР

= ехр
V а .

ехр

(  \ ( 
ехр i£ 0 fX a ехр

V а у
/

= ехр г£ ^ (х )Х а
V а

гХ 0а№ а
V а

Л

V а
\ ( 

ехр г £ 0 а(ж)Ха
У  V а

(19.7.6)

(19.7.7)
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где
е» ■ еГ + е„л, е“ .  еГ -  е*

Умножая (19.7.7) справа на обратный оператор к (19.7.6), получаем 
простой закон преобразования

U'(x) = ехр
V а

U(x) ехр (19.7.8)

где U{х) — унитарная унимодулярная матрица

U(x) = ехр
V а .

(19.7.9)

Иными словами, U(x) преобразуется по ( 3, 3) представлению 
£1/(3) х 517(3). Это все еще нелинейная реализация SU(3) х SU(3), 
так как компоненты U(x) не независимы: они подчиняются нелиней
ным ограничениям U"rU = 1 и Dett/ = 1.

Единственное 51/(3) х 5Щ 3)-инвариантное слагаемое второго 
порядка по пространственно-временным производным в лагранжи
ане голдстоуновских бозонов имеет вид

Ж2произвол (19.7.10)

где F2 — требующая определения положительная константа. Можно 
выразить Ъ,а через обычным образом нормированные поля псевдо
скалярных мезонов, записав

Л
л/2 V 6

1
%

К-

г0 1 о
л/2я

к +

к 0

к о

Л в
9

F

(19.7.11)

так что кинематическое слагаемое в выражении (19.7.10) имеет обыч
ный вид

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



308 Глава 19. Спонтанно нарушенные глобальные симметрии

® —Э1(7т:0Э̂ 7г0 -Э „л +Э ^ -  - д . . К +Э^К~ - Э ИК°Э^К0 - -Э„ lf^ r i0.кин 2 2

Чтобы определить константу F, заметим, сравнивая (19.7.4) с 
(19.5.42), что для бесконечно малого С компоненты и —
такие же, как введенные в разделе 19.5 поля голдстоуновских бозо
нов £1( 2̂> Сз- Затем, сравнивая (19.7.11) с (19.5.17) и (19.5.32), нахо
дим, что константа F, определенная соотношением (19.7.10), совпа
дает с введенной в разделе 19.4 константой Fx =  184 МэВ.

Симметрия SU(3) X SU(3) квантовой хромодинамики наруша
ется кварковым массовым слагаемым, которое в записи через опре
деленное формулой (19.7.4) кварковое поле имеет вид

^масс =  - ч М д Я  =  -Ъ е ч ^ * в/Е* М че ~ ^ * в/Е*Ъ , (19.7.12)

где

M q =
т и 0 0
0 m d 0
0 0 т

(19.7.13)

Выражение (19.7.12) содержит чисто бозонную часть, полученную 
путем замены кварковой билинейной формы на ее вакуумное сред
нее, определяемое ненарушенной SU{ 3) симметрией и симметрией 
относительно инверсии как *

< Я п Ш т > 0  =  (Я п Я т )0 =  ~vKm- (19.7.14)

Тогда массовое слагаемое голдстоуновских бозонов в лагранжиане 
имеет вид

* Тот факт, что законы сохранения четности, заряда и странности, 
верные для вакуума, не нарушаются также и кварковой массовой матри
цей, есть следствие обсуждавшегося в разделе 19.3 условия подстройки 
вакуума. Аналогично, если кварковые поля определены так, что массы 
всех кварков положительны, тогда при v > 0 знак «минус» в соотношении 
(19.7.3) требуется условием, что истинный вакуум должен быть не макси
мумом, а минимумом энергии вакуума для вакуумных состояний, повер
нутых преобразованиями £17(3) х SU{3), ибо, как мы увидим, это обеспе
чивает положительность масс октета псевдоголдстоуновских бозонов.
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4 т.
f I 1
- =  Я0 + - =  Г|° 
V2 л/б

+ 4 (т  + т а)ж+%

+ 4(mu + ms)K К  + 4md 

_ g
+ 4(md + m s)K °K °  н— ms(r)

+ л/б Л°

u "r '"'d'

\2

/
(19.7.15)

Отсюда можно извлечь, что 35

4vm ;+ = т ; 0 = + т (?],
F2я

т 2
К+

4и Г "I
= -^-1т « +пч »

я
ш 2к0

4v
=  ^ h d  + m s]>

9 4г?
т л° = ^Л Х %

4 т 8 + md + Шц

(19.7.16)

и, кроме того, смешивающее 71° и Т|° слагаемое

4г>
" V  = ^ ? L m« ~ m dl- (19.7.17)

Те же результаты можно получить и операторными методами. 
Теорема Нетер позволяет построить генераторы Та и Х а, для кото
рых

[Ta,q] = -К ч >  [Х аЛ\ = -УьКЧ- (19.7.18)

Поля голдстоуновских бозонов можно записать в действительном 
базисе как жа, причем 71* = (тсг ± vk2) /  ^2, ж0 = р3, К* = (тт4 ± ш5)/ л/2, 
К0 = (я6 + i% )/ л/2, К0 = (Ttg -  iзг7)/ л/2 и Г|° = %s. Выживающая после 
спонтанного нарушения SU(3) симметрия позволяет утверждать, 
что матрица F для этих бозонов принимает вид Fab =  Fn8ab. Кроме

[m u ~ m d]-
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того, SU(3) X SU(3) симметрия нарушается изнутри массовым 
слагаемым в гамильтониане Н1 = т ийи + m ddd + m sss = qMqq, где 
M q — кварковая массовая матрица (19.7.13). Массовая матрица псев- 
доголдстоуновских бозонов задается формулой (19.3.20) в виде

М 2аЪ = - F ; 2(q{Xa,{Xb,M q}} q)0. (19.7.19)

Так как это выражение — уже первого порядка по массам кварков, 
в этом порядке можно использовать ненарушенные SU{3) соотноше
ния, и получить, как и ранее, результаты (19.7.16) и (19.7.17).

Массы каонного дублета т к+ =  493,65 МэВ и т к„ = 497,7 МэВ 
довольно близки и много больше, чем масса пиона, так что из (19.7.16) 
вытекает, что ти и md должны быть значительно меньше, чем ms. 
При вычислении величин, чувствительных к ти и md, типа разно
сти масс каонов или масс пионов, следует также принимать во вни
мание другую малую поправку, обусловленную электромагнитным 
взаимодействием. Электромагнитный ток равен J° = ieqy^Qq, где Q
— диагональная матрица с элементами 2/3, —1/3, —1/3. Коммута
торы тока с генераторами SU{3) х SU(3) равны:

[Та = [х а, Ĵ 1] = - i e j q y [ly 5[Q,Xa]q-

Видно, что ,Р1 коммутирует с Х3, Х6, Х7 и Х8, а также с Т3, Т6, Т7 и 
Т8, так что электромагнитная часть гамильтониана инвариантна 
относительно подгруппы SU{2) X >ST/(2) X Щ1) X 1/(1) с этими генера
торами. Поэтому в пределе нулевых масс кварков электромагнит
ные эффекты не придают массы нейтральным псевдоголдстоу- 
новским бозонам 36 тс°, К 0, К 0 и Г|°, связанным со спонтанным 
нарушением симметрий с генераторами Х3, Х6, Х7 и Х8. Кроме того, 
в пределе нулевых масс кварков существует ненарушенная сим
метрия SU(2) с генераторами Т6, Т7 и уЗТ8 -  Т3, относительно кото
рой К+ и тг+ преобразуются как дублет, так что при нулевых массах 
кварков электромагнитные поправки к массам К+ и к+ равны 36. 
Поскольку все кварковые массовые слагаемые и электромагнирные 
поправки малы, разумно рассматривать эти эффекты как дополни
тельные поправки к эффективному кварковому гамильтониану. Тогда 
с учетом электромагнитного взаимодействия массовая формула 
(19.7.16) должна быть поправлена и принимает вид 37
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т к1
т

= 4v(m u + m.s) /  F| + Д,
= m|о = 4u(md + ms) /  F„2 ,

Ш Я± =  +  m u)  /  Fl  +  A »

m20 = 4u(md +m B) / F 2, 
m2 = 4u(mu + m d + 4ms) /  3F2,

(19.7.20)

где A — общая электромагнитная поправка для квадратов масс К+ и 
тг+.

Эти формулы накладывают одно линейное соотношение на пять 
масс псевдоголдстоуновских бозонов, представляющее вариант со
отношения Гелл-Манна-Окубо *:

З т 2 + 2 т 2+ -  т 20 = 2т2к+ +  2 т ^ 0 • (19.7.21)

Если взять из эксперимента значения масс каона и пиона, то это 
соотношение предсказывает массу г|, равную 566 МэВ, в то время 
как экспериментальное значение равно 547 МэВ. Малое различие 
обычно приписывается смешиванию состояния Г| с более тяжелой 
псевдоскалярной частицей ц' массой 958 МэВ.

* Это соотношение было первоначально получено 38 на основе порожда
емой генераторами Та приближенной SU{ 3) симметрии Гелл-Манна и Не- 
емана в пренебрежении разностями масс внутри изотопических мульти- 
плетов. Из этого вывода невозможно установить, нужно ли применять 
полученное соотношение к самим массам псевдоскалярных мезонов, или, 
как здесь, к их квадратам. Если записать соотношение для самих масс, 
согласие с экспериментом будет не слишком хорошим: масса г| получается 
равной 613 МэВ. То обстоятельство, что соотношение Гелл-Манна-Окубо 
хорошо выполняется не для масс мезонов, а для квадратов их масс, под
тверждает интерпретацию этих частиц как голдстоуновских бозонов спон
танно нарушенной приближенной SU{3) х SU(3) симметрии. Гелл-Манн и 
Окубо использовали также порождаемую генераторами Та приближенную 
SU(3) симметрию для вывода соотношений между массами других частиц, 
например (пренебрегая нарушающими изоспин эффектами), соотношения 
2Шдг + 2ms = 3mA + mx между массами частиц легчайшего барионного 
октета. У таких мультиплетов средняя масса настолько больше разностей 
масс частиц внутри мультиплета, что не имеет значения, применяется ли 
соотношение для самих масс, или для их квадратов.
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Из масссовых формул (19.7.20) можно вывести формулы для 
отношения масс кварков через массы пионов и каонов 'Зг:

m d _  т 2к<> + т 1+ ~ т к+ т и _ 2т10 ~ т к° ~ т 1+ + т к+ 
m s т 2ко + т 2к+ -  ш2+ ’ m s т 2к0 + т 2к+ -  т 2+

(19.7.22)

Подставляя значения т к+=  139,57 МэВ, тп .. 134,974 МэВ, 7пк+ =  
493,65 МэВ и т к„ =  497,7 МэВ, находим отношения m d/ m s =  0,050 
и mu/ m s =  0,027. Таким образом, отношение масс d и и кварков 
ближе к 2, чем к 1. (Расчет38а, проведенный в 1996 году с исполь
зованием других осколков информации, а также масс псевдоска
лярных мезонов, дал значения: m d/ m s =  0,053 ± 0,002 и m j m s = 
= 0,029 ±  0,003.)

Ни одно из этих соотношений не позволяет установить массы 
отдельных кварков. На самом деле, эти массы определены не слиш
ком хорошо до тех пор, пока мы не определим рецепт перенормиров
ки для билинейных форм кварков. Часто это предписание оформля
ется так, что ms равно разности масс между отличающимися на 
единицу странности изомультиплетами внутри некоторого SU( 3) муль- 
типлета. Например, легчайший октет векторных мезонов состоит из: 
изотопического дублета К* массой 892 МэВ, интерпретируемого как 
связанное состояние антикварка s и кварков и или d; отвечающего 
ему антидублета, состоящего из s и и или d; мезонов р с Т =  1 мас
сой 770 МэВ и О) с Т = 0 массой 783 МэВ, интерпретируемых как 
связанные состояния и или d и и или d. Если мы хотим приписать 
разницу между массой К' и средней массой р и 0) относительно боль
шой массе s-кварка, то следует отнормировать билинейную форму 
кварков так, чтобы m s -  5(^M + m d) = шк* -  l(m p + т ю) =  120 МэВ, 
откуда ms =125 МэВ. С учетом полученных выше отношений масс 
кварков получаем m d =  6,0 МэВ и ти =  3,3 МэВ. Однако эти оценки 
значений масс намного менее достоверны, чем значения отношений 
масс (19.7.22). Часто значение m s оценивается3813 равным не 125, а 
180 МэВ.

Массовое слагаемое (19.7.12) включает мезон-мезонные взаи
модействия. Используя соотношения (19.7.14), (19.7.11) и (19.7.9), 
можно записать чисто бозонную часть этого слагаемого в лагранжи
ане в виде
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^масс, бозон = {^Tr{M g(Uf + С7)}. (19.7.23)

Вид этого слагаемого можно вывести из основанных на симметрии 
общих соображений, которые позволяют также найти разрешен
ные слагаемые более высокого порядка по М„. Предположим, что 
мы включаем внешнее 3 x 3  поле %, и заменяем массовое слагаемое
(19.7.12) в основополагающем лагранжиане квантовой электродина
мики на слагаемое с взаимодействием % с кварками

%  = —q |(1 + У5)Х + 1 (1 -Т 5)%+ (19.7.24)

Это слагаемое становится таким же, как в (19.7.12), после замен 
% = = Mq. Смысл этой процедуры в том, что лагранжиан (19.7.24) 
становится формально инвариантным относительно 517(3) X SU(3), 
если потребовать для с выполнения формального закона преобразо
вания

i L K »a
V а

X ехр -* Х М а (19.7.25)

Таким образом, мы можем получить разрешенные бозонные слага
емые, включающие массы кварков, записав самый общий 517(3) х 
517(3) лагранжиан (до определенного заданного порядка по произ
водным и по M q), содержащий 17 и X, и требуя также инвариантно
сти по отношению к преобразованию четности

U(x,t) U \ -x , t ) ,  X > (19.7.26)

и производя затем замены

X = Xf = M g. (19.7.27)

Например, взаимодействие Tr(l7^x + U%) инвариантно относитель
но преобразований 517(3) X 517(3) и четности и принимает тот же 
вид, что и (19.7.23), если придать с значения (19.7.27).

Используя эту технику, Гассер и Лейтвилер 59 записали пол
ный эффективный лагранжиан для псевдоскалярного октета
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четвертого порядка по импульсам или массам мезонов (считая квар
ковые массы второго порядка по массам мезонов) в виде:

SPA = f  +  L.,Tr jf)(10'()VU *j'/’r {})iLU()x'U f }

+L sTr[dllUd^U"rdvUdvU''r} + L4Tr{a(1[7^[7f }Tr{Mg([7 + U *)}

+L 5Tr{dllUd^Ui (MqU + [7fMg)} + L6[Tr{lVIq(U + U f )} 

Tr{([7+ - U ) M q}J + L BTv{{(UMqf  + ( U jM q)2)},

(19.7.28)

где Llf ..., L8 являются константами, которые следует определять 
из эксперимента. Полный эффективный лагранжиан до четвертого 
порядка по массам мезонов и импульсам равен

+ (19.7.29)

где L2 — сумма слагаемых (19.7.10) и (19.7.23):

Ж, = -  —  F 2Tr[diLm ilU f } +  - v T v [ M q(U^ +17)}. (19.7.30) 
16 2

Сюда можно включить электрослабые взаимодействия, заменив про
изводные на соответствующие калибровочно-ковариантные произ
водные D  ̂и добавив несколько дополнительных слагаемых в Ждфф.

Следуя тем же, основанным на подсчете степеней аргумен
там, что и в разделах 19.5 и 19.6, мы должны для вычисления мат
ричных элементов 5”-матрицы до четвертого порядка по массам ме
зонов и импульсам включить как древесные диаграммы во всех 
порядках в и в первом порядке в Ж4, так и однопетлевые диаграм
мы, построенные только из Щ. Используя этот лагранжиан, Гассер 
и Лейтвилер и др. 40 провели тщательное изучение мезонной дина
мики (и связанных с ней электрослабых взаимодействий).

* * ❖

Слагаемое с кварковыми массами (19.7.12) естественно оказы
вает влияние на другие SU(3) мультиплеты. Для любого мультипле
та, кроме псевдоскалярного октета, это влияние можно рассматри
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вать как возмущение первого порядка, так что сдвиг массовой мат
рицы произвольного мультиплета [г) равен

Ътц =(i\^Mqq\j) (19.7.31)

после чего можно использовать41 £17(3), чтобы связать различные 
матричные элементы (i\qrqs\ j) ■ Таким способом можно показать, 
что

Ът — Ътп rn-z — m z
----------------= — ----------■ (19.7.32)

т и -  m d m s

Используя это соотношение вместе с (19.7.22), можно полу
чить вклад кварковых масс в разность масс нуклонов 5т р — 8тп ~ 
-2,5 МэВ. Этот результат можно подставить в соотношения (19.5.65) 
и (19.5.66), чтобы вычислить ведущие нарушения изоспиновой сим
метрии в низкоэнергетических пион-нуклонных взаимодействиях. 
Конечно, определенная здесь разность 8тр -  8тп не является пол
ной разностью масс протона и нейтрона, так как в нее вносит кроме 
того важный вклад испускание и поглощение фотона. Так как нейт
рон электрически нейтрален, это электромагнитное слагаемое по
чти наверняка положительно, в согласии с тем фактом, что наблю
даемая разность масс протона и нейтрона равна —1,3 МэВ, так что 
электромагнетизму следует приписать +1,2 МэВ. К сожалению, ак
куратное вычисление этой электромагнитной разности масс столк
нулось с трудностями.

19.8. Аномальные члены в эффективных теориях поля*

Для того, чтобы применить описанную в трех предыдущих 
разделах программу эффективной теории поля, необходимо, чтобы 
действие содержало все возможные слагаемые, разрешенные пред
полагаемыми симметриями теории. Описанные в этих разделах ме
тоды позволяют идентифицировать все явно инвариантные слагае
мые, либо используя изложенный в разделе 19.6 общий формализм 
ковариантных производных, либо, в случае киральных симметрий,

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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используя линейно преобразующееся поле, подчиненное нелиней
ным связям типа U(x) из раздела 19.7. Однако, возможно, что могут 
быть и другие слагаемые в действии для эффективной теории поля, 
аномальные в том смысле, что они задаются интегралами от четы
рехмерных плотностей лагранжианов, не являющихся инвариант
ными, но чья вариация под действием нарушенной симметрии пред
ставляет полную пространственно-временную производную, что 
сохраняет инвариантность соответствующего слагаемого в действии. 
Как мы увидим в разделе 22.7, такое слагаемое для SU(3) х SU(3) 
было открыто Вессом и Зумино42 при изучении «аномалий», обя
занных диаграммам с кварковыми петлями. Однако структуру этого 
слагаемого можно понять, ничего не зная об определяющей ее тео
рии кварков и глюонов.

Простейший способ описать слагаемое Весса- Зумино — рас
ширить размерность пространства-времени до пяти измерений, как 
это специально было предложено для данного случая Виттеном 43. 
До тех пор, пока мы требуем, чтобы поля в эффективной теории 
поля стремились к общему пределу при х^ —> °° по любому направ
лению, можно считать, что пространство-время имеет топологию 
сферы Л'4 с точкой на бесконечности, включенной как обычная точ
ка. Как отмечалось в разделе 19.6, когда группа G нарушена до 
подгруппы Н, можно считать, что допустимые значения голдстоу
новских полей £,а в любой пространственно-временной точке опре
деляют точку в пространстве смежных классов G/Н  (пространство 
элементов G, в котором отождествлены любые два элемента, отли
чающиеся умножением справа на элементы Н). Поэтому множество 
функций £,а(х) представляет отображение пространственно-времен
ной сферы Si на G/Н. В зависимости от топологии G /Н  иногда ока
зывается возможным гладко продеформировать любую 4-сферу в 
G/Н  в точку; иными словами, оказывается возможным расширить 
любую функцию <̂а{х) до непрерывной функции а̂(ж; s), определен
ной для 0 < s < 1, причем ^а(х; 0) = а̂(х), а <;а(х; 1) — любая фикси
рованная точка исходной сферы (например, = 0). Если это верно, 
то математически такое утверждение выражают словами, что го
мотопическая группа ji4(G/H) тривиальна. (Подробнее о гомотопи
ческих группах см. в разделе 23.2.)

Известно, что это имеет место в случае группы SU{N) X SU{N), 
спонтанно нарушенной до SU(N), где пространство смежных клас
сов SU{N) х SU(N)/SU(N) имеет такую же топологию, что и сама
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SU{N).* Отсюда в интересном для физики случае, когда G =  SU(3) х 
SU(3) и Н =  SU(3), можно расширить поля голдстоуновских бозонов, 
или, что то же, U(x) (см. 19.7.9) до унитарной унимодулярной мат
рицы U(у), определенной в пятимерном шаре В5 с координатами х^ 
и s, поверхность которого представляет четырехмерную сферу про
странства-времени.

Рассмотрим теперь следующую функцию, образованную с по
мощью U (у):

= < е^ » Т, { ц - . ® _ 1  
240л" [ Эу 1 Эу ] ду ду дут J

(19.8.1)
где индексы г, j, и т. д. принимают пять значений, отвечающих 
координатам х^ и s. (Фаза и численный коэффициент выбраны для 
удобства дальнейших выкладок.) Это выражение явно инвариантно 
относительно киральных преобразований (19.7.8). Кроме того, по
скольку есть тензорная плотность, интеграл от со (у) по пяти
мерному шару явно не зависит (с точностью до знака) от выбора 
пятимерных координат у?:. Далее, этот интеграл зависит только от 
значений, которые принимает U(y) на поверхности шара, т. е. в про
странстве-времени. Чтобы проверить последнее утверждение, за
метим, что когда мы осуществляем бесконечно малую вариацию 
dU{y) функции U(у) внутри шара, (0(у) изменяется на производную

5со( у )  = ----- г  г т ш  —  TJ l7 -i —  и -1
4871 дут [ дуг dyJ ду д у  J

(19.8.2)
(само вычисление см. в разделе 23.4), так что то изменение U(y), 
которое не влияет на его значение в пространстве-времени, так же 
не влияет и на интеграл (19.8.1) по пятимерному шару В5, поверх
ность которого есть пространство-время. Поэтому можно включить 
этот интеграл как слагаемое в действие

^wzw [U] = nj d5y(0(y), (19.8.3)

* Это показывается с помощью замечания, что элементы U(x) группы 
SU(N) можно использовать для представления правых смежных классов 
SU(N) в SU(N) х SU(N). ~

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



318 Глава 19. Спонтанно нарушенные глобальные симметрии

с коэффициентом те, который пока что остается произвольным.
Это слагаемое можно записать как четырехмерный интеграл 

от плотности лагранжиана, которая, правда, не является SU(3) х 
SU(3) инвариантной. Используя (19.7.9), можно записать главное сла
гаемое в со(х) в пределе малых полей мезонов как

, . 8л/2п т  f ЭВ ЭВ ЭВ ЭВ ЭВ )<в(х) —> -----  £г]ШпТг\—  —  — ----- --------1 (19 8 4)
15%2F£ \ дуг ду3 дук ду1 дуп J иУ-ол;

где В — матрица (19.7.11) полей голдстоуновских бозонов. Тогда из 
теоремы Гаусса следует, что

8л/2-те
'wzwl'-'l = — T ^ e,,VP° 1 F,?- TZ

с)В Э В дВ Э В )

Эх̂ 1 Эху Эхр дха jd4xTr< В —------ ------ ----------- > + О
F6

(19.8.5)
Хотя это выражение кирально-инвариантно, его нельзя записать 
как интеграл по пространству-времени от кирально-инвариантной 
плотности, поскольку любая такая плотность должна быть постро
ена из первых и более высоких ковариантных производных полей 
голдстоуновских бозонов, и следовательно при разложении по сте
пеням полей голдстоуновских бозонов эта инвариантная плотность 
должна начинаться со слагаемого, содержащего не само В, а только 
его производные.

Как заметил Виттен, включение такого слагаемого в эффек
тивное действие решает проблему, которая в противном случае при
водила бы к конфликту между SU( 3) х SU(3) эффективной теорией 
поля и опытом. Так как в эффективных лагранжианах (19.7.28) и
(19.7.30) (или в того же типа слагаемых более высокого порядка) нет 
членов с ê vpa, из сохранения четности вытекает требование, чтобы 
эти слагаемые были четными по полям голдстоуновских бозонов, 
что исключает процессы типа К  + К  —» Зтс. Дело не только в том, 
что не существует симметрии основополагающего лагранжиана кван
товой хромодинамики, приводящей к подобному правилу отбора. 
Существует и прямое экспериментальное свидетельство против него, 
поскольку, как заметил Виттен, наблюдается распад (р-мезона как 
на К +  К, так и на Зл. Из (19.8.5) следует, что это нежелательное 
правило отбора устраняется слагаемым Весса- Зумино~Виттена в 
действии.
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Примечательно, что коэффициент при слагаемом Весса- Зу
мино-  Виттена не является свободно настраиваемым параметром. Как 
показал Виттен 43, это происходит потому, что хотя такое слагае
мое не изменяется при гладких деформациях функции U(y) 
в В5, не изменяющих значений Щх) на пространственно-временной 
границе S4, его все же можно изменить путем скачкообразного из
менения U(y), оставляющего U(x) неизменным на границе. Можно 
представлять пятимерный шар В5 как половину пятимерной сферы 
S5, а пространство-время Si как границу между В5 и другой поло
виной В5'. (Представьте, что S5 аналогична поверхности Земли, тог
да пространство-время 54 аналогично экватору, а В5 и В-/ -  север
ному и южному полушариям.) Так как S\ является одновременно 
границей и другой половины S5, можно записать слагаемое Весса-  
Зумино- Виттена в виде

■̂ wzw[U\ = - n j  d5yw(y), (18.8.6)

включив дополнительный знак «минус», поскольку граница В5' яв
ляется 4-сферой с противоположной ориентацией. Требование, что
бы слагаемые (19.8.3) и (19.8.6) были равны для произвольных полей 
голдстоуновских бозонов, можно удовлетворить, только положив п 
= 0. Однако для того, чтобы на весовой множитель exp(il) в функци
ональных интегралах не влияла разность между слагаемым (19.8.3) 
и (19.8.6), достаточно лишь потребовать, чтобы эта разность равня
лась бы 2ж, умноженному на целое число:

7wzw4U]--fWzw[Lr-l = nJBcd5y C0(y)=27tx целое исло. (19.8.7)

С учетом нормировочных множителей, включенных нами в опреде
ление (19.8.1) величины со (у), интеграл от нее по любой пятимерной 
сфере оказывается равным 2ж. 44. Отсюда следует, что коэффици
ент п должен быть целым числом.

В связи с приведенным примером слагаемого Весса- Зумино-  
Виттена возникает вопрос о том, не могут ли существовать другие 
аномальные слагаемые в действии, не обязательно связанные с квар
ковыми петлями, которые также SU(3) X SU(3) инвариантны, хотя 
и не являются четырехмерными интегралами от SU(3) X SU(3) инва
риантных лагранжевых плотностей. К счастью, ответ отрицателен. 
Было показано 45, что для произвольной группы G, нарушенной до
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произвольной подгруппы Н (причем жЛ(С/Н) =  0), любое слагаемое 
F[§] в действии для полей голдстоуновских бозонов <̂а(х) всегда можно 
записать как интеграл от G-инвариантной 5-формы П по пятимер
ному шару В5, границей которого является пространственно-вре
менная 4-сфера :

Для того, чтобы это выражение не зависело от конкретного спосо
ба, которым а̂(х) распространяется внутрь пятимерного шара, не
обходимо, чтобы форма £2 была точной, в том смысле, что суще
ствует внешняя производная от 4-формы

Дabcde(£) = bcde}& (19.8.9)

(квадратные скобки, как обычно, указывают на антисимметриза
цию по отношению к индексам внутри скобок), так что

т  =
л4 „цура  д ^ ь Э ^ с дЕ,а

дх  ̂ Эху Эхр дха abcd (19.8.10)

Отсюда следует, что £2 также и точна, т. е. имеет обращающуюся в 
нуль внешнюю производную:

(^/^[/)^abcde](^> =  ̂■ (19.8.11)

При условии, что 4-форма .(/ вгк,(г( )̂ также G-инвариантна, функцио
нал (19.8.10) является одним из обычных явно G-инвариантных сла
гаемых в действии, обсуждавшихся в трех предыдущих разделах. 
Аномальные слагаемые в действии возникают из-за возможности 
того, что хотя каждое слагаемое в £1(у) G-инвариантно и является 
внешней производной 4-формы, некоторые слагаемые могут не быть 
внешними производными от G-инвариантных 4-форм. Следователь
но новые слагаемые в действии можно отождествить с замкнутыми 
G-инвариантными 5-формами, которые независимы в том смысле, 
что ни одна их действительная линейная комбинация не является 
внешней производной от G-инвариантной 4-формы. Эти слагаемые
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известны в математике как генераторы группы когомологий де Рама 
H5(G/H; R), (Групповым умножением здесь является простое сло
жение.) Группы когомологий де Рама вычислены для многообразий 
с разной топологией 46. В частности, группа когомологий 
H5(SU(N) х SU(N)/SU(N); R) имеет единственный генератор, давае
мый выражением (19.8.1). Таким образом, не зная ничего о лежащей 
в основе теории кварков и глюонов, можно кое-что узнать об ано
мальных слагаемых в действии для голдстоуновских бозонов, с точ
ностью до значения целого числа п. В разделе 22.7 мы увидим, что в 
SU(NC) калибровочных теориях это число равно числу цветов Nc, 
так что в квантовой хромодинамике п =  3.

19.9. Ненарушенные симметрии

Выше мы видели, каким образом можно вывести свойства гол
дстоуновских бозонов и их низкоэнергетических взаимодействий из 
предположения, что теория инвариантна (или приближенно инва
риантна) относительно группы G, спонтанно нарушенной до под
группы Я. Однако применяя эти методы к случаям, когда G есть 
517(2) X 6X7(2) или 6X7(3) X >SX7(3), мы должны были обратиться к 
эксперименту, чтобы установить путь нарушения симметрии от 6Х7(2) 
X 6X7(2) или 517(3) X 517(3) к их некиральным 517(2) или SU(3) под
группам. В разделе 22.5 мы покажем, что в квантовой хромодина
мике 517(3) х 517(3) симметрия для безмассовых и-, d- и s-кварков 
должна быть, на самом деле, спонтанно нарушена, но значительно 
труднее показать на основе квантовой хромодинамики, что 517(2) X 
517(2) симметрия, при условии, что только и и d не имеют массы, 
также спонтанно нарушена *. С другой стороны, существуют инту

* Вайнгартеы 48 использовал решеточные методы, чтобы показать, что 
независимо от того, нарушена или нет киральная симметрия, легчайшая 
частица в квантовой хромодинамике с безмассовыми и- и d-кварками дол
жна иметь квантовые числа пиона. Как мы увидим в разделе 22.5, из суще
ствования в квантовой хромодинамике аномалий, обязанных фермионным 
петлям, вместе с предположением о захвате кварков вытекает, что неко
торые адроны не имеют массы, откуда следует, что пион безмассовый. Это 
является сильным доводом в пользу спонтанного нарушения киральной 
симметрии.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



322 Глава 19. Спонтанно нарушенные глобальные симметрии

итивные аргументы в пользу того, что их некиральные подгруппы 
SU(2) или SU{3) ненарушены. Эти аргументы основаны на предполо
жении, известном как жесткое массовое условие 48, утверждаю
щем, что составные частицы не могут быть безмассовыми, если те 
частицы, из которых они состоят, массивны. Некиральные симмет
рии, вроде сохранения изоспина, не нарушаются, если придать 
кваркам равные массы. Поэтому, если они нарушались бы спонтан
но, у нас получились бы безмассовые голдстоуновские бозоны, со
ставленные из массивных кварков, что противоречит условию ус
тойчивости масс. Ниже мы изложим доказательство Вафы и Виттена
49, что в калибровочных теориях типа квантовой хромодинамики не 
могут быть спонтанно нарушены те симметрии, которые не нару
шаются введением масс кварков. Этот результат представляет больше 
чем академический интерес — как мы увидим в разделе 21.4, не 
исключено, что спонтанное нарушение электрослабых калибровоч
ных симметрий описывается теорией «техницвета», аналогичной 
квантовой хромодинамике, и при проверке этой идеи важно знать, 
какие симметрии в этой теории остаются ненарушенными.

Рассмотрим калибровочную теорию типа квантовой хромоди
намики с некоторым числом ферм лонных «ароматов» в одинаковых 
представлениях калибровочной группы. Если у всех фермионов есть 
массы, теория будет инвариантной относительно унитарных гло
бальных некиральных преобразований фермионных ароматов, ком
мутирующих с массовой матрицей фермионов. Например, если п1 
фермионов вырождены с общей массой тъ п2 фермионов вырожде
ны с некоторой другой массой т2 и т. д., то такой глобальной груп
пой симметрии будет Е7(п1) х Щп2) х ... (В частном случае, когда нет 
вырождений, получается глобальная симметрия относительно 
£7(1) X £7(1) X ... Примером может служить сохранение барионного 
числа, странности и т. п. в квантовой хромодинамике.) Эти сим
метрии не могут быть спонтанно нарушены.

Для доказательства рассмотрим общую функцию Грина для г 
фермионных и антифермионных полей. * В формализме функцио

* В оригинальной работе Вафа и Виттен 49 сначала доказали отсутствие 
нарушения симметрии в случае г = 1 и х = у, затем заметили, что отсут
ствие нарушения симметрии в этом вакуумном среднем не исключает воз
можности спонтанного нарущения симметрии в других функциях Грина, 
после чего перешли к другим методам доказательства.
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нальных интегралов она имеет вид *

( т { ^ А  <*.)... (xr) V ^  ( у , ) -  < , к  (Уг ) } )м с

= i ( [ d A ] [ d V ][dV *]4/„iti(^)...4<„A (xr)V’ A -..¥,';A («r)(1991)

х ехр(г!калибр[А] + ^Д ирак [ ¥ , v + ; 4 >

где кь ..., кг и 1Ь ..., 1Г — дираковские спиновые индексы, иъ ..., иг 
и v b ..., vr — индексы ароматов, / калибр[А] -  действие для чисто 
калибровочной теории, 7дирак[¥> ¥'< А] _ действие для дираковского 
поля в присутствии калибровочного поля А^а(ж), a Z — амплитуда 
перехода вакуум-вакуум:

Z = j  [dA] [dv|/][d\|/r ] exp( г/калибр [A] +  ^  Дирак [V|/,V|/f ;A]). (19.9.2)

Ниже необходимо работать в евклидовом пространстве-времени, где 
все величины х4 = х4 = гх°, г/4 = у4 = гу° и А4а = А4а =гА0а действи
тельны. (См. приложение А к гл. 23.) В этом случае дираковское 
действие равно

^Дирак [V, ¥ +; А] = i\ d3x j d4x у f [Ю + М] V , (19.9.3)

где М — фермионная массовая матрица, а евклидова калибровочно 
ковариантная производная, свернутая с евклидовыми дираковски- 
ми матрицами, равна

D = E (d i -it'*Aia)y i ,i (19.9.4)
г=1

* Как мы видели в разделе 15.5, и числитель, и знаменатель пропор
циональны бесконечному объему калибровочной группы, который сокра
щается в отношении (19.9.1). Наличие такого бесконечного множителя не
сколько снижает строгость последующих рассуждений, но если бы мы 
устранили этот множитель, введя духи, то некоторые шаги ниже, зави
сящие от положительности действия, породили бы ряд трудностей. Один 
из способов рассмотрения этой проблемы состоит в замене пространственно
временного континуума конечной решеткой точек. В этом случае калибро
вочная группа имеет конечных! объем, и не требуется ни фиксации ка
либровки, ни введения духовых полей.
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где, как обычно, у4 = гу°. Поскольку действие квадратично по фер- 
мионным полям, можно явно взять интеграл по этим полям:

где «± перестановки» означает, что нужно просуммировать по всем 
г! перестановкам полей \|/, беря знак «минус» для нечетных переста
новок, а

Выражение (19.9.5) явно инвариантно относительно любого унитар
ного преобразования по индексам ароматов, коммутирующего с мас
совой матрицей М. Не имеет значения, какие непертурбативные 
эффекты порождаются функциональным интегралом по калибро
вочным полям и полям духов; эти поля инертны по отношению к 
обсуждаемым здесь симметриям, так что оставшийся функцио
нальный интеграл в (19.9.5) не может разрушить эти симметрии *. 
Однако, чтобы это рассуждение было убедительным, следует пока
зать, что выражение (19.9.5) хорошо определено.

Это не просто академический вопрос математической строгос
ти. Как мы видели в разделе 19.1, признаком того, что симметрия 
спонтанно не нарушена, является не только то, что основное состо
яние инвариантно относительно преобразований симметрии, но и 
то, что симметрия основного состояния устойчива относительно ма
лых возмущений. Если нарушить симметрии М, добавив малое воз
мущение 6М, и если при этом выражение (19.9.5) становится сингу
лярным при 6М —» 0, тогда множители в 5М  в нарушающих

* Труднее показать, что в квантовой хромодинамике с массивными квар
ками спонтанно не нарушаются симметрии Р, С и Т, поскольку эти сим
метрии нетривиально действуют на калибровочные поля. Вафа и Виттен 50 
использовали методику из работы 49, чтобы показать, что в квантовой хро
модинамике Р спонтанно не нарушается.

VAC

перестановки
(19.9.5)

Z =  J [dA] Det(© -I- M) ехр(г!калибр [А]). (19.9.6)
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симметрию матричных элементах могут сократиться сингулярнос
тями в матричных элементах при 6М = 0. Именно это и происходит 
в случае киральных симметрий, возникающих в пределе, когда 
некоторые собственные значения М обращаются в нуль. В этом 
случае, когда достигается симметричный предел нулевой массы, 
массовые множители в числителях нарушающих симметрию ваку
умных средних сокращаютс яс массовыми множителями в знамена
телях пропагаторов во всех точках, где имеет нулевые собствен
ные значения. По этой причине приводимые рассуждения применимы 
только к некиральным симметриям в теориях со всеми ненулевыми 
собственными значениями массовых матриц М.

Чтобы в этом случае установить ограничения на матричный 
элемент (19.9.5), заметим сначала, что дифференциальный опера
тор (19.9.4) антиэрмитов, так что до тех пор, пока эрмитова матри
ца М не имеет нулевых собственных значений, имеет хорошо опре
деленный обратный оператор. Необходимо еще показать, что 
остающееся интегрирование по калибровочным полям в (19.9.5), вклю
чая то, которое содержится в Z, не сделает это выражение сингу
лярным, когда М удовлетворяет условиям симметрии, например, 
условию, что в случае U(n) симметрии п собственных значений этой 
матрицы равны. Как будет видно, это обеспечивает то, что при до
бавлении к инвариантной по отношению к некоторому глобальному 
преобразованию симметрии фермионной массовой матрице М нару
шающего эту симметрию малого слагаемого 8М, изменение вакуум
ного среднего (19.9.4) относительно этого преобразования симметрии 
обращается в нуль в пределе 8М —> 0.

Доказательство того, что функции Грина в координатном про
странстве (19.9.5) несингулярны, затруднительно, поэтому рассмот
рим матричные элементы сглаженных полей

( т { ч щ [f l  ]. ••ч у  fr  Г <  19г ]“ ■ <  [дг ] } ) .
VAC

(19.9.8)
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= z  J [dA] Det(I) + М) ехр(^ калибр
х [(© + М)~^и м  ...(© + М)|Иг)дл ± перестановки],

где
(-® + M)7i,go = \d4x\d^y f k\x){B + М Г ^ ^ д Н у )  . (19.9.9)

В этом базисе фермионные пропагаторы для данного калибровочно
го поля не только хорошо определены, но и равномерно ограничены 
в А^а(х) *:

|(Ю + М )Д у,.| < £ ----- - (19.9.10)
а \т а 1

где та — собственные значения М, и для удобства мы теперь нор
мируем функции J,{х) и Qj(y) так, что

J f ! (x ) f i{x)dix  = jg j'(x )g 3-(x )d 4x  = 1. (19.9.11)

* Чтобы увидеть это, можно разложить собственные векторы М:

м  г а -  т с а г а*сЪ -  й l muvLv -  "LaLu ' Lu Lu — vab
и, применяя прием Вафы и Виттена 49, записать (19.9.9) как

= ^ cu cuid3xldAy f k  ̂ + та)xk,ylgl (y)

= I ± CM c u iexp(-|m a |T)jd.3x jd 4y / fct(x)(exp(+x©) fc гдг(у), 
a 0

где ± — знак ma. Матрица и оператор (exP(+T̂ )x/c,yi унитарны, так
что

 ̂ ,2 
Си C u id 4xJd4y / fct(a:)(exp(+TiD);(.fc)yZg^y)|

<  ]  d 4 a*| / (Ш )|2 j  d 4 y| g (y )f  =  1 .

Используя это внутри интеграла, приходим к (19.9.10).
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(Условие суммирования здесь не соблюдается.) Кроме того, весо
вая функция для среднего по калибровочным полям положитель
на *

Det(© + М) ехр(г7калибр [А])

ехр d3x
4 4

d4x £  £F| 
i=lj=l

^Det[(zD)2 + M2]. (19.9.12)

При положительной весовой функции среднее от любой функции 
ограничено границей этой функции. Подставляя ограничение (19.9.10)
в (19.9.8), находим, что матричный элемент ограничен неравенством

_ _.г

* г ! Е г Ч  '(19.9.13)
I v а с  а \та\

Следовательно, когда нарушающие симметрию члены 6М в М стре
мятся к нулю, не возникает сингулярностей, которые могли бы со
кратить множители 5М. Чтобы увидеть это более явно, можно ис
пользовать те же приемы, чтобы показать, что если мы возмущаем 
М за счет малого нарушающего симметрию слагаемого 6М, то сла
гаемое в (19.9.8) первого порядка по 5М ограничено неравенством

VAC
8(T{4'„i[/1]...'P„t [/r ]'P,:i[g1]...4 ';[g r]}

< тт! У, l(8M )J у  1
1--1

(19.9.14)
|mamb| Lu \ I

_а 171 а\_

и это обращается в нуль при 8М —» 0.
В реальном мире ни одна из масс кварков не равна нулю и 

эти массы не вырождены, поэтому из предыдущих рассуждений 
сразу же следует, что 1/(1) симметрии типа сохранения барион- 
ного числа, странности и т. д. не нарушаются ни спонтанно, ни 
внутренне. Что касается других симметрий сильных взаимодей-

** В фермионном детерминанте мы используем то, что
Det(© + М ) = Det ’/5 (® + М) у г, = Det(-l) + М ) .
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ствий, здесь проблем больше. Эти симметрии были бы полностью 
ненарушенными, если бы кварки и, d или и, d, s имели бы рав
ные ненулевые массы, однако, как мы видели в разделе 19.7, эти 
массы совершенно не вырождены. Изоспиновая и £17(3) симмет
рии возникают от того, что массы кварков малы, а не равны. Это 
симметрии остаются ненарушенными, если придать двум или трем 
кваркам равные массы и сделать эти массы произвольно малы
ми, так что изоспин и SU(3) будут хорошими симметриями в 
любом процессе, нечувствительном к малым массам кварков. Од
нако не все процессы нечувствительны к этим массам, поскольку 
для двух или трех безмаесовых кварков пион или псевдоскаляр
ный мезонный октет, к которому он принадлежит, становятся 
безмассовыми. В случае изоспина это не составляет проблемы, т. 
к. мы видели в 19.5, что пионный триплет остается вырожденным 
в первом порядке по массам кварков, даже если ти Ф m d. Для 
SU( 3) разности масс кварков порождают в первом порядке разно
сти масс между пионом, каоном и эта-мезоном, так что в процес
сах, определяющихся одномезонными полюсами, могут  прояв
ляться большие отклонения от SU(3).

19.10. Проблема [7(1)

Успех квантовой хромодинамики в объяснении структуры сим
метрий сильных взаимодействий кажется, на первый взгляд, ом
раченным одним провалом. Как мы видели в разделе 19.5, нару
шенная SU(2) X SU(2) симметрия сильных взаимодействий является 
естественным следствием малости масс и- и d-кварков. Однако лаг
ранжиан квантовой хромодинамики с малыми массами и- и d-квар
ков обладает еще одной киральной симметрией 51, а именно сим
метрией U(l)A относительно преобразований

и —> ехр(гу50)и, d —> exp(ry50)d. (19.10.1)

Такая симметрия, если она не нарушена, приводила бы, как 
SU(2) X SU(2), к дублированию адронного спектра по четности. Од
нако такого дублирования не наблюдается. С другой стороны, нару
шенная U(l)А симметрия требовала бы существования изоскалярно- 
го О- голдстоуновского бозона с массой, сравнимой с массой пиона,
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и такой бозон также не наблюдается. Мезон г) действительно 
является изоскалярным 0~ бозоном, но он значительно тяжелее 
пиона и, как мы видели в разделе 19.7, хорошо интерпретирует
ся как один из голдстоуновских бозонов SU(3) X 617(3). Если рас
сматривать как сравнительно легкий не только и-  и d-, но и 
s-кварк, то лагранжиан квантовой хромодинамики будет в до
полнение к SU(3) X 517(3) обладать 17(1) киральной симметрией 
относительно преобразований

и —> ехр(гу50)и, d —> exp(zy50)d, s —» exp(zy50)s. (19.10.2)

Спонтанное нарушение такой симметрии требовало бы существова
ния двух  изоскалярных О- мезонов: один из них т], а другой — 
с массой, сравнимой с массой пиона.

Это предсказание можно уточнить. 52 Если включить преобра
зование (19.10.2) в число спонтанно нарушенных симметрий безмас- 
совой квантовой хромодинамики, то в присутствии масс кварков мы 
получим слагаемое (19.7.12)

м̂асс = -gM 0g = *в/ЪМ e-t^B /F ^ ' (19.10.3)

где вновь

M q =
0 0

0 0
0 0 т

(19.10.4)

но В включает поле голдстоуновского бозона С, для нарушенной 
симметрии (19.10.2):

В =

1 1

к~

+
л/3Fr

71

1 1
S  л/б 

К 0

Т|

к+ 

к 0

зп (19.10.5)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



330 Глава 19. Спонтанно нарушенные глобальные симметрии

где F.- — неизвестная константа связи U (1 )Л голдстоуновского бо
зона с соответствующим током (множитель J§| включен для даль
нейшего удобства). Можно снова использовать ненарушенную SU(3) 
симметрию, чтобы записать среднее по вакууму от кварковой 
билинейной формы в виде (19.7.14), после чего, разлагая по сте
пеням бозонных полей, мы находим отвечающее массам голдсто
уновских бозонов слагаемое в лагранжиане в виде:

v 
F2 1 %

Tr{B,{b,M q}} = -
v

fJ
4m,

/ л21 1 F%о , _L  Ло , . fjt
J2 Л П V3FC

+ 4 (mu + m d)n+n + 4 (mu + ms)K+K~
7 \21 1 F4- 4 m j ------ jr̂  -|------ т\ о -|------——

“ л/2 л/б Щ
V У

+ 4 (md + m s)K°K°  + 4mf

(19. 10. 6)
Массы заряженных и странных мезонов такие же как и ранее, но 
теперь массовая матрица нейтральных нестранных мезонов имеет 
вид

М§ = 8v

т и + m d т и -  m d т и -  m d
2F|

™и ~ m d т и + m d + 4ms + md -  2ms
F£

J gftfc_

m u -  m d
2 Л F|

6Fj

4 § f%f^

™>u ~ m d + md -  2m s m u + m d + m s
3& F KFt 3F?2

(19.10.7)

где строки и столбцы указаны в порядке тг°, г|°, С.
В пределе, когда шм и md равны нулю, эта матрица имеет два 

собственных вектора с нулевым собственным значением

о
vOy

, иь
1

№ + F2

0

V2Fr
(19.10.8)
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В таком ортонормированном базисе матрица квадратов масс в пер
вом порядке по ти и m d имеет вид

i L ^ u l М Ы , = Щ ± Л М 1
7U

(19.10.9)

2 2„  =  12г?(шм + m d)
ьь « ьМ0иь Fr2+2FC2

J3v{mu -  m d)

m hh-u^ivi-nuh -  F 2 + 2 F 2 ’ (19.10.10)

2F ^F 2 +2F2 ' (19.10.11)

Наличие недиагонального члена (19.10.11) приводит к уменьшению 
произведения собственных значений на пренебрежимо малое отно
шение (ти -  md)2/64(mu + m d)2, оставляя, конечно, неизменной 
сумму собственных значений, так что в хорошем приближении соб
ственные значения даются диагональными элементами (19.10.9) и
(19.10.10). Сравнивая (19.10.9) с (19.7.16), видим, что частица, отве
чающая собственному вектору иа, это л0. Другая частица, соответ
ствующая щ, имеет массу

(19.10.12)

Таким образом, нарушенная U(1 )А симметрия требует вдобавок к 
самому пиону существования нейтрального псевдоскалярного голд- 
стоуновского бозона массой меньше, чем Едва ли нужно до
казывать, что такой сильновзаимодействуюшей частицы не суще
ствует *. В разделе 23.5 мы увидим, что эта проблема в конце

* Заметим, что, беря F%, можно придать дополнительному нейт
ральному скаляру очень малую массу, но тогда его взаимодействия были 
бы столь слабы, что он мог бы легко избежать детектирования. Малоправ
доподобно, что очень большое отношение Fж к F- могло бы возникнуть в 
квантовой хромодинамике, но нечто похожее возникает в теориях с допол
нительными полевыми переменными, которые были предложены, чтобы 
избежать нарушения четности инстантонами (см. раздел 23.6).
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концов была разрешена открытием непертурбативных эффектов,
нарушающих дополнительную симметрию U(1)A.

Задачи

1. Примените общую теорию нарушенных глобальных симмет
рий к случаю, когда группа симметрии 50(3) (с генераторами 
tb t2, ts) спонтанно нарушается до своей 50(2) подгруппы (с 
генератором t3). Как преобразуются поля голдстоуновских бо
зонов относительно бесконечно малых преобразований 50(3)? 
(Используйте экспоненциальную параметризацию простран
ства смежных классов 50(3)/50(2).) Вычислите ковариант- 
ную производную Dg)I п о л я  голдстоуновских бозонов и обще
го поля с ненулевым значением q генератора ненарушенной 
симметрии t3. Как выглядит самый общий 5 0  (3 ̂ инвариант
ный лагранжиан, включающий только годстоуновские бозо
ны и не содержащий более двух производных? Используйте 
этот лагранжиан, чтобы вычислить слагаемые в инвариант
ной амплитуде упругого рассяния голдстоуновских бозонов в 
низшем порядке по их энергии. Как выглядит самый общий 
50(3)-инвариантный лагранжиан с двумя неголдстоуновски- 
ми полями и не более чем одной производной? Как выглядит 
самая общая функция, зависящая только от полей голдстоу
новских бозонов (без производных) и преобразующаяся как 
третья компонента 3-вектора 50(3)? Добавьте это слагае
мое в лагранжиан, выбрав коэффициент так, чтобы голдсто
уновский бозон приобрел массу ш, и заново рассчитатйте 
амплитуду рассеяния голдстоуновских бозонов в низшем по
рядке.

2. Рассмотрите теорию с SU(N) глобальной симметрией, спонтан
но нарушенную до SU(N~ 1). Предположим, мы добавляем ма
лое нарушающее симметрию возмущение, принадлежащее фун
даментальному представлению N группы SU(N). С учетом 
подстройки вакуума какая группа симметрии полностью нена- 
рушена? Что можно сказать о случае, когда нарушающее сим
метрию возмущение принадлежит к присоединенному представ
лению SU(N)?
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3. В однопетлевом приближении рассчитайте амплитуду пион- 
пионного рассеяния с учетом конечной массы пиона.

4. Выведите «правило сумм Адлера», являющееся аналогом пра
вила сумм Адлера-Вайсбергера для случая пион-пионного рас
сеяния.

5. Вычислите свойства преобразований пионного поля <̂а относи
тельно преобразований группы 517(2) X SU(2) в случае, когда 
смежные классы SU(2) х SU(2)/SU(2) параметризованы как 
ехр(г^аха).

6. Используйте формулу (19.7.31) и SU(3) симметрию, чтобы вы
вести соотношение (19.7.32).
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Операторные разложения

Часто нам необходимо знать, как ведет себя амплитуда, если 
4-импульс, вносимый одним оператором и уносимый другим, стре
мится к бесконечности, а 4-импульсы всех остальных внеш
них линий фиксированы. Например, в разделе 20.6 мы увидим, что 
полное сечение рассеяния электрона на начальном адроне Я 
с образованием произвольных адронов в конечном состоянии опре
деляется в силу соотношения унитарности линейной комбинацией 
(с известными коэффициентами) компонент амплитуды

J с14хе-^ 'х<Я| J^(x)Jv(Q)| Я>

где к — 4-импульс, передаваемый от электрона к адронам, а 
J'\x) — электромагнитный ток. В случае глубоконеупругого рассе
яния электронов не запрещено стремление к бесконечности им
пульса к, вносимого одним оператором тока и уносимого другим. 
Аналогично, в разделе 20.5 при изучении предела больших им
пульсов для различных пропагаторов и выводе соответствующих 
правил сумм для спектральных функций мы столкнемся с вычис
лением предела при больших импульсах для похожих фурье-об- 
разов, с той разницей, что одно из адронных состояний |Я) заме
нится на вакуум.

Если бы произведение операторов типа J^(x)Jv(0) было анали- 
тичным по х ,̂ то его фурье-образ падал бы экспоненциально при 
стремлении фурье-переменной к к бесконечности. Ведущие слагае
мые в предельном выражении фурье-образа при больших импуль
сах возникают от сингулярностей произведения операторов при 
стремлении пространственно-временных аргументов друг к другу.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



340 Глава 20. Операторные разложения

Изучение таких операторных произведений было начато в 1969 году 
Вильсоном \ поначалу как попытка сформулировать замену обыч
ной квантовой теории поля. Как бывало и раньше (например, с дис
персионными соотношениями или с фейнмановскими диаграммны
ми правилами), попытка обойти квантовую теорию поля привела к 
важным общим результатам, однако эти результаты лучше всего 
могут быть поняты как общие свойства квантовой теории поля.

Операторное разложение устанавливается в разделе 20.1. Стан
дартное доказательство этого разложения в рамках теории возму
щений было дано Циммерманном 2 в 1970 году. В разделе 20.1 мы 
предложим непертурбативный и более простой, хотя и менее стро
гий, вывод, основанный на функциональной формулировке теории 
поля. В разделе 20.2 изложен другой взгляд на разложение опера
торных произведений на языке потоков больших импульсов сквозь 
фейнмановские диаграммы, что позволит дать доказательство это
го разложения в рамках теории возмущений.

Ряд свойств операторного разложения делает его особенно по
лезным для описания следствий теорий типа квантовой хромодина
мики. Одно такое свойство, обсуждаемое в разделе 20.3, заключа
ется в том, что функции, описывающие сингулярности в этом 
разложении, имеют зависимость от импульсов, определяемую ре- 
нормгрупповыми разложениями, так что в асимптотически свобод
ных теориях они могут быть вычислены при больших значениях 
импульсов по теории возмущений. Другое свойство, обсуждаемое в 
разделе 20.4, заключается в том, что эти функции обладают пол
ной симметрией лежащей в основе теории, и не изменяются в ре
зультате возможного спонтанного нарушения симметрии. Приложе
ния рассматриваются в разделах 20.5 и 20.6.

20.1. Разложение: описание и вывод

Вильсон предположил, что сингулярная при х  —> у  часть 
произведения А(х)В(х) двух операторов дается суммой по другим 
локальным операторам

A ( x ) B ( y ) ^ ^ F ^ B(x -y )C (y ) ,  (20Л1)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



20.1. Разложение: описание и вывод 341

где Fabc(x  — у) — сингулярные с-числовые функции. Из размерного 
анализа следует, что FABc(x -  у) ведет себя при х  —» у  как степень 
dc -  dA ~ dB разности х  -  у, где dD — размерность оператора О в 
степенях массы или импульса. Поскольку d0 растет при добавлении 
полей или производных к оператору О, степень сингулярности 
FABc(x -  у) для операторов С растущей сложности уменьшается. 
Примечательно то, что разложение операторного произведения яв
ляется операторным соотношением; иначе говоря, применяя его к 
любому матричному элементу {р|А(х)В(х)|а), мы получаем те же са
мые функции Fabc(x  — у) для всех состояний |а) и (3).

Именно ослабление сингулярности в (20.1.1) для операторов 
С (у) растущей сложности делает разложение полезным для заклю
чений о поведении произведения А(х)В(у) при х  —* у. Приведенные 
выше простые аргументы, основанные на подсчете степеней, моди
фицируются эффектами перенормировки: разложение (20.1.1) дол
жно быть сформулировано с помощью операторов, перенормиро
ванных на некотором масштабе т ,  после чего т  войдет наряду с х  — у в 
коэффициентную функцию FABc(x — у). В разделе 20.3 мы увидим, 
что в асимптотически свободных теориях FABc(x — у) на самом деле 
ведет себя так, как предсказывает размерный анализ, т. е. как сте
пень dc -  dA -  dB разности х  -  у, только с точностью до степени 
логарифма 1п(х -  у)2. Похоже, что даже в более общих теориях син
гулярности, связанные с различными операторами С (у), будут ос
лабляться с ростом сложности операторов.

В импульсном пространстве соответствующее утверждение оз
начает, что при к —> °°

Jd4xe“ * 'xA(x)B(0) -> £  V AB(k)C(0) (2Q 1 2)

и соответственно

J dixe~ik xT{А(х)В(0)} -> £  U$B(k)C(0), (2Q L3)

где VABc(k) и UABc(k) — функции fc*1, все быстрее падающие при 
больших к для все более и более сложных членов ряда.

Мы собираемся вывести обобщенную версию вильсоновского 
разложения, в которой одновременно устремляются к бесконечнос
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ти импульсы, проносимые любым числом операторов. Для этого рас
смотрим функции Грина локальных операторов А1(х1), А2(х2), и т. 
д., аргументы которых стремятся к точке х, а также других ло
кальных операторов В1(у1), В2(у2), и т. д. с фиксированными аргу
ментами:

(1 {А^Х}), А2 (х2),..., В1(у1), В2(у2). ..})0

П^фДг) а1(х1)а2(х2)...Ь1(у1)Ь2(у1)...ехр(г7[ф]), (20.1.4)
I.Z

где строчные буквы а и Ъ указывают на замену полевых операторов 
в А и В на с-числовые поля ф. Окружим теперь точку х  шаром В(Я) 
радиусом R, который много больше, чем расстояния между точка
ми х ъ х 2 и т. д., но много меньше, чем расстояние между х, у  у, у 2 
и т. д. Поскольку действие локально, его можно записать в виде

I = f d4zSf{z) + f „ d4zSf(z).'zeB(R) у ' Jz£B(R) v ' (20.1.5)

После этого выражение (20.1.4) можно привести к виду

(T{Ai(xi), А 2(х 2), ■ ■ ■, Ву(уу), В2 (у2)... })0

ЬХ(У1 )Ь2 (у2)• • • е х р ( г d4z4?(z))

х

П  db ( z)
z£B(R),l

П d(v№
zeB(R),l

аг(хг)a2 (x2)... exp(iJzeB(R) ,
(2 0 .1 .6 )

где функциональный интеграл по полям внутри шара связан гра
ничным условием, что поля на поверхности шара гладко сшиваются 
с полями снаружи. Помимо этого граничного условия функциональ
ный интеграл по полям внутри шара совершенно не зависит от по
ведения поля вне шара, так что интеграл по полям внутри шара 
можно выразить через значения полей и их производных на его 
поверхности, что, в свою очередь, можно записать через поля и их 
производные, экстраполированные снаружи шара во внутреннюю 
точку х. Если выразить этот интеграл в виде ряда по произведени-
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ям * о(х) с-числовых полей и их производных, экстраполированных 
в точку х, то коэффициенты могут быть только функциями
и АЪАг,:.

о -  х , х 2 -  х , ...) разностей координат, так как все точки у ь 
у 2 и т. д. находятся далеко от шара B(R),  исключение этого шара из 
действия для полей вне шара не оказывает никакого влияния в пре
деле R  —> 0, так что в этом пределе выражение(20.1.6) принимает 
при х 1г х 2, и т. д., стремящимся к х, вид:

Т{А1(ж1), А 2(х2),. В1{у1), В.,{у.,)...})(|

bi (2/1 )Ъ2{у2 )• • • ехр(г J J?(z))П  d(pг(2) 
l,Z

х £  U jq ’A2,'"(x1 -  х , х 2 -  х, . . . )о(х)  
о

= Ц и о ъ - х , х 2 -х,...)<Т{О(х),В1(у1),В2(у2)...}>0 
о

(20.1.7)

где 0(.х) — квантово-механический оператор в гейзенберговоском 
представлении, соответствующий о(х). В частности, совершая фу- 
рье-преобразование по переменным у  и умножая на соответствую
щие коэффициентные функции, получаем для произвольных со
стояний |а) и <(3|:

<(3|Т{А1(х1),А2(я:2),....}|а) -»  £U 'ob 2,'''(®i ~ х , х 2 -ж,...)ф|0(ж)|а)
о

(2 0 .1 .8 )

Поскольку это верно для произвольных состояний, получаем обоб
щенную версию операторного разложения:

T{A1(x1),A2(,x2),...}■-> £ [ 7 о 1,Д2,- (а?! — х , х 2 - ж ,. .. )0 (х ).
о (20.1.9)

* Для того, чтобы коэффициенты такого ряда были конечны, эти произ
ведения должны быть перенормированы умножением на подходящие бес
конечные множители. Это станет яснее при выводе, представленном в сле
дующем разделе.
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20.2. Поток импульса *

Рассмотрим теперь простейший пример операторного разло
жения: асимптотическое поведение (п+2)-точечной фейнмановс- 
кой амплитуды в теории единственного действительного скаляр
ного поля ф(х) массой т и плотностью лагранжиана взаимодействия 
—дф4/24, когда большой 4-импульс к втекает по одной линии и 
вытекает по другой, а импульсы всех остальных внешних линий 
фиксированы. Мы получим в этом случае доказательство по тео
рии возмущений вида главного члена операторного разложения, 
но истинной целью будет достижение более глубокого понимания 
того, каким образом потоки больших импульсов сквозь фейнма- 
новские диаграммы приводят к такому разложению. В приложе
нии к главе обсуждается расширение этих результатов на общий 
случай.

Определим величину Г(к',р1,...,рп) как сумму всех связных ди
аграмм n-чаетичной амплитуды рассеяния, внешние линии кото
рых соответствуют входящим импульсам к, р—к, и исходящим им
пульсам р рп. (Удобно считать далее, что Г(к;р1,...,рп) включает 
пропагаторы внешних линий с импульсами к и р — к, но не с им
пульсами Pi,..., рп.) Мы хотим показать, что в любом конечном по
рядке теории возмущений при к —> °°

Г(к; Pi...рп) L/<p2(/c)F(p2(p1...pn) + 0(fc“5), (20.2.1)

где Uy2{k) есть сумма слагаемых порядка** /с-4, не зависящих от 
Pi,-, рп, а ф̂2 (Pi- - • Рп) — амплитуда, отвечающая диаграмме с п

9ф-линиями и включающая единственную ф вершину, умноженная 
на подходящую константу перенормировки, которая делает эту ам
плитуду конечной. Поскольку F^2(Pi---Pn) — матричный элемент пе
ренормированного оператора (ф )д = Z 2ф^(0), соотношение (20.2.1)

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.

** Повсюду в этой главе, где утверждается, что амплитуда порядка кА, 
следует понимать, что при кг = кпг, где к —> °° и пг — фиксированный 4- 
вектор, амплитуда стремится к пределу кА, умноженному на сумму степе
ней In к.
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соответствует утверждению, что старший член в операторном раз
ложении при fc —> оо имеет вид *

Jd4xe-l'fe'xT{(pR(x)<pR(0)}c -> (k)((p2(0))R■ (20.2.2)

При оценке асимптотического поведения фейнмановских амп
литуд следует принимать во внимание, что в области интегрирова
ния в импульсном пространстве существуют части, где некоторые 
внутренние линии переносят импульс того же порядка, что и стре
мящиеся к бесконечности импульсы внешних линий, а для осталь
ных внутренних линий это не так. Вклад в Г (к; р1,...,рп) от той части 
области интегрирования, которая соответствует линиям с импуль
сом к в какой-то поддиаграмме ff, имеет асимптотическое поведе
ние порядка , где Dr/ — индекс поддиаграммы if, вычисленный 
по правилам раздела 12.1. Если SP'имеет т  внешних линий, связы
вающих эту поддиаграмму с остальной частью диаграммы, а также 
две внешние линии с импульсами к и р — к, то из выражения (12.1.8) 
находим: Dr/ 4 -  2 — т  — 4 -2  -  т. (Слагаемое -4  возникает от 
двух пропагаторов линий с импульсами к и р — к, которые, по на
шему определению, включены в Г(к;р1,...,рп). Таким образом, асимп
тотическое поведение Г определяется той частью интеграла по 
импульсному пространству, которая соответствует протеканию 
большого импульса к либо через всю диаграмму, либо через некото
рую ее поддиаграмму, в зависимости от того, у  какой из них наи
меньшее число внешних линий 3.

При п = 0 это всегда вся диаграмма; иными словами, домини
рующий вклад в интеграл возникает от части области интегрирова
ния, где каждая линия несет импульс порядка к, что приводит к 
асимптотическому поведению порядка к~2. В этом случае единствен
ным оператором в операторном разложении, дающим вклад в та
кой матричный элемент, является единичный оператор С = 1. При 
те > 0 такое слагаемое отброшено, поскольку в данный момент мы 
ограничились рассмотрением связных диаграмм.

При те = 2 главный вклад возникает как от всей диаграммы, 
так и от поддиаграмм, в которых две внешние линии с импульсами

* Индекс С при хронологическом произведении указывает, что мы вклю
чили только связные диаграммы.
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к и р — к связаны с двумя другими внешними линиями мостиком, 
состоящим из двух внутренних линий , что дает асимптотическое 
поведение порядка к~г. При те > 4 главный вклад возникает только 
от поддиаграмм, в которых две внешние линии с импульсами к и 
р — к связаны с п > 2 другими внешними линиями мостиком, состо
ящим из двух внутренних линий, и это опять приводит к асимпто
тическому поведению порядка к-4.

Анализ случаев те = 2 и п > 4 осложняется тем, что произволь
ная диаграмма может содержать несколько двухчастичных мости
ков. Рассмотрим сначала случай те = 2. Определим 1(к,к',р) как сум
му вкладов в Г (к; pi,p2) всех диаграмм, которые двухчастично 
неприводимы в том смысле, что две внешние линии с входящими 
импульсами к и р — к не могут быть отделены от двух внешних ли
ний с импульсами к' и р — к' путем разрезания любой пары внут
ренних линий. Тогда выражение Г(к] к', р -  к') -  1{к, к', р) включает 
вклады диаграмм, которые могут быть разрезаны указанным обра
зом, и поэтому может быть записано в виде (см. рис. 20.1)

Г (к; к ' , р -  к') -  1{к, к', р) = J с1Ак"1{к, к",р)Г{к"; к', р -  к'). (20.2.3)

к’----►
р - к — ►

Г I I T

Рис. 20.1. Диаграммное представление интегрального уравнения (20.2.3). За
штрихованные диски, помеченные буквой G, соответствуют сумме всех связ
ных фейнмановских диаграмм с указанными внешними линиями, а заштри
хованные диски с вертикальной чертой, помеченные буквой I, соответствуют 
сумме всех связных диаграмм, для которых линии слева не могут быть 
отделены от линий справа разрезанием любой пары внешних линий.

* Случай т — 1 исключается, так как симметрия данной теории относи
тельно преобразования (р —> —<р запрещает диаграммы или поддиаграммы с 
нечетным числом внешних концов. Случай т — 0 исключен, поскольку, по 
определению, G возникает только из связных диаграмм.
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(Как и Г(/с: к', р -  к'), ядро 1(к, к', р) включает пропагаторы для ли
ний с импульсами /си р — к, однако, чтобы избежать двойного сче
та, не включает соответствующих пропагаторов для линий с им
пульсами к' и р — к'). Фейнмановские диаграммы для 1(к,к',р) в 
порядке д2 показаны на рис. 20.2.

Чтобы оценить поведение правой части уравнения (20.2.3), рас
смотрим сначала асимптотическое поведение ядра 1{к,к',р) при 
к —̂ оо и фиксированных к' и р. Оно определяется областью импуль
сного пространства, в которой все внутренние линии несут импуль
сы порядка к, что приводит к вкладу порядка /с-4, поскольку в лю
бой другой области поддиаграмма, состоящая из внутренних линий, 
несущих импульсы порядка к, будет иметь более четырех внешних 
концов и поэтому будет давать вклад, убывающий быстрее, чем к~
4. Отсюда следует, что дифференцирование ядра 1(к,к',Р) по к' или 
р будет приводить к появлению дополнительного множителя к~х в 
асимптотическом поведении этого ядра. Следовательно при к —> оо 
и фиксированных к' и р имеем

1(к,к',р) I J k ) ,  (20.2.4)

где / (̂fc) -  функция только от к порядка fc~4.
К сожалению, нельзя просто заменить 1(к,к',р) в (20.2.3) на 

этот асимптотический предел, т. к. каким бы большим не был им
пульс к, большой вклад в интеграл дают значения к' порядка к. 
Чтобы справиться с этой проблемой, используем прием, основан
ный на математической индукции. В низшем порядке Г(/с; к' ,р — к')

+  . . .

Рис. 20.2. Древесные и однопетлевые диаграммы, дающие вклад в ядро 
I(k.k'.p), в теории скалярного поля с взаимодействием Ф4.
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дается единственном вершинои с двумя прикрепленными к ней го
лыми пропагаторами:

iq
Г (к) к', р - к ' ) =  -------г—----- —2------ 2-  (низший порядок),

(2л:)' (к + т )((р -  к) + т )

В этом случае легко проверить правильность асимптотического по
ведения вида (20.2.1). Поэтому предположим, что уравнение (20.2.1) 
при п =  2 выполняется вплоть до некоторого заданного порядка N 
по д, иными словами, вплоть до этого порядка асмптотическое по
ведение при к —> (а имеет вид

Г (к: к ' , р -  к') ->  U(f2(k)F(f2( k ' ,p -k ' )  + 0{к~5), (20.2.5)

и попробуем проверить, что такое же поведение имеет место в сле
дующем порядке. Чтобы исключить вклад в интеграл в (20.2.3) от 
значений к' порядка к, перепишем (20.2.3) в виде

Г(к; к', р -  к') = 1(к, к', р)

+ J а4к"1(к, к", р ) [г (к"; к', р -  к') -  1/ф2 (^")^ф2 {к', р -  к')

+ f 92 W ,  Р ~ k')j d4k"I(k, к", р)Ьгф2 (к").
(20 .2.6 )

Поскольку 1(к,к',р) по крайней мере первого порядка, можно в пра
вой части (20.2.6) использовать формулу (20.2.5). Отсюда во втором 
слагаемом в правой части область интегрирования, в которой к"  
порядка к, дает вклад, обращающийся в нуль как ?с_4т4~5, и поэто
му этой областью можно пренебречь по сравнению с той, где к"  
остается конечным, что приводит к сходящемуся интегралу

U fc) = j f /4/c"[r'(fc":fc/,P к') bV  (k")F0: (k', р к') .

Далее, поскольку главный вклад в J d4/c"I(/c, k", p)U^ (к") возникает 
от области интегрирования, где каждая внутренняя линия диаг
рамм для 1(к, к", р) несет импульс порядка к, то дифференцирова
ние этого интеграла по р уменьшит вклад в асимптотическое пове
дение на множитель порядка к , так что асимптотически в этом 
интеграле можно заменить 1(к, к', р) на 1(к,к') = 1(к, к', 0). Таким 
образом, при к —> °° уравнение (20.2.6) принимает вид
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Г(7с; к',р -  к') —> (к', р -  k')j cl 4c"I(k, k")U ̂ .(к")

+ 1^{к) |l + j* d4k"jr(?c"; к', p - к ' ) -  U<  ̂(k")Fyi (к p -  к') j (20.2.7)

Определим поэтому U^2{k) и F a( к ' ,р -к ' )  в порядке N +  1 по д че
рез эти функции в более низких порядках теории возмущений со
отношениями

17ф, (к) = C I M  + J d4k'I(k, k')Uф2 (к' ) , (20.2.8)

F,p2 [к*, р -  к')

=  C ^ jl  + j  d4fc/,[r(fc,/; к', p - к ' ) -  (k")F^ (к', p -  Тс')]}, (20-2-9)

где С — константа, которую можно выбрать произвольным образом. 
С учетом этих определений уравнение (20.2.5) следует из уравнения
(20.2.7).

Удобно выбрать константу С так, чтобы F 2{к',р -  к') прини
мало бы значение, равное единице, в некоторой точке ренормиров
ки к' =  к(ц) и р = р(ц), где к(ц) и р(ц) — стандартные 4-импульсы 
порядка ц. Тогда

С = l + jd^k'T(k"]k(\x),p(ii)-k(iij)-ldi k"U(f2(k"). (20.2.10)

Используя (20.2.5), видим, что расходимости в двух интегралах в
(20.2.10) сокращаются.

Теперь можно записать уравнение (20.2.9) в виде

F92 (к',р -  к') = 2 ф2{1 + j d4fc"Г(7с"; к ' , р -  /с')}, (20.2.11)

где
г ф2 = [l + J а*к"Г(к"; fc(|t),p(|i) -  k(ii))]~\ (20.2.12)

Можно рассматривать Z 2 как константу перенормировки состав-
9 «ного оператора ф , определенного так, что составной опера

тор ^ ф2ф2 имеет конечный двухчастичный матр14чный элемент 
F^2 (k, р — к) , принимающий значение, равное единице, при к =  7с(ц) 
и р = р(ц).
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Вычислять U 2 {к) или F^2{k,p -  к) с помощью формул (20.2.8) 
и (20.2.11) не очень удобно. Проще вычислить G (к; к',р-к') и затем 
установить выражения для и,Л к)  или F^2(k,p -  к) путем сравнения 
с (20.2.5). Умножая функцию (12.2.26) на произведение пропагаторов 
для линий с импульсами к и р — к, видим, что в однопетлевом 
приближении

Г [кг, к', р - к ' )  =
-г

Г1 г

1 у dx In
32 л;2 J 0 .  V

(2%)4(к2 + т 2

' т 2 + 4х(1 -  х) |12/3 
т 2 -  sx(l -  х)

-г Г_-iY9/Tr̂
(2л)4((р -  к)2 + т 2)

[ gj

т 2 + 4х(1 -  х) ц2/3  ̂ ( т 2 + 4х(1 -  х) Ц2/3+ In
т  -  tx( 1 -  х)

+ In
т  -  их{\ -  х)

(20.2.13)

где s, t и и — мандельстамовские переменные,
s = - р 2, t = - ( k - k ' ) 2, и = - (р  -  к -  к')2,

(i. — масштаб перенормировки, а д  — соответствующая перенорми
рованная константа, определенная как значение фейнмановской ам
плитуды в точке s =  t =  и =  —4|Х2/3. Асимптотическое поведение 
этой величины имеет вид

Г (к; к',р -  к') —> гд
(2 л)4(/с2)2

1 д .
Г1

dx In ' т 2 + 4х(1 -  х) Ц2/3 '
32л2 J 0 . . т 2 + р2х( 1 -  х) J

х

+2 In т 2 + 4х(1 -  х) Ц2/3 
т 2 + к2х( 1 -  х)

(20.2.14)

v

В порядке д2 это согласуется с формулой (20.2.5), если принять
гд

(2пу(к4/7.242

l i  я .
С1

dx In
т 2 + 4х(1 -  х) р.2/ з 4

+ 1
16л2 J 0  ̂ т 2 + fc2x(l -  х) у 1

(20.2.15)
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+ ••• • (20.2.16)

Мы выбрали здесь такую связь точки перенормировки /с(ц), р(ц)
9 « «для оператора ф с соответствующей точкой перенормировки для

Рассмотрим теперь случай, когда число те внешних линий 
с фиксированными импульсами более двух. В согласии с предыду
щими рассуждениями, в пределе к —> |а ведущими диаграммами 
в Г(/с;р1,..., рп) будут те, в которых две внешние линии, несущие 
фиксированные импульсы к и р—к, могут быть отделены от те внеш
них линий с фиксированными импульсами путем разрезания пары 
внутренних линий:

Как и ранее, невозможно просто использовать асимптотичес
кий предел для ядра 1(к,к',р) в правой части при к —> °°, поскольку 
существенный вклад в этот интеграл вносят значения к' порядка к. 
Преодолеть это затруднение можно, переписав (20.2.17) в виде

где, по индукции, предполагаем, что вплоть до некоторого задан
ного порядка N

с поправочными членами порядка 1 /к 5. Теперь с помощью предела
(20.2.4) и уравнения (20.2.8) можно переписать (20.2.18) в виде

Г(к;р: . ..рп) ->  j d 1 к'Цк.к',р)Г(к': р . . .р „ ). (20.2.17)

Г(к;р1...рп) ->  | аАк'1(к,к',р)[г{к'; рг.. .р п) -  1/ф2{k')F(?2{p1...pn) 

+ F,2(р; . . .рп)\dAk'I(k', к ,р){7ф2(к '),

(20.2.18)

Г(&;р1...ри) [ /ф2(/с)Еф2(р1...р „), (20.2.19)

Г {к; pv . .pn) L,(k)\ d4/c'[r(fc'; pv ..pn) -  1/ф2(?с')Яф2(р1...р„) 

+ (Pi• ■ • Ря)[^ф2(^) _  CIao(k) .
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Это согласуется с (20.2.19) в порядке N +  1, если принять, что

C F^(Pl.. .p n) = J di k'[r{k';pl . ..pn) - U (?2(k')F(f2(pl . ..pn) 

или, используя выражения (20.2.10) и (20.2.12),

f 92(Pi---P„) = Zisfj d lk 'r (k ' :p l. . .p 7l). (20.2.20)

Полученное выражение просто утверждает, что ^:>(р;. . .р „ ) 
есть матричныи элемент перенормированного оператора ^ гф  , так 
что соотношение (20.2.1) соответствует формуле (20.2.2) для опера
торного произведения. В частности, как было показано, U^2{k) — 
одна и та же коэффициентная функция независимо от того, какие 
значения принимают те или импульсы р рп.

Строго говоря, оператор (ф2)я не является ведущим слагае
мым в операторном разложении произведения двух ф. Существует 
еще операторная единица, имеющая меньшую размерность, чем 
(Ф2)к, но она была исключена из уравнения (20.2.2), поскольку (как 
и указыает индекс С) мы отбросили несвязные диаграммы. Как от
мечено выше, при к —> оо диаграммы для Г (к) при те = 0 (и р̂ 1 = 0) 
доминируют в области интегрирования, где все внутренние линиии 
несут импульсы порядка к, и U^k) — вклад от этой области.

Операторы более высокой размерности и более общие теории 
будут рассмотрены в приложении к этой главе.

20.3. Ренормгрупповые уравнения для коэффициентных функций

Как отмечалось ранее, одно из свойств операторного разло
жения, делающее его столь полезным, заключается в том, что за
висимость коэффициентных функций от импульсов определяется 
уравнениями ренормгруппы. Это есть следствие того, что коэффи
циентные функции возникают из предельных значений сумм фейн- 
мановских диаграмм (типа I^ik) в разделе 20.2), в которых все су
щественные импульсы одновременно устремляются к бесконечности, 
так что можно, не сталкиваясь с сингулярностями, положить мас
сы равными нулю. Тем не менее, из-за эффектов перенормировки 
коэффициентные функции в операторном разложении не подчиня
ются простым законам масштабных преобразований: эти функции
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умножаются на зависящие от масштаба константы перенормировки 
и в них входят перенормированные константы связи, которые сами 
зависят от масштаба.

Рассмотрим операторное разложение функции Грина Ги{1с,к',р), 
у которой импульсы множества I входящих линий (в совокупности 
обозначенные к, причем их сумма равна р) одновременно устрем
ляются к бесконечности, в то время как у множества V оставшихся 
исходящих линий импульсы (в совокупности обозначенные к', при
чем их сумма равна р) имеют фиксированные значения:

Гц’(к,к',р) ->£и !|В Д г/№ ',Р )- /20 з ^
р

Функция Ff/(k  > р) есть матричный элемент перенормированного опе
ратора %  = £IffZp'fi'fi', так что коэффициент при ней Uj,(k) в про
изведении полей, соответствующих линиям I, пропорционален Zg1̂ ,  
а также величине ( — прямому произведению всех перенорми- 
ровочных матричных множителей у полевых (или составных) опе
раторов множества I. Отсюда

V - ^ U I  = 1 Т п '^ - 1 ^ Л я -  + Р(&)|-У£, (20.3.2)
d\x г t  Ф

где
э э

Н ZIV = U"z rr> (20.3.3)
Ф  г  Ф  а"

и для простоты мы предположили, что имеется лишь одна пере
нормируемая константа связи g , определенная как значение неко
торой фейнмановской амплитуды в точке перенормировки с импуль
сами порядка ji. и удовлетворяющая уравнению Ц<2д^ /  ( ф  =  (3(jli) . 

Чтобы иметь возможность использовать анализ размерностей, ум
ножим все операторы на степени ц так, чтобы все они стали безраз
мерными. Это приведет к тому, что компоненты Z - и g-матриц так
же станут безразмерными, причем в пределе нулевой константы 
связи их значения равны

Уи' ~* 8u'N(l), усф’ -> 8 ( 2 0 . 3 . 4 )
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где N{() — размерность оператора Щ а N(1) -  полная размерность 
множества полей (равная сумме величин s + 1 для каждого поля, 
где s =  0 для скалярного и безмассового калибровочного полей, 
s = 1 /2  для дираковских полей и т. д.). Кроме того, из анализа раз
мерностей следует, что при =кте1'1, где — фиксированный век
тор, амплитуда может зависеть от к только через отношение к /ц , 
не считая множителя к4~4п<г\ возникающего от интегралов, исполь
зованных для определения фурье-образа. Тогда решение уравнения
(20.3.2) принимает вид

и 10(ш) = к4- ^ ) £
Х,о'

М ехр

- г ( С > -1

м - ехр Г d(x ,
—  7(9ц)
Ц

>

_ . V _О'б

d\i

Ц
У(9а)

(20.3.5)

где М обозначает «ц-упорядоченное» произведение, т. е. перегруп
пировку каждого члена в разложении экспонент таким образом, 
чтобы множители располагались в порядке убывания (1 слева на
право.

Это приводит к особенно простым результатам, когда д(1 стре
мится при (i. —> оо к фиксированной точке д*. Вклад больших ц в 

равен тогда матричному множителю который
в силу (l-упорядочивания возникает слева. Поэтому выражение (20.3.5) 
принимает вид

= к,4-4п(1)
(20.3.6)

где Ш— либо константа, либо сумма степеней In к, в зависимости от 
скорости приближения дк к g*.

Особый физический интерес вызывет частный случай асимп
тотически свободных теорий типа квантовой хромодинамики. В этом 
случае фиксированная точка находится при д* = 0 и, согласно (20.3.4), 
вблизи этой точки у-матрицы ведут себя как

Т(йг -»  ЩЩг + я\г, У(д)т' ->  + Я2Сщ', (20.3.7)
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Кроме того, если записать уравнение ренормгруппы для константы 
связи в виде

d_c2 
df.i' 8%2 (20.3.8)

тогда

Подстановка этого выражения в (20.3.5) приводит к асимптотичес
кому поведению

Uln{Kn) -> K4- 4«(n+/V(n+iV(̂ ) ( А )
- 8  я 2с/ь

И):
8 я 2с/ь

(S'di
'(20.3.9)

где — постоянная матрица, равная матрице ’/ф(0, п) , умножен
ной на постоянные множители, не вычисляемые в рамках теории 
возмущений, поскольку они возникают от тех частей интегралов в
(20.3.5), где дц не мала. При к —> °о константа связи ведет себя как 
д\ -^87Г2 /Ы п к , так что формулу (20.3.9) можно также записать в 
виде

и\(ш) - »  £ \-8я2с/ъ (In к) ' £•лп
гл \8 п2с/Ь(In к)

Г, f' - - и' - - ’ (20.3.10)

где Щ’ — другая постоянная матрица. Условие справедливости вы
ражений (20.3.9) и (20.3.10) заключается в том, чтобы д^/ёк2 1, но 
In к не должен быть настолько велик, чтобы в асимптотическое 
поведение давал вклад только один собственный вектор с-матрицы. 
Мы используем выражение (20.3.10) при изучении в разделе 20.6 
глубоконеупругого рассеяния.

20.4. Свойства симметрии коэффициентных функций

Полезность операторного разложения в значительной степени 
усиливается тем фактом, что коэффициентные функции отражают
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всю симметрию лежащей в основе теории, даже если эта симмет
рия частично или полностью спонтанно нарушена4. Для доказа
тельства рассмотрим операторное разложение произведения пере
нормированных операторов линейно преобразующихся под 
действием преобразований некоторой симметрии с сохраняющимся 
током J^(x), в том смысле, что

[J°(x,t),r;(y,t)] =  - 6 3( x - y ) £ ^ . ( y , t ) ,  (20.4.1)

где tii — постоянная матрица. Можно записать операторное разло
жение как утверждение, что когда х 1г.., х п совместно стремятся к 
х  (а все отношения разностей х х -  х,..., х п -  х  фиксированы), то

^ { ^ ( ^ . . . ^ ( x j j l a )  -> £17,-1'"‘в(ж1 ~ х , . . . , х п -x)<p|^(x)|a>.

(20.4.2)

Предположим далее, что симметрия с током ,РХ спонтанно на
рушена, причем соответствующий голдстоуновский бозон р удов
летворяет соотношению

Тогда, как мы видели в разделе 19.2, матричный элемент опера
торного произведения между состояниями с дополнительным голд
стоуновским бозоном малой энергии равен

ф ]т{о{ (X,)...о,  ( * „ ) } !па) = -------- А —
L (2 % f2p p l

х
(20.4.4)

поскольку в интеграле в правой части выражения (20.4.4) выживает 
только вклад голдстоуновского полюсного члена. Используя выра
жение (20.4.1) и сохранение тока, можно записать выражение (20.4.4) 
в виде
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<Р| А  (х ,)...Щ (хп )}| па) = --------- J  г —
L l n J ( 2 n f 2p Pl F

х Е  £  4rjr <Р1 Т (*i )• • • ̂  (Хг)... Oin (хп )}| а).
r= l j r '

(20.4.5)

Применим теперь операторное разложение к обеим частям этой 
формулы. В пределе, когда все х 1,..., х п совместно стремятся к х, 
находим:

Yi Ulv"ln(x1 - x , . . . , x n -х)ф|^(ж)|а) = 1
(2nf!2^ F

' L ' L L tirjrUi1' " l r " Л п ( х 1 ~ х , . . . , х п -х)<Р|^(ж)|а>. (20-4-6)
r = 1 j r i

Как частный случай формулы (20.4.5) имеем

1
(р|^(х)| па) — ,— — Е  'п<Р ■ j(x) tt)- (20 4 7)

( 2 n f /^ 2 P°nF j 1 J (ZUA- }

Поскольку все это верно для произвольных состояний (|3| и |а), ко
эффициенты при ф| А  |а) с обеих сторон равенства (20.4.6) должны 
быть равны, так что

0 = - E % t / r » < * i  ~ х , . . . , х п - х ) +  Е Е Ч г г ^ ? ’”^ (xi ~ х ’ --->х п _ж )-
г г  1 j r

(20.4.8)

Это можно переформулировать как условие, что функция 
U’*1'"ln(x1 -  х п -  х) инвариантна относительно преобразований 
симметрии, порождаемой генератором t, причем действие этой сим
метрии на нижний индекс контраградиентно действию на верхние 
интексы в том смысле, что матрица I заменяется на — t . Это такое 
же соотношение, какое можно было ожидать, если бы порожден
ная током J** симметрия не была спонтанно нарушена.
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20.5. Правила сумм для спектральных функций

Правила сумм для спектральных функций — это ограничения 
на спектральные функции различных токов Рассмотрим сначала 
множество токов которые совершенно произвольны, не считая 
того, что они являются лоренцовскими 4-векторами, а затем рас
смотрим более частные случаи. Для определения спектральных фун
кций токов используем лоренц-инвариантность и записываем

£ 8 4 (р -  pN){VAC| Jg(0)| iV X VAC| Jpv (0)| N ) ' =
N

(2n)~3Q(p°) ( t f v -  р^рУ/ p2)p«p(-p2) + PtlpvPap(-P2) s (20-5-1)

по аналогии с формулами (19.2.19)—(19.2.10) или (10.7.4). Совершая 
фурье-преобразование и используя полноту состояний |N), можно 
записать это выражение в виде

<Jj^(x)Jp(0))VAC = 

Jф 2[тГ р (а> 2) -  (р|х> 2) + р | (ц 2) /ц 2) Э ^ ] д + (х ;ц 2), (20-5-2)

где Д+(ж; ц2) — функция, определенная выражением (5.2.7):

А+ (х ; ц2) = — Ц - f d4p6(p° )5(р2 + ii2 ) е ^ х . 
(2л)3 J (20.5.3)

Предполагая, что операторы токов выбраны эрмитовыми, на осно
вании (20.5.1) немедленно приходим к выводу, что Р(ф (И-2) и Рар(Ц2) 
являются положительными эрмитовыми матрицами. Кроме того, вы
бирая пространственноподобные х ц (для которых функция D+(x) 
четна) и используя в (20.5.2) трансляционную инвариантность и при
чинность, находим, что матрицы pLjO*2) и  Рар(М-2) симметричны.

Далее, при х  —> 0 и х 2 >  0 функция А+(х; JJ2) ведет себя как

А+(х;|Д2) ->
4л;2х 2

+ Ц1
8 %2

In yixjx2 1
2

V
2

+ 0 ( х 2), (20.5.4)
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где у — постоянная Эйлера. Поэтому первые несколько слагаемых в 
среднем по вакууму разложения J^(x)Jp(0) имеют вид

т х щ т VAC
1 Т1HV ос

1 ф 2(рар^2) + Рар^2) /^ 2)

ЛЦ\’

4л2х 2 ( ф 2Р«р^2)^ 2 +

(ж2)2 (х2)3

1 ф 2(р(а0р ^ 2)^ 2 + Рар(^27Г2(Х2)2
+0(1пх  ). (20.5.5)

Отсюда, если некоторая линейная комбинация Е 0р сар ^ а (ж)^р (0))vac 
двухточечных функций имеет при х  —> 0 сингулярность, про кото
рую можно показать, что она слабее чем порядка 1 /х 4, то

£  с ар1 Ф 2(р(ар(^2) + Pap(H2) /V 2) = °> (20.5.6)
а р  ' '

Если же, кроме того, сингулярность слабее, чем 1 /х 2, то

1 с ар { ф 2р(а> 2) =  0 (20.5.7)
а(3

и
£ с ар| ф 2р™хн.
ар

2'Ц2 = 0. (20.5.8)

Выражения (20.5.6), (20.5.7) и (20.5.8) известны, соответственно, как 
первое, второе и третье правило сумм для спектральных функций.

Посмотрим, как все это осуществляется в наиболее интерес
ном случае, когда J]£(x) -  сохраняющиеся токи в теории типа кван
товой хромодинамики. Из сохранения токов следует, что свертка 
выражения (20.5.1) с рц обращается в нуль, поэтому p,Jj.j( р2) долж
на быть пропорциональна 8(—р2) и поэтому автоматически удовлет
воряет третьему правилу сумм для спектральных функций (20.5.8) 
при любых Соф. Если р(а°р(-р2) ^ 8 (-р 2), вклады в выражение (20.5.1) 
могут возникать только от слагаемых |Ва) в сумме по состояниям, 
отвечающих единственной безмассовой частице Ва нулевого спина, 
на практике являющейся голдстоуновским бозоном. Для таких од
ночастичных состояний из лоренц-инвариантности следует, что
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Используя соотношение б(р°- р ) /  2р" = 0(р°)8(-р2) ,, видим, что

(20.5.10)Pap(-P2) = 5 (-p 2) I V p a -

Напротив, Рар(_ Р2) отлична от нуля только при - р 2 > 0.
Более конкретно, рассмотрим перенормируемую асимптоти

чески свободную калибровочную теорию с N безмассовыми (или по
чти безмассовыми) фермионами спина 1/2, принадлежащими одно
му представлению калибровочной группы. Квантовая хромодинамика 
подходит под это описание в случае N =  3, если пренебречь масса
ми и, d, и s-кварков, и в случае N =  2, если считать безмассовыми 
только и и d-кварки. Как мы видели в гл. 19, такая теория обладает 
глобальной SU(N) f  SU(N) симметрией *, под действием преобразо
ваний которой левые и правые компоненты полей легких фермио- 
нов преобразуются соответственно по представлениям (TV, 1) и (1, 
N), где "ДГ и ‘Г соответственно означают определяющее и тожде
ственное представления SU{N).

Токи левой и правой SU(N) симметрий равны

j £ a(x) =  - i ^ ( x ) Y ^ ( l  +  y 5)Xav (x ) ,  J £ a(x) =  - i y ( x ) y ^ ( l - y 5)Xay (x ) ,

(20.5.11)
где Xa образуют полный набор эрмитовых бееследовых матриц, дей
ствующих на индекс «аромата», отличающий N  легких кварков друг 
от друга (ср. формулы (19.7.2) для случая N  =  3). Размерность этих 
токов (в степенях массы) равна +3, так что можно ожидать, что (с 
точностью до логарифмов) коэффициент при операторе 0 размерно

* Существует еще симметрия 1/(1), являющаяся векторной в том смыс
ле, что она действует одинаково на левые и правые компоненты полей 
легких фермионов. Это соответствует просто сохранению числа легких квар
ков, так что эта симметрия не будет нас здесь интересовать. Аксиальная 
17(1) симметрия лагранжиана, действующая по-разному на левые и пра
вые компоненты полей легких фермионов, нарушена квантовыми эффек
тами, обсуждаемыми в разделе 23.5.
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стью d(0) в разложении (20.3.6) произведения двух токов будет иметь 
сингулярность порядка х_6+с*  ̂ при стремлении к нулю разности их 
аргументов х. Отсюда, если разложение линейной комбинации про
изведения токов содержит единичный оператор, то соответствую
щая линейная комбинация спектральных функций ведет себя как 
х“6 и поэтому в общем случае не удовлетворяет ни первому, ни 
второму правилу сумм для спектральных функций. Если оператор 
наименьшей размерности в вакуумном среднем этого разложе
ния — фермионный билинейный ковариант не более чем с одной 
производной, тогда соответствующие линейные комбинации спект
ральных функций ведут себя как х~3 или х-2 и поэтому удовлетво
ряют первому правилу сумм для спектральных функций, но, в об
щем случае, не удовлетворяют второму. Наконец, если оператор 
наименьшей размерности в вакуумном среднем этого разложения
— фермионный билинейный ковариант с двумя и более производ
ными или четырехфермионный ковариант, то сингулярность соот
ветствующей линейной комбинации спектральных функций слабее, 
чем х-2, и поэтому эта комбинация удовлетворяет как первому, так 
и второму правилу сумм для спектральных функций.

Для того, чтобы узнать, какие операторы возникают в разло
жении произведения двух токов, необходимо расклассифицировать 
представления SU(N) х SU(N), содержащиеся в произведении, а 
чтобы установить, имеют ли эти операторы ненулевые вакуумные 
средние, следует узнать, какие из них инвариантны относительно 
преобразований спонтанно ненарушенной подгруппы SU{N) X SU{N). 
Чтобы дать ответ на эти вопросы, заметим, что токи ^£а(х)и 
Jrci(x ) преобразуются по представлениям (А, 1) и (1, А) группы 
SU(N) х SU(N), где А  и 1 — присоединенное и тождественное пред
ставления группы SU(N).

Кроме того, предположим, что спонтанно ненарушенная под
группа SU(N) X SU(N) — это векторная подгруппа SU(N)V с токами 

как в случае квантовой хромодинамики и (как мы 
видели в разделе 19.9) большого числа других теорий. Предположим 
также, что сохранение четности спонтанно не нарушается. Как след
ствие существования указанных ненарушенных симметрий имеем:

PLa,LbO*2) = pRa,Rb(^2) = §ab P W 2) + (20.5.12)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



362 Глава 20. Операторные разложения

и
PL<Ub(^2) = P(Ri,Lb(^2) = Sab[p£V) -  P a V ) ] ,  (20.5.13)

где 8abPy (|l2) и 5abp^(jJ.2) — спектральные функции, определенные 
формулой (20.5.2) для токов

Удобно рассмотреть отдельно произведения токов с одинаковой и 
разной спиральностями.

О динаковая спиральность. Произведения .7̂ а(х)/£>ь(0) и

(А X А, 1) и (1, А X А) группы SU(N) X SU(N), где А и 1 — присоеди
ненное и тождественное представления, соответственно. Для любой 
группы произведение А х А содержит тождественное представле
ние, так что в разложениях этих произведений возникает единич
ный оператор с одинаковыми коэффициентами, пропорциональны
ми 8ab. Отсюда, только бесследовые части операторного произведения 
могут удовлетворять правилам сумм для спектральных функций. 
Но, как мы видели, у спектральных функций нет бесследовых час
тей, так что спектральные функции произведения операторов с 
одинаковой спиральностью не могут удовлетворять ни одному пра
вилу сумм.

Разная спиральность. Оба произведения <̂La(x)JR{)(0) и 
Jrа(х )^ьъ(0) преобразуются по представлению (А, А) группы SU{N)

FLab FRab â,bF ’ (20.5.15)

и формула (20.5.9) имеет в данном случае вид

(VACiJ^a(0)|Bb)=  lF^abP"B (20.5.16)

так что формула (20.5.10) принимает вид

J L M J U  0) преобразуются соответственно по представлениями
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X SU(N). Единичный оператор (и операторы типа Fa(IVFa'uv) являют
ся, конечно, синглетами SU{N) X SU(N) и поэтому не могут возни
кать в разложении таких произведений. Фермионные билинейные 
коварианты без производных типа \(Д|/ преобразуются по (N, N) и 
(N,N) представлениям SU(N) X SU(N), так что они тоже не могут 
возникать в разложениях произведений токов с разной спирально- 
стью. Единственные калибровочно- и лоренц-инвариантные ферми
онные билинейные коварианты с одной производной содержат дей
ствующий на \|/ калибровочно-инвариантный оператор производной 
y^D ,̂ что дает нуль в силу уравнений поля. Таким образом, рас
сматриваемые спектральные функции удовлетворяют как первому, 
так и второму правилу сумм для спектральных функций, принима
ющими теперь вид

| с£ц2 [р(у (ц2) -  р(д (ц2 )]у/]ц2 = F2 (20.5.18)

И

I d^2[ p £ V )  -  Р^(ц2)] = 0. (20.5.19)

В первой работе по правилам сумм 5 было высказано предпо
ложение, что SU{2) X SU(2) спектральные функции имеют острые 
максимумы при определенных значениях ц; можно было думать, 
что для р(̂ (ц 2) это значение равно т р =  770 МэВ, для р ^ ц 2) — 
некоторой неизвестной массе тА. Иными словами,

Ру (Ц2) = 9рб(Ц2 -  ш 2), р™ (ц2) = д|5(ц2 -  ш 2 ).

Тогда формулы (20.5.18) и (20.5.19) принимают вид *

„ 2  2 
_  9А _

2 2 п  т  р т А

9 9
9Р = ГА-

* Выбирая SU(2) генераторы Ха равными матрицам Паули, как в (19.7.2), 
имеем F = F% — 184 МэВ.
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Исключая неизвестную величину дА, приходим к формуле

{ \-1

Первоначально в 1967 году этот результат был использован 
совместно с формулой 6 g2 = 2F|m|' (обоснование этой формулы было 
неясным, но она согласовывалась с экспериментальными данными 
по вероятности распада р —> е+ +  е ) для вывода соотношения

т А = л/2т .

Статус гипотетического ах резонанса с правильными квантовыми чис
лами для связи с аксиальным током (т. е. Jp =  1+, Т = 1 и С ^ 0) = +1) 
и массой в окрестности значения л/2тр в течение многих лет оста
вался неясным. Однако сейчас резонанс с указанными квантовыми 
числами достаточно хорошо установлен при значении массы 1230 
МэВ = 1,6?пр. В наши дни предпочтительнее брать отношение 
тд/тр  в качестве входного параметра, используя либо значение 
v 2, предлагаемое рядом моделей ', либо экспериментальное значе
ние 1,6, и использовать его для предсказания величины др.

После 1967 года удалось достаточно точно и в широком интер
вале энергий вычислить не только др, но и всю векторную спект
ральную функцию Ру (М-2) 517(3) X £17(3) тока в квантовой хромоди
намике, используя измеренное сечение процесса е+ + е_ —> у —> 
адроны и тот факт, что электромагнитный ток есть линейная ком- 
бина-ция SU(3) токов. Аксиальная спектральная функция Рд’ (Ц2) 
SU(3) х SU(3) токов может быть в принципе измерена в процес
се V + е —» адроны, т. к. заряженные компоненты токов (20.5.14) 
совпадают с адронными токами, с которыми связаны .пептоны. Од
нако, хотя рассеяние антинейтрино на электроне изучалось экспе
риментально, малая вероятность этих реакций не позволяет ис
пользовать сталкивающиеся пучки, так что электронная мишень 
находится практически в покое. Чтобы достичь типичных адронных 
энергий, скажем, 3 ГэВ, в системе центра масс, было бы необходи
мо иметь нейтрино с энергиями (3 ГэВ)2/2ш е — 10 ТэВ в лаборатор
ной системе. Интенсивные пучки нейтрино столь высоких энергий 
будут доступны только через много лет, если вообще когда-нибудь.
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К счастью, стало возможным изучать спектральные функции в про
цессе х —» V + адроны, однако энергии адронов строго ограничены 
здесь значением тх =  1,7 ГэВ. Возможно также использовать эф
фективный киральный лагранжиан для вычисления спектральных 
функций при малых JJ2, и с помощью квантовой хромодинамики 
рассчитать разность р!̂ 1 -  р'}1 при больших р2, где она довольно мала. 
Тщательный анализ всех этих возможностей, проведенный в 1993 
году Донохью и Г'оловичем 8, показал, что интегралы от спектраль
ных функций действительно определяются главным образом вкла
дом резонансов р и а1 и приводят к результатам, согласующимся с 
первым и вторым правилом сумм для спектральных функций.

20.6. Глубоконеупругое рассеяние

Метод ренормгруппы совместно с операторным разложением 
нашел наиболее важные применения в анализе глубоконеупругого 
лептон-нуклонного рассеяния. Мы сначала сделаем обзор ранних 
феноменологических моделей таких реакций, а затем покажем, как 
операторное разложение подтверждает справедливость этих моде
лей и позволяет вычислить поправки к ним.

Рассмотрим процесс, в котором электрон 4-импульсом к стал
кивается с нуклоном N 4-импульсом р и в результате образуется 
электрон 4-импульсом к' и, вообще говоря, ненаблюдаемое адрон
ное состояние Н, по которому производится суммирование. Для вы
числения усредненного по спинам инклюзивного сечения нужно знать 
величину

(mN/p°N)W ^(q ,  р) = -  £  1 5 4(рн -  р -  q)(H\ J (̂0)| N)(H\ Jv(0)| N)\
2 a ,N  H

(20 .6 .1)

где J,u — электромагнитный ток (деленный на множитель е), а 
q к -  к' — импульс, переданный от электронов адронам. Требова
ние лоренц-инвариантности приводит к выводу, что функция 
W^v(q, р) должна быть линейной комбинацией величин p^pv, p^qv, 
q^pv, q q̂v и r|!lv с коэффициентами, которые могут зависеть только 
от двух независимых скалярных функций q и р: q2 и V = — q • p /m N.
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Из закона сохранения тока следует, что q„W^ =  gvW^v = 0, 
так что функция W должна иметь вид *

W^v(q,p) =
nr,vЯ Я ЛM-v Wx(v, q2

+ ■
m N

ц Р Я  и p H -------- v  - - Р Я W2(V,q2
(20 .6 .2 )

Кроме того, из выражения (20.6.1) видно, что W^v' = W^L, и 
поэтому W x и W2 действительны, а также что W^v — положительно 
определенная матрица, откуда W x и W2 положительны. В системе 
покоя нуклона дифференциальное сечение равно

d3o
сКЫх

d2o

d£l
(W2 +2W1tg2(0/2)), (20.6.3)

/Мотт

где dQ, =  sin 0 d0 d(p — элемент телесного угла, в который рассеива
ется электрон, a (dG/d£2)MoTT — дифференциальное сечение реля
тивистского упругого рассеяния точечной бесспиновой частицы:

d2o
d£l

COS' !(0/2)

/Мотт 4Е\ sin4(0/2) ’ (20.6.4)

где Ее — —к- р / m N — энергия начального электрона в системе покоя 
нуклона.

Можно ожидать, что при фиксированных значениях величи
ны - р 2н = - q2 + 2 m NV + m 2N дифференциальное сечение очень быст
ро падает при q2 —» оо, т. к. оно должно быть пропорционально квад
рату форм-фактора для перехода от нуклона к любой частице или

* Такой же формализм можно использовать для других глубоконеупру
гих процессов рассеяния лептонов, например, + р —> ц” + Н, если не 
считать того, что из-за несохранения четности в таких процессах возника
ет дополнительное третье слагаемое в Ŵ v(q, р), пропорциональное ê vrspppa. 
Для простоты ограничимся рассмотрением глубоконеупругого рассеяния 
электронов.
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резонансу с массой, близкой к — рн . Поэтому вызвал удивление тот 
факт, что через два года после открытия в 1966 году Станфордско- 
го центра линейного ускорителя (SLAC) коллаборация SLAC-MIT, 
возглавлявшаяся Фридманом, Кендаллом и Тейлором 9 обнаружи
ла, что на самом деле vW2(q2, V) примерно постоянна по q2 для 
фиксированных значений to = 2mwv /q 2 > 1. (Конкретнее, W2(q2, V) 
для протона фитировалась под кривую vW2(q2, V) — 0,35 -  0,004со 
для Ее =  10, 13,5 и 16 ГэВ и 0 = 6° и 10°. Эти эксперименты были 
нечувствительны к значению W x, поскольку tg2(10°/2) = 7,6 • 10_3.) 
Заметим, что в этом пределе - р н2 —> (ю -  l)q2 —> °°, что и объясняет 
название «глубоконеупругое» рассеяние.

Примерно в то же время Бьоркен 10 с помощью алгебры токов 
показал, что W2(q2, v) и W^q2, v) удовлетворяют скейлинговым за
конам: если q2 и V одновременно стремятся к бесконечности, то

vw 2(v,q2) -> F2((£>), W1(V,q2) -> F̂ CO), (20.6.5)

где снова со = 2mwv /q 2. Более интуитивное объяснение происходя
щего чуть позже дал Фейнман 1 Он предположил, что при глубо
конеупругом рассеянии на ультрарелятивистском нуклоне импуль
са р этот нуклон ведет себя так, как будто он состоит из «партонов» 
различных типов, отмечаемых индексом г, причем каждый тип 
партонов с вероятностью :Fi(x)dx обладает импульсом в интервале 
от хр до (.г + d r )р. Тогда для каждого i

jd x .^ x )  = 1. (20.6.6)

Условие, что полный импульс нуклона равен р, приводит к допол
нительному правилу сумм

Д
]Q£ F .(x )x d x  = l. (20.6.7)

В случае упругого рассеяния электрона (массой которого т е мы пре
небрегаем) на партоне 4-импульса хр имеем

x 2mf] = -(q  + хр)2 = - q 2 -  2vm Nx  + x 2m 2N ,

так что V =  q2/  2 т Nx. Поэтому сечение неупругого рассеяния в этой 
модели равно
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d3o
d£ldv

d2 о
v d£l ;

dx 1 +  -
2 m 2Nx 2 2 m 2Nx  j

'(20.6.8)

где Qi — заряд г-го типа партонов в единицах г *. (Слагаемое с tg2(0/2) 
соответствует «дираковскому» партону с магнитным моментом 
eQi/2m iVx.) Сравнивая это выражение с (20.6.3), находим:

'*1 f  о л
W2(V,q2) = £Q | d.x.>j(x) 6 v - q

2т%х j

1
vto

f l l (20.6.9)

Wx (V, q2'-| le ? dx.t^x)
2 mfjX2

v -
2m |x у

o v

2 m
W2(V,q2

JV

(20 .6 .10)
Это хорошо согласуется с бьоркеновскими правилами скейлинга
(20.6.5), в которых

1 Г 1 ^К,(ю)= ^ Q -Ц  (20.6.11)
со

и
F^co) = (a)/2mN)F2((o). (20 .6 .12)

Соотношение (20.6.12) первоначально было выведено Калланом и 
Гроссом 12. Оно согласуется с экспериментом с точностью 10-15%.

Если предположить, что протон и нейтрон состоят соответ
ственно из двух м-кварков и одного d-кварка или одного u-кварка и

о

* Это выражение можно вывести с помощью формул (8.7.7) и (8.7.38) для 
комптоновского рассеяния частицы спина 1/2, 4-импульса р и массы ц. в 
произвольной лоренцовской системе. Для этого полезно заметить, что в 
использованной для вывода этих формул калибровке, в которой началь
ные и конечные действительные векторы поляризации е(1 и е'  ̂ удовлетво
ряют условиям е2 = е'2 = 1, е- р — е • р = е- к = е ■ к’ ~ 0, сумма по 
поляризациям равна

ч2 п , т^{к-к')2 ^ 2т2(к-к')
( к - р ) 2{к'  ■ p f  (к ■ р )(к ' ■ р)
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двух d-кварков плюс любое число нейтральных партонов, то с учетом 
выражений (20.6.11) и (20.6.6) получается правило сумм для W2:

Большой вклад в интеграл дают большие значения W, т. е. 
область, в которой функция F2 измеряется с трудом. Если мы пред
положим также, что полный импульс нуклона распределен между 
тремя кварками в равных долях (и отсутствуют нейтральные парто- 
ны), то вместо выражения (20.6.7) получим более сильное соотноше-

Этот интеграл легче измерить, и оказывается, что результат резко 
противоречит правилу сумм, откуда можно сделать вывод, что боль
шая доля импульса нуклона переносится нейтральными партонами.

Ничто в описанном выше феноменологическом подходе не за
висит от конкретной теории поля. В конечном итоге именно опера
торное разложение указало метод применения лежащей в основе 
теории поля к глубоконеупругому рассеянию. В частности, благода
ря операторному разложению стало ясно, что для объяснения гипо
тез о скейлинге (20.6.5) (и вычисления поправок к скейлинговому 
поведению) необходима асимптотически свободная теория поля. Та
кой теорией в конце концов оказалась квантовая хромодинамика.

Чтобы применить операторное разложение к глубоконеупру
гому рассеянию, совершим сначала фурье-преобразование выра
жения (20.6.1). Используя трансляционную инвариантность и полно
ту адронных состояний |Н), получим:

{mN/p%)wW(q,V) = —^Z,jdze^'*(N\r{zW0)\N). 
' 2(2л)

(20.6.14)

(20.6.13)

ние J :Щх)хс1х = 1 /3  для каждого кварка, и тогда с учетом еоотно 
шения (20.6.11) получим:
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Поэтому асимптотическое поведение W^y (q, р) при q —» оо связано с 
сингулярностью оператрного произведения при z —> 0.

Вычисление коэффициентных функций в операторных разло
жениях с помощью фейнмановских диаграмм относится непосред
ственно не к разложению матричных элементов типа тех, которые 
возникли в выражении (20.6.14) для W^v, а к матричным элементам 
двухточечной функции Грина

(mN/p°N)T^(q, р) = — Ц  £  J dz e~iq'z(N\ Т { Г  (;z)J»* (0)}| N). 
2(2я) а (20.6.15)

Это можно записать через структурные функции для T v̂, опреде
ленные по аналогии с (20.6.2):

г
T^(q,p) =

HrvVq_q
q2

n^v г1\(у,ч2

+ 1 г
u p q  цpH-----

S ( \
v p q  ■

p — ^  ч T2(v,g2),
(20.6.16)

Связь между Tr(V, q2) и Wr(v, q2) (r = 1, 2) устанавливается 13 с 
помощью дисперсионных соотношений * при фиксированном q2:

Tr{V,q2) = - W r(—V,q2)+  -W r(v,q2) 
2 2

+ 1
2 n.i.

dv
, Wr( -v ',q 2) - W r(v ',q2) (20.6.17)

где знаменатель в подынтегральном выражении понимается в смысле 
главного значения. Функции W r(V, q2) обращаются в нуль за исклю
чением области V > q2/2 m N, так что дисперсионные соотношения 
можно переписать в виде

* При q2 — 0 эти соотношения можно вывести точно, как и при выводе 
дисперсионного соотношения (10.8.16) для фотонного рассеяния вперед. Вывод 
при фиксированном q2 Ф 0 более сложен.
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Tr{v,q2) = - W  ( -v ,q 2) + - W r (v ,q2)
2 2

1н-------
2ти

dv'W r{v',q )
q2/2mN

(20.6.18)
Vv + v v - v y

Операторы, дающие вклад в операторное разложение для Тг, мож
но расклассифицировать в соответствии с неприводимыми представ
лениями группы Лоренца, которым они принадлежат. Единст-вен- 
ные лоренц-ковариантны е функции одного 4 -вектора  р 11 с 

' ' iN2 * ' 'фиксированным р2 = —mN2 пропорциональны симметричным тензо
рам р^1 • • • p^s, так что единственными операторами, которые могут 
давать вклад в усредненное по спинам среднее по нуклонным состо
яниям, являются симметричные бееследовые тензоры где 
нижний индекс i отличает друг от друга любые операторы 
с такой тензорной структурой. (По причинам, которые станут ясны
ми ниже, мы используем для различения операторов тот же индекс 
г, который применялся в партонной модели для обозначения типа 
партонов.) Матричные элементы этих операторов имеют вид

= (mN/p°N)[p ^ . . .p ^  -  следы](0si}, (20.6.19)

где (0si) — постоянные коэффициенты. Подобный оператор дает 
в T*-LV(q, р ) вклад, пропорциональный s множителям 4-вектора р, 
и поэтому дает вклад в ТХ(У, q2) и T2(v, q2), пропорциональный со
ответственно Vs и Vs-2. (Мы опустили слагаемые, включающие р2, 
поскольку такие слагаемые подавлены множителями (iN2/q 2 или 
mN2/(p  • q).) Если пренебречь логарифмическими поправками, то в 
асимптотически свободной теории зависимость коэффициентов от 
q2 имеет вид (g2)(-4+6-d(s,i)-s)/2 и ĝ2y-4+6-d(s,i)-s+2)/2̂  соответственно, где
d(s, г) — размерность оператора Щ *, Учитывая, что V «  q2co, полу
чаем, что вклады оператора 0si в структурные функции асимптоти
чески имеют вид

* Степень -4  в показателях возникает от интеграла по z в выражении
(20.6.4), а степень +6 есть арзмерность двух операторов электрического 
тока. Члены -s /2  и —(s—2)/2 служат для компенсации степеней ф, уже 
имеющихся в Vs и Vs-2 соответственно.
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Т ц *  «  v S(q 2j(2-d (s ,i )-s )/2  ж a s - l ( q 2j(2-x(s,i)/2  ( 2 0 .6 .2 0 )

И

vT2,si х  v s_1(q2)(4_d(s-i)_s)/2 <* ®s_1(q2)(2_T(s’1̂ 2, (20.6.21)

где x(s, г) — «твист» оператора 0si, определенный как 14

x(s, i) = d(s, i) — s. (20.6.22)

Видно, что доминирующие слагаемые в Tj и vT2 при q1 —> 0 при 
фиксированном W  определяются вкладами операторов минималь
ного твиста. Кроме того, из выражения (20.6.18) следует, что в Tr(v, 
q2) не содержатся слагаемые нечетной степени по V, так что сюда 
могут давать вклад только операторы Osi с четным s.

Симметричные бесследовые тензоры ранга s минимальной раз
мерности — это операторы

(« «V ,.. , .  = ( i " 2/ 2*0F» l ^ DE - DS FaVb|, (20.6.24)

где /  отмечает сорта кварков, D — калибровочно инвариантная 
производная, а фигурные скобки означают сумму по перестанов
кам и вычитание следов по заключенным в скобки пространствен
но-временным индексам. (Символ <-> означает полуразность про
изводных, действующих направо и налево. Мы берем разность 
производных, поскольку их сумма должна исчезать в любом мат
ричном элементе между состояниями с равными 4-импульсами.) 
Эти операторы имеют размерность 3 + ( s - l )  = 4 + ( s - 2 )  = 2 + s, 
так что их твист х = 2. Таким образом, при q2 —» оо в Т 1 и Т2 дает 
вклад бесконечное число операторов, причем эти вклады зависят 
от W и только логарифмически от q2. Итак, асимптотическая сво
бода подтверждает бьеркеновский скейлинг, но только с точнос
тью до логарифмических поправок. Удерживая только операторы 
твиста два, видим (как это и следует из наших обозначений), что 
для каждого s действительно имеется один оператор для каждого 
типа партонов, причем г принимает значения, отвечающие квар
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ковым ароматам /  (мы объединяем кварки и антикварки), а также 
значение i = 0, отвечающее глюону.

Рассмотрим теперь логарифмические поправки. Асимпототи- 
ческие поведение коэффициентных функций в асимпототически 
свободной теории определяется выражением (20.3.9). Как обсужда
лось в разделе 10.4, если мы пренебрегаем электромагнитными ра
диационными поправками, для электромагнитного тока не нужны 
никакие перенормировочные множители, поскольку эти токи со
храняются. Следовательно матрица с1Г в формуле (20.3.9) обращает
ся в нуль. Матрица е**г не имеет элементов, связывающих операто
ры разного типа по отношению к преобразованиям Лоренца, так 
что в используемых сейчас обозначениях csis'  ̂ = 8ss'C^(s). Таким 
образом, выражение (20.3.9) принимает вид

где .г/ и ./< — константы, возникающие в коэффициентной функции 
для оператора fisi в операторном разложении произведения двух 
электрических токов, I2 — конкретное значение q2, выбранное для 
определения коэффициентных функций, Ъ — константа в ренормг- 
рупповом уравнении однопетлевого приближения (20.3.8) для силь
ной константы связи gq, (f s)  — постоянный коэффициент в матрич
ных элементах (20.6.19).

Коэффициенты операторного разложения не зависят от кон
кретного рассматриваемого процесса, и на них не влияет невылета- 
ние кварков, так что можно вычислить коэффициенты ,r/si и Msi> 
рассматривая фиктивный более простой процесс рассеяния элект
рона на свободном кварке аромата /. Перенормированные операто
ры 0si можно удобно определить так, что однокварковые матричные 
элементы операторов (20.6.23) и (20.6.24) задаются в древесном при
ближении:

(20.6.25)

(20.6.26)

(20.6.27)

Os0\ f" ,o ")  = 0. (20.6.28)
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Усредняя выражение (20.6.27) по о' =  о "  и сравнивая результат с 
выражением (20.6.19), получаем:

m f

р
( - l ) s*

2s!
Tr

1 - ip + n if  

2 p°

так что (для четных s)

{Osf) f  -  8,,- w . (20.6.29)

И

(20.6.30)

При таком определении операторов iy, выбирая масштаб им
пульсов I2 в точке перенормировки достаточно большим, чтобы фун
кции в операторном разложении можно было вычислить в древес
ном приближении, можно вывести вид этих функций из формул 
древесного приближения для сечения электрон-кваркового рассея
ния. Прослеживая вывод выражений (20.6.9) и (20.6.10) в партонной 
модели, видим, что функции W r для рассеяния электрона на квар
ке сорта /  определяются в древесном приближении формулами *

vW.,j = ( т л m f )Q]8(0) -1 ) ,  

Щ. f  = Q/8(G) -  1) “2тj .

(20.6.31)

(20.6.32)

Подставляя эти результаты в дисперсионные соотношения (20.6.18), 
получаем при G) Ф 1

ти  =
Of т N 1

(20.6.33)

* В выражение (20.6.31) включен множитель (mN/m t), поскольку величи
на v определена как - (q • p)/mN, а не как -(q • p)/mf, в то время как в (20.6.2) 
входит W2/m N2, а не W2/m^2. Тогда формула (20.6.32) следует из (20.6.10). 
Величину W можно записать в виде, не зависящем от масс: W = — 2(q • p)/q2.
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vT2 J =
Щ  со2 
2%i со2 -  1

(20.6.34)

Эти результаты можно непосредственно получить с помощью фейн- 
мановских диаграмм для электрон-кваркового рассеяния. Сравни
вая коэффициенты при со8 в выражениях (20.6.33) и (20.6.34) с соот
ветствующими коэффициентами в выражениях (20.6.25) и (20.6.26) 
в точке перенормировки g2 =  I2, и пользуясь формулами (20.6.29) 
и (20.6.30), находим, что

-*Л =
м
2% 4# =

imNQj

ж
(20.6.35)

где, конечно, заряд глюонов Q0 взят равным нулю. Повторим, что 
несмотря на то, что эти значения выведены для электрон-кварко
вого рассеяния, .Jsi и ./)si являются множителями в операторном раз
ложении двух электрических токов, и поэтому они не зависят от 
состояния, по которому вычисляется среднее значение этого опера
торного произведения. Поэтому можно подставить выражение (20.6.35) 
в формулы (20.6.25) и (20.6.26) и получить:

TdV,q2) -> —  X > sQf
2 Л sij

vT2{V,q2) —> —
л Н М

8K2c(s)/b

St]

V

8tc 2c(s)/b
<%■>,

(20.6.36)

(20.6.37)

Вернемся, наконец, к структурным функциям Wr(v, g2). Заметим, 
что коэффициент при cos = (2mNv /q 2)s в Tr(v, g2) дается выражением 
(20.6.18) в виде

-2

2т

f  9g
\s

V 2 % ;
d v V  1 sWr(v ',g2) =

q2/2mjv
da>co_1_sWl

 ̂ 2 ®<T 2 ------ ,<?
V2m IV

Сравнивая с формулами (20.6.36) и (20.6.37), находим:

dcoco 1 SW1 Ш Si)
8 tc2c  (s)/b

<%)* (20.6.38)
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dc00) svW.
OXf

2т
-Л

N

—> т N E e l
8я 2c(s)/b

Щ] >• (20.6.39)

Очевидно, что удовлетворяющие этим уравнениям функции W r 
можно записать в виде, аналогичном уравнениям (20.6.9) и (20.6.10) 
партонной модели:

W,
f  2  ̂

2------- ,g
v2mw j

E Q i 4 ( L/ ° W !). (20.6.40)

vW„ Щ  2------- ,qv2mw у
2m

CO
(20.6.41)

где ;#j — партонная функция распределения, определяемая теперь 
уравнением моментов

dx Xs 1 (х, q2) = —
о 2 i

8it2c(s)/b
(20.6.42)

В частности, видно, что асимптотическая свобода приводит не только 
к уточноенной версии бьеркеновского скейлинга, но и к соотноше
нию Каллана-Гросса (20.6.12) между Wx и W2.

Альтарелли и Паризи 15 нашли элегантную переформулиров
ку уравнений для моментов (20.6.42), которая стала широко исполь
зоваться при изучении глубоконеупругого рассеяния. Заметим, что 
уравнение (20.6.42) совместно с уравнением ренормгруппы (20.3.8) 
приводят к дифференциальным уравнениям

d Г1 Г1
q2 — -  d x x s_1 ;J (̂x, q2) = -g g V  Cj (s) d x x s_1 ;/j(x ,q2). 

dq2 J о 3- Jo ‘

(20.6.43)

Эти уравнения совместно с «начальным» условием в точке пере
нормировки 12
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Г1 1
dx x s~l Щ (х, I2) = — р|{ ), 

Jo 2
(20.6.44)

имеют единственное решение, поэтому их можно использовать вме
сто уравнений для моментов. Далее, уравнение (20.6.43) удовлетво
ряется решением дифференциального уравнения для Щ

2 _  9̂
4 л:2

dy ( \ х

\У j
Pjl У’ Ч2) ’ (20.6.45)

где матричная функция Pn(z) удовлетворяет условиям

/•1
2s” 1 Pij(z)dz = -45i2ci3(s). (20.6.46)

(Множитель 4л2 выбирается по соглашению.)
Матрица cn(s) была вычислена в квантовой хромодинамике 

Джорджи и Политцером 16 и Гроссом и Вильчеком 11. Они предполо
жили, что существует N сортов кварков, которые достаточно легки 
для того, чтобы их можно было считать безмассовыми, а кварки 
всех других сортов можно считать очень тяжелыми и провести про 
ним интегрирование, так что этими кварками можно пренебречь во 
всем за исключением их влияния на величину константы сильного 
взаимодействия. Результаты, полученные в базисе, определяемом 
операторами (20.6.23) и (20.6.24), имеют вид

c00(s) —
1 1 1 1 s 1

-------------------------------------------------------------------------------+ 1 А12 s (s - l )  (s + l)(s + 2) t у?
N „  н—  C.2 (20.6.47)

1 +
s + 2 s(s + l)(s + 2) (20.6.48)

Cof(s) -
8n

Co
2 3

1 +
s + 1 s(s -  1) (20.6.49)
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(20.6.50)

где индексы 0 и /  обозначают соответственно операторы (20.6.24) и
(20.6.23), константы Су и С2 определены формулами (17.5.33) и (17.5.34) 
(причем след в выражении (17.5.34) берется только по одному сорту 
кварков), N  есть число сортов кварков, а константа С3 определена 
(с использованием обозначений раздела 17.4) формулой

В реалистическом случае SU(3) калибровочной группы с квар
ками в ее определяющем представлениии 3, эти константы равны

Приведенные довольно сложные результаты принимают бо
лее простой вид, если выразить их через функции Альтарелли— 
Паризи. Можно непосредственно убедиться, что условие (20.6.46) 
удовлетворяется, если

где в интеграле по ж от 0 до 1 функция 1/(1 — х)+ определена равен
ством

V a  = с з921- (20.6.51)

Сг = 3, С2 = 1/2, С3 = 4/3. (20.6.52)

+ 28(1- ж )  , (20.6.53)

(20.6.54)

3 \_х
(20.6.55)

1 -  х
X

f(x)  S fix) -  /(1)
(20.6.57)(1 -  х)+ 1 -  X
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Для каждого s имеется очевидное (N -  1)-кратно вырожденное соб
ственное значение матрицы c(s), равное коэффициенту при 8 , в 
формуле (20.6.50):

с собственными операторами, дающимися всеми независимыми ли
нейными комбинациями операторов (20.6.23) с коэффициентами ар 
удовлетворяющими условию = 0, и принадлежащими присое
диненному представлению ненарушенной глобальной SU(N) группы 
симметрии квантовой хромодинамики с N  сортами кварков. Вдоба
вок для каждого s существуют два собственных оператора, принад
лежащих синглетному представлению SU(N) и выражающихся ли
нейными комбинациями оператора (20.6.24) и суммы по /  операторов
(20.6.23). Эти собственные операторы и соответствующие собствен
ные значения можно найти, диагонализуя 2 x 2  матрицу

Она имеет одно нулевое собственное значение, соответ
ствующее линейной комбинации и fffj , равной тензору 
энергии—импульса, который, как и ток J1*, не перенормируется. 
Другое собственное значение матрицы (20.6.60) дается ее следом

данного s должен быть по крайней мере не меньше, чем минимум 
собственных значений cî s') для любого s' <  s, поскольку в против
ном случае при достаточно больших q2 интеграл (20.6.42) станет в 
конце концов больше для s, чем для s', в противоречии с тем, что 
этот интеграл является строго убывающей функцией s. Поскольку 
для s = 2 минимальное собственное значение равно нулю, можно 
заключить, что все другие собственные значения для s > 2

с (.s', присоед) = — -  
8л

1

присоед) ‘ (20.6.59)

Для s = 2 эта матрица принимает вид

NC3/6%2
С3/Зл2 (20.6.60)

NC-, 6л2 : С. / Зл2. Далее, минимум собственных значений е,.(.ч) для
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положительны. На самом деле, все они положительно определены, 
поскольку для s >  2 нет неперенормированных операторов. Поэтому 
строгий бьеркеновский скейлинг имеет место только в экстремаль
ном пределе, когда gq1 —> 0, и выживает только вклад тензора энер
гии-импульса. Предсказания о нарушениях бьеркеновского скейлинга 
были подтверждены экспериментально в результате исчерпываю
щего анализа глубоконеупругого электрон—нуклонного и мюон—нук- 
лонного рассеяния.

20.7. Ренормалоны *

С момента зарождения квантовой теории поля теоретиков ин
тересовал вопрос, сходятся ли ряды теории возмущений для физи
ческих матричных элементов, а если нет, то что можно с этим сде
лать? В самом начале современного периода развития Дайсон 18 
отметил, что число диаграмм п -го порядка теории возмущений ти
пично растет как п\, откуда можно сделать вывод, что ряды теории 
возмущений имеют нулевой радиус сходимости.

Для улучшения сходимости степенных рядов, у которых член 
n-го порядка растет как п\, существует хорошо известная техника, 
называемая преобразованием Бореля 19, которая позволяет либо 
сделать ряд сходящимся, либо, по крайней мере, исправить пове
дение ряда так, что он может быть использован как асимптотичес
кое разложение в более широком интервале значений констант свя
зи. Для данного ряда

F{g) = Yjfn9n (20.7.1)
п

мы рассматриваем связанный с ним ряд

B(z) = '£ f nzn/n\. (20.7.2)
П

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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Если f n растет не быстрее, чем п\, тогда в общем случае В(г) будет 
иметь по крайней мере конечный радиус сходимости. Вопрос заклю
чается в том, можем ли мы восстановить исходный ряд (20.7.1), 
зная пересуммированный ряд (20.7.2)? Используя знакомую фор
мулу

Jo” ехр(- z/g) zn dz = n\ gn+1, 

видим, что, по крайней мере, формально

ехр(-z/д) B(z)dz. (20.7.3)

Особенности B(z) в любом месте комплексной плоскости огра
ничивают радиус сходимости ряда (20.7.2), однако если эти особен
ности находятся вне положительной действительной оси, такое ог
раничение не является неразрешимой проблемой. Чтобы вычислить 
F(g) с помощью (20.7.3), нужно знать значения B(z) только для дей
ствительных положительных z, меньших или порядка д, и эти зна
чения можно получить из степенного ряда (20.7.1), если все особен
ности B(z) в комплексной плоскости находятся от начала координат 
на расстояниях, много больших д. Даже если модули нескольких 
полюсов z |, z2 и т. д. — порядка или меньше д, можно вычислить 
B(z) для значений z порядка д, используя степенной ряд для (z -  
zr)(z -  z2)-  B(z), но для этого, правда, мы должны знать, где эти 
полюсы находятся.

Особенности B(z) на положительной действительной оси зна
чительно неприятнее, поскольку они делают недействительной фор
мулу (20.7.3). Контур интегрирования в этом интеграле можно де
формировать так, чтобы обойти особенности на положительной 
действительной оси, но тогда мы сталкиваемся с неоднозначнос
тью: следует ли проводить контур над или под особенностью?

В этом разделе мы покажем, что некоторые особенности 
борелевского образа B(z) связаны с решениями классических поле
вых уравнений, известных как инстантоны, в то время как дру
гие особенности, называемые ренормалонами, связаны со слагае
мыми в операторном разложении. В квантовой хромодинамике именно 
ренормалоны препятствуют применению преобразования Бореля для 
суммирования рядов теории возмущений.

Впервые Липатов 20 в 1976 г. показал, что некоторые особенности 
борелевского образа B(z) связаны с существованием классических
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решений полевых уравнений. Рассмотрим функцию F(g), опреде
ленную евклидовым функциональным интегралом

*’(</) ]'4ф|ехр(7[ф.д]). (20.7.4)

(Использование евклидового функционального интегрирования об
суждается в Приложении А к гл. 23.) Коэффициенты в степенном 
ряде (20.7.1) даются выражением

к  =^—j d\(P\jdgg п 1 ехр(7[ф, д])
1 (20 7 5) = —  J d[ ф]| dg ехр(Дф, д ] - { п  + 1) In д), .......

где | означает контурный интеграл, взятый по обходимому против 
часовой стрелки замкнутому контуру в комплексной плоскости д, 
окружающему точку д = 0. Для очень больших п разумно предполо
жить, что интеграл определяется точкой фп, дп, где аргумент экс
поненты в последней строке формулы (20.7.5) стационарен как по ф, 

так и по д:

бДф, дТ
8ф(х)

дДф„,д]

Э д

=  0, 

п +1

(20.7.6)

(20.7.7)
Я=9п

Например, предположим, что 7[ф, д] есть действие безмассового 
скалярного поля

(20.7.8)

где суммирование производится по направлениям евклидовых ко
ординат 1, 2, 3, 4. Тогда уравнение поля (20.7.6) принимает вид

пФп=^9пФп- (20.7.9)
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Мы увидим, что дп отрицательно, так что решение есть

ф„(^) = (-д) 1/2 Х(^), 
где %(х) — независящее от д решение уравнения

□  у  = ---------у ЗAi л АIо
Условие (20.7.7) принимает вид

~ 2 4 . f d 4 x ( p "  =

(20.7.10)

(20.7.11)

п + 1

или в записи через перемасштабированное поле (20.7.10)

!' " = -2 4 (^ Т Т )1 Л г ):4 ' <2а7-12>

В этой стационарной точке действие (20.7.8) становится равным

Дфп,9п] = ~ 1 \ Эг<МгФп d4X -  J ф 

= 24 J = ~ n ~ L

4 d4x =
(20.7.13)

Вычисление (20.7.5) в стационарной точке приводит при п —> 
выражению

ч - П - 1

fn 9

~ п !

ехр{/(Ф„, с;„)) = (гг ч- .1)п+1
24 J %4d4x

(20.7.14)

** Здесь символ «~» следует интерпретировать как означающий «асим
птотически равно с точностью до постоянных множителей и степеней те». 
Эти множители возникают от множителя лД2лте в формуле Стирлинга для 
(те + 1)!, от отношения (те + 1)! и те!, и от интеграла по флуктуациям д и ф(х) 
вокруг стационарной точки. Поскольку мы не собираемся вычислять мно
жители, возникающие от последнего источника, не имеет смысла удержи
вать и множители от первых двух источников.
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Поэтому ведущей особенностью B(z) является полюс при 2 = zlt где

Поскольку это выражение отрицательно, оно не препятствует прове
дению интегрирования в формуле (20.7.3). Чтобы вычислить положе
ние полюса (20.7.15), заметим, что уравнение поля имеет решение

ния поля есть элементарный пример «инстантонного» решения, ко
торое будет обсуждаться в разделе 23.5. (Такие решения называют
ся инстантонами, поскольку вместо того, чтобы концентрироваться 
вдоль мировой линии, они концентрируются в окрестности точки в 
пространстве-времени, в данном случае — в окрестности начала 
координат.) К счастью, положение полюса не зависит от а:

Мы видим, что ряд теории возмущений для B(z) можно использо
вать в формуле (20.7.3), если д 16те2. Если д /  16л;2 порядка или 
больше единицы, мы все еще можем вычислить B(z) с помощью 
ряда теории возмущений для (z +  1 6tc2)B(z).

В разделе 23.5 мы увидим, что в неабелевых калибровочных 
теориях типа квантовой хромодинамики, существуют инстантон- 
ные решения, однако они приводят к сравнительно безобидным осо
бенностям B(z) на отрицательной действительной оси. Реальная про
блема в квантовой хромодинамике связана с другим классом 
особенностей, известных как ренормалоны 21. Они впервые были 
обнаружены после того, как стало понятно 22, что отдельные диаг
раммы 2п-го порядка, типа показанной на рис. 20.3, могут давать 
индивидуальные вклады, растущие как п!, и поэтому согласно вы- 
ражени. (20.7.2) могут приводить к дополнительным особенностям 
B(z). (В данном конкретном случае особенность известна как инфра
красный ренормалон, поскольку он возникает от виртуальных

(20.7.15)

4л/3а (20.7.16)

где г = (XjX;)1̂ 2 и а — произвольный параметр. Это решение уравне-

(20.7.17)
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Рис. 20.3. Одна из класса IV-петлевых диаграмм, вклад которых растет как 
АН. Сплошные линии — фермионы, волнистые линии — калибровочные

бозоны

импульсов, много меньших тех, которые используются для опреде
ления бегущей константы связи квантовой хромодинамики.) К 
счастью, для определения положения инфракрасных ренормалонов 
можно использовать операторное разложение, не обращаясь к от
дельным фейнмановским диаграммам.

В качестве простого, но важного примера рассмотрим сумму 
П^ф (с?) всех вакуумных диаграмм квантовой хромодинамики со встав
ками 4-векторных токов J  ̂ и Jр, вносящих в диаграмму и унося
щих из нее 4-импульс q. (Величина ГР^д) определяет адронный вклад 
в электрослабую поляризацию вакуума, а ее мнимая часть связана 
с сечением аннигиляции е+е~ и электрон—антинейтрино в адроны.) 
Как мы видели в разделе 20.5, вклады в эту сумму оператора 1 
ведут себя как q2 (фурье-образ х_6), вклады оператора F^wFaiiv ве
дут себя как q-2, вклады четырехфермионных операторов ведут себя 
как q-4, и т. д. (Например, вклад оператора F^wFa(lv возникает от 
диаграмм типа рис. 20.3 с текущим по цепочке пузырей импульсом, 
много меньшим импульса q.) Из размерного анализа следует, что 
эти зависящие от импульса множители должны сопровождаться 
вакуумными матричными элементами, пропорциональными А0, А4, 
А6 и т. д. Но если вычислить фейнмановские диаграммы, используя 
бегущую константу, определенную на масштабе ц А, где кон
станты связи малы, то согласно формуле (18.7.7)

А2 = jx2 ехр
V

(33 2пу)а5(ц) (20.7.18)
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где Пу — число сортов кварков массы много меньшей, чем (J.. Опера
торы размерности cl > 0 давали бы вклад в операторное разложение 
с зависимостью от константы связи

Лd ехР
/ 6%d

V(33 2ny)as(ji) (20.7.19)

В квантовой хромодинамике теория возмущений приводит к ряду 
по степеням as = д2/4тс, а не д, поэтому можно записать формулы
(20.7.1) и (20.7.3) через as:

F( « s) = L /n a ?> (20.7.20)
П

-оо
a sF(as) = exp (-z /a s)B(z)dz. (20.7.21)

Jo

Наличие в IPv слагаемых с зависимостью (20.7.19) от константы свя
зи указывает, что функция B(z) должна иметь особенности (не обя
зательно полюсы) при

_ 6%d
Zl =  (20-7-22) 

Они находятся на положительной действительной оси и делают ин
теграл (20.7.1) неоднозначным. Таким образом, суммирование по 
Борелю нельзя использовать при рассмотрении низкоэнергетичес
ких эффектов в квантовой хромодинамике.

В том, что диаграммы с малыми виртуальными импульсами 
препятствуют использованию теории возмущений, конечно, нет ни
чего нового. Как мы видели в разделе 20.2, весь смысл операторного 
разложения заключается в том, чтобы отделить части фейнманов- 
ских диаграмм, в которых каждая линия несет большой импульс и 
вклады которых могут быть вычислены по теории возмущений в 
асимптотически свободных теориях, от тех частей, по которым те
кут малые импульсы, и вклады которых не могут быть рассчитаны 
по теории возмущений.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



Приложение. Поток импульса: общий случай 387

Приложение. Поток импульса: общий случай

В этом приложении мы рассмотрим асимптотическое поведе
ние амплитуды в произвольной перенормируемой квантовой теории 
поля в ситуации, когда импульсы любого множества из двух или 
более внешних линий становятся большими, учтя при этом опера
торы, содержащие произведения произвольного числа полей и их 
производных с размерностью, ограниченной предельным значени
ем N. Чтобы решить задачу, необходимо ввести более компактные, 
чем в разделах 20.1. и 20.2, обозначения. Буквы I, Г и т. д. будут 
обозначать множество внешних линий i определенных сортов, ко
торые либо входят в фейнмановскую диаграмму или ее часть, либо 
выходят из нее. Буквы 7с, к' и т. д. будут обозначать множество 4- 
импульсов 7с,: этих линий, подчиненных условию, что их сумма рав
на определенному фиксированному значению р. Амплитуда 
Гц'(к, к', р) есть сумма всех диаграмм с множеством I входящих 
линий, несущих 4-импульсы Тс, и множеством V выходящих линий, 
несущих 4-импульсы к', включая конечные голые пропагаторы для 
множества линий I, но не V.

Как следует из теоремы об индексе диаграммы 3, упоминав
шейся в разделе 12.1, та часть области интегрирования, в которой 
импульсы порядка 7с протекают только через поддиаграммму с вне
шними линиями I и I", дает вклад в Ггг-(7с, к', р) порядка 7сй<г,г ', где 
d(l, I") — (массовая или импульсная) размерность этой поддиаг
раммы:

(Последнее слагаемое в (20.А.1) возникает из-за пропагаторов для 
линий из множества I.) Удобно переписать формулу (20.А.1) в виде

где п(1) — число линий в множестве I, а N(1) — полная размерность 
полей для этих линий:

d(i,i") = 4 -  £  (i + Sf) - £ ( 2 - a % ) . (20.А.1)
tel,l

d(l, Г) = 4 -  4n(l) -  N(V) + N § , (20.A.2)

n(7) = £  1, iV (Z )s£ (S i+ 1). (20.A.3)
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Здесь Sj — «спин» линии сорта i в смысле, использованном в разде
ле 12.3: размерность поля сорта i равна 1 + st, а голый пропагатор 
такого поля ведет себя как .̂-2+2s,-, (Для скаляров и калибровочных 
бозонов Sj = 0, для частиц спина 1/2 s, = 1/2.)

Учитывая асимптотическое поведение, связанное с этими под
диаграммами, мы хотим показать, что при к —> °° (все компоненты 
устремляются к бесконечности вместе по общим направлениям) и 
фиксированных к' и р, асимптотическое поведение \ ц(к, к', р) в 
каждом порядке теории возмущений имеет вид

UV)
Г1Г(к,к',р) = +  (20.А.4)

о

где сумма берется по операторам 0 размерности N(0) < N, функция 
U j  порядка к4' X{l1 in'ly Л;' а  о(?сА) означает слагаемые, обращающие
ся в нуль быстрее (по крайней мере, на один множитель 1/к), чем 
степень

Чтобы изолировать вклад операторов размерности < N, опре
делим «iV-неприводимую» амплитуду Iff (к, к', р) как сумму всех ди
аграмм для 1'ц'(к, к', р), в которых линии из множества I не могут 
быть отделены от линий множества V путем разрезания любого мно
жества I" внутренних линий с N(1") < N. Поскольку разность Г — 7N 
содержит диаграммы, которые можно разъединить указанным спо
собом, то эту разность можно записать в виде

(ДГ)

ГV(fc, к', р) -  Iff,(к, к', р) = £  J dk"Iff,(k, к", р)Гг г {к", к',р ) , (20.А.5)
г

где I P  означает сумму по множествам I" линий частиц с Щ I") < N, 
а J dk" — интеграл по компонентам 4-импульсов частиц в множе
стве I , подчиненных ограничению, что сумма этих импульсов рав
на р.

Асимптотическое поведение ядра 1^ {к ,к " ,р )  много проще, чем 
поведение Гг1"{к, к", р). При к —> °° и фиксированных к" и р оно 
определяется той частью области интегрирования, где каждая внут
ренняя линия несет импульс порядка к, что приводит к асимпото- 
тическому поведению kd{-1'1 \ поскольку слагаемые, в которых толь
ко некоторая подобласть имеет такие большие импульсы, должны 
быть связаны с остальной частью диаграммы мостом Т" линий
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с N(l'") > N > N(l"), что при к —> °° дает вклад, меньший по край
ней мере в раа Таким образом, дифференцирование 
1 $„(к,к",р)1Ю любой компоненте к"  или р уменьшает аемптотичес- 
кое поведение до порядка ка{1’1"'гЛ. Но d-кратное дифференцирова
ние снижает асимптотическое поведение до степени kd{1'1  ̂ только 
если d < N — N(l") + 1, поскольку для высших производных (все они 
действуют на линии, несущие импульсы к" или р) возрастает вклад 
от области интегрирования, где поддиаграмма, несущая импульсы 
порядка к, связана с остальной частью диаграммы мостом линий V" 
полной размерностью большей чем N. Поэтому для того, чтобы учесть 
вклад операторов, содержащих производные полей, можно запи
сать асимптотическое поведение Iх в виде

1$(к ,кГ,Р) =  £  1^(к)Рг ^ , р )  + о ( ^ ) - М +ЩП ^
v:dv + N (l" )< N  у ’

где Рщ(к",р) — полный набор однородных полиномов порядка d по 
п(1") импульсам к"  и р, а 1$„ (к) — функции только от к порядка 
fcddn-d при ^ —>00.

Нельзя сразу подставить (20.А.6) в (20.А.5), поскольку важ
ные вклады в интеграл по к"  дает область, где некоторые к"  по
рядка к. Чтобы разобраться с этим, используем математическую 
индукцию. Предположим, что формула (20.А.4) верна вплоть до 
некоторого заданного порядка теории возмущений, и подставим 
ее в правую часть (20.А.5), чтобы вычислить асимптотическое по
ведение Г в следующем порядке теории возмущений. Перепишем 
(20.А.5) в виде

г]v(k,k',p) = I$(k,k\lp)
cm " Й8 '

+ L
I" J

dk"I^(k, k", p) Yv r ( k " ,k ' ,p ) -Y ,U lf;(k")Ff,r (k',p)
_ fl _

(jv) (20.А.7)
+ I р )  I  J dk"I$„(k, к", p)U£{k") .

О l" :N ( l" )<N

Согласно (20.А.4), величина в квадратных скобках во втором слага
емом в правой части формулы (20.А.7) обращается в нуль при 
к"  —» оо быстрее, чем (k")4~ini'lr , так что произведение этого
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множителя на полином Рг ,.(к") порядка v < N -  N(l") обращается в 
нуль быстрее, чем (к")’  4 что приводит к конечному интегралу 
по Цп(1") — 1) независимым компонентам к" *.

Следовательно можно в этом слагаемом использовать форму
лу (20.А.6), и в результате

Iu'v(k)PVw(k',p)l'ir(k,k',p) —> Y, ч/v'
v:dv + N(l ')<N

m  ,

+ L  I  ifrv{k)\dk"PVy{k",v )
l "  v:dv + N (l " )< N  
' ' №  ' 

rVT(k",k ',P) -  z,u i;(k ")F gj.(k',P)
Cj

(JV) (N) ■
+ P)E  1 dk"I(i„(k, к", р)иГ(к'

a i"

(20.A.8)

причем поправка меньше, чем выписанные слагаемые, на множи
тель 1/к. (Конечно, первое слагаемое в правой части (20.А.8) при
сутствует только при N(l') < N.)

Далее, для каждого значения I и V, причем dv + N(l) < N, 
существует такой оператор 0, содержащий произведения полей, 
отвечающих линиям в I, и dy производных, что в нулевом порядке 
теории возмущений вершинная функция с входящим импульсом р, 
который несет оператор 0, и исходящими импульсами к, уносимы
ми внешними линиями I, является полиномом P;v(fc, р). Тогда соот
ветствующая полная вершинная функция для перенормированного 
оператора равна

% (Ж р ) = 'Е 2 м '{5Ш РЪгАк>'Р) + J^ Щ ^ { к \ р Щ ^ ( к ' гк,р)\, (20.А.9)г

* Здесь не учтена возможность, что даже если подсчет индекса указывает 
на сходимость интеграла во втором слагаемом в правой части (20.А.7) по 
области, где все к" стремятся вместе к бесконечности, при п{1") > 3 подин- 
тегрирования могут расходиться. По этой причине приведенные в прило
жении доводы не являются доказательством операторного разложения, за 
исключением рассмотренного в разделе 2.2 простого случая, когда импуль
сы только двух внешних линий устремлялись к бесконечности, и мы иска
ли слагаемые в степенном разложении, связанные с операторами, квадра
тичными по полям.
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где 1(7 и Уй нумеруют сорта полей и пространственно-временных про
изводных в операторе ft Видно, что формула (20.А.4) выполняется 
при

(«)
ul(k) =  z ,i* ,(k )

о'
(N)

у-1
^ ff'n j d k "u f (k " )P f),(Г )

Z"
(20.А.10)

где мы используем теперь сокращенные обозначения:

48 (к) = 111рЩ(к), РП(к) =  Р1т(к). (20.А.11)

(Зависимость Г? „р от р опущена по тем же причинам, что и в разде
ле 20.2; сравнимо к" с к или нет, можно пренебречь р по сравнению 
с к.) Определим константу перенормировки ZgC' так, что в точке 
перенормировки /с(ц), р(ц) функция Ff7i(/c(|i),p()i)) имеет то же зна
чение Ьц Р0 (fc(j-i), р(ц)), которое было бы у нее в отсутствии взаимо
действий:

5W/P,(fc(H).P(M)) =  %(КД),р(|Х)) =
O'

x {bl(y.lPlvc, - P(R)) +  J d k 'Pl0-vo- W ,  P№))l'l0.l(k\ H ll), р(ц))} .
(20.A.12)

Для Г = 0 это уравнение имеет единственное решение Z =  1 
(поскольку полиномы для заданного множества линий предполага
ются линейно независимыми), поэтому по соображениям непрерыв
ности уравнение (20.А.12) будет иметь единственное решение для 
констант связи в некоторой ограниченной области значений. Поэто
му уравнение (20.А.10) дает рекурсивное определение коэффициен
тных функций Upik), входящих в общее операторное разложение 
(20.А.4).

Задачи

1. Рассмотрите теорию фермионного поля у, взаимодействующе
го со скалярным полем ф, причем взаимодействия имеют 
вид \|А|/ и «р4. Перечислите операторы, входящие в операторное
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разложение произведения \|/(0)х]/(0) с коэффициентными фун
кциями, которые (как можно судить на основании теории воз
мущений) сингулярны и не исчезают при х  —> 0. Опишите, как 
вы стали бы вычислять эти коэффициентные функции в одно
петлевом приближении.

2. Рассмотрите квантовую хромодинамику с N  безмассовыми квар
ками, и определите спектральные функции скалярных и псев
доскалярных билинейных ковариантов формулами

£  <VAC| \j7(0)A,a\|/(0)| V A C X V A C f  \j7(0%\|/(0)| V A C ) 4
N

= (2л)-3е(р°)р£р(-р2),

£  <VAC| у(0 )тД а\|/(0)| VACXVACl Щ0)у5̂ у(0)| VAC)4
N

=  (2л)-36 (р °)р ^ (-р 2),

где la — полный набор бесследовых эрмитовых матриц N X N, 
нормированных так, что Тт{1а1р} =  25ар. Какие правила сумм 
для спектральных функций удовлетворяются линейными ком
бинациями Р«р(Ц2) и Рар(Ц2)?

3. Выведите соотношение (20.6.8) в партонной модели из формул
(8.7.7) и (8.7.38) для комптоновского рассеяния.

4. Перечислите калибровочно инвариантные бесследовые тензоры 
твиста четыре в квантовой хромодинамике.

5. В безмассовой скалярной теории поля с взаимодействием 
—д(р4/24 (д > 0) определите, где в комплексной плоскости мож
но ожидать появления у функции (20.7.3) особенностей типа 
ренормалонов?
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2 1

Спонтанно нарушенные 
калибровочные симметрии

Поначалу казалось, что доказанная в 1961 году теорема 1 
о том, что нарушенная симметрия влечет появление безмассовых 
голдстоуновских бозонов спина нуль, является серьезным основа
нием для поиска нарушенных симметрий в природе. Несколькими 
годами спустя рядом авторов было отмечено уже упоминавшееся в 
разделе 19.2 исключение из этой теоремы: если нарушенная сим
метрия не глобальна, а локальна, то голдстоуновские бозоны от
сутствуют 2. Соответствующие степени свободы проявляются как 
связанные с нарушенной локальной симметрией состояния век
торных частиц нулевой спиральности, приобретающие поэтому 
массу. Это явление, общеизвестное сейчас как механизм Хиггса, 
не было сначала сразу использовано в какой-то реалистической 
теории, возможно, потому, что в середине 1960-х годов стало 
ясно, что пион является голдстоуновским бозоном спонтанно на
рушенной приближенной симметрии, и поэтому попыткам избе
жать появления голдстоуновских бозонов стали уделять меньше 
внимания. Однако вскоре оказалось, что спонтанно нарушенные 
локальные симметрии обеспечивают естественную основу для по
нимания слабых и электромагнитных взаимодействий элементар
ных частиц 3.

21.1. Унитарная калибровка

Мы видели в гл. 19, что в теории с глобальной группой сим
метрии G, которая спонтанно нарушается до подгруппы Я, для 
каждой независимой нарушенной симметрии существует безмассо-
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вый «голдстуновский» бозон в том смысле, что массовая матрица 
М 2пт действительных бесспиновых полей фп(х) имеет нулевое соб
ственное значение, отвечающее собственному вектору 'Lm{ta)nmvm 
для каждого независимого генератора ta нарушенной симметрии 
группы G. (Мы рассматриваем здесь случай, когда эти голдстоунов
ские бозоны включены в общее число элементарных бесспиновых 
частиц, представленных скалярными или псевдоскалярными полями 
фп, входящими в лагранжиан; более общий случай будет рассмотрен 
в разделе 21.4.) Мы видели также, что можно устранить эти голд
стоуновские моды, подвергнув поля G-преобразованию у_1(х),

Фя(®3 = I™ У~]п{х)(рт{х), (21.1.1)

такому, что новые поля ортогональны голдстоуновским направле
ниям *

0 = 1  nm<?n(x)(ta)nmvm, (21.1.2)

где vn — среднее по вакууму,. После такого поворота полей, при 
котором они удовлетворяют соотношению (21.1.2), поля голдстоу
новских бозонов возникают вновь как зависящие от точки простран
ства-времени параметры в у(х). Смысл этой процедуры заключался 
в том, что, поскольку лагранжиан был инвариантен относительно 
преобразования (21.1.1) с постоянными у(х), вся зависимость от у(х) 
выпадала, за исключением тех слагаемых, где на у(х) действовали 
производные.

С другой стороны, если лагранжиан инвариантен не только 
относительно постоянных G-преобразований, но и относительно 
G-преобразований, зависящих от точки в пространстве-времени, 
тогда преобразование (21.1.1) является истинной симметрией тео
рии, и вся зависимость от у(х) выпадает из лагранжиана, так что 
можно везде просто заменить фп(х) на. Это является выбором ка
либровки, которая фиксируется наложением условия (21.1.2) на, а 
не наложением условий на сами калибровочные поля. (Например, в 
электродинамике заряженного скалярного поля ф = фг +  гф2 можно 
выбрать калибровку типа лоренцовской или кулоновской, наложив

* Здесь мы работаем с действительным приводимым или неприводимым 
представлением алгебры симметрии, для которого матрицы ta действи
тельны. Переход к комплексным представлениям описан ниже.
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соответственно условия = 0 или V • А  = 0, но с тем же успе
хом можно выбрать калибровку, наложив условие на <р, напри
мер, потребовав, чтобы ф было действительным, или, иначе го
воря, повернув 2-вектор {Иеф, 1тф} в направлении первой оси.) 
Калибровка, определенная условием (21.1.2), называется унитар
ной калибровкой За, т. к. в этой калибровке будет очевидно, что 
в теории отсутствуют любые степени свободы с отрицательной 
вероятностью типа времениподобных калибровочных бозонов. Вы
ражаясь более общо, унитарная калибровка делает очевидным 
меню физических частиц в теории.

Из условия (21.1.2) видно, что в унитарной калибровке нет 
полей голдстоуновских бозонов. Поскольку теория калибровочно
инвариантна, это означает, что в любой калибровке, какую бы мы 
не выбрали, отсутствуют физические голдстоуновские бозоны. Что 
можно сказать о векторных бозонах? Если фп — элементарные 
канонически нормированные скалярные поля фп, лагранжиан бу
дет содержать слагаемое

где ta принимает значения всех генераторов калибровочной группы
G. (С этого момента будем опускать тильды, понимая при этом, что 
везде в данном разделе мы работаем в унитарной калибровке.) Мы 
предполагаем, что симметрия G нарушена вакуумным средним vn 
поля фп, поэтому, чтобы понять происхождение спектра частиц, 
определим сдвинутое поле ф':

(Иногда удобно задавать vn в формулах (21.1.2) и (21.1.4) как сред
нее по вакууму в древесном приближении. Чтобы породить прием
лемую теорию возмущений, необходимо всего лишь, чтобы vn со
гласовывалось с истинным средним по вакууму в низшем порядке.) 
Разлагая выражение (21.1.3) до второго порядка по ф' и А, имеем

2 I  |̂хФта * I  ^пт -̂ац^т (21.1.3)
7

(21.1.4)

(21.1.5)
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Используя условие (21.1.2), видим, что перекрестное по полям (р' 
и А  слагаемое обращается в нуль, так что

“̂ <P,QUAD — — Т  Е  ̂ }1 Ф?1 Ф >1 — o’ ]L Мт4>̂ 41 ’ (21.1.6)
п  сф

где

‘ 2 ....................  (21.1.7)
nml

H-ap X. •

Комбинируя это с квадратичными слагаемыми в лагранжиане Янга- 
Миллса — “ âjiv̂ <xV> видим, что у векторных частиц появилась мас
совая матрица. В наших обозначениях генераторы t\l п пропорцио
нальны калибровочным константам связи, поэтому выражение
(21.1.7) приводит к массам векторных бозонов, которые также про
порциональны этим константам связи.

Рассмотрим некоторые алгебраические свойства jiLj. Поскольку 
матрица t \*т мнима и антисимметрична (и поэтому эрмитова), мат
рица действительна, симметрична и положительна. Кроме того,

£-ос са̂ а не нарушена, тогда
если какая-то действительная линейная комбинация генераторов

гда

) ш ^ т  — (21 1 8)

и в этом случае из (21.1.7) видно, что, как отмечено Кибблом 2,

Е|4рср = 0 - (21.1.9)

Это означает, что у нас все еще на каждую ненарушенную сим
метрию есть безмассовый калибровочный бозон. Обратное также 
верно: из выражения (21.1.7) следует, что для произвольных дей
ствительных констант са

{  л2
52^офсаср £
ар п

с * ita va vvnm ur\а
\а,т

^ 0 , (21.1.10)

и это выражение может обратиться в нуль только, если са удов
летворяет условию (21.1.8).
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В частности, если имеется всего лишь одна ненарушенная сим
метрия £ а cata , то произвольное калибровочное поле можно за
писать как

А£ = caA'L +•••, (21.1.11)

где многоточие означает линейную комбинацию калибровочных по
лей определенной ненулевой массы, а са — коэффициент при 
ta в единственном ненарушенном генераторе q,

Ч = £ с< Л (21 .1.12)

так что поле А̂ 1 будет входить в массовое слагаемое — \ 
с нулевым коэффициентом. Для того, чтобы коэффициент при 
-т(Э..А.. -  Э.А., ) в кинетической части калибровочного лагранжиа-Чтп /„ И-/ ч 2
на —fE a l -  vAxn) имел каноническое значение 1, нужно 
также отнормировать коэффициенты са:

(21.1.13)1 4  =  1.

a

Заметим, что q — это заряд, с которым связано поле А в  том 
смысле, что

Е  ^a-̂ a — qÂ  + (21.1.14)
a '

где многоточие опять обозначает слагаемые, включающие мас
сивные калибровочные поля. Мы используем эти общие резуль
таты в разделе 21.3 при изучении электрослабой теории.

Полученные результаты были выведены здесь для скалярных 
полей, образующих действительное представление калибровочной 
группы, но их можно непосредственно преобразовать к виду, го
дящемуся для комплексных представлений. В разделе 19.6 мы ви
дели, что комплексное скалярное поле %(х), преобразующееся по 
представлению калибровочной группы с эрмитовыми генераторами 
Та, можно записать как совокупность действительных полей

<р(х) = Re %(х) 
Im %(х) (21.1.15)

реализующих действительное представление калибровочной груп
пы с генераторами
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а  а _it'
/ - I m T “ - R  еТ “ Л 
v Rе Т а - 1 т Т ау (21.1.16)

Подставляя соотношения (21.1.15) и (21.1.16) в (21.1.7), получаем 
массовую матрицы векторного бозона в виде

М-ар =  (х)VAC > Ти *},(^) VAC ) _  ̂ "((^)vAC ’ К̂)уАС )' (21.1.17)

Рассмотрим теперь более детально пропагатор векторного поля. 
Включая в лагранжиан Янга-Миллса квадратичное слагаемое, ви
дим, что часть полного лагранжиана, квадратичная по А, имеет 
вид

-  Т И  (djiAxv -  9vA aX) -  У  \1^АаХА^
а ^ ap

= — ^ A aVfJavp?l(3)ApX + полные производные, (-1 11ч)

где
^ау,рх(Э) = М * и П -  ЭУЭХ] -  НарЛл- (21.1.19)

Предположим для простоты что все калибровочные симметрии на
рушены, так что не имеет нулевых собственных значений. Соглас
но описанным в разделе 9.4 общим правилам, пропагатор калибро
вочного поля в импульсном представлении имеет вид

A a v ,p x ( fc> =  - Ч ^ 1 )  a v ,p x (* fc) =  [ ( fc2 + R 2 ) _ 1 ( ^  + ^ ~ 2K k %)\a p ( 2 1 .1 .2 0 )

Из-за слагаемого с kvkx асимптотическое поведение пропагатора 
А (к) 0(к°), и это не позволяет для доказательства перенорми- 
руемости использовать обычные рассуждения, основанные на 
подсчете индекса расходимости. К счастью, как мы увидим в сле
дующем разделе, существует другая калибровка, в которой пере- 
нормируемость становится очевидной, но ценой затуманивания воп
роса о том, какие частицы содержатся в теории.

* ❖ *
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Важно отметить, что хотя в пределе нулевых констант свя
зи голдстоуновские бозоны внезапно вновь возникают в физичес
ком спектре, физические матричные элементы идеально непре
рывны в этом пределе. Это происходит потому, что в унитарной 
калибровке в пределе нулевых калибровочных констант связи ка
либровочные бозоны отъединяются не полностью. Рассмотрим мат
ричный элемент для процесса рассеяния А  +  В —> С + D, где А  и С 
принадлежат некоторому представлению калибровочной алгеб
ры, а В и D принадлежат какому-то другому представлению этой 
алгебры. Элемент ^-матрицы для этого процесса содержит вклад 
от обмена векторным бозоном

S c d , a b  ~  ^(2л)464(рл +  рв рс Ро){С |./д-(̂ |/ 1 ) Д ( k ) ( D |J  V(̂ | В ) ,

где k =  рА ~ рс =  pD ~ рв , a JjV̂  — ток, с которым связаны 
калибровочные бозоны, где нижний индекс N  напоминает, что в 
данной калибровке мы опускаем в этом токе слагаемое с полюсом 
голдстоуновского бозона. Такой ток пропорционален калибровочным 
константам связи, так что единственные слагаемые в (21.1.21), вы
живающие в пределе нулевых констант связи, содержат матрицу 
\х~2, которая в этом пределе сингулярна. Поэтому при нулевых кон
стантах связи элемент £ -матрицы равен

Калибровочные константы связи в токах сократились с такими же 
константами в матрице и'.

Сравним теперь этот результат со вкладом от обмена голд- 
стоуновским бозоном. При обращающихся в нуль калибровочных 
константах имеется множество голдстоуновских бозонов Ва, свя
занных с генератором  ta (для простоты  предполагаем, что 
все калибровочные симметрии спонтанно нарушены), для кото
ры х кинем атическое слагаем ое в лагранж иане имеет вид

11 „ ^an^jin гДе Zyn — компонента голдстоуновского бо
зона Ва в бесспиновом поле <рп, определенная выражением (19.2.39).

(21 .1.21 )

S CD,AB - »  *(2л)454(рА + р в -  Рс -P d ^ v ^ O i. 2)оф
(21 .1.22)
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Для того, чтобы поля голдстоуновских бозонов были каноничес
ким образом нормированы, мы должны поэтому иметь

Согласно формуле (19.2.49), голдстоуновский бозон Ва связан с

голдстоуновского бозона, ассоциированного с генератором !ш с 
током , определенная выражением (19.2.38). Таким образом, об
мен голдстоуновскими бозонами дает матричный элемент

Но из соотношений (19.2.40), (21.1.7) и (21.1.23) получаем массовую 
матрицу векторного бозона в виде

так что в пределе нулевой калибровочной константы связи матрич
ный элемент с обменом калибровочным бозоном (21.1.22) совпадает с 
матричным элементом с обменом голдстоуновским бозоном. Это рас
суждение можно обратить: требование непрерывности при нуле
вой калибровочной константе связи можно использовать для выво
да формулы для масс калибровочных бозонов даже в случае, когда 
все другие константы связи велики.

В 1971 году ‘т Хоофт 4 показал, что функциональные интег
ралы в спонтанно нарушенных калибровочных теориях можно вы
числять в калибровке, в которой пропагаторы векторных бозонов 
при импульсах к —> °° обращаются в нуль как к~2, так что такие 
теории удовлетворяют описанному в разделе 12.2 тесту на перенор-

(21.1.23)
П

токами с константой связи Fap, где Fap константа связи

Scd.ab ~ ^(2л)4б4(р_4 + рв рс pD)kvk-kFâ FpJl

(21.1.24)

(21.1.25)
П

21.2 . Перенормируемые ^-калибровки
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мируемоеть методом подсчета степеней. В этом разделе мы опи
шем более широкий класс перенормируемых калибровок, пара- 
мет- ризованных произвольной константой £, введенный несколь
ко позднее Фуджикавой, Ли и Санда. 0

В произвольных калибровках кинематический член (21.1.3) в 
лагранжиане скалярных полей теории содержит перекрестное сла
гаемое

пта

где vm — вакуумное среднее поля фт , а ф п — сдвинутое поле, 
определенное формулой (21.1.4). В унитарной калибровке это сла
гаемое исчезает из-за калибровочного условия (21.1.2). Мы пред
почтем здесь другой подход, близкий к тому, который использо
вался в разделах 15.5 и 15.6. Введем в функциональный интеграл 
функционал b’l/J, где

Ь’|/| = ехр —  j d4х £  fafa (21 .2 .1)

Это эквивалентно добавлению в лагранжиан фиксирующего ка
либровку слагаемого

% f = - ^ f a f a -  (21.2.2)

Вместо того, чтобы принять / а = д^А^,, как в разделе 15.5, выбе
рем функцию, которая фиксирует калибровку, в виде

/а = ЭцАё -  (21.2.3)

Эта функция построена так, что упомянутое выше перекрестное 
слагаемое в (21.1.3) сокращается с перекрестным слагаемым в (21.2.2). 
Унитарная калибровка становится теперь частным случаем; при 
 ̂—> оо фиксирующий калибровку функционал (21.2.1) имеет стремя

щийся к бесконечности острый максимум при ф', удовлетворяющем 
калибровочному условию (21.1.2). Другой частный случай соответ
ствует пределу £, —> 0; в этом случае фиксирующий калибровку
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функционал имеет максимум при значении калибровочного поля, 
удовлетворяющего калибровочному условию Ландау = 0.

Включим также в лагранжиан полином четвертой степени — 
Р(ф), подчиняющийся условию калибровочной инвариантности

ЭР(ф)
—̂ (^а)тгтФт — (21.2.4)
Зфп

Конечно, мы должны включить в лагранжиан и слагаемое, описы
вающее калибровочное поле,

CJ>А = -  \  L  ■ (21.2.5)
4 а

Тогда полный лагранжиан калибровочных и скалярных полей имеет 
вид

/  А.® = % А + + &gf

= - 7 1 ^ а м у  + 7  1 ( ( » пЙ ) пА ^ - ^ ( ^ )(^ )
4 а 2 пар № 2£, а к

1 ?
- - Г эцФпэ,1Фп + -  1 ( ^ ) п(^ )™ ф; ф™

"  п “  а п т
-  Р(Ф) + г Л^^'п^а)пт ^т А а + полные производные.

апт (21.2.6)

Как мы видели в разделе 15.6, введение фиксирующего ка
либровку функционала B\f\ требует также введения поля гостов 
(йа(х), лагранжиан которого зависит от свойств / „  относительно 
калибровочных преобразований. Под действием произвольного ка
либровочного преобразования (с произвольной функцией

8Л х =  “ L  С аруе р^7^1 +  ^ £ а ,
Рг

8 Фп — ^а(^а )п тФ ш !
а

имеем

(21.2.7)

(21 .2 .8 )
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8/в (t0S©)n£p(tp9)rli (212 9)
Ру Пр ’ '

Согласно общим результатам раздела 15.6, это приводит к лаг
ранжиану гостов

^'«Ру^ц ( ° V ’4 '  ̂ (йр(^рФ)г
ру пр

•(21 .2 .10)

Наконец, если теория включает фермионы спина 1/2, в лагранжи
ане должно быть произвольное перенормируемое слагаемое

=  - ¥ ( 3  -  ^ 4 ¥) +  ™ о +  Г пФ J ¥ , (21 .2.11)

где ?<и1 — матричное представление генераторов калибровочной 
группы для фермионов (включающее множители с константой 
связи), а ш 0 и Г„ — постоянные матрицы (в общем случае, ли
нейные комбинации слагаемых, пропорциональных дираковским 
матрицам 1 и у5), удовлетворяющие условиям калибровочной ин
вариантности:

,У4т 0] = 0, (21 .2 .12 )

[4v),Y4r n] + L  (̂ (х )>пп У ' т  (21.2.13)
т

(Множитель у4 = гу° возникает от определения \|> =  Х[/'у4. Он суще
ствен, только если включает слагаемые, пропорциональные 
Уд.) Доказанная в разделах 15.5 и 15.6 общая теорема гарантирует, 
что вычисленная по лагранжиану, представленному суммой вы
ражений (21.2.6), (21.2.10) и (21.2.11), ^-матрица не зависит от вы
бора параметра входящего в фиксирующую калибровку функ
цию (21.2.3), так что при любом £, будут получаться те же 
резуль-таты, что и при выборе 2, = °°, отвечающем унитарной 
калиб-ровке.

Для вывода выражений для пропагаторов всех этих полей 
нам нужна квадратичная по полям часть лагранжиана
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- a vA £ )0  А*, - э уд
4 а

ац/

-  _  Т г£ (ЗцА^ )(Э уА^)
^ ар ^С, а

" n " nm
-  у(Э + т)\|/ -  Ц^рЮ>р

ар
+ полные производные,

где — массовая матрица векторных бозонов (21.1.7):

!̂ ар £  (^а?") п > (21.2.15)

a M2m и m — новые скалярная и фермионная массовые матрицы:

2 Э2Р(Ф)
Т пт  Л Л

^Фп Фш 

т = т 0 + ' L r nVn-
п

%

(21.2.16)

Как видно из (21.2.14), госты имеют зависящие от калибровки мас
сы, равные умноженному на соответствующие массы вектор
ных бозонов.

Эти выражения определяют массы частиц в нулевом порядке 
теории возмущений. В этом порядке среднее по вакууму vn есть 
просто положение минимума полиномиального «потенциала» Р(ф):

дР(Ф)
Э(Рп

= 0. (21.2.17)
(р=и

Кроме того, как мы уже видели в разделе 19.2, из выражений
(21.2.4) и (21.2.17) следует, что
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Э2Р(ф) 

ЭФпЭФ т
(tav)m = 0 (21.2.18)

для всех а. Отсюда вытекает, что вместо голдстоуновских мод с 
нулевыми массами матрица квадратов масс скалярных бозонов в 
формуле (21.2.16) имеет собственные значения, равные Jt, , умно
женному на ненулевые массы векторных бозонов. Это означает, 

имеет собственный вектор Ср с собственным значени- 
jlî , то есть собственный вектор М 2 с собственным зна-

что если име( 
ем jj2, то Ерср^р^ 
чением ^ц2:

£ м 2
пт Е ср^

.р
М'арср^аг7)п E ca^au

ар V а
•(21.2.19)

Следовательно другие собственные векторы ортогональны ко всем 
упомянутым, отсюда, ортогональны ко всем tav, так что эти соб
ственные векторы и соответствующие собственные значения — 
такие же, как и для матрицы (Э2Р (ф )/Э ф пЭфт ) = . Видим, ЧТО 
при значении —> °°, отвечающему унитарной калибровке, голд- 
стоуновские бозоны столь тяжелые, что они выпадают из тео
рии, а массы всех других бозонов — такие же, как обычно.

Пропагаторы вычисляются по обычным правилам: если (пос
ле интегрирования по частям) часть лагранжиана, отвечающая сво
бодным частицам, принимает вид —̂ ®(Э)^ для комплексного поля 
С, или —5 Г̂®(Э)  ̂ для действительного скалярного поля £J, то пропа
гатор этого поля равен cj r L(ik). Отсюда получаем пропагаторы:

А: Аац,ру (к) =
1

к + ц2 ар
(21 .2 .20 )

Ф- ^ пт (к ) ( к  +  Ш )пт +  (^a^)n(^p^)m (^ ) (к  +  )ар> ( 2 1 2  21)  

\|/: А ( /с )  = [ - i l k  + т] /  (к2 + т 2), (2 1 .2 .22 )
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со: Aap(fc) = (fc2 + ^ 2) ^ .  (21.2.23)

Полюсы в (21.2.20) при нефизических значениях квадратов 
масс, пропорциональных §, сокращаются с полюсами при тех же 
значениях масс в (21.2.21). Заметим, что теперь при конечных % все 
пропагаторы имеют одинаковое асимптотическое поведение, как и 
в случае ненарушенной симметрии, что и требуется для перенор
мируемое™. В частности, член с k^kv в пропагаторе векторного 
бозона не создает более никаких проблем для перенормируемости, 
поскольку он сопровождается дополнительным множителем (к2 + 
ц2̂ )-1. Мы можем даже отбросить этот член, выбрав фейнманове- 
кую калибровку с S 1. Только в унитарной калибровке, где £, —> 
оо, этот множитель не может обеспечить необходимое для пере- 
нормируемости асимптотическое поведение пропагатора.

Даже при хорошо ведущих себя пропагаторах все еще не
обходимо показать, что ультрафиолетовые расходимости в этих 
теориях так ограничены нарушенными калибровочными симмет
риями, что каждая расходимость может быть сокращена пере
нормировкой поля или параметра в лагранжиане. Это можно по
казать с помощью тех же методов, которые использовались в 
разделах 17.2 и 17.3, но рассматривая средние по вакууму бес
спиновых полей не как фиксированные нарушающие симметрии 
величины, а как внешние поля .

21.3. Электрослабая теория

Спонтанно нарушенные калибровочные теории нашли наи
более важное применение в теории слабых и электромагнитных 
взаимодействий 'I При низких энергиях слабые взаимодействия 
хорошо описываются эффективным лагранжианом, являющимся 
суммой произведений векторных (включая сюда и аксиально-век
торные) токов (см. формулу (19.4.22)). Отсюда вытекает, что эти 
взаимодействия могут быть по аналогии с электромагнетизмом 
описаны определенного типа калибровочной теорией. Для того, 
чтобы обеспечить раздельное сохранение лептонов электронного 
и мюонного типов и барионов (или кварков), можно предполо
жить, что известные лептоны электронного и мюонного типов и 
кварки образуют отдельные представления калибровочной груп
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пы, С учетом этого предположения для структуры калибровочной 
группы существует всего несколько возможностей.

Рассмотрим сначала лептонные поля электронного типа. На
сколько мы знаем, набор этих полей состоит из левых и правых 
компонент электронного поля е:

еь = ^ (1  + У5)е> ен = ^ ( 1- У 5)е. (21.3.1)
Сл /л

и чисто левого поля электронного нейтрино veL:

Y5VeL = V eL- (21.3.2)

В любом представлении калибровочной группы поля должны иметь 
одинаковые свойства по отношению к лоренцовским преобразова
ниям, поэтому в данном случае представления калибровочной группы 
разделяются * на левый дублет (У„,. еь) и правый сингл от eR. Следо
вательно, наибольшая возможная группа — это

SU(2)l  х U(l)L х Щ  1)я , 

и по отношению к ней поля преобразуются как

-  ?'[е • i + £LtL + eRtR] (21.3.3)

где генераторы имеют вид

t = ^  + Y5)j
0 1 
1 0

(l + Ys)
1 0 
0 1

(21.3.4)

(21.3.5)

----------------------------------  tH ос (1 -  у5), (21.3.6)
ф Если допустить калибровочные взаимодействия, меняющие элект

ронное лептонное число, тогда в представление калибровочной группы 
можно наряду с veL и eL включить левое поле ев. На этом был основан 
ранний £0(3) вариант 6 электрослабой теории, который позднее был ис
ключен экспериментом.

е

О О
О
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с константой д, которая будет выбрана ниже. Удобно вместо tL 
tR рассм атривать генераторы

и

у = д
i  + y5 y i  о 

0 1
+ (21.3.7)

и

пе = д 1 +  Y  5 1 О 
0 1

+ ! - Y 5
(21.3.8)

где д' и д" —  константы, которые, как и д, будут определены ниже. 
Генератор у возникает вм есте с t3 в линейной комбинации, играю
щей особую роль в физике. Это электрический заряд

q = e
0 Л 

-1 -  ч , У - (21.3.9)

Кроме того, пе —  электронное лептонное число. Мы хотим вклю 
чить в теорию как меняющие заряд слабые взаимодействия (вроде 
бета-распада), так и электромагнитные взаимодействия, поэтому 
мы предположим, что сущ ествую т калибровочные поля и 1$1, свя
занные с и у .  Кроме того, мы можем по желанию включить калиб
ровочное поле, связанное с одной оставш ейся независимой линей
ной комбинацией tL и fK, которую можно выбрать, например, как 
электронное лептонное число (21.3.8). Сущ ествую т очень ж есткие 
ограничения ' на дальнодействующие силы, которые могли бы по
рож даться связанным с пе безмассовым калибровочным полем, по
этому для того, чтобы вклю чить в теорию такое калибровочное 
поле с константой взаим одействия д", сравнимой с константами 
слабых и электромагнитных взаимодействий, необходимо предпо
ложить, что эта калибровочная симметрия спонтанно нарушена.**

** Заметим, что это возможно без нарушения глобального закона со
хранения электронного лептонного числа. Нужно лишь предположить, что 
лагранжиан инвариантен относительно как глобального фазового преоб
разования, действующего только на поля лептонов электронного типа, 
так и локального фазового преобразования, действующего на поля лепто
нов электронного типа и на некоторое не взаимодействующее с лептонами 
скалярное поле. Среднее по вакууму этого скалярного поля, не нарушая
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Однако нет никаких экспериментальных свидетельств слабого вза 
имодействия, которое порождалось бы такой калибровочной свя
зью (и, наоборот, уж е есть множество свидетельств против этого), 
поэтому мы просто исключим пе из генераторов калибровочной группы. 
Тогда калибровочная группа —  это 8

G = SU(2)ь  х 1/(1) (21.3.10)

с генераторами t, у, которые определяю тся формулами (21.3.4) и
(21.3.7) соответственно. Константы связи  д и д' должны быть подо
браны так, чтобы связанные с этими генераторами калибровочные 
поля №  и В  ̂ были каноническим образом нормированы. Наиболее 
общий калибровочно инвариантный и перенормируемый лагранжи
ан, включающий только эти калибровочные поля и лептоны элект
ронного типа, имеет поэтому вид

-^ym + =  ~ — + х  -^v) — К ^ц-^v — ЭуВ ц )2
_ .. . (21.3.11)

- l (d  — iA-tL -  iBy)l.

(Здесь было использовано то, что структурны е константы групп 
SU(2)l и 17(1) равны соответственно Сцк = ~гд£цк и нуль.)

Конечно, из четы рех калибровочных полей, связанны х с t и 
у, только одна линейная комбинация —  электромагнитное поле 
А  ̂ —  действительно безмассовая. Поэтому необходимо предполо
ж ить, что SU(2)l  X 17(1) спонтанно наруш ается до подгруппы U(\)ет 
с генератором, равным заряду (21.3.9). Детали механизма наруш е
ния симметрии будут рассмотрены чуть позж е. Однако, каков бы ни 
бы этот механизм, мы знаем, что канонически нормированные век
торные поля, соответствую щ ие частицам спина единица и опреде
ленной массы, состоят из одного поля зарядом +е  и массой mw

= + iA^ ’ (21.3.12)

другого поля зарядом —е и той ж е массой

глобальной симметрии, будет нарушать локальную симметрию, придавая 
массу связанному с ve калибровочному бозону.
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_  (21.3.13)

и двух электрически нейтральных полей массами m z и нуль соот
ветственно, которые даю тся ортонормированными линейными ком
бинациями полей и В 11:

= cosGA^ + sin 0В ^ , (21.3.14)

= - s in  + cos0  В^, (21.3.15)

или, эквивалентно,

А* = cosGZ^1 -s in G A *1,

В̂ 1 = sin 0 + cos 0 A^.

(21.3.16)

(21.3.17)

Согласно общему р езультату  (21.1.11)—(21.1.12), генератор ненару
шенной симметрии, которой в данном случае явл яется  электромаг
нитная калибровочная инвариантность, дается линейной комбина
цией ген ер атор ов, коэф ф ициенты  в которой —  те  ж е , что и 
коэффициенты при соответствую щ ем безмассовом поле в р азл ож е
нии канонически нормированных калибровочных полей, связанны х 
с этими генераторами. В зглян ув на формулы (21.3.16) и (21.3.17), 
видим, что

q = - s i n 0  • ts + cos0  • у. (21.3.18)

Сравнивая это выражение с выражением (21.3.9), получаем поэтому

sin 0 COS0
(21.3.19)

В вед я константы связи  д и д ' , можно записать теперь полное взаи 
модействие лептонов с калибровочными бозонами в виде

iSP' = - ч л
V е  /

I  Aa t0 ч л
V е /
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ч л
V е ./

j - W { t 1L t̂2L)+  j -  W (tlL + )

+ Z (t3L cos 0 + у sin 0) + A (-t3L sin 0 + у cos 0)

9
V2

/
ш r i  + Y s l

Л

V,

(

vpW* f l  + Y s l
Л

е

V 1 2  J У л/2 К 1 2 J J

- M 1 + s '2 v«
1 + Ys (g2 - g ' 2)

2  Vg2 + g/2
eZ

V е /

1 -  Yo

+ g 'eZ 1 - Yg e -  e(eAe). (21.3.20)

Чтобы заверш ить построение теории, мы должны сделать ка
кое-то  предположение относительно м еханизм а наруш ения сим
метрии. Мы хотим, чтобы этот механизм придал массы  не только 
W“- и Z 0, но и электрону. Единственный способ, которым это можно 
сделать в рам ках перенормируемой теории со слабой связью , —  
это задать скалярное поле, связанное без производных с lR и lL (а 
такж е с 1Ь и lR). Тогда инвариантность относительно SU(2)L г (7(1) 
требует, чтобы скаляр был бы SU(2)L дублетом типа 1Ь, но со сдви
нутым значением у, а следовательно, и q. Поэтому предположим 
наличие «юкавской» связи

SLo = -G ,
Л,  \

V е /

V '

чФСу
eR + э .с ., (21.3.21)

где (ф+,ф°) —  дублет, для которого генераторы соответствующ его 
SU(2) X 1/(1) представления даю тся матрицами

£(ф) = £  
2

0 1 
1 0

0 - г 1 0 
0 -1

у ( я» = 1 0 
0 1

(21.3.22)

(21.3.23)

так что матрица заряда равна
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1 О 
О О (21.3.24)

Возможно, что в теории имеются и другие скалярные мультипле- 
ты, но пока что предположим, что такой мультиплет единственен.

Необходимо добавить в лагранжиан слагаемые, содержащ ие 
скалярное и калибровочное поля. Наиболее общий лагранжиан, 
совместимый с SU{2) X t/(l) калибровочной инвариантностью, ло- 
ренц-инвариантностью и перенормируемостью, имеет вид

3L = —
1

(Э - i A - i B цу(ф))ф2 -  —  Ф+Ф - - ( Ф +Ф)2. (21.3.25)

где X >  0 и

Ф 5
V '

чФ°.у
(21.3.26)

При ц2 <  0 в стационарной точке лагранжиана полученное в дре
весном приближении среднее по вакуум у равно

<ф>+<ф> = V2 ~ — (21.3.27)

Мы всегда можем совершить £1/(2) х L/( 1) калибровочное преобра
зование над полями в унитарной калибровке, в которой ф+ = О, 
а ф° —  эрмитово поле с положительным вакуумным средним. (Именно 
поэтому мы нормировали комплексный дублет ф так, что в кине
тическом члене в (21.3.25) появился необычный множитель \\ един
ственным физическим скалярным полем является Иеф0, так что в 
лагранжиан (21.3.25) это поле входит с канонической нормировкой.) 
Вакуумные средние компонент ф в унитарной калибровке равны

<ф+} = 0, <ф°) = > 0. (21.3.28)

В  р езультате в скалярном лагранжиане (21.3.25) возникают м ассо
вы е члены векторных мезонов

1
( i u -tW  + B uyW)<9 ) =

1 \
Д ,

\v ;2
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9 9 9
i L £ l w w _ 2 L (g2 +0f,2)Z z n. (21.3.29)

Как и ожидалось, масса фотона равна нулю, в то время как W  
Z0 приобретают массы

и

v\ д\
m w = — , m z =

сл

v^g2 + д'2
(21.3.30)

Кроме того, из выражений (21.3.21 ( и (21.3.28) видно, что электрон 
приобретает в низшем порядке массу

т„ = G„v. (21.3.31)

И зучение реакций м еж ду лептонами только электронного типа 
затруднительно, хотя к настоящ ему времени уж е есть данные о 
процессе рассеяния Ve +  е~ —> Ve +  е~. Для получения высокоточ
ных данных нужно рассмотреть реакции, включающ ие по мень
шей мере лептоны мюонного типа, например, хорошо изученный 
процесс распада мюона j i+ —> е+ +  Ve +  V̂ . Описанная вы ш е модель 
тривиально обобщается так, чтобы она вклю чала лептоны мюонно
го типа, —  для этого нужно просто добавить в лагранжиан слага
емые и Ь,р„, аналогичные последним слагаем ы м  в (21.3.11) и 
(21.3.21), заменив поля е и ve на поля мюона JI-  и мюонного нейтри
но V̂ , a Ge —  на Ge(т„/те). Рассмотрение вы раж ения (21.3.20) и 
соответствую щ его слагаемого с заменой е и Ve на (X и показы ва
ет, что обмен W м еж ду лептонами электронного и мюонного типов 
при низких энергиях порождает эффективное взаимодействие

Л

1

т
еу х

w  V

1 + Уо 1 + у 5
+ э.с. (21.3.32)

Это можно сравнить с взаимодействием в эффективной «V —А тео
рии», которая, как известно, хорошо описывает распад мюона:

(ёуХ (1 + У5 )ve) (v  ̂ух (1 + у5 )ц) э.с. (21.3.33)

Здесь GF —  обычная ф ермиевская константа связи, значение ко
торой GF = 1,16639(2) х 10-5 Г э В -2 известно из вероятности распа
да мюона. Сравнивая два выражения, находим:
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о2
—  = 4л/2Сь.. (21.3.34)

m w

Это позволяет ср азу  ж е  определить вакуумное среднее V ,  опре
деляемое вы раж ением (21.3.30) как

= 2 1 7 4 ^  = 247 Г э В ' (21-3.35)

Кроме того, из вы раж ения (21.3.31) видно, что Ge имеет очень ма
лое значение

„  0,511 М эВ Л »
G = ---------------- = 2,07 x 10 6 (21.3.36)

247 Г эВ

И з формулы (31.3.30) следует, что m z> m w. Не зная хоть что-то 
относительно д и д', невозможно определить реальные значения 
m z и m w. С помощью соотношений (21.3.30) и (21.3.19) можно вы ра
зить m z и m w через угол электрослабого смешивания:

ev 37,3 ГэВ— _____  — ______
W 2\ sin 9j j sm 0 ’

ev 74,6 ГэВ  
m 7 = ------------------- = -------------- .

2| sin 0| j cos 0| | sin 20|

В  этом заклю чаю тся оригинальные результаты , полученные 
в ,5. Конечно, сущ ествую т радиационные поправки всех  сортов, мно
гие из которых зави сят от деталей теории, которые в этом разделе 
пока что не обсуждались. Но есть одна особенно больш ая радиаци
онная поправка, которую можно немедленно вычислить, не обла
дая дальнейшей информацией. Приведенные выш е значения m w и 
rnz были вычислены с использованием обычным образом опреде
ленного заряда электрона е. Однако, как пояснялось в разделе 18.2, 
это значение не очень подходит для расчета процессов при энерги
я х  Е т е. Вм есто этого следует использовать электрический заряд 
е ,̂ определенный при скользящ ем масш табе ц, сравнимом с инте
ресующими нас энергиями. При ц порядка 90 ГэВ  эффективная по
стоянная тонкой структуры  ej; 4л равна примерно 1/129 (и мало 
чувствительна к точному значению (Д), так что приведенные выш е 
значения m z и m w следует умножить на дД 37/129 , что дает
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38,4 ГэВ
m w = j . . (21.3.37)

| sm 0|

76,9 ГэВ
m z =  | . , • (21.3.38)

| sm 20|

Каким бы ни было значение 0, эти м ассы  слишком велики 
для того, чтобы была хоть малейш ая надежда обнаружить W или Z  

в 1960-е или начале 1970-х  годов. Вм есто этого, эксперименталь
ные свидетельства справедливости электрослабой теории появились 
в результате открытия предсказанного теорией нового класса сла
бых взаимодействий —  процессов с нейтральными токами, обус
ловленными обменом Z ° - 6 0 3 0 H 0 m  9. П ервое наблюдение процесса 
с нейтральным током произошло в 1973 году при детектировании 
в пузы рьковой камере чисто лептонного процесса упругого V -̂ е 
рассеяния 10. Х отя  эти процессы легко рассматриваю тся теорети
чески, частота событий относительно мала, потому что сечение 
пропорционально квадрату энергии в с. ц. и. *, Потребовались годы 
на то, чтобы реакции, обусловленные чисто лептонными нейтраль
ными токами, удалось использовать для получения достаточно точ
ного значения параметра sin2 0. К 1994 году изучение чисто лептон- 
ных процессов с нейтральными токами типа +  е~ —> +  е~ 
и +  е~ —> Vjj +  е~ привело к значению sin2 0 = 0 ,222±0,011, отку
да получились значения m w = 81,5 Г эВ  и ш 2 = 92,5 ГэВ.

Еще перед открытием нейтральных токов электрослабая тео
рия была распространена на слабые и электромагнитные взаимодей
ствия адронов друг с другом и с лептонами. К середине 1960-х годов 
стало ясно, что процессы слабого взаимодействия, в которых про
исходит обмен зарядом м еж ду лептонами и адронами, хорошо опи
сы вается при низких энергиях эффективным лагранжианом

^ | [e y x (1 + Y5)ve + i ^ ( 1 + Y5)v1i ] jX  + э-с-> (21.3.39)

* Сечение пропорционально GF2, поэтому для того, чтобы получить раз
мерность [энергия]-2, сечение должно быть также пропорционально квад
рату некоторой энергии. Если энергия в системе центра масс много больше 
массы электрона, то это единственная энергия, которая может войти в 
формулу.
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где J x —  адронный ток. В  рамках кварковой модели коммутацион
ные свойства и свойства сохранения тока ,Р~ позволили идентифи
цировать его с кварковым током

./'■ = tiyA(l + y5)d co s0 (,ТГлД uyx(l - y 5)ssin  6 C (21.3.40)

Здесь и, d, s —  поля соответствую щ их кварков и, d и s, а 9С —  
другой угол, н азы ваем ы й  углом Кабиббо 1'. Э кспериментальное 
изучение таких процессов, как О14 —» N 14 +  е+ +ve и К + —> л:0 +  е+ 
+  Ve, подтвердило, что значение GF очень близко к тому, которое 
измерено в чисто лептонном процессе |1+ —> е+ +  ve +  v(l, и дало 
для угла 9С значение 12 sin 0С = 0,220±0,003. Мы, естественно, за к 
лючаем, что кварки образуют другой $U(2) X 17(1) дублет

Л = 1 + У5 и
d cos 9С + s sin 0 е (21.3.41)

а такж е правые синглеты, причем значения \|/ подобраны так, что
бы получались заряды  кварков 2е/3 и -е/ 3. Само по себе это за к 
лючение привело бы к серьезной трудности. Z ° -6 0 3 0 h взаимодей
ствует с кварковым нейтральным током

£ ^ l (i3L co s 0  + у sin 0 ) J  = '£ ^ y ]i(hL  sec 0  + g tg 0 )й (2 1 .3 .4 2 )

где производится суммирование по всем кварковым дублетам Ш типа 
(21.3.41). Зарядовая матрица диагональна по сортам кварков, но если 
кварковый дублет (21.3.41) —  единственный, то слагаемое, содер
ж ащ ее матрицу t3L, вклю чало бы перекрестны е слагаемы е, про
порциональные sy !X(l + y5)d и dytl(l + y5)s, приводящие к эф ф ек
тивным взаимодействиям с обменом Z 0 типа s  +  d — > d +  s h s  +  d 
—» ji+ +  jj,- , интенсивность которых былы бы такой ж е, как у обыч
ных слабы х взаимодействий в первом порядке. Подобные эффекты 
привели бы к вероятностям процессов типа К 0— К° осцилляций и 
распада К 0 —> |.1+ +  ц- , на много порядков величины больших, чем 
наблюдаемые. Кроме того, д аж е без слагаем ы х с нейтральными 
токами в лагранж иане, однопетлевы е диаграммы, вклю чаю щ ие 
взаимодействие (21.3.39) с заряженны м током (21.3.40), приводили 
бы к эффективному взаимодействию  s + d —» d +  s , которое было
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бы меньше обычного слабого взаимодействия первого порядка только 
на множитель порядка а/2%  что приводило бы к все еще слишком

дит другое слагаемое, имеющее в современных обозначениях вид

где с —  четверты й кварк, имеющий, как и м-кварк, заряд 2е/3.  
Добавляя (21.3.43) к (21.3.40), можно записать заряженный ток в виде

J x = (и co s0 c -  с sin 0с )ух(1 + 7 5 )^ + (й sin 0 С + с co s0 c)Y>"(l + y 5)s.

Единственной причиной, по которой взаимодействия W с этим то
ком не сохраняют странность, явл яется  то, что с и м  имеют р аз
ные массы , что приводит к переходам м еж ду и cos 0 С -  с sin 0С и 
и sin 0 С + с co s0 c- Но это означает, что п етлевы е диаграммы для 
эффективного взаимодействия s +  d —> d +  s подавлены дополни
тельными множителями гп2 /  (т. к. т и m c), и это приводит

п —  П С W  ' -
вероятность К  К  осцилляций к согласию с экспериментом.

Впоследствии было замечено, что эта гипотеза реш ает и про
блему изменяющ их странность взаимодействий Z 0. В  рамках SU(2) 
X 17(1) калибровочной теории комбинация - d Lsin 0С +  sLcos 0С не 
м ож ет быть синглетом, а должна быть частью  другого дублета

Вклю чая этот дублет в слабый нейтральный ток (21.3.42), видим, 
что несохраняющие странность слагаемые, пропорциональные и, 
сокращ аются, что снимает проблему избыточных вкладов от обме-

содержащ ие с-кварк в с — с связанном состоянии, были открыты 14 
в 1974 году, что позволило оценить значение массы  т с ~ 1,5 ГэВ. *

* Мы не наблюдаем изолированные кварки, поэтому их массы опреде
лены неточно. Приведенная здесь масса с-кварка грубо равна_половине 
массы J /\\1 частицы, интерпретируемой как связанное состояние сс. Кварки 
b u t  настолько тяжелы, что их массы можно с очень малой ошибкой 
определять по массам содержащих эти кварки адронов.

большой вероятности К 0— К 0 осцилляций. Чтобы преодолеть пос
леднюю трудность, было высказано предположение 13, что в вхо-

су^(1 • y h)l- d sin 0 С + s c o s 0 c ], (21.3.43)

, - d  sin 0 C + s cos 0 C ’
с

(21.3.44)

на Z в процессы типа К0-  К0 осцилляций и К 0 —> |.1+ +  ц . Частицы,
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Этим заверш илось заполнение двух поколений кварков и лепто
нов: кварковый дублет (и, d), смешанный с кварковым дублетом 
(с, s), а такж е два лептонных дублета (ve, е) и (v ,̂ ц).

Первым указанием на существование третьего поколения было 
открытие третьего заряженного лептона х 16. Позднее был открыт 
пятый тип кварков b 17 с зарядом -е/ 3  и массой порядка 4,5 ГэВ. 
Ш естой t-кварк с зарядом 2е/3 стал после этого теоретически не
обходим, и через долгое время он такж е был открыт 18, причем его 
масса была в 1995 году объявлена равной 181±12 ГэВ  19. В  наши дни 
адронный ток J х в выражении (21.3.39) записы вается в виде

'и d
J x = с yx(i + y5)V s

Ъ
(21.3.45)

где V —  не до конца известная 3 x 3  унитарная матрица Кобая- 
ш и -М аскавы  20, В  SU{2) х 17(1) калибровочной теории это означа
ет, что имеются три кварковы х дублета

' 1 + Уа'
I  2 ,

( 1 I л, А1 + Уо
v 2

" 1  +  7 5

I 2

и
V udd  +  V usS +  V ubb .

Vcdd + Vcss + vcbb

Vtdd + VtsS + Vtbb

(21.3.46)

(21.3.47)

(21.3.48)

Важ но понять, что для трех кварковы х дублетов именно это 
мы должны естественным образом ож идать по общим соображени
ям. Наиболее общие перенормируемые (SU(3) х SU(2) х 1/(1 ^-ин
вариантные взаимодействия скалярны х дублетов с кварками дол
жны  в общем случае иметь вид

ijn

ijn

( U iL  )
I A xJ V

( u ^
I  D iL J \

U
чФп/
( t \ 
“ Фп
ф°;

№

DjR + э .с.,
(21.3.49)
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где Uj н D/ (7 1, 2, 3) —  три н езависим ы х кварковы х поля 
зарядами 2е/3 и _ е/3, соответственно, L  и К обозначают левы е и 
правые компоненты кварковы х полей, a и Я  —  неизвестные 
константы. Затем  вакуумные средние нейтральных скаляров при
водят к появлению массового слагаемого для кварков

CJ)m  =  - L U i b W Y j U j R  - ' L D iL ™ ? jD jR  +  Э . С . ,  (21.3,50)
ij ij ’ ’

где

m и
= LG«<<Pn>

D
(21.3.51)

Матрицы m •■ и т® ничем не ограничены, в частности, могут быть 
комплексными и недиагональными (в последнем случае в лагран
жиане появляю тся слагаемые, несохраняющие четность и сорт 
кварков). Но мы можем ввести  новые кварковы е поля

= Ar Ur ,U l = AllU L, Dr = Ar Dr , Dl = A^Dl ,

где A —  матрицы 3 x 3 ,  ограниченные только условием, что они 
должны быть унитарны, чтобы сохранить вид кинематического сла
гаемого (19.4.1). Тогда м ассовое слагаемое (21.3.50), переписанное 
через ш трихованные кварковы е поля, сохраняет свой вид, с той 
разницей, что матрицы т и и т °  заменяю тся матрицами

т 'и = А ^т иА^ , m 'D = A^m DAR '. (21.3.52)

Сущ ествует общая теорема, что для любой матрицы m  всегда 
возможно вы брать унитарные матрицы А и В так, что матрица 
АтВ  действительна и диагональна. (Для доказательства используй
те теорему о полярном разложении, чтобы записать т = HU, где 
Я  —  эрмитова, a U —  унитарная матрицы, и выберите А = S r и В 
= W S, где S  —  унитарная матрица, диагонализующ ая Я.) Поэтому 
мы можем выбрать А так, чтобы и стали действительны и диаго- 
нальны. В  этом случае кварковы е поля и, с, t, d, s, Ъ долж ны  
отож дествляться с компонентами U'L +  U'R и D'L +  D'R. Теперь м ож 
но записать слабые дублеты в виде
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=  ( { А % - ' и 1 ) Л  

lL {(A E -lD'L) i f

но с тем ж е  успехом мы можем взять  дублеты как линейные ком
бинации A1/  Qj , верхними компонентами которых являю тся кварки 
определенной массы  с зарядом 2е/3. Тогда такие дублеты принима
ют вид (21.3.46)—(21.3.48), причем

V = A £ a £ " 1. (21.3.53)

С 90% -й точностью наилучшие современные (1995 г.) значения абсо
лютных величин элементов матрицы Кобаяши—М аскавы равны 20а

^0,9745 -г 0,9757 0,219 ^-0,224 0,002 ^-0,005 1 
0,218 н- 0,224 0,9736 -г 0,9750 0,036 -н 0,046 

 ̂ 0,004 -г 0,014 0,034 -г 0,046 0,9989 -^0,9993,

где строки отмечены индексами и, с, t, а столбцы —  индексами d, s, Ъ.
Если бы сущ ествовали только два кварковы х дублета, обра

зованные из кварков и, d, с и 8, то можно было бы так выбрать 
ф азы  кварковы х полей, что все Уц стали бы действительными *, и 
матрица V стала ортогоноальной, а дублеты (21.3.46) и (21.3.47) (с 
опущенным Ъ) приняли бы вид (21.3.41) и (21.3.44), соответственно. В  
этом случае калибровочные взаимодействия автоматически сохра
няли бы Т и СР. Больш ое значение третьего поколения заклю чает
ся в том, что теперь у ж е не всегда возможно выбрать кварковые 
ф азы  так, чтобы матрица V стала действительной, и поэтому ка
либровочные взаимодействия могут наруш ать сохранение Т и СР. 
Однако по неизвестным причинами элементы Vub, Vcb, Vtd и Vts, 
связы ваю щ ие третье поколение с первыми двумя, довольно малы, 
поэтому физика первы х двух поколений кварков мало зависит от 
наличия третьего поколения, и это более или менее естественным 
образом объясняет, почему гипотеза Кабиббо (21.3.40) работает так

* Подберите фазы d и s так, чтобы Vud и Vus стали действительными. 
Тогда унитарность требует, чтобы Vcd и Vcs имели одинаковую фазу, кото
рую можно устранить, подобрав фазу с.
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хорошо и почему нарушение Т и СР столь мало. Сохранение Т и 
СР м ож ет быть нарушено взаимодействиями скалярны х бозонов, 
если им ею тся два или более скалярн ы х дублетов 206; в данном 
случае нарушение сохранения Т и СР ож идается малым, поскольку 
скалярны е дублеты  слабо связан ы  с легкими кварками. До сих 
пор неизвестно, какой из этих механизмов ответствен за наблю
даемое нарушение сохранения Т и СР в обсуждавш емся в разделе 
3.3 распаде К°2.

В  1973 году, вскоре после обнаруж ения чисто лептонного 
процесса +  е —> Vj, +  е, были открыты процессы с нейтральными 
токами с участием адронов 21 типа глубоконеупругого рассеяния 
нейтрино на нуклоне. Поскольку в данном случае м асса мишени 
намного больше, довольно скоро стало возможным наблюдать боль
шое количество событий и использовать эти наблюдения для под
тверж дения электрослабой теории и измерения ее параметров. До
полнительная информация о лептон—адронных взаимодействиях с 
нейтральными токами была получена в р езультате наблюдения на
рушения четнгости в атомной физике. К 1983 году все прямые и з
мерения sin2 9 стали согласованными и привели к общему значению 
sin2 0 = 0,23, предсказы вая, таким образом, массы  m w = 8 0 ,1  ГэВ  и 
m z = 91,4 ГэВ. Затем  в 1983 году был открыт W -бозон, а вскоре и 
Z -бозон 22. Сейчас (в 1995 г.) измеренные массы  этих частиц равны

m w = 80,140±0 ,180 Г эВ  23, m z = 91,1887±0,0022 ГэВ  24

в удовлетворительном согласии с проедсказаниями электрослабой 
теории.

Очень больш ая точность измерения массы  Z-бозона, достиг
нутая благодаря настройке энергии е+~е~ соударений в Z-резонан
се на ускорителе L E P  (Больш ой электрон—позитронный коллай
дер в Ц ЕРН е) и SLC  (Станфордский линейный коллайдер, СШ А), 
изменила способ анализа данных по электрослабым взаимодействиям. 
Вм есто того, чтобы сравнивать предсказания масс W  и Z с наблю
даемыми значениями, масса Z -бозона выбрана как эксперимен-таль- 
ный входной параметр. К этом у д об авляется  константа Ф ерми 
Gf  = 1,16639(2) х 10“5 Г э В -2, взя тая  из вероятности распада мюона 
(с учетом радиационных поправок порядка а), и постоянная тонкой 
структуры  a  (mz) = (128,87±0,12)-1, экстра i гол ир aai т а я  от измере
ний при низких энергиях так, как описано в р азд ел е 18.2. При
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таком подходе параметр sin2 0 становится выводимой величиной; 
есл и  п р и н ять о п р ед ел ен и е (2 1 .3 .3 8 ), он п р и н и м ает зн ач ен и е 
sin2 0 = 0 ,2312±0,003. При таких входных параметрах электрослабая 
теория м ож ет быть использована для предсказанийдругих величин 
типа mw с достаточной точностью, требующ ей уж е учета электро- 
слабы х радиационных поправок 2Г|. В  однопетлевом приближении 
радиационные поправки вклю чаю т м ассы  t-квар ка и скалярного 
(«хиггсовского») бозона, так что становится возможной оценка этих 
масс. Например, еще до открытия t-кварка, согласие м еж ду тео
рией и экспериментом накладывало ограничения на радиационные 
поправки, откуда получалось, что масса t-кварка находится в ин
тервале 1 3 0 -3 0 0  Г эВ  26 в согласии с экспериментально измеренным 
позднее значением. В  1994 году была предсказана масса W-бозона, 
равная 80,29 Г эВ  с неопределенностью ±0,02 ГэВ  от неопределенно
стей во входных значениях m z, Gy и a (mz) и неопределенностью 
±0,11 ГэВ  от интервала возм ож ны х значений m t и т Хиггс. В  одной из 
работ 1995 года было сделано заключение, что т Хиггс <  225 ГэВ. 
Точное измерение m w, ожидаю щ ееся на электрон—позитронном кол
лайдере L E P -2  в Ц ЕРН ,е позволит получить полезную оценку т Хиггс.

Наиболее общий перенормируемый лагранжиан с содержани
ем полей и £1/(3) X SU( 2) X 17(1) калибровочными симметриями элек- 
трослабой теории автоматически вклю чает сохранение барионов и 
лептонов. Это очевидно верно для калибровочных взаимодействий и 
голых массовы х слагаемых, поскольку кварки, антикварки, лепто- 
ны и антилептоны все принадлежат определенным представлениям 
группы 517(3) X SU(2) X (7(1). Если все скаляры принадлежат к нейт
ральным по 517(3) SU(2)~дублетам с 17(1) квантовым числом ±1/2, то 
единственными перенормируемыми взаимодействиями скаляров с 
фермионами и/или антифермионами являю тся взаимодействия с 
кварк-антикварковыми и лептон-антилептонными парами, которые, 
конечно, сохраняют барионное и лептонное числа. (Во многом анало
гично можно убедиться, что заряженные адронные токи, с которы
ми взаимодействуют лептоны, с необходимостью являю тся линей
ными комбинациями токов, связанных со спонтанно нарушенной £17(3) 
х  SU(3) симметрией, описанной в разделе 19.7. Такое предположе
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ние было без объяснений сделано в оригинальной работе по наруше
нию этой симметрии.)

В се  эти результаты  критически зави сят от предположения, 
что стандартная модель перенормируема. Но, как мы не раз под
черкивали, можно ож и дать, что перенормируемы й лагранж иан 
стандартной модели будет сопровож даться неперенормируемыми 
слагаемыми размерности d >  4, подавленными (4 — d) степенями 
некоторой очень большой массы М. Ведущ ие поправки к предсказа
ниям перенормируемой стандартной модели возникают от слагае
мых с наименьшей возможной размерностью, превышающ ей 4.

Единственные лоренц-инвариантные слагаемы е размерности 
пять, которые можно построить из фермионных и других полей 
стандартной модели, в крайнем случае билинейны по фермионным 
полям и содерж ат такж е либо два скаляра, либо один скаляр и 
одну калибровочно инвариантную производную, либо две калиб- 
ровочно инвариантные производные (вклю чая их коммутатор —  
тензор напряженности поля) и никаких скаляров. Ц ветовая SU{3) 
инвариантность требует, чтобы фермионные поля в таком взаимо
действии возникали либо в виде кварк-антикварковы х билинейных 
комбинаций, либо в виде пары лептонных и/или антилептонных 
полей, причем все эти операторы сохраняют барионное число. Име
ется большое количество подобных слагаемых, но для нарушения 
сохранения лептонного числа они должны вклю чать произведение 
двух лептонных полей или им сопряженных полей. Л евы е лептон- 
ные дублеты  (l£ V/) и правые заряж енны е лептонные синглеты 
11{. (где i е, (Д, т) имеют 17(1) квантовые числа 1/2 и 1, соответ
ственно, в то время как скалярный дублет (или дублеты) (ф+, ф°) 
имеет 1/(1) квантовое число —1/2, так что мы мож ем  построить 
{7(1)-инвариантные взаимодействия размерности пять из двух ле
вы х лептонных и двух скалярны х дублетов. При наличии только 
одного скалярного дублета имеется всего один такой член, удов
летворяющ ий SU(2) и лоренц-инвариантности 27а:

где г и j  —  индексы лептонных сортов, а с означает зарядово 
сопряженное поле. При энергиях ниже ш калы электрослабого на
рушения это приводит к эффективному взаимодействию

(21.3.54)
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L / fjV jv^ q р ) . (21.3.55)
Ц

Мы ожидаем, что f ц будет порядка 1 /М, возможно, умно
женной на малые константы связи, так что отсюда получаем не
сохраняю щ ие лептонное число м ассы  нейтрино самое больш ее 
порядка 276 (300 Г эВ )2/М. В  разделе 21.5 мы увидим, что значение 
М ож идается порядка 1015—1018 ГэВ , так что можно ожидать массы 
нейтрино в интервале 10 —4—10-1 эВ  или менее, если есть дополни
тельное подавление малыми константами связи. Такие массы  слиш 
ком малы, чтобы их можно было непосредственно наблюдать, од
нако нет никаких причин, по которым м ассовая матрица нейтрино 
долж на быть диагональной, так что массы  нейтрино могут быть 
обнаружены по осцилляциям перехода одного типа нейтрино в дру
гой во время пролета больших расстояний.

Аналогичный анализ показы вает, что сущ ествую т взаимодей
ствия размерности ш есть, нарушающие сохранение как барионно- 
го, так и лептонного чисел и содержащ ие три кварковы х и одно 
лептонное поле 27в. Такие взаимодействия будут иметь константы 
связи  порядка М~2 и будут приводить к процессам типа распада 
протона с вероятностями, пропорциональными М-4.

21.4. Динамически нарушенные локальные симметрии *

До сих пор обсуждение спонтанно наруш енных локальны х 
симметрий проводилось полностью в рамках теории возмущений. 
Такое ограничение до некоторой степени неизбежно. В  то время, 
как в случае спонтанно нарушенных глобальных симметрий можно 
доказать строгие теоремы о сущ ествовании и взаимодействиях без
массовы х голдстоуновских бозонов, спонтанное нарушение локаль
ной симметрии не приводит к каким-либо столь ж е  точным след
ствиям . Д аж е сущ ествован и е м асси вн ы х векторн ы х бозонов не 
явл яется  в действительности общей теоремой; при достаточно боль
шой калибровочной константе связи  эти частицы распадаю тся столь

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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быстро, что они теряю т свою индивидуальность как различимые 
резонансы определенного спина j  = 1.

С другой стороны, если калибровочные константы связи  типа 
е, д или д' достаточно малы, тогда теория со спонтанно нарушен
ной локальной симметрией должна быть очень близка к теории со 
спонтанно нарушенной глобальной симметрией, для которой могут 
быть доказаны строгие теоремы. Поэтому для таких калибровочных 
теорий можно получить полезные приближенные результаты , даж е  
если другие некалибровочные конст ант ы  связи очень велики. Один 
пример —  стандартная 517(2) х  (7(1) электрослабая теория с боль
шой скалярной константой самодействия X (и следовательно боль
шой массой скаляра; см. выражение (21.3.27)). Более интригующая 
возм ож н ость зак л ю ч ается  в том, что наруш ение электрослабой 
симметрии обязано большим силам, связанным с некоторой новой 
калибровочной группой, действую щ ей на набор новых фермионов. 
Мы рассмотрим здесь результаты , которые могут быть получены 
для всех  подобных теорий, не делая ссылок на конкретный м еха
низм спонтанного нарушения симметрии i8.

Предположим, что в пределе н улевы х калибровочных кон
стант связи  наша теория инвариантна относительно некоторой груп
пы G глобальных  симметрий, спонтанно нарушенной до подгруппы 
Я. Как обсуждалось в разделе 19.5, в этом случае теория м ож ет 
быть записана через набор голдстоуновских бозонных полей ^а, а 
такж е других полей материи \j/, свойства которых по отношению к 
G-преобразованиям таковы, что лагранжиан G-инвариантен, если 
он Я-инвариантен и построен только из \j) и ковариантных произ
водных Da ,̂ и т. п., которые даю тся выражениями (19.6.14), 
(19.6.30) и т д.

«Включим» теперь калибровочные константы связи. Калибро
вочная группа Ц§ конечно, должна быть подгруппой (§  с  G группы 
G всех  симметрий теории, и когда G спонтанно наруш ается до Я, 
группа должна спонтанно наруш иться до подгруппы К\ равной 
пересечению (<j с Я . Генераторы ,Та калибровочной группы Ц? могут 
быть записаны как линейные комбинации генераторов ТА полной 
группы G:

с коэффициентами —  калибровочными константами связи, ко
торые выбирающ тся очень малыми. Индекс А пробегает значения
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меток г, а  генераторов ненарушенной симметрии Ц и генараторов 
нарушенной симметрии а̂. (Мы считаем, что генераторы ТА норми
рованы стандартным образом; это означает, что они представлены 
матрицами с элементами порядка единицы. В  частности, в противо
положность Ж, структурные константы генераторов и ti не вклю 
чают констант связи  в качестве множителей.)

В  базовой теории, в которой G-инвариантность реализуется 
линейно, вводим связь  калибровочных полей , /(()1 с другими полями 

зам ен яя обычные производные калибровочно-инвариантными 
производными:

f f  >

'Лх'Чхц ¥  = -  * £  Т А А Ар V ,
V ОС у К A J

гд е

^-A [i = И еоА-гуац' (21.4.3)
а

Результирую щ ая теория инвариантна относительно ф ормаль
но локальных преобразований, по отношению к которым поля пре
образую тся согласно формулам

¥  -> 9W,

г \
X -  ^  9  £  Т а . а А ] 1

Л V  A. j
г(дад)д \

(21.4.4)

(21.4.5)

где д(^) —  произвольный зависящ ий от пространственно-времен
ных координат элемент группы G. Эта инвариантность чисто фор
мальная, поскольку калибровочные константы в общем случае ре
ально нарушают G, как видно из того, что преобразование (21.4.5) 
в общем случае не сохраняет форму линейной комбинации (21.4.3). 
Тем не менее, можно временно забы ть о формуле (21.4.3), и рас
сматривать а а как не связанное никакими ограничениями класси
ческое внешнее поле, и проанализировать структуру лагранжиана 
полей материи и их взаимодействия с калибровочными полями, 
требуя, чтобы этот лагранжиан был инвариантным относительно
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локальны х преобразований (21.4.4) и (21.4.5). Таким образом мы 
обеспечим не только то, что лагранжиан будет инвариантным от
носительно истинной подгруппы G локальной симметрии (а при 
е аА 0  и относительно более широкой группы G глобальной сим
метрии), но и то, что токи —  вариационные производны е дей
ствия материи по . —  будут правильно преобразовы ваться по 
отношению к нарушенной глобальной группе симметрии G. По
зднее мы ограничим Ад формой (21.4.3), и будем рассм атривать 
поле •"■'и как квантовое, дописав в лагранжиан этого поля соот
ветствую щ ий кинематический член.

Д ля того, чтобы восп ол ьзоваться  следствиям и  спонтанного 
нарушения группы инвариантности G до ее подгруппы Н, будем 
д ей ствовать как в р азд ел е 19.6. П р еж де всего, заменим \|/ и А 
новыми полями А

¥  = У-1(^)¥, (21.4.6)

^/1 = 11 ^ / ш ( Т  (21.4 .7 )

где у(^) —  стандартное G-преобразование, устраняю щ ее степени 
свободы голдстоуновских бозонов в поле \|/, a D(g) —  реализуемое 
калибровочными полями представление G:

дТАд 1 = Yj Dba(9)Tb . (21.4.8)
в

Эти голдстоуновские степени свободы вновь п оявляю тся в за в и 
сящ их от пространственно-врем енной точки пар ам етр ах ^а, от 
которы х зави си т у(^). С помощью тех  ж е  вы числений, что и в 
р азд ел е 19.6, закон преобразования (21.4.4) пр евр ащ ается  как для 
локальны х, так  и для глобальны х преобразований, в закон пре
об р азован и я

<̂а —> Ъ,а = /а (^,д), (21.4.9)

\рг _> -фг' = h(^,g)\j>, (21.4.10)

где h  и / определены соотношением
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д у &  = у ( f i t  д))И^,д), (21.4.11)

и h принадлежит ненарушенной подгруппе Н. Кроме того, нужно 
вы вести  закон преобразования для Аа - Напомним, что, согласно 
правилу (21.4.5), под действием этих локальных преобразований ли
нейные комбинации калибровочных полей в выражении (21.4.2) пре
образую тся как

L T aM  —■>Y,TAA'A]1 -

А А

,-1

Умножая слева и справа на у (£,') и у(^0, соответственно, и исполь
зу я  формулы (21.4.7), (21.4.8) и (21.4.11), можно записать это в виде

ta^ i = h ( t  9)
А

Ъ тААА» + г Ч Ы д - \ д ] у & h Ч ^д)- (21.4.12)

Чтобы увидеть, как сокращ ается неоднородный член д_1Э)1д, зам е
тим, что дифференцируя вы раж ение (21.4.11) и умножая слева не 
обратную ему величину, мы получим

У 1^ ' ) ^  У(^) = h(^,g)y-1(^)[g-1dllg]y(^)h-[(^,g)
+ + h{^,g)duh -1{^,g). (21-4 л з )

Поэтому, чтобы сократить неоднородный член, следует вы честь 
выражение (21.4.12) из (21.4.13):

А\1

= Ч^,д) у - Ч ^ Э л © -  <£ та ААц

[ Э \с,д).

h (§,g)
(21.4.14)

Определим поэтому новые калибровочно-ковариантные величины 
СЛ ж № равенством
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со свойствами преобразования

#  _> </' ,< . _ >  ' 
у а |1 ~   ̂ а|1 > 1 г(-1 7 ' г).1 (21.4.16)

где

Х > а А  = ЧЪ,9) £  '/:ацХ h  (£ ,g), (21.4.17)

X l i ^  = h^ 9 )  'L % ti h 1& 9) + f o ]ILh(Zt,g)\h Ч^д), (21.4. 18)
V г /

точно так ж е, как в вы раж ениях (19.6.26) и (19.6.27). Величину £ 
можно использовать для построения полностью ковариантных про
изводных полей материи:

(21.4.19)

а так ж е вы сш их производных типа /ч. vf/ . И з-за  неоднородного 
члена в (21.4.12) невозможно сразу ввести  Аа .„ или ковариантные 
производные Аа  ̂ типа (21.4.19) в лагранжиан. Однако легко пост
роить «ротор», ковариантно преобразующ ийся под действием как 
локальных преобразований Ц  так и глобальных преобразований G. 
Именно,

Â|XV - £ ^ А в ( у  Х(^)) ^v^-Вц XL ^
CD

(21.4.20)

Под действием формально локальных G-преобразований это вы ра
жение преобразуется как

Â|iv v = XL • (21.4.21)
в
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Поэтому лагранж иан инвариант ен от носит ельно формально ло
кальны х  G-преобразований, если он пост роен как  произвольная  
функция \jf, и высш их ковариант ны х производных,
удовлет воряющ ей глобальной Н-инвариантности.

Вернем ся к реальности и рассмотрим /\}* как квантовое поле 
ограниченной формы (21.4.3). Теперь формулы (21.4.15) и (21.4.20) 
принимают вид

L ^ ' a ^ a  + L i% ti
a i

= £ ТАВ лв(у~1С ф аВ < щ ,  (21.4.22)
АВа

И

где

В а

'% iv “  (2 1 4  24)у8 У J

причем Wpyg —  структурные константы калибровочной группы, свя
занные со структурными константами группы G соотношением

L  C BCDe yCe &D =  Y j  % уЪ г \1В- (О !  4  o n
CD р

В  качестве кинематического члена этого поля мы включаем в лаг
ранжиан обычное янг-миллсовское слагаемое

,̂/ = “  Т  £  > (21.4.26)
4  а

в котором, путем линейных преобразований . / и, соответственно, 
еаА_ мы подобрали коэффициент при равным просто 6ар.
Линейное слагаемое в jpL ,̂ равно r)(1. -  ЭУ.-/(Ц1, так что смысл вы 
раж ения (21.4.26) —  в том, чтобы л/а)1 было канонически нормиро
ванным векторным полем. Поэтому эффективный лагранжиан дол
ж ен выбираться как функция ']*, 1  j, У и Ша , которая инвариантна
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относительно глобальн ы х Я -п р еоб р азован и й , плю с возм ож н ы е 
слагаем ы е, сохраняю щ ие ы0 не G, с коэф ф ициентами, про
порциональными двум или более множителям е^д.

Посмотим теперь, какого типа теорию возмущений можно по
строить из таких ингредиентов. Мы знаем, что калибровочные бо
зоны становятся безмассовыми в пределе —> 0, когда они отщеп
ляю тся от полей материи, испытывающ их спонтанное нарушение 
симметрии. Попробуем поэтому предположить, что их масса при 
малы х гаА —  порядка еМ, где е —  типичное значение еаА (генера
торы ТА нормированы так, что структурные константы порядка еди
ницы), а М —  ш кала энергий, типичная для динамики, приводя
щ ей  к сп о н та н н о м у  н а р у ш ен и ю  си м м е т р и и . Р а с с м о т р и м  
произвольную фейнмановскую диаграмму, которая вклю чает к а 
либровочные и голдстоуновские бозоны энергии или и м пульса 
Q < еМ ( а все частицы более высокой энергии или импульса и все 
более тяж ел ы е частицы материи похоронены в поправках к кон
стантам связи  в эффективной теории поля. Наша теория возм у
щений будет разлож ен ием  по степеням е и Q/М. О сущ ествляя 
тот ж е  анализ, что и р азд ел ах  19.4—19.6, получаем, что полное 
число степеней е и/или Q/М  в любой такой диаграмме равно

V = Е  Vj(dj + 6, — 2) + 2L + 2, (21 4 27)

где V,; —  число вершин типа г, di и е, —  число производных и 
множителей енА> соответственно, во взаимодействии типа г, L  —  
число петель. С учетом ограничения (21.4.3) поле AA]i или Аа  ̂ в н о 

с и т  один множитель е. И зучение формулы (21.4.15) показы вает, что 
каж д ая ковариантная производная ®а|Л голдстоуновского бозона вно
сит +  1 в сумму dj +  ef, а из выражений (21.4.19) и (21.4.15) следует, 
что каж д ая дополнительная ковариантаня производная вносит 
+1 в dj +  е,. У  всех  допустимых членов в лагранжиане Щ +  е?: > 2, 
так  что доминирующими будут вклады  от древесны х диаграмм 
(L = 0), построенных исключительно на основе взаимодействий с 
di Jr e i = 2. Единственными такими взаимодействиями являю тся ки
нематический член голдстоуновского бозона

^  = — (21. 4. 28)
аЪ
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ян г-м и ллсовское слагаем ое (21.4.26) и возм ож н ы е наруш аю щ ие 
симметрию члены без производных второго порядка по

Чтобы понять ф изическое значение поля \а, зам етим , что 
линейное слагаемое в ®а)1 имеет вид

(®ац)им — — £  еаа'г̂ ац■ (21.4.29)
а

Как показано в приложении к этой главе, всегда можно выбрать 
«унитарную калибровку», в которой для всех  а

Y j F a b ^ a e a b  = (21.4.30)
аЬ

в результате чего перекрестное слагаемое в (21.4.28) исчезает. Что
бы прояснить важ ность этого условия, заметим что в частном слу
чае, когда все нарушенные симметрии являю тся калибровочными, 
любое \а можно записать как линейную комбинацию калибровоч
ных генераторов и ненарушенных генераторов:

х а ~  £  Саа'^ а  £  Са Л

5 2 с аа £  е аЪХ Ъ £  е а Л  £ Са Л >
V а

\

и поэтому

L V a b  = 5а

Сворачивая условие (21.4.30) с саЬ, видим, что тогда <;а = 0: в такой 
калибровке вообще нет голдстоуновских бозонов. В  более общем 
случае условие (21.4.30) оставляет только те голдстоуновские бо
зоны, которые не соответствую т калибровочным симметриям. Не
которые из них связаны  с элементами G, нарушающимися калиб
ровочными взаимодействиями и поэтому имеющими массы  второго 
порядка по калибровочным константам связи. Их назы ваю т псевдо- 
голдстоуновскими  бозонами.
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Если вы брать § так, чтобы удовлетворялось условие уни
тарной калибровки (21.4.30), то квадратичная часть лагранжиана
(21.4.28) равна просто

(^)qUAD — — 2’ £  — ~2 £  НтхР‘гУар/гу|3 > (21.4.31)
аЪ оф

где

^ар = L  Fabeaae$b ■ (21.4.32)
ab

Отсюда вытекаю т два важ ны х вывода. Во-первых, заметим, что 
можно выразить через канонически ортонормированное поле тса в виде

^ a = L Fo tX >  (21.4.33)
ъ

где Fab —  положительный квадратный корень из положительной 
матрицы F J Это показы вает, что F~b —  множители, аналогичные 
F ”1, которые сопровождаю т испускание и поглощение голдстоу
новских бозонов низкой энергии. Во-вторы х, поскольку . ^  было 
определено как канонически нормированное векторное поле, из 
вы ражения (21.4.31) следует, что |хар2 —  квадрат массовой матри
цы векторного бозона. Вы раж ение (21.4.32) явл яется  универсаль
ной формой для квадрата массовой матрицы векторного бозона, 
справедливой до второго порядка по калибровочным константам 
связи, но при этом во всех  порядках по всем остальным взаимо
действиям. И спользуя выражение (21.4.1) в формуле (21.1.7), лег
ко увидеть, что наш предыдущий результат (21.1.7) есть частный 
случай формулы (21.4.32), в которой

F ab ~  ~  £  ('Х'а h im  (x b ) nl ‘
nml

Ф ормулу (21.4.32) можно такж е понимать на основе сообра
жений непрерывности, обрисованных (в несколько иных обозначе
ниях) в конце раздела 21.1. Она гарантирует, что эффекты обмена 
калибровочным бозоном, выживаю щ ие в пределе нулевой калиб
ровочной константы связи, совпадают с эффектами, которые во з
никли бы от обмена голдстоуновским бозоном, если бы не было 
калибровочных констант.
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В  общем случае мы не м ож ем  вы числить матрицы Fab2, но мы 
знаем, что она должна быть инвариантна относительно преобра
зований ненарушенной подгруппы Н, в том смысле, что

Л  [CibdFdc + ^icdFbd\ = 0 •
d

Это условие позволяет получить полезные ограничения на массы 
калибровочных бозонов (21.4.32).

В  качестве примера рассмотрим случай электрослабой к а
либровочной группы SU(2) X 17(1), спонтанно нарушенной до груп
пы 1/(1) электромагнетизма. Тремя генераторами нарушенной сим
метрии t,a можно вы брать три генератора SU(2) (в р азделе 21.3 
обозначенные tu t2, t3) без постоянного множителя д, а один гене
ратор ненарушенной симметрии t можно принять равным заряду 
q с опущенным множителем е. Иными словами, и t действую т 
на лептонные дублеты матрицами

-  1 ^ 0  1 
Ж = 4 ( 1  +  У з ) < 1 О

t
О О 
О 1

О - i 1 О 
О -1

Тогда калибровочные генераторы имеют вид

Г  =  дх, ,Ту = д\хг -  t ) . (21.4.34)

Это означает, что ненулевые коэффициенты еаа при £,а в калибро
вочном генераторе равны

е 11 =  е 22 =  е 33 =  9 ’ в уЗ =  9 ■

Кроме того, поскольку t подвергает 3-вектор вращению вокруг 
третьей оси, эта ненарушенная симметрия требует, чтобы матрица 
Fab2 имела ненулевые компоненты
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Согласно формуле (21.4.32), квадрат массовой матрицы калибро
вочных бозонов имеет, таким образом, неисчезающ ие элементы

Чтобы продвинуться дальш е, необходимо соотношение, свя
зы ваю щ ее Fc  и Fn. О н о  возникает при условии, что в пределе д = 
д = 0 теория инвариантна относительно большей, чем 517(2) X U(l), 
глобальной группы симметрии G, которая спонтанно наруш ается 
до подгруппы И, включающ ей трехмерные вращения, относитель
но которых преобразуется как 3-вектор. И з наличия такой ненару
шенной симметрии следовало бы, что пропорционально 8аЬ, и по
этому

В сякая  подобная симметрия н азы вается «скрытой». Следствием ее 
явл яется  то, что m z/mw вы р аж ается  через калибровочные кон
станты связи  обсуждавш ейся в разделе 21.3 успешной формулой

Например, в отсутствие калибровочных констант связи , лагран
жиан (21.3.28) для скалярного дублета «р в простейшей версии 517(2) 
х 17(1) электроелабой теории м ож ет быть записан в виде

Ее собственные значения равны

(21.4.36)

где
(рх = Im  (р+, <р2 = Re(p+, <р3 = Г т  (р(), <р4 = Re(p°.
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Этот лагранжиан автоматически инвариантен относительно «слу
чайной» £ 0 (4 )  = £(7(2) X £1/(2) глобальной группы симметрии, кото
рая спонтанно наруш ается средним по вакуум у от Re(p° до прибли
женной ненарушенной «скрытой» £ 0 (3 )  подгруппы 29, Р езу л ьтат
(21.4.36) остается в силе и при наличии более одного скалярного 
дублета, поскольку, хотя в общем случае массовый член и член с 
взаимодействием в скалярном лагранжиане не обладают скрытой 
симметрией, при выводе соотношения используется только кинема
тический член, который всегда обладает полной £ 0 (4 )  симметрией.

Скрытые симметрии можно обнаружить и в других теориях. 
Рассмотрим, например, теорию без скалярны х полей, но с новыми 
сверхсильными векторными калибровочными взаимодействиями 30, 
называемыми техницветовыми взаимодействиями, которые действу
ют на новый £(7(2) X (7(1) дублет (Ur, Dr) «техникварков» Ur и Dr, где 
г — индекс техницвета. До тех  пор, пока л евая и правая компонен
ты Ur и Dr преобразую тся одинаково относительно техницветовой 
калибровочной группы, лагранжиан в пределе обращающихся в нуль 
электрослабых констант остается инвариантным относительно груп
пы £(7(2) X £(7(2) независимы х £(7(2) преобразований левы х и пра
вы х техникварковых дублетов. Согласно рассуждениям раздела 19.9, 
подгруппа £(7(2)у, состоящ ая из одновременных £(7(2) преобразо
ваний как левы х, так и правы х техникварковых дублетов, не будет 
спонтанно нарушена. Разумно предположить, что техницветовы е 
взаимодействия порождают спонтанное нарушение £(7(2) х £(7(2) 
до £(7(2)у, точно так ж е, как цветовы е взаимодействия приводят к 
спонтанному нарушению киральной £(7(2) X £(7(2) симметрии кван
товой хромодинамики (при равных нулю м ассах и- и d-кварков) до 
ее изоспиновой подгруппы. Электрослабый генератор ^ и л и  х  пре
об р азу ется  относительно ненаруш енной SU{2)V симметрии как 
3-вектор, что опять приводит к соотношению Fc F x и последую 
щ ему успешному предсказанию соотношения м еж ду массами W- и 
Z -бозонов.

Идея техницвета привлекательна, поскольку она предлагает 
естественный механизм нарушения элекгрослабой симметрии на х а 
рактерном масш табе энергий, намного меньшем, чем часто пред
лагаемый фундаментальный масш таб в физике, величина которого 
обычно (как в теориях струн) вы бирается по порядку величины 
равной планковской массе или 10 ГэВ. Единственное, что требу
ется предположить, это сущ ествование в области ср азу  ниже фун
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даментального м асш таба ненаруш енной калибровочной группы, 
состоящ ей из SU(3) X SU(2) X [/(1) группы сильных и электросла
бых взаимодействий, а такж е техницветовой калибровочной груп
пы, причем со сравнимыми по величине малыми константами связи 
всех  взаимодействий. Если техницветовые калибровочные взаимо
действия асимптотически свободны, техницветовая константа свя
зи, точно так ж е, как цветовая константа К ХД , будет медленно 
расти с уменьшением энергии и станет сильной при энергиях, мно
го меньших фундаментального масштаба. Та энергия, при которой 
техницветовая константа связи  становится большой, будет у ста
навливать масш таб параметров Fab, входящ их в формулу (21.4.32) 
для м асс калибровочных бозонов, и поэтому предположительно 
должна быть порядка 300 ГэВ. Поскольку с уменьшением энергии 
константа растет логарифмически, небольш ая разница в значении 
бета-функций для техницвета и цвета без труда м ож ет породить 
разницу в три порядка тех энергетических масш табов, при кото
рых цветовые и техницветовые взаимодействия становятся силь
ными.

К сожалению , хотя техницвет дает очень привлекательную  
картину спонтанного нарушения SU(2) х Щ1), он сам по себе не 
предлагает механизма придания масс кваркам и лептонам. По этой 
причине предлагалось добавить дополнительные калибровочные в за 
имодействия «расширенного техницвета» с преобразованиями, свя
зывающ ими кварки и техникварки :!1. У  таких теорий сущ ествую т 
потенциальные проблемы с меняющими аромат нейтральными то
ками слабых взаимодействий. Х отя  эти проблемы можно преодо
леть, дополнительные усложнения сводят на нет привлекательность 
модели. Вопрос о том, что лучш е —  элементарные слабо связан 
ные скаляры  или динамическое нарушение симметрии —  остается 
открытым.

21.5. Объединение электрослабых и сильных взаимодействий

В  разделе 15.2 мы видели, что для каждой простой или 17(1) 
подгруппы калибровочной группы в калибровочную теорию входит 
независимая константа связи. Таким образом, электрослабая тео
рия, основанная на калибровочной группе SU( 2) X 17(1), содержит 
две независим ы е константы  g и д'. Д ля того, чтобы уменьш ить
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число свободных параметров, было вы сказано предложение 32 по
грузить SU( 2) X 17(1) калибровочную группу в простую SU(3) калиб
ровочную группу, что дало бы соотнош ение д = д /  Ы3 , однако 
это было исключено экспериментом. После разработки квантовой 
хромодинамики теоретикам пришлось иметь дело с калибровочной 
группой 517(3) X 517(2) X 17(1), т. е. с тремя независимыми калибро
вочными константами связи: константой gs квантовой хромодинами
ки и константами д и д' электрослабых взаимодействий. Чтобы све
сти эти константы к единственному свободному параметру, было 
предложено погрузить 5(7(3) X 517(2) X [7(1) в различные простые 
группы Л и *: 5[7(4) X 5[7(4) 33, 5[7(5) 34 или 5 0 (1 0 )  35. Подобные 
модели часто называю т теориями большого объединения.

К счастью, следствия этих и большого класса других моделей 
для отношений 5[7(3) X 5[7(2) X [7(1) констант связи  не зависят от 
деталей отдельных моделей . Этот класс моделей характеризуется 
тем, что единственными фермионами, или по крайней мере, един
ственными фермионами, не нейтральными по отношению к 5[7(3) X 
5[7(2) X [7(1), являю тся наблюдаемые поколения кварков и легггонов. 
Как показано в разделе 15.2, для любой простой компактной груп
пы Ли сущ ествует стандартный выбор генераторов Та с полностью 
антисимметричными структурными константами, удовлетворяю щ и
ми в каж дом приводимом или неприводимом представлении D у с
ловию нормировки

Tr{TaTp} = JVD6ap. (21.5.1)

Мы предполагаем, что все левы е фермионы образуют пд поколений

*'' *
L

L

* Группа £17(4) х 5Т7(4) становится простой после включения оператора 
дискретной симметрии, меняющего местами две группы £17(4).
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,517(3)-генератор 5д*Дз имеет собственные значения: +\gs для 
красны х кварковы х дублетов и белых антикварковых синглетов; 
—\gs для белых кварковы х дублетов и красных антикварковых син
глетов; нуль для всех  остальных левы х фермионов. Поэтому след от 
квадрата этого генератора равен

Тг
1

h h = 4 ng х
1

+ 4ng х
1

= 2 ngg2s . (21.5.2)

SU(2 )-генератор t3 имеет собственные значения: \g для красных, 
белых и синих кварков зарядом 2/3 и нейтрино; ~\д для красных, 
белых и синих кварков зарядом —1/3 и заряж енны х лептонов; нуль 
для всех  остальных фермионов. Поэтому след от его квадрата равен

Tr(tg)2 = (3 пд + пд) х [ ( - д ) 2 + ( —- д ) 2] = 2пдд2. (21.5.3)

Наконец, [7(1)-генератор у = £3 -  q имеет собственные значения: 
1 / - . /2 с/ для неитрино и заряж енны х лептонов; —д для заряж енны х анти-

. 1 / . 2 / 2. лептон ов; —§д д л я  квар ков; зд д ля  ан ти кварков зарядом  —з;
-\д  для антикварков зарядом +д, так что квадрат этого генерато
ра имеет след

T r y 2 = 2п ( д')2 + п {-д')2 + 6п J ~ - g ' ) 2 + 3п  { -д ' )2 + 3 п (-----д ')2
9 2 9 9 6 9 3 9 3

Ю , 2 
= ■

° (21.5.4)
И з соотношения (21.5.1) вы текает, что следы  (21.5.2)—(21.5.4) равны 
друг другу, поэтому в данном классе моделей погружение SU(3) X 
SU{2) X 17(1) в простую группу Ли влечет за собой соотношения между 
константами:

о п 5
9s = g  = - д  ■ (21.5.5)

о

Соотношения (21.5.5) находятся в разительном противоречии с на
блюдаемыми значениями констант связи. И з полученного отноше
ния д'2 / д2 = 3 / 5 следует значение электрослабого угла смеш ива-
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ния, для которого sin 2 0 = д'2 / (д- + д'2) = 3/8,, в то время как экс
периментальное значение равно sin20 = 0,231. Х у ж е  того, сильная 
константа gs2, конечно, много больше чем д2 или д'2.

Реш ение этой проблемы 36 состоит в том, что соотношения 
м еж ду константами связи  типа (21.5.5) применимы только к кон
стантам, измеренным при масш табе энергий, сравнимом с типич
ной массой М калибровочных бозонов 47, которые становятся м ас
сивны м и при спонтанном наруш ении простой  калибровочной 
группы до группы SU{3) X SU(2) X 1/(1). Если энергия Е, при кото
рой измерены  константы связи , много меньш е М, то возникнут 
большие радиационные поправки к значениям констант, пропор
циональные In (М/Е).

К ак подчеркивалось в гл. 19, в соотношение, связы ваю щ ее 
константы связи, измеренные при близких энергиях р, и р, — с1ц, не 
входят большие логарифмы, поэтому, интегрируя это соотноше
ние от М на верхнем пределе до Е на нижнем, мы можем вы чис
лить константы при энергиях Е «  М, не сталкиваясь с большими 
логарифмами. Чтобы сделать это, необходимо лишь, чтобы кон
станты оставались малыми во всем  этом интервале. Для SU(3) X 
SU( 2) X 1/(1) констант с пд фермионными поколениями из соотноше
ния (18.7.2) следует *:

r — gsW  = -  . 2
du 4лг

(21.5.6)

* Второе слагаемое в скобках в уравнениях (21.5.6) и (21.5.7) определяет
ся уравнениями (18.7.2) и (18.7.3) как равное —п^/6, где — число ферми
онов в фундаментальном представлении соответствующих SU(N) калибро
вочных групп. Однако это было вычислено при предположении, что левые 
и правые фермионы находятся в одном и том же представлении калибро
вочной группы. Если подсчитать только левые фермионы (и антифермио- 
ны), то второе слагаемое в скобках в (21.5.6) и (21.5.7) должно равняться -  
U j/12. В случае 517(3) в каждом поколении имеются два левых кварковых и 
два левых антикварковых триплета, так что п̂  = 4пд, в то время, как в 
случае SU(2) в каждом поколении имеются три левых кварковых дублета 
и один левый лептонный дублет, так что опять пу = 4пд. Для [/(1) бета- 
функция равна произведению g'/247T2 на сумму квадратов 17(1) зарядов для 
левых фермионов и антифермионов (ср. с (18.2.38)), что согласно (21.5.4) 
равно (g'/24jt2) х(10п9д'2/3).
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d . , о3(ц)^

4л

11 па

v 6 3 ,
(21.5.7)

d > 
ц —  д (ц ) = — 

ф
7  (Ц .) 

4л 2 V 9 у
(21.5.8)

Реш ения этих уравнений имеют вид 

1 1 1

(ц) gs2(M) 8 л 2

( и 4 ng \ гм '
In

v3 3
(21.5.9)

1 _  1 1

?2(р.) д2(М) 8л2

r 22 4n g ■s
In

, 3 3
(21.5.10)

/2((i) д (М) 8л

f 2On0 ̂
In

"m "

I 9 J U J (21.5.11)
1 1 1

Кроме того, соотношение (21.5.5) можно интерпретировать следую 
щим образом:

?2(M) = g2(M) = V 2(M). (21.5.12)

Поэтому можно исключить константы (21.5.12) и число поколений, 
вы читая (21.5.10) из (21.5.9), что дает

1 1 11

(ц) g (м) 24л 2
-In

v И /
(21.5.13)

и произведение 3/5 на (21.5.11) —  из (21.5.10), что дает

1 3 11

(М) 5g '2((i) 12л2
-In

ГМ Л
(21.5.14)
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Б ер я  отношение этих д ву х  уравнений, получаем  ф ормулу для 
sin2 0 s  д'2 / (д2 + д'2):

= Ш 5 1 5 , 
6 9 r f(m z ) (2 1 '5Л5)

В  этой формуле мы положили jx равным типичной энергии процес
са, использованного для измерения sin20, т. е. (X ~  m z. Это имеет то 
преимущ ество, что мы можем использовать уравнения ренормг
руппы (21.5.6)—(21.5.8) только в области вы ш е m z, где на них не 
сильно вли яет спонтанное нарушение >Sl/(2) X 1/(1). Соотношения
(21.5.13) и (21.5.14) можно такж е скомбинировать и получить фор
м улу для ш калы объединения М:

In
'  М ' 4л2 . 8e2(mz ) '

l i e 2 I 3g2(m z )J

где опять, чтобы и збеж ать влияния нарушения электрослабой сим
метрии на уравнения ренормгруппы, мы положили р. равным m z.

В  р азд ел е 18.2 мы видели, что значение е(ц) при р, ~ m z 
д а е т с я  вы р а ж е н и е м  e (m z )2/ 4л = (1 2 8 ,8 7 ± 0 ,1 2 ) -1 . Э тот за р я д  
определен стандартным образом (по Гелл-М анну и Лоу) через по
ляризацию  вакуум а. И мея в виду сравнение с gs, д' и д, лучш е 
использовать константу, определенную (как в разделе 18.6) в сх е 
ме модиф ицированного минимального вы чи тани я: e(m z )2/ 4л = 
(127 ,9± 0 ,1 )-1 .

С ам ая больш ая неопределенн ость в ф орм улах (21.5 .13) и
(21.5.14) содержится в значении g 2(mz). Как обсуждалось в разделе 
18.7, извлечение gs из данных при низких энергиях дает д<,2(?712)/4л 
= 0 ,118±0,006, в то время как прямое измерение из вероятности 
распада Z 0 в адроны дает gs2{mz) / 4л = 0 ,120±0,0025. Если взя ть  
д82(ш2)/4л = 0,118 и е(ш2)2/4л = 1/128, то из уравнений (21.5.15) и 
(21.5.16) получаю тся sin20 = 0,203 и М ~ 1,1 X 1015 ГэВ.

К ак о тм еч ал ось в р а зд е л е  21.3, н ет оснований ож и д ать , 
что барионное и лептонное числа долж ны  со хр ан яться  подав
ленными неперенормируемыми слагаем ы м и в эф фективном лаг
р а н ж и а н е , о п и сы в а ю щ е м  ф и зи к у  при о б ы ч н ы х  э н е р г и я х .
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Поэтому можно ож и дать наличия сохраняю щ его SU(3) X SU(2) 
X 1/(1) симметрию  четырехф ермионного (три кварка и один л еп 
той) взаи м одей стви я с коэффициентом, который по размерны м 
соображ ениям  долж ен  бы ть порядка 1/М2. На основании этих 
соображ ений была дана п ер вая оценка времени ж и зни  прото
на —  порядка 1032 лет 36. Такое несохраняю щ ее барионное и л еп 
тонное числа четы рехф ерм ионное взаи м одей стви е возн и кает в 
м оделях типа рассм отренны х в работах 33-33 за  счет обмена к а 
либровочными бозонами м ассам и порядка М. Б олее общее у т 
вер ж д ен и е  за к л ю ч а е т ся  в том, что если  только  стан д ар тн ая  
м одел ь о б ъ я сн я е т , почем у е стеств ен н ы м  образом  п о д авл ен ы  
процессы  с несохранением  барионного и лептонного чисел, то 
и счезаю т всяки е разум ны е основания для веры  в точное сохр а
нение как барионного, так  и лептонного чисел.

М ы видели, что пр едсказани е (21.5.15) довольно близко к 
измеренному значению 0,23 для sin20, однако точность измерений 
и вычислений достаточно хорош а, чтобы понять, что эти числа 
не находятся в точном согласии. Для устранения этого р асхож д е
ния в суперсимметричных теориях возникаю т новые частицы ° , 
что дает на порядок больш ее значение М — 2 X 1016 Г эВ  зеб. Очень 
интересно, что это значение М не слишком отличается от энер
гии 101г- ГэВ , при которой сильными становятся гравитационные 
взаимодействия. Больш ое значение М вли яет так ж е на увеличе
ние времени ж изни протона, пропорциональное М4.

21.6. Сверхпроводимость *

Сверхпроводимость сильно отличается от явлений в мире эле
ментарных частиц, которые главным образом интересуют нас в этой 
книге, однако она вполне заслуж и вает рассмотрения, с одной сто
роны, как самый первый реалистический пример спонтанно нару
шенной калибровочной симметрии, а с другой —  как исклю читель
но яркий пример мощи эффективных теорий поля и использования 
в них топологических соображений.

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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Сверхпроводник —  это просто вещ ество, в котором спонтан
но наруш ена электромагнитная калибровочная инвариантность *. 
Для объяснения того, почему и при каких тем пературах возни
кает такое нарушение симметрии, требую тся детальны е динами
ческие теории, но они не нужны для обоснования наиболее пора
зи т е л ь н ы х  ч ер т  я в л е н и я  св е р х п р о во д и м о сти : в ы та л к и в а н и я  
магнитных полей, квантования потока, нулевого сопротивления 
и появления переменных токов в щели м еж ду сверхпроводника
ми, находящ имися под разными напряжениями. Как мы увидим 
ниже, эти следствия нарушенной калибровочной инвариантности 
могут быть выведены в духе, несколько напоминающем наше рас- 
мотрение мягких пионов, с опорой исключительно на общие свой
ства голдстоуновской моды зэ.

Д ействие для любой систем ы  долж но быть инвариантным 
относительно калибровочны х преобразований, имею щ их в еди
ницах СГС вид

Ар (о?) -» Ар(х)  + ЭцЛ(ж), (21.6.1)

V|/n (x) -> ехр( iqn A(x) / й)\|/п(х ), (21.6.2)

где Л(;г) —  произвольная функция, a qn —  электрический заряд, 
уничтожаемый полем \|/п. П редполагается, что все заряды  являю т
ся целыми кратными заряда электрона ~е, так что эта группа ком
пактна: ф азы  Л и Л +  2кЙ/е рассматриваю тся как тождественные. 
П редполагается, что эта группа симметрии нарушена в сверхпро
воднике ненулевыми средними значениями операторов, несущ их 
заряд ~2е (такими, как произведения двух полей электронов), так

* Исторически сложилось так, что большинство экспертов по сверх
проводимости рассуждали иным образом. Было известно, что в первых 
феноменологических теориях калибровочная инвариантность нарушается, 
но это обстоятельство рассматривалось скорее как мешающее, а не про
ливающее свет на проблему. В основополагающей работе Бардина, Купе
ра и Шриффера 37, в которой впервые была предложена микроскопичес
кая теория сверхпроводимости, нарушенная симметрия не упоминалась 
ни разу. Позднее Андерсон 38 подчеркивал важную роль нарушенной сим
метрии в сверхпроводниках, но даже сегодня в большинстве учебников 
сверхпроводимость объясняется с помощью подробных динамических мо
делей, а нарушенная симметрия упоминается очень редко.
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что имеется ненарушенная подгруппа Z 2, состоящ ая из калибро
вочных преобразований с Л =  0 и Л = лй/е.

Мы вводим поле голдстоуновского бозона ф(х), записы вая все 
заряж енны е поля как

WftM = ехр(гдпф(х) / fr)yn(x). (21.6.3)

Поле <р(х) параметризует ф актор-пространство U (l)/Z 2, и, таким 
образом, задано свойство калибровочного преобразования

ф(х) —> ф(х) + Л (х ) . (21.6.4)

П оскольку ф(х) параметризует U (l)/Z 2, а не L7( 1), мы должны отож 
дествить ф(х) и ф(х) +  %Ь/е. В се поля калибровочно инвариантны, и 
после интегрирования по ним лагранжиан становится калибровоч
но инвариантным функционалом только от полей ф и А .̂ Отсюда 
следует, что функцию Л агранж а голдстоуновского и электромаг
нитного полей можно записать в виде

L = - ^ j d 3xFllvF ^  + L S[A î -Э^ф ], (21.6.5)

где L s —  плохо известный функционал. Электрический ток и плот
ность заряда равны

' т. > 5 L s
J(X)=6A(*)’ (2L6^

^  = = (21.6.7)
8A (x) 8ф(х)

Уравнения движения поля голдстоуновского бозона имеют вид

Э 8L s = SLs = у  8L s
Эt 8ф(х) 8ф(х) 8А(х) (21.6.8)

что, с учетом формул (21.6.6) и (21.6.7), эквивалентно закону сохра
нения электрического заряда

Э п
V • J  • J 0 0 . (21.6.9)

ot
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Посмотрим теперь, как этот ф ормализм объясняет приме
чательные свойства сверхпроводников. В  отношении L s достаточ
но предполож ить, что в отсутстви и  голдстоуновского или вн е
шних электромагнитных полей система стабильна, так что энергия 
по крайней мере имеет локальный минимум при А  ̂ =  Э̂ ф с неис
чезающ ими вторыми производными по разности А  ̂ — Э̂ ф.

Одно немедленное следствие состоит в том, что в глубине 
большого сверхпроводника, где граничные условия несущ ествен
ны, электромагнитное поле есть чистая калибровка:

Ац = Э^ф, (21.6.10)

так что, в частности, магнитное поле должно обращ аться в нуль. 
Это явление известно как эффект Мейснера. Можно более коли
чественно пояснить, что мы понимаем под словами «в глубине боль
шого сверхпроводника». Поскольку при выполнениии соотношения 
(21.6.10) энергия минимальна, для малы х значений |А — Vф| она дол
ж на быть порядка |А -  Уф|2L 3/A2, где X —  некоторая длина, зави 
сящ ая от природы вещ ества, a L 3 —  объем сверхпроводника. Если в 
сверхпроводник проникает магнитное поле порядка В, мы должны 
иметь А — Уф порядка B L , т. е. затрата энергии на проникновение 
магнитного поля вглубь сверхпроводника будет порядка B 2L 5/А.2. С 
другой стороны, затрата энергии на вытеснение магнитного поля В 
из объема L 3 по порядку величины равна B 2L 3. Отсюда слабое маг
нитное поле будет вытеснено из сверхпроводника, если B2L 5/X2 5  ̂
B 2L 3 или, иными словами, если L »  X. По этой причине X называю т 
глубиной проникновения  в сверхпроводник.

На основании тех  ж е  энергетических соображений можно ут
верж дать, что для любого сверхпроводящ его вещ ества сущ еству
ет критическое магнитное поле, выш е которого сверхпроводимость 
исчезает. Сущ ествование сверхпроводимости при нулевом магнит
ном поле означает, что энергия в единичном объеме вещ ества в 
нормальном состоянии больше, чем в сверхпроводящ ем, на некото
рую величину Д. Когда сверхпроводник линейными размерами, много 
большими X, помещ ается в магнитное поле В, это поле вы тесн яет
ся из большей части вещ ества, на что тратится энергия в единице 
объема, равная В 2/2. Отсюда следует, что вещ еству энергетически 
выгодно находиться в сверхпроводящ ем состоянии, если и только 
если магнитное поле не превыш ает критического значения
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Вс = V2A. (21 .6 .11)

(Это верно для однородных сверхпроводников. Н иже мы увидим, 
что для сверхпроводников определенного типа возмож но сохра
нить сверхпроводимость почти во всем образце при магнитных по
лях в конечном интервале значений вы ш е Вс за  счет образования 
узких вихревы х нитей с нормальным металлом на их концах.) М аг
нитное поле В < Вс будет проникать в сверхпроводник на глубину 
X, не уничтожая сверхпроводимости в таком слое; действительно, 
как следует из уравнения поля V X В  = J ,  именно в этом поверхно
стном слое сверхпроводника м ож ет течь электрический ток.

Рассмотрим теперь свернутый в кольцо толстый сверхпрово
дящий провод, толщина которого много больше X. Можно провести 
глубоко внутри провода зам кн уты й  контур С, вдоль которого 
Л -  Vф| должно обращ аться в нуль. Это не означает, что А или ф 
равны нулю на этом контуре, но мы знаем, что при обходе конту
ра ф должно вернуться к эквивалентному значению и поэтому мо
ж ет  изменяться только на величину пкЬ/е, где п —  положитель
ное или отрицательное целое число или нуль. Тогда из теоремы 
Стокса следует, что магнитный поток сквозь поверхность, натяну
тую на контур С, подчиняется правилу квант ования пот ока

Э л ек тр и ч еск и й  ток , со зд аю щ и й  поток м агнитного п оля 
(21.6.12), течет в слое толщиной X под самой поверхностью  свер х
проводящ ей проволоки. Квантование потока показы вает, что этот 
ток не м ож ет зату х ать  непрерывно, а м ож ет м еняться только скач
ками, при которых поток (21.6.12) ум еньш ается на целое кратное 
%ti/e, так что в сверхпроводнике нет сопротивления в обычном 
смысле.

О тсутствие сопротивления в сверхпроводнике можно пока
зать  и в более общем случае, чем замкнуты е кольца, рассматривая 
зави сящ и е от времени эф ф екты. Зам етим , что формулу (21.6.7) 
можно интерпретировать как утверж дение , что —J 0 есть канони
чески сопряженная к ф величина. Таким образом, гамильтониан Hs 
следует рассматривать как функционал ф и J 0, а не ф и , причем 
зависимость ф от времени дается уравнением Гамильтона

j В  • dS = А • dx = jf Уф • dx = — (21.6.12)
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= ( 2 1 ' 6 ' 1 3 )

Далее, «напряжение» V(x) в любой точке есть просто изменение 
плотности энергии, приходящ ееся на изменение плотности заряда 
в этой точке, так что сооношение (21.6.13) позволяет записать вр е
менную зависимость поля голдстоуновского бозона в виде

ф(х) = - У ( х ) . (21.6.14)

Отсюда вы текает, что кусок сверхпроводящ ей проволоки, по кото
рому идет постоянный ток, а поля не зави сят от времени, должен 
иметь нулевое падение напряжения м еж ду концами, поскольку в 
противном случае поле ф(х) имело бы зависящ ий от времени гра
диент. Но нулевое падение напряжения при конечном токе и есть 
то, что мы понимаем под нулевым сопротивлением.

Рассмотрим теперь щ ель м еж ду двумя кусками сверхпрово
дящего вещ ества. И з калибровочной инвариантности следует, что 
при отсутствии любых градиентов вдоль поверхности щ ели или 
любого векторного потенциала Ls зависит только от разности Дф 
м еж ду полями голдстоуновских бозонов в двух сверхпроводниках:

^ _ г  = -^ (Д ф ), (21-6.15)

где . 7 —  площадь перехода. Более того, можно сдвинуть ф в любом 
из сверхпроводников на целое кратное %Ь/г, не произведя никако
го физического эффекта, и поэтому функция F должна быть перио
дической 4

/<’(Дф) ’̂(Дф • %nh / е). (21.6.16)

Сквозь такую  щ ель течет ток, который можно вычислить, рассм ат
ривая переход в присутствии векторного потенциала А. И з калиб

* Эта функция была вычислена Джозефсоном 40, который обнаружил, 
что она пропорциональна cos(2eAcp/Й), но это приближенный результат, а 
свойство периодичности — точное.
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ровочной инвариантности следует, что вместо Дф функция F  дол
ж на зависеть от

ДАф = J dx • (Уф -  А) ,

причем интеграл берется по линии, соединяющей два сверхпровод
ника. Тогда из формулы (21.6.6) следует, что плотность тока равна

От
J  = — ^нгает = -n F '(A  ф),

5А

где п —  единичный вектор, перпендикулярный щели. Теперь 
можно избавиться от векторного потенциала и найти ток

J  = -п Е '(А ф ). (21.6.17)

Если мы предположим, что оба сверхпроводника поддерживаю т
ся  при постоянны х н апряж ен и ях, р азн ость которы х равна AV, 
то, согласно (21.6.14), р азн ость полей голдстоуновски х бозонов 
будет зави сеть от времени:

Дф = tAV + const. (21.6.18)

П одставляя это в формулу (21.6.17) и вспоминая (21.6.16), видим, 
что ток осциллирует с частотой

е| AV|
V = -----  . (21.6.19)

%Ь

Это —  эффект Джозеф сона для переменного т ока  40. Н апряжения 
и частоты  можно измерять с большой точностью, поэтому описан
ный эффект дает метод очень точного измерения константы е/Ь.

Как отмечено в конце раздела 19.6, описание системы с нару
шенной симметрией с помощью только голдстоуновских мод стано
вится неадекватным, когда состояние системы приближается к точ
ке, где нарушенная симметрия становится ненарушенной. При этих 
о бстоятельствах голдетоуновская мода сопр овож дается другими 
модами, имеющими почти нулевую  частоту в пределе больших 
длин волн, и образующими вместе с голдстоуновской модой линей
ное представление (обычно неприводимое) группы симметрии, и з
вестное как параметр порядка. Правдоподобно предположить, что
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однородный сверхпроводник в медленно меняющихся внешних по
лях описывается локальным  параметром порядка, поскольку вся 
кая нелокальность должна характеризоваться микроскопическими 
масш табами длины (типа среднего расстояния м еж ду электрона
ми), которые много меньш е тех  масш табов расстояний, на кото
ры х, как предполагается, изм еняю тся электромагнитное и голд- 
стоуновское поля. В  случае сверхпроводимости не возникает никаких 
сомнений относительно природы этого параметра порядка. Един
ственное нетривиальное неприводимое линейное представление 
группы 1/(1) есть действительный 2-вектор \|/и, или, эквивалентно, 
голдстоуновекая мода (р и поле модуля р, где

Коэффициент г(р в показателе экспоненты должен равняться 2e/fl, 
для того чтобы калибровочное преобразование с А =  гсй/е (и без 
меньших А) оставляло бы уп инвариантным. Для почти однородной 
независящ ей от времени системы, находящ ейся близкой к наруш а
ющему симметрию переходу, параметр порядка мал и медленно 
изменяется в пространстве, поэтому функцию Лагранжа во внеш 
нем векторном потенциале А можно приближенно записать в виде 
(с этого момента используем естественны е единицы с Ь = 1)

а константу д следует взять  положительной, чтобы получить огра
ниченны й гам и льтон и ан. Это —  т еори я  свер х п р оводи м ост и  
Гинзбурга—Ландау  41. Горьков 42 вы вел ее из описанной ниже мик- 
ро-скопической теории сверхпроводимости в случае короткодей
ствую щ его потенциала и тем пер атуры , близкой к критической 
тем п ер ату р е, при которой вещ ест во  т е р я е т  свер хп р овод ящ и е 
свой ства.

Vi + Й*2 = Р ехр(2ге(р / U )  = \|/ (21.6.20)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



21.6. Сверхпроводимост ь 453

Вы раж ение (21.6.21), записанное через р и ф ,  принимает вид

d 3xL s = - 2 e 2p2(V (p -A f  4— m 2p2 -----gp4 ----- (Vp):!
2 4 4

Тогда уравнения поля имеют вид

V X В  = 4e2p2(V(p -  А) ,

V2p = - ш 2р + gp3 + 4e2p(V(p -  А)2.

(21 .6 .22 )

(21.6.23)

(21.6.24)

Симметрия (7(1) наруш ается, если эти уравнения уд овлетвор я
ю тся при р Ф 0. это выполнено для однородного вещ ества без внеш 
него поля, если т 2 > 0, и в этом случае р принимает значение 
/р\ = т  /  ,Jg ■ Глубина проникновения X была ранее определена как 
обратный квадратный корень из коэффициента при _ 5 (V(p -  А)2, 
так что здесь

Х =
1

^4е2(р)2

Л
2 ет (21.6.25)

Это расстояние согласно уравнению (21.6.23) характеризует изм е
нения магнитного поля. С другой стороны, изменения модуля р х а 
рактеризую тся ш калой расстояний, называемой корреляционной  
длиной, которая, согласно (21.6.24), дается выражением *

k =
1

т л/2
(21.6.26)

Кроме того, сверхпроводящ ее состояние с р = (р) имеет энергию в 
единице объема меньше, чем в нормальном состоянии с р = 0, на 
величину

А = т 2(рУ 
2 '

1 , \ 4 т 4 

i !pi (21.6.27)

* Множитель включен вместе с (Л, потому что при р = (р) производная 
функции ~т 2р + g p 3 в уравнении (21.6.24) равна 2 т 2.
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И склю чая параметры т  и д из формул (21.6.25)—(21.6.27), находим 
важ ное приближенное соотношение м еж ду наблюдаемыми вели
чинами X, Н, и Д:

1
Д =

8е2Х2̂ 2 (21.6.28)

Поле модуля становится важ ны м в динамике сверхпроводя
щих вихревы х нитей. Они возникают, когда сверхпроводник опре
деленного типа помещ ается в достаточно сильное магнитное поле, 
так, чтобы стало энергетически выгодным проникновение в вещ е
ство трубок магнитного потока, назы ваем ы х вихревыми нитями 43. 
(Условия возникновения вихревы х нитей обсуж даю тся ниже.) Про
ведя замкнутую  кривую "Ш. вокруг трубки на расстоянии, много боль
ш ем глубины проникновения, где магнитное поле обращ ается в 
нуль, и повторяя рассуж дени я, связанны е с формулой (26.6.12), 
видим, что магнитный поток через поверхность .?/, натянутую на Щ 
должен быть равным изменению <р вдоль кривой, а следовательно, 
равным целому кратному кванта потока %/е, как и для потока че- 
рех толстое сверхпроводящ ее кольцо. Когда этот поток не равен 
нулю, внутри каждой трубки должна быть линия, вдоль которой 
электромагнитная калибровочная инвариантность не нарушена. Что
бы увидеть это, заметим, что при стягивании кривой Ш в область 
большого магнитного поля условие V<p = А становится неверным, 
однако изменение <р вдоль кривой должно остаться целым кратным 
%/е, и поэтому по соображениям непрерывности не м ож ет изм е
ниться. Следовательно мы в конце концов столкнемся с нитью (не 
исключено, что конечной толщины), вдоль которой р обращ ается в 
нуль, так что <р становится плохо определенной величиной. (Это 
элементарный пример топологических рассуждений, которые мы 
используем далее в гл. 23.) В  окрестности этой нити как р, так и ср 
следует принимать в качестве динамических переменных.

Квантование магнитного потока п оказы вает, что сверхпро
водящ ая вихревая нить с минимальным потоком %/е стабильна. В и х
ревы е нити с большими потоками не могут просто исчезнуть, од
нако отдельно взяты й  закон квантования магнитного потока не 
способен предотвратить разруш ение этих нитей с превращ ением 
в нити меньшего потока. Богомольный 43а показал, что ви хревы е 
нити с потоком п%/е и те >  1 нестабильны по отношению к р азвал у  
на те ви хревы х нитей с потоком %/е, если и только если А. > £.
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По этой и другим причинам удобно разделить сверхпрово
дящ ие вещ ества  на два кл асса : сверхпроводники  I рода  (боль
шинство чисты х металлов за  исключением ниобия), у которых Е, 
> X, и сверхпроводники II рода  (ниобий и большинство сплавов), 
у которых Е, < X. Соответственно, в электрослабой модели возни
кает различие м еж ду теориями, в которых масса скаляра (анало
гичная 1 /^) меньш е или больше масс W и Z (аналоги 1 /X).

И з определений корреляционной длины Es и глубины проник
новения X следует, что модулярный параметр возрастает от нуля 
на центральной оси нити до равновесного значения (р) на расстоя
нии порядка корреляционной длины в то время, как магнитное 
поле убывает до нуля на расстоянии от центральной линии поряд
ка глубины проникновения X. Следовательно, в сверхпроводнике I 
рода с Е, 3> X вихревое решение будет состоять из тонкого внутрен
него цилиндра из почти обычного металла, внутри которого маг
нитное поле падает до нуля, окруженного значительно более тол
стым внешним цилиндром, внутри которого модулярный параметр 
возрастает до своего асимптотического значения (р). Наоборот, ви х
ревое решение в сверхпроводниках II рода с X »  Е, состоит из тон
кого внутреннего цилиндра с постоянным магнитным полем, внут
ри к о то р о го  м о д у л я р н ы й  п а р а м е т р  в о з р а с т а е т  до св о е го  
асимптотического значения (р), окруженного более толстым вне
шним цилиндром из сверхпроводящ его вещ ества, в котором маг
нитное поле падает до нуля. Вихревы е решения сущ ествую т для 
сверхпроводников обеих типов и при любом магнитном поле, но, 
как мы сейчас увидим, вихревы е нити оказы ваю тся энергетически 
выгодными только в сверхпроводниках II рода и в конечном интер
вале значений магнитного поля.

П оскольку площ адь поперечного сечения каж дой вихревой 
нити порядка тс2,2, и внутри этого сечения вещ ество находится в 
нормальном состоянии или вблизи него, дополнительная энергия в 
единице объема, необходимая для создания таких ви хревы х ни
тей, —  порядка . f  лЕ :Л, где . С —  число нитей на единицу площ а
ди. П лотность нитей ограничена условием , t  < 1/пЕ,2, поскольку в 
противном случае цилиндры из нормального вещ ества будут пе
р ек р ы ваться , и все  вещ ество  мож но будет р ассм атр и вать  как 
н аход ящ ееся  в нормальном состоянии. М агнитное поле нуж но 
вы теснить из доли вещ ества 1 -  . ГяАЛ если М < \/%Х2, и из всего 
вещ ества, если . f  >  1/жХ2. Поэтому плотность энергии вихревого
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состоян и я относительно свер хпр оводящ его состоян и я в о т су т 
ствии магнитного поля равна

. . .  , S2a 1 d2 \ 1 -  •'( ЛА2, . ( < 1 / л А 2,Wy = .-f Д + — В  х  | ^  Г г ; / Л 2  (21.6.29)

(Мы оставили зд есь  численные множители типа \ или %, чтобы 
напомнить читателю  происхождение этих выражений, однако не 
следует воспринимать их буквально.) Для сравнения, плотность энер
гии нормального металла превыш ает плотность энергии сверхпро
водящего состояния на величину WN = +Д, а плотность энергии, 
требуемая на то, чтобы вытеснить все магнитные поля из свер х
проводника, равна Ws = В 2/ 2. Проверяя, какая из величин Ws , WN 
или Wv наименьшая, мы можем решить, какое состояние присут
ствует в данном магнитном поле.

В  сверхпроводниках I рода следует различать случаи, когда 
магнитные поля меньше или больше критического поля В,. э  J2A ■ 
Вспоминая, что , f  <  1/л^2, и §  >  1, имеем . Г < 1/лА2. Т ак  как 
при В  <  В с из формулы (21.6.29) следует, что плотность энергии 
Wv > i B 2 + . Сл(^2 -  А2)А > Ws , ви хр евы х нитей м ож ет и не быть. 
Кроме того, при таких полях WN > Ws , так что вещ ество свер х
проводящее. С другой стороны, при В  >  Вс из (21.6.29) следует, что 
Wv > Д[1 + , * я ( $ а -  А2)] > WN, т. е. вихревы е нити опять отсутствую т. 
Кроме того, при таких полях Ws > WN, т. е. вещ ество находится в 
нормальном состоянии.

В  сверхпроводниках II рода следует различать три области 
значений магнитных полей: В  <  В с1, Вс1 < В < В с2, В  >  В с2, где В с1 
и В с2 —  два критических поля порядка

В с1 -  л/2А % / А, В с2 ~ л/2А А / £ .

Как мы видели, единственные стабильные вихревы е нити в свер х
проводниках II рода —  это нити с минимальным потоком * л/е, так 
что в магнитном поле В  нужно положить число . f  вихревы х нитей

* Данный выше вывод квантования магнитного потока для изолирован
ной вихревой нити здесь применим не полностью. Как мы увидим, рассто
яние между вихревыми нитями при В > Вс1 меньше, чем глубина проник
новения А, поэтому невозможно найти контур % на котором А -  V(p = О,
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на единицу площади в формуле (21.6.29) равным еВ/%. При В < Вс1 
с помощью уравнения (21.6.8) можно показать, что еВ/% <  1 /%Х2. 
Поэтому коэффициент при плотности нитей .4' в (21.6.29) есть по
лож ительная величина %̂ 2А -^ В 2Х2, так что в этом случае Wv > 
Ws  и при В < В с1 ви хр евы х нитей нет. Кроме того, при таких 
полях WN >  Ws , т. е. вещ ество полностью сверхпроводящ ее. При 
В > Вс1 из (21.6.28) следует, что плотность нитей . I = еВ/% боль
ше, чем l/izXz, так что в вихревом состоянии магнитное поле пол
ностью проникает в сверхпроводник, и плотность энергии дается 
вы ражениями (21.6.29) и (21.6.28):

Wv = eBq2Д -  (В  / Bc2)WN «  (В с1 / B)WS.

Отсюда, при В с1 <  В  <  В с2 имеем Wv < WN и Wv < Ws , так что 
вещ ество находится в состоянии вихревы х нитей. При В > Вс2 все 
еще Wv <  Ws, но теперь WN < Wy, так что вихревы е нити и счеза
ют, и вся  сверхпроводимость уничтожается. Способность сверхпро
водников II рода с X ^   ̂ удерж ивать намного более сильные маг
нитные поля, чем критическое поле В с ~ л/Д , очень важ н а для 
технических приложений сверхпроводимости, в частности, для р аз
работки магнитов ускорителей на высокие энергии.

Теория Гинзбурга-Л андау применима только в случае, когда 
вещ ество находится вблизи перехода м еж ду нормальным и свер х
проводящим состояниями, поэтому применим ее для области в ок
рестности центра вихревой нити, где р падает до нуля. Вблизи цен
тра нити можно пренебречь ее кривизной и предположить наличие 
цилиндрической симметрии. Вы бираем поле А — V<p так, чтобы 
отличной от нуля была только азимутальная компонента:

просто проведя окружность вокруг вихревой нити на расстоянии, много 
большем X. Вместо этого необходимо обратиться к соображениям непре
рывности (М. Тинкхэм, частное сообщение). Предположим, что мы прове
ли произвольную непрерывную кривую между центрами любых двух вих
ревых нитей. Как показано ниже, на этой кривой вектор А -  V(p очень 
большой вблизи каждой из нитей, но направлен в противоположные сто
роны на концах кривой. Поэтому есть по крайней мере одна точка на каж
дой такой кривой, в которой А -  V<p = 0. Посколь-ку А -  Vф калибровочно 
инвариантна, она должна быть непрерывной, следовательно, существует 
замкнутый контур вокруг каждой вихревой нити, на котором А -  Уф = 0.
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(А -  V<p)0 = А(г), (21.6.30)

поэтому магнитное поле будет иметь только 2 -компоненту

Вг = (V х (А -  Vq>)) = А'{г) + А(г) / г, (21.3.31)

а р будет функцией только от г. Таким образом, структура вихре
вой нити определяется парой зацепляю щ ихся дифференциальных 
уравнений

A"(r) + r 1А ' ( г ) - г  2А(г) =
р 2(г)А(г)

^2{Р)2
(21.3.32)

р"(г) + г ^р'(г) +
1

2 ^
р (г)

р3(г)

(р>2
= 4е2р(г)А2(г ) . (21.6.33)

Если г  мало по сравнению как с корреляционной длиной с ,  так и с 
глубиной проникновения X, можно пренебречь теми слагаемыми в 
уравнениях (21.6.32) и (21.6.33), которые пропорциональны 1/Н,2 и 
1/Х2, и получить упрощенные уравнения

А" + А' /  г -  А /  г 2 = 0,

р" + р' /  г = 4е2А2р.

Общее решение уравнения (21.6.34) имеет вид

(21.6.34)

(21.6.35)

ч Вт СА(г) = ------1-------,
2 2 ег

(21.6.36)

где В —  константа, которая, согласно ф ормуле (21.6.31), равна 
магнитному полю вдоль вихревой нити, а С —  действительная по
стоянная, которая пока что произвольна. Подстановка решения для 
А в (21.6.35) показы вает, что при г —> 0 решение для р есть линей
ная комбинация rlc l и г- 1с 1 Параметр порядка рехр(2геф) должен быть 
гладкой функцией координат, поэтому можно сделать вывод, что 
|С| ест ь  целое п олож и тельн ое число I, и при г - )  0 р «  т1 и 
ф = ±£ф/2е +  const. Заметим, что это решение для ф согласуется

г
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с реш ением (21.6.36) при С = ±1; ази м утальн ая компонента V<p 
стремится к значению ±1/2ег, в то время как аналитичность тре
бует, чтобы азимутальная компонента А обращ алась в нуль при г 
—> 0. С помощью несингулярного калибровочного преобразования 
можно сделать так, чтобы везде (р = ±|ф/2е, и, по тем ж е сообра
ж ениям, что и при вы воде формулы (21.6.12), магнитный поток, 
который несет отдельная вихревая нить в сверхпроводнике, р аз
меры которого много больше глубины проникновения, равен ±к1/ 
е. Мы видим не только то, что, как и ож идалось, параметр по
рядка обращ ается в нуль в центре вихревой нити, но устанавли
ваем , что он стр ем и тся  к нулю как  степен ь г, где п о к азател ь  
степени равен величине магнитного потока в единицах л/е.

Это решение для (р подчиняется условию «квантования», что 
<р(2я) -  (р(0) есть целое кратное п/е, откуда вы текает квантование 
магнитного потока. В  теории с голдстоуновским бозонным и элект
ромагнитным полями, основанной на лагранжиане (21.6.5), это ус
ловие на (р должно было «руками» налагаться на решение уравне
ний поля, в то время, как уравнения Гинзбурга- Ландау «знают» об 
этом условии, поскольку они основаны на соответствую щ ем выборе 
параметра порядка.

* * *

Х о т я  наиболее сущ ествен н ы е свой ства сверхпроводников 
можно вы вести непосредственно из предположения о спонтанном 
нарушении электромагнитной калибровочной инвариантности, для 
понимания того, как и когда это происходит, необходима микро
скопическая теория сверхпроводимости. С помощью методов под
счета степеней, похожих на использованные в разделах 19.5 и 21.4, 
вы вод  м икроскопической теории свер хп р оводи м ости  Бардина, 
Купера и Ш риффера 37 был переформулирован 44’44а на язы ке эф
фективной теории поля. Для этого предположим, что мы проинтег
рировали по всем степеням свободы, связанными с ионами в свер х
проводнике *, и остави ли  только эф ф ективное взаи м одей стви е 
м еж ду электронами. Для простоты будем считать, что температура

* Строго говоря, невозможно произвести интегрирование по всем сте
пеням свободы, кроме электронных, поскольку фонон — это голдстоунов- 
ский бозон, частота которого обращается в нуль для очень больших длин
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равна нулю, и предположим сначала, что нет внешнего поля, так 
что лагранжиан инвариантен относительно трансляций и операции 
обращения времени Т. Предположим такж е, что силы не зави сят 
от спинов, так что лагранжиан инвариантен относительно SU (2) 
преобразований, действую щ их только на спиновые индексы, одна
ко нам не потребуется предположение об инвариантности относи
тельно вращений, действую щ их на импульсы. Тогда электроны х а 
р а к т е р и зу ю т ся  и м пульсом  р и спиновы м  и ндексом  s =  ±1 и 
описываются операторами уничтожения и рождения a(p,s,t) и a"(p,.s,f.) 
с лагранжианом вида

L  = d3p a t (p, s,t)
Э

-i — + E( р)
dt

a(p,s,t)

+ J  d3pid3p2d3p3d3p4 v W3S4 (P l, p2, p3, p4)
S1S2S3S4

x a t (p1,s 1,t )a T(p2,s 2, t)a(p3, s3, t)a(p4, s4, t)83(px + p2 -  p3 -  p4) 

+ (21.6.37)

где многоточие означает слагаемые с ш естью и более оператора
ми рождения и уничтожения, а Е(р) —  энергия электрона за  вы 
четом химического потенциала. Для свободных электронов Е(р) = 
р2/2т е ~ EF, где ЕР —  энергия электронов на поверхности Ферми. 
Взаимодействия буду неизбежно изменять эту функцию, но есте
ственно предположить, что поскольку для свободных электронов 
Е(р) обращ ается  в нуль при и м п ульсах  р, л еж ащ и х  на сф ере 
| р| = yj2meEF , то в присутствии взаимодействий эта функция все 
ж е  будет обращ атся в нуль на некоторой замкнутой ф ерми-по- 
верхности 9х.

£(р) = 0 для р, леж ащ их на 51 (21.6.38)

По причинам, которы е стан ут ясны ми, мы проинтегрируем по 
всем  электронам , кроме тех , которы е н аходятся  в тонкой обо-

волн, наподобие безмассовой частицы в релятивистских теориях. Однако 
те эффекты фононных взаимодействий, которые не могут быть представ
лены как эффективные электрон-электронные взаимодействия, подавле
ны множителями с обратными степенями масс ионов.
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лочке толщиной к вокруг поверхности Ферми *. (Ниже нам удаст
ся избавиться от обрезания к путем введения перенормированно
го электрон-электронного потенциала.) О ставш иеся степени сво
боды —  это электроны с импульсами вида

р = k + n(k) I , (21.6.39)

где к находится на поверхности Ферми #  п(к) —  единичный вектор 
нормали к поверхности в точке к, а 0 < ! < к. Для таких импульсов

Щ р ) = v F( k ) l ,  (21.6.40)

где
•uF (k) ее n(k) • (V pE(P))p=k • (21.6.41)

Электронный пропагатор в пространстве волновых чисел и частот 
имеет тогда вид

оо -  (k) i + г£ ’ (21.6.42)

Рассмотрим теперь, как зависит от масш таба к  произволь
ный связны й матричный элемент при к  —> 0. Для каж дой петли 
имеется интеграл по частотам и пропагатор для каждой внутрен
ней линии, так что интеграл от произведения пропагаторов по всем 
частотам будет зависеть от I как 1Ь~\ где L —  число петель, а I —  
число внутренних линий. Чтобы подсчитать число интегралов по I, 
важно зам етить, что для произвольных импульсов дельта-ф унк
ция в слагаемом с взаимодействием в (21.6.37) ограничивает не зна
чения I, а значения к. (Например, если сохранение импульса огра
ничивает импульсы рг и р2 двух электронных линий тем, что полный 
импульс Р ^ 0, то интеграл по рг берется по пересечению двух 
замкнутых оболочек толщиной к, одна из которых имеет центром

* В случае сил, которые зависят от спинов, имеются две ферми-по- 
верхности, по одной на каждое собственное значение матрицы £уДр), 
и мы интегрируем по всем электронам в каждом спиновом собственном 
состоянии, за исключением тех, которые находятся в тонкой оболочке 
вокруг соответствующей поверхности Ферми.
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Р, а другая —  нуль. Пересечение этих оболочек есть замкнутое 
кольцо толщиной к, так что нужно интегрировать по одной компо
ненте к, задающей положение вдоль кольца, и двум I, задающим 
положение внутри сечения кольца.) Следовательно, имеется I ин
тегралов по I, и так как подынтегральное выражение ведет себя 
как 1ь~г, матричный элемент будет изменяться как

М °ckl . (21.6.43)

Число петель связано с числом внутренних линий и числом Vi вер
шин типа i знакомым соотношением

L  = J - £ V f + l. (21.6.44)

Кроме того, число внутренних линий связано с числом вершин и 
числом внешних линий Е другим знакомым соотношением

21 + Е = £ п {У{ , (21.6.45)

где п,- —  число электронных операторов во взаимодействии типа г. 
И склю чая I из соотношений (21.6.44) и (21.6.45), получаем

Ь = 1 - ^  + ^ ' £ Щ Пг ~ ^ -  (21.6.46)Z А г-

Слагаемые в действии с щ = 2 приводят только к изменению фун
кции Е(р), и следовательно, к сдвигу поверхности Ферми. Истин
ные взаимодействия имеют ni > 2, и из соотношений (21.6.43) и 
(21.6.46) следует, что они приводят к слагаемым в матричном эле
менте, дающим пренебрежимо малые вклады  при к  —» 0. На язы ке 
раздела 18.5, это означало бы, что все взаимодействия являю тся 
несущ ественными операторами. Вот почему электроны вблизи по
верхности Ферми в нормальных м еталлах ведут себя во многом как 
свободные частицы.

Однако, есть одно исключение из этого вывода. Если пара 
электронных линий переходит в вакуум , то трансляционная инва
риантность тр ебует, чтобы и м пульсы  эти х линий были равны
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по величине и противополож ны  по направлению . Таким  обра
зом, если один импульс находится вблизи поверхности Ф ерми, 
это ж е  относится и ко второму. (И нвариантность относительно 
обращения времени требует, чтобы Е(р) было четной функцией 
р, так  что, д а ж е  если поверхность Ф ерми в общем случае не
сф ерическая, из Е(р) = 0 следует, что £ (_ р) =0.) Следовательно, 
интеграл по импульсу р одной из этих линий берется по оболоч
ке толщиной к, или, иными словами, по двум к и одном у I. Для 
каж дого взаи м одей стви я, вклю чаю щ его две таки е линии, им е
ется  не два, а одно интегрирование по I, так что вм есто умень
ш ения порядка величины матричного элемента на множитель к, 
как это указано в (21.6.43) и (21.6.46), подобное взаим одействие 
не оказы вает на порядок величины матричного элемента никакого 
влияния, иными словами, взаи м одей стви я, вклю чаю щ ие четы ре 
электронных оператора и действующ ие м еж ду электронными ли
ниями, переходящ ими в конце концов в вакуум , стан овятся  не 
несущ ественными, а маргинальными.

Чтобы увидеть следствия из этого исключения, удобно вос
пользоваться приемом, известны м как преобразование Х аббарда-  
Ст рат оновича  45, которое кратко упоминалось в разделе 1.7. Т е 
перь м ы  собираем ся вклю чить медленно меняю щ иеся внеш ние 
электромагнитные поля, так что будет удобно работать в коорди
натном представлении. И з калибровочной инвариантности следует, 
что функция Лагранжа (21.6.37) примет вид

ь = - 1 d3x\|/s (x, t)
' Э ,  ,
—i ------Aq ( х ,  t) + E(—iV + A(x, t))

dt
+ £  J  d3\r1d3x:2d3x 3d3x 4Vs. S2S;iSi (x x, x 2, x 3,x 4 )

S1S2S3S4

X \|/ ( * 1 , t) V|/ . (x 2, t) \|/S3 (x 3 , t) \|f 8i (x 4, t) ,

\|/s(x , t)

(21.6.47)

где
v|/s.(x , t) в  (2jt)~3/2 J  d3p exp (ip  • x) a(p ,s ,t). (21.6.48)

Отбросим теперь слагаемые с более чем четы рьмя электронными 
операторами, поскольку все эти слагаемые несущ ественны. Доба
вим к этой функции Лагранжа слагаемое
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X (х 2 > Х1 * *) ~ (x i , t) \|Г* ( х 2 , t)] 

х К , ,  (х з> х 4. *) ~ ¥ S3 (х3, t) у  S4 (х4, i t ) ]

(21.6.49)

и соверш им  ф ункциональное интегрирование по новому полю 
«пары» Ч»(х, s, х ', s', t) и по электронному полю \|/. Это возможно, 
потому что добавка AL квадратична по полям пар, а коэффици
ент при слагаемом второго порядка не зависит от поля, поэтому, 
согласно приложению к гл. 9, интегрирование по Ч'^Дх, х ', t) в 
ф ункциональных и нтегралах своди тся к тому, что 'F ^ x ,  х ', t) 
надо положить равным значению в стационарной точке лагран
жиана 'Рхг.-(х, х ', t) =  >|/s(x , t), в которой AL = 0. Дополни
тельное слагаем ое выбрано так, чтобы слагаем ы е в сумме L  + 
AL, которые четвертичны по электронным полям, сократились, и 
остались только квадратичные по этим полям члены:

Переходим к самому главному. Мы показали, что взаимодей
ствие V несущ ественно, за исключением случаев, когда оно дей
ствует на пару электронных линий, переходящ их в вакуум. Когда 
мы вычисляем квантовое эффективное действие IP P ] в присутствии 
внешнего медленно меняющегося поля пар vE,ss'(x, х ', t), это озна
чает, что мы опускаем все диаграммы, за исключением тех, кото
рые становятся несвязными после разрезания по любой внутрен
ней линии 'Р. Однако общее определение квантового эффективного 
действия требует, чтобы мы отбросили все диаграммы, которые

L + AL

S1S2S3S4S1S2S3S4

(21.6.50)
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ст ановят ся  несвязными после разрезания по любой внутренней 
линии. Следовательно, мы не долж ны  вообще включат ь никаких  
внут ренних линий  'Р. Так  как электронное поле входит в вы р аж е
ние (21.6.50) квадратично, единственные выживаю щ ие диаграммы 
после интегрирования по электронным полям —  это диаграмма с 
одной вершиной, возникаю щ ая от последнего слагаемого в квад
ратных скобках в (21.6.50), и однопетлевая диаграмма, которая по 
тем ж е соображениям, что и в разделе 16.2, дается логарифмом 
детерминанта от коэффициента при квадратичных по электронным 
полям слагаемых:

П'Р] = ^  £  | dt J  d3x 1d 3x 2d 3х зd3х 4VS]Si  (x1,Х2, х з ,х 4)
S1S2S3S4

+ const.-  — In Det
2

, . (21.6.51)
r А В Л
VB ' —AT

Здесь А и В  —  «матрицы»

= 8 /s| - i j ^ - A 0(x ,t) + E (-zV  + A (x ,t))| 5 3(x /- x ) 8 ( t ' - t ) ,

(21.6.52)

(21.6.53)

a A —  щель,

Ae>e(x ',x ,t )  = -  £  J  d 3y d 3y'Vs^ a (x ,  x , у y)4V s(x ', x, t) .
^  g 'g

(21.6.54)

(Здесь и ниже мы игнорируем аддитивную постоянную в Г, во з
никающую от тех  мод, по которым произведено интегрирование.) 
Это одна из задач, в которой можно вычислить эффективное дей
ствие, не д ел ая  каки х-либо предположений о м алости взаи м о
действия в лагранжиане.

Чтобы упростить дальнейш ее обсуждение, ограничимся слу
чаем синглетного по спину спаренного поля
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Ч* (х ',х . t) = -Ч? , (х ',х , t) т Ч*(х'.х.г), (21.6.55)

где нижние индексы  +  и — со ответствую т спиновым индексам 
+  1/2 и _ 1/2, соответственно*. С учетом инвариантности относи
тельно вращений по спиновым индексам, необходимые компонен
ты потенциала имеют вид

V+_+_ (х ', х, Щ -  У+__+(х 7, х, t) = ~V_++_ (х ', х, t) + V_+_+ (х ', х, t)
= 2V(x',x, t).

Тогда из вы ражения (21.6.54) следует:

A+_ (x ',x ,t )  = -Д  .Дх'.х.Г) = Д (х ',х ,г ),

Д++ = (x ',x ,f )  = Д__(х ',х , I) = 0.

Поэтому квантовое эффективное действие равно

(21.6.56)

(21.6.57)

(21.6.58)

Г[Ч*] = J  d tj d3x 1d3x 2d3x 3d3x 4V (x 1,x  2,х 3, х 4) 

X 4 'T(x 2, x 1,t )4 '(x 3,x 4,t)

г In Det
Я

m (21.6.59)

где

-г — ~ Л ( х > l > + Щ-iV  + A(x , V) f83(x' -  x)5( f  ~ t), (21.6.60)

= -A (x /, x , t ) 5 ( t ' - t ) (21.6.61)

и
Д(х', x, t) = j  d 3y d 3y'V(x ', x, y ', y)'P(y/, y, t). (21.6.62)

Используем сначала эти результаты  для рассмотрения трансляци- 
онно инвариантного случая без внешних электромагнитных полей.

* В жидком Не3 неисчезающие компоненты спаренного поля образуют 
спиновый триплет с компонентами 4 j  = 4/++, vP0 = J24\ = V24V Ч'.. = Ч*_
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Тогда поля пары и щ ели можно записать как ф урье-преобразо- 
вания

Ф(х', х) = J d 3p с'!р ,х х)'Р(р), 

Д(х', х) = (2тс)—3 J d 6p  егр'(х “х)А(р),

(21.6.63)

(21.6.64)

а электрон-электронны и потенциал принимает в данном случае 
вид

J3™ лЗ™ j 3„ j 3„j d 3x 1d3x 2d3x 3d3x 4 е гр'(Xl х2)егр (Хз Х4)У (х 1,х 2,х 3, х 4) 

=  р ' , р) ,
(21.6.65)

где —  пространственно-временной объем

Т4 = J d3x j  dt 1. (21.6.66)

После перехода в представление волновых чисел и частот «матри
цы» (21.6.60) и (21.6.61) становятся диагональными, и вычисление 
детерминанта становится тривиальным, ффективный потенциал (не 
путать с электрон-электронным потенциалом) был определен в р аз
деле 16.1 как взятое со обратным знаком эффективное действие 
в единице пространственно-временного объема:

V[4>] = - Г [ ¥ ]  / *4

= - j 'd 3pd3p 'lP ’, (p')V(p', р)'Р(р)

+ -
(2%У

■ Jd w d 3p ln 1 - -
|А(Р)|2

ю -  Е 2 (р) + ге
(21.6.67)

где
Д(р) = -  J d3p /V (p/, р)Ч/(р/) . (21.6.68)

(Член iv м ож ет быть получен из фейнмановских правил для элект
ронных петлевы х диаграмм, и, как показано в разделе 9.2, он в 
конце концов возн и кает из условий  на электронное поле при 
t —> ±°о.) Соверш ая виковский поворот, интегрируя по ю и вы ра
ж а я  'Р через Д, получим
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У[Д] = - J  d3pd3p/A* (р')У 1(р/, р)А(р)

------Ц - 1 d3p U s 2(р)+|Д(р)|2 -  Е(р)
(2л)3 J Lv ■

(21.6.69)

Как мы видели в разделе 16.1, уравнения поля являю тся просто 
условием стационарности эффективного действия, которое в на
шем случае приводит к знаменитому уравнению для щели  для рав
новесной функции щели Д„(р):

О =
bV\A\

А=Л(1бд (р)

= - J  d3p V _1(p, р')До(р")
Д0(р )

2(2тг)3 ^Е2(р)+|Д(р)|2

или, в более знакомом виде,

Ао(Р) = -------—12(2%)

„7 3^  У (р,р/)Д 0(р )
d Р I „ . , = ■  (21.6.70)

V s2(P0+| Д(р')12 '

В езд е выш е все интегралы по импульсам неявно понимались как 
ограниченные импульсами вида (21.6.39) внутри тонкой оболочки 
толщиной к вокруг поверхности Ферми. Тогда эффективный потен
циал (21.6.69) имеет вид

У[Д] = - к 2 \, ,d2k d 2k'Д *(к')У_1(к',к)Д (к)
"К- Г dll d 2k\yjl2vl(k)+\ Д(к)р -  lvF (к) 

(2тг)3 J о hr L
(21.6.71)

Теперь эффективный потенциал следует понимать как функционал 
только от функции щели Д на поверхности Ферми.

П оскольку к  произвольно, потенциал У (к', к) долж ен имет 
такую зависимость от к, чтобы V|Д| был независим от к. В  большин
стве приложений 44 методов ренормгруппы к сверхпроводимости 
используется описанный в разделе 12.4 подход Вильсона, заклю ча
ющийся в выводе дифференциального уравнения для зависимос-
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ти V(k', к) от к  и изучении поведения его решений при к  —> 0. С 
целью показать гибкость в подходах полезно заметить, что можно 
с тем ж е  успехом воспользоваться подходом Гелл-М анна- Лоу и

« « 44 оввести перенормированный электрон-электронныи потенциал

5 2V|A]

8А (k')6A(k) Д(к)=Д(к)*=ц
(21.6.72)

где р. —  скользящ ая ш кала перенормировки типа введенной в р аз
деле 18.2. В ы р аж ая исходный электрон-электронный потенциал че
рез V,,, получаем вместо формулы (21.6.71)

V[A] = - f  d2/cd2/c/A*(k/) V 1(k /,k)A(k)•v/
1

dll d 2k  k)+|A(k)|2 — lvF(k)

I A(k)| Ц2| A(k)|2

2(l2v ‘j,(k) + ц2)1/2 4(£2u|(k) + |X2)3/2

(21.6.73)

Теперь интеграл по l сходится если устремить обрезание к беско
нечности, что дает

727„л 2 j  'A *V| А| = -  f d2/cd2/c'A*(k')V_1(k ',k)A (k)

+
2(2 я г

Г In
Г|А(к)П

- 1
J,./- "М к ) 1. -Ll J

(21.6.74)

Условие стационарности V[A] при А = А0 приводит к щ елевому урав
нению в наиболее полезной форме:

А0(к) = d 2k  У., (к, к ') Vp1 (к ') А0 (к ') In
]А (У)

(21.6.75)

Подстановка его в ф ормулу (21.6.74) показы вает, что плотность 
энергии сверхпроводящ его состояния меньше, чем у нормального 
состояния, на величину
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А = V(0) — V (Д0) =

Конечно, зависимость от (J. электрон-электронного потенци
ала Уц долж на быть выбрана так, чтобы удовлетворять уравне
нию ренормгруппы, обеспечиваю щ ему выполнение условия, что 
эф ф ективны й потенциал (21.6.74) не зави си т от произвольного 
масш таба перенормировки j i :

djJ. ’ 2 (2 ® fu F (k)

или, эквивалентно,

J d 2fc"Vtl( k ' , k " ) ^ 1(k//)Vtl(k" к). (21.6.77)
CtLl

Это можно с пользой переписать с помощью эрмитового ядра

1

2(2я)
(к', к) = — ^ 1/2 ( к > ^  (k)V„ (к', к ) , (21.6.78)

как

^ d f i ^  = К П 21-6-79)

Поэтому собственные векторы м„(к) ядра К(1(к, к') не зави сят от ц, 
в то время как собственные значения принимают вид 1/1п(Ап/ц), 
где Ап —  константы интегрирования типа А в квантовой хромоди
намике. Таким образом, получаем следую щ ее выражение для по
тенциала

з .,а » 8 л л „ № | ,-,т  М Ь К С О
н к м  { 2 1 А Щ

V (k ',k ) =  8(2lt)3s t / 2 (k )o ] /2( k ' ) £

где собственные векторы выбраны ортонормированными, так что 
условие полноты принимает вид
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£ м п(к )м ;(к ') = 52( к - к ' ) . (21.6.81)
П

Теперь можно переписать эффективный потенциал (21.6.74) как

Для вещества с локальной инвариантностью относительно враще
ний поверхность Ферми является сферой, и собственные векторы 
ип(к) —  сферические гармонические функции координат на этой 
сфере, однако выражение (21.6.82) справедливо без всяких пред
положений об инвариантности относительно вращений.

Мы можем использовать этот формализм для объяснения того, 
когда возникает сверхпроводимость. Логарифм в выражении (21.6.82) 
большой и отрицательный для очень малых А, и большой и положи
тельный для очень больших А, так что, пока общий масштаб А растет 
от нуля до бесконечности, V[A] падает от нуля до отрицательных зна
чений, а затем растет до бесконечности. Поэтому при любом элект- 
рон-электронном потенциале У[А] всегда имеет минимум при не рав
ном нулю  значении А. Однако этот результат требует важного 
уточнения. Когда мы устремляем обрезание к к бесконечности, интег
рал в (21.6.73) эффективно обрезается на значениях I порядка |Д|/%, в 
то время как поверхность Ферми имеет радиус порядка KF, где 
8%kf / З(2х)3 есть плотность числа электронов. Поскольку мы предпо
лагаем, что учитываются электроны, находящиеся в тонкой оболоч
ке вокруг поверхности Ферми, вывод верен только при условии, что 
|А| -С g)d, где 0)D —  дебаевская частота K.FvF. В частности, в случае 
инвариантности относительно вращений и не зависящей от направле
ния щелевой функции, эффективный потенциал достигает локально
го минимума при щелевой функции порядка As_B0JIHa, так что до тех 
пор, пока A s_B0JIHa roD, симметрия спонтанно нарушена. Этот резуль
тат можно выразить иначе, сказав, что для s-волновой сверхпрово
димости s-волновая проекция электрон-электронного потенциала 
(21.6.80) после перенормировки на масштабе ц ~  coD должна быть при
тягивающей. Однако не имеет значения, насколько съиген этот пе
ренормированный притягивающий потенциал.

У[Д] =
2(2л)3

1 d W k X  А’ (к > ;(к ')Д (к )ц „ (к )Гj П д д а П _ !

(21.6.82)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М . Лапиной для личного пользования



472 Глава 21. Спонтанно нарушенные калибровочные симметрии

Это свойство сверхпроводимости, заключающееся в том, что 
голдстоуновский бозон образует притягивающий потенциал, как 
бы слаб этот потенциал не был, есть следствие существования 
ферми-поверхности, усиливающ ей эффекты дальнодействия. В 
квантовых теориях поля, не содержащих элементарных бесспи
новых полей типа рассмотренных в разделе 21.5, мы обычно не 
должны ожидать спонтанного нарушения симметрии в пустом 
пространстве, если только взаимодействия не достаточно сильны.

Вернемся к случаю внешнего электромагнитного поля. Как 
обычно, можно ввести поле голдстоуновского бозона ф(х, t), запи
сав каждое заряженное поле в теории, которым в данном случае 
является щелевое поле Д(х, х/, t) или спаренное поле Ч^х, х', t), 
как калибровочное преобразование с калибровочным параметром 
ф(х, t), действующее на соответствующее калибровочно инвариан
тное поле, которое мы отмечаем знаком тильды:

После этого эффективное действие определяется подстанов
кой (21.6.83) в (21.6.59). С помощью калибровочного преобразования 
можно теперь устранить зависимость от ф в выражении (21.6.83), 
подразумевая при этом, что А Д )  в формуле (21.6.60) заменено на 
Ац(сс) _  Эдф(х). Если вещество не только сверхпроводящее, но на
ходится в состоянии, далеком от точки перехода между сверхпро
водящим и нормальным состояниями, можно также проинтегриро
вать по калибровочно инвариантным степеням свободы, связанным 
с полем 4>(x,x ',t ), что означает просто его замену на равновесное 
значение Ч ^ ^ х ',  t). Зависящая от голдстоуновского и внешнего 
электромагнитного полей часть эффективного действия имеет тог
да вид

4'(x,x,,t) = ехр(~гф(х, 4))Ф(х, х', t)exp(—1ф(х',4)). (21.6.83)

где теперь

dt
t) + E (-?V  + еА(х, t) -  еУф(х, t))

х  83(х ' -  x)6(t' - 1),
(21:6.85)
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% t)Xt = Д0(х ' -  х )8 ( t '  -  t). (21.6.86)

Количественные свойства сверхпроводников типа глубины 
проникновения можно и звлечь  46 из разлож ения  выражения 
(21.6.84) по степеням A Q(x, t) -  ф(х, £) и A (x , i )  -  V(p(x,t).

Приложение. Произвольная унитарная калибровка

В этом приложении мы покажем, что в произвольных спон
танно нарушенных калибровочных теориях всегда можно выбрать 
«унитарную» калибровку, в которой поля голдстоуновских бозонов 
удовлетворяют условию (21.4.30)

H Fab^aeab = (21.А.1)
аЪ

И спользуя экспоненциальную параметризацию, верную для всех 
групп, заметим, во-первых, что любой элемент G, по крайне мере, 
в конечной окрестности единицы, может быть записан в виде

(  \ f  ^ (  \
g = ехр ехр гХ  Ф А ехр

V а V а V г У

где <ра подчинено для всех а  линейному ограничению

= ° -  (21.А.З)
ab

Это легко увидеть, когда элемент д бесконечно близок к единице. 
Любой такой элемент д можно записать как

д = 1 + г£(р°ха -1-гХ^г>
a i

с бесконечно малыми ф® и }Х®. Эквивалентно, 

д = 1 + г £  фах а + p ttf -  г £
а г а

(21.А.4)

(21.А.5)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М . Лапиной для личного пользования



474 Глава 21. Спонтанно нарушенные калибровочные симметрии

где 0а —  произвольные бесконечно малые параметры, а

Ф а ^ И Ф а + Г ^ а а , (21.А.6)

(21.А.7)

Для любого данного можно выбрать 0Я так, чтобы минимизировать 
положительную величину

1^аЬФа(0)Фь(0)
аЬ

(21.А.8)

В этом минимуме величина (21.А.8) стационарна по отношению к 
вариациям 0а, так что <ра(0) удовлетворяет условию (21.А.З). Для 
бесконечно малых ф, ц и 9 формула (21.А.5) совпадает с (21.А.2), 
так что мы видим, что множество всех д вида (21.А.2) (с <ра, удов
летворяющими условию (21.А.З)) включает все д, бесконечно близ
кие к единице. И з соображений непрерывности следует, что все 
это верно для всех д по крайней мере в некоторой конечной окре
стности единицы.

Далее, рассмотрим конкретный групповой элемент

Я = Y(S) = ехр
V а

(21.А.9)

и запишем его в виде (21.А.2):

У(5) = ехр —г £ 0 а (^).Го 
V а

Т(Ф(1й ехр
V i

(21.А.10)

где ф„(£) подчиняется условию (21.А.З). Это означает, что калиб
ровочное преобразование е х р (г£ а 0а(^),/а ) превращает Е>а в

^ - Ф о ® .  (21.А.11)
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Опуская штрихи, видим, что нам удалось построить калибровку,
в которой Е,а удовлетворяет (21.А.1), что и требовалось доказать.

Задачи

1. Вычислите эффективный лагранжиан духов в «обобщенной 
унитарной калибровке», причем B[f] дается, как обычно, вы
ражением (15.5.22), но где теперь величина / дается выраже
нием f a{x) = rcpn(x )(ta )nm{cpm(0))VAC, <pn —  действительные ска
лярные поля, а ta —  мнимые антисимметричные матрицы, 
представляющие алгебру Ли калибровочной группы. Чему ра
вен пропагатор гостов? Является ли  эта часть лагранжиана 
перенормируемой?

2. Что случилось бы с SU{2) х 17(1) электрослабой теорией, если 
калибровочная симметрия была бы нарушена средним по ваку
ум у поля (р3, принадлеж ащ его действительном у триплету  
<р = ((р+,(р°,(р_ ), а не обычному комплексному дублету (<р°, (р_)?

3. Рассмотрите обычную электрослабую теорию с единственным 
скалярным дублетом. Вычислите в однопетлевом приближении 
влияние обмена Z°-6030H0m и нейтральным скалярным бозоном 
на аномальный магнитный момент мюона.

4. Чему равен магнитный момент частиц W *  и Z 0 в стандартной 
электрослабой модели в низшем приближении?

5. Каково было бы влияние открытия четвертого поколения квар
ков и лептонов на предсказания обсуждавшихся в разделе 21.5 
единых теорий сильного и электрослабого взаимодействий?

6. Предположим, что несколько полей с несоизмеримыми значени
ями электрического заряда имели бы ненулевые вакуумные 
средние в сверхпроводнике. Как это повлияло бы на обсуж
давшиеся в разделе 21.6 свойства сверхпроводников?
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Аномалии

Применения симметрий в квантовой теории поля содержат 
некоторые тонкости, не имеющие аналогов в классических теори
ях. Даже в перенормируемых теориях бесконечности, возникаю
щие в квантовой теории поля, требуют при реальных вычисле
ниях введения определенного типа регуляторов или параметров 
обрезания. Регулятор может нарушать симметрии теории, и не
смотря на то, что в конце вычислений он устраняется, следы  
такого нарушения симметрии могут остаться. Такая проблема впер
вые возникла при попытке понять вероятность распада нейтраль
ного пиона в форме аномалии, которая наруш ала глобальную  
симметрию сильных взаимодействий. Кроме того, аномалии мо
гут нарушать калибровочные симметрии, но в этом случае тео
рия становится несогласованной, так что условие сокращения ано
м алий  можно и сп ользовать  как ограничение на ф изические 
калибровочные теории. Важность аномалий станет ещ е яснее 
в следующей главе, где мы будем изучать связанные с ними не- 
пертурбативные эффекты в присутствии топологически нетри
виальных полевых конфигураций.

22.1, Проблема распада тс°

К  середине 1960-х годов представление о пионе как голдсто- 
уновском бозоне, связанном со спонтанно нарушенной SU ( 2) ®  *917(2) 
симметрией сильных взаимодействий, привело к ряду успехов,
о которых шла речь в гл. 19. Однако на счету такого представления 
было и несколько выдающихся неудач. Наибольшее беспокойство
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вызывала проблема с вероятностью доминирующей моды распада 
нейтрального пиона л° —■» 2у. Именно решение этой проблемы при
вело к открытию нарушающих симметрию аномалий.

После интегрирования по всем тяжелым и находящимся в свя
занном состоянии частицам можно ожидать, что эффективный лаг
ранжиан для распада 7С° —> 2у будет определяться единственным 
калибровочно- и лоренц-инвариантным выражением не более чем с 
двумя производными:

^  =  g % ^ \ vFpX, (22.1.1)

где g —  неизвестная константа размерности [масса]-1. Методы раз
дела 3.4 позволяют вычислить вероятность распада л° —> 2у:

771 О
Г(к° -> 2у) = пУ . (22.1.2)

%

Можно было бы наивно ожидать, что величина g —  порядка

(22ХЗ)

где F K — 190 МэВ использована как типичная шкала масс для силь
ных взаимодействий, а множитель 1 /8тс2 включен, потому что от
ветственные за распад ж0 —> 2у диаграммы содержат по крайней 
мере одну петлю. Например, в 1949 году, используя предшествен
ницу К ХД  —  теорию пионов и нуклонов с лагранжианом взаимо
действия iG nNTC ■ N 2 tybN ,  Штейнбергер 1 вычислил, что вклад в g 
от треугольных диаграмм с единственной протонной петлей равен

е Ч
94 = (22Л-4> 

Численно это не слишком отличается от (22.1.3), поскольку в 
си лу  соотнош ения Гольд б ер гер а -Т р ей м а н а  (см. р а зд ел  19.4) 
GkN =  2 m NgA/F%.

Эта оценка амплитуды л° —> 2у не учитывает специальных 
ограничений, накладываемых 517(2) ®  SU(2) симметрией. Большая 
часть этой симметрии нарушается электромагнитным взаимодей
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ствием, однако, по крайней мере, формально оно не влияет на 
£7(1) X 1/(1) подгруппу, порождаемую электрически нейтральны
ми генераторами SU ( 2) ®  S U (2). Действие бесконечно малого псев
доскалярного элемента этой подгруппы на кварки имеет вид

Ъи = ггуъи, 8d = - te y 5d, (22.1.5)

так что электрический ток инвариантен:

= 0 . (22.1.6)

(Этот аргумент был приведен Сазерлендом 2 и Вельтманом 3 до со
здания квантовой хромодинамики, когда вместо и -  и d-кварков рас
сматривались протон и нейтрон.) Поскольку л° —  голдстоуновский 
бозон, связанный с этой симметрией, то взаимодействие без про
изводных тиа (22.1.1) может возникать только от нарушения этой 
симметрии кварковыми массами, и следовательно, оно должно быть 
пропорционально т п2 ос rnu +  md. Имея это в виду, можно ожи-

9 4дать, что константа д подавлена ,0 дополнительным множителем 
(m K2/mN2):

— иу^и -  — dy^d 
3 3

е

8 k 2F,
(22.1.7)

(Вместо m N можно было бы подставить обсуждавшийся в разделе 
19.3 нарушающий киральную симметрию масштаб 27iF K =  1200 МэВ, 
что мало бы изменило результаты.) Кроме того, имеются кираль- 
но-инвариантные эффективные тг°уу взаимодействия, включающие 
производные поля л°. Лоренц-инвариантность требует, чтобы эти 
взаимодействия вклю чали по меньшей мере две дополнитель
ные производные. И спользуя  однородное уравнение М аксвелла 
dpFyX — <M*Va. =  — и интегрируя по частям, видим, что имеется 
только одна независимая кирально-инвариантная связь ровно с 
двумя дополнительными производными, которая определяется под
становкой даламбертиана, действующего на поле л°, в выражение
(22.1.1). На пионной массовой оболочке это то же самое, что и вза
имодействие (22.1.1), но с дополнительным множителем т к2, что
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приводит к той же оценке (22.1.7). Иногда говорили, что кираль- 
ная симметрия запрещает распад —» 2у, но аккуратнее гово
рить, что благодаря киральной симметрии вероятность этого про
цесса ведет себя при т % —> 0 не как т к3, а как т п7.

Трудность в том, что наблюдаемая вероятность распада » 
2у много больше, чем это можно было бы ожидать на основании
(22.1.7), и в действительности много ближе к той цифре, которая 
получается, если воспользоваться наивным результатом  (22.1.3). 
Конкретнее, из выражений (22.1.7) и (22.1.2) мы можем ожидать, 
что вероятность распада

< а2__  - 1 0 v l  П13
П  ^  2У) “  4 = 1,9 Х 1 ’ (22Д'8)та

а, используя (22.1.3) вместо (22.1.7), мы получили бы

Г(л° —> 2у) ~ = 4,4 X 1016 с 1. (22.1.9)
4 TTFJ

Наблюдаемое значение равно Г(л° —» 2у) = (1,19 ± 0,08) х 1016 с \ 
что находится в удовлетворительном согласии с грубой наивной 
оценкой (22.1.9) и почти на три порядка величины больше, чем «ис
правленный» результат (22.1.8)! Мы вынуждены прийти к выводу, 
что какая-то аномалия делает недействительной киральную сим
метрию, в силу которой был введен дополнительный множитель 
т х2/тм2 в д. Аналогичные проблемы возникают при попытке по
нять вероятности других процессов, например, Г|° —> у +  у.

В 1969 году Белл и Джэкив 4 установили источник этой анома
лии в нарушении киральной симметрии тем регулятором, который 
необходимо ввести, чтобы получить следствия сохранения нейт
рального аксиального тока для однопетлевых фейнмановских диаг
рамм. И х результат был подтвержден, обобщен и расширен до 
высших порядков Адлером 5, который независимо обнаружил ки- 
ральные аномалии при изучении тождеств Уорда для аксиальных 
токов в квантовой электродинамике. В конце концов, в 1979 году 
Фуджикава 6 понял, что при функциональной формулировке тео
рии поля нарушающие киральную симметрию аномалии входят толь
ко в меру, и сп ользуем ую  д ля  определения ф ункционального 
интеграла по фермионным полям. Как мы увидим в следующем
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разделе, этот подход позволяет просто вывести порождаемую 
такой аномалией ам плитуду 71° —» 2у во всех порядках теории 
возмущений. Затем мы вернемся к непосредственному вычисле
нию аномалий в более общих теориях и обсудим различные при
ложения.

22.2. Преобразование меры. Абелева аномалия

Обратимся теперь к вычислению аномалий того типа, кото
рый имеет отношение к тс°-распаду. Для этого примем принадле
жащую Фуджикаве 6 интерпретацию аномалий как симптома не
возм ож ности  оп р ед елен и я  п одходящ ей  инвариантной меры  
интегрирования по фермионным полевым переменным. Анализ этой 
проблемы у Фуджикавы основывался на использовании функцио
нальных интегралов в евклидовом пространстве и на разложении 
фермионных переменных интегрирования по собственным функци
ям калибровочно-инвариантного оператора Дирака, который эрми
тов в четырехмерном евклидовом пространстве. Здесь мы изложим 
сначала менее строгий вывод, основанный на закомых нам функци
ональных интегралах в пространстве Минковского, что позволит 
получить правильный ответ при минимальной затрате усилий. 
В конце раздела мы коротко коснемся евклидова подхода и исполь
зуем его для вывода знаменитой теоремы об индексах.

Начнем с вычисления аномалии в преобразовании меры отно
сительно произвольного локального матричного преобразования 
\|/(х) —» Щ х )у (х )  столбца \|/п(ж) безмассовых комплексных фермион
ных полей спина 1/2, которые некиральным образом взаимодей
ствуют с множеством калибровочных полей /1(.Д.г) (примером мо
гут служить поля и -  и d-кварков, взаимодействующие с электро
магнитным векторным потенциалом А^(х), в задаче о вычислении 
вероятности распада —» 2у). Поскольку переменные —  ферми- 
онные, мера преобразуется не с помощью детерминанта матрицы 
преобразования, а с помощью обратного детерминанта:

[d\|/][d\j7] —> (Det If Det У )_1[d\|/][d\j7], (22.2.1)

где

Щт,ит = и (х )пт^(х -  у) > (22.2.2)
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Р1идексы п, т  пробегают по значениям ароматов и дираковских 
спиновых индексов.

В этом месте читатель может удивиться, почему мы бес
покоимся о включении множителей у4 в выражение (22.2.3), хотя 
они дают вклад только в унитарное преобразование, которое не 
должно влиять на детерминанты. Ответ заключается в том, что 
для придания расчетам смысла окажется необходимым при вы
числении пропагаторов и детерминантов регуляризовать сумму 
по фермионным модам, и мы увидим, что множители у4 влияют 
на регуляризованны е детерминанты. Таким образом, вопрос о 
том, включать или не включать множители у4, зависит от мето
да регуляризации, который мы используем, чтобы сделать наши 
напоминающие размахивание руками манипуляции осмысленны
ми. Мы включаем множ ители у,, потому что хотим осущ еств
лять регуляризацию  так, чтобы сохранялась лоренц-инвариан- 
тность, а в и н тер есую щ и х  нас сейчас с л у ч а я х  как скаляр  
преобразуется не U(x)^, а у4!7(х)1'у4.

Во-первых, рассмотрим случай, когда U (x )  —  унитарное не- 
киральное преобразование

где t —  обычная эрмитова матрица (не содержащая у5, но не обя
зательно бесследовая), а а (х ) —  произвольная действительная фун
кция х. В этом случае U  псевдоунитарна:

так что мера инвариантна относительно преобразований такого типа. 
В частности, симметрия относительно самой калибровочной груп
пы, где t —  один из некиральных генераторов ta, не портится ка
кими-то аномалиями.

Во-вторых, рассмотрим локальное киральное преобразование

U (x )  = exp [ia (x )i], (22.2.4)

(22.2.5)

U (x ) = exp [iy5a (x )t ], (22.2.6)
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где t —  опять обычная эрмитова матрица, а а (х ) —  снова произ
вольная действительная функция х. В этом случае матрица U  псев- 
доэрмитова:

¥ = У .  (22.2.7)

М ера неинвариантна относительно кирального преобразования; 
имеем

[d\|/][d\j7] - »  (Det V )“2[d\|/][d^]. (22.2.8)

Ограничимся случаем бесконечно малого локального кираль
ного преобразования. Выбирая а (х ) в выражении (22.2.6) бесконечно 
малым, имеем теперь

[V  -  1 ]пх,тУ = ^a(x )[y5t]nm64(x  -  у). (22.2.9)

Используя тождество Det М  =  ехр (T r In М ) и предельную формулу 
1п(1 +  х ) —» х  при х  —> 0, видим, что теперь мера преобразуется 
как

[d\|/][dv|/] —> expjz'Jd4xa(x).c/(x)|[d\)r][d\j7], (22.2.10) 

где .7 —  аномалия

,7(х) = -2 T r {y 5t}84(x  -  х ) (22.2.11)

и «Т г »  означает здесь след как по дираковским индексам, так и по 
индексам сортов. Мера [d\[/] [d\|/ ] входит в функциональный интеграл 
с весом ехр{г | d4x^ '(x )}, так что множитель ехр{г Jd4xa(x),n/(x)} в 
законе преобразования (22.2.10) для меры приводит к тому же эф
фекту, как если бы плотность лагранжиана была не инвариантной 
по отношению к таким преобразованиям, а преобразовывалась как 
Лре) —» Л|ж] +  а(х).ч/(ж)- Отсюда, когда мы используем эффективный 
лагранжиан, в котором проведено интегрирование по фермионам, 
то для того, чтобы учесть аномалии, мы должны включить неинва
риантное слагаемое, так что

(J’ett{x ) -> ̂ eff(x) +  a(x),7(x). (22.2.12)

Остается только вычислить аномалию .ч/(х).
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На первый взгляд кажется маловероятным, что мы можем 
получить для аномалии какой-то определенный результат. Дельта
функция бесконечна, однако след равен нулю. Чтобы исправить 
ситуацию, мы должны ввести регулятор, чтобы придать смысл 
84(х  -  х). Это можно сделать калибровочно-инвариантным спосо
бом, включив действующий на дельта-функцию дифференциаль
ный оператор /(-ID2 / М 2) перед тем, как устремлять аргумент дель
та-функции к нулю:

J { x )  = -2 [т г {у5t/ (-© 2 / М 2)}5 4(х  -  у)
у^>х (22.2.13)

Здесь D x —  дираковский дифференциальный оператор в присут
ствии калибровочного поля А*£(х):

Э .
( D.r )^ = — — itaA â  ( x ) . (22.2.14)

d x ц

Кроме того, М  —  некая большая масса, которая в конце концов 
устремляется к бесконечности, a /(s) —  гладкая функция, подчи
ненная единственному условию *, что при изменении s от 0 до °° 
f (s ) должна плавно падать от 1 до 0:

/(0) = 1, /(оо) = о, (22.2.15)

sf ' i s) = 0 при s = 0 и s = “о . (22.2.16)

Заметим, что мы не выбираем регуляризующ ую функцию завися
щей от й, поскольку хотим сохранить калибровочную инвариант
ность, а также не считаем ее функцией D^D^, так как хотим с ее 
помощью регуляризовать не только детерминант, но и фермион
ный пропагатор V) '.

Чтобы вычислить аномалию (2.2.13), используем фурье-пред- 
ставление дельта-функции и запишем аномалию в виде

* Например, можно выбрать /(s) = exp(-s2), как это сделал в первой 
работе Фуджикава, или f(s) = 1/(1 -s).
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../(х) = -2  

=  - 2

(2л)4
d4fc

d к [T r {y 5t/ (-© 2 / M 2)} e ik<x- V)' 

T r {ybt f ( - №  + lDx T  / М * ) } .

у = х

(2л)

(Производная по х  равна нулю, когда она действует, находясь в 
крайнем правом положении во втором выражении, но не равна 
нулю  при действии на А а^(х).) Обезразмеривая импульс к  ̂ множи
телем М, получаем:

•г-Дх) = -2  М 4
d к 

(2л)4
Т г { У 5 +  / М ]2) } .  (22.2.17)

Аргумент обрезающей функции можно записать как

Г ©̂ 12 9 ik  ■ D„ 1 ID,. \X
.  м . " М 1м j (22.2.18)

В пределе М  — в выражение (22.2.17) дают вклад только члены в 
разлож ении f ( —[ik  + ЮЛ. / М|2), имеющие не более четырех мно
жителей 1/М, а также члены, содержащие не менее четырех ди- 
раковских гамма-матриц, поскольку в противном случае след по 
дираковским индексам равен нулю. В результате остаются только
слагаемыме второго порядка по #)'•.:

.р/(ж) =
d к

(2л)-
/"(/с2)Т г {у 5Ш 4} , (22.2.19)

которые теперь уж е не зависят от регуляризующ ей массы М.
Чтобы вычислить интеграл по к, совершим поворот контура 

интегрирования по к0 того же типа, что и при вычислении фейн
мановских диаграмм, так что к0 заменится на г/с4, где к4 изменяет
ся от — °о до +°°. (Этот шаг можно обосновать, только если с самого 
начала работать с евклидовыми функциональными интегралами.) 
Тогда интеграл сводится к

J d4k f " ( k 2) = г Р 2 л 2к ^ к / " (к 2) (22.2.20)
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После повторного интегрированием по частям с использованием 
выражений (22.2.16) и затем (22.2.15) получаем:

Единственное слагаемое с которое дает вклад в след по дира- 
ковским индексам, содержит произведение четырех матриц Дира
ка, поэтому

где « trD» обозначает след только по дираковским индексам, и, как 
обычно, Емурс —  полностью антисимметричный тензор с £0123 =  +1. 
После подстановки выражений (22.2.21)-(22.2.23) в ф ормулу (22.2.19) 
получаем аномалию в виде

где « t r »  здесь означает след только индексам, отмечающим раз
личные сорта фермионов. В частном случае, когда t —  единичная 
матрица, величина (22.2.24) известна как плотность Черна~Понт- 
рягина.

Этот результат можно записать через ток, связанный с ано
мальной симметрией. Д ля простоты предположим, что само дей
ствие инвариантно относительно преобразования симметрии \|/(х) 
—> \)/(сс) +г\|/у5ои|/(х) с постоянным бесконечно малым параметром а. 
Тогда, как обсуждалось в разделе 7.3, если проделать такое преоб
разование с зависящ им  от пространственно-временной точки 
парам етром  а (х ) ,  и зм енение действия мож но зап и сать как 
61 = Jd4xJ5l (x )3|Ia (x ),  где J^ (x ) —  ток, который становится сохра

fd 4fc f " ( k 2): = Й12 Г dssf '"(s) = - i n 2 Г ds f ' (s )  = in 2. (22.2.21)

Чтобы вычислить след, запишем

(22.2.22)

trD{y s[Yll,Y v][7p .'y*]} =  1^ ej (22.2.23)

F(jtlv(x )F |l!)G(x )tr {tatpt}, (22.2.24)
16л
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няющимся, когда операторы поля удовлетворяют динамическим 
уравнениям, вытекающим из условия стационарности действия от
носительно произвольных вариаций полей. Если совершить измене
ние переменных 5\|/(х) =  йу5а(х)\|/(х), то изменение интеграла по 
фермионным полям равно

5 j [d\|/][dij/]elJ = i j  d i x j  [d\|/][di|/][.;/(x)a(x) + j£ (x )d ^ a (x ) ]e l1 .{22.2.25)

Но это всего лиш ь изменение переменных, так что для  произ
вольных а (х )  оно не может повлиять на функциональный интеграл. 
Поэтому для произвольных калибровочных полей

где для любого оператора # величина ( 0 А есть квантовое среднее О 
в фиксированном фоновом поле A*-L(x):

Кстати говоря, можно переписать выражение (22.2.26) как условие 
сохранения. Рассмотрим частный случай, когда след tr {tatpt} про
порционален 5ар:

1

А

J [d\|/][d\|/]etfp

Л J[d\|/][d\j7]eu
(22.2.27)

= iV6ap . (22.2.28)

Определим ток, известный как класс Черна—Саймонса:

(22.2.29)

который удовлетворяет тождеству

(22.2.30)
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Это уравнение позволяет переписать выражение (22.2.26) как ус
ловие

Э д К ^ = 0 , (22.2.31)

где

(22.2.32)

Однако сохранение тока К*1 не может служить аргументом в пользу 
подавления распада тс0 —> 2у, как это мы сделали в предыдущем 
разделе, поскольку при таком рассуждении предполагалась не толь
ко киральная симметрия, связанная с сохранением аксиального 
тока, но и электромагнитная калибровочная инвариантность. Но из 
выражения (22.2.29) следует, что хотя ток сохраняется, он ка
либровочно-неинвариантен.

Наш вывод формулы (22.2.24) для аномалии показывает, что 
если вычислять функцию аномалии, используя в (22.2.13) вместо 
fiy- Ъ Ц м 2) дифференциальный оператор то в р езуль
тате получим нулевую  аномальную функцию. На самом деле, при 
такой процедуре регуляризации аксиальный ток есть не ,/11, а К1'. 
Как отмечалось выше, проблема с такой процедурой заключается в 
том, что регуляризующий оператор уж е калибровочно неинвари
антен, что отражается в наличии калибровочно неинвариантного 
слагаемого в К*1. Не существует процедуры регуляризации ферми- 
онных пропагаторов и детерминантов, которая была бы и калибро
вочно, и кирально-инвариантной.

Теперь можно вернуться к проблеме, давшей старт вопросу 
об аномалиях, и использовать полученные результаты  для вычис
ления истинной вероятности процесса —> 2у. Интересующая нас 
симметрия порождается зарядово-нейтральными киральными пре
образованиями легких кварковых полей

Ъи = гауъи, 8d = -za y 5d. (22.2.33)

В чистой квантовой хромодинамике эта симметрия свободна от 
аномалий, поскольку и и d принадлежат одному представлению 
цветовой калибровочной группы, так что их вклады в глюон-глю- 
онные слагаемые в аномалию симметрии (22.2.33) сокращаются.
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С другой стороны, в присутствии электромагнитного поля А^(х) 
эта симметрия имеет аномалию

=  77“ ¥  eMvp<r*’,,v {-1с ) Г ра( х )  t r { g 2x3} ,
16л^

где q —  матрица кварковых зарядов, a t3 —  диагональная 2 x 2  
матрица с элементами +1 для и и — 1 для d. Если, как обычно, 
предположить, что имеются N c м-кварков заряда 2е/3 и равное 
число d-кварков заряда _ е/3, то след равен

П _ ^ е 2Го  1
Г26"]

2

f _ e l
2

{ q \ }  = N c (+1 ) + N c (
V 3 у S 3

так что аномалия равна

N  е2
.J{x ) = -----F^v (x )F P ° (x ). (22.2.34)

48л2

Теперь мы должны включить в эффективный лагранжиан слагае
мые, которые под действием кирального преобразования (22.2.33) 
преобразуют лагранжиан по правилу (22.2.12), т. е.

N  е2
5^eff = о.:/(х) = -  4^ e txvpaF tiV(x)FPCJ(x )a . (22.2.35)

Под действием преобразования (22.2.33) пионное поле преобразует
ся как

5л0 = a Fn , (22.2.36)

где FK =  184 МэВ —  введенная в гл. 19 амплитуда пионного распада. 
(Условие нормировки для этой константы фиксируются нашим оп
ределением генератора симметрии как у5т3 =  2у5t3.) Отсюда, мы дол
жны включить в эффективный лагранжиан слагаемое

F% 48л %
^ vpaF^(x)FP^x)%°(x). (22.2.37)
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Сравнивая это выражение с общей формулой (22.1.1) для эффек
тивного лагранжиана распада л° —» 2у, видим, что константа д в
(22.1.1) должна быть равной 5

48 %2F„
(22.2.38)

(Это показывает, что наша предыдущая грубая оценка по поряд
ку величины (22.1.3) была завышена на множитель 6/Nc.) Таким 
образом, предсказывается, что вероятность (22.1.2.) распада пиона 
равна

„ N ; a 2m i
Г (л 0 2у) = с f  

144% F l

N.
\2

х 1,11 х 1016 с ; . (22.2.39)

Наблюдаемая вероятность равна Г(я° —> 2у) =  (1,19±0,08) х 1016 с-1 
и она хорошо согласуется с теоретическим расчетом (22.2.39) тог
да и только тогда, когда N c =  3. Успех этого вычисления был 
одним из первых свидетельств твердой уверенности в существо
вании трех цветов кварков.

Как мы видели в предыдущем разделе, вскоре после открытия 
7С° Штейнбергер вычислил д, исходя из диаграммы с одной протон
ной петлей, и получил в результате д = e2G/(32n2m N), где G —  
псевдоскалярная пион-нуклонная константа связи. Этот результат 
точно согласовывался бы с (22.2.38) при N c =  3, если бы мы восполь
зовались соотношением Гольдбергера-Треймана с дА = 1, чтобы по
ложить G =  2m N/Fx. Правильный результат больше, чем получен
ный Штейнбергером, на множитель дА2 =  1,56. Причина, по которой 
Штейнбергер получил почти правильный ответ, заключается в том, 
что ответ определяется треугольной аномалией, пропорциональной 
tr{q2t3}. Для одного прогона этот след равен е2, что совпадает с най
денным выше значением следа в случае трех цветов кварков.

Как отмечалось выше, более строгий вывод выражения для 
аномалии можно получить, используя функциональные интегра-
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лы  в евклидовом пространстве-времени. (Применения евклидо
вых функциональных интегралов кратко обсуждается в приложе
нии А  к гл. 23.) Вводим четвертую евклидову координату х 4 =  гх° = 
~ ix 0, и соответственно Э4 =  —гЭ0, у4 = гу° и А 4(Х =  iA°a. Тогда про
странственно-временной объем записывается как d4x  =  - i ( d 4x\ ,  
где (di x )E —  евклидов элемент объема (dix )E =  dx1dx2dx3dx4. В евк
лидовом пространстве-времени поля *|/(х) и \|/(х) должны рассмат
риваться как совершенно независимые, а их локальные киральные 
п р еобр азов ан и я  о п р ед еля ю тся  с лед ую щ и м и  ф орм улам и : 
8 у (х ) = ia(5c)ty5\|/(x)., 8\j7(x) = -za(x)\j7(x)ty5. Преобразование меры 
вновь дается выражением (22.2.10), с функцией аномалии ■ А.Х), 
определяемой формулой (22.2.11). Вводя, как и ранее, регуляри- 
зующую функцию, приходим к формуле (22.2.13) для .г/(х). Боль
шим преимуществом евклидова подхода является то, что при дей
ствительных х 4 и A ia оператор Дирака Щ) в (22.2.13) эрмитов:

m  = \idi + taA ia] y i , (22.2.40)

где по г, j, и т. д. проводится суммирование по значениям 1, 2, 3,
4. Поэтому он имеет ортонормированные спинорные собственные 
функции <рк(х):

Ш(рк = Хк<рк , (22.2.41)

J (d4x )£(pK(x )f <рк,(х ) = 6 ^ ,  (22.2.42)

с собственными значениями Як, Мы предполагаем также, как и вез
де в данном разделе, что t коммутирует с {JD, и можно выбрать (рк 
так, что Щк =  fK(pK. Эти собственные функции удовлетворяют усло
вию полноты

£ ф к(х)<р^(у) = 64( х - у ) - 1 ,  (22.2.43)

где «1 » —  4 X 4 единичная матрица. Поэтому функция аномалии 
может быть записана как предел явно сходящейся суммы:

• ' ( х )  =  -2 1 im M. Tr|y5t/ (-D 2/M2)£ (p K(x)(p^(x)|

= -2  Н т м^ те £  f (X\  /М 2 )(<р+ (х )у 5фк (х ) ) .
(22.2.44)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М . Лапиной для личного пользования



22.3. Прямое вычисление аномалий. Общий случай 497

Совершенно так же, как мы вывели ф ормулу (22.2.24) для функ
ции аномалии, мы можем показать, что теперь

, (22.2.45)

где t'fjkl —  полностью антисимметричный тензор с e f234 = +1. (Раз
ница в знаках в выражениях (22.2.24) и (22.2.45) возникает из-за 
того, что в (22.2.45) опущены по сравнению с (22.2.24) два множите
ля  г: один —  из формулы (22.2.23), так как

^ { у 5[ у ^ ] [ У к>Уг] = 16е|ы ,

а другой —  от замены d4/c на (d4/c)E в (22.2.20).)
Пусть дана любая собственная функция (рк(х ) операторов Щ) и 

t с собственным значением Хк Ф 0, тогда существует другая норми
рованная собственная функция <рк_(х ) с собственными значениями 
Хк_ = — Хк и tK, равная фк_(х ) =  у5(рк(х ). (Напомним, что в обозначе
ниях, используемых по всей книге, у5 —  эрмитова матрица, у5 = 
-гУхУзУзУц =  У1У2У3У4.) Поскольку (рк(х ) и <рк_(ж ) —  собственные векто
ры эрмитовою оператора с разными собственными значениями, они 
ортогональны, так что 1 d4x((p^(a:)y5(pK(x )) = 0. Поэтому остается 
только сумма по собственным функциям с Хк =  0. Эти собственные 
функии в общем случае не объединены в пары; так как g5 антиком- 
мутирует с гЮ, они могут быть выбраны как одновременно орто- 
нормированные собственные функции (рм, (р„ оператора №  с соб
ственным значением нуль и оператора у5 с собственными значениями 
+1 и -1 , соответственно.

гЮ<Р„=0, 75ф „ = ф „ ,
Л * р „ =  0, т Л = -<р „. (22.2.46)

Используя то, что /(0) =  1, выражение (22.2.44) принимает вид

.V(x) = -2 (22.2.47)

Далее, поскольку <рм и (р?; нормированы как в выражении (22.2.42), 
интеграл от (22.2.47) дает
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J (d4x)E.t/(x) = (22.2.48)

где суммы по и и г? пробегают по левым и правым нулевым модам 
оператора ?;D, соответственно. В частности, в случае, когда t —  
единичная матрица, можно с помощью выражения (22.2.45) выра
зить это как связь между функционалом калибровочного поля и 
числом нулевых мод оператора Дирака с определенными спираль- 
ностями:

1

3271“
■ l ( d 4x ) E.^ (x )e f jklFaijFpklt r [ tat?>] = п + -  п_ , (22.2.49)

где здесь п+ —  число нулевых мод Ю, имеющих собственные значе
ния у5 = ±1. Это —  знаменитая теорема об индексе Атьи~Зингера 6а. 
Среди прочего, она показывает, что в результате вариаций калиб
ровочного поля интеграл в левой части выражения (22.2.49) может 
изменяться не плавно, а лишь на целые значения, и поэтому мо
жет зависеть только от топологии калибровочного поля. Эту зави
симость мы опишем в разделе 23.5.

22.3. Прямое вычисление аномалий. Общий случай

В разделе 22.2 мы видели, как можно использовать элегант
ный подход Фуджикавы для вычисления аномалий киральных сим
метрий в калибровочных теориях типа квантовой хромодинамики, 
где калибровочные взаимодействия не киральны, и фермионное 
число сохраняется. Этот же метод можно использовать и для более 
общих задач, хотя при этом он становится менее наглядным 
В этом разделе мы найдем аномалию с помощью прямых вычисле
ний, как это и было впервые сделано. Мы получим при этом полез
ные новые представления об аномалиях, что в конечном итоге по
зволит с минимальными дополнительными хлопотами обсудить 
аномалии в произвольных теориях.

Чтобы рассмотреть общий случай, объединим все левые фер- 
мионные поля (включая антифермионы в случаях, когда такое раз
личие имеет смысл) в один столбец %. Например, если V|/ —  столбец,
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содержащий все кварковые и лептонные поля (не совпадающие с 
антикварковыми и антилептонными полями), то

1 =
5(1 + У5)¥ 5(1 + У5)¥

i t f i t a - Y s t t ' ] * . j ( l  + y 5)|3'A|/:_ (22.3.1)

где #  —  матрица, определенная в разделе 5.4 соотношением

- V(  у[: (  1 =

которое необходимо для того, чтобы все компоненты % принадле
жали одному и тому же представлению (1/2, 0) группы Лоренца. 
Под действием инфинитезимального калибровочного преобразова
ния

§ V =  iQa[^{l +  y5) t^  +  4£L-Y5) t a ] v ,  (22.3.2)

сохраняющего фермионное число (т. е. барионное число или раз
ность барионного и лептонного чисел), этот столбец подвергается 
преобразованию

5% = ieaTax ,  (22.3.3)

где

Т  =-'■а

1
Я

1О 1
я

1о

1 О 1
-к ̂

а 
ч-i 1 1 о х я 

S3 н
1

(22.3.4)

Мы не будем ограничивать рассмотрение теориями, в которых фер
мионное число сохраняется, так что Та могут теперь быть любыми 
эрмитовыми представлениями калибровочной алгебры, не обяза
тельно имеющими блочно-диагональную форму (22.3.4). Сначала 
рассмотрим только безмассовые фермионы, и учтем влияние масс 
фермионов несколько ниже.

Нас интересует однопетлевая трехточечная функция

I j vac > (22.3.5)

где ;/,/ —  ток фермионов, вычисленный с помощью свободных по
лей :
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Рис. 22.1. Две треугольные диаграммы для аномалии в токе @. Сплошные 
линии — фермионы, волнистые линии изображают фиктивные калибро
вочные поля, связанные с токами

Ж  = -iXTaJ^X  • (22.3.6)

Вклад двух фейнмановских диаграмм рис. 22.1 равен

F j t e  у,z) = - i T r [ S ( x  -  y ) T ^ P LS(y -  z)TyyPPLS(z  -  x )T ay »P L ]

гТ г[^ (х  -  z)TyyPPLS(m-  y ) T ^ P LS(y -  x )T ay*PL ],
(22.3.7)

где P L —  оператор проектирования на левые фермионные поля

Рь =
1 + У5

V 2 у

a S (x )  —  пропагатор безмассового фермионного поля:

(22.3.8)

а д  =
- г

(2%)4
d4p

р  -  г£

jip-x
(22.3.9)

(Дальнейшие комментарии по поводу такого использования фейн
мановских правил см. в конце данного раздела.) Собирая все мно
ж ители в выражении (22.3.7), получаем
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1+15
2

х fr[TpTYTa ]

(22.3.11)

где здесь « t r »  означает след либо по дираковским, либо по груп
повым индексам в зависимости от того выражения, которое стоит 
под знаком следа. В это выражение введены произвольные посто
янные 4-векторы а и Ь, поскольку, несмотря на то, что выраже
ние (22.3.10) сходится и поэтому не зависит от того, как обозначе
ны импульсы  внутренних линий, вычисление вклю чает 
манипуляции с расходящимися интегралами, которые зависят от 
этих обозначений. Мы увидим, что произвол в выборе а  ̂ и Ы1 
соответствует свободе перекидывания аномалии в этих интегра
лах  от одного тока к другому, но не позволяет устранить все 
аномалии.

Беря дивергенцию выражения (22.3.10), мы используем тож
дества

йгх +  Tk2 =  ( р  +  й 2 +  $)  — ( р  -  lkx +  0 ) =  {р +  1к2 +  Ъ ) - ( р - Ш 2 +  Ъ)

и находим

На правах рукописи. Экземпляр Л. М . Лапиной для личного пользования



502 Глава 22. Аномалии

M w J tr
' + (к + + & у\ 1 + Ys

(р + а) ~ г£ (р + к2 + а) -  ге

+tr[ w J tr
I + Ip — Ус<? + Ъ n____—____ “________ур _____________

(p -  k2 + b)2 -  ге (p + b)2 -  ге
l + Ys

- tr [T yTpTa ]t r
+ ^1+й  y p l  +  Y5

(p + b) -  ге (p + fei + b) -  ге

В этом месте удобно разделить трехточечную функцию на сим
метричные и антисимметричные по групповым индексам слагае
мые, записав

tr[TpTyT a ] =  D apT +  j iN C a рт ,

[туТ|зТа] -  Dapy -  \iNCa^ ,tr

где Da{iy —  полностью симметричная величина

Ахру -  Ц { т а,тр}т у], (22.3.12)

а коэффициент в структурных константах Сару определяется ус
ловием

tr [7a7j3] = N8ap •

Слагаемые, антисимметричные по групповым индексам, в 
общем случае не равны нулю, однако они не отвечают какому-то 
нарушению симметрии. Как и при выводе тождества Уорда в раз
деле 10.4, при формальном вычислении дивергенции матричного 
элемента (22.3.5) мы сталкиваемся с вкладами от производных по 
времени тета-функций в хронологическом произведении, равными

Г^Р (х,у,г )
форм

= -гС ар8б4(ж -  

~ гСар854(х -  z ) fy {y ) jg(2))

VAC

(22.3.13)

VAC
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Нетрудно убедиться, что антисимметричные члены в выражении
(22.3.11) просто воспроизводят (22.3.13). Аномалия содержится в сим
метричной части выражения (22.3.11):

Эх^1
Г § $ (х ,у , г )

= — Dapy j  d i k1di k2 е $гкгУ elfc2'z Jd4p
(2л) -

x < tr

-tr

+ tr

-  tr

P ~ h  + <* yv P +  A у 0 1 +  У 5
(p -  kl + a)2 -  i€ 1 (p + a)2 - i s  2

P + & yP P + h + d  1 + y5
(p + a)2 -  is (p + k2 + a)2 -  is 2

р - к 2 +Ъ р + Ъ V l + Ys
( p - k 2 + b)2 -  is (p + b)2 -  is 2

(p + b) -  is (p + fcj +  b)
P + f t l + B  v p l ± l 5  

2 •- *iS

(22.3.14)

О бъединяя первый след с четвертым, а второй —  с третьим, 
можно записать это выражение в виде

д "

Эх*1
Г ^ ( х ,  у, г) = — ^  DapJ  d % d %  в *2'2

JaHOM

X < tr

+ tr

^ ( а - Ъ - к ^ Ъ  +  кг) 

1ыЛь -а -к .> ,а ,а  + к2)\,
(22.3.15)

где
I KA , (M ,d )  =  J d 4p[/Kx (P  +  f c , c ,d ) - / KX(p ,c ,d ) ] ,  (22.3.16) 

(p + c)K(p + d )x
Лл(Р,с, d) =»

[(p + с)2 -  is] [(p + d)2 -  ie] (22.3.17)
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Чтобы вычислить эти интегралы, рассмотрим разлож ение 
функции /Кд(р +  к, с, d) по степеням к:

f KX(p + k ,c,d ) = £  — aw^x( P. c, d)  
j k X k f  , , j  ^ n [  d p ll l  д р ця

Ч лен нулевого порядка f^ {p ,  с, d) в выражении (22.3.16) явно со
кращается. Все остальные слагаемые в (22.3.16) являются интегра
лами от производных по р, и поэтому после виковского поворота 
могут быть записаны как поверхностные интегралы по большой 3- 
сфере, скажем, радиуса Р. Тогда п -я производная / дает поверхно
стный интеграл от функции, которая ведет себя как р _2_(п_1); в то 
время как площадь 3-сферы радиуса Р  ведет себя как Р 3, поэтому 
единственными членами, которые дают вклад при Р  —> °о , будут 
члены с п =  1 и п = 2:

d 4 1 k nk v
Эр»1 2

74 э2-Ы р.с,сг)

d р apVapv • (22-ЗЛ8)
I KX{k,c,d) = W  

После прямого вычисления находим

^ — 6 Р̂ ' {к ~\~ с -ь d )j ,

(22.3.19)

Теперь следует отдельно рассмотреть слагаемые в следах в 
выражении (22.3.15), которые возникают от 1 и от у5 в проекцион
ной матрице ^(1 +  у5). Слагаемые от 1 содержат след trfy^y^yP], ко
торый симметричен по к и X, а также по V и р, так что интегралы 
образуют комбинацию

1кХ(а -  Ъ -  Щ, Ъ, Ъ + k j ) +  1Хк{а -  Ъ -  кг, Ь, Ь +  Щ )

+1кХ(Ъ -  а -  к2,а,а + к2) + 1Хк{Ъ -  а -  к2,а,а + к2)

И спользуя выражение (22.3.19), нетрудно увидеть, что эта ком
бинация обращается в нуль, если и только если мы выберем про
извольные постоянные векторы так, чтобы

а =  -Ъ. (22.3.20)
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Кроме того, этот выбор позволяет избежать некиральной анома
лии для всех трех токов, так как в выражении (Э/Эу¥) г ^ ’Р(х, у, 2) 
векторы а и Ъ должны быть заменены на а = к2 +  а и Ъ = ~к2 +  Ь, 
а в выражении (д/дгр) Г ^ (х ,  y,z) —  на а" = к± +  а и Ъ" = ~к1 +  Ъ, 
так что выбор а = ~Ъ одновременно обеспечивает выполнение ра
венств а = ~Ъ' и а" = Ъ".

У  нас остается слагаемое в следе, содержащее у5. Оно полно
стью антисимметрично:

t r [ y 1cY Vy^ypy5 ] =  —4i£KV̂ -P; (22.3.21)

где £KvXp —  полностью антисимметричный тензор с £ош =  1. Под
ставляя это в выражение (22.3.15) с учетом Ъ =  ~а находим:

3 -гS ( w ) ■Dapy Jd4fc1d4fc2 е *(fci+fc2)•*
(2jc)12 (22.3.22)
x e ik v y e ik r z% 2e w l p a ^ k l  +  k 2 ) x  .

Аномалия (22.3.22) в токе 7^(x) могла бы быть устранена, 
если выбрать а ос кг +  к2■ Хотя такой выбор возможен, он все же 
не устраняет аномалию везде; она появилась бы в (d/dyv j r ^ { x , y , z )  
или (0/дгр (х, у, г ).  Симметрия задачи указывает, что аномалия 
будет  отсутствовать в (д/дуv (х, у, z ) , если  и тольк о  если  
(к.у +  а) -  (~к2 +  Ъ) ос к±, или иначе, если а + к2 «  kv и будет 
отсутствовать в (Э/ЭгР^Г^рр(х ,у,г), если и только если {~к1 +  а) — 
(кг +  Ъ) ос /с2 или иначе, если a -  /сг |а к2. Можно выбрать ац так, 
чтобы удовлетворить любым двум из этих условий, так что анома
лия может быть устранена из любых двух токов, однако очевидно, 
что при непараллельных к1 и к2 невозможно одновременно удов
летворить всем трем условиям а ос к1 +  к2, а +  к2 ос к1 и а — к1 ос 
к2. (Например, из первых двух условий следует, что а = ~кг -  к2 
в противоречии с третьим условием.)

Поэтому мы приходим к выводу, что хотя у  нас и есть неко
торая свобода в выборе того, какой из токов содержит аномалию, 
но необращение в нуль величин Dapy определенно показывает,чщф 
аномалия есть по крайней мере в одном из токов ^ „ (х ) ) Jo (у ) или 
Jy(z). В этом заключается один из главных результатов проделан
ных вычислений, который будет использован в следующем раз-
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деле как источник ограничений на содержание полей материи в 
калибровочных теориях.

М ы видели, что вычисление аномалий зависит от выбора 
вектора сдвига аЛ К сожалению, нет ни одного выбора, который 
был бы удовлетворителен во всех отношениях, так что мы долж 
ны выбирать а̂ 1 в соответствии с конкретными особенностями рас
сматриваемой задачи.

В одном классе очень важных задач J[J(x) —  ток глобальной 
симметрии, a Jp(y) и Jf^(z) —  токи калибровочных симметрий, т. е. 
токи, с которыми связаны калибровочные поля. (Мы рассматрива
ли  подобную задачу в предыдущем разделе.) В таких случаях мы 
должны  выбрать а*1 так, чтобы аномалия содержалась только в J{£(x), 
но не в Jp(y) или JP(z). Как было показано, для этого требуется, 
чтобы а +  к2 &i и а — к2, что приводит к единственному
выбору

а =  кг — к2. (22.3.23)

Если принять такое значение ац, то аномалия (22.3.22) равна

Гару (ж,У,2)
12(2я)

х 4ji2eKvXpfclK/c2)i 

1 K'V/a) Эб4 “  У) Э84 “  x )

(22.3.24)

4тг rV

Заметим попутно, что подобный результат может возник
нуть только в теориях, включающих безмассовые частицы ?а. В 
противном случае можно ожидать, что ф урье-образ Г*^ .(х , у ,г )  
имеет разложение в степенной ряд в окрестности нулевого им
пульса. Единственные члены в этом разложении, которые могли 
бы привести к дивергенции тока вида (22.3.24), — это псевдотен
зоры первого порядка по импульсам

Э
Эх^1

Г ^ ( к г ,к2) = jd  V 4z e -* w  е -^ -г[гД Р (0,у,z)^
- аном с

=  £ !lVp° [ A apy /cla  +  B a py fc2a ] ,
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где А ф ,  и Ващ —  константы. Согласно уравнению (22.3.24)

так что

А сфу В офу 2 '

Однако из симметрии амплитуды по трем токам слпедует, что

так что, приравнивая коэффициенты при к1с/ и к2(У, получаем:

Так как эта разность пропорциональна D a ŷ, то должна выпол
няться полная симметрия, поэтому Ва^, а следовательно, и A apy, 
полностью симметричны. Но тогда условия симметрии трехточеч
ной функции имеют вид А  = —В =  В — А, откуда следует, что Дфу 
=  =  0 в противоречии с выражением (22.3.24). По тем же
соображениям, невозможно сократить аномалию, добавив во вза-

Рис. 22.2. Однопетлевые диаграммы для аномалии в токе, отмеченном пунк
тирной линией. Сплошные линии — фермионы, волнистые линии — ка
либровочные бозоны, с которыми взаимодействуют фермионы

^ару -®ауР -^уар > -®ару -^ауР ^уар -®уар ■

Беря разность этих уравнений, находим, что

^ару -®ару -^ауР -®ауР ^уоф •
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имодействие локальное слагаемое, вклад которого в дивергенцию 
тока ./[J сократит ту  дивергенцию, которая дается выражением 
(22.3.24).

Возвращаясь теперь к формуле (22.3.24), мы можем выразить 
этот результат через среднее по вакууму тока JJJ в присутствии 
калибровочных полей, связанных с токами Jp и J Р. Вклад треуголь
ных диаграмм в ток в присутствии калибровочных полей равен

<J£(x))& = -^Jd4yd 4z r (̂ (x ,y ,z )A P (y )A V (z ).  (22.3.25)

Используя выражение (22.3.24), видим, что этот вклад имеет ано
мальную дивергенцию

[< Э ^ (х )> д ]аном = - - ^ - О аРуекуХРЭкЛР(х)Эх^ ( х ) .  (22.3.26)

На рис. 22.2 показаны дополнительные диаграммы, также содержа
щие аномалии. Калибровочная инвариантность требует, что диаг
раммы рис. 22.2 должны складываться и приводить к калибровоч- 
но инвариантному результату

[ < V “ (x)>]aH0M = -  D<xfiyeKvXpF& (x )F\p <ж) • (22.3.27)

Для проверки, рассмотрим теорию с сохранением фермионов с ге
нераторами Т а вида (22.3.4). Константа D a ŷ в аномалии (22.3.26) да
ется выражением

= 2 tr [{t « ’ гР } гт Ь  > г(? > 1у } (22.3.28)

Конкретнее, в разделе 22.2 мы вычисляли дивергенцию аксиаль
ного тока Jg с tL =  ~ tR = t за счет взаимодействий калибровочных 
полей с векторными токами Jp и JР (обозначенными в разделе 22.2 
как J “  и ./[.!) с tp = = tp и аналогично для tr  Следовательно, в 
данном случае D a ŷ заменяется на tr[{£, tp }ty ] = tr[{tp , £у }£] и выраже
ние (22.3.27) принимает вид

[<Э J f (x g ]  = ----- —̂ tr[{tp ,t } t ] e KV̂ F IP ,(x )FJ (x ) (22.3.29)
L ' JaHOM 32jt
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Когда ни с одним из токов Jp(y) или J§{z) не связано
какое-то калибровочное поле, выбор вектора сдвига а̂ 1 становит
ся вопросом удобства. Когда некоторые (но не все) токи связаны 
со спонтанно нарушенными симметриями, можно полностью со
хранить ненарушенные симметрии, если выбрать а|1 так, чтобы в 
токах, соответствующих ненарушенным симметриям, не было ано
малий. (Это соображение будет важными в разделе 22.7.) Напри
мер, в квантовой хромодинамике и подобных теориях, где гене
раторы Та глобальных симметрий типа киральной SU(3 ) X 5X7(3) 
имеют вид (22.3.4), все токи являются либо векторами, соответ
ствующими ненарушенным симметриям, причем = t^> либо ак
сиальными векторами, соответствующими нарушенным симмет
риям, причем = ~ tа- И з соотнош ения (22.3.28) следует, что 
единственными треугольными диаграммами с аномалиями в этом 
случае будут либо диаграммы с одним аксиальным и двумя век
торными токами, либо диаграммы с тремя аксиальными токами.

В случае одного аксиального и двух векторных токов мы 
выбираем а̂ 1 так, чтобы не возникала аномалия, интерферирую
щая с сохранением векторных токов. Следовательно, если Jj‘ (х ) —  
аксиальный ток, a и J^(z) —  два векторных тока, то, как и в
(22.3.23), мы должны выбрать так что аномалия будет
определяться выражением (22.3.24). С другой стороны, в случае трех 
аксиальных токов нет оснований требовать, чтобы любой из них 
был свободен от аномалий. Вместо этого естественно придать век
тору аV такое значение, которое не нарушает симметрии между 
тремя токами. На основании лоренц-инвариантности можно попро
бовать выбрать а =  а к1 +  Рк2, где а  и (3 —  константы. Тогда из 
симметрии будет следовать, что импульс каждой внутренней ли 
нии должен равняться р плюс произведение а  на импульс, выте
кающий с конца линии, плюс произведение (3 на импульс, вытека
ющий с начала линии. Иначе говоря, если мы положим а =  a +  
(3fc2, то симметрия требует, что а -  кг =  ~(х(к1 +  к2) +  Р&2 и а +  к2 
=  а к2 — Pffcj +  к2). В случае непараллельных к х и к2 эти три соот
ношения удовлетворяются, если и только если а  =  — J3 =  1/3, так 
что

а = - ( к 1 - к 2). (22.3.30)
3
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Подставляя это в ф ормулу (22.3.22) и сравнивая с выражением
(22.3.23), видим, что аномалия в аксиальном токе в фейнмановской 
амплитуде для трех аксиальных токов равна одной трети от той, 
которая была бы в случае одного аксиального и двух векторных 
токов.

Дивергенция тока содержит дополнительные аномалии от ди
аграмм рис. 22.2. Калибровочная инвариантность здесь не помогает, 
поскольку даже вклад треугольной диаграммы не приводит к со
храняющимся токам. Полная аномалия была вычислена Бардиным8 
для киральной SU(3 ) X S U (3) симметрии сильных взаимодействий, 
причем векторы сдвига по импульсу были выбраны так, что век
торные токи сохранялись, а диаграммы только со всеми аксиаль
ными токами были симметричны по этим токам. Хотя в квантовой 
хромодинамике такая SU(3 ) х SU{3) симметрия (действующая не на 
цвета, а на ароматы кварков) не является калибровочной, удобно 
выразить аномалию как нарушение калибровочной инвариантности 
функционала Г|У,/1| фиктивных слабо связанных калибровочных 
полей: октета векторных полей V ^ (x )  и октета аксиальных полей 
А^(х )-  Введем также бесконечно малые операторы калибровочных 
преобразований *

Э 3 3 3

Ш х ) = <22-3-31»

и

• I22-3-32»

где f abc —  структурные константы 517(3). Как отмечалось выше, 
выбор импульсов внутренних линий сделан так, что векторный ток 
не содержит аномалии:

% T [V ,A ]  = Q, (22.3.33)

* Здесь операторы f a и J'a — те же, что в работе 8 обозначались Ха и Ya. 
Такое изменение обозначений сделано для того, чтобы сохранить согласо
ванность с обозначениями гл. 19, где генераторы нарушенной симметрии 
последовательно обозначались Ха.
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но при этом аномалии появляются в аксиальных токах

(22.3.34)
где Ха —  матрицы S U (3), выписанные в формуле (19.7.2), а

Как уж е объяснялось, появление множителя 1/3, сопровождаю
щего второе слагаемое в правой части ф ормулы  (22.3.34), есть 
следствие разного выбора а1-1 в A W  и А АА  диаграммах. В разделе
22.6 мы опишем условия согласованности, благодаря которым, 
зная квадратичные члены, можно вычислить кубичные и четвер
тичные члены в выражении (22.3.34).

Д ля аномалий, включающих симметрии, которые все спон
танно нарушены, нет оснований выбирать а11 так, чтобы отличать 
разные токи. Наоборот, естественно пометить импульсы внутрен
них фермионных линий таким способом, который симметричен от
носительно прикрепленных линий калибровочных бозонов. Как мы 
видели, это означает, что треугольная диаграмма должна вычис
ляться при выборе а =  1(к1 ~ к2)• При этом вклад треугольной 
аномалии становится равным 1/3 значения, даваемого выражени
ем (22.3.26). С учетом квадратных и пятиугольных диаграмм этот 
результат принимает вид 8а

(22.3.35)

V  =ЭдУ¥ - Э уУ д - г [ ^ , У ¥] - г [ Л ц,Л у ], (22.3.36)

A w  = - Э уА д - г [У д ,А у ]- г [Л д ,У у ]. (22.3.37)

[ < V « > ]  =L r* JaHOMla ном

(22.3.38)
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где = А\'1Та. М ы не станем выводит эту ф ормулу, поскольку 
уж е знаем, что в таких случаях квадратичные по члены равны 
одной трети от соответствующих членов в (22.3.26), а в разделе
22.6 мы сумеем с помощью условий согласованности вывести вы
ражения для остальных слагаемых в формуле (22.3.38), исходя из 
квадратичных слагаемых.

Теперь следует рассмотреть возможные поправки к этим ре
зультатам. Тщательный вывод аномалии во всех порядках теории 
возмущений был сделан Адлером и Бардиным 9. Ниже мы приво
дим только суть их анализа.

Рассуждения, которые привели к выражению (22.3.22), можно 
повторить в любом порядке теории возмущений и показать, что в 
общем случае аномалия возникает от интегралов в импульсном про
странстве, которые можно записать как поверхностные члены. Отсю
да, как мы уже видели в формуле (22.3.18), единственные диаграммы 
для дивергенции тока, которые дают вклад в анома-лию, —  это те, у 
которых интеграл по импульсу, циркулирующему по ферм лонной 
петле, имеет размерность (в степенях импульса) нуль или больше. 
Взаимодействия фермионов в петле с виртуальными калибровоч
ными бозонами уменьшило бы размерность интеграла по импульсу 
в фермионной петле в степени, достаточной для устранения анома
лии. Поэтому вклад в аномалию от таких радиационных поправок 
отсутствует. (Конечно, интеграл по импульсам виртуальных калиб
ровочных бозонов, а также по фермионной петле имел бы неотри
цательную размерность, но в противоположность фермионному про- 
пагатору можно р егуляри зовать  пропагаторы калибровочны х 
бозонов, не нарушая обсуждаемую киральную симметрию.) На ано
малию влияют взаимодействия калибровочных бозонов, прикреп
ленных к фермионной петле, с другими калибровочными бозонами и 
фермионными петлями, но такие взаимодействия сводятся к пере
нормировке операторов типа {' кт'-()FK?V (x )F ^ (ж). По тем же соображе
ниям, любая фермионная масса, не нарушающая обсуждаемые сим
метрии (если такое было бы возможным), не изменяла бы аномалию, 
поскольку извлекаемые из этой массы множители понижали бы раз
мерность интеграла в импульсном пространстве.

Последнее замечание предыдущего абзаца поднимает воп
рос, можем ли  мы вычислить аномалию, не зная всех фермионов 
в теории —  как тяжелых, так и легких или безмассовых. Да, мы 
можем это сделать. Сейчас мы покажем, что ни один фермион,
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которому данная симметрия позволяет иметь массу, не дает 
вклада в аномалию для этой симметрии. В рассматриваемом здесь 
общем классе теорий массовое слагаемое в плотности лагранжиа
на имело бы вид

■^масс Е  Хап^аа '^пп '^а 'п  э - с -> (2 2  3 3 9 )
пп'аа' ' '

где а  —  двухкомпонентный спинорный индекс представления (?, 
0) группы Лоренца; еоа- —  антисимметричная матрица с £ i_ i — +1, 
необходимая для лоренц-инвариантности, а М  —  симметричная 
массовая матрица *. Далее, для  того, чтобы слагаемое :/‘масс не 
нарушало калибровочную инвариантность, массовая матрица дол
жна удовлетворять условию

-Т ^ М  = М Та. (22.3.40)

Индекс п  можно заменить на индекс г, отмечающий различные 
неприводимые представления калибровочной группы, и индекс s, 
отмечающий компоненты внутри каждого неприводимого представ
ления, так что

(Tn )rsys' = V  (22.3.41)

и можно записать

M rsy s' = m i r y ) )s / . (22.3.42)

Тогда выражение (22.3.40) принимает вид

® В теориях с сохранением числа фермионов, где % имеет вид (22.3.1), М  
связана с обычной массовой матрицей т:

1 ( 0  т 
M _ 2’ (vmr 0

Если принять все фазы инверсий равными единице, то из инвариант
ности относительно пространственной инверсии, зарядового сопряжения 
и отражения времени вытекают дальнейшие следствия, что матрица т 
эрмитова, симметрична или действительна.
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- Т £ )ТМ {гУ) = М (гУ % г'К (22.3.43)

(Здесь нет суммирования по г или г . )  Из леммы Ш ура 10 следует, 
что всякий раз, когда матрицы пары неприводимых представле
ний связаны таким соотношением, та матрица, которая связыва
ет их, либо равна нулю, либо несингулярна (см. раздел 5.5.). Та
ким образом , ли бо  М <г,г) =  0, ли бо  - Т а(г)т и Т а(г) связаны  
преобразованием подобия (это же относится к Тр и Ту). В поеледе- 
нем случае вклады в константу аномалии (22.3.12) от фермионов, 
принадлежащ их отдельным неприводимым представлениям г и 
г', связаны соотношением

• (22.3.44)

так что аномалия либо исчезает (при г =  г'), или вклады в нее от 
двух представлений сокращаются (при г  Ф г ) .  Таким образом, на 
аномалии в данном множестве симметрий не оказывает влияния 
возможное наличие фермионов с массами, разрешенными этими 
симметриями.

Вернемся к тонкому месту в использовании фейнмановских 
правил для расчета трехточечной функции (22.3.7). Используя стан
дартный фермионный пропагатор (22.3.9), мы фактически удвоили 
число фермионных полей; в дополнение к чисто левым полям %(х), 
задаваемым формулами (22.3.1), пропагатор (22.3.9) включает пра
вые моды (не связанные с полями (1 — у5)\|/ теорий с сохранением 
числа фермионов), не взаимодействующие с калибровочными по
лями. Если собрать эти невзаимодействующие правые поля и взаи
модействующие левые поля в единый спинор Ч*, то плотность лаг
ранжиана фермионов станет равной где теперь

= д -  iA aTa 1 + Т5
(22.3.45)

Однопетлевой вакуумный функционал для полей спина j, взаи
модействующих с реальными или фиктивными калибровочными

2
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полями, равен просто D etD . Нарушение калибровочной инвари
антности в этом детерминанте можно приписать тому факту, что 
оператор (22.3.45) есть сумма двух слагаемых,

Ю = д + 1) f 1+Y01 2 J I 2 J (22.3.46)

из которых только второй калибровочно инвариантен.
Есть и другой подход к аномалиям 10а, в рамках которого можно 

вычислить большой класс аномалий, связанных с координатными, 
а также калибровочными симметриями в пространствах любой раз
мерности. Вместо того, чтобы иметь дело с оператором (22.3.45) с 
хорошо определенным детерминантом, из выражения (22.3.46) бе
рется только второе слагаемое

L  -
l + Ys

(22.3.47)

Оно полностью калибровочно инвариантно, но имеет плохо опре
деленный детерминант, поскольку такой оператор отображает 
пространство фермионных полей одной киральности не в себя, а 
в пространство полей другой киральности. Можно попытаться оп
ределить калибровочно инвариантный вакуумный функционал 
Det ©L , записав дифференциальные уравнения для Det DL в фак- 
торпространстве калибровочных полей по калибровочным преоб
разованиям, но тогда можно наткнуться на препятствия. Есть ло 
кальные препятствия, связанные с нарушениями необходимых 
условий интегрируемости, и они соответствуют уж е обсуждав
шимся аномалиям. Но даже когда таких локальных препятствий 
нет, в случаях, когда бесконечномерное факгорпространство кон
фигураций калибровочного поля по калибровочным преобразова
ниям является неодносвязным, топологические препятствия мо
гут помешать определению однозначных функционалов в этом 
пространстве. Подобная глобальная аномалия была найдена Вит
теном 10Ь для калибровочной группы SU(2) (свободной от локаль
ных аномалий) с нечетным числом безмассовых левых фермионов 
в SU(2 ) дублетах.
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22.4. Свободные от аномалий калибровочные теории

Мы вычислили влияние аномалий на сохранение произволь
ного тока JJ*. В тех случаях, когда этот ток сам связан с калибро
вочным полем, из калибровочной инвариантности вытекает, что 
аномалия должна отсутствовать. В предыдущем разделе мы виде
ли, что аномалия пропорциональна полностью симметричному по
стоянному множителю D a ŷ, определенному формулой (22.3.12), так 
что для калибровочных токов должно выполняться равенство 11

где Та —  представление калибровочной алгебры на множестве всех 
левых фермионных и антифермионных полей, a « t r »  вновь означает 
сумму по всем этим сортам фермонов и антифермионов. Такое ус
ловие выполняется для любой калибровочной группы, если ферми- 
онные поля реализуют подходящее приводимое или неприводимое 
представление этой группы. Кроме того, сущ ествуют некоторые 
калибровочные группы, для которых условие (22.4.1) удовлетво
ряется для фермионов в любом представлении группы. 12 (В раз
деле 22.6 с помощью формализма Баталина- Вилковыского дано 
чисто алгебраическое доказательство того, что для таких калиб
ровочных групп аномалии отсутствуют во всех порядках теории 
возмущений.)

Условие (22.4.1) очевидно удовлетворяется, если поля л е 
вых фермионов (и антифермионов) реализуют представление ка
либровочной алгебры, которое эквивалентно комплексно сопря
женному представлению, т. е.

или эквивалентно (поскольку всегда Та выбирается эрмитовым)

(Подстановка формулы (22.4.2) в (22.3.12) дает Dapy =  - Dapr ) Такое 
представление может быть либо действительным, и в этом слу
чае можно с помощью преобразования подобия Т 'а = R T aR ~1 преоб

1
(22.4.1)

( i T j  = S (tTa)S~1

T f  = - S T as - \ (22.4.2)
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разовать представление к виду, в котором Т 'а мнимы и антисим
метричны, либо псевдодейсгпвителъным, и в таком случае это 
невозможно. (Например, трехмерное неприводимое представление 
S U (2) действительно, а двумерное представление псевдодействи- 
тельно.) Аномалии отсутствуют в случае калибровочных алгебр, 
имеющих только действительные или псевдодействительные пред
ставления, а именно, для  алгебр 13 £0(271+1) (включая S U (2) Ф 

50 (3 )), S O ( in )  при п > 2, £75р(2тг) при п > 3, G2, F4, Е1, Её и всех 
их прямых сумм. Несколько других алгебр также имеют только 
такие представления, для которых обращается в нуль, даже 
несмотря на то, что некоторые из этих представлений не отно
сятся к вещественным или псевдовещественным. 12 Сюда относят
ся 50(4те+2) (за исключением 5 0 (2 ) Ф 17(1) и 5 0 (6 ) Ф 517(4)) и Е6 и 
их прямые суммы друг с другом и перечисленными выше алгеб
рами. Таким образом, аномалии возможны только для  калибро
вочных алгебр, включающих в прямые суммы алгебры S U (n ) (при 
п > 3) или £7(1). Так случилось, что именно эти алгебры являются 
одними из самых важных калибровочных алгебр в современной 
физике. Стандартная модель основана на калибровочной группе 
5£7(3) X 5£7(2) X £7(1), поэтому для того, чтобы сделать теорию 
свободной от аномалий, нужно рассчитывать на сокращения между 
кварками и лептонами.

В табл. 22.1 дана классификация левых спинорных полей пер
вого поколения стандартной модели по тем представлениям, кото
рые они р еали зую т в цветовой 5£/(3) группе, электрослабой  
5£7(2) группе и по значению квантового числа группы £7(1)

У / g' = h  / g - q  / е..

Теперь мы можем проверить, обращается ли в нуль D a ŷ, ког
да Та, Тр и Ту принимают значения всех генераторов группы 5£7(3) X 
SU(2 ) х £7(1). Следует рассматривать только те комбинации генера
торов, для которых произведение Т а, Тр и Ту нейтрально относи
тельно преобразований группы 5£7(3) X 5£7(2) X £7(1), поскольку для 
всех остальных комбинаций D aр̂  с очевидностью обращается в нуль. 
Р1нварианты можно построить из SU(3 ) генераторов, количество 
которых равно 0, 2 или 3 (поскольку и 8 X 8, и 8 X 8 X 8 содержат 
синглеты), из 0, 2 или 3 SU{2) генераторов и любого числа £7(1) гене
раторов, так что остается лишь проверить следующие варианты.
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Таблица 22.1
Левые фермионные и антифермионные поля 

первого поколения в стандартной модели

Фермионы SU( 3) SLr(2) U(l)[y/g]

(  «Л
3 2 -1/6

U R 3 1 +2/3

3 1 -1/3

1 2 1/2

e R 1 1 -1

SU(3)SU(Z)-SU(3). в  этом случае Dapy обращается в нуль, по
скольку левые фермионы реализуют представление 3 +  3 +  3 +  3 +
1 +  1 +  1 группы SU (  3), которое вещественно.

S U ( l i ) -S U (? , ) -U ( l ) .  в  этом случае аномалия пропорциональна ве
личине

E JL = _ l _ I  + i _ I  = 0 .

зд э ' 6 6 3 3

S U (2 )~ S U (2 )~ S U (2 ). Здесь нет аномалии, поскольку SU(2 ) имеет 
только вещественные или псевдовещественные представления.

S U (2 )-S U (2 )~ U (1 ). В этом случае аномалия пропорциональна ве
личине
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Е 4  = 3
дублеты Я

+ -  = 0.
2

В этом случае аномалия пропорциональна величине

/ \3 
У_

\ Я  J

= б
(  I Л3

+ 3
V О у

+ 3
f  j  Л3

+ 2
V о /

+ (-1 )3 = 0.

Итак, видно, что для калибровочных симметрий стандартной 
модели все аномалии сокращаются 13а. Этот результат можно изящно 
обосновать, заметив, что 51/(3) X SU(2) X 17(1) может быть погруже
на в 50(10) 14. Все представления 50 (10 ) свободны от аномалий, и 
это же свойство наследуется любым приводимым представлением 
517(3) х 517(2) х 17(1), реализующим полное представление 50(10). 
Оказывается, что левые поля одного поколения кварков, лептонов, 
антикварков и антилептонов, а также один дополнительный 5L7(3) X 
517(2) х 17(1)-синглет образуют полное 16-мерное представление 5"0(10) 
(фундаментальное спинорное представление), так что для этого 
набора левых фермионов 517(3) х 517(2) х 17(1) аномалий нет. Синг- 
лет в любом случае не давал бы вклада в такие аномалии, так что 
в калибровочных симметриях стандартной модели аномалии от
сутствуют.

Есть еще одна требующая вычисления аномалия. Все сорта 
фермионов одинаковым образом взаимодействуют с гравитацией. 
Расчет диаграммы фермионной петли для среднего значения тока 
ХТу^Х (где 2С —  столбец, содержащий все поля левых фермионов 
и антифермионов) в присутствии внешнего гравитационного поля 
приводит к аномалии 15 Э (%Ту^%), пропорциональной

t r { T j e ^ R ^ R ^  .

В частности, чтобы избежать гравитационного нарушения калиб
ровочной симметрии вида (22.3.3), генераторы должны удовлетво
рять условию

t г {Т а} = 0. (22.4.3)
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Как и чисто калибровочная аномалия, эта аномалия обращается 
в нуль для калибровочных генераторов, удовлетворяющих усло
вию (22.4.2), поэтому в нее не дают вклада фермионы, образую
щие вещественное или псевдовещественное представление калиб
ровочной группы. Поэтому аномалию можно вычислить, приняв 
во внимание только те фермионы, массы которых возникают от 
нарушения калибровочной симметрии. Кроме того, это условие 
автоматически удовлетворяется генераторами лю бых п р ост ы х  
подалгебр калибровочной алгебры, типа S U (2) или S U (3). (Дей
ствительно, tr {T a} есть число, коммутирующее со всеми Тр, по
этому, если оно не равно нулю, то алгебра не проста.) Следова
тельн о , нам нуж но то льк о  провери ть , что у с лов и е  (22.4.3) 
удовлетворяется U( 1) генераторами калибровочной алгебры. В 
стандартной модели сумма значений слабого гиперзаряда \|/ для 
всех левых фермионов равна

l 4  =  6
+ з

й 2Л
+ 3

\oJ
+ 2 ( 

.2
+ ( - ! )  = 0,

так что в токах стандартной модели нет гравитационных аномалии. 
Требование исчезновения аномалий можно использовать как ру
ководящий принцип при формулировке реалистичных теорий. На
пример, значения слабых гиперзарядов \|/ для различных SU (o ) г 
SU{2) мультиплетов первоначально брались из эксперимента, но 
можно было задаться вопросом, почему эти слабые гиперзаряды 
(и соответствующие средние электрические заряды в каждом м уль
типлете) равны наблюдаемым значениям. Для ответа на этот воп
рос предположим, что мы приписали произвольные слабые ги
перзаряды а, Ь, с, d, е мультиплетам  (uL, dL), u R, d K, (vL, eL), 
e K, соответственно. Условия сокращения аномалий приводят к 
следующим равенствам.

S U (3 ) -S U (3 ) -U (1 ) :

]^ y  = 2a + b + c = 0;
3,3

S U (2 ) -S U (2 ) -U (1 ) :

v V
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у = За + d = 0;
дублеты

Щ 1)-Щ 1)-С 7 (1 ):

£  У3 = 6а3 + 3 Ь3 + Зс3 + 2d3 + е3 = 0;

Гравитон—гравитон—U  (1):

= 6a + 3b + 3c + 2d + e = 0.

Не считая возможности взаимозамены uR и dK, эти уравнения име
ют только два решения, которые мы назовем [/(1) и L7( 1

17(1): Ь/а =  -4 , с/а =  2, d/a =  -3 , е/а =  6;
17(1)': Ъ =  -с , а =  d =  е =  0.

Более того, эти решения взаимоисключающие —  мы не можем 
предположить, что обе симметрии 17(1) и 17(1)' являются локальны
ми, поскольку тогда возникнет U ( l )/—17(1)/—17(1) аномалия, пропор
циональная (-4 ) +  (+2 ) Ф 0, и U ( l ) ' - U ( l ) - U ( l )  аномалия, пропор
циональная ( - 4)2 -  (+ 2 )2 Ф 0. Генератор 17(1) —  это гиперзаряд 
стандартной электрослабой теории (общий постоянный множи
тель включен в определение константы д'), в то время как сим
метрия 17(1)' не соответствует ничему наблюдаемому в природе. 
Это небольшое вычисление дает разумное объяснение выбору зна
чений \|/ или, эквивалентно, электрических зарядов в стандарт
ной модели и показывает, что если потребовать, чтобы все ка
ли бровочн ы е аном алии  сокращ али сь  внутри  единственного 
поколения кварков и лептонов, то невозможно в дополнение к 
слабому гиперзаряду связать калибровочный бозон с любым дру
гим 1/(1) квантовым числом.

С другой стороны, хотя разумно предположить, что SU(3) X 
5X7(2) X 17(1) калибровочные бозоны стандартной модели взаимодей
ствуют только с известными кварками и лептонами (что одновре
менно объясняет, почему не открыты другие фермионы, и сохра
няет красивое сокращение аномалий в стандартной модели), могут 
существовать и другие [7(1)' калибровочные бозоны, взаимодей
ствующие с другими, еще не обнаруженными (£Т7(3)х5Т7(2)х L7( 1 ))-
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нейтральными фермионами, а также с известными кварками и 
лептонами. Обозначим U ( l ) '  квантовые числа \|/ мультиплетов (иь, 
dL), u R, d*R, (vL, eL), e R соответственно как а , Ъ', с', d', e .  Так 
как мы ничего не знаем о возможных (5X7(3) X SU{2) X Щ 1))-нейт- 
ральных фермионах, требование сокращения U ( l ) ' - U ( l ) ' ~ U {  1)' и 
гравитон—гравитон—Щ 1)' аномалий не приводит к каким-то огра
ничениям на а ,  Ъ', с', d', г . Остающиеся условия сокращения 
аномалий имеют следующий вид.

SU(3)-SU(3)-U(1.)':
£  у' = 2а + Ъ' + с =  0;
3,3

SU (2 ) -S U (2 ) -U (1 ) ' :
£  у' =  За' • d' 0;

дублеты

£  у2у ' =  б а' + 3(-4 )2Ъ' + 3(2)2с ' + 2(-3 f d ’ + ( 6 )V  = 0; 

U ( l ) - U ( i y - U ( l ) ' :

£  уу '2 =6а'2 + 3 (-4 )Ъ'2 + 3(2)с'2 + 2 (-3 )d '2 + (б )е '2 = 0.

Общее решение для \|/ есть линейная комбинация \|/ и кван
тового числа В — L  (где В и L  —  обычные барионное и лептонное 
числа), принимающего значения 1/3, —1/3, —1/3, —1 и +1 для м уль
типлетов (uL, dL), и R, d K, (VL, eL), e R, соответственно. Если В -  L  
является локальной симметрией с константой, которая не на мно
го порядков величины меньше, чем е, то она должна быть спонтан
но нарушена, поскольку обычные тела имеют макроскопические 
значения В — L. Чтобы избежать противоречия с наблюдениями 
нейтральных токов, характерная шкала F  нарушения такой сим
метрии должна быть больше, чем у электрослабой симметрии, 
но не обязательно на много порядков. Таким образом, нейтраль
ный векторный бозон, несколько тяж елее Z 0 и связанный с В — 
L, является, по-видимому, наиболее приемлемым дополнением 

к стандартной модели.
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Все это касалось одного поколения стандартной модели. Для 
трех поколений имеется много больше свободных от аномалий сим
метрий. Один из классов симметрий, которые не нарушаются ано
малиями или (насколько мы знаем) чем либо еще, состоит из раз
ностей чисел лептонов разных ароматов. Наряду с В -  L  это будет 
важно при обсуждении в разделе 23.5 классификации порождае
мых аномалиями процессов, не сохраняющих барионное и лептон
ное числа.

22.5. Безмассовые связанные состояния*

Иногда высказываются гипотезы, что кварки и лептоны могут быть 
связанными состояниями более фундаментальных частиц. Если бы 
такие гипотетические фундаментальные частицы имели асимпто
тически свободные калибровочные взаимодействия, аналогичные 
тем, которые есть в квантовой хромодинамике, то мы были бы 
вправе ожидать, что эти частицы находятся в плену, и это объяс
няло бы, почему они не наблюдаются. Однако такая картина при
водит к трудностям. Какая-либо внутренняя структура кварков и 
лептонов никогда не наблюдалась, поэтому характерная энергети
ческая шкала Л ' (аналогичная шкале Л  ~  200 МэВ в квантовой хро
модинамике) этих калибровочных взаимодействий должна быть 
очень большой. Например, как отмечалось в разделе 12.3, согла
сие между теорией и экспериментом для магнитного момента мю
она указывает, что Л ' >  3 ТэВ. Однако, если не считать голдстоу
новских бозонов, мы в обычной ситуации могли бы ожидать, что 
массы связанных состояний в такой теории порядка А ' или, мо
ж ет быть, 2%А', точно так же, как в квантовой хромодинамике 
масса протона порядка 2лАкхд. Такие ожидания, конечно, нахо
дятся в кричащем противоречии с тем фактом, что наблюдаемые 
массы кварков и лептонов много меньше А'. Можно задать вопрос 
иначе: если лептоны и кварки являются связанными состояния
ми, то почему их размер (измеренный по значениям аномальных 
магнитных моментов и т. п.) настолько меньше их компгоновской 
длины волны?

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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Один из способов ответа на этот вопрос заключается в предполо
жении, что, в противоположность квантовой хромодинамике, в 
такой теории имеются ненарушенные киральные симметрии, ос
тавляющие кварки и лептоны безмассовыми, если не считать ма
лы х  поправок от других взаимодействий. В общем случае, ки- 
р альн а я  сим м етрия —  это лю бая  сим м етрия, д л я  которой  
безмассовые элементарные поля данной спиральности (включая 
комплексно сопряженные поля противоположной спиральности) 
реализуют комплексное представление. Действуя на вакуум про
изведениями элементарных полей, можно построить другие со
стояния с определенной спиральностью, которые также образу
ют комплексные представления этих симметрий. Если любое из 
указанных состояний представляет реальную  составную части
цу, то эти состояния должны быть безмассовыми, поскольку все 
спиральные компоненты состояния массивной частицы должны 
реализовывать то же представление любой симметрии, комму- 
тиру-ющей с вращениями, так что данная спиральная компонен
та частицы вместе с противоположной по знаку спиральной ком
п он ен той  ан ти ч асти ц ы  в м есте  р е а л и з у ю т  в ещ еств ен н ое  
представление. Конечно, может быть не так легко выяснить, ка
кие из построенных таким образом состояний соответствуют ре
альным составным безмассовым частицам, но если это соответ
ствие имеет место, безмассовость таких состояний естественна, 
поскольку для того, чтобы какие-то безмассовые частицы данной 
спиральности, принадлеж ащ ие ком плексном у представлению  
группы симметрии, при изменении какого-нибудь параметра те
ории стали массивными, их свойства симметрии должны изме
ниться дискретным образом от комплексного к вещественному 
представлению.

Хотя подобные рассуждения показывают, что сущ ествуют 
теории, в которых естественно имеются безмассовые или очень 
легкие составные частицы, они не дают никаких указаний на то, 
когда это реально происходит. Вопрос очень интересен безотноси
тельно к проблеме понимания кварков и лептонов как возможных 
составных частиц. Л 1 Хофт 16 предложил мощный способ ответа на 
этот вопрос, основанный на рассмотрении аномалий. Коротко, если 
фундаментальная теория обладает глобальными киральными сим
метриями (не нарушенными калибровочными аномалиями, а так
же спонтанно не нарушенными), состоящими из преобразований
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над элементарными левыми фермионами (и антифермионами) спина 
1/2 % с генераторами симметрии Та, Тр и т. д., и если константа 
аномалии tr [{T a,Tp}Ty] этих глобальных симметрий не равна нулю, 
то спектр связанных состояний должен включать безмассовые ча
стицы спина 1/2, на левых состояниях которых те же симметрии 
индуцируют преобразования с генераторами Жф /р и т. д, и с той же 
константой аномалии

tr[{./a ,J g fr t ] = tr [{Ta ,Tp}Ty ], (22.5.1)

Рассуж дения 'т Хоф та были следующими. Предположим, 
что с генераторами Т а, Тр и т. д. глобальных симметрий фунда
ментальной теории связаны какие-то слабовзаимодействующие 
ка-либровочные бозоны. Предположим также, что, хотя некото
рые коэффициенты Dapy Ф tr [{T a,Tp}TY] не равны нулю, эта анома
лия сокращается аномалиями, возникающими за счет других без
массовых фермионов—«наблю дателей», не ощущающих тех сил, 
которые удерживают в плену отдельные компоненты составных 
частиц. При энергиях, много меньших характерной энергетичес
кой шкалы А ' запирающих взаимодействий, физические процес
сы будут описываться эффективным лагранжианом, в котором не 
содержатся запертые фермионы. Если симметрии с генераторами 
Та, Тр и т. д. спонтанно не нарушены, то голдстоуновских бозонов 
нет, и единственными частицами в этом эффективном лагранжи
ане будут слабовзаимодействующие калибровочные бозоны и фер- 
мионы-наблюдатели, а также любые безмассовые связанные со
стояния зап ер ты х  ф ермионов и си льн овзаи м одей ствую щ и х  
калибровочных бозонов. Самосогласованность эффективной тео
рии поля требует, чтобы она была свободна от аномалий, но, по 
предположению, фермионы-наблюдатели имеют константу ано
малии, равную _ -Оару, так что должны существовать безмассовые 
связанные состояния, обеспечивающие равную и противополож
ную по знаку константу аномалии, т. е. равную константе анома
лии для исходных запертых фермионов *. Заметим, что это рас
суждение остается в силе независимо от того, насколько слабы

* Остается показать, что эти частицы должны иметь спин 1/2. Мы 
предполагаем, что голдстоуновских бозонов здесь нет, а другие бесспино-
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калибровочные взаимодействия с генераторами Т а, Т р и т. д., так 
что эти калибровочные бозоны и незапертые фермионы не долж 
ны быть реальными частицами для того, чтобы придти к заклю
чению: безмассовые связанные состояния спина 1/2 воспроизво
дят  аномалии запертых элементарных фермионов спина 1 /2, из 
кот орых они построены.

В качестве простого примера предположим, что фундамен
тальная теория содержит п  «ароматов» безмассовых фермионов, 
каждый из которых имеет как левую, так и правую компоненты в 
фундаментальном представлении N  асимптотически свободной SU(N )  
калибровочной группы. Потребуем, чтобы N  было нечетным, так, 
чтобы могли существовать неплененные £1/(Л/)-нейтральные фер- 
мионные связанные состояния. Как и в квантовой хромодинамике, 
эта теория автоматически обладает глобальной SUL(n) f  SUR{n) г  
U y (l) симметрией с левыми и правыми безмассовыми фермиона
ми в представлениях (n, 1) и (1, п) соответственно, для которых 
Цу(1) квантовое число имеет одинаковое значение, принимаемое 
за единицу. В ф ундаментальной теории для  триплетов токов 
SU{n )L—SU(n )L~U(1 )Y и  SU (n )r ~SU (n )r - U (1 ) y есть неисчезающие 
константы аномалий, значения которых равны

D aL,bL, 0 =  D aR,bR,0 =  N ^a b ’

(продолжение сноски со с. 525)
вые частицы не могут быть естественным образом безмассовыми. Предпо
лагается, что элементарные калибровочные бозоны теории нейтральны по 
отношению к аномальным преобразованиям симметрии, поэтому они не 
могут давать вклад в аномалии. Составные частицы спина j  > 1 исключа
ются с помощью других рассуждений.16® Мы рассматриваем теорию, в 
которой аномальные токи можно построить как лоренцовские 4-вектор- 
ные функции элементарных полей спина 1/2. Чтобы давать вклад в анома
лию, эти токи должны были бы иметь не равные нулю матричные эле
менты между любыми безмассовыми составными частицами спина j = 1, 
что нарушало бы лоренц-инвариантность. Безмассовые составные частицы 
спина j  > 3/2 исключаются потому, что в такой теории можно построить 
сохраняющийся тензор энергии-импульса, который должен был бы иметь 
не равные нулю матричные элементы между состояниями таких безмассо
вых частиц, и при j  > 3/2 это также нарушало бы лоренц-инвариантность.
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где а, Ъ, и т. д. отмечают SU {n )  генераторы Ха, нормированные 
так, что в фундаментальном те-компонентном представлении tr{A.aA.b}

для S U (n )L~ S U (n )L~ S U (n )L и S U (n )R- S U (n )R~ S U (n )R токов, рав-

Мы предполагаем здесь, что S U L(n) х S U R(n) х (7(1) симметрия 
спонтанно не нарушена. И з-за эффекта пленения единственные фер- 
мионные связанные состояния в физическом спектре будут содер
жаться в представлениях этой симметрии, которые можно образо-

где к —  любое положительное или отрицательное нечетное чис
ло. Следовательно, единственными неприводимыми представле
ниями (г, s) группы S U (n )L X SU (n )R, с которыми мы столкнемся, 
будут те, для которых г —  прямое произведение т ь фундамен
тальных представлений SU{n) и т ь им комплексно сопряженных, 
s —  прямое произведение m R фундаментальных представлений 
SU{n) и m R им комплексно сопряженных, а квантовое число С7(1)у 
равно kN, где к, m L, m L, m R и m R подчиняются условию (22.5.2). 
Пусть p(r,s,k) —  кратность появления неприводимого представ
ления (r,s) группы S U (n )L X SU {n )R с U ( l ) v  квантовым числом kN  
среди связанных состояний со спиральностью + 2» Тогда формула 
(22.5.1) принимает вид

где tr(r  ̂ обозначает след в неприводимом представлении г группы 
SU(n), а ds —  размерность представления s группы SU(N ). Един
ственным другим ограничением на p(r,s,k) является то, что эти 
величины должны быть положительными целыми числами.

58а5. При п >  2 есть также неисчезающие константы аномалий

ные

вать из т ь и m R элементарных фермионов спиральности +2  и 
соответственно, а также т ь и m R их античастиц, причем

(22.5.2)

(22.5.3)
r,s,k

£  p(r, s, k)dsk tr ir] }] = tr [{X a Д  ь} ] , (22.5.4)
r,s,k
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Для комплексно сопряженного представления (г, s, 1с) любо
му представлению (r,s,k) группы SU(2 )L X S U (2)к X U ( l ) v  значения 
следов и k tr{r\{.Ta,Jb}] противоположны по знаку значе
ниям этих же следов в представлении (r,s,k), так что условия (22.5.3) 
и (22.5.4) ограничивают только значения

l(r, s, к) = p(r, s, к) -  p (r ,  s,-k).

Напомним, что в используемых здесь обозначениях такие следы 
берутся по всем безмассовым связанным состояниям спиралы-гости 
+ 2, включая античастицы безмассовых связанных состояний спи- 
ральности которые преобразуются по комплексно сопряжен
ным представлениям. Комплексно сопряженное представление к 
лю бом у представлению  S U (2 )L X S U {2 )R X U ( l ) v имеет значения 
tr {rW a,Tb}.rc] и fctr(r)[{,ya,,̂ b}], противоположные по знаку к значени
ям этих следов для са мого представления. Следовательно, мы мо
жем просуммировать в (22.5.3) и (22.5.4) только по представлени
ям с U ( l ) v квантовым числом kN  >  0:

£  l{r ,s ,k )dst r ir)[{.ra,.Tb}Sc ]=  N tr [{X a,Xb}Xc ], f22.5.5)
r,s,fc> 0

£  l(r,s, k)dsktr^r ) [{.Ta,ifb} ]=  tr[{X a,Xb}], (22.5.6)
r,s,k> 0

где l(r,s,k) равно кратности появления неприводимого представле
ния (r,s) группы S U L(n) X S U R{n) с U( 1 )v квантовым числом kN  >  0 
среди связанных состояний спиральности +2 минус кратность по
явления того же представления среди связанных состояний спи
ральности (Если четность не нарушается, то представление 
(r,s,k) должно возникать в связанных состояниях спиральности 
столь же часто, как представление (s,r,k) — среди связанных со
стояний спиральности так что в этом случае l(r,s,k) =  ~l(s,r,k).

Прежде всего рассмотрим случай, когда число ароматов п =
2. Невозможно симметрично связать три 3-вектора, получив при 
этом SU{2) инвариант, поэтому обе части (22.5.5) автоматически 
обращаются в нуль, и остается только условие (22.5.6). Ф унда
ментальное двухкомпонентное представление SU(2) содержится в 
произведении любого нечетного числа таких двухкомпонентных
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представлений, так что всегда можно найти решение (22.5.6) с l(r,s,k) 
=  0 для всех представлений S U (2)ь X SU (2 )R X U ( l ) v с нетривиаль
ным г, за исключением случая, когда г есть фундаментальное 
представление, s —  тривиальное представление и к =  1, для 
которого мы полагаем I =  1. К  сожалению, такое решение совер
шенно неоднозначно —  сущ ествует бесконечное число способов 
воспроизведения аномалий леж ащ ей в основе фундаментальной 
теории.

В случае произвольных п и N  обычно можно найти много 
решений уравнений (22.5.5) и (22.5.6), но есть случаи, когда реше
ний нет. Для таких теорий можно придти к выводу, что S U (n )L X 
SU {n )R X Щ 1)у симметрия должна быть частично или полностью 
спонтанно нарушена. Этот вывод имеет особенно интересные при
ложения к квантовой хромодинамике, поэтому сосредоточимся на 
случае SU(3 ) калибровочной группы.

Конкретнее, ограничимся представлениями с к =  1 и m L =  mR =  О, 
которые можно построить только из трех фермионов и без анти- 
фермионов. Эти представления таковы *:

(a) г —  симметричный S U (n ) тензор третьего ранга; s —  тривиаль
ное представление;
(b) г —  антисимметричный S U (и) тензор третьего ранга; s —  три
виальное представление;
(c) г — SU (n )  тензор третьего ранга со смешанной симметрией; s —  
тривиальное представление;
(d) г —  симметричный SU{n ) тензор второго ранга; s —  SU {n )  
вектор;
(e) г —  антисимметричный S U (n ) тензор второго ранга; s —  SU {n ) 
вектор;
(£) г —  SU (n )  вектор; s —  симметричный SU (n )  тензор второго ран
га;
(g ) r —  S U (n ) вектор; s —  антисимметричный S U (n ) тензор второ
го ранга;
(h) г —  тривиальное представление; s —  симметричный S U (n )  
тензор третьего ранга;
(i) г —  тривиальное представление; s —  антисимметричный SU (n ) 
тензор третьего ранга;

* Ниже все SU(N) векторы и тензоры считаются контравариантными.
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( j) г —  тривиальное представление; s —  SU (n )  тензор третьего 
ранга со смешанной симметрией.

При те >  2 формулы (22.5.5) и (22.5.6) принимают вид *

— (те + 3)(те + 6)1а + — (те — 3)(те -  6)1Ь + (те2 -  9)1С + те(те + 4)ld

1 1 (22.5.7) 
+те(те -  4)L +  — те2(те +  1)L + — те2(те -  1)L = 3 .

2 1 2 д

530 Глава  22. Аномалии

— (те + 2)(те + 3)1а + -  (те -  2)(те -  3)1Ь + (те2 -  3)1С + те(те + 2)ld

+ п ( п  - 2)l„ +  — n i n + 1)L + — те (те - 1)L = 1. '*
2 7 2 3

Не составляет труда удовлетворить условию  (22.5.7), но заме
тим, что если те кратно трем, то для всех значений I каждое сла
гаемое в левой части формулы (22.5.8) также кратно трем, и удов
летворить этому условию невозможно. В частности, мы приходим 
к выводу, что SU (3)L X SU{3)R X U (1 )v симметрия квантовой хро
модинамики с тремя сортами безмассовых кварков должна быть 
спонтанно нарушена. Это результат не ограничивается представ
лениями (a )- (j) и применим к лю бому представлению SU{3)L X 
SU{3)R X U(1 )v, которое можно построить из нейтральных по цве
ту комбинаций кварков и антикварков.

Если не считать частных случаев, вроде калибровочной груп
пы SU{ 3) с те =  3 элементарными фермионными SU{ 3) триплетами, 
условие подбора аномалий 'т Хофта не слишком ограничительно.

* В работе 16 'т Хофт предположил, что четность спонтанно не нару
шается, поэтому он привел эти формулы для случая, когда la = ~lh, I,, ~ | 
Zf, 1С = —Ц, ld = ~lf и 1е = ~1д. Как мы видим, основной вывод не зависит от 
сохранения четности.
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В общем случае оно допускает большое количество безмассовых 
связанных состояний при ненарушенной киральной симметрии. 'Т  
Хоф т предлож ил также условие расцепления, которое требует, 
что когда один или более сортов элементарных фермионов стано
вятся очень тяжелыми, не должно быть ненарушенных кираль- 
ных симметрий, препятствующих частицам, содержащим тяж е
лы е элементарные фермионы, приобретать массы. Например, в 
случае SU{3) цветовой калибровочной группы, если мы придадим 
одному из п сортов кварков большую массу, то те трехфермион- 
ные связанные состояния, которые содержат единственный мас
сивный кварк, будут реализовывать представления (г',s') группы 
SU{n  -  1) х SU (n  — 1) следующих типов:

(v ) г  —  симметричный S U (п -  1) тензор второго ранга; s' —  триви
альное представление;
(w ) г  —  антисимметричный SU (n  — 1) тензор второго ранга; s' —  
тривиальное представление;
(х ) /  и s' —  SU (n )  векторы;
(у) Т' —  тривиальное представление; s' —  симметричный S U (n  — 1) 
тензор второго ранга;
(z ) г '  —  тривиальное представление; s' —  антисимметричный 
SU (n  ~  1) тензор второго ранга.

Для того, чтобы трехфермионное массовое состояние приоб
рело большую массу, необходимо, чтобы l'(r',s') =  0, где l'(r',s') —  
кратность появления неприводимого представления (г ',s') среди свя
занных состояний спиральности минус кратность появления того

~  1же представления среди связанных состоянии спиральности —g. 
И зучив список трехфермионных представлений (a )~ { j ) группы 
SU (n )  х SU(n), чтобы увидеть, какие представления SU (n  -  1) х 
SU{n — 1) они включают, мы получаем, что условие расцепления 
'т Хофта требует, чтобы *

* В сохраняющем четность случае, изученном 'т Хофтом, четвертое и 
пятое уравнения тождественны первому и второму, а третье тождествен
но обращается в нуль.
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0 = lv = l a + l c + l d ’
0 = Ко = h + l c + h ’
0 = С = h  + + h  + h  >
o = vy = if + i h + i} , (22 .5.9)

0 =  К  =  lg +  li +  lj  ■

К сожалению, в большинстве случаев все же остается бесконеч
ное число решений, хотя не существует решений, в которых числа
I — целые и независящие от те.

Условие расцепления кажется вполне приемлемым, однако 
его использование 'т Хофтом было поставлено под вопрос на том 
основании, что когда одна или более фермионные массы увеличи
ваются, обычно возникают фазовые переходы, изменяющие мас
совый спектр по сравнению с тем, который был бы при малых 
массах формионов. Существует более сильное условие, известное 
как жесткое массовое условие, которое требует, что когда один 
или более сорт элементарных фермионов приобретает любую мас
су, не должно быть ненарушенных киральных симметрий, препят
ствующих приобретению каких-то масс составным частицам, со
держащим эти массивные элементарные фермионы ь . Если жесткое 
массовое условие правильно, оно приводит к ряду следствий, та
ких как описанные 'т Хофтом условия (22.5.9), которые ни при ка
ких обстоятельствах не нарушаются фазовыми переходами.

Легко построить нереалистичные модели, в которых жесткое 
массовое условие нарушается, например, теории со спонтанно 
нарушенными некиральными  симметриями, приводящими к без- 
массовым голдстоуновским бозонам, состоящим из массивных фер
мионов 1 \ (В этих моделях с ростом масс фермионов также возни
кают фазовые переходы, которые сводят на нет выводы 'т Хофта, 
полученные из условия расцепления.) Однако, как показано в об
суждавшейся в разделе 19.9 работе Вафы и Виттена, в разных 
более реалистичных КХД-подобных теориях некиральные симмет
рии не могут спонтанно нарушаться, поэтому сказанное выше не 
следует рассматривать как серьезное возражение против ж ест
кого массового условия.
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22.6. Условия совместности

Численный коэффициент, возникающий в аномалии для лю
бой симметрии, зависит от того, какие частицы материи содержат
ся в теории. С другой стороны, форма аномалии определяется усло
виями совместности, которые впервые были получены Вессом и 
Зумино в 1971 г.

Даже в тех случаях, когда нас интересуют аномалии в токах 
глобальных симметрий, для вывода условий совместности удобно 
представить, что все токи симметрий связаны с калибровочными 
полями, которые в случае неабелевых симметрий связаны, кроме 
того, друг с другом, таким образом, что эти симметрии становятся 
локальными симметриями плотности лагранжиана. Всегда можно 
вернуться к глобальной симметрии, считая, что соответствующая 
калибровочная константа связи становится бесконечно малой. Если 
не принимать во внимание аномалий, то эффективное действие 
Г[А] в фоновом калибровочном поле Аац(х) будет в таком формализ
ме инвариантным относительно инфинитезимальных преобразова
ний Ар[1(у)—>Ар[1(у) + tjd4x £ a(x),^a(x)Aptl(y) калибровочного поля, где 
с целью воспроизведения преобразования (15.1.9) следует взять

Если учесть аномалии, то теперь ,Та(х) уже не обращает Г[А] в 
нуль, а вместо этого

где Ga[x; А] представляет эффект аномалии. Формулу (22.6.2) можно 
также записать как формулу для ковариантной дивергенции сред
него значения тока:

i,JTa(x)

•%(аЩА] = Ga[cc; А], (22 .6 .2 )

(22.6.3)

где

(22.6.4)
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а 1)р — калибровочно инвариантная производная (15.1,10), взятая 
в присоединенном представлении с (tejp = -iCa r̂

Условия совместности Весса- Зумино следуют из коммутаци
онных соотношений *

[.4(ж),..Ур(у)| = гСару84(ж -  у Щ (х ) .  (22.6.5)

Из формул (22.6.2) и (22.6.5) выводим общее условие совместности

,4 (x )G p [y ;A ]-,/p(y)Ga[x;A] = iCa^ ( x  -  y)Gy[y, А]. (22.6.6)

Эти условия были впервые выведены Вессом и Зумино для 
киральной SU{3) X SU{3) симметрии сильных взаимодействий — 
случая, представляющего не только физический, но и историчес
кий интерес. Здесь генераторы %(х), действующие на калибровоч
ные поля, состоят из генераторов с положительной четностью Ж(зс), 
определенных формулой (22.3.31), и генераторов Ja(x) с отрицатель
ной четностью, определенных в (22.3.32) ** Они удовлетворяют ком
мутационным соотношениям

= г§4(х -  y)fabc% (x )>

[% (х), ;гъ(у)] = г64(х -  y)fnbcJ\.(x),

[,Га(х),Щ(у)] = г64(х -  y )fabc% (x ) ,

где f abc — структурные константы 517(3). Так как £17(3) подгруппа, 
генерируемая операторами tya, спонтанно не нарушена, удобно

* Множитель " / был включен в (22.6.1) для того, чтобы обеспечить 
стандартный множитель +г, сопровождающий структурную константу Сару 
в этом коммутационном соотношении. Напоминание: мы используем базис 
алгебр Ли, в котором структурные константы полностью антисимметрич
ны, и поэтому не должны различать верхние и нижние калибровочные 
индексы.

** Еще одно напоминание: как отмечалось в разделе 22.3, используе
мые здесь генераторы Ja и % в работе [8] назывались, соответственно, Ya
и Х а. ............................................................... ‘
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рассматривать интегрирование по импульсам фермионов таким 
образом, чтобы сохранить инвариантность относительно генери
руемых этими операторами калибровочных преобразований, так 
что

% ( XW  = О,

При этом остается ненулевая аномалия

Жа{х)Т = Ga(x ).

Поэтому нетривиальные условия совместности принимают вид 

% (x )G b(y) = гб4(х -  y )fabcGc(x)

:ra(x)Gb{y) -  ,Tb(x)Ga(y) = 0.

Первое из них просто утверждает, что Ga(x) преобразуется как 
октет относительно обычных SU( 3) преобразований. Второе усло
вие накладывает другие сильные ограничения на Ga(x ). Читатель 
может проверить, что это условие удовлетворяется при подста
новке формулы Бардина (22.3.34) для Ga(x). Мы не будем входить в 
детали, а вместо этого рассмотрим в качестве иллюстрации произ
вольную калибровочную теорию, в которой все токи рассматрива
ются симметричным образом. Для этого случая в разделе 22.3 была 
приведена формула (22.3.8) для аномалии, но в ней не были выве
дены члены более высокого, чем второй, порядка по калибровоч
ным полям. Здесь мы покажем, что эти члены диктуются условия
ми совместности (22.6.6).

Для этого, а также для возможных последующих обобщений, 
очень удобно переформулировать систему условий совместности 
Весса- Зумино как условие инвариантности относительно описан
ных в разделе 15.7 БРСТ преобразований. Введем гостовское поле 

и определим нильпотентный БРСТ оператор для произвольной 
калибровочной теории равенствами

, (22.6.7)
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( 2 2 .6 .8 )

понимая при этом, что s удовлетворяет дистрибутивному закону 
s(AB) = (sA)B ± A(sB), причем знак отрицателен, если А — ферми- 
онная величина типа (0а, и положителен во всех остальных случа
ях. Вместо функции аномалии Ga[x;A] будем работать с функциона
лом

G|o.), А] = J 0)a(x)Ga[x; A]d4x . (22.6.9)

Тогда (имея в виду, что соа — фермионная величина)
1 .

sG[co,A] = — CapyJ d xa>p(x)<»y(x)Ga [x; А]

d4xooa(x) 

4™ Г j 4.

d4y
Эсор(у)

Эу^
+ Сру8А^1(у)со8(у) 8Ga[x; A] 

бА^(у)
=  J d4x j  d4ycoa(x)Wp(y)[-iCapY84(x -  y)Gy[x; A] 

^ (y )G a[x;A]J.-\~V;

Так как поля гостов антикоммутируют друг с другом, это можно 
записать в виде

sG[a>,A] = - ^ J d 4xJd4y(0a(x)C0p(y)

х[гСа|3у84(х -  y)Gy [х; А] + ,7p(y)Ga[x; А] -  ,/a(x)Gp[y; А]].

Отсюда следует, что условие совместности (22.6.6) будет выполне
но, если и только если для всех гостовских полей tt>a(x) G[co;A] яв
ляется БРСТ инвариантом:

sG[ со, А] = 0. (22 .6 .10 )

Рассмотрим теперь возможность, что аномалия G[со;А] мо
жет быть записана как БРСТ оператор s, действующий на ло
кальный функционал F[A]:
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G|co, Л| .sF|/l|. (22.6.11)

(Заметим, что функционал F с необходимостью не зависит от по
лей духов, поскольку оператор s добавляет один множитель духо
вого поля, а аномальный функционал G уже линеен по духовому 
полю.) Оператор БРСТ удовлетворяет условию s2 = 0, поэтому та
кая аномалия будет удовлетворять условию совместности sG =  0. 
Если F[A] — локальный функционал * калибровочного поля, то его 
можно вычесть из действия, тем самым сократив аномалию. Это 
же верно для любого слагаемого в аномалии, которое может быть 
записано как БРСТ оператор s, действующий на локальный функ
ционал; такое слагаемое удовлетворяет условию совместности 
с собой, и может быть сокращено путем добавления локального 
члена в действии. Таким образом, интересующие нас возможные 
аномалии являются локальными функционалами G[oo;A] с гостовс
ким числом единица, удовлетворяющие условию совместности
(22.6.10), с точностью до слагаемых, которые можно выразить как 
действие s на некоторый локальный функционал с гостовским чис
лом нуль. В согласии с общепринятой терминологией для нильпо- 
тенгных операторов, классы эквивалентности таких функционалов 
образуют так называемую когомологию оператора s с гостовским 
числом единица.

Все это можно выразить и с помощью самих локальных плот
ностей. Мы можем записать аномалию (или любое слагаемое в 
аномалии) как G = I d4x^ (x), где :̂(х ) — степенной ряд по калибро
вочным и духовым полям и их производным в пространственно
временной точке х. Тогда условие sG =  0 эквивалентно утвержде
нию, что для некоторой функции j{ ̂ (х) полей и их производных

s f(x )= 3 №j № ) -  (22.6.12)

Аналогично, те слагаемые в которые могут быть сокращены 
добавлением локальных членов в действие, имеют вид &  с точно
стью до возможных производных. Таким образом, интересующие 
нас аномалии являются локальными функциями с гостовским чис
лом единица, удовлетворяющими условию совместности (22.6.12),

* Под локальным функционалом подразумевается интеграл от локаль
ной функции, т. е. функции полей и их производных в данной точке.
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взятыми с точностью до слагаемых, которые могут быть записа
ны как действие s на некоторый взятый с точностью до производ
ных локальный функционал с гостовским числом нуль. Это назы
вается когомологией оператора s с гостовским числом единица в 
пространстве локальных функций, взятых с точностью до произ
водных, и обозначается H1(s|d).

Для нахождения когомологии БРСТ оператора s и последую
щего вывода формы аномалии в произвольных калибровочных тео
риях были использованы алгебраические методы 19. В этом подходе 
неизвестными остаются только постоянные коэффициенты, зави
сящие от того, какие поля материи входят в теорию, и подлежа
щие расчету методами разделов 22.2 или 22.3. Так как мы уже вы
числили слагаемые в аномалии второго порядка по калибровочным 
полям для произвольных калибровочных теорий, включая постоян
ные коэффициенты, используем теперь условие совместности
(22.6.12) для вычисления слагаемых высших порядков по полям.

В разделе 22.3 было показано, что когда все токи рассматри
ваются симметрично, слагаемые второго порядка по калибровоч
ным полям составляют одну треть от выражения (22.3.26). Это 
оператор массовой размерности четыре, и поскольку условие сов
местности Весса-Зумино (22.6.6) связывает только операторы оди
наковой размерности, для того, чтобы удовлетворить этому усло
вию, нужно добавить только такие члены более высокого порядка 
по калибровочному полю, которые имеют такую же размерность. 
Поэтому мы ищем решение условий совместности в (не обязатель
но единственном) виде

'(Э̂ “ )1ном = - ^ eW' PTr{T« I V A A p + iCldKAvA%Ap 

+ гс2А кЭуА^Ар + гс3А кА Л,Э^Ар — C4AKAvA^Ap j j ,

(22.6.13)
где Ац Ф Аа|1Та, а с, — константы, которые нужно определить. 
Чтобы значительно сберечь силы, удобно переписать это выра
жение на языке дифференциальных форм (см. раздел 8.8). Введем 
множество с-числовых параметров dx^, которые считаются ан
тикоммутирующими сами с собой и всеми фермионными полями, 
такими, как поля духов (£>а. Тогда dx11 антикоммутируют и с БРСТ
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оператором s. Так как dxKdxvdx^dxp — полностью антисимметрич
ная величина, ее можно записать как

dxKdxvdx^dxp = eWK'1d ix, d4x = d x°d x ld x 2d x 3 . (22.6.14) 

Введем также внешнюю производную

Э
d = dx

Эх»1 ’

Поскольку производные коммутируют, внешняя производная ниль- 
потентна и антикоммутирует с s :

d2 = 0, ds + sd = 0. (22.6.15)

Наконец, вводим антикоммутирующие величины

А = iA^dx^ = iAa^TadxV-, со = i(f>aTa . (22.6.16)

В этих обозначениях выражение (22.6.13) принимает вид

G[e>, А] = j  Tr|o)[(dA)2 + Cl(dA)A2 

+c2A(dA)A + c3A 2(dA) + c4A 4j|-,
(22.6.17)

Для того, чтобы удовлетворить условию  совм естности
(22.6.10), заметим, что правила БРСТ преобразования (22.6.7) и
(22.6.8) можно записать как

sA = -dco + {A, to}, (22.6.18)

sot) = со2. (22.6.19)

Далее, БРСТ преобразование последнего члена в формуле (22.6.17) 
имеет вид
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sTrjcoA4] = Tr[co2A 4 -  со{А,со}А3 + й)А{А,со}А2
-  соА2 {А, ю}А + соА3 {А, со}] + слагаемые с codcoA3 

= Tr[co2A 4j+  слагаемые с codcoA3.

Других вкладов в sG, пропорциональных Тг[со2А4], нет, поэтому 
условие совместности (22.6.10) может быть удовлетворено толь
ко, если с4 = 0. Прямое вычисление с учетом с4 = 0 приводит к 
выражению

sG = — [ T r {-(d A )2co2 + codcoAdA -  dcoсоdAA 
24л J 1 

-  AcodAdco -  coAdcodA 
+ c^codAdcoA -  codAAdco] 
+ c 2[codcodAA -  coAdAdco] 
+ c 3[codcoAdA -  coAdcodA] 
-  c^coAdcoA2 + codcoA3 + codAA2®]

-  c2[cM 2dcoA -  coAdcoA2 + coAdAdco]

-  c3[-coA3dco + coA2dcoA + coA2dAco]|.

Нам не нужно предполагать, что подынтегральное выраже
ние обращается в нуль. Достаточно считать, что оно есть произ
водная некоторой локальной функции, так что интеграл от нее ра
вен нулю. Это условие должно по-отдельности удовлетворяться для 
слагаемых, содержащих как две, так и одну производные, поскольку 
между слагаемыми с разным числом производных никакое сокра
щение невозможно.

Нетрудно проверить, что слагаемые в подынтегральном вы
ражении, содержащие только одну производную, имеют вид d.f, 
если принять сг = ~ с2 =  +с3 Ф с. Оставшиеся слагаемые собираются 
в полную производную, если взять с = —1/2, что подтверждает 
ранее упомянутый результат (22.3.38). Часто полученный резуль
тат записывают более компактно в виде
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Cl®, А] = 1
24л2

1
24л2

Тг< rod 

Tr< го d

AdA -  — А 3 
. 2

AF + — А 3
2

(22.6.20)

где F — матричнозначная два-форма напряженности поля
1

F = — itaFa^ d x ^ d x y = dA -  А 2. (22 .6 .21 )

Аномалия не обязательно должна быть записана в форме (22.6.13), 
так что выражение (22.6.20) не является единственным результа
том для G[ro,A]. Приведенные в следующем разделе результаты 
показывают, что для любой подгруппы Я группы G, для которой 
Тг{^{^,^}} = 0 для всех генераторов Я, в действие можно добавить 
локальные слагаемые, так, что аномалия Gj исчезает, когда Ц — 
любой генератор Я.

Для построения решения условий совместности существует эле
гантный алгебраический прием, известный как уравнения спуска  
Сторы~Зумино. 18а Описание этого метода в пространстве-време
ни любого четного числа измерений ничуть не сложнее, чем в че
тырехмерном пространстве-времени, так что выберем размерность 
пространства-времени равным 2п. Для начала следует представить, 
что к 2п координатам пространства и времени добавлены еще по 
меньшей мере две переменные, так, чтобы придать смысл (2п + 2)- 
форме TrFn+1. Заметим, что

dF = -d (A 2) = -(dA)A  + A(dA) = [A,F], (22.6.22)

так что след TrFn+1 замкнут:

dTrFn+1 = (n + l)Tr{(dF)Fn} = Tr{[A,Fn+1]} = 0. (22.6.23)

Если только расширенное пространство-время односвязно, то со
гласно теореме Пуанкаре форма Tr{Fn+1} точна, в том смысле, что 
существует (2п+1)-форма П2п+1 (известная как форма Черна—Сай
монса), для которой

Tr {Fn+1} = dQ 2п+1' (22.6.24)
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Далее, Tr{Fn+1} явно калибровочно-инвариантна и зависит только 
от калибровочного поля, так что она и БРСТ инвариантна:

sTr[F"+1} = 0. (22.6.25)

Считается, что «дифференциалы» dx11 антикоммутируют с ферми- 
онными полями, как духовое поле соа, так что оператор d анти- 
коммутирует с оператором s, определенным формулами (22.6.7) и
(22 .6 .8 ):

sd + ds = 0.

Поскольку оператор s нильпотентен, отсюда следует, что форма 
sn 2n+1 также замкнута:

d(sn2n+i) = -sT r{F n+1} = 0.

Вновь применяя теорему Пуанкаре, получаем, что должна суще
ствовать 2п-форма П 12п первого порядка по соа, для которой

s^2n+i =  dQ.\n- (22.6.26)

Кроме того, d(s&2n) = - s2£22n+1 = 0,, поэтому существует (2я — 1)- 
форма 0.\п-1 ВТ0Р0Г0 порядка по духовому полю, для которой

*> :̂ы = d& L  1 • (22.6.27)

Отсюда следует, что даже хотя сама форма не инвариантна 
относительно БРСТ преобразований, интеграл от й 2п по 2п-мер- 
ному пространству-времени есть БРСТ инвариант:

Пространство-время П 2п =  0 , (22.6.28)

Таким образом, мы находим кандидата | П2я на аномальный функ
ционал G[co,A], интегрируя два дифференциальных уравнения пер
вого порядка d 0 2n+1 = Tr{F” +1} и dQ-ln = sn 2n+r Произвольные (не 
единственные) решения этих уравнений имеют вид

= (п + 1) j  diTrjAF" }, (22.6.29)
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= ~(п  + 1) £  j  dt(l -  t)Tr{e>d(Ftr AF” _1_r) } , (22.6.30)
r= О О

где F£ = tF + (I -  1г )Аг- Вычисление интеграла (22.6.30) показывает, 
что в случае четырех пространственно-временных измерений фор
мула (22.6.20) дает для G[co,A] результат, пропорциональный j П\.

Можно продолжить этот спуск и вывести ряд других полез
ных результатов. В частности, из формулы (22.6.27) и нильпотент
ности s следует, что d{sQ.| г) = 0, так что по теореме Пуанкаре 
sQ.f>ri , имеет вид d£l2„_2> и интеграл от П§п ] по 2п~ 1 координатам 
пространства является БРСТ инвариантом:

•̂(пространство =  ° ’ (22-6.31)

Такие БРСТ инвариантные функционалы второго порядка по гос- 
товским полям являются кандидатами 18Ь в так называемые швин- 
геровские -члены 18с.

Интересующие нас сейчас швингеровские члены возникают 
как аномальные слагаемые 5 <хр(х,у) в коммутационных соотношени
ях временных компонент двух токов симметрии при равных време
нах:

[J°a (х, t), jg  (у, t ) ]  =  iCapyJy (х, ^ б 2” " 1 (х -  у) +  S-ф (х, у, t) . (22.6.32)

(В этом разделе все операторы берутся в один и тот же момент 
времени t, который мы ниже не будем указывать явно.) Р1з анти
симметрии коммутатора имеем 5 ар(х,у) = — 5ра(у,х), так что вся 
информация о 5 ар(х,у) содержится в функционале

5[ю] з  Jd2n“ 1xd2n_1ycoa(x)cOp(y)5ap(x,y). (22.6.33)

Заметим, что в общем случае 5 ар(х,у) зависит от различных полей 
материи и калибровочных полей, так что 5[со] вообще говоря зави
сит как от этих полей, так и от поля духов <ва(х).

Образуя коммутатор выражения (22.6.32) с третьим током J®(z), 
сворачивая с G)a(x)Wp(y)CtX,(z), интегрируя по х, у, z и используя 
тождество Якоби, находим:
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Действие БРСТ оператора s на функционалы от полей материи и 
калибровочных полей типа 6”ар (х ,у ) эквивалентно калибровочному 
преобразованию с параметром преобразования (0а, так что

s«S^(x,y) = i[j d2" - ^  соу (z) J° (z), 5 ap(x, y )].

Вспоминая формулу (22.6.8), находим, что функционал (22.6.33) яв
ляется БРСТ инвариантом:

sS[0D] = 0. (22.6.34)

Кроме того, добавляя в токи определенные слагаемые, можно из
менить S[a>] на слагаемые вида sT[ со |, так что множество возмож
ных швингеровских членов, которые нельзя устранить добавлени
ем слагаемых в токи, дается когомологией БРСТ оператора с 
духовым числом два, т. е. БРСТ инвариантными функционалами
S второго порядка по духовому полю, которые сами не имеют 
вида sT. Из выражения (22.6.31) следует, что кандидатом на такой 
функционал является JQ§„_г

* * *

Проведенный до сих пор в этом разделе анализ аномалий, 
строго говоря, применим только к аномалиям в однопетлевом при
ближении. Правда, теория с однопетлевыми аномалиями в токах, 
с которыми связаны квантовые калибровочные поля, несостоятель
на, и поэтому не нуждается в исследовании в высших порядках. 
Однако обратное неверно: если теория с квантовыми калибровочны
ми полями свободна от аномалий в однопетлевом приближении, не
обходимо еще показать, что аномалии отсутствуют и в высших 
порядках. Кроме того, нет ничего противоречивого в теориях 
с аномалиями в глобальных симметриях, например, в киральных 
симметриях квантовой хромодинамики, и в этих случаях мы должны 
установить, влияют ли на эти аномалии поправки высших порядков.

Поскольку БРСТ преобразования действуют на поля нелиней
но, то даже в отсутствие аномалий у нас нет оснований полагать, 
что эффективное действие G[(0,A] будет БРСТ инвариантным вне 
рамок однопетлевого приближения. Как мы видели в разделе 17.1,
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вне этих рамок следует рассматривать функционалы не только от 
калибровочных и духовых полей, но и от их антиполей. (Введе
ние антиполей иногда важно и в однопетелевом приближении, но 
по другой причине: локальный функционал только от полей, удов
летворяющий условиям совместности Весса- Зумино и не выра
жаемый как БРСТ-оператор, действующий на локальный функ
ционал только от полей, не будет кандидатом на аномалию, если 
его можно выразить как антискобку действия с локальным функ
ционалом полей и антиполей, поскольку в этом случае аномалию 
можно сократить путем вычитания такого слагаемого из действия. 
Это соответствует изменению действия полей одновременно с из
менением калибровочной симметрии, которой подчиняется это 
действие.)

Оказывается, что изучение аномалий с антиполями, вклю
ченными в действие, также может быть выражено на языке кого
мологий 20] 21. Анализ этой проблемы основан на принадлежащей 
Зинн-Ж юстену версии (17.1.10) уравнения, которое Баталин и 
Вилковыекий назвали мастер-уравнением. В отсутствие аномалий 
(Г, Г) = 0, так что в однопетлевом приближении (S , Г\) = 0, где S
— действие нулевого порядка, а Г, — однопетлевой вклад в кван
товое эффективное действие. При наличии аномалий мы вместо 
этого имеем

(5 ,r i ) = G1, (22.6.35)

где G l — некоторый функционал полей и антиполей, который 
должен и мет гостовское число единица, т. к. S и Г\ имеют гостов
ское число нуль. Предполагается, что действие удовлетворяет 
классическому мастер-уравнению (S , S) = 0, так что антискобоч- 
ная операция в формуле (22.6.35) нилыютентна и поэтому (S , Г\) 
= 0. Однако, если для какого-то локального функционала F x с 
гостовским числом нуль Gj = (S , Fj), мы можем сократить анома
лию в однопетлевом порядке, вычитая слагаемое Fx (рассматри
ваемое как квантовая поправка порядка Ь) из действия, а следо
вательно, из Г .̂ (К онечно, = (S , Г\), но при наличии 
безмассовых частиц Гх не является локальным функционалом.) 
Таким образом , кандидаты
в аномалии — такие локальные функционалы G, с духовым числом 
единица, которые замкнуты в том смысле, что они удовлетворяют
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условию (S, Gx) = 0, но не точны, т. е. не могут быть записаны 
в виде Gx = (S , F1) для локальных функционалов Fx с духовым 
числом единица. Иными словами, кандидаты в аномалии соответ
ствуют когомологии антискобочной операции X  ^  (S , X) при гос- 
товском числе единица на пространство локальных функционалов 
полей и антиполей.

Это похоже на полученный выше в данном разделе резуль
тат, но с заменой БРСТ-оператора s на антискобку (£, ...). Если в 
условии (22.6.35) положить антиполя равными нулю и вспомнить, 
что (8 Г1 / Sxr) = sx" , получим, что это условие, на самом деле, 
приводит к условию = 0, которое, как мы видели, эквивалент
но требованию, что G: удовлетворяет условию совместности Вес- 
са—Зумино. Однако в определенном смысле анализ, основанный на 
условии (22.6.35), можно распространить на высшие порядки.

Чтобы увидеть это, предположим, что антискобочная опера
ция X (S, X) имеет пустую когомологию при духовом числе еди
ница в пространстве локальных функционалов, и что мы переоп
ределили действие описанным выше способом так, чтобы Gx = 
(S, Гх) = 0. Аномалия, которая нарушает мастер-уравнение (Г, Г) = 
0 в двухпетлевом приближении, представляется функцией G2, для 
которой

(Г1,Г1) + 2(5,Г2) = С2.

Однако, т. к. (S, Г\) = 0 и (S, S) =  0, любая такая функция G2 будет 
удовлетворять уравнению (S , G2) = 0. С учетом предположения о 
пустой когомологии, это означает, что G2 можно выразить как G2 
= (S , F2), где F2 — локальный функционал с гостовским числом 
нуль, т. е. в этом порядке аномалию можно сократить, вычитая F2 
из действия.

Это рассуждение можно распространить на все порядки. 
Предположим, мы сократили аномалии в мастер-уравнении вплоть 
до порядка N -  1, так что

М М -1
0  = GM = I ( r L , r M_L) = 2 (5 ,rM)+  I ( r L , r M_L ),

L=0 L=1

для всех M < N. Аналогично, член N - го порядка в антискобке 
(Г, Г) равен
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N - 1

GN = 2{S ,F N) +  £ ( Г М,Г „_ М),
м =1

так что, используя тождество Якоби (15.9.21) (в котором для трех 
бозонных операторов берутся все знаки —) и приведенную выше 
формулу для (S , Гм), находим

ДГ-1 ЛГ-1 М-1
(S ,GN) = - 2 ' £ ( ( S , r M) ,r N_M) =  £  £ ( ( r L,r M_L),r w_M).

М=1 М=1 L=1

Это можно записать в более симметричной форме:

ЛГ-2 ЛГ-2 N —2

[ S ,  Gjv) =  -  52 52 12 ’̂ n ,m 1+ m 2+ m 3 > (^м2 > ^Мз)) ■
M1=1M2=1M3=1 " ' ' ■

Так как пределы изменения М1; М2 и М3 одинаковы, можно запи
сать двойную антискобку в этой сумме как сумму по 3! перестанов
кам по этим индексам, которая обращается в нуль в силу тожде
ства Якоби (15.9.21). Так мы приходим к выводу, что (S , CN) =  0. 
Если, как и предполагалось, когомология пуста, отсюда следует, 
что сущ ествует локальный функционал FN, для которого С Л = 
(S , Fn). Поэтому, вычитая FN из действия, можно сократить анома
лию во всех порядках N, что и требовалось доказать.

Используя чисто алгебраические методы, Барнич, Брандт и 
Энно 22 сумели показать, что для янг—миллсовских теорий (в четы
рех пространственно-временных измерениях), основанных на по- 
лупростых калибровочных группах, когомология антискобочной опе
рации X н» (S , X) (при гостовском числе единица на пространстве 
локальных функционалов) состоит исключительно из линейной ком
бинации членов вида (22.6.20), по одному на каждую простую под
группу калибровочной группы, с неизвестными коэффициентами.* 
Отсюда, без всяких ссылок на то, какие поля материи содержит

* Нет нужды конкретизировать представление калибровочной алгеб
ры, в котором должен вычисляться след в формуле (22.6.20), поскольку 
этот след одинаков с точностью до постоянного коэффициента для всех 
представлений простой алгебры Ли, 19а и, в любом случае, постоянный 
коэффициент не определяется этой когомологической теоремой.
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теория, следует, что в однопетлевом порядке, когда аномалия 
Gj автоматически удовлетворяет условию (S , G,) = 0, аномалия 
для полупростой калибровочной группы должна быть линейной 
ком-бинацией слагаемых вида (22.6.20) с единственным постоян
ным коэффициентом для каждой простой подгруппы, подлежа
щим определению путем детальных расчетов с учетом того, ка
кие поля материи входят в теорию. Далее, мы видели в разделе 
22.4, что существуют калибровочные группы, для которых след в 
формуле (22.6.20) автоматически обращается в нуль для любого 
набора фермионных полей. (Это полупростые калибровочные груп
пы, не содержащие SU(n) множителей с п > 3.) В этих случаях

99теорема, доказанная в , показывает, что когомология антиско- 
бочной операции X (S , X) при духовом числе единица равна 
нулю. Как мы видели, это означает, что в таких теориях нет ано
малий в любом порядке теории возмущений.

Есть и другой аспект связи аномалии с когомологий анти- 
скобочной операции.23 При выводе тождества Славнова-Тейлора 
(16.4.6) мы предполагали, что мера П „ ж d%n{x) инвариантна отно
сительно рассматриваемого преобразования симметрии. В разде
ле 15.9 мы вывели уравнение Зинн-Жюстена из тождества Слав
нова-Тейлора для преобразования симметрии %п —» %п + 085' /  8%|, 
поэтому этот вывод разрушается, если только Y\n x d%n (х) не ин
вариантна относительно такого преобразования, или, иными сло
вами, если только не выполнено AS =  0, где А — оператор (15.9.34). 
Когда AS Ф 0, все еще возможно сохранить уравнение Зинн- 
Жюстена, добавив к S локальные функционалы, которые так 
нарушают классическое мастер-уравнение (S , S) = 0, чтобы со
кратить вклады, возникающие из-за неинвариантности меры. Ока
зывается, что условие такого сокращения — не что иное, как 
квантовое мастер-уравнение (15.9.35).

Чтобы построить действие S, удовлетворяющее этому урав
нению, мы начинаем с действия нулевого порядка S0, удовлетво
ряющего классическому мастер-уравнению (S0, S0) = 0, и добавля
ем квантовые поправки. Пусть когомология операции X (50, X) 
(при гостовском числе единица в пространстве локальных функци
оналов) пуста. Тогда доказательство, использованное выше, чтобы 
показать отсутствие в этом случае аномалий во всех порядках, 
можно использовать для того, чтобы показать, что к 5 0 можно
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так добавить локальный функционал, что квантовое мастер-урав
нение будет удовлетворяться во всех порядках.

22.7. Аномалии и голдстоуиовские бозоны

В той же работе 1971 г., в которой были выведены условия 
совместности, Весс и Зумино 18 заметили, что возможное наличие 
аномалий имеет важные следствия для взаимодействия голдстоу
новских бозонов. Чтобы понять их аргументы, полезно применить 
развитые 'т Хофтом 16 в 1979 г. рассуждения о «подборе анома
лий», которые уже использовались в разделе 22.5.

Рассмотрим нарушенную глобальную группу симметрии G, 
которая линейно реализуется в некоторой фундаментальной тео
рии запертых безмассовых фермионов, например, в глобальной 
киральной SU(3) X SU(3) симметрии в квантовой хромодинамике с 
тремя безмассовыми кварками. Введем в этой фундаментальной те
ории фиктивные калибровочные поля, так что глобальная симмет
рия G станет локальной, если не считать возможных аномалий. 
В общем случае такая локальная симметрия будет  нарушена ано
малиями, т. к. в реальности симметрия чисто глобальна, и нет ни
каких причин, почему глобальная симметрия должна допускать рас
ширение на свободную от аномалий локальную симметрию. Однако 
эти аномалии можно сократить путем добавления подходящих без
массовых фермионов-наблюдателей. До тех пор, пока введенные 
таким образом калибровочные константы достаточно малы, а фер- 
мионы-наблюдатели обладают только этими очень слабыми калиб
ровочными взаимодействиями, динамика теории в результате та
ких модификаций изменится не сильно.

Рассмотрим теперь эффективную теорию поля, описываю
щую физику при низких энергиях в области, где запертые фер
мионы ненаблюдаемы. Единственными степенями свободы в такой 
теории будут безмассовые частицы — фиктивные калибровочные 
бозоны и фермионы-наблюдатели, а также набор голдстоуновс
ких бозонов с полями ^а, по одному на каждую независимую на
рушенную симметрию. Так как исходная фундаментальная тео
рия была выбрана калибровочно инвариантной и свободной от 
аномалий, это же должно быть верно и для эффективной теории 
поля. Однако фермионы-наблюдатели порождают аномалию, ко
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торая ранее сокращала аномалию, возникавшую за счет запер
тых безмассовых фермионов в исходной теории, поэтому для того, 
чтобы они сократили аномалию за счет голдстоуновских бозонов, 
калибровочная эффективная теория поля голдстоуновских бо
зонов должна иметь аномалию для фиктивных локальных сим
метрий, равную той, которая порождаетсяя запертыми фер- 
мионами в исходной теории. Это означает, что вместо условия
(22.6.2) эффективное действие Г[С,ЛJ фиктивных калибровочных 
полей и голдстоуновских бозонов подчиняется условию

(Ж)Г[^, А] = Gp [х; А ] , (22.7.1)

где Gp[x; А] — функция аномалии исходной теории, в которой нет 
голдстоуновских бозонов, a Ja — генератор калибровочной группы 
G, действующей теперь как на калибровочные поля, так и на поля 
голдстоуновских бозонов. (Индекс (3 у Щ пробегает значения г, отме
чающие полный набор независимых генераторов Щ ненарушенной 
подгруппы симметрии Н, и значения а, отмечающие набор незави
симых генераторов нарушенных симметрий каждому ,j)'a соот
ветствует одно поле ха голдстоуновского бозона.)

Конечно, условие (22.7.1) можно также использовать для изу
чения взаимодействий голдстоуновских бозонов с реальными сла
босвязанными калибровочными полями. Например, если лежащая в 
основе теория включает электроелабые калибровочные бозоны, вза
имодействующие с кварками, можно отождествить некоторые из 
полей, названных нами фиктивными, с калибровочными полями 
электрослабых взаимодействий. В таких случаях часть фермионов- 
наблюдателей также должна быть реальной для того, чтобы сокра
тить порождаемые петлями запертых фермионов аномалии в ка
либровочны х симм етриях действительны х слабосвязанны х 
калибровочных полей (например так, как лептоны сокращают элек- 
трослабые аномалии, порождаемые кварками).

Обратимся к приложениям условия (22.7.1). Чтобы вычис
лить таким способом генератор калибровочной симметрии .^р(х), 
заметим, что под действием произвольного группового преобра
зования g = ехр(-г |^p(x),^(x)d4x) поля голдстоуновских бозонов 
^а(х) преобразуются в поля ^ а(х) согласно правилу (19.6.18), а 
калибровочные поля А^(х) преобразуются в калибровочно-пре
образованные поля А ^ (х ), так что
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|%(Х) = # | И + .Г | И .  (22.7.2)

тву<
формулой (22.6.1)
Здесь 3  g(cc) действует на калибровочные поля и определяется

<22-7-3)

где С„р., — полностью антисимметричные структурные константы 
калибровочной группы G, а ./|(.г') действует на поля голдстоуновс
ких бозонов и определяется инфинитезимальным пределом выра
жения (19.6.7), который (при условии экспоненциальной параметри
зации у(4) = ехр(г^аХа)) равен *

Ip ехр(г^а(ж)Ха) = -2 ^ (х ) е х р (г ^ а(х )Х а) + ехр(г^а(х )Х а)в^(х)У{ .

(22.7.4)

Здесть Тр — матрицы, представляющие генераторы группы G в 
любом представлении; эти генераторы разделяются на множества 
Х а и Y,;, представляющие, соответственно, генераторы нарушен
ных и ненарушенных симметрий. Кроме того, вр*(сс) — зависящие 
от х  функции, вид которых нас не будет занимать.

Относительно функций аномалии Gp[x; А] мы будем предпола
гать только выполнение условий совместности (22.6.6):

'4 ( ж)с р[У; А \~ ^ ( y ) G a[x; А] = гСару84(сс -  y)G,.f [y; А ].(22.7.5)

и отсутствие аномалий в ненарушенных симметриях:

Gf[x; А] = 0. (22.7.6)

* Знак «минус» в первом слагаемом в правой части выражения (22.7.4) и 
множитель -г в левой части выражения (33.7.3) возникают потому, что 
калибровочное преобразование (15.1.17) с параметром калибровки Лр инду
цируется экспонентой ехр[-г J Лр(а:),^(а:)]. Это можно увидеть, потребо
вав, чтобы оператор -%(а:) удовлетворял коммутационным соотношениям
(22.6.5). Г
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Как отмечалось в предыдущем разделе, до тех пор, пока для 
генераторов подгруппы ненарушенной симметрии след Тг[Т{{ТрТк}] 
обращается в нуль (как это имеет место для некиральных генера
торов SU(3) X SU(3)), всегда можно добавить к действию локальный 
функционал, так, чтобы удовлетворить условию (22.7.6).

Если предположения (22.7.5) и (22.7.6) выполнены, всегда мож
но найти решение аномальных тождеств Славнова- Тейлора (22.7.1):

Г [ iA ]  = - iJ01dtJ^b(y)Gb[y ;A ^ ]d 4y, (22.7.7)

где [A_j* (сс)]ц есть результат действия на А„ = калибровоч
ного преобразования (15.1.17) с Аа = -tt,a и Af = 0:

[А_^(ж)]д = ехр (-й Х а^а (ж))А^ (ж) ехр(йХа^а (ж))

-г[Э ц ехр(-г'1Х(Да(.г))]ехр(ггХи̂ ц(ж)). (22-7-8)

В противоположность случаю, когда аномалии были у ненару
шенных симметрий, формулы (22.7.7) и (22.7.8) определяют ло
кальный (хотя и сложный) функционал калибровочных полей и 
полей голдстоуновских бозонов. Любое другое решение уравне
ния (22.7.1) будет отличаться от приведенного на функционал, 
свободный от аномалий.

Наметим доказательство 24 того, что действие (22.7.7) удов
летворяет уравнению (22.7.1). Вместо того, чтобы иметь дело с ло
кальным генератором .^(ж), удобно ввести произвольную функцию 
TJjj(£c) и определить

./|r|J = Jd4xr|p(x),^(x). (22.7.9)

Чтобы вычислить ./[Т1Йь(-*0, введем матрицу 

Л ,»(•*•) s  exp(-zXa^a(x)t)[Ti(x) + ,Г[л]]ехр(гХа^а(ж){) в  [т)_^(ж)]рТр ,

(22.7.10)

где г((ж) в Тогда
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^■ 4_fq(x) =  - i [ x £ a(x),r[_fq{x)] +  г(;у [ц]^а(х))Ха ,

так что

Э
■1 [П1ь(ж) = —  + гСауЪ̂ а{х)[ц_4 (х)]у . (22.7.11)

Чтобы найти .y[r\]Gb[y,А\, применим ,;/[г|] к калибровочному полю, и 
после прямого вычисления получим, что

1П.1И . (̂ж)1 = ($  А[Л-^]^ц(^))

так что, используя условие совместности (22.7.5),

У[Л]Сь[у; А_^] = Jd4x[r(_t̂ {x)]y (.TyA (x)Gb[y; А\)^

— Jd •■f'l Ч j » ( - f ' ) (y)Ga[x i (22 7 13)

+ -t|(y)]y [?/> ]'

Слагаемые со структурными константами в формулах (22.7.11) и
(22.7.13) сокращаются, и в результате

Ч л ]Щ ,А ]  =  f d t j V y j -
Э ■

— h - t|(y)]bor '
G5 [у; -Л .

-г[л_^(у)]а( .^ ] С а[у;А]А^А_^) Г-
(22.7.14)

Другое непосредственное вычисление показывает, что

^-[А_^(х)]ц = г (г А(4)Ац(ж)) , (22.7.15)
ot Л̂ Л_Щ

так что слагаемые в подынтегральном выражении в (22.7.14) скла
дываются, образуя производную по t:
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П Ч \ т , А] = - £ # [  d4y-^{[r|_t̂ (y)]bGb[y; Л |

г и г 1t=1 (22.7.16)
= - j d 4y[[ri_t|(y)]bGb[y ;A ^  j]t=o.

При t =  1 имеем

гц(ж ) = ехр(-гХа^а(х))[г|(х) + йГ[г|]]ехр(гХа^а(х)).

Из выражения (22.7.4) видно, что это есть линейная комбинация 
генераторов подгруппы Н  ненарушенной симметрии, так что коэф
фициент [г|_ (̂у)] у любого генератора Хь нарушенной симметрии об
ращается в нуль. Кроме того, из формул (22.7.10) и (22.7.8) немед
ленно следует, что при t  =  0 Ц -^ у )  =  Г|(у) и |А.г=(у)|,, = Ац(у), так 
что из выражения (22.7.16) вытекает, что

■ « , А ]  = 1 ^ у [ ц 0(у)]ъС ъ[у ,А 0] = 1 ^ у ц ъ(у)Съ[у,А],  (22.7.17)

Совместно с условием (22.7.6) это эквивалентно желаемому резуль
тату (22.7.1), что и требовалось доказать.

Решение (22.7.7) уравнения 922.7.1) не единственно, однако 
является единственным  решением, обращающимся в нуль при 
х  =  0. Чтобы увидеть это, заметим, что

exp[-?'j iip(x,).V]j(.r)d.'t.r]r|£, А) = Г [^',А'], (22.7.18)

где штрихи указывают на калибровочное преобразование с ка
либровочным параметром %. Здесь удобно представить экспонен
ту в виде

exp(z) = 1+ \ldtexp(zt)z

так что из формул (22.7.1) и (22.7.18) следует:

Г[^, А] -  г|у exp[—itj Г|р(х),Тр (x)d 4 x ] J ^b(y)Gb[y; A ]d 4y  ̂ q 
/ / (22.7.19)
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В частности, если взять Г|а = ~^а и Т|г = 0, тогда = 0, и в этом 
случае, по предположению, правая часть в выражении (22.7.19) 
обращается в нуль, а следовательно мы приходим к формуле

Пь.Л] = - i j 01exp[rtj^a(x),^ai4(x)d4x ]j ^b(y)G b[y ;A ]d 4y.

(22.7.20)
Функциональный оператор exp[it f <̂a(x);faA(x)d4x]  в ф орм уле
(22.7.20) просто порождает калибровочное преобразовнаие (15.1.17) 
с калибровочным параметром Лр(сс) = ~t^a(x), так что формулу
(22.7.20) можно записать в виде (22.7.7).

Решение (22.7.7) можно применить для изучения электро- 
слабых взаимодействий октета псевдоскалярных голдстоуновских 
бозонов, однако она имеет важные приложения и для взаимодей
ствий самих голдстоуновских бозонов в отсутствие реальных ка
либровочных полей. В случае, когда А =  0, выражение (22.7.8) 
становится «чисто калибровочным» полем

[А_^(ж)]^ = -г[Эц exp(-itX a|a(a:))]exp(itXa|a(x))

= —г[Э̂  V(^(x))] У _1(^(ж )), (22.7.21)
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где
V(f§(.r)) в exp(-zfXa£,a(;r)). (22.7.22)

Если А^(сс) = 0, из уравнения (22.7.1) вытекает, что

,/р(сс)Г[^,0] = 0, (22.7.23)

так что в результате подстановки (22.7.21) в (22.7.7) получается G- 
инвариантный локальный функционал поля голдстоуновских бозо
нов <̂а{х), хотя, как мы увидим, в общем случае он не равен интег
ралу по пространству-времени от G-инвариантной функции \а(х ) и 
его производных.

Простейшим примером является случай полностью нарушен
ной группы симметрии. В этом случае условие (22.7.6) ничего не 
дает, и мы можем использовать для аномалии симметричную фор
му (22.3.38):
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Ga [х; А] = — f wXpTr{Та[ЭкАу (ж)Э^А (ж) -  Av(х)Лх (х)А  (ж) 
24тг и

+^гАк(х)дvA x (x)A p(x) -  5гАк(х)Ау(ж)ЭхАр(ж)]},

(22.7.24)
где теперь Та — конкретное представление генераторов группы, 
реализуемое левыми фермионами теории (включая антифермио- 
ны, если это различие существенно). Подставляя (22.7.21) в (22.7.24), 
находим, что в этом случае в следе в формуле (22.7.24) после свер
тки с е^Р выживают только члены, пропорциональные

Тг{Та(ЭкУ)У- 1(ЭуУ)У- 1(Э^У)У- 1(ЭрУ)Уг-1},

с коэффициентами -1 , + 5, ~ 2 и + 2, соответственно. Поэтому реше
ние (22.7.7) принимает вид

Г&О] = - - ^ e KvXPJd4y^a(y)J1d iT r {r ja Ky(^ (y ))]
4о7Г

х V - \ t ^ p vV {t^ ) ]V -\ t^ y )p x V ($ ^ y ) ) ]  ^2J .25)

X V  J(>£(y))[apv (i4 (y))]v 1(i^(y))}. '2

Как и утверждалось, это выражение не есть интеграл от инвари
антной функции полей и их производных. Например, если поля гол
дстоуновских бозонов малы, формула (22.7.25) принимает вид

Г^ ’°] = “ 7 ^ - 2  e4#PTrR W d T « } J d 4y ^ 3 K̂ bd £ ed £ dd £ e
240л (22.7.26)

+ 0(^6).

Любая функция ковариантных производных полей голдстоуновских 
бозонов будет содержать член низшего порядка по полям, который 
просто будет произведением частных производных голдстоуновс
ких полей, и поэтому такая функция не может содержать член 
низшего порядка вида (22.7.26).

В качестве практически более важного примера рассмотрим 
SU(3) X SU(3) киральную ситмметрию квантовой хромодинамики
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с безмассовыми кварками и, d и s, которая спонтанно нарушена до 
диагональной SU{3) подгруппы Гелл-Манна и Неемана. Чтобы исполь
зовать результаты данного раздела, мы должны пометить внутрен
ние импульсы в интегралах по фермионным петлям так, чтобы век
торные токи диагональной SU(3) подгруппы были свободны от 
аномалий. В этом случае аномалия принимает форму Бардина
(22.3.34):

Ga[V,A] = - ^ vp-T r к  
163Г I

32
W + i  W  — г  V W * «о

+  ' - i ( \ A \ V pcf +  \ V paA v + V p a \ A v
О

(22.7.27)

где VM, AM, и A^v определены формулами (22.3.35)-(22.3.37), ta 
здесь равняется половине матриц Гелл-Манна Ха, определенных 
формулами (19.7.2), а те — число типов («цветов») кварков каждого 
сорта (аромата). (Мы теперь используем строчную букву t для мат
риц, представляющих генераторы группы, поскольку в этом следе 
суммирование ведется только по левым кваркам, но не по левым 
антикваркам.) Для чисто калибровочного поля типа (22.7.21) напря
женности Уцу и Ацу обращаются в нуль, так что, додставляя (22.7.27) 
в (22.7.7), находим аномальное эффективное действие голдстоу
новских бозонов

Г ^ ° ]  =  ~ ^ 2  е J > J d 4x' T r { ^ ata [A _ t  ̂V  [А _ *  ]v [A _ t  ̂]p [A _ t§]a } .

где теперь «А» обозначает не векторное, а аксиальное калибровоч
ное поле. Чтобы найти [A_t̂ ,  используем формулу (22.7.21), кото
рая в данном случае имеет вид

1У_^(х)]ц + у5[А_^(х)]ц = -г[3^ exp(-ity5taSa(*))]exp(ity5taSa(a:)).

(22.7.29)

Умножая на (1+ у5)/2  и (1 - у5)/2  и беря разность, находим акси
альное слагаемое
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IА = “ *[э  ̂ехР Н ^ а ) ] ехР (* 4 А )Л

+ ^ К  ехР(^а^а)] ехР(-г^а>а)

= -  гехр(г^а{а)Ц'“ 1(^(ж))[ЭцЦ'(^(ж))]ехр(-г^а£а) ,

2

(22.7.30)

где
U{t%) = ехр(2 ita%at). (22.7.31)

После подстановки в формулу (22.7.28) находим эффективное ано
мальное действие

П Ш  = -  ̂  £>1Уря £  dt\d4.xTr{4ataU -1(t (̂.T))[r l̂[7(^(.T))]

xL7-1(^(x))[3vL/(^(;c))]C7-1(^(cC))[apL7(^(x))][/-1(^(x)) (22.7.32) 

x [ЭоЩ^(0Й)]} •

Как было отмечено Виттеном 25, это выражение можно переписать 
в удобной пятимерной форме. Выберем в качестве пятой координаты 
t и определим §„(.т,<) в t^a(x). Тогда формула (22.7.32) примет вид

Г&0] = Jd5z Т г ^ - ^ г ^ О Д г ) ) ]

х и - \ ^ г ) р ^ ( г ) ) ] и - \ и ф М и Щ и - \ и г ) )  [22Л_ щ  

X ^ U ^ p - ^ ^ P m U i U z ) ) ] } ,

где г, j  и т. д. принимают значения 1, 2, 3, 0, 5, zl = ссг для г = 1, 2,
3, 0 и z5 = t, а интеграл берется по области 0 < z5 < 1. (Дополнитель
ный множитель 1/5 возникает в формуле (22.7.33) для того, чтобы 
учесть, что любой из пяти индексов г, j, к, I или т  может прини
мать значение 5.) Поскольку ^a(z) принимает фиксированное значе
ние нуль при z5 =  0 и любых значениях z  ̂ из zi, мы можем считать 
все эти значения zi одной точкой и рассматривать область интегри
рования в (22.7.33) как пятимерный шар, четырехмерная граница 
которого z5 =  1 есть обычное пространство-время. Тогда формула 
(22.7.33) есть частный случай задаваемого формулами (19.8.1) и (19.8.3) 
действия Весса- Зумино- Виттена, которое также было пропорци-
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онально целому числу п. Единственной разницей является то, что 
теперь п отождествляется с числом цветов. В разделе 19.8 мы 
видели, что интеграл (19.8.3) зависит только от значений ^a(z) на 
пространственно-временной границе пятимерного шара, поэтому 
при выводе формулы (22.7.33) мы показали, что формула (19.8.2) 
применима для любого продолжения х &(х)  внутрь пятимерного 
шара, а не только для случая ^a(x,t) =t^(x).

В более общем случае рассмотрим произвольную калибро
вочную группу G, спонтанно нарушенную до подгруппы Н, кото
рая сама по себе свободна от аномалий, т. е. для которой D-сим
вол (22.3.12) обращается в нуль для любых трех генераторов Я. 
Чу, Хо и Зумино 26 показали, что к действию можно добавить 
локальный функционал В|А] так, что токи подгруппы Я будут 
свободными от аномалий даже, когда учитываются калибровоч
ные поля нарушенных симметрий. Этот функционал имеет вид

B [ A ] = ^ h  w  J i> x  Тг([Л" • + F'*°) + A f A i A i A °
(22 7 34)

-A £ A vAPA° + AA£AvA£Aa}, ’ ’

где снова A^1 = TaA.£ и F^v TaF^y, a A^ = TtA f  и F^v = T^Ff* — 
слагаемые в A^ и FJLV в алгебре ненарушенной подгруппы симмет
рии Н, Тогда полная аномалия равна

Gp [х; А] = Gp [ж; А] + (х )В[А] (22.7.35)

(где Gp[cc;A] — симметризованная аномалия (22.3.38)), и она удов
летворяет желаемому условию

Gp[cc; А] = 0. (22.7.36)

Аномальная часть эффективного действия для голдстоуновских бо
зонов и калибровочных полей получается подстановкой выражения
(22.7.35) вместо Gp в решение (22.7.7). Таким способом Чу и др.26 
нашли аномальное эффективное действие
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Г'К, А] = т ,  А] -  В[А_%] + В[А ] , (22.7.37)

где Г|с,Л | — ранее выведенное эффективное действие (22.7.7), а 
А_ (̂сс) получается, если положить в (22.7.8) t =  1. В частности, когда 
калибровочное поле обращается в нуль, А_^ есть чисто калибро
вочное поле

[Ач (х)]ц = - t ^ V d H ) ] ^ ^ ) ) ,

V{^(x)) = ехр (~iXa%a(x)),

так что в этом случае действие для голдстоуновских бозонов равно

г'Е .о] = ГЩ,о]- ^ e „ p o I л
_  лМ̂ л\’ лР да I 1 / I V  лр Д О  1 (22.7.38)

Результат не единственен; в частности, в теориях, сохраняющих 
четность (типа квантовой хромодинамики) можно добавить в эф
фективное действие локальные слагаемые, с тем, чтобы сократить 
любые не сохраняющие четность члены в выражении (22.7.38).

Задачи

1. Рассчитатйте вероятность процесса г| —> у 4- у в главном поряд
ке по ms, считая т и = m d =  0.

2. Рассмотрите киральную £17(3) симметрию, относительно кото
рой левые компоненты полей спина \ в теории, сохраняющей 
число фермионов, образуют N  фундаментальных представле
ний 3 группы £17(3), а все правые компоненты являются синг- 
летами. Вычислите аномалию в £17(3) симметрии. Какой будет 
аномалия, если добавить М фермионных полей, левые компо
ненты которых являются синглетами, а правые компоненты пре
образуются как симметричные тензоры второго ранга £17(3) с 
нулевым следом?
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3. Найдите решение условий подбора аномалий 'т Хофта (22.5.5) 
и (22.5.6) для случая п = 4 сортов кварков. Найдите решение 
для случая п =  2, отличное от приведенного в тексте.

4. Выведите уравнение Зинн-Жюстена из квантового мастер- 
уравнения, не предполагая AS =  0.
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Протяженные полевые конфигурации

Большая часть этой книги была посвящена применениям кван
товой теории поля, которые могут быть, по меньшей мере, описа
ны в рамках теории возмущений, независимо от того, приводит ли 
ряд теории возмущений к хорошим или плохим численным резуль
татам, При использовании теории возмущений мы разлагаем дей
ствие в окрестности обычных, не зависящих от пространственно
временных координат, вакуумных значений полей, оставляя старшие 
квадратичные слагаемые в экспоненте ехр(г7) и рассматривая все 
слагаемые более высокого порядка как малые поправки. Начиная с 
середины 1970-х годов растущий интерес стали вызывать эффек
ты, возникающие из-за наличия протяженных, зависящих от про
странственно-временных координат, полевых конфигураций, таких, 
как инстантоны ', которые также являются стационарными «точка
ми» действия. В принципе, такие конфигурации следует включать в 
функциональные интегралы, и суммировать по флуктуациям вок
руг них. (В разделе 20.7 мы уже столкнулись в другом контексте с 
примером инстантонной конфигурации.) Хотя такие непертурба- 
тивные вклады часто сильно подавлены, в квантовой хромодинами
ке они велики, а в стандартной электрослабой теории приводят к 
интересным экзотическим явлениям.

Существуют и такие протяженные конфигурации, которые 
возникают не только как поправки к функциональным интегралам 
для процессов с участием обычных частиц, но и как возможные 
компоненты реальных физических состояний. Среди этих конфигу
раций встречаются частицеподобные, например, магнитные моно- 
поли и скирмионы , которые концентрируются вокруг точки в 
пространстве или, эквивалентно, вокруг мировой линии в простран
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стве-времени. Существуют также струноподобные конфигурации 4, 
напоминающие обсуждавшиеся в разделе 21.6 вихревые нити в сверх
проводниках, которые концентрируются вокруг линии в простран
стве или, эквивалентно, вокруг мирового листа в пространстве-вре
мени. Наконец, имеются похож ие на листы в пространстве 
конфигурации типа доменных стенок 5 между пространственными 
областями, в которых по-разному нарушаются дискретные симмет
рии. В противоположность этому, упомянутые выше инстантоны 
являются событие-подобными  и концентрируются вокруг точки в 
пространстве-времени, так что поэтому они никогда не возникают 
как компоненты реальных физических состояний.

Некоторые протяженные полевые конфигурации устойчивы из- 
за граничных условий, накладываемых физической природой той 
задачи, в которой эти конфигурации возникают. Примером может 
служить решение-«баунс», возникающее при анализе распада ваку
ума 6, которое мы обсудим в разделе 23.8. Другие конфигурации ста
бильны по той причине, что они обладают квантовым числом, сохра
нение которого запрещает любые возможные моды распада

В большей части этой главы мы будем рассматривать протя
женные полевые конфигурации, устойчивые за счет их топологии. 
При анализе всех подобных конфигураций используются топологи
ческие приемы и рассуждения, прежде всего, теория гомотопий, 
так что мы начнем с совместного рассмотрения всех топологически 
стабилизированных конфигураций в пространстве или пространстве- 
времени произвольного числа измерений d.

23.1. Применения топологии

Часто случается, что пространство всех возможных полевых 
конфигураций обретает нетривиальную топологию в результате 
наложения условия конечности некоторого функционала S различ
ных полей. В классической полевой теории S есть потенциальная 
энергия (или, в некоторых случаях, потенциальная энергия, при
ходящаяся на единицу площади или единицу длины). Никакое ко
нечное возмущение не может породить конфигурацию, в которой 
потенциальная энергия бесконечна. В классической статистической 
механике S — гамильтониан, а в квантовой теории поля, сформу
лированной в евклидовом пространстве, S — евклидово действие
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или величина, ему пропорциональная. (Евклидовы функциональ
ные интегралы и некоторые их применения обсуждаются в прило
жении А к этой главе.) Мы будем строить теорию возмущений, 
начав с некоторой равновесной полевой конфигурации, для которой 
евклидово действие или гамильтониан конечны, а затем проинтег
рируем по флуктуациям, оставляющим эти величины конечными.

Говорят, что две полевых конфигурации топологически экви
валентны, если возможно непрерывно продеформировать одну из 
них в другую, не проходя при этом через запрещенные конфигура
ции, в которых S бесконечно. Очевидно, что это — отношение эк
вивалентности (в том смысле, что оно рефлективно, симметрично и 
транзитивно), поэтому оно разделяет множество всех полевых кон
фигураций на классы эквивалентности, каждый из которых состо
ит из конфигураций одинаковой топологии. Например, если S — 
потенциальная энергия (гамильтониан в случае независящих от вре
мени полей) в случае d пространственных измерений, то бесконеч
ный потенциальный барьер запрещает топологически различным 
полевым конфигурациям переходить друг в друга. В частности, про
тяженные конфигурации с нетривиальной топологией, возникаю
щие из обычно пространственно однородных вакуумных полей, не 
могут расплыться и сами стать пространственно однородными.

Топологическая классификация оказывается полезной и при 
поиске локального минимума S. Если нам удается найти конфигура
цию, минимизирующую S на множестве всех конфигураций данно
го топологического типа, тогда эта полевая конфигурация должна 
быть, по крайней мере, локальным минимумом S для всех конфи
гураций любого типа, поскольку никакие малые вариации полей не 
могут изменить их топологический тип. Поэтому подобная конфигу
рация является решением полевых уравнений, эквивалентных ус
ловию, что S стационарно. Проблемы подобного сорта возникают не 
только в задачах устойчивости, когда S — гамильтониан, ни и при 
поиске тех полевых конфигураций, в окрестности которых можно 
разлагать полевые переменные в функциональных интегралах в 
евклидовом d-мерном пространстве-времени. В этом случае S есть 
взятое с обратным знаком евклидово действие I, и мы должны ис
кать его локальный минимум, так чтобы главный член в разложе
нии вокруг этой конфигурации представлял квадратичное действие 
свободного поля, а члены второго порядка имели бы правильный 
знак.
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Приведем несколько примеров 8.

а. Скирмионы и т. п. Рассмотрим действительные голдстоу- 
новские бозонные поля тса, связанные со спонтанным нарушением 
непрерывной глобальной группы симметрии G до подгруппы Н. Как 
было показано в гл. 19, потенциальная энергия этих голдстоуновс
ких бозонов в евклидовом пространстве размерностью d > 2 прини
мает вид

в д  = ddx
J ab _

где даЬ — положительно определенная матрица, а многоточие озна
чает возможные члены высшего порядка по производным X. Аль
тернативно, формулу (23.1.1) можно рассматривать как взятое с 
обратным знаком действие для поля голдстоуновского бозона в 
d-мерном евклидовом пространстве-времени.

Для полевых конфигураций с конечным S производные Э̂тса(х) 
должны убы вать на бесконечности бы стрее, чем |x|-d/ 2 (где 
| х| = J S ilj ), так что само поле яа(х) при х —> оо должно стремиться к 
константе каоа, а оставшиеся члены должны обращаться в нуль бы
стрее, чем jx|(2_d̂ 2. Голдстоуиовские бозонные поля %а в любой точке 
образуют однородное пространство — фактор-пространство G/Н, в 
котором любое значение поля можно преобразовать в любое другое 
значение с помощью преобразования из G, так что, применив гло
бальное преобразование из G, всегда возможно добиться, чтобы 
предел жаоо принимал любое конкретное значение, например, каоо = 0. 
Таким образом, поле яа(х) представляет отображение всего d-мер
ного пространства, в котором сфера г = оо считается одной точкой, 
в многообразие С/II всех значений поля.

Однако d-мерное евклидово пространство, в котором (d~Хи
мерная; сферическая поверхность на бесконечности считается одной 
точкой, топологически эквивалентно d-мерной сфере Sd (т. е. повер
хности (d+l)-MepHoro шара) в том смысле, что каждое из этих мно
гообразий может быть непрерывно отображено в другое. Поэтому 
поля я(х), обращающиеся в нуль при х —> оо, можно расклассифи
цировать по топологически различным отображениям Sd на много
образие G/Н полевых переменных, для которых точка на бесконеч
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ности отображается в нуль. Множество классов таких топологичес
ки различных отображений Sd >-*• .и с одной точкой Sd, отображаю
щейся в фиксированную точку Л, известно как d-я гомотопичес
кая группа Kd{Ji) многообразия JL В следующем разделе мы обсудим 
эти гомотопические группы и объясним их групповую структуру. 
Список гомотопических групп для разных многообразий приведен в 
Приложении В к этой главе. В данный момент достаточно отметить, 
что хотя в ситуации, когда многообразие М является линейным 
пространством, гомотопическая группа тривиальна (в том смыс
ле, что любая полевая конфигурация л(х), стремящаяся к констан
те при х —> °о, может быть непрерывно продеформирована в кон
фигурацию, в которой поле принимает это значение везде), 
многообразие Ж  = G/Н голдстоуновских бозонных полей часто обла
дает нетривиальной гомотопической группой. В случаях, имеющих 
отношение к квантовой хромодинамике, когда SU(2) х SU(2) нару
шается до SU{2) или 517(3) х £17(3) нарушается до 517(3), многообра
зие G/Я  совпадает с 517(2) или 517(3) соответственно, а для них, 
согласно формулам Приложения В, гомотопические группы тс3(Я) 
нетривиальны. Топологически нетривиальные поля в локальных 
минимумах потенциальной энергии при d 3 известны под назва
нием скирмионов Барионы, например, протон, могут в опреде
ленных отношениях рассматриваться как скирмионные решения 
чисто мезонной теории.

До тех пор, пока члены с высшими степенями производных 
ЭfCa не включены в подынтегральное выражение, функционал (23.1.1) 
не содержит скирмионных стационарных точек. В отсутствие таких 
членов любые топологически нетривиальные полевые конфигура
ции будут давать континуум значений 5, простирающийся до ниж
ней границы 5  = 0, на которой % становится сингулярным, так что 
топология не может стабилизировать такие конфигурации. Это ут
верждение известно как теорема Деррика 9. Для ее доказательства 
заметим, что для любой полевой конфигурации ла(х) можно ввести 
другую конфигурацию с той же топологией

Жа (х ) = Ла(х/Я)>

где R — произвольный действительный положительный масштаб
ный множитель. Тогда для явно выписанных в выражении (23.1.1) 
членов
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S[nR} = R d~2 S[%}.

При d > 2 это — убывающая функция R при R —> 0, так что 
имеется континуум значений £[%к], простирающихся вплоть до зна
чения S =  0. Более того, £[я] > 0, т. к. £[%] может обращаться в нуль 
только при постоянном тт(х), что невозможно, поскольку мы пред
положили топологическую нетривиальность тс. Отсюда следует, что 
данная нижняя граница достигается только при R =  0, где (х) 
становится сингулярным.

Полевые конфигурации голдстоуновских бозонов могут быть 
стабилизированы добавлением в S членов с высшими производны
ми. Например, если взять £|л| = Т[%] +  D[%], где

D[%] = J ddx  f abcd(n)Vna • Vnb ■ Vnc • Vnd > 0,

to D[TtR] = Rd_4D[7r], в то время, как и раньше, T[7tR] = Rd~^T[lt], так 
что (SflC ] достигает минимума при конечном R, если 2 < d < 4, 
куда, в частности, входит физически интересный случай d = 3.

Проблемы в теории скирмионов не связаны с тем, что мы дол
жны добавлять члены с высшими производными типа D [ ti] в  дей
ствие. Как обсуждалось в разделе 19.5, можно ожидать появления 
подобных членов в действии любой эффективной полевой теории 
голдстоуновских бозонов. Трудность в том, что нет никаких рацио
нальных причин для отбрасывания бесконечного числа других чле
нов с высшими производными, имеющих один и тот же порядок 
величины для конфигураций, обладающих устойчивостью за счет 
баланса между членами с разным числом производных. Все это де
лает невозможным реалистические вычисления.

б. Доменные стенки. Если нарушается дискретная  симмет
рия, возникает возможность, что симметрия нарушается по-разно
му в разных областях, отделенных друг от друга доменными стен
ками, в которых вакуумные поля переходят от одного минимума 
потенциала к другому. Например, рассмотрим плоскую доменную 
стенку в плоскости у—z и предположим, что энергия на единицу 
площади дается выражением
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2 V dx (23.1.2)

где ф(х) — действительное скалярное поле, которое, по предполо
жению, зависит только от расстояния х  вдоль направления по нор
мали к стенке, а У(ф) — потенциал, обладающий симметрией отно
сительно преобразования ф —> — ф, с минимумами только при 
значениях поля ± ф. Для удобства, подберем аддитивную константу 
в У(ф) так, чтобы минимальное значение У(ф) равнялось нулю. В 
этом случае У(ф) > 0, и У(ф) = 0 только при ф = ± ф. Чтобы сохра
нить конечность S, необходимо, чтобы при х  —> °° или х  —> поле 
ф стремилось либо к + ф, либо к — ф. Таким образом, имеются че
тыре топологически различные конфигурации, которые топологи
чески стабильны. В двух из них поле ф стремится к одинаковым 
пределам при х  —» ±°°, так что конфигурацию можно плавно проде- 
формировать в вакуумные конфигурации с постоянным везде по
лем ф(,х). В двух других ф стремится к противоположным пределам 
при х  —> ±°°. Здесь мы классифицируем полевые конфигурации по 
группе ж0(G), где для любого многообразия Л  обычно определя
ется как множество связных компонент ,41, a G — группа симмет
рии, которая в нашем случае равна группе Z2, порожденной отра
жением Ф -> -ф.

Сейчас уместно дать представление о введенном Богомольным 10 
приеме, который окажется полезным в разделах 23.3 и 23.5 при 
рассмотрении более сложных случаев монополей и инстантонов. 
Перепишем выражение (23.1.2) в виде

Интеграл во втором слагаемом в правой части выражения (23.1.3) 
можно расматривать как «топологический заряд», зависящий толь
ко от значений, принимаемых полем при х  —» ±°°. Для конфигура
ций, стр ем ящ и хся  к одном у и том у ж е п редел у при 
х  —> ±°о, этот интеграл обращается в нуль, и минимальное значе

ф(°°)

^ W • ,23.1.3)
ср(—°°)
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ние S, соответствующее постоянным полям, равно нулю. Для поля 
(р(х), принимающего разные значения при х  —> ±°°, можно выбрать 
знаки ± в выражении (23.1.3) так, чтобы получить нижнюю границу

5[ф]> f_V 2V (/)d ,/.
*—т (23.1.4)

Эта граница достигается тогда, когда обращается в нуль пер
вое слагаемое, или, иными словами, когда

ф(х)
df

х  = ±
4 т Г ) +Х'“ ’ (23.1.5)

где х 0 — постоянная интегрирования, которая, очевидно, опреде
ляет положение центра доменной стенки. Заметим, что теорема 
Деррика не имеет отношения к полученному решению, т. к. для 
доменных стенок d = 1, и для полей (p(x/R) с измененным масшта
бом интегралы от двух слагаемых в подынтегральном выражении
(23.1.2) ведут себя как R~1 и R +1 соответственно.

Формулу (23.1.5) можно вывести более прямым способом пу
тем вывода дифференциального уравнения второго порядка для ф(х) 
из условия, что выражение (23.1.2) должно быть стационарно отно
сительно малых вариаций ср(ж), и используя затем это дифферен
циальное уравнение, чтобы показать, что величина ^(d(p/dx)2 -  V((p) 
постоянна по х. Преимущество вывода, основанного на формуле
(23.1.3), состоит в том, что сразу же видно, что решение (23.1.5) 
устойчиво относительно малых возмущений, сохраняющих плоский 
характер стенки, если не считать «нулевой моды», связан
ной с изменениями положения стенки х 0. Добавив слагаемое 
i(d<p/dy)2 + i(d(p/dz)2 в подынтегральное выражение (23.1.2), можно 
увидеть, что это решение также устойчиво относительно любых 
возмущений 8<р(.т,у ,г), если только 8(f>(x,y,z) —> 0 при х  —> ± ° °  и фик
сированных у  и Z.

Если имеются дискретные спонтанно нарушенные симметрии, 
то при нарушении этих симметрий в ранней Вселенной должны 
были образоваться доменные стенки. Если эти доменные стенки не 
исчезли, они должны приводить к большим искажениям наблюдаемой 
сейчас во Вселенной изотропии и однородности 5. Нам неизвестна
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ни одна точная дискретная симметрия, кроме СРТ, и ни одна спон
танно нарушенная приближенная или точная дискретная симмет
рия, так что на сегодняшний день проблема доменных стенок неак
туальна.

в. Инстантоны и т. п. Рассмотрим теперь калибровочную тео
рию с действием

где Faij — обычный тензор напряженности поля, и мы считаем 
d > 4. Это можно рассматривать как действие квантовых калибро
вочных полей в евклидовом d-мерном пространстве-времени, или 
как потенциальную энергию классических калибровочных полей во 
временной калибровке с А°а = 0 в (d + 1)-мерном пространстве- 
времени.

Для того, чтобы £[А] было конечным, напряженность Fai] дол
жна обращаться в нуль при х —» оо. Этого можно достичь, если Аш(х) 
достаточно быстро убывает при х —> °о, но даже при d > 4 возможна 
ситуация, когда »57[А] конечно для поля АаДх), убывающего как 
1/|х|, если только поле при |х| —> °° стремится к чистой калибровке:

где д(х) — зависящий от направления элемент калибровочной группы 
G. Более того, Дш(х) не изменяется, если заменить д(х) на д0д(х) 
для любого фиксированного элемента группы G0 е G, так что, выб
рав д„ = д-1^ ) ,  можно добиться, чтобы д(х; ) = 1 для любого на
правления х . . Поэтому каждое калибровочное поле с конечным £[А] 
определяет отображение единичной сферы д(х-) = 1 на групповое 
многообразие, причем точка х. отображается в единичный элемент 
G. (В случае, когда калибровочное поле обращается в нуль быстрее, 
чем 1/|х|, при |х| —> оо, это отображение переводит все точки еди
ничной сферы в тождественный элемент калибровочной группы.) 
Множество классов всех топологически различных отображений Sd_ 
х |- > G, при которых одна точка £ d_1 отображается в фиксированный 
элемент G, называется (d~ 1)-й гомотопической группой группового 
многообразия. Как указано в Приложении В к этой главе, для лю
бой полупростой группы Ли G группа Jt3(G) нетривиальна. Топологи

(23.1.6)

ИаА ш (х) -> g 1(х)Эгд(х), (23.1.7)
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чески нетривиальные стационарные точки действия 5[А] при d =  4 
называются инстантонами Ч Их значение в квантовой хромодинами
ке обсуждается в разделах 23.5 и 23.6.

Для того, чтобы 5[А] было стационарным при значении поля 
А(х), необходимо, чтобы А(х) удовлетворяло полевому уравнению

dtFa ij= 0. (23.1.8)

Простые рассуждения об изменении масштаба снова ограничивают 
значения размерности d, при которой можно надеяться найти топо
логически нетривиальный локальный минимум £[А]. Определим 
А к (х) э  А(х/К- Тогда

S[AR]=  R d~ 4 S[ А],

так что при d Ф 4 у 5[А] не может быть никаких нетривиальных 
стационарных точек, если только не выполнено равенство £[А] = 0. 
Однако, если 5”[А] = 0, то и Faij = 0 везде, так что с помощью 
калибровочного преобразования можно везде обратить A ai в нуль.

Как мы увидим в разделе 23.5, при d = 4 все-таки возможно 
найти инстантонные решения, для которых /Ŝ A] (обозначенное там 
как - ДА]) стационарно, a F()lj отлично от нуля везде за исключени
ем бесконечно удаленной области. Приведенные выше соображения
об изменении масштаба показывают, что если А(х) — такое инстан- 
тонное решение, то этим решением будет и A(x/R)/R. Однако это 
вырождение устраняется квантовыми поправками.

г. Монополи, вихревые нити и т. д. Рассмотрим теперь тео
рию калибровочных полей вместе со скалярами, реализующими ли
нейное представление калибровочной группы, причем

S[<p,A] = d х (23.1.9)

где gfab(<p) — положительно определенная матрица (обычно не зави
сящая от ф), потенциал Щф) ограничен снизу и сдвинут на постоян
ную величину, так что его минимум равен нулю, а Faij и Di — 
обычные напряженность поля и калибровочно-ковариантная произ-
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водная. Мы требуем, чтобы Щф) было скаляром, а даъ(<?) — тензо
ром относительно преобразований калибровочной группы G. Опять, 
выражение (23.1.9) представляет собой либо действие квантовой те
ории поля в d-мерном евклидовом пространстве-времени, либо потен
циальную энергию для классической теории поля во временной ка
либровке в (d-Kl)-MepHOM пространстве-времени.

Для того, чтобы 5”[А,ф] было конечным, необходимо, чтобы 
L7(<р(х)) обращалось в нуль при х  —> оо. Множество тех ф, при кото
рых £/(ф) обращается в нуль, инвариантно относительно G, и может 
быть как дискретным, так и непрерывным. Выше, в случае б мы 
имели пример того, когда это множество дискретно. Рассмотрим 
теперь случай нарушенной симметрии, когда нули Щф) образуют 
непрерывное многообразие М(|, состоящее из полей, связанных пре
образованиями д е G. В этом случае каждое <р(х) может быть полу
чено преобразованием у(х) е G, действующим на значение cp(xj) поля 
в произвольном направлении х . . Поэтому можно считать, что поле 
<р(х) определяет отображение S( l ^  G на фактор-пространство G / 
Я, иными словами, — на группу G с отождествленными элемента
ми дх и д2, отличающимися только правым умножением на некото
рый элемент h подгруппы Я с  G, оставляющим ф(хх) инвариант
ным, т. е. если gl = g2h. В частности, точка х 1 отображается на 
подгруппу Н, т. к. у (хх), действуя на <р(х1), должно давать само 
ф(хх). Таким образом, поля, достигающие при х  —> оо значений на 
многообразии М0, могут быть расклассифицированы согласно топо
логически различным отображениям в G/H, переводящим точ
ку х х в фиксированный «единичный» элемент Я из G/Н. Множество 
классов таких топологически различных отображений S({ , ' G/Н с 
одной точкой из Sd- lt отображающейся в фиксированный элемент 
из G/Я , известно как (d - l)-H  гомотопическая группа щ ^г(0 /Н )  мно
гообразия G/Я .

В этом случае Э^(х) ведет себя как 1/|х| при х —» оо. Для того, 
чтобы 6’[ф| было конечным, D iф должна обращаться при х - ) ®  в 
нуль быстрее, чем |x|~d/2, поэтому необходимо, чтобы i.l,.A.J x) стре
милось при х —> оо к у_1(х)Э^у(х) быстрее, чем |x|_d/2. Это — чисто 
калибровочное поле, так что тензор напряженности поля Faij(x) об
ращается в нуль быстрее, чем |x|~d/2~1, что достаточно для сходи
мости интеграла j ddxFaijFaij.

Для калибровочной теории, определенной выражением (23.1.9), 
теорема Деррика неприменима, но интересно посмотреть, к чему
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приведет нас та же схема рассуждений. Для любых заданных полей 
<р(х) и А(х) снова определим поля фк (х ) ее <р(х/К) и А к (х) ее A(x/R)/R- 
Тогда три члена в гамильтониане (23.1.9) имеют следующие масш
табные свойства:

Т[фк ,А к ] = Kd 2'Г|ф,Л], K [A r ] = R d~i K[A], У[фй ] = R dV[q>],

где Т[ф,А] = U ddx E ab 9аь((Р ^ г (Ра^г<Рь ** ^[А ]  = 4  Id  'xFuijFaij, и 
У[ф] = JddxU"^)- При d > 4 величина 5[фк,Ак] не имеет минимума 
при любом конечном значении R, так что не существует стабильной 
конфигурации с нетривиальной топологией. При 0 < d < 4 нетрудно 
найти конечное значение R, при котором 5[фк,Ак| имеет минимум.

В физически интересном случае d = 3 топологически нетриви
альные полевые конфигурации классифицируются согласно гомото
пической группе ж2(G/H), которая нетривиальна для односвязной 
группы G (например, £17(2)), нарушенной до группы Я, содержа
щей группу 17(1) электромагнетизма. Топологически нетривиальные 
классические полевые конфигурации с d = 3 называются магнит
ными монополями 2. Как мы увидим в разделе 23.3, величина их 
магнитного заряда квантована, причем разные значения магнитно
го заряда отвечают разным элементам группы %2(G/H).

В случае d = 2 топологически нетривиальные конфигурации 
соответствуют элементам группы p^G/Я ), которая нетривиальна, 
когда G — неодносвязная группа, например, £7(1) или 50(3), нару
шенная либо полностью, либо до дискретной подгруппы. Топологи
чески нетривиальные классические полевые конфигурации при d =
2 являются сечениями вихревых нитей. Один пример — это сверх
проводимость, где G = 17(1) спонтанно нарушается до Я = Z 2. В раз
деле 21.6 мы видели, что в сверхпроводниках II рода в определен
ном интервале значений напряженности магнитного поля возникают 
вихревые нити, причем магнитный поток, который они несут, кван
тован, так что разные значения потока отвечают разным элемен
там k1(U(1)/Z2). Вихревые нити могут возникать и в релятивистских 
квантовых теориях поля 4, а также могут рождаться при нарушаю
щих симметрию переходах в ранней Вселенной. В этом случае их 
называют космическими ст,рунами п .

Монополи и вихревые нити обладают замечательным свой
ством, которое можно получить только на основании топологичес
ких рассуждений. В обоих случаях формы голдстоуновских бозон
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ных полей Jtfl(x) на больших сферах (5^ — для вихревых нитей, 
S2 — для монополей), окружающих конфигурацию, закручены, так 
что они не могут быть гладко продеформированы в постоянные поля. 
В частности, невозможно гладким образом уменьшить радиусы этих 
сфер до нуля, не столкнувшись с каким-то типом сингулярности, 
поскольку несингулярное поле л0(х) на сфере при уменьшении ра
диуса сферы до нуля должно было бы стать постоянным. В обоих 
случаях сингулярность возникает на некоторой сердцевине (линии 
или, возможно, трубке для вихревых нитей и точке или, возмож
но, шаре для монополей), внутри котрой группа G уже не наруше
на, так что система описывается не голдстоуновскими бозонными 
полями, а параметром порядка, линейно преобразующимся под 
действием преобразований из G.

В случае d =  4 функция £[фк, А  ] от R может иметь минимум 
при некотором конечном значении R, если Т[ф,А] = У[ф] = 0, для 
чего необходимо, чтобы ф(х) везде принимало значение, при кото
ром 1?(ф) = 0. Предполагая, что эти значения образуют континуум, 
связанный преобразованиями калибровочной группы G, можно с 
помощью калибровочного преобразования сделать их все постоян
ными, ф(х) = ф0. Тогда в этой калибровке из условия Т[ф,А] = 0 
следует, что Аа(х) = 0 для всех нарушенных симметрий для кото
рых {аф0 Ф 0. На такой полевой конфигурации как Т[ф,А], так и У[ф] 
стационарны, так что для стационарности *Ь'|ф, А] необходима ста
ционарность К[ф,А], а это означает, что ненулевые калибровочные 
поля A im (принадлежащие подгруппе Я с  G, не нарушенной полем 
ф0) удовлетворяют полевым уравнениям Янга- Миллса

W V =Q. (23.1.10)

Поэтому данный случай сводится к случаю с, но с заменой 
калибровочной группы G на ее ненарушенную подгруппу Н.

23.2. Гомотопические группы

В предыдущем разделе мы научились классифицировать по
левые конфигурации, на которых гамильтониан или другие функ
ционалы имеют конечное значение, в соответствии с элементами 
подходящих гомотопических групп. Но мы до сих пор не объясни
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ли, в каком смысле гомотопические группы являются группами, 
и не придали групповой структуре никакого физического значе
ния. Как мы увидим, существует естественное определение зако
на умножения элементов гомотопических групп, согласно кото
ром у две протяж енны е конфигурации полей, образую щ их 
многообразие М в d измерениях, которые принадлежат различ
ным элементам ^  и с2 группы могут непрерывно сливаться 
и образовывать конфигурацию, принадлежащую элементу с х X с2 
этой группы.

Начнем с определения первой гомотопической группы 
произвольного многообразия К в d измерениях, которую называют 
также фундаментальной группой многообразия.  Как мы видели, 
условием топологической стабильности вихревой нити в трех изме
рениях (или монополя в двух измерениях) является существование 
нетривиальной группы ж^С/Н) для некоторого фактор-простран
ства G/Я . После знакомства с л1(. И) мы перейдем к изучению более 
общих гомотопических групп.

Говорят, что связное многообразие . Ш многосвязно, если на 
многообразии существует какой-либо замкнутый путь p(z), пара
метризованный одной переменной г с 0 < г  < 1, причем р(0) = р(1), 
который не может быть стянут в точку путем непрерывной дефор
мации. Поскольку на связном многообразии всегда можно непре
рывно продеформировать любой замкнутый путь так, что любая 
точка пути может оказаться в любом желаемом месте на многооб
разии, можно ограничиться только путями, для которых р(0) = р(1) 
= р0, где р0 —  любая фиксированная точка на многообразии, назы
ваемая базовой точкой.  Говорят, что два таких замкнутых пути 
Pi(z)  и p2(z) гомотопически эквивалентны, если они могут  быть про- 
деформированы один в другой, т. е. если существует непрерывная 
функция p(z,t), 0 < t < 1, такая, что

р(2, 0) = p^z), p(z, 1) = p2(z), р(0, t) = р(1, t) = р0.

Отношение гомотопической эквивалентности есть именно от
ношение эквивалентности в том смысле, что оно симметрично, реф
лексивно и транзитивно, так что это отношение разделяет простран
ство замкнутых путей на многообразии на классы эквивалентности: 
два замкнутых пути принадлежат одному классу, если и только 
если они гомотопически эквивалентны. Множество всех этих клас
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сов эквивалентности называется первой гомотопической группой 
многообразия 7Г|(.//).

Для определения правила умножения в группе выберем
стандартный путь p[z, с], начинающийся и кончающийся в базовой 
точке р0 для каждого класса эквивалентности с в p,(.rt)- Для любых 
двух классов эквивалентности с г и с2 определим «произведение» с г X 
с2 как класс эквивалентности, содержащий путь p[z, с г, с2], кото
рый начинается в точке р0, следует по пути p[z, c j  назад в точку 
р0, а затем следут по пути p[z, с2] снова в точку р0. Формально

Теперь нужно показать, что так определенное умнож е
ние удовлетворяет групповым аксиомам. Для этого заметим, что 
(сг х с2) х с3 есть класс эквивалентности, содержащий путь p[z, с^хсз, с3], 
идуший вдоль стандартного пути p[z, c l X с2|, начинающегося и кон
чающегося в базовой точке, в то время как с г х (с2 х с3) — класс 
эквивалентности, содержащий путь p[z, сь с2 X с3], идущий вдоль 
стандартного пути p[z, c j  из базовой точки р0 и обратно, а затем — 
вдоль стандартного пути p[z, с : X с2] из базовой точки р0 и обратно. 
По определению, путь p[z, сх X с2] может быть продеформирован в 
путь, идущий вдоль пути p[z, c j  из базовой точки р0 и обратно, а 
затем — вдоль пути p[z, с2] из базовой точки р0 и обратно. В то же 
время, путь p[z, е2 X е3] может быть продеформирован в путь, иду
щий вдоль пути p[z, с2] из базовой точки р0 и обратно, а затем — 
вдоль пути p[z, с3] из базовой точки р0 и обратно. Таким образом, 
оба пути p[z, с х X с2, с3] и p[z, с ь  с2 X с3] могут быть продеформиро- 
ваны в путь, идущий вдоль пути p[z, c j  из базовой точки р0 и 
обратно, затем — вдоль пути p[z, с2] из базовой точки р0 и обратно, 
и наконец — вдоль пути p[z,c3] из базовой точки р0 и обратно. Сле
довательно, эти пути могут быть продеформированы друг в друга, 
откуда

Единичный элемент е группы л1(.й) определяется как класс 
эквивалентности, содержащий путь p[z, е], не выходящий из базо
вой точки. Чтобы проверить, что е X с = с, заметим, что

(сг х с2) х с3 = q  х (с2 х с3).
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p[z,e,c] = Ро , 0 < z < 2 , 
p[2z -  !,<•] , 2 < 2 < 1.

Но этот путь можно непрерывно продеформировать в p[z, с], 
выбрав

Ро , 0 < 2 < t/2 ,
\ p [{2z -t )/ (2 -t ) ,c ]  , t / 2 < z < l .

p[z,t] =

что совпадает с p[z, е, с] при t =  1 и с p[z, с] при t =  0. Произведение 
е х с есть класс эквивалентности, содержащий p[z, е, с], но, как мы 
видим, этот класс совпадает с классом эквивалентности, содержа
щим p[z, с], который и есть класс с. Доказательство того, что с х е 
= с, проводится аналогично,

«Обратный» класс с-1 к классу эквивалентности с содержит 
путь р-1[к, с], идущий вдоль того же пути, что и стандартный путь 
p[z, с], но в противоположном направлении. Иными словами,

P-1 [z; с] = р|1 г; с].

Этот путь не обязательно совпадает со «стандартным путем» 
p[z, с-1], но, по определению класса эквивалентности с-1, два пути 
можно продеформировать друг в друга. Чтобы убедиться, что 
с”1 X с = е, заметим, что при деформации пути p[z, с”1] в p_1[z, с] 
путь p[z, с -1, с] можно продеформировать в путь

Гр[1-22,с] , 0 < 2 < I, 
1рГ“2 — 1, с J , \ < 2 < 1.

Но этот путь можно непрерывно продеформировать в p[z, е] = р0, 
выбрав

{ р[ 1 -  2 tz,c] , 0 < 2 < 5,
[p[2tz + 1 -  2t,с] , \ < 2 < 1,p[z,t] =

что совпадает с p[z, с -1, с] при t =  1 и с p[z, е] при t =  0. Произведе
ние с-1 х с есть класс эквивалентности, содержащий р[2, с” 1, с], 
но, как мы теперь видим, этот класс совпадает с классом эквива
лентности, содержащим p[z, е], что есть просто е. Доказательство 
того, что с X с-1 = е, проводится аналогично. Существование еди
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ничного элемента и обратных элементов показывает, что совокуп
ность классов эквивалентности образует группу.

Классическим примером многообразия . М с нетривиальной пер
вой гомотопической группой является окружность: Jl= S v Ее можно 
параметризовать углом 9, причем 0 = 0 и 0 = 2кп (где п — положи
тельное или отрицательное целое число) считаются одной точкой. 
Гомотопические группы состоят из классов функций 0(z), 0 <  г. < 1, 
с начальным значением в некоторой базовой точке q(0) = q0 и ко
нечным значением в той же базовой точке 0(1) = 0О +2кп. Две такие 
функции можно непрерывно продеформировать друг в друга тогда 
и только тогда, когда у них одинаковое значение п, так что тс1(5'1) 
состоит из счетного бесконечного числа классов сп, помеченных по
ложительным или отрицательным целым числом п. Кроме того, «про
изведение» двух классов сп и с т состоит из путей, которые совер
шают п оборотов по окружности, начинаясь и кончаясь в базовой 
точке, а затем еще т таких же оборотов, так что в данном случае 
умножение сводится к сложению:

где Z — группа положительных и отрицательных целых чисел по 
сложению. Чтобы немедленно продемонстрировать физическое при
менение, заметим, что когда калибровочная группа £0(2) полнос
тью спонтанно нарушена, фактор-пространство есть сама группа 
£0(2), имеющая топологию окружности. Поэтому в данном случае 
существует бесконечное число типов топологически стабильных вих
ревых нитей, характеризующихся положительным или отрицатель
ным целым числом п. Например, так обстоит дело в сверхпроводни
ке II рода, где, как мы видели в разделе 21.6, группа 1/(1) 
электромагнитной калибровочной инвариантности спонтанно нару
шена до дискретной подгруппы Z 2.

В общем случае все сферы Sd с d >  1 односвязны, и это озна
чает, что их первая гомотопическая группа тривиальна, что обычно 
выражается в виде

(23.2.1)

откуда
—  z , (23.2.2)

к1 (Sd) = 0 при d > 1 . (23.2.3)
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Z G == U (к) к > 1
Z 2 G --= SO(k) к > 3
0 G --= Spin(k) к > 3
0 G --= SU(k ) к > 2
0 G == USp(2k) к > 1
0 G =- G2,Fi ,E 6,E 7,E8

Здесь Z 2 — группа из двух элементов 1 и —1, с групповым умноже
нием, определенным как обычное умножение, a Spin{п) — одно
связная накрывающая группа группы SO(n). (В разделе 2.7 мы виде
ли, что Spin(3)  совпадает с SU(2).) Кроме того, для прямого 
произведения двух многообразий II и , И' фундаментальной группой 
будет

п 1(.Ж х .//') = ж■ {./() х %1 (.//'). (23.2.5)

Можно оценить физическое значение групповой структуры 
Л’1(„й), если задаться вопросом, что происходит, когда сближаются 
две первоначально удаленные параллельные вихревые нити в трех 
измерениях. Пока вихревые нити достаточно далеки друг от друга, 
их поля не взаимодействуют, поэтому конфигурацию можно опи
сать, задав классы с и с "  в ji1(G/H), которым принадлежит каждая 
нить. Класс с, которому принадлежит вся конфигурация, опреде
ляется поведением полей на очень большой окружности, объемлю
щей обе вихревые нити. Непрерывной деформацией можно превра
тить эту окружность в две большие окружности, каждая из которых 
окружает свою вихревую нить, пересекающихся в точке посереди
не между нитями. Когда мы проходим такой замкнутый путь в дву
мерном пространстве, то, как и в определении произведения клас
сов, мы проходим по пути в G/Н, состоящем сначала из замкнутого 
пути класса с ,  а затем — из замкнутого пути класса с". Отсюда мы
приходим к выводу, что вся конфигурация соответствует классу с

/ . . //= с X с , и поэтому две вихревые нити могут только слиться и 
образовать нить такого класса. В частности, если с"  =  с-1, то вихре
вые нити могут только аннигилировать.

Рассмотрим теперь общую гомотопическую группу жк(./М). Она 
во многом похожа на яД Н), если не считать того, что вместо рас
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смотрения отображений окружности на многообразие . U мы рас
сматриваем отображения k-сферы S k (поверхности (к+1)-мерного 
шара) на Л, причем опять одна точка Sk всегда отображается в 
одну и ту же «базовую точку» р0 из Два таких отображения экви
валентны, если одно может быть продеформировано в другое при 
условии, что та же точка Sk всегда отображается в базовую точку. 
Элементами /с-мерной гомотопической группы я;Д. II) являются клас
сы эквивалентности таких отображений.

Часто удобно изображать d-сферу Sd как внутренность d-мер
ного гиперкуба, все точки границы которого отождествлены как одна 
точка. Например, мы уже видели, что окружность S l можно рас
сматривать как интервал 0 < 0 < 2ж, причем точки 0 и 2к отождеств
лены. Аналогично, можно сделать карту S2, например, поверхнос
ти Земли, выколов южный полюс и растянув получившийся лист на 
единичный квадрат 0 < z 1 < l , 0 < z 2 < l .  При непрерывных отобра
жениях этого квадрата на шЖ все точки границы квадрата отобража
ются в одну точку на Ж, поскольку все точки границы являются, на 
самом деле, одной точкой — южным полюсом сферы. В общем слу
чае, два отображения p(zlt ..., zd) и p'(zlf ..., zd) сферы Sd на й 
гомотопически эквивалентны, если одно может быть непрерывно 
продеформировано в другое при сохранении равенства р на границе 
гиперкуба базовой точке р0.

Как и выше, для каждого класса эквивалентности с мы выби
раем стандартное отображение p(zlt ..., zd; с). Произведение сг и с2 
определяется как класс эквивалентности, содержащий отображе
ние

/ Г p ( 2 z 1 , z 2 , . . . , z d ; c 1 ) , 0 < 2, < I,

’ 22......W .  -  1 . ■  ■.■ ■ ; с2) Л  < г\ < 1. (23-2-6>

Единичный элемент е определяется как класс эквивалентнос
ти, содержащий отображение с р = р0 для всех 2, а обратный класс 
с” 1 к с определяется как класс эквивалентности, содержащий ото
бражение с

p_1[2i ,22, . . . ,2d;c] = p [ l - z 1,z2, . . . ,z d;c], (23.2.7)

Так же, как и для можно показать, что это умножение
ассоциативно и что е х с  = с х е  = с, с-1 х с = с х с-1 = е. Все группы 
%„(. $) при п > 2 абелевы. (Существуют многообразия It, для которых
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%](Л) неабелева, например, плоскость с двумя или более выколо
тыми точками.)

В каждом из случаев, когда жк{. К) = Z, должно существовать 
одно-однозначное отображение /с-сферы Sk в fc-сферу S'k на .Ж, ко
торое соответствует элементу «один» в Z (не путать с единичным 
элементом группы, который равен нулю). Элемент V в Z с V = 2, 3, ... 
соответствует отображению Sk в ту же к-сферу S'k на Л, которое V 
раз покрывает S'k, причем якобиан преобразования Sk —> S'k поло
жителен. Элемент V в Z с V = _ 1, ~2, ... соответствует отображению 
Sk —» S'k, которое покрывает S'k |п| раз, причем якобиан преобразо
вания Sk —> S'k отрицателен.

Например, мы видели в предыдущем разделе, что в том слу
чае, когда односвязная группа G нарушается до группы 17(1) элект
ромагнетизма, возникают магнитные монополи. Как показано в при
ложении, в этом случае

%2{G/U(1)) = 3t1(t7(l)) = z . (23.2.8)

так что магнитный монополь обладает целочисленным квантовым 
числом V, которое, как показано в разделе 23.3, пропорционально 
магнитному заряду. Это квантовое число показывает, сколько раз 
2-сфера большого радиуса, окружающая монополь, отображается 
на 2-сферу многообразия G/U( 1) полей голдстоуновских бозонов (при 
этом относительная ориентация двух 2-сфер одинакова или проти
воположна в зависимости от того, положительно или отрицательно 
число V). Квантовое число V называют топологическим числом *. 
Структура группы Z показывает, что это квантовое число сохраня
ется в том смысле, что монополь с квантовым числом V может объе
диниться с монополем с квантовым числом V, образовав при этом 
только монополь с квантовым числом V + V.

Если ненарушенной группой является SO(n) с п > 3, то соглас
но результатам приложения В к этой главе

* Автор употребляет здесь и далее (в т. III) распространенный в англо
язычной литературе термин winding number, который в разных русско
язычных источниках переводится как «число оборотов» или «число накрут
ки». Однако мы, следуя монографии А.С. Шварца «Квантовая теория поля 
и топология» (М.: Наука, 1989) предпочли использовать более общий тер
мин топологическое число. — Прим. пер.
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n2(G/SO(n)) = 7C1(»S'0(n)) = Z2. (23.2.9)

В этом случае существует только один тип «монополя», соот
ветствующий элементу —1 группы Z 2, который может аннигилиро
вать только в пары. Важно отличать этот случай от того, когда группа 
SO(n) заменяется ее односвязной накрывающей группой Spin{n), 
для которой вообще нет монополей. Мы вернемся к этому вопросу в 
конце следующего раздела.

Другой пример. В предыдущем разделе мы видели, что скир- 
мионы в квантовой хромодинамике с п легкими кварками соответ
ствуют элементам %s(SU(n)), что, согласно приложению В, есть Z. 
Таким образом, эти скирмионы обладают сохраняющимся целочис
ленным квантовым числом V, которое, вероятно, может быть отож
дествлено с барионным числом. Аналогично, напомним из результа
тов предыдущего раздела, что инстантоны в калибровочной теории, 
основанной на простой калибровочной группе G, соответствуют 
элементам Щ(С), которая, согласно приложению В, есть Z. Поэтому 
инстантоны. как и скирмионы, обладают целочисленным топологи
ческим числом V. В разделе 23.5 мы увидим, как это квантовое число 
можно выразить в виде локального функционала калибровочного поля.

23.3. Монополи

В качестве детального примера топологически нетривиальной 
полевой конфигурации рассмотрим монополь 'т Хофта- Полякова 2 
и его обобщения. В разделе 23.1 мы видели, что если односвязная 
калибровочная группа G спонтанно нарушается до группы электро
магнетизма (7(1), то конфигурации конечной энергии классифициру
ются в соответствии с элементами группы ji2(G/(7(1)) = жг(Щ1)) = Z. 
(Случай неодносвязных групп Ли будет рассмотрен в конце этого 
раздела.) Согласно физической интерпретации гомотопических групп, 
которая обсуждалась в разделе 23.2, это означает, что данные кон
фигурации обладают сохраняющимся аддитивным квантовым чис
лом. Однако нам все еще следует показать, что каждая из таких 
стационарных конфигураций действительно существует, и дать фи
зическую интерпретацию их топологических квантовых чисел.

В качестве иллюстративного примера рассмотрим теорию (по
хожую на электрослабую модель Джорджи и Глешоу 12), в которой

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



586 Глава 23. Протяженные полевые конфигурации

калибровочная группа £17(2) спонтанно нарушается вакуумным сред
ним 517(2) триплета скалярных полей (р„. (В конце раздела мы пояс
ним, почему в данном случае мы говорим о калибровочной группе 
£17(2), а не £0(3).) Лагранжиан скалярных и калибровочных полей в 
пространстве-времени Минковского выберем в виде

^  = “ 7  W n V -^ ц Ф п ^ Ф п  -  ^(фпфп), (23.3.1)

где
V  = — nmlA m\iA nv > (23.3.2)

ОцФ„ ^ ф п + егпт1А Щ1 фг, (23.3.3)

а функция У(фпфп) предполагается положительной и равной нулю 
при ненулевом значении (ф) (считающимся положительным) вели
чины . (В большинстве работ по монополям принимается, 
что V  — полином четвертой степени Х(фпфп -  (ф)2)2 с X > 0, но мы 
здесь не будем этого предполагать.) Выражение (23.3.1) описывает 
теорию, в которой имеется независящее от пространственно-вре
менных координат вакуумное решение с А Щ{ = 0. Вакуумное среднее 
фГ( с фпф„ = (ф)2 нарушает £17(2) группу симметрии теории до ее 
подгруппы 17(1), которую можно отождествить с калибровочной груп
пой электродинамики. Однако мы будем искать топологически не
тривиальные неоднородные, но не зависящие от времени класси
ческие решения во временной калибровке, в которой А п° = 0, но 
А пг Ф 0. В этом случае лагранжиан равен взятой с обратным знаком 
плотности потенциальной энергии Н, которая равна

Ж = \ F nij + ^ ( ° г Ф п ) 2 + V(<p), (23.3.4)

(квадраты подразумевают очевидные свертки по индексам). Посколь
ку все члены в выражении (23.3.4) положительны, в конфигурации 
с конечной энергией интеграл от каждого члена должен по-отдель- 
ности сходиться.

В частности, для того, чтобы сходился интеграл от У(фпфп), 
вектор фп должен иметь фиксированную длину (ф) на бесконечнос
ти, так что каждая конфигурация конечной энергии определяет
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гладкое отображение большой 2-сферы Щ окружающей монополь
ную конфигурацию, на 2-сферу (рп, где ф„фп = (ф)2. Когда £ прини
мает значения на Щ фп может любое целое число N раз пробегать 
значения на сфере Ц>пЦ>п =  (ф)2 . При этом якобиан Ве1;(Эх/Эф) может 
быть положительным, и в этом случае говорят, что топологическое 
число равно N, или отрицательным, и в этом случае топологичес
кое число равно — N.

Чтобы понять, какое отношение топологическое число к маг
нитному заряду монополя, необходимо сначала рассмотреть, что в 
данной теории наблюдается как «магнитное поле». Какой бы ни была 
полевая конфигурация, можно ввести калибровку, в которой ска
лярное поле фп в любом заданном конечном объеме направлено в 
определенную сторону, например, вдоль третьей оси, так что в 
этой области связанное с ненарушенной 17(1) подгруппой SU{2) ка
либровочное поле есть A 3i. 'Т Хофт нашел калибровочно-инвариан
тный тензор .Ĵ v, который в такой калибровке сводится к обычному 
тензору напряженности электромагнитного поля Э^А3л, — 3VA 3̂ :

=  Fnnv<Pn “  - £птгФп-ОцФт-ОуФг (23.3.5)
С

где фп в фп / Л/фт фт  . Чтобы проверить,что в калибровке с постоян
ными фп тензор ,Ĵ V — обычный тензор напряженности электромаг
нитного поля (и для дальнейших прменений), воспользуемся выра
жениями (23.3.2) и (23.3.3) и тождеством £abc£ade = $bddce — §be5cd, 
чтобы записать ,^v в виде11’

= Эц (ФпА пу) - Эу (ФпА пц) -  1 е птгФ пЭц Ф т ЭуФг- (23.3.6)е

Таким образом, в калибровке, где фп — фиксированный единич
ный вектор, направленный вдоль третьей оси, имеем, как и обещано,

— — "

Магнитный заряд д любой локализованной полевой конфигу
рации определяется как коэффициент 1/471, умноженный на маг
нитный поток через большую замкнутую поверхность .‘/вокруг кон
фигурации:
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s  f &ijd%Sk . (23.3.7)

Первые два члена в выражении (23.3.6) для Щ являются производ
ными, и поэтому не вносят вклада в интеграл (23.3.7), так что

ff = -  n1 £ijkEnml I Фпd^w ^j^id2Sk . (23.3.8)
8%е J &

Это выражение обладает важным свойством — оно топологи
чески инвариантно, т. е., интегрируя по частям, если необходимо, 
можно получить, что изменение д в результате бесконечно малой 
вариации 8фп поля фп равно

б9 = -  '3 £ijkEnmi I 8фпЭ̂ фт Э.ф^2̂ .
8%е J ;/

Но, поскольку ф есть единичный вектор, бф, а также Э-ф и 
Э; ф все лежат в плоскости, перпендикулярной ф , так что

ептг5ФпЭгФтЭ3Фг = °>

и поэтому 8д = 0. Величина (23.3.8) связана с топологическим инва
риантом, который называется индексом Кронекера..

Поскольку g — поверхностный интеграл, он аддитивен. Это 
означает, что для любых двух удаленных друг от друга локализо
ванных конфигураций та поверхность if, которая используется для 
вычисления д, может быть взята в виде пары сфер, окружающих 
каждая свою конфигурацию, соединенных тонкой перемычкой, так 
что значение д для всей системы будет суммой значений дг, д2 для 
отдельных локализованных конфигураций. Кроме того, поскольку 
д — топологический инвариант, равенство д = д\ +  д2 будет сохра
няться для любой полевой конфигурации, получающейся плавным 
слиянием двух конфигураций с магнитными зарядами д1 и д2. Отсю
да следует, что д должно быть пропорционально топологическому 
числу. Арафуне, Фройнд и Гебель 13 проверили это и вычислили 
коэффициент пропорциональности, используя формулу (23.3.8) для 
произвольного топологического числа. Здесь мы просто вычислим

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



23.3. Mono поли 589

коэффициент, исследуя монополь 'т Хофта- Полякова 2, поля кото
рого соответствуют топологическому числу единица.

Как мы видели в предыдущем разделе, «тождественный» (не 
путать с единицей) элемент if  в K:>(SU(2)/U(1)), который соответ
ствует элементу «единица» в Z, состоит из конфигураций, в кото
рых 2-сфера S на бесконечности один раз (с положительным якоби
аном) отображается на сферу, описываемую полем фп. В качестве 
представителя этого класса можно взять конфигурацию, в которой 
на бесконечности от направлено так же, как х. Для построения та
кой конфигурации, потребуем симметрии относительно объединен
ных вращений j = {ф1, ф2, Ф3 } и х, а также сохранения четности, 
и выдвинем анзатц:

фп = x n(<p)F{r), (23.3.9)

An j = ^ G ( r ) .  (23.3.10)
er

Имеется важная аналогия между этой полевой конфигураци
ей и вихревой нитью в сверхпроводнике. Решение ф = ±£ф/2е для 
поля голдстоуновского бозона, найденное в разделе 21.6, показыва
ет, что несмотря на спонтанное нарушение калибровочной и вра
щательной инвариантности, решение в виде вихревой нити инва
риантно относительно комбинации глобального калибровочного 
преобразования, для которого ф —» ф + А, и жесткого вращения 6 —»
О + 2еА/1. Аналогично, монопольное решение вида (23.3.9)—(23.3.10) 
неинвариантно относительно вращений или калибровочных преоб
разований, но инвариантно относительно жеского трехмерного про
странственного вращения и такого же глобального £0(3) калибро
вочного преобразования.

Как уже отмечалось, для того, чтобы интеграл от У (ф пфп) схо
дился, необходимо, чтобы ф„ф„ стремилось к (ф)2 при г —» °о, так что 
в этом пределе F(r) —> 1. Чтобы установить предельное поведение 
G(r), заметим, что ковариантная производная скалярного поля равна

*><ФП = ±<Ф>
F(v)

(1 -  G(r)) (бш. -  х пх г) ------+ x nx tF'(r) (23.3.11)

так что скалярное слагаемое в гамильтониане имеет вид
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i(D,.(pn)2 = <ф>5
Zi

F2( l - G ) 2 F'2 
----— :— — + ----- (23.3.12)

Для того, чтобы интеграл от этого выражения был конечен, 
необходимо, чтобы G(r) -> 1 и F'(r) —> 0 при г —» оо. Наконец, напря
женность поля (23.3.2) равна

F ■ =mj * G '(r)(8nk -  ж „ 4 )  -  (2G(r) -  G 2(r))xn£ k ,(23.3.13)

так что янг—миллсовскии член в гамильтониане равен

(F •) =V пг j >
G'2 (2 G - G 2)

2г (23.3.14)г

Интеграл от этого выражения сходится на больших расстояниях, 
если G'(r) достаточно быстро убывает при г —» оо.

Эти результаты можно использовать для вычисления магнит
ного заряда данной конфигурации. Из выражения (23.3.13), с учетом 
предельных значений G(oo) = 1 и G'(oo) = 0, следует, что при
X —> оо

р  'У» <-у*
р tjfc fc п /ооотггч•ttii о • (23.3.15)ег

Поскольку 0^фп быстро убывает при г —■» оо( магнитная часть 
тензора напряженности поля в этой калибровке определяется при 
г —> оо первым членом в выражении (23.3.5), так что на больших 
расстояниях магнитное поле равно

г, 1 . 1 „ ,, x f ..........
J~i = Т * ^.^ijk^nnjk  ̂— 2 ' (23.3.16)

Следовательно данная конфигурация имеет магнитный за
ряд g = —1/е. Согласно приведенным выше общим рассуждениям, 
магнитный заряд конфигурации с топологическим числом п, отве
чающим элементу V группы Z, равен

У v = -  v/e. (23.3.17)
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Чтобы найти стабильную конфигурацию, минимизирующую 
интеграл от гамильтониана (23.3.4), требуются детальные численные 
расчеты. Однако существует предельный случай, в котором можно 
получить аналитическое решение. Для того, чтобы это увидеть, удобно 
сначала вывести выражение для общей нижней границы энергии 
монополя при заданном магнитном заряде д (Богомольный 10), Заме
тим, что выражение (23.3.4) можно записать в виде

1 / -  \2 1 
Ж = Т [Fmj + ег3А Ф „ )  ± - e ijkFnijDk(?n + У(ф„ф„) , (23.3.18)

“т сл

Используя тождество Бьянки (15.3.9), можно переписать вто
рое слагаемое:

-  ~  — п) —

так что интеграл от него равен заданному магнитному заряду:

± ̂  еч/Л d3x F nijDk(р„ = +(ф>| В - dA = +4л<ф)д.
сл

Поскольку все другие члены в .Ж положительны, мы пришли к об
щей нижней границе энергии конфигурации с магнитным зарядом д:

Е = Jd33£JF >4тс<ф)| д|. (23.3.19)

При д ±1 /е это дает энергию Е > 4я(ф)^|, и при малой кон
станте связи е это много больше, чем поправки за счет квантовых 
флуктуаций, которые самое большее — порядка (ф). Именно поэто
му можно серьезно относиться к классической конфигурации как к 
главному члену в разложении по теории возмущений.

Теперь возникает искушение попробовать минимизировать 
энергию при заданном магнитном заряде, положив первый член в 
(23.3.18) равным нулю, так что

Fnij = ±eijfeDfc(Pn , (23.3.20)

но в общем случае это не приводит к конфигурации, при которой 
энергия стационарна. Условием того, что энергия будет стационар
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ной по отношению к вариациям скалярных полей, является уравне
ние поля

DkDk фп =2фяУ'(фяфп), (23.3.21)

в то время как из условия (23.3.20) совместно с тождеством Бьянки
(15.3.9) вытекало бы, что DkDkфп = 0. Из этого аргумента следует, 
что в частном случае, когда У(фпфп) очень мало, возможно, нало
жив условие (23.3.20), почти достичь нижней границы (23.3.19) и следо
вательно минимизировать энергию при заданном магнитном заряде. 
(Если V — полином четвертой степени Я.(фпф„ -  (ф)2)2, предположе
ние о малости У означает, что X е2, как в сверхпроводниках I рода.) 
Подобные стабильные конфигурации изучались таким способом Бого
мольным |(|. Ранее эти конфигурации были найдены Прасадом и Сом- 
мерфилдом 14 без непосредственного использования условия (23.3.20). 
Обычно их называют БПС монополями.

Условие Богомольного (23.3.20) позволяет записать дифферен
циальные уравнения первого порядка для F(r) и G(r), решить кото
рые намного легче, чем полевые уравнения второго порядка, выве
денные непосредственно из условия стационарности энергии. 
Используя выражения (23.3.11) и (23.3.13), находим, что члены в 
условии (23.3.20), пропорциональные 8 р .[б^  -  х кх п] и £ ф £ кх п со
ответственно, приводят к дифференциальным уравнениям

е(ф)?(1 -  G) = G', (23.3.22)

е<ф>г2Г  G(2 О). (23.3.23)

С учетом граничных условий F(r) -> 1 и G(r) —> 1 при г —> оо эти 
уравнения имеют решение

F  =  cth p  -  - j ,  G = l - - £ - ,  (23.3.24,

где р s  е(ф)г. Заметим, в частности, что поле ф„, задаваемое выра
жениями (23.3.9) и (23.3.24), обращается в нуль при г —» 0, так что, 
как это и отмечалось в разделе 23.1, SU{2) симметрия в центре 
монополя восстанавливается.

Вернемся к случаю потенциала V  произвольной величины. 
Монополь 'т Хофта-Полякова стабилен, т. к. нет конфигураций
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с меньшим топологическим квантовым числом, в которые он мог бы 
распадаться. Конфигурации с большими значениями магнитного за
ряда в общем случае нестабильны. Существуют также интересные 
конфигурации, обладающие как магнитным, так и электрическим 
зарядом, — так называемые дионы 15.

Существует иной способ понять значение 1/е магнитного за
ряда монополя 'т Хофта-Полякова, восходящий к первой работе 
Дирака по магнитным монополям 16. Как отмечалось выше, вместо 
той калибровки, которую мы использовали, можно совершить ка
либровочное преобразование (р„ —> Rnm(x)(рто, которое поворачивает 
<рп в точку с фиксированным направлением у, например, вдоль тре
тьей оси. Тогда напряженность поля Впк = ?£ni,Fnij преобразуется в 
RnmBmk, которая стремится к v nx fc / ег2 при г —» оо, так что мы не 
должны проектировать это на направление локальной ненарушен
ной симметрии. Цена, которую приходится заплатить за это удоб
ство, заключается в том, что калибровочное преобразование сингу
лярно: вращение, переводящее вектор, направленный по £> на 
некторое фиксированное направление v , имеет вид

R(x; v) = 1 -  (l -  v • х) vv1 + v(x -  (x • v)v)J + (x -  (x • v)v)vJ

(x -  (x - v)v)(x -  (x - v)v)T (23.3.25)
1 + x • v

и оно сингулярно при x = —v • Это вращение R не единственно; на
пример, можно осуществить вращение K (x ;-v ) , переводящее £ п0 
направлению - v ,  а затем фиксированное вращение на 180° вокруг 
некоторой оси, перпендикулярной v, но тогда получившееся вра
щение станет сингулярным при х = + v . Чтобы избежать сингуляр
ностей, нам следует выбирать в разных областях разные калибров
ки. Так, если v направлено вдоль третьей оси, можно использовать 
в области 0 < 0 < 0О калибровку, которая сингулярна при 0 = %, а в 
области 0О < 0 < к — калибровку, которая сингулярна при 0 = 0. 
Здесь 0О — произвольный угол в интервале 0 < 0О < л, часто выби
раемый равным ж/2. Везде за исключением 0 = 0 и 0 = ж магнитное 
поле на больших расстояниях дается выражением В —> git г'1, где 
g — магнитный заряд. Его можно записать как ротор V х А  вектор
ного потенциала, единственной ненулевой компонентой которого яв
ляется азимутальная ф-компонента. При 0 < 0 < 0О мы должны взять
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Аф = g(l -  cos0 )/rs in 0 , сингулярную при 0 = ж, а при 0О < 0 < ж 
должны взять Аф = -g ( l  4- cos0 )/rs in 0 , сингулярную только при 
0 = 0. Разность ДА между этими двумя векторными потенциалами 
есть градиент VA, Л = 2дф, который, конечно, не влияет на маг
нитное поле при 0 < 0 < ж, но может влиять на динамику заряжен
ных полей. Калибровочное преобразование с Л = 2дф изменяет поле 
зарядом q на множитель ехр(2гддф), который однозначен только, 
если 2qg — целое число. Это и есть условие квантования Дирака. 
Существование магнитного монополя с магнитным зарядом д требу
ет, чтобы все электрические заряды были бы целыми кратными 
величины (2д)-1. Это условие автоматически удовлетворяется для 
монополя 'т Хофта-Полякова, т. к. д =  1/е, а все заряды в модели 
Джорджи- Глешоу являются целыми кратными е/2.

В результате открытия нейтральных токов модель Джорджи— 
Глешоу была исключена как модель слабых и электромагнитных вза
имодействий, однако существование магнитных монополей ожидается 
и в других теориях, в которых одиосвязная группа G спонтанно нару
шается не до 17(1), но до некоторой подгруппы Н' х 1/(1), где Н' одно
связна. (Согласно приложению В к этой главе, для односвязных групп 
G имеем ж:г(С/Н) =  жг(Н), и если Я = Я ' х 1/(1), то л1(Я) = л1(Я/) х 
^(1/(1)) = тс1(С/(1)) = Z.) При спонтанном нарушении калибровочной 
группы 5L/(2) x U (l)  стандартной электрослабой теории монополи не 
возникают, т. к. группа неодносвязна. (Подробнее об этом ниже.) 
Однако монополи появляются при спонтанном нарушении односвяз
ной калибровочной группы G теорий объединения сильных и элек
трослабых взаимодействий, например, группы SU(4) X 517(4), SU(5) 
или 5ргп(10), до калибровочной группы 517(3) X 517(2) X Щ1.) стан
дартной модели. (См. раздел 21.5.) В этом случае ожидается, что 
монополи имеют массу, равную массе М  ~ 1015—1016 ГэВ возникаю
щих при таком спонтанном нарушении векторных бозонов, умно
женной на обратный квадрат калибровочной константы связи. Та
кие монополи могли бы рождаться во время фазового перехода 
Вселенной, при котором G была спонтанно нарушена до 517(3) X 
517(2) х 1/(1) при температуре Т порядка М.

Это приводит к проблемам в ряде космологических моделей . 
Перед этим фазовым переходом скалярные поля с необходимостью 
были некоррелированы на расстояниях, превышающих размер го
ризонта — наибольшее расстояние, которое мог пройти свет с мо
мента начальной сингулярности. В стандартных космологических
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теориях 18 в ранний момент времени t размер горизонта составляет 
величину порядка I ~  (GNT4)-1/ 2 (где GN — (1019 ГэВ)-2 — ньютонова 
постоянная), так что плотность числа монополей, родившихся в этот 
момент, было бы порядка t~3 ~ (GNM4)3̂ 2, что меньше плотности 
числа фотонов М3 при Т ~  М  на множитель порядка (GNM2)3̂ 2. При 
М  ~  1015 ГэВ этот множитель порядка 10-12. Если монополи не нахо
дят друг друга и не аннигилируют, то это отношение должно оста
ваться примерно тем же до сегодняшнего дня, но при этом на 
каждый нуклон сегодня приходится примерно 109 фотонов микро
волнового излучения, следовательно, на нуклон должно приходиться 
по меньшей мере 10'3 монополей. Это находится в разительном про
тиворечии с наблюдениями. Указанный потенциальный парадокс был 
одной из причин появления инфляционных космологических моде-

«  19леи , в рамках которых существует период экспоненциального 
расширения Вселенной. Если это расширение произошло до образо
вания монополей, оно очень сильно увеличило бы размер горизон
та, если же оно произошло после образования монополей (но до 
периода вторичного нагревания), то резко уменьшилась бы плот
ность монополей.

Открытие монополей любого типа откроет возможности на
блюдения примечательных явлений, в том числе, существования 
фермион-монопольных конфигураций с дробным фермионным чис
лом 20, и нарушение сохранения числа барионов при фермион—мо
нопольном рассеянии.

* ❖ *

Выше мы рассматривали только монополи, связанные со спон
танным нарушением односвязной калибровочной группы G. Возни
кает следующий вопрос. Для каждой группы Ли G, односвязна она 
или нет, существует односвязная группа G с той же алгеброй Ли, 
известная как накрывающая группа группы G. (Примеры см. в раз
деле 2.7.) Всякая неодносвязная группа имеет меньше представле
ний, чем ее накрывающая группы (например, двусвязные группы 
SO(n) имеют только скалярные, векторны и тензорные представле
ния, в то время, как их накрывающие группы Spin(n) имеют вдоба
вок спинорные представления). Если дело обстоит так, что теория 
не содержит полей, принадлежащих дополнительным представле
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ниям накрывающей группы, можем ли мы по желанию рассматри
вать в качестве калибровочной группы теории либо неодносвязную 
группу G, либо ее накрывающую группу G? В частности, зависит 
ли список возможных монополей от того, содержит ли теория толь
ко поля, преобразующиеся как представления неодносвязной груп
пы G, или дополнительные поля, реализующие представления ее 
накрывающей группы G? Например, в оригинальной модели Джор
джи— Глешоу 12 содержались только скалярные поля, принадлежав
шие три-векторному представлению SO(3), но в модель входили и 
фермионы, принадлежавшие спинорным представлениям накрыва
ющей группы Spin(3) = SU(2). Изменятся ли разрешенные значения 
магнитного заряда монополя, если добавить скалярные поля, при
надлежащие спинорным представлениям SU(2)? Изменятся ли эти 
значения, если убрать фермионы?

Ответ заключается в том, что список возможных монополей 
не зависит от того, говорим ли мы, что калибровочной группой яв
ляется неодносвязная группа G или ее накрывающая группа G, и 
поэтому он не изменяется, если мы добавим или уберем поля, при
надлежащие представлениям G, которые не являются представле
ниями G. Как мы видели в разделе 23.1, в общем случае топо
логически стабильные подобные монополям конфигурации класси
фицируются по элементам группы 7t2(G/H). Согласно приведенным 
в приложении В к этой главе результатам, когда Я погружена в G, 
эта гомотопическая группа состоит из тех элементов 711(Н), которые 
отвечают тривиальному элементу Ji1(G). Но если мы заменяем G ее 
накрывающей группой G, мы также заменяем Я другой подгруп
пой Я, поскольку, когда Я погружено в G, некоторые из петель в 
Я не возвращаются в базовую точку. Это как раз те петли, которые 
не становятся тривиальными при погружении Я в G, так что Щ(С/ 
Я) = л1(Я/). Таким образом, до тех пор, пока речь идет о монополях, 
мы можем с тем же успехом говорить, что калибровочной группой 
является не G, a G.

Например, пока рассматриваются скалярные поля, можно счи
тать, что калибровочной группой модели Д ж ордж и—Глешоу 
является двусвязная группа £0(3), а не ее односвязная накрываю
щая группа SU{2). Тогда ненарушенной подгруппой является 50(2), 
в которой мы отождествляем преобразования, отличающиеся вра
щением на 360°. Таким образом, группа 7t]L(*S'0(2)) включает петли, 
идущие от единичного элемента к вращению на 360°. Однако, если
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50(3 ) погружена в 517(2), подобные пути уже не будут петля
ми. Но группа тг2(5 0 (3 )/5 0 (2 )) отличается от группы л1(50(2)): 
когда 50(3) погружается в 517(2), эта группа исключает гомотопи
чески нетривиальные петли, т. е. как раз те петли, которые идут от 
единичного элемента к вращению на 360°. Таким образом, я2(50 (3 )/ 
50(2)) есть 17(1) подгруппа группы 5(7(2), так, как будто с самого 
начала калибровочной группой теории была группа 54/(2).

Всегда удобно считать, что калибровочная группа G, связан
ная с любой полупростой калибровочной алгеброй, является одно
связной накрывающей группой, так что можно использовать про
стой результат: x.,(G/Il) =  л1(Н). Как мы только что видели, в этом 
случае свойства связности Я фиксируются ее погружением в G, 
или, точнее, погружением алгебры Ли группы Я в алгебру Ли группы 
G. Например, калибровочная алгебра 5L7(3) может быть спонтанно 
нарушена либо в подалгебру 517(2), относительно которой фунда
ментальное представление 5Т/(3) преобразуется как дублет плюс 
синглет, либо в подалгебру 5”0(3), относительно которой фунда
ментальное представление 5(7(3) преобразуется как три-вектор. В 
первом случае у нас нет возможности считать, что ненарушенная 
подгруппа есть 50(3); так как я1(5(7(2)) = 0, монополей в данном 
случае нет. Во втором случае, в качестве ненарушенной калибро
вочной группы следует рассматривать не 5(7(2), а 50(3), так что в 
теории есть конфигурации типа монополей, которые классифици
руются согласно элементам группы л1(50(3)) = Z 2. На природу не
нарушенной подалгебры Н и ее погружение в калибровочную алгеб
ру G могут оказывать динамическое влияние разные типы полей, 
которые вводятся в лагранжиан, но как только алгебра Я и ее по
гружение в алгебру G зафиксированы, список монополей оказыва
ется совершенно не зависящим от набора полей в теории.

В частности, рассуждения, которые привели к условию кван
тования Дирака, показывают, что в любой теории, в которой ал
гебра Ли спонтанно нарушена до подалгебры, включающей опера
тор электрического заряда, разрешенные магнитные заряды 
являются целыми кратными обратной величины наименьшего элек
трического заряда, появляющегося в представлениях накрывающей 
группы G, независимо от того, существуют ли частицы такого за
ряда в теории на самом деле. Если алгебра G сама содержит генера
тор (7(1), то мы должны рассматривать накрывающую группу этой 
(7(1), которая является некомпактной группой трансляций вдоль
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действительной оси. Если такой £7(1) генератор возникает как слага
емое в операторе электрического заряда, как это имеет место в 
стандартной электрослабой теории, то в представлениях накрыва
ющей группы нет минимального электрического заряда, а следова
тельно, нет и монополей.

23.4. Интегральный инвариант Картана-Маурера

Большую помощь в понимании топологии различных компакт
ных многообразий оказывает то, что часто существует топологи
чески инвариантная величина, которую можно записать как интег
рал по многообразию. Это окажется важными при обсуждении 
инстантонов в следующем разделе, кроме того, мы уже использо
вали этот факт при изучении членов Весса- Зумино- Виттена в раз
делах 19.8 и 22.7.

Рассмотрим отображение произвольного компактного много
образия S нечетной размерности d с координатами 01, 02, ..., 0d на 
многообразие И матриц дг(01, 02, ..., 0d) с Det д Ф 0. (Для интересую
щих нас приложений обычно SP является сферой Sd, а д — элемен
тами группы Ли G в некотором представлении.) Определим функ
ционал д(0), известный как форма Картана-Маурера:

,% ] = Jd01d02.,.d0de^ - i'J
Эд(0) ...
— — д (
Э0г1 ' Э0г2 "  ' ■ Э0г*

(23.4.1)
■ ■ " 4 }

где еЧЧ-и — полностью антисимметричная величина с g12~d = 1. Из 
того, что еМг- Лг = (• следует, что ./[д] обращается в нуль,
когда W четномерно, поэтому ограничимся рассмотрением случая 
нечетного d. Полезность формы Маурера-Картана вытекает из ряда 
ее примечательных свойств.

Во-первых, этот интеграл не зависит от координатной систе
мы, использованной для параметризации многообразия Ш Это до
вольно очевидно следует из того, что ^кЧ---Ч есть контравариантная 
тензорная плотность, в том смысле, что
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, ,  , Э0'* Э0'* 
£ h l 2 - - l d -----------------------------------

de'jd

эеь дФ- эег"
= Det

\
э г
эе

Во-вторых, интеграл (23.4.1) инвариантен также относительно 
малых деформаций отображения Ш * J4. используя свойства следа, 
видим, что в результате инфинитезимального изменения g —> g + 6g 
функции g(0) изменение в каждом множителе д_1Эд/Э0! в (23.4.1) 
вносит один и тот же вклад в изменение •/[g]:

M[g] =  djdQ1dQ2...dQd £i^ i*

Э9(0) -ЬпчЭ!?(е)хТ Н д  : (0)
Э0*1

Х(0)— 
Э012

1 (0)< М
\

Далее, последний множитель в следе равен

.-1
(0 )

Эд(0)
Э0%

= -д  (0)бд(0)д (0) Эд(0)
Э0*

+ (0 )
Э6д(0)
г)0гй

= я 4 0 ) (бд(0)д 1(0))д(0)-

После интегрирования по частям производная <■) Э0?» при дей
ствии на частные производные Эд(0)/Э0г" не дает вклада, поскольку 
£hh---4 антисимметрична. Остающиеся d — 1 членов, в которых @  
действует на д_1(0), все равны друг другу, не считая переменного 
знака, поэтому, поскольку их четное число, сумма этих членов равна 
нулю.

Наконец, обратимся к частному случаю, когда SP есть сфера 
Sd. Поскольку Дд] инвариантен относительно малых вариаций д(0), 
этот инвариант можно рассматривать как функцию //(с) только го
мотопического класса с, которому принадлежит д(0). Интегралы //(с) 
(или, строго говоря, ехр{./{е)}) реализуют представление гомотопи
ческой группы в том смысле, что

А Са Х с ь) = Д еа) + - % ь ) ‘

(Если да(0) и дь(0) — элементы гомотопических классов са и сь соот
ветственно, то гомотопический класс са х сь состоит из отображе
ний, гомотопически эквивалентных отображению
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Части интеграла 4 g ab] по полусферам 0 < 0Х < 1/2 и 1/2 < 0Х < 1 можно 
вычислить, перейдя к переменным 0/1 =20х и 0'j = 20х — 1 соответ
ственно, что дает члены ./(са) и .7{съ) в выражении (23.4.2).

В частности, отсюда следует, что для гомотопических классов 
е, с, с х с и т. д., а также с-1, с-1 х с” 1 и т. д.

Если для некоторого с интеграл ./(с) Ф 0, то все эти инвариаты 
различны, так что различны все классы сп, и поэтому они образуют 
подгруппу Z группы и^.Ж). Это почти объясняет большую разницу 
между размерами гомотопических групп в случае нечетных и чет
ных размерностей, показанную в приложении В к этой главе. На
пример, тг1(Щ1)) = Z, Jt3(G ) = Z для всех простых групп Ли G , а 
n5(SU(n)) = Z для всех п > 3, в то время как для всех групп Ли G 
7t2(G ) = 0 и тt4(G ) конечна.

В качестве простого примера, когда //{с) Ф 0, рассмотрим гомо
топическую группу зг1(!7(1)), совпадающую с группой тс1(-5'1), кото
рую мы использовали как пример в начале предыдущего раздела. 
Всякое отображение S x ^  17(1) можно охарактеризовать значением 
V, равным разности чисел, показывающих, сколько раз фаза эле
мента 17(1) обходит S\ против часовой стрелки, и сколько раз эта 
фаза обходит в противоположном направлении, пока координата
0 обходит *S*X, причем два отображения гомотопически эквивалент
ны, если и только если значения V у них одинаковы, v-й класс со
держит отображение gv(0) = exp(2zV7i0), 0 < 0 < 1, для которого

и это подтверждает, что ji1(U’(1)) = Z.
Имея целью вычисление ./(g) в менее простых случаях, пред

положим, что мы непрерывно деформируем множество Н в группу 
Ли Н размерностью d. Результат осуществления преобразования Я 
с параметрами 0, за которым следует преобразование Я с парамет
рами j, есть преобразование Я с параметрами 0'(0, j). На языке 
матричного представления д(0) это можно записать в виде

.1{сп) = п//(с). (23.4.3)
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д(ф)д(0) = д(0'(0,ф))-

Дифференцируя по 0' при фиксированном ф и умножая слева на 
обратное уравнение, получаем

Э0' -Ь . М * )  -Ь л л а9(0')— -д  (0)— - =  д (0 ------ —•
эе^ эе^ эе^

Подынтегральное выражение в .(/[д} в точке 9' принимает по
этому вид

Э0'^ эе '^  у к Э0'^

= Det ,-1 (0)
Эд(0) _! Эд(0)
Э0г> (0 ) Э0'2 30ld J

Далее, у всякой группы Н есть метрика у 3(0) (не обязательно 
единственная), которая форм-инвариантна в том смысле, что

Л, двк Э0г Л
Ун (0 = ------------- Ук1 (0 • (23.4.4)Э0 г Э0 3

Например, можно выбрать

(23.4.5)

При любом выборе у ;(0), беря детерминант выражения (23.4.4), по
лучаем

Det
чЭ0'у

Det у(0') 
Dety(0)

Заменяя координаты 0 в (23.4.1) на координаты 0', находим

■Яд] = e lilf - ldTr\g 1(0)Ĉ f ) g 1(0)
с)0г1 Э0 Э0г*

X 1
^Det у(0)

dd0^D ety(0 /) . (23.4.6)
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Поскольку параметры (р второго преобразования Н произволь
ны, можно рассатривать 0 и 0' как независимые переменные и вы
числить правую часть (23.4.6) при любом значении 0, например, 0' 
= 0. Удобно нормировать генераторы ti и координаты 0г так, чтобы 
при 0 —> 0

g (0 ) - » l  + 2 « 0 V  (23.4.7)

В этом случае выражение (23.4.6) принимает вид

1
д/Det 7(0)

Нас особо интересует случай d =  3. Ботт 22

dd0\/Dety(0') (23.4.8)

показал, что для 
любой простой группы Ли G все непрерывные отображения Ss > G 
можно непрерывно продеформировать в отображения S3 на «стан
дартную» SU(2) подгруппу группы G. (Если G = SU(n), этой стандарт
ной подгруппой является та, которая действует только на две пер
вые компоненты фундаментального представления SU(n). Не все SU(2) 
подгруппы SU(n) эквивалентны этой.) Как отмечалось в разделе 2.7, 
в 2 X 2 представлении произвольный элемент SU{2) можно записать 
в виде

д(0) =

где, как обычно,

04 + г03 02 + ?01
02 + # t  ©4 — 0̂з

= 04 + 2 i0 -t , (23.4.9)

1 '0 1 '0 —С 1 '1 0 "
— —2 I 1 0.J 2 j о)> h = ~3 2 [о - l j

а 04 и 0 действительны, причем (04)2 = 1 -  02. (Заметим, что форму
ла (23.4.9) согласуется с условием нормировки (23.4.7). Прямое вы
числение приводит к следующему выражению для метрики (23.4.5):

0,0,у«<е) = 8,.+
i -е 2 ’ (23.4.10)

так что

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



23.4. Интегральный инвариант Картана-Маурера 603

Det у(0) =
1 - 0 2

(23.4.11)

Отсюда интеграл (23.4.8) принимает вид

4 д ] - - 8 г £ ^ Т г # ^ } d 0

Vi- е 2 '

что
Используя формулы 4tjt,- = dц +  2т1Н г и Tr{tttk} =  ^dik, видим, 

V,EiikTr{iiij tk} = 2iBiikeiik = 12 i.

Кроме того, для «тождественного» отображения дг интеграл 
дважды берется по внутренности единичного шара (поскольку 04 
может быть как положительной, так и отрицательной), так что

d 0 = 2 4nr“dr 

л/l -  г2
= 2 л2.

Для класса с отображений, гомотопичных gL, имеем поэтому

./(с) = 24л2, (23.4.12)

откуда

./(cv) = 24л2у . (23.4.13)

Целое число v называется топологическим числом. Этот ре
зультат справедлив в представлении, для которого стандартная SU(2) 
подалгебра имеет генераторы Ц со структурными константами и 
условием нормировки Тг{ЩЛ =  gcL. В более общем случае, если [tjt.
=  m ijkh  и =  гЩ  dip TO

./(cv) = 24л 2N v . (23.4.14)

Результаты (23.4.13) или (23.4.14) показывают, что для каждой 
простой группы Ли группа л3(G) содержит Z. Как указано в прило
жении Б к этой главе, л3(С) = Z для всех простых групп Ли. таким
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образом, гомотопический класс д(0) для любой простой группы Ли 
полностью определяется ее гомотопическим классом, получающим
ся при деформации группы на ее стандартную SU(2) подгруппу.

Как мы видели в разделе 23.1, топологически нетривиальные 
решения чисто калибровочной теории с простой калибровочной груп
пой G в евклидовом пространстве-времени d = 4 измерений соот
ветствуют элементам гомотопической группы 7t3(G) = Z. Эти реше
ния, представляющие четырехмерные полевые конфигурации, 
называются инстантонами и (по причинам, которые обсуждаются 
в следующем разделе) должны включаться вместе со своими флук
туациями в функциональные интегралы. После того, как Белавин, 
Поляков, Шварц и Тюпкин 1 продемонстрировали существование 
таких решений, 'т Хофт 23 показал, что включение этих конфигу
раций в функциональные интегралы решает проблему 1/(1), о кото
рой шла речь в разделе 19.10. Мы сначала обсудим сами инстантон- 
ные решения, а затем рассмотрим их роль при вычислении 
функциональных интегралов.

Согласно выражению (23.1.7), для того, чтобы топологически 
нетривиальное калибровочное поле имело конечное действие, сами 
калибровочные поля должны при г —> оо стремиться к чистой калиб
ровке (здесь г = y]x~x~, и г пробегает значения 1, 2, 3, 4):

где Д| = taA ai и д(х) — зависящий от направления элемент калибро
вочной группы G.

Поэтому обсуждавшийся в предыдущем разделе топологичес
кий инвариант может быть записан с учетом асимптотического по
ведения калибровочного поля в виде

23.5. Инстантоны

iA{(x) - »  д 1{х)дгд(х), (23.5.1)

У{д] = | d01d02d.03eabc

Тг { А{А : А к}i j  к > >

(23.5.2)
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где 0а (а = 1, 2, 3) — любые три параметра, используемые для 
задания направления единичного 4-вектора х ■ Этот поверхностный 
интеграл можно вычислить с помощью теоремы Гаусса. По аналогии 
с током (22.2.29) в пространстве Минковского, можно определить 
ток в евклидовом пространстве-времени

G l ~  £ Ujk (23.5.3)

дивергенция которого равна

—  Еки-Р'п,-;!’]lijk a ij  akl ■ (23.5.4)

(Здесь £ § к — полностью антисимметричный тензор с ef234 =1)- Мы 
используем представление калибровочной группы с полностью ан
тисимметричными структурными константами, так что

ар : (23.5.5)

где N  — константа, зависящая от представления, в котором вычис
ляется след в выражении (23.5.2). Следовательно выражение (23.5.3) 
можно записать в виде

Ог з  (2/AT)e|fcTr][AiFjk + (2i/3)AiA]Ak\. (23.5.6)

При г —̂ °° напряженность поля Fki обращается в нуль, так что
Gi -> (±i/3N)£?ijk Тг[а,Л } А к ] . (23.5.7)

Отсюда интеграл (23.5.2) равен

Л[д) = —(ЗАГ/4)J (cLix)EdlGl = -(3JV/8) е|ы\{d±x)EF ^ F aM . (23.5.8)

Поэтому, для того, чтобы продемонстрировать существование 
топологически нетривиальных полевых конфигураций, нам следует 
показать, что существуют такие конфигурации, для которых ин
теграл от плотности Черна-Понтрягина 8 fjkl Fuij РиЫ не равен нулю.

Для этой цели очень удобно использовать так называемое не
равенство Богомольного 10. Из того, что
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0 $  }  { F aij  +  2£ y d F a k t f  ( d * x h

(квадрирование подразумевает очевидные свертки по индексам), 
имеем:

i-%1
3 N

(23.5.9)£[А] > — vfjld j  FuijFakl(dlx),.: 

где 5”[А] есть (с точностью до множителя) евклидово действие

S[A] е  i  J FaijFaij(d4x)E , (23.5.10)

Нижняя граница (23.5.9), очевидно, достигается, если и только если 
калибровочное поле самодуально или антисамодуально, т. е.

Faij= ± ^ m FaU- (23.5.11)

Отсюда, всякое решение уравнения первого порядка (23.5.11) соот
ветствует минимуму 5[А] для калибровочных полей с топологичес
ким числом единица и, следовательно, является также решением 
янг—миллсовского полевого уравнения второго порядка.

Белавин и др. нашли решение уравнения (23.5.11) вида

/А, (х) =
vr2 + R 2 у

<?i ( а ^ д # ) , (23.5.12)

где R — произвольный масштабный фактор, а д. (ж) — элемент 
SU(2) подгруппы калибровочной группы, причем

9i&) =
( х 4 + 2 гх • t

h =
0 1
1 0 ,  и —

\ г

1 '0 —i
2 J 0 > h

1 0 
0 -1

(23.5.13)

(23.5.14)

Ясно, что это решение имеет асимптотическое поведение
(23.5.1), причем д(х) совпадает с «тождественным» отображением
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(24.5.9), так что данное решение принадлежит гомотопическому клас
су тождественного отображения. Как мы видели в предыдущем раз
деле, это означает, что решение имеет топологическое число
V = 1. Из выражений (23.4.14) и (23.5.9) (которое в данном случае 
следует рассматривать как равенство) имеем

6'[А] = 8тг2. (23.5.15)

Из выражений (23.5.10) и (23.5.11) (с положительным знаком) 
находим также, что

еijkl \ FaijFaij(d4:x)E = 64п2. (23.5.16)

Это решение неоднозначно, поскольку его можно подвергнуть 
трансляции или калибровочному преобразованию, но, если не учи
тывать эти степени свободы, не существует других решений поле-

«  ?4вых уравнении с топологическим числом единица .
Так как мы нашли полевые конфигурации с v = 1, это означа

ет, что должны быть и полевые конфигурации с любым целым V. 
Например, решения с V, равным целому положительному числу . I, 
можно построить, объединяя «#решений с V = 1 с центрами, нахо
дящимися настолько далеко друг от друга, что можно пренебречь 
нелинейностями в полевых уравнениях. Решение с V = —1 можно 
получить, заменяя дг в выражении (23.5.12) на дг а решения с 
отрицательным целым значением v = (‘можно построить наложе
нием .Л таких решений, разделенных большими расстояниями. В 
случае произвольного топологического числа выражения (23.5.15) и 
(23.5.16) принимают вид

S[A] = 8k 2\v\. (23.5.17)

= 64jl2v- (23-5-18) 

Эти результаты получены для калибровочного поля, норми
рованного так же, как в выражениях (23.5.11)—(23.5.13). С учетом 
этой нормировки, действие 1[А] равно не —£|/1|, а величине

Гг/П S[A\ 8тс21 v|
1[А\ = ------—  = -------— . (23.5.19)

д д
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где д — обычная константа связи. Если бы мы использовали наше 
обычное соглашение и включили множитель д в генераторы и струк
турные константы, то действие 1[А] совпадало бы с —Л'[Л |. Если же 
включить множитель l /д  в и F(((lv, то, вместо (23.5.15), получи
лось бы Л’|А] = 8%2/ д 2 , и в этом случае опять действие равнялось 
бы -8 к2/ д 2, но вместо формулы (23.5.18) мы имели бы

= 64Jt2v /g2 . (23.5.20)

В следующем разделе мы увидим, что при вычислении функ
циональных интегралов необходимо суммировать вклады от инстан- 
тонов со всеми топологическими числами. Вклад конфигураций с 
топологоческим числом v Ф 0 в евклидовы функциональные интег
ралы подавлен множителем ехр(ДА]) = exp(-8|v|jt2/g 2). В разделе 
23.7 мы увидим, что коэффициент при этой экспоненте является 
целой отрицательной степенью ~п  константы д; в квантовой хромо
динамике те = 12. Функция д~п exp(-8|v|jE2/g 2) и все ее производные 
по g обращаются в нуль при g = 0, так что эти вклады являются 
непертурбативными, т. е. ни при каких условиях не могут быть по
лучены в любом порядке теории возмущений.

Это не обязательно означает, что подобные вклады малы. Как 
мы видели в гл. 18, в квантовой хромодинамике константа д являет
ся не фиксированным безразмерным параметром, а бегущей функ
цией энергии, становящейся большой при низких энергиях. Эффек
тивный масштаб энергий, использованный для определения 
константы в формуле (23.5.19), определяется квантовыми флуктуа
циями, которые обсуждаются в разделе 23.7. Однако по соображе
ниям размерности этот масштаб не может слишком сильно отли
чаться от величины 1 /R ,  где R — размер интстантона в выражении
(23.5.12). Этот размер не фиксирован, и по нему следует проинтег
рировать с некоторой весовой функцией, зависящей от рассматри
ваемого процесса. В квантовой хромодинамике бегущая константа 
связи дц определяется при больших ц формулой (18.7.7) в виде

о 8л2о = ---------------
' й Р0 1п(ц/А) ’
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где (30 = 1 1  — 2пу/3 и Л ~ 250 МэВ — квантово-хромодинамический 
: Поэтому для малых инстантонов множитель

Для больших инстантонов с RA 1 этот множитель вычис
лить нельзя, но ясно, что в данном случае не происходит подавле
ния инстантонных эффектов.

Несмотря на первоначальные надежды, открытие инстанто
нов не привело к заметному продвижению в нашей способности про
изводить количественные расчеты в квантовой хромодинамике. С 
другой стороны, как мы сейчас увидим, это открытие привело к 
существенным качественным изменениям в понимании квантовой 
хромодинамики и других калибровочных теорий.

Уже тот факт, что существуют решения полевых уравнений, 
для которых интеграл (23.5.15) не обращается в нуль, достаточен 
для того, чтобы разрешить обсуждавшуюся в разделе 19.10 пробле
му 17(1). При глобальных 17(1) преобразованиях \|/ —> ехр(гу5а)\|/ мера 
интегрирования по кварковым полям подвергается изменению, ко
торое определяется формулой (22.2.10):

где (при матрице t, равной единице) аномалия .-/(х) дается выраже
нием (22.2.45):

Существование этой аномалии само по себе не решает пробле
му L7(l), поскольку величина (23.5.22) является полной производной 
и поэтому в случае несингулярного калибровочного поля, достаточ
но быстро убывающего на бесконечности, имеет равный нулю ин
теграл. Инстантонное решение убывает лишь как 1/г и приводит к 
ненулевому значению этого интеграла, которое определяется фор
мулами (23.5.22), (23.5.18) и (23.5.5):

ехр (- 8%2/ gj/R) = (КЛ)Ро.

[d\[i][d\j/] —> exp|mJ.r/(x)(d4x)E} [d\[/][d\|/] , (23.5.21)

(23.5.22)

(23.5.23)
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Этим показывается, что аномалия действительно нарушает 
Щ1) киральную симметрию.

Как мы видели в разделе 22.4, токи барионного и лептонного 
чисел также содержат аномалии, вызванные взаимодействием квар
ков и лептонов с SU(2) X 1/(1) калибровочными полями стандартной 
модели. Поэтому инстантонные конфигурации SU(2) калибровочно
го поля приводят к нарушению сохранения числа барионов и лепто
нов 25. Как отмечалось в разделе 22.4, существует ряд токов, сохра
нение которых не нарушается аномалиями или чем-то еще, типа 
разности барионного и лептонного чисел или разностей электрон
ных, мюонных и тау-лептонных чисел, так что эти разности будут 
сохраняться в любом нарушающим сохранение барионного и леп
тонного числа процессе. Например, распад протона или дейтрона 
запрещен, но распад Не3 —» е+ + ц+ +  VT разрешен. Амплитуды этих 
эффектов подавлены тем же множителем ехр(-8|у|л2/д 2), что и рань
ше, но теперь д является SU(2) константой связи e/sin 0, вычис
ленной не при скользящем масштабе, а в естественном масштабе 
электрослабых процессов порядка m z. Беря е2/47Г = 1/129 (см. раз
дел 18.2) и sin20 = 0,23, находим, что подавляющий множитель при 
|v| = 1 равен ехр(-373). Похоже, что наблюдение распада Не3 на три 
антилептона маловероятно.

* * *

Существует иной подход 26, проливающий свет на некоторые 
стороны физики инстантонов. Можно ожидать, что во временной 
калибровке с Аа4(х, х4) = 0 калибровочное поле при х4 —» ±°° стре
мится к независящим от времени чистым калибровкам

г'А(х,а?4) з  йаА а(х,х4) - »  g+1(x)Vg+(x), (23.5.24)

где д+(х) — групповые элементы в представлении, определяемом 
генераторами ta. Предполагая, что /1с,(х, х4) обращается в нуль при 
х —> оо, групповые элементы д+(х) должны стремиться при х —» °о к 
постоянным значениям д±, так что при ж4 —> трехмерные про
странства можно рассматривать как три-сферы с точкой на беско
нечности, рассматриваемой как обыкновенная точка. Следуя тем 
же рассуждениям, что и при выводе формулы (23.4.13), получим
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£ijfeJd3x Tr{g±1(x )aig±(x )g±1(x )a.g+(x)g:t1(x)afcg:t(x)} = 24к2п± ,

(23.5.25)

где п± — целые числа. Интеграл по границе 4-пространства в (23.5.2) 
можно рассматривать как разность интегралов по «плоскостям» ж4 = 
+оо и х4 = -оо, так что из формул (23.5.8) и (23.5.18) (с N =  1) нахо
дим:

V =  п+ -  п_ . (23.5.26)

Экспоненциальный множитель ехр(—8jv|7t2/g 2) из (23.5.19) мож
но поэтому рассматривать как амплитуду перехода от конфигура
ции с пространственным топологическим числом те_ при ж4 —> —°° к 
конфигурации с пространственным топологическим числом п+ при 
х4 —> +°°. Экспоненциальный вид этого множителя при п Ф 0 отража
ет то, что это — процесс тунеллирования: никакой непрерывной 
последовательностью чисто калибровочных полей невозможно пе
рейти от конфигурации с одним пространственным топологическим 
числом к конфигурации с другим таким числом.

Интерпретация множителя ехр(—8|v|7C2/g 2) как амплитуды тун
нельного перехода позволяет предположить, что процессы с несох- 
ранением барионного и лептонного чисел могут происходить быст
рее при температурах выше 1 ТэВ, где, вместо того, чтобы 
тунеллировать сквозь барьер, тепловые флуктуации могут переве
сти вакуум над барьером . Такой процесс может иметь значение в 
космологии, но при этом все равно должны соблюдаться упомяну
тые выше правила отбора: тепловые флуктуации не меняют разно
сти плотностей барионного и лептонного чисел или разностей плот
ностей трех типов лептонных чисел.

23.6. Угол тета

Мы видели, что существуют конфигурации с произвольным 
целым топологическим числом. Откуда мы знаем, что эти конфигу
рации должны включаться в функциональный интеграл? Чтобы 
рассуждать непредвзято, предположим, что мы складываем кон
фигурации с произвольными весовыми множителями /(v) для каж
дого топологического числа, не исключая при этом возможности,
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что некоторые или все эти весовые множители могут равняться нулю. 
Тогда среднее значение локальной наблюдаемой 0, находящейся 
внутри большого евклидового пространственно-временного объема 
О., равно

где ф означает все поля теории, индекс v  при знаках интеграла 
указывает, что мы должны включить только конфигурации с топо
логическим числом V, а 7ц|ф| — интеграл от лагранжиана по про
странственно-временному объему £2. Предположим теперь, что О. 
разделен на два очень больших объема П, и П2, причем 0 находится 
в Интеграл по всем полям с топологическим числом v  можно 
записать как интеграл по всем полям с топологическим числом v x в 
объеме и с топологическим числом v 2 в объеме П2, причем про
изводится сумимирование по V ! и v 2 при условии + v 2 = V. Таким 
образом, в хорошем приближении выражение (23.6.1) принимает вид

Но тогда при произвольных весовых множителях это среднее 
не совпадает с тем, которое бы получилось, если просто отбросить 
объем й 2, в противоречии с общими идеями кластерного разложе
ния. (См. гл. 4.) Для того, чтобы в этом отношении сократились мно
жители, включающие объем Q2> должно выполняться равенство

(23.6.1)

E v 1;v2/ ( V 1 + V 2)jv i[d<p]ex p ( ^ 1[(p]) '̂[ф] JVa [rf-ф] ex p (l^ 2 [ф])

L Vl,v2^ vi +v2)jV] [йф]ехр(1^[ф]) |у [йф]ехр(1а2[ф])

(23.6.2)

/ ( Vl +  v 2) =  / ( V : ) / ( V 2).

Так будет в случае, если и только еслии /(v) имеет вид

/'(V) = exp(iOv), (23.6.3)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



23.6. Угол memo 613

где 0 — свободный параметр. Отсюда, в частности, мы не можем 
произвольно отбросить все конфигурации с ненулевым топологи
ческим числом, поскольку тогда инстантон с топологическим чис
лом п в одной области должен быть сбалансирован инстангоном с 
топологическим числом —v в какой-то другой области, что делает 
невозможным вычисление средних значений без учета того, что 
происходит вдали от местонахождения измеряемых операторов.

Множитель /(v ) можно представить в более знакомой форме. 
Согласно формуле (23.5.18), при такой нормировке калибровочных 
полей, что в стандартной SU(2} подгруппе структурные константы 
равны £jjfc, топологическое число можно записать как интеграл

V = 64л2" J (С*4х)е eW FaijFakl ■ (23.6.4)

Это выражение можно представить в виде функционального интег
рала в пространстве Минковского. Так как (d4x)E = id4x, Fa3i =  
- iF ago, и e1230 = — 1, выражение (23.6.4) можно записать в виде

v = -  — Jd4x e K>'pnFraK>F • (23.6.5)
ь4тг

Таким образом, включение весового множителя (23.6.3) экви
валентно добавлению к лагранжиану слагаемого

З’е = -  * 2 еК>'РХ к )/а р а - (23.6.6)64л

Однако, как отмечалось в начале раздела 15.2, мы в любом 
случае могли бы включить такой член с произвольным действи
тельным параметром 0 в лагранжиан любой неабелевой калибро
вочной теории.

Включение члена (23.6.6) в лагранжиан нарушило бы сохране
ние Р и СР. Конечно, можно было бы просто положить 0 = 0, однако 
это сделало бы недействительным то, что в разделе 18.7 было оце
нено как один из успехов квантовой хромодинамики: в ней Р и СР 
автоматически сохраняются сильными взаимодействиями, хотя, 
конечно, эти симметрии нарушаются слабыми взаимодействиями.
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Чтобы понять физические следствия включения члена (23.6.6) 
в лагранжиан, рассмотрим влияние переопределения всех ферми- 
онных полей

\|i f -> exp(zy5a f )vif f , (23.6.7)

где /  — индекс аромата, а а; — набор действительных фаз. Со
гласно формулам (22.2.10) и (22.2.24), произойдет изменение меры в 
функциональном интеграле по фермионным полям:

[йу][(Щ\ ->  ехр | I £p.vp/ K <!£ a /  L[d\}/][d\j7]. (23,6.8)

(Мы используем генераторы, нормированные условием Tr(tatp) = 
6ap/2.) Сравнение этого выражения с формулой (23.6.6) показывает, 
что это эквивалентно сдвигу 9:

0 - > е + 2 £ а / . (23.6.9)

Переопределение фермионных полей изменит и массовые члены 
в лагранжиане. Чтобы учесть массовые члены, включающие уг„ за
пишем фермионный массовый член в лагранжаине как

= “ “ I + Y5)¥ ; -  ^ I • «/* V /d  -  Т5)¥ /, (23.6.10) 
2  ̂ /

с массовыми параметрами .,Hj. Если эти параметры будут комплекс
ными, будет нарушаться Р и СР сохранение. Тогда переопределе
ние (23.6.7) следующим образом изменяет параметры:

-> ехр(2нх , ).Hj . (23.6.11)

Простая замена переменных в функциональном интеграле не 
может иметь какого либо физического значения, поэтому наблюда
емые величины могут зависеть от 9 или фаз массовых параметров 
т ( не по-отдельности, а лишь в комбинации

е х р (-ге )П .« ,. (23612)
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В частности, мы всегда можем определить фермионные поля 
так, что 0 = 0, но ценой возможного введения нарушающих Р или 
СР сохранение фаз в массовые параметры.

Эта дискуссия показывает, что если бы хоть одна кварковая 
масса равнялась нулю, то угол тета не оказывал бы никакого влия
ния, и в квантовой хромодинамике не было бы нарушения С или 
СР. Анализ отношений масс кварков в разделе 19.7 показывает, что 
все кварки обладают ненулевыми массами, хотя иногда делаются 
утверждения, что включение слагаемых второго порядка по m s в 
этот анализ позволило бы считать ти равным нулю 2о. Однако вне 
всяких сомнений кварки и и d довольно легкие, что приводит к 
некоторому подавлению эффектов, связанных с ненулевым углом 
тета. В разделе 19.4 мы видели, что ти и md — примерно порядка 
mJl2/m JV (здесь rnN используется как типичная квантово-хромодина
мическая шкала энергий), так что можно ожидать подавления эф
фектов от угла тета четырьмя множителями т к. Но это не совсем 
так. Если Р и СР не сохраняются, то существует ненулевая ампли-

П 4туда перехода к в вакуум, пропорциональная тж , но диаграммы- 
«головастики» с пионными линиями, оканчивающимися в таких вер
шинах перехода в вакуум, усилены множителем т.к от пионного 
пропагатора, так что в результате эффект пропорционален не т л4, 
а т п2. В частности, если определить фермионные поля так, что все 
tMf действительны, то за счет ненулевого угла тета возникнет не
сохраняющий Р и Т электрический дипольный момент нейтрона dn, 
пропорциональный |в{ и т к2. По соображениям размерности этот 
дипольный момент будет порядка

dn »|в|ет ^/т ^  =1О” 16|0|е см. (23.6.13)

Известно, что электрический дипольный момент нейтрона 
меньше 10~25е см, так что |в| < 10-9.

Чтобы естественным образом объяснить такую малость 0, Печ- 
чеи и Квинн 30 предложили теорию, в которой 0 на самом деле 
становится динамической переменной, которая может релаксиро- 
вать к минимуму эффективного потенциала, в котором Р и СР со
храняются. Их идея была подхвачена Вильчеком и мной 31, заме
тившими, что это требует существования легкой бесспиновой 
частицы — аксиона. Тот аксион, который появился в первой модели 
Печчеи—Квинна, был исключен экспериментальными данными,
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однако существуют более общие возможности 32, когда аксион на
столько слабо взаимодействует с обычной материей, что его невоз
можно наблюдать.

Общее свойство всех вариантов теории аксиона заключается в 
том, что существует некоторая 1/(1) симметрия, которая спонтанно 
нарушается при энергиях, намного превышающих те, которые ас
социируются с квантовой хромодинамикой, и кроме того нарушает
ся аномалией, включающей глюонные поля. Согласно общему фор
мализму гл. 19 и 22, низкоэнергетическая эффективная теория поля 
будет содержать поле голдстоуновского бозона ср, так что под дей
ствием преобразования симметрии

фн>ф + ?ф£, (23.6.14)

эффективный лагранжиан подвергается преобразованию

б^эфф — — "̂̂ цурсг̂ а1 * (23.6.15)64Я

где А  — безразмерная константа порядка единицы, характеризую
щая аномалию, а Ff  — константа порядка энергетической шкалы, 
при которой симметрия спонтанно нарушается (ф считается кано
нически нормированным). Тогда включающие ф слагаемые в эффек
тивном лагранжиане равны

= - *  Э̂ ф - 6^ ^ р с т ^ Г +  (23.6.16)

где М = F^/A  и многоточие означает возможные взаимодействия, 
включающие производные по ф. Сравнивая выражения (23.3.16) и
(23.3.6), видим, что при постоянном ф все наблюдаемые будут фун
кциями не ф и 0 по-отдельности, но только комбинации 0 + ф/М. 
(Это верно, когда фермионные поля определены так, что все массо
вые параметры действительны; в противном случае наблюдае
мые будут зависеть от 0 -  E/Arg. И* +  ф/М.) Если все взаимодей
ствия в теории, кроме тета-члена (23.6.6) и взаимодействия ф в 
выражении (23.3.16), сохраняют Р и СР, тогда эффективный потен
циал будет четен по 0 + ф/М, так что он будет иметь стационарную 
точку при 0 +  ф/М = 0, не нарушая сохранения Р и СР. В реальном
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мире симметрии Р и СР не точны, но единственные наблюдаемые 
нарушения связаны со слабыми взаимодействиями, которые лишь 
немного сдвигают среднее значение (р от значения —М0 33.

Даже не конкретизируя лежащую в основе теорию и пользу
ясь техникой эффективной теории поля, можно довольно много ска
зать об общих свойствах аксиона. Наиболее общий лагранжиан ак- 
сионного поля (р, включающий теперь тета-член и все взаимодействия 
с и- и d-кварками до порядка 1/М, имеет вид

Ш =Ф
ф_
М

+ 0

— ■ Эц(р Э̂ (р dy5ylld ,
(23.6.17)

где f u и f d — безразмерные константы связи, которые, как ожида
ется, порядка единицы. Как видно из выражения (23.6.8), переопре
деление кварковых полей (23.6.7) приводит к сдвигу величины <р(х)/ 
М + 0 во втором члене лагранжиана (23.6.17):

—  + 0  —> —  + 6 + 2[au(x) + a d(x)]. (23.6.18) М М  a J v )

Выбирая a f = - (0  + (р/М)с^/2 с постоянными коэффиуциента- 
ми Су, удовлетворяющими условию си +  cd =  1, мы исключаем сла
гаемое в лагранжиане, содержащее e(1Vp0-F1(̂ vFPCI, и изменяем массо
вый член в н и зкоэн ергети ческом  лагранж иане квантовой 
хромодинамики:

Щш = - т и w [-icM(0 + <р/М)у5]м -  m d d [-icd(Q +  <p/M)y5]d .(23.6.19)

Кроме того, из кинематической части кваркового лагранжиа
на мы извлекаем член с взаимодействием с производной:

-  icu (му^у5 )и ЭЙ<р/М + -  fcd(dy|Xy5 )d Э̂ <р/ М , (23.6.20) 
2 2

так что / м и f d в выражении (23.6.17) заменяются на f  и = / м -  см/2  
и f  d f d — cd/2. Чтобы вывести вид эффективного лагранжиана для 
пионов и аксионов при низких энергиях, последуем процедуре раз-
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дела 19.5 (заменив протоны и нейтроны кварками и и d), сделав 
замены:

ии —» v cos(jt ° / Fn), 

йу5и —> iv sm{%0/F n 'j,

— Рлд^л° + . . . ,

dd —> v cos(%°/ F%),

dy5d —> - i v  sin (я°/Fn),
J  1 (23.6.21)

к/у!'у 5 —> — F^d^x0 + ...,

где константа v = (ии) = (dd), а многоточие означает члены, не со
держащие однопиониого полюса. Из формул (23.6.19) и (23.6.20) на
ходим эффективный пион-аксиониый лагранжиан:

Ш.эфф
У« - / d

2М
/ оЯ

FV я М
■ cos

FV я М
(23.6.22)

где ф — разность между аксионным полем и его средним значением:

<р' = ф — <ф) = ф + М0. (23.6.23)

Поскольку си и cd произвольны, не считая того, что си + crf 1, 
мы можем устранить перекрестный член Э̂ фЭ̂ тс0, выбрав си =  \ + / м 
-  f d и cd = 5 + f d ~ J\ „ так что / 'u = f d. Квадратичная часть лагран
жиана (23.6.22) имеет вид

quad - Э ил ° Э ^ ° -  1 э иф '^ ф '-  1 
2 ц 2 й 2 чФ у

К
чФ У

(23.6.24)

где

М02 = (m4 + m d )v /F 2 (- т иси + m dcd )v/FnM  
(~mucu + nidcd)v,FTjVI (muc2u + m dc2d) v /M 2 ■ (23.6.25)

При M  FK одно собственное значение M02 равно
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(mu + m d)v /  Fj,

что совпадает с квадратом массы п°, в согласии с формулой (19.7.20). 
Тогда другое собственное значение является массой аксиона

2 v mdm Fl ,mdmu 2
m l = — j --------------= — j - ---------------■ (23.6.26)M md + mu M (md + m v)

С учетом выведенных в разделе 19.7 значений отношения масс 
кварков, находим отсюда т а =  13 МэВ/М(ГэВ).

Этот же формализм можно использовать для того, чтобы что- 
то сказать относительно взаимодействий аксионов с адронами. Соб
ственный вектор М02 с собственным значением та2 имеет компоненту 
вдоль исходного направления # ,  равную

(■т иси ~ m dcd)F% /  (md + т и)М .

Как отмечалось выше, из-за однопионного полюса это аксион- 
адронное взаимодействие является доминирующим. Мы видим, что 
отношение амплитуд образования аксионов и пионов типично поряд
ка F./M. Тот факт, что в таких соударениях аксионы не наблюдают
ся, указывает, что М > 3 ТэВ, в противоречии с исходным ожидани
ем 30’31; что аномальная L7(l) симметрия спонтанно нарушается теми 
же скалярными вакуумными средними порядка 0,3 ТэВ, которые 
нарушают электрослабую SU(2) X [/(1) симметрию. Отсутствие аксио
нов в реакторных или ускорительных экспериментах можно объяс
нить, выбрав М в качестве независимого параметра 32, много боль
шего масштаба нарушения электрослабого взаимодействия, но есть 
еще и астрофизические ограничения. Пределы на скорость остыва
ния красных гигантов дают ограничение 34 М > 107 ГэВ, а наблюде
ние за сверхновой SN1987A показывает 33, что М > 1010 ГэВ * Космо
логические соображения устанавливают 36 верхний предел М  <  1012

* При М > 107 ГэВ масса аксиона должна быть меньше 1 эВ, так что 
звезды достаточно горячи, чтобы рождать аксионы. Отношение вероятнос
тей распада аксиона и л° на два фотона должно быть порядка произведе
ния (F%/M )2 и отношения фазовых объемов (та/т %)3, или
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ГэВ, оставляя открытое, но узкое, окно для разрешенных парамет
ров аксиона.

23.7. Квантовые флуктуации в окрестности протяженных 
полевых конфигураций

Топологически нетривиальные четырехмерные полевые кон
фигурации типа инстантонов вносят лишь вклады нулевого порядка 
в функциональные интегралы. Теперь следует рассмотреть влияние 
квантовых флуктуаций в окрестности этих конфигураций.

Начнем с самого общего случая и рассмотрим набор полей, 
называемых в совокупности ф(х), динамика которых описывается 
евклидовым действием Дф]. Предположим, что мы имеем множе
ство конфигураций сру м, при которых Дф] стационарно, где V отме
чает топологический тип конфигурации, а и представляет набор 
непрерывных коллективных параметров, от которых конфигура
ция зависит. Например, для инстантонов v — целое топологическое 
число, а и включает положение и масштаб, а также «направление» 
инстантона в калибровочной группе. Евклидовы функциональные 
интегралы можно тогда записать в виде

где индекс при знаке интеграла по флуктуациям ф' указывает, что 
мы должны интегрировать только по флуктуациям, которые не вле
кут за собой изменений в коллективных параметрах, a 0 — любое 
произведение локальных функций полевых операторов. Так как дей
ствие Дф] стационарно при ф = фу ц, его разложение до второго по
рядка по флуктуациям принимает вид

Отсюда при М > 107 ГэВ время жизни аксиона должно быть больше 1024 
с. Этого времени вполне достаточно, чтобы аксион перед распадом проле
тел даже космологические расстояния.

||с/ф|ехр( /[ф|)Г = £  J du\u [d<p'] ехр(Д фуи +  ф '| ) ', (23.7.1)
V
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Л<Ру,и +Ф'] -  / ч. -  йАх ё АуКх1!11П(\,и)<р',(х)<р'1П(у) , (23.7.2)

где I и т  включают индексы спина и сорта, a Iv =  Д<рУ:М] — функция 
только V, поскольку предполагается, что действие стационарно при 
всех полевых конфигурациях (pVM. Тогда интеграл по флуктуациям 
ф' в формуле (23.7.1) даст сумму членов от сверток полей в О, умно
женную (для действительных бозонных полей) на общий множи
тель [DetK(v,M)]_1 2̂, причем следует понимать это так, что К  дей
ствует только в подпространстве тех флуктуаций, которые не влекут 
за собой изменений в коллективных парамтерах V. Этот множитель 
можно записать как произведение по собственным значениям Xn(v,u) 
«матрицы» K(v,u):

(D etK (v ,u ))'1/2 = П ^п1/2(у>м)> (23.7.3)
п

где штрих указывает на то, что исключены «нулевые моды», т. е. 
нулевые собственные значения К, для которых собственные функ
ции соответствуют изменениям в коллективных параметрах.

Эти замечания позволяют уточнить результаты раздела 23.5 
для зависимости вклада инстантонов с разными топологическими 
числами от константы связи. Пусть поля в нашей теории опреде
лены так, что действие принимает вид Дф,д] = gf~2̂ i[9], где / j |ф| не 
зависит от констант связи. (Например, как обсуждалось в конце 
раздела 15.2, в янг—миллсовских теориях в качестве калибровоч- 
ныго поля используется канонически нормированное калибровоч
ное поле, умноженное на д.) Тогда все собственные значения К 
пропорциональны д~2, и множитель (23.7.3) пропорционален д в 
степени, равной числу ненулевых собственных значений К. Эта 
степень, естественно, бесконечна, но ее можно записать как чис
ло всех собственных значений К, число которых также бесконеч
но, но не зависит от V, минус число . I (V) нулевых мод, равное 
конечному зависящему от v числу коллективных параметров. Мы 
заключаем, что помимо множителей, не зависящих от V, вклад 
флуктуаций в окрестности конфигураций топологического типа V 
представляет собой зависящий от константы связи множитель, ко
торый может быть выражен через число . I’(v) коллективных пара
метров в виде
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g--r(v>. (23.7.4)

Оценка основана на приближении (23.7.2), соответствующем одно
петлевому приближению, так что при учете членов более высокого 
порядка множитель (23.7.4) будет умножаться на степенной ряд по 
д, детали которого зависят от операторов 0, входящих в функцио
нальный интеграл.

Посмотрим, как это можно применить к инстантонам. Конечно, 
конфигурация с V =  0 не содержит коллективных параметров, так что 
ее вклад в функциональные интегралы есть просто степенной ряд по д .  
Конфигурация с v = 1 имеет четыре коллективных параметра, опре
деляющих пространственно-временное положение инстантона, один 
параметр, задающий масштаб инстантона и число N1 коллективных 
параметров, соответствующих вращениям и/или глобальным калиб
ровочным преобразованиям, которые не оставляют инстантон инвари
антным. Поэтому (включая теперь множитель ехр(7у), определяемый 
формулой (23.5.19)) зависимость инстантонов с V =  1 от константы свя
зи имеет вид g_5_Wl ехр (-8 ж 2 / д 2 )- Для V =  1 инстантона (23.5.12) 
в £77(2) теории Янга- Миллса имеются тринезависимых вращения и 
три независимых ЛТД2) преобразования, но поскольку инстантон ин
вариантен относительно трех комбинированных вращений и £77(2) пре
образований, N l =  3 и флуктуации в окрестности v = 1 инстантона 
приводит к зависимости от константы связи вида д_8ехр(—8тг2/д 2). 
В SU(3) теории Янга- Миллса имеются три независимых вращения и 
восемь независимых £77(3) преобразований, но снова инстантон инвари
антен относительно трех независимых комбинированных вращений 
и £17(3) преобразований в стандартной 677(2) подгруппе (например, дей
ствующих на первые две компоненты фундаментального представления 
£77(3)), и кроме того инвариантен относительно одного дополнительного 
£77(3) преобразования, которое (как гиперзаряд) коммутирует со всеми 
генераторами стандартной £17( 2) подгруппы. Отсюда 
N± =  3+8—3_ 1 = 7, так что V = 1 инстантон приводит к множителю, 
пропорциональному д_12ехр(-8л2/д 2).

Предположим теперь, что действие содержит также слагаемое

- J  d 4x j  d 4y ¥ t i # - % >ray(v , и )у т(у) ,

включающее независимые поля \|/ и \|/. Если ни одно из этих полей 
не содержится в Щ то интеграл по ним дает множитель Det .'/((у,и),
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исчезающий, если у Ж(\,и) имеются какие-то нулевые моды. Этот 
результат легко понять, если вспомнить правила интегрирования 
по фермионным параметрам. Разлагая \|/(х) и \|/(;г) по собственным 
модам Ж, можно записать интеграл по \|/(х) и Х|/(х) как интеграл по 
коэффициентам в этих разложениях. Коэффициенты нулевых мод 
не входят в квадратичное приближение в действии, так что для 
каждой такой фермионной нулевой моды получается интеграл по 
фермионному параметру, который не входит в подынтегральное 
выражение, так что согласно общим правилам раздела 9.5 этот ин
теграл равен нулю. Единственными неисчезающими членами в ин
теграле по фермионным параметрам будут те, для которых подын
тегральное выражение содержит по одному множителю каждой 
переменной интегрирования. Отсюда интеграл по фермионным по
лям в выражении (23.7.1) не обратится в нуль только в случае, если 
в §  имеется единственное фермионное поле для каждой нулевой 
моды в К. Для инстантонов существуют фермионные нулевые моды, 
числа и киральности которых определяются теоремами об индек
сах, типа доказанной в разделе 22.2 теоремы об индексе Атьи-Зин- 
гера, так что для заданного топологического числа разрешены только 
определенные процессы. На этой основе 'т Хофт 25 показал, что 
порождаемое инстантонами с V =  1 не сохраняющее барионное и 
лептонное числа эффективное взаимодействие в электрослабой стан
дартной модели должно включать ровно по одному каждому леп- 
тонному аромату.

23.8. Распад вакуума

Вакуумное состояние стабильно, если средние значения его 
скалярного поля соответствуют истинному минимуму эффективно
го потенциала. Однако если средние значения скалярного поля на
ходятся в локальном минимуме, которые выше истинного, тогда 
такой вакуум метастабилен. «Фальшивое» метастабильное вакуум
ное состояние, соответствующее локальному минимуму, будет рас
падаться в стабильный «истинный» вакуум, соответствующий ис
тинному минимуму, за счет процесса подбарьерного перехода, 
аналогичного ядерному альфа-распаду или спонтанному делению. 
Конечно, речь не идет о процессе, который можно наблюдать в 
лаборатории, но предположительно он происходил несколько раз
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в истории Вселенной, когда спонтанно нарушались различные сим
метрии, так что важно уметь вычислять вероятность такого распа
да фальшивого вакуума. Как мы сейчас увидим, это вычисление 
включает рассмотрение еще одной протяженной полевой конфигу
рации 6.

Сосредоточимся на компоненте (р мультиплета скалярных по
лей, приобретающей среднее значение (ф) в истинном вакууме. На
пример, в теории нарушенной киральной симметрии, обсуждав
шейся в разделе 19.5, поле ф являлось четвертой компонентой 
кирального 4-вектора. Как окажется, когда проницаемость барьера 
сильно подавлена, другие скалярные поля (включая поля любых 
голдстоуновских бозонов) не влияют на главный подавляющий фак
тор в вероятности распада. Для определенности, выберем лагран
жиан в виде

Предположим, что эффективный потенциал в низшем порядке 
имеет истинный минимум при ф = (ф) и локальный минимум при ф =
О, и мы подобрали аддитивную постоянную в лагранжиане так, что 
V(0) = 0, откуда в данном случае У((ф)) < 0. Мы хотим вычислить 
вероятность, с которой состояние фальшивого вакуума со средним 
значением скалярного поля, равным нулю, распадается в состояние 
истинного вакуума со средним значением скалярного поля (ф).

Из результатов Приложения А к этой главе (формулы (23.А.6), 
(23.А.21) и (23.А.23)) следует, что энергия Е0 состояния фальшивого 
вакуума с нулевым средним значением скалярного поля дается вы
ражением

где 5[ф; Т | — евклидово действие, полученное с помощью формулы

(23.8.1)

~ In | ехр(-5|ф: 'П)Г1 d<p(x,t) , (23.8.2) 
Т J v t '

(23.8.1),

(23.8.3)
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а интеграл в (23.8.2) берется по всем полям ф(х,Г), удовлетворяю
щим условиям

Ф(Х, Т/2) = Ф(х, -Т /2) = 0. (23.8.4)

Энергия (23.8.2) комплексна, и ее мнимая часть определяет вероят
ность распада.

Чтобы вычислить функциональный интеграл в формуле (23.8.2), 
найдем стационарную «точку» евклидова действия 5[ф,Т]. Поля, при 
которых интеграл (23.8.3) стационерен, удовлетворяют уравнениям 
поля

. 8S  Э2ф dV(ф)
0 = 8 ф = “ ^ _ У ф  + ^ Г '  (23А5)

и граничным условиям (23.8.4). Благодаря таким граничным услови
ям, решение этого уравнения называется баунсом *.

Будем искать эти решения, сделав предположение, что ф(х^) 
инвариантно относительно вращений вокруг точки х0, t0 в четырех 
измерениях:

ф(х, t) =  ф(р), г д е  р s  ^ /(x -x 0)2 + { t - t 0)2 . (23.8.6)

Существуют и решения, которые не являются инвариантны
ми относительно вращений в четырехмерном пространстве, но этим 
другим решениям отвечают большие значения S  37, так что они 
становятся пренебрежимо малыми при больших Т. Подставляя 
анзатц (23.8.6) в уравнение (23.8.5), приходим к обыкновенному диф
ференциальному уравнению

d2ф 3 dф 
dp2 р dp

Строго говоря, решение такого вида согласуется с граничны
ми условиями (23.8.4), только когда Т очень велико по сравнению

* Вместо точного перевода отскок мы предпочли русскую трансли
терацию англ. термина bounce. Именно такой термин используется в ряде 
имеющихся русскоязычных книг. — Прим. пер.
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с характерным временем, связанным с V(p). В этом случае мы мо
жем взять Т в условии (23.8.4) бесконечно большим, и тогда оно 
становится условием обращения в нуль ф(р) при р —> оо. Кроме того, 
ф(хД) должно быть аналитической функцией х в окрестности х = О 
при всех ?, включая I =  t0, так что ф(р) есть степенной ряд по р2 при 
р —> 0, и, в частности, йф/dp = 0 при р = 0. С учетом этих условий 
уравнение (23.8.7) есть уравнение движения частицы единичной массы 
с «координатой» ф, зависящей от «времени» р, и движущейся в по
тенциальном поле — У(ф) в присутствии силы вязкого трения 
~(3/p)d(p/dp. Эта частица начинает движение из состояния покоя 
при некотором конечном начальном значении ф0 при р = 0 и дости
гает значения ф = 0 при р —» оо( теряя при движении свою началь
ную «энергию» -У(ф0) > 0 за счет вязкости. Евклидово действие (23.8.2) 
для такого решения равно

В =

/»оо

27t2p3dp
1 f  7 > dф

2 '

+ У(ф)
«/ 0

2 I dp J

Критически важно определить знак В. Для этого мы используем 38 
тот же прием, который был применен при доказательстве теоремы 
Деррика в разделе 23.1, и рассматриваем действие (23.8.8) для мо
дифицированного поля фд(р) в ф(р/R). Изменяя масштаб перемен
ной интегрирования, находим:

S[<?R ] =

/•ОО

2;c2p3dp R2 f  7  ̂dф
2 '

+ K4V( ф)
J 0

2 I dp J (23.8.9)

Если ф(р) есть решение уравнения (23.8.7), тогда действие дол
жно быть стационарно по отношению к любой вариации ф, так что 
dS\q>K]/dR  должна обращаться в нуль при R =  1. Поэтому

p3dp
(л  ^  dф
v dp /

оо

р\1рУ(ф). (23.8.10)
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Отсюда следует, что

В - *

/»оо

p 3 d p

(  7 > d ( р
2

>  0
2 J 0

1 d p  J

Мы вернемся позже к явному приближенному решению для 
<р(р), но сначала рассмотрим, как можно использовать такие реше
ния.

В данном случае мы имеем не однобаунсовую конфигурацию, 
при которой евклидово действие стационарно, но континуум, ха
рактеризующийся коллективными координатами х0 и t0. Согласно 
результатам раздела 23.7, мы должны провести интегрирование по 
этим параметрам, и так как В не зависит от х0 и t0, что в результа
те дает множители f  и Т в ящике пространственного объема Ж Вклад 
всех однобаунсовых конфигураций в функциональный интеграл
(23.8.2) дается в однопетлевом приближении выражением

Ч ТА ехр( В). (23.8.12)

Коэффициент А  пропорционален * произведению П 'п А.,,1’ 2, где 
Хп — собственные значения ядра 82»S'[(p]/8(p(x,t)8(p(x/,t/), а штрихи 
означают, что мы должны опустить нулевые собственные значе
ния, отвечающие изменениям коллективных координат х0 и t0. Ис
пользуя формулу (23.8.10), видим, что вторая производная выра
жения (23.8.9) по R отрицательна при R =  1, так что имеется по 
крайней мере одно (на самом деле ровно одно 39) отрицательное 
собственное значение, и следовательно в данном порядке коэффи
циент А мнимый. Мы не будем пытаться вычислить А, заметим 
лишь, что в противоположность ехр(-В ) коэффициент А не содер
жит драматической зависимости от параметров теории, так что 
можно оценить его по соображениям размерности как величину

* Когда непрерывная группа симметрии G спонтанно нарушается до 
подгруппы Я, существуют дополнительные коллективные координаты, 
задающие ориентацию Н внутри G. Интегрирование по этим параметрам 
приводит к дополнительным множителям в А, равным объему фактор- 
пространства G/H.
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порядка iM~i , где М — некоторый характерный масштаб масс в 
теории.

При больших 1 и Т можно найти дополнительные стационар
ные конфигурации, образуя наложение любого числа N  таких баун- 
совых конфигураций, что приводит к вкладу, представляющему N -  
ю степень величины (23.8.12), деленному на IV!, для того, чтобы 
учесть тот факт, что при интегрировании х0 и t0 по N, мы суммиру
ем по конфигурациям, которые отличаются только перестановками 
N  тождественных баунсов. Суммирование по N дает тогда степень 
величины (23.8.12), так что энергия (23.8.2) есть просто величина
(23.8.12), деленная на ~Т:

Поскольку А  — порядка гМ 4, вероятность распада фальшивого ва
куума в единице объема будет величиной порядка

Заметим, что это — вероятность распада в единице объема, 
поскольку распад происходит не за счет изменения скалярного поля 
одновременно во всем пространстве, а за счет появления пузырь
ков истинного вакуума на фоне фальшивого вакуума.

Результат (23.8.14) часто оказывается полезным в случае, ког
да В велико, так что подбарьерный переход сильно подавлен, и 
можно оцентить фактор подавления просто как ехр(-В), К счастью, 
наиболее естественная ситуация, в которой В велико, это та, когда 
удается вычислить В в замкнутой форме. Это случай, когда энергия 
У ((ф )) =  —е истинного вакуума лишь немного меньше нулевой энер
гии фальшивого вакуума, но У (ф ) положительно и не мало между ф 
= 0 и ф = (ф). Чтобы минимизировать в этом случае евклидово дей
ствие (23.8.3), нужно взять ф близким к (ф) внутри четырехмерного 
шара большим радиусом R, при котором ф падает до нуля внутри 
оболочки толщиной L ~ М-1, характерной для потенциала в преде
ле в —> 0. (Иногда это называют «приближением тонкой стенки», но, 
возможно, лучшим названием было бы «приближение большого 
пузыря».) В этом приближении действие (23.8.3) равно

Е0 = -'< А  ехр(-В). (23.8.13)

Г /|  ~ М 4 ехр (-В ). (23.8.14)

S(R) ^ - ^ n 2R^e + 2Ti2R 3ff, (23.8.15)
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где Ип — поверхностное натяжение, равное вкладу оболочки в дей
ствие, отнесенному к единице площади. Второй член в левой части 
формулы (23.8.7) становится пренебрежимо малым при р ~ R, так 
что задача становится по существу одномерной. Поэтому можно 
взять поверхностное натяжение из неравенства (23.1.4), которое при 
подстановке решения полевых уравнений становится равенством. В 
теперешних обозначениях

<Ф>

9 =  j  л/2 V( f ) df .  
о

Действие (23.8.15) стационарно при значении радиуса

(23.8.16)

3.(/'
R - ---- , (23.8.17)е

так что действие в своей стационарной точке имеет значение

27®% 4
В — ------ — . (23.8.18)

2е3

Заметим, что В велико для малых £, так что в этом случае 
вероятность распада фальшивого вакуума сильно подавлена. После 
прохождения сквозь барьер пузырек истинного вакуума будет рас
ти со скоростью света, сталкиваясь в конце концов с другими пу
зырьками, пока все пространство не окажется в состоянии наимень
шей энергии.

Приложение А. Евклидовы функциональные интегралы

В этом приложении описывается использование евклидовых 
функциональных интегралов в квантовой теории поля. Как отмеча
лось в разделе 9.1, квантовую теорию поля можно сформулировать 
в четырехмерном евклидовом пространстве-времени. Вместо того, 
чтобы углубляться в нетривиальное аналитическое продолжение, 
необходимое для вычисления элементов ^-матрицы в данном под
ходе, мы проиллюстрируем здесь использование евклидовых
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функциональных интегралов, обратившись к задаче, для которой 
они естественно приспособлены.

Рассмотрим набор эрмитовых канонических переменных Qa и 
Ра, с коммутационными соотношениями

[Qa,Pb] = iKb, (23-A -D

[Qa,Qb] = [Pa,Pb] =  О- (23.А.2)

В квантовой теории поля считается, что индекс а, как в раз
деле 9.1, включает пространственную координату х и любые диск
ретные лоренцовские индексы и индексы сортов т, а кронекеров- 
ский дельта-символ в формуле (23.А.1) понимается как 8Ж))1 у„ = 
63(х -  у)дтп. Определим собственные состояния Qa:

Qa \я) = яа\я), (23.A.3)

нормированные так, что

(q'\ q) = 8(q' -  q) = П  Щ'а ~ Qe) > (23.А.4)
а

Аналогично определены собственные состояния |р) оператора Ра.
Задача, котрую мы рассматриваем, состоит в вычислении мат

ричного элемента

F(q', q; Т) (q'\ ехр(~H[Q, Р]Т) \ q) , (23.А.5)

где Н — гамильтониан, а Т — произвольная положительная посто
янная. Одним из приложений является изучение энергий основных 
состояний. Если наименьшее собственное значение Н равно Е0, и 
собственный вектор этого состояния есть |0), тогда при Т —> °°

F(q', q- Т) -> <q'|0><0| g)exp(-E0T ),

так что

Е0 = -  limT^
On F(q',q;T))

(23.А.6)
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Кроме того, можно вычислить функцию распределения в статисти
ческой механике, зная след

где 1/Р — температура.
Чтобы вывести формулу функционального интеграла для 

F(q',q; Т), определим евклидовы зависящие от времени операторы

и соответствующие правые и левые собственные состояния

Одно различие между этим формализмом и обычным форма
лизмом в пространстве Минковского заключается в том, что «вре
менная» эволюция операторов управляется неунитарным преобра
зованием подобия (23.А.8), так что здесь нет простой связи между 
правыми собственными состояниями (q,t\ оператора Q(t) и эрмитово 
сопряженными левых собственных состояний jq,t), не считая состо
яний, взятых в точке t =  0.

На этом языке определение (23.А.5) величины F(q',q;t) можно 
переписать в виде

Z((3) s  Tr ехр(-рН) П й(3а r(q\q-$),  (23.А.7)
a

(23.A.8)

q,t) = exp(Ht)|q), (q,t\= (q\exp(-Ht), (23.A.9)

p, t) =  exp(Ht) | p ) , (p, t\ (p| exp (-H l), (23.A.10)

такие, что

Q a(J)\яЛ) = qa\q,t), (q,t\Qa(t) = qa(q,t\, (23.A.11)

И

Pa(t)\p,t) = pa\p,t), (p,t\Pa{t) = pa{p,t\. (23.A.12)

F(q\q;T) = (q \ T /2\ q -T /2 ) . (23.A.13)
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Вычислим сначала {q , t + dt\q, t) для инфинитезимального 
интервала dt. Принимая соглашение, что в H(Q, Р) все Q записаны 
левее всех Р, имеем

(q , i + dt\ q, t) = (q',t\ exp{-H(q',P)dt)\q,t).

Разложим \q,t) по полному набору собственных состояний опе
раторов Pa(t). Из формулы (23.А.1) имеем, как обычно,

<g,t|p,t> = П  е т р % ) . <p,£|q,t> =
а ^2%  а V 2%

так что

(q',t +dt\q,t) =
y-r dpa )П  9 exP

V a ^  у V a
iLPaiq'a - qa)- н(я'>p)dt

(Здесь временно приостановлено соглашение о суммировании.)
Как и в разделе 9.1, разделим временной интервал от -Т /2  до 

Т /2  на большое число очень маленьких интервалов и включим для 
каждого интервала сумму по собственным состояниям Q. Определяя 
функции q(t) и p(t), осуществляющие интерполяцию между вели
чинами собственных значений Q и Р на каждом интервале, получа
ем выражение для F в виде функционального интеграла в самой 
общей форме

F(q',q;T) = F Id9a(f)
(/< Т/2) ч,<,(Г/2) 

( С7!2 
х ехр dt

J - Т / 2

a.,t

p-j dpa(t)

a.t 271 (23.A.14)

Чтобы вычислить функцию распределения (23.А.7), мы долж
ны проинтегрировать по р и д, которые подчинены только условию, 
что q(t) — периодическая функция с периодом, равным обратной 
температуре (3:
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г ф )  =

g(p/2)=q(-|3/2)
/  -р/а

a,t

тг-j- dpa(t)

! t 2лV а’г У

х ехр dt
—р/2

г£<га(?)Ра(?) - я (<2(г)>Р№)

(23.А.15)

Формулы (23.А.14) и (23.А.15) выглядят несколько странно, так 
как в экспоненте один член — действительный, а другой — мни
мый. Вид этих формул становится более привычным, если мы 
возьмемфункциональный интеграл по всем pa(t). Для важного клас
са теорий, в которых H(q,p) квадратичен по р, интеграл тривиален:

H(q, р) = £  A ab(q)papb + £  Ba(q)pa + C(q) . (23.A.I6)
^ a,b a

Как показано в приложении к гл. 9, интеграл по р в формуле 
(23.А.14) дает

/  л
Л-1/2F(q',q;t)= I\dqa(t) (Det[2iJ^/(q)])

q ( - T / 2 ) = q , q ( T / 2 ) = q 'V < l . t  J

( CT!2 " '
X exp dt iJ^qa(t)pa(t)-H(q(t),p(t))  

J-T/2  L a .

(23.A.17)

где . /(q) — «матрица»

(23.A.18)

a p(t) — стационарная «точка» аргумента в экспоненте в формуле 
(23.А.17), т. е. решение уравнения

ЩаЮ =
8H(q(t),p)

5 ра (23.А.19)
р=p(t)
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Множитель i здесь не должен удивлять, так как уравнение (23.А.19)
— это то же уравнение, которое удовлетворяется неэрмитовыми 
операторами (23.А.8):

iQa(t) = i[H,Qa{t)] =
8 H(Q(t),P(t))

8Pa(t)
Для гамильтониана в виде произвольной квадратичной формы 

(23.А.16) решение уравнения (23.А.19) имеет вид

Ра =  Е [ А  в ъ(ч)), (23.А.20)

и поэтому выражение (23.А.17) принимает вид

q (-T / 2 )= q ,q (T / 2 )= q ' a,t

х (Det[2/n. /(q)]) ^  ехр(-5[д]),
(23.A.21)

где 5[g] — действие
-Т /2

S[q] s dt
- Т /  2

■LAab(q)qaqb + iL Aab(q)Ba(q)qb
ab ab

-  - E  A ab(q)B a(q)B b(q)  +  c ( g )
ab

(23.A.22)

В частном (но часто встречающеся) случае, когда Ba(q) =  О, 
это выражение упрощается:

г Т/2

^  Е  А а ъ Ш аЯЬ + С ( 9 )S[q]s dt
J -Т /2 . 2  аЪ _

(23.А.23)

Следовательно в данном случае «лагранжиан», возникающий 
в функциональном интеграле, равен тому выражению, которое дол
жен был бы иметь гамильтониан в пространстве-времени Минковс- 
кого, когда все р выражены через q и q.
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Приложение В. Перечень гомотопических групп

В этом приложении представлен перечень гомотопических 
групп 40 различных многообразий. Ниже Z обозначает группу целых 
чисел, со сложением в качестве операции группового умножения, 
так что единичным элементов является нуль. Кроме того, Zn — группа 
целых чисел по модулю п. Тривиальная группа, состоящая из эле
мента 0, обозначается 0. Гомотопические группы для прямых про
изведений многообразий можно получить из гомотопических групп 
самих многообразий с помощью правила произведения:

(• 4  х -4  ) = (<4) X кп (./£>).

Сферы

nn(Sm) = 0 при п < т ;  
nn(Sn) = Z-}
ftn+i(5n) = Z2, кроме (^i) = ^3(^2) = 
nn+2(s J  =  Z 2> кроме тс3(£1) = 0;
Я» ) = '■'.!* кРоме л3(л?1) = 0, 7t5(£2) = Z 2, ТС6(£3) = Z12,

%  (£4) = Z х Z 12;
= 0, кроме nt(£,) = Z.

Многообразия групп Ли

74(G) =
Z,
z 2,

О,

G = Щ 1);
G = £ 0 (те) (п > 3);
другие простые компактные связные 
группы Ли;

7t2(G) = 0, G -  любая компактная связная группа Ли;
7Ig(G) — Z, G 

ji4(G) =
Z 2 х Z 2

2 >

о,

любая компактная связная группа Ли;
G = £0(4), £ р т ( 4);
G = USp(2n), SU (2), £0(3), £pm(5), £0(5); 
G = £17(n) (ft > 3),£0(n) (n > 6),G2,Fi ,En
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> I ^(2п+2 )’> те — even,
K4n+2(USp(2n))= ( ’■ n2n(SU(n)) = Z ri

I 2(2 п+2)! > те -  odd,

Теоремы периодичности Ботта
Для п > (к ~ 1)/4, к > 2

Z, к = 3,1 (mod 8); 
nk(USp(2n)) = < Z2, к = 4,5 (mod8);

О, к =  0,1,2, б (mod 8);

Для те >  к +  2, к > 2

nk{SO(n)) =
Z, к = 3,1 (mod 8);
Z2, к = 0,1 (mod 8);
0, к =  2,4,5,6 (mod8);

Для п > (к +  1)/2, к > 2

<ОТТ/ л к -e v e n ;
Л/с(" (п )) -  | 0) f c _ o d d .

Фактор-пространства
Для любой группы Ли G  и любой подгруппы Ли H C G

%2{G/H) = кег{%;{Я) h-> JTj(G)}.

Это означает, что %2(G/H) есть та подгруппа л1(Я), которая 
отображается в тривиальный элемент Jt1(G ) при вложении Н и G. 
В частном случае

k2(G/H) = 7%(Н), если 7C1(G ) = 0.
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Задачи

1. Какого типа слагаемое следует добавить в действие для полей 
голдстоуновских бозонов в четырехмерном евклидовом простран
стве-времени, чтобы стало возможным получить топологичес
ки нетривиальные полевые конфигурации, на которых действие 
стационарно?

2. Рассмторите теорию скалярных полей в шести пространствен
ных измерениях, в которой киральная симметрия SU( 2) X SU{ 2) 
лагранжиана спонтанно нарушается до SU{ 2) группы изоспина. 
Предположите, что в лагранжиан добавлено достаточное коли
чество слагаемых с высшими производными, так что скирмио
ны стабилизированы. Какому типу закона сохранения подчиня
ются эти скирмионы? (Указание: заметьте, что как показано в 
разделе 2.7, SU(2) топологически то же самое, что S3.)

3. Покажите, что все для п >  1 и произвольных многообра
зий . U являются абелевыми.

4. Какова зависимость от константы связи вклада инстантонов с 
единичным топологическим числом в »ST/(4) калибровочной тео
рии?

5. Выведите формулу для массы аксиона в случае, когда все мас
сы ти, md и ms малы.

6. Рассмотрите теорию действительного скалярного поля <р с лаг
ранжианом

SP = -  — Э^фЭ^ф + — т2ф2 -  — Хф4 -  д ф ,
2 2 4

где т 2 и X положительны, a g очень мала. Вычислите экспонен
циальный подавляющий множитель ехр(—В) в вероятности рас
пада метастабильного вакуумного состояния через т 2, X и д.
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Нейтрино 408-411

реакции v -e  и v е 364, 417 
массы и осцилляции 425-426 

Нейтрон, см. электрический дипольный 
момент нейтрона, нуклон 
Нелинейные реализации 265, 293-303 
Ненарушенные симметрии 321-328 
Неоднозначность Грибова 21 
Неприводимость, определение 73-74 
Неравенства Богомольного 591, 594, 605 
Нуклон

как скирмион 585
аксиальные ф орм-факторы  253-254, 

258
взаимодействие с пионами 273-289 
массы 282, 315 

Н улевые моды 620-623, 627, 640

Обобщенная фейнмановская (<;) калиб
ровка 33, 402 
Обозначения де Витта 52 
Образование пузырей 628-629 
Обрезание 148, 154-155, 489-491 
Общая теория относительности, см. 
гравитация
Объединение сильных и электрослабых 
взаимодействий 439-445 
Одночастично неприводимые диаграм
мы 90-92 
Оператор Д 70
Оператор Славнова, определение 55 
Оператор Ходж а 57, 87 
Операторные разложения 339-391 
Ортогональные группы 16, 78-79, 81, 
635-636
Открытые калибровочные алгебры 59,
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63, 69-71

Параметр Л в квантовой хромодинамике 
208-211
Параметр F для нарушенной симмет
рии, определение 235 
Параметры Гассера_ Лейтвайлера 
Параметр порядка 303, 451-452 
Партонная модель 367-368 
Перенормировка

на скользящ ей шкале 153-155, 163
178

в произвольных теориях 125-131, 193
196

в «перенормируемых» калибровочных 
теориях 113-125

электрон-электронного потенциала 
469

полей 136-137,162 
калибровочных констант связи 137, 

148-149, 163
произвольных операторов 159-163,

170, 343, 349, 390
масс 136-137, 196-198 
константы самодействия пионов 270 
скалярных констант связи 157-158 

Пионы
как голдстоуновские бозоны 247-304 
константа связи с нуклонами 254 
Яг распад 251-252, 256 
71° распад 482-486, 495 
масса 256
рассеяние на нуклонах 279-283 
рассеяние на пионах 268-270 
головастики 

Плотность Черна~Понтрягина 491 
Поверхностное натяжение 572, 628-629 
Подалгебры, определение 12 
Подстройка вакуума 243, 246, 256 
П одсчет индексов расходимости 267
268, 274, 277-278, 433, 462 
Поле Наканиш и-Лаутрупа 40 
Полная приводимость, определение 
Поля гостов и антигостов 34-38, 404 
Поля р-ф орм , см. дифференциальные 
формы
Пороговые поправки

Постоянная аномалии Dapy, определение 
502 4
Правила сумм для спектральных 
функций 358-365
Правило сумм Адлера -Вайсбергера 
259, 285
Правые смежные классы, определение 
289
Преобразование Бореля 380 
Преобразование Лежандра 91, 111 
Преобразование Хаббарда_ Стратонови- 
ча 463
Приближение тонкой стенки 628 
Принцип кластерного разложения 227 
Присоединенное представление, 
определение 4 
Проблема 17(1) 328-332 
Проницаемость барьера, см. туннелиро
вание
П ростые алгебры Ли, определение 12 
Прямые суммы, определение 12, 74 
Псевдоголдстоуновские бозоны 240-246 
П севдодействительные представления, 
определение 516-517

Разложение Вильсона_ Ф ишера 202 
Разложение Картана 290 
Размерная регуляризация 149-150, 168, 
см. также минимальное вычитание 
Распад 140  251,418 
Распад вакуума 178, 623 
Распад протона 426 
Расширенный техницвет 438 
Ренормалоны 380-386 
Ренормгруппа 153-217, 352-355, см. 
такж е аномальные размерности, 
асимпототическая свобода, асмптоти- 
ческая безопасность, бета-функция, 
критические явления, фиксированная 
точка, дух  Ландау 
Решения- «баунсы» 566, 625 
Реш еточное приближение 31, 53, 155, 
187-189, 321

Сверхпроводимость 303, 445-473
Свободная энергия 202
Связанные состояния 322-323, 523-532
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Связи 20
Сечение Мотта, определение 366 
Симметрические пространства, опреде
ление 290
Симметрия 50 (10 ) (или 5 р т (1 0 )) 440 
Симметрия SU(2) X SU(2) 247-250, 362 
Симметрия SU(2) х  17(1), см. электросла
бая теория
Симметрия 517(3) и SU(3) X SU{3) 304
321, 327-328, 364 
Симметрия SU(4) X SU(4) 440 
Симметрия SU{b) 440 
Симметрия Печчеи-Квинна 615-617 
Симплектические группы 16, 79-81,
517, 635
Сингулярности при нулевой массе, см. 
инфракрасные расходимости 
Скирмионы 565, 568-571 
Скрытая симметрия 437 
Слабые взаимодействия 251-253 
Случайные симметрии 213

в квантовой хромодинамике 213 
в стандартной модели 425-426 

Смежные классы, определение 289 
Соотношение Голдбергера -Треймана 
254, 258, 276
Соотношение Каллана-Гросса 368, 376 
Сохранение четности 213, 324, 422, 613 
Спонтанное нарушение симметрии 88 

приближенные симметрии 240-246 
динамические нарушение симметрии 

426^139
глобальные симметрии 222-332, 355

357
в сверхпроводимости 308 
локальные симметрии 3, 395-473 

СР-несохранение 613-617 
Стандартная модель , см. такж е элект
рослабая теория, квантовая хромодина
мика
Стандартная подгруппа £1/(2) 602 
Странность 213 
Струи 157,210-211
Структурные константы 3-4, 11-17, 55, 
71-77, 123
Структурные функции 365-366 
Супергравитация 59

Суперсимметрия 445 
Сфалероны 640

Твист 372
Температурные эф ф екты  200-201, 611, 
629
Тензор кривизны Р им ана-К ристоф ф е- 
ля 9
Тензор напряженности поля FMV. 
определение 6
Тензор энергии-импульса 19-20, 380 
Теорема Адлера-Бардина 512 
Теорема Атьи-Зингера об индексе 498 
Теорема Деррика 569, 626 
Теорема Римана-Лебега 226 
Теоремы периодичности Ботта 636 
Теории струн 51-58 
Теория Б ардина-К упера-Ш риф ф ера 
459-473
Теория Гинзбурга-Ландау 452 
Теория Янга-М иллса, см. Неабелевы 
калибровочные теории 
Техницвет 438-439
Тож дества Славнова~Тейлора 106, 111, 
548
Тож дество Бьянки (для калибровочных 
полей) 19, 82
Тож дество Якоби 4, 55, 65, 67 
Токи

аксиальные 251-254, 270 
в калибровочных теориях 18-19 
в сверхпроводниках 433,451 
аномальных симметрий 491-493 
нарушенных симметрий 231 
полу лептонных слабых взаимодей

ствий 417
используемые для определения 

эффективного действия 89-91 
векторные (изоспиновые) 251 

Токи второго рода 252 
Топологическое число 603, 607, 611 
Топология 566-577, см. также гомото- 
пия, когомология 
Трансляционная инвариантность 
антигостов 121 
Тривиальность 189 
Тривиальные пары 62
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Туннелирование 225, 611, 623, 628

Угол Кабиббо 251, 418-422 
Угол тета 611-620
Унитарная калибровка 395-397, 434, 473 
Унитарные группы и алгебры 16, 77-82, 
635
Уравнение Зинн-Ж юстена 59, 110-113,
128
Уравнение Каллана—Симанчика 166, см. 
также ренормгруппа 
Уравнения Альтарелли-П аризи 376 
Уравнения спуска С торы -З ум ино 541 
Условия квантования Дирака 593 
Условия совместности В есса_ Зумино 
533-549

Ф азовые переходы 204 
Ф ермиевская константа 252, 423 
Ф ерми-поверхность 460 
Ферромагнетизм 202 
Фиксированная точка 182, 198-200 
Ф иксирующий калибровку функционал 
26, 53, 61, 68, 403 
Ф оновое поле 131 
Форма Черна_ Саймонса 492 
Ф ормализм Баталина_ Вилковыского 59
71, 125-131, 514-547 
Ф ормула Бардина 510 
Фундаментальная группа 578 
Функция Гелл-Манна_ Лоу, см. бета- 
функция
Функция распределения 630-631 

Хиггсовский бозон 424 

Цвет, определение 208

Частица Z0 175, 215, 408-416, 423 
Частицы W* 408-416, 423 
Частичное сохранение аксиального тока 
(ЧСАТ) 260
Чисто калибровочные поля 8, 448, 573
575
Члены В есса_ Зумино~Виттена 315-321 

Ш вингеровские члены 543 

Щ ель 468

Электрический дипольный момент 
нейтрона 615
Электродинамика 1, 47-49, 149, 162-163, 
173, 206
Электрон 408-417
Электрослабая модель Д ж ордж и-Глеш оу 
408, 585, 594
Электрослабая теория 408-426, 436-439, 
610
Электрослабый угол смешивания 412, 416 
Эфф ект М ейсснера 448 
Эффективная теория поля 198

для произвольной нарушенной глобаль
ной симметрии 285-304 

пионов и нуклонов 260-285 
для сверхпроводимости 459-473, 

см. такж е члены В есса_ Зумино~Виттена 
Эффективное действие, см. квантовое 
эффективное действие 
Эффективный потенциал 96-100, 175-178, 
228, 466-467

Ю кавские взаимодействия 413-416
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