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Предисловие к первому тому

Зачем нужна еще одна книга по квантовой теории поля? Сегод
ня любой студент, изучающий этот предмет, имеет на выбор ряд 
прекрасных книг, многие из которых вполне современны. Еще одна 
книга будет иметь ценность, только если она содержит что-то новое 
или открывает новые перспективы.

Если говорить о содержании предлагаемой книги, то хотя она и 
содержит довольно много нового материала, все же главное отличие 
от других книг заключается в общности изложения: я пытался везде, 
где возможно, обсуждать вопросы в максимально общем виде. Отчас
ти это связано с тем, что квантовая теория поля нашла применения в 
областях, весьма далеких от сферы ее первых успехов —  квантовой 
электродинамики, но главным образом —  с тем, что, по моему убеж
дению, эта общность позволяет выявить главные моменты, не дав им 
раствориться в технических деталях конкретных теорий. Конечно, для 
иллюстрации общих положений я часто использую конкретные при
меры, выбранные из современной физики частиц, ядерной физики и 
квантовой электродинамики.

Однако главное, что побудило меня написать эту книгу, было не 
столько ее конкретное содержание, сколько общий замысел. Я поста
вил своей целью изложить квантовую теорию поля так, чтобы дать 
читателю максимально ясное представление о том, почему эта теория 
приняла такую форму, которую она имеет, и почему именно в этой 
форме она так хорошо описывает реальный мир.

Начиная с первых работ Гейзенберга и Паули по общей кванто
вой теории поля, традиционный подход заключался в том, что суще
ствование полей принималось как данное, что находило подтвержде
ние в нашем опы те описания электромагнетизма. Затем поля 
«квантовались», т. е. правила канонического квантования или интегри
рования по траекториям применялись к нескольким простым полевым 
теориям. Некоторые замечания по поводу такого традиционного под
хода читатель найдет в историческом введении в гл. 1. Вне сомнения,
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такой путь позволяет быстро войти в суть дела, но мне кажется, 
что он оставляет вдумчивого читателя наедине со слишком боль
шим числом вопросов, не имеющих ответа. Почему нам следует 
доверять правилам канонического квантования или интегрирования 
по траекториям? Почему мы должны принимать за истинные про
стые уравнения поля и лагранжианы, которые пишутся в литера
туре? Кстати, а почему вообще нужны поля? Мне кажется непра
вильным апеллировать к нашему опыту — в конце концов, наша 
цель в теоретической физике заключается не просто в том, чтобы 
описать окружающий нас мир, но и объяснить с помощью неболь
шого числа фундаментальных принципов, почему этот мир таков, 
каков он есть.

Точка зрения, проповедуемая в этой книге, состоит в том, что 
квантовая теория поля такая, какая она есть, потому что (если не 
принимать во внимание теорий типа теории струн, в которых уча
ствует бесконечно большое число типов частиц) это единственный способ 
совместить принципы квантовой механики (включая свойство клас
терного разложения) и теории относительности. Этой точки зрения я 
придерживаюсь много лет, но в последнее время она получила новую 
поддержку. Мы научились в последние годы рассматривать успешно 
работающие квантовые теории поля, в том числе и квантовую элект
родинамику, как «эффективные теории поля», являющиеся низко
энергетическими приближениями к более глубокой теории, которая, 
может быть, является даже не теорией поля, а совсем другой теори
ей, скажем, теорией струн. С этой точки зрения, причина, почему 
квантовые теории поля описывают физику при доступных энергиях, 
заключается в том, что любая релятивистская квантовая теория выг
лядит при достаточно низких энергиях как квантовая теория поля. 
Поэтому важно понять основы квантовой теории поля с помощью прин
ципов квантовой механики и теории относительности. Кроме того, в 
наши дни изменилась точка зрения на некоторые проблемы кванто
вых теорий полей, например, на неперенормируемость и «тривиаль
ность», которые тревожили нас в те годы, когда мы рассматривали эти 
теории как истинно фундаментальные. В книге отражены эти измене
ния. Мое намерение было написать книгу по квантовой теории поля 
эры эффективных теорий поля.

Самыми непосредственными и очевидными следствиями теории 
относительности и квантовой механики являются свойства состояний 
частиц, поэтому частицы появляются сразу —  уже в гл. 2 они введены
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как объекты в представлениях неоднородной группы Лоренца в гиль
бертовом пространстве квантовой механики. В гл. 3 подготавливает
ся почва для ответа на фундаментальный вопрос динамики: если 
состояние в далеком прошлом задано как некоторая совокупность 
свободных частиц, как будет выглядеть эта совокупность в буду
щем? Зная генератор трансляций во времени, т. е. гамильтониан, 
мы можем ответить на этот вопрос, записав разложение по теории 
возмущений множества амплитуд перехода, известного как S -мат
рица. В гл. 4 мы привлекаем принцип кластерного разложения для 
того, чтобы описать построение генератора временных трансляций
—  гамильтониана с помощью операторов рождения и уничтожения. 
Затем в гл. 5 мы возвращаемся к лоренц-инвариантности и показы
ваем, что как следствие этой инвариантности операторы рождения 
и уничтожения группируются в причинные квантовые поля. В до
полнение мы доказываем СРТ теорему и теорему о связи спина и 
статистики. Этот формализм используется в гл. 6 для вывода фейн- 
мановских правил для вычисления элементов /S'-матрицы.

Только в гл. 7 мы подходим к лагранжиану и каноническому 
формализму. Идея заключается в том, чтобы ввести эти понятия не 
потому, что они оказались полезными в других областях физики (та
кое объяснение всегда не слишком удовлетворительно), а потому, 
что этот формализм позволяет ввести гамильтонианы взаимодействия, 
для которых ^-матрица удовлетворяет различным предполагаемым 
симметриям. В частности, лоренц-инвариантность лагранжиана обес
печивает существование десяти операторов, удовлетворяющих со
отношениям алгебры группы Пуанкаре, а это, как мы показываем 
еще в гл. 3, является необходимым условием для доказательства 
лоренц-инвариантности ^-матрицы. Наконец-то, в гл. 8 появляется 
квантовая электродинамика. В гл. 9 рассмотрено интегрирование по 
траекториям, которое используется для обоснования полученных в 
гл. 8 методом размахивания руками фейнмановских правил кванто
вой электродинамики. Такое позднее введение интегралов по траек
ториям несколько противоречит сегодняшней моде. Однако мне ка
жется, что хотя интегралы по траекториям, несомненно, являются 
лучшим способом быстрейшего вывода фейнмановских правил для 
заданного лагранжиана, они несколько затемняют квантово-механи
ческие основания подобных вычислений.

Первый том завершает серия глав 10-14, в которых излагается 
введение в основы вычисления радиационных поправок в общих поле
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вых теориях, включая петлевые поправки. Здесь также последова
тельность изложения несколько необычна: мы начинаем с главы, посвя
щенной непертурбативным методам. Отчасти это сделано потому, что 
полученные результаты помогают понять необходимость перенорми
ровки массы и заряда независимо от того, содержатся ли в теории 
бесконечности или нет. В гл. 11 представлены классические однопет
левые вычисления в квантовой электродинамике, дающие возмож
ность, с одной стороны, объяснить полезные вычислительные при
емы (фейнмановские параметры, виковский поворот, размерная 
регуляризация и регуляризация Паули-Вилларса), а с другой сто
роны, демонстрирующие перенормировку в действии. Опыт, приоб
ретенный в гл. 11, распространяется в гл. 12 на все порядки теории 
возмущений и на теории общего вида. Здесь же обсуждается совре
менный взгляд на неперенормируемость, связанный с эффективными 
теориями поля. Гл. 13 содержит изложение ряда специальных про
блем, возникающих для безмассовых частиц низких энергий иди с па
раллельными импульсами. Уравнение Дирака для электрона во внеш
нем электромагнитном поле, исторически появившееся на самой заре 
развития релятивистской квантовой механики, рассматривается только 
в гл. 14, посвященной проблемам связанных состояний. Причина зак
лючается в том, что это уравнение следует рассматривать не как ре
лятивистскую версию уравнения Шредингера (как это делал Дирак), 
а как приближение к истинной релятивистской квантовой теорий 
полей фотонов и электронов. Глава заканчивается рассмотрением лэм- 
бовского сдвига и сопоставлением вычислений с современными экспе
риментальными данными.

У читателя может возникнуть ощущение, что некоторые вопросы, 
особенно в гл. 3, могли бы быть с большим основанием содержаться в 
учебниках по ядерной физике или физике элементарных частиц. Да, 
вероятно это так, но по моему мнению, эти разделы обычно либо вообще 
не освещаются, либо освещаются очень скупо, с использованием конк
ретных динамических моделей, а не общих принципов симметрии и кван
товой механики. Я встречал теоретиков —  специалистов по теории струн, 
которые никогда не слышали о связи инвариантности относительно обра
щ ения времени со сдвигами ф аз в конечном состоянии, 
и специалистов по ядерной физике, которые понятия не имели, почему 
резонансы описываются формулой Брейта-Вигнера. Таким образом, 
в первых главах я попытался скорее перебрать, чем недобрать.
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Во втором томе речь пойдет о достижениях последних лет, 
которые оживили квантовую теорию поля: неабелевые калибровоч
ные теории, ренормализационная группа, нарушенные симметрии, 
аномалии, инстантоны и т. п.

Я попытался дать ссылки как на классические работы по кванто
вой теории полей, так и на полезные источники по вопросам, упомя
нутым, но недостаточно подробно изложенным в книге. Я не всегда 
знал, кто ответствен за изложенный материал, так что отсутствие 
ссылок не следует считать утверждением, что представленные выво
ды и рассуждения оригинальны. Однако, некоторые все же обладают 
этим свойством. Надеюсь, что мне удалось в ряде мест исправить из
ложение в оригинальных статьях или стандартных учебниках, напри
мер, в доказательстве, что операторы симметрии либо унитарны, 
либо антиунитарны, в обсуждении правил суперотбора, в анализе 
вырождения частиц, связанном с нестандартными представлениями 
отражений, в использовании принципа кластерного разложения, в 
выводе редукционной формулы, в выводе приближения внешнего поля, 
и даже в расчете лэмбовского сдвига.

К каждой главе, кроме первой, подобраны задачи. Некоторые из 
них рассчитаны просто на закрепление технических приемов, описан
ных в главе. Другие нацелены на расширение результатов главы на 
более широкий класс теорий.

Занимаясь преподаванием квантовой теории поля, я убедился, 
что каждый из томов этой книги содержит достаточно материала для 
одногодичного курса лекций для старшекурсников. Полагаю, что кни
га должна быть доступна студентам, знакомым с нерелятивистской 
квантовой механикой и классической электродинамикой. Кроме того, 
я предполагаю знакомство читателей с основами анализа в комплекс
ной области и матричной алгебры. Сведения из теории групп и тополо
гии объясняются по ходу дела.

Эта книга не годится для студента, который хочет немедленно 
начать вычислять с помощью диаграмм Фейнмана эффекты в стан
дартной модели сильных, электромагнитных и слабых взаимодействий. 
Книга не подойдет и тем, кто ищет высокий уровень математической 
строгости. На самом деле, некоторые части книги изложены на таком 
уровне строгости, который вызовет слезы на глазах математически 
настроенного читателя. Все же, я надеюсь, что книга будет полезна 
тем физикам — ученым и студентам, которые хотят понять, почему 
квантовая теория поля такая, какая она есть. Прочтя ее, они будут
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подготовлены к любым новым открытиям в физике, выходящим за 
рамки нашего сегодняшнего понимания.

 ̂ * *

Большую часть того, что изложено в книге, я узнал за годы 
взаимодействия со многими другими физиками, число которых слиш
ком велико, чтобы их всех здесь перечислить. Но я должен выра
зить особую признательность Сидни Коулмену и моим коллегам по 
Техасскому университету Арно Бому, Луи Бойа, Филу Канделасу, 
Брайсу де Витту, Сесиль де Витт-Моретт, Ж аку Дистлеру, Вилли 
Фишлеру, Джош у Фейнбергу, Иоакиму Гомесу, Вадиму Каплу- 
новскому, Джо Польчинскому и Полю Шапиро. Приношу благодар
ность Джерри Холтону, Артуру Миллеру и Сэму Ш веберу за по
мощь в подготовке исторического введения. Я благодарю также Элис 
Вилсон, которая сделала рисунки и печатала исходные файлы 
LATeX  д о  тех пор, пока я не научился делать это сам, а также 
Терри Рили за помощь в поиске бесчисленного количества книг и 
статей. Моя благодарность многочисленным студентам и коллегам, 
особенно Хидеаки Аояме, Кевину Кехиллу, Амиру Кашани-Пуру, 
Мичио Масуджиме, Фабио Стринго и Сан Ф у Туану, за исправле
ние многочисленных опечаток в первом издании этого тома. Я при
знателен Маурин Стори и Элисон Вулатт из издательства Кембрид
жского университета за помощь в подготовке рукописи к изданию, 
и особенно моему редактору Руфусу Нилу за полезные дружеские 
советы.

СТИВЕН ВАЙНБЕРГ

Остин, Техас.
Октябрь 1994
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Обозначения

Латинские индексы i, j, к и т. д. принимают обычно значения 
1, 2, 3 и нумеруют пространственные координаты.

Греческие индексы ц, V и т. д. принимают в большинстве случаев 
значения 1, 2, 3, 0 и н ум ерую т п ростран ствен н о-врем ен н ы е 
координаты, причем х° — временная координата.

По повторяющимся индексам подразумевается суммирование, 
если это не оговорено особо.

Пространственно-временная метрика TLV диагональна, причем
Ли = Л22 = Лзз = 1, Лоо = -  !•

Даламбертиан определяется как С = г|(П,Э2/ЭхцЭх'' = V2 -  Э2/Э t2, 
где V2 = Э2/ЭхгЭж? -  лапласиан.

Т ен зор  Л еви -Ч и ви та  оп р едел я ется  как полностью
антисимметричный тензор с £0123 = 4-1.

Пространственные векторы обозначаются буквами, набранными 
полужирным шрифтом.

Шляпка над любым вектором обозначает соответствующ ий 
единичный вектор. Так, V =  v/| v j .

Точка над любой величиной обозначает производную этой 
величины по времени.

Матрицы Дирака определены так, что = 2ii}iv. Кроме
того, у5 = %ШЪЪ и Р = i f .

Ступенчатая функция 0(s) равна +1 при s >  0 и -  1 при s <  0.
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Комплексное сопряж ение, транспонирование и эрмитовое 
сопряжение матрицы или вектора А  обозначается как А\ Ат и A f = А‘т 
соответственно. Эрмитово сопряженный оператор к оператору О 
обозначается О*, за исключением случаев, когда используется 
звездочка, чтобы подчеркнуть, что вектор или матрица операторов 
не транепо-нируется. Символы +  э. с. или +  к. с. в конце уравнения 
означают добавление слагаемых, эрмитово сопряженных или комп
лексно сопряженных предыдущим.

За исключением гл. 1, мы используем систему единиц, в которой 
постоянная Планка h и скорость света с приняты равными единице. 
Везде -е  —  заряд электрона, измеренный в рациональных единицах, 
так что а  = е2/(4л) ~ 1 /137.

Числа в скобках в конце приводимых числовых данных показы
вают неопределенность в последних знаках приведенного числа. Если 
это не оговорено особо, все экспериментальные данные взяты из 
справочника:

Review of Particle Properties, Phys. Rev., 1994, D50, p. 1173.
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Историческое введение

Мы настолько погружены в дела сегодняшней физики, что 
нам трудно понять многие проблемы, стоявш ие перед учеными 
всего лишь несколько лет назад, или извлечь пользу из их опыта. 
К тому ж е знание истории физики —  это благо, имеющ ее и обо
ротную  сторону: оно м ож ет помеш ать осущ естви ть  п редстав
ляю щ ую ся соверш енно необходимой логическую реконструкцию 
физической теории.

В этой книге я попытался представить квантовую теорию по
лей в логической последовательности, подчеркивая дедуктивные вы
воды из физических принципов частной теории относительности и 
квантовой механики. Такой подход с неизбеж ностью увел меня 
в сторону от пути, по которому шло реальное развитие. Приведу 
один пример. Исторически квантовая теория поля частично возник
ла из изучения релятивистских волновых уравнений, в том числе, 
уравнений Максвелла, Клейна—Гордона и Дирака. По этой причине 
вполне оправдано, что в учебниках и монографиях по квантовой 
теории поля эти уравнения вводятся в самом начале, и им придает
ся большое значение. Тем не менее, мне уж е давно кажется, что 
значительно лучшей отправной точкой является вигнеровское оп
ределение частиц как представлений неоднородной группы Лорен
ца, несмотря на то, что работа Вигнера была опубликована только 
в 1939 году и еще долгое время после этого не оказывала сущ ест
венного влияния на развитие предмета. В этой книге мы начинаем 
с частиц и только позднее переходим к полям.

Это совсем не означает, что частицы более фундаментальны, 
чем поля. Уже в течение многих лет, начиная с 1950-х годов, приня
то считать, что законы природы имеют форму квантовой теории
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полей. Я начинаю в этой книге с частиц не потому, что они более 
фундаментальны, а потому, что наши знания о частицах более опре
деленны, более непосредственно выводимы из принципов квантовой 
механики и теории относительности. Если бы оказалось, что какая- 
то физическая система не может быть описана квантовой теорией 
поля, это было бы сенсацией; но если бы оказалось, что система не 
подчиняется законам квантовой механики и теории относительно
сти, это было бы катаклизмом.

На самом деле, точка зрения о фундаментальности квантовой 
теории поля недавно подверглась сомнению. Фундаментальная тео
рия может оказаться не теорией полей или частиц, а, возможно, 
теорией чего-то совершенно иного, например, струн. С этой точки 
зрения, квантовая электродинамика и другие квантовые теории по
ля, которыми мы так гордимся, оказываются всего лишь эффек
тивными теориями поля, низкоэнергетическими приближениями 
к более фундаментальной теории. Причина, по которой наши поле
вые теории так хорош о работают, заключается не в том, что они 
фундаментальны, а в том, что любая релятивистская квантовая 
теория выглядит как теория поля, если применять ее к взаимодей
ствию частиц при достаточно низких энергиях. Таким образом, ес
ли мы хотим узнать, почему квантовые теории поля таковы, како
вы они есть, нам следует начать с частиц.

Но мы не должны делать это ценой забвения своего прошлого. 
Поэтому в данной главе описана история квантовой теории поля 
с ранних времен до 1949 года, когда эта теория приняла современ
ную форму. В остальной части книги я буду стараться уберечь исто
рию от вторжения в физику.

Одна из проблем, с которой я столкнулся при написании этой 
главы, заключается в том, что история квантовой теории поля с 
самого начала была неразрывно связана с историей самой кванто
вой механики. Поэтому читатель, знакомый с историей квантовой 
механики, может встретить уж е знакомый материал. Особенно это 
касается первого параграфа, где я обсуждаю ранние попытки со
единить квантовую механику с частной теорией относительности. 
Я могу только посоветовать такому читателю перейти к менее зна
комым страницам.

С другой стороны, читатели, ранее незнакомые с квантовой 
теорией поля, могут посчитать некоторые куски этой главы слиш
ком краткими, чтобы быть еще и понятными. Призываю таких чи
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1.1. Релятивистская волновая механика 3

тателей не тревожиться. Данную главу не следует рассматривать 
как замкнутое введение в квантовую теорию поля, и она не нужна 
для понимания остальной части книги. Некоторые читатели могут 
предпочесть начать со следующей главы и вернуться к истории позд
нее. Однако для многих история квантовой теории поля может по
служить хорошим введением в саму эту теорию.

Должен добавить, что эта глава не является оригинальной ра
ботой по истории науки. Я писал ее, пользуясь книгами и статьями 
настоящих историков, а также прочитанными мною некоторыми ис
торическими воспоминаниями и оригинальными статьями по физи
ке. Большинство из них упомянуто в библиографии в конце главы 
и в списке литературы. Читатель, желающий более глубоко позна
комиться с историческими деталями, должен обратиться к указан
ным трудам.

Несколько слов об обозначениях. Чтобы сохранить аромат про
шлых времен, я в этой главе буду явно выписывать множители 
Ь и с (и даже h), но, чтобы облегчить сравнение с современной 
физической литературой, я буду использовать более современную 
рационализованную  электростатическую систему единиц, в кото
рой постоянная тонкой структуры  а ~  1/137 записывается как 
е2/(4л#с). В последующих ж е главах я буду в основном использовать 
«естественную» систему единиц, полагая /; с 1.

1.1. Релятивистская волновая механика

Волновая механика начиналась как релятивистская теория. Дей
ствительно, как мы увидим далее, основоположники волновой ме
ханики Луи де Бройль и Эрвин Шредингер во многом вдохновля
лись в своих трудах идеями теории относительности. Только позднее 
стало понятно, что релятивистская волновая механика как реляти
вистская квантовая теория систем с фиксированным числом частиц 
просто невозможна. Таким образом, несмотря на множество успе
хов, релятивистская волновая механика в конце концов уступила 
дорогу квантовой теории поля. Тем не менее релятивистская волно
вая механика сохранилась как важная часть формального аппарата 
квантовой теории поля. Кроме того, воспроизведение успешных ре
зультатов релятивистской волновой механики всегда было вызовом 
для теории поля.
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4 Глава 1. Историческое введение

Гипотеза о том, что материальные частицы могут описываться, 
как фотоны, в виде волн, была впервые высказана Луи де Бройлем 1 
в 1923 году. Помимо аналогии с излучением, важнейшим аргумен
том было условие лоренц-инвариантности: если эти частицы описы- 
вают-ся волной, фаза которой в точке х  в момент времени t име
ет вид 2 л (к -х  — vt), и если эта фаза должна быть лоренц-инвариантной, 
тогда вектор к  и частота V должны преобразовываться как х  и t, 
а следовательно, как р  и Е. Чтобы это было возможно, величины 
к  и v должны зависеть от скорости так же, как р  и Е, т. е. должны 
быть пропорциональны этим величинам с одной и той же константой 
пропорциональности. Для фотонов верно соотношение Эйнштейна Е 
= hv, поэтому вполне естественным было предположение, что для 
материальных частиц, как и для фотонов,

k = р/h, V = E/h . (1-1.1)

Групповая скорость волны Эу/Эк оказывается при этом равной ско
рости частицы, так что действительно частицам могут быть сопос
тавлены волновые пакеты.

Предположив, что любая замкнутая орбита содержит целое чис
ло длин волн частицы X =  1/|к|, де Бройль сумел вывести старое 
правило квантования Нильса Бора и Арнольда Зоммерфельда, ка
завшееся до этого загадочным, хотя и приводившее к хорошим ре
зультатам при расчете атомных спектров. Далее, сам де Бройль и 
Вальтер Эльзассер 2 предположили, что волновая теория де Бройля 
может быть проверена, если поискать интерференционные эффекты 
при рассеянии электронов в кристаллах. Несколькими годами спустя 
эти эффекты были обнаружены Клинтоном Джозефом Дэвиссоном и 
Лестером Джермером 3. Однако оставалось неясным, каким образом 
следует изменить соотношения де Бройля (1.1.1) для несвободных час
тиц, например, электрона в произвольном кулоновском поле.

Следующим этапом в истории квантовой механики, отодви
нувшим в сторону волновую механику, было развитие в 1925—1927 
годах матричной механики 4 в трудах Вернера Гейзенберга, Макса 
Борна, Паскуаля Иордана и Вольфганга Паули. По крайней мере, 
частично это развитие вдохновлялось убеждением, что теория долж
на включать только наблюдаемые величины, например, уровни энер
гии или вероятности испускания или поглощения. Работа Гейзен
берга 1925 года начинается с манифеста: «В настоящей работе дела
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1.1. Релятивистская волновая механика 5

ется попытка установить основы теоретической квантовой механи
ки, опираясь исключительно на соотношения между величинами, 
которые в принципе наблюдаемы». Подобный позитивизм периоди
чески проявлялся на разных этапах истории квантовой теории по
ля, например, при введении Джоном Уилером и Гейзенбергом по
нятия ^-матрицы (см. гл. 3) и при возрождении дисперсионной тео
рии в 1950-х годах (см. гл. 10), однако современная квантовая теория 
поля весьма далека от этого идеала. Мы слишком отклонимся от 
нашего предмета, если будем сколько-нибудь детально описывать 
здесь матричную механику.

Как всем известно, волновая механика была возрождена Эрви
ном Шредингером. В серии статей 1926 года 5 вначале было предложе
но знакомое всем нерелятивистское волновое уравнение, и на его ос
нове воспроизведены результаты матричной механики. Только позднее, 
в шестом разделе четвертой статьи предлагалось релятивистское вол
новое уравнение. Согласно Дираку6, история была совсем другой: сна
чала Шредингер вывел релятивистское уравнение, затем разочаровался 
в нем, так как уравнение приводило к неправильной тонкой структу
ре уровней водорода, и, наконец, через несколько месяцев осознал, 
что нерелятивистское приближение к релятивистскому уравнению са
мо по себе имеет смысл, даже если релятивистское уравнение невер
но! К тому времени, когда Шредингер решился опубликовать свое ре
лятивистское волновое уравнение, оно было уже независимо открыто 
Оскаром Клейном 7 и Вальтером Гордоном 8, так что обычно его назы
вают уравнением Клейна-Гордона.

Релятивистское волновое уравнение Шредингера было выве
дено на основе замечания, что для «лоренцовского электрона» с мас
сой т и зарядом е, находящегося во внешнем поле с векторным 
потенциалом А  и кулоновским потенциалом <р, функция Гамильтона 
Н и импульс р связаны соотношением *

0 = (Я +  е<р)2 -  с2(р +  е А /с )2 -  т 2с4 . (1.1.2)

Для свободной частицы, которая описывается плоской волной 
ехр{2тсг(кх — Vt)}, соотношения де Бройля (1.1.1) могут быть получены

* Это лоренц-инвариантное выражение, т. к. величины А и (р преобразуются 
так же, как ср и Е. На самом деле, Шредингер записал Я и р через частные 
производные функции действия, но для нашего обсуждения это несущественно.
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6 Глава 1. Историческое введение

путем замен:

(1.1.3)

где Ь —  введенное позднее Дираком удобное обозначение для 
величины h/(2%). Используя формальную аналогию, Шредингер пред
положил, что электрон во внешних полях А, (р будет описываться 
волновой функцией V|/(x, t), удовлетворяющ ей уравнению, полу
ченному с помощью тех же замен в формуле (1.1.2):

О =
\2

ih -----he©
dt У

еА
-z/?V н------

Л 2
9 4т с \|/(x,t). (1.1.4)

В частности, для стационарных состояний атома водорода А  = О 
и (р = е/{4кг), а \|/ зависит от времени как exp {-iEt/Ti), так что (1.1.4) 
принимает вид:

О =
\2

Е +
4 пг

- с 2Й2V2 - т “с2 „ 4 ¥ ( х ) . (1.1.5)

При разумных граничных условиях можно найти собственные 
значения энергии 9

Е = тс'£
а-2 а 4
2п 2 п

Г \
п 3

+ ...
L + -

\ 2
4 (1.1.6 )

где а  = е2/(4 %Йс) —  постоянная тонкой структуры, примерно равная 
1/137; п —  положительное целое число, а I —  орбитальный угловой 
момент в единицах Ь, равный целому числу, лежащему в пределах
О < I < п -1 . Слагаемое, пропорциональное а 2, хорошо описывает 
основные черты водородных спектров (серии Лаймана, Бальмера и 
т. д.). По Дираку, именно это согласие подтолкнуло Шредингера к рас
смотрению нерелятивистского волнового уравнения. С другой сторо
ны, слагаемое, пропорциональное а4, приводило к тонкой структуре
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1.1. Релятивистская волновая механика 7

спектров, противоречившей уже существовавшим аккуратным изме
рениям Фридриха Пашена.

Полезно сравнить результат Шредингера с тем, который был полу
чен Арнольдом Зоммерфельдом 10 по правилам старой квантовой теории:

Е = тс а 2 а 4 (п  3'
2те2 2п4 [ к  4 (1.1.7)

Здесь к -  целое число между 1 и те, которое в теории Зоммерфельда 
выражается через орбитальный момент Ш в виде к = I +  1. Это 
приводит к тонкому расщеплению, находящемуся в согласии с экс
периментом. Например, для те = 2 из (1.1.7) получаем два уровня 
(к =  1 и к =  2), расщепление которых равно наблюдаемой величине 
а 4ш с2/32  или 4,53 X 10 5 эВ. В противоречии с этим, результат Ш ре
дингера (1.1.6) дает при те = 2 величину расщепления уровней тон
кой структуры а 4т с 2/12, что значительно больше наблюдаемой ве
личины.

Шредингер правильно понял, что источником этого расхож 
дения было пренебрежение спином электрона. Расщепление атом
ных уровней щелочных атомов некулоновскими электрическими и 
слабыми внешними магнитными полями (так называемый аномаль
ный эф ф ект Зеемана) показало, что мультиплетность состояний 
больше, чем предсказываемая теорией Бора-Зоммерфельда. Это по
будило Джорджа Уленбека и Сэмюела Гаудсмита 11 предположить 
в 1925 году, что электрон обладает внутренним угловым моментом 
Ь/2. По известной величине зеемановского расщепления 12 им уда
лось установить, что магнитный момент электрона равен

eh
Ц = ------ •

2 тс
Было ясно, что спин электрона должен взаимодействовать с 

его орбитальным моментом, так что релятивистское уравнение Ш ре
дингера и не могло привести к правильному значению тонкого рас
щепления.

К 1927 году уже несколько авторов 13 сумели показать, что спин- 
орбитальное взаимодействие ответственно за расхождение между резуль
татом Шредингера (1.1.6) и опытом. На самом деле, здесь играют роль два 
эффекта: один из них —  прямое взаимодействие магнитного момента 
(1.1.8) и магнитного поля, действующего на электрон, движущийся
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8 Глава 1. Историческое введение

в электростатическом поле атома; второй эффект —  релятивистская 
«томасовская прецессия», связанная (даже в отсутствие магнитного мо
мента) с круговым движением вращающегося электрона 14, Вместе эти 
два эффекта приводят к подъему уровня с полным угловым моментом 
j  = I +  1/2 до значения, определяемого формулой Зоммерфельда (1.1.7) 
при k = I +  1 = j  +  1/2, в то время как уровень с j  = I -  1/2 опускается до 
значения, даваемого той же формулой при /с I j  +  1/2. Таким обра
зом, оказалось, что энергия зависит только от те и j, но не от I отдельно:

отor
2 п2 2те4

(

те 3
+

. 1
3 —̂  V 2

4 (1.1.9)

По случайности теория Зоммерфельда давала правильную ве
личину расщепления в водороде (j  +  1 /2  принимает, как и к, толь
ко целые значения от 1 до те), однако совершенно неправильным 
образом приписывала различным уровням значения орбитального 
момента L Кроме того, в согласии с экспериментом предсказыва
лась мультиплетность уровней тонкой структуры в водороде, рав
ная 2 для j  =  1 /2  и 2(2j +  1) для j >  1 /2  (в соответствии со значениями 
I, равными j  ±  1/2).

Несмотря на эти успехи, все еще не существовало последова
тельной релятивистской теории, с самого начала включавшей спин 
электрона. Такую теорию построил в 1928 году Поль Дирак. Однако 
он не пытался просто создать релятивистскую теорию вращающего
ся электрона. Дирак подошел к задаче, поставив вопрос, кажущийся 
в наши дни очень странным. В начале своей статьи 1928 года 15 он 
спрашивает, «почему Природа выбрала именно эту модель электро
на, вместо того, чтобы удовлетвориться точечным зарядом». Для нас 
сегодня это звучит примерно так же, как вопрос о том, почему бак
терия состоит из одной клетки. Спин Ь/2 —  просто одно из свойств, 
определяющих именно электрон, и отличающее эту частицу от мно
жества других известных в наши дни частиц с разными спинами. 
Однако в 1928 году не возбранялось верить, что все вещество состоит 
из электронов и похожих на них частиц, но с положительным заря
дом, входящих в состав атомного ядра. Поэтому в духе того времени 
можно так переформулировать вопрос Дирака: «Почему фундамен
тальные составляющие вещества должны иметь спин Й /2?»
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1.1. Релятивистская волновая механика 9

Для Дирака ключом к ответу на этот вопрос было требование 
положительности вероятностей. Было известно 16, что плотность ве
роятности для нерелятивистского уравнения Шредингера равна \Щ2, 
причем она удовлетворяет уравнению непрерывности вида:

_Э_
Э1

ih
) ------ - V • (у  v y  -  \|/V\|/*) = О,

2т

так что интеграл от |\|/|2 по пространству не зависит от времени. С 
другой стороны, единственные выражения для плотности вероят
ности р и плотности тока J, которые можно построить из решений 
релятивистского уравнения Шредингера, и которые удовлетворя
ют закону сохранения

Эр
dt

+ V - J = О, ( 1.1.10 )

имеют вид

р = N  Im \|/ '
Э геф 
Э t h ,

¥ ,

J = Nc~ Im\|/4 V +
ie A 
ti

¥

(1.1.11)

( 1.1.12 )

где N —  произвольная константа. Невозможно считать р плотно
стью вероятности, так как и при наличии, и в отсутствие внешнего 
потенциала (р плотность р не имеет определенного знака. Процити
руем воспоминания Дирака 17 по этому поводу:

«Вспоминаю, что как-то в Копенгагене Бор спросил меня, над 
чем я работаю, и я рассказал, что пыт аюсь пост роит ь удовле
т ворит ельную релят ивист скую т еорию электрона. Бор отве
тил: “ Но ведь это уже сделали Клейн и Гордон!” Поначалу такой 
ответ меня крайне обескуражил. Казалось, что Бор вполне удовле
творен решением Клейна, меня же оно совершенно не устраивало 
из-за возникающих при этом от рицат ельных вероятностей. Но 
я не сдался и продолжал поиск теории, в кот орой были бы только 
положительные вероятности».

Как утверждает Георгий Гамов 18, Дирак нашел решение про
блемы однажды вечером в 1928 году, когда он сидел, уставившись
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в огонь камина в колледже св. Иоанна в Кембридже. Дирак понял, 
что уравнение Клейна—Гордона (или релятивистское уравнение Ш ре- 
дингера) приводит к отрицательным вероятностям потому, что плот
ность р в уравнении закона сохранения (1.1.10) содержит производ
ные волновой функции по времени. Это, в свою очередь, вытекает 
из того, что волновая функция удовлетворяет дифференциальному 
уравнению второго порядка по времени. Задача, таким образом, 
заключалась в том, чтобы заменить это волновое уравнение другим 
уравнением, куда бы входили производные по времени первого по
рядка, как в нерелятивистском уравнении Шредингера.

Предположим, что волновая функция электрона является мно
гокомпонентной величиной \|/п(х), удовлетворяющей волновому урав
нению вида

.. Эшz/i_ L  = , / / ’ V) (1.1.13)
at

где Ж  — некоторая матричная функция пространственных произ
водных. Поскольку уравнение линейно по производным по времени, 
то для построения лоренц-инвариантной теории мы должны пред
положить, что оно также линейно и по пространственным произ
водным, иными словами, Ж  имеет вид

Ж = -iPtca ■ V + а 4тос2, (1.1.14)

где а ь  а 2, а 3 и а 4 —  постоянные матрицы. Из (1.1.13) можно полу
чить уравнение второго порядка:

- h 2 — !г = = - f i2c 2а  а
dt д х {дх^

-  Штс3(оца4 + а 4а^) + т 2с 4а|\|/.

(Здесь принято соглашение о суммировании по повторяющимся ин
дексам: г, j  принимают значения 1, 2, 3 или х, у, z.) Но это уравне
ние должно согласовываться с релятивистским уравнением Ш ре
дингера для свободного поля (1.1.4), выражающим просто релятиви
стскую связь между энергией и импульсом. Поэтому матрицы ОС и а 4 
должны удовлетворять условиям:
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a ia j + a ja i = 25 {jI,

сх,а4 + а 4а г- = О,

a j  = I,

(1.1.15)

(1.1.16) 

(1.1.17)

где 6ц —  символ Кронекера (1 при i = j; 0 при i Ф;/'), а I —  единичная 
матрица. Дирак нашел набор матриц 4 x 4 ,  удовлетворяющих этим 
соотношениям:

а ,  =

"0 0 0 Г "0 0 0 —г

0 0 1 0 0 0 г 0
, а 2 =

0 1 0 0 0 -г 0 0
1 0 0 0 г 0 0 0

) 0 1 0 - "1 0 0 0 "

0 0 0 -1 0 -1 0 0
, а 4 =

1 0 0 0 0 0 1 0

0 -1 0 0 0 0 0 -1

(1.1.18)

Чтобы доказать лоренц-инвариантность развитого формализ
ма, Дирак умножил (1.1.13) слева на а 4, так что уравнение стало 
возможным записать в виде:

hey11 ■ + тс V = О,

у - г а 4а  , у0 =  - г а 4.

(1.1.19)

( 1.1.20 )

(Греческие индексы ц , V, и т. д. принимают значения 1, 2, 3, 0, при
чем х° = ct. Дирак использовал в своей работе х 4 = ict и поэтому 
у4 = а 4.) Матрицы уц удовлетворяют следующим соотнош ениям 
антикоммутации:

' I- R =  V =  1,2,3, 

- 1 ,  р. =  V =  0,

0, ц  Ф V.
( 1 .1 .2 1 )
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12 Глава 1. Историческое введение

Дирак заметил, что эти соотношения являются лоренц-инва- 
риантными в том смысле, что матрицы Л ^ у , где Л —  произвольное 
преобразование Лоренца, также им удовлетворяют. Отсюда Дирак 
сделал вывод, что должны быть связаны с у1'1 некоторым преоб
разованием подобия

Следовательно волновое уравнение оказывается инвариантным, ес
ли при преобразовании Лоренца —» A^vxv волновая функция под
вергается матричному преобразованию \|/ —> S(A)x\f. (Более подробно 
эти вопросы обсуждаются в гл. 5 с несколько иной точки зрения.)

Для изучения поведения электронов в произвольном внешнем 
электромагнитном поле Дирак воспользовался «обычной процеду
рой», сделав те ж е замены

что и в (1.1.4). В результате уравнение (1.1.13) принимает вид:

С помощью этого уравнения Дирак показал, что условие сохране
ния углового момента в центральном поле имеет вид

где Ж — матричный дифференциальный оператор (1.1.14), а с  —  
4x4—обобщение спиновых матриц, ранее введенных Паули 19:

A|ivy v = 5 ” 1(Л)у^5(Л).

( 1.1.22 )

\ж,-Шг х V + ha /  2] = О, (1.1.24)

(О 0 1 ОЛ

0 0 0 1
о  = а . (1.1.25)1 0  0 0

1̂ 0 1 0 0J
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Так как каждая компонента о  имеет собственные значения, рав
ные ± 1, то наличие дополнительного слагаемого в (1.1.24) показы
вает, что электрон обладает внутренним угловым моментом fi/2.

Дирак также квадрировал уравнение (1.1.23) и получил урав
нение второго порядка. Оказалось, что оно имеет тот же вид, что 
и уравнение Клейна—Гордона (1.1.4), за исключением двух дополни
тельных слагаемых в правой части:

[-еТгсо • В -  iehca ■ Е]\]/. (1.1.26)

В случае медленно движущегося электрона доминирует пер
вое слагаемое, соответствующ ее магнитному моменту, значение ко
торого согласуется с найденным Уленбеком и Гаудсмитом 11 значе
нием (1.1.8). Как заметил Дирак, такое значение магнитного момен
та с учетом релятивистской структуры теории приводит к правиль
ной структуре тонкого расщепления в согласии (с точностью до а 4т с 2) 
с результатами Гейзенберга, Иордана и Чарльза Г. Дарвина 13. Чуть 
позднее Дарвин 20 и Гордон21 вывели «точную» формулу для уров
ней энергии атома водорода в рамках теории Дирака:

Е = тс 1 +  -
or

- 1/2

(1.1.27)

Первые три слагаемых в разложении этого выражения в ряд по 
степеням а 2 согласуются с приближенным выражением (1.1.9).

Построенная теория удовлетворяла требованиям, выдвинутым 
Дираком: формализм должен быть релятивистским, а вероятно
сти —  существенно положительными. Из (1.1.13) и (1.1.14) можно 
вывести уравнение непрерывности:

Эр

dt
+ V - J = О, (1.1.28)

2 (1.1.29)

так что положительную величину |\|/| можно интерпретировать как 
плотность вероятности, причем полная вероятность равна интегралу 
от квадрата модуля волновой функции 2 ,з а х .

V
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Однако возникла новая проблема, которую  Дирак не сумел 
сразу разрешить.

При заданном импульсе р волновое уравнение (1.1.13) имеет 
чет ыре решения в виде плоских волн:

i
\|/ ос ехр (р ■ х  -  Et)

ti
(1.1.30)

Два решения с Е = + 2с 2 + т 2с 4 соответствуют двум спиновым со
стояниям электрона с проекциями спина ± Ь/2. У двух других ре
шений Е = — J p 2c 2 + m 2c 4 , и они не имеют ясной физической ин
терпретации. Как отметил Дирак, эта ж е проблема возникает и для 
релятивистского уравнения Шредингера: при каждом р сущ еству
ют два решения вида (1.1.30), одно —  с положительным, другое —  
с отрицательным значением Е.

Конечно, даже в классической физике релятивистское соотно
шение Е2=  р2с2 +  т 2с4 имеет два решения: Е = ± J p 2c 2 + m 2e4 ■ Одна
ко в этом случае можно просто предположить, что физическими яв
ляются только те частицы, у  которых Е положительно. Так как у 
положительных решений Е > т с2, а у  отрицательных Е < — т с2, 
между этими решениями сущ ествует щель конечной величины, при
чем никаким непрерывным воздействием невозможно перевести 
частицу из состояния с положительной энергией в состояние с 
отрицательной энергией.

В релятивистской квантовой механике проблема с отрицатель
ными энергиями представляется значительно более серьезной. Как 
заметил Дирак в работе 1928 года, взаимодействие электрона с из
лучением может привести к переходам, в которых электрон с поло
жительной энергией переходит в состояние с отрицательной энер
гией, а избыточная энергия уносится двумя или более фотонами. 
Почему же тогда вещ ество стабильно?

В 1930 году Дирак предложил необычное решение проблемы. 
Оно было основано на принципе запрета, так что уместно сказать 
несколько слов об истории этого принципа.

Изучение периодической таблицы элементов, а также систе
матика рентгеновских спектров выявили определенные закономер
ности заполнения электронами энергетических уровней атомов 
максимальное число электронов Nn на оболочке, характеризующейся 
главным квантовым числом те, вдвое больше числа различных орби
тальных состояний с данным те:
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п-1

N n = 2 j^ (2 l + l) = 2п2 = 2, 8, 18,... (1.1.31)
1=0

В 1925 году Вольфганг Паули высказал предположение, что 
подобную структуру можно понять, если считать, что Nn равно пол
ному числу возможных состояний на n-ой оболочке, и кроме того 
сущ ествует некий таинственный принцип запрета, запрещающий 
более, чем одному электрону находиться в данном состоянии. Пау
ли приписал загадочный множитель 2 в (1.1.31) «необычной, класси
чески необъяснимой двойственности» электронных состояний, что, 
как мы видели, чуть позднее было связано со спином электрона и . 
Принцип запрета дал ответ на вопрос, остававш ийся неясным 
в старой теории Бора и Зоммерфельда: почему все электроны в 
тяжелых атомах на падают на оболочку с наименьшей энергией? 
Затем принцип запрета Паули был формализован рядом авторов 2,1 
как требование, чтобы волновая функция многоэлектронной систе
мы была бы антисимметричной по пространственным и спиновым 
координатам всех электронов. Энрико Ферми 26 и Дирак 27 включи
ли этот принцип в статистическую механику, так что частицы, под
чиняющиеся принципу запрета, стали называть общим термином 
фермионы, в то время, как частицы типа фотонов, для которых 
волновая функция симметрична и которые подчиняются статистике 
Бозе и Эйнштейна, получили название бозонов. Принцип запрета 
сыграл важнейшую роль в теории металлов, белых карликов и ней
тронных звезд и т. п., а также в химии и атомной физике, но обсу
ждение этих вопросов уведет нас слишком далеко от основной темы.

Гипотеза Дирака состояла в том, что электроны с положи
тельными энергиями не могут перейти в состояния с отрицатель
ной энергией, так как «все сост ояния с от рицат ельной энергией  
занят ы, быт ь может, за исключением нескольких сост ояний  
с малыми скорост ями». Эти вакантные состояния или «дырки» 
в море электронов с отрицательными энергиями ведут себя как 
частицы с противоположными значениями квантовых чисел: поло
жительной энергией и положительным зарядом. Единственной час
тицей с положительным зарядом, известной к тому времени, был 
протон, и как позднее вспоминал Дирак 27а, «вся научная атмо
сфера в те времена противилась введению новых частиц». Поэто
му Дирак отождествил свои дырки с протонами; действительно,
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его статья 1930 года 22 так и называлась —  «Теория электронов и 
протонов».

Теория дырок немедленно столкнулась с серьезными трудно
стями. Одна очевидная проблема была связана с бесконечной плот
ностью заряда вездесущ их электронов с отрицательной энергией: 
где ж е тогда создаваемое ими электрическое поле? Дирак предло
жил интерпретировать плотность заряда, входящ ую в уравнения 
Максвелла, как «отклонение от нормального состояния электриза
ции мира». Другая проблема была связана с колоссальной разницей 
наблюдаемых значений масс и взаимодействий электронов и прото
нов. Дирак надеялся, что кулоновские взаимодействия между элек
тронами каким-то образом объяснят такую разницу, но Герман 
Вейль 8 показал, что теория дырок полностью симметрична по от
ношению к отрицательным и положительным зарядам. Наконец, Ди
рак 22 предсказал существование процесса электрон-протонной ан
нигиляции, в котором электрон с положительной энергией взаимо
действует с дыркой в море электронов с отрицательной энергией, и 
попадает на этот незанятый уровень, испуская пару гамма-квантов. 
Само по себе это не создавало дополнительных трудностей для тео
рии дырок. Более того, высказывались надежды, позднее не оправ
давшиеся, что таким образом удастся объяснить источник энергии 
звезд. Однако вскоре Ю лиус Роберт Оппенгеймер и Игорь Тамм 
отметили 29, что электрон-протонная аннигиляция в атомах будет 
происходить со скоростью, несовместимой с наблюдаемой стабиль
ностью обычного вещества. По этим причинам в 1931 году Дирак 
изменил свою точку зрения и решил, что дырки должны прояв
ляться не как протоны, а как новый сорт положительно заряжен-

« « 90яных частиц с массой, равной массе электрона .
Вторая и третья проблемы были устранены после того, как Карл 

Андерсон, по-видимому ничего не знавший о предсказании Дирака, 
открыл позитрон 30. 2 августа 1932 года в камере Вильсона, помещен
ной в магнитное поле индукцией 15 кГс, был зарегистрирован не
обычный трек от частиц космического излучения. Этот трек был ис
кривлен в направлении, свидетельствовавшем о положительном за
ряде частицы, причем его протяженность была по меньшей мере в 
д еся ть  раз больш е, чем м ож но было ож и дать для протона! 
И кривизна, и удельная ионизация трека были совместимы с гипоте
зой, что это след новой частицы, отличающейся от электрона только 
знаком заряда, как и ожидалось для одной из дираковских дырок.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



1.1. Релятивистская волновая механика 17

(Еще ранее это ж е открытие было сделано П. М. Блеккетом, однако 
он его не опубликовал сразу же. Андерсон цитирует сообщения прес
сы о полученных Блеккетом и Джузеппе Оккиалини свидетельствах 
существования положительно заряженных частиц в треках космиче
ских лучей.) Так оказалось, что Дирак был не прав только в своем 
первоначальном отождествлении дырок с протонами.

Открытие более или менее предсказанного позитрона, а так
ж е предыдущие успехи уравнения Дирака в объяснении магнитного 
момента электрона и тонкой структуры спектров водорода подняли 
теорию Дирака на пьедестал, на котором она находится уж е более 
шести десятилетий. Х отя и нет сомнений в том, что теория Дирака 
в какой-то форме выживет в любой будущей физической теории, 
все ж е есть серьезные основания быть неудовлетворенными ее ис
ходными посылками.

1. Проделанный Дираком анализ трудностей с отрицатель
ными вероятностями, возникающими при рассмотрении реляти
вистского волнового уравнения Ш редингера, казалось, исключа
ет сущ ествование любых частиц с нулевым спином. Но даже в 
1920-х годах такие частицы были известны —  например атом во
дорода в основном состоянии или ядро гелия. Конечно, можно 
было пытаться возраж ать, что атомы водорода и альфа-частицы 
не являю тся элементарными и поэтом у не должны описываться 
релятивистскими волновыми уравнениями. Однако, не было ясно 
(и продолж ает оставаться неясным), как включить идею элемен
тарности в формализм релятивистской квантовой механики. В на
ши дни известно большое число частиц со спином нуль —  л -м езо- 
ны, К -мезоны  и т. д., которы е не менее элементарны, чем протон 
или нейтрон. Нам известны такж е частицы со спином единица —  
W± и Z 0, столь ж е элементарные, как электрон или любая другая 
частица. Наконец, если не принимать во внимание эф ф екты  силь
ного взаимодействия, в наши дни мы бы рассчитывали тонкую 
структуру  уровней «мезоатомов», состоящ их из бесспиновых от
рицательно заряженных ж- или К-мезонов, связанных с атомным 
ядром, исходя из стационарных решений релятивистского урав
нения К лейна-Гордона-Ш редингера! Итак, трудно согласиться с 
тем, что релятивистское уравнение для частиц со спином нуль 
содерж ит в себе что -то  фундаментально неправильное, что вы 
нуж дает  обратиться к уравнению Дирака —  дело просто в том, 
что спин электрона равен Ь/2, а не нулю.
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2. Насколько нам сейчас известно, каж дому сорту  частиц 
соответствует своя «античастица» с той ж е массой и противопо
ложным зарядом. (Некоторые истинно нейтральные частицы, вроде 
фотона, являю тся античастицами для самих себя.) Однако, как 
ж е мы можем интерпретировать античастицы заряженных бозо
нов, например, % * или W ±:, как дырки в море состояний с отри
цательной энергией? Ведь для частиц, квантованных по прави
лам статистики Бозе—Эйнштейна, принцип исключения не дей
ствует и ничто не препятствует частице с положительной энер
гией перейти в состояние с отрицательной энергией, независимо 
от того, занято оно или нет. Но если теория дырок неприменима 
для бозонных античастиц, почему, спраш ивается, ей следует до
верять в случае фермионов? Я расспраш ивал Дирака в 1972 году, 
что он думал в свое время по этом у поводу. Он ответил, что не 
воспринимал бозоны типа пиона или W* как «сущ ественны е». Не
сколькими годами спустя, в лекции 29а Дирак отметил, что «мы 
не имеем более картины вакуума, в котором состояния с отрица
тельной энергией заполнены», и подчеркнул, что в этом случае 
«вся теория становится более сложной». В следующ ем разделе 
мы покажем, как в результате развития квантовой теории поля 
интерпретация античастиц как дырок стала ненужной, несмотря 
на то, что до сих пор она, к сожалению, просачивается на стра
ницы многих учебников. П роцитируем Джулиана Ш вингера 30а: 
«Карт ина бесконечного м оря электронов с от рицат ельной энер
гией рассмат ривает ся сейчас в лучш ем случае как ист ориче
ский курьез и прочно забыта».

3. Одним из больших успехов теории Дирака было правильное 
предсказание величины магнитного момента электрона. Оно особен
но поражало потому, что магнитный момент (1.1.8) оказался вдвое 
больше, чем можно было бы ожидать в случае орбитального движе
ния заряженной частицы с угловым моментом Ь/2. Этот множитель
2 оставался загадкой вплоть до создания теории Дирака. Однако, на 
самом деле, в линии рассуждений Дирака нет ничего, что безогово
рочно приводит именно к такому значению магнитного момента. Ко
гда мы включаем в волновое уравнение (1.1.23) взаимодействие с 
электрическим и магнитным полями, мы можем с успехом добавить 
«паулиевское слагаемое»

ка4[ / ,  yv]\|/F̂ v (1.1.32)
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с произвольным коэффициентом к. (Здесь F^v —  обычный тензор 
напряженности электромагнитного поля, причем F 12 = В3, F01 = Еи 
и т. д.) Такое слагаемое можно получить, добавив предварительно в 
уравнение свободного поля слагаемое, пропорциональное выра
жению [у(1у''](Э2/Э х !1Эх'')\|/, которое, конечно, равно нулю, а затем 
совершить, как и ранее, подстановку (1.1.22). Более современный 
подход заключается просто в замечании, что слагаемое (1.1.32) удов
летворяет всем принятым принципам инвариантности, включая ло- 
ренц-инвариантность и калибровочную инвариантность, так что нет 
причин, почему такое слагаемое не должно включаться в волновые 
уравнения (см. раздел 12.3.). Такое слагаемое будет приводить к до
полнительному вкладу в магнитный момент электрона, пропорцио
нальному к, так что, если не принимать во внимание возможное 
требование чисто формальной простоты, нет никаких оснований ожи
дать, что в теории Дирака магнитный момент электрона имеет ка
кое-то определенное значение.

Как мы увидим далее, все перечисленные проблемы были в 
конце концов решены (или, по крайней мере, разъяснены) в про
цессе развития квантовой теории поля.

1.2. Рождение квантовой теории поля

Ф отон —  единственный пример частицы, которая до своего 
открытия была известна как поле. Поэтому неудивительно, что раз
витие формализма квантовой теории поля прежде всего было свя
зано с излучением, и только позднее он был применен к другим 
частицам и полям.

В 1926 году в одной из основополагающих работ по матрич
ной механике Борн, Гейзенберг и Иордан 32 применили свои новые 
методы к свободному полю излучения. Для простоты  они игнори
ровали поляризацию электромагнитных волн и рассмотрели про
странственно одномерную задачу, причем координата х  изменя
лась от 0 до L. Если потребовать, чтобы поле излучения и{х, 1) 
обращалось в нуль на концах интервала, то оно будет иметь вид, 
совпадающий с величиной смещения точек струны с закрепленны
ми при х  =  0 и х  = L концами. По аналогии со случаем струны 
для полного электромагнитного поля гамильтониан был выбран 
в виде
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Н =
д и
эГ

\2
+ с

,/д и 
1Эж

\2
d х. (1.2.1)

Чтобы свести это выражение к сумме квадратов, поле и было 
представлено как сумма фурье-компонент при условии, что и =  0 
при х  =  0 и х  = L:

u (x ,t) = Y^qk{t) sin
k=i

г (Икх л

\ С
(1.2 .2 )

cofc = knc/L. (1.2.3)

В результате

H = 7 l f ^ W  + ® k k ( 4  (1.2.4)
4 k=i

Таким образом, струна или поле ведет себя как сумма незави
симых гармонических осцилляторов с угловыми частотами CDfc, как 
и предвидел за 20 лет до этого Пауль Эренфест 32а.

В частности, «импульс» pfc(t), канонически сопряженный к qk{t), 
определяется, как и в механике частиц, условием, что если Н вы
ражено как функция р и q, то

qk(t) = Э H(p(t), q (t)). 
dpk(t)

Отсюда получается, что импульс
L

Pfc(0 = -<?&(*). (1.2.5)

и можно записать канонические перестановочные соотношения:

[Ы^Ч^)] = [̂рф),Ч]Ш] = - ^ - ^ у  ( 1-2 .6 )

[qk(t),q j(t)\ = 0. (1.2.7)
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Кроме того, временная зависимость qk{t) определяется уравнением 
движения Гамильтона

. 2 . 2 ЭЯ
Qk(t) = -P k ( t )  = - - — —  

L L dqk(t) ( 1.2 .8 )

Явный вид матриц, определяемых уравнениями (1.2.6)—(1.2.8), 
был уж е известен Борну, Гейзенбергу и Иордану из предыдущей 
работы по гармоническому осциллятору. Для g-матрицы получается 
выражение

П

1 Leo,
ak exp (-но,./) + «д. exp(+zwfct)J, (1.2.9)

где ak —  не зависящая от времени матрица, а а —  ее эрмитово 
сопряженная матрица, удовлетворяющие перестановочным соот 
ношениям

Г '  (1.2.10)^k > ^kj > 

[afe, a j =  0. ( 1.2 .11 )

Строки и столбцы этих матриц помечены набором неотри
цательных целых чисел щ , п2, •••, каждое из которых соответствует 
нормальной моде. Матричные элементы равны

i*k

( 1.2.12)

(1.2.13)

Для единственной нормальной моды эти матрицы можно вы
писать в явном виде:

а =

' 0 л/Т 0 0 0 0 0 0 ..."

0 0 л/2 0 ... Л 0 0 0 ...

0 0 0 л/з ... 0 S 0 0 ...

0 0 0 0 ... 0 0 л/з 0 ...

V • V ■ • У
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Можно непосредственно убедиться, что матрицы (1.2.12) и (1.2.13) 
удовлетворяют перестановочным соотношениям (1.2.10) и (1.2.11).

Физическая интерпретация вектора-столбца с целыми компо
нентами rjSj, Щ, -  заключается в том, что он представляет состоя
ние с пк квантами в каждой нормальной моде к. Матрицы ак или afc", 
действующие на такой вектор-столбец, будут соответственно умень
шать или увеличивать пк на единицу, оставляя неизменными все щ 
с I Ф к. Поэтому можно интерпретировать эти матрицы как операто
ры уничтожения или рождения одного кванта в к -ой нормальной 
моде. В частности, вектор со всеми пк =  0 представляет вакуум; 
действие на него любого оператора ак дает нуль.

Дальнейшая интерпретация связана с рассмотрением функции 
Гамильтона. Подставляя (1.2.9) и (1.2.10) в (1.2.4), находим:

Н ^ Т т к(акак + 2 )- (1.2.14)
к

Таким образом, гамильтониан диагонален в те-представлении:

(НК[,п2,...,пЬп2,... = ' (1.2.15)
к j

Видно, что энергия состояния есть просто сумма энергий Ьо\ 
каждого кванта в данном состоянии плюс бесконечная нулевая энер
гия Е0 = 2 L^cofc. В применении к полю излучения этот формализм 
подтвердил разработанный Бозе метод подсчета состояний излуче
ния по числу пк квантов в каждой нормальной моде.

Борн, Гейзенберг и Иордан использовали такой формализм при 
выводе выражения для среднеквадратичных флуктуаций энергии 
в излучении черного тела. (Для этой цели они, в действительности, 
использовали только коммутационные соотношения (1.2.6)—(1.2.7).) Од
нако вскоре такой подход был применен к исследованию более акту
альной проблемы —  вычислению вероятностей спонтанного излуче
ния.

Чтобы понять возникшие здесь трудности, необходимо вер
нуться немного назад. В одной из первых работ по матричной меха
нике Борн и Иордан 33 высказали предположение, что атом, пере
скакивая из состояния (3 в более низкое по энергии состояние а, 
должен испускать излучение подобно классическому заряженному 
осциллятору, смещение которого дается выражением
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r ( t ) = гра ехр ( - 2жШ) + Гра ехр (2%ivt) , 

hv =  Ер -  Еа ,

(1.2.16)

(1.2.17)

a г|3а —  матричный элемент матрицы, связанной с координатой 
электрона. Энергия Е такого осциллятора равна

Непосредственное классическое вычисление позволяет теперь 
найти излученную мощность, а после деления на энергию hv одного 
фотона —  вероятность испускания фотона

Однако оставалось совершенно непонятным, почему при рас
смотрении спонтанного излучения следовало таким образом обра
щаться с формулами для излучения классического диполя.

Несколько позднее Дирак 34 дал более убедительный, хотя еще 
менее прямой вывод этих соотношений. Рассматривая поведение 
квантованных атомных состояний в осциллирующем классическом 
электромагнитном поле плотностью энергии и, приходящейся на 
единичный интервал частот в окрестности частоты (1.2.17), он су 
мел вывести формулы для вероятностей поглощения мВ(а—>|3) или 
индуцированного испускания иВф —> а):

(Отметим, что выражение в правой части этого равенства симмет
рично по отношению к состояниям а  и (3, так как гар равно гра*.) 
Эйнштейн 34а уж е показал в 1917 году, что возможность теплового 
равновесия м еж ду атомами и излучением черного тела требует 
выполнения определенного соотнош ения м еж ду вероятностью  
А((3 —> а) спонтанного излучения и вероятностями иВ индуцирован
ного испускания или поглощения:

Е = ш (г2 + (2jiv)2 г 2 ) = 87z2m v2 \ Гра |2 . (1.2.18)

(1.2.19)

В(а  -> (3) = Вф  а) = — — I Гра
О П

( 1.2 .2 0 )

А(Р ->  а ) = f 87t̂ v j д(р а ).
с° ( 1 .2 .2 1 )

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



24 Глава 1. Историческое введение

Подстановка формулы (1.2.20) в это соотношение немедленно 
приводит к результату Борна и Иордана (1.2.19) для вероятности 
спонтанного излучения. Тем не менее, представляется неудовле
творительным, что термодинамические аргументы должны исполь
зоваться для вывода формул, описывающих процессы, происходя
щие с одиночными атомами.

Наконец в 1927 году Дирак 35 сумел представить строгое кван
тово-механическое рассмотрение спонтанного излучения. Векторный 
потенциал А(х, t) был разложен на нормальные моды, как в форму
ле (1.2.2), и было показано, что коэффициенты удовлетворяют пере
становочным соотношениям типа (1.2.6). Соответственно, каждое со
стояние свободного поля излучения было задано набором целых чи
сел щ , по одному на каждую нормальную моду, а матричные эле
менты энергии электромагнитного взаимодействия приняли вид сум
мы по нормальным модам, причем матричные коэффициенты оказа
лись пропорциональными матрицам ак и ак\ определенным в (1.2.10)—
(1.2.13). Главное в этих результатах — появление множителя в урав
нении (1.2.13). Вероятность перехода, в котором число фотонов в нор
мальной моде к увеличивается от пк до пк +  1, пропорционально 
квадрату этого множителя, т. е. пк +  1. Но в поле излучения с пк 
фотонами в нормальной моде к плотность энергии и на единичный 
интервал частот равна:

и(Ук) =
8ttv| ' 

с з
V  с

п к х hvk,

так что вероятность испускания излучения в нормальной моде к 
пропорциональна

1 = Л 4 М  + 1 .
8%hvk

Первое слагаемое интерпретируется как вклад индуцированно
го испускания, а второе — как вклад спонтанного излучения. Таким 
образом, без всякого обращения к термодинамике Дирак смог заклю
чить, что отношение вероятностей индуцированного испускания иВ 
и спонтанного излучения А  удовлетворяет соотношению Эйнштейна 
(.2.21). Используя свой же более ранний результат (1.2.20) для В, Ди
рак сумел заново вы вести  ф орм улу Б орн а-И ордан а  33 (1.2.19)
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для вероятности спонтанного излучения А. Несколько позднее анало
гичные методы были использованы Дираком при квантово-механиче
ском рассмотрении рассеяния излучения и времени жизни возбуж 
денных атомных состояний 36, а также Виктором Вайскопфом и Ю д
жином Вигнером при детальном анализе формы спектральных ли
ний 36а.

Дирак в своей работе разделил электромагнитный потенциал 
на поле излучения А  и на статический кулоновский потенциал А0, 
что в результате нарушило явную лоренцовскую и калибровочную 
инвариантность классической электродинамики. Позднее эти проце
дуры получили более солидное обоснование в известной работе Энрико 
Ферми 266. В 1930-е годы многие физики изучали квантовую электро
динамику по обзору Ферми 1932 года.

И спользование канонических перестановочны х соотнош е
ний для операторов q и р или а и а' также поставило вопрос о 
лоренц-инвариантности квантованной теории. В 1928 году Иордан 
и Паули 37 сумели показать, что коммутаторы полей в разных про
странственно-временных точках являются на самом деле лоренц- 
инвариантными. (Эти коммутаторы вычисляются в гл. 5.) Несколь
ко позже Бор и Леон Розенфельд 38 использовали ряд остроумных 
мысленных экспериментов для того, чтобы показать, что эти пе
рестановочные соотношения выражают ограничения на нашу спо
собность производить измерения полей в пространственно-времен
ных точках, разделенных времениподобными интервалами.

Вскоре после успешного квантования электромагнитного поля 
эта же техника была применена к другим полям. Поначалу такую 
технику называли «вторичным квантованием»: те поля, которые под
вергались квантованию, были волновыми функциями, используемы
ми в одночастичных задачах квантовой механики, например, дира- 
ковской волновой функцией электрона. По-видимому, первый шаг в 
этом направлении был сделан в 1927 году Иорданом 39. В следующем,
1928 году Иордан и Вигнер 40 сделали важные дополнения. Они заме
тили, что принцип запрета Паули не позволяет числам заполнения 
электронов пк в любой нормальной моде к (учитывающей как коор
динатные, так и спиновые переменные) принимать значения, отлич
ные от 0 или 1. Следовательно, электронное поле нельзя представить 
как суперпозицию операторов, удовлетворяющих перестановочным 
соотношениям (1.2.10), (1.2.11), так какэти соотношения требуют, чтобы 
пк принимало любые целые значения от 0 до °°. Чтобы выйти из
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положения, они предположили, что электронное поле должно раз
лагаться на сумму операторов ак и а;/ ,  удовлетворяющих антиком- 
мутационным  соотношениям

+ , + о
a kaj + a j a k = ( 1.2.22)

aka j + a,ak = 0 . (1.2.23)

Эти соотношения могут быть удовлетворены матрицами, по
меченными последовательностью целых чисел п ь  п2, по одному 
для каждой моды, причем эти целые числа могут принимать только 
два значения —  нуль и единица:

(ак) - .П1.П2..П1,712,.
II, п'к = 0, п к = 1, ll'j = 71 j для j  Ф к, 

(0 для остальных индексов, (1.2.24)

( Ч )  . , ̂ 71^,712.....711,712,•
|1, п]. = 1, пк = 0, n'j = iij для j  Ф к ,
0 для остальных индексов. (1.2.25)

Например, для одной нормальной моды матрицы ак и ак/ со
держат ровно два столбца и две строки, соответствующ ие значени
ям п и п ,  равными 0 и 1. Матрицы а и а1 имеют вид:

"0 0'
, а+

и V
л  о, О 0,

Читатель может убедиться, что матрицы (1.2.24) и (1.2.25) дей
ствительно удовлетворяю т антикоммутационным соотнош ениям 
(1.2.22) и (1.2.23).

Интерпретация вектора-столбца, задаваемого целыми числа
ми пи п2, ..., заключается в том, что, как и для бозонов, он пред
ставляет состояние с пк квантами в каждой нормальной моде. Раз
ница, конечно, в том, что, поскольку каж дое число п к м ож ет 
принимать только два значения 0 или 1, в каждой моде может быть 
не более одного кванта, как и требуется принципом запрета Паули. 
Оператор ак уничтожает квант в нормальной моде к, если он там 
уж е был, или действие этого оператора дает нуль; аналогично,
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1. 2. Рождение квантовой теории поля 27

оператор а^  порождает квант в нормальной моде к, если только в 
ней не присутст вует  уже один квант, в противном случае опера
тор ат действует нулем. Много позже Фирц и Паули показали40а, 
что выбор между коммутационными и антикоммутационными соот
ношениями диктуется только значением спина частицы: коммута
торы следует использовать для частиц с целым спином вроде фото
на, антикоммутаторы —  для частиц с полуцелым спином вроде 
электрона. (Иным способом это показано в гл. 5.)

Общая теория квантовых полей была впервые изложена в
1929 году в двух исчерпывающих статьях Гейзенберга и П аули41. 
Исходным пунктом их работы было применение канонического фор
мализма к самим полям, а не к коэффициентам нормальных мод, со
держащихся в этих полях. Гейзенберг и Паули рассмотрели лагран
жиан L как интеграл по пространству от локальной функции полей и 
их пространственных и временных производных. Уравнения поля оп
ределялись из принципа стационарности действия } Ldt при варьиро
вании полей, а коммутационные соотношения определялись из пред
положения, что вариационная производная лагранжиана по любой из 
производных поля по времени ведет себя как сопряженный этому по
лю «импульс» (для фермионных полей коммутационные соотношения 
превращались в антикоммутационные). Гейзенберг и Паули примени
ли общий формализм к электромагнитному и дираковскому полям и 
исследовали различные инвариантности и законы сохранения, вклю
чая законы сохранения заряда, импульса и энергии, а также лорен- 
цовскую и калибровочную инвариантность.

Формализм Гейзенберга-Паули фактически совпадает с тем, 
который описан в гл. 7, так что сейчас можно ограничиться одним 
примером, который пригодится далее в этой главе. Лагранжиан сво
бодного комплексного скалярного поля ф(х) имеет следующий вид:

L =  | d3x  ф+ф -  с 2(Уф)1 • (Уф) -  ( т с 2/й)" (рт(р (1.2.26)

Если подвергнуть ф(ж) бесконечно малой вариации 5ф(х), то 
лагранжиан изменится на величину

8L = | d 3cc[<pf8cp + фбф1' -  с 2¥ ф + • Убф -  с 2Уф • Убф1'

, s2 .2 (1.2.27)
-  (?nc2 It) ф1'5ф -  (?пс2.7?) фбф1 ].
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При использовании принципа наименьшего действия предпо
лагается, что вариации полей исчезают на границах пространст
венно-временной области интегрирования. Таким образом, при вы
числении изменения действия J Ldt  можно сразу ж е проинтегриро
вать по частям и записать:

8 | Ldt = с 2 | d4x  6(р1 -  (т с2/й ) ]<р + 8ф( □ -  (т с2/й ) |ф

Но это выражение должно обращаться в нуль при любых 8(р и 
8<pt, так что поле ф должно удовлетворять знакомому релятивист
скому волновому уравнению

( □ - ( т с 2/й)"^ф = 0 (1.2.28)

и ф '-сопряженному уравнению. «Импульсы», канонически сопря
женные полям ф и ф ', даю тся  вариационными производны м и 
функции Лагранжа L по ф и ф+, которые легко находятся из (1.2.27):

8 L . t
«■■ ^ -  »  • (1.2.29)

* 8L .
*  -  W  =  Ф- (1.2.30)

Эти полевые переменные удовлетворяют обычным перестано
вочным соотношениям с дельта-функцией вместо дельта-символа 
Кронекера:

[л(х,Г),ф(уД)] = [У '(х, Г), ф (.У, Г)] = -гй83(х -  у), (1.2.31)

[л(х,{),ф +(у,{)] = [ят(х,£),ф(у,о] = 0, (1.2.32)

[я(х, t), я(у, t)] = [зг+(х, t)»7C+ (у, *)] = [jt(x,t),w+(y,t)] = 0, (1.2.33) 

[ф(х,г),ф(у,г)] = [ф+(х ,t), ф+(у, t)] = [ф (х ,г),ф '(у ,о] = 0. (1.2.34)

Здесь (как и в механике частиц) функция Гамильтона дается 
«суммой» всех канонических импульсов, умноженных на производ
ные по времени соответствующ их полей, минус функция Лагранжа:
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Я = J d 3x[fl^ + %t(pt ] - L ,  (1.2.35)

или, после подстановки (1.2.26), (1.2.29) и (1.2.30), 

Я = j d 3x  + с2 (V4p)f (Уф) + (ш 2с 4Дг2)ф1'ф] . (1.2.36)

После основополагающих работ Гейзенберга и Паули оставал
ся еще один вопрос, который необходимо было разрешить, прежде 
чем квантовая теория поля смогла достичь окончательной предво
енной формы. Это было решение проблемы состояний с отрицатель
ной энергией. В предыдущем разделе мы видели, что в 1930 году, 
как раз в то же время, когда появились работы Гейзенберга и Пау
ли, Дирак предположил, что все состояния электрона с отрица
тельной энергией заполнены, а наблюдаемыми являются не сами 
эти электроны, а дырки в море состояний с отрицательной энерги
ей. После того, как в 1930 году идея Дирака была наглядно подтвер
ждена открытием позитрона, его «теория дырок» была использова
на для вычисления ряда процессов в низшем порядке теории 
возмущений, в том числе, процессов рождения электрон-позитрон- 
ных пар и рассеяния электронов и позитронов на электронах.

В то же время было затрачено много усилий на развитие фор
мализма, лоренцовская инвариантность которого была бы очевидной. 
Попыткой, оказавшей наибольшее влияние на дальнейшее разви
тие, был «многовременной» формализм Дирака, Владимира Фока 
и Бориса Подольского 42, в котором вектор состояния был представ
лен волновой функцией, зависящей от пространственно-временных 
и спиновых координат всех электронов как с положительной, так и с 
отрицательной энергией. В рамках этого формализма сохраняетсется 
по-отдельности полное число электронов с положительной и отрица
тельной энергией; например, рождение электрон-позитронных пар 
описывается как возбуждение электрона с отрицательной энергией с 
переходом в состояние с положительной энергией, а аннигиляция 
электрона и позитрона описывается как обратный процесс. Такой мно
говременной формализм имел то преимущество, что был явно ло- 
ренц-инвариантным, но имел и ряд недостатков. В частности, была 
глубокая пропасть между описанием фотона в терминах квантован
ного электромагнитного поля и описанием электронов и позитронов. 
Правда, не все физики считали это неудобством; электронное поле,
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в отличие от электромагнитного, не имело классического предела, 
так что были сомнения относительно его физического смысла. К тому 
же Дирак 42а рассматривал поля как средства наблюдения частиц, 
так что он и не рассчитывал, что частицы и поля будут описываться 
одинаково. Хотя мне неизвестно, тревожило ли это кого-нибудь в те 
годы, но ведь в многовременном формализме был и более практиче
ский недостаток: этот формализм было трудно использовать при опи
сании процессов типа (3-распада ядра, в котором рождаются элек
трон и антинейтрино без сопровождающих позитрона и нейтрино. 
Осуществленное Ферми 43 успешное вычисление энергетического спек
тра электронов в (3-распаде следует расценивать как один из первых 
триумфов квантовой теории поля.

Ключевая идея, необходимая для демонстрации эквивалентно
сти дираковской теории дырок и квантовой теории поля электрона, 
была высказана в 1933-1934 годах Ф оком 43а, а также Уэнделлом 
Фарри и Оппенгеймером 44 Чтобы представить суть этой идеи с бо
лее современной точки зрения, предположим, что мы пытаемся по
строить электронное поле по аналогии с электромагнитным полем 
или полем Борна-Гейзенберга-Иордана (1.2.2). Так как электрон об
ладает зарядом, мы не можем, по-видимому, смешивать операторы 
уничтожения и рождения, и должны попытаться записать поле в 
виде:

решений уравнения Дирака (1.1.13) в виде плоских волн (индекс к 
теперь несет информацию о трехмерном импульсе, спине и знаке 
энергии):

а ак — соответствующие операторы уничтожения, удовлетворяющие 
антикоммутационным соотношениям Иордана-Вигнера (1.2.22)—(1.2.23). 
В соответствии с идеями «вторичного квантования» или канонической

\|/(х) = £ u fc(x)e (1.2.37)
к

тдеик{х)е l&kt представл яю т полный набор ортонорм ированны х

.Ш к = ЬиУкик , (1.2.38)

Ж = -itica  ■ V + a 4m c2 , (1.2.39)

(1.2.40)
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процедуры квантования Гейзенберга и Паули 4 гамильтониан стро
ится путем вычисления «среднего значения» Я, причем «волновая 
функция» заменяется на квантованное поле (1.2.37):

Я  = J с/:!.п|Г.ЖЛ|/ = kafkak . (1.2.41)
к

Конечно, трудность заключается в том, что этот оператор не 
положителен —  половина значений ык отрицательны, в то время 
как произведение aijak может принимать только положительные 
значения 0 и 1 (см. формулы (1.2.24) и (1.2.25)). Для того, чтобы выле
чить эту болезнь, Фарри и Оппенгеймер воспользовались идеей Ди
рака 42, что позитрон можно интерпретировать как отсутствие элек
трона с отрицательной энергией. Соотношения антикоммутации сим
метричны по отношению к операторам рождения и уничтожения, 
так что они определили операторы рождения и уничтожения пози
трона как соответствующ ие операторы уничтожения и рождения 
электронов с отрицательной энергией:

ъ1 = ак> ък = ак (Для < °)> (1.2.42)

где индекс к у Ъ означает позитронную моду с импульсом и спином, 
противоположными этим величинам в электронной моде к. Дира- 
ковское поле (1.2.37) можно теперь записать в виде

¥(ж) = £  {+)аки к(х ) + £  {- ]Ъ'1ик(х ) , (1.2.43)
к к

где символы (+) и (—) означают суммы по нормальным модам к с 
энергиями > 0 и тк <  0, соответственно, а ик(х) = u k(x.)e~ia>kt■

Аналогично, используя соотношения антикоммутации для опе
раторов Ь, можно переписать оператор энергии (1.2.41) в следующем 
виде:

Я  = £  (+)Тткакак + £  н й| cafc| b£bfc + Е0 , (1.2.44)
к к

где Е0 —  бесконечное с-число

Я0 = - £ Н й K I -  (1-2.45)
к
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Для того, чтобы подобное переопределение стало чем-то боль
шим, чем простой формальностью, необходимо уточнить, что фи
зический вакуум —  это состояние Ч ,̂ не содержащее электронов 
или позитронов с положительной энергией:

Таким образом, из формулы (1.2.44) вытекает, что энергия 
вакуума равна Е0. Если измерять все энергии относительно энергии 
вакуума Е0, то физический оператор энергии равен Н -  Е0; из (1.2.44) 
следует, что это оператор положителен.

Проблема состояний с отрицательной энергией для заряжен
ных частиц со спином нуль была также разрешена в 1934 году Пау
ли и Вайскопфом 45 в работе, написанной отчасти как вызов дира- 
ковской картине заполненных состояний с отрицательной энергией. 
Операторы рождения и уничтожения удовлетворяют в этом случае 
соотношениям коммутации, а не антикоммутации, поэтому невоз
можно просто поменять роль этих операторов, как это было сдела
но для фермионов. Вместо этого следует вернуться к каноническому 
формализму Гейзенберга и П аули41 с тем, чтобы решить, какие 
коэффициенты в разных нормальных модах являются операторами 
рождения или уничтожения.

Паули и Вайскопф разложили свободное заряженное скаляр
ное поле на плоские волны в кубическом пространственном объеме

с волновыми числами, ограниченными условиями периодичности: 
величины kjL/( 2%) должны быть при j  = 1, 2, 3 набором трех поло
жительных или отрицательных целых чисел. Аналогично канониче
ски сопряженная величина (1.2.29) разлагается в виде

Здесь в показателе экспоненты поставлен знак минус, так что
(1.2.29) принимает вид

а к%  = 0  (tofe > 0), (1.2.46)

Ък%  = 0 (<лк < 0). (1.2.47)

V = L3:

(1.2.48)

я (М ) = -7^=51 р(к ’ ^ е *к Х (1.2.49)
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p(k,t) = g f (k ,t). (1.2.50)

Формулы фурье—обращения имеют вид

1 г ■
q (k ,^ = J d3x(p{x.,t)e~lk'* , (1.2.51)

1 Г •
P (k , t) = - j =  J d3x  л(х, t)e+tk'x . (1.2.52)

Поэтому для всех g и p выполняются канонические коммута
ционные соотношения (1.2.31)—(1.2.34):

[p(k, £)„ g(l, t)] = —— f d3xelk xe_ll x = -г/г6к, , (1.2.53)
V J

[p(k, I), g +( l  O] = [p(k, t), p(l, I)] = [p(k, t), p +(l, l)] =

[g(k, /), g(l, f)][(/(k, t), t/A(l, O] = 0,
(1.2.54)

а также соотношения, получающиеся отсюда для эрмитово сопря
женных величин. Подставляя (1.2.48) и (1.2.49) в формулу (1.2.36) 
для функции Гамильтона, можно выразить этот оператор через ве
личины р и q:

н  = J 2 [p t (k ,% (k ,t )  + co|g+(k ,t)g(k ,i)], (1.2.55)

со| з  c2k 2 + ( т с 2/й) . (1.2.56)

Производные по времени величин р определяются из уравне
ния Гамильтона

• Э Н  2  t

P (k , t) = — = - ю к9 (k ,  t) (1.2.57)
d g (k ,  t)

(и ему сопряженного). С учетом (1.2.50) этот результат в точности 
эквивалентен волновому уравнению Клейна—Гордона—Ш рединге- 
ра (1.2.28).
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Мы видим, что, как и в случае модели Борна, Гейзенберга 
и Иордана 4 1926 года, свободное поле ведет себя как бесконеч
ное число связанных гармонических осцилляторов. Паули и Вай- 
скопф у удалось построить операторы р и q, удовлетворяющ ие 
коммутационным соотношениям (1.2.53)—(1.2.54) и «уравнениям дви
жения» (1.2.50) и (1.2.57), введя операторы уничтожения и рож де
ния а, Ъ, и Ь' двух  разных типов, соответствую щ их частицам 
и античастицам:

Можно непосредственно убедиться в том, что эти операторы 
действительно удовлетворяют соотношениям (1.2.53), (1.2.54), (1.2.50) 
и (1.2.57). Поле (1.2.48) можно записать как

для которых

[a(k),af (l)] = [b(k),b+(l)] = 5Ь1, (1.2.60)

[a(k),a(l)] = |b(k),b(l)] = 0, (1.2.61)

[a(k), b(l)] = [a(k),bf (l)] = [af (k), b(l)] = [a f (k ),b f (I)] = 0. (1.2.62)

(p(x, t) = -4 =  У  ~^—[a(k) exp(ik • x  -  m kt)
W “ V 2cok

-  bf (-k ) ex p (-ik  • x  + icokt)], 

а функция Гамильтона (1.2.55) принимает вид

(1.2.63)

Н = ^  —Tmk [bf (k)b(k) + b(k)b+ (k) + a f (k)a(k) + a(k)af (k )],
i. 2k

или, используя (1.2.60)—(1.2.62),
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Н = £ й ю к[Ь+(k)b(k) + a f (k)a(k)] + Е0 , (1.2.64)
к

где Е0 — бесконечно большое с—число

Ео = Y , ГиоЬ ■ (1.2.65)
к

Существование двух разных типов операторов а и Ъ, равно
правно входящ их в гамильтониан, показывает, что построенная 
теория описывает два сорта частиц одной и той же массы. Как под
черкнули Паули и Вайскопф, эти две разновидности можно рас
сматривать как частицы и соответствующ ие античастицы, которые 
(если они заряжены) имеют противоположные заряды. Таким обра
зом. как мы отмечали выше, бозоны со спином 0, так же, как 
и фермионы со спином 1/2, могут иметь свои античастицы, кото
рые для бозонов невозможно интерпретировать как дырки в море 
частиц с отрицательной энергией.

Теперь можно выяснить, какие из операторов а и Ъ или ат и Ь' 
являются операторами уничтожения, взяв среднее значение от ком
мутационных соотношений в состоянии вакуума Ч ,̂. Например, ес
ли а \  были бы операторами уничтожения, то при действии на ва
куумное состояние они давали бы нуль, так что среднее по вакууму 
от (1.2.60) равнялось бы

-| | а(к )%  112 = {% , [a(k), a f (к )]%  ) = +1, (1.2.66)

в противоречии с требованием, чтобы левая часть равенства была 
отрицательной. Таким способом можно установить, что оператора
ми уничтожения являются afc и Ък, и поэтому

a(k)4'0 = Ц к Щ  = 0 .  (1.2.67)

Это условие находится в согласии со всеми коммутационными 
соотношениями. Итак, канонический формализм вынуждает заклю
чить, что коэффициент при е 'т1 в выражении для поля (1.2.63) дол
жен быть оператором рождения, как это получается и в формализ
ме Фарри—Оппенгеймера 44 для частиц со спином 1/2.

Из уравнений (1.2.64) и (1.2.67) вытекает, что Е0 есть энергия 
вакуумного состояния. Если измерять все энергии относительно Е0,
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то физическим оператором энергии станет оператор Н -  Е0, причем 
из (1.2.64) следует, что он положителен.

Как же обстоит дело с проблемой отрицательных вероятно
стей, которая стала отправной точкой в исследованиях Дирака? 
Как заметил Дирак, единственная плотность вероятности р, кото
рую можно построить из решений свободного скалярного волново
го уравнения Клейна—Гордона-Ш редингера (1.2.28) и которая удов
л етвор яет закону сохранения в ф орм е (1.1.10), долж на быть 
пропорциональна величине

р = 2 Im + Эф 
Ф —Y dt ( 1.2 .6 8 )

и поэтому не обязательно положительна. Аналогично, во «вторично
квантованной» теории, где ф определяется уравнением (1.2.63), р не 
является положительным оператором. Так как оператор фг(х) не ком
мутирует с оператором ф(х), формулу (1.2.68) можно записать по- 
разному, причем все выражения будут отличаться на бесконечно боль
шие с—числа. Оказывается удобным записать плотность р в виде

г Эф + Эф+ 
—  ф  —  ф
dt У dt ^ (1.2.69)

Интеграл по пространству от этого оператора легко вычисля
ется и равен

N = j* р d3x  = ^ (a f (k)a(k) -  bf (k )b(k)j. (1.2.70)

Очевидно, что он имеет собственные значения обоих знаков.
Однако в определенном смысле такая же проблема возникает и 

в квантовой теории поля частиц спина 1/2. Дираковский оператор 
плотности ¥ v  действительно положительный, но чтобы построить 
физическую плотность, мы должны вычесть вклад заполненных элек
тронных состояний. В частности, пользуясь разложением на плоские 
волны (1.2.43), можно записать оператор полного числа частиц:

ЛГ s  j  d 3x  у  V  = £  (+)a f (k)a(k) + £  H b(k)b+ (k ). 
k k

Соотношения антикоммутации для операторов b позволяют 
переписать это выражение как
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JV -  JV0 = £  (+V (k )a (k ) -  £  (->b+(k)b(k), (1.2.71)
к

где N0 -  бесконечная постоянная,
к

jv0 = L h i - (1.2.72)
к

Согласно (1.2.46) и (1.2.47) величина N0 есть число частиц 
в вакууме, поэтому Фарри и Оппенгеймер сделали вывод, что опе
ратор числа физических частиц есть N — N0 и он может, как для 
поля спина нуль, иметь и положительные, и отрицательные собст
венные значения.

Предлагаемое квантовой теорией поля решение этой пробле
мы заключается в том, что ни величины \|/ у  Фарри и Оппенгейме- 
ра, ни ф у Паули и Вайскопфа не являются амплитудами вероятно
сти, которые должны определять сохраняющиеся положительные 
плотности вероятности. Вместо этого физическое гильбертово про
странство разлагается на состояния, определенные как состояния с 
заданным числом частиц и /или античастиц в каждой моде. Если Фп 
есть полный ортонормированный набор таких состояний, то изме
рение числа частиц в произвольном состоянии приведет к веро
ятности обнаружения системы в состоянии Фп, равной

где (Ф^Ч1) есть обычное скалярное произведение в гильбертовом про
странстве. Таким образом, для любого спина даже не возникает во
прос о возможности отрицательных вероятностей. Волновые поля 
V, Ф, и т. д. —  совсем не амплитуды вероятности, а операторы, 
рождающие или уничтожающие частицы в различных нормальных 
модах. Было бы хорошо, если бы вводящий в заблуждение термин 
«вторичное квантование» постепенно ушел бы на покой.

В частности, операторы N и N -  N0 в (1.2.70) и (1.2.71) должны 
интерпретироваться не как полные вероятности, а как операторы 
числа частиц, точнее, числа частиц минус число античастиц. Для 
заряженных частиц сохранение заряда приводит к тому, что опе
раторы заряда пропорциональны операторам числа частиц, так что 
знак минус в (1.2.70) и (1.2.71) позволяет немедленно прийти 
к выводу, что заряды частиц и античастиц противоположны. В таком

рп = |(Фп,ч о  р, (1.2.73)
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теоретико-полевом формализме взаимодействия соответствуют сла
гаемым в гамильтониане третьего, четвертого или более высоких 
порядков по полевым переменным, а вероятности различных про
цессов получаются использованием этих операторов взаимодейст
вия в зависящей от времени теории возмущений. Концепции, изло
женные в предыдущих кратких замечаниях, будут служить осно
вой для большей части материала этой книги.

Несмотря на очевидные преимущества, квантовая теория поля 
не сразу вытеснила теорию дырок. Обе точки зрения некоторое вре
мя сосуществовали, а при вычислениях вероятностей физических ре
акций использовались разные комбинации теоретико-полевого и ды
рочного подходов. Этот период ознаменовался расчетами в низшем 
порядке по степеням е2 сечений разных процессов: е~ +  у —» е~ +  у 
(1929 год, Клейн, Нишина 46); е+ +  е~ —> 2у (1930 год, Д ирак47); 
е~ +  е~ —> е~ +  е~ (1932 год, М ел л ер 48); е~ +  Z  —> е~ +  у +  Z  
и у +  Z  —> е+ +  е~ +  Z  (здесь Z  означает кулоновское поле тяжелого 
атома) (1934 год, Бете, Гайтлер49); е+ +  е~ —» е+ + е~ (1936 год, Ба
ба ). (Правила вычисления таких процессов сформулированы в гл. 8 
и подробно проиллюстрированы на примере рассеяния фотона на элек
троне.) Эти вычисления в низшем порядке теории возмущений дава
ли конечные результаты, находившиеся в разумном согласии с экс
периментальными данными.

Тем не менее, в 1930-е годы нарастало ощущение неудовле
творенности квантовой теорией поля (с учетом или без учета тео
рии дырок). Одной из причин была очевидная неудача квантовой 
электродинамики при расчете проникающей способности заряжен
ных частиц в ливнях космического излучения, отмеченная в 1936 
году Оппенгеймером и Франклином Карлсоном э0а. Другой причиной 
неудовлетворенности, оказавшейся связанной с первой, было по
стоянное открытие новых сортов частиц и взаимодействий. Мы уже 
упоминали электрон, фотон, позитрон, нейтрино, и, конечно, яд
ро атома водорода —  протон. В 1920-е годы было распространено 
мнение, что более тяжелые ядра состоят из протонов и электронов, 
однако было трудно понять, как легкая частица вроде электрона 
могла удерживаться внутри ядра. Еще одна серьезная трудность, 
связанная с такой картиной, была отмечена в 1931 году Эренфе- 
стом и Оппенгеймером 51: для того, чтобы ядро обычного азота 14N 
имело атомный номер 7 и массовое число 14, оно должно было со
стоять из 14 протонов и 7 электронов и поэтому быть ферм ионом,
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что противоречило полученному методами молекулярной спектро
скопии 52 выводу, что 14N — бозон. Эта (и другие) проблема реши
лась после открытия в 1932 году нейтрона э3 и гипотезы Гейзенбер
га 54, что ядра состоят из протонов и нейтронов, а не из протонов и 
электронов. Было очевидно, что для удержания ядра между ней
тронами и протонами должны действовать большие неэлектромаг
нитные короткодействующие силы.

После успеха фермиевской теории (3-распада ряд авторов 54а 
высказывал предположения, что в рамках этой теории ядерные 
силы можно было бы объяснить как результат обмена электрона
ми и нейтрино. Несколькими годами спустя, в 1935 году Хидеки 
Юкава предложил совершенно новую квантовую теорию поля для 
описания ядерных сил . В рамках полностью классического опи
сания он нашел, что взаимодействие скалярного поля с нуклонами 
(протонами и нейтронами) должно было бы порождать нуклон-ну- 
клонные потенциал, зависящий от расстояния между этими час
тицами как

У(г) ос — ехр(-Аг), (1.2.74)
г

а не как 1/г в случае кулоновского потенциала между электриче
скими зарядами. Величина X была введена в уравнение скалярного 
поля Юкавы как параметр; проквантовав это поле, Юкава обнару
жил, что оно описывает частицы массой b/(kc). Взяв наблюдаемый 
радиус сильного взаимодействия между нуклонами, Юкава сумел 
оценить, что Ь/(Кс) порядка 200 масс электрона. В 1937 году такие 
«мезоны» были обнаружены в опытах с пузырьковыми камерами эо 
Сетом Неддермейером и Андерсоном, а также Джабезом Карри 
Стритом и Эдвардом Карлом Стивенсоном. По общему мнению, это 
и были гипотетические частицы Юкавы.

Открытие мезонов подтвердило, что в космическом излучении 
заряженными частицами могут быть не только электроны, и поэтому 
проблема, тревожившая Оппенгеймера и Карлсона, была снята.- 
Однако это открытие породило новые трудности. Лотар Нордхейм 56а 
отметил в 1939 году, что те же самые сильные взаимодействия, за 
счет которых мезоны множественно рождаются в верхних слоях атмо
сферы (и которые требуются теорией Юкавы) должны приводить к 
поглощению мезонов в нижних слоях атмосферы, что противоречило 
наблюдавшемуся большому количеству этих мезонов на малых
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высотах. В 1947 году в эксперименте Марчелло Конвереи, Этторе Пан- 
чини и Оресте Пиччиони5' было показано, что те мезоны, которые 
преобладают в космическом излучении на малых высотах, на самом 
деле слабо взаимодействуют с нуклонами и поэтому не могут быть 
сопоставлены частицам Юкавы. Эта загадка разрешилась после теоре-

'SRтического предположения , а затем и экспериментального подтвер
ждения 59 Чезаре Латтеса, Оккиалини и Сесила Пауэлла, что на са
мом деле существуют два типа мезонов с несколько различающимися 
массами: более тяжелый (его сейчас называют л-мезоном или пионом) 
способен сильно взаимодействовать и выполняет роль переносчика ядер
ных сил, предсказанную Юкавой; более легкий (называемый сейчас 
мюоном) способен только к слабым или электромагнитным взаимодей
ствиям и преобладает в космическом излучении на уровне моря, воз
никая как результат распада пионов. В том же 1947 году в космиче
ском излучении были найдены совершенно новые типы частиц, из
вестные сейчас как К-мезоны и гипероны (Джордж Рочестер и Клиф
форд Батлер 60.) С 1947 года и вплоть до наших дней продолжается 
открытие ужасающего количества частиц все новых разновидностей, 
однако продолжение рассказа об этом увело бы нас далеко в сторону 
от предмета рассмотрения. Все эти открытия ясно показали, что лю
бая концептуальная основа, ограниченная фотонами, электронами и 
позитронами, была бы слишком узкой для того, чтобы серьезно рас
сматриваться как фундаментальная теория. Но еще более важной ока
залась чисто теоретическая проблема бесконечностей.

1.3. Проблема бесконечностей

Квантовая теория поля имеет дело с полями \ (̂х), уничто
жающими и рождающими частицы в пространственно-временной 
точке х. Предыдущий опыт обращения с классической теорией элек
трона предупреждает, что точечный электрон обладает бесконеч
ной собственной электромагнитной массой. В случае поверхност
ного распределения заряда по сфере радиусом а эта масса равна 
е2/(6л;ас2) и расходится при а —» 0. К сожалению, та же проблема 
с еще большей остротой встала в первые же дни существования 
квантовой теории поля, и хотя ее удалось в значительной степени 
смягчить последующими улучшениями теории, она так и остается 
с нами по сей день.
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Проблема бесконечностей в квантовой теории поля была, по- 
видимому, впервые отмечена в работах Гейзенберга и Паули 1929— 
1930 годов 41 Вскоре появление бесконечностей было подтверждено 
при вычислениях электромагнитной собственной энергии связанно
го электрона Оппенгеймером 61 и свободного электрона Айваром Вал- 
лером 62. Они использовали обычную теорию возмущений второго 
порядка с промежуточными состояниями, включавшими электрон 
и фотон. Например, сдвиг энергии электрона Еп на те-ом энергети
ческом уровне атома водорода определяется формулой:

< ш ;к Д  Я ' п > 2
Еп ~ Ет~\к! с '

d3k ' ’ ' ' ' , (1.3.1)

где суммы и интеграл берутся по всем промежуточным состояниям 
электрона ш, спиральностям фотона X и импульсам фотона к, а 
Н' - слагаемое в гамильтониане, описывающее взаимодействие из
лучения и электронов. Подобное вычисление дает формально беско
нечную собственную энергию; более того, если устранить эту бес
конечность путем отбрасывания всех промежуточных состояний с 
волновыми числами фотонов большими 1/а, то собственная энергия 
при а —» 0 ведет себя как 1/а2. Бесконечности такого рода часто 
называют ультрафиолетовыми расходимостями, так как они возни
кают от промежуточных состояний, содержащих частицы очень ко
ротких длин волн.

Во всех таких вычислениях электрон рассматривался по прави
лам первоначальной теории Дирака без заполненных состояний 
с отрицательной энергией. Несколькими годами спустя Вайскопф по
вторил вычисления собственной массы электрона в рамках новой ды
рочной теории с полностью занятыми состояниями с отрицательной 
энергией. В этом случае во втором порядке теории возмущений 
возникает дополнительное слагаемое, которое на языке теории без 
дырок может быть описано как возникающее от процессов, в кото
рых электрон в конечном состоянии сначала рождается из вакуума 
вместе с фотоном и позитроном, а последний затем аннигилирует с 
начальным электроном. Сначала Вайскопф получил зависимость 1 /а2 
от величины обрезания волнового числа фотонов 1/а. В то же время 
(по предложению Бора) аналогичные вычисления были сделаны Карл
соном и Фарри. Увидев результаты Вайскопфа, Фарри понял, что 
хотя Вайскопф и учел то электростатическое слагаемое, которым
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пренебрегли он и Карлсон, но допустил ошибку при вычислении вкла
да магнитной собственной энергии. Узнав об этом от Фарри, Вай- 
скопф исправил свою ошибку и обнаружил, что все члены порядка 
1/а2 в полном сдвиге массы сократились! Однако, несмотря на это 
сокращение, бесконечность сохранилась: при обрезании по волново
му числу величиной 1 /а собственная масса оказалась равной 63

Ослабление зависимости от обрезания, принявшей вид In а 
по сравнению с классической зависимостью 1 /а или ранней кванто
вой зависимостью 1/а2, было воспринято в свое время как обнаде
живающий признак и оказалось очень важным позднее при разви
тии теории перенормировок.

В 1933 году, по-видимому, Дирак 64 обнаружил возникнове
ние бесконечности совсем другого типа. Он рассмотрел влияние внеш
него статического заряда почти однородной плотности £(х) на ваку
ум, т. е. на электроны с отрицательной энергией, находившиеся в 
рамках теории дырок в заполненных энергетических состояниях. 
Кулоновское взаимодействие между в (х )  и плотностью заряда элек
тронов отрицательной энергии приводит к «поляризации вакуума» 
с индуцированной плотностью заряда

Константа В конечна и порядка а. В то же время, константа А 
логарифмически расходится как a  In а, где 1 /а  -  величина обреза
ния по волновому числу.

Похоже, что бесконечности возникали и в связанной с преды
дущей задаче рассеяния света на свете. Ганс Эйлер, Бернард Ко- 
кель и Гейзенберг 65 показали в 1935-1936 годах, что эти бесконеч
ности можно устранить, используя более или менее произвольное 
предписание, ранее предложенное Дираком 66 и Гейзенбергом 67, Они 
вычислили эффективную плотность лагранжиана для нелинейных 
электродинамических процессов, порождаемых виртуальными элек
трон—позитронными парами,

За , ( h \
—  т ш ----- (1.3.2)
2тс V тса J

(1.3.3)
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справедливую при частотах v mec2/ti. Вскоре Николас Кеммер 
и Вайскопф 68 высказали соображения, что в этом случае бесконеч
ности фиктивны, и что выражение (1.3.4) можно вывести без всяких 
вычитательных предписаний.

Ярким лучом в борьбе с бесконечностями было успешное рас
смотрение инфракрасных расходимостей, возникающих не от вы
сокоэнергетической, а от низкоэнергетической области интегриро
вания. В 1937 году Феликс Блох и Арне Нордсик показали 68а, что 
эти бесконечности сокращаются, если учесть процессы с излучени
ем произвольного числа фотонов низкой энергии. В современных 
терминах эта проблема будет обсуждаться в гл. 13.

Наконец, еще одна бесконечность возникла в 1939 году в вы
числениях Сидни Майклом Данковым 69 радиационных поправок 
к рассеянию электрона статическим кулоновским полем атома. Вы
числение содержало ошибку (было пропущено одно слагаемое), 
но это стало понятно только позднее 69а.

В 1930-е годы все эти бесконечности не воспринимались лишь 
как неудачи конкретных вычислений. Скорее, они указывали на 
пробел в понимании фундаментальных основ релятивистской кван
товой теории поля, что только подчеркивалось упомянутыми в пре
дыдущем разделе проблемами с космическим излучением.

Одним из симптомов этого непреходящего пессимизма было 
продолжавшееся все 30-е и 40-е годы использование альтернатив
ных схем. Как вспоминал позднее Джулиан Швингер 696, «основ
ным занятием большинства, вовлеченных в эти проблемы физи
ков был не анализ и т щ ат ельное прим енение извест ной  
релятивистской теории взаимодействующих электронного и 
элект ромагнит ного полей, а попыт ки изменит ь ее». Так, 
в 1938 году Гейзенберг 70 предположил существование фундамен
тальной длины L, аналогичной фундаментальному кванту дейст
вия Ь и фундаментальной скорости с. По предположению, теория 
поля была применима только на расстояниях, больших L, так что 
все расходящиеся интегралы эффективно должны были обрезать
ся на расстояниях порядка L, или на импульсах порядка h/L. Что
бы придать теории поля нелокальную структуру, было высказано 
несколько специальных предположений. Некоторые теоретики стали 
подозревать, что формализм векторов состояний и квантовых 
полей должен быть заменен на другой, основанный исключи
тельно на наблюдаемых величинах, типа введенной в 1937 году
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Джоном Арчибальдом Уилером 71 и Гейзенбергом 72 .S'-матрицы, эле
менты которой равны амплитудам различных процессов рассея
ния. Как мы увидим, понятие ^-матрицы стало жизненно необхо
димой частью современной квантовой теории поля, а для некоторых 
теоретиков чистая теория ^-матрицы стала идеалом, особенно как 
возможное решение проблем сильных взаимодействий 73. Рассуж
дая в несколько ином направлении, Уилер и Ричард Фейнман 74 
попытались в 1945 году исключить электромагнитное поле, выво
дя электромагнитные взаимодействия из действия на расстоянии. 
Им удалось показать, что полностью запаздывающий (или опере
жающий) потенциал можно получить, если учесть не только взаи
модействие между источником и пробными зарядами, но и между 
этими зарядами и всеми другими зарядами во вселенной. Возмож
но, наиболее радикальной модификацией квантовой механики, 
предложенной в эти годы, было введение Дираком 75 состояний с 
отрицательной вероятностью как средства сокращения бесконеч
ностей в сумме по состояниям. Эта идея индефинитной метрики 
в гильбертовом пространстве получила развитие и в квантовой тео
рии поля, хотя и не в оригинальной форме.

В 1930-е годы в воздухе носилась и более консервативная идея 
о том, как обращаться с бесконечностями. Возможно, все эти беско
нечности могли быть поглощены в переопределении или перенор
мировке параметров теории. Например, уже было известно, что в 
любой лоренц-инвариантной классической теории электромагнит
ные собственная энергия и собственный импульс электрона должны 
иметь форму поправок к массе электрона. Отсюда, бесконечности в 
этих величинах можно было сократить с «голой» неэлектромагнит
ной массой электрона, получив конечную измеримую «перенорми
рованную» массу. Кроме того, уравнение (1.3.3) показывает, что по
ляризация вакуума изменяет заряд электрона от величины, равной 
интегралу е = j d3x-£, до величины

Полный = J dSx(£ + 5е) = (1 + А )е ■ (1-3.5)

Поляризация вакуума приводит к конечным результатам в низ
шем порядке, если наблюдаемые величины типа сечений рассеяния 
выражены через еполный, а не через е. Вопрос заключался в том, все 
ли бесконечности в квантовой теории поля можно устранить подоб
ным образом. В 1936 году Вайскопф 76 предположил, что дело обстоит
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именно так, и на ряде простых примеров убедился, что известные 
бесконечности могут быть устранены перенормировкой физических 
параметров. Однако при существовавшей тогда вычислительной тех
нике было невозможно показать, что бесконечности всегда можно 
устранить подобным образом, а пример Данкова 69, казалось, под
тверждал, что этого сделать нельзя.

Другим результатом, связанным с появлением бесконечностей, 
стала тенденция полагать, что всякий эффект, который оказывался 
бесконечным в рамках квантовой теории поля, на самом деле не име
ет места. В частности, в дираковской теории 1928 года предсказыва
лось полное вырождение уровней 2s1/2-2 p 1/2 атома водорода во всех 
порядках по а. Всякая попытка расчета расщепления этих двух уров
ней в рамках квантовой электродинамики сводилась к проблеме бес
конечной собственной энергии связанного электрона. Поэтому реаль
ное существование такого расщепления не воспринималось всерьез. 
Позднее Бете 80 вспоминал, что «этот сдвиг оказывался бесконеч
ным во всех существовавших теориях и поэтому просто игнориро
валсящ Такое отношение сохранялось даже в конце 1930-х годов, ко
гда спектроскопические эксперименты стали давать прямые указа
ния на существование расщепления 2s1//2-2 p 1/2 уровней порядка 1000 
МГц. Заметным исключением стал Эдвин Альбрехт Юлинг 78, кото
рый понял, что упомянутый выше эффект поляризации вакуума дол
жен приводить к расщеплению уровней 2s1/2-2 p 1y2. К сожалению, 
как мы увидим в гл. 14, этот вклад в расщепление много меньше 1000 
МГц и к тому же имеет неправильный знак.

Туман, окутывавший квантовую теорию поля, начал рассеи
ваться вскоре после второй мировой войны. В течение 1—4 июня 1947 
года в местечке Шелтер Айленд, штат Нью Йорк, проходила конфе
ренция по основам квантовой механики, на которую собрались как 
физики—теоретики, работавшие над проблемами квантовой теории 
поля еще в 30-е годы, так и ученые молодого поколения, начавшие 
научную работу во время войны. Что особенно важно, среди участни
ков было и несколько физиков—экспериментаторов. Лидерами дис
куссии стали Ганс Крамере, Оппенгеймер и Вайскопф. Один из 
экспериментаторов (или, скорее, теоретик, ставший эксперимента
тором), Уиллис Лэмб, рассказал об убедительном опыте по измере
нию сдвига уровней энергии 2s1/ 2-2 p 1/2 в водороде 79. Пучок ато
мов водорода от источника, содержавший много атомов в 2s- и 
2р-состояниях, направлялся на детектор, чувствительный только
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к атомам в возбужденном состоянии. Атомы в 2 р-состояниях очень 
быстро распадались, переходя в основное Is состояние с испускани
ем одного фотона (а—линия Лаймана), в то время, как 28-состояния 
могли только медленно распадаться с испусканием двух фотонов. 
В результате детектор измерял число атомов в метастабильном 2s 
состоянии. Пучок проходил через магнитное поле, благодаря которому 
к любому имеющемуся сдвигу уровней 2sj 2р1/2 добавлялся извест
ный зеемановский сдвиг. Кроме того, на пучок накладывалось микро
волновое электромагнитное поле с фиксированной частотой V ~ 10 ГГц. 
При определенной напряженности магнитного поля наблюдалось рез
кое уменьшение сигнала детектора, свидетельствовавшее о том, что 
микроволновое поле породило резонансные переходы из метастабиль- 
ного 2 8 - с о с т о я н и я  в  2р-состояние, а затем — в основное состояние за 
счет быстрого перехода с испусканием лаймановской а—линии. При 
заданной величине магнитного поля полное расщепление уровней 2s— 
2р, включавшее зеемановское расщепление и собственно сдвиг меж
ду уровнями, должно было равняться hv. Отсюда можно было из
влечь величину расщепления уровней. Было объявлено предвари
тельное значение сдвига, равное 1000 МГц и находившееся в согла
сии с более ранними спектроскопическими измерениями 77. Послед
ствия этого открытия нашли отражение в изречении, которое я слы
шал в Копенгагене в 1954 году, когда проходил там аспирантуру: 
«Не следует говорить, что нечто равно нулю только потому, что 
оно равно бесконечности/»

Открытие лэмбовского сдвига вызвало глубокий интерес у тео
ретиков, собравшихся в Шелтер Айленде, тем более, что многие 
из них уже работали над улучшением формализма расчетов в кван
товой электродинамике. Крамере доложил свою работу о перенор
мировке массы в классической электродинамике протяженного элек
трона 79а, в которой показал, что трудности, связанные с расхо
димостью собственной энергии в пределе нулевого радиуса, не воз
никают в явном виде, если записать теорию в виде, где массовый 
параметр отождествлен с экспериментально наблюдаемой массой 
электрона. Швингер и Вайскопф (до которых уже дошли слухи о 
результате Лэмба) обсуждали ситуацию по дороге в Шелтер Ай
ленд и высказали предположение, что поскольку, как было из
вестно, учет промежуточных состояний, включающих позитро
ны, уменьшает расходимость выражений для сдвигов уровней энер
гии с 1 /а2 до In а, то не может ли случиться, что учет этих проме
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жуточных состояний сделает разности сдвигов атомных уровней 
конечными. (На самом деле, в 1946 году, еще до того, как Вай- 
скопф узнал об опыте Лэмба, он предложил эту задачу своему 
аспиранту Брайсу Френчу.) Почти сразу же после конференции, в 
поезде, идущем в Скенектеди, Ганс Бете 80 проделал нерелятиви
стское вычисление, все еще не учитывавшее эффекты, связанные 
с наличием позитронных промежуточных состояний, но использо
вавшее для устранения бесконечностей простой метод обрезания 
импульсов виртуальных фотонов величиной порядка тес. Бете по
лучил вселявшее надежду приближенное значение сдвига, равное 
1040 МГц. Вскоре рядом авторов 81 были выполнены полностью ре
лятивистские вычисления, использующие для устранения беско
нечностей идею перенормировок. Эти вычисления привели к бле
стящему согласию с экспериментом.

На конференции в Шелтер Айленде был доложен и другой 
взволновавший всех экспериментальный результат Исидора Раби. 
Проведенные в его лаборатории измерения сверхтонкой структуры 
водорода и дейтерия показали 82, что магнитный момент электрона 
отличается от предсказываемого дираковского значения еЬ/2тс на 
множитель, равный примерно 1,0013. Последующие измерения 
гиромагнитных отношений в натрии и галлии привели к еще более 
точному значению 83

Р%
Ц = ------ (1,00118 ±0,00003).

2 тс

Узнав об этих результатах, Грегори Брейт предположил 83а, 
что отклонения возникают в результате радиационных поправок 
порядка а к магнитному моменту электрона. На конференции и 
Брейт, и Швингер доложили о своих попытках рассчитать эту 
поправку. Вскоре после конференции Швингер успешно завершил 
расчет величины аномального магнитного момента электрона 84, 
получив значение

ей а  ей
ц = ------ (1 + — ) = --------  1,001162,

2 т с  2ж 2 тс

находившееся в прекрасном согласии с экспериментом. Этот результат 
наряду с расчетом лэмбовского сдвига, выполненными Бете, убедили 
наконец физиков в реальности радиационных поправок.
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Применявшиеся в это время математические методы вычис
лений представляли собой дикую смесь концепций и формализмов. 
Один из подходов, развитый Швингером 85, был основан на оператор
ных методах и принципе наименьшего действия. Этот подход был 
доложен на последовавшей за ИТелтер Айлендом конференции в 
Поконо Манор в 1948 году. Другой лоренц-инвариантный оператор
ный формализм был еще раньше построен Синитиро Томонагой 8(5 
с сотрудниками в Японии, но эта работа сначала не была известна 
на Западе. Еще в 1930-е годы Томонага столкнулся с бесконечностями 
в мезонной теории Юкавы. В 1947 году он и его коллеги все еще на
ходились вне общего круга научных связей: об опыте Лэмба они 
узнали из статьи в журнале Newsweek.

Внешне совершенно иной подход был предложен Фейнманом 8'. 
Он коротко доложил о нем на конференции в Поконо. Вместо того, 
чтобы вводить квантовополевые операторы, Фейнман представил /S’- 
матрицу в виде функционального интеграла от exp(zW), где W  — ин
теграл действия для совокупности дираковских частиц, взаимодей
ствующих с классическим электромагнитным полем, взятый по всем 
траекториям дираковских частиц, удовлетворяющим при t —» ± оп
ределенным граничным условиям.

Одним из результатов работы Фейнмана, получившим необы
чайное практическое значение, была формулировка системы графи
ческих правил для вычисления элементов S—матрицы в любом 
желаемом порядке теории возмущений. В противоположность старой 
теории возмущений 1920—1930 годов, эти фейнмановские правила 
автоматически учитывали одновременно процессы рождения частиц 
и аннигиляции античастиц и приводили к результатам, которые на 
каждом этапе вычислений были лоренц-инвариантными. На примере 
вычисления Вайскопфом собственной энергии электрона 63 мы уже 
видели, что природа возникающих бесконечностей становится понят
ной только, когда частицы и античастицы рассматриваются на 
равных основаниях.

Наконец, в двух статьях 1949 года Фримен Дайсон 88 показал, 
что операторные формализмы Швингера и Томонаги приводят к тем 
же самым графическим правилам, которые нашел Фейнман. Дайсон 
проанализировал также бесконечности, возникающие в произволь
ных диаграммах Фейнмана, и наметил доказательство того, что все 
они относятся к тому типу, который может быть устранен при пере
нормировке. Одним из самых поразительных результатов, вытекав
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ших из анализа Дайсона, был критерий того, какие квантовые тео
рии поля относятся к разряду «перенормируемых», в том смысле, 
что все бесконечности могут быть поглощены переопределением ко
нечного числа констант связи и масс. В частности, взаимодействие 
паулиевского типа (1.1.32), которое могло бы привести к изменению 
предсказываемого значения магнитного момента электрона, нару
шило бы перенормируемость квантовой электродинамики. С выхо
дом в свет статьи Дайсона наконец-то появился единый системати
ческий формализм, который мог быть легко изучен физиками и 
обеспечивал общий язык для последующих приложений квантовой 
теории поля к задачам физики.

Я не могу расстаться с рассказом о бесконечностях, не упомя
нув об одном удивительном аспекте этой истории. Еще в 1930 году 
Оппенгеймер заметил, что основная ультрафиолетовая расхо
димость в собственной энергии связанного электрона сокращается, 
если взять разность сдвигов двух атомных уровней энергии. Позднее, 
в 1934 году Вайскопф нашел, что большая часть расходимости 
собственной энергии свободного электрона сокращ ается, если 
включить в рассмотрение промежуточные состояния, содержащие 
позитроны. Уже в 1934 году было вполне естественным полагать, 
что включив позитронные промежуточные состояния и находя 
разность сдвигов уровней для пары атомных состояний, можно 
полностью устранить ультрафиолетовую расходимость в относи
тельном сдвиге уровней энергии *. Были и экспериментальные 
свидетельства7' существования сдвига уровней 2sl/2~2pl/2, равного 
примерно 1000 МГц. Так почему же никто из теоретиков до 1947 
года не попытался численно оценить эту разность уровней энергии?

Строго говоря, одна такая попытка была в 1939 году 88а, но 
внимание было сфокусировано не на той части задачи на вычисле
нии зарядового радиуса протона, что весьма мало влияет на уровни 
энергии атома водорода. Расчет привел к грубому согласию с ранни
ми экспериментами 77. Однако, как в 1939 году показал Лэмб, это 
было ошибкой.

* На самом деле, такая догадка неверна. Как обсуждается в разделе
14.3, радиационные поправки к массе электрона влияют на сдвиг атомных 
уровней не только через сдвиг энергии покоя электрона, который одинаков 
для всех уровней, но и через изменение кинетической энергии электрона, 
меняющейся от одного уровня к другому.
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Полностью релятивистское вычисление лэмбовского сдвига, 
учитывающее позитроны в промежуточных состояниях, можно было 
бы сделать и в 1930-е годы, используя старую нерелятивистскую 
теорию возмущений. Пока удерживаются все слагаемые до данного 
порядка, старомодная теория возмущений приводит к тем же резуль
татам, что и строго релятивистские расчеты с помощью форма
лизмов Фейнмана, Швингера и Томонаги. На самом деле, первый 
после работы Бете точный расчет лэмбовского сдвига, выполнен
ный в США Френчем и Вайскопфом и Норманом Кроллом и Лэм
бом, был сделан именно таким способом, хотя группа Томонаги 81 
уже применяла ковариантные методы расчетов для решения этой и 
других задач.

То, чего нехватало ученым, — это уверенности в схеме пере
нормировок как средства обращения с бесконечностями. Как мы ви
дели, перенормировки широко обсуждались в конце 30-х годов. Но 
в это время считалось общепринятым (такую точку зрения особенно 
подчеркивал Оппенгеймер 39) что при энергиях, превышающих 
100 МэВ, квантовую электродинамику нельзя воспринимать все
рьез, и что решение ее проблем может быть найдено с помощью 
совершенно новых неожиданных идей.

На конференции в Шелтер Айленде произошло несколько со
бытий, изменивших такую точку зрения. Одним из них было сооб
щение, что обсуждавшиеся в предыдущем разделе проблемы, ка
сающиеся космического излучения, находят свое разрешение: Роберт 
Маршак высказал гипотезу 58 о существовании двух мезонов с близ
кими массами — мюонов, которые и наблюдались на опыте, и пио
нов, ответственных за ядерные силы. Еще важнее было получение 
достаточно точных значений лэмбовского сдвига и аномального маг
нитного момента электрона, что заставило физиков внимательно 
обдумать всю проблему радиационных поправок. Возможно, не ме
нее существенным было и то, что на конференции собрались теоре
тики, имевшие свои оригинальные взгляды на перенормировку как 
решение проблемы бесконечностей. Когда в конце 1940-х годов слу
чилась революция, она была совершена в основном молодыми фи
зиками. Несмотря на возраст, эти ученые сыграли консервативную 
роль, отказавшись от поисков радикальных решений, которыми 
занимались их предшественники.
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2

Релятивистская квантовая механика

Точка зрения, принятая в этой книге, такова: квантовая 
теория поля такая, какая она есть, потому что (с определенными 
оговорками) это единственный способ совместить квантовую меха
нику с частной теорией относительности. Поэтому нашей первой 
задачей будет изучение того, как в квантовых построениях возни
кают симметрии вроде лоренцовской инвариантности.

2.1. Квантовая механика

Сначала хорошее известие: квантовая теория поля основана 
на той же квантовой механике, которая была создана Шрединге- 
ром, Гейзенбергом, Паули, Борном и др. в 1925-1926 годах и с тех 
пор используется для расчетов в атомной, молекулярной, ядерной 
физике и физике твердого тела. Предполагается, что читатель 
знаком с квантовой механикой. В этом разделе дается лишь самое 
краткое изложение принципов квантовой механики в обобщенной 
дираковской формулировке

(1) Физические состояния задаются лучами в гильбертовом 
пространстве. Это один из видов комплексного векторного простран
ства. Иначе говоря, если Фи*Р есть векторы в этом пространстве (их 
часто называют «векторами состояния»), то таковым является 
и вектор + х\Ч>, где с,, Г) — произвольные комплексные числа. 
Гильбертово пространство снабжено скалярным произведением *:

А Мы часто будем использовать дираковские скобочные обозначения и 
вместо (Ч,1, х¥2) писать < 112>.
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любой паре векторов сопоставляется комплексное число (Ф,^),
причем выполнены следующие условия:

(Ф,Ч>) = (Ч'.Ф)*, (2.1.1)

( Ф , ^ 1+ ^ 2) = ^1(Ф,'Р1) + ^ (Ф ,^ 2), (2.1.2)

(%Фг +Л2ф 2>'1#) = П1(Ф1,^) + Л2(Ф2 ^ )-  (2.1.3)

Норма (Ч',1!') удовлетворяет также условию положительности: 
(Ч*,Ч*) > 0, причем норма обращается в нуль, если и только если 

= 0. (Есть еще ряд технических предположений, позволяющих 
совершать предельные переходы для векторов внутри гильбертова 
пространства.) Луч — это множество нормированных векторов 
(т. е. (Ч*, *Р) = 1), причем *Р и ¥ ' принадлежат одному лучу, если 
vp' = Где £ — произвольное комплексное число с |̂| = 1.

(2) Наблюдаемые представляются эрмитовыми операторами. 
Это отображения —> АЧ* гильбертова пространства в себя, линей
ные в том смысле, что

А(|Ф + Г|Ф) = + цАФ , (2.1.4)

и удовлетворяющие условию вещественности А* = А, где для 
любого линейного оператора А сопряженный ему оператор /Г 
определяется условием

(Ф .А ^ ) е (АФ,Ч>) = (Ч'.АФ)*. (2.1.5)

(Есть также и некоторые технические предположения о непрерыв
ности А*Р как функции Ч1.) Состояние, представленное лучом Ш, 
имеет определенное значение а наблюдаемой, оператор которой 
есть А, если векторы Ч, принадлежащие этому лучу, являются 
собственными векторами А с собственными значениями а:

АЧ> = ссЧ*. (2.1.6)

Элементарная теорема утверждает, что если А — эрмитов 
оператор, то собственные значения а действительны, а собствен
ные векторы, отвечающие разным а, ортогональны.
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(3) Если система находится в состоянии, представленном 
лучом и проводится эксперимент по проверке того, является 
ли это состояние одним из различных состояний, представлен
ных взаимно ортогональными лучами Jlx, -  (например, путем 
измерения одной или более наблюдаемых), то вероятность обна
ружить систему в состоянии, описываемом лучом Лп, равна

Лп)=| (¥ ,¥ „) I2 , (2.1.7)

где Ч1 и Ч/п — любые векторы, принадлежащие лучам Щ и Лп, 
соответственно. (Пара лучей называется ортогональной, если ска
лярные произведения векторов из двух лучей равны нулю.) Другая 
элементарная теорема утверждает, что если векторы состояний Ч*п 
образуют полную систему, то полная вероятность равна единице:

=  1 . (2 .1.8 )
П

2.2. Симметрии

Преобразование симметрии — это такое изменение нашей 
точки зрения, которое не меняет результатов возможных экспе
риментов. Если наблюдатель О видит систему в состоянии, пред
ставленном лучами Щ или Ль  ..., то эквивалентный наблю
датель О', исследующий ту же самую систему, будет видеть 
ее в другом состоянии, представленном лучами |jf или Л\,
..., соответственно, однако оба наблюдателя должны обнаружить, 
что соответствующие вероятности не изменились:

Р(,« -*  Шп) = Р{Ш' ). (2.2.1)

(Это лишь необходимое условие того, чтобы преобразование лучей 
было симметрией; дальнейшие условия обсуждаются в следующей 
главе.) Важная теорема, доказанная Вигнером в начале 1930-х 
годов, утверждает, что для любого преобразования лучей Ш —> Л' 
можно определить в гильбертовом пространстве оператор 17, 
причем, если Ч* принадлежит лучу Л, то ЦЧ* принадлежит лучу 
.//, а сам оператор U является либо унитарным и линейным:
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(U<P,W) = (Ф,Ч), (2.2.2)

Щ£Ф + tf? ) = ВЦФ + r\UV, (2.2.3)

либо антиунитарным и антилинейным:

(иФ,т*) = (Ф,Ч>)*, (2.2.4)

U& ф + Гр?) = ^ иф + i\U4f ■ (2.2.5)

В аргументации Вигнера пропущены некоторые этапы. Более полное 
доказательство дано в Приложении А к этой главе.

Как уже отмечалось, оператор, сопряженный линейному опе
ратору L, определяется равенством

(Ф ,1/¥) = (Ь Ф ,П  (2.2.6)

Это условие не может быть выполнено для антилинейного операто
ра, так как в этом случае правая часть соотношения (2.2.6) была бы 
линейна по Ф, в то время как левая часть — антилинейна. Вместо 
этого оператор, сопряженный антилинейному оператору А, 
определяется равенством

(Ф, А Ч ') ее (AW, Ф)" = (Ч», АФ). (2.2.7)

Если принять это определение, то условия унитарности или анти
унитарности имеют одинаковый вид

Uf =U~\  (2.2.8)

Всегда существует тривиальное преобразование симметрии 
Л —> Л, которому соответствует единичный оператор 17=1. Этот 
оператор, конечно, унитарный и линейный. Теперь из соображений 
непрерывности можно заключить, что любая симметрия (типа враще
ния, трансляции или лоренцовского преобразования), которая может 
быть сделана тривиальной путем непрерывного изменения некоторых 
параметров (углов поворота, расстояний или скоростей), должна 
представляться не антилинейным и антиунитарным оператором, а 
только линейным унитарным оператором U. (Симметрии, пред
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ставляемые антиунитарными антилинейными операторами, менее 
известны в физике; все они включают обращение направления 
течения времени. Подробнее см. раздел 2.6.)

В частности, преобразование симметрии, бесконечно близкое 
к тривиальному, можно представить линейным унитарным операто
ром, бесконечно близким к единичному:

U = 1 + iet , (2.2.9)

где £ — действительное бесконечно малое число. Для того, чтобы 
этот оператор был унитарным и линейным, оператор t должен 
быть эрмитовым и линейным. Поэтому t является кандидатом на 
то, чтобы быть наблюдаемой. Действительно, большинство (если не 
все) наблюдаемых в физике, вроде импульса или углового момента, 
возникают подобным образом из преобразований симметрии.

Множество преобразований симметрии обладает свойствами, 
позволяющими установить, что оно является группой. Если — 
преобразование, переводящее лучи в а Т2 — другое
преобразование, переводящее уЛ'п в  то результат последо
вательного осуществления обоих преобразований является тоже 
преобразованием симметрии, переводящим il?ft в i " n, которое мы 
записываем как T2TV Кроме того, преобразованию симметрии Т, 
переводящему лучи Щп в  Ш'п, соответствует обратное преоб
разование Т \ переводящее Жп в Wlw Наконец, существует тож- 
дественное-преобразование Т = 1, оставляющее лучи неизмен
ными.

Унитарные или антиунитарные операторы U(T), соответ
ствующие этим преобразованиям симметрии, отражают груп
повую структуру преобразований, но с тем усложнением, что в 
противоположность самим преобразованиям симметрии операторы 
U{T) действуют не на лучи, а на векторы в гильбертовом простран
стве. Если переводит в Жп, то U(TД  действуя на вектор Ч*п 
из луча Шп4 превращает его в вектор U(T1)'I#n из луча Л’'п. Далее, 
если Т2 переводит :Жп в то, действуя на получаем
вектор U(T2)U(T1)4/n из луча Л"п. Однако U(T2T1)4,n также при
надлежит этому лучу, так что два вектора могут отличаться 
только фазой фп(Т2, Тх):

U(T2)U(T1)4in = e î T̂ )U(T2Tl ) х¥п. (2.2.10)
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Далее, за одним важным исключением, из линейности (или 
антилинейности) U(Т) вытекает, что эти фазы не зависят от 
С О С 'Г о  -
яния Ф)Г Приведем доказательство. Рассмотрим два различных 
вектора Ч̂л, *РВ, не пропорциональные друг другу. Применяя
(2.2.10) к состоянию Ч*Ав = + Ч'д, получим

e (’ABU(T2Tl )(4>A +Ч'В) = ЩТ2)ЩТ1)(Ч>А +Ч‘В)

= U(TZ)U{T1)4,A +U(T2)U{T1)4> (2 2 и )

= ^ Аи(ЩТ1)х¥А + e i't>BU(T2T1)4/B.

Всякий унитарный или антиунитарный оператор имеет обратный 
оператор (сопряженный исходному), который также унитарен или 
антиунитарен. Умножая (2.2.11) слева на U~1(T2T1), находим, что

е ±цЫ ( ¥ д +  Ч в ) =  е ±^ ц > А +  с± ^ в ^ в , (2.2.12)

причем верхние или нижние знаки соответствуют унитарному или 
антиунитарному оператору U(T2T1). Так как и 'Fg линейно 
независимы, это возможно лишь при условии, что

e«V,B = е ‘Рл = е ‘оВ' (2.2.13)

Таким образом, как и утверждалось, фаза в (2.2.10) не зависит от 
вектора состояния Ч ,̂ так что само соотношение можно записать 
как операторное равенство

UiT^UiTJ = e^№>ri)l7(T2T1). (2.2.14)

При ф = 0 говорят, что U(T) реализует представление группы 
преобразований симметрии. При произвольных фазах ф(Т2, Tt) 
мы получаем то, что называется проективным представлением 
или «представлением с точностью до фазы». Структура группы 
Ли сама по себе не может указать, реализуют ли физические 
векторы состояний обычное или проективное представление, 
однако, как мы увидим, эта структура может указать, имеет ли 
группа хотя бы одно внутренне ей присущее проективное 
представление.
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В цепочке рассуждений, приводящих к (2.2.14), есть одно 
узкое место: может оказаться, что нельзя приготовить систему 
в состоянии Фд + 'Fg. Например, считается общепризнанным, что 
невозможно приготовить систему в виде суперпозиции двух состо
яний, полные угловые моменты которых, соответственно, целые 
и полуцелые. В таких случаях мы говорим, что между разными 
классами состояний действуют «правила суперотбора»3, и фазы 
0(7’2, Тг) могут  зависеть от того, на какие классы действуют 
операторы U(T2)U(T1) и [/(Тз,^). В разделе 2.7 мы обсудим эти 
фазы и проективные представления несколько подробнее. Как бу
дет видно, всякая группа симметрии, имеющая проективные 
представления, всегда может быть расширена (без какого либо 
другого изменения ее физических приложений) таким образом, что 
все ее представления можно будет определить как не- проективные 
с ф = 0. Будем считать, что это уже доказано, и положим ф = 0 в 
(2.2.14).

Для физики особенно важны группы, носящие название 
связных групп Ли. Это группы преобразований Т(0), задаваемые 
конечным набором действительных непрерывных параметров 0а, 
причем каждый элемент группы можно связать с единичным 
элементом некоторым путем, лежащим внутри группы. Закон 
группового умножения принимает вид

Т(0)Т(9) = Т(/(0,0)), (2.2.15)

где I"  (9,9) — функция 0 и 0. Полагая координаты единичного 
элемента равными 0а = 0, мы должны иметь

/ “ (0,0) = / “ (0,0) = 0а. (2.2.16)

Как уже отмечалось, преобразования таких непрерывных 
групп должны представляться унитарными (но не антиунитарными) 
операторами U(Т(0)) в физическом гильбертовом пространстве. 
Для групп Ли эти операторы могут быть представлены (по крайней 
мере, в окрестности единичного элемента) степенным рядом

U (Г (в)) = 1 + г'0% + 1 0Ь0 % С + ..., (2.2.17)
2

где ta, tbc = tcb и т. д. — эрмитовы операторы, не зависящие от 0.
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Предположим, что С7(Т(0)) реализует обычное (т. е. не проективное) 
представление этой группы преобразований, иными словами 

' С7(Т(0))С7(Т(0)) = Щ Т(/(0,0))). (2.2.18)

Посмотрим, как выглядит это соотношение, если разложить 
его в ряд по степеням 0а и 0а. Как следует из (2.2.16), разложение 
/ а(0,0) до второго порядка должно иметь вид

/ а(0,0) = 0а + 0а + /V - 0 b0c (2.2.19)

где / а5С — действительные коэффициенты. (Наличие любых слага
емых порядка 02 или 02 будет нарушать соотношение (2.2.16).) Тогда 
уравнение (2.2.18) принимает вид:

1 + г 0 \ + | 0 ь0 % с +... х

= 1 + г(0а + 0а + / аЬс0ь0с + ...)ta

+ 7 (̂0 + 0 + ...)(0С + 0 С + ..,)tbc + ...
(2.2.20)

Слагаемые порядка 1,0, 0, 02 и 02 автоматически сокращаются 
в обеих частях (2.2.20), однако, собирая слагаемые с 0 0, находим 
нетривиальное условие:

Ч с = -Ч гс - ^ аЬсга. (2.2.21)

Оно показывает, что если нам задана структура группы, т. е. 
функция /(0 ,0 ) , а следовательно, и ее квадратичные коэффициенты 
/  аЬс,мы можем вычислить слагаемые второго порядка в 1/(Т(0)), 
зная генераторы ta, возникающие в слагаемых первого порядка. 
Однако, должно выполняться условие самосогласованности: 
оператор t^ должен быть симметричным по Ъ и с (так как он равен 
второй производной 17(Т(0)) по 0Ь и 0е), так что из (2.2.21) следует, 
что

[tb,tc]  = iCabcta, (2.2.22)

где
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С аЪс =  ~ f abc +  f c  Ъ (2.2.23)

представляет набор действительных констант, называемых 
ст рукт ур-ными константами. Такой набор коммутационных 
соотношений определяет алгебру Ли. В разделе 2.7 мы докажем, 
что коммута-ционные соотношения (2.2.22) — единственное 
условие, необходимое для того, чтобы процесс разложения мог 
быть продолжен: весь степенной ряд для 17(Т(0)) можно вычислить 
с помощью бесконечного набора соотношений типа (2.2.21), если 
нам известны слагаемые первого порядка, т. е. генераторы 1а. Это 
не обязательно означает, что знание ta однозначно определяет 
операторы ЩТ(0)) для всех 0а, однако, по крайней мере, в 
конечной окрестности координат 0а = 0 единичного элемента 
ЩТ£0)) определяются однозначно в том смысле, что если 0, 0 и 
/(0,0) заданы в этой окрестности,
то удовлетворяется уравнение (2.2.18). Распространение этих резуль
татов на все 0а обсуждается в разделе 2.7.

Важным является частный случай, к которому мы будем 
вновь и вновь обращаться. Пусть функция /(0,0) (возможно, лишь 
для некоторого подмножества координат 0а) является просто 
суммой

Сюда относятся трансляции в пространстве—времени или 
вращения вокруг фиксированной оси (но не вокруг двух по 
очереди). Тогда коэффициенты /  аЪс в (2.2.19) и структурные 
константы (2.2.23) обращаются в нуль. Все генераторы коммути
руют друг с другом:

Такая группа называется абелевой. В этом случае легко 
вычислить ЩТ(0)) для всех 0а. При любом целом N находим из

/ а(0,0) = 0а + 0 а . (2.2.24)

[% ,% ]=  0. (2.2.25)

(2.2.18) и (2.2.24):
N
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Переходя к пределу N —> оо и удерживая только слагаемое 
первого порядка в U(T(0/N)), получаем

Щ Т(в))=  lim
N —><x

1 + — Batn 
N

N

откуда
U (7’(9)) = ехр(йа0а). (2.2.26)

2.3. Квантовые преобразования Лоренца

Эйнштейновский принцип относительности утверждает 
эквивалентность «инерциальных» систем отсчета. Он отличается 
от галилеевского принципа относительности, которому подчи- 
н я -
ется механика Ньютона, видом преобразования, связывающего 
координаты в разных системах отсчета. Если х д — координаты 
в одной инерциальной системе (х1, х 2, х  — декартовы простран
ственные координаты, х° = t — временная координата, скорость 
света положена равной единице), то координаты х в любой 
другой инерциальной системе должны удовлетворять соотноше
нию:

r|Jlvdx/^dx/v = r|tlvdx,J'dxv (2.3.1)

или эквивалентно:

дх'^1 Эх/у
Лиу-------------- = Лоо • (2.3.2)

Эхр Эх° р

Здесь — диагональная матрица, элементы которой равны

Ли = Л22 = Лзз = Лоо = — (2.3.3)

Принято правило суммирования по немым индексам: подразуме
вается сумма по любому индексу типа ц или V в формуле (2.3.2), 
появляющемуся в одном и том же слагаемом дважды, один раз 
вверху, другой — внизу. Эти преобразования обладают тем специ-
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альным свойством, что скорость света одинакова во всех инер- 
циальных системах отсчета (в выбранных единицах она равна 1). 
Действительно, световая волна, распространяющаяся с единичной 
скоростью, удовлетворяет условию clx/dt = 1 или

r|(iVdx,Idxv = dx2 -  dt2 = О,

откуда следует, что и r|!lvd.r,!Jdx'v : : 0, т. е. |dx’/dt'| = 1*.
Всякое преобразование координат хц —» х'1', удовлетворяю

щее (2.3.2), линейно За:

x'V- = A!-lvx v + a |J', (2.3.4)

где аУ" — произвольные константы, а постоянная матрица A^v удовлет
воряет условию:

V A%Ava = V  (2-3.5)

Для дальнейшего полезно записать условия лоренцовских преобра
зований в иной форме. Матрица t|uv имеет обратную,обозначаемую 
i"l!lv, которая имеет те же компоненты, т. е. она диагональна и г|00 = -1, 
Г)11 = |-|22 = 3̂3 = Умножая выражение (2.3.5) на г^Л1̂  и группируя 
множители, имеем

11цуЛ^р(Лу аЛ ктТ1от) = Л кр = ГЦТ1У1СЛ % .

Умножая это равенство на матрицу, обратную Г|,1ХЛМр, получаем:

ЛупЛ\11от = r|VK. (2.3.6)

Эти преобразования образуют группу. Если сначала осуще

*Существует более широкий класс преобразований координат, известных 
как конформные преобразования, для которых t][lvd.r'!'da/v пропорционально, 
хотя в общем случае не равно, r|twdxM-dxv, и которые также оставляют 
инвариантной скорость света. Показано, что конформная инвариантность в 
двух измерениях имеет огромное значение в теории струн и статистической 
механике, но физический смысл таких конформных преобразований в 
четырехмерном пространстве—времени до сих пор неясен.
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ствить лоренцовское преобразование (2.3.4), а затем второе ло- 
ренцовское преобразование > ж//ц, так что

х"^  = Atlpx 'p + а 11 = A|1p(ApvXv + ар) + ,

то результат эквивалентен лоренцовскому преобразованию 
—> х //ц, причем

' x ' ,v> = (A%Apv)xv + (A%ap + av). (2.3.7)

(Заметим, что если обе матрицы A v̂ и Â LV удовлетворяют (2.3.5), 
то это же верно и для A^pApv, так что это действительно 
преобразование Лоренца. Черта используется здесь только для 
того, чтобы отличить одно лоренцовское преобразование от дру
гого.) Пре-образования Т(А,а), действующие на физические со
стояния, удовлетворяют поэтому правилу композиции

T(A,a)T(A,a) = Т(АА, Аа + а). (2.3.8)

Беря детерминант от обеих частей (2.3.5), находим, что

(DetA)2 = 1, (2.3.9)

так что A^v имеет обратную матрицу (A_1)vp, в силу (2.3.5) равную

(A_1)pv = А /  = ЛУц11раЛ ^. (2.3.10)

Как следует из (2.3.8), обратное преобразование к Т(Л,а) имеет 
вид Т(Л-1,-Л_1а), причем тождественное преобразование равно
тр.,0).

В согласии с тем, о чем шла речь в предыдущем разделе, 
преобразования Т(Л, а) индуцируют унитарные линейные преобразо
вания векторов в физическом гильбертовом пространстве

-»  U(A,a)W.

Операторы U удовлетворяют правилу композиции

U(A,a)U(A,a) = U (№ ,A a  + a). (2.3.11)
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(Как уже отмечалось, чтобы избежать появления фазового мно
жителя в правой части уравнения (2.3.11), необходимо в общем 
случае расширить группу Лоренца. Соответствующая процедура 
описана в разделе 2.7.)

Вся группа преобразований Т(А,а) обычно называется неоднород
ной группой Лоренца или группой Пуанкаре. Она имеет много важ
ных подгрупп. Во-первых^_преобразования с а)1 = 0, причем

"  ' Т(А,0)Т(А,0) = ЩАА,0). (2.3.12)

очевидно образуют подгруппу, называемую однородной группой 
Лоренца. Кроме того, из (2.3.9) следует, что либо Det А = +1, либо 
Det А = -1. Ясно, что преобразования с Det А = +1 образуют 
подгруппу как однородной, так и неоднородной группы Лоренца. 
Далее, выписывая 00-компоненты уравнений (2.3.5) и (2.3.6), имеем:

(А°0)2 = 1 + АоАо =1 + Л°гА°г. (2.3.13)

где проводится суммирование по индексу г, принимающему значе
ния 1, 2, 3. Видно, что либо Л°0 > +1, либо Л°0 < -1. Преобразования 
с Л°0 > +1 образуют подгруппу. Действительно, если Л*\, и Л*\, — 
две таких матрицы Л, то

(ЛА)°о = Л°оЛ°о + + Л°2А2о + Л°зА3о.

Но из уравнения (2.3.13) вытекает, что 3-вектор j(A10jlA20, Л30) 
имеет длину ((Л%)2 - I ) 1/ 2, аналогично 3-вектор (A°i,Л°2 , А°з) имеет 
длину ((А°о)2 — I)1/ 2, поэтому скалярное произведение этих двух 
3—векторов ограничено условием

| A°iA1d + А°2Л2о + Л°3А3о|< V(Л°о)2 -1л/(Л°о)2 - 1 ,  (2.3.14)

так что
(ЛА)°о > Л0оА°о -  л/(Л°о)2 -lV (A °o)2 - 1  £ 1.

Подгруппа преобразований Лоренца с Det Л = +1 и А°0 > +1 
носит название собственной ортохронной группы Лоренца. Так 
как невозможно с помощью непрерывного изменения параметров 
перескочить от преобразования с Det Л = +1 к преобразованию 
с Det Л = -1 , или от преобразования с А°0 > +1 к преобразованию
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с А°0 < -1 , то всякое лоренцовское преобразование, которое 
может быть получено из единичного преобразования путем не
прерывного изменения параметров, должно иметь Det А и А°0 
того же знака, что и само единичное преобразование, т. е. 
должно принадлежать собственной ортохронной группе Лоренца.

Всякое преобразование Лоренца — либо собственное и 
ортохронное, либо может быть записано как произведение эле
мента собственной ортохронной группы Лоренца и одного из 
дискретных преобразований S  или ЩЩ где W — матрица про
странственной инверсии, ненулевые элементы которой равны

= 1, ^  = <SJ>\  = ;#33 = _ 1; (2.3.15)

а Ж— матрица обращения времени с ненулевыми элементами

,у°0 = _ 1; jrii = j \  = # %  = 1. (2.3.16)

Таким образом, изучение всей группы Лоренца сводится к изуче
нию собственной ортохронной подгруппы, а также пространствен
ной инверсии и отражения времени. Мы рассмотрим простран
ственную инверсию и отражение времени отдельно в разделе 2.6. 
До этого будем изучать только однородную или неоднородную 
собственную ортохронную группу Лоренца.

2.4. Алгебра Пуанкаре

Как мы видели в разделе 2.2, многое о любой группе симмет
рии, являющейся группой Ли, можно узнать, изучая групповые 
элементы вблизи единицы. В случае неоднородной группы Лоренца 
единицей является преобразование A v̂ = 5ЦУ, ац = 0, так что 
следует изучать преобразования, имеющие вид

А% = 5% + ю % , = е»\ (2.4.1)

с инфинитезимальными параметрами (# v и Условие (2.3.5) 
можно записать как

“ ар = = Л^®ар-
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V  = V ^ 'p  + ®^p)(SVo + ®Va)
= Л ар + ®ар + ®ра + О(С02).

Здесь использовано соглашение, которое будет далее приме
няться во всей книге, что опускание и подъем индексов осуще
ствляются сверткой с T|uv или т р у :

Удерживая только слагаемые первого порядка по со в 
условии (2.3.5), находим, что это условие сводится к требова
нию антисимметрии oô v:

Антисимметричный тензор второго ранга в четырехмерном про
странстве имеет (4хЗ)/2 = б независимых компонент, так что с 
учетом четырех компонент неоднородное преобразование Лорен
ца определяется 6 + 4 = 10 параметрами.

Так как [7(1, 0) переводит всякий луч в себя, этот оператор 
должен быть пропорционален единичному оператору и может быть 
сделан равным ему путем выбора фазы % Для инфинитезимального 
преобразования Лоренца (2.4.1) оператор 17(1 + со, е) должен быть 
суммой единичного оператора 1 и слагаемых, линейных по сорсг и £р. 
Запишем это в виде

Здесь Jр<7 и РР — не зависящие от со и £ операторы, а 
многоточие соответствует слагаемым более высокого порядка по со 
и/или £. Для того, чтобы оператор 17(1 + со, £) был унитарным, 
операторы Jрсг и Рр должны быть эрмитовыми:

* При отсутствии правил суперотбора возможность, что коэффициент 
пропорциональности зависит от состояния, на которое действует [7(1, 0), 
может быть исключена с помощью тех же рассуждений, которые 
использовались в разделе 2.2, чтобы исключить возможную зависимость фаз 
проективных представлений групп симметрии от состояний, на которые эта 
симметрия действует. Если же действуют правила суперотбора, может 
оказаться необходимым переопределить 17(1, 0), включив фазовые множители, 
зависящие от сектора, в котором действует этот оператор.

(2.4.2)

17(1 + со, £) = 1 + — гсоп„ Jpo -  г£пР р +...
2 р ‘

(2.4.3)
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j  pat = j p a _  р р+ = р р (2 .4 .4 )

Так как 0)рсг — антисимметричный тензор, коэффициенты 
можно также выбрать антисимметричными:

j p a = _ j a p _  (2 .4 .S )

Как будет видно, Р1, Р2 и Р3 являются операторами компонент 
импульса, J23, J31 и J12 — операторами компонент вектора момента 
импульса, а Р° — оператором энергии или гамильтонианом *

Исследуем свойства лоренцовских преобразований операто
ров Jpcr и Рр, Рассмотрим произведение

U {A, a)U{l + со, e)U"_1 (А, а),

где и ад -  параметры нового преобразования, не связанные с со 
или 8. Согласно (2.3.11), произведение L7(A_1, -A _1a)(J(A, а) равно 
Щ1,0), так что U(A l, -А _1а) — оператор, обратный U(A, а). Тогда из
(2.3.11) следует, что

U(A,a)U{l + со, £)U"_1 (А, а) = [7(А(1 + ю)А”1,А£ -  АюЛ_1а). (2.4.6)

В первом порядке по а) и в имеем

U(A,a)[£a>poJP° -е^РР)С7-1(Л,а)
, (2.4.7)

= ^(ЛюЛ-1)^  -  (Ле -  ЛюЛ- га ) ^ .

Приравнивая коэффициенты при сорст и 8р в обоих частях этого 
равенства (и пользуясь формулой (2.3.10)), находим:

U{A,a)JpaU-\A,a) = Л /Л / ( . /^ ' -  а^Ру + avP^), (2.4.8)

* Определение генераторов момента импульса (углового момента) диктуется 
коммутационными соотношениями для Ĵ v. Однако они не позволяют выбрать 
между операторами PJl и —Р*\ так что знак слагаемого ерРр в (2.4.3) является 
предметом соглашения Совместимость (2.4.3) с обычным определением га
мильтониана Р° показана в разделе 3.1.
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!7(A,a)PPl7-1(A,a) = Л /Р ^ . (2.4.9)

Для однородных преобразований Лоренца (ац = 0) из этих выра
жений просто следует, что Ĵ v есть тензор, а — вектор. Для 
чистых трансляций (Л*\. = 6|LV) из этих формул следует, что Рр 
является трансляционно—инвариантной величиной, а Jpo — нет. В 
частности, изменение пространственно—пространственных ком
понент Jpo в результате пространственной трансляции соответ
ствует обычному изменению углового момента за счет переноса 
начала координат, по отношению к которому вычисляется угло
вой момент.

Далее, применим правила (2.4.8), (2.4.9) к преобразованию, 
которое само является бесконечно малым. Иначе говоря, выберем 
матрицу = 8мv + (Оцу, ац = 8̂ , где бесконечно малые величины 
и 8̂  не связаны с предыдущими Ии 8. Пользуясь формулой (2.4.3) и 
сохраняя только слагаемые первого порядка по ©% и е̂ , находим, 
что формулы (2.4.8) и (2.4.9) принимают вид:

i[f C 0 ^ v -  8ЦР^, Jpa] = +  co/jpv -  epPa + eaPp, (2.4.10)

- e ^ \ P p] = co /P ^ , (2.4.11)

Приравнивая коэффициенты при СО̂ , и в обеих сторонах 
этих равенств, находим коммутационные соотношения

i[J^, Jpa] = nvpJ^a ~ T|№Jva ~ Л011 Jpv +ЛavJ№, (2.4.12) 

i[P^, Jpa] = r|WPa - r ^ aP p, (2.4.13)

[pn ,p p| = 0. (2.4.14)

Они определяют алгебру Ли группы Пуанкаре.
В квантовой механике особую роль играют те операторы, 

которые сохраняются, т. е. коммутируют с оператором энергии 
Я = Р°. Из формул (2.4.13) и (2.4.14) следует, что такими оператора
ми являются 3-вектор импульса

Р = {Р 1,Р 2,Р 3} , (2.4.15)
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3-вектор момента импульса

J = {J23,J 31,J 12} (2.4.16)

и, конечно, сам оператор энергии Р°. Остающиеся генераторы 
образуют так называемый 3-вектор буста

К = {J 10,J 20,J 30}. (2.4.17)

Эти генераторы не сохраняются, и поэтому мы не приписываем 
физическим состояниям собственных значений К. В трехмерных 
обозначениях коммутационные соотношения (2.4.12), (2.4.13) и (2.4.14) 
можно записать в виде:

\Jj, J j ] IV ,

[J i 5 К j ] ^ijk^k * 

[K j,K 7] = ,

[JifPj] ~ ^ijk^k >

[К ,,р;.] = ШЬц , 

[JttH] = [Pj,H] = [Я,Я] = 0, 

[К^Я] = iPj,

(2.4.18)

(2.4.19)

(2.4.20)

(2.4.21)

(2.4.22)

(2.4.23)

(2.4.24)

где i, j, k принимают значения 1, 2, 3, a e.ijk — полностью 
антисимметричный тензор с в123 = +1. Видно, что коммутационные 
соотношения (2.4.18) совпадают с коммутационными соотношения
ми для компонент оператора углового момента.

Чистые трансляции Т( 1, а) образуют подгруппу неоднородной 
группы Лоренца с вытекающим из (2.3.8) правилом группового 
умножения

Т(1, а)Т(1, а) = Т(1, а + а). (2.4.25)

Оно аддитивно в том же смысле, что и (2.2.24), так что, 
используя (2.4.3) и повторяя рассуждения, приведшие к (2.2.26),
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находим, что конечные трансляции представляются в физичес
ком гильбертовом пространстве в виде

U{ltd) = exf{— гР% ц). (2.4.26)

Точно так же можно показать, что вращение Ке на угол )0j 
вокруг направления 9 представляется в физическом гильбертовом 
пространстве как

U(Rg,0) = exp(iJ • 0). (2.4.27)
Представляет интерес сравнить алгебру Пуанкаре с алгеб

рой Ли группы симметрии ньютоновской механики — группы 
Галилея. Можно вывести эту алгебру, начав с законов преобра
зования группы Галилея и повторив ту процедуру, которую мы 
использовали для вывода алгебры Пуанкаре. Однако, так как 
уже выведены соотношения (2.4.18)—(2.4.24), легче получить ал
гебру Галилея как предел алгебры Пуанкаре при малых скорос
тях с помощью приема, который известен как контракция Ино- 
ню -В игнера4’ 5. Следует ожидать, что для системы частиц с 
типичными массой т и скоростью v операторы импульса и мо
мента импульса порядка Р ~ mv, J ~ 1 . С другой стороны, 
оператор энергии Н = М + W, где полная масса М ~ т и энергия, 
не связанная с массой (кинетическая и потенциальная), W ~ mv2. 
Из уравнений (2.4.18)-(2.4.24) следует, что в пределе при v 1 
коммутационные соотношения принимают вид:

[Jj.) J j ] — № ijk’fjo U i) ] — ml]kK k, [Kj, Kj  ] — 0,

[Ji,Pj ] = i£m Pk , \К{,Р;) = -iMSq ,

[Ji,W] = [P{,W] = 0, [KitW ] = - i P it

= [P{,M] = [KitM] = [W,M] = 0,

где К ~ \/v. Произведение трансляции x —» x 4- а и «буста» 
x —> x + vt должно быть преобразованием х —> х + vt + а, но это 
неверно для действия указанных операторов в гильбертовом 
пространстве:

ехр(Ж  • v) ехр (-/Р  • а) = ехр(гМа • v /  2) ехр(г(К • v -  Р • а )).
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Появление фазового множителя exp(zMa-v/2) показывает, 
что это проективное представление с правилом суперотбора, 
запрещающим суперпозицию состояний с разными массами. В 
этом отношении математика группы Пуанкаре проще, чем груп
пы Галилея. Однако нет никаких причин, препятствующих фор
мальному расширению группы Галилея путем добавления одного 
или более генераторов в ее алгебру Ли, которые коммутировали 
бы со всеми другими генераторами и имели бы собственные 
значения, равные массам различных состояний. В этом случае 
физические состояния реализуют обычное, а не проективное 
представление расширенной группы симметрии. По-видимому, 
разница проявляется лишь в обозначениях, не считая того, что 
при подобной интерпретации группы Галилея нет нужды в пра
виле суперотбора по массе.

2.5. Одночастичиые состояния

Рассмотрим теперь классификацию одночастичных состоя
ний в соответствии с тем, как они преобразуются под действием 
преобразований неоднородной группы Лоренца.

Все компоненты 4-вектора энергии—импульса коммутируют 
друг с другом, поэтому естественно выражать физические векторы 
состояний через собственные векторы 4-импульса. Вводя метку о  
для обозначения всех других степеней свободы, рассмотрим векто
ры состояний Ч* G, удовлетворяющие условию

Р ^ р_а = р ^ р о . (2.5.1)

Для произвольных состояний, описывающих, например, не
сколько несвязанных частиц, метка о  сама может включать как 
непрерывные, так и дискретные метки. Примем как часть опреде
ления одночастичного состояния, что метка G может быть только 
дискретной, и ограничимся пока что рассмотрением такого случая. 
(Однако конкретное связанное состояние двух или более частиц, 
например, низшее энергетическое состояние атома водорода, следу
ет рассматривать как одночастичное состояние. Оно не является 
элементарной частицей, но различие между составными и эле
ментарными частицами нам сейчас не важно.)
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Из уравнений (2.5.1) и (2.4.26) следует, что состояния Ф,, а 
преобразуются под действием трансляций по закону

Рассмотрим теперь, как преобразуются эти состояния под 
действием однородных преобразований Лоренца. Из формулы (2.4.9) 
следует, что в результате действия квантового однородного преоб
разования Лоренца 1/(А, 0) з  17(A) на состояние ^ )|(! возникает 
собственный вектор 4-импульса с собственным значением Ар:

Поэтому ^(A^.pjj должно быть линейной комбинацией векторов 
состояний

В общем случае подходящим выбором линейных комбинаций VP,, с 
можно так выбрать метки с, чтобы матрица С ^ А , р) стала блоч
но-диагональной, т. е. совокупность 'Рр,, с меткой с, принимающей 
значения внутри одного блока, сама была бы представлением не
однородной группы Лоренца. Естественно сопоставить состояния 
частицы конкретного типа с компонентами представления неодно
родной группы Лоренца, которое неприводимо в том смысле, что 
его нельзя далее разложить указанным способом.

Конечно, разные сорта частиц могут соответствовать изоморф
ным представлениям, для которых матрицы С0'0(А, р) либо тожде
ственны, либо совпадают с точностью до преобразования подобия. 
В некоторых случаях удобно определить типы частиц как неприво
димые представления более широких групп, включающих неодно
родную собственную ортохронную группу Лоренца в качестве 
подгруппы; например, как мы увидим, для безмассовых частиц, 
взаимодействия которых сохраняют симметрию по отношению 
к пространственным отражениям, принято рассматривать все ком
поненты неприводимого представления неоднородной группы

Р ^ Щ А )^ а = [/(A )[[/-1(A )P^(A )]'Fpa = ЩА)(Л~ЪрР)Ч!р>а

= A ^U (A )4>p a .
(2.5.2)

U (A )\ a  = E C a%( A , p ) V ' (2.5.3)
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Лоренца, включая пространственную инверсию, как один тип час
тиц.

Наша задача заключается в исследовании структуры коэф
фициентов С0'а(Л, р) для неприводимых представлений неодно
родной группы Лоренца. Для этого заметим, что единственными 
функциями р**., остающимися инвариантными по отношению ко 
всем собственным ортохронным преобразованиям Лоренца A v̂, яв
ляются квадрат этого 4-вектора р2 в  ilnvPV и знак р° при р2 < 0. 
Таким образом, для каждого значения р2 и (при р2 < 0) определен
ного знака р° можно выбрать «стандартный» 4-импульс к  ̂ и выра
зить любой 4-вектор рц из этого класса в виде

" "  = L^v(p)fcv , (2.5.4)

где 1Д, — стандартное преобразование Лоренца, зависящее от 
р11 и неявно от выбора стандартного импульса №. Затем можно 
определить состояния vPp 0 импульса р как

4>р 0 = N(p)U(L(p))^k o , (2.5.5)

где N(р) — числовой нормировочный множитель, который будет 
далее установлен. До этого момента мы ничего не говорили о том, 
как метки <5 связаны с разными импульсами. Уравнение (2.5.5) за
полняет этот пробел.

Действуя на (2.5.5) произвольным однородным преобразовани
ем Лоренца 17(A), находим:

U{A)Wp>a = Щр)ЩАЦр))Ч>Ка

= N(p)U(L(Ap))U(L-1 (Ap)AL(p))4lka . (2'5-6)

Суть последнего шага — в том, что преобразование Лоренца 
L~1(Ap)AL(p) переводит к в L(p)k = р, затем в Ар и назад в к, так что 
это преобразование принадлежит подгруппе однородной группы 
Лоренца, состоящей из лоренцовских преобразований Wf'v оставля
ющих № инвариантным:

W^vkv = k^. (2.5.7)

Эта подгруппа называется малой группой5. Для любого W, 
удовлетворяющего (2.5.7), имеем:
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W ) ^ , a = £ D a,a(W )4 V -  (2.5.8)
g'

Коэффициенты D(W) являются представлением малой группы, т. 
е. для любых элементов W , W

J^D&a(W,W)4>K& = U(WW)4>Ka = U(W)U(WfffKa
а'

= U (W )Y ,D a„a(W,W)4iha„ = J ^ D ^ (W )D a^(W )4>k&
а" а'а"

и поэтому

Dc/a(WW) ^ D ^ t W J D ^ t W ) .  (2.5.9)
а"

В частности, можно применить соотношение (2.5.8) к преобразо
ванию малой группы:

W(Л, р) a  L_1(Ap)AL(p), (2.5.10)

после чего (2.5.6) принимает вид:

Щ Л ) ^  = N ( p ) ^ D &a(W(A,p))U(L(Ap))^Ka, ,
o'

или, вспоминая определение (2.5.5),

(2.5.11)

Помимо вопросов нормировки, задача определения коэффици
ентов Са'а в законе преобразования (2.5.3) была сведена к задаче 
нахождения представлений малой группы. Такой подход, заключа
ющийся в получении представлений какой-то группы типа неодно
родной группы Лоренца из представлений малой группы, носит 
название метода индуцированных представлений 6.

В таблице 2.1 приведен удобный выбор стандартного импуль
са к  ̂ и соответствующей малой группы для 4-импульсов разных 
классов. Из этих шести классов 4-импульсов только для случаев 
а, в и е известна какая-то интерпретация в терминах физичес-
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Таблица 2.1

Стандартный 
импульс к11

Малая
группа

а f t -  -  /1/ < 0, Я ) > 0 (0,0,0,^ 3)

б J?  = -  < 0 , Л ) < 0 (0,0,0,М) sa?y)

в ft = 0, Рь >  0 (0,0,к,к) Z S 0 2 )

г f t  =  0, Л) <  о (0,0,к,-к) А Щ 2 )

д f t  = y f >  0 (0 ,0 ^ 0 ) sa w

е f t  = 0 (0,0,0,0) хЩЗ,1)

Табл. 2.1. Стандартные импульсы и соответствующие малые группы для 
разных классов 4-импульсов. Здесь к — произвольная положительная энер
гия, например, 1 эВ. Тип малых групп почти очевиден: SO(3) — обычная 
группа вращений в трех измерениях (не содержащая пространственных 
инверсий), поскольку вращения — это единственные собственные ортохрон- 
ные преобразования Лоренца, оставляющие частицу с нулевым импульсом в 
состоянии покоя. Группы £0(2,1) и £0(3,1) — группы Лоренца в (2 +1) и 
(3 +1) измерениях, соответственно. Группа IS0(2) — группа евклидовой 
геометрии, состоящая из вращений и трансляций в двух измерениях. Появ
ление этой группы в качестве малой группы для случая р 2 = О объяснено 
в основном тексте.

ких состояний. Нет нужды много говорить здесь о случае е, когда 
р  ̂ = 0. Он соответствует вакууму, который инвариантен по 
отношению к действию U(А). В последующем изложении мы будем 
рассматривать только случаи а и в ,  соответствующие частицам 
с массой М > 0 и М = 0.
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Полезно сделать паузу и сказать несколько слов о норми
ровке таких состояний. Пользуясь обычной квантово-механичес
кой процедурой ортогонализации и нормировки, можно выбрать 
состояния со стандартным импульсом /г!‘, ортонормированными 
в том смысле, что

('iV.a'.'Pfc.a) = 83(k' -  k)8a>a . (2.5.12)

(В этом соотношении возникла 8-функция, так как и 4*fc' п-
являются собственными состояниями эрмитова оператора с соб
ственными значениями к и к', соответственно.) Отсюда вы
текает, что представление малой группы в (2.5.8) и (2.5.11) долж
но быть унитарным *:

Dt(W) = D“1(W). (2.5.13)

Что можно сказать о скалярных произведениях для произ
вольных импульсов? Используя унитарность оператора 17(A) в 
соотношениях (2.5.5) и (2.5.11), получаем, что скалярное произ
ведение равно

= Щ р )(и -Ч ц Р))ч>р̂ ,ч > ка)

= N(p)N*{p')D(W{LT1(p) ,p%& б3 ( k '- к ) ,

где к' = L~1(p)p'. Кроме того, к = L_1(p)p, и дельта-функция 
83(к - к') пропорциональна 83(р -  р'). При р = р преобразование 
малой группы тривиально, W(L_1(p), р) = 1, так что скалярное 
произведение равно

O P p V ^ o )  = I В д  Р 8аЪ83( к '-  к). (2.5.14)

Остается выяснить, чему равен коэффициент пропорци
ональности между 83(к — к') и 83(р -  р' ). Заметим, что лоренц—

* Малые группы £0(2,1) и £0(3,1) для р2 > 0 и р̂ 1 = 0 не имеют нетривиальных 
конечномерных унитарных представлений. Поэтому, если бы существовали 
состояния с данным импульсом р  ̂ при р2 > 0 или р̂  = 0, которые бы 
нетривиальным образом преобразовывались под действием элементов малой 
группы, то таких состояний должно было быть бесконечно много.
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инвариантный интеграл от произвольной скалярной функции /(р ) 
по 4-импульсам с - р 2 = М2 > 0 и р° > 0 (т. е. для случаев а и в в 
таблице) равен

J d4p 5(р2 -  М2)0(р°)/(р ) = J d3pdp° 5((р0)2 -  р2 -  М2)0 (р °)/(р ,р °)

/(Р,л/р2 + М2)d3p-
2-у/р2 + М 2

(0(р°) -  ступенчатая функция: 0(.r) = 1 при ж > 0, 0(ж) = 0 при 
х  < 0). При интегрировании «на массовой поверхности» р2 + М2 = 0 
инвариантный элемент объема есть

d3p /  л/р2 + М2 .

Дельта-функция определена равенством 

F(p) = JF(p') S3(p -  p')d V  = JF(p') Vp/2 + M 253(p' -  p)

откуда инвариантная дельта-функция равна

Vp/2 + М253(р' -  р) = р°63(р' -  р).

(2.5.15)

d3p'

Vр/2 + М 2 ’

(2.5.16)

Так как р' и р связаны соответственно с к' и /с лоренцовским 
преобразованием L(p), имеем:

р°53(р' -  р) = /с°53(к/ -  к)

и поэтому

=1 Щр)\2 hJ  f j ] s 3 (р' -  р) •у К (2.5.17)

Иногда выбирают нормировочный множитель N(p) просто равным 
единице, N(p) = 1, но в этом случае нужно следить за множителя
ми р°/к° в скалярных произведениях. Я предпочитаю более при
вычное соглашение

(2.5.18)N(p) = ^к°/р° ,
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при выборе которого 
............................... (¥р > '>^ ,а ) = 5а'я63( р '-  р). (2.5.19)

Рассмотрим два представляющих физический интерес слу
чая: частицы с массой М > 0 и частицы нулевой массы.

Случай положительной массы

В данном случае малой группой является трехмерная группа 
вращений. Ее унитарные представления могут быть разложены в 
прямую сумму неприводимых унитарных представлений 7 D^) (R) 
размерности 2j + 1, где j = 0, 1/2, 1, ... Последние можно 
построить из стандартных матриц бесконечно малых вращений 
Rik = + &ik, где ©ik = —©fcj — бесконечно малые величины:

D(J)g Ц + 0) = 80.0 + ^ ® ik(J$  W ,  (2.5.20)

(J^±iJi33X'o=(j{j)±iJi2]))o'o
= ба'.ст:1 J(j + 0)(j ± 0  + 1) , (2-5.21)

( 4 f U = ( 4 3')W a = ^ a 'a -  (2-5‘22)

Здесь о  пробегает значения j, j  — 1, ..., -j. Для частицы массой М > 0 
и спина j  уравнение (2.5.11) принимает вид:

' W 'W .  = J ^ i r L Dc l  тл,р))Ч>Ляс., (2.5.23)
V P  о'

где элемент малой группы W(A, р) (вигнеровское вращение 5) опреде
ляется формулой (2.5.10):

ЩА,р)  = U 1 (Ap)AL(p).

Чтобы рассчитать результат этого вращения, следует выбрать «стан
дартный буст» L(p), который переводит 4-импульс кц = (0, 0, 0, 
М) в 4-импульс pfl. Удобно выбрать его в виде
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4 (р) = s ik + (т -  Щ Р к  >

4 ( р )  = 1«.(р) = рг. / ? Г 1,
(2.5.24)

4 (p) = y>

Pi = Pi/lv , У = Vp2 + M 2 / М.

Очень важно, что если A v̂ есть произвольное трехмерное 
вращение И*, вигнеровское вращение W(A, р) совпадает с ./S’ для 
всех р. Для доказательства заметим, что можно записать буст
(2.5.24) в виде

Цр) = Я(р)В(|р|)к_1(р),

где К(р) -  вращение (стандартная форма его определена ниже 
уравнением (2.5.47)), переводящее ось z вдоль направления р, а

В( |р|) =

1 0  о о
0 1 0  о

0 0 у д/ y2 - 1

0 0 д/у2 - 1  у

Тогда для произвольного вращения -И

W(&,p) = р| )Я~1(М^)Ш(р)В(\ р| )К_1(р).

Однако в результате вращения 2?_1(;йр);%1?(р) ось 2  оказы
вается направленной сначала вдоль р, затем вдоль Лр, и наконец, 
опять возвращается в исходное состояние, так что в совокупности 
получается просто вращение на некоторый угол 0 вокруг третьей оси:
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cos0 sin0 О О

R 1(Pp);®R( р) = R(Q) =
-  sin 0 cos 0 0 0

О О 1 о
о О 0 1

Так как К(0) коммутирует с В(|р|), получаем:

W(M,p) = R (^p)B-1(|p|)R(0)B(|p|)R-1(p) = R{®v)RmR~4p)

и отсюда
W(iM, Р) =

что и требовалось доказать.
Таким образом, состояния движущейся массивной частицы 

(а следовательно и многочастичные состояния) преобразуются 
по отношению к вращениям так же, как и в не релятивистской 
квантовой механике. Это еще одно хорошее известие, поскольку 
весь аппарат сферических гармоник, коэффициентов Клебша— 
Гордана и т. п. можно целиком перенести из нерелятивистской 
квантовой механики в релятивистскую теорию.

Прежде всего, следует установить структуру малой группы. 
Рассмотрим произвольный элемент малой группы W^, где W^vkv = 
№ и № = (0,0,1,1) -  стандартный 4-импульс для данного случая. 
Действуя на времениподобный 4-вектор = (0, 0, 0, 1), это 
лоренцовское преобразование должно дать 4-вектор Wt, длина 
которого и скалярное произведение с вектором Wk = к такие же, 
как и для вектора U

Любой 4-вектор, удовлетворяющий второму условию, может быть 
записан в виде

Масса нуль

(wtnwt)ll=tHil=-1, 
сW tfk ц = гм/см = - 1 .

(Wt)*1 =(<x,p,U + О,
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и тогда из первого условия получаем соотношение

£ = (а2 + (З2) /  2. (2.5.25)

Отсюда вытекает, что действие на tv совпадает с действием 
лоренцовского преобразования

4^v(a,P) =

1 0 -а а

0 1 -Р Р
а Р 1-С С
-а -Р -С 1 + С.

(2.5.26)

Это не означает, что элемент W  равен £(ос,Р), однако /S”-1(a,|3)W 
является лоренцовским преобразованием, не меняющим времени- 
подобный вектор (0,0,0,1), т. е. простым вращением. Кроме того, 

как и W^, оставляет инвариантным светоподобный 4-вектор 
(0,0,1,1), так что преобразование $  J(a,p)W должно быть вращением 
на некоторый угол 0 вокруг третьей оси:

S J(a,P)W = а д , (2.5.27)

К%(0) =

cos0 sin0 0 0
-  sin 0 cos 0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

Поэтому наиболее общий вид элемента малой группы таков:

W(0, a, р) = S(a. P)R(0). (2.5.28)

Что это за группа? Заметим, что преобразования с 0 = 0 или 
с a = р = 0 образуют подгруппы:

S(a, р)5’(а, Р) = S{а  + а, р + р), 

ЩвЩв) = R(0 + 0).

(2.5.29)

(2.5.30)
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Эти подгруппы абелевы, т. е. все их элементы коммутируют друг 
с другом. Более того, подгруппа с 0 = 0 является инвариантной в 
том смысле, что ее элементы преобразуются в другие элементы 
той же подгруппы под действием любого элементы всей группы:

i?(0)»S'(a,(3)R_1(0) = ^(acos© + (3sin 0, -  asin0 + (3cos0). (2.5.31)

С помощью соотношений (2.5.29)—(2.5.31) можно найти произведение 
любых элементов группы. Читатель узнает в этих правилах умно
жения те, которые принадлежат группе ISO( 2), состоящей 
из трансляций (на вектор (a, Р)) и вращений (на угол 0) в двух 
измерениях.

Те группы, у которых нет  инвариантных абелевых под
групп, обладают рядом простых свойств, и по этой причине 
их называют полупростымии. Как мы видели, малая группа 
ISO(2), как и неоднородная группа Лоренца, не является по- 
лупростой, что приводит к интересным усложнениям. Прежде 
всего, посмотрим на алгебру Ли группы ISO(2). Если считать 0, 
a, Р бесконечно малыми, то общий групповой элемент можно 
представить в виде

W (0 ,a ,P )% = 5мv + CÔv

" 0 0 - a a

и=L
S - 0 0 -p P

a P 0 0
- a -P 0 0_

Из (2.4.3) следует, что соответствующий оператор в гильбер
товом пространстве равен

l/(W(0, a, Р)) = 1 + iaA  + ?:рВ + Щ , (2.5.32)

где А и В -  эрмитовые операторы:

А = - J 13 + J10 = J2 + К г , (2.5.33)

В ,/23 : J20 J, * К .,, (2.5.34)
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и, как и ранее, J3 = J12- Либо из соотношений (2.4.18)-(2.4.20), 
либо непосредственно из формул (2.5.29)-(2.5.31) видно, что ком
мутаторы этих генераторов равны

[J3,A} = +iB,  (2.5.35)

[J3,B] = - i A ,  (2.5.36)

[Л,В\ 0. (2.5.37)

Так как А и В являются коммутирующими эрмитовыми оператора
ми, они (как и операторы импульса в неоднородной группе 
Лоренца) могут быть одновременно диагонализованы на состо
яниях Ч>каЬ :

— аХ̂ к,а,Ь >

В^кА,Ъ = ЪЧКа,Ь •

Проблема заключается в том, что если будет найден один такой 
набор ненулевых собственных значений А и В, то мы автоматичес
ки получим континуум таких значений. Из (2.5.31) имеем:

ЩК(0)]А1/-1[К(0)] = A cos 0 -  В sin 0, 

L/[R(0)]BL7_1[R(0)] = A sin 0 + В cos 0.

так что при произвольном 0

АЧ>к,й,ь = (а cos 0 -  Ъ sin 0)Ч^аЬ , 

вч*к,а,ъ = (а sin 0 + ъ cos 0 ) 4 ^  ,

К а,ъ  -  ■

Согласно экспериментальным данным безмассовые частицы не обла
дают какой-либо непрерывной степенью свободы вроде 0. Чтобы 
избежать появления подобного континуума состояний, мы должны 
потребовать, чтобы физические состояния (называемые теперь Ч\. s) 
были собственными векторами А и В с  а = Ъ = 0:

А%со = ВЧ>ка = (). (2.5.38)

На правах рукописи. Экземпляр JI. М. Лапиной для личного пользования



2.5. Одночастичные состояния 95

Эти состояния различаются собственным значением оставшегося 
генератора

1 J^k.o = аЧк,а ■ (2.5.39)

Так как импульс к  определяет направление в трехмерном про
странстве, 0 равна компоненте углового момента в направлении 
движения, иначе, спиралъности частицы.

Теперь можно установить свойства лоренцовских преобра
зований произвольных безмассовых состояний. Заметим, во-первых, 
что с помощью общих соображений, приведенных в разделе 2.2, 
уравнение (2.5.32) обобщается для конечных а и р ,  принимая вид

U(S{ а, р)) = ехр( iaA + фВ) , (2.5.40)

а для конечных 0 — вид

17(К(0)) = ехр (% 0). (2.5.41)

Произвольный элемент малой группы W  можно записать в виде 
(2.5.28), и поэтому

{7(W)4,?C а = ехр(гаА + фВ) exp(zJ30)vI,fc 0 = ехр(г0о)Ч,?с а

так что из (2.5.8) находим:

Da'a(w ) = ехр(/0а)8я.0 ,

где 0 — угол, определенный так же, как в (2.5.28). В результате 
правило лоренцовского преобразования для безмассовой частицы 
произвольной спиральности задается уравнениями (2.5.11) и (2.5.18) 
и принимает вид

Щ ^ Р,а = ехр(гов(Л, р))Ч>Лр п , (2.5.42)

где 0(А, р) определяется из равенства

W(A, р) = L-1 (Ар)АЦр) = S(a(A, р), Р(А, р))К(0(А, р)) . (2.5.43)
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В разделе 5.9 будет показано, что электромагнитная калибро
вочная инвариантность возникает из той части малой группы, 
которая параметризована с помощью а и (3.

До этого момента не было приведено никаких аргументов, 
запрещающих спиральности безмассовой частицы о  принимать лю
бое действительное значение. Как мы увидим в разделе 2.7, суще
ствуют топологические соображения, ограничивающие разрешен
ные значения о  целыми или полуцелыми числами, как и для 
массивных частиц.

Для вычисления элемента малой группы (2.5.43) для заданных 
А и р (а также для вычисления в следующем разделе действия 
операций пространственной инверсии и отражения времени на эти 
состояния), нам необходимо зафиксировать соглашение о виде 
стандартного лоренцовского преобразования, которое переводит 
вектор № = (О, О, к, к) в pfl. Удобно выбрать его в виде

Ц р ) = К(р)В(|р|/к), 

где В(и) — чистый буст в направлении третьей оси:

(2.5.44)

В(и)

1 " о О
0 1 0  о
0 0 (и2 + 1) /  2м (и2 -  1) /  2м
0 0 (м2 -  1) /  2м (м2 + 1) /  2м

(2.5.45)

a R(p) -  чистое вращение, переводящее третью ось по направле
нию единичного вектора р. Например, пусть р определяется по
лярным и азимутальным углами 0 и <р :

р = (sin0cos<p, sin0 sin<p,cos0). (2.5.46)

Тогда можно рассматривать К(р) как вращение на угол 0 вокруг 
второй оси, переводящее (0, 0, 1) в (sin 0, 0, cos 0), и последующее 
вращение на угол (р вокруг третьей оси :

U(R(i>)) = ехр( гср./3) ехр( г'0./2). (2.5.47)

где 0 < 0 < к, 0 < (р < 2%. (Мы приводим L7(R(p)), а не R(p),
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указывая одновременно интервал изменения 0 и (р, поскольку 
сдвиг 0 и ф на 2л определяет то же самое вращение Я(р), 
однако изменяет знак U(R(р)) при действии на состояния с полу- 
целым спином.) Так как (2.5.47) — вращение, переводящее тре
тью ось к направлению (2.5.46), любой другой выбор R(р) будет 
отличаться от приведенного не более чем на начальное враще
ние вокруг третьей оси, соответствующее просто переопреде
лению фазового множителя для одночастичного состояния.

Заметим, что спиральность лоренц-инвариантна; безмассовая 
частица заданной спиральности а выглядит одинаково (не считая 
импульса) во всех инерциальных системах отсчета, и можно рас
сматривать безмассовые частицы с заданными различными значе
ниями спиральности как разные сорта частиц. Однако, как будет 
показано в следующем разделе, частицы противоположной 
спиральности связаны симметрией относительно пространствен
ного отражения. Так, поскольку электромагнитные и гравитаци
онные силы удовлетворяют требованию симметрии по отноше
нию к пространственной инверсии, обе безмассовые частицы со 
спиралы-юстями ±1, связанные с электромагнетизмом, носят на
звание фотонов, а две безмассовые частицы со спиральностями 
±2, которые считаются связанными с тяготением, называются 
гравитонами. С другой стороны, предполагаемые безмассовые 
частицы со спиральностями +1/2, испускаемые при (3—распаде 
ядер, при взаимодействиях не сохраняют симметрию по отно
шению к пространственной инверсии (если не считать тяготе
ния), поэтому такие частицы называются по-разному: нейтрино 
в случае спиральности + 1 /2 , и антинейтрино — в случае 
спиральности -1 /2 .

Хотя спиральность безмассовых частиц является лоренц— 
инвариантной характеристикой, сами состояния частиц не обла
дают этим свойством. В частности, из-за зависящего от спираль
ности фазового множителя ехр(ш0) в уравнении (2.5.42), 
состояние, образованное как линейная суперпозиция одночас
тичных состояний с противоположными спиральностями, перей
дет в результате лоренцовского преобразования в другую супер
позицию. Например, общее однофотонное состояние с заданным
4-импульсом можно записать в виде

^р;а ~ ®+^р,+1 “г >
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[ос+|2 +- I oc_jz = 1.

Наиболее общим является случай эллиптической поляризации, 
когда оба коэффициента (Х.| не равны нулю и различны. Предельны
ми частными случаями является циркулярная (круговая) поляриза
ция, когда один из коэффициентов а + или а_ обращается в нуль, и 
линейная поляризация, когда |а+| = |а_|. Общая фаза а+ и а_ не 
имеет физического смысла и в случае линейной поляризации мо
жет быть выбрана так, что а._ = а+*. Однако относительная фаза 
важна. Действительно, в случае линейной поляризации с а_ = а+* 
фазу а+ можно сопоставить с углом между плоскостью поляриза
ции и некоторым фиксированным опорным направлением, перпен
дикулярным вектору р. Из формулы (2.5.43) следует, что под дей
ствием лоренцовского преобразования Â v этот угол изменяется на 
величину 0(Л, р). Плоскополяризованные гравитоны можно опреде
лить аналогичным образом, при этом следствием соотношения (2.5.42) 
будет то, что под действием лоренцовского преобразования А 
плоскость поляризации повернется на угол 20(А, р).

2.6. Пространственная инверсия и обращение времени

В разделе 2.3 было показано, что всякое однородное преоб
разование Лоренца является или собственным и ортохронным (т. е. 
Det А = +1 И  А°0 > +1), или произведением собственного орто- 
хронного преобразования и одного из преобразований /\ J  или 
где fii  J — преобразования пространственной инверсии и обращения 
времени:

~ - 1 0 0 0 " “ 1 0 0 0  "
0 - 1 0 0

, =
0 1 0 0

0 0 - 1 0 0 0 1 0

о 0 0 1_ о 0 0 - 1 _

Всегда считалось самоочевидным, что фундаментальное 
правило умножения элементов группы Пуанкаре

ЩА, a)U(A, а) = ЩЛЛ, А а + а)
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выполняется и в том случае, если Л и/или Л включают множи
тели :Щ J  или Л’ .Т. В частности, считалось, что существуют 
операторы, соответствующие самим .Г и ■/',

Р = U(yT'fi), Т = У(#*,0),
такие, что

Р U(A,a)P~1 =Ul& A*~i l0b), (2.6.1)

Ш (Л ,а)Т“1 = С/(./Л./-1, ./а) (2.6.2)

для любого собственного ортохронного преобразования Лоренца 
А^у и любой трансляции # ,  Эти законы преобразования содержат 
в себе большую часть того, что принято понимать под словами 
о «сохранении»величин Р и Т.

В 1956-1957 годах стало понятно8, что для Р это верно толь
ко в приближении, когда мы пренебрегаем эффектами слабых 
взаимодействий, типа тех, которые обусловливают (3—распад. 
Инвариантность по отношению к обращению времени «прожила» 
еще некоторое время, пока в 1964 году не появились косвенные 
свидетельства9, что эти свойства Т также верны лишь приближен
но (см. раздел 3.3). В последующем изложении мы примем, что 
операторы Р и Т, удовлетворяющие соотношениям (2.6.1) и (2.6.2), 
действительно существуют, но будем держать в памяти, что это 
утверждение носит приближенный характер.

Рассмотрим (2.6.1) и (2.6.2) для случая инфинитезимальных 
преобразований, т. е. положим

А% = 8% + 00% , ,

где С0цу = —Сйуц и £д — бесконечно малые величины. Пользуясь 
соотношением (2.4.3) и приравнивая коэффициенты при сорсг и ер в 
(2.6.1) и (2.6.2), найдем свойства преобразования генераторов группы 
Пуанкаре по отношению к Р и Т:

p ijpcp -t = Щ Р $ t (2.6.3)

РгРРР”1 = ifP pv  f (2.6.4)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



100 Глава 2. Релятивистская квантовая механика

j i j p o j - l  =  щ р щ * ^  ( (2.6.5)

JipPJ-l = . (2.6.6)

Во многом эти соотношения напоминают формулы (2.4.8) и (2.4.9), 
если не считать того, что мы не сократили множители i в обеих 
частях этих уравнений, так как еще не приняли решения, считать 
ли Р и Т линейными и унитарными или антилинейными и анти- 
унитарными операторами.

Решение принимается очень просто. Полагая р = 0 в формуле
(2.6.4), находим:

РгЯР-1 =  гЯ,

где Я = Р° — оператор энергии. Если бы Р был антиунитарным и 
антилинейным оператором, то он антикоммутировал бы с г, так что 
РЯР"1 = -Я . Но в этом случае для любого состояния с Е > О 
существовало бы другое состояние Р-1*!* с энергией -Е  < 0. Однако 
не существует состояний с отрицательной энергией (т. е. энергией, 
меньшей энергии вакуума), так что мы вынуждены выбрать другую 
альтернативу: оператор Р — линейный  и унит арный  и он комму
т ирует  с оператором Я.

С другой стороны, полагая р = 0 в (2.6.6), имеем

ТИП 1 = - /Я .

Если предположить, что Т — линейный и унитарный оператор, 
можно просто сократить все г, так что ТЯТ”1 = -Я , и в 
результате мы опять приходим к губительному выводу, что для 
любого состояния Ч* с энергией Е существует другое состояние 

с энергией -Е . Чтобы избежать этого, мы вынуждены 
заключить, что Т является антилинейным  и антиунитарным  
оператором.

Поскольку мы решили, что оператор Р линеен, а Т антилинеен, 
можно переписать соотношения (2.6.3)-(2.6.6) в трехмерных обозна
чениях через генераторы (2.4.15)—(2.4.17):

P J P - ^ + J ,  (2.6.7)

Р К Р - ^ - К ,  (2.6.8)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



2.6. Пространственная инверсия и обращение времени 101

р р р -1 = _р (2.6.9)

TJT"1 = - J , (2 .6 .10 )

ТКТ”1 = + К , (2 .6 .11)

ТРТ”1 = -Р (2 .6 .12 )

и, как показано выше,

РНР”1 = ТН Т"1 = н . (2.6.13)
С физической точки зрения важно, что Р должен сохранять знак 
J, так как по крайней мере орбитальная часть J есть векторное 
произведение г X р двух векторов, каждый из которых меняет 
знак при инверсии пространственных координат. С другой стороны, 
оператор Т меняет знак J, так как после обращения времени 
наблюдатель видит все тела вращающимися в другую сторону. 
Заметим попутно, что (2.6.10) совместно с перестановочными соотно
шениями для компонент углового момента J X J = iJ, поскольку Т 
меняет знак не только J, но и г. Читатель может без труда 
проверить, что (2.6.7)—(2.6.13) совместны со всеми перестановочными 
соотношениями (2.418)-(2.4.24).

Рассмотрим действие операторов Р и Т на одночастичные 
состояния.

Одночастичные состояния определены как собственные
векторы операторов р, Н и J3 с собственными значениями 0, М и о, 
соответственно. Из соотношений (2.6.7), (2.6.9) и (2.6.13) следует, 
что это же верно и для состояния P'Ffc с, и потому, чтобы исключить 
вырождение, такие состояния могут отличаться только фазой:

причем фазовый множитель (|r|| = 1) может как зависеть, так и не 
зависеть от проекции спина о. Чтобы показать, что г|0 не зависит от
а, заметим, что из (2.5.8), (2.5.20) и (2.5.21) следует формула

Р: М  >  О

(Jx ± $J2)4>ка = yj{] + оЦд ± 0  + l j ^ a + i , (2.6.14)
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где j  — спин частицы. Действуя оператором Р на обе части этого 
равенства, имеем

По — Ла±1г

так что Т|а действительно не зависит от о. Поэтому можно записать

= n ^ ,G , (2.6.15)

где фазовый множитель г| носит название внутренней четности, 
зависящей только от типа частицы, на волновую функцию которой 
действует оператор Р.

Чтобы перейти к состояниям с конечным импульсом, следует 
подействовать на состояние унитарным оператором U(L(p)), 
соответствующим «бусту» (2.5.24):

= ^м/р{,щцр))4>ка.
Заметим, что

PL(p)P“1 = L(Pp),

Рр = (-р,л/р2 + М 2 ).

так что, пользуясь (2.6.1) и (2.6.15), находим:

Р Ч ^  = V W '[7 (L ( ./p ))11V/c fi ,

ИЛИ

Р%,а = • (2-6.16)

Т: М >0
Из уравнений (2.6.10), (2.6.12) и (2.6.13) следует, что действие 

Т на одночастичное состояние с нулевым импульсом приводит 
к состоянию со следующими свойствами:

Р (Т Ч ^ ) = 0,

Н(ТЧ>к а ) =  М(ТЧ'ка),

^ Г ^ 0 ) = -О(-РРМ ),
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так что
W fei0 = ^ _ 0 ,

где — фазовый множитель. Применяя оператор Т к (2.6.14) и 
вспоминая, что Т антикоммутирует не только с J, но и с г, 
находим:

Ых ± Щ = V(J + ° ) ( j ± C  + 1 )С аЛ -а±1  •

Снова используя в левой части равенства соотношение (2.6.14), 
видим, что квадратные корни сокращаются и 

' Ч о  =  5а±1 •

Решением последнего уравнения является Р ’0 > гДе С —
некоторый другой фазовый множитель, зависящий только от типа 
частицы:

ТЧ>к а = С ( -У -°^ _ о  • (2.6.17)

Однако в противоположность «внутренней четности» Г] фазовый 
множитель операции обращения времени £ физически несущест
венен. Этот вывод следует из того, что всегда можно переопределить 
одночастичные состояния, изменив их фазу:

Ш Ч Щ' _  Т 1/2щ ” fe,0 '  к,а *в >

так что фазовый множитель С исчезает из закона преобразования:

В последующем изложении мы сохраним произвольный фазовый 
множитель С в (2.6.17), чтобы не ограничивать возможности выбора 
фазы одночастичных состояний. Однако следует помнить, что эта 
фаза на самом деле не имеет значения.

Чтобы построить состояния с конечным импульсом, вновь 
действуем «бустом» (2.5.24). Заметим, что

г ц р ) . * - 1 = и т ,

■П> = (-р , %/р2 + м 2) .
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(Это означает, что изменение знака каждого элемента Л(\, с 
нечетным числом временных индексов эквивалентно изменению 
знака эле-ментов с нечетным числом прост ранст венных индексов.) 
С помощью (2.6.2) и (2.5.5) находим:

Р: М = О
Действуя на состояние VP;, G, определенное как собственный 

вектор оператора Рд с собственным значением № =  (0,0,к,к) 
и собственный вектор оператора Js с собственным значением а, 
оператор четности Р переводит это состояние в состояние 
с 4-импульсом (;Лс)  ̂ =  (0,0,-к,к) и J3 = а. Таким образом, состояние 
со спиральностью (проекцией спина на направление импульса) о  
переводится в состояние со спиральностью —о. Как отмечалось 
выше, это показывает, что существование симметрии относительно 
пространственной инверсии требует, чтобы каждый тип безмассовых 
частиц с ненулевой спиральностью обязательно имел партнера с 
противоположной спиральностью. Так как Р не оставляет инва
риантным стандартный импульс, удобно вместо этого рассмотреть 
оператор U'(K2“1)P, где R2 —  вращение, также переводящее к в ./’к. 
Его удобно выбрать как вращение на угол -180° вокруг оси у:

где Т|0 — фазовый множитель. Операция R 2~ коммутирует 
с лоренцовским «бустом» (2.5.45), a W коммутирует с вращением , 
поворачивающим ось z в направлении р, так что, действуя 
оператором Р на (2.5.5), получаем для произвольного 4-импульса р

(2.6.18)

U(R2) = ехр(—iizJ2). 

Так как U iR f1) меняет знак находим:

U (R ^ ) Р^м = Л о% ,-0 .

(2.6.19)

(2 .6 .20 )

РЧ>
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Заметим, что Т?(р)К2 — это вращение, поворачивающее ось 2 в 
направлении-р, но U(R(j>)R2) не в точности равно U (R (-p)). Согласно 
формуле (2.5.47)

Щ Щ -Р)) = ехр(г(ф ± tc)J3) ехр(г(7Г -  0)J2),

где азимутальный угол выбран как ф + к, если 0 < ф < 7Г, или ф — тс, 
если л < ф < 2п, с тем чтобы он оставался в интервале от 0 до 2п. 
Тогда

U~1(R (-p ))U(R(p )R2) =  ехр (-г(п  -  0) . /2 ) 

х ехр(-г(ф ± 7t)J3)exp (^ J3) exp(z0J2) exp(-z'm72)
= ехр(-г(тс -  0)J2) ехр(+гть/3) ехр(-г (n -  9) J2).

Но вращение на угол ±180° вокруг оси г меняет знак J2, так что

U(R(p)R2) = U (Щ-р)) ехр(± /7tJ3). (2.6.21)

Кроме того, К(-р)Б(| р|//с) есть просто стандартный буст L(;Jp) в 
направлении ?Рр =  (—р, р°). Поэтому окончательно

рч>Р,о = Ла ехр(+гла)'1#̂ _ а , (2.6.22)

где фаза равна —ко или +тсо в зависимости от того, положительна 
или отрицательна у—компонента вектора р. Это необычное изменение 
знака в результате операции инверсии для безмассовых частиц 
полуцелого спина связано с принятым в (2.5.47) соглашением для 
вращения, которое использовалось для определения состояний 
безмассовых частиц с произвольным импульсом. Поскольку группа 
вращений не является односвязной, подобные нарушения непрерыв
ности неизбежны.

Т: М = О
Действуя на состояние являющимся собственным для

операторов и J3 с собственными значениями = (0, 0, к, к) и о, 
соответственно, оператор обращения времени Т переводит его в 
состояние с 4-импульсом (; с̂)  ̂ = (0, 0Л -к, к) и J3 = -о .  Таким 
образом Т не изменяет спиральность J • к , и поэтому ничего нельзя 
сказать о том, имеются ли у частиц со спиральностью о  партнеры
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с противоположной спиральностью —0 . Поскольку Т, как и Р, не 
оставляет инвариантным стандартный 4-импульс, удобно рас
смотреть генератор ЩКз-1)"*", где R2 — вращение (2.6.19), который 
также переводит к в (./к). Это преобразование коммутирует с J3, 
так что

= С Л а  . (2-6.23)

где Со — другая фаза. Так как К2_1Т коммутирует с бустом (2.5.45), 
а Т коммутирует с вращением, то, действуя оператором Т на 
состояние (2.5.5), получим:

к
Р'

С помощью (2.6.21) находим окончательно:

R(p)R2B ' - f  СаЧк а . (2.6.24)
V V ))

Т^р,а = Са ехр(±г7ю) ^ 0 . (2.6.25)

Как и ранее, верхний или нижний знак в этой формуле соответ
ствует положительному или отрицательному знаку у—компоненты 
вектора р.

Любопытно, что квадрат оператора обращения времени Т2 
очень просто действует на одночастичные состояния как массив
ных, так и безмассовых частиц. Пользуясь (2.6.18) и вспоминая, что 
Т — антиунитарный оператор, получаем, что для одночастичных 
состояний массивных частиц

Т2̂  = = ^ ( - r aC(-)J'+C% ,a  ,

или иначе
T2^p,a = Н ^ р .а  • (2.6.26)

Для безмассовых частиц мы получаем такой же результат. Если у — 
компонента вектора р положительна, то у—компонента й̂ р отрица
тельна и наоборот, поэтому из (2.6.25) находим:
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= т Са ехр(± *яо),Р̂ йр = С  ехр(+ша)Са exp{+ims)xPp>a 

= exp(+2i%o)4,p a .

Если спиральность а — целое или полуцелое число, этот резуль
тат можно записать в виде:

Т \ а = Н 2М% ,а ' (2-6.27)

Под «спином» безмассовой частицы обычно понимают абсолютное 
значение ее спиральности, поэтому (2.6.27) эквивалентно (2.6.26).

Этот результат приводит к интересному следствию. Когда Т2 
действует на любое состояние 'Р системы невзаимодействующих 
массивных или безмассовых частиц, он порождает множитель (—)2' 
или (—)2'Gi для каждой частицы. Поэтому, если состояние содержит 
нечетное число частиц с полуцелыми спином или спиральностью (и 
дополнительно любое количество частиц с целыми спином или 
спиральностью), мы получим общее изменение знака:

Т2'Р = - 'Р . (2.6.28)

Если теперь «включить» различные взаимодействия, этот ре
зультат сохранится, при условии, что эти взаимодействия, нару
шая, быть может, вращательную инвариантность, не нарушают 
инвариантность относительно обращения времени. (Например, 
приведенные рассуждения применимы в том случае, когда систе
ма подвергается воздействию статических гравитационного и элек
трического полей.) Предположим теперь, что Ч* есть собствен
ное состояние гамильтониана. Так как Т коммутирует 
с гамильтонианом, состояние также будет собственным со
стоянием гамильтониана. Будет ли это то же самое состояние? 
Если так, то TVF может отличаться от только фазовым множи
телем:

T i, = t y ,

но в этом случае
Т2*Р = Т(£Р) = Ч>,

что противоречит (2.6.28). Мы видим, что если у оператора
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энергии есть собственное состояние, удовлетворяющее (2.6.28), 
то обязательно имеется другое состояние с той же энергией. 
Этот факт известен как вырождение Крамерса 10. Конечно, вывод 
тривиален, если система инвариантна относительно вращений, 
так как полный угловой момент j любого состояния этой системы 
должен быть полуцелым, и поэтому каждый энергетический уро
вень будет 2j + 1 = 2, 4, ... -кратно вырожден. Удивительно, что 
даже в случае, когда инвариантность относительно вращений 
нарушена внешними полями, например, электростатическим по
лем, до тех пор, пока эти поля инвариантны относительно Т, 
сохраняется по крайней мере двукратное вырождение. В частно
сти, если бы любая частица имела электрический или гравитаци
онный дипольный момент, то статическое электрическое или гра
витационное поле полностью снимало бы 2 j  +  1-кратное 
вырождение по спину, так что подобные дипольные моменты 
запрещены инвариантностью по отношению к обращению времени.

Для полноты изложения следует отметить, что Р- и Т- 
преобразования могут действовать на мультиплеты частиц одной 
массы более сложным образом. Эта возможность рассмотрена в 
Приложении В к данной главе. Примеры ее использования в 
физике неизвестны.

2.7. Проективные представления *

Вернемся к возможности, указанной в разделе 2.2, когда груп
па симметрии может действовать на физические состояния проек- 
тивно, иначе говоря, когда элементы группы симметрии Т, Т и т. д. 
могут быть представлены в физическом гильбертовом пространстве 
операторами U(T), U(T) и т. п., удовлетворяющими правилу компо
зиции:

U(T)U(T) = ехр(гф(Т, T))U (ТТ ), (2.7.1)

с действительной фазой ф. (Черта здесь используется только для 
того, чтобы отличать один оператор симметрии от другого.) Основ

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения и 
может быть опущен при первом чтении.
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ное требование, которому должна удовлетворять любая фаза ф 
в (2.7.1), вытекает из условия ассоциативности

ЩТ3){ЩТ2)Щ %)) = m%)U(T2))U{Ti)- 

Оно имеет следующий вид:

4>(T2,Ti) + ф(Тд,Т2Т1) = ф(Тд,Т2) + Ф(Т3Т2,Т1). (2.7.2)

Конечно, каждая фаза вида

Ф(Т,Т) = а (Т Т ) -а ( Т ) -а ( Т )  (2.7.3)

автоматически удовлетворяет (2.7.2), но проективное представ
ление с такой фазой можно заменить на обычное представление, 
заменив оператор U(T) на

U{T) = 17(Т)ехр(га(Т)),

для которого
й (Т )й (Т ) = U (ТТ).

Всякое множество функций ф(Т,Т); удовлетворяющих (2.7.2) и от
личающихся только на функции Дф(Т,Т) вида (2.7.3), называется 
2-коциклом. Тривиальный коцикл содержит функцию ф = 0, 
и поэтому состоит из функций вида (2.7.3), которые можно устра
нить переопределением U{T). Нас интересует вопрос, допускает ли 
группа симметрии существование нетривиальных коциклов, иными 
словами, может ли эта группа иметь представление на физичес
ком гильбертовом пространстве, которое внутренне проективно 
в том смысле, что фаза 0(7’, 7’ ) не может быт ь устранена описан
ным выше образом.

Чтобы ответить на этот вопрос, полезно рассмотреть сначала 
влияние фазы ф в (2.7.1) на перестановочные соотношения генера
торов бесконечно малых преобразований. Если Т или Т — единич
ный элемент группы симметрии, фаза ф очевидно должна рав
няться нулю:

ф(Т,1) = ф(1,Т) = 0. (2.7.4)

Если оба элемента Т и Т близки к единичному элементу, фаза
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должна быть мала. Используя для параметризации элементов 
группы координаты 0а (см. раздел 2.2), причем Т(0) s  1, находим, 
что вследствие (2.7.4) разложение в окрестности 0 = 0  = 0 
должно начинаться со слагаемых порядка 0 0 :

ф(Т(0),Т(0)) = / аЬ0а0Ь+... , (2.7.5)

где f ab — действительные числовые константы. Подставляя это разло
жение в степенное разложение соотношения (2.7.1) и повторяя 
шаги, которые привели к (2.2.22), получаем:

[tb,tc ] = iC \ cta + iCbcl ,  (2.7.6)

где СЪс — антисимметричный коэффициент,
Х СЬс= - / Ьс+ / сЬ. (2.7.7)

Появление в правой части перестановочных соотношений слагае
мых, пропорциональных единичному элементу (так называемых 
цент ральных зарядов), является для алгебры Ли прямым анало
гом наличия фаз в проективном представлении группы. 
Постоянные СЬс, так же, как СаЬс удовлетворяют важным огра
ничениям, вытекающим из тождества Якоби. Вычисляя коммута
тор (2.7.6) с td и добавляя аналогичные выражения, в которых 
индексы Ь, с, d заменены на с, d, Ъ и d, Ъ, с, убеждаемся, что 
сумма всех трех двойных коммутаторов тождественно обращается 
в нуль, откуда

CabcCead + CacdCeab + CadbCeac = 0 , (2.7.8)

а также
CabcCad + CacdCab + CadbCac = 0. (2.7.9)

Уравнение (2.7.9) всегда имеет один очевидный класс ненулевых 
решений для СаЪ:

.. СаЬ= С еаЬфе , (2.7.10)

где фе — произвольные действительные постоянные. Для этих реше
ний можно устранить центральные заряды из (2.7.6) переопреде
лением генераторов:

fa (и = fu + ‘•V (2.7.11)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



2.7. Проективные представления 111

Новые генераторы удовлетворяют перестановочным соотношениям 
без центральных зарядов:

[ib,tc ] = iCabcta . (2.7.12)

Данная алгебра Ли может либо допускать, либо не допускать 
существование решений уравнения (2.7.9), отличных от (2.7.10).

Теперь сформулируем ключевую теорему, определяющую 
возможность или невозможность существования внутренне проек
тивных представлений. Фаза любого представления U(T) данной 
группы может быть выбрана так, что ф = 0 в (2.7.1), если выпол
нены два условия:

а) генераторы группы в этом представлении могут быть 
переопределены так же, как в формуле (2.7.11)), с тем, чтобы 
устранить из алгебры Ли все центральные заряды;

б) группа является односвязной, т. е. любые два элемента 
группы могут быть связаны путем, целиком лежащим внутри 
группы, а любые два таких пути могут быть непрерывным образом 
преобразованы друг в друга. (Эквивалентно, любая петля, начина
ющаяся и кончающаяся на каком-то групповом элементе, может 
быть непрерывным образом стянута в точку.)

Доказательство теоремы дано в Приложении Б к этой главе. 
Там же комментируется случай неодносвязных групп. Согласно 
этой теореме существуют ровно две причины (причем одна не 
исключает другую), по которым могут возникать внутренне проек
тивные представления: алгебраическая, когда представление груп
пы проективно уже в окрестности единицы, или топологическая, 
когда группа неодносвязна, и поэтому путь из 1 в Т и затем из Т 
в Т не может быть непрерывно продеформирован в некоторый 
другой путь из 1 в ТТ. В последнем случае фаза ф в (2.7.1) зависит 
от конкретного выбора стандартных путей, ведущих из единичного 
элемента к различным элементам группы и используемых для 
определения соответствующих операторов U.

Рассмотрим теперь каждую из этих возможностей по очереди 
применительно к частному случаю неоднородной группы Лоренца.

(А) Алгебра

С учетом центральных зарядов перестановочные соотношения
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для генераторов неоднородной группы Лоренца будут иметь вме
сто (2.4.12)—(2,4.14) вид:

i[J^,JPa] = TfPJ^a -  T|№JW -  T1̂ JPV

• • Cpa!'v , (2.7.13)

JpC71 : i f pPa i f GpP • Cp0-t' , (2.7.14)

i[J'lv,pP] = ifPP^ -  T]№Pv + Cp̂ lv , (2.7.15)

г[Р^,РР] = Ср-̂ . (2.7.16)

Очевидно, что константы С удовлетворяют также условиям анти
симметрии:

£pcf,(lv _ _£|XV,pC> (2.7.17)

£ро,|1 _ _С ^рсг (2.7.18)

с р,д == - С ц'р. (2.7.19)

Покажем, что у всех этих констант есть дополнительные алгеб
раические свойства, позволяющие устранить их переопределением 
JVV и Р*1 путем сдвига на постоянные слагаемые. (Это соответствует 
переопределению фазы операторов U(A,a).) Чтобы вывести указан
ные свойства, используем тождества Якоби

(JMV;[рр, р°11•:. |р°,[JHV, рр11. Iрр, Iр «, JJIV|] = 0, (2.7.20) 

[.Тк" ,[./|,v,РР]'| • |Рр,[.Тк" ,J |lv|]-- [./t,v,[РР, J 11 = 0, (2.7.21) 

[\JX̂  ,[.Plv, JP°}] + [JP° ,[J1̂ , ]} + [J^  ,[JP°, J1̂ ]] = 0. (2.7.22)

(Тождество Якоби с тремя Р удовлетворяется автоматически и 
поэтому не содержит дополнительной информации.) Подставляя 
(2.7.13)—(2.7.16) в (2.7.20)—(2.7.22), находим алгебраические соотноше
ния, которым удовлетворяют константы С:

0 = г|уРС^а -  i f  pCv’a -  iivoC!up + i f aCv’P, (2.7.23)
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О = r|vpC|1’>"r| -  r|w Cv’XT| -  r||-lT|Cp’?lv + r|jL|'lCp’VT| 

+ r|?LVCp’,'lT1 -  т]^Ср’̂  + rip̂ CT|’̂ v -  ripnC>"’|IV ,

Q _  _  ^ | i p £ < « , f a j  _  _ « jJ .£ p rV fk |  +  ^CTVQPIVOl

(2.7.24)

+ -  n^lCVT1’po -  г|уХСт ’ра +

+ паХСр,и'у -  r|pXCCT,1-MV -  Tir|pCXa’,IV + . (2.7.25)

Сворачивая (2.7.23) с r|vp, получаем:

0 l-a = 0. (2.7.26)

С другой стороны, константы и Cpcr,fiv не обязательно равны
нулю, но их алгебраическая структура достаточно проста, что 
позволяет устранить эти константы переопределением Р'и и Ĵ v, 
соответственно. Свертка (2.7.24) с r|vp дает

г = ii п г'рЛу
_  3 pv

Аналогично, сворачивая (2.7.25) с r|vp , получаем::

(2.7.27)

(2.7.28)

(2.7.29)

(2.7.30)

(Эти выражения автоматически удовлетворяют соотношениям (2.7.24) 
и (2.7.25), так что из тождеств Якоби уже нельзя извлечь допол
нительной информации.) Теперь видно, что если константы С не 
равны нулю, их можно устранить, определяя новые генераторы

(2.7.31)

(2.7.32)
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и тогда перестановочные соотношения примут вид, который они 
должны иметь для обычного представления:

i [ P \ J pa] = -  ifP Г а -  rf*lJPv + , (2.7.33)

i|.7"v,pp] = r|vPP*1 -  rfPPv , (2.7.34)

;'[P|l,PPJ 0. (2.7.35)

Мы всегда будем записывать перестановочные соотношения в 
виде (2.7.33)—(2.7.35), но с опущенными тильдами.

Между прочим, заметим, что отсутствие центральных за
рядов в случае алгебры, порождаемой J*LV, можно немедленно 
вывести из того факта, что эта алгебра относится к типу полу- 
прост ы х. (Полупростые алгебры Ли не имеют инвариантных 
абе,иевых подалгебр, порождаемых коммутирующими друг с дру
гом генераторами, коммутаторы которых с любыми другими ге
нераторами алгебры также принадлежат этой подалгебре.) Име
ется общая теорема11, согласно которой любые центральные 
заряды в случае полупростых алгебр Ли всегда можно устра
нить переопределением генераторов, как в (2.7.32). С другой сто
роны, полная алгебра Пуанкаре, порождаемая коммутаторами 

и Р*1, не является полупростой (генераторы Р11 образуют 
инвариантную абелеву подалгебру), и требуются специальные 
аргументы, чтобы показать, что ее центральные заряды можно 
устранить тем же способом. В самом деле, неполупростая алгеб
ра Галилея, обсуждавшаяся в разделе 2.4, допускает существо
вание центрального заряда — массы М.

Итак, неоднородная группа Лоренца удовлетворяет первому 
из двух условий, необходимых для исключения внутренне проек
тивных представлений. Что можно сказать о втором условии?

(Б) Топология

Чтобы исследовать топологию неоднородной группы Лоренца, 
весьма удобно представить однородные лоренцовские преоб
разования 2x2 комплексными матрицами. Действительно, любой 
действительный 4-вектор V*1 можно использовать для построения 
эрмитовой 2x2 матрицы
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V  55 =
( v 0 + V 3 V 1 -  гУ2

vV x + iV 2 V° -  V 3 у (2.7.36)

где -  обычные матрицы Паули, причем а0 = 1. Обратно, всякая 
2x2 эрмитова матрица может быть записана в этом виде и поэтому 
определяет действительный 4-вектор V*1.

Свойство эрмитовости будет сохраняться при преобразованиях

v XvXf , (2.7.37)

где X — произвольная 2x2 матрица. Кроме того, инвариантный 
квадрат 4-вектора равен

у ^  = (V1)2 + (V 2)2 + (V3)2 - ( V 0)2 = -D etu , (2.7.38)

и этот детерминант сохраняется при преобразовании (2.7.37), если 
выполнено условие

| DetXj = 1. (2.7.39)

Каждая комплексная 2x2 матрица X, удовлетворяющая (2.7.39), 
определяет таким образом действительное линейное преобразо
вание V оставляющее инвариантным выражение (2.7.38), т. е. 
однородное преобразование Лоренца А(Х):

XV^o^X'' = (А% (X)VV )с (1 . (2.7.40)

Далее, для двух таких матриц X и X

(М )У % (М )*  = Xdv^o^X ^X 1 = 

= ХА^у{Х)Ууо ^  = MLp{X)Apv{X)Vvo ll ,

так что
А(ХХ) = А(Х)А(Х). (2.7.41)

Однако две матрицы X, отличающиеся только общей фазой, 
одинаково действуют на г? в (2.7.37) и поэтому соответствуют 
одному и тому же лоренцовскому преобразованию. Поэтому удобно
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настроить фазу матриц X так, чтобы

Det А, = 1, (2.7.42)

что совместимо с (2.7.41). Комплексные 2x2 матрицы с детерминан
том, равным единице, образуют группу, называемую SL(2, С). (Сим
вол SL означает «специальная линейная», причем слово «спе
циальная» соответствует единичному детерминанту элементов 
группы, а С означает «комплексная».) Групповые элементы зависят 
от 4 — 1 = 3 комплексных параметров или шести действительных 
параметров, т. е. от того же числа параметров, что и группа 
Лоренца. Однако группа SL(2, С) не тождественна группе Лоренца: 
если X — матрица из SL(2,C), то и -X  принадлежит этой группе, 
причем как X, так и —X соответствуют одному и тому же преобра
зованию Лоренца в (2.3.37). Действительно, легко видеть, что мат
рица

f e« /2  0 ^

. О e“i0/ 2
т  =

отвечает лоренцовскому преобразованию А(А,(0)), представляю
щему вращение на угол 0 вокруг оси z, так что X = —1 соответ
ствует вращению на угол 2п. Таким образом группа Лоренца не 
совпадает с SL(2,C), а равна SL(2,C)/Z2 *, которая представляет 
группу комплексных 2x2 матриц с единичным детерминантом и с 
отождествлением пар элементов X и —X.

Какова же топология группы Лоренца? В силу теоремы о 
полярном разложении 12 всякая комплексная несингулярная матри
ца X может быть представлена в виде

X = u eh ,

где и -  унитарная матрица, a h  — эрмитова матрица,
f д.и и = 1 , h = h.

* Группа Z2 состоит из двух элементов +1 и —1. В общем случае, когда мы 
пишем G/H, где Я -  инвариантная подгруппа группы G, подразумевается, 
что в группе G отождествлены элементы д и gh, где д е  С и  h e  Я. Подгруппа 
Z2 тривиально инвариантна, так как ее элементы коммутируют со всеми 
элементами S L (2, С).
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Так как Det и является фазовым множителем, a Det (exp h) = 
= exp (Tr h) действителен и положителен, то из условия (2.7.42) 
вытекает одновременно, что

Det и = 1, Tr h = 0.

(Множитель и соответствует подгруппе вращений группы Лоренца: 
если и — унитарная матрица, то Tr (u vu ') = Tr v, так что V0 =
2 Tr v  остается инвариантным под действием А(и).) Далее, это 
разложение однозначно, так что группа SL(2,C) топологически 
является просто прямым произведением (т. е. множеством пар 
элементов) пространства всех матриц и и пространства всех 
матриц h. Всякая эрмитова 2x2 матрица h со следом, равным 
нулю, может быть представлена в виде

(  с а - г Ь л
h =

ка + ib - с  :J

где а, Ъ, с действительны, но в остальном произвольны, так что 
пространство всех h топологически эквивалентно обычному трех
мерному плоскому пространству R3. С другой стороны, всякая 
унитарная 2x2 матрица с единичным детерминантом может быть 
представлена в виде:

' d + ie f  + гдл 
y ~ f + ig d -  ie y

где d, e, f ,  g удовлетворяют единственному нелинейному ограни
чению

d2 + е2 + / 2 + g2 = 1 ,

так что пространство SU(2) всех и топологически эквивалентно 
пространству S3 — трехмерной поверхности сферы в плоском 
четырехмерном пространстве. Таким образом SL(2,C) топологичес
ки эквивалентна прямому произведению RsxS s. Эта группа являет
ся односвязной: всякая кривая, соединяющая две точки из R3 или 
Sз, может быть продеформирована в любую другую, и то же верно 
для прямого произведения. (Все сферы Sn за исключением окруж
ности являются односвязными.) Однако нас интересует не SL(2,C), 
а группа SL(2,C)/Z.,. Отождествление 1 и -1 эквивалентно отожде
ствлению унитарных множителей и и —и (так как e h всегда поло
жительно), так что топология группы Лоренца — это топология

и =
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R3xS3/Z2, где S3/Z2 — трехмерная сферическая поверхность с 
отождествленными противоположными точками. Эта группа не 
является односвязной; например, на S3 путь из и в и' нельзя 
непрерывно продеформировать в путь из и в —и', тогда как в 
S3/Z2 эти два пути соединяют одни и те же точки. Фактически, 
S3/Z2 — двусвязная группа: пути между любыми двумя точками 
разделяются на два класса, в зависимости от того, включают ли 
они инверсию и —> —и, и каждый путь из одного класса можно 
продеформировать в другой путь того же класса. Эквивалент
ным является утверждение, что двойная петля, дважды прохо
дящая один и тот же путь из какого-то элемента обратно в него 
же, может быть непрерывным образом сжата в точку. (Как пока
зано в Приложении Б, математически это выражается в утвер
ждении, что для группы S3/72 фундаментальная или первая 
гомотопическая группа есть Z 2.) Аналогично, неоднородная груп
па Лоренца имеет ту же топологию, что и группа RixR 3xS3/Z2, и 
поэтому она также двусвязна.

Так как группа Лоренца (однородная или неоднородная) 
неодносвязна, она имеет внутренне проективные представления. 
Однако поскольку двойная петля, дважды проходящая путь из 1 
в Л, из Л в Л Л, и обратно в 1, может  быть сжата в точку, мы 
должны иметь

[U(A)L/(A)U'-1(AA)]2 = 1, 

и поэтому фаза е“^Л,Л̂ является просто знаковым множителем:

ЩЛ)ЩА) = ±ЩЛЛ). (2.7.43)

Аналогично для неоднородной группы Лоренца

U (A ,a)U (A ,а) = ±ЩЛЛ, Аа + а). (2.7.44)

Нам знакомы такие «представления с точностью до знака»: 
это состояния с целым спином, для которых знаки в (2.7.43) и (2.7.44) 
всегда равны + 1, и состояния с полуцелым спином, для которых эти 
знаки равны +1 или —1 в зависимости от того, можно ли сжать в 
точку путь от 1 к А, затем к А А, и назад к единице. Это различие 
обусловлено тем, что вращение на угол 2% вокруг оси z, действуя 
на вектор состояния с проекцией углового момента на ось z, равную
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G, дает фазовый множитель е 2Ш, и поэтому никак не влияет на 
состояние с целым спином и изменяет знак вектора состояния с 
полуцелым спином. (Два этих случая соответствуют двум неприво
димым представлениям первой гомотопической группы Z2.) Итак, 
(2.7.43) и (2.7.44) выражают правило суперотбора: мы не должны 
смешивать состояния с целым и полуцелым спином.

Для случая конечных масс ограничения целым или полуце
лым спином были ранее выведены чисто алгебраическими метода
ми из хорошо известных представлений генераторов малой группы, 
которые в данном случае есть просто матрицы углового момента 
J® с целым или полуцелым значением j. С другой стороны, для 
нулевых масс действие малой группы на физические одночастич
ные состояния сводится к вращению вокруг направления им
пульса, так что поэтому здесь нет алгебраических причин огра
ничиваться целыми или полуцелыми значениями спиральности. 
Однако существует топологическая причина: вращение на угол 
4л: вокруг направления импульса можно непрерывным образом 
продеформировать в тождественное преобразование, так что мно
житель ехр(4тсга) должен равняться единице, и поэтому величи
на с  должна быть либо целой, либо полуцелой.

Вместо того, чтобы иметь дело с проективными представлени
ями и накладывать правила суперотбора, можно расширить группу 
Лоренца, взяв ее равной SL(%С), а не SL(2,C)/Z2, как ранее. Обычная 
инвариантность по отношению к вращениям запрещает переходы 
между состояниями с целым или полуцелым полным спином, так что 
единственной разницей будет теперь то, что группа односвязна и 
имеет поэтому только обычные, а не проективные представления, 
так что теперь нельзя потребовать выполнения правил суперотбора. 
Это означает не то, что теперь можно реально приготовить физи
ческую систему в воде линейной комбинации состояний целого и 
полуцелого спина, а лишь то, что наблюдаемая в природе лорен- 
цовская инвариантность не может быть использована для того, что
бы доказать невозможность таких суперпозиций.

Такие же соображения применимы к любой группе симмет
рии. Если алгебра Ли этой группы допускает существование 
центральных зарядов, всегда можно расширить такую алгебру, 
включив в нее генераторы, которые коммутируют с любым 
элементом алгебры и собственными значениями которых явля
ются центральные заряды. Именно так мы действовали, когда
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добавили оператормаесы к алгебре Ли группы Галилея в конце 
раздела 2.4. Расширенная алгебра Ли теперь, конечно, свободна 
от центральных зарядов, так что часть группы в окрестности 
единицы имеет только обычные представления, и никаких пра
вил суперотбора не требуется.

Аналогично, даже если группа Ли G не является односвяз
ной, ее всегда можно представить в виде С/Н, где С — односвяз
ная группа, которую называют универсальной накрывающ ей  
группой  группы G, а Н — инвариантная подгруппа * группы С. 
В общем случае, можно взять в качестве группы симметрии 
вместо G группу С, так как нет никакой разницы в следствиях 
этого выбора, за исключением того, что G налагает правило 
суперотбора, а С — нет. Короче говоря, проблема правил супе
ротбора есть нечто ирреальное: может быть, и можно пригот о
вить физическую сист ему в виде произвольной суперпозиции  
состояний, но нельзя решит ь, так это или нет, ссылаясь на 
принципы симметрии, поскольку какую бы ни группу симмет
рии мы не приписывали природе, всегда сущ ест вует  другая 
группа, приводящая к тем же следствиям, но без правил супе
рот бора.

Приложение А. Теорема о представлении симметрии

В этом приложении мы дадим доказательство фундамен
тальной теоремы Вигнера2, утверждающей, что всякое преоб
разование симметрии может быть представлено в гильбертовом 
пространстве физических состояний линейным и унитарным или 
антилинейным и антиунитарным оператором. При этом главным для 
нас будет то, что преобразования симметрии являются преобразо
ваниями Т лучей, сохраняющими вероятности переходов в том 
смысле, что если ХР1 и х¥2 — векторы состояний, принадлежащие 
лучам и то любые векторы состояний Ч/\ и 'Р'д, принадлежа

* Первая гомотопическая группа С/Н есть Я. Мы видели, что накрывающая 
группа однородной группы Лоренца есть SL(2, С), а накрывающая группа 
трехмерной группы вращений есть SU(2). Подобная связь групп SL и SU 
справедлива для случая трех, четырех или шести измерений. Для общего 
случая d измерений накрывающая группа SO(d) носит специальное 
наименование Spin(d).
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щие преобразованным лучам ТЩ и удовлетворяют условию
(2.А.1)

Мы требуем также, чтобы преобразование симметрии имело 
обратное преобразование, сохраняющее вероятности переходов 
в указанном выше смысле.

Для начала рассмотрим некоторую полную ортонормированную 
систему векторов состояний Ч ,̂ принадлежащих лучам J,)., причем

(4>k,% )  = h l -  (2.А.2)

Пусть Ч*'/: — некоторая произвольная выборка векторов состояний, 
принадлежащих преобразованным лучам T:jJlk. Из (2.А.1) имеем:

| ( ^ ' , ^ ) | 2 = \ { 4 > k , % f  =  ь к1.

Но величина (4^,4^) автоматически действительна и положи
тельна, так что отсюда вытекает, что она должна иметь значе
ние, равное единице. Поэтому

(% ,% ')  = h i -  (2.А.З)

Легко видеть, что преобразованные состояния \  также обра
зуют полную систему, так как если бы существовал какой-ни
будь ненулевой вектор состояния Ч1', который был бы ортогона
лен ко всем то луч, полученный обратным преобразованием 
луча, к которому принадлежит Ч#/, состоял бы из ненулевых 
векторов Ч*", для которых

l(4'fc,4 '")|2 =\(Ч>к,Ч>')\2 = О

для всех к. Это невозможно, так как предполагалось, что 4/fe 
образуют полную систему.

Теперь следует принять соглашение о фазах для состояний 
С этой целью выделим одно из состояний Ч̂ ,, например, Ч/1, и 

рассмотрим векторы состояний

Тк - ^ - № + П ) .  (2.А.4)

принадлежащие некоторым лучам с к Ф 1. Любой вектор
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состояния Т'к, принадлежащий преобразованному лучу TSfk, мо
жет быть разложен по векторам состояний

Из (2.А.1) следует, что

а для I Ф к и I Ф 1

п = Е , с л ' -

I с кк \ ~ I c kl\ 1

:kl ~ О-

Ясно, что для любого данного к подходящим выбором фаз двух 
векторов состояний Т'к и можно так настроить фазы двух
ненулевых коэффициентов скк и скь чтобы они равнялись \j-j2. С 
этого момента векторы состояний Y'fe и Ч//к, выбранные подобным 
образом, будут обозначаться UYfc и U4'lc. Как было показано,

u 7 2 {4,k: + X¥l} = UYh = 7 2 {ич,к + ^  (2-А -5)

Однако нужно еще определить U41 для произвольных векторов 
состояний

Рассмотрим произвольный вектор состояния Ч1, принадле
жащий произвольному лучу и разложим его по

Ч' = Е СЛ -  (2.А.6)
к

Любой вектор состояния Ч*', принадлежащий преобразо
ванному лучу может быть аналогичным образом разложен 
по полной ортонормированной системе векторов U4Jk.

(2.А.7)
к

Из равенства величин |(4/fc,4#)j и 1(ич>к,ч>')\2 вытекает, что для 
всех к (включая к = 1)

|Cfc|2 = |С;с|2 , (2А.8)
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в то время как из равенства \ (Ч ,Щ  п \(игк ,ч>') 2 вытекает, что 
для всех к Ф 1

|Cfc + CtP= \C'k + C { f  . (2.А.9)

Разделив (2.А.9) на (2А.8), получаем соотношение

Re(Ck / C 1) = Re(C'k /C'1), (2А.10)

а с учетом (2А.8)

Поэтому либо

либо

1т(Ск / С 1) = ±1т(С'к / С 1). 

Ск / С 1 = С'к / С {,

Cfc / с х = (С'к /С [)\

(2А.11)

(2А.12)

(2А.13)

Далее можно показать, что при всех к  выбор должен быть один и 
тот же. (Этот этап доказательства был пропущен Вигнером.) Для 
этого предположим, что при некотором к  имеем Ск/С1 = С'к/С\, а 
при некотором I Ф к, напротив, Сг/ = (C^/C'J*. Предположим 
также, что оба отношения комплексны, так что мы рассматриваем 
действительно два разных случая. (Это изначально требует, чтобы 
к Ф 1 и I Ф 1, а также к Ф I.) Покажем, что такое невозможно.

Определим вектор состояния Ф = ('Р1 + 4>к + *Рг) /  л/з . Так как 
все отношения коэффициентов в этом векторе состояния действи
тельны, мы должны получить те же отношения в любом векторе 
состояния Ф', принадлежащем преобразованному лучу:

ф ' ^ ( ш 1 + и *к + и % 1

где а  — фазовый множитель, |ос| = 1. Но тогда из равенства 
вероятностей перехода |(Ф, *Р)| и (Ф', ‘У') вытекает, что

1 с к 1 + с 'г+ — т

2
1 С к 1 +  — С; 

+ —
С{ с[ Cl Cl
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и поэтому

Это возможно только в том случае, если

или, иными словами, если

Отсюда, в противоречии с нашими предположениями, либо Ск/ 
С ь  либо С1/С1 должны быть действительны для любой пары к, I. 
Видим, что для заданного преобразования симметрии Т, приме
ненного к данному вектору состояний, для всех к должно быть 
выполнено либо условие (2.А.12), либо условие (2.А.13).

Вигнер исключил вторую возможность (2.А.13), поскольку, как 
он показал, всякое преобразование симметрии, для которого эта 
возможность реализуется, должно включать обращение времени, а в 
представленном доказательстве он рассматривал только симметрии 
типа вращений, не влияющие на направление времени. Мы изучаем 
здесь симметрии, включающие обращение времени на равных основа
ниях с другими симметриями, так что нам следует считать, что для 
каждого преобразования симметрии Т и вектора состояния 
выполнены либо (2.А.12), либо (2.А.13). В зависимости от того, какая из 
этих альтернатив выполняется, определим U41 как тот из векторов 
состояний *F, принадлежащих лучу T./i, фаза которого выбрана так, 
что либо Сх = С\, либо Сг = С\ . Тогда либо

\
= Т , с кич>к, (2.А.14)

либо \
и  = £ c ; i / 4 v (2.А.15)
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Осталось доказать, что для данного преобразования сим
метрии мы должны сделать тот же выбор между формулами 
(2.А.14) и (2.А.15) в случае произвольных значений коэффициен
тов Ск. Предположим, что (2А.14) выполнено для вектора состо
яния а (2.А.15) — для вектора состояния 'LkBi,'¥k. Тогда из 
инвариантности вероятностей переходов вытекает, что

2

к к

или эквивалентно

^ 1 т ( А ;А г)1 т (в ;В г) = 0. (2А.16)
kl

Нельзя исключить, что (2А.16) выполнено для пары векторов 
состояний и принадлежащих разным лучам. Од
нако для любой пары таких векторов состояний, у которых ни 
А к, ни Вк не имеют все одинаковой фазы (так что (2.А.14) и 
(2.А.15) не одинаковы), всегда можно найти третий вектор состо
яния, для которого *

£ 1т ( с ; С г) 1т (А ;А г) * 0 ,
ш

и также
£ 1т ( с ; с г) 1т ( в * в г) * 0 .
kl

* Если для какой-то пары к, I и и B*kB} комплексны, выбираем все
С равными нулю, за исключением Ск и Сг, а эти коэффициенты выбираем с 
разными фазами. Если для какой-то пары к, I величина А * ^  комплексна, а 
В\£>г действительна, то должна существовать другая пара т, п (либо т, 
либо те, но не оба сразу, могут при этом равняться к или Г), для которой 
В*тВп комплексна. Если к тому же А*тАп комплексна, выбираем все С равными 
нулю, за исключением Ст и Сп, а у этих коэффициентов выбираем разные 
фазы. Если А*тАп действительна, то выбираем все С равными нулю, за 
исключением Ск, Сь Ст и Сп, а у этих четырех коэффициентов выбираем 
разные фазы. Случай, когда В*кВ1 комплексна, а А*кА1 действительна, 
разбирается аналогично.

(2.А.17)

(2.А.18)
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Как мы видели, из (2.А.17) следует, что для 11
должен быть сделан выбор между (2.А.14) и (2.А.15), а из (2А.18) 
следует, что один и тот же выбор должен быть сделан и для 

и Е/сС;Л'/г Таким образом, один и тот же выбор между 
(2А.14) и (2А.15) должен быть сделан для двух исходных векто
ров состояния 1 ,А ^ /с  и ^Фк^к- Итак, показано, что для данного 
преобразования симметрии Т все векторы состояний удовлетво
ряют либо (2А.14), либо (2А.15).

Теперь нетрудно доказать, что квантово-механический опе
ратор U может быть либо линейным и унитарным, либо анти
линейным и антиунитарным. Сначала предположим, что для всех 
векторов состояний удовлетворяется (2.А.14). Любые два вектора 
состояния Ч> ф можно разложить по полной системе:

*  = Х > л , Ф =1 В Л .
к к

соответственно, используя (2.А.14), получаем:

ЩаЧ> + (ЗФ) = uX (<xA fc + PBfe)^ fc = £ ( «  Afc + Р Bk)U4>k
к к

= а £ л ьЦЧ<*+|3£в*иЧ'ь .
к к

Вновь используя (2.А.14), находим:

[/(аЧ' + рФ) = аиЧ> + $11Ф, (2.А.19)

так что оператор U линеен. Пользуясь (2.А.2) и (2.А.З), находим, что 
скалярное произведение преобразованных состояний равно

т и ф )  = ^ < А ( и ч к,и щ  = £ Акв к, 
kl к

и, следовательно,
(Щ¥,иФ) = (Ч'.Ф), (2.А.20)

так что оператор U унитарен.
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Случай симметрии, которая удовлетворяет (2.А.15) для всех 
векторов состояний, разбирается во многом аналогично. Возможно, 
читатель сам, без посторонней помощи воспроизведет доказатель
ство. Однако, поскольку антилинейные операторы могут быть не 
слишком привычны, все же приведем здесь необходимые детали. 
Пусть (2.А.15) удовлетворяется для всех векторов состояний 
Любые два вектора ’Р и Ф  могут быть разложены как и ранее, так что

U(a4> + (ЗФ) = u J ^ (a A k + р Вк)Ч>к = £ ( « Х  + р *Btk)U4'k
к к

= а Х ^ + Р ^ В ^ .
к к

Вновь пользуясь (2.А.15), находим:

ЩосЧ'+рФ) = а*1Г¥ + '$*иФ) (2.А.21)

так что U антилинеен. Используя (2.А.2) и (2.А.З), получаем, что 
скалярное произведение преобразованных состояний

(Ц Ч^Ф ) = ^ А кВ ;(Ш к,и % )  = £ а , в ; ,
kl к

и поэтому
(Ь^Д/Ф) (Ф.Ф)", (2.А.22)

так что оператор U антиунитарен.

Приложение Б. Групповые операторы 
и гомотопические классы

В этом приложении мы докажем упомянутую в разделе 2.7 
теорему, согласно которой фазы операторов U(T) для конечных 
преобразований симметрии Т можно выбрать так, чтобы эти 
операторы образовывали представление группы симметрии, а 
не проективное представление, если только: а) генераторы груп
пы можно определить так, чтобы в алгебре Ли не было цент
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ральных зарядов; б) сама группа односвязна. Кроме того, обсу
дим проективные представления для неодносвязных групп и связь 
этих представлений с гомотопическими классами группы.

Для доказательства теоремы вспомним метод, с помощью 
которого были построены операторы, соответствующие преоб
разованиям симметрии. Как описано в разделе 2.2, для парамет
ризации этих преобразований мы вводим набор действительных 
переменных 0а, так чтобы сами преобразования удовлетворяли 
закону композиции (2.2.15):

Т(0)Т(0) = т(/(0,0)).

Мы хотим построить операторы £7(Т(0)) s  (710 ], удовлетво
ряющие соответствующему условию *:

Щ 0 ]Щ0] = Щ /(0 ,0)]- (2-R 1)

Чтобы сделать это, проведем произвольные «стандартные» пути ©^(s) 
в пространстве групповых параметров, идущие из начала в каждую 
точку 0, причем ©|(0) = 0, ©§(1) = 0а, и определим Ue(s) вдоль каж
дого такого пути с помощью дифференциального уравнения

T s Ue (s) = (2.Б.2)

с начальным условием
С7в<0) = 1, (2.Б.З)

где

] g ( 0 ) =
Э/а(0,0)

Э0Ь (2.Б.4)
е=о

Мы намерены в конце концов отождествить операторы U[Q] с 
1/ е(1), но прежде следует выяснить некоторые свойства U q(s ).

* Здесь и далее квадратные скобки используются для того, чтобы отличать 
операторы U, построенные как функции групповых параметров, от операторов, 
являющихся функциями самих групповых преобразований.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



Приложение Б 129

Чтобы проверить закон композиции, рассмотрим две точки 
0Х и 02, и определим путь .)\ идущий из 0 в 0Ъ а затем в / ( 02, ©i):

. .. f 00  (2s ), 0 < s < 1 /  2 ,
0 “ (s) = \ 1 (2 Б

В конце первого отрезка пути мы попадаем в точку, где опера
тор U #{b  = Ue/l)- Чтобы вычислить U^s) вдоль второго отрезка 
пути, нам нужно знать производную от f a(&e )(2s - 1), 0Х). Для 
этого используем фундаментальное условие ассоциативности

/ “ ( /(03,02)Л )  = / а(0з,/(е2А ) ) -  (2.Б.6)

Сравнивая коэффициенты при 0С3 в пределе 03 —> 0, находим

Э Г  (02,0!)
Э0? ■ ^ (/(0  2, 0i)) = ^ь(02) - (2.Б.7)

Таким образом, дифференциальное уравнение (2.Б.2) для U r {s) 
вдоль второго отрезка совпадает с дифференциальным уравнением
для Uq (2s — 1). Начальные условия для этих величин различны,“ _1
однако U t(s)Uq̂ (1) удовлетворяет тому же дифференциальному 
уравнению, что и U y(2s — 1), но вдобавок удовлетворяет и тому же 
начальному условию: при s = \ обе величины равны единице. 
Отсюда мы заключаем, что для \ < s < 1

[/^(s)Uei1(s) = [/e2( 2s - 1).

и, в частности,

U,А  1) =  17ва (1 ) ^ ( 1 ) -  (2.Б.8)

Однако из этого не следует, что U"e(l) удовлетворяет желаемому 
правилу композиции (2.Б.1), так как, хотя путь 0 / s )  идет из 0° = 
О в 0“ = / “(02, 0i)> он в общем случае не будет совпадать с тем 
выбранным нами «стандартным» путем 0 /(fl.,.o,j, который идет 
сразу из 0 а = q  в Qa = 0 1). Чтобы отождествить [7[0] С £/е(1),
нужно еще доказать, что 1/ 9(1) не зависит от пути из 0 в 0.
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Для этого рассмотрим вариацию Ю  оператора Ue(s), 
порожденную вариацией 80(s) пути из 0 в 0, Беря вариацию 
(2.Б.2), приходим к дифференциальному уравнению

в с.Шъ с1®ь вШ ь- f  81/ = ita8Uhab( ® ) ^  + itaUhabc(®)8®c + itaUhab(© ) ^ - ,  
as as as as

где hb = dhb /  Э0° . Используя коммутационные соотношения ал
гебры Ли (2.2.22) (без центральных зарядов) и совершая пере
группировку слагаемых, получаем

^ ( u - 1b u ) = ^ { i u - \ u h ^ ® b)
as as

+ iU ~ \ m ® b —  (h^b -  + Caedhihdc ) 
as

Однако переходя к пределу 03, 02 —> 0 в условии ассоциативности 
(2.Б.6), находим для всех 0

Ш аъ,с = -fd eh (Q )th (Q ) I  (2.Б.10)

где — коэффициент, определенный формулой (2.2.19). Антисим
метризация по Ъ и с показывает, что последнее слагаемое в (2.Б.9) 
обращается в нуль:

К ь  -  К,С + C aedhebhcd = 0. (2.Б.11)

Таким образом, из (2.Б.9) следует, что величина

и ~ 1Ю  -  iU~1taUhb5®b

постоянна вдоль пути 0(s). Отсюда следует, что оператор 1/е(1) 
стационарен при любой бесконечно малой вариации пути, оставля
ющей закрепленными конечные точки 0 (0) = 0 и 0 (1) = 0 (а также 
17е(0) = 1). Однако из предположения б) вытекает, что любой путь 
от 0 (0) = 0 до 0 (1) = 0 можно непрерывно деформировать в любой 
другой путь, так что теперь можно рассматривать £7e(l) как не 
зависящую от пути функцию только переменной 0 :

С7е(1) = С7[0]. (2.Б.12)
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В частности, так как путь ./’ приводит из 0 в /(0 2, 0i), имеем
1/^(1) = U [/(02,01)], (2.Б.13)

а тогда (2.Б.8) показывает, что (7|0| удовлетворяет закону груп
пового умножения (2.Б.1), что и требовалось доказать.

Мы построили непроективное представление £/[0], и осталось 
показать, что любое проективное представление Щ0] той же груп
пы с теми же генераторами представления ta может отличаться от 
С7[0] только фазой:

щ 0] _

так что фаза ф в законе умножения для Щ0]

и[0*5^[0] =

может быть устранена простым изменением фазы Щ0]. Чтобы пока
зать это, рассмотрим оператор

С/10 1 4/|0'J 1CJ|0'|O|0| = Ьт[/(0 ,,0)Г1и [/(0 ,,0)]е^е'’е).

Операторы Щ0] и [/[0] имеют одни и те же генераторы, поэтому 
производная левой часта по 0 'а обращается в нуль при 0 ' = 0 и

0 = a iH *7101"1™ } + ^ ь № т ~ 1й т ,

где

Э0Ь
Ф(0% 0)

е'=о

Дифференцируя полученное равенство по 0е и выполняя антисим
метризацию по Ъ и с, получаем сразу же

О = Эф5(0) Эфс(0)
Э0С Э0Ь ‘

Согласно известной теореме13 из предыдущего равенства следу
ет, что в односвязном пространстве фь есть просто градиент
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некоторой функции (3:

3(3(9)
Фь(0) = ■Э0Ь

Таким образом величина Щ0]_1Щ0]егР(6) является на самом деле 
постоянной по 0. Полагая эту величину равной ее значению при 0 =
О, видим, что U просто пропорционально U :

О[0] = Ь?|0 |ехр(—ф(0) + г (3(0)), 

что и утверждалось выше.

* ❖ ❖

Приведенный выше анализ дает некоторую информацию о 
природе фазовых множителей, которые могут появляться в группо
вом законе умножения в случае, когда алгебра Ли не допускает 
центральных зарядов, но группа не является односвязной. Предпо
ложим, что путь ,^из нуля в 0, а затем в / ( 0 ,0) нельзя продеформи- 
ровать в выбранный нами стандартный путь из 0 в / ( 0,0), иными 
словами, предположим, что петля из нуля через 0 в / ( 0,0) и 
обратно в нуль не может быть непрерывно продеформирована в 
точку. Тогда выражение U’_1( / (02,01))U'(02)tr(0i) может являться 
фазовым множителем exp(z(j)(02,0i)) Ф 1, но /  — одной и той же для 
всех других петель, в которые можно непрерывно продеформиро- 
вать данную петлю. Множество, состоящее из всех петель, начина
ющихся и кончающихся в нулевой точке, которые могут быть не
прерывно продеформированы в данную петлю, носит название 
гомотопического классаы данной петли. Таким образом, мы ви
дим, что / ( 02, 0Х) зависит только от гомотопического класса 
петли, идущей из нуля через 0 в / ( 0,0) и затем обратно в нуль. 
Множество гомотопических классов образует группу: «произведе
ние» гомотопических классов для петель 9Рг и 5?2 есть гомотопичес
кий класс петли, получающейся обходом по Щ, а затем по J?2; 
«обратный» гомотопический класс петли SP- есть гомотопический 
класс петли, получающейся обходом $■ в противоположном на
правлении; «единицей» является гомотопический класс петель,
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которые можно продеформировать в начальную точку. Эта группа 
называется первой гомотопической или фундаментальной груп
пой  обсуждаемого пространства. Легко показать, что фазовые 
множители образуют представление этой группы: если обход по 
петле Ш дает фазовый множитель ег̂ , а обход по петле Ш — 
фазовый множитель е ^ , то обход по обеим петлям дает фазовый 
множитель e 'V ° .  Поэтому можно составить каталог всех возмож
ных типов проективных представлений данной группы <§ (без цент
ральных зарядов), если известны одномерные представления пер
вой гомотопической группы пространства параметров группы 
Более подробно гомотопические группы обсуждаются в т. II.

Приложение В. Инверсии и вырожденные мультиплеты

Обычно предполагается, что инверсии Т и Р переводят одно
частичные состояния в другие одночастичные состояния того же 
сорта, возможно, с зависящими от сорта частиц дополнительными 
фазовыми множителями. В разделе 2.6 мы мельком обратили вни
мание на то, что на вырожденные мультиплеты одночастичных 
состояний операторы инверсии могут действовать и более сложным 
образом. Эта возможность, по-видимому, была впервые отмечена в 
1964 году Вигнером 15. В данном Приложении рассматриваются 
обобщения операторов инверсии, в которых вместо фаз инверсии 
появляются конечные матрицы. При этом не делается ряда ограни
чительных предположений, использованных Вигнером.

Начнем с обращения времени. Вигнер ограничил возможное 
действие операторов инверсии, предположив, что их квадраты 
пропорциональны единичному оператору. Так как Т — антиунитар- 
ный оператор, легко видеть, что множитель пропорциональности 
для J 2 может быть равен ± 1, возможно, с разными знаками для 
подпространств, выделенных правилами суперотбора. В том слу
чае, когда знак J2 на пространстве состояний с четными или 
нечетными значениями 2j  противоположен знаку (-1)2?, найденно
му в разделе 2.6, физические состояния должны реализовывать 
более сложные, чем предполагалось до сих пор, представления 
оператора Т. Если мы хотим принять такую гипотезу, уже не 
видно достаточных оснований для сохранения условия Вигнера, 
что Т2 пропорционален единице. Обращение к структуре расши
ренной группы Пуанкаре неубедительно. Единственное полезное

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



134 Глава 2. Релятивистская квантовая механика

определение любого из операторов инверсии должно обеспечи
вать точное или приближенное сохранение этого оператора. Од
нако такое определение может противоречить условию, что Т 
пропорционален единичному оператору.

Чтобы рассмотреть более общие возможности для операто
ра обращения времени, предположим, что он действует на мас
сивное одночастичное состояние по правилу

Т Ч'р.а,* = (-1 Гш ? рг0J>m , (2.В.1)
т

где р, j  и а — импульс, спин и 2-компонента спина, а те, т  — 
индексы, которыми нумеруются члены вырожденного мульти- 
плета частиц. (Появление множителя (—1)?_° и изменение знака р 
и о  выводятся так же, как в разделе 2.6.) Мы ничего не знаем о 
матрице ,/)ПП кроме того, что в силу антиунитарности Т матрица J  
должна быть унитарной.

Посмотрим теперь, как можно упростить это преобразование 
подходящим выбором базиса одночастичных состояний. Опреде
ляя новые состояния с помощью унитарного преобразования: 
^р.о.п = У . Щпп^а.а.т > получаем то же преобразование (2.В.1) с 
изменившейся матрицей •Ттп:

J '  = i r x. f ‘U . (2.В.2)

В общем случае с помощью такого выбора базиса одночастичных 
состояний не удается сделать . /  диагональной, как это было бы 
возможно в случае унитарного оператора Т. Однако можно сделать 
эту матрицу блочно-диагональной, причем блоки имеют вид либо 
1x 1 фазовых множителей, либо 2x2 матриц вида

V

О
е-гф/ 2

егф/ 2

О (2 В 3)

где ф — различные действительные фазы.
(Приведем доказательство. Во-первых, заметим, что из фор

мулы (2.В.2) следует
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Это унитарное преобразование, и его можно выбрать так, что
бы диагонализовать унитарную матрицу ;J3*. Считая, что это 
сделано, и опуская индексы, имеем

J  = D .f (2.В.4)

где D — унитарная диагональная матрица, имеющая на главной 
диагонали фазы е^ п. Немедленным следствием этого является то, 
что диагональная компонента Jnn обращается в нуль, за исключе
нием случая ег̂ " = 1. Далее, пусть е^ п = 1, но е г̂ т ф  1. Тогда из 
(2.В.4) следует, что ёГтп = ;Тпт = 0. Перебирая сначала все строки и 
столбцы, для которых е^ п =  1, приводим матрицу ,Тк виду

«Г =
(4- (Л 

0 Л (2.В.5)

где А  — симметричная и унитарная матрица, а у У9 все диаго
нальные элементы равны нулю. Так как А  симметрична, она может 
быть представлена как экспонента от симметричной анти- 
эрмитовой матрицы, поэтому ее можно диагонализовать преоб
разованием (2.В.2), действующим только на 4, причем соответству
ющая подматрица матрицы // действительна и потому ортогональна.

Поэтому достаточно рассмотреть подматрицу Ш, связы
вающую строки и столбцы, для которых Ф 0. Для значений 
п Ф m таз (2.В.4) имеем -‘Тцт = e l̂ n-Fmn и Jmn = e ^ m;Fnm, так что

W mn. Отсюда ,Тпт = 3Ln =  0, еслиУ — рТпр1 ,Jnm °  °
только не выполнено е^ пе Чт =  1. Если сначала перебрать все
строки и столбцы Л с данной фазой е* 1 ф 1, затем все строки и
столбцы с противоположной фазой, затем все строки и столбцы ~ ... , ... !0:> . , „ ±»i с какой-то другой фазой е ^ 1, ^  равной е , строки и
столбцы с противоположной фазой и т. д., то матрица У0 при
мет блочно- диагональный вид:

т =

V ”
(2.В.6)

где
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Щ =
о (2Б.7)

Далее, унитарность матрицы J, а следовательно и Щ, требует, 
чтобы ЩЦ = % % = 1, откуда Щ -  квадратная и унитарная матри
ца. Если применить преобразование (2.В.2) с матрицей Щ которая 
блочно- диагональна в том же смысле, что и причем матрица в 
n-ом блоке имеет вид

%  0 ' 
ч о W J

с унитарными матрицами Vi и W b то подматрицы Щ подвергнутся 
преобразованию Щ —> Отсюда ясно, что можно выбрать
это преобразование так, чтобы Щ = 1. Этим устанавливается соот
ветствие между парами отдельных строк и столбцов внутри каждо
го блока с фазами е1̂1' и е” ^\ Чтобы привести матрицу :Й к блочно
диагональному виду с 2x2 блоками вида (2.В.З), необходимо всего 
лишь перегруппировать строки и столбцы с фазами е**1 поперемен
но с соответствующими строками и столбцами с фазами в •.)

Важно подчеркнуть, что если е г(’ ф 1, невозможно выбрать 
состояния так, чтобы диагонализовать преобразование обращения 
времени. Если даны два состояния Ч'р , на которые оператор Т 
действует матрицей (2.В.З), то

Т^р,а,± = • (2.В.8)

Результатом действия преобразования обращения времени 
на произвольную линейную комбинацию этих состояний будет

T(e+¥p!ff)+ + с_Ч>9>а_) = (-1) + e-^ / 2c ^ _ Pi_a;+) .

Для того, чтобы выражение с • Ч*р ,о,+ + с _Ч*р с _ под действи
ем Т приобрело фазу X, необходимо, чтобы

в ^ гс+ = Хс_ , e ^ V  = Хс+ .

Комбинируя эти уравнения, имеем е±# ^ с ‘ = Ш2с+ет^^> что 
невозможно, если не выполнено хотя бы одно из двух условий:
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либо с+ = с_= 0, либо е 1̂  = 1. Таким образом, при е 1̂  Ф 1 инва
риантность по отношению к обращению времени требует дву
кратного вырождения этих состояний, не считая того, которое 
связано с их спинами.

Конечно, если имеется дополнительный оператор «внутрен
ней» симметрии S, под действием которого состояния преобразу
ются по закону

ЯЧ# = Р±#/2ш _
°  Р ,< Т ,±  К  -р ,С Т ,+  ’

можно переопределить оператор обращения времени как Т' ы S_1T, 
и такой оператор не будет перемешивать состояния с± друг с 
другом. Только при отсутствии внутренней симметрии можно при
писать удвоение состояний частиц самому обращению времени.

Вернемся к вопросу о квадрате Т. Вторичное применение 
преобразования (2.В.8) дает

ТХ а , ±  = (-1)2̂ ТК% , 0,± • (2.В.9)

Если, следуя Вигнеру, предположить, что Т2 пропорциона
лен единичному оператору, мы должны иметь eW = е и так как 
отсюда следует, что фаза действительна, она может равняться 
только +1 или —1. Выбор ег̂ = -1  все еще будет требовать дву
кратного вырождения одночастичных состояний, помимо того 
вырождения, которое связано с их спином. В рамках гипотезы 
Вигнера все частицы должны проявлять такое удвоение числа 
состояний. Однако нет оснований не взять произвольную фазу о в 
(2.В.8), которая могла бы равняться нулю для одних частиц, и 
быть отличной от нуля для других. Поэтому тот факт, что для 
наблюдаемых частиц не выявлено дополнительное двукратное 
вырождение, не исключает возможности, что для каких-то дру
гих частиц это вырождение существует.

Можно также рассмотреть возможность более сложных 
представлений оператора четности Р, для которого

Р^р.ст.п — '̂ п?п'Р-р,а,?л > (2.В.10)
т

где матрица Ш унитарна и в остальном произвольна. В противо
положность обращению времени, всегда можно диагонализовать
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эту матрицу с помощью выбора базиса для состояний. Однако 
такой выбор базиса может оказаться не тем, в котором опера
тор обращения времени действует просто, так что в принципе 
операторы Р и Т совместно могут привести к дополнительным 
вырождениям, которые не требуются операциями Р или Т по- 
отдельности.

Как обсуждается в гл. 5, всякая квантовая теория поля 
считается удовлетворяющей симметрии СРТ, действующей на 
одночастичные состояния по правилу

Срт% ,„ .„  = . (2.В.11)
где пс обозначает античастицу (или зарядово- сопряженную части
цу) к частице п. В этом преобразовании не допускаются никакие 
фазы или матрицы (хотя, конечно, всегда можно ввести фазы или 
матрицы, объединив СРТ с подходящими внутренними симметрия
ми). Отсюда вытекает, что

(СРТ)»Трля = (-1)2з> р,_а,„ , (2.В.12)

так что предложенная Вигнером возможность появления знака 
- ( - 1 ) 2? при действии оператора (СРТ)2 в квантовой теории поля 
не реализуется.

Пока Т является хорошей симметрией для некоторого класса 
явлений, такой же хорошей симметрией является и комбинирован
ная инверсия СР = (СРТ)Т-1. Для состояний, обычным образом пре
образующихся под действием Т,

Т % ,0,„ -  Ч'-р,_0,п , (2.В.13)

оператор СР также действует обычным образом:

Cp4 W  -  ^_р,а,пс , (2.В.14)

Тогда оператор С = СРР-1 просто заменяет частицы на античас
тицы и наоборот:

С%,а,п  «  • (2.В.15)

С другой стороны, если Т имеет нестандартное представление 
(2.В.8), из (2.В.11) имеем:
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C P 4 W  = а • (2.В.16)

В частности, возможно, что вырождение, отмеченное значками 
±, может быть тем же самым, что и вырождение частица- 
античастица, так что античастица (определенная посредством 
СРТ) состояния есть Фт . В этом случае СР имело бы необыч
ное свойство не менять частицы на античастицы и обратно. До 
тех пор, пока рассматриваются подобные частицы, СР и Т имеют 
тот же смысл, который обычно имеют Р и СР. Но это не просто 
вопрос определения — на другие частицы СР и Т действовали бы 
обычным образом.

Неизвестны примеры частиц, реализующих нестандартные 
представления инверсий, и мы далее такие возможности рассматри
вать не будем. Начиная с этого момента, будем считать, что инвер
сии действуют так, как было принято в разделе 2.6.

Задачи

1. Пусть наблюдатель 0 видит W-бозон (спин 1 и масса т Ф 0) с 
импульсом р, направленным вдоль оси у, и z-компонентой 
спина о. Второй наблюдатель Ф' движется относительно перво
го со скоростью v в направлении оси z. Как наблюдатель Ш* 
опишет состояние W-бозона?

2. Пусть наблюдатель 0 видит фотон импульсом р в направлении 
оси у  и вектором поляризации в направлении оси 2. Второй 
наблюдатель 0 '  движется относительно первого со скоростью v 
в направлении оси г. Как 0 ' опишет состояние фотона?

3. Получите перестановочные соотношения генераторов группы 
Галилея непосредственно из закона группового умножения 
(не используя результаты для группы Лоренца). Включите 
наиболее общий набор центральных зарядов, которые не 
могут быть устранены переопределением генераторов группы.

4. Покажите, что операторы Р и W„W^, где Wu = 
коммутируют с операторами лоренцовских преобразований 
U(А, а). ~ '
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5. Рассмотрите физику в двух пространственных и одном вре
менном измерении, предполагая инвариантность по отноше
нию к «группе Лоренца» )S'0(2,1). Как можно было бы описать 
спиновые состояния отдельной массивной частицы? Как эти 
состояния вели бы себя по отношению к преобразованиям 
Лоренца? Что можно сказать об инверсиях Р и Т?

6. Как и в задаче 5, рассмотрите физику в двух пространст
венных и одном временном измерениях, предполагая инвариант
ность по отношению к «группе Лоренца» SO(2,1). Как можно было 
бы описать спиновые состояния отдельной безмассовой частицы? 
Как эти состояния вели бы себя по отношению к преобразованиям 
Лоренца? Что можно сказать об инверсиях Р и Т?
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3

Теория рассеяния

Общие принципы релятивистской квантовой механики, изло
женные в предыдущей главе, применялись нами до сих пор 
только к состояниям отдельных стабильных частиц Такие одночас
тичные состояния сами по себе не очень интересны. Что-то нетри
виальное может случиться только в том случае, когда две или бо
лее частицы взаимодействуют друг с другом.

Однако реальные эксперименты в общем случае не описыва
ются простой последовательностью взаимодействий частиц. Поэто
му (по крайней мере, в ядерной физике и физике элементарных 
частиц) рассматривается базисный модельный эксперимент, в ко
тором несколько частиц сближаются друг с другом с макроскопиче
ски больших расстояний и взаимодействуют в микроскопически 
малой области, после чего продукты взаимодействия вновь разле
таются на макроскопические расстояния.

Физические состояния до и после соударения образованы час
тицами, столь удаленными друг от друга, что их можно считать 
невзаимодействующими, так что эти состояния можно описывать 
прямыми произведениями обсуждавшихся в предыдущей главе од
ночастичных состояний. В таком эксперименте измеряемой величи
ной является распределение вероятностей, или «сечения», для пе
реходов между начальным и конечным состояниями удаленных друг 
от друга фактически невзаимодействующих частиц.

В данной главе описан формализм , использующийся для вы
числения этих вероятностей и сечений.
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3.1. Состояния ин и аут

Если состояние образовано несколькими невзаимодейству
ющими частицами, можно считать, что под действием преобразо
ваний неоднородной группы Лоренца оно преобразуется как пря
мое произведение одночастичных состояний. Чтобы пометить 
одночастичные состояния, будем использовать их 4-импульсы и 
z-компоненты спина (или спиральности для безмассовых частиц) а. 
Кроме того, поскольку мы будем иметь дело с несколькими сорта
ми частиц, введем дополнительную дискретную метку п, отмечаю
щую тип частицы и включающую описание ее массы, спина, заря
да и т. д. Общий закон преобразования имеет вид

и (К а ) % ьСъП.щ М ... = exp (-ia (i(p{1 +р£+...)

х. (APl)°(A р2)°... ^ D g i(W (A,Pl) )D g 2(W(A,p2))...
vlvl-  (3.1.1)

х , ,
Ар1,а 1,п1;Ар2,а2,п2;... ’

где W(A,p) — вигнеровское вращение (2.5.10), а D ^(W |А,р)) — из
вестные (2j  +  1)—мерные унитарные матрицы представления трех
мерной группы вращений. (Такое правило верно для массивных час
тиц; для любой безмассовой частицы матрица заменяется на 
5СТ'СТ ехр(го0(А,р)), где 0 — угол, определенный формулой (2.5.43).) 
Состояния нормированы, как в (2.5.19):

(ч * ....................  Ч1 )

= 83(р/1 -P i)5a;Gi5„i453(p2 - p 2)6ff̂ 28n̂ . . .  (3.1.2)
± перестановки,

причем включено слагаемое «± перестановки», чтобы учесть воз
можность того, что произведена некоторая перестановка частиц п\, 
п 2, ...,принадлежащих такому же сорту, что и частицы п 1, п2, ■■■ (Как 
подробнее обсуждается в гл. 4, если эта перестановка включает не
четную перестановку частиц с полуцелым спином, следует брать 
знак «минус», во всех остальных случаях — знак «плюс», В данной 
главе все это несущественно.
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Мы часто используем сокращенное обозначение, заменяя весь 
набор р ь  о ,, iif. р2, <У2, п2, ... какой-нибудь одной греческой бук
вой, например, а. Приняв такие обозначения, можно записать (3.1.2) 
в виде:

(Ч'а,,Ч'х) = 5«х, - а ) ,  (3.1.3)

где 5(а' — а) является суммой произведений дельта—функций и кро- 
некеровских символов, стоящих в правой части (3.1.2). Кроме того, 
при суммировании по состояниям принимается, что

Jda...=  £  j d 3pid3p2... (314)
nlGln2G2 —

В частности, соотношение полноты для состояний, нормирован
ных как в (3.1.3), имеет вид:

4 ' = J d a ‘Pn(4 '1,4 ') . (3.1.5)

Закон преобразования (3.1.1) может быть справедлив только 
для частиц, которые по тем или иным причинам не взаимодейству
ют. Если положить = §% и = (0, 0, 0, х), то U(A,a) =  ехр(гНт), 
и среди прочего из (3.1.1) вытекает, что Ч*а должно быть собствен
ным состоянием энергии:

Ш а = ЕаЧ>а, (3.1.6)

причем энергия есть просто сумма энергий отдельных частиц:

£ a =pi0 + p 2° + .. .  , (3.1.7)

без каких-либо членов взаимодействия, т. е. слагаемых, которые 
определяли бы связь между несколькими частицами.

С другой стороны, закон преобразования (3.1.1) применим для 
процессов рассеяния в моменты времени I —> ±°о. Как пояснялось 
в начале этой главы, в типичном опыте по рассеянию начальные 
частицы в момент времени t —> — находятся так далеко друг от друга, 
что их можно считать еще не взаимодействующими, а в конеч
ном состоянии при t —> -Нх> они разлетаются так далеко, что уже 
не взаимодействуют. Поэтому имеется не один, а два набора
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состояний, преобразующихся по закону (3.1.1): ин-состояния 'Р(Х+ и 
аут -сост ояния  — это такие состояния, что если
над ними произвести наблюдения при t —> и t —> °ог соответ
ственно *, то будут  обнаружены частицы, описываемые 
меткой а..

Поясним это определение. В том формализме, который ис
пользуется здесь, для сохранения строгой лоренц—инвариантности 
векторы состояний не меняются со временем, т. е. вектор состояния 

описывает всю пространственно-временную историю системы час
тиц. (Такое описание известно как гейзенберговская картина, в про
тивоположность шредингеровской картине, в которой операторы по
стоянны, а состояния меняются со временем.) Таким образом, мы 
не утверждаем, что Ч*(4 являются пределами зависящего от време
ни вектора состояния 4#(t) при t —> +°°.

Однако в определении состояний неявно присутствует выбор 
инерциальной системы отсчета, из которой наблюдается система; 
разные наблюдатели видят эквивалентные векторы состояний, но 
не один и тот же вектор. В частности, предположим, что стан
дартный наблюдатель 0 устанавливает свои часы так, что значение 
t =  0 соответствует какому-то моменту времени, когда происходит 
процесс соударения. Другой наблюдатель ff, покоящийся относи
тельно первого, устанавливает часы так, что I' 0 соответствует t 
=  х, иными словами, временные координаты двух наблюдателей 
связаны соотношением t' = t — х. Тогда, если наблюдатель § видит 
систему в состоянии Ч*, то наблюдатель ( ' видит систему в состоя
нии [ /( l j -x )1?  = ехр(—гЯх)Ч .̂ Таким образом, то, как выглядит 
состояние системы в состоянии задолго до или намного позже со
ударения (какой бы базис не использовал бы наблюдатель 0) опре
деляется применением оператора трансляции во времени ехр(—Шх), 
взятом при t —> —°° или при t —> +°°, соответственно. Конечно, если 
состояние действительно является собственным состоянием опера
тора энергии, оно не может быть локализовано во времени — при
менение оператора ехр(—гНх) приводит к появлению несуществен
ного ф азового множ ителя ехр (—iE ax). П оэтом у мы должны 
рассматривать волновые пакеты, т. е. суперпозиции состояний,

* Индексы «+» и « -»  для ин- и аут-состояний могут показаться перепу
танными, но это дань традиции. Такой выбор определяется знаками в 
формуле (3.1.16).
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с ненулевой амплитудой g(ot), медленно изменяющейся в некотором 
интервале значений энергии АЕ. Состояния ин и аут  определяются 
так, что суперпозиция

exp(-iHx)J dag(a)'Pot± = J dae~lEn% g(a)vE'a~

при I «  1 /  ДЕ или х »  +1 /  ДЕ имеет вид соответствующей су
перпозиции состояний свободных частиц.

Чтобы конкретизировать сказанное, предположим, что гене
ратор временных трансляций Н можно разбить на два слагаемых — 
гамильтониан свободных частиц Н0 и гамильтониан взаимодей
ствия V:

H = H0 + V ,  (3.1.8)

причем собственные состояния Фа гамильтониана Н0 описываются так 
же, как и собственные состояния vf,a+ и 4^“ полного гамильтониана:

Н0Фа = Еа®а, (3-1.9)

(Фа-,Фа) = 5(а' - а ) .  (3.1.10)

Подчеркнем, что спектр оператора Н0 предполагается совпа
дающим со спектром полного гамильтониана Н. Из этого следует, 
что массы, входящие в Н0, должны быть реально измеряемыми 
физическими массами, которые не обязательно совпадают с «голы
ми» массами, входящими в Н. Разница, если она существует, долж
на быть включена не в Н0, а в гамильтониан взаимодействия V. 
Кроме того, все возможные связанные состояния в спектре Н долж
ны быть введены в Н0 так, как будто они являются элементарными 
частицами *.

Теперь ин- и аут-состояния могут быть определены как собст
венные состояния не Н0, а Н:

* В нерелятивистских задачах можно включить потенциальную энер
гию связи в Я0. Приложение такого метода к «соударениям с перестрой
кой», когда некоторое связанное состояние присутствует только в началь
ном, но не в конечном состоянии, или наоборот, требует различного раз
биения Я на Я0 и V в начальном и конечном состояниях.
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HVa± = E a4̂ a± , (3.1.11)

удовлетворяющие условию:

| da е ,£,<тс/(а)Ч/иг —> j  da е_г£“тд(а)Фа (3.1.12)

при т —» —оо или т —> +оо, соответственно.
Формулу (3.1.12) можно переписать как требование, что

ехр(-гНт)| da g (a )vE'a± —» ехр (-Ш 0т) J da г/(а)Фи

для т —> —оо или х —> +оо, соответственно. Иногда это соотношение 
переписывают как формулу для ин- и аут-состояний:

'Р /  = й(+оо)Фа , (3.1.13)

где

П(т) = ехр(+гНх) ехр(-гН0т ). (3.1.14)

Однако следует иметь в виду, что £2(+оо) в (3.1.13) приводит 
к осмысленным результатам, только действуя на гладкую суперпо
зицию собственных состояний оператора энергии.

Немедленным следствием определения (3.1.12) является то, что 
ин- и аут-состояния нормированы точно так же, как состояния сво
бодных частиц. Чтобы увидеть это, заметим, что поскольку левая 
часть в (3.1.12) получена действием унитарного оператора ехр(-Ш т) 
на не зависящее от времени состояние, его норма не зависит от 
времени и поэтому равна норме своего предельного значения при 
х —> оо; т. е. норме в правой части формулы (3.1.12):

J da dp ехр(-г(Еа -  )т) д(а) д* (Р) ('Рр*, 'Ра±)
= J da dp ехр(-г(Еа -  Ер)т) д(а) д (р) (Фр, Фа).

Так как это равенство предполагается выполненным для всех 
гладких функций gf(a), то скалярные произведения должны быть 
равны друг другу:
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(Ч'р±,Ч'а±) = (Фр,Фа) = 8(Р -  а ) . (3.1.15)

Для ряда приложений полезно получить явное, хотя и фор
мальное решение уравнения (3.1.11) на собственные значения энер
гии, удовлетворяющее условиям (3.1.12). Запишем уравнение (3.1.11) 
в виде

(Ea - H 0)4 a± = V 4> *.

Оператор Еа -  Н0 не является обратимым; он дает нуль при 
действии не только на свободное состояние частиц Фа, но и на кон
тинуум других состояний свободных частиц Фр той же энергии. Так 
как при V —> 0 ин- и аут-состояния как раз равны Фа, представляется 
естественным записать формальное решение как сумму Фа и сла
гаемого, пропорционального V:

Ч>/ = Фа + (Е а - Н 0 ±гЕ Г1У % /± . (3.1.16)

Иначе, производя разложение по полному набору состояний 
свободных частиц:

ф"±=ф" + 1 ф (Ё ^ $а д - (ЗЛЛ7)

ТроГИ ф p . v O ,  (З-1-18)

где в — положительная бесконечно малая величина, введенная для 
того, чтобы придать смысл оператору, обратному к Еа -  Н0. Полу
ченные уравнения носят название уравнений Липпмана-Швингера 1а. 
Мы используем (3.1.17) в конце следующего раздела, чтобы полу
чить несколько более строгое доказательство ортонормированности 
ин- и аут-состояний.

Остается показать, что уравнение (3.1.17) с добавками +ге 
и —г£ в знаменателе удовлетворяет условию (3.1.12) для ин- и аут- 
состояний, соответственно. Для этого рассмотрим суперпозиции

хРд± (Щ = | dae~lEatg(а)'Ра± , (3.1.19)
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Фg(t) = j  da е tEatg(а)Фа . (3.1.20)

Мы хотим показать, что при t —> —°о и t - )  +°° 4/g+(t) и *Рд~({) 
стремятся соответственно к Фц(?)- После подстановки (3.1.17) в (3.1.19) 
получаем:

Не задумываясь, поменяем местами порядок интегрирования и рас
смотрим сначала интегралы

При t —» —1so можно замкнуть контур интегрирования по энер
гетической переменной Еа большой полуокружностью в верхней 
полуплоскости, причем вклад в интеграл от этой полуокружности 
обращается в нуль благодаря множителю exp(-iEat), который экс
поненциально мал при I —> —оо и Im£a > 0. Поэтому интеграл равен 
сумме вкладов от особенностей подынтегрального выражения в верх
ней полуплоскости. В общем случае, можно ожидать, что функции 
д(а) и имеют особенности при значениях Еа с положительными 
мнимыми частями, но, так же, как и для большой полуокружно
сти, их вклад экспоненциально подавляется при t —> —оо. (Конкрет
но, значение —t должно быть много больше, чем временная неопре
деленность волнового пакета д(а) и длительность соударения; именно 
эти величины определяют, соответственно, положение особенно
стей 0 (a) и Tpg* в комплексной плоскости Еи.) В результате остается 
особенность в (Еа -  Ер ±ге)-1, которая лежит в верхней полуплос
кости для //р~, но не для . Отсюда мы заключаем, что ./р+ обраща
ется в нуль при I —> —оо. Точно так же, при t —> +оо следует замкнуть 
контур интегрирования в нижней полуплоскости, и в этом пределе 

обращается в нуль. Мы приходим к выводу, что (I) стремятся 
к Фg(t) при t —> ±оо, в согласии с основным условием (3.1.12).

Ч?*а) = Ф g(t) + jd a jd p
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В дальнейшем удобно использовать следующее представле- 
<х "  Е$ние множителя (Еа -  Ес. ± ге) 1 в (3.1.17). В общем случае

(Е ± is)' : indJE), (3.1.22)hi

4 _  Е
Е Е2 + е2 ’ (3.1.23)

б е( Е ) з ----- (3.1.24)
Е п(Е2 + е 2)

При |Е| £ функция (3.1.23) ведет себя как l /Е, и обращается 
в нуль при Е —> 0, так что при £ —» 0 она ведет себя как «главное 
значение» W/Е. Это позволяет придать смысл интегралам от произ
ведения 1 /Е на любую гладкую функцию от Е, исключив бесконеч
но малую окрестность точки Е =  0. При \Е\ 3> £ функция (3.1.24) 
порядка £, и при интегрировании по всем Е дает единицу, так что 
в пределе при £ —» 0 она ведет себя как всем знакомая б-функция 
8(E). С учетом этого обстоятельства можно опустить метку £ в пра
вой части (3.1.22) и записать просто

(Е ± ie )-1 = ^  + in8(E). (3.1.25)
hj

3.2. 5-матрица

В общем случае экспериментатор приготовляет при t —> — со
стояние, содержащее определенный набор частиц, и затем измеря
ет, во что превратится это состояние при t —» +°°. Если при t —> — 
состояние приготовлено так, что содержит набор частиц а, то оно 
есть ин-состояние если обнаружено, что при t —* +°о состояние 
содержит набор частиц (3, то оно есть аут-состояние Ч'р- . Амплитуда 
вероятности перехода ос —> (3 дается скалярным произведением

‘- V = ( ^ p " > V ) -  (3-2.1)

Этот набор комплексных амплитуд известен как ^-матрица 2. 
Если взаимодействие отсутствует, ин- и аут-состояния совпадают,
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и = 6(а -  (3). Таким образом, вероятность реакции а —> (3 пропор
циональна |5ра -  6(a -  Р)|2. В разделе 3.4 мы детально рассмотрим 
связь *S'j3CX с измеряемыми вероятностями и сечениями.

Видимо, следует подчеркнуть, что ин- и аут-состояния живут 
в двух разных гильбертовых пространствах. Они отличаются только 
своими метками, тем, как они выглядят соответственно при 
t —> —<=>о и t +°о. Всякое ин-состояние можно разложить по аут- 
состояниям, причем коэффициентами разложения и будут элемен
ты .S'-матрицы (3.2.1).

Так как >Spa — матрица, связывающая два набора ортонорми- 
рованных состояний, она должна быть унитарной. Чтобы подробнее 
показать это, применим условие полноты (3.1.5) к аут-состояниям и 
запишем

J dpsj^sp a = J d?>(4>;,4>f)(4>f,4>a+)=  (чу-.ч*/).

Используя (3.1.15), находим:

J d$S ‘$yS[Vl = 8(у -  a), (3.2.2)

или короче S*S =  1. Аналогично, используя полноту ин- состояний, 
получаем:

J  d p ^ X p  = 8(7 -  a) (3.2.3)

или иначе SS" =  1 *.
Часто удобно вместо Л’-матрицы иметь дело с оператором S, 

для которого по определению матричные элементы между состоя
ниями свободн ы х част иц  равны соответствующ им элементам 
^-матрицы:

(Фр,5Фа) = 5ра. (3.2.4)

Явное, хотя и крайне формальное выражение (3.1.13) для ин- 
и аут-состояний позволяет получить формулу для оператора S:

* Альтернативное доказательство приведено в конце этого раздела. От
метим, что для бесконечных матриц условия унитарности SfS = 1 и SS't= 1 
не эквивалентны.
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S = £2(°°)' 0 (—°о) = [7(+°°,—■°°), (3.2.5)
где

U(t,t0) = Q(z)'fQ (z0) = ехр(Ш 0х)ехр(-/Н (х -  т„))ехр (-Ш 0т0). (3.2.6)

Мы используем это выражение в следующем разделе для про
верки лоренц-инвариантности .S'-матрицы, и в разделе 3.5 при вы
воде формулы для .S'-матрицы в зависящей от времени теории воз
мущений.

Методы предыдущего раздела можно применить для вывода 
полезной альтернативной формулы для S -матрицы. Обратимся вновь 
к формуле (3.1.21) для ин- состояния Ч*"1-, перейдя на этот раз к 
пределу t —> +°°. Теперь следует замкнуть контур интегрирования 
по Еа в нижней полуплоскости. Хотя, как и ранее, особенности в 
Тра+ и д(а) не дают вклада при t —>+°о, следует учесть вклад сингу
лярного множителя (Еа — Ер + г£)-1. Контур идет по действительной 
оси от Еа =  —оо до Еа =  +°о, и замыкается по большой полуокружно
сти в нижней полуплоскости, так что контур обходит особенность в 
направлении по часовой стрелке. Согласно известной формуле тео
рии вычетов вклад в интеграл по £аопределяется значением подынте
грального выражения в точке Еа = Ер — г£, умноженному на (—2тп). 
Иными словами, в пределе £ —» 0+ и t —» -Но интеграл по а  в (3.1.21) 
асимптотически ведет себя как

i р+ —> -2iTze~'lEfit J  dab(Ea -  E p ) g ( a )T p a

и поэтому при t —> +°°

4>g+(t) -> j  сгре-^Фр[д(|3) -  й Ц  dab(Ea -  Ep)g(a)Tp+a],

Однако разложение выражения (3.1.19) для Ч1д+ по полному 
набору аут-состояний дает:

Ч»g+(t) = j  dae_iE“£g(a)j

Так как .S^ содержит множитель 5(Ер -  Еа), это можно пере
писать в виде:

4>g+(t) = J  dag(a)Spa,
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после чего, используя определяющее свойство (3.1.12) для аут- со
стояний, находим асимптотическое поведение при t —> +°°:

4>g+(t) -> j dag(a)Spa .

Сравнивая с нашим предыдущим результатом, находим:

J  dag(a)Spa = g(p) -  2мг J  dab(Ea -  £ р ) g(а )  Тр+а

или иначе
Spa = 8(Р -  а) -  2гж8(Еа -  £р)Тра+. (3.2.7)

Эта формула позволяет установить простое приближенное вы
ражение для ^-матрицы. В случае слабого взаимодействия V  можно 
пренебречь разницей между ин- состояниями и состояниями сво
бодных частиц в (3.1.18), так что (3.2.7) принимает вид:

^ 8(Р -  а) -  2i%8(Ea -  Ер)(Фр, УФа). (3.2.8)

Формула (3.2.8) известна под названием борковстсого приближения 3. 
Поправки более высокого порядка обсуждаются в разделе 3.5.

* * ❖

Уравнения Липпмана—Швингера (3.1.16) для ин- и аут- состоя-
«  4нии можно использовать для доказательства ортонормированно- 

сти этих состояний и унитарности S—матрицы, а также для вывода 
формулы (3.2.7), не используя при этом предельных переходов 
к t —> +оо. Во-первых, подставляя соотношение (3.1.16) по очереди 
слева и справа в матричный элемент C'Fr- , ) и приравнивая
результаты, находим, что

(Ч'р ±, УФ а) + (4fc±, V(Ea - Н 0 ±  ге)-1 )

= (Фр, W / )  + (^р±, V(£p -  Н0 + гг)"1 W / ) .

Суммируя по полному набору промежуточных состояний Ф.л при
ходим к уравнению:
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Тар+ -  Тра+ -  “ J Ф^ур Туа ([Хх, _  Е у -  Щ  ~  [£ р ~  Е у +  Щ

(3.2.9)
Для доказательства ортонормированности ин- и аут- состоя

ний, разделим (3.2.9) на Еа -  Ер ± 2г£. Получим:

ар
%  _  Еа -

+ • ра тР
Ер -  Еу ± ге

уа
Еа -  Еу ±  ге

Слагаемые 28 в знаменателях левой части можно заменить на
в, так как главное в этих слагаемых — то, что они положительные 
бесконечно малые величины. Теперь видно, что величина

гп ±
6(Р -  а ) + ра

(Еа -  %  ±  «О

унитарна. С учетом (3.1.17) это соответствует утверждению, что 
образуют два ортонормированных набора векторов состояний. Уни
тарность «S'-матрицы можно доказать аналогично, умножив (3.2.9) 
не на (Е„ -  Е,; ±  2ге)-1, а на 5(Ер -  Еа).

3.3. Симметрии S-матрицы

В этом разделе мы рассмотрим, во-первых, что означает инва
риантность 5-матрицы по отношению к различным симметриям, и, 
во-вторых, каковы условия, которые накладываются на гамильтони
ан, чтобы обеспечить эти свойства инвариантности.

Лоренц-инвариантностъ

Для любого собственного ортохронного преобразования Лоренца 
х —> Ах + а можно определить унитарный оператор U(A,a), задав 
правило его действия на ин- или а у т- состояния в соответствии с 
формулой (3.1.1). Когда говорится, что теория лоренц-инвариантна, 
подразумевается, что один и тот же оператор U(A,a) действует по 
формуле (3.1.1) как на ин-, так и на аут-состояния. Поскольку 
оператор U(A,a) унитарен, можно записать:
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> V  = = (Щ А ,а Щ ,Щ А ,а )Х ) ,

откуда, используя (3.1.1), получаем свойство лоренц—инвариантности 
(на самом деле, ковариантности) .S'-матрицы: для произвольных 
преобразований Лоренца и преобразования трансляций S- 
матрица преобразуется по правилу:

Pi,®i,” i;p2.CT2,n 2;-,Pi,<^i,"i,P2,CT2,Ti2 ;-

= ехр(трД!\. (рГ + Р2 +• • •-РIй -  рТ~- • • 

1

(APl J0 (Лр2)° ... (ЛР;)° (Лр  ̂)с

*  £  (W A , Pl) )D ^ < W (Л, р2))...

0 0 /0 /0  Р1Р2...Р1 p2 ...
(За)

(3.3.1)

л Рь ЦМ'гЛРг,

X

(Штрихи отличают конечные частицы от начальных; черта над 
индексом указывает переменные, по которым идет суммирование.)

В частности, поскольку левая часть этого выражения не 
зависит от а*1, это же должно быть верно и для правой части, поэтому 
S—матрица обращается в нуль, если не выполнен закон сохранения 
4-импульса. Следовательно, та часть S—матрицы, которая описывает 
реальные взаимодействия между частицами, может быть представ
лена в виде

Spa -  5(Р -  а) = -2лШ ра54 (рр -  ра). (3.3.2)

(Однако, как будет видно в следующей главе, амплитуда Мра сама 
содержит слагаемые, включающие новые множители с дельта
функциями.)

Формулу (3.3.1) следует рассматривать не как теорему, а как 
определение того, что мы понимаем под инвариантностью £-матри- 
цы, т. к. только для ряда специально выбранных гамильтонианов
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сущ ествует унитарный оператор, действующий на ин- и аут- 
состояния по формуле (3.1.1). Следует сформулировать условия, 
которым должнен удовлетворять гамильтониан, чтобы обеспечить 
инвариантность ^-матрицы. Для этого удобно будет работать с 
оператором S, определенным формулой (3.2.4):

= (Ф р^Ф а)-

По определению состояний свободных частиц Фа из гл. 2, эти 
состояния реализуют представление неоднородной группы Лоренца, 
так что всегда можно определить унитарный оператор U0(A,a), 
индуцирующий на этих состояниях преобразование (3.1.1):

?70(Л,а)ФрьСТ1Л;р2)СТ2(П2; = ехр (-ш цА%(р[1 + р£+...))

(Лр‘ )"(Л Р з)°- £  D ^ i(W (A,p1) )D ^ j (W (A,p2)).О о P1P2 .

х Ф Лр1,сть п1;Лр2,а2,л2;.„ •

Таким образом, формула (3.3.1) будет верна, если этот унитарный 
оператор коммутирует с оператором S:

U0{A,a)~1SU0(A,a) = S.

Это условие можно выразить и с помощью инфинитезимальных 
преобразований Лоренца. Как и в разделе 2.4, должен существовать 
набор эрмитовых операторов — импульс Р 0, угловой момент J0 и 
генератор бустов К 0 — который, действуя вместе с Н0 на состояния 
свободных частиц, порождает бесконечно малые неоднородные 
преобразования Лоренца. Формула (3.3.1) эквивалентна утвержде
нию, что 5-матрица при таких преобразованиях не изменяет
ся, или что оператор S коммутирует со всеми генераторами:

[Н0, S] = [Р0 ,S] = [J0,£ ] = [К 0,5 ] = 0. (3.3.3)

Так как операторы //„, Р 0, J0 и К 0 порождают инфинитези- 
мальные преобразования Лоренца состояний Ф(Х, они автоматически 
удовлетворяют коммутационным соотношениям (2.4.18)—(2.4.24):
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[ 4 , 4 ]  = i£ijk4 , (3.3.4)

[ j i K i ] = i E ijkK%, (3.3.5)

(3.3.6)

Щ г 13() ] = ,£Ц1;131)С г (3.3.7)

[ K l P $ ]  = - iH 0 8ijt (3.3.8)

[ 4 , Н 0] = [Р*,Н0] = [Р<,Р1] = 0, (3.3.9)

(3.3.10)

где г, j, к и т. д. принимают значения 1, 2, 3, а — полностью 
антисимметричный тензор, £ш  = + 1-

Аналогично можно определить набор «точных генерато 
ров» — операторов Р, J, К, которые вместе с полным гамильто
нианом Н порождают преобразования (3.1.1) при действии, скажем, 
на ин- состояния. (Как уже отмечалось, не очевидно, что те же 
операторы, действуя на аут-состояния, порождают те же преобра
зования.) Исходя из структуры группы, получаем, что эти точные 
генераторы удовлетворяют тем же самым перестановочным соот
ношениям:

[J\Jn = iem Jk, (3.3.11)

[J\Ki] = ieijkK \ (3.3.12)

[K\m n = - i£ ijkJk, (3.3.13)

[J\Pl] = i£m P k, (3.3.14)

[К\РЦ = - П Щ , (3.3.15)

[J\H] --[Р*,Н\ [Р\Р] ] о, (3.3.16)

[.К \ Н ] = - i P { . (3.3.17)
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Практически во всех известных теориях поля эффекты взаимо
действий сводятся к добавлению слагаемого V  в гамильтониан, без 
изменения импульса и углового момента:

Н = Н0 + V ,  Р = Р0, J = J0. (3.3.18)

(Единственным известным исключением являются теории с тополо
гически твистованными полями, например, теории с магнитными 
монополями, в которых угловой момент состояний зависит от взаи
модействия.) Из соотношения (3.1.18) вытекает, что удовлетворяются 
перестановочные соотношения (3.3.11), (3.314) и (3.3.16), если счи
тать, что оператор взаимодействия коммутирует с операторами им
пульса и углового момента свободных частиц:

[V,P0] = [V ,J0] = 0. (3.3.19)

Теперь из уравнения Липпмана—Швингера (3.1.16) или, экви
валентно, из (3.1.13) легко получить, что операторами, генерирую
щими трансляции и вращения при действии на ин- (и аут-) состоя
ния действительно являются операторы Р0 и J0. Кроме того, видно, 
что Р0 и J0 коммутируют с оператором U(t, t0), определенным фор
мулой (3.2.6), а следовательно и с 5-оператором U{°°, -°°). Далее, мы 
уже знаем, что 5-оператор коммутирует с Н0, так как в обоих сла
гаемых в (3.2.7) содержатся дельта-функции, выражающие закон 
сохранения энергии. Таким образом, остается показать, что гене
ратор буста К 0 коммутирует с оператором S.

С другой стороны, нельзя приравнять генератор буста К его 
аналогу для свободных частиц К 0, так как в этом случае из (3.3.15) 
и (3.3.8) будет следовать, что Н = Н0, что очевидно неверно при 
наличии взаимодействий. Таким образом, добавляя взаимодействие 
V  к Н0, мы должны добавить также и поправку W к генератору 
буста К 0:
' К = К 0 + W. (3.3.20)

Из оставшихся перестановочных соотношений остановимся на 
(3.3.17), которое теперь принимает вид

[K0,V] = -[W ,H ]. (3.3.21)
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Само по себе соотношение (3.3.21) бессодержательно, так как 
для любого V  можно всегда определить W, задав его матричные 
элементы между собственными состояниями и *Рр гамильтониана 
Н в виде (4V[K.(j,У |ФК) /  (Ер — Еа).. Напомним, что ключевым мо
ментом для лоренц—инвариантности теории является не то, что обя
зательно должен существовать набор точных генераторов, удов
летворяющих соотношениям (3.3.11)—(3.3.17), а то, что эти операторы 
должны одинаково действовать на ин- и аут- состояния. Просто найти 
оператор К, удовлетворяющий (3.3.21), недостаточно. Это соотно
шение становится существенным, если добавить требование, что 
матричные элементы W должны быть гладкими функциями энер
гий, в частности, не должны иметь особенностей вида (Ер —Еа)-1. 
Докажем теперь, что из (3.3.21) и подходящего условия гладкости 
W действительно вытекает оставшееся условие лоренц—инва
риантности [K0,S] = 0.

Чтобы показать это, рассмотрим коммутатор К 0 с оператором 
Щ , t0) при конечных t и t0. Используя формулу (3.3.10) и тот факт, 
что Р0 коммутирует с Н, получим:

[K0,exp(iH0t)] = -tP 0 exp(iH0t),

В то же время из перестановочного соотношения (3.3.21) (или, 
эквивалентно, из (3.3.17)) вытекает:

[К, exp(zHt)] = -tPexp(z'Hi) = -tP 0 exp(iHt).

В коммутаторе K0 с U операторы импульса сокращаются, так
что

[К0,[7(т,т0)] = -W(T)L7(T,T0) + U'(T,x0)W(x0), (3.3.22)

где
W (t) = exp(zH0t)W exp (~iH0t). (3.3.23)

Если матричные элементы W между собственными состояниями 
Нg являются достаточно гладкими функциями энергии, матричные 
элементы W(t) между гладкими суперпозициями собственных состоя
ний энергии обращаются при t —> ±°° в нуль, так что из (3.3.22) в 
результате получается
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0 = [K0,LT(oo-oo)] = [К0,5 ], (3.3.24)

что и следовало доказать. Этот результат очень важен: соотношение
(3.3.21) совместно с условием гладкости матричных элементов W, 
обеспечивающих обращение в нуль W (t) при t —> ±°о, является 
достаточным условием лоренц-инвариантности 5-матрицы. Условие 
гладкости довольно естественно, так как оно весьма напоминает 
условие на матричные элементы V, необходимое для того, чтобы 
V(t) обращалось в нуль при t —>±°°, как и требуется для подкрепления 
самой идеи S—матрицы.

Формулу (3.3.22) при t = 0 и t0 = +°® можно использовать для 
доказательства того, что

К П (+°°) =  П(+°о)К0, (3.3.25)

где £2(±оо) является согласно (3.1.13) тем оператором, который 
переводит состояние свободной частицы Фа в соответствующее ин- 
или аут-состояние Ч/м:\ Кроме того, из (3.3.18) и (3.3.19) тривиально 
следует, что это же верно для импульса и углового момента:

РП(+°о) = П(+°°)Р0, (3.3.26)

J£2(+oo) = £2(+°°)J0. (3.3.27)

Наконец, так как все Фа и являются собственными состояниями 
Яg и Н, соответственно, с одним и тем же собственным значением 

а> ТО
H Q (T o o )  =  П(+оо)Я0. (3.3.28)

Из формул (3.3.25)-(3.3.28) следует, что в рамках наших пред
положений ин- и аут-состояния действительно преобразуются под 
действием преобразований Лоренца так же, как и состояния сво
бодных частиц.

Кроме того, поскольку это преобразования подобия, мы ви
дим, что точные генераторы К, Р, J и Я удовлетворяют тем же 
перестановочным соотношениям, что и К 0, Р0, J0 и Я0. Именно по
этому при доказательстве лоренц-инвариантности S—матрицы не 
требуется использовать другие включающие оператор К переста
новочные соотношения (3.3.12), (3.3.13) и (3.3.15).
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Внутренние симметрии

Существуют различные симметрии, например, симметрия 
относительно взаимной перестановки нейтронов и протонов в ядер
ной физике или симметрия относительно операции «зарядового 
сопряжения» для частиц и античастиц, не имеющие никакого пря
мого отношения к лоренц-инвариантности и, более того, выглядя
щие одинаково во всех инерциальных системах отсчета. Подобное 
преобразование симметрии Т действует в гильбертовом простран
стве физических состояний как некоторый унитарный оператор U(T), 
который индуцирует линейные преобразования по индексам, отме
чающим сорта частиц:

^(Т')'^р1а1п1;р2а2п2;... _  £  (^')%2п2 Х р1а1п1;р2а2п2;...ш (3.3.29)
% П 2 ...

В соответствии с общей дискуссией в гл. 2, оператор U(T) 
должен удовлетворять групповому правилу умножения

U{T)U(T) = Щ ТТ), (3.3.30)

где ТТ — преобразование, полученное сначала действием преоб
разования^ Т, а затем другого преобразования Т. Действуя опера
тором U(T) на (3.3.29), видим, что матрицы Щ удовлетворяют тому 
же правилу:

!/(Т)‘/(Т) = '/(ТТ). (3.3.31)

Кроме того, беря скалярное произведение состояний, полу
ченных действием оператора U(T) на два разных ин- или аут- 
состояния, и используя условие нормировки (3.1.2), находим, что 
матрица СЛ{Т) должна быть унитарной:

• /(7 ) = J ; (Т). (3.3.32)

Наконец, вычисляя скалярное произведение состояний, 
полученных действием оператора U(T) на одно аут- и одно ин- 
состояние, получаем, что ®(Т) коммутирует с 5-матрицей в том 
смысле, что
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X 9  — — — — =  57 kJp[a[N{;p:2c;(2N ^...;p1a 1Nl -p2a 2N2;... ° p 1/oJnJ;p^n^;...;p1a1n1;p2o2n2;... *
(3.3.33)

Это есть определение того, что подразумевается под словами: 
«теория инвариантна по отношению к преобразованиям внутренней 
симметрии Т», так как для вывода (3.3.33) все еще следует показать, 
что один и тот же унитарный оператор U(T) индуцирует преобра
зование (3.3.29) как ин-, так и аут-состояний. Это будет выполнено, 
если существует «невозмущенный» оператор преобразования U0{T), 
индуцирующий такие преобразования состояний свободных частиц,

и коммутирующий как с гамильтонианом свободных частиц, так 
и с гамильтонианом взаимодействия:

С помощью уравнения Липпмана—Швингера (3.1.17) или 
формулы (3.1.13) находим, что оператор U0(T) индуцирует преоб
разования (3.3.29) ин- и аут-состояний, а также состояний сво
бодных частиц, так что можно вывести формулу (3.3.29), взяв U0(T) 
вместо оператора U{T).

Очень важным с физической точки зрения частным случаем 
является преобразование симметрии, описываемое однопараметри
ческой группой Ли, когда Т — функция одного параметра 0, причем

Как показано в разделе 2.2, в этом случае соответствующие опера
торы в гильбертовом пространстве должны иметь вид:

где Q — эрмитов оператор. Аналогично, матрицы ЦТ) имеют вид

Р l ° lWi;P2a 2W2
(3.3.34)

Щ \Т)Н0Щ{Т) = Н0 

Щ 1(Т)Уи0(Т) = У.

(3.3.35)

(3.3.36)

Т(0)Т(0) = Т(0 + 0). (3.3.37)

U(T(0)) = exp(?'Q0), (3.3.38)
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% n(T(0)) = 5nVt ехр(гдп0), (3.3.39)

где qn — набор действительных, зависящих от сорта частиц чисел. 
В этом случае из формулы (3.3.33) следует, что q сохраняются: 
матричные элементы 5ра обращаются в нуль, кроме случая, когда

V  + (1щ +••• = ЯП1 + Яп2 +••• (3.3.40)

Классическим примером такого закона сохранения является 
сохранение электрического заряда. Кроме того, во всех известных 
процессах сохраняются барионное число (число барионов, т. е. про
тонов, нейтронов и гиперонов, минус число их античастиц) и леп- 
тонное число (число лептонов, т. е. электронов, мюонов, т-лепто- 
нов и соответствующих нейтрино, минус число их античастиц). 
Правда, как мы увидим в т. II, считается, что эти законы сохра
нения выполняются лишь с очень хорошей степенью приближе
ния к реальности. Существуют и другие аналогичные законы со
хранения, определенно являющиеся приближенными. Примером 
может служить сохранение величины, названной странностью, 
которая была введена для объяснения относительно большого вре
мени жизни ряда частиц, открытых в космических лучах Рочесте
ром и Батлером 5 в 1947 году. Так, мезонам, называемым сейчас 
К+ и К0, приписывается значение странности +1, а гиперонам А0, 
Е+, £°, £“ — значение —1, а у более привычных протонов, нейтро
нов и тг-мезонов (пионов) странность считается равной нулю *. Со
хранение странности в сильных взаимодействиях объясняет, по
чему странные частицы рождаются всегда вместе, например, в 
реакции тст + те —> К+ + Л°, в то время, как относительно медлен
ные распады странных частиц в нестранные, например, А° —» р + к+ 
и К+ —> л:++7Г0 свидетельствуют, что взаимодействия, не сохраня
ющие странность, очень слабы.

Классическим примером «неабелевой» симметрии, генераторы 
которой не коммутируют друг с другом, является симметрия относи
тельно преобразований изотопического спина, предложенная в

* Верхние индексы указывают на электрический заряд частиц в 
единицах абсолютного значения заряда электрона. «Гипероном» называют 
любую частицу, обладающую ненулевым значением странности и 
барионным числом, равным единице.
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1937 году 6 на основании эксперимента показавшего существование 
сильных протон—протонных взаимодействий, аналогичных взаимо
действиям протонов с нейтронами. Математически группой сим
метрии является группа SU(2), совпадающая с накрывающей группой 
для группы трехмерных вращений. Генераторы группы SU{2) обозна
чаются tj, г = 1, 2, 3, и удовлетворяют перестановочным соотно
шениям, аналогичным (2.4.18):

1̂ г >  ̂j ] ~ '^ijk^k ‘

В ситуациях, когда имеет место симметрия по отношению 
к преобразованиям изотопического спина, частицы образуют вырож
денные мультиплеты, характеризующиеся целым или полуцелым 
числом Т, причем каждая из (2Т + 1) компонент такого мультиплета 
отличается значением t3, как в случае вырожденных спиновых 
мультиплетов, существование которых требуется инвариантностью 
относительно вращений. Такими мультиплетами являются: нуклоны 
р и п  с Т = 1/2 и t3 = 1 /2 , -1  /2 ; пионы я+, я0, я“ с Т = 1 и t3 = 1, 0, -1; 
А°-гиперон с Т = 0 и t3 = 0. Эти примеры иллюстрируют соотношение 
между электрическим зарядом Q, третьей компонентой изото
пического спина t3, барионным числом В и странностью S:

Это соотношение было первоначально выведено на основании на
блюдавшихся правил отбора, однако Гелл-Манн и Нееман в 1960 году 
показали, что оно есть следствие того, что изоспин Т и «гиперза
ряд» Y = В + S «погружаются» в алгебру Ли более широкой, но и 
более сильно нарушенной неабелевой внутренней симметрии, осно
ванной на неабелевой группе SU(3). Как мы увидим в т. II, в наши 
дни в рамках современной теории сильных взаимодействий — кван
товой хромодинамики — изоспиновая и SU{3) симметрия восприни
маются как случайные следствия, вытекающие из малых значений 
масс двух или трех легчайших кварков.

Следствия изотопической симметрии для реакций между сильно 
взаимодействующими частицами могут быть получены теми же зна
комыми методами, которые были развиты для вывода следствий 
инвариантности относительно вращений. В частности, для двухча
стичной реакции А + В —> С + D из формулы (3.3.33) вытекает, что
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5-матрица может быть представлена в виде (опущены все индексы, 
кроме изотопических):

^ W d 3 .£ a 3 £B3 =  1 2  ^ T CTD ( T t s * t C 3 t D3 ) С ТАТд ( T t 3 f  %кЪ^ВЗ) $ T  >

т,%
где С; ; {jo :a  o :l) — обычный коэффициент Клебша-Гордана для 
образования состояния со спином j  и третьей проекцией а  из состо
яний со спинами j 1 и j 2 и третьими проекциями и <т2; $>т — «приве
денная» 5-матрица, зависящая от Т и от всех опущенных импульс
ных и угловых переменных, но не от третьих проекций изоспина 
4̂з> в̂з> с̂з> *т>з- Конечно, это и все другие следствия изотопической 

инвариантности являются только приближенными, т. к. изотопичес
кая симметрия не сохраняется в электромагнитных (и других) вза
имодействиях, о чем свидетельствует то, что различные члены од
ного изоспинового мультиплета, например, р и п, имеют разные 
электрические заряды и немного отличаются по массе.

Четность

Если принять, что симметрия относительно преобразования 
х —> —х действительно имеет место, то должен существовать уни
тарный оператор Р, под действием которого как ин-, так и аут- 
состояния преобразуются как прямые произведения одночастичных 
состояний:

Р'1#р1<г1та1;А<гап2;... “  ТЦ Т1% ‘ ‘ ' > (3. 3. 41)

где т)п — внутренняя четность частиц сорта п, а #  меняет знак 
у пространственных компонент р1'. (Это правило верно для массивных 
частиц; модификация для безмассовых частиц очевидна.)

Условие сохранения четности для 5-матрицы принимает вид

$ р [о [п { ;р 2в'2п2;...,р1о 1п1;р2а 2п2-,... ~  "• Т1п1Г1п2 •••
(о. о. 4z)

х  v / / / / /-tp'i <чщ; ̂ <52% ; Щ?-.-.*?.;-- *

Как и в случае внутренних симметрий, оператор Р, удовлет
воряющий (3.3.41), действительно существует, если оператор Р0,
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который, по определению, точно так же действует на состояния 
свободных частиц, коммутирует с У и Н0.

Фазы г\п могут быть найдены либо из динамических моделей, 
либо из эксперимента, но при этом их невозможно однозначно оп
ределить, так как всегда можно переопределить оператор Р, скомби
нировав его с любым сохраняющимся оператором внутренней сим
метрии. Например, если Р сохраняется, то это же верно и для 
оператора

Р' = Р ехр(гоВ + ipL + iyQ) ,

где В, L и Q — барионное число, лептонное число и электрический 
заряд, соответственно, а, Р, у — произвольные действительные фазы; 
таким образом и Р, и Р' можно считать операторами четности. Ней
трон, протон и электрон обладают разными комбинациями значе
ний В, L и Q, так что подходящим выбором фаз ОС, Р и у можно 
определить внутренние четности этих трех частиц равными +1. Од
нако, как только это сделано, внутренние четности других частиц, 
например, заряженного пиона (который может быть испущен в пе
реходе п —> р + Jt- ) уже не могут быть произвольными. Кроме того, 
внутренняя четность любой частицы типа нейтрального пиона Я , 
не характеризующейся никакими сохраняющимися квантовыми чис
лами, всегда имеет смысл.

Предыдущие замечания позволяют понять, почему внутрен
ние четности должны всегда иметь значения ±1. Легко видеть, что 
оператор пространственной инверсии Р удовлетворяет закону груп
пового умножения Р2 = 1; однако сохраняющийся оператор четнос
ти может не совпадать с ним, а отличаться некоторым фазовым 
преобразованием. В любом случае, выполнено или нет условие Р2 = 1, 
оператор Р2 ведет себя как оператор преобразования внутренней 
симметрии:

р2Ч>± = л2 л2 Ч*?1р1(т1п1;р2ст2п2;... 11гц 11п2 ■ ■ • 1

Если эта внутренняя симметрия есть часть непрерывной груп
пы симметрии фазовых преобразований, подобных группе умноже
ния на фазу ехр(госВ + фЬ + iyQ) с произвольными значениями а, Р 
и у, то обратное преобразование — квадратный корень 1Р — тоже 
должно входить в эту группу, причем 1Р2Р2 = 1, [1Р, Р] = 0. (Напри
мер, если Р2 = ехр(госВ + ...), то 1Р = ех р (-2/аВ +  ...).) Теперь можно
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определить новый оператор четности Р' = Р1р, для которого Р'2 = 1. 
Этот оператор сохраняется не в меньшей степени, чем Р, поэтому 
нет никаких причин, по которым его нельзя назвать настоящим 
оператором четности. В этом случае внутренние четности могут иметь 
только значения ±1.

Единственный тип теорий, в которых не всегда возможно оп
ределить четность таким образом, чтобы все внутренние четности 
имели значения ±1, это тот, в котором существует некоторая дис
кретная внутренняя симметрия, не являющаяся составной частью 
какой-то непрерывной группы симметрии фазовых преобразова
ний 10. Например, как следствие закона сохранения углового мо
мента, полное число F всех частиц с полуцелым спином может 
изменяться только на четное число, так что сохраняется оператор 
внутренней симметрии (—1)F. У всех известных частиц полуцелого 
спина сумма В + L барионного и лептонного чисел принимает не
четные значения, поэтому, насколько мы знаем, (—1 )*’ = (—1)в + L. 
Если это верно, то (—l)f  есть часть непрерывной группы симмет
рии, состоящей из операторов ехр(га(В + L)) с произвольным дей
ствительным а, причем оператор обратного квадратного корня есть 
ехр(-от(В + L ) /2). В этом случае, если Р2 = (-1 )F, то Р можно пере
определить так, чтобы все внутренние четности равнялись ±1. Од
нако, если когда-нибудь будут открыты частицы полуцелого спи
на с четным значением В + L (например, так называемые 
майорановские нейтрино, у которых j = \ и В + L = 0), то можно 
будет построить оператор Р2 = (-1 )F, не имея при этом возможно
сти переопределить сам оператор четности так, чтобы его соб
ственные значения равнялись только ±1. Конечно, в этом случае 
Р4 = 1, так что все частицы имели бы внутренние четности либо 
±1, либо ±г (как у майорановских нейтрино).

Из формулы (3.3.42) следует, что если произведение внутрен
них четностей в конечном состоянии равно произведению внутрен
них четностей в начальном состоянии или этому произведению, взя
тому со знаком «минус», то S—матрица должна быть соответственно 
четной или нечетной по отношению к замене знаков у всех 3-им
пульсов. Например, в 1951 году наблюдалось11, что пион может по
глощаться дейтроном из основного состояния d атома с I = 0 
в реакции к~ +  d —» п + п. (В разделе 3.7 мы покажем, что квантовое 
число I орбитального углового момента можно использовать в реля
тивистской физике так же, как и в нерелятивистской квантовой
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механике.) Полный угловой момент начального состояния j = 1 (спи
ны пиона и дейтрона равны нулю и единице, соответственно), так 
что конечное состояние должно иметь орбитальный угловой момент
I = 1 и суммарный спин нейтронов з = 1. (Другие возможности: 
/ 1, s 0:1 0, s 1; I 2, х 1, разрешенные законом сохране
ния углового момента, запрещены требованием антисимметрии ко
нечного состояния относительно перестановки двух нейтронов.) Так 
как I = 1 в конечном состоянии, матричный элемент нечетен отно
сительно изменения направления всех 3-импульсов, так что можно 
сделать вывод, что внутренние четности частиц в этой реакции дол
жны быть связаны соотношением

T ld V  = - r ln-

Известно, что дейтрон является связанным состоянием прото
на и нейтрона с четным угловым моментом (в основном, I = 0), и, 
как мы видели, протону и нейтрону можно приписать одинаковую 
внутреннюю четность, так что r|d = Г|п2, Отсюда можно сделать вы
вод, что Л,,.- = _ 1, т. е. пион является псевдоскалярной частицей. 
Было показано, что %+ и также имеют отрицательную внутрен
нюю четность, как и следует ожидать, исходя из симметрии между 
этими частицами (изотопической инвариантности).

Наличие у пиона отрицательной внутренней четности приво
дит к некоторым удивительным следствиям. Частица со спином нуль, 
распадающаяся на три пиона, должна обладать внутренней четно
стью т]я3 = -1 , так как в инерциальной системе, в которой распада
ющаяся частица покоится, в силу инвариантности по отношению к 
вращениям матричный элемент может зависеть только от взаим
ных скалярных произведений импульсов пионов, которые все чет
ны относительно изменения знака всех импульсов. (Смешанное ска
лярное произведение Р!-(Р2 X р3), построенное из трех импульсов 
пионов, обращается в нуль, так как Pi + р2 + р3 = 0.) По той же 
причине частица со спином нуль, распадающаяся на два пиона, 
должна иметь внутреннюю четность г\п2 = +1. В частности, среди 
странных частиц, открытых в конце 1940 годов, казалось, обнару
жились две разные частицы с нулевым спином (что было установ
лено по угловому распределению продуктов их распада). Одна из 
частиц, названная х, была идентифицирована по распаду на три 
пиона, и поэтому ей была приписана четность —1, а другая частица
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0 была обнаружена по распаду на два пиона, и ей была приписана 
четность +1. Открытие превратилось в проблему, так как более де
тальное изучение свойств х и 0 все яснее показывало, что эти час
тицы имеют одинаковые массы и времена жизни. После многих пред
лагавшихся решений этой загадки, Ли и Янг в 1956 году разрубили 
гордиев узел и предположили, что х и 0 представляют одну и ту же 
частицу (известную сейчас как К ), но в слабых взаимодействиях, 
ответственных за распад этой частицы, просто не сохраняется чет
ность 12.

Как мы детально покажем в следующем разделе этой главы, 
вероятность физического процесса а  —> р (где а  Ф (3) пропорцио
нальна |5ра|2, причем коэффициенты пропорциональности инвари
антны относительно изменения знака всех 3-импульсов. До тех пор, 
пока состояния а и р  содержат определенное число частиц каждо
го типа, фазовые множители в (3.3.42) несущественны при вычис
лении |5ра|2, и из (3.3.42) вытекает, что вероятность процесса 
а  —» Р инвариантна по отношению к изменению знака всех 3-им
пульсов. Как мы видели, для распадов К-мезона на два или три 
пиона это свойство — тривиальное следствие инвариантности по 
отношению к вращениям, но в более сложных процессах оно дает 
нетривиальные ограничения на вероятности. Так, следуя тео
ретическим предложениям Ли и Янга, By вместе с группой иссле
дователей из Национального Бюро стандартов СШ А измерила 
угловое распределение электронов в конечном состоянии в р-рас- 
паде поляризованных ядер Со60 —» Ni60 + е~ +  V 13. (Импульсы 
антинейтрино или ядра никеля в этом эксперименте не измерялись.) 
Обнаружилось, что электроны предпочтительно вылетают в на
правлении, противоположном направлению спина распадающего
ся ядра, что было бы невозможно, если бы вероятность процесса 
была инвариантной относительно замены всех 3-импульсов на про
тивоположные. Похожий результат был получен при изучении 
распада положительного мюона (поляризованного в процессе обра
зования в реакции к ' —» Ji' +  V) на позитрон, нейтрино и антиней
трино 14. Таким образом, стало ясно, что четность действительно 
не сохраняется в процессах слабого взаимодействия, ответствен
ного за эти распады. Тем не менее, по причинам, обсуждаемым 
в разделе 12.5, четность сохраняется в сильных и электромагнит
ных взаимодействиях и поэтому продолжает играть важную роль 
в теоретической физике.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



170 Глава 3. Теория рассеяния

Обращение времени

Мы видели в разделе 2.6, что оператор обращения времени Т. 
действуя на одночастичное состояние дает состояние
VP,/р-оп с перевернутыми спином и импульсом, умноженное на фазу 
£n( - l )J’'°. Многочастичное состояние, как обычно, преобразуется как 
прямое произведение одночастичных состояний, не считая того, что 
поскольку речь идет о преобразовании обращения времени, следу
ет ожидать, что ин- и аут- состояния поменяются местами:

(“ У*1 ‘ Cn2(- l)J2 2 (3.3.43)

(Опять же, это верно для массивных частиц; необходимые для 
безмассовых частиц модификации очевидны.) Далее будет удобно 
записывать эту формулу кратко в виде

ТЧ£ = Ч$а , (3.3.44)

где J  содержит в себе изменение знака 3-импульсов и спинов, 
а также умножение на фазовые множители, выписанные в (3.3.43). 
Так как Т — антиунитарный оператор, то

( ^ - , ^ )  = (W J ,T ^ - ) ,  (3.3.45)

и условие инвариантности ^-матрицы по отношению к обращению 
времени принимает вид

*%,а : $ } и ; р , (3.3.46)

или, подробнее, 

с
P la l n l',P2a 2n 2>---’ P l ° l n u P 2 ° 2 n 2 ’ ---

=  £n{ ( - l ) * ' - ° i ( - 1 ) ^  • • • С щ  С п 2 ( - I ) 32" 02 ■ • • (3_3_47)
х 9

^  Рр1- а 1п 1\Рр2- а 2п 2;...;Рр'1- а '1п'1-,Рр2-а '2п 2;... •

Заметим, что в дополнение к обращению импульсов и спинов поме
нялись местами начальные и конечные состояния, как и следовало 
ожидать для симметрии, включающей обращение времени.
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5-матрица будет удовлетворять этому закону преобразования, 
если оператор Т0, индуцирующий преобразования обращения вре
мени на состояниях свободных частиц,

Т0Ф„ = Ф /«  (3.3.48)

коммутирует не только с гамильтонианом свободных частиц (что 
выполняется автоматически), но и с гамильтонианом взаимодей
ствия:

V H 0T0 = н 0 , (3.3.49)

T0“ 1VT0 = V . (3.3.50)

В этом случае можно положить Т = Т0 и воспользоваться соотноше
нием (3.1.13) или (3.1.16), чтобы показать, что преобразования обра
щения времени действуют именно так, как утверждается в (3.3.44). 
Например, действуя оператором Т на уравнение Липпмана—Швин- 
гера (3.1.16) и пользуясь (3.3.48)-(3.3.50), имеем

Т^а = фт + [£ а -  н о + ге]_1Т^± ,

где из-за антиунитарности Т изменен знак у фактора ±ге. Это уравне
ние Липпмана-Швингера для , что и подтверждает формулу 
(3.3.44). Аналогично, поскольку Т — антиунитарный оператор, он из
меняет знак г в экспоненте в выражении для H(t), так что

ТП(-оо)Фа = П(°°)ФЛ ,

и опять получается формула (3.3.44).
В противоположность сохранению четности, условие инвари

антности относительно обращения времени (3.3.46) не говорит нам в 
общем случае, что вероятность процесса сх —> (3 совпадает с вероят
ностью процесса J  а  —> ,J(3. Однако нечто подобное имеет место в 
случаях, когда 5-матрица имеет вид

где матричные элементы 5 (1̂ малы, а матричные элементы 5®  для 
какого-то конкретного процесса равны нулю, хотя в общем случае
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они много больше, чем матричные элементы 5 (1). (Например, можно 
рассмотреть процесс ядерного (3-распада N —» N' + е~ +  V, причем 
£(01 — та часть 5-матрицы, которая определяется сильным ядер
ным и электромагнитным взаимодействиями, а слагаемое 5 (1̂ — по
правка к .S'-матрице, целиком обусловленная слабыми взаимодей
ствиями. Вразделе 3.5 показывается, как можно в этих случаях 
получить выражение для 5-матрицы в виде (3.3.51) с помощью «бор- 
новского приближения искаженных волн». В некоторых случаях 5 <0)
— просто единичный оператор.) В первом порядке по 5 ! 1! условие 
унитарности для .S'-оператора записывается в виде

1 = 5 f5  = 5<°>*5<°> + 5 ^ 5 «  + Л ®  .

Используя равенство нулевого порядка 5 <0̂ 5<0) = 1, получаем для 
5 (1) условие действительности:

5(4 = _ 5 ® 5 (1>f5(0l:. (3.3.52)

Если матрица 5 (1), так же, как и 5 <0), удовлетворяет условию обра
щения времени (3.3.46), соотношение (3.3.52) можно представить в 
следующем виде:

= ~ W  w  ■ (3-3-53)

Поскольку 5 <0̂ -  унитарный оператор, вероятности процессов 
а  —» |3 и ,7а —> оказываются одинаковыми, если просуммировать 
по наборам Я и , /  начальных и конечных состояний, являющихся 
полными по отношению к Sau. (Под словом «полный» здесь подразу
мевается, что если матричные элементы 5 ^  не равны нулю и либо 
а, либо а' принадлежат 4  то оба состояния принадлежат Щ анало
гичное утверждение верно и для J.) В простейшем случае «полные» 
наборы ./ и ;F содержат каждый одно состояние; это означает, что 
как начальное, так и конечное состояния являются собственными 
векторами 5 <0̂ с собственными значениями е2<8“ и е 1 13, соответ
ственно. (Величины 5а и 5р называются «сдвигами фаз»; они дей
ствительны, так как 5CQ) унитарна.) В этом случае формула (3.3.53)
принимает простой вид

5 g  = - e2^ +8P)5 « V ft, (3.3.54)
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откуда ясно, что абсолютная величина матрицы для процесса 
ОС —> (3 такая же, как и для процесса ,!Га —» .>'(3. Именно так обстоит 
дело в ядерном (3-распаде (в приближении, когда можно прене
бречь сравнительно слабым кулоновским взаимодействием между 
электроном и ядром в конечном состоянии), поскольку и началь
ное, и конечное состояние являются собственными состояниями .S'- 
матрицы сильного взаимодействия (с 5а = 8р = 0). Отсюда, если при
нимается инвариантность относительно обращения времени, 
дифференциальная вероятность (3-распада не должна изменяться, 
если изменить знаки импульсов и 2—компонент а  спинов всех час
тиц. Это предсказание не противоречило экспериментам, проведен
ным в 1956 г о д у 13,14, в которых было обнаружено несохране- 
ние четности; так, инвариантность относительно обращения време
ни совместима с наблюдением, что электроны от распада ядра 
Со60 —> Ni60 + е~ + V преимущественно испускаются в направлении, 
противоположном направлению спина ядра Со60. Как описано ниже, 
в 1964 году было получено косвенное подтверждение нарушения 
инвариантности относительно обращения времени, но она остается 
полезной приближенной симметрией в слабых, а также в сильных 
и электромагнитных взаимодействиях.

В ряде случаев можно использовать базис состояний, для ко
торых ,Га = а  и ;J(3 = (3 и формула (3.3.54) принимает вид

= - e â e+Sp)'S,j£T > (3- 3. 55)

откуда следует, что имеет фазу 8а + 5р по модулю к. Это утвер
ждение известно как теорема Ватсона 15. Фазы, входящие в (3.3.54) 
и (3.3.55), можно измерить в процессах, где наблюдается интерфе
ренция между разными конечными состояниями. Например, в распа
де гиперона А со спином 1/2 на нуклон и пион конечное состояние 
может иметь орбитальный угловой момент, равный только I = 0 или 
1=1', угловое распределение пиона относительно направления спина 
гиперона А включает интерференцию этих состояний, и поэтому в 
силу теоремы Ватсона зависит от разности фаз 5S -  5р.

РТ

Хотя эксперименты 1957 года по несохранению четности не 
исключили инвариантности относительно обращения времени, они
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ясно показали, что произведение РТ не сохраняется. Если бы этот 
оператор сохранялся, он должен был быть антиунитарным по тем 
же причинам, что и оператор Т, так что в процессах типа ядерного 
(3—распада следствия такой инвариантности имели бы вид соотно
шений, аналогичных (3.3.54):

с(1) _  _„2г(8а+8р) <-.(!)* 
ра ' 1 .А/р.У./ а ’

где преобразование изменяет знаки всех z—компонент спина, но 
не компонент импульсов. Пренебрегая кулоновским взаимодействи
ем в конечном состоянии, получим, что электрон в (3-распаде 
Со60 —> Ni60 + е~ +  V не может иметь преимущественного направле
ния вылета по отношению к спину Со60, что противоречит наблюде
ниям.

С, СР и СРТ

Уже отмечалось, что существует преобразование внутренней 
симметрии, называемое зарядовым сопряжением, которое заменя
ет частицы на античастицы и наоборот. Формально это требует су
ществования унитарного оператора С, который следующим обра
зом действует на многочастичные состояния:

^'X̂ p1a1n1;p2wfiz;... ~  ЬП1Ьп2 •• ■Х̂ р1а1п^;р2а2п1;... (3.3.56)

где пс -  античастица к частице типа п, а — еще одна фаза. Если 
это верно как для ин-, так и для аут- состояний, то S—матрица 
удовлетворяет условиям инвариантности

с , , , , 
p i a i n 1',p2a 2n 2 ;- .P i ° i n i ;p2°2n 2 ;•••

* * (3.3.57)= F . F ,  В f  VV%bna •••’ n1bn2 ••• p[a[n[c -p:2a'2n ,2c-...,p1a 1n l;p 2a 2n^,...

Как и в случае других внутренних симметрий, ^-матрица бу
дет удовлетворять этим условиям, если оператор С0, действующий 
на состояния свободных частиц так, как указано в (3.3.56), комму
тирует с гамильтонианом взаимодействия V и со свободным гамиль
тонианом Я 0; в этом случае полагаем С = С0.
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Фазы называются зарядовыми четностями. Как и в случае 
обычных четностей х\п, величины в общем случае определены 
неоднозначно, так как для любого оператора С, удовлетворяющего 
(3.3.56), можно найти другой такой оператор с другими ^п, умножив 
С на любое фазовое преобразование внутренней симметрии, на
пример, на ехр(гаВ + г(ЗЬ + ijQ). Зарядовые четности могут быть 
индивидуально измерены только для полностью нейтральных час
тиц вроде фотона или нейтрального пиона, которые не характери
зуются никакими сохраняющимися квантовыми числами и совпада
ют со своими античастицами. В реакциях, в которых участвуют 
только полностью нейтральные частицы, в силу (3.3.57) произведе
ния зарядовых четностей в начальном и конечном состояниях дол
жны быть равны. Например, как будет далее показано, в кванто
вой электродинамике требуется, чтобы фотон обладал зарядовой 
четностью Г|у = -1 , так что из наблюдения распада нейтрального 
пиона л:0 —> 2у вытекает, что Г|л = +1; отсюда же следует, что 
процесс тг° —> Зу должен быть запрещен, что и наблюдается на са
мом деле. Для двух рассмотренных частиц зарядовые четности дей
ствительны и равны +1 или —1. Как и в случае обычной четности, 
это будет всегда так, если все внутренние симметрии фазовых пре
образований являются членами непрерывных групп фазовых пре
образований, потому что тогда можно переопределить оператор С, 
умножив его на обратный квадратный корень внутренней симмет
рии, равной С2, так что после этого новый оператор С будет удов
летворять условию С2 = 1.

Для произвольных реакций из формулы (3.3.57) вытекает, что 
вероятность некоторого процесса равна вероятности того же про
цесса, в котором все частицы заменены на соответствующие анти
частицы. Это утверждение непосредственно не противоречило экс
периментам по несохранению четности, выполненным в 1957 году 
(еще долго придется ждать, прежде чем кто-нибудь сумеет наблю
дать (3-распад ядер антикобальта), однако эксперименты показа
ли, что С не сохраняется в теории слабых взаимодействий, пред
ложенной Ли и Янгом 12 для того, чтобы учесть несохранение 
четности. (Ниже будет доказано, что наблюдаемое нарушение 
сохранения ТР влечет нарушение сохранения С в любой полевой 
теории слабых взаимодействий, а не только в том ее варианте, 
который рассмотрели Ли и Янг.) Сейчас уже стало понятно, что как 
С, так и Р не сохраняются в слабых взаимодействиях, ответственных
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за процессы типа (3-распада или распадов пиона и мюона, однако и 
С, и Р сохраняются в сильных и электромагнитных взаимодей
ствиях.

Хотя ранние эксперименты по несохранению четности показа
ли, что ни С, ни Р не сохраняются в слабых взаимодействиях, 
оставалась все же возможность, что их произведение СР универ
сально сохраняется. В течение нескольких лет ожидалось (хотя и не 
с полной уверенностью), что будет экспериментально доказано уни
версальное сохранение СР. Такой закон сохранения приводит к осо
бенно важным следствиям в отношении свойств нейтральных К- 
мезонов. В 1954 году Гелл-Манн и Пайс 16 отметили, что поскольку 
К0 не совпадает со своей античастицей (К0 обладает ненулевым 
значением приближенно сохраняющейся величины, названной стран
ностью), то частицами с определенным временем жизни будут не 
К0 и К0, а их линейные комбинации К0 ± К0. Сначала это объясня
лось с помощью утверждения о сохранении С, но когда обнаружи
лось, что зарядовая четность С не сохраняется в слабых взаимо
действиях, аналогичные аргументы были повторены на основе 
сохранения СР. Если произвольно определить фазы оператора СР 
так, что в состояниях К0 И к0

СРЧ\.„ = Ч>-0 , СР¥-о = ¥ ко ,

то можно определить зарядово-самосопряженные одночастичные 
состояния

'•'к! + ^  ^  -  v k ‘  I

имеющие собственные значения СР, равные +1 и —1, соответствен
но. Наименьшее время жизни имеют эти частицы относительно рас
пада на два пиона, однако сохранение произведения СР позволяет 
это только* для состояния Кь  но не К2. Таким образом, следует 
ожидать, что К2 распадается по более медленным модам в три пио

*Спин нейтральных К-мезонов равен нулю, так что двухпионное ко
нечное состояние имеет I = 0, а следовательно Р = +1. Далее, для двух л° 
С =  + 1 ,  так как С =  +1 у отдельного 7С°, и для состояния тт+ 7Г  с I =  0 также 
С = +1, так как С переставляет два пиона.
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на или в пион, мюон (электрон) и нейтрино. Тем не менее, в 1964 
году Фитч и Кронин обнаружили, что долгоживущий нейтральный 
К-мезон с малой вероятностью все же распадается на два пиона 17. 
Вывод заключался в том, что в слабых взаимодействиях СР не со
храняется строго, хотя степень сохранения много больше, чем у С 
и Р по отдельности.

Как мы увидим в гл. 5, есть серьезные основания полагать, 
что, хотя С и СР не сохраняются по отдельности, произведение 
СРТ строго сохраняется во всех взаимодействиях, по крайней мере, 
в любой квантовой теории поля. Именно СРТ обеспечивает строгое 
соответствиствие между частицами и античастицами, в частности, 
из того факта, что СРТ коммутирует с гамильтонианом, вытекает 
строгое равенство масс стабильных частиц и их античастиц. Так как 
оператор СРТ антиунитарен, это преобразование связывает 
5-матрицу произвольного процесса с 5-матрицей обратного про
цесса, в котором изменен знак всех третьих проекций спина и час
тицы заменены на античастицы.

Однако в случае, когда 5-матрица может быть разделена на 
малое слагаемое SiJi, определяющее данную реакцию, и большое 
слагаемое 5 «  действующее в начальном и конечном состояниях, 
можно использовать те же доводы, что и при рассмотрении сохра
нения Т, чтобы показать, что вероятность всякого процесса равна 
вероятности того же процесса, в котором частицы заменены на ан
тичастицы и перевернуто направление третьей компоненты спина, 
если при этом проведено суммирование по наборам начальных и 
конечных состояний, полным по отношению к S(0l В частности, хотя 
парциальные вероятности распада частицы в два конечных состоя
ния Pi и Р2 с 5pjj Ф 0 могут отличаться от парциальных вероятнос
тей распада античастицы в два соответствующих конечных состоя
ния ? (j, и /  ./'./ Р2, мы увидим в разделе 3.5, что (без всяких 
приближений) полная вероятность распада любой частицы равна 
полной вероятности распада ее античастицы.

Теперь можно понять, почему опыты 1957 года по несохране- 
нию четности можно было интерпретировать в рамках существую
щей теории слабых взаимодействий как свидетельство сильного на
рушения сохранения С и Р, но не СР. Все рассматривавшиеся теории 
были теориями поля и поэтому автоматически сохраняли СРТ. Экс
перименты показали, что в ядерном (3—распаде сильно нарушается 
РТ, но не Т, поэтому любая совместимая с этими экспериментами
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теория, сохраняющая CRT, должна включать несохранение С, но 
не СР.

Аналогичное наблюдение в 1964 году малого нарушения зако
на сохранения СР в слабых взаимодействиях совместно с предпола
гаемой инвариантностью всех взаимодействий относительно СРТ сра
зу же привело к выводу, что слабые взаимодействия не сохраняют 
Т строго. Более детальное изучение системы К0 -  К0 подтвердило 
этот вывод, но до сих пор не удалось найти других прямых свиде
тельств нарушения инвариантности относительно обращения вре
мени.

3.4. Сечения и вероятности

Элемент .S'-матрицы £'ра является амплитудой вероятности 
перехода а —> (3. Как связана эта величина с теми вероятностями и 
сечениями, которые измеряют экспериментаторы? В частности, из
(3.3.2) видно, что 5ра содержит множитель 54(рр -  ра), обеспечи
вающий сохранение полных энергии и импульса. Что должны мы 
делать с множителем [54(рр -  ра)]2 в вероятности перехода |5ра|2? 
Правильный способ разрешения этих проблем заключается в том, 
чтобы понять, как реально ставятся эксперименты, используя для 
этого волновые пакеты, описывающие локализованные вдали друг 
от друга частицы перед соударением, а затем прослеживая эволю
цию во времени таких суперпозиций многочастичных состояний. 
Ниже мы вместо этого используем быстрый и простой способ вывода 
основных результатов, который скорее является даже не выводом, 
а мнемоническим правилом для запоминания. Извинением является 
то, что (насколько я знаю) разбирательство тонкостей, связанных с 
этими вопросами, не является необходимым для решения ни одной 
из интересных нерешенных физических проблем.

Пусть вся наша система физических частиц заключена в боль
шой ящик макроскопического объема V. Например, можно рассматри
вать этот объем как куб с отож дествленны ми точками на 
противоположных гранях, так что из требования единственности 
пространственной волновой функции вытекает квантованность им
пульса:

271
р = _ ( „ ! , п2п3), (3.4.1)
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где щ  — целые числа, a L3 = V. Тогда все трехмерные дельта-функции 
можно записать в виде

^ (P' - B, =  ^ i d3* ei(P" P>‘  = ^ V , P .  (3.4.2)

где Sp'p — обычный дельта-символ Кронекера, равный единице, 
когда индексы совпадают, и нулю, когда они разные. Из условия 
нормировки (3.1.2) следует, что для используемых нами состояний 
скалярные произведения в ящике не равны просто суммам произ
ведений кронекеровских дельта-символов, а содержат дополни
тельный множитель [V/(2ti)3]n, где N — число частиц в состоя
нии. Чтобы вычислить вероятности переходов, нужно использовать 
состояния с единичной нормой, поэтому введем нормированные 
в ящике состояния как

х ря щ и к  [ ( 2 % f  / V ] N *-/ 2 4 a , ( 3 .4 .3 )

норма которых

(ч*—  ,Ч 'Г ИК) =  8ра« (3-4-4)

где 5ар — произведение кронекеровских дельта-символов для всех 
3-импульсов, спинов и индексов сортов частиц плюс слагаемые с 
переставленными частицами. Соответственно, можно записать 
5-матрицу в виде

5 ра = [V/(27l)3](WP+JV“)/25 p MK , (3.4.5)

где 5р™ик вычисляется по состояниями (3.4.3).
Конечно, если оставить частицы в ящике навсегда, то каждый 
возможный переход будет повторяться вновь и вновь. Чтобы вы
числить разумную вероятность перехода, следует заключить сис
тему и в «ящик по времени». Предположим, что взаимодействие 
включается только на время Т. Отсюда немедленно следует, что 
дельта-функция, выражающая закон сохранения энергии, заме
няется на

8т (£ « “ -Ер) = 2^ /_т/2 ехР(*(Еа ~Ep)t)dt. (3.4.6)
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Вероятность того, что многочастичная система, находившаяся 
до включения взаимодействия в состоянии а, окажется после выклю
чения взаимодействия в состоянии (3, равна

Р(а -> Р) = |2 = [(27t)3/ v ] (Wa+Wp)|spa| (3.4.7)

Это выражение представляет вероятность перехода в одно кон
кретное состояние Р в ящике. Число одночастичных ящичных 
состояний в заданном элементе объема импульсного пространства 
d3p равно Vd3p/(2%)3, т.к. это есть число тех троек целых числе пь  
п2, п3, для которых импульс (3.4.1) попадает в элемент объема 
импульсного пространства d3p в окрестности р. Можно определить 
интервал конечных состояний dp как произведение d3p для каждой 
конечной частицы, так что полное число состояний в этом интер
вале

d ip  = [У / (2 7u)3fp d p . (3.4.8)

Отсюда полная вероятность того, что система окажется в интер
вале dp конечных состояний, равна

dP(a Р) = Р(a P)d (р = [(2л)3/у ] №“ |5ра|^р. (3.4.9)

В этом разделе мы ограничимся рассмотрением таких конечных 
состояний р, которые не только отличаются (хотя и немного) от 
начального состояния а, но и удовлетворяют более жесткому 
ограничению, заключающемуся в том, что ни одно подмножество 
частиц в состоянии Р (отличное от всего множества) не имеет точно 
того же 4-импульса, что и соответствующее подмножество частиц в 
состоянии а. (На языке, который будет введен в следующей главе, 
это на самом деле означает, что мы рассматриваем только связную 
часть .S'-матрицы.) Для таких состояний можно определить не 
содержащий дельта-функций матричный элемент М^а:

= -27И8у(Р|з -  Ра)§т(%  “  Еа)Ща ■ (3.4.10)

Введение ящика позволяет интерпретировать квадраты дельта
функций в |5ра|2 при р ^ а  следующим образом:
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[Sy(pp -  Ра)]2 = 8у(рр -  ра)8у(0) = 8у(рр -  pa)V /(2тс)3 , 

[8т (Ер — Ea)j" = 8т (Ер — Еа) 8Т(0) = 8т (Ер — Еа)Т 1(2тс),

так что из (3.4.9) имеем дифференциальную вероятность перехода 

dP(а  0) = (2tc)2[(2tc)3/ v ] W“ _1(T / 2тс)| Mpot|2 

х 8у(Рр - p a)8T(Ep - £ a)d(3.

Если считать V  и Т очень большими, произведение дельта
функций можно рассматривать как обычную четырехмерную дельта
функцию 84(рр -  ра). В этом пределе вероятность перехода пропор
циональна времени Т, в течение которого включено взаимодействие, 
причем коэффициент пропорциональности можно интерпретировать 
как дифференциальную вероятность перехода

dr (а - »  Р) s  dP( а  - »  р) /  Т

= (2TC)w « -2y 1- JV«|Mpa|254(pp - p a)dP, (0 4 U )

где теперь
Spa =-2тсг34(рр - р а)Мра. (3.4.12)

Это основная формула, применяемая для интерпретации 
вычислений элементов S—матрицы в терминах предсказаний для 
реальных экспериментов. Ниже в этом разделе мы еще вернемся к 
интерпретации множителя 84(рр -  pa)dp.

Два случая особенно важны.

Na =  1. В этом случае объем V  в формуле (3.4.11) сокращается, 
и получается вероятность распада одночастичного состояния а в 
произвольное многочастичное состояние р:

d r(a  —» р)= (2тс)|Мра|"54(рр -  pa)dp. (3.4.13)

Конечно, эта формула имеет смысл только в случае, если время Т, 
в течение которого происходит взаимодействие, много меньше 
среднего времени жизни та частицы а, поэтому нельзя перейти
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к пределу Т - )  <» в 8т(Еа -  Ер). В этой дельта-функции остается 
неустранимая ширина ДЕ — 1/Т  > 1 /ха, так что формула (3.4.13) 
применима только в случае, когда полная ширина распада 1 /т а много 
меньше, чем любая характерная энергия процесса.

N a = 2. В этом случае вероятность (3.4.11) пропорциональна 
1/V, иными словами, плотности какой-то из частиц в том месте, 
где находится другая. Экспериментаторы предпочитают измерять 
не вероятность, деленную на плотность, а вероятность, отнесенную 
к потоку частиц, или сечение. Поток каждой частицы в том месте, 
где находится другая, определяется как произведение плотности 
1/V  и относительной скорости иа:

Ф a = u a / v .  (3.4.14)

(Общее определение иа дано ниже; пока что ограничимся частным 
случаем: если одна из частиц покоится, то иа определяется как 
скорость другой частицы.) Таким образом, дифференциальное се
чение равно:

dc(а  —» j3) = dr(a  —> р) /  Фа = (2л:)4м“1|Мра| б4(рр -  pa)dp . (3.4.15)

Хотя наиболее важны случаи Na = 1 и Na = 2, в принципе 
измеримы и вероятности переходов для Na > 3, причем некоторые 
из них играют важную роль в химии, астрофизике и т. п. (Например, 
в одной из основных реакций с высвобождением энергии на Солнце 
два протона и электрон превращаются в дейтрон и нейтрино.) 
В разделе 3.6 приведены примеры использования основной формулы 
для вероятностей переходов (3.4.11) в случае произвольного числа 
начальных частиц Na.

Обсудим теперь вопрос о свойствах лоренцовских преобра
зований вероятностей и сечений. Это поможет дать более общее 
определение относительной скорости  иа в (3.4.15). Правило 
лоренцовского преобразования (3.3.1) для .S'-матрицы усложнено 
наличием зависящих от импульса матриц, связанных со спином 
каждой частицы. Чтобы обойти это усложнение, рассмотрим квадрат 
модуля (3.3.1) (выделив предварительно лоренц-инвариантную 
дельта—функцию согласно (3.4.12)) и просуммируем по всем спинам.
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Тогда из унитарности матриц (или их аналогов для частиц
нулевой массы) следует, что, если не считать энергетических 
множителей в (3.3.1), такая сумма лоренц-инвариантна. Иными 
словами, величина

521МР«1 П ЕП Е = (3.4.16)
спины |3 а

является скалярной функцией 4-импульсов частиц в состояниях 
а и р .  (Символы произведений Па^ и ПрЕ означают произведение 
энергий рО _  J р 2 + т 2 всех частиц в состояниях а  и р .)

Теперь можно записать просуммированную по спинам веро
ятность распада (3.4.13) в виде

£  dr(a  - »  Р) = 2л£“1Ера84(рр -  pa)dp /  Пв Е

Множитель dP/ПрЕ представляет произведение лоренц-инвари- 
антных элементов объема (2.5.15) в импульсном пространстве, поэто
му он сам лоренц-инвариантен. Также инвариантными являются 
множители и 84(рр — ра), и остается единственный неинвариант
ный множитель 1/Еа, где Еа — энергия единственной начальной 
частицы. Отсюда можно сделать вывод, что под действием 
лоренцовских преобразований вероятность распада частицы пре
образуется  как 1 /Еа. Конечно, это обычное релятивистское 
сокращение времени — чем быстрее частица, тем медленнее она 
распадается (с точки зрения неподвижного наблюдателя).

Аналогично, формула (3.4.15) для просуммированного по спинам 
сечения может быть записана в виде

£  dc(a  -  Р) = (2n)i u - % % 1R^dHpa ~ Pp)dp /  П Е >
спины [j

где Ej и Е2 — энергии двух частиц в начальном состоянии а. Принято 
определять сечение (после суммирования по спинам) как лоренц— 
инвариантную функцию 4-импульсов. Множители Кра, 84(рр — ра) и 
dP/ПрЕ уже лоренц-инвариантны, поэтому такое условие означает, 
что нужно так определить относительную скорость иа, чтобы в 
произвольной инерциальной системе отсчета произведение ^ „£ ^ 2  
было скаляром. Ранее отмечалось, что в инерциальной системе
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отсчета, в которой одна из частиц (например, первая) покоится, иа 
есть просто скорость другой частицы. Это однозначно определяет 
вид иа в произвольных инерциальных системах отсчета *:

иа = V(Pi -Р2)2 -m fm f  /  , (3.4.17)

где рх, р2 и т1, т2 — 4-импульсы и массы двух частиц в начальном 
состоянии а.

Попутно заметим, что в «системе центра масс», в которой 
полный 3-импульс равен нулю,

Pi = (Р, Ех), р2 = (-р, Е2)

из (3.4.17) получаем:
_  !р1(Е1 + £ 2)и,™ —

Е,Е1̂ 2
P i_  Р2
Ei Е2 (3.4.18)

как и следовало ожидать для относительной скорости. Однако в такой 
системе отсчета иа не является физической скоростью; в частности, 
из (3.4.18) видно, что для ультрарелятивистских частиц эта величина 
может достигать значения 2.

Обратимся к интерпретации множителя 84(рр -  pa)d(3, называ
емого фазовым объемом. Он появляется в общей формуле (3.4.11) 
для вероятностей переходов, а также в формулах (3.4.13) и (3.4.15) 
для вероятностей распадов и сечений. Ограничимся случаем лорен- 
цовской системы центра масс, в которой полный 3-импульс началь
ного состояния равен нулю:

ра = 0 . (3.4.19)

(Для Na = 1 это отвечает случаю распада покоящейся частицы.) 
Если импульсы частиц в конечном состоянии равны p'i, р'2, ..., то

*Из (3.4.17) очевидно, что иаЕ1Е2 -  скаляр. Кроме того, когда части
ца 1 покоится, то pj = D, Е г = т 1, и р^-р2 =  -  Ш1 Е%, так что из (3.4.17)
следует: ________

и а =  \Je 2 — ш 2 /  Е2 =| р2\/Е2 , 
что есть просто скорость частицы 2.
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s4(pp - p a)dP = §3(pi + Р.9+. • • )8(Е[ + е 2 +.. .-Е)а*р\с1*р:г (3.4.20)

где Е = Еа — полная энергия начального состояния. Каждый из 
интегралов по p'fc, скажем, по р/1, может быть тривиально взят, 
если просто опустить дельта—функцию от импульсов:

54(Р|3 -Ра)^Р  -> Ь{Е{+ E'2+...-E)d3p'2... (3.4.21)

понимая при этом, что, где бы не появился импульс р х (например, 
в Е[), его следует заменить на

Р1 = _ Р 2 -  Рз -  -  (3.4.22)

Аналогично можно использовать оставшуюся дельта—функцию 
для вычисления еще одного любого из оставшихся интегралов.

В простейшем случае, когда в конечном состоянии находятся 
две частицы, формула (3.4.21) принимает вид

§4(Рр -  PaMP - »  S(£ i + Е2 ~ E)d5P2 ■

Подробнее, расписывая d3p '2 в сферических координатах в импульс
ном пространстве и выражая энергии частиц через модули их им
пульсов и массы, получим:

84(рр - p a )dP -> 8(д/| р[\2 +т'12 + -£)|pi|2 d p' dQ,

(3.4.23)
где p'2 -  р\ и d£l = sin0 d0 d(p -  дифференциал телесного угла для 
p'j. Выражение (3.4.23) можно упростить, пользуясь стандартной 
формулой

8(/(ж)) = Ь(х -  х 0)/\ f ' (х0)\,

где /(сс) — произвольная действительная функция с одним простым 
нулем в точке х  = х 0. В нашем случае аргумент дельта-функции 

Е'2 — Е в (3.4.23) имеет единственный нуль при jp'-J = к', где

к' = yj(E2 -  т '2 -  т '2)2 -  А.т'2т '2 /  (2Е) , (3.4.24)
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е ; = = EZ ~ + —  ■

Е2 -  л^к2 ■ т ,  = 2Е

(3.4.25)

(3.4.26)

а производная равна

d

d\ р{
|^Pil2H-m f  + viPil2+т'22 -Е )

Pil=fc'

к' к' _  к'Е 
Е{ Е2 Е[Е:2

(3.4.27)

Таким образом, можно опустить дельта-функцию и диф
ференциал dpY  в (3.4.23), разделив на (3.4.27):

§4(Рр - P « ) dP Е (3.4.28)

и понимая при этом, что к', Е\ и Е'2 везде далее задаются форму
лами (3.4.24)-(3.4.26). В частности, дифференциальная вероятность 
(3.4.13) распада одночастичного состояния с нулевым импульсом 
и энергией Е на две частицы равна

dF(a (3) _  2%k'E{E'z
d£l Е Mpa|2 (3.4.29)

а дифференциальное сечение двухчастичного рассеяния 12 —» 1'2' 
дается формулой (3.4.15) в виде

do(a Р) _  (2%)4к'Е{Е'2
d£l Eiir, Ща\2 =

(2 7t)4 к'Е[Е'2Е1Е2 
Е2к

Маа|2 , (3.4.30)

где к = |рх| = |р2|.
Рассмотренный случай iVp = 2 особенно прост, но есть и один 

красивый результат для ЛГр = 3, который стоит упомянуть. Формула 
(3.4.21) при Агр = 3 принимает вид
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84(Рр -  Pa)dP d3p'2d3p'3

X 8(VlPl!2+ml2 +ViP2|2+m22 +^|Рз|2+Ш32 _ £ )-

Запишем элемент объема в импульсном пространстве как

d3p2d3p3 =j Р2!2 d| P2I | P3I2 d\ P3I d n 3d(p23d cos023 ,

где d£l3 -  дифференциал телесного угла для р'3, а 023 и (р23 -  полярный 
и азимутальный углы р 2 относительно направления р'3. Ориентация 
плоскости, в которой лежат векторы р'2 и р'3, определяется углом 
(р23 и направлением р'3, а остающийся угол 023 фиксируется законом 
сохранения энергии:

Производная аргумента дельта-функции по cos 023 равна

Щ  = i РаМ Рз1 
3cos023 Е[ ’

так что можно взять интеграл по cos 023, просто опустив дельта
функцию и разделив на эту производную:

S4 (Рр -  Pa )dP - »  I Р21 dl Р211 Рз I dl Рз I K[dn.,dq>t:, .
Заменив импульсы на энергии, получим окончательно

84(Рр — Pa)dP -> E1E2E3dE2dE3dQ.3d(p2z ■ (3.4.31)
Вспомним теперь, что величина (3.4.16). полученная суммиро

ванием |Мра|2 по спинам и умножением на произведение энергий, 
является скалярной функцией 4-импульсов. Если приближенно заме
нить этот скаляр константой, то из (3.4.31) следует, что для фикси
рованного начального состояния распределение событий на плоско
сти Е'2, Е'3 однородно. Всякое отклонение реально наблюдаемого 
распределения событий от однородного — важное указание на 
динамику процесса распада, включая возможные центробежные 
барьеры или резонансные промежуточные состояния. Картинка этой
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плоскости с нанесенными на ней точками экспериментальных событий 
носит название диаграммы. Далица 19. Именно Далиц впервые 
использовал ее в 1953 году для анализа нелептонного распада 
К+ —» %+ + к+ + п~-.

3.5, Теория возмущений

Исторически наиболее полезной техникой для вычисления эле
ментов S—матрицы оказалась теория возмущений, т. е. разложение 
по степеням взаимодействия V  в гамильтониане Н = Н0 + V. Урав
нениями (3.2.7) и (3.1.18) 5-матрица задается в виде:

Spa = 8(Р -  а) -  2гтгё(Ер -  Еа)Тр+а,

Тр+а =(Ф р,У Ч ^),

где Чд* удовлетворяет уравнению Липпмана—Швингера (3.1.17):

Ч,+ = Ф + dy
Т+Фу а  у

Еа — Еу + i£

Подействовав на это уравнение оператором V  и взяв скаляр
ное произведение с Фр, получим интегральное уравнение для Т+:

Тра -  + dy V f,yT ya

Еа — Еу + t£ ' (3.5.1)

где
(3.5.2)

Ряд теории возмущений для Тра+ получается из (3.5.1) с помощью 
итераций:

тр« -  + dy Ea — Еу + гг

+ dydy'
( E a  ~ E y +  f e ) ( E a  ~  E y' +  i£)

(3.5.3)
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Метод расчета, основанный на формуле (3.5.3) и преобладав
ший при вычислениях 5-матрицы в 1930-х годах, называется сей
час старой теорией возмущений. Очевидным недостатком этого 
метода является то, что энергетические знаменатели в (3.5.3) мас
кируют лоренц-инвариантность 5-матрицы. Все же метод иногда 
применяется в тех случаях, когда необходимо выяснить, каким об
разом различные промежуточные состояния порождают сингуляр
ности 5-матрицы. В большей части этой книги мы будем опирать
ся на видоизмененную версию формулы (3.5.3), известную как 
зависящая от времени теория возмущений и обладающую тем пре
имуществом, что лоренц-инвариантность становится более очевид
ной, хотя несколько затемняется вклад отдельных промежуточных 
состояний.

Простейший способ вывода хронологически упорядоченного 
разложения по теории возмущений заключается в использовании 
формулы (3.2.5), согласно которой оператор 5  равен

S = Щоо,—оо);

и (1,1 о) ■ ехр(гН0т) ехр(-Ш (т -  т0)) ехр(-гН0т0).

Дифференцируя это выражение по X, получаем дифференциальное 
уравнение

i - ^ U { i , i 0) = V(i )U{i ,i0), (3.5.4) 

V(t) = exp(iH0t)V exp(—iH0t). (3.5.5)

(Говорят, что операторы с такой зависимостью от времени опреде
лены в картине взаимодействия, чтобы отличить их временную 
зависимость от зависимости 0 H(t) = exp(iHt)0Hexp(-iHt), предписы
ваемой гейзенберговской картиной в квантовой механике.) Как урав
нение (3.5.4), так и начальное условие U(i0, %) = 1 очевидно удов
летворяются решением интегрального уравнения

U(i , i0) = 1 - i f  dtV(t)U(t,i0). (3.5.6)

Итерируя это интегральное уравнение, получаем разложение 
Ьг(т,т„) по степеням V:
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U(х, Тп) = 1 — i f + f d% Г' dt2V(t: )V(t2)Jt0 Jt0 Jt0 '•
о r̂ i rt2 (3.5.7)

+ (-г) dt, I dt2 dt3V(t1)V(t2)V(t3)+...
Jr,. Jx» J-Xf.

Полагая x = °° и x0 = —°°, находим разложение в ряд теории возму
щений для оператора 5:

Г°° о Г°° fti
5  = 1 -  г dt1V(t1) + (—г) dix dt2V(t1)V(t2)

J —DO « /—OO J — OO

j-c» j-tj j.t2 (3.5.8)
+ H )  d iJ  dt2 ~ dt3V-(t1)V(t2)V(t3)+...

J — OO J — OO J—OO

Это выражение можно также вывести с помощью разложения 
по старой теории возмущений (3.5.3), если воспользоваться фурье- 
представлением энергетических знаменателей:

(Еа - Е у + i e f 1 = -г  J dx exp(г(Еа -  Еу )х), (3.5.9)

понимая при этом, что интегралы должны вычисляться путем вклю
чения обеспечивающего сходимость множителя е~ст в подынтеграль
ное выражение с последующим устремлением £ —> 0+.

Существует способ представления (3.5.8) в виде, который очень 
полезен при проведении явно лоренц-инвариантных вычислений. 
Определим хронологически упорядоченное произведение любых за
висящих от времени операторов как произведение, в котором мно
жители расположены в таком порядке, что тот, который отвечает 
самому позднему моменту времени, располагается левее всех, сле
дующим располагается множитель, отвечающий следующему мо
менту времени и т. д. Например,

T{V(t)} = V(t),

= т  -  t2w (t1w (t2) + e(t2 -  t .m t .w ih ) ,

и т. д., где 0(х) — ступенчатая функция, равная +1 при х > 0 и 0 при 
х < 0. Хронологически упорядоченное произведение п множителей
V есть сумма по всем п! перестановкам V, каждая из которых дает
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тот же интеграл по всем tlv.., tn. Поэтому можно переписать выра
жение (3.5.8) в виде

S  =  1 +  ^ ^ —^ ^ d t 1dt2.. .d tnT {V (t1).. .V {tn)}. (3_ 5_ 10)
71=1

Иногда это выражение называют рядом Дайсона 20. Если все V(t) в 
разные моменты времени коммутируют, ряд можно просуммиро
вать, и тогда

Ясно, что обычно так не бывает; в общем случае (3.5.10) даже не 
сходится и является в лучшем случае асимптотическим разложени
ем по степеням входящей в V  константы связи.

Однако иногда (3.5.10) записывают формально в виде

dtV(t)j,

где символ Т указывает, что вычисление этого выражения следует 
производить, разложив его в ряд и хронологически упорядочив каж
дый член разложения.

Теперь можно сразу же указать один большой класс теорий, 
для которых ̂ -матрица явно лоренц-инвариантна. Так как ее элементы 
являются матричными элементами оператора S между состояниями 
свободных частиц Фа, Фри т. д., все, что требуется, это чтобы 5-опе
ратор коммутировал с генераторами U0(A,a): Н0, Р0, J0 и К 0.

Чтобы удовлетворить этому требованию, предположим, что V(t) 
можно записать как интеграл по трехмерному пространству:

V(t) = j  d3x.7f{x,t), (3.5.11)

где Ж{х) — скаляр в том смысле, что

и 0{А,а)Ж (х)и^1(А,а) = Ж(Ах + а). (3. 5. 12)

(Приравнивая коэффициенты при а0 в бесконечно малых преобра
зованиях, можно убедиться, что зависимость .7̂ (t) от времени со
вместима с (3.5.5).)

$  = Т expf-ij"°°

S = expf-tj" dtV(t)
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Теперь можно записать S как сумму четырехмерных интег
ралов

S = 1+ oodxv dxnT{Jr'(x i)---Jf (x n)}- (3. 5. 13)
71=1

Все выражение стало явно лоренц-инвариантным, если не считать 
процедуры хронологического упорядочивания произведения опера
торов.

Хронологическое упорядочивание двух мировых точек .г,, х 2 
лоренц-инвариантно, если только разность х 1 -  х 2 не является про
странственноподобной, т. е. если (ж1 -  х 2)2 >  0. Таким образом, хро
нологическое упорядочивание в (3.5.13) не приводит к выделению 
специальной лоренцовской системы отсчета, если (хотя это и не 
единственное условие) все .У({х) коммутируют на пространственно
подобных или светоподобных расстояниях *:

(,г')] = 0 при (х -  х') > 0. (3.5.14)

Результаты раздела 3.3 можно использовать для того, чтобы полу
чить формальное, не основанное на теории возмущений доказатель
ство, что взаимодействие (3.5.11), удовлетворяющее (3.5.12) и (3.5.14), 
действительно приводит к .S'-матрице с правильными свойствами 
относительно лоренцовских преобразований. Для бесконечно малого 
буста из (3.5.12) имеем

г[К 0, .// (х ,?)] = /• ¥,Ж§ж, t) + х • ^  Ж(х, t), 

так что, интегрируя по х и полагая t = 0, получаем:

[K0,V] = К

где

,J d 3x7f(x,0)] = [H0,W], 

W = J d3x x  J^(x,0).

(3.5.15)

(3.5.16)

(3.5.17)

* Мы записываем условие на х  и х  в виде (Xj -  ж2)2 > 0, а не (х: -  х2)2 > 0, 
поскольку, как будет показано в гл. 6, лоренц-инвариантность может быть 
нарушена неприятными особенностями при х = х'.
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Если (как это обычно имеет место) матричные элементы .Ж(х, 0) 
между собственными состояниями Н0 являются гладкими функция
ми собственных значений энергии, то это же верно как для V, что 
необходимо для справедливости теории рассеяния, так и для W, 
что необходимо для доказательства лоренц-инвариантности. Другие 
условия лоренц-инвариантности — перестановочные соотношения
(3.3.21) — также выполнены, если и только если

0 = [W, V] = J d3x j  й3ух[.Г(х,0),.Г(у,0)]. (3. 5. 18)

Это условие, конечно, следует и из условия «причинности»
(3.5.14), но само по себе дает менее ограничительное достаточное 
условие лоренц-инвариантности 5-матрицы.

Теории такого класса — не единственные лоренц-инвариант- 
ные теории. Однако и самые общие теории не слишком от них 
отличаются. В частности, всегда должно быть выполнено переста
новочное соотношение, похожее на (3.5.14). Оно не имеет аналога в 
случае нерелятивистских систем, для которых хронологическое упо
рядочивание всегда инвариантно по отношению к преобразованиям 
Галилея. Именно это условие столь жестко ограничивает возмож
ность соединения лоренц-инвариантности с принципами кван
товой механики.

* * *

Методы, описанные в данном разделе, полезны лишь в том 
случае, когда оператор взаимодействия достаточно мал. Однако суще
ствует модифицированная версия такого приближения, известная 
под названием борцовского приближения искаженных волн и приме
нимая в том случае, когда оператор взаимодействия содержит только 
два слагаемых

V = VS+V W, (3.5.19)

причем Vw мало, a Vs велико. Можно определить 'PS06± как те ин- и 
аут-состояния, которые были бы в случае, если бы взаимодействие 
описывалось только слагаемым Vs:
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Ч& = Ф« + (£ а -  Щ ±  * ) _1^  • (3.5.20)

Теперь можно переписать (3.1.16) в виде

Тр+„ = (Фр, V 4 £ )=  (['Ир -  (£„ -  Н„ -  i£J -IVI'.(1],IF. + j

= <4$. W )  + -  va(% -  H0 + ier'tv, + ^ т е ] ) ,

так что
Ч а = ^ ф У ^ а )  + ^ ф У яФа). (3.5.21)

Второе слагаемое в правой части как раз совпадает с оператором 
Тра+, который должен был бы получиться при наличии только силь
ных взаимодействий:

Ц а  -  (ФР, VsX a ) = О ^ Ф а ) .  (3. 5. 22)

(Для доказательства следует при выводе (3.5.21) просто опустить 
везде Vw.) Формула (3.5.21) наиболее полезна в ситуации, когда 
это второе слагаемое обращается в нуль, т. е. когда процесс а  —» (3 
не может быть обусловлен только сильными взаимодействиями. 
(Например, в (3-распаде ядер именно слабые ядерные силы пре
вращают нейтроны в протоны, хотя и нельзя игнорировать нали
чие сильных ядерных сил, действующих как в начальном, так и 
в конечном состояниях.) Для подобных процессов матричный эле
мент (3.5.22) обращается в нуль, и уравнение (3.5.21) принимает 
вид

(3-5.23)

До сих пор все делалось точно. Однако подобный способ пере
писывания Т—матрицы становится весьма полезным, когда опера
тор Vw настолько мал, что можно пренебречь влиянием этого взаи
модействия на состояние Ч,а+ в (3.5.23) и заменить v[/a+ на состояние 
4/Sa+> учитывающее только сильное взаимодействие Vs. В этом при
ближении уравнение (3.5.23) принимает вид

%  ^ sp > V w 4 & ). (3.5.24)
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Эта формула верна в первом порядке по Vw, но во всех поряд
ках по Vs. Такое приближение очень часто используется в физике; 
например, элемент 5-матрицы для (3- или у-распада ядер вычисля
ется с помощью формулы (3.5.24), где Vs — сильное ядерное взаи
модействие, Vw — слабое ядерное или электромагнитное взаимо
действие, соответственно, а 'Рф- и Ч^"1" — конечное и начальное 
состояния ядер.

3.6. Следствия унитарности

Условие унитарности 5-матрицы позволяет получить интерес
ное и полезное соотношение, связывающее амплитуду Маа рассея
ния вперед для произвольного многочастичного состояния а с пол
ной вероятностью всех реакций в этом состоянии. Напомним, что в 
общем случае, когда состояния (3 и а могут как совпадать, так и не 
совпадать, 5-матрица может быть записана в виде (3.3.2):

= 8(|3 -  а ) -  2то'84(рр -  ра)Мра.

Тогда условие унитарности принимает вид

8(7 -  а) = j Ф SftSpa =  8(у -  а) -  2ти54(рт -  ра)Муа

+ 2ш84(р7 -  ра)М*у + 4л:2 J d(384(pp -  ру)84(рр -  ра )МруМра.

Сокращая 5(7 -  а) и множитель 2%<54(ру -  ра), находим, что при 
Ру ~ Ра

О = -iMyu + iMay + 27tJ d(384(pp -  ра)МруМра. (3.6.1)

Это соотношение особенно полезно в частном случае а = у, когда 
оно принимает вид

Im M «a = - я | d(384(Рр -  pa )|Mpa | . (3.6.2)

Используя (3.4.11), это выражение можно представить в виде фор
мулы для вероятности всех реакций, вызываемых данным началь
ным состоянием а в объеме V:
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Га = d P rfry  Р) = }  dpa-ipp -  P<,)|Mpa|s

1 (3.6.3)
= ----- (27C)3W®'“aV 1- JV« Im М аа.Л

В частности, если а —двухчастичное состояние, можно пере
писать последнюю формулу как

(3-6-4)
где иа— относительная скорость (3.4.17) в состоянии а и о „  — пол
ное сечение в этом состоянии, определяемое формулой (3.4.15) как

= j  dPda(a _» Р) /  dp = (2тг)4 м”1 j  dp|Mpa|254(pp -  ра). (3.6.5)

Обычно эта формула записывается несколько иначе с помо
щью амплитуды, рассеяния / (a  —> Р). Из формулы (3.4.30) следует, 
что дифференциальное сечение двухчастичного рассеяния в систе
ме центра масс равно

da(a - »  Р) (2« ‘ Ь'е ;В Д Е 2 |„ |»
dfl = --------- k f? --------- 1МР“ 1 ' <0-6'6)

где к' и к — величина импульсов начального и конечного состояний. 
Поэтому определим амплитуду рассеяния следующим образом *:

/ ( а  -> Р) s  (36 ?)

так что дифференциальное сечение записывается просто как

(, в , ,

* Заметим, что фаза /  условна и выбирается в соответствии с интерпрета
цией /  в рамках волновой механики 21 как коэффициента при расходящейся 
волне в решении стационарного уравнения Шредингера. Использованная нами 
нормировка /  несколько отличается от общепринятой для неупругого рассея
ния Обычно /  определяют так, что в выражении для дифференциального се
чения появляется отношение конечной и начальной скоростей.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



3.6. Следствия унитарности 197

В частности, для упругого двухчастичного рассеяния

/(ос -> Р) Э -  47ty 2 Мри. (3.6.9)

С помощью выражения (3.4.18) для относительной скорости иа мож
но переписать условие унитарности (3.6.4) в виде

к
Im /(a  -> a) = —  о а. (3.6.10)

Такая форма записи условия унитарности (3.6.4) носит название 
оптической теоремы 22.

Можно получить любопытное следствие оптической теоремы, 
говорящее многое о картине рассеяния при высоких энергиях. Сле
дует ожидать, что амплитуда рассеяния /  есть гладкая функция 
угла, так что должен существовать некоторый телесный угол АП, 
в пределах которого величина |/|2 почти равна (например, с точнос
тью до множителя 2) своему значению при рассеянии вперед. От
сюда полное сечение ограничено величиной

г 2 1 о 1 о
о а > Ы dQ. > — j/(a  - »  а) ДП > Im ./(a - »  a) Ml.J Zi Zi

С помощью (3.6.10) находим верхний предел на АО.:

АП < 32n2j k 2o a . (3.6.11)

Как мы увидим в следующем разделе, обычно полные сечения яв
ляются при больших энергиях постоянными или медленно растут с 
энергией. Поэтому из (3.6.11) вытекает, что телесный угол вокруг 
направления вперед, в пределах которого дифференциальное сече
ние примерно постоянно, сужается по меньшей мере как 1 /7с2 при 
к —> Этот все более узкий пик в направлении вперед при больших 
энергиях называется дифракционным пиком.

Возвращаясь к общему случаю реакций с участием произволь
ного числа частиц, можно использовать (3.6.2) совместно с СРТ ин
вариантностью , чтобы  установить связь полных вероятн о
стей взаимодействия частиц и античастиц. Так как оператор СРТ
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антиунитарен, его сохранение не приводит в общем случае к ка
ким-то простым соотношениям между процессом а —> (3 и процес
сом, в котором все частицы заменены на свои античастицы. Однако 
из этой инвариантности следует связь между процессом и обрат
ным процессом с участием античастиц. Используя те же аргумен
ты, что и при выводе формулы (3.3.46) из условия инвариантности 
по отношению к обращению времени, можно показать, что CRT 
инвариантность требует, чтобы .S'-матрица удовлетворяла условию:

l%,« = (3.6.12)

где fJ'.f означает, что мы должны перевернуть все 2-компоненты 
спинов, заменить все частицы на соответствующие античастицы и 
умножить матричный элемент на разные фазовые множители для 
частиц в начальном состоянии и на комплексно сопряженные мно
жители для частиц в конечном состоянии. Так как из СРТ инвариан
тности следует, что массы частиц и соответствующих античастиц 
равны, это же соотношение выполняется и для коэффициента, сто
ящего при 54(ра -  рр) в

= ^7.л, и. с./., [j • (3.6.13)

В частности, когда начальное и конечное состояния одинаковы, 
все фазовые множители сокращаются и (3.6.13) принимает вид

М
P la ln l',P2a 2n 2 ’ " - ’ P la ln ltP 2 a 2n 2 ’ "-

= м  (3.6.14)
P i - ° i ” i ;рг - CT2n2 ; - ;p i  - ° i « i  ;рг ~ a 2n i  ;••• ’

где верхний индекс с у п  означает античастицу для п. Теперь из 
обобщенной оптической теоремы (3.6.2) следует, что полная веро
ятность процесса из данного начального состояния, содержащего 
определенный набор частиц, равна полной вероятности процесса, в 
начсиньном состоянии которого содержатся соответствующие 
античастицы с противоположными значениями проекций спинов:

~̂р1-ст17г5:;р2-о 2п2;...‘ (3.6.15)

Применяя это утверждение к одночастичным состояниям, 
видим, что вероятность распада любой частицы равна вероятности
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распада античастицы с противоположной проекцией спина. Инвари
антность по отношению к вращениям не позволяет вероятностям 
распада зависеть от г-компоненты спина распадающейся частицы, 
поэтому частным случаем общей формулы (3.6.15) является 
утверждение, что нестабильные частицы и их античастицы имеют 
строго равные времена жизни.

* * *

Те же рассуждения, которые от условия унитарности S*S = 1 
привели к формуле (3.6.2), позволяют использовать другое условие 
унитарности SS1' = 1, чтобы получить соотношение

|2
1тМаа =  —tcJ dp64(pp -  рс (3.6.16)

Объединяя его с (3.6.2), приходим к соотношению обратимости

(3.6.17)Jd(384(pp — Рос)|мр„| = Jd(354(pp - p a)|Map| .

или иначе

dpcc d r(a  -> р) 
d(3

dPcp агф а) 
da (3.6.18)

где са м [V /  (2jt)3]Wa. Этот результат можно использовать при выводе 
наиболее важных соотношений кинетической теории 23. Если Pada
— вероятность обнаружить систему в объеме da пространства 
многочастичных состояний Фа, то скорость уменьшения Ра за счет 
переходов во все другие состояния равна PaJdj3Ppdr(p —> a) /  da, 
а скорость увеличения Ра в результате переходов из всех других 
состояний равна интегралу Id(3Ppdr(p —> a) /  da; поэтому полная 
скорость изменения Ра

dPa
dt

dF(|3 —> a) 
da -P v d|3 d r(a  —> (3) 

dp ' (3.6.19)
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Отсюда немедленно вытекает, что \Pad(x не зависит от времени. 
(Для доказательства достаточно переобозначить переменные 
интегрирования во втором слагаемом (3.6.19).) С другой стороны, 
скорость изменения энтропии -  I daPa ln(Pa /  ca) равна

d
dt

* ' Ра * $
С Ра )daPa In a = — da dp In -^  + 1

сV ОС У J «/ сV «  у

n dr((3 —» a) n dF(a —> (3) 
Гр-------77-------- ---------------------da dp

Меняя обозначения переменных интегрирования во втором слага
емом, можно записать это выражение как

d
dt

d<xPa In4  х
сV '■'а у

da dpPp In PfjCa

Pvt*

dr(P -» a) 
da

Далее, для любых положительных вероятностей х и у функция 
у\п(у/х) удовлетворяет неравенству *

У'у In — > у -  X.
Ух)

Поэтому скорость изменения энтропии ограничена:

dr(p -» a)d 
dt

14
f Pa

f ■*
P ,daPa In

J

M a > da dp _  a
V Ca  J J J „CP c a

'P da

Меняя обозначения переменных интегрирования во втором 
слагаемом, находим

d
dt

f P d p ^daPa In
J

a > da
cV a  У »/ J CP

dr(P a) dr(a -» p) 
cp - e,da dp

* Разность левой и правой частей при х —> у стремится к положительной 
величине (х — у)2/2у и имеет производную по х, которая положительна или 
отрицательна при всех х > у или х < у, соответственно.
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Но из условия унитарности (3.6.18) (в котором переставлены 
а и (3) следует, что интеграл по а  в правой части обращается в 
нуль, поэтому можно заключить, что энтропия всегда возрастает:

d
dt

daP„ InrP Л1 a
C„

> 0. (3.6.20)

Это соотношение носит название «Н—теоремы» Больцмана. 
В учебниках по статистической механике ее часто выводят, либо 
используя борновское приближение, в котором |Мра|2 симметрично 
по а и р ,  так что cpdI'(P —» a )/d a  = cadr(a —> Р)/dp, либо предпола
гая инвариантность относительно обращения времени, из которой 
следует, что jMpJ2 не изменяется, если поменять местами а  и Р, 
одновременно обратив направления всех импульсов и спинов. Ко
нечно, ни борновское приближение, ни инвариантность относительно 
обращения времени не являются точными , поэтому тот факт, что 
для вывода Я-теоремы нужно только условие унитарности (3.6.18), 
является хорошей новостью.

Рост энтропии прекращается, если вероятность Ра становится 
функцией только сохраняющихся величин, таких, как полная 
энергия и заряд, умноженные на са. В этом случае из законов 
сохранения вытекает, что производная dr(P —> a )/d a  обращается в 
нуль всегда, кроме случая, когда выполнено равенство P J са = 
= Рр/Ср, так что в первом слагаемом (3.6.19) можно заменить Рр на 
Pacp/ca. Вновь используя (3.6.18), видим, что в этом случае Ра не 
зависит от времени. Опять же, для этого вывода нам понадобилось 
не борновское приближение или инвариантность по отношению к 
обращению времени, а только условие унитарности (3.6.18).

3.7. Разложения по парциальным волнам *

Часто удобно работать с 5-матрицей в базисе состояний свобод
ных частиц, где все переменные, кроме полного импульса и полной 
энергии, дискретны. Такое описание возможно, поскольку компо
ненты импульсов р1( ..., рп n-частичного состояния с определенными

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения и 
может быть опущен при первом чтении.
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полным импульсом р и энергией Е заполняют (Зп — 4)-мерное 
компактное пространство. Так, в случае п = 2 в системе центра масс 
р = 0 этим компактным пространством является двумерная 
поверхность сферы.

Любая функция на таком компактном пространстве может быть 
разложена в ряд по обобщенным «парциальным волнам» типа сфери
ческих гармоник, обычно используемых для представления функций 
на 2—сфере. Поэтому можно определить базис таких п—частичных 
состояний, который дискретен, за исключением непрерывных 
переменных р и £ .

Запишем состояния свободных частиц в этом базисе как ФЁрЛ:, 
причем индекс N включает все спиновые переменные и метки сортов 
частиц, а также те индексы, которые отмечают обобщенные 
парциальные волны. Удобно выбрать состояния нормированными так, 
что их скалярные произведения равны

(ФЕ'р'ЛГ>ФЕрЛ/) = —Е)б°(р — р)8д-'д:- (3.7.1)

Матричные элементы оператора S в этом базисе имеют вид

(ф е'р'№'> ̂ ^Epiv  ̂= 8(Е — E)53(p — p)>S'jy'jjy (Е, р), (3.7.2)

где Sff'N ~ унитарная матрица. Аналогично оператор Т, матричные 
элементы которого (Фр, ТФа) совпадают с величинами Тра+, 
определенными формулой (3.1.18), может быть согласно (3.4.12) 
записан в новом базисе в виде

(ФЕУ№,>̂ 'ФЕр№) = — V)^n'.n (E, р), (3.7.3)

так что соотношение (3.2.7) становится обычным матричным выра
жением:

Sn%n (E,9) = $n',n ~ 2ftiMN''N(E, р). (3.7.4)

В следующем разделе мы используем этот общий формализм, но 
пока что рассмотрим реакции с двумя частицами в начальном 
состоянии.

Например, рассмотрим состояние из двух нетождественных 
частиц сортов п1 и п2 с отличными от нуля массами Мг и М2 и произ
вольными спинами s1( s2. В этом случае состояния можно пометить
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их полным импульсом р = Pi + р2, энергией Е, метками соротов 
частиц пь п2, 2-компонентами спинов 0 1; с>2, и парой целых чисел
I и т (где \т\ < I), которые задают зависимость состояния от направ
ления, скажем, вектора р,. В качестве альтернативы можно пост
роить удобный дискретный базис, объединив два спина в полный 
спин s с 2—компонентой (Д с помощью коэффициентов Клебша—Гор- 
дана9, а затем, вновь используя эти коэффициенты, сложить спин 
с орбитальным угловым моментом I с третьей проекцией т, полу
чив полный угловой момент j  с третьей проекцией а.

Так мы приходим к базису состояний («индекс канала»
п отмечает сорта двух частиц щ и п2), которые определяются их 
скалярными произведениями с состояниями, имеющими определен
ные значения импульсов и третьих проекций спина отдельных час
тиц:

(ф р.а.р:;а::,г-ф кр.№.) =  ̂Pll£ lE2 /  £ ) '1/283(р -  pt -  р2)

х 5(е  -  Vp! + M f  -  V p 1 + m ()бп>
_  л (3.7.5)

х L  (s’ ̂  °1 ’ °2 )Cls Ш> М-) -Yl (Pi )•
m,[l

где Y™— обычные сферические гармоники 24. Дополнительный мно
житель ( I p i I e i  е2/е г 1/2 включен для того, чтобы эти состояния были 
правильно нормированы в системе центра масс:

(фЕУГоТз'п'’ фЕ0р15п) = 83(р')83(Е' -  Е)8r;j5CT>5ŝ 6Tl>. (3.7.6)

Чтобы избежать двойного счета для тождественных частиц, следу
ет брать интеграл только по половине двухчастичного фазового объе
ма в импульсном пространстве, так что в скалярном произведении 
(3.7.6) следует поделить на множитель л/2.

В системе центра масс матричные элементы любого сохраня
ющего импульс инвариантного относительно вращений оператора 
О должны иметь вид

(фEYfars'n'EOjolsn)  = 8°(Р • (3.7.7)

(Диагональность по j  и о  следует из перестановочных соотношений
О с J2 и J3, а тот факт, что коэффициент при 5осг' не зависит от о,
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следует из равенства нулю коммутатора оператора О с Jj ± ij.>. Это 
частный случай общего утверждения, известного в литературе как 
теорема Вигнера—Эккарта J5.) Применяя полученные формулы к 
оператору М, матричные элементы которого равны Мла, получаем:

1 \ к о г - к о :, , п  —> k ' o ' i , - k ' o 2 , n ' )
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2 jk  Е 1Е 2Е 1Е 2=  -Дтг2 -1—̂ —1-^ м  , , ,
Е2к ^ -к  °2П ’ка! - кСГ2«

= — р  £  (3.7.8)
jGVm's'li'lmsiL

х CsM (s', ц'; ^ )Сгу (j , о; т ' ,  ц') (k')Yjm* (к)М{Уп%ы (Е).

Дифференциальное сечение рассеяния равно |/|2. Выберем 
направление начального импульса к вдоль третьей оси, тогда

Ylm(k) = 6m0f 1̂ 1,  (3-7.9)

Интегрируя |/|2 по направлению конечного импульса к', а также 
суммируя и усредняя по конечным и начальным проекциям спина, 
получаем полное сечение* перехода из канала п в канал п'\

‘При выводе этой формулы мы используем стандартные правила сумми
рования коэффициентов Клебша-Гордана 9: во-первых,

£  Сш  (s, й; с 1, g2 )C%ts (s, , ст2) =
°1>а2

и то же самое со штрихованными величинами;

£ c is(.?,a;?n,a)C,..(j,a: m,a) = 8^5од,
m,G

и наконец

£  Cls(j,a; 0, n)Cis(j,a; 0, Ю = j- 8й .
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о(п  —> т е Е) =
%

к  ( 2 s j  +  1 ) ( 2 s 2 +  1)

h iK ’SK ' n - s i sV ,lsn(E)

£ ( 2 j  + l)

(3.7.10)

Суммирование (3.7.10) по всем двухчастичным каналам дает полное 
сечение всех упругих или неупругих двухчастичных реакций:

^ 0 (те те'; Е) =
%

к \2s-y + l)(2s3 + 1) .ls 

x [ { l - S HE ) ) H l - S4 E ) ) ]

£ ( 2 j  + l)

(3.7.11)
lsn,lsn

Для сравнения, с помощью формул (3.7.8), (3.7.9), (3.7.4) и правил 
сумм для коэффициентов Клебша-Гордана получаем усредненную 
по спинам амплитуду рассеяния вперед:

f(n;E) =
2k(2s1 + 1 ) ( 2 s 2 +  1) Isn '■

jls

Тогда с помощью оптической теоремы (3.7.10) находим полное 
сечение:

= k2(2sl + l)(2s2 + l ) ^ (2j + 1)Re[1 “  S4E)]l™>1™- (3.7.12)

Если во входном канале те при энергии Е открыты только двух
частичные каналы, то матрица S {̂E) (или по крайней мере ее 
подматрица, включающая канал те) унитарна, и поэтому

[ (1 -^ (£ ) )* (1 -5 > (£ ) )Ц 1га = 2 R e [ l -^ (E ) ] fa i,„, (3.7,13)

так что выражения (3.7.12) и (3.7.11) совпадают. С другой стороны, 
если открыты каналы, включающие три и более частиц, то разность 
выражений (3.7.12) и (3.7.11) определяет полное сечение рождения 
дополнительных частиц:
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fc2(2Sl + 1)(2s2 + 1) “  

х[1 - S 4 E ) lSHE)]lsntlsn,

£ ( 2 j  + l)
jls (3.7.14)

которое должно быть положительно.
Разложение по парциальным волнам особенно полезно для про

цессов, у которых соответствующая часть 5-матрицы диагональна. 
Это имеет место, если, например, входной канал те содержит ровно 
две бесспиновые частицы, а все прочие каналы при данной энергии 
закрыты, как в процессах л+л+ или п+%° рассеяния при энергиях 
ниже порога рождения дополнительных пионов (электромагнитны
ми и слабыми взаимодействиями пренебрегаем). Для пары бесспи- 
новых частиц j  ■ I, и благодаря сохранению углового момента 5 - 
матрица диагональна. Может быть и так, что 5-матрица диагональна 
в определенных процессах с участием частиц со спином. Так, в пион- 
нуклонном рассеянии полный момент системы может принимать зна
чения j  = I + 1/2 и j  = I — 1/2, но при заданном j  эти два состояния 
имеют противоположную четность и не могут быть связаны ненуле
выми матричными элементами 5—матрицы. В любом случае, если 
для некоторых те и Е все элементы 5-матрицы SN̂ lsn(E, 0) обраща
ются в нуль, кроме случая, когда ДГ — это двухчастичное состояние 
j, I, s, те, то из условия унитарности следует, что

где bjisn(E) -  действительная фаза, обычно именуемая фазовым 
сдвигом. Эта формула часто используется и в случае, когда 
двухчастичная часть 5 —матрицы диагональна, но открыты каналы, 
содержащие три и более частиц. В таких случаях фазовый сдвиг 
должен иметь положительную мнимую часть, чтобы обеспе
чить положительность (3.7.14). В случае действительных фазовых 
сдвигов упругое и полное сечения определяются из (3.7.10) и (3.7.12) 
в виде

(3.7.15)

о(п  —> п; Е) = o laia:(n: К) 
4л £ ( 2 j  + l)sin2 637sri(E). (3.7.16)

k2(2s1 + 1 )(2 s 2 +  1) jls
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Этот известный результат обычно выводится в рамках нереля
тивистской квантовой механики путем исследования в координат
ном пространстве поведения волновой функции частицы в заданном 
потенциальном поле. Представленное здесь доказательство имеет 
целью, во-первых, показать, что разложение по парциальным вол
нам применимо для упругого рассеяния и при релятивистских ско
ростях, и, во-вторых, подчеркнуть, что оно не зависит от конкрет
ных динамических предположений, а вытекает из условия унитар
ности и принципов инвариантности.

Часто полезно ввести фазовые сдвиги и в задачах, когда не
сколько открытых каналов образуют неприводимые представления 
какой-то внутренней группы симметрии. Классическим примером 
является изотопическая симметрия, при наличии которой индекс 
канала п включает значения изоспинов Т1? Т2 двух частиц и треть
их проекций изосгшна f,, Состояния в канале п можно выразить 
в виде линейных комбинаций неприводимых представлений со зна
чением полного изоспина Т и третьих проекций ^причем коэффи
циенты разложения определяются знакомыми коэффициентами 
Клебша-Гордана CT̂ ( T , t ; t 1,t2). Предположим, что для интересую
щих нас каналов при заданной энергии 5-матрица диагональна по
I, s, j, Т, t. Условие унитарности и требование изотопической сим
метрии позволяют записать 5-матрицу в виде:

î'sT'1'.UTi = exP[2^63feT(E)]6;'j5s's5T/T5t't, (3. 7.17)

где бj i sT(E) — действительный фазовый сдвиг, который в соответствии 
с теоремой Вигнера-Эккарта не зависит от t. С помощью (3.7.10) 
можно вычислить парциальные сечения, а из (3.7.12) следует, что 
полное сечение

/* * гч _
atota](tl’ t2; ) _  fc2(2Sl + 1)(2s2 + 1)

х + 1)СТ1Т2(Т,1;^,г2)2 s i n 4 jlsT(E). (3-7-18)
jlsTt

Например, в пион—пионном рассеянии отличны от нуля фазо
вые сдвиги бц 0Т(Е) при Т = 0 и Т = 2 для каждого четного I и при 
Т = 1 для нечетного I, а в пион—нуклонном рассеянии — фазовые 
сдвиги б с Т = 1/2 или Т = 3/2.
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Ряд полезных сведений о пороговом поведении амплитуд рас
сеяния и фазовых сдвигов можно получить из рассмотрения их ана
литических свойств, которые почти не зависят от любых дина
мических предположений. Если отсутствуют особые обстоятельства, 
порождающие сингулярности в импульсном пространстве, можно 
ожидать, что матричный элемент -^k'aj-k'r^n'.ka, -ka2n процесса дол
жен быть аналитической функцией * 3-импульсов к и к' в окрестно
сти к = 0 или к' = 0 (при упругом рассеянии к = к' = 0).

Обращаясь к разложению (3.7.8) амплитуды М по парциальным 
волнам, заметим, что комбинация /сгУгт (к) есть простая полиноми
альная функция 3-вектора к . П оэтом у, для того, чтобы 
амплитуда ^k'oJ-k'ato^kaj-ka,» была аналитической функцией 3-им
пульсов к  и к ' в окрестности к  = 0 или к ' = 0, коэффициенты М’п ч -ы  
или эквивалентно & rfis 's^ n 'n  ~  ^Vs'n  Isn должны вести себя как 
fcI+V2fc<I+P  при к или к', стремящихся к нулю. Отсюда, для малых к 
и/или к' существенный вклад в амплитуду рассеяния дает только низ
шая парциальная амплитуда в начальном и/или конечном состоянии.

Возможны три случая.

Экзотермические реакции

В этом случае к' стремится к конечному значению при к —> 0, 
и в таком пределе &i'fis's&n'n ~ S{'s'n' isn веДет себя как kl+1. Сечение 
(3.7.11) ведет себя как к21~1, где I -  наименьший орбитальный угло
вой момент, при котором идет реакция. Чаще всего 1 = 0, так что 
сечение реакции ведет себя как 1/к. (Именно так ведет себя, напри
мер, сечение поглощения медленных нейтронов сложными ядрами 
или сечение аннигиляции электронно—позитронных пар в фотоны 
при низких энергиях, если отбросить эффекты более высокого по
рядка, связанные с кулоновскими силами.) Вероятность реакции 
равна сечению, умноженному на поток, пропорциональный к, так

:|!Например, в борновском приближении (3.2.8) амплитуда М пропорци
ональна фурье-образу матричных элементов взаимодействия в координатном 
пространстве и поэтому аналитична при нулевом импульсе, если только эти 
матричные элементы достаточно быстро убывают на больших расстояниях. 
Главным исключением является рассеяние, обусловленное дальнодейству- 
ющими силами типа кулоновских.
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что при к —> 0 вероятность экзотермической реакции ведет себя как 
константа. Однако вероятность поглощения при прохождении пучка 
через мишень заданной толщины определяется именно сечением, а 
не вероятностью реакции, так что для ряда веществ типа бора на
личие множителя 1/к в сечении приводит к очень большой вероят
ности поглощения медленных нейтронов.

Эндотермические реакции

В этом случае реакция запрещена, пока к не достигнет опреде
ленного порогового значения, при котором к' = 0. В области чуть 
выше порога -  S'j,, , lsn ведет себя как (k')l+1. Сечение (3.7.11)
в этом случае ведет себя как (k 'fJ ' ' ,  где V — наименьший угловой 
момент состояния, которое может возникнуть на пороге. Чаще всего
V = 0, так что сечение реакции растет над порогом как к', т. е. как 
ijE -  Епорог . (Именно так обстоит дело в реакциях ассоциативного 
рождения странных частиц или образования электронно-пози- 
тронных пар при рассеянии фотонов.)

Упругие реакции

В этом случае к = к', так что обе эти величины стремятся 
к нулю. (Так бывает в случае п' = п, или в случае, когда состояние 
п' содержит частицы из того же изоспинового мультиплета, что и 
п.) В упругом рассеянии всегда участвуют парциальные волны 
с I V 0, так что в пределе к —> 0 амплитуда рассеяния (3.7.8) 
стремится к константе:

f(k,cl -k ,o 2,n —■> —>
Yj c SiS2(s,o ;O i,o2)c s{4(s,o;o'1,o:2)as(n те'), (3.7.19)
SCT

где а — постоянная величина, известная как длина рассеяния и 
определяемая как предел

-»  + 2ikas(n - »  те'), (3.7.20)
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при к = к' = 0. Суммируя 4л|/|2 по спинам конечных частиц и усредняя 
по спинам начальных частиц, находим полное сечение перехода 
п —> п' при к = к' = 0:

о(п - »  п ;  к = 0) = (2Si + 1̂ + 1 )I ( 2- 1 K V  -> «')• (3.7.21)

Классическим примером использования этой формулы явля
ется нейтрон-протонное рассеяние, когда существуют две длины 
рассеяния, причем синглетная по спину длина рассеяния а0 суще
ственно больше триплетной по спину длины av

Разложение по парциальным волнам можно использовать 
и для грубой оценки поведения сечения при больших энергиях. Можно 
ожидать, что с уменьшением длин волн рассеяние все более долж
но описываться на классическом языке: прицельный параметр час
тицы с импульсом к и орбитальным угловым моментом I должен 
равняться l/к, так что при рассеянии частица попадает в диск ра
диусом R, если I < kR. Это можно интерпретировать как утвержде
ние, что матричные элементы 5-матрицы

„?• г 0, I «  kRn __
isn,lsn Ц  I »  kRn > (3.7.22)

где Rn — нечто вроде радиуса взаимодействия для канала п. При 
заданном I »  s существуют 2s + 1 значений j, причем все эти зна
чения достаточно близки к I, так что приближенно 2j +  1 — 21 +  1, 
и сумма по j  и s в (3.7.12) сводится к множителю порядка

£  (2 j  +  1) = (21 +  1 ) £  (2s + 1) = (21 + l)(2s: + 1 )(2 s 2 + 1).

js s

Поэтому полное сечение при к 1/Rn определяется из (3.7.12) как

° total (П’ VJ Ц ( 2г + 1) 2%Rn- (3.7.23)

Совершенно аналогично из соотношения (3.7.10) находим упругое 
сечение рассеяния

о(п -> п;Е) TiRl- (3.7.24)
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Разница между (3.7.23) и (3.7.24) равна неупругому сечению 
7tjRn2, что и следовало ожидать при столкновениях с непрозрачным 
диском радиуса Rn. (Несколько удивительное появление упругого 
сечения рассеяния кКп2 связано с дифракцией на диске.) С другой 
стороны, если предположить в соответствии с (3.7.22), что Sjsn lsn 
комплексны только для значений прицельных параметров l/к в ма
лой области шириной An «  R в окрестности l/k = Rn, то, исполь
зуя неравенство ” ' "Im(l -  Sjsn lsn) < 2, получаем с помощью такого же
анализа ограничение на действительную часть амплитуды рассея
ния вперед:

|Re /(те; Е)\ < 2W?„A„«|lm /(те; Е)|. (3.7.25)

Малая величина действительной части амплитуды рассеяния вперед 
при больших энергиях подтверждается экспериментом.

До сих пор мы ничего не сказали о том, может ли радиус 
взаимодействия Rn сам зависеть от энергии. Для очень грубой оцен
ки предположим, что Rn есть расстояние, на котором множитель 
ехр(-цг) в потенциале Юкавы (1.2.74) принимает значение, пропор
циональное некоторой неизвестной степени Е. В этом случае Rn ве
дет себя как InЕ при Е —> т, а сечение пропорционально (1п£)2. На 
основе очень общих предположений было строго показано26, что 
полное сечение не может расти быстрее, чем (1пЕ)2 при Е —> °о. 
И действительно, наблюдаемое полное сечение протон—протонного 
рассеяния растет при больших энергиях по закону, близкому к (1п£)2, 
так что представленная грубая картина рассеяния при больших энер
гиях по-видимому имеет отношение к действительности.

3.8. Резонансы*

Часто бывает так, что частицы, принимающие участие в 
многочастичном соударении, могут образовать промежуточное 
состояние, состоящее из одной нестабильной частицы R, которая 
затем распадается на частицы в конечном состоянии. Если полная

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения и 
может быть опущен при первом чтении.
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вероятность распада R мала, сечение при значении энергии в ок
рестности промежуточного состояния R очень быстро изменяется 
(обычно появляется острый максимум), проявляя резонансное по
ведение.

Мы увидим, что поведение сечений вблизи резонанса доста
точно хорошо определяется только одним условием унитарности. 
Это хорошее известие, поскольку механизмы образования почти 
стабильных состояний весьма различны.

а) Простейшая возможность заключается в том, что гамиль
тониан можно представить в виде суммы двух слагаемых: «сильно
го» гамильтониана Н0 + Vs, причем частица R является собственным 
состоянием этого гамильтониана, и слабого возмущения Vw, за счет 
которого R распадается по разным каналам, включая начальное и 
конечное состояния а и рассматриваемого процесса соударения. 
Например, существует нейтральная частица Z0 с j  =  1 и массой 
91 ГэВ, которая была бы стабильной в отсутствие электрослабых 
взаимодействий. Эти взаимодействия позволяют Z 0 распадаться на 
электрон-позитронные пары, мюон-антимюонные пары и т.д., 
однако полная ширина распада много меньше массы Z 0. В 1989 году 
частица Z 0 наблюдалась как резонанс * в электрон-позитронных 
соударениях в ЦЕРНе и Станфорде в реакциях аннигиляции 
е+ + е~ —> Z 0—> е+ + е~, е+ +  е~ —> Z° —> (1+ + и т. п.

б) В ряде случаев частица имеет большое время жизни, пото
му что существует потенциальный барьер, не позволяющий состав
ным частям разлететься. Классическим примером является 
альфа-распад ядер: энергетически допустим вылет из ядра альфа- 
частицы (ядра атома Не4), однако сильное электростатическое от
талкивание между альфа-частицей и ядром образует запрещенную 
область вокруг дочернего ядра, в которой по классическим законам 
альфа-частица находиться не может. Распад тем не менее происхо
дит за счет квантово-механического подбарьерного перехода и экс
поненциально мал. Такое нестабильное состояние проявляется как

* Между прочим, этот пример показывает, что резонансное состояние 
должно распадаться всего лишь относительно медленно. Время жизни 
Z°-6030Ha равно 2,6 х 10'25 с, и этого времени не хватает даже на то, чтобы 
Z0, двигаясь почти со скоростью света, пересек атомное ядро. Важно то, что 
скорость распада в 36 раз меньше, чем скорость осцилляций Й/Mz волновой 
функции Z0 в системе покоя.
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резонанс при рассеянии альфа-частицы на дочернем ядре. Напри
мер, наинизшее по энергии состояние ядра Be8 нестабильно по от
ношению к распаду на две альфа-частицы и проявляется как резо
нанс в Н е4—Не4 рассеянии. (Помимо кулоновского барьера, 
существуют центробежные барьеры, позволяющие продлить время 
жизни альфа-, бета- и гамма-нестабильных ядер большого спина.)

в) Сложные системы могут быть почти стабильными по чисто 
статистическим причинам, в отсутствие каких-то потенциальных 
барьеров или слабых взаимодействий. Например, возбужденное 
состояние тяжелого ядра способно распасться только в случае, ког
да из-за статистической флуктуации основная часть энергии 
сконцентрируется на отдельном нейтроне. Такое состояние 
проявляется как резонанс при рассеянии нейтронов на дочернем 
ядре.

Описанные механизмы образования долгоживущих состояний 
весьма различны. Поэтому поистине счастливым обстоятельством 
является то, что большинство свойств резонансов следует только 
из условия унитарности безотносительно к динамическому механиз
му, приводящему к образованию данного резонанса.

П режде всего, рассмотрим энергетическую зависимость 
матричного элемента реакции вблизи резонанса. Зависимость от 
времени волнового пакета J da д((Х)Ф  ̂exp(-iEat) из ин-состояний 
определяется формулой (3.1.19):

j*dag(a)'P+e lEat = |йад(а)Ф^е

, Г 7Q /к Г 7 е ^ а)Тра

Как было отмечено в разделе 3.1, полюс функции Тра+ в нижней 
полуплоскости комплексной плоскости Еа дает вклад во второе 
слагаемое, которое экспоненциально затухает при t —> °°. Конкретно, 
полюс в точке Еа = Ек — г'Г/2  приводит к слагаемому в амплитуде, 
ведущему себя как ехр (~iERt -  Ft/2). Оно отвечает некоторому 
состоянию, вероятность которого уменьшается со временем по 
закону exp(-Ti). Мы заключаем отсюда, что долгоживущее состоя
ние с энергией Ек и шириной Г соответствует слагаемому в амплитуде 
рассеяния, меняющемуся как
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т р«+ ~  (Еа ~ e r  + гГ/2)-1 +  const. (3.8.1)

Далее будет удобно использовать в качестве базиса обсуждавшиеся 
в предыдущем разделе ортонормированные дискретные многочастич
ные состояния ФрЕ№ здесь р и Е — полные импульс и энергия, N — 
индекс, принимающий только дискретные значения (хотя их может 
быть бесконечно много). В этом базисе 5-матрица может быть 
записана в следующем виде:

p̂'K'X'.pKN = б:’ (Р — р)б(Е — E)SN'N(\), Е), (3.8.2)

Мы считаем, что вблизи резонанса амплитуда в системе центра 
масс 5(0, Е) = .9(E) имеет вид

Л̂ГЛг(Е) — SN'N(0 , Е ) = y ’oN'N + g  _  + l;p / 2 > (3.8.3)

где Щ и Ш примерно постоянны, по крайней мере, в относительно 
узкой области энергий \Е -  ER\ < Г.

В таком базисе условие унитарности S—матрицы принимает 
вид обычного матричного уравнения

:У\ЕУ';/{Е): 1. (3.8.4)

Подстановка формулы (3.8.3) показывает, что нерезонансная фоновая 
5-матрица унитарна:

= 1, (3.8.5)

а матрица вычетов Ш удовлетворяет двум условиям:

y ja f -  = 0, (3.8.6)

- 1 Г . ^  + 1-  Г,//+-У() + улЬш = 0. (3.8.7)

Эти условия можно записать в более ясной форме, полагая

J  = -/Г .-/50. (3.8.8)
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В терминах 4 вышеприведенные условия унитарности имеют 
простой вид

/г  = 4, 41 = /. (3.8.9)

Любая такая эрмитова идемпотентная матрица называется 
проекционной матрицей. Эти матрицы всегда можно выразить в 
виде суммы диад из ортонормированных векторов и1

^N'N -  L  N N ’ Z j  n  n  ~  ° r s -
r

(Г)•

N
(3.8.10)

Тогда дискретная часть S—матрицы имеет вид

N"
V jv "  г E - E R +iT/2 u (r)u(r Г, UN' U N"

Можно считать, что каждое слагаемое в сумме по г возникло от 
отдельного резонансного состояния, причем все эти состояния имеют 
одни и те же значения Ек и Г.

Какое отношение эти выражения имеют к вероятностям и сече
ниям?

Для простоты не будем сначала учитывать нерезонансное фоно
вое рассеяние, положив равным bN'N. К общему случаю мы 
вернемся чуть позже. Тогда для описанных в предыдущем разделе 
двухчастичных дискретных состояний в системе центра масс 
формула (3.8.11) принимает вид

j ’o'l's'n '.jolsn  (Е )  п 'п

- г ______ - ______V  и{: ], , , ,и{гТ (3.8.12)^ j  a  I s n  p i r n 'E — Er + i }

Во всех случаях метка г включает индекс о к, задающий z— 
компоненту полного углового момента резонансного состояния; для 
состояния с полным моментом jR величина о к принимает 2jR +  1 
значение. Если нет других вырождений, индекс г сводится к значению 
c R, и
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u jalsn ~  ^ jR, f i o R,o u lsn ’ (3.8.13)

где uisn — набор комплексных амплитуд (по теореме Вигнера—Эккарта 
не зависящих от о). Представление (3.8.12) задает амплитуду б7, 
определенную формулой (3.7.7):

р
— ^rfis's^n'n _  J?̂  j_ j P/2 ^  Ul's'n'̂ ‘lsn • (3.8.14)

Формула (3.8.10) теперь принимает вид

L I 1̂\иЬп | +•••=!, (3.8.15)
lsn

где точки означают положительный вклад любых состояний, 
содержащих три и более частиц. Как мы увидим, величины \щт\2 
имеют смысл относительных вероятностей распада резонансного 
состояния в различные возможные двухчастичные состояния.

Теперь формула (3.7.12) дает полное сечение всех реакций в 
канале те:

. n tc(2jr  +1) ГГп
Jtotai(n’ _  k2{2sl + 1 ) ( 2 s 2 + 1 )  ( E - E r )2 + Г 2/ 4 ’ (3-8-16)

где

Гп = • (3.8.17)
Is

Это одна из форм записи знаменитой формулы Брейта—Вигнера для 
одного уровня .

Те же результаты можно использовать и для вычисления 
сечения резонансного рассеяния из начального двухчастичного канала 
те в конечной двухчастичный канал п'. Подстановка формулы (3.8.14) 
в (3.7.10) дает:

а(те —> п ; Е) = %̂ R +1'--------------- ГпГ« . (|_8 18)
к (2sl + 1)(2s2 + 1) (Е -  Er ) + Г /4

Отсюда видно, что вероятности распада резонансного состояния 
в любой из конечных двухчастичных каналов те' пропорциональны
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Тп'. Согласно (3.8.15) сумма всех Гп (включая вклады от конечных 
состояний, содержащих три и более частицы) просто равна полной 
вероятности распада Г, поэтому можно заключить, что Гп есть веро
ятность распада резонансного состояния по каналу п.

Из формул (3.8.16) и (3.8.18) следует, что у соответствующих 
величин имеется характерный резонансный пик при значении энер
гии Ек с шириной (т. е. полной шириной пика на половине его высо
ты), равной вероятности распада Г. (Индивидуальные Гп часто на
зывают парциальными ширинами.) Так как Гп < Г, полное сечение 
в пике резонанса, грубо говоря, ограничено квадратом длины вол
ны (2%/к)2. Это правило, что в области отдельного резонансного пика 
сечение ограничено квадратом длины волны, универсально и при
менимо даже в классической физике (где роль условия унитарности 
выполняет закон сохранения энергии), например, при резонансном 
взаимодействии звуковых волн с пузырьками воды в море, или гра
витационных волн с гравитационной антенной. (В последнем случае 
относительный вклад колебаний в любой лабораторной массе, при
водящих к потере энергии за счет гравитационного излучения, очень 
мал, поэтому даже в резонансе сечение неизмеримо меньше квад
рата длины волны 28.)

Наконец, часто бывает, что резонанс регистрируется, но из
мерения энергии недостаточно точны, чтобы разрешить его шири
ну. В этом случае экспериментально измеряется интеграл от полно
го сечения по области в окрестности резонансного пика. Для полного 
сечения это равно

Таким образом, подобные эксперименты могут определить только 
парциальную ширину распада резонансного состояния в состояние 
начальных частиц, но не полную ширину или относительные веро
ятности распадов.

Изложенный формализм можно применить и тогда, когда ре
зонансные состояния с данным значением 2-компоненты спина обра
зуют мультиплет, связанный с какой-то группой симметрии. На
пример, если имеет место изоспиновая симметрия, то для резонан
са с полным изоспином Тк индекс г, нумерующий резонансные со
стояния, включает не только 2—компоненту <5К углового момен
та, но и третью проекцию изоспина tR, принимающую значения

(3.8.19)
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-Т к, —TR + 1, Тк. В этом случае предыдущие результаты для 
полного и парциальных сечений не изменяются, так как каждый 
двухчастичный канал п имеет определенные значения tb t2 z—ком
понент изоспина двух частиц и поэтому резонансное состояние, воз
никающее в этом канале, может иметь единственное значение tR = 
t1 + t2. Парциальные ширины Гп зависят от значений tx и t2 только 
через множители Сг т (Т1{

Наличие резонанса проявляется в характерном поведении фа
зовых сдвигов вблизи резонанса. Если вернуться к общей формуле
(3.8.11) (продолжая считать = 1), то из (3.8.10) видно, что для 
каждого отдельного резонансного состояния г существует собствен
ный вектор матрицы с собственным значением

ехр(2г6(г)(Е)) = 1 - г Е — Eft + г Г/2 ,

или иначе

tg5(r)(E) = ~ Y Z Y ^ -  (3.8.20)

Видно, что в интервале энергий порядка Г вокруг резонансного значе
ния «собственная фаза» 6(Т\Е) скачком меняется от значения vn (v — 
положительное или отрицательное целое число) ниже резонанса до 
значения (V + 1)л выше резонанса. Однако чтобы с помощью этого 
результата что-то узнать о вероятностях реакций, нужно знать соб
ственные векторы которые, в общем случае, имеют компо
ненты с произвольным числом частиц с разными импуль-сами, спи
нами и другими характеристиками.

Полученные результаты оказываются значительно более полез
ными в тех частных случаях, когда частицам в некотором канале N 
запрещен (обычно законами сохранения) переход в любой другой 
канал. Отсюда нетрудно включить в общую формулу (3.8.11) эффекты 
нерезонансного фона, связанные с матрицей рассеяния .'/0. Чтобы 
&n'n обращались в нуль при некотором N и всех N ' Ф N, необходимо, 
чтобы это же было верно для .‘/qjv'jv > а также для и^! при всех г,

,(г) ’
l N

для такого N
для которых Ф 0- Из условия унитарности (3.8.5) следует, что

■S’oN'N ~  e x P(2^S0jv )5 W'W
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а из уравнения (3.8.10) вытекает, что

г , М *  ( S )  _  с  
и \  < <• /V — и г

так что в (3.8.11) может быть только одно значение г, при котором 
Ф 0. В этом случае из (3.8.11) находим:

'̂ N'N (Е) — 8N N 1 - гГ
Е — Е R + 2*Г/2 exp(2z80JV) е  ехр(2г8«(Е)).

с полным фазовым сдвигом

Г/2
=  8 on  - a r c t g (3.8.21)

Видно, что в интервале энергий порядка Г вокруг значения 
резонансной энергии Ек фазовый сдвиг 6Л,(Е) совершает скачок от 
значения 80N ниже резонанса до значения 50JV + % выше него. Как мы 
видели в предыдущем разделе, указанные предположения выполня
ются для различных двухчастичных реакций типа пион-пионного или 
пион-нуклонного рассеяния при энергиях ниже порога рождения до
полнительных пионов. В этих случаях индекс N включает полный 
и орбитальный угловые моменты j, I (для пион-пионного рассеяния 
j  = I), 2-ком поненту полного углового момента а, а такж е 
полный изоспин Т и его третью проекцию t. В силу теоремы Вигнера— 
Эккарта фазовые сдвиги могут зависеть только от j, I и Т, но не от а 
или t. В указанных каналах имеются знаменитые резонансы: в пион- 
пионном рассеянии при энергии 770 МэВ имеется резонанс, называ
емый р, с j = I = 1, Т = 1 и Г = 150 МэВ ; в пион-нуклонном рассея
нии при энергии 1232 МэВ имеется резонанс, называемый Д, с j  = |,
I = 1, Т = | и шириной Г = 110-120 МэВ.

Из формул (3.7.12) или (3.7.18) следует, что когда резонансный 
фазовый сдвиг проходит через значение ж/2 (или нечетное кратное 
7С/2), полное сечение достигает максимума. Нерезонансные фазовые 
сдвиги обычно довольно малы, так что при энергии, близкой к ER, 
когда фазовый сдвиг 8г проходит через л /2, сечение (5total имеет 
острый максимум. Однако иногда случается, что нерезонансный 
фоновый фазовый сдвиг 80]У близок к л /2, и в этом случае, когда
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фазовый сдвиг проходит через значение % в окрестности ER, в 
сечении появляется узкий провал, обязанный деструктивной 
интерференции между резонансной и нерезонансной амплитудами. 
Подобные провалы впервые наблюдали в 1922 году Рамзауер и 
Таунсенд при изучении рассеяния электронов на атомах благородных 
газов.

Задачи

1. Рассмотрим теорию с сепарабельным взаимодействием, для 
которого

(Фр,УФге) = дириа,

где д -  действительная константа связи, а иа — набор комплекс
ных величин, удовлетворяющих условию

E K I 2 = i-
а

С помощью уравнения Липпмана—Швингера (3.1.16) найди
те явные решения для ин- и аут-состояний и постройте 
^-матрицу.

2. Предположим, что в реакции е+е~—рассеяния при полной энер 
гии 150 ГэВ обнаружен резонанс со спином 1, причем сечение 
(в системе центра масс, усредненное по начальным и просум
мированное по конечным спинам) упругого е+е~—рассеяния в пике 
резонанса равно 10-34 см2. Чему равна относительная вероятность 
распада резонансного состояния R по каналу R —» е+ + е“? Чему 
равно полное сечение е+е_-рассеяния в пике резонанса? (При 
ответе на оба вопроса не учитывайте нерезонансного фонового 
рассеяния.)

3. Выразите дифференциальное сечение двухчастичного рассея
ния в лабораторной системе (где одна из начальных частиц 
покоится) через кинематические переменные и матричный 
элемент Мра. (Получите формулу непосредственно, не используя 
результаты, полученные в этой главе для дифференциального 
сечения в системе центра масс.)
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4. Выведите разложение по теории возмущений (3.5.8) непосред
ственно из формулы (3.5.3) старой теории возмущений.

5. Можно определить состояния «стоячих волн» с помощью 
модифицированной версии уравнения Липпмана—Швингера

= Ф„ + -  — Т - W ° .Ос Ос тр ГГ Ос
а И0

Покажите, что матрица

Кра= л 5 (Е р -£ а)(Фр,УФ«)

эрмитова. Покажите, как можно выразить 5-матрицу через К - 
матрицу.

6. Выразите дифференциальные сечения упругого %+р- и %~р- 
рассеяния через фазовые сдвиги состояний с определенными 
значениями полного углового момента, четности и изоспина.

7. Покажите, что состояния Ф^р^п, определенные формулой (3.7.5), 
правильно нормированы, так что их скалярные произве-дения 
даются формулой (3.7.6).
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Принцип кластерного разложения

До этого момента мы почти что не говорили о детальной 
структуре оператора Гамильтона Я. Этот оператор можно опреде
лить, задав все его матричные элементы между состояниями с 
произвольным числом частиц. Эквивалентно, как будет показано 
ниже, любой такой оператор можно выразить как функцию опре
деленных операторов, уничтожающих и рождающих отдельные 
частицы. В гл. 1 мы видели, что такие операторы рождения 
и уничтожения впервые появились на ранней стадии развития 
квантовой механики в схеме канонического квантования электро
магнитного поля и других полей. Возник естественный формализм 
для теорий, в которых могут рождаться и уничтожаться как фото
ны, так и массивные частицы, первой из которых в начале 1930-х 
годов стала теория (3-распада Ферми.

Однако есть и более глубокая причина построения гамильто
ниана из операторов рождения и уничтожения, выходящая за 
рамки нужд квантования любой существовавшей до этого теории 
поля типа электродинамики и не имеющая отношения к тому, могут 
ли частицы реально рождаться и уничтожаться. Существенным 
преимуществом этого формализма является то, что если мы запи
шем гамильтониан как сумму произведений операторов рождения 
и уничтожения с подходящими несингулярными коэффициентами, 
то 5-матрица будет автоматически удовлетворять ключевому фи
зическому требованию, а именно, принципу кластерного разложе
ния ', сводящемуся к тому, что результаты удаленных друг от 
друга экспериментов не коррелируют. Именно по этой причине 
формализм операторов рождения и уничтожения широко исполь
зуется в нерелятивистской квантовой статистической механике,
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где в типичной ситуации число частиц фиксировано. В релятивист
ских квантовых теориях принцип кластерного разложения играет 
решающую роль в той системе рассуждений, которая делает тео
рию поля неизбежной. Было много попыток сформулировать реля
тивистски инвариантную теорию, не являющуюся локальной тео
рией поля. Действительно, можно построить теории, не являющие
ся теориями поля, и тем не менее приводящие к лоренц-инвари- 
антной 5-матрице для двухчастичного рассеяния2, но все эти 
попытки сталкиваются с трудностями в секторах с более чем двумя 
частицами: либо трехчастичная 5-матрица оказывается неинвари
антной по отношению к лоренцовским преобразованиям, либо на
рушается принцип кластерного разложения.

В этой главе мы обсудим сначала базис состояний, содержа
щих произвольной число бозонов и фермионов, затем определим 
операторы рождения и уничтожения, и наконец покажем, как 
использование этих операторов облегчает построение гамильтониа
нов, приводящих к 5-матрицам, удовлетворяющим принципу кла
стерного разложения.

4.1. Бозоны и фермионы

Гильбертово пространство физических состояний натянуто на 
состояния, содержащие 0, 1, 2, ... свободных частиц. Это могут быть 
состояния свободных частиц, либо ин- или аут-состояния. Для опре
деленности будем рассматривать ниже состояния свободных частиц 
ФГ /т я г /у  ̂ но все результаты будут применимы и для ин- или 
аут-состояний. Как обычно, индекс о  отмечает 2-компоненты спина 
(или спиральности для безмассовых частиц), а п отмечает сорт 
частиц.

Нам предстоит рассмотреть вопрос, который был опущен в 
гл. 3, а именно, установить свойства симметрии таких состояний. 
Насколько мы знаем, все частицы являются либо бозонами, либо 
фермионами. Разница между ними состоит в том, что при переста
новке двух тождественных бозонов вектор состояния не изменяет
ся, а при перестановке двух тождественных фермионов вектор 
состояния меняет знак. Именно,

ф , , = +ф  , , ('4 11)...р(Ш...р С 71... — ...р <7 71...pan...
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причем верхний или нижний знак отвечает, соответственно, бозону 
или фермиону, а многоточием отмечены другие частицы, которые 
могут присутствовать в данном состоянии. Эти два случая часто 
называются статистикой Бозе или Ферми. В следующей главе мы 
увидим, что статистики Бозе или Ферми — единственно возможные 
случаи для частиц целого или полуцелого спина, соответственно. 
Однако сейчас эта информация нам не понадобится. В данной главе 
мы дадим нестрогое доказательство того, что все частицы должны 
быть либо бозонами, либо фермионами, а затем установим условия 
нормировки многобозонных и многофермионных состояний.

Заметим, во-первых, что если две частицы со спинами и 
импульсами р, о  и р', & относятся к одному сорту п, то векторы 
состояний Ф...рстп...р/ст'п... и  ф ...р'0'«...рстп... представляют одно и то же 
физическое состояние. Если бы это было не так, то частицы можно 
было бы различить по тому, в каком порядке расставлены индексы 
в векторе состояний, т. е. первая из указанных частиц была бы не 
тождественна второй. Так как два вектора состояний физически 
неразличимы, они должны принадлежать одному лучу, так что

<̂ >...рстп...р'ст'п... — ^ п С̂) ...р'ст'п...рстп... (4.1.2)

где ап — комплексное число, по модулю равное единице. Можно 
считать эту формулу частью определения того, что мы подразуме
ваем под тождественными частицами.

Суть вопроса в том, чтобы решить, от чего может зависеть 
фазовый множитель ап. Если он зависит только от индекса сорта 
частиц, то мы почти у цели. Вновь меняя местами две частицы в
(4.1.2), получаем

Ф / / = ГК" Ф г ,
. . . р с т п . . . р  ст п... п . . .р С Т П ...р  СТ П . -

так что ап2 = 1, откуда и возникают только две возможности в (4.1.1).
От чего же еще может зависеть ап? Этот коэффициент мог бы 

зависеть от числа и сортов других частиц в состоянии (отмечено 
многоточием в (4.1.1) и (4.1.2)), однако это привело бы к нежелатель
ному результату, что симметрия векторов состояний относительно 
перестановки частиц здесь, на Земле, зависела бы от нали
чия частиц где-нибудь в другой части Вселенной. Подобное 
свойство исключается принципом кластерного разложения,
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который обсуждается ниже в этой главе. Фаза ап не может нетри
виальным образом зависеть от спинов тех двух частиц, которые 
переставляются местами, поскольку такие зависящие от спина 
фазовые множители должны реализовать представление группы 
вращений. Однако известно, что не существует нетривиальных 
одномерных представлений трехмерной группы вращений, т. е. 
представлений в виде фазовых множителей. Фаза ап могла бы 
существенным образом зависеть от импульсов обмениваемых час
тиц, однако из требования лоренц-инвариантности следует, что ап 
может зависеть только от скаляра Plцр2ц. Этот скаляр симметричен 
относительно перестановки частиц 1 и 2, поэтому такая зависи
мость оставляет в силе предыдущие рассуждения, приводящие к 
заключению, что ап2 = 1.

Логический пробел в приведенной выше аргументации состо
ит в том, что состояния Фр,Сг]п,р,ст.гп,...(хотя это и не отражено 
в обозначениях) могут содержать фазовый множитель, зависящий 
от пути в импульсном пространстве, по которому импульсы частиц 
получают значения р1( р2, и т. д. В этом случае двойной обмен 
местами пары частиц може изменить состояние на фазовый множи
тель, причем ап2Ф 1. Мы увидим в гл. 9.7, что в двумерном случае 
такая возможность реальна, но это невозможно в случае трех 
и более пространственных измерений.

Как обстоит дело с перестановкой частиц разных сортов? 
Если угодно, можно снять проблему, просто согласившись с самого 
начала помечать вектор состояния, перечисляя сначала все им
пульсы и спиральности фотонов, затем все имульсы и проекции 
спина на ось z электронов, и так далее по всей таблице элементар
ных частиц. Альтернативно, можно принять, что метки частиц 
расположены в любом порядке, и определить векторы состояний с 
произвольно расположенными метками частиц равными вектору 
состояния со стандартным образом расположенными метками, ум
ноженному на фазовые множители, зависимость которых от пере
становки частиц разных сортов может быть любой.

Чтобы иметь дело с симметриями типа изоспиновой инвари
антности, которые связывают частицы разных сортов, удобно при
нять соглашение, обобщающее (4.1.1):

вектор состояния будет считаться симметричным по отноше
нию к перестановке бозонов или любого бозона с любым фермионом, 
и антисимметричнъш при перестановке двух фермионов во всех
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случаях, независимо от того, принадлежат ли частицы одному 
сорту или нет *.

Нормировка этих состояний должна быть определена в согла
сии с указанными условиями симметрии. Чтобы сделать запись 
более компактной, будем использовать метку q для обозначения 
всех квантовых чисел отдельной частицы: ее импульса р, 2—компо
ненты спина (или сгшральности в случае безмассовых частиц) а и 
сорта те. Таким образом, N—частичное состояние будет обозначать
ся <&q1...qN (вакуумному состоянию Ф0 отвечает N = 0). Для случаев N 
= 0 и N = 1 вопрос о симметрии не возникает, поэтому

(Ф0,Ф0) = 1, (4.1.3) 

(ф „-,ф „) Щ '  q), (4.1.4)

где б{q' -  q) есть произведение всех дельта-функций и кронекеров
ских дельта—символов для квантовых чисел частиц:

5( q ' - q )  Ш 53( р '- р ) 8 ст,ст5п,п . (4.1.5)

С другой стороны, ДЛЯ N =  2 СОСТОЯНИЯ Ф (̂ ,д ' и Фд> q' физически 
одинаковы, поэтому здесь следует положить

(Ф&<Й ’ фЯиЯ-2) = S(qi “  9 i)% 2  ~ ъ ) ± % 2  -  ЧхШя'х -  % )? (4.1.6)

причем знак «минус» берется в случае, если обе частицы — фер- 
мионы, а знак «плюс» — во всех остальных случаях. Очевидно, что

* На самом деле, по тем же соображениям чисто условной является сим
метрия или антисимметрия вектора состояния при перестановке частиц од
ного сорта, но разных спиральностей или третьих проекций спина. Действи
тельно, мы с самого начала можем договориться перечислять первыми им
пульсы всех фотонов со спиральностью + 1, затем импульсы всех фотонов со 
спиральностью - 1, затем импульсы всех электронов с проекцией спина на 
ось z, равной +2, и т. д. Мы принимаем соглашение, что вектор состояния 
симметричен или антисимметричен при перестановке тождественных бозо
нов или фермионов разных спиральностей или z-компонент спина с целью 
облегчить использование инвариантности относительно вращений.
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это совместимо с установленными выше свойствами симметрии 
состояний. В более общей форме

( Ф ад| тЩ,1Ф Я № т Ч ы )=  8 № м £ 8 . у П 8 ^ г  (4 .1 .7 )

Сумма здесь берется по всем перестановкам ./целых чисел 1, 2, ..., N. 
(Например, в первом слагаемом в (4.1.6) перестановка ./' совпадает с 
тождественным преобразованием, # 1  = 1, # 2  = 2, а во втором слагае
мом / ’ 1 = 2, / ’2 = 1.) Кроме того, 8у — знаковый множитель, равный 
—1, если '/включает нечетную перестановку фермионов (т. е. нечетное 
число перестановок пар фермионов), и +1 во всех остальных случаях. 
Легко видеть, что (4.1.7) обладает желаемыми свойствами симметрии 
или антисимметрии по отношению к перестановке как так и q'j.

4.2, Операторы рождения и уничтожения

Операторы рождения и уничтожения можно определить по их 
действию на нормированные многочастичные состояния, обсуждав
шиеся в предыдущем разделе. Оператор рождения a'(q) (или под
робнее a f(p,G,n)) определяется как оператор, который просто добав
ляет частицу с квантовыми числами q спереди в списке всех частиц 
в данном состоянии:

а (<3)фд1д2...дд, = Фдд1д2...qN ■ (4.2.1)

В частности, iV—частичное состояние можно получить, действуя на 
вакуум N операторами рождения:

af (ql)af (q2)...a f ( q ^ 0 ■■ ФЧ1<12...СЫ- (4.2.2)

Этот оператор обозначают a^q) чисто условно; сопряженный ему 
оператор, который обозначается a(q), можно вычислить, исходя 
из (4.1.7).

Как мы сейчас покажем, a(q) удаляет частицу из любого 
состояния, на которое он действует, так что поэтому его называ
ют оператором уничтожения. В частности, если частицы qqi-qN 
являются все либо бозонами, либо фермионами, то
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N

а(Ч)Фд1д2...(здг _  5 ^ ( -)  b ( q - q r )<&q1,„qr_iqr+l,„qN, (4.2.3)
Г=1

где знаки +1  или —1 берутся, соответственно, для бозонов или 
фермионов.

(Вот доказательство. Мы намерены вычислить скалярное про
изведение а(0')ф Ч!д2...дЛ. с произвольным состоянием ф д' Исполь
зуя (4.2.1), находим:

(ф( , ’ а^ ф<ь-%) = (а > фс/!-()л ) _  (ф <г<31-<3м ’ </!•••</.% )'

Теперь воспользуемся формулой (4.1.7). Сумма по перестановкам f  
чисел 1, 2, ..., N может быть записана как сумма по целому числу г, 

которое переставляется на первое место, т. е. .ifr = 1, и по отображе
ниям 9?  остальных целых чисел 1, ..., г —1, г + 1, ..., N в 1,..., N ~  1. 
Далее, знаковый множитель равен

5 ^ = ( ± Г % ,

где верхний и нижний знаки относятся соответственно к бозонам и 
фермионам. Отсюда, второй раз используя (4.1.7), получаем:

N М

(Ф<ц’...<* . а(9)фд1...д„ ) = 5№,М+1 £  Е  (±)Г_18^ 5(  ̂“  ) Ц  5(Qi “  }
г=1 г=1

N

=  Ч м +1 Е (±)r_16(g -  qr )(Фд; ,Ф(, . , , г )•
Г=1

Таким образом, обе части (4.2.3) имеют одинаковый матричный 
элемент с любым состоянием, и поэтому равны друг другу, что и 
требовалось доказать.)

Как частный случай (4.2.3), отметим, что и для бозонов, и 
для фермионов оператор a(q), действуя на вакуум, дает нуль:

a(q) Ф0 = 0. (4.2.4)
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Так определенные операторы рождения и уничтожения удов
летворяют важным соотношениям коммутации или антикоммута
ции. Применяя оператор a(q') к состоянию (4.2.1) и используя (4.2.3), 
получаем:

a (q V r(q)<\...qw = 8(q' -  q)^qv..qN
N

+ £  (±)r+28(q' -  qr)^ qqi...qr_iqr+1...qN ■
T = 1

(Знак во втором слагаемом равен (±)r+2, так как qr находится на 
(г+1)-м месте в Ф<№ .) С другой стороны, применяя оператор a*(q) 
к (4.2.3), находим:

N

a H q M q ' ) = £ ( ± ) т+18(д' -  Яг)Фш ...Яг_ЛгЛ̂
Г = 1

Вычитая или складывая, получаем

|a(c/V '((/) + a 1 (q)a(q') Ф(). = 8(q' -  <2)Ф(/. .

Но это верно для всех состояний (и, как нетрудно показать, верно 
также для состояний, содержащих и бозоны, и фермионы). Поэто
му отсюда вытекает операторное соотношение

a(q')a (q) + a" (q)a(q') = S(q' -  q). (4-2.5)

Кроме того, из (4.2.2) немедленно следует, что

a* (q')a~ (q) + at (q)at (q') = 0, (4.2.6)

а также
a(q')a(q) + a(q)a(q') = 0. (4.2.7)

Как всегда, верхний и нижний знаки относятся к бозонам и фер- 
мионам, соответственно. Согласно обсуждавшимся в предыдущем 
разделе условиям, операторы рождения и/или уничтожения для

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



4. 2. Операторы рождения и уничтожения 233

частиц двух разных сортов коммутируют, если частицы — бозоны, 
и антикоммутируют, если обе частицы — ферм попы.

Приведенные рассуждения можно воспроизвести в обратном 
порядке (и в большинстве учебников именно так и делается). Иными 
словами, можно было бы начать с коммутационных или антикомму- 
тационных соотношений (4.2.5)—(4.2.7), выведенных путем канониче
ского квантования некоторой полевой теории. Затем следовало бы с 
помощью (4.2.2) определить многочастичные состояния и из соотно
шений коммутации или антикоммутации вычислить их скалярные 
произведения (4.1.7). В сущности, как обсуждалось в гл. 1, такой 
подход был бы значительно ближе к тому, по которому историче
ски развивался этот формализм. Мы следуем не по историческому 
пути, так как хотим быть свободными от любой зависимости от 
существовавших до этого теорий поля и стремимся понять, почему 
эти теории такие, какие они есть.

Докажем теперь фундаментальную теорему, сформулирован
ную в начале этой главы: любой оператор Ф можно представить как 
сумму произведений операторов рождения и уничтожения:

Иными словами, мы хотим показать, что можно выбрать коэффи
циенты CNM так, чтобы матричные элементы этого выражения 
приняли бы любое желаемое значение. Докажем это по индукции. 
Во-первых, тривиально доказывается, что при должном выборе С00 
можно придать матричному элементу (Ф0/  Ф0) любое значение, 
независимо от значений CNM при N > 0 и/или М > 0. Для этого 
нужно только воспользоваться формулой (4.2.4) и убедиться, что 
среднее по вакууму от (4.2.8) равно

Предположим теперь, что это же верно для всех матричных эле
ментов О между N—частичными и М—частичными состояниями с 
N < L, М < К или N < L, М < К. Иначе говоря, эти матричные

n = o m = o (4.2.8)
xa'(qi)---a'(q'N)a{qM)...a(q1)CNM(q'1...q'Nq1...qM).

(Ф01# Ф()) -  с 00.
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элементы получают определенные желаемые значения путем под
ходящего выбора соответствующих коэффициентов CNM. Чтобы по
казать, что это же верно для матричных элементов б между 
любыми L—частичными и К—частичными состояниями, используем
(4.2.8) для вычисления матричного элемента

K ;...q£ >0 фд1...Чк) = L ! К ! с ьк(ч{■ ■ ■ Ч1Я  1 • • • Чк)

+ слагаемые, содержащие CNM с N < L,M  < К, либо N < L,M  < К.

Какие бы значения не имели коэффициенты CNM с N < L, М < К или 
N < L, М < К, ясно, что при определенном выборе CLK этот 
матричный элемент может принять любое значение.

Конечно, оператор не обязательно должен иметь вид (4.2.8), 
где все операторы рождения стоят слева от операторов уничтоже
ния. (Часто говорят, что в этом случае операторы записаны в 
нормальном порядке.) Однако, если в формуле для разложения 
какого-то оператора по операторам рождения и уничтожения они 
записаны в каком-то ином порядке, можно всегда с помощью 
многократного использования соотношений коммутации или анти
коммутации перетащить операторы рождения налево от операто
ров уничтожения, приобретая за счет этого новые слагаемые от 
дельта-функции в (4.2.5).

Рассмотрим, например, аддитивный оператор Ф любого типа 
(импульс, заряд и т. п.), для которого

=ШЧг )+ -+ f(4N))% v..qN- (4.2.9)

Такой оператор можно записать в виде (4.2.8), используя только 
одно слагаемое с N = М = 1:

F = J dqa\q)a(q)J\q). (4.2.10)

В частности, гамильтониан свободных частиц всегда имеет вид:

Н0 = jd q a f (q)a(q)E{q), (4.2.11)
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где E(q) — энергия отдельной частицы:

Е(р,с,п) = yfp2 + т 2п .

Нам потребуются свойства преобразования операторов рождения 
и уничтожения по отношению к различным симметриям. Во-пер
вых, рассмотрим неоднородные собственные ортохронные преобра
зования Лоренца. Напомним, что под действием лоренцовских пре
образований iV-частичные состояния преобразуются по закону:

U  ( А  0С)ф =  -i (A Pl) a - i (A P2)-a (A Pl)  (Л Рг )
О1- ’  ̂ P1fJ1%,P2CJ2rl2 .-  "•t|  _ 0 _ 0

£  (Щ Л, Pl ) ) D » l  (Щ Л, р2))... Ф

Р Г Р з .

PlACTln l.P2Aa 2n 2>'

Здесь рл — трехмерная часть Ар, D ^(f?) — то же самое унитар
ное представление со спином j  трехмерной группы вращений, 
которое использовалось в разделе 2.5, a W(A, р) — специальное 
вращение

W(A, р) = L_1(Ap)AL(p),

где L(p) — стандартный «буст», переводящий частицу массой m из 
системы, где она покоится, в систему, где она имеет 4-импульс р,и. 
(Конечно, m и j зависят от индекса сорта частиц п. Все это относится 
к случаю т Ф 0; безмассовые частицы мы обсудим в следующей 
главе.) Эти состояния можно записать, как в (4.2.2), в виде

фр1а1п1,ргщщ,... = а|(р1а 1п1)ат(р2а 2п2)...Ф0,

где Ф0 — лоренц—инвариантное вакуумное состояние,

170(Л,а)Ф0 = Ф 0.

Для того, чтобы состояние (4.2.2) преобразовывалось должным об
разом, необходимо и достаточно, чтобы оператор рождения преоб
разовывался по правилу:
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Uо (Л, а)ат(роп)[/01(А, а) = е г(Лр)'а-у/(Ар)°/р°

x £ D ^ (W (A ,p ))a +(pAan). (4.2.12)
а

Аналогично можно установить, что под действием операторов С, Р 
и Т, реализующих преобразования зарядового сопряжения, про
странственной инверсии и обращения времени на состояниях сво
бодных частиц *, операторы рождения преобразуются по законам:

Ca1 (pan)C-1 = Е,паТ(ропс), (4.2.13)

Paf (pcm)P_1 = r|naf (-pan), (4.2.14)

Та"(ршг)Т 1 = ^п( - 1)3_СГат(-р  -on ), (4.2.15)

Как отмечалось в предыдущем разделе, хотя мы и рассматривали 
операторы, рождающие и уничтожающие частицы в свободном 
состоянии, весь формализм может быть применен к ин- и аут- 
состояниям. В этом случае можно ввести операторы ain и aout, 
действие которых на такие состояния определяется совершенно 
аналогично. Эти операторы подчиняются закону лоренцовских пре
образований вида (4.2.12), но с заменой оператора преобразования 
Ug(A,a) свободных частиц на истинный оператор лоренцовского 
преобразования С/(Л,а).

4.3. Кластерное разложение и связные ампдитуды

Одним из самых фундаментальных принципов физики 
(а, может быть, и всей науки) является утверждение, что результа

* Мы опустили индекс 0 у этих операторов, так как практически во всех 
случаях, когда С, Р и/или Т сохраняются, операторы, реализующие эти преоб
разования на «ин» или «аут» состояниях, совпадают с операторами, определен
ными аналогично на состояниях свободных частиц. Для непрерывных преобразо
ваний Лоренца это не так, и следует различать операторы U(A,a) и 170(Л,о).
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ты экспериментов, выполненных на достаточном удалении друг от 
друга, являются независимыми. Вероятности различных соударе
ний, измеренные в Лаборатории им. Э. Ферми, не должны зависеть 
от того, какие эксперименты в это время проводятся в ЦЕРНе. Если 
этот принцип неверен, мы никогда не смогли бы предсказать резуль
таты какого-либо эксперимента, не зная все про всю Вселенную.

В теории «S'-матрицы принцип кластерного разложения утвер
ждает, что если многочастичные процессы oq —» (3l5 а2 —> Р2, ..., 
а , —> Р изучаются в . С удаленных друг от друга лабораториях, то 
элемент .S'-матрицы для всего процесса факторизуется. Иначе говоря *,

если для всех i Ф j  все частицы в состояниях щ  и Р?: находятся на 
большом пространственном удалении от всех частиц в состояниях
а, и |1Г Такая факторизация элементов 5-матрицы обеспечит фак
торизацию соответствующих вероятностей переходов, отвечающих 
нескоррелированным экспериментальным результатам.

Существует комбинаторный трюк, позволяющий более на
глядно записать формулу (4.3.1).

Определим связную часть 5-матрицы 5ра формулой:

Здесь сумма берется по всем различным способам разбиения 
частиц в состоянии а на кластеры а 1( Щ, ..., и частиц в состоянии (3 
на кластеры Pi, Р2, •••> причем не считаются различными разбие
ния, отличающиеся только порядком частиц внутри данного кла
стера или перестановкой самих кластеров. Знак + или — соответст
вует тому, совершается ли при перегруппировках а Ф ОЦССо... и (3 Ф 
PiP,... четное или нечетное число перестановок фермионов. Термин 
связная часть соответствует обсуждаемой в следующем разделе 
интерпретации на языке фейнмановских диаграмм, представляющих

* Мы возвращаемся здесь к обозначениям гл. 3. Греческие буквы а и Р 
отвечают множеству частиц с указанием значений импульса, спина и сорта 
каждой частицы. Кроме того, сумма а: + а2 + ... +- а обозначает состояние, 
образованное комбинацией всех частиц в состояниях а1; а ,, ..., а , (аналогично

(4.3.1)

(4.3.2)
PART

Pi + Р2 + -  + P. ,)•
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разные вклады в ряд теории возмущений *.
Данное определение является рекуррентным. Для каждого а 

и (3 сумма в правой части (4.3.2) содержит слагаемое 6"рга и сумму 
17 произведений двух и более элементов ^-м атрицы  с полным 
числом частиц в каждом состоянии (Х; и (3;, которое меньше числа 
частиц в состояниях а и (3:

‘%а=>%Са +
PART

Предположим, что элементы б10—матрицы в этой сумме уже 
выбраны так, что формула (4.3.2) удовлетворяется для состояний 
(3, а, содержащих вместе меньше, чем, скажем, N частиц. Тогда, 
независимо от того, какие значения элементов S—матрицы в сум
ме Y.' получены таким способом, всегда можно выбрать оставшее
ся слагаемое 6’ра так, чтобы формула (4.3.2) выполнялась для 
состояний а, (3, содержащих всего N частиц **. Таким образом,

* Эго разложение было использовано Урсаллом, Майером и др. в классической 
сгатистической механике, и Ли, Янгом и др.3 в квантовой статистической механике. 
Кроме того, Голдстоун 4 и Гугенгольц 5 применяли его для вычисления энергий 
многочаегичных основных состояний Во всех этих приложениях целью выделения 
связных частей функций Грина, функций распределения, резольвент и т. п является 
желание иметь дело с объектами, простым образом зависящими от объема. Эта цель 
совпадает и с нашей, поскольку ниже будет показано, чго ключевым свойством 
связных частей ^-матрицы является то, что они пропорциональны единственной 
дельта-функции сохранения импульса, а в ящике дельта-функция превращается в 
кронекеровский дельта-символ, умноженный на объем Формально кластерное раз
ложение похоже на то, которое используется в теории шума 6 для разложения кор
реляционной функции нескольких случайных переменных на «кумулянты». Если слу
чайная переменная получает вклады от большого числа N  независимых флуктуаций, 
то каждый кумулянг пропорционален N.

** Следуег отметить техническую деталь. Рассуждение верно только в том слу
чае, когда мы пренебрегаем возможностью, чго для одного или более связных 
элементов ^-матрицы в (4.3.2) состояния щ и ^  оба вообще не содержат частиц 
Поэтому мы должны определить связный элемент между состояниями вакуума 
S qq равным нулю. Мы не используем формулу (4.3.2) для матричного элемента 
S—матрицы между состояниями вакуума S0 0, который в отсутствие меняющихся 
во времени внешних полей просто определяется равным единице, £00 = L Мы 
расскажем несколько больше об амплитудах перехода вакуум—вакуум во внешних 
П О .Л Я Х  в т. П.
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формула (4.3.2) не содержит никакой информации. Это есть просто 
определение 5 е.

Если каждое из состояний а  и (3 является одночастичным с 
квантовыми числами q и q', соответственно, то единственным ос
тающимся в правой части (4.3.2) слагаемым будет 5ра , так что для 
одночастичных состояний

S q'q =  S q’q =  5 (Я ' ~  Ч) ’ (4 '3 ‘3)

(Если не считать возможных вырождений, пропорциональность 
Sg'g дельта-функции 5(g -  q') следует из законов сохранения. 
Отсутствие в (4.3.3) какого-то коэффициента пропорциональности 
связано с подходящим выбором относительной фазы «ин» и «аут» 
состояний.) Мы предполагаем здесь, что одночастичные состояния 
стабильны, так что переходы между этими состояниями и любы
ми другими, например, вакуумным, отсутствуют.

Для переходов между двухчастичными состояниями формула
(4.3.2) принимает вид

Sm ,qA = Sq[q'2,qiq2 + ~ 4 i W 2 ~ f s ) ± б(^  “  ~ Qi)-(4.3.4)

(Здесь использована формула (4.3.3)). Знак «минус» берется 
в случае, если обе частицы — фермионы, во всех остальных 
случаях берется знак «плюс». Обратим внимание, что слагаемые с 
двумя дельта-функциями просто добавляются к норме (4.1.6), так 
что 5ра в этом случае равна (S -  1 )р(Х.

Общий случай более сложен.
Для переходов между трехчастичными состояниями формула

(4.3.2) имеет вид:

с  _ с - С
Я1Я2Ъ Л Ч 2Яз Ч 1Я2Я3Л Я 2Я3

+5(q[ -  ± перестановки (4.3.5)

6(Qi -  Qi)S(Q2 -  92)% з  -Я:\)±  перестановки,

В случае же четырехчастичных состояний
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S , , , , = S'c ,
41424344,414г4з44 Я1Я2Я3Ч4 ,414г4з44 

+ ^ 42,4.42̂ 4;,4344 1  перестановки 

+ S (g i-Q il^ g jfl; f,248q* 1  перестановки
(4.3.6)

, , + тт̂ прр'гя т-тгтт̂ т/г
<?3<?4,<?3<?4

5(<3i -  Qi)8 ( < ? 2  -  Q2)5(<33 -  дз)б (<34 -  у.|) ± перестановки.

-  Qi)S(Q2 -  « 2) ^ ;  о,о, ± перестановки

(Учитывая все перестановки, всего получаем 1 + 9 + 6 = 16 слагае
мых в (4.3.5) и 1 + 18 + 16 +72 + 24 = 131 слагаемое в (4.3.6). Если 
отказаться от предположения о стабильности одночастичных состоя
ний, число слагаемых станет еще больше.) Как объяснено выше, 
определение является рекуррентным: мы используем (4.3.4), опре- 
Д6Л ЯЯ для двухчастичных состояний, затем используем это
определение в (4.3.5), где определяются £ра для трехчастичных 
состояний, наконец, используем оба эти определения в (4.3.6), где 
определяются в случае четырехчастичных состояний, и т. д.

Суть такого определения связной части 6"-матрицы заключается 
в том, что принцип кластерного разложения эквивалентен требова
нию обращения в нуль £ра, если одна или более частиц в состояниях 
Р и/или а находятся на большом расстоянии от других частиц *,

Чтобы увидеть это, предположим, что частицы в состояниях 
Р и а сгруппированы в кластеры Рь Р2, ... и а 1; а 2, ..., и что все 
частицы из набора Щ + Р, находятся на большом расстоянии от всех 
частиц из набора а ; + Р? для всех j Ф i. Тогда, если Sjfa’ обращается 
в нуль, когда любые частицы в р' и а' далеки друг от друга, этот 
матричный элемент обращается в нуль, если любые частицы в 
указанных состояниях принадлежат разным кластерам, так что из 
определения (4.3.2) следует

( " ^Р21«21 *̂ р22« 2 2 (4.3.7)

* Чтобы придать смысл словам «на большом расстоянии», следует осуще
ствить фурье—преобразование Sc, так что каждая метка р трехмерного им
пульса заменяется трехмерным вектором координаты х.
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где Yfl — сумма по всем разным способам разбиения кластеров Р, и 
а ? на субкластеры Р;(,, |Зз2, ... и Од, а ;2, ... Возвращаясь назад к (4.3.2), 
видим, что это и есть желаемое свойство факторизации (4.3.1).

Например, предположим, что в четырехчастичной реакции 
вида 1234 Ф 1'2'3'4' частицы 1, 2, 1' и 2' находятся очень далеко от 
частиц 3, 4, 3' и 4'. Тогда, если обращается в нуль, когда
любые частицы в (3 и/или а далеки от других частиц, единствен
ные остающиеся в (4.3.6) слагаемые (в еще более компактных 
обозначениях) имеют вид:

с  ч с С  оС
1 2 3 4 ,1234 ^  1 2 ,12 3 4 ,34

+ (3Г1б2/2 ± б1'282»1)5§4̂ 34

+  (8 3'38 4'4 -  8 3/48 4 ' 3 1’ 2',12

+ (Sj^Sg^ ± 81'282'1)(бз'з54 4̂ ± 83/464/3).

Сравнение с (4.3.4) показывает, что это и есть требуемое свойство 
факторизации (4.3.1):

‘-’"l'2'3'4',1234 * ^ Y 2 ’

Мы сформулировали принцип кластерного разложения в ко
ординатном пространстве как условие обращения в нуль 5ра , если 
любые частицы в состояниях (3 или а  находятся далеко от любых 
других частиц. Для дальнейшего удобно переформулировать это в 
импульсном пространстве. Пространственные матричные элементы 
определены как фурье-образы

55 J d3P ^ 3P 2 - d3Pld3P 2 - -^ . . . ,p lP2...
......................................  (4.3.8)

X е Щ - Щ е ?р2 х 2 . . .  g “ *Pl Х1 е ~ гР2 х 2 .

(Мы временно опустили спиновые индексы и метки сортов частиц, 
которые сопровождают пространственные или импульсные индек
сы.) Если величины I‘-<,'р;р.'; ....р |р,...1 ведут себя достаточно хорошо 
(точнее, если они интегрируемы по Лебегу), то согласно теореме 
Римана-Лебега 7 интеграл (4.3.8) должен обращаться в нуль, если
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любая комбинация пространственных координат стремится к беско
нечности.

На самом деле, это слишком сильное требование. Из трансля
ционной инвариантности следует, что связная часть 5-матрицы, 
как и сама 5-матрица, может зависеть только от разностей векто
ров координат и поэтому вообще не изменяется, если все x i и ж' 
изменяются совместно, так что их разность остается постоянной. 
Отсюда вытекает, что элементы 5 L в импульсном пространстве, 
как и аналогичные элементы 5, должны быть пропорциональны 
трехмерной дельта-функции, обеспечивающей сохранение импульса
(в результате чего Г^р;р'.„,р1р...I становится неинтегрируемой по
Лебегу), а также дельта-функции, отвечающей закону сохранения 
энергии. Таким образом, можно записать:

Казалось бы, нет никаких проблем: принцип кластерного 
разложения требует лишь, чтобы величина (4.3.8) обращалась в 
нуль, когда разности некоторых координат и/или х '  становятся 
большими. Однако если сама величина С в (4.3.9) содержит дополни
тельные дельта-функции от линейных комбинаций трехмерных 
импульсов, этот принцип не будет удовлетворяться.

Например, пусть в С имеется дельта-функция, требующая, 
чтобы сумма р 'j и -р , обращалась бы в нуль для некоторого подмно
жества частиц. Тогда выражение (4.3.8) не будет изменяться, если 
все х ' и щ для частиц в этом подмножестве будут изменяться с 
постоянной разностью и удаляться от всех других значений х '(. и хг, 
что противоречит принципу кластерного разложения. Грубо говоря, 
этот принцип утверждает, что в отличие от самой 5 -матрицы ее 
связная часть содержит только одну дельта-функцию закона 
сохранения импульса.

Чтобы сделать это утверждение более точным, можно ска
зать, что коэффициентная функция в (4.3.9) является гладкой 
функцией своих импульсных меток. Но насколько гладкой? Проще 
всего было бы потребовать, чтобы Cp'p:2...,pip была аналитической 
функцией всех импульсов при р х = р'2 = ... = Pi = р2 = ... = 0. Такое 
требование действительно гарантировало бы, что Ср:р;, .Р:Р, экспо-

еС
PlP2-,P lP2" = 53(р{ + Р 2+ ..-Р ! - Р 2 —••) 

х 5(Е[ + Е'2 +.. —Е г - Е 2~ . . . )С ; ; (4.3.9)
PlP2—>PlP2—

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



4.4. Структура взаимодействия 243

ненциально быстро убывает, если любые х  и х ' очень далеки от 
любых других х  и х'. Однако экспоненциальное убывание 5 е не 
является существенной частью принципа кластерного разложения, 
а требование аналитичности выполняется не во всех теориях. Осо
бенно это проявляется в теориях с безмассовыми частицами, где 

может иметь полюса при определенных значениях р и р'.
Например, как будет видно в гл. 10, если безмассовая части

ца может испускаться в переходе 1 - ) 3  и поглощаться в переходе
2 4, 5£ 12 будет содержать слагаемое, пропорциональное мно
жителю 1/(р1 -  р3)2. После преобразования Фурье такие полюсы 
породят в 5?v  слагаемые, убывающие лишь как отрицатель
ная степень разности координат1. Нет нужды формулировать прин
цип кластерного разложения столь жестко, чтобы исключить по
добное поведение. Таким образом, условие «гладкости» 5 е следует 
понимать так, что допускаются различные полюсы и разрезы при 
определенных значениях р и р', но не столь серьезные сингулярно
сти, как дельта-функции.

4.4. Структура взаимодействия

Зададимся вопросом, какого типа гамильтониан приводит 
к 5-матрице, удовлетворяющей принципу кластерного разложения. 
Именно здесь полностью раскрывает свои возможности формализм 
операторов рождения и уничтожения. Ответ может быть сформу
лирован в виде следующей теоремы.

5-матрица удовлетворяет принципу кластерного разложения, 
если (и насколько я знаю, только если) гамильтониан может быть 
записан в виде разложения (4.2.8):

оо оо

Н = 52 Ц  jdq'v ..dq'Ndqv ..dqM
n = o m = o (4 4 1 )

X о т (q{ )... a f (q'N)a{qM)... a(q1 )hNM {q{... q 'N, q1... qM),

где коэффициентные функции hNM содержат единственную дель
та-функцию закона сохранения трехмерного импульса (мы на ко
роткое время используем более развернутые обозначения):
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hNM( Vi Vl n v V NC N n N ’ V l V l n v V M V M n M)

= 53(p[+...+p'N - P j - . . . -Рм )

х hNM{p1c 1n1...pNa NnN,jt1a 1n1...pMa MnM),
(4.4.2)

причем hNM не содержит дельта-функций. Подчеркнем, что фор
мула (4.4.1) сама по себе бессодержательна — мы видели в разделе
4.2, что любой оператор можно представить в такой форме. Только 
когда формула (4.4.1) объединяется с требованием, что коэффици
ентные функции hNM содержат единственную дельта-функцию, 
выписанную в (4.4.2), можно гарантировать, что б'-матрица удовле
творяет принципу кластерного разложения.

Справедливость этой теоремы в рамках теории возмущений 
станет очевидной, когда мы в гл. 6 разовьем формализм фейнманов
ских диаграмм. Доверчивый читатель может предпочесть пропустить 
остаток данной главы и перейти к рассмотрению приложений этой 
теоремы в гл. 5. Однако доказательство содержит ряд поучительных 
моментов и поможет понять, в каком смысле теория поля, обсуждае
мая в следующей главе, является неизбежной.

Для доказательства теоремы используем теорию возмущений 
в форме, явно зависящей от времени. (Одним из преимуществ 
зависящей от времени теории возмущений является то, что намно
го яснее становится содержащаяся в формулировке принципа кла
стерного разложения комбинаторика; если Е — сумма энергий 
отдельных частиц, то e~i& есть произведение функций от отдель
ных энергий, в то время как для (Е -  Еа + г'е)-1 это неверно.) 
Формула (3.5.10) определяет матрицу в виде *

где функция Гамильтона разделяется на функцию Гамильтона 
свободных частиц Н0 и взаимодействие У, причем

* Мы принимаем соглашение, что для те = 0 хронологическое произведе
ние в (4.4.3) рассматривается как единичный оператор, так что слагаемое с те 
= 0 в сумме просто соответствует слагаемому 8(|3 — а) в 6Ч(.

"  п !
71 = 0

(4.4.3)
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V(t) = exp(iH0t)V exp(~iHQt). (4.4.4)

Состояния Фа и Фр можно представить, как и в (4.2.2), в виде 
произведения операторов рождения, действующих на вакуум Ф0, а 
оператор V{t) сам есть сумма произведений операторов рождения и 
уничтожения, так что каждое слагаемое в сумме (4.4.3) можно 
записать как сумму средних по вакууму от произведений операто
ров рождения и уничтожения. Используя соотношения коммутации 
или антикоммутации (4.2.5), можно переместить по очереди каж
дый оператор уничтожения направо, так, чтобы он оказался пра
вее всех операторов рождения. При каждой перестановке операто
ра уничтожения правее оператора рождения возникают два слагае
мых, что видно, если записать (4.2.5) как

a(q')cil (q) = ±a1 (q)a(q') + 8{q' -  q ) .

Перемещение других операторов рождения правее оператора унич
тожения в первом слагаемом порождает все больше новых слагае
мых. Однако из формулы (4.2.4) следует, что любой оператор унич
тожения, переместившийся до конца направо, действует на Ф0, что 
дает нуль, так что в конце концов останутся только слагаемые с 
дельта-функциями. Таким образом, среднее по вакууму от произ
ведения операторов рождения и уничтожения дается суммой раз
личных слагаемых, каждое из которых равно произведению дель
та-функций и знаков ±, происходящих от коммутаторов или анти
коммутаторов. Отсюда следует, что каждое слагаемое в (4.4.3) мож
но представить как сумму членов, каждый из которых является 
произведением дельта-функций и знаков ±, происходящих от ком
мутаторов или антикоммутаторов, а также тех множителей, кото
рые вносят операторы V{t), проинтегрированным по всем време
нам, а также проинтегрированным и просуммированноым по им
пульсам, спинам и сортам частиц в аргументах дельта-функций.

Каждое возникающее таким образом слагаемое можно симво
лически изобразить в виде диаграммы. (Это еще не полный форма
лизм диаграмм Фейнмана, поскольку мы еще не собираемся сопос
тавлять элементам диаграмм конкретные числовые величины. 
В данном контексте мы используем диаграммы только как способ 
проследить за возникающими дельта-функциями от 3-импульсов.) 
Нарисуем п точек, называемых вершинсипи, по одной для каждого
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оператора V(t). Для каждой дельта-функции, возникающей при про
таскивании оператора уничтожения, находящегося в одном из опе
раторов V(t), направо через оператор рождения, отвечающий со
стоянию Фа, нарисуем линию, идущую снизу и входящую в соответ
ствующую вершину диаграммы. Для каждой дельта-функции, воз
никающей при протаскивании оператора уничтожения, отвечающе
го состоянию, сопряженному конечному состоянию Фр, направо 
через оператор рождения в одном из операторов V(t), нарисуем 
линию, исходящую из соответствующей вершины и идущую наверх. 
Для каждой дельта-функции, возникающей при протаскивании опе
ратора уничтожения из одного V(t) через оператор рождения в 
другом V{t), нарисуем линию между соответствующими вершинами. 
Наконец, для каждой дельта-функции, получающейся при протас
кивании оператора уничтожения, отвечающего сопряженному ко
нечному состоянию, через оператор рождения в начальном состоя
нии, нарисуем линию, идущую снизу вверх прямо сквозь диаграмму. 
Каждая из дельта-функций, связанных с одной из этих линий, 
выражает равенство импульсов пары операторов рождения и унич
тожения, отвечающих этой линии. Кроме того, есть по крайней мере 
одна дельта-функция, которую вносит каждая из вершин и которая 
выражает сохранение полного 3-импульса в вершине.

Подобная диаграмма либо связна (каждая точка связана с 
другой точкой системой линий), либо несвязна, но может быть 
разбита на некоторое число связных кусков. Оператор V(t), ассоции
рованный с вершиной в какой-то связной компоненте диаграммы, 
фактически коммутирует с оператором V(t), ассоциированным с 
любой вершиной в любой другой связной компоненте, поскольку для 
такой диаграммы отсутствуют какие-либо члены, отвечающие тому, 
что оператор уничтожения в одной вершине уничтожает частицу, 
порожденную оператором рождения в другой вершине — в противном 
случае эти две вершины оказались бы в одной связной компоненте. 
Итак, матричный элемент в (4.4.3) можно выразить как сумму произ
ведений вкладов от каждой связной компоненты диаграммы:

(®p,T {v (t,),...F (t.)}® e )

= Е < ± ) П К . Т{ ^ 1> - - У (* Л .> Ю С- (4.4.5)
разбиение j = 1
на кластеры
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Здесь сумма берется по всем способам разбиения начальных и 
конечных частиц и операторов V{t) на V кластеров (включая сумму 
по V от 1 до те). Каждый j -ый кластер включает те,- операторов 
У(£д),...V(tjn) и некоторые подмножества начальных частиц а;- и 
конечных частиц (3;-. Конечно, это означает, что

те = тех + ... +  Пу,

а также что множество а  есть объединение всех частиц в подмно
жествах а 1; а2, 0CV, и аналогично для конечного состояния. В 
некоторых кластерах в (4.4.5) может вообще не быть вершин, т. е. 
п, = 0. Тогда необходимо, чтобы соответствующий множитель в 
матричном элементе (4.4.5) обращался в нуль всегда, кроме слу
чая, когда Р,- и а- являются одночастичными состояниями (и тогда 
сам множитель есть просто дельта-функция 5((Х; -  р;)), так как 
единственные связные диаграммы без вершин имеют вид прямых 
линий, идущих снизу вверх через всю диаграмму. Самое важное: 
индекс С в (4.4.5) означает, что мы исключаем любые вклады, 
соответствующие несвязным диаграммам, т. е. такие вклады, в 
которых какой-то оператор V(t) или любая начальная или конеч
ная частица не связана с каждой другой последовательностью 
рождений и уничтожений частиц.

Подставим теперь (4.4.5) в сумму (4.4.3). Интеграл по каждой 
временной переменной берется в пределах от — до °°, так что не 
имеет значения, как переменные fL, t2, tn рассортированы по 
кластерам. Сумма по разбиениям на кластеры дает множитель 
n !/n 1!n2!...nv!, равный числу способов разбиения те вершин на V 
кластеров, в каждом из которых содержится щ , п2, ... вершин:

оо

\ й Ь ..М п(Ф р,Т{У(Ь),...У$п)}Фа)
—оо

I у 00

= V n 2 L .. .v ! £  (±) I  П
1 z v PART n v ..nv j = 1 -CO

n 1+...+nv=n

x (® S),T {v (tji ,, - V (tjj } 4 . 0j)c .
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Первая сумма здесь берется по всем способам разбиения частиц в 
начальном и конечном состояниях на кластеры а 1 ... av и fi,... (3V 
(включая сумму по числу кластеров V). Множитель п\ сокращается 
с множителем 1 /гг.! в (4.4.3), а множитель (—г)" в ряде теории 
возмущений (4.4.5) можно записать как произведение (—г)” 1...(—г)Пу, 
так что вместо суммирования по п и последующего отдельного 
суммирования по щ, ..., Пу, ограниченного условием %  + ,.. +  Щ = п, 
можно просто независимо суммировать по щ , ..., nv. Оконча
тельно

___ _ V оо / _  - i / l j  00

■ % . =  I  ( « П  Е  ^ г г J dV - d4 K - T { v < ^ ) - - W i . ) K ) c -
PART j =1 п; =0 ? - 0 0

Сравнивая это выражение с определением (4.3.2) связных матрич
ных элементов, мы видим, что эти матричные элементы равны как 
раз множителям под знаком произведения:

оо , , . п  00

= £ ^ г !  j d i i . . . < K ,T { V ( t i ) , . . .V ( t j } O a)c . (4.4.6)
П =  0 -о о

(Индекс j опущен у всех t и п, так как теперь это просто перемен
ные интегрирования и суммирования.) Итак, 5ра вычисляется по 
очень простому рецепту: эта величина есть сумма всех связных 
вкладов в S-матрицу, т. е. отбрасываются все слагаемые, в ко- 
кторых любая начальная или конечная частица или любой опера
тор V(t) не связаны со всеми другими некоторой последовательно
ст ью рождений и уничтожений частиц. Этим объясняется 
прилагательное «связная» для матрицы 5 е.

Как мы видели, в каждой вершине и вдоль каждой линии 
импульс сохраняется, поэтому он сохраняется по-отдельности и в 
связных частях 5-матрицы, т. е. £ра содержит множитель S3(pp -  р(Х). 
Мы хотим доказать, что 5ра не содержит других дельта-функций.

Предположим, что коэффициентные функции hNM в разложе
нии (4.4.1) функции Гамильтона по операторам рождения и уничто
жения пропорциональны единственной трехмерной дельта-функ
ции, обеспечивающей сохранение импульса. Это автоматически 
выполняется для свободной функции Гамильтона Н0, и поэтому
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в силу высказанного предположения верно и для оператора взаимо
действия V. Возвращаясь к использованной выше графической 
интерпретации матричных элементов, это означает, что каждая 
вершина вносит одну трехмерную дельта-функцию. (Другие дель
та-функции в матричных элементах VLg просто сохраняют неизмен
ным импульс любой частицы, не рождающейся и не уничтожаю
щейся в соответствюущей вершине.) Далее, наличие большей части 
этих дельта-функций сводится к фиксации импульсов промежуточ
ных частиц. Единственные импульсы, остающиеся незафиксиро
ванными этими дельта-функциями, — это импульсы в петлях из 
внутренних линий. (Всякая линия, разрезание которой оставляет 
диаграмму несвязной, несет импульс, который фиксирован зако
ном сохранения как некоторая линейная комбинация импульсов 
линий, входящих или выходящих из диаграммы. Если у диаграммы 
L линий, которые можно одновременно разрезать, и при этом сама 
диаграмма не становится несвязной, то говорят, что в диаграмме 
содержится L независимых петель и, соответственно, имеется L 
импульсов, не зафиксированных законом сохранения.) В диаграмме 
с V вершинами, I внутренними линиями и L петлями имеется V 
дельта-функций, из которых I — L требуются для фиксации внут
ренних импульсов, а остающиеся V — I + L дельта-функций связы
вают импульсы входящих и выходящих частиц. Однако хорошо 
известное топологическое тождество * утверждает, что для любой 
диаграммы, состоящей из С связных кусков, число вершин, внут
ренних линий и петель связано соотношением

V -  I + L = С. (4.4.7)

Отсюда в связном матричном элементе типа 5ра , возникающим от 
диаграмм с С = 1, содержится только одна трехмерная дельта
функция 53(р|з -  ра), что и требовалось доказать.

* У диаграммы, состоящей из одной вершины, V = 1, L = 0 и С = 1. Если 
добавить V — 1 вершину с ровно таким количеством внутренних линий, чтобы 
диаграмма осталась связной, то I = V - 1, L = 0 и С = 1. Все добавочные 
внутренние линии, проведенные (без появления новых вершин) в той же связ
ной диаграмме, дают равное количество петель, так что I = V + L -  1 и С = 1, 
Если несвязная диаграмма состоит из С таких связных частей, то суммы I, V 
и L от каждой связной части будут удовлетворять равенству = ХУ + Y.L — С.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



250 Глава 4. Принцип кластерного разложения

В приведенном рассуждении было несущественно, что произ
водится интегрирование по временным переменным от —< до оо. 
Таким образом, можно использовать те же аргументы, чтобы 
показать, что, если коэффициенты hN>M в гамильтониане содер
жать ровно одну дельта-функцию, то U(t,t0) также можно разло
жить на связные части, в каждой из которых будет содержаться 
одна дельта-функция, выражающая закон сохранения импульса.

С другой стороны, связная часть 5-матрицы содержит также 
дельта-функцию, отвечающую сохранению энергии. Когда в гл. 6 
мы подойдем к диаграммам Фейнмана, будет видно, что 5 Сра 
содержит лишь одну дельта-функцию закона сохранения энергии 
5(Ер -  Еа), в то время, как U(t,t0) вообще не содержит дельта
функций, отражающих закон сохранения энергии.

Следует подчеркнуть, что требование, чтобы hNM в (4.4.1) 
содержало лишь одну дельта-функцию, отражающую закон сохра
нения трехмерного импульса, весьма нетривиально и приводит к 
далеко идущим выводам.

Например, предположим, что V имеет неисчезающие матрич
ные элементы между двухчастичными состояниями. Тогда в формуле
(4.4.1) должно содержаться слагаемое с N = М = 2 и коэффициентом

^2,2 (Р]Р2 ’ Р1Р2) = Vpip^pav (4.4.8)

(Мы временно опустили индексы спинов и сортов частиц). Но тогда 
матричный элемент взаимодействия между трехчастичными со
стояниями равен

У Р'1Р2РЗ.Р1Р2РЗ =  и З , з ( Р 1 Р 2 Р з > Р 1 Р 2 Р з )

, , , \гЗ/ ' \ (4.4.9)+ г>2 2(PiP2> Р1Р2)о (Рз _  Р3) ± перестановки.

В начале главы отмечалось, что можно попытаться постро
ить релятивистскую квантовую теорию, не являющуюся теорией 
поля, выбрав v22 так> чтобы двухчастичная 5-матрица была 
лоренц-инвариантной, и подобрав оставшийся гамильтониан так, 
чтобы в состояниях с тремя или более частицами не было рассея
ния. Поэтому следует выбрать v3 3 так, чтобы сократить другие 
слагаемые в (4.4.9):
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из,з(Р1Р2Рз>Р1Р2Рз) = _u2,2(PiP2»PiP2)53(P3 _  Р3) + перестановки.
(4.4.10)

Однако это означало бы, что каждое слагаемое в v3 3 содержит два 
дельта-функционных множителя (напомним, что iV '^ iP ^ P iP i) уже 
содержит множитель 83(р'1 + р'2 -  рх -  р2)), что нарушает принцип 
кластерного разложения. Итак, в теории, удовлетворяющей этому 
принципу, существование процессов рассеяния с участием двух 
частиц делает неизбежным существование процессов рассеяния с 
участием трех и более частиц.

* * *

Обращаясь к решению задач трех тел в квантовых теориях, 
удовлетворяющих принципу кластерного разложения, следует за
метить, что слагаемое v>3 3 в формуле (4.4.9) не причиняет особого 
беспокойства, но дополнительные дельта-функции в других слагае
мых осложняют непосредственное решение уравнения Липпмана— 
Швингера. Проблема заключается в том, что появление дель
та-функций делает ядро \Еа -  + ге]_1Ура этого уравнения 
квадратично неинтегрируемым, даже если исключить все дельта
функции, отражающие общий закон сохранения импульса. Как 
следствие, ядро нельзя аппроксимировать конечной матрицей да
же очень большого ранга. Чтобы решить задачу взаимодействия 
трех или более частиц, необходимо заменить уравнение Липпмана— 
Швингера таким уравнением, которое содержало бы связную пра
вую часть. Подобные уравнения для рассеяния трех или более 
частиц были построены 8,э, и их удалось рекурсивно решить для 
ряда задач нерелятивистской теории рассеяния, но эти уравнения 
оказались мало пригодными в релятивистских теориях. Поэтому мы 
их здесь не будем рассматривать.

Такая переформулировка уравнения Липпмана-Швингера ока
зывается полезной в другом отношении. Наши рассуждения в этом 
разделе основывались на теории возмущений. Мне неизвестно ка
кое-либо непертурбативное доказательство основной теоремы этого 
раздела. Однако было показано 9, что переформулированные не- 
пертурбативные динамические уравнения совместимы с требовани
ем, что Uc(t,tQ) (а следовательно и Sc) должны содержать требуемую
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принципом кластерного разложения единственную дельта-функ
цию закона сохранения импульса, если только гамильтониан удов
летворяет условию, что каждая коэффициентная функция hNtM 
тоже содержит лишь одну такую дельта-функцию.

Задачи

1. Определим производящие функционалы для .S'-матрицы и ее 
связной части:

оо оо 1 .
F[dJ:el+ £  £  — — \v(q'1)...v(q'N)v(q1)...v{qM)

N=1 М=1 l M  !J

X s qi...q'N.q,...qM dq{.. .dq'Ndqv .. dqM,

N=1M=1

X S q\...q 'N,q i...qMd ^  ■ ■ ■ & l N & h  •' ■ d 4 M ■

Выведите формулу, связывающую F[-y] и Fc[u]. (Можно рас
смотреть чисто бозонный случай.)

2. Рассмотрим взаимодействие

V  = д j  d 3p 1d 3p 2d 3p 3d'Jp 46 3(p1 +  р2 -  р3 -  р4)

х а+(р1)ат(р2)а(р3)а(р4),

где д -  действительная константа, а а(р) -  оператор уничтоже
ния бесспинового бозона массой М > 0. С помощью теории 
возмущений найдите матричный элемент .S'-матрицы для рас
сеяния этих частиц в с. ц. и. в порядке д2. Чему равно соответст
вующее дифференциальное сечение?

3. Когерентное состояние определяется как собственное со
стояние операторов уничтожения a(q) с собственными значе
ниями X(q). Постройте такие состояния как суперпозицию мно
гочастичных СОСТОЯНИЙ Фд1д2..,д„ -

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



Список литературы 253

Список литературы

1. Принцип кластерного разложения в квантовой теории поля, 
по-видимому, впервые был явно высказан в работе:
Wichmann, Е.Н. and Crichton, J.H., Phys. Rev., 132, 2788 (1963).

2. См., например: Bakamijan, В. and Thomas, L.H., Phys. Rev., 92, 
1300 (1953).

3. Ссылки можно найти в работе: Lee, T.D. and Yang, C.N., Phys. 
Rev., 113, 1165 (1959).

4. Goldstone, G., Proc. Roy. Soc. London, A239, 267 (1957).

5. Hugenholtz, N.M., Physica, 23, 481 (1957).

6. См., например: Kubo, R., J. Math. Phys., 4, 174 (1963).

7. Titchmarsh, E.C., Introduction to the Theory o f Fourier Integrals 
(Oxford University Press, Oxford, 1937), Section 1.8.

8. Faddeev, L.D., Zh. Eksper. i Teor. Fiz., 39, 1459 (1961); Dokl. 
Akad. Nauk SSSR, 138, 565 (1961); 145, 30 (1962).

9. Weinberg, S., Phys. Rev., 133, B232 (1964).

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



5

Квантовые поля и античастицы

Теперь у нас есть все необходимое, чтобы обосновать введе
ние квантовых полей.1 В процессе этого построения мы увидим 
наиболее примечательные и универсальные следствия союза тео
рии относительности с квантовой механикой: связь спина и статис
тики, существование античастиц, различные соотношения между 
частицами и античастицами, включая знаменитую СРТ-теорему.

5.1. Свободные поля

В гл. 3 было показано, что если взаимодействие можно запи
сать в виде

V(t) = J d 3. r J f ( x ,  t ) , (5 .1 .1 )

где Ж — скаляр в том смысле, что

и'0(Л,а).Ж(х)Ц’д1(А,а) = Ж{Ах + а), (5.1.2)

удовлетворяющий дополнительному условию

\Ж(х),Ж{х')\ = 0 для ( х - х ' ) 2 >0, (5.1.3)

то 5-матрица оказывается лоренц-инвариантной. Мы увидим да
лее, что существуют и более общие возможности, но все они мало 
отличаются от этой. (Оставляем пока что открытым вопрос,
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ограничены ли преобразования Л собственными ортохронными пре
образованиями Лоренца, или они могут включать пространствен
ные отражения.) Чтобы легче было удовлетворить принципу кла
стерного разложения, мы собираемся строить Ж(х) из операторов 
рождения и уничтожения. Однако здесь мы сталкиваемся с пробле
мой. Как следует из формулы (4.2.12), в результате преобразований 
Лоренца каждый такой оператор умножается на матрицу, завися
щую от того импульса, который несет этот оператор. Как нужно 
объединять такие операторы, чтобы получить скаляр? Решение 
заключается в том, чтобы строить Ж(х) из полей уничтожения 
y t (x )  и рождения \|/|"(ж):

¥г И  = |сг3р и г(ж;р,а,п)а(р,<т,п), (5л 4)
on

W(x) = Jd3p^(x;p,G,n)aT(p,a,n), $ . 13}

<571

с коэффициентами * щ(х; р,о,п) и г>г(,г; p,a,n), выбранными так, 
чтобы под действием лоренцовских преобразований каждое поле 
умножалось бы на матрицу, не зависящую от координат:

и 0(Л,а)\1>, (x)U0l(A,a) = £  Ц,(А ')у ,: (Л.т + а), (5Д.б)
г ’ ’

U0(A ,a )^ (x )U o\ A ,a ) = J^Du( Л"‘ )¥г~ (Лж + а). Щ.1.7)

(В принципе, можно было бы написать для полей уничтожения 
и рождения разные матрицы D±, однако мы увидим, что всегда 
можно выбрать поля так, что эти матрицы будут одинаковыми.) 
Применяя вторично преобразование Лоренца А, получаем

D(A“1)D(A"1) = D((AA)_1),

i = (А)-1 и A2 = ( А Г 1, ви, 
реализуют представление однородной группы Лоренца:
так что, обозначив А1 = (А) 1 и А2 = ( А) \ видим, что D-матрицы

* Напомним, что индексы те и а нумеруют соответственно типы частиц и 
г-компоненты их спинов.
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D{A1)D{A2) = D(A1A 2). (5.1.8)

Существует много таких представлений, в том числе, скаляр D(A) = 1, 
вектор D(A)|IV = и уйма тензорных и спинорных представлений. Все 
они неприводимы в том смысле, что с помощью выбора базиса невоз
можно привести все D(Л) к одной и той же блочно-диагональной 
форме с двумя или более блоками. Однако мы пока что не требуем, 
чтобы D(Л) была неприводимой; в общем случае это блочно-диаго
нальная матрица с произвольным набором неприводимых представле
ний в каждом блоке. Иными словами, индекс I включает метки, 
различающие типы описываемых частиц и неприводимые представле
ния в разных блоках, а также индекс, нумерующий компоненты 
отдельных неприводимых представлений. Ниже мы разделим такие 
поля на неприводимые, так что каждое поле будет описывать один 
единственный сорт частиц (и античастиц) и преобразовываться по 
неприводимому представлению группы Лоренца.

Раз уж мы научились строить поля, удовлетворяющие зако
нам преобразования Лоренца (5.1.6) и (5.1.7), то теперь можно 
построить и плотность гамильтониана взаимодействия в виде

• в д  = £  £  I W - r Nk -iM
NM Ii ’-'Im

_ (5.1.9)
х (x)... v j; (*)\|f£ (x)... (x)

причем это выражение будет скаляром в смысле (5.1.2), если посто
янные коэффициенты выбраны лоренц-ковариантными, 
Т. е. для всех А

£  £ % < A_1> - 0 IiP (A-1)D||(A-1)...D ; -г (А”1)
t i l l  п п  lM lM

h...lN L.JM
_  (5.1.10)

В принципе, задача нахождения коэффициентов , удов
летворяющих (5.1.10), ничем не отличается (и ничем не сложнее на 
практике) от использования коэффициентов Клебша-Гордана для 
объединения разных неприводимых представлений трехмерной груп
пы вращений в скаляры по отношению к вращениям. Ниже мы
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сумеем объединить поля уничтожения и рождения так, чтобы 
плотность гамильтониана коммутировала сама с собой в точках, 
разделенных пространственноподобным интервалом.

Как выбрать коэффициентные функции щ(х; р,(7,те) и г?г(х; р,а,п)? 
Уравнение (4.2.12) и сопряженное ему уравнение определяют зако
ны преобразования * операторов уничтожения и рождения:

170(A, b)a(p,a, n)L/'o1(A, Ь) = ехр(г(Лр) • Ъ)^{Ар)° /  р°

х £ £ r i § )(W _1(A.,p))a(pA,a,Ti), (5.1.11)
а

Uq(A,b)af (p, a, n)U’g1(A, b) = ехр(-г(Лр) • b)V(Ap)0 /  р°

х E DGCT)' ( w ~1(A>P))a+(P A -^ n). (5.1.12)
а

где j  — спин частицы типа те, а рл — трехмерная компонента 
4-вектора Ар. (Чтобы привести (5.1.11) и (5.1.12) к указанному виду, 
мы использовали условие унитарности матриц вращения 1У  ̂'•) 
Кроме того, как мы видели в разделе 2.5, элемент объема d3p /p ° 
лоренц-инвариантен, так что можно заменить d3p в формулах
(5.1.4) и (5.1.5) на d3(Ap)p0/(Ap)°. Объединяя все это, находим:

U„(А, Ь)х]/г (x)Va 1 (Л, Ь) = £  Jd 3(Ap)W|(^p,a,n)
ООП

х ехр(г(Лр) • (Л,р))-^Р° /  (Лр)°а(рл,о,те)

U о (A, b)Y i (x)CJq 1 (Л, b) = У  J d,3(Ар) у г(х', р, а, те)
ООП

х ехр(-г(Лр) • b)D'J"] (W  J(A ,р))л/р° /  (Лр)°а+(рл ,а, те).

Для того, чтобы поля удовлетворяли законам лоренцовских преоб
разований (5.1.6) и (5.1.7), необходимо и достаточно, чтобы

*Эти законы приведены для массивных частиц. Случай нулевой массы 
рассмотрен в разделе 5.9.
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Е °г г (Л V [ ( A x  + 5;рл ,ст,тг) 
г

= V Р °/(ЛР)° X! Dfe ) (W” X (л > Р)) ехр(+г(Лр) • Ъ)щ (ж; р, а, п ) ,
а

L  %  (л_1 К  (Лх + Рл > те) 
г

= л/р°/(АР)° Е  Do i 1 ( w 1 (А, р)) ехр(-г(Лр) • Ь)иг (ж; р, а, п ),
а

или в несколько более удобной форме

^  щ {А х  + b; pA,0)D ^ '(W tA , р))
СУ

= д/р°/(Ар)° Dfj(A) ехр(г(Лр) • Ь)иг (ж; р, а, п ), (5.1.13) 
I

J^v-^Ax+ b;pA,o )D {̂ r (W(A,p))
а

= -у/р°/(Лр)° Р^(А)ехр(-г(Лр) • Ь)г?г (ж; р, а, п ). (5.1.14) 
I

Эти фундаментальные требования позволяют определить коэффи
циентные функции иг и г>г через конечное число свободных па
раметров.

Мы используем формулы (5.1.13) и (5.1.14) в три этапа, рас
сматривая по очереди три разных типа собственных ортохронных 
преобразований Лоренца.

Трансляции

Сначала рассмотрим формулы (5.1.13) и (5.L14) при А = 1 и 
произвольном Ъ. Сразу получаем, что мг(ж;р,а,п) и г>г(ж;р,а,п) имеют 
следующий вид:
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щ (Щ р, ст, те) = (2тс) 3/2егр а:мг(р,<7, те), 

vt(x; p,G, те) = (2'K)~3/'2e~tp'xv l(p,o,n), 

так что поля являются преобразованиями Фурье:

Уг (х ) = £  (2л)_3/2 J d3p щ (р, о, те) егр'ха{ р, с, те)
G,7l

\|/f (х) = ^  (2я:)_3/2 J d3p г>г (р, о, те) e_ip'xaf (р, а, те).
G,Tl

(Множители (27с)_3/  м о ж н о  было бы включить в определение щ  и vh 
но принято выписывать их явно перед интегралами.) С учетом 
(5.1.15) и (5.1.16) получаем, что условия (5.1.13) и (5.1.14) удовлетво
ряются, если и только если для произвольного преобразования 
Лоренца А

£  щ (рА, о, n)D & ](W (А, р)) = Vp°/(Ap)° £  D-u(A)u,(р,а, те), (5.1.19)
о г

£ Uj(pA,о , n )D ^ r (W (A,р)) = V p ° / (A p ) ° £ £>гг(Л)иг(р,а,те). (5.1.20)
а I

Бусты

Положим теперь р = 0 в (5.1.19) и (5.1.20). Пусть Л — стандарт
ный буст L(q), переводящий частицу массой m из состояния покоя в 
состояние с некоторым 4-импульсом с/1. Тогда L(p) =  1 и

W(A,p) = L_1(Ap)AL(p) = L~1(q)L(q) = 1.

Отсюда в этом частном случае из формул (5.1.19) и (5.1.20) получаем 

гг, (q, о, те) = (т/ у°)1/2£  Dj; (L(q))iii(0,а,те), (5.1.21)
I

(5.1.15)

(5.1.16)

(5.1.17)

(5.1.18)
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U|(q,с ,п ) = (т/  q°)1/2E  Dn(L(q))i'4 (Q,a, п). (5.1.22)
I

Иными словами, если нам известны величины мг(0,а,п) и г>г(0,а,те) 
для нулевого импульса, то для заданного представления D(A) 
однородной группы Лоренца мы знаем и функции щ(р,а,п) и г>г(р,ст,тг) 
для всех р. (Явные выражения матриц D^(L(q)) для произвольных 
представлений однородной группы Лоренца будут выписаны в раз
деле 5.7.)

Вращения

Далее, положим р = 0, но будем теперь считать, что Л — 
преобразование Лоренца с рл = 0. Иными словами, будем рассмат
ривать Л как чистое вращение R. Очевидно, что W(A,p) = R, так что 
формулы (5.1.19) и (5.1.20) принимают вид

Е «г(0 ,О ,п )Г > ! = Y , Du(R)ul(0,o,n), (5.1.23)
G I

£ и г(0 ,o ,n )D ^ Y‘ (R) = '£D -n(R)vl(0,c,n), (5.1.24)
О I

или эквивалентно

£  it , ( 0 , 0 ,  и ) - * ™ ’ =  X  Л г “ г ( ° ’ ст’ те) ’ ( 5 .1 .2 5 )
G I

£ ^ ( 0 , o , n ) j g f  = - £ / ^ г(0,а,п), (5.1.26)
G I

где J№ и ^ — матрицы углового момента в представлениях D(j)(R) и 
D(R), соответственно. Если Л ограничены вращениями R, то любое 
представление D(А) однородной группы Лоренца очевидно стано
вится и представлением группы вращений. Тогда из формул (5.1.25) 
и (5.1.26) следует, что если поле y f {x )  должно описывать частицы
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определенного спина j, то это представление D(R) должно содер
жать среди своих неприводимых компонент отвечающее спину j 
представление D{̂ (R), причем коэффициенты м((0,а,п) и г>г(0,а,п) 
описывают то, каким образом представление группы вращений со 
спином j погружено в D(R).

В разделе 5.5 мы увидим, что каждое неприводимое представ
ление собственной ортохронной группы Лоренца содержит любое 
заданное неприводимое представление группы вращений не более 
одного раза, так что если поля У г"(а?) и ¥Г(Х) преобразуются по 
неприводимому представлению, то они единственны с точностью до 
общего масштабного множителя. В более общей форме утверждает
ся, что число свободных параметров в полях уничтожения или 
рождения (включая их общие масштабные множители) равно числу 
неприводимых представлений, входящих в поле.

Непосредственной проверкой можно убедиться, что коэффи
циентные функции г1г(р,а,п) и иг(р,а,п), определяемые формулами 
(5.1.21) и (5.1.22), причем щ(0,о,п) и г>г(0,а,те) удовлетворяют соотно
шениям (5.1.23) и (5.1.24), автоматически удовлетворяют и более 
общим требованиям (5.1.19) и (5.1.20). Мы оставляем проверку этого 
утверждения читателю.

Вернемся к принципу кластерного разложения. Подставляя 
(5.1.17) и (5.1.18) в (5.1.9) и интегрируя по х, находим, что гамильто
ниан взаимодействия равен

v  ~  Е [d3pi...d3p̂ d3pi...d3pM £  Е Е Е

х а  (р-^с^,ft})...a (pw , < 7 д г , )а(рм , GM,тем ).. .а(р1 ; П}) 

Х  ̂NM (Pl> Gl> Щ - ■ ■ P N ’ ® N ’ n N ’ P l ^ l i  Щ;’-- Pм>®м> %  ).
(5.1.27)

причем коэффициентные функции даются выражением

?n m (Pi > ®i > п 1- ■ ■ » Pi> ^1 ’ n i ’ ■ ■)

= 8'3(p^+...-p1-...)7 JVM(Pi,a/1,n i...,p 1,a 1,n 1...) ’ (5.1.28)

где
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Т’ NM(Pl>a l> n l-- -  PjV> ® N ’ n N , P i , ( J i , n i . . .  р м , СУ м , П м )

= (2л:)3 3N/2 (Pi*°1  *те1)” • % (1*ш° лп ‘й&г)
‘1—1# '1-Ьг

Xttli(pi ,<T1,n i )...MfM(p^ ,aJtflnM). (5.1.29)

Это взаимодействие имеет точно такую форму, которая га
рантирует, что 5-матрица удовлетворяет принципу кластерного 
разложения: TNM содержит единственную дельта-функцию, а ко
эффициент УNM имеет (по крайней мере в случае конечного числа 
сортов частиц) не более чем точки ветвления при нулевых импуль
сах частиц.

На самом деле, утверждение можно обратить. Всякий опера
тор можно представить в виде (5.1.27), и из принципа кластерного 
разложения вытекает, что коэффициент Y'NM можно записать в 
виде (5.1.28) как произведение единственной дельта-функции на 
гладкую коэффициентную функцию. Любая достаточно гладкая 
коэффициентная функция (не содержащая дополнительных дель
та-функций) может быть записана в виде (5.1.29) * Итак, из прин
ципа кластерного разложения совместно с лоренц-инвариантно- 
стью естественно вытекает, что плотность гамильтониана 
взаимодействия должна быть построена из полей рождения и 
уничтожения.

Если бы все, что нам требуется, сводилось к построению 
скалярного гамильтониана взаимодействия, удовлетворяющего прин
ципу кластерного разложения, то мы могли бы скомбинировать 
операторы уничтожения и рождения в произвольные полиномы
(5.1.9), коэффициенты которых У\: j ’ j. j,. подчинялись бы только 
условию инвариантности (5.1.10) (и подходящему условию действи
тельности). Однако для лоренц-инвариантности 5-матрицы необхо
димо также, чтобы гамильтониан взаимодействия удовлетворял 
коммутационному соотношению (5.1.3). Для произвольных функций 
от полей рождения и уничтожения это условие не выполняется, 
поскольку

*В общем случае индексы I и Г могут изменяться в бесконечных пределах. 
Ограничение конечным интервалом изменения I и Г связано с обсуждаемым в 
гл. 12 принципом перенормируемости.
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V / (•'*•),¥/ (У) _ = (27С) 3£  JсГ!р « г(р,а,тг)г?Г(р,а ,п)егр'(х й) (5.1.30)

(знак + соответствует выбору коммутатора или антикоммутатора, 
если частицы, уничтожаемые или рождаемые компонентами \|/̂  и 
у , , являются бозонами или фермионами, соответственно), и в 
общем случае это выражение не обращается в нуль даже для 
пространственноподобных х  — у. Очевидно, эту проблему не удает
ся разрешить, если построить плотность гамильтониана взаимо
действия только из полей рождения или уничтожения по отдельно
сти, так как в этом случае взаимодействие не будет эрмитовым. 
Единственный путь преодоления трудности — в том, чтобы образо
вать линейные комбинации полей рождения и уничтожения

подобрав константы к и X и любые другие произвольные константы 
в полях так, чтобы при пространственноподобных интервалах х  — у

Ниже в этой главе мы покажем, как это можно сделать для разных 
полей, преобразующихся по неприводимым представлениям. (Вклю
чив в явном виде константы к и X в (5.1.31), мы сохраняем свободу 
выбора общего масштабного множителя для полей рождения и 
уничтожения в любой удобной нам форме.) Плотность гамильтониа
на Ж{х)  будет удовлетворять перестановочным соотношениям (5.1.3), 
если она будет построена из таких полей и им сопряженных, 
причем будет входить четное число любых компонент полей, унич
тожающих и рождающих фермионы.

Условие (5.1.32) часто называют условием причинности, т. к. 
если х  — у является пространственноподобным интервалом, ни 
один сигнал из х  не может попасть в у, и измерение ц/, в точке х  не 
может интерферировать с измерениями \ | и л и  \|/1 г - в точке у. 
Подобные соображения приемлемы для электромагнитного поля, 
поскольку, как показано в классической работе Бора и Розенфель- 
да2, в данной пространственно-временной точке может быть изме
рена любая его компонента. Однако нам предстоит иметь дело с 
полями типа дираковского поля электрона, которые не кажутся

(5.1.31)

(5.1.32)
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измеримыми ни в каком смысле. Точка зрения, принимаемая в этой 
книге, заключается в том, что соотношение (5.1.32) необходимо для 
лоренц-инвариантности 5-матрицы без дополнительных предполо
жений об измеримости или причинности.

Есть еще одно обстоятельство, связанное с построением полей
(5.1.31), удовлетворяющих условию (5.1.32). Может оказаться так, 
что частицы, уничтожаемые и рождаемые полями, обладают нену
левыми значениями одного или болеее сохраняющихся квантовых 
чисел типа электрического заряда. Например, если частицы типа те 
обладают значением q(n) электрического заряда Q, то

[■Q,a(p,c,n)] = -q(n)a(p,a,n),

|Q, a) (p,a,n)] = +q{n)a) (p, a, n ).

Для того, чтобы Ж(х)  коммутировал с оператором заряда Q (или 
другими генераторами симметрии), необходимо, чтобы он был 
построен из полей, имеющих простые коммутационные соотноше
ния с оператором Q:

[Q,\|/j(x)] = -с]г\|/г(х). (5.1.33)

Тогда можно построить Ж(х),  который будет коммутировать с Q, 
взяв его как сумму произведений полей и сопряженных
полей причем

%  + % + - - - - Ч т 1 ~ (1 т  2 - - = ° -

Однако соотношение (5.1.33) выполняется для некоторой конкрет
ной компоненты V)<j поля уничтожения, если и только если все 
типы частиц те, уничтожаемые этим полем, несут один и тот же 
заряд д(те) = дг; аналогично, оно удовлетворяется для конкретной 
компоненты \|/̂~ поля рождения, если и только если все сорта 
частиц те, рождаемые этим полем, несут заряд q{n) = - q l. Мы 
видим, что для того, чтобы такая теория сохраняла квантовые 
числа типа электрического заряда, необходимо удвоение числа 
сортов частиц с ненулевыми значениями этих квантовых чисел: 
если конкретная компонента поля уничтожения уничтожает части
цу типа те, то та же компонента поля рождения должна рождать

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



5.1. Свободные поля 265

частицы сорта те, которые называются античастицами к частицам 
типа те и обладают противоположными значениями всех сохраняю
щихся квантовых чисел. В этом заключается обоснование сущест 
вования античастиц.

Если представление D(Л) приводимо, можно использовать 
базис для полей, в котором D(Л) разбивается на блоки вдоль 
главной диагонали, причем поля, принадлежащие разным блокам, 
не переходят друг в друга при преобразованиях Лоренца. К тому же 
преобразования Лоренца не влияют на тип частиц. Поэтому вместо 
рассмотрения одного большого поля, содержащего много неприво
димых компонент и много типов частиц, можно с этого момента 
ограничиться рассмотрением полей, которые уничтожают только 
один определенный тип частиц (при этом индекс те будем опускать) 
и рождают только соответствующие античастицы. Такие поля пре
образуются по неприводимому представлению группы Лоренца (как 
отмечалось выше, это представление может как включать, так и не 
включать пространственное отражение). Следует понимать, что 
в общем случае нужно рассматривать много разных полей такого 
типа, причем некоторые из них могут быть образованы из произ
водных других полей. В последующих разделах мы собираемся 
завершить определение коэффициентов щ(р,ст) и г>г(р,а), зафикси
ровать относительные значения констант к и А, и вывести соотноше
ния, связывающие свойства частиц и античастиц, проделав это 
последовательно для полей, принадлежащих простейшим неприво
димым представлениям группы Лоренца — скалярному, векторно
му и дираковскому спинорному. После этого мы повторим анализ 
для совершенно произвольного неприводимого представления.

Сделаем замечание по поводу уравнений поля. Как следует из 
формул (5.1.31), (5.1.17) и (5.1.18), все компоненты поля данной 
массы т удовлетворяют уравнению Клейна-Гордона:

(□ -  ш 2)\|/г(х) = 0. (5.1.34)

Некоторые поля удовлетворяют одновременно и другим уравнениям 
поля, в зависимости от того, превышает или нет число компонент 
поля число независимых состояний частицы. Традиционно в кванто
вой теории поля сначала рассматривают полевые уравнения или тот 
лагранжиан, из которого они могут быть получены, а затем выводят 
разложение полей по одночастичным операторам уничтожения
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и рождения. В излагаемом ниже подходе мы начинаем с частиц и 
выводим вид полей, исходя из требований лоренц-инвариантности. 
При этом уравнения поля возникают почти случайно как побочный 
продукт такого построения.

Следует отметить одно техническое обстоятельство. Согласно 
теореме, доказанной в разделе 4.4, условие, гарантирующее, что 
теория будет удовлетворять принципу кластерного разложения, 
заключается в том, что взаимодействие можно представить в виде 
суммы произведений операторов рождения и уничтожения, распо
ложенных так, что все операторы рождения находятся левее всех 
операторов уничтожения. При этом коэффициенты разложения 
содержат только одну дельта-функцию закона сохранения импуль
са. Поэтому взаимодействие должно быть записано в «нормальной» 
форме

где двоеточия означают, что выражение между ними должно быть 
переписано так, чтобы все операторы рождения стояли левее опе
раторов уничтожения (игнорируя при этой перестановке все нену
левые коммутаторы или антикоммутаторы, но учитывая знаки 
минус от перестановки фермионных операторов). С помощью соот
ношений коммутации или антикоммутации полей всякая такая 
нормально упорядоченная функция полей может быть записана и 
как сумма обычных произведений полей с с—числовыми коэффици
ентами. После такого переписывания :,F: становится очевидным, что 
несмотря на нормальное упорядочивание, :;>(\|/(;г))Ут(;г)): будет ком
мутировать с ::Щу(г/),\| (̂у)): при пространственноподобных х  -  у, 
если эти функции построены из полей, удовлетворяющих (5.1.32), и 
содержат четное число любых фермионных операторов.

Рассмотрим сначала однокомпонентные поля уничтожения и 
рождения ф+(х) и ф~(х), преобразующиеся по простейшему из

(5. 1. 35)

5.2. Причинные скалярные поля
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возможных скалярному представлению группы Лоренца с D(A) = 1. 
Если ограничиться вращениями, то такое представление будет 
скалярным представлением группы вращений с j f  = 0, так что 
уравнения (5.1.25) и (5.1.26) не имеют других решений, кроме j  = О, 
в этом случае с, о  могут принимать только нулевые значения. 
Таким образом, скалярное поле может описывать только частицы с 
нулевым спином. Предполагая на время, что поле описывает лишь 
один сорт частиц, не имеющих отличных от самих себя античас
тиц, и опуская индекс сорта те, спиновый индекс о  и индекс поля I, 
находим, что величины тег(0,<7,те) и иг(0,а,п) равны числам tt(0) и и(0). 
Общепринято подбирать общий масштаб полей уничтожения и 
рождения так, чтобы обе эти константы имели значение (2 т )-1/2. 
Тогда из формул (5.1.21) и (5.1.22) находим:

u(p) = (2р°П1/3, (5.2.1)

и(р) = (2р°Г1/2- (5.2.2) 

Отсюда в скалярном случае поля (5.1.17) и (5.1.18) равны

<р+(х) = | d3p(2jtp;/2(2р°)_1/2а(р)егр х , (5.2.3)

<р~(х) = [d 3p(2jE)_3/ 2(2p0)_1/2aT(p)e_,p a: = <р+| (х). (5.2.4)

Гамильтониан Ж (х), построенный как полином по полям ф+(х) 
и <р"(х), будет автоматически удовлетворять требованию (5.1.9), т. е. 
будет скаляром. Остается удовлетворить другому условию лоренц- 
инвариантности 5-матрицы — коммутации Ж(х)  и Ж\у), взятых 
в точках, разделенных пространственноподобным расстоянием 
х — у. Если бы Ж(х)  был полиномом только по (р+(х), то не возника
ло бы никаких трудностей. Все операторы уничтожения либо ком
мутируют, либо антикоммутируют, так что (р+(х) коммутирует или 
антикоммутриует с ф+(у) для всех х  и у, в соответствии с тем, 
является ли частица бозоном или фермионом:

[ф+(х),(р+(у)]? = 0. (5.2.5)

Поэтому любой оператор Ж(х),  являющийся полиномом по (р+(х) 
(для фермионов он должен быть четным), будет коммутировать
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с Ж{у) при всех х и у. Проблема, конечно, в том, что Ж(х)  должен 
быть эрмитовым, а для этого должен содержать наряду с ф+(ж) и 
поле ф (ж) = ф~(ж). Но ф+(ж) не коммутирует или антикоммутирует 
с ф-(у) в точках, разделенных пространственноподобным расстоя
нием. Используя соотношения коммутации (для бозонов) или анти
коммутации (для фермионов) (4.2.5), находим:

[ф+(ж),ф (i/)|;;. =
d pd р3 '

(2к)3(2р° -2р '°)1/2
е{р'*е- {р'у8 3( р - р 0 ,

что сводится к одному интегралу

[ф+(х),ф“ (у)]+ = Д+( х -  у),

где А; — стандартная функция

(5.2.6)

Д. (Ж) а
1

(2%У3 2ро (5.2.7)

Эта функция явно лоренц-инвариантна, поэтому при пространст
венноподобных х  она может зависеть только от инварианта х 2 > 0. 
Можно вычислить Д+(ж) для пространственноподобных х, выбрав 
систему координат так, чтобы

х° = 0, |х|= л/ж2".

Тогда выражение (5.2.7) можно представить в виде

Д+(ж) =

Заменяя переменную интегрирования на и = р/т, находим

udu

1 d3p rlB.x 4л
/•ОО

p2dp sir^px/cc2")
(2тг)3 J 2^р2 + т 2 (2я)3 ^0 2тУр2 + ш 2 рл/ж2

Д+(ж)=
т

4тс л/ж о л1и2 +1
sinimJx^u) (5.2.8)
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или, используя стандартную функцию Ганкеля,

т ГГ"А+(х) = — - — К ^т ^х  ). (5.2.9)
4 %Мх А

Это выражение не равно нулю. Что же с ним делать? Заме
тим, что хотя Д+(х) и не равна нулю, но при х 2 > 0 эта функция 
четна по yf. Попробуем построить Ж(х)  не из одних полей ф+(х), а 
из линейной комбинации полей

ф(х) = кф+(х) + Х<р” (х ) .

Используя (5.2.6), имеем при пространственноподобных х  — у

[(p(x),(pf (y)]_ =|к|2 [ф+(х),ф“ (у)]_+|А|2 [<р-(х),<р+(у)]_

= (М 2 + |Х|2 )А + (х -у ) ,

[ф(.т),ф(у)]т = кХ([ф+(х),ф“ (у)]т +[ф -(х),ф +(у)]_)

= к1(1 + 1)А+(х -  у).

Оба эти выражения будут обращаться в нуль тогда и только тогда, 
когда частица является бозоном (т. е. когда берется верхний знак), 
а величины к и А. равны:

|к| = Х\ .

Относительную фазу к и X можно изменить путем переопределения 
фаз состояний, так что а(р) —> ег“а(р), а'(р) —> е_гаат(р), откуда 
к —» кег“ , X —> Хе~га. Выбирая а  = Arg(X/K)/2, можно таким образом 
сделать равными фазы к и X, а следовательно, и сами эти величины.

Переопределяя ф(х), чтобы поглотить общий множитель 
к = X, имеем окончательно

ф(,т) = ф+(х) + ф++(х) = ф+(х). (5.2.10)

Р1так, гамильтониан взаимодействия Ж(х)  будет коммутировать с 
Ж(у) на пространственноподобных расстояниях х  — у, если он 
будет построен как нормально упорядоченный полином по самосо
пряженному скалярному полю ф(х).
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Хотя выбор относительной фазы двух слагаемых в (5.2.10) есть 
вопрос соглашения, но приняв его, мы должны использовать это 
соглашение везде, где бы не появилось скалярное поле данной 
частицы в плотности гамильтониана взаимодействия. Например, 
предположим, что плотность гамильтониана взаимодействия вклю
чает не только поле (5.2.10), но и другое скалярное поле такой же 
частицы

ф(х) = е1“ ф+(х) + е_!“ (р+т(х) ,

где а  — произвольная фаза. Поле ф, как и ф, будет причинным в том 
смысле, что ф(х) коммутирует с ф(у) на пространственноподобных 
растояниях х  - у ,  но ф(х) не будет при этом коммутировать с ф(у). 
Поэтому в одной теории не могут появиться оба таких поля.

Если частицы, уничтожающиеся и рождающиеся полем ф(х), 
обладают некоторым сохраняющимся квантовым числом типа элек
трического заряда, то Ж(х)  будет сохранять это число только в том 
случае, если каждое слагаемое в Ж{х)  содержит равное число 
операторов а(р) и a(p)t Но это невозможно, если Ж{х)  построен как 
полином по полю ф(х) = ф+(х) + ф+^(х). Иными словами, для того, 
чтобы Ж(х)  коммутировал с оператором заряда Q (или каким-то 
другим генератором симметрии), необходимо, чтобы оператор взаи
модействия был построен из полей, имеющих простые перестано
вочные соотношения с Q. Это верно для ф+(х) и сопряженного ему 
поля, для которых

[<2,Ф+(х)]_ = -дф+(х),

[(2,ф+т(х)]_ = +дф+т(х).

Но это не выполняется для самосопряженного поля (5.2.10).
Выход из положения заключается в том, чтобы предположить 

существование двух бесспиновых бозонов одинаковой массой т, но 
зарядами +q и —q, соответственно. Пусть ф+(х) и ф+с(х) — поля 
уничтожения для этих двух частиц, так что *

* Индекс «с» означает «зарядовое сопряжение». Следует помнить, что час
тица, не несущая никакого сохраняющегося квантового числа, может как 
быть, так и не быть своей собственной античастицей с а°(р) = а(р)
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[Q,(p: ( x ) L  = -ср.Р+(х),

[Q,(p+C(x)]_ =+q(p+c(x).

Определим ф(х) как линейную комбинацию

(р(,т‘) = кф+(х) + A,9+cf ( х ) ,

имеющую явно тот же коммутатор с Q, как и отдельное поле ф+(х):

[<2,ф(х)]_ = -дф(х).

Тогда на пространственных расстояниях коммутатор или антиком
мутатор ф(х) с сопряженным ему полем равен

[ф(;г),ф*(г/)] =|к|2 [ф+(х),ф+1'(у)]_+|А,|2 [ф+ с + ф+сС2/)]т 

= (|к|2 + |Х|2 )А +{ х - у ) ,

в то время как ф(х) и ф(у) автоматически коммутируют или анти- 
коммутируют друг с другом для всех х  и у, так как ф+ и ф+с  ̂
уничтожают и рождают разные частицы. При получении этого 
результата мы молчаливо предполагали, что массы частиц и анти
частиц одинаковы, так что коммутаторы или антикоммутаторы 
содержат одну и ту же функцию Д+(х— у). Случай статистики 
Ферми снова исключается, так как ф(х) может антикоммутировать 
с фНу) на пространственноподобных расстояниях только при к = X = 
= 0, а при этом поля обращаются в нуль. Таким образом бесспино- 
вая частица должна быть бозоном.

В случае бозе—статистики, для того, чтобы комплексное поле 
ф(х) коммутировало с ф7(у) на пространственноподобных расстояни
ях, необходимо и достаточно, чтобы |к|2 = |X,j2 и массы частиц 
и античастиц были бы одинаковы. Переопределяя относительную 
фазу состояний этих двух частиц, снова можно сделать равными 
фазы к и X, и тогда к = X. Этот общий множитель можно исключить 
переопределением поля ф, так что

ф(ж) = ф+(х) + ф+с+(х),
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или, подробнее, 

(р(х) =
(2л)3/2(2р°)1/2

[а(р)еф а;+ а с+(р)е-'ра (5.2.11)

Мы построили единственно возможное причинное скалярное поле. 
Эта формула годится как в случае полностью нейтральных бесспи- 
новых частиц, совпадающих со своими античастицами (тогда 
ас(р) = а(р)), так и в случае, когда частица и античастица не 
совпадают (тогда ае(р) Ф а(р)).

Для будущих применений заметим, что коммутатор ком
плексного скалярного поля со своим сопряженным равен

[(p(x),(pf (y)] = А ( х - у ) ,  (5.2.12)

где
d3pЛ(х -  у) = А+{х -  у) -  А+(у -  х) =

(2я)32р°
|-е i p - ( x - y )  _  e - i p - ( x - y )  j

(5.2.13)
Рассмотрим теперь действие на это поле разных преобразований 

инверсии. Во-первых, из результатов раздела 4.2 можно сразу 
получить, что действие оператора пространственной инверсии на 
операторы уничтожения и рождения имеет вид *:

Pa(p)P-1 = rfa(-p), (5.2.14)

Ра('"(р)Р 1 = i f a cV p ) ,  (5.2.15)

где Т] и Г|с — внутренние четности частиц и античастиц, соответст
венно. Применяя эти формулы к полю уничтожения (5.2.3) и к полю, 
зарядовосопряженному к полю рождения (5.2.4), а также меняя 
переменную интегрирования р на — р, находим, что

* Мы опускаем здесь индекс 0 у операторов инверсии Р, С и Т, так как 
практически во всех случаях, когда эти инверсии являются хорошими сим
метриями, одни и те же операторы индуцируют преобразования инверсии 
как ин- и аут-состояний, так и состояний свободных частиц.
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Рф+(х)Р“1 = ^ ‘^(ёРх), (5.2.16)

P<p+cf(x)P“ 1 = r|c(p+cf (№х), (5.2.17)

где, как и ранее, Ух  = (—х, х°). Таким образом, действие простран
ственной инверсии в общем случае переводит скалярное поле ф(х) = 
Ф+(х) +  9 +ct(x) в другое поле фР = г|*(р+ + г|еф+е̂ . Оба поля по 
отдельности являются причинными, но если допустить, что ф и фР' 
входят в одно взаимодействие, то возникают трудности, так как 
эти поля в общем случае не коммутируют на пространственнопо
добных расстояниях. Единственный способ не нарушить лоренц— 
инвариантность, сохранение четности и эрмитовость взаимодейст
вия заключается в требовании, чтобы фР было пропорциональным 
ф, откуда

Т|° = rf. (5.2.18)

Итак, внутренняя четность Г]Г|С системы, состоящей из бесспи- 
новой частицы и ее античастицуы, равна +1 (другими словами, 
такая система является четной). Теперь

Рф(х)Р“1 = Г|“'ф(:Лг). (5.2.19)

Эти результаты применимы и в случае, когда бесспиновая частица 
совпадает со своей античастицей. В этом случае т]с = т|, откуда 
следует, что внутренняя четность такой частицы действительна, 
Г] = ±1.

Рассмотрение зарядового сопряжения во многом аналогично. 
Из результатов раздела 4.2 имеем

Са(р)С-1 = ^’ а°(р), (5.2.20)

Сас+(р)С"1 = §са+(р), (5.2.21)

где \ и — фазы, связанные с зарядовым сопряжением одночас
тичных состояний. Отсюда следует, что

Сф+(х)С-1 = ^ф +с(х), (5.2.22)

Сф+гг+(ж)С-г = ^ v V ) -  (5-2-23)
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Поле Сф(х)С-1 должно быть пропорционально полю ф(х), с которым 
оно коммутирует на пространственноподобных расстояниях. Оче
видно, для этого необходимо, чтобы

^  . (5.2.24)

Как и в случае обычной четности, внутренняя зарядовая четность 
состояния, содержащего бесспиновую частицу и ее античастицу, 

является четной. Теперь

Сф&г)СГ1 = §У<(аг). (5.2.25)

Как и выше, эти результаты применимы в случае, когда частица 
совпадает со своей античастицей, и = q. Зарядовая четность 
должна быть при этом действительна, % ±1.
Обратимся, наконец, к обращению времени. Из результатов разде
ла 4.2 находим:

Та(р)Т-1 = Са(-Р), (5.2.26)

Tact(p)T_1 = ^cact(-p). (5.2.27)

Вспоминая, что оператор Т антиунигарен, и вновь меняя перемен
ную интегрирования р на —р, находим:

Т ф + ^ Т "1 = Сф+(-^ж), (5.2.28)

Тф+£"1'(;г)Т-1 = ^ сф+с+(-:#ж). (5.2.29)

Чтобы Тф(сс)Т-1 было простым образом связано с полем ф в обра
щенной по времени точке —Vfx, должно выполняться равенство

(5. 2.30)

и поэтому

Тф(х)Т"1 = С ф( .Лт). (5.2.31)
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5.3 Причинные векторные поля

Рассмотрим следующее по простоте поле, преобразующее
ся как четырехмерный вектор, т. е. по простейшему нетривиаль
ному представлению однородной группы Лоренца. В современной 
физике элементарных частиц все большую роль играют массив
ные частицы W и Z 0, которые при низких энергиях описываются 
такими полями. Поэтому наше рассмотрение представляет не 
только педагогический интерес. (Кроме того, хотя мы и рассмат
риваем массивные частицы, в квантовой электродинамике воз
можен подход, при котором фотон описывается как массивное 
векторное поле в пределе очень малой массы.) Сначала будем 
считать, что векторное поле описывает только один тип частиц 
(опуская при этом индекс п). Затем мы учтем возможность 
того, что поле описывает как частицу, так и соответствую щ ую  
античастицу.

В 4-векторном представлении группы Лоренца строки и столб
цы матриц представления D(А) помечены индексами ц, V и т. д., 
принимающими четыре значения, причем

D(A)% = А%. (5.3.1)

Части векторного поля, отвечающие уничтожению и рождению 
частиц, записываются в виде:

(p+,i (х) = £  (2я) 3/2 J  d3p (р, о)а(р, <з)егр'х ,
а *

ф_,1(х) = £(2тг)-3/ 2 J  d3p u |1(p,a)a(p,a)e_ip'a:.

(5.3.2)

(5.3.3)

Коэффициентные функции м (̂р,а) и г/(р,а) при произвольном им
пульсе с помощью формул (5.1.21) и (5.1.22) выражаются через эти 
же функции при нулевом импульсе:

u^(p,c) = (m /p°)1/2 L(p)|1vMv(0,a), (5.3.4)

?;fl(p,a) ( т / р ° ) 1/2 L(p)M'vuv(0,a) (5.3.5)
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(здесь используется стандартное соглашение о суммировании по 
повторяющимся пространственно-временным индексам ц, V и т, д.). 
Кроме того, коэффициентные функции при нулевом значении им
пульса подчиняются условиям (5.1.25) и (5.1.26):

£ y < 0 ,a ) jg >  = / % u v(0,a), (5.3.6)
a

- £ ^ (0 ,o ) j| £ *  = jr > W (0,a). (5.3.7)
a

В 4-векторном представлении генераторы вращения определяются 
с помощью (5.3.1) в виде

Ш ° о = Ш ^ = Ш го = 0 ,  (5.3.8)

W i = - * i 1 k >  (5-3.9)

где индексы г, j, к принимают значения 1, 2, 3. Отметим в 
частности, что /  принимает вид:

( / 2)°0 = ( / 2)°г = ( / 2)*0 = 0, (5.3.10)

( / 2) S = 2 5 V  (5.3.11) 

Из формул (5.3.6) и (5.3.7) следует тогда, что

£ u ° (0 ,o )( jW )| a =0, (5.3.12)
a

£ u i (0,o)(J (̂ = 2 u <(0,<y)J (5.3.13)
О

£ t ; 0(0 ,o )(J ^ )| a =0, ( 5 .з .14)
a

£ ^ ( 0 ,o ) ( jW 4)|a = 2^ (0 ,a ). (5.3.15)
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Напомним к тому же известную формулу: (J(3,)|a = j{j + 1)8^CT. Из 
формул (5.3.12)—(5.3.15) вытекает, что существуют две возможности 
для значений спина частицы, которая описывается векторным 
полем: либо j = 0, и тогда при р = 0 только и0 и ?з° отличны от нуля, 
либо j = 1 (и j  (j + 1) = 2), и при этом при р = 0 отличны от нуля 
только пространственные компоненты иг и v'.

Рассмотрим эти возможности детальнее.

Спин нуль

Подходящим выбором нормировки полей можно записать един
ственные ненулевые компоненты 4-векторов «^(О) и гз̂ (О) в обще
принятом виде:

u°(0) = i{m  /  2)1/2, 

г>°(0) = -i(m  /  2): 2.

(Индекс s принимает в этом случае единственное значение нуль и 
поэтому опущен.) В случае произвольного импульса из формул
(5.3.4) и (5.3.5) следует:

г^(р) = гр^(2р°)~1/2, (5.3.16)

г '̂(р) ф !'(2р°) 1/2. (5.3.17)

Векторные поля уничтожения и рождения в данном случае являют
ся не чем иным, как производными от скалярных полей уничтоже
ния и рождения для рассмотренных выше бесспиновых частиц:

ф+̂ (ж) = Э̂ (р+(х), ф-^(х) = Э^ф“ (х). (5.3.18)

Очевидно, что причинное векторное поле для скалярной частицы 
есть производная причинного скалярного поля:

ф^х) = ф+(г(х) + ф_|г(х) = Э,1ф(х). (5.3.19)

Таким образом, этот случай можно далее не рассматривать.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



278 Глава 5. Квантовые поля и античастицы

Спин единица

Из формул (5.3.6) и (5.3.7) сразу же следует, что при ст = О 
векторы и\0,0) и иг(0,0) направлены вдоль третьей оси. При подхо
дящей нормировке полей можно выбрать эти векторы в виде

"о’

г^(0,0) = и»Ч0,0) = (2тП 1/2 (5.3.20)

где 4-компоненты перечислены в порядке 1, 2, 3, 0. Чтобы найти 
другие компоненты, используем формулы (5.3.6), (5.3.7) и (5.3.9) и 
вычислим результат действия повышающих и понижающих опера
торов J)l! ± iJ? 1 на и и V. Получим:

г^1(0,+1) = -^ (0 ,-1 )  = - 4 =  (2 т ) " 1/2 
л /2

1
+ i 

0 
0

(5.3.21)

г^(0,-1) = -г?^(0,+1) = — ^ ( 2 т Г 1/2
' л/2

1 
— 2 
о 
о

С помощью формул (5.3.4) и (5.3.5) находим:

u ^ P jG) = г>м'(р,а) = (2р°)-1/2# (р ,0 ) ,

где
е^(р,а) — l / v(p)ev(0,a),

'о' " 1 " " 1 "

е^(0,0) = 0
1

+ г 
0

-  г 
0

0 0 0

(5.3.22)

(5 3.23)

(5.3.24)

(5.3.25)
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Теперь поля уничтожения и рождения принимают вид

с£3р
ф+|Х(х) = ф ц+(х) = (2ж) 87,2У ер'(р,о)а(р,а)егр а;. (5 3 26)

Конечно, поля ф+,1(х) и ф+Л,(у) коммутируют (или антикоммутируют) 
для всех х и у. Но это не относится к полям ф+!Л(х) и ф_Л'(у). 
Коммутатор (для бозонов) или антикоммутатор (для фермионов) 
этих полей равен

d3p
[ф+(-1(х),ф v(y)]_ =

где

(2л)32р° 

rPv(p) з  ^ e tt(p,o)ev‘ (p,a). (5.3.28)

Непосредственное вычисление с помощью (5.3.25) показывает, что 
I"Pv(0) является проекционной матрицей на пространство, ортого
нальное направлению временной оси. Тогда из (5.3.24) следует, что 
П у̂(р) есть проекционная матрица на пространство, ортогональное 
4-вектору рц:

№ v (p) = r f v + Р у  / т 2 (5.3.29)

Коммутатор (или антикоммутатор) (5.3.27) можно выразить через 
функцию Д+, которую мы определили в предыдущем разделе:

[ф  ̂(ж), ф v(y)]_ = Л
т

А + ( х -у ) . (5.3.30)

Важное свойство этого выражения заключается в том, что оно не 
обращается в нуль при пространственноподобных х  — у и четно 
относительно х  — у. Поэтому можно повторить рассуждения преды
дущего раздела для построения причинного поля. Образуем линей
ную комбинацию полей уничтожения и рождения

г?1' (х) = Кф+1г(х) + Хф~^(х),
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для которой при пространственноподобных ж — у

[■г/(ж),uv(у)],,. = кХ[1 + 1] i f v --------—  Л+ ( х - у ) ,
т

[и^(ж),г^+(у)]т = (|к|2+|^ ) t f v -------А . (ж -  у).
т

Для обращения в нуль обоих выражений при пространственноподоб
ных х  — у необходимо и достаточно, чтобы частицы со спином едини
ца были бозонами, и |к| = |А|. Подходящим выбором фазы одночастич
ных состояний можно добиться, чтобы к и X имели одинаковую 
фазу, так что к = X, а затем устранить общий множитель к, 
переопределив общую нормировку поля. В результате причинное 
векторное поле массивной частицы со спином единица имеет вид:

Однако если частицы, которые описываются этим полем, обладают 
ненулевым значением какого-то сохраняющегося квантового числа 
Q, то невозможно построить из такого поля сохраняющее Q взаимо
действие. Следует предположить, что существует другой бозон той 
же массы и спина, обладающий противоположным значением Q, и 
построить причинное поле как

^ (ж ) = ф+|-1(ж) + ф '1' (.г). (5.3.31)

Заметим, что поле действительно:

у^(х) = и,1+(ж). (5.3.32)

V11 (ж) = ф+|Л (ж) + ф+с|-1+ (ж), (5.3.33)

или, подробнее,

(5.3.34)
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где верхним индекс «с» отмечает операторы, рождающие античас
тицу, которая зарядово сопряжена к частице, уничтожаемой по
лем ср+'и(ж). Полученное поле причинно, но более не действительно. 
Эта же формула применима и в случае полностью нейтральной 
частицы со спином единица, совпадающей со своей античастицей, 
если положить ас(р) = а(р). В любом случае коммутатор векторного 
поля и сопряженного ему поля равен

Л _
m

А(х -  у), (5.3.35)

где Д(х -  у) — функция (5.2.13).
Построенные нами для массивной частицы со спином едини

ца действительные и комплексные поля удовлетворяют интерес
ным полевым уравнениям. Во-первых, так как р11 в экспоненте в 
формуле (5.3.26) удовлетворяет условию р2 = -т 2, поле удовле
творяет такому же, как и для скалярного поля, уравнению Клей
на-Гордона

(□ -  m 2)v> (̂x) = 0, (5.3.36)

Кроме того, поскольку из (5.3.24) следует, что

e^(p,o)pR =0, (5.3.37)

имеем еще одно уравнение:

Э ^ ( х )  = 0. (5.3.38)

В пределе малой массы уравнения (5.3.36) и (5.3.38) превращаются в 
уравнения электродинамики для 4-вектора потенциала в так назы
ваемой калибровке Лоренца.

Однако никакая теория массивных частиц со спином единица 
при устремлении массы к нулю не превращается в электродинами
ку. Причину этого можно увидеть, рассмотрев вероятность образо
вания частицы со спином единица за счет взаимодействия с плотно
стью гамильтониана Ж '■ где Jfl — произвольный 4-вектор тока. 
Возводя матричный элемент в квадрат и суммируя по проекциям
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спина частицы на ось z, получаем, что вероятность пропорциональ
на величине

Y ,\<Jl l> e'i (p,of\2= < J ll х  Jv >* р),
а

где р — импульс испускаемой частицы со спином единица, а —
матричный элемент тока (взятый, скажем, при х  = 0) между 
начальным и конечным состояниями всех других частиц. Слагаемое 
p^pv/m 2 в FPv(p) приводит в общем случае к бесконечному возраста
нию вероятности процесса при т —» 0. Единственный способ предот
вратить катастрофу — предположить обращение в нуль произведе
ния <Х>р^, В координатном пространстве это сводится к сохранению 
тока J11 в том смысле, что =  0. На самом деле, необходимость 
сохранения тока можно увидеть после простого подсчета числа 
состояний. У массивной частицы со спином единица имеется три 
спиновых состояния, которые можно считать состояниями со спи- 
ральностью +1, 0 и -1. В то же время любая безмассовая частица со 
спином единица типа фотона может иметь только две спиральности 
+1 и -1. Условие сохранения тока как раз и гарантирует, что в 
пределе нулевой массы частицы со спином 1 в состояниях с нулевой 
спиральностью не будут излучаться.

Преобразования инверсий можно рассмотреть во многом ана
логично случаю скалярного поля. Чтобы вычислить результат дей
ствия преобразования пространственной инверсии, нужна формула 
для #(-p ,s). Используя равенство 0 \ (  р) = :f^vLPт(р);/\  и формулу 
(5.3.24), находим

ем'(” Р,(з) = -3*P,yev(p ,o ). (5.3.39)

Далее, чтобы вычислить результат действия операции обращения 
времени, нужна формула для (_ 1) а (~Р,_ а ). Используя равенст
во #  (-<з) = ге^(о) и предыдущую формулу для А%(-р), получаем

(—1)1+сте^: (-р ,-о )  = vf^vey (р, о ) . (5.3.40)

С помощью этих формул и свойств преобразования операторов 
уничтожения и рождения, выписанных в разделе 4.2, можно непо
средственными вычислениями найти законы преобразования полей
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уничтожения и рождения под действием преобразований инверсии. 
Мы вновь обнаруживаем, что для того, чтобы причинные поля 
преобразовывались бы в другие поля, с которыми они коммутируют 
на пространственноподобных расстояниях, необходимо, чтобы внут
ренние фазовые множители, отвечающие пространственной инвер
сии, зарядовому сопряжению и обращению времени для частиц со 
спином единица и их античастиц, были связаны соотношениями:

Г|с = r f, (5.3.41)

(5.3.42)

= £;*. (5.3.43)

(В частности, в случае, когда частицы со спином 1 совпадает со 
своей античастицей, все фазы должны быть действительны.) 
С учетом этих условий на фазы находим, что причинное векторное 
поле (5.3.34) обладает следующими трансформационными свойства
ми относительно инверсий:

Рг>|1(х)Р_1 = -r\ ('Ух), (5.3.44)

С ^ (х )С ~ г = ^ V +(x), (5.3.45)

Т и ^ х ) ! ” 1 = С (5.3.46)

В частности, знак «минус» в (5.3.44) означает, что векторное поле, 
преобразующееся как полярный вектор без дополнительных фаз 
или знаков, связанных с матрицей описывает частицу со
спином 1 и внутренней четностью Г] - 1.

5.4. Дираковский формализм

Среди всех представлений однородной группы Лоренца су
ществует одно, играющее особую роль в физике. Как мы видели 
в разделе 1.1, это представление было впервые рассмотрено Дираком 
в теории электрона3. Но, как часто случается, оно было уже 
известно математикам4, так как при любом числе измерений это
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представление лежит в основе одного из двух больших классов 
представлений группы вращений или группы Лоренца (точнее, их 
накрывающих групп; см. раздел 2.7). Согласно рассматриваемому 
здесь подходу, структура и свойства любого квантового поля дикту
ется тем представлением однородной группы Лоренца, по которому 
это поле преобразуется. Поэтому для нас более естественно сначала 
описать дираковский формализм в том виде, как он возник в матема
тике, а не так, как его ввел Дирак.

Представлением однородной группы Лоренца мы называем 
множество матриц D(А), удовлетворяющих закону группового ум
ножения

D(A)D(A) = D(AA).

Как и для унитарных операторов 17(A), можно изучать свойства 
этих матриц, рассматривая бесконечно малые преобразования

А 1у = 8% + ( 0%, (5.4.1)

= - wvix, (5-4.2)

для которых
D(A) = 1 + | (0^ V, (5.4.3)

где = ~ /v,u — множество матриц, удовлетворяющих коммута
ционным соотношениям (2.4.12):

,;| _  ЛУР у МП _  ЛИР y VO _  /Pv + (5.4.4)

Чтобы найти эти матрицы, предположим, что сначала мы построи
ли матрицы у ,  удовлетворяющие соотношениям антикоммутации,

{ t , f }  = 2rfv , (5.4.5)

и попробуем определить

= -| [T ^ ,Y v]- (5.4.6)

С помощью (5.4.5) нетрудно показать, что
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C T ,Y P] = -гу^'ПУР + iyvr|W - (5.4.7)

Отсюда вытекает, что (5.4.6) действительно удовлетворяет требуе
мому коммутационному соотношению (5.4.4). Предположим далее, 
что матрицы уд неприводимы. Это означает, что не существует 
собственного подпространства, остающегося инвариантным под 
действием всех этих матриц. В противном случае можно было бы 
выбрать меньшее количество компонент поля, которые преобразо
вывались бы по формулам (5.4.3) и (5.4.6) с неприводимым набором 
матриц у

Всякий набор матриц, удовлетворяющих соотношению вида 
(5.4.5) (или его евклидовому аналогу, в котором Г|„у заменено на 
кронекеровский дельта-символ), называется алгеброй Клиффорда. 
Важность этого представления однородной группы Лоренца (точ
нее, ее накрывающей группы) связана с тем, что наиболее общее 
неприводимое представление группы Лоренца является тензором 
либо спинором, преобразующимися по формулам (5.4.3), (5.4.6), или 
прямым произведением спинора и тензора (доказательство приве
дено в разделе 5.6).

Смысл перестановочного соотношения (5.4.7) заключается в 
том, что у р является вектором, т. е. с учетом формулы (5.4.3) 
выполнено равенство

D(A)yPD”1(A) = A / y a. (5.4.8)

Точно так же единичная матрица тривиально является скаляром:

D(A)1D_1(A) = 1, (5.4.9)

и из (5.4.4) следует, ч то г/ рсг есть антисимметричный тензор:

D(A)/P(7D“1(A) = (5.4.10)

С помощью матриц f  можно построить другие полностью антисим
метричные тензоры

/Р°- =  у р у 'у  \ (5.4.11)

г у ф о т п  =  у [ р у О у Т у Г | |  _ ( 5 . 4 . 1 2 )
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Квадратные скобки в этих выражениях являются стандартным 
обозначением того, что производится суммирование по всем пере
становкам индексов внутри скобок, а знаки «плюс» или «минус» 
определяются четностью перестановки. Например, формула (5.4.11) 
есть сокращенная запись выражения

^р а х  =  у Р у ^ у ^  — у Р у т у °  _  y G y P y '1 _|_ у ^ у Р у ®  у с у Т у Р  — у ^ у ^ у Р  #

Многократно используя формулу (5.4.5). можно записать любое 
произведение у-матриц как сумму антисимметризованных произве
дений у-матриц, умноженных на произведение метрических тензо
ров, так что полностью антисимметричные тензоры образуют пол
ный базис множества всех матриц, которые можно построить из 
матриц Дирака.

Этот формализм автоматически содержит преобразование чет
ности, которое принято выбирать в виде

Р = г'у°. (5.4.13)

В применении к матрицам Дирака имеем:

(Зу^ - 1 = - у \  (3у°(3“ 1 = -ьу0 . (5.4.14)

(Индексы выбраны так, что ц пробегает значения 0, 1, 2, ...) Такое 
же преобразование подобия, примененное к любому произведению 
у-матриц, приведет к появлению дополнительного знака «плюс» или 
«минус» в зависимости от того, содержит ли произведение четное или 
нечетное число у-матриц с пространственными индексами. В частности,

Р /,;Р • = У". (5.4.15)

|3f Op- 1 = - f ° .  (5.4.16)

Все, что до сих пор говорилось в этом разделе, применимо для 
любого числа пространственно-временных измерений и для любой 
«метрики» г у̂. Однако в четырехмерном пространстве- времени суще
ствует дополнительное ограничение, что ни один полностью антисим
метричный тензор не может иметь более четырех индексов, так что 
последовательность тензоров 1, у5, г/ рсг, / рсгт,... обрывается на тензоре
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(5.4.12). Далее, каждый из этих тензоров преобразуется по-разному 
под действием преобразований Лоренца и/или четности, так что все 
они линейно независимы *. Число линейно независимых компонент 
этих тензоров равно единице для 1, четырем для у р, шести для j?pcr, 
четырем для -/рот, и единице для т. е. всего шестнадцать
компонент. (По общему правилу полностью антисимметричный тензор 
с те индексами в пространстве d измерений имеет число компонент, 
равное биномиальному коэффициенту d!/n!(d~п)!) Существуют не 
более чем V2 независимых V X V матриц, так что наши матрицы должны 
иметь не меньше, чем V l6 = 4 строк и столбцов. Матрицы Дирака 
минимальной размерности с необходимостью неприводимы; если бы 
это было не так, то подпространство, оставляемое инвариантным 
этими матрицами, реализовало бы представление меньшей размерно
сти. Поэтому примем, что у1-1 есть матрицы 4 X 4.

(В более общем случае, при любом четном числе d простран
ственно-временных измерений, можно построить антисимметрич
ные тензоры с 0, 1, ... , d индексами и с общим числом независимых 
компонент, равным

A  d 1
"  те !(d -  те)!
п= 0

= 2е

Тогда у-матрицы должны иметь как минимум 2d̂ 2 строк и столбцов. 
Для пространства или пространства—времени нечетной размер
ности полностью антисимметричные тензоры ранга п и  d — п могут 
быть связаны линейными условиями

у1и1уиа...ум  о .

при г = 1, 2, ..., d— 1, где e ^ 2"'^d — полностью антисимметричный 
тензор, а при г = 0 левая часть равна единичной матрице. При

* То, что эти матрицы линейно независимы, можно показать другим 
способом, заметив, что они образуют ортогональное множество со скаляр
ным произведением двух матриц, определенным, как след от их произведе
ния. Заметим, что ни одна из матриц не может равняться нулю, т. к. каждая 
компонента каждого тензора пропорциональна произведению разных у-мат- 
риц, а квадрат такого произведения равен с точностью до знака произведе
нию соответствующих квадратов, т. е. равен ±1»

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



288 Глава 5. Квантовые поля и античастицы

таких условиях * есть только 2d_1 независимых тензоров, откуда 
минимальная размерность у-матриц равна 2<d_1)/ 2).

Возвращаясь к четырехмерному пространству-времени, вы
берем явно набор 4 x 4  у-матриц. Удобным является следующий 
выбор:

"0 1 " 0 а
, у = - г

1 0_ 1 Q о

где 1 — единичная 2 x 2 матрица, а компоненты вектор-матри
цы о  — обычные матрицы Паули

°1  =
"0 Г о - е "1 0 4

> , а , =
а  о. J ° ,

7 о
,0 - ь

(5.4.18)

(Матрицы о, как раз являются 2 x 2  у-матрицами в трех измерени
ях.) Можно показать5, что любой другой неприводимый набор 
у-матриц связан с этими матрицами преобразованием подобия. 
С помощью формул (5.4.17) без труда вычисляются генераторы 
группы Лоренца:

Г  =
О

(5.4.19)

/ '°  = + -(Т
° г  0

О -о,- (5.4.20)

* Это ограничение не мешает включению пространственной инверсии в 
дираковское представление группы Лоренца в нечетномерном пространстве- 
времени, т. к. тензор j-i'i!l2-!l.( четен по отношению к инверсии пространствен
ных координат. Если нас не заботит пространственная инверсия, можно по
строить 2(d-2)/2-мерные неприводимые представления собственной ортохрон
ной группы Лоренца в пространстве-времени четного числа измерений, на
ложив упомянутые выше ограничения, связывающие антисимметризован- 
ные произведения г и d -  г матриц Дирака. Примером могут служить подмат
рицы в нижеприведенных формулах (5.4.19) и (5.4.20)
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(Здесь Еф — полностью антисимметричный тензор в трех измере
ниях, причем е123 — +1.) Заметим, что они блочно-диагональны, 
так что матрицы Дирака реализуют приводимое представление 
собственной ортохронной группы Лоренца, являющееся прямой 
суммой двух неприводимых представлений с = ±%^|; .

Удобно записать полностью антисимметричные тензоры 
(5.4.11) и (5.4.12) в несколько более простом виде. Матрица (5.4.12) 
полностью антисимметрична, следовательно, пропорциональна 
псевдотензору ер<ТТТ1, определенному как полностью антисиммет
ричная величина с е012,5 = +1. Полагая индексы р, а, т, г] последо
вательно равными 0, 1, 2, 3, видим, что

|рр<ит| = 4 , ( (5.4.21)

где
У5 = - t y V y 2y ■ (5.4.22) 

Матрица у5 является псевдоскаляром в том смысле, что

[ / ро,у 5] = 0, (5.4.23)

РУаР-1 = “ Ye- (5.4.24)

Аналогично, .-/рот должна быть пропорциональна тензору ерсто1, свер
нутому с некоторой матрицей Полагая индексы р, а, т по очереди 
равными 0, 1, 2, или 0, 1, 3, или 0, 2, 3, или 1, 2, 3, находим:

4 * ”  = 3h eP CTTTly5 y T1. (5.4.25)

Шестнадцать независимых 4 x 4  матриц могут быть поэтому выбра
ны как компоненты скаляра 1, вектора У, антисимметричного 
тензора / рст, «аксиального» вектора у5уц и псевдоскаляра у5. Легко 
видеть, что квадрат матрицы у5 равен единице:

У5 2 = ! ,  (5.4.26)

а сама эта матрица антикоммутирует со всеми у 1:

{у 5 ,у^} = 0. (5.4.27)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



290 Глава 5. Квантовые поля и античастицы

Обозначение у5 особенно удобно, т. к. соотношения антикоммутации
(5.4.26) и (5.4.27) вместе с формулой (5.4.5) показывают, что у0, у1, у2, 
у3, у, реализуют алгебру Клиффорда в пяти пространственно
временных измерениях. В конкретном 4 x 4  представлении у- 
матриц (5.4.17) матрица у5 имеет вид

Удобство такого представления состоит в том, что в нем / рС7 и у5 
имеют блочно- диагональный вид. Мы увидим далее, что это свой
ство окажется особенно полезным при рассмотрении частиц в 
ультрарелятивистском пределе, когда v —» с. (Однако, это пред
ставление не совпадает с тем, которое описано в разделе 1.1 и 
которое ввел Дирак, поскольку он интересовался, главным обра
зом, поведением атомных электронов, для которых v <SC с. В этом 
случае удобнее использовать представление, в котором диагональна 
не матрица у5, а матрица у0.)

Построенное здесь представление однородной группы Лорен
ца не унитарно, т. к. не все генераторы / ро являются эрмитовыми 
матрицами. В частности, в представлении (5.4.17) м а т р и ц ы -эр м и 
товы, н о / <0 антиэрмитовы. Условия действительности удобно запи
сать в явно лоренц—инвариантной форме, введя матрицу (3 = гу°
(5.4.13), которая в представлении (5.4.17) принимает вид

Следовательно, хотя матрицы D(А) не унитарны, они удовлетворя
ют соотношению псевдоунитарности:

У 5 = (5.4.28)

Р = (5.4.29)

Из (5.4.17) следует, что
ру^'р = -уИ , (5.4.30)

откуда
PjTpofP = f  а • (5.4.31)

pD(A)f (3 = D(A)_1. (5.4.32)
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Далее, у5 эрмитова и антикоммутирует с |3, так что

РУо'Р = - у 5 > (5.4.33)

откуда следует, что

(5.4.34)

Матрицы Дирака и связанные с ними матрицы обладают рядом 
важных свойств симметрии. Из формул (5.4.17) и (5.4.18) вытекает, 
что Уц симметричны при JJ, = 0, 2 и антисимметричны при ц = 1, 3, 
так что

Полученные знаки окажутся важными, когда мы в следующем разде
ле будем рассматривать свойства разных токов по отношению 
к зарядовому сопряжению. Конечно, можно объединить полученные 
результаты для сопряжения и транспонирования, и получить правила 
комплексного сопряжения дираковских и связанных с ними матриц:

(5.4.35)

где Т означает транспонирование, и

(5.4.36)

Отсюда сразу же следует, что

(5.4.37)

(5.4.38)

(5.4.39)

(5.4.40)

(5.4.41)
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Yg = (5''Т.,7 %  (5.4.42)

(YsYn)4 = - P W n ^ P -  (5.4.43)

5.5. Причинные дираковские поля

Мы хотим теперь построить поля уничтожения и рождения частиц, 
преобразующиеся по обсуждавшемуся в предыдущем разделе ди- 
раковскому представлению группы Лоренца. Эти поля имеют общий
вид, задаваемый формулами (5.1.17) и (5.1.18):

\|ff(x ) = (2jc)“3/ 2£  j d 3p u ;(p,o)elp'xa(p,a), (5 5 ^
a

-гр-хас+(р,0 )
(5.5.2)

(метка сорта частиц опущена). Чтобы вычислить входящие в эти 
формулы коэффициентные функции щ{р,о) и г>г(р,о), необходимо 
сначала использовать (5.1.25) и (5.1.26) и найти щ и г>г для нулевого 
импульса, а затем с помощью (5.1.21) и (5.1.22) вычислить их для 
произвольных импульсов. В обоих случаях Djj(А) следует брать как 
4 x 4  дираковское представление однородной группы Лоренца.
С помощью (5.4.19) условия при нулевом импульсе (5.1.25) и (5.1.26) 
принимают вид *

* Мы опустили индекс сорта частиц п и заменили 4-компонентный индекс
I на пару индексов: принимающий два значения индекс т, нумерующий 
строки и столбцы подматриц в (5.4.19) и (5.4.20), и второй индекс, принимаю
щий значения + и отмечающий строки и столбцы суперматрицы в (5.4.19) 
и (5.4.20). ........
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II ®ттРт± ®)-

Иными словами, если рассматривать ите+(0, о) и vm+{0,о) как т.,о 
элементы матриц U± и V.., то в матричных обозначениях

U±3m = ?oU±, 

_ y +jOT = f o y

(5.5.3)

(5.5.4)

Далее, (2j +  1)—мерные матрицы и а также 2 x 2
матрицы о /2  реализуют неприводимые представления алгебры Ли 
группы вращений. Общая теорема теории групп, известная как 
лемма Ш ура6, утверждает, что если матрица вида U+ или V+ 
связывает два таких представления, как в (5.5.3) и (5.5.4), эта 
матрица должна либо равняться нулевой матрице (случай, не 
представляющий интереса), либо быть квадратной и несингуляр
ной. Поэтому дираковское поле может описывать только частицы со 
спином j  = j  (так что 2j +  1 = 2), а матрицы J*1/2) и -J t1/2)* должны 
совпадать с о / 2 с точностью до преобразования подобия. На самом 
деле, в стандартном представлении генераторов вращений (2.5.1) 
и (2.5.2) матрицы J(1̂ 2) = 50 и - J (1/2)* = \о 2о о 2■ Тогда получаем, что 
U+ и У+о2 должны коммутировать с О, следовательно, они должны 
быть пропорциональны единичной матрице:

; (0,о ) = с+5, V, : (0 ,о )  = zd+(o2)mCT. (5.5.5)

Р1наче говоря,

и{оА) =

и(0,|) =

V " 0 "

0
, к(0,—|) =

с+
с_ 0

_ 0 _е__

" 0 " "d+~
d+

, и(0,-|) = -
0

0 d_
d_ _ 0 _

т
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и спиноры при конечном импульсе равны

м(р,а) = yjm/j3° D(L(p))u( 0, о), (5.5.6)

г?(р,а) = JmJp°D(L(p))v(Q,c). (5.5.7)

Остается выяснить, чему равны константы с+ и d+, Вообще говоря, 
они совершенно произвольны — можно даже выбрать с_ и d_ или 
с+ и d+ равными нулю, так что дираковское поле будет иметь лишь 
две отличные от нуля компоненты. Единственное физическое усло
вие, которое может как-то определить относительные значения с+ 
и d+, это сохранение четности. Напомним, что в результате про
странственной инверсии операторы уничтожения частиц и рожде
ния античастиц подвергаются преобразованию

Ра(р,о)Р-1 = г|*а(-р,а), (5.5.8)

Pact(p,G)P_1 = Tieac+(-p,<5), (5.5.9)

так что

Pi|/,-(x)P~1 = г|4(2л ) '3/2£  j d 3pM ;(-p,a)e!p'^a(p,a), (3 5 щ
a

Р\]/р(ж)Р~1 = г|с(2л)“3/2£  J d 3p-Uj(-p,o)e“ ip'^ a ct(p,a).
a

Кроме того, из формул (5.4.16), (5.1.21) и (5.1.22) следует, что

и (-р ,о ) = у/m ? р° pD(L(p))pu(0, a), (5.5.12)

u(~p,a) = д /т / р° pD(7_.(p))(3?;(0, a). (5.5.13)

(Поскольку р2 = 1, мы более не делаем различия между Р и Р” 1.) Для 
того, чтобы оператор четности переводил поля уничтожения и 
рождения в точке х  в нечто, пропорциональное этим полям в точке 
:Jfx, необходимо, чтобы Pu(0,a) и pt>(O,0 ) были бы пропорциональны 
м(0,о) и u(0,a), соответственно:
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fkt(0,G) = Ъии(0,о), Р?;(0, о) = bvv{0, о), (5.5.14)

где Ъи и bv — знаковые множители, квадраты которых равны 
единице, Ъи2 = bv2 = 1. В таком случае поля будут простым образом 
преобразовываться при пространственной инверсии:

Р\|/+(сс)Р” 1 = rfbuP\|/ +(.‘%с), (5.5.15)

Р\|/“е (сс)Р-1 = Г|СЬ„(3\|/_С(:ЙГ). (5.5.16)

Подбором общего масштаба полей можно добиться, чтобы коэффи
циентные функции при нулевом импульсе имели вид

zt(0,—)
I

Я

'  1 "

101

0 1 1 1

Ъи 0
1

о
1 Л .

(5.5.17)

гз(0,|) = -j=

" 0 " " 1 "

1 1 0

T z 0

А .

К

_ 0 _

(5.5.18)

Попробуем теперь объединить поля уничтожения и рождения в 
линейную комбинацию

\|/(гс) = к у +(х) + Ял|/ с(ж), (5.5.19)

которая коммутирует или антикоммутирует сама с собой и с сопря
женной величиной в точках, разделенных пространственноподобным 
интервалом. Прямое вычисление дает:

|.н»г(.г),1|/*('у)!х = J d3p[|к|2 Nlt{v)eipix- y]+\l\2 Мг1(тр)е-{р'{х- у)], (5.5.20)
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где
= E u*(p ,a )M?(p’ a ) ’ (5.5.21)

a

M li (p) = L  (p, o)vi (p, a ) . (5.5.22)

Используя либо условия на собственные значения (5.5.14), либо явные 
формулы (5.5.17) и (5.5.18), находим, что при нулевом импульсе

Тогда из (5.5.6) и (5.5.7) получаем:

N(P) = 2pQD(L(P»H + buP1D*mp)), (5.5.24)

М(р) = ^  D(L(p))[l + bvm l(L(p)). (5.5.25)

Из условия псевдоунитарности (5.4.32) следует:

D(L(p))PDt(L(p)) = p,

D(L(p))Dt(L(p)) = D(L(p))pD“ 1(L(p))p.

Напомним также, что Р = — i'f, так что с помощью закона лоренцов- 
ского преобразования (5.4.8) находим:

D(L(p))PD_1(L(p)) = /Ьц"(р)у !1 = - i p ^ f 1 /  т. (5. 5. 26) 

Собирая результаты, получаем *:

* Иногда в дираковские спиноры включают дополнительный множитель 
(p°/m)1/2, так что в знаменателях формул суммирования по спинам (5.5.27) и
(5.5.28) появляется т вместо р°. Используемое здесь условие нормировки имеет 
то преимущество, что оно выдерживает плавный переход к случаю т = 0.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



5.5. Причинные дираковские поля 297

(5.5.27)

М(р) = Л  HP^Yp. + bvmJ Р • 2ри (5.5.28)

Подставляя в формулу (5.5.20), находим окончательно:

[¥г(ж)>У ?Ш т = ( lKP [ - Y %  + Ьит ]р Д +(ж -у )

+ |A-|2 [ - Y %  +Ьит ]р Д +(у -ж ))г_’ (5-5-29)

где Д+ — введенная в разделе 5.2 функция

В разделе 5.2 было показано, что при пространственноподобных 
х  — у функция Д+(х — у) является четной, поэтому, конечно, ее 
первые производные — нечетные функции х  — у. Отсюда, для того, 
чтобы и обе производные, и слагаемые, не содержащие производ
ных, в коммутаторе или антикоммутаторе обратились бы в нуль на 
пространственноподобных расстояниях, необходимо и достаточно, 
чтобы

Ясно, что условие (5.5.30) будет выполнено только, если выбрать 
нижний знак «плюс». Иными словами, частицы, описываемые дира- 
ковским полем, должны быть фермионами. Отсюда с необходимо
стью следует, что |к|2 = |А,|2 и Ъи = ~bv. Как и в случае скалярного 
поля, можно переопределить относительную фазу операторов унич
тожения и рождения так, чтобы отношение к/Х стало действитель
ным. В этом случае к = X и подбором общего масштабного множите
ля и фазы поля \|/ можно выбрать

I к|2 = +1 Х\2, 

к|2 Ъи =±|Х|2 Ь„.

(5.5.30)

(5.5.31)

к = X = 1. (5.5.32)
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Наконец, при желании можно заменить V|/ на у5\|/, что одно
временно меняет знаки у Ъи и bv, так что можно всегда выбрать

к  -  - к  -  + 1- (5.5.33)

Для будущих применений выпишем окончательный вид дираков- 
ского поля:

\|/г(х) = (2% )3/2J ^ jd 3plul(p,a)etp'xa (p ,o )+ v l(p,0 )e 'ф'хас+(р,а)],
а

(5.5.34)

где коэффициентные функции при нулевом импульсе равны:

и(0, l ) - j -
(5.5.35)

i'(0, ) = —
1

Л

~0~

1

1
° 

L
|

0 1

1
1 Ь-1 1 1

о
•

(5.5.36)

Суммирование по спинам осуществляется по формулам

= Т Т  Н Р ^ У  ц + т \Р> 2р •

М(р) = Нр^Уц - т ] р ,  
2ри

(5.5.37)

(5.5.38)

так что антикоммутатор (5.5.20) имеет вид:

[Y iH .V f (?/)]+ = {[ •! тЩ^А(х у). (5.5.39)
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Вернемся теперь к требованию, что в результате пространственной 
инверсии поле \|/(х) должно переходить в нечто, пропорциональное 
Х|/(;/йс). Чтобы это было возможным, фазы в формулах (5.5.15) и (5.5.16) 
должны быть равны друг другу, откуда внутренние четности частиц 
и их античастиц должны быть связаны соотношением:

г|с = -  ц .  (5.5.40)

Иными словами, внутренняя четность Г|Г|С системы, состоящей 
из частицы, со спином 1/2 и ее античастицы, равна -1 . Именно по 
этой причине мезоны с отрицательной внутренней четностью, та
кие как р° и J/щ можно интерпретировать как s-волновые связан
ные состояния кварк-антикварковых пар. Из формул (5.5.15) 
и (5.5.16) находим закон преобразования дираковского поля в 
результате пространственной инверсии:

Р^(ж)Р“ 1 = r f P V ( l « . (5.5.41)

Прежде чем переходить к другим инверсиям, уместно заметить, 
что формулы (5.5.14), (5.5.33) и (5.5.26) показывают, что u(p,s) и 
t>(p,s) являются собственными векторами оператора - ф иу (1 / т с  
собственными значениями +1  и —1, соответственно:

(гр^Уц + т)и(р, а) = 0, (—гр^у^ + ш)г>(р,а) = 0. (5.5.42)

Отсюда вытекает, что поле (5.5.33) удовлетворяет дифферен
циальному уравнению

(у^Э  ̂+ т)\|/(х) = 0. (5.5.43)

Э то знаменитое уравнение Дирака для свободной частицы со спином 
1/2. С принятой здесь точки зрения, уравнение Дирака для свобод
ной частицы есть не что иное, как лоренц—инвариантная запись 
использованного нами условия, чтобы объединение двух неприво
димых представлений собственной ортохронной группы Лоренца 
давало поле, простым образом преобразующееся при пространст
венной инверсии.

Чтобы установить свойства дираковского поля по отношению 
к преобразованиям зарядового сопряжения и обращения времени,
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нам нужны выражения для комплексно сопряженных коэффици
ентных функций и и v. При нулевом импульсе эти функции дейст
вительны, но чтобы получить коэффициентные функции при ко
нечном импульсе, мы должны умножить их на комплексную матри
цу D(L(p)). Из формулы (5.4.41) следует, что для произвольных 
действительных ft)̂ v

[е х р (^ * " о у )Г  = Р-Рехр (1 ^ 0%  ̂ Р ,  

так что, в частности,

D(L(p))* = р Щ Ь (р ))^ -1р.

Заметим также, что 9Г1Рм(0,о) = -г>(0,а) и с?^1Рг;(0,а) = -и((),а), так 
что

Uj*(p,o):= -pS#{(p,o)s (5.5.44)

(р, ст)' t= -р Ш г(р,с). (5.5.45)

Для того, чтобы поле, получающееся при зарядовом сопряжении, 
коммутировало бы с исходным полем на пространственноподобных 
расстояниях, нужно, чтобы зарядовые четности частицы и анти
частицы были бы связаны соотношением

^С = К ■ (5.5.46)

В этом случае поле преобразуется по правилу

С\|/(ж)С-1 = -^*Р '̂\|/*(ж). (5.5.47)

(Мы обозначаем эрмитово сопряженное поле в правой части \|/*, а 
не \|/т, с тем чтобы подчеркнуть, что это все еще вектор-столбец, а 
не строка.)

Мы все время различали частицы и их античастицы, но не 
исключена возможность, что они на самом деле тождественны. 
Подобные частицы со спином 1 /2  называются майорановски- 
ми фермионами. Рассуждая по той же схеме, которая привела

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



5.5. Причинные дираковские поля 301

к (5.5.47), получаем, что дираковское поле такой частицы должно 
удовлетворять условию действительности:

Y(SC) =  -рЯЙЯ)Г*(£р). (5.5.48)

Внутренняя пространственная четность майорановских фермионов 
должна быть мнимой, Г| = ±г, а четность относительно зарядового 
сопряжения — действительной, § = ± 1.

Существует важное различие между фермионами и бозонами, 
касающееся внутренней фазы, возникающей при зарядовом сопря
жении состояний системы, состоящей из частицы и ее античастицы. 
Такое состояние имеет вид

ф = Y, | d3pJ <г3Р/Х(Р̂ ;;Р,»о')а+(р,о)аС̂(р',о')Ф0,
g ,g '

где Ф0 — вакуумное состояние. При зарядовом сопряжении такое 
состояние преобразуется в

СФ = ^ С L j й3р|^3р'х(р.0;р',о,)ас+(р,<у)а1"(р/,о,)фа*
а,а' *

Меняя местами переменные интегрирования и суммирования и 
используя соотношения антикоммутации операторов рождения и 
формулу (5.5.46), можно переписать последнее выражение как

Сф = Jd3p j* d3p'x(p',a') р,а)а1’ (р,о)ас+(р',а ')Ф 0.
а,а' *

Отсюда находим, что внутренняя зарядовая четность системы, 
состоящей из частицы, описываемой дираковским полем, и ее 
античастицы, равна —1. Это означает следующее: если волновая 
функция % состояния четна или нечетна по отношению к перестанов
ке импульсов и спинов частицы и античастицы, то оператор зарядо
вого сопряжения при действии на такое состояние дает соответствен
но —1 или +1. Классическим примером использования этих правил 
является позитроний, связанное состояние электрона и позитрона. 
Два низших энергетических состояния являются почти вырожден
ными s-волновыми СОСТОЯНИЯМИ С ПОЛНЫ М  СПИНОМ S =  0  И S =  1.
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Их называют соответственно пара- и ортопозитронием. Волновая 
функция обоих состояний четна по отношению к перестановке им
пульсов, и нечетна или четна при перестановке г-компонент спина, 
так что парапозитроний и ортопозитроний имеют зарядовую чет
ность С = +1  и С =  —1, соответственно. Такие значения решающим 
образом влияют на возможные моды распада позитрония: парапози
троний быстро распадается на пару фотонов (у каждого из которых 
С = — 1), а ортопозитроний может только значительно медленнее 
распадаться на три или более фотонов. Точно так же, одиночные 
мезоны р° и со0 рождаются как резонансы при аннигиляции электрон- 
позитронных пар больших энергий через однофотонное промежуточ
ное состояние, так что у этих мезонов должно быть С = — 1. Это 
совместимо с интерпретацией таких мезонов как кварк-антикварко- 
вых связанных состояний с нулевым орбитальным моментом и сум
марным спином кварков, равным единице.

Перейдем, наконец, к обращению времени. Напомним свойст
ва преобразований операторов уничтожения частиц и рождения 
античастиц (формула (4.2.15)):

Та(р,а)Т-1 = ^ '(-1)1/ 2_°а (-р ,-а ), (5.5.49)

Tact(p,o)T_1 = ^c( - l )1/ 2_o:act(-p ,-a ). (5.5.50)

Тогда при обращении времени поле (5.5.34) преобразуется как

Т\|/г(х)Т -1 = (2л)_3/2£  J d3p (- l)1/2“ a
a

х [C, 'u'i (p,a)e_ip'xa (-p ,-a ) + ^c'i^(p,G)etpxacf (-p ,-o )j.

Чтобы записать это выражение в такой же форме как \|/, следует 
заменить переменные интегрирования и суммирования на — р и —о, 
так что нам нужны формулы, связывающие щ { - p,- s) и u;*(-p ,-s) 
с M;(p,s) и t>;(p,s), соответственно. Для этого можно использовать то, 
ч то . / !(| антикоммутирует с (3 и коммутирует с у5. С учетом предыду
щего выражения для D(L(p))‘ можно записать:

D *(L(-р)) = y5|3D*(L(p))py5 = y 5^ L ( p))W-1y5.
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Далее, из формул (5.4.36) и (5.5.35)-(5.5.36) следует

уГ)Г "‘ и(0,-а )  = ( - 1)1/ 2_<тм(0,а), 

у 5?7_1г;(0,-а) = (-1 )1/2_<тг;(0,а),

так что

(—1)1/ 2+° м < (_ р ,_ о )  =  - у 5Ш (р ,а ) ,  (5.5.51)

( -1 )1/ 2+аг;’’ ( - р , - о )  = - у 5г№ (р ,а ). (5.5.52)

Итак, чтобы операция обращения времени перевела дираковское 
поле в нечто, пропорциональное самому себе в обращенной по 
времени точке (причем чтобы эти поля антикоммутировали на 
пространственноподобных расстояниях), необходимо, чтобы внут
ренние фазовые множители, возникающие при обращении време
ни, были связаны соотношением

= С- (5.5.53)

В этом случае

"i>(x)T_1 = (5.5.54)

Рассмотрим вопрос о том, как построить скалярные плотности 
гамильтониана взаимодействия из дираковских полей и сопряжен
ных им полей. Как отмечалось, дираковское представление не 
унитарно, так что \|/TY не является скаляром. Чтобы обойти эту 
трудность, удобно определить новый тип сопряженной величины:

vj7 т г|/+р. (5.5.55)

Используя условие псевдоунитарности (5.4.32), видим, что ферми- 
онные билинейные комбинации, построенные с помощью vj7, под 
действием преобразований Лоренца изменяются по закону

U’0(A)[\j7(x)M\|/(x)]U’Q1(A) = vj7(Ax)D_1(A)MD(A)\|/(Ax). (5.5.56)
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Кроме того, при пространственной инверсии

(5.5.57)

Беря матрицу М в виде 1, r/^ v, У ^, У5, получаем билинейные 
комбинации \|7М\|/, преобразующиеся как скаляр, вектор, тензор, 
аксиальный вектор и псевдоскаляр, соответственно. (Слово «акси
альный» и приставка «псевдо» означают, что эти комбинации преоб
разуются по отношению к пространственным отражениям противо
положно тому, как преобразуются векторы и скаляры: четность 
псевдоскаляра отрицательна, а пространственные и временная ком
поненты аксиального вектора имеют, соответственно, положитель
ную и отрицательную четности.) Эти результаты сохраняются, 
если два фермионных поля в билинейной комбинации принадлежат 
частицам разных сортов, не считая того, что в этом случае возни
кает отношение внутренних четностей.

Например, в первоначальной теории (3-распада Ферми рас
сматривалась плотность гамильтониана взаимодействия, пропор
циональная У рУ11У „У еУцУу Позднее стало понятно, что наиболее 
общее лоренц-инвариантное, сохраняющее четность и не содержа
щее производных взаимодействие в |3-распаде имеет вид линейной 
комбинации произведений указанного вида, в которых у̂  заменено 
на любой из пяти ковариантов, образованных с помощью 4 x 4  
матриц 1, у1, f/^ v, у5У\ или у5. (Как обсуждалось в гл. 2, оператор 
пространственной инверсии определен так, что внутренняя чет
ность протона, нейтрона и электрона равна +1. Если нейтрино не 
имеет массы, то его четность также можно принять равным + 1, 
заменив при необходимости поле нейтрино на УзУу) Когда в 
1956 году Ли и Янг усомнились в справедливости закона сохранения 
четности, они расширили список возможных взаимодействий без 
производных, включив в него десять слагаемых, пропорциональ
ных \|/рМ\|/п\|/еМ\|/v, а также \|/pM\|/n\|/eMy5\|/v, где М — одна из 
матриц 1, у 1, 0  v̂, УдУ1, Уд. Определенный интерес представляют 
свойства этих билинейных комбинаций по отношению к зарядовому 
сопряжению. Используя формулы (5.5.47) и (5.5.35)-(5.5.39), имеем:

С(\|/М\|/)С 1 = ф щ )Т ̂ м ф щ *) =

= \\ir 'М 77\|/ = ±Х|Ш\|/,
(5.5.58)
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где в последнем выражении берется знак + для матриц 1, у5у̂  и у5, 
и знак — для и l v. (Знак «минус» в первой строчке возникает за 
счет статистики Ферми. Мы игнорируем с- числовой антикоммута
тор.) Таким образом, бозонное поле, взаимодействующее с током 
vj7M\y, должно иметь С +1  для скаляров, псевдоскаляров и 
аксиальных векторов, и С = — 1 для векторов и антисимметричных 
тензоров. Это — один из способов понять, почему к° (взаимодейст
вующий с псевдоскалярным или аксиальным током нуклонов) имеет 
С = + 1, в то время как у фотона С = - 1.

5.6. Общие неприводимые представления однородной 
группы Лоренца *

Перейдем от частных случаев векторного и дираковского полей к 
общему случаю поля, преобразующегося по общему неприводимо
му представлению однородной группы Лоренца. Все поля могут 
быть построены как прямые суммы таких неприводимых полей. 
Общее представление собственной ортохронной однородной группы 
Лоренца (точнее, ее инфинитезимальной части) реализуется мно
жеством матриц JL,, удовлетворяющих тем же коммутационным 
соотношениям (5.4.4), что и генераторы группы:

tc?|XV ’ о̂ рсг ] — /|lp4v© _ (/civЛр|1 _ VrHvp (5.6.1)

(Конечно, JL = —Д,и и индексы в поднимаются и опускаются, как 
обычно, сверткой с тензорами гр'' и r|Llv.) Чтобы понять метод 
построения таких матриц, разделим сначала шесть независимых 
компонент на два 3-вектора: матрицу углового момента

$1 ~ /23 > $2 = $zi > А  = $12 (5.6.2)

и буст

•^i= Jio> = / 20> •^з= /зо- (5.6.3)

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения и 
может быть опущен при первом чтении.
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Тогда формула (5.6.1) может быть записана в виде:

(5-6.4)

[$Р .Ж^= (5.6.5)

[Хх, .я,- ] = - i e ijkg k, (5.6.6)

где i, j, к принимают значения 1,2,3, а — полностью антисиммет
ричная величина с е123 = + 1. Формула (5.6.4) указывает на то, что 
матрицы £  являются генераторами представления подгруппы вра
щений группы Лоренца, а формула (5.6.5) отражает тот факт, что Ж 
есть 3-вектор. Знак «минус» в правой части формулы (5.6.6) возника
ет из-за того, что r|00 = -1. Этот знак играет в дальнейшем 
решающую роль.

Очень удобно заменить матрицы jf и Ж двумя независимыми 
спиновыми 3-векторами, записав

+ (5.6.7)

® =  (5.6.8)

Легко видеть, что коммутационные соотношения (5.6.4)—(5.6.6) экви
валентны равенствам

К ,  AI 4 , (5.6.9)

\./ih Jlj\ (5.6.10)

И ,:% ]  = 0. (5.6.11)

Матрицы, удовлетворяющие соотношениям (5.6.9)—(5.6.11), можно 
найти так же, как это было сделано для матриц, представляющих 
спины пары невзаимодействующих частиц, т. е. в виде прямой 
суммы. Иначе говоря, отметим строки и столбцы этих матриц парой 
целых и/или полуцелых чисел а, Ь, пробегающих ряд значений

а = -А , -А  + 1, +А, (5.6.12)
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Ъ = -В , -В  +  1 , +В (5.6.13)

и примем

( ■ЙЛ'.Л = W $ .  (в-в-14)

<5-6Л5>

где J(A) и J(B) — стандартные спиновые матрицы для спинов А и В:

(Jf % a = a8a'a> (5-6.16)

( /[Л) ± г4 л,)а,а = 6а>±1Л/(А + а )(А ± а  + 1), (5.6.17)

(аналогично для J(B̂ ). Представление отмечается значениями поло
жительных целых или полуцелых чисел А и В. Таким образом, 
представление (А, В) имеет размерность (2А + 1)(2В + 1) *.

Конечномерные представления однородной группы Лоренца 
не унитарны, т. к. 4 и Л эрмитовы, и поэтому $  эрмитова, но ■')( 
антиэрмитова. Причиной является присутствие i в формулах (5.6.7) 
и (5.6.8), что требуется наличием отрицательного знака в (5.6.6). Все 
это вытекает из того, что однородная группа Лоренца — не четы
рехмерная группа вращений £0(4), которая компактна, а неком
пактная группа £0(3, 1). Только компактные группы имеют конеч
номерные унитарные представления (если не считать представле
ний, в которых некомпактная часть представлена тривиальной 
единицей). Однако при работе с неунитарными представлениями не 
возникает особых проблем, т. к. нас интересуют не волновые функ
ции, а поля, которые не обязаны иметь лоренц-инвариантную 
положительную норму.

* Существует альтернативный формализм 8, основанный на том факте, 
что представление группы вращений со спином j  можно записать как симмет- 
ризованное тензорное произведение 2j  представлений со спином 1/2, т. е. как 
симметричный тензор группы SU(2) с 2j  двузначными индексами. Поэтому 
можно записать поля, принадлежащие представлению (А, В), с помощью 2А  
двузначных индексов представления (1/2,0) и 2В двузначных индексов 
представления (0,1/2), снабженных точками, чтобы отличать их от первой 
пары.
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Напротив, группа вращений имеет унитарные представле
ния, генераторы которых являются эрмитовыми матрицами

$  = А  + (5.6.18)

С помощью обычных правил сложения векторов можно убедиться, 
что поле, преобразующееся по представлению (А, В) однородной 
группы Лоренца, имеет компоненты, преобразующиеся при вра
щениях как объекты со спином j, причем

j  = А + В , А + В - 1 ,  ..., \А~В\ .

Этого достаточно, чтобы отождествить представления (А, В) 
с, по-видимому, более знакомыми тензорами и спинорами. Напри
мер, поле (0, 0) является скаляром с единственной компонентой 
j  = 0. Поля (5, 0) или (0, 5) могут иметь только j  = 5; они соответству
ют двум верхним (т. е. у5 = +1) и двум нижним (у5 = —1) компонен
там дираковского спинора. Поле (5, 5) имеет компоненты с j  = 1 и 
j  = 0, соответствующие пространственной части v и временной 
компоненте г;0 4-вектора г/. В общем случае поле (А, А) содержит 
слагаемые только с целыми спинами 2А, 2А—1, ..., 0, и соответству
ет бесследовому симметричному тензору ранга 2А. (Заметим, 
что число независимых компонент симметричного тензора ранга 2А 
в четырех измерениях равно

4 • 5...(4 + 2А -  1) (3 + 2А)!
(2А)! -  6(2А)!

и условие бесследовости сводит это число к

(3 + 2А)! (1 + 2А)! 2
б(2А)! 6(2А -  2)! * 1 ’

как и следует ожидать для поля (А, А).) Еще один пример: поля 
(1, 0) и (0, 1) могут иметь только компоненты j  = 1 и соответствуют 
антисимметричным тензорам F v̂, удовлетворяющим дополнитель
ным, обеспечивающим неприводимость, условиям «дуальности»

р\1У = -|_ 1 gH-VXp Г1
2 Хр
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соответственно; такие тензоры называются соответственно «само- 
дуальными» и «антисамодуальными». Естественно, что разделение 
антисимметричного тензора F*1'' с двумя индексами на подобные 
«самодуальную» и «антисамодуальную» части возможно только в 
случае четырех измерений.

Произвольный тензор ранга N преобразуется как тензорное 
произведение N 4-векторных представлений (5, 5). Поэтому путем 
подходящих симметризации, антисимметризации и вычитания следа 
можно разложить его на неприводимые части (А, В), где 
А = N/2, N/2—1,... и В =  N/2, N/2—1,... Таким способом можно 
построить любое неприводимое представление (А, В), для которого 
А + В является целым числом. Спинорные представления, у кото
рых А + В — полуцелое, могут быть построены аналогичным 
образом из тензорных произведений тензорных представлений и 
дираковского представления (5, 0) © (0, 5). Например, тензорное 
произведение векторного представления (5, 2) и дираковского пред
ставления (5, 0) © (0, 2) дает спин-вектор \|/ц, преобразующийся по 
приводимому представлению

(5, 5) ® [(5,0) © (0,Й  = (|Д) © (£0) © С1,2) © (0,5).

Величина УцХ] / 1 преобразуется как обычное дираковское поле (5 , 0) © (0, 5 ), 
так что можно выделить представление (5 , 1 ) © (1 , 5 ), потребовав вы
полнения условия УцХ)/11 = 0. Это поле Рариты-Швингера9.

До сих пор в этом разделе мы рассматривали только представ
ления собственной ортохронной группы Лоренца. В любом представ
лении группы Лоренца, включающей пространственную инверсию, 
должна существовать матрица |3, изменяющая знаки тензоров с 
нечетным количеством пространственных индексов. В частности

Р / Р " 1 =  + / ,  Р - ^ Р '1 =  - X .  (5 .6 .1 9 )

* Согласно (5.6.18), такое поле преобразуется под действием обычных вра
щений как прямая сумма двух компонент с j = 3/2 и двух компонент 
с j = 1/2. Удвоение компонент устраняется требованием, чтобы выполнялось 
уравнение Дирака [^Эу + m]\|# = 0, а оставшаяся компонента с j = 1/2 устра
няется наложением условия Э„я]# = 0. При таких условиях поле описывает 
одну частицу со спином j = 3/2.
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Записывая это равенство через матрицы (5.6.7) и (5.6.8), имеем

М Р ' 1 = P «P -1 = Л. (5.6.20)

Таким образом, неприводимое представление {А,В) собственной ор- 
тохронной однородной группы Лоренца является представлением 
группы Лоренца, включающей пространственную инверсию, только 
в случае А = В. Как мы видели, такие представления (А, А) являются 
скалярами, векторами и симметричными тензорами со следом нуль. 
При А Ф В неприводимые представления группы Лоренца, включаю
щей пространственную инверсию, являются прямыми суммами 
(А, В) © (В, А) с размерностью 2(2А+1)(2В+1). Одним из них является 
дираковское представление (2, 0) © (0, \), обсуждавшееся в разделе 
(5.4). Для этого представления матрицей (3 является 4 x 4  матрица
(5.4.29). Другой знакомый пример — представление (1,0) © (0,1), 
которое, как мы видели, есть антисимметричный тензор второго 
ранга, содержащий как самодуальную, так и антисамодуальную 
части.

5.7. Причинные поля. Общий случай *

Попытаемся построить причинные поля, преобразующиеся по опи
санному в предыдущем разделе общему неприводимому представ
лению (А,В) группы Лоренца. Индекс I заменен ниже парой индек
сов а, Ъ, принимающих значения в интервале (5.6.12), (5.6.13), так 
что поля можно записать в виде

¥,*(*') = (2я)-3/2Е  J  с£3р[ка(р, о)е1р'хмаЬ(р, а)

+Хас1'(р, o)e~ip'xvab{\>, а )], (5.7.1)

где к и А, — произвольные константы. Мы оставляем открытой 
возможность, что такая частица совпадает со своей античастицей и 
ас(р,а) = а(р,о).

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения и 
может быть опущен при первом чтении.
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Первоочередной задачей является нахождение коэффициент
ных функций с нулевым импульсом маЬ(0,а) и гзаЬ(0,а). Основопола
гающие условия (5.1.25)—(5.1.26), которым подчиняются м(0,а) и 
г>(0,а), принимают вид:

У ! Ц„Ь«1 Jgg = £ /ob ,a b Uab(0,a ),
о а,Ъ

- L Uab(0-^)J5a = L / « b , 0byab( 0,0 ),
а а,Ъ

или, после использования соотношений (5.6.14)—(5.6.15),

Е  Uab (0. = Е  Ja l4 b  (°> <*) + Е  JSfbUab(0, О), (5 .7.2)
а а Ь

Е  Uab (0. О ) - = Е  J 5 a 4 b  (°> ° )  +  Е  ^ Ь ^ 0’ О). (5<?^  
а а Ъ

Но соотношение (5.7.2) есть не что иное, как условие, определяющее 
коэффициенты Клебша-Гордана С^Цо'.аЬУ. Действительно, эти ко
эффициенты определены требованием, что если — состояния, 
преобразующиеся при бесконечно малых вращениях по правилу

6 ^  = i £ e - j £ > ¥ ft  +  i £ e . j | X 5,
а Ь

то под действием тех же вращений состояние

^ J ^ C AB(jG:ab)%h
аЪ

преобразуется по правилу

8Ч"а = i £ e - j g ^ a .  
а

Рассмотрение формулы (5.7.2) показывает, что коэффициенты 
иаЪ(0,о) удовлетворяют этому требованию, и поэтому иаЪ(0,а) равны
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CAl}(jo:cib) с точностью до возможного коэффициента пропорцио
нальности, Принято выбирать эту константу так, что

Mab(°>a ) = (2 m )-V 2CAB(jc;ab). (5.7.4)

Этот результат единственен, поскольку каждое неприводимое пред
ставление (А,В) однородной группы Лоренца содержит данное пред
ставление группы вращений со спином j  не более одного раза. 
Аналогично, изучение формул (5.6.16)—(5.6.17) показывает, что ком
плексно сопряженные матрицы углового момента равны

- J j j f  = [-1 )°-° ' (5.7.5)

Таким образом, если записать формулу (5.7.3) через (-1)?-сгг>аЬ(0,-<з), 
она примет тот же вид, что и формула (5.7.2). После подбора 
постоянного множителя единственное решение для и(0,с) принима
ет вид

г;аЬ(0,о) = ( - 1 ) ^ и аЬ(0,-о). (5.7.6)

Чтобы вычислить коэффициентные функции при конечном им
пульсе, следует совершить преобразование буста. Для заданного 
направления р = р/|р| буст (2.5.24) можно представить как функцию 
параметра 0, определенного равенствами

ch0 = д/р2 + т 2 /  т, sh0=jp|/m (5.7.7)

и писать 1Д,(0) вместо I / V(p):

L*fc(0) = б ik + ( c h 0 -  1 ) р {р к,

Ьго(0) = L°i(0) = Pi sh0, (5.7.8)

L°о = ch 0.

Преимущество такой параметризации заключается в том, что

L(9)L(0) = L(0 + 0). (5.7.9)
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В случае бесконечно малых 0 [L(0)]HV —» 5!\, + (# v, где (£>г0 = = р .0 
и со1» = <й°0 = 0. Следуя тем же рассуждениям, которые привели от 
формулы (2.2.24) к формуле (2.2.26), получим:

D(L(p)) = ехр(—ф • «Ж0). (5.7.10)

Это верно для любого представления однородной группы Лоренца. 
Для неприводимых представлений (А,В) из формул (5.6.7) и (5.6.8) 
следует, что

гЖ = J  -  (5.7.11)

а так как 4 и Щ —коммутирующие матрицы, то

D(L(p)) = ехр(-р  • с4%) ехр(+р • ,®0). (5.7.12)

Подробнее, используя (5.6.14) и (5.6.15), имеем:

D(L(P)W,ab = (ехр(-р  • J(A)0))a,a(exp(H-p • J(B)0))bV (5.7.13)

Тогда из формул (5.7.4) и (5.7.6) следует, что коэффициентные 
функции при конечном импульсе равны

Mab(P>°) = - f = E ( exP(-P • JU)0)) , (ехр(+р • J(B)0)) , с AB{jo-,а Ъ'), 
V2P aV ...  "

(5.7.14)

uab(p,o) = ( - l )J'+CTuab(p,-a). (5.7.15)

Эти формулы дают явные выражения для поля при заданном типе 
преобразования (А,В), так что поле (5.1.31) этого типа единственно с 
точностью до выбора постоянных множителей к и Я..

В рамках такого формализма очень легко построить плотности 
гамильтониана взаимодействия, являющиеся лоренцовскими ска
лярами. Представление (А,В) однородной группы лоренца есть пря
мое произведение представлений (А,0) и (0,В), так что общие 
формулы преобразований Лоренца (5.1.6) и (5.1.7) принимают вид

170( = £ d £ “,( A -^ D ^ i A -^ a V ^ x ) .  (5.7.16)
а'Ъ'
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Далее, из формул ( 5 .6 .1 4 )  и ( 5 .6 .1 5 )  следует, что матричные генера
торы представлений (А,0) и (О,В) являются просто спиновыми мат
рицами для спинов А и В, соответственно. Таким образом, можно 
построить скаляры вида

ь1ь2-ьп

взяв Иц.ц а,,.ь.ы...ьп как произведение коэффициентов объединения 
спинов Аь А2,:., Ап в скаляр и спинов Bv В2, ... , Вп — в другой 
скаляр. (Хотя мы и не рассматриваем явно взаимодействия, содер
жащие производные, подобным способом можно построить наибо
лее общее взаимодействие п полей, так как производная поля типа 
(А,В) всегда может быть разложена на поля других типов без 
производных.) Например, самый общий лоренцовский скаляр, по
строенный из произведения трех полей, преобразующихся по пред
ставлениям (A^Bj), (А2,В2) и  (А3,В3), имеет вид

»Е Е
aia2a3 bib2b3

А, А0 А,

Val у

В, Во Во

v bi ь2 Ьз7
ш(1) ш(2) ш(3) ^ а ^ ^ а г Ь г ^ а з Ь з  ( 5 .7 .1 8 )

2

и содержит единственный свободный параметр д. Это самое общее 
трехполевое взаимодействие. (Скобки в ( 5 .7 .1 8 )  обозначают 3 j - c h m -  

волы Вигнера 10:

V

h  
т1

h
т2

h
т = L  Ckh (h m3’ mim2)c j3js (°°> w 3m3),

которые определяют связь трех спинов, образующую скаляр по 
отношению к вращениям.)
Для того, чтобы ^-матрица была лоренц-инвариантной, недоста
точно, чтобы плотность гамильтониана взаимодействия 7/(.г) была 
скаляром типа ( 5 . 7 .1 8 ) .  Другим необходимым условием является 
то, что .'/({х) должна коммутировать с -Щу) на пространственнопо
добных расстояниях х  — у. Чтобы увидеть, как можно удовлетво
рить такому условию, рассмотрим коммутатор или антикоммута
тор двух полей частиц одного сорта: поле ^  типа (А,В) и сопря
женное поле vjjr к полю \j> типа (А, В). Находим:
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[Ус# И > ^ ( У ) ] Т = (2л) 3/ 2J d 3p(2p°) ^ ^ ( р )

х [кK e ipix~y) + lX ‘e - ipix- y)], (5.7.19)

где 7i(p) — сумма по спинам:

(2Р0)-1*  .зь(р) s  Е “ й (Р.о)^ (Р .® )  = Е ^ ( | о )»й (Р.о)( (5.7.20)

и, как обычно, верхние и нижние знаки отвечают, соответственно, 
бозонам и фермионам. (Мы допускаем другие коэффициенты к и А. 
в поле \j/.) Более подробно:

V 5b(P) = L L L  CAB(jo;a'b')CM (jo ;a b ')
а'Ъ' а'Ъ' а

(ехр(-р ■ 1 (Л)0))аа,(ехр(р ■JIB’e))№'

(ехр(-р •J(A)e))__,(exp(p

(5.7.21)

Функция ЗЕ(р) была вычислена явно. Нам важно сейчас, что она 
оказывается равной значению на массовой оболочке некоторой 
полиномиальной функции Р от р и р°:

V i b (p) = Pab ,5bM p2 +™ 2)> (5.7.22)

и эта функция Р четна или нечетна в зависимости от того, четно 
или нечетно целое число 2А + 2В :

Р (-р ,-р °) = (~)2А+2ВР( р, р°). (5.7.23)

Проверим здесь это равенство лишь для одного конкретного на
правления вектора р. Выбирая р вдоль третьей оси, имеем из 
(5.7.21)

V a b (P ) = И  с ав№> аЪ)СА в^ °’ ехр([-а + Ь -  а + Ь]б).
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Коэффициенты Клебша—Гордана отличны от нуля только при зна
чениях о  = а - г Ь и а  = а + Ъ, так что можно сделать замену

Выражение ехр(±0) можно записать как (р° ± р3)/ш , так что

как значение полинома Р(р,р°) на массовой оболочке. Кроме того, 
2Ъ — 2а равно 2В + 2А минус четное целое число, так что полином 
удовлетворяет условию отражения (5.7.23).

Всякий полином по р и (р2 + тп2)1/ 2 можно записать в виде, 
линейном по (р2 + т 2)1̂ 2 (выразив четные степени (р2 + гп 2)1/ 2 
через р), так что я(р) можно записать в виде

Для пространственноподобных промежутков х  — у можно выбрать 
лоренцовскую систему отсчета, в которой х° = у 0, и записать
(5.7.19) в следующем виде:

-а  + Ъ- а + Ъ = -2а + о  + 2Ъ -  о  = 2Ъ -  2а.

\„,«5(Р) = Е с лв(.?с>; аЪ)С.Аёио;аЪ)
О

(Ъ > а) 

(а> 5)

Видим, что тг(р) действительно можно записать

%аъ,~аъ(Р) = Pab,5b(P) + 2>/p2 + m 2 Qab^ { р), (5.7.24)

где теперь Р и Q — полиномы только по р, причем

Р (-р) = ( - ) :,2А+2ВР( Р), (5.7.25)

Q(-p) = - ( - ) :,2А+2В Q(p)- (5.7.26)

[\|/ab(x),\|/!g(y)]x = [кк + ( - ) 2A+2BXX*]Pab2g(-iV)A+(x -y ,0 )

+ [КК* ±  ( - )2A+2«U *]Q ab;5b-(-iV )6 3(x -  у).
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Чтобы это выражение обращалось в нуль при хФ у, должно выпол
няться равенство

кк* = ± ( - 1)2А+2В?Л*. (5.7.27)

Рассмотрим частный случай одинаковых \|/ и vjjr, так что А = А 
и В = В. (Подобные коммутаторы или антикоммутаторы неизбежно 
появляются в т. к. из эрмиговости гамильтониана выте
кает, что если Jitfiс) содержит \|/, он обязательно содержит и V|/T.) 
В этом случае из (5.7.27) следует, что

|к|2 = ± (- )2Л+2В|Я.|2 .

Такое возможно тогда и только тогда, когда

+(-lfA+2B = + 1 , (5.7.28)

|к|2 = |Х|2 . (5.7.29)

Конечно, 2А + 2В отличается от 2j на четное целое число, так что 
из (5.7.28) следует утверждение: рассматриваемая частица явля
ется бозоном или фермионом в зависимости от того, четно или 
нечетно число 2j. Этим устанавливается общая связь между спином 
и статистикой.12 Мы видели, как выполняется эта связь на частных 
примерах частиц, описываемых скалярными, дираковскими и век
торными полями.

Вернемся к общему случаю разных полей \|/ и (j). Деля обе 
части (5.7.27) на |к|2 = | Х,|2, получаем:

J£ -  (_ц 2В+2ВсК)
ТС

Отсюда вытекает, что для любого поля

X = (-1)2Вск, (5.7.30)

где с — один и тот же множитель для всех полей данной частицы. 
Далее, из (5.7.29) следует, что с есть просто фазовый множитель, 
|е| = 1. Поэтому можно устранить с для всех полей, переопределив
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относительную фазу операторов а(р,о) и ас*(р,0 ) так, чтобы с = 1, 
откуда Я = (-)2Вк. Наконец, множитель к для каждого типа поля 
можно устранить переопределением общего масштаба поля. Таким 
образом, приходим к формуле для преобразующегося по представ
лению (А,В) поля данной частицы, которое единственно с точно
стью до общего масштабного фактора:

У а ь И  = (2л)“3/2^  |сг3р[маЬ(р,а)а(р,а)егр'ж
а (5.7.31)

+ ( - )2Бг>аЬ(р, с)ае* (p,—o)e~wm].

Для данной частицы разные поля реально не отвечают физически 
различимым возможностям. Например, для j  = 0 возможными 
являются поля типа (А, А) (поскольку из неравенства треугольника 
|А -  В\ < j < А + В в данном случае следует А = В). Начав со 
скалярного (0,0) поля ф, можно без труда построить поля (А, А) 
с помощью 2А-ой производной:

Ц ч ...с\2А}(р, (5.7.32)

здесь фигурные скобки {} обозначают бееследовую часть, напри
мер,

{W S d x W  “ 4 ^ ° -

(Напомним, что бесследовый симметричный тензор ранга N преоб
разуется по представлению (N/2,N/2).) Однако формула (5.7.31) 
представляет единственное причинное поле (А,В) для частицы 
данного спина j, так что для j = 0 поля (А,А) (5.7.31) могут быть 
только линейными комбинациями 2А-ых производных (5.7.32) ска
лярного поля.

В более общей формулировке любое поле (А,В) для данной 
частицы со спином j может быть представлено как дифференциаль
ный оператор ранга 2В, действующий на поле фа(х) типа (j , 0) (или 
дифференциальный оператор ранга 2А, действующий на поле (0, j))13. 
Чтобы увидеть это, рассмотрим поле

Н ц...Э^2В}фст. (5.7 33)
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Оно преобразуется как тензорное произведение представлений (В,В) 
и (j,0), поэтому по обычным правилам векторного сложения это поле 
можно разложить по полям, преобразующимся по всем неприводи
мым представлениям (А,В), где \j — В\ < А < j  + В, или эквива
лентно \А -  В\ < j < А + В. Так как для данной частицы со спином 
j формула (5.7.31) описывает единственное поле типа (А,В), оно 
может быть только * полем (А,В), полученным с помощью производ
ных (5.3.33).

Рассмотрим поведение построенных полей относительно ин
версий. Начнем с пространственной инверсии. Как следует из ре
зультатов раздела 4.2, свойства операторов уничтожения частиц и 
рождения античастиц по отношению к пространственной инверсии 
выражаются формулами

Ра(р,о)Р-1 = rfa (-p ,a ), (5.7.34)

Рас+(р,а)Р-1 = r|cacf (-р ,о ), (5.7.35)

где Г| и т|е — внутренние четности частицы и античастицы, соответ
ственно. Следовательно, общее причинное (А,В) поле (5.7.31) преоб
разуется под действием оператора четности Р следующим образом:

P\|/aff (х)Р” 1 = (2л)-3/ 2£  J с!3р|Г] а(—р,о)е ,рхи$?
а (5.7.36)

+ Лс (-)2Вас+ (-р, о)е (р, а)].

* Единственный пробел в этом рассуждении связан с гипотетической воз
можностью, что некоторые полученные таким способом поля (А,В), на самом 
деле, обращаются в нуль. Но в этом случае поле ф0, отвечающее представлению 
(j,0) должно удовлетворять полевому уравнению Ма{Э/Эх)(р0 (х) = 0 , 
следовательно, для каждого о  должно быть Ма(гр)и0(р, о) = 0.. Для 
представления (j,a) коэффициент Клебша-Гордана Cj0(ja; оО) равен просто 
кронекеровскому дельта-символу 8дСТ, откуда Ma{ip)Daa'(L(p)) = 0 . Но 
это возможно только, если все Ma(ip) — 0, т. к. D(A) имеет обратную матрицу 
D(A_1). Таким образом, поля (р0(х), отвечающие представлению (j,0), могут 
удовлетворять только уравнению Клейна-Гордона (□ -  т2)(р0(ж) = 0 • Сле
довательно, ни одно из полей {А,В), полученных с помощью (5.3.33), не мо
жет быть равным нулю.
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Мы хотим сделать замену переменной интегрирования р на —р, 
а для этого нужно вычислить иаЬ(—р,о) и иаЬ(-р,а). Чтобы получить 
необходимые выражения, достаточно вернуться к формулам (5.7.14) 
и (5.7.15) и использовать свойство симметрии коэффициентов Клеб- 
ша-Гордана14

САВ{]ЩаЪ) = (~)А В jСВА{jo : Ъа). (5.7.37)

Находим:

иа ь Н Р.°) = ( - )А+В~3и ^ (р ,о ) ,  (5.7.38)

uaff(_ P’ ° ) = H A+S~^kf(P>°)> (5.7.39)

так что

= (2л)“3/ 2Е  J d 3P (-l)A+B' j
« (5.7.40)

х [rf a(—р, G)etF;&a.Bjf + r|c( - )2Bacf (~p,o)e~w':Acv ^  (р,а)],

где, как и ранее, РЛс т (-х, ж0). Мы получили причинное поле (х), 
взятое в точке :JAc, если не считать того, что коэффициенты при 
слагаемых с операторами уничтожения и рождения могут отличать
ся от тех, которые выписаны в (5.7.31). Однако эти коэффициенты 
должны быть теми же самыми, что и в (5.7.31), с точностью до 
общего постоянного множителя, так как формула (5.7.31) представ
ляет с точностью до масштаба единственное причинное поле любого 
типа. Отсюда отношение коэффициентов при двух слагаемых в (5.7.40) 
должно быть таким же, как и в (5.7.31) (с заменой В на А, так как 
предполагается, что (5.7.40) дает (В, А) поле):

Г|СН 2В /Ц = Н 2А- (5.7.41)

Однако разность А — В отличается от спина j  только на целое число, 
так что

Г|с = Г|"(-)23. (5.7.42)
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Частные случаи этого равенства мы анализировали в разделах 5.2, 
5.3 и 5.5 для j  = 0, j = 1 и j = 1/2. Теперь видно, что результат имеет 
общий характер: внутренняя четность Г|СГ| пары частица-анти
частица равна +1 для бозонов и -1  для фермионов. Подставляя
(5.7.42) в (5.7.40), получаем окончательно для пространственной 
инверсии:

Р < ЬВ(Х)Р-! = V ( - 1)A+B- W ( - X ,X ° ) .  (5-7'43)

Рассмотрим применение этой формулы к дираковскому полю. Для 
верхних (2, 0) и нижних (0, 5) компонент дираковского поля знак 
(_1 - в-.) равен так что оператор четности просто переводит х в 
—х, меняет местами верхние и нижние компоненты и умножает 
поле на Г| . Замена верхних компонент на нижние у дираковского 
поля осуществляется матрицей (3 в (5.5.41).

Рассмотрим теперь операцию зарядового сопряжения. Дейст
вие С на операторы уничтожения частиц и рождения античастиц 
определяется формулами

Са(р,а)С-1 = ^”ас(р,а), (5.7.44)

Cacf(p,a)C ” 1 = ^caf (p,a), (5.7.45)

где Е, и — зарядовые четности частицы и античастицы, соответ
ственно. Применяя это преобразование к полю (5.7.31), находим:

СУаЬВ(ж)С“ ] = ( 2л)“3/2^  l[d3pttabB(P>a )
0 (5.7.46)

х [5*ас (р, o)eip'x + $ c( - l )2Baf (р ,-а )(-1)**°е~ ^ х ] .

Полезно сравнить эту формулу для зарядово-сопряженного поля к 
полю (А, В) с формулой сопряженного (В, А) поля той же частицы:

VbaAt(*) = (2л )'3/2£  J d 3p u ^ * (p ,c )
a

(5 7 47)
х Г(-1)2Л ( - l ) J_aac(p,-a)eip x + a+(p,<j)e_ip a;1 ' '
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Чтобы вычислить и , используем предыдущий результат:

j№ *  =  : , / д а  ос ( - ! ) . '  а  .

Коэффициенты Клебша-Гордана в (5.7.14) действительны, так что 

uftftihO) = -= L = £ (e x p ( -p  • J(A)(0))_a_a,(exp(p • J(S)(0))_b_b,
V ^P а'Ъ' '

x { - l )a'~a (~1)ъ'~ь С BA(jo; а'Ъ').

Р1спользуем свойство отражения для коэффициентов Клебша—Гор-
14.дана .

СВАи,-о;-Ъ ,-а ') = CAB{jo ;a V )  (5.7.48)

и то, что эти коэффициенты равны нулю во всех случаях, кроме 
а + Ъ' = о. Тогда

(1(Р-<Я' = (-1)а+ь“ °м 4в (р,а). (5.7.49)

Отсюда сопряженное поле (5.7.47) принимает вид (мы делаем заме
ну а —> -а, Ъ —> —Ь, с  —> -о ):

¥ -v a (x ) = (2я)“3/2£  J d 3p ( - l ) a+b" °u fbB(p,a)
a

х [ ( -1)2А { - i y +aac (р, а)е*рж + af (р, о)е~Ъ'*].

Используя соотношение между знаками (~l)~2A~i = (-1)2B+J, получа
ем:

( - l ) - 2 A - a - b - }w B A t j x )  =  (2K)-$/2J ^ j d 3p Uf f l ( p , 0 )

a (5. 7.50)
х [ac(p,a)eip x + {-1У~а+2Ва Н ?-в )е~ {Рх ].

Для того, чтобы поле С\|/ц®(х)С-1 коммутировало или антикомму- 
тировало со всеми обычными полями на пространственноподобных
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расстояниях, необходимо, чтобы оно было пропорционально Х|/ (| ц, 
так как это поле сопряжено к единственному причинному полю 
типа (А, В). Сравнивая (5.7.50) с (5.7.46), видим, что это возможно 
только в случае, если зарядовые четности связаны соотношением

Г  = (5.7.51)
и тогда

= Г ( -1 ) -2Л- а_Ь” Ч-ьА-а И - (5-7-52)

Мы уже обсуждали соотношение (5.7.51) для спинов 0, 1 и 1/2 в 
разделах 5.2, 5.3 и 5.5, а также рассмотрели некоторые применения 
этого правила для анализа состояний электрон-позитронных и кварк- 
антикварковых пар.

В частности, для частицы, совпадающей со своей античасти
цей, в формуле (5.7.52) следует опустить оператор зарядового 
сопряжения в левой части и множитель 2, в правой:

XI>Аъв (х) = (-1 Г 2А- а~ъ- ^ ^ _ а(х ) . (5.7.53)

Пример такого условия действительности уже рассматривался в 
разделе 5.5. для майорановских частиц.

Перейдем, наконец, к обращению времени. Действие на опе
раторы уничтожения частиц и рождения античастиц имеет вид

Та(р,а)Т” 1 = С (—I)7 °а (-р ,-а ), (5.7.54)

Tacf(p,G)T-1 = ^c( - l )3_CTacf (-р ,-о ). (5.7.55)

Отсюда неприводимое поле (5.7.31) преобразуется по правилу

т ¥аЬВ(ж)т_1 = ( 2л)“3/2Е  J d3p uffi*(р ,с )(-1  У' °
°  (5.7.56)

х [С'ас(-Р -o )e~ lP-x + t;c{ - l )2BacH -V ~o)eip'x ].

Чтобы вычислить комлексно сопряженные коэффициентные функ
ции, используем (5.7.14) и стандартную формулу 14

CAB(i.a ;a.b) = (-1 )A+B~] CAB(j ,-o ;-a -b ) ,  (5.7.57)
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Тогда

иаЪВ*(~ P - о )  = ( - l )a+b+a+A+B~'i u f  в_ь(р, о). (5.7.58)

Меняя переменные интегрирования и суммирования в (5.7.56) на —р 
и —о, находим, что для того, чтобы поле (А, В) при обращении 
времени преобразовывалось в поле, пропорциональное другому 
(А, В) полю, необходимо выполнение условия

Сс = С, (5.7.59)

и в этом случае

T\|/$f (х)Т- 1 = (-1)*+ь+А+в- 2Ч 4 % (х ,—ж0). (5.7.60)

* * *

Следует отметить, что время от времени сообщается о разных 
трудностях в теории частиц со спином > 3 / 2  15. В общем случае они 
проявляются при изучении распространения полей с высшими 
спинами в присутствии с-числового внешнего поля. В зависимости 
от деталей теории, возникающие трудности включают отсутствие 
причинности, несовместность уравнений, нефизические массовые 
состояния и нарушение унитарности. Я не собираюсь подробно 
анализировать эти проблемы, поскольку мне кажется, что они не 
имеют отношения к той расчетной схеме, которая описана в данной 
главе, по следующим причинам.

1. Поля \\tab(x) были построены здесь непосредственно из опе
раторов уничтожения и рождения физических частиц, так что не 
может возникать никаких вопросов о несовместимости с уравнения
ми или о нефизических массовых состояниях. Построенные поля 
свободны, но включив их в плотность гамильтониана взаимодейст
вия в картине взаимодействия, мы можем использовать теорию 
возмущений для расчета элементов ^-матрицы, автоматически 
удовлетворяющих принципу кластерного разложения. До тех пор, 
пока гамильтониан взаимодействия эрмитов, не будет никаких 
трудностей с унитарностью. В рамках теории возмущений гаранти
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рована и лоренц-инвариантность, пока мы добавляем в плотность 
гамильтониана подходящие локальные, пусть и нековариантные 
слагаемые. Хотя строгое доказательство этого отсутствует, нет 
оснований сомневаться в том, что это всегда возможно. Таким 
образом, любые трудности с высшими спинами могут возникать 
только при попытках выйти за рамки теории возмущений.

2. Как обсуждается в разделе 13.6, решение полевых уравне
ний в присутствии с-числового фонового поля (именно в подобных 
задачах были обнаружены все проблемы с высшими спинами) 
действительно требует выхода за рамки теории возмущений, так 
как результаты соответствуют суммированию бесконечного под
множества слагаемых в ряде теории возмущений. Это частичное 
суммирование обосновано, даже в случае слабых внешних полей, 
только если поля достаточно медленно изменяются, причем ма
лость энергетических знаменателей компенсируется слабостью по
лей. Но полученные таким способом результаты зависят от всех 
деталей взаимодействия частицы с большим спином с внешними 
полями — не только от мультипольных моментов частицы, но и от 
возможных слагаемых во взаимодействии, которые нелинейны по 
внешним полям. Проблемы с высшими спинами 15 возникали только 
для таких частиц больших спинов, у которых произвольно предпо
лагалось очень простое взаимодействие с внешними полями. Никто 
не доказал, что при учете произвольных взаимодействий проблема 
сохранится., а как мы увидим в гл. 12, следует ожидать, что 
частицы с высшими спинами обладают всеми возможными взаимо
действиями, которые дозволены принципами симметрии.

3. На самом деле, есть серьезные основания полагать, что 
проблемы с высшими спинами исчезнут, если взаимодействие 
с внешними полями будет достаточно сложным. С одной стороны, 
нет ни малейших сомнений в существовании частиц с высокими 
спинами, в том числе, различных стабильных ядер и адронных 
резонансов. Если и существует какая-то проблема, связанная 
с большим значением спина, она может касаться только «точечных» 
частиц, т. е. тех частиц, которые особенно просто взаимодействуют 
с внешним полем. Следует не забывать, что требование простоты 
зависит от сделанного нами выбора того поля, которое представля
ет частицу с высшим спином. Напомним, что любые типы свобод
ных полей для данной частицы могут быть записаны как результат 
действия оператора производной на любые другие типы полей,

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



326 Глава 5. Квантовые поля и античастицы

так что в картине взаимодействия всякое взаимодействие с внеш
ними полями можно записать с помощью любого желательного нам 
типа поля. Однако взаимодействия, выглядящие просто в случае 
использования поля одного типа, могут выглядеть сложно, если 
выразить их через поля другого типа. По этой причине требование 
простоты, похоже, не имеет никакого реального содержания.

4. Наконец, как многомерные теории типа Калуцы—Клейна, так 
и теории струн дают примеры самосогласованных теорий массив
ных заряженных частиц со спином 2, взаимодействующих 
с фоновым электромагнитным полем (Показано, что согласован
ность теории зависит от предположения о реалистичных внешних 
полях, удовлетворяющих полевым уравнениям. Этот момент не учи
тывался в ранних работах.) Если переформулировать такие теории в 
картине взаимодействия, то частица со спином 2 представляется 
свободным (1,1) полем. Однако, как отмечено выше, взаимодействия 
можно выразить в этой картине с помощью любого поля типа (А, В), 
содержащего представление группы вращений с j  = 2.

5.8. СРТ-теорема

Мы видели, что сочетание требований теории относительно
сти и квантовой механики приводит к необходимости существова
ния античастиц. Однако необходимо не только то, что каждая 
частица имеет свою античастицу (в частном случае истинно ней
тральные частицы совпадают со своими античастицами). Существу
ет точное соотношение между свойствами частиц и античастиц, 
которое может быть сформулировано в виде утверждения, что при 
подходящем выборе фаз произведение СРТ всех инверсий сохраня
ется. Это знаменитая СРТ-теорема *.

* Первое доказательство этой теоремы принадлежит Людерсу и Паули 17. 
Строгое доказательство было дано в рамках аксиоматической теории поля 18. 
В нем предположения о коммутативности использовались для того, чтобы 
расширить лоренцовскую инвариантность теории до комплексной группы Ло
ренца, затем с помощью комплексных преобразований Лоренца доказать свой
ства вакуумных средних от произведений полей относительно отражений, и, 
наконец, используя эти свойства, вывести существование антиунитарного 
оператора, индуцирующего СРТ-преобразования полей.
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В качестве первого шага в доказательстве рассмотрим, как 
произведение СРТ действует на свободные поля разных типов. Из 
результатов разделов 5.2, 5.3 и 5.5 для скалярного, векторного 
и дираковского полей получаем:

СРТ <р(х) [СРТ]"1 = с Т л У  Не), (s-8-1)

СРТ ф^хНСРТГ1 = (5-8.2) 

СРТ \|/(х) [СРТГ1 = - C W Y s V* (-*)■ (5-8-3)

(Конечно, фазы £,, Е, и Г| зависят от сортов частиц, описываемых 
каждым полем.) Мы выбираем фазы так, чтобы для всех частиц

С ^ П = 1 -  (5-8.4)

Тогда всякий тензор Фц:...ц , образованный любой совокупностью 
скалярных и векторных полей и их производных, преобразуется как

СРТ Ф щ ^ Ш С Р Т Г 1 = <—!) ” (—ас) * (5.8.5)

(Так как СРТ — антиунитарный оператор, то всякий комплексный 
численный коэффициент, возникающий в этих тензорах, преобра
зуется в комплексно сопряженный.) Нетрудно показать, что такое 
же правило преобразования применимо для тензоров, построенных 
из билинейных комбинаций дираковских полей. Применяя к ним 
формулу (5.8.3), находим:

СРТ [Щ х Щ щ  (ж)] [СРТ]”1 = \|/[ ( -х )у 5$М*у5щ  (-х )

= [¥i (~x)y5My5\\i2 (-ж)]+. (5'8'6)

(Знак «минус» от антикоммутации (3 и у5 компенсируется знаком 
«минус» от антикоммутации фермионных операторов.) Если били
нейный ковариант есть тензор ранга п, то М равно произведению п 
по модулю 2 дираковских матриц, так что y5My5 = (—1 )"М, и 
поэтому билинейный ковариант удовлетворяет соотношению (5.8.5).

Эрмитова скалярная плотность гамильтониана взаимодейст
вия ,'/({х) должна строится из тензоров с четным полным числом 
пространственно-временных индексов, поэтому
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СРТ Ж(х) [СРТ]"1 = Ж {-х ) . (5.8.7)

Более общее (и в чем-то более легкое) доказательство теоремы 
можно дать для эрмитовых скаляров, построенных из полей ¥«;> (ж), 
принадлежащих одному или нескольким общим неприводимым пред
ставлениям однородной группы Лоренца. Собирая результаты пре
дыдущего раздела для результатов инверсии таких полей, получаем

СРТ v^V H C P T ]-1 = ( - l )2Bv i m (-x ) .  (5.8.8)

(Для дираковского поля множитель (~1)2B в (5.8.8) сопровожда
ется матрицей Y-.) Чтобы образовать скаляр Ж{х) из произведений

А  В А ВVajbj1 ^ • • » необходимо, чтобы как А1 + А2 + ..., так и Вг +
В2 + ... были целыми, так что (—1)2В: = 1. и эрмитов скаляр
Ж(х) будет автоматически удовлетворять соотношению (5.8.7).

Из этой формулы немедленно вытекает, что СРТ коммутиру
ет с оператором взаимодействия V = J d3x  .ЛЙ(х,0) :

СРТ У [СРТ]”1 = V. (5.8.9)

Кроме того, в любой теории СРТ коммутирует с гамильтонианом 
свободных частиц Ж'0. Таким образом, оператор СРТ, который был 
определен здесь своим действием на операторы свободных частиц, 
действует на ин- и аут-состояния так, как описано в разделе 3.3. 
Физические следствия этого принципа симметрии уже обсужда
лись в разделах 3.3 и 3.6.

5.9. Поля безмассовых частиц

До сих пор мы рассматривали только поля массивных частиц. 
Для некоторых из них, например, для скалярного или дираковского 
полей, не возникает никаких проблем при переходе к пределу 
нулевой массы. С другой стороны, в разделе 5.3. мы видели, что для 
векторного поля частицы со спином 1 такой переход действительно 
сопряжен с трудностями: по крайней мере один из векторов поляри
заций в таком пределе обращается в бесконечность. Мы увидим 
ниже, что все неприводимые поля (А,В), которые могут быть по
строены в случае конечной массы, нельзя построить из операторов
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рождения и уничтожения физических безмассовых частиц со спином 
j  > 1. Такое любопытное ограничение на типы полей естественно 
приведет нас к понятию калибровочной инвариантности.

Как и для массивных частиц, попытаемся записать произволь
ное свободное поле безмассовой частицы как линейную комбинацию 
операторов уничтожения а(р,а) частиц с импульсом р и спирально- 
стью о  и соответствующих операторов рождения ас^(р,а) для анти
частиц *:

\|/г(сс) = (27t)~3/ 2j d3p^ , [ка(р, д)щ (р, о)е'1,х

° , , , (5.9.1)
+ Хас (р,а)иг(р,о)е

где теперь р° з  |р|. Операторы рождения преобразуются так же, как 
одночастичные состояния в (2.5.42):

ЩЛ)а+(р,а)[/ !(А) = exp(ioe(p,A))af (pA,o), (5.9.2)

U"(A)act(p,а)17 Х(А) = exp(za0(p,A))act(pA,a), (5.9.3)

и поэтому

C/(A)a(p,a)U : (A) = ехр(-га9(р,Л))а(рл,а ) , (5.9.4)

где рл = Ар, а угол 0 определен формулами (2.5.43). Таким образом, 
если мы хотим, чтобы поле преобразовывалось по некоторому 
представлению D(Л) однородной группы Лоренца,

* Мы рассматриваем только один сорт частиц и опускаем соответствующую 
метку п. Кроме того, к и X — постоянные коэффициенты, которые 
определяются из требования причинности при некотором подходящем выборе 
нормировки коэффициентных функций щ и иг.
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Щ А)щ (х)и  1(Л) = £ .О г[(Л (Лее), (5.9.5)

мы должны потребовать, чтобы коэффициентные функции м и г ?  
удовлетворяли вместо (5.1.19) и (5.1.20) соотношениям

(Вновь рЛ = Др.) Как и в случае массивных частиц, этим требовани
ям можно удовлетворить, положив (вместо (5.1.21) и (5.1.22)), что

где к — стандартный импульс, например, (0,0,к), а '/ (р) — стан
дартное преобразование Лоренца, переводящее безмассовую час
тицу из состояния с импульсом к в состояние с импульсом р. Кроме 
того, вместо (5.1.23) и (5.1.24) коэффициентные функции при стан
дартном импульсе должны удовлетворять соотношениям

где W% — произвольный элемент «малой группы» для 4-импульса к

Щ(Рл> ° )  ехр(ш0(р, Л)) = Р,а), (5.9.6)
V \**-Р) 7

г;,(рл ,с)ехр(-ш 0(р ,Л )) = £  Du (А )Щ (Р, о). (5.9.7)

(5.9.8)

(5.9.9)

г^(к,о)ехр(га0(/с, W)) = £  D!;(W) иг(к,о), (5.9.10)

vt (к, a) exp(-?o0(/c, W)) = £  D^(W)t>;(k,a), (5.9.11)

= (к, |к|), т. е. произвольное преобразование Лоренца, оставляющее 
этот 4-импульс инвариантным.
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Суть формул (5.9.10) и (5.9.11) можно понять, рассмотрев отдельно 
два типа элементов малой группы в формуле (2.5.28). Для вращения 
К(0) на угол 0 вокруг оси z, которое дается формулой (2.5.27),

К % (0) =

cos 0 -  sin 0 0 0

sin0 cos0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

находим из (5.9.10) и (5.9.11)

г(к,о)е*°е = ^ О ^ (К (0 ))и г( к, а),Щ{

V- (к,а)е iae = £ d i-1(R(0))ui(к ,о ).

(5.9.12)

(5.9.13)

Для комбинации S((X, (3) вращений и бустов в плоскости х —у, 
даваемых формулой (2.5.26),

1 0 - а а
0 1 -Р Р
a Р 1 - у Y
a Р -у 1 + у

S M a,P ) =

у = (ос2 + (З2) /  2. 

из формул (5.9.10) и (5.9.11) получаем

! (k> = L  Du(5(а> и1(к’ о ) ’U  7

Vj (к, а) = £  Б(г(£(а,Р))иг(к,о).

(5.9.14)

(5.9.15)

Формулы (5.9.12)—(5.9.15) представляют условия, определяющие 
коэффициентные функции и и г ?  при стандартном импульсе к.
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Тогда формулы (5.9.8) и 95.9.9) определяют их при произвольных 
импульсах. Уравнения для v являются комплексно сопряженными к 
уравнениям для и, так что при подходящем выборе постоянных к и 
X можно отнормировать коэффициентные функции так, чтобы

г?г(р,0) = щ(р,о)*. (5.9.16)

Проблема в том, что для произвольных представлений однородной 
группы Лоренца не удается найти щ, удовлетворяющие (5.9.14). Более 
того, это не удается сделать даже для тех представлений, для которых 
при т Ф 0 можно построить поля частиц данной спиральноети.

Чтобы понять, в чем сложность, попробуем построить 
4-векторное поле (5,5) для безмассовой частицы со спиральностью 
±1. В 4-векторном представлении имеем просто:

D M  А) = A V

Принято записывать коэффициентные функции через «вектор по
ляризации» е̂ :

^ (р ,а )  = (2р°)“ 1/ 2е(1(р,а), (5.9.17)

так что из формулы (5.9.8) получаем

etl(p,G) = S,(p)tlvev(k,o). (5.9.18)

Далее, формулы (5.9.12) и (5.9.14) принимают вид:

e^(k,o)eiae = R(9)^vev(k,o), (5.9.19)

e^(k,o) = S(a, P)%ev(k,a). (5.9.20)

Из (5.9.19) следует, что с точностью до константы, которую можно 
включить в коэффициенты к и X,

е|А(к,±1) = (1,± 1,0,0) /  л/2. (5.9.21)

Но тогда из (5.9.20) вытекает, что одновременно ос ± г(3 = 0, что 
невозможно для произвольных действительных а и р .  Поэтому
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мы не можем удовлетворить фундаментальному требованию (5.9.14) 
или (5.9.10). Вместо этого имеем:

D^v (W (0, ос, |3))ev (к +1) = ^x(a ,(3 )K 4(0)ev(k+l)

= ехр(±г0)|еи'(к,±1) +

Таким образом, мы приходим к выводу, что невозможно построить 
4-векторное поле из операторов уничтожения и рождения частицы 
нулевой массы со спиральностью ± 1.

Закроем временно глаза на эту проблему, и попробуем про
двинуться далее, используя формулы (5.9.18) и (5.9.21) для опреде
ления вектора поляризации при произвольном импульсе и записав 
поле в виде

a^(.r) = J  d3p (2%)~3/2 (2р° )-1/ 2

X E [ e|i(P>a )eip Xa(P><5) + e|i(P>a )*e_!pXaCt(P>_ c )]- (5-9.23)
а = ±  1

Позднее мы вернемся к вопросу о том, как можно использовать 
такое поле в качестве составной части физической теории.

Поле (5.9.23) очевидно удовлетворяет уравнению

□о^(сс) = 0. (5.9.24)

Другие свойства поля вытекают из свойств вектора поляризации. 
(Эти свойства понадобятся нам позднее при изучении квантовой 
электродинамики.) Заметим, что лоренцовское преобразование А(р), 
переводящее импульс к безмассовой частицы в импульс р, может 
быть записано как «буст» -̂ (|р|) вдоль оси z, переводящий энергию 
частицы |к| в |р|, и стандартизованное вращение К(р), переводящее 
ось z в ось, направленную вдоль р. Поскольку ev(k,±l) является 
чисто пространственным вектором, имеющим только х -  и у-ком по
ленты, он не изменяется при бусте вдоль оси z, так что

е^(р,±1) = K(p)%ev(k ,±l). (5.9.25)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



334 Глава 5. Квантовые поля и античастицы

В частности, е°(к, ±1) = 0 и к-е(к,±1) = 0, поэтому

е°(р,±1) = О

Отсюда

Р • е (р +1) = 0.

а0 (ж) = 0 ,

V • а(.х) = 0.

(5.9.26)

(5.9.27)

(5.9.28)

(5.9.29)

Как мы увидим в гл. 9, этим условиям удовлетворяет вакуумный 
вектор-потенциал электродинамики в так называемой кулоновской 
или радиационной калибровке.

Обращение в нуль а0 во всех лоренцовский системах отсчета 
ярко показывает, что не может быть 4-вектором. Из (5.9.22) 
следует, что для произвольного импульса р и произвольного преоб
разования Лоренца А мы вместо (5.9.6) получаем

е^(рл ,±1) ехр(±г0(р,А)) = Dt\(A )ev(p,±l) + p^Q±(p, A), (5.9.30)

так что при произвольном преобразовании Лоренца

[/(A)a^(a;)f7_1(A) = A^vOv (Лее) + Э^П(х, Л), (5.9.31)

где £1(х,Л) — линейная комбинация операторов уничтожения и 
рождения, точный вид которой нам не важен. Как будет детальнее 
показано в гл. 8, поле типа а^(#) можно включать в состав лоренц- 
инвариантных физических теорий, если взаимодействие поля с 
другими полями будут не только формально лоренц-инвариантны 
(т. е. инвариантны относительно формальных преобразований Ло
ренца, при которых аУ —> A^vav), но инвариантны и относительно 
«калибровочных» преобразований ац —» а„ + Эц£1 Это достигается, 
если эти взаимодействия брать в виде а,,;/1', где j11 — 4-вектор тока, 
для которого = 0.

Хотя не существует обычного 4-векторного поля безмассовых 
частиц со спиральностью ± 1, нетрудно построить для таких частиц 
антисимметричное тензорное поле. Из формулы (5.9.22) и условия 
инвариантности к  ̂ относительно малой группы немедленно получаем:

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



5.9. Поля безмассовых частиц 335

D^p(W(0,a,P))Dva(W(0,a,P))(/cPea(k+ l) -  fc°cP(k,±l))

= e±ie(fc^ev(k,+l) -  fcve^(k,±l)). (5.9.32)

Это показывает, что коэффициентная функция, удовлетворяющая 
соотношению (5.9.6) для антисимметричного тензорного представле
ния однородной группы Лоренца при подходящем выборе норми
ровки имеет вид

u^v(p,±l) = z(2jc)_3/ 2(2p°)_3/ 2[ptJev(p,±l) -  pve^(p,±l)], (5.9.33)

где ец(р,±1) дается формулой (5.9.25). Используя это равенство вме
сте с (5.9.23), получаем произвольное антисимметричное тензорное 
поле безмассовой частицы со спиральностью ±1 в виде

/|iv — |̂î v — • (5.9.34)

Заметим, что эта комбинация является тензором даже в том слу
чае, когда а  ̂ не является 4-вектором, поскольку лишнее слагаемое 
в (5.9.31) выпадает из (5.9.34). Заметим также, что из формул
(5.9.34), (5.9.24), (5.9.28) и (5.9.29) следует, что / цу удовлетворяет 
вакуумным уравнениям Максвелла

Эц/^ = 0 ,  (5.9.35)

ep0^ a / Rv = 0. (5.9.36)

Для того, чтобы установить коммутационные соотношения для 
тензорных полей, нам нужны формулы суммирования по спираль- 
ностям билинейных форм e êv*. Используя явную формулу (5.9.21), 
получаем

к1 У

а=±1

откуда с помощью (5.9.25) находим:

гг>3Р Р£  e*(p,a)eJ(p, о)* = 8$ (5.9.37)
Iа=±1
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Непосредственными вычислениями убеждаемся, что 

I ,/jivt"*-')' /|)ст(?/) ] — (2^) [— Пца^у^р — ^

х Jd3p(2p°)-1[| к )2 eip'x -\ Х\2 e~ip x J.
(5.9.38)

Очевидно, что это выражение обращается в нуль при х° -= у тогда 
и только тогда, когда

|к|2 = |Х|2 . (5.9.39)

В этом случае, поскольку — тензор, коммутатор обращается 
в нуль для всех пространственноподобных интервалов. Из формулы
(5.9.39) следует также, что коммутатор а>1 обращается в нуль при 
равных временах. Как будет видно в гл. 8, этого достаточно, чтобы 
получить лоренц-инвариантную .S'-матрицу. Относительные фазы 
операторов рождения и уничтожения можно подобрать так, чтобы 
к = 1. Тогда в случае, когда частицы совпадают со своими зарядово
сопряженными, как у фотона, поля становятся эрмитовыми.

Почему при построении теорий безмассовых частиц со спином 1 
желательно использовать поля типа а (̂сс), а не ограничиться полями 
типа f^v(x) с простыми свойствами лоренцовских преобразований? 
Наличие производных в (5.9.34) означает, что плотность гамильто
ниана взаимодействия, построенная только из / )П. и его производ
ных, будет иметь матричные элементы, более быстро убывающие 
при малых энергиях и импульсах безмассовых частиц, чем те, 
которые построены с помощью векторного поля а„. Соответственно, 
взаимодействия в такой теории будут убывать на больших расстоя
ниях быстрее, чем по обычному закону обратных квадратов. Такое 
вполне возможно, однако калибровочно-инвариантные теории, ис
пользующие векторные поля для описания безмассовых частиц со 
спином 1, представляют более общий класс теорий, включающий 
те, которые в действительности реализуются в природе.

Аналогичные замечания применимы к гравитонам — безмас- 
совым частицам со спиральностью ±2. Из операторов уничтожения 
и рождения таких частиц можно построить тензор Кцл,ра с алгебраи
ческими свойствами тензора кривизны Римана- Кристоффеля: 
антисимметричностью по перестановкам внутри пар ц, V и р, о,

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



5.9. Поля безмассовых частиц 337

и симметрией относительно перестановок самих этих пар. Однако, 
чтобы включить обычные гравитационные взаимодействия по зако
ну обратных квадратов, необходимо ввести поле ĥ y, преобразую
щееся как симметричный тензор с точностью до калибровочных 
преобразований, относящихся к типу, связанному в общей теории 
относительности с произвольными преобразованиями координат. 
Таким образом, чтобы построить теорию безмассовых частиц со 
спиральностью ±2, включающую дальнодействие, необходимо, чтобы 
эта теория обладала симметрией, похожей на общую ковариант
ность. Как и в случае электромагнитной калибровочной инвариант
ности, этого можно добиться, введя взаимодействие поля ĥ v 
с сохраняющимся «током» 0 v̂, теперь уже несущим два пространст
венно-временных индекса и удовлетворяющим условию 3^0^ = 0. 
Единственным таким сохраняющимся тензором является тензор 
энергии-импульса, если не учитывать возможные слагаемые, имею
щие вид полной производной и не влияющие на поведение порож- 
даемыхподобным взаимодействием сил на больших расстояниях. * 
Поля безмассовых частиц со спином j > 3 должны были бы взаимо
действовать с сохраняющимися тензорами с тремя и более про
странственно-временными индексами. Однако таких тензоров не 
существует, если не считать полных производных, поэтому без- 
массовые частицы с большими спинами не могут порождать 
далънодействующие силы.

* * *

Проблемы, с которыми мы столкнулись при построении 4-векторных 
полей для спиральностей ±1 и симметричных тензорных полей для 
спиральностей ±2, являются частными случаями более общих огра
ничений. Чтобы увидеть это, рассмотрим проблему построения полей

* Если Qfc—и* — тензорный ток, удовлетворяющих! условию du 0!': ^  = 0, 
то J d3x  0WI—W-» — сохраняющаяся величина, преобразующаяся как тензор 
ранга N -  1. Единственными сохраняющимися тензорами такого рода явля
ются скалярные «заряды», связанные с различными непрерывными симмет
риями, и 4-вектор энергии-импульса. Сохранение любого другого 4-вектора 
или любого тензора более высокого ранга исключило бы возможность рассея
ния на любые утлы, кроме нулевого.
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безмассовых частиц, принадлежащих произвольным представлени
ям однородной группы Лоренца. Как мы видели в разделе 5.6, всякое 
представление D(А) однородной группы Лоренца можно разложить 
на (2А+1)(2В+1)-мерные представления (А,В), для которых генера
торы однородной группы Лоренца представляются в виде

Uij)aV,ab =  e ijk[(J l f ])aa^b'b + ( ' Vb  ̂ а'а] .

(J'iO )а'Ь',аЬ = ~ ('̂ V b ^ a 'a ]  >

где J^ — матрицы углового момента для спина j. Для бесконечно 
малых 9 имеем D(R(9)) = 1 + if230, так что из формул (5.9.12) и
(5.9.13) получаем

auab(k>°) = (о + Ь)иаЬ(к,о),
- o v ab(k ,c) = (а + b)vab(k, a).

Таким образом, uab(k,o) и uaj,(k,<j) должны обращаться в нуль 
во всех случаях, кроме о  = а + Ъ и. о  = ~а -  Ъ. Далее, полагая а и (3 
в (5.9.14) бесконечно малыми, находим:

О =  ( / 3 1  + / о  l ) a b , a ' b ' u a v ( k , 0 )

= ( 4 А) + и (А])аа,и аЪ(к,о) + ( 4 В) -  i j [B))w uaV(k,o),

О =  СУз2 +  /02 )ab,a'b'U a 'b '(^ > ° )

= (~J[A) + iJ{2A))aa’ Ua,b(k,o) + Ы [ В) ~ v i B))w uaV(k,o), 

или проще
(j[A) -  iJiA))aa'Ua>b{k,o) = О,

(J[B) + i 4 B))w uaV(k,o) = 0.

Отсюда следует, что uab(k,<j) обращается в нуль, кроме случаев

а = -А , Ъ = +В, (5.9.40)

и это же очевидно верно для uab(k,a). Собирая вместе эти результа
ты, видим, что поле типа (А,В) можно построить только из операторов
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уничтожения безмассовой частицы со епиральностью о  и операторов 
рождения античастицы со спиральностью — о, где

о  = В -  А. (5.9.41)

Например, компоненты (5, 0) и (0, 5) дираковского поля безмасовой
частицы могут только уничтож ать частицы со спиральностью
—2 и +2 и, соответственно, рож дать античастицы со спиральностью
+2 и —g- В «двухкомпонентной» теории нейтрино рассматриваются
только поле (5, 0) и сопряженное ему поле, так что в этой теории 

„ 1 „ епиральность неитрино равна — 2, а спиральность антинеитрино
равна + 2.

Теми ж е методами, что и в разделе 5.7, можно показать, что 
(j , 0) и (0 , j) поля безмассовых частиц со спином j  (т. е. со спирально
стью +j) коммутируют друг с другом и со своими сопряженными на 
пространственноподобных расстояниях, если коэффициенты у сла
гаемых с операторами уничтожения ии рождения в (5.9.1) удовле
творяют соотношению (5.9.39). После этого можно так подобрать 
относительную ф азу  операторов уничтожения и рождения, чтобы 
эти коэффициенты стали равными. Легко видеть, что поля безмас
совых частиц со спином j  типа (А, А + j ) или (В + j, В) являю тся 
просто производными порядка 2А  или 2В полей типа (0, j) или (j, 0), 
соответственно, так что нет нужды рассматривать здесь такие 
более общие поля.

Теперь можно понять, почему нельзя построить векторное 
поле для безмассовых частиц со спиральностью ±1. Векторное поле 
преобразуется по представлению  (5, 5), поэтому согласно (5.9.19) 
мож ет описывать только спиральность нуль. (Конечно, можно 
построить векторное поле для нулевой спиральности — для этого 
достаточно просто взять  производную безмассового скалярного 
поля (р.) Простейш ее ковариантное безмассовое поле для спираль
ности ±1 преобразуется по представлению  (1, 0) © (0 , 1).

И ными словами, это антисим м етричны й тензор Д^,. А нало
гично, простейш ее ковариантное безмассовое поле для  спи
ральности  ±2 п реобразуется  по представлению  (2 , 0 ) © (0 , 2 ), т. е. 
это тензор четвертого ранга, который, как  тензор кривизны  
Рим ан а- К ристоф ф еля, антисимметричен при перестановке внут
ри каж дой  пары  индексов и симметричен при перестановке 
самих этих пар.
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Обсуждение операций инверсий Р, С, Т, проведенное в пре
дыдущем разделе, с очевидными модификациями переносится на 
случай нулевой массы.

Задачи

1. П окажите, что если коэффициентны е функции при нулевом 
импульсе удовлетворяю т условиям (5.1.23) и (5.1.24), то коэф 
фициентные функции (5.1.21) и (5.1.22) для  произвольного 
импульса удовлетворяют определяющим условиям (5.1.19) и
(5.1.20).

2. Рассмотрите свободное поле \|/|'(;г), которое уничтожает и рож 
дает зарядово самосопряженные частицы со спином 3/2  и 
массой т Ф 0. Вычислите коэффициентные функции u f ( р,о), 
на которые умножаются операторы уничтожения а(р,а) в вы
раж ении для этого поля, при условии, что под действием 
лоренцовских преобразований поле преобразуется как дира- 
ковское поле \|/г с дополнительным 4-векторным индексом jx. 
Каким полевым уравнениям, алгебраическим условиям и ус
ловиям действительности удовлетворяет это поле? Найдите 
матрицу P fIV(p), которая при р2 = ~ т 2 определена равенством

£ u [ l (p,o)u,vn*(p,c) в  (2р°) ’P ^ 'tp ).
а

Каковы коммутационные соотношения для этого поля? Как оно 
преобразуется под действием инверсий Р, С и Т?

3. Рассмотрите свободное поле /if‘v(.r), удовлетворяю щ ее усло
виям h^(x) = hvil(x) и h^^ix) = 0 , которое уничтож ает и 
рож дает частицу спина 2 и массой т  Ф 0. Вычислите коэф ф и 
циентные ф ункции u^LV(p,o), на которые умнож аю тся опера
торы уничтож ения а(р,о) в вы раж ении для этого поля, чтобы 
под действием лоренцовских преобразований поле преобра
зуется  как тензор. Каким полевым уравнениям  удовлетворя
ет это поле? Н айдите функцию  Р ^ ,к\ р ) ,  определенную  р а 
венством
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Е  Mtxv(p,o)M ^’'(p, а) = (2р°) 1P tlv’K?L(p).
сг

Каковы коммутационные соотношения для этого поля? Как оно 
преобразуется под действием инверсий Р, С и Т?

4. Покажите, что для безмассовой частицы со спином j  поля типа 
(A,A+j) или (B+j.B) являю тся производными порядка 2А  или 2В 
полей типа (0 ,j) или (j,0), соответственно.

5. Выясните трансформационные свойства полей типа (j, 0) +  (0 ,j) 
безмассовых частиц со спиральностью ±j под действием опера
ций инверсии Р, С и Т.

6. Рассмотрите обобщенное дираковское поле у, которое преобра
зуется по представлению (j,0) + (0,j) однородной группы Ло
ренца. Перечислите тензоры, которые можно образовать из
произведений компонент \[/ и \|/". Проверьте результат, сравнив 

~ • 1 с наиденными нами выраж ениями для J = 5

7. Рассмотрите обобщенное поле \\1аЬ, описывающее частицы со 
спином j  и массой т  Ф 0, которое преобразуется по {А,В) 
представлению однородной группы Лоренца. Предположим, 
что гамильтониан взаимодействия этого поля имеет вид

V = | d 3x[\|/ab(x )Jab(x) + J abt(x)\|/^b(x)],

где Jab — внешний с-числовой ток. Каково асимпототическое 
поведение матричных элементов испускания этих частиц с 
энергией Е т  и определенной спиральностью? (Предполо
жите, что фурье-образ тока при разных а, Ъ имеет значения 
одного порядка величины и не зависит сильно от Е.)
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Фейнмановские правила

В преды дущ их главах использование ковариантных свобод
ных полей для построения плотности гамильтониана мотивирова
лось требованием, чтобы 5 -м атри ц а удовлетворяла условиям 
лоренц-инвариантости и кластерного разлож ения. Если мы по
строили таким способом плотность гамильтониана, уж е не имеет 
значения, какую  форму теории возмущ ений использовать для 
вычисления 5-матрицы . Р езультаты  будут автоматически удовле
творять указанным условиям в каждом порядке по плотности 
гамильтониана взаимодействия. Тем не менее, очевидны практи
ческие преимущ ества использования такого варианта теории воз
мущений, в котором лоренц-инвариантность и свойства кластер
ного разлож ения 5-м атрицы  явно сохраняю тся на каждом этапе 
вычислений.

В той теории возмущений, которую использовали в 1930-е 
годы и которая сейчас известна под названием «старой» (мы описа
ли ее в начале раздела 3.5), указанны е свойства не выполнялись. 
Больш им достиж ением  Ф ейнмана, Ш вингера и Томонаги 
в конце 1940-х годов было развитие такой техники теории возму
щений для вычисления 5-м атрицы , в которой на каждом шаге 
прослеж ивались лоренц-инвариантность и свойства кластерного 
разложения.

В этой главе мы опишем диаграммную технику вычислений, 
впервые предложенную  Фейнманом на конференции в Поконо в 
1948 году. Ф ейнман приш ел к этим диаграммным правилам, раз
вивая предложенный им подход, основанный на функциональном 
интеграле. Этот подход будет рассмотрен в гл. 9. Здесь ж е мы 
воспользуемся подходом, предложенным в 1949 году Дайсоном '.
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Вплоть до 1970-х годов именно он был основой любого анализа 
теории возмущ ений в квантовой теории поля, да и до сих пор этот 
подход позволяет дать особенно ясное введение в фейнмановские 
правила *.

6.1. В ы вод правил

Исходной для нас является формула для Л'-матрицы, полу
ченная объединением дайсоновского ряда (3.5.10) с выражением
(4.2.2) для состояний свободных частиц:

с
-.Р1в1П#2°2«й-

00 ( ~ i ) N  г
= Y - ------- d 4x x... d 4x w (Ф0,... a(p2G2n 2 )a{p[<5[n{)

лмо Nl- (6.1.1)
хТ{Н (xJ.-.H  (xJV)}at (PiO1n 1)a+(p2a 2n 2)...O 0).

Напоминание: метки р, о  и п отмечают импульсы частиц, их 
спин и тип; ш трихи относятся к меткам частиц в конечном состоя
нии; Ф0 — вакуумное состояние свободных частиц; а ж o' — 
операторы уничтожения и рождения; Т означает хронологическое 
упорядочивание, располагающее все Ж{х) в таком порядке, что 
аргументы х° уменьшаются слева направо; Л  (х) — плотность га
мильтониана взаимодействия, рассматриваемая как полином по 
полям и сопряженным полям,

Ж(х) = £  дг-.ГДх), (6.1.2)
i

причем каж дое слагаемое ,Щ является произведением определенно
го числа полей и им сопряженных полей каждого типа. Поле

* Мы используем современную версию функциональный интеграл русского 
перевода английского термина path intergral, предпочитая ее первоначальным 
и до сих пор используемым версиям «интеграл по путям» или «интеграл по 
траекториям». Это отвечает более широкому современному содержанию 
понятия. — Прим. ред.
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частицы типа те, преобразующ ееся по определенному представле
нию однородной группы Лоренца (с учетом или без учета простран
ственных инверсий), дается выражением

\|/г(х) = ^  (2л;)-3/ 2 J  с23р[тег(р ,а ,  те)а(р,а, п)егр'х

а ,  . (6.1.3)
+ г>г(р, о, те)а (р ,с ,  п с)е !JKT J.

Здесь тес — индекс античастицы типа те, а в показателе 
ехр(+гр-х) компонента р° равна ^ р 2 + гп2п • Коэффициентные ф унк
ции щ и v>i зависят от свойств поля по отношению к преобразова
ниям Лоренца и от спина частицы, которая описывается этим 
полем. Эти функции были вычислены в гл. 5. (Например, в случае 
скалярного поля коэффициент щ для частицы с энергией Е равен 
(2£)-1/2, а для дираковского поля щ и -  нормированные дираков- 
ские спиноры, введенные в разделе 5.5.) Индекс I у поля следует 
понимать как указатель типа частицы и того представления груп
пы Лоренца, по которому поле преобразуется. Кроме того, в него 
вклю чается бегущий индекс, отмечающий компоненты поля в 
данном представлении.

Нет нужды рассматривать отдельно взаимодействия, содержа
щие производные полей; с нашей точки зрения, производная поля
(6.1.3) есть просто другое поле, описываемое той ж е формулой, но с 
другими коэффициентами щ и иг. Ниже мы будем делать различие 
между некоторыми типами частиц, которые мы произвольно будем 
называть «частицами», например, электроны, протоны, и т. д., и 
типами частиц, которые будем называть «античастицами» (позитро
ны, антипротоны и т. д.). Полевые операторы, уничтожающие части
цы и рождающие античастицы, будут называться просто «полями»; 
сопряженные им операторы, уничтожающие античастицы и рож 
дающие частицы, будут называться «сопряженными полями». Ко
нечно, у некоторых типов частиц, вроде фотона и я°-мезона, анти
частицы тождественны частицам. В этом случае сопряженные поля 
пропорциональны самим полям.

Начнем перемещ ать все операторы уничтожения в формуле
(6.1.1) направо, используя на каждом шаге соотношения коммута
ции или антикоммутации:

а ( р а т е ) а +(р/ а / те') =  ± а т(р , а , те,)а (рате)  +  5 3(р' -  p )5 (Ĵa.5ri^ ,  (6.1.4)
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а(р о  п)а(р/ о'  те') = ±а(р ' а' п')а(р о  те), (6.1.5)

а т(роте)а+( р 'а ' те') = ± а ’ ( p 'o 'n 'j a ’ (рот?). (6.1.6)

(аналогично для античастиц). При этом из знаков ± справа выбира
ется знак «минус» , если обе частицы те, п' — фермионы, и знак 
«плюс», если одна или обе частицы — бозоны. Как только оператор 
уничтожения оказывается крайним справа (или оператор рож де
ния — крайним слева), соответствующий вклад в (6.1.1) обращается 
в нуль, так как действие этих операторов на вакуумное состояние 
дает нуль:

а(рате)Ф 0 = 0 , (6.1.7)

<J>Ja+(p c n )  = 0. (6.1.8)

Н енулевые вклады в (6.1.1) возникают от слагаемых с дельта
функциями в правой части (6.1.4), после того, как каж ды й оператор 
рождения и уничтожения в начальном или конечном состоянии или 
в плотности гамильтониана взаимодействия спарится с каким-то 
другим оператором уничтожения или рождения.

Таким образом, вклад в (6.1.1) данного порядка по каждому из 
слагаемых ./() в полиноме .Л"(х|/(ж),\)/^(х)) дается суммой по всем 
способам спаривания операторов рождения и уничтожения , каж 
дый член суммы являтся интегралом от произведений множителей, 
которые находятся по следующим правилам.

а) Спаривание конечной частицы с квантовыми числами 
р', &, п' с сопряженным полем Х|/( (ж) в Щ(х) дает множитель

[а(р' о ' п '), \|/?* (.*')]_ = (2%)~3/ 2е~гр'хщ (р 'о 'п ' ) .  (6.1.9)

б) Спаривание конечной античастицы с квантовыми числами 
р', о', пс' с полем \|/г(х) в J/Дх) дает множитель

а {р 'о 'п 'с),\|/г(х)]_ = ( 2%)~4 2е~гр'xVi{p'о ' п ' ) . (6.1.10)

в) Спаривание начальной частицы с квантовыми числами 
р, о, п с полем \]/г(х) в Ж^х) дает множитель
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[\|/г(х ),ат(роп)]_  = (2л) 3/2егр'хи1(р<зп). (6.1.11)

г) Спаривание начальной античастицы с квантовыми числами 
р, G, пс с сопряженным полем г|/г+(х) в Ж^х) дает множитель

|\[/г+(х ),а+( р о п с)]_ = (2Ti)~3/2etp'xVi ( p a n ) .  (6.1.12)

д ) Спаривание конечной частицы (или античастицы) с кванто
выми числами р', о', п' с начальной частицей (или античастицей) с 
квантовыми числами р, о, п дает множитель

[ a ( p ' a ' 4 a f (p o n )]_  = 83( р '-  p)5CT̂ 5 nV(. (6.1.13)

в) Спаривание поля \|/j(x) в ,Ж̂ (х) с сопряженным полем (у ) В  

Щ(у) дает множитель *

0(х -  (ж), \|/++ (у)]_ ± 0(у -  х)[\|/ -f (у), УГ(!/)]_ s  - i A lm{x, у ) , (6.1.14)

где \|/+ и \|/ ““ — слагаемые в \|/, которые уничтожают частицы и 
рождают античастицы, соответственно:

\|/j"(x) = (2 л)-3/ 21 d 3p ^  U|(pCin)e,p'xa ( p a n ) , (6.1.15)
a

\|/г (.т) = (2л )-3/ 2 j  d ,3p £  (p о  n)e-ip i a f (p с  n c) , (6.1.16)
a

Напомним, что 0(x — у) — ступенчатая функция, равная +1 
при х° > у 0 и нулю при х° < у 0. Такие ступенчатые функции 
возникают в (6.1.14) и з-за  хронологического упорядочивания в (6.1.1); 
спаривание поля уничтожения \|/+(х) в Ж[х) с полем рождения 
v +t(y) в Ж\у)  можно учитывать, только если Ж(х) изначально 
находится левее Ж(у) в формуле (6.1.1), т. е. если х° > у 0. Аналогич

* Если взаимодействие Ж(х) записано в нормальной форме, как в (5.1.33), 
то отсутствует спаривание полей с сопряженными полями в одном и том же 
операторе взаимодействия. В противном случае необходима некоторая про
цедура регуляризации для придания смысла величине Aim(0).
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но, мы учитываем спаривание поля уничтожения \|/ Цу) в Ж\у)  с 
полем рождения \|Г(х) в Ж(х), только если Ж(у) изначально нахо
дится левее Ж(х), т. е. если у 0 >  х°. (Знак ± во втором слагаемом в
(6.1.14) будет объяснен чуть ниже.) Выражение (6.1.14) называется 
пропагатором и вычисляется в следующем разделе.

^-матрица получается путем перемножения всех этих множите
лей с учетом дополнительных численных множителей, обсуждаемых 
ниже, затем интегрирования по х х . . . xN, суммирования по всем 
спариваниям и затем по числу взаимодействий каждого типа.

Прежде чем погружаться в детали, удобно описать диаграммный 
формализм, позволяющий проследить за всеми этими спариваниями.

Правила вычисления ^-м атрицы  удобно сформулировать на 
язы ке фейнмановских диаграмм (рис. 6.1). Диаграмма содержит 
точки, называемые вершинами,  причем каж дая вершина соответ
ствует одному из операторов .Щ(х), и линии, каж дая из которых 
соответствует спариванию операторов рождения и уничтожения. 
Сформулируем правила более подробно.

а) Спаривание конечной частицы с сопряженным полем в 
одном из операторов Ж{х) изображ ается линией, идущ ей вверх из 
вершины, соответствующей данному Ж(х),  и имеющей стрелку, 
направленную  вверх.

б) Спаривание конечной античастицы с полем в одном из 
операторов Ж(х) такж е изображ ается линией, идущ ей вверх из 
вершины, соответствующей данному Ж(х), но со стрелкой, на
правленной вниз. (Для частиц типа у  и я 0, совпадающих со своими 
античастицами, стрелки на линиях не указываю тся.)

в) Спаривание начальной частицы с полем в одном из опера
торов Ж(х) изображ ается линией, входящ ей снизу в вершину, 
соответствующую данному Ж(х), и имеющей стрелку, направлен
ную вверх.

г) Спаривание начальной античастицы с полем в одном из 
операторов Ж{х) такж е изображ ается линией, входящ ей снизу в 
вершину, соответствующую данному Ж(х), но имеющей стрелку, 
направленную  вниз.

д) Спаривание конечной частицы или античастицы с началь
ной частицей или античастицей представляется не связанной ни 
с какими верш инами линией, проходящ ей снизу вверх через всю 
диаграмму, со стрелкой направленной вверх или вниз для частиц 
и античастиц, соответственно.
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Рис. 6.1. Графическое изображение спариваний операторов, возникающих 
при вычислении S-матрицы в координатном представлении. Выражения 
справа — множители, отвечающие каждой линии фейнмановской диа
граммы, которые должны включаться в подынтегральное выражение ко
ординатного представления S-матрицы
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е) Спаривание поля в Ж(х) с сопряженным полем в Ж(у) 
представляется линией, соединяющей верш ины Ж\х)  и Ж'(у), и 
имеющей стрелку, направленную  от у к ж.

Обратим внимание, что стрелки всегда указываю т направле
ние движения частицы, и противоположны направлению движения 
античастицы. (Как отмечено выше, для частиц типа фотона, совпа
дающих со своими античастицами, стрелки следует опустить.) Н а
правление стрелки в правиле е) совместимо с этим соглашением, 
так как сопряженное поле в Щ(у) может либо рож дать частицу, 
уничтожаемую полем в .Щ(х), либо уничтожать античастицу, рож 
даемую этим полем. Заметим такж е, что поскольку каж дое поле 
или сопряженное поле в .Щх) должно с чем-нибудь спариться, 
полное число линий в вершине типа г, соответствующей слагаемо
му .Щ(х) в (6.1.2), в точности равно полному числу полей или 
сопряженных полей в Ж<(х). При этом число линий со стрелками, 
направленными в верш ину или из нее, равно, соответственно, 
числу полей или сопряженных полей в соответствующем члене 
взаимодействия.

Чтобы вы числить вклад в ^ -м атр и ц у  данного процесса 
в данном порядке N{ по каж дому из членов взаимодействия Ж^х) 
в (6.1.2), нужно проделать следующ ие операции.

1. Следует нарисовать все фейнмановские диаграммы, содер
ж ащ ие iVj верш ин каждого типа ъ. Эти диаграммы должны иметь 
линии, входящие в них снизу, и отвечающие каждой частице и 
античастице в начальном состоянии, линии, выходящ ие вверх 
и отвечающие каждой частице или античастице в конечном состоя
нии, и такое число соединяющих вершины внутренних линий, 
чтобы к каждой вершине подсоединялось нужное число линий. 
Стрелки на линиях выбираются по указанным выше правилам 
в направлении либо вверх, либо вниз. К аж дая вершина помечается 
индексом типа взаимодействия i и пространственно-временной ко
ординатой х**. К аж дая внутренняя или внешняя линия помечается 
на том конце, который соединен с вершиной, индексом типа поля I 
(что соответствует полям \|/г(х) или Х|/("(л*), рождающим или уничто
жающим частицу или античастицу в этой вершине). Кроме того, 
каж дая внеш няя линия помечается на конце, откуда она входит в 
диаграмму или выходит из нее, квантовыми числами р, а , п или 
р', &, п' начальной или конечной частицы (или античастицы).
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2. Каждой верш ине типа г следует сопоставить множитель 
—г (он возникает из множ ителя (—i)N в (6 .1.1)) и множитель gi 
(константа связи, на которую умнож ается произведение полей 
в Щ(х)).* Каждой линии, выходящ ей вверх из диаграммы, сопос
тавляется  множитель (6.9.9) или (6.9.10) в зависимости от направ
ления стрелки на линии. Аналогично, каж дой линии, входящ ей в 
диаграмму снизу, сопоставляется множитель (6 .1.11) или (6.1.12), 
опять ж е, в зависимости от направления стрелки. Каждой линии, 
проходящ ей снизу вверх насквозь через диаграмму, сопоставляет
ся множитель (6.1.13). Наконец, каж дой внутренней линии, соеди
няющ ей две вершины, сопоставляется множитель (6.1.14).

3. Следует произвести интегрирование произведения всех 
этих множителей по координатам х ъ х 2, ■ ■ ■ всех вершин.

4. Результаты , полученные таким образом для каж дой фейн- 
мановской диаграммы, следует сложить. Полное вы раж ение ряда 
теории возмущ ений для 5-м атрицы  получается сложением вкла
дов от каждого порядка теории возмущ ений по каж дому из типов 
взаимодействий (реально мы ограничиваемся тем порядком, кото
рый в состоянии вычислить в данный момент).

Заметим, что мы не включили в эти правила множитель 1/АН 
из (6.1.1), так как хронологически упорядоченное произведение 
в (6.1.1) является суммой по АП перестановкам координат х хх 2 ■ ■ ■xN, 
дающим одинаковый вклад в окончательный результат. Чтобы по
нять это другим способом, заметим, что фейнмановская диаграмма 
с N  вершинами есть одна из АЛ идентичных диаграмм, отличающих
ся только перестановками меток в вершинах. Учет этого дает множи
тель АП, сокращающийся с 1/АН в (6.1.1). (Из этого правила существу
ют исключения, обсуждаемые ниже.) По этой причине далее мы не 
будем рассматривать более одного набора фейнмановских диаграмм, 
отличающихся только перестановкой меток в вершинах.

В ряде случаев возникают добавочные комбинаторные множите
ли или знаки, которые следует учитывать в отдельных диаграммах.

* Мы сохранили авторские обозначения. Надеемся, что читатель в дальнейшем 
не перепутает индекс i, нумерующий тип вершин взаимодействия, с мнимой 
единицей, входящей как множитель в каждую вершину взаимодействия — 
Прим. пер.
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5. Предположим, что взаимодействие ,Щ(ж) содержит (помимо 
других полей и сопряженных полей) произведение М одинаковых 
полей. Пусть каж дое из этих полей спаривается со своим сопряжен
ным полем в другой вершине взаимодействия (причем другой для 
каждого спаривания), а такж е в начальном или конечном состоя
нии. Первое из сопряженных полей можно спарить с любым из М 
тождественных полей в -Щ(х), второе — с любым из оставшихся М—
1 тождественных полей, и так далее, что приводит к дополнитель
ному множителю М! Для компенсации этого множителя принято 
определять константу связи g; так, чтобы в каждом .Ж-(х), содерж а
щем М тождественных полей (или сопряженных полей), явно воз
никал множитель 1/М!. Например, взаимодействие М-ого порядка 
по скалярному полю <р(сс) следует записывать как д(рм/М!. (В более 
общем случае, часто выписывают явный множитель 1/М!, когда 
взаимодействие содержит сумму М произведений полей из одного 
мультиплета внутреннней группы симметрии, или когда по этой 
или любой другой причине константа связи полностью симметрична 
или антисимметрична относительно перестановки М бозонных или 
фермионных полей.)

Однако такое сокращение множителя М! не всегда бывает 
полным. Например, рассмотрим фейнмановскую диаграмму, в ко
торой М тождественных полей в одном взаимодействии .Щ(х) спари
ваются с М соответствующими сопряженными полями в единствен- 
нол1 другом взаимодействии ,Щ(у) (рис. 6.2). Следуя изложенному 
выше, мы находим только М! разных спариваний (поскольку нет 
никакой разницы, какое из сопряженных полей мы назовем пер
вым, вторым и т. д.). В результате, сокращ ается только один из 
двух множителей 1/М! в разных взаимодействиях. В этом случае 
лишний множитель 1/М! следует «руками» включать во вклад 
такой диаграммы.

Другие комбинаторные множители возникают в ситуации, 
когда перестановки вершин не влияют на диаграмму. Выше отмеча
лось, что множитель 1/iV! в ряде (6.1.1) обычно сокращ ается из-за 
суммирования N1 диаграмм, отличающихся только переобозначе
нием индексов у N  вершин. Однако такое сокращение неполно, если 
при переобозначении верш ин мы не получаем новой диаграммы. 
Чащ е всего это происходит при вычислении матричных элементов 
«S'-матрицы меж ду вакуумными состояниями в теории с квадратич
ным взаимодействием Ж = где М может зависеть от
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Рис. 6.2. Пример диаграммы, вклад которой в S-матрицу содержит допол
нительный комбинаторный множитель. Если, например, в вершине взаи
модействия имеются три множителя, содержащих какое-то поле (наряду 
с другими полями), то в гамильтониан взаимодействия обычно включают 
коэффициент 1/3!, чтобы сократить множители, возникающие от сумм по 
способам спаривания этих полей с сопряженными им полями в других 
вершинах. Однако в приведенной диаграмме имеются два таких коэффи
циента 1/3! и лишь 3! различных спариваний, поэтому остается лишний 
множитель 1 /  3!

Рис. 6.3. Диаграмма восьмого порядка амплитуды перехода вакуум-ваку
ум, когда частицы взаимодействуют только с внешним полем. 
В этой диаграмме внешнее поле представлено волнистыми линиями. Суще
ствует 7! таких диаграмм, отличающихся только переобозначением вер
шин, причем те переобозначения, которые приводят к простому повороту 
кольца, не считаются различными. Поэтому множитель 1/8! в формуле 
Дайсона (6.1.1) сокращается не полностью, и остается множитель 1/8

внешних полей. (Физическое значение таких диаграмм вакуумных 
флуктуаций детально обсуждается в т. II). Фейнмановская диаграм
ма N -ото порядка по 7 /есть замкнутое кольцо с N  углами (рис. 6.3). В 
этом случае имеется только (IV—1)! разных диаграмм, поскольку 
перестановка индексов, передвигающая каж ды й из них к следую
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щ ей вершине по кольцу, приводит к той ж е диаграмме. Поэтому 
подобная диаграмма должна приводить к множителю

(N-1)1  1
---------- = — • (6.1.17)

N1 N
6. В теориях с фермионными полями использование формул

(6.1.4)-(6.1.6) для перемещ ения операторов уничтожения и рож де
ния направо и налево приводит к появлению дополнительных зна
ков «минус» во вкладах разных спариваний. Конкретно, мы получа
ем отрицательный знак каж ды й раз, когда перестановка операто
ров в (6.1.1), необходимая для того, чтобы собрать все спариваемые 
операторы рядом друг с другом (помещая при этом операторы 
уничтожения слева от спариваемых с ними операторов рождения), 
включает нечетное число перестановок фермионных операторов. 
(Это происходит потому, что при вычислении вклада конкретного 
спаривания, можно сначала переставить все операторы в (6.1.1) 
так, чтобы каж ды й оператор уничтожения оказался слева от спа
риваемого с ним оператора рождения, игнорируя при этом все 
коммутаторы или антикоммутаторы с неспариваемыми оператора
ми, а затем заменить каж дое произведение спаренных операторов 
на их коммутатор или антикоммутатор.) Из этого правила немед
ленно вытекает появление относительного отрицательного знака 
между двумя слагаемыми в выраж ении (6.1.14) для фермионного 
пропагатора. Какая бы перестановка не переводила содержащую 
операторы уничтожения часть \|/+(х) поля в Ж(х) налево от содер
ж ащ ей операторы рождения части \|/'"(у) сопряженного поля в 
Ж(у), перестановка, переводящ ая содержащую операторы уничто
ж ения часть \\i~Hx) сопряженного поля налево от содержащей 
операторы рождения части \|)~(у) поля включает одну лишнюю 
перемену мест фермионных операторов, что и приводит к отрица
тельному знаку перед вторым слагаемым в (6.1.4) для фермионов.

Наконец, отрицательные знаки могут возникать во вкладе всех 
фейнмановских диаграмм. Например, рассмотрим теорию, в которой 
единственно возможное взаимодействие фермионов имеет вид:

Ж(х) = £<?JmkVzV)\l/m(x)(pfc(x), (6.1.18)
Im k

где ghnk — произвольные константы, \|/г(х) — совокупность комплекс
ных фермионных полей, а фт (ж) — совокупность действительных
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бозонных (не обязательно скалярных) полей. (Не только квантовая 
электродинамика, но и вся «стандартная модель» слабых, электро
магнитных и сильных взаимодействий имеет фермионные взаимо
действия, которые можно привести к указанному виду.) Рассмот
рим сначала процесс фермион-фермионного рассеяния 12 —» Г'2' во 
втором порядке по Ж  В слагаемом второго порядка в (6.1.1) ферми
онные операторы возникают в следующем порядке (сделаны оче
видные упрощения формы записи):

а ( 2 > ( П У  (х)\^(х)у+(у)у(у)а+(1)а*(2). (6.1.19)

В данном порядке существуют две связные диаграммы, отве
чающие спариваниям

[a(2/) y +(x)][a(l/)V+(y)][V(y)af (l)][V(x)a+(2)] , (6Л.20)

[a(l/)Vf (x)][a(2> +(y)][¥ (y)at (l)][¥ (x)a+(2)] (6.1.21)

(рис. 6.4). Для перехода от (6.1.19) к (6.1.20) необходима четная 
перестановка фермионных операторов. (Например, можно переста
вить х|/(х) направо с тремя операторами, а затем переставить a(l')  
через один оператор направо.) Таким образом, во вкладе спарива
ния (6.1.20) не возникает никакого дополнительного знака «минус». 
Само по себе это не имеет значения; общий знак 5-матрицы  не 
влияет на вероятности переходов и в любом случае зависит от 
соглашений о знаках для начальных и конечных состояний. Сущест-

Рис. 6.4. Связные диаграммы второго порядка для фермион-фермионного 
рассеяния в теории с взаимоденйствием (6.1.18). Сплошные линии соответ
ствуют фермионам, пунктирные — нейтральным бозонам. Вклады этих 
диаграмм отличаются знаком, который возникает от дополнительной пе
рестановки фермионных операторов в спариваниях, соответствующих 
второй диаграмме
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венно то, что вклады спариваний (6.1.20) и (6.1.21) имеют противопо
ложный знак. Легче всего это видно, если заметить, что единствен
ной разницей между двумя спариваниями является перестановка 
двух фермионных операторов а(1') и а( 2'). На самом деле, относи
тельный знак «минус» требуется статистикой Ферми: при таком 
знаке амплитуда рассеяния становится антисимметричной относи
тельно перестановки частиц 1' и 2' (или 1 и 2).

Однако не следует думать, что все знаки можно так просто 
связать с антисимметрией конечных или начальных состояний 
даж е в низшем порядке теории возмущений. Чтобы стало ясно, о 
чем идет речь, рассмотрим фермион-антифермионное рассеяние 
12е —> 1' 2/с во втором порядке теории возмущений по тому ж е 
взаимодействию (6.1.18). Фермионные операторы следующим обра
зом входят в слагаемое второго порядка в (6.1.1):

a(2/c)a(r)\|/T(x)\|/(x)\j/+(y)\j/(y)af (l)af (2c). (6.1.22)

В этом порядке имеются две диаграммы Фейнмана (рис. 6.5), отве
чающие спариваниям:

[a(2/c)¥ (x)][a(l/) ^ f (x)][y(y)af (l)][Vf (y)af (2c)], (6.1.23) 

[a(2/c)¥ (x )][a (r)¥ +(y)][¥(y)af (D ][¥'(a:)af (2c)] • (6.1.24)

Рис. 6.5. Связные диаграммы второго порядка для фермион-антифермион- 
ного рассеяния в теории с взаимоденйствием (6.1.18). Сплошные линии 
соответствуют фермионам или антифермионам в зависимости от направ
ления стрелок, пунктирные — нейтральным бозонам. Вклады этих диаг
рамм снова отличаются знаком, который возникает от дополнительной 
перестановки фермионных операторов в спариваниях, соответствующих 
второй диаграмме
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При переходе от (6.1.22) к (6.1.23) требуется совершить четную 
перестановку фермионных операторов (например, переместить у(х) 
через два оператора налево, а Х|/"(г/) через два оператора направо), 
так что во вкладе от спаривания (6.1.23) не возникает никакого 
лишнего знака «минус». С другой стороны, переход от (6.1.22) к
(6.1.24) требует нечетной перестановки фермионных операторов 
(такой же, как в (6.1.23), и дополнительной перемены местами 
у"(а1) с V|/T(y)). Поэтому вклад от этого спаривания входит с до
полнительным отрицательным знаком *.

Дополнительные знаки возникают при рассмотрении вкладов 
более высоких порядков. В теориях рассматриваемого здесь типа, 
где все взаимодействия фермионов имеют вид (6.1.18), фермиониые 
линии в произвольной фейнмановской диаграмме образуют либо 
цепочки линий, проходящих через всю диаграмму, с произвольным 
числом взаимодействий с бозонными полями (рис. 6.6), либо образу
ют фермионные петли типа показанной на рис. 6.7.

Рассмотрим результат добавления к фейнмановской диаграм
ме любого процесса фермионной петли с М вершинами. Это соответ
ствует спариванию фермионных операторов:

[V(*i )¥(% )] [¥ (х 2 )?(% )] • • • I ¥(•*•>■/ )¥(аУ ] • (6.125)

С другой стороны, эти операторы возникают в (6.1.1) в сле
дующем порядке:

¥ ( ж1)\|/(ж 1) ¥ ( х 2)\|/(ж2 ) . . . ¥ ( х м )\|/(х м ). (6.1.26)

* На самом деле, появление этого знака имеет некоторую связь со стати
стикой Ферми. Одно и то же поле может уничтожать частицу или рождать 
античастицу, так что существует соотношение, известное как «кросс-сим
метрия» между процессами, в которых начальные частицы или античастицы 
обмениваются местами с конечными античастицами или частицами. В част
ности, амплитуды процесса 12е —> Г2'с связаны с амплитудами кросс-процес
са 12' —> 1'2; два спаривания (6.1.23) и (6.1.24) соответствуют двум диаграм
мам, отличающимся перестановкой 1 и 2' (или Г и 2), так что антисимметрия 
амплитуды рассеяния относительно перестановки начальных (или конечных) 
частиц естественно требует наличия знака минус в относительном вкладе 
этих спариваний. Однако кросс-симметрия не является обычной симметрией 
(она включает аналитическое продолжение по кинематическим переменным), 
так что для произвольных процессов ее трудно использовать с какой-то 
определенной точностью.
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Рис. 6.6. Связные диаграммы второго порядка для бозон-фермионного 
рассеяния в теории с взаимодействием (6.1.18). Прямые линии — фермио- 
ны, пунктирные — нейтральные бозоны

Рис. 6.7. Связная диаграмма низшего порядка для бозон-бозонного рассея
ния в теории с взаимодействием (6.1.18). Подобные диаграммы с фермион- 
ными петлями приводят к дополнительному знаку «минус», возникающе
му от перестановок спариваемых фермионных полей

Чтобы перейти от (6.1.26) к (6.1.25), необходимо совершить нечет
ную перестановку фермионных операторов (передвинуть \f/(a?1) напра
во через 2М-1 оператор). Поэтому вклад каждой такой фермионной 
петли сопровождается дополнительным отрицательным знаком.

Эти правила приводят к полной .S'-матрице, включающей 
вклады от процессов, в которых взаимодействуют далеко разнесен
ные в пространстве и времени различные кластеры  частиц. Как 
обсуждалось в гл. 4, для вычисления той части 5-матрицы , которая 
не содержит указанны х вкладов, нужно рассматривать только 
связные фейнмановские диаграммы. В частности, это исключает 
проходящие насквозь через диаграмму без взаимодействия линии, 
которым соответствуют множители (6.1.13).
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Чтобы полностью прояснить фейнмановские правила, вычис
лим вклады низшего порядка в 5-м атрицу для рассеяния частиц в 
двух разных теориях.

Теория I

Рассмотрим теорию фермионов и зарядово самосопряженных 
бозонов с гамильтонианом взаимодействия (6.1.18). Связные диа
граммы низшего порядка для фермион—бозонного рассеяния пока
заны на рис. 6.6. Следуя перечисленным на рис. 6.1 правилам, 
получаем матричный элемент 5-матрицы:

^'рЪ’ п: pf.CTjini.p.o.ji. Р2а :>,":; — 1 H] )l(; (P j O j  ?i|)
k 'V m 'k lm

х f d 4x  [ d 4y (—iAm,m(y,x))e~tpl'yeipl'x
(6.1.27)

x (e - ip:̂ yu kfp'2&2n'2)e ip^xu k(p2o 2n2)

+ e~ip'2'xul{p'2o'2n'2) e ip̂ yu k,(p2o 2n 2)).

(Индексы 1 и 2 используются здесь для обозначения фермионов 
и бозонов, соответственно.) Для фермион-фермионного рассеяния 
такж е есть две диаграммы второго порядка, показанные на рис. 6.4. 
Им соответствует матричный элемент 5-матрицы

*S'piCTi7i]P2a2Ti2>Pia iTliP2<:r2n 2 ( 0  9 m 'm k '9 l 'lk
k 'V m 'k lm

X М7ТГ(Р2а 2n2)UV(P l° ln l ) (р2а 2n2)мг(Pi0 !71!) , onx(■b.1.28)

J d4x j d 4y e~ip^ x e~'pi'ye i p rx ew i 'y (-i)Ak<k(x,y) - [Г  <=> 2'],x
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причем последнее слагаемое означает вычитание предыдущего вы
раж ения с перестановкой частиц 1 'и 2 '  (или 1 и 2). В такой теории 
не сущ ествует диаграмм второго порядка для бозон-бозонного рас
сеяния. Простейшими являю тся диаграммы четвертого порядка 
типа показанных на рис. 6.7.

Более конкретные примеры использования формул (6.1.27) и
(6.1.28) будут приведены в разделе 6.3, после того, как мы вычис
лим пропагаторы и перейдем в импульсное пространство.

В предыдущем примере все три поля в гамильтониане взаимо
действия (6.1.18) различны. Полезно рассмотреть пример такж е с 
трилинейным взаимодействием, но в котором все три поля одина
ковы или, по крайней мере, входят симметричным образом.

Теория II

П усть плотность гамильтониана взаимодействия есть сумма 
слагаемых, трилинейных  по действительным  бозонным полям 
ф г( х ) :

1 V -^.

• В Д  = (6.1.29)
Irnn

где glmn — действительная полностью симметричная константа 
связи.

П усть мы хотим рассм отреть процесс рассеяния 12 —» У2' во 
втором порядке по этому взаимодействию. К каж дой из двух 
верш ин долж ны  быть подсоединены по две из четы рех внеш них 
линий. (Единственная другая  возможность — в том, чтобы к одной 
верш ине была подсоединена одна из внеш них линий, а три 
другие были подсоединены ко второй верш ине. Но в этом случае 
у верш ины  с трем я внеш ними линями не останется больше 
линий, чтобы соединить ее с первой верш иной, т. е. получится 
несвязная  диаграмма.) Т ретья  линия при каж дой верш ине долж 
на соединять верш ины друг с другом. И мею тся три  диаграммы 
такого типа (рис. 6.8), отличаю щ иеся тем, какая  внеш няя линия 
подсоединена к той ж е верш ине, что и линия 1. Это могут быть 
линии 2 , 1'  или 2'.

С ледуя сформулированны м правилам, запиш ем вклад в 
5-м атрицу от этих трех диаграмм:
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YI
i

1/

, 2' 2'

Рис. 6.8. Связные диаграммы второго порядка для бозон-бозонного рассеяния 
в теории с взаимодействием (6.1.29)

с ,  ,  ,  ,  ,  ,
Р М % Р 2&£«2

= (-г)2(2л )“6 £  J ^ у { - 1 А Гт^(х, у))
И Т 'т т 'т "

x[ui(p[o{nl)e~iPi'xu}(p'2o'2n'2)e~iP2'x

X Mm (P l°ln l)elPl Ум?п'(Р2а 2П2)еФ2 ^

+ щ> (p[c{n'1)e~'iPl'xu l(-plo 1n 1)eiPl’x

Х и т < ^ 2 П2)е~ ^ ' Уит(^2^2П2)е1Рг'У

+ u 'y (р2о 2п2)е~гР2 'x:Ui{plGln1)eip'1 х

х и1п4р{о{щ)е~гр1уи т(р2о 2п2)егр2''у]. (6.1.30)

Более того, если бозоны в этой теории — бесспиновые частицы 
одного типа, то взаимодействие (6.1.29) имеет вид

Ж = д(р3 /  3! (6.1.31)

и матричный элемент (6.1.30) рассеяния скаляра на скаляре равен:
i 2

*5Vn' n n = ----- „ 7 f d 4x  f d 4y A f(x  -  y)
P1P2’P1P2 {2к)6фЩЩЁ^ J J У F  У

|exp(-i(p ,' + рз):• x) ехр(г(р: + p3) • у)

+ ехр(г(рх -  p{) ■ x) exp(г(р2 -  p2) • y)

+ ехр(г(р! - p 2)-x)  exp(г(р2 - p , ') - y ) |,
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где Дк(х -  у) -  пропагатор скалярного поля, вычисленный в сле
дующем разделе. В этой теории не сущ ествует вкладов третьего 
или любого нечетного порядка по Ж{х).

6.2. Вычисление пропагатора

Перейдем к вычислению пропагатора (6.1.14). Пропагатор — 
сущ ественная составляющ ая фейнмановеких правил, возникающая 
в результате спаривания поля \|/г(а?) с сопряженным полем \|1тЦу). 
П одставляя (6.1.15) и (6.1.16) в (6.1.14) и пользуясь соотношениями 
коммутации и антикоммутации для операторов уничтожения и 
рождения, находим:

- i A lm(x,y) = 9(х -  у)(2%)~'': £ J d3p V м!(роп)м*11(рап)егр'(х“!''
а

+ 0(у -  х)(2л )-3/ 2 J d ;iр Е (Р<5 (р а п )е,р1 у ,т). (6.2.1)
а

Вычисляя в гл. 5 коммутаторы и антикоммутаторы, мы показали, 
что

ч£ и 1(роп)ит(роп) = (2^р2 + т 2п ) Р1т(р,,]р2 + т 2п ), (6 22)
а

£ ^ ( p o n ) < t(p o n ) = ±(2N/p 2 + т 2п ) Pjm(-p ,-^ /p 2 + m 2 ), (6 2 3) 
a

где Plm{p,(0) -  полином по p и CO. (Здесь, как и в (6.2.1), верхние и 
нижние знаки о т н о с я т с я , соответственно, к бозонным и фермион- 
ным полям.) Например, если Х[/г(х) и \|1тЦу) -  скалярные поля ф(х) и 
<р(у) частицы спина 0, то

Р(р) = 1. (6.2.4)

Если \|/;(х) и ¥п^(У) _ дираковские поля частицы спина 1/2, то

plm (Р) = [Н У цРЦ + ш )Р]гт > (6.2.5)
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где I, т  — принимающие четыре значения дираковские индексы. 
(Матрица (3 возникает здесь потому, что мы рассматриваем спари
вание \|/г(х) и \\1тЦу). При спаривании Щ(х) с Щу) = Vm^(y)P она не 
появляется.) Если Щ(х) и Х|/т (У) _ векторные поля VLl(x) и Vv(y) 
частицы спина 1, то

P11V ( Р )  =  % v  +  m _ 2 P n P v  • ( 6 -2 -6 )

В более общем случае, если \|/г(х) и х)/т (У) -  компоненты полей 
\|/аЬ(х) и \|/~g(y) частицы спина j  в неприводимых представлениях 
(А,В) и (А, В) однородной группы Лоренца, то

раьдь = £ 1 1 с л в Ц о ,а 'Ь ')С ^ (за .а 'Ь ')
а'Ъ'а'Ъ' а

х [ех р (-6р . ,!1 * )Ц е х р (+ е *  ■ J'B,)]bb. (62 7)

х|^ехр(-0р • J ^ ’)] |^ехр(+0р • J (В))j_^,

где sh 0 = |p |/m , а индексы а, Ь, а, Ъ так же, как и индексы а', Ъ', 
а',Ъ', по которым идет суммирование, пробегают через единицу 
значения от - А  до +А,  от - В  до +В,  от -  А до +  А и от —В до + В, 
соответственно.

Подстановка формул (6.2.2) и (6.2.3) в (6.2.1) приводит к следу
ющему выражению:

"*Ajm(x, у) = 0(х -  у)Р1т - г —  А+(х -  у)
V ох у

+ 0 (у - х)Р1т - г —  А+( у - х ) ,
V о х .

(6.2.8)

где А+(х) -  введенная в гл. 5 функция

А+(х) = (2л;)-3 J d 3p(2р°)~1егр'х , (6.2.9)

в которой р° = +  ч/р“ + тг .
Чтобы продвинуться далее, необходимо сказать несколько 

слов о том, как расш ирить определение полинома Р(р). Формулы
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(6.2.2) и (6.2.3) определяют Р(р) только для 4-импульсов «на массо
вой оболочке», т. е. при значениях р° = ± ^ р 2 + т 2 ■ Любая полино
миальная функция таких 4-импульсов всегда может рассматри
ваться как линейная по р°, так как любая степень (p°)2v или (p°)2v+1 
может быть записана как (Р2 +  m 2)v или р V  + m 2)v, соответст
венно. Поэтому можно определить полином P (L̂ (q) условиями, что

P (LHp) = Р(р) (для р° = J р2 + т 2 '
"  (6 .2 .10 )

PtL,(q) = P (0)(q) + q°P(r,(q) (для произвольных q '1) ,

где Р^0’1) — полиномы, зависящ ие только от q. Теперь можно вос
пользоваться соотношениями

т ^ - 0(х° ~ у° )  = ---- -
Эх Эх

0(х° -  у 0) = -  0(у1' — х°) = 5(х° -  у °) (6.2.11)

(напомним, что 0(х) имеет единичный скачок при х° = 0 и постоянна 
в остальных точках), и переставить операторы производных в
(6.2.8) и 0-функциии:

д гт(*>У) = Ргш - г  —  
Эх

Д F{ x - y )
(6.2.12)

+ 5(х° -  y°)PQ\r iV)[A+(x -  у) -  А+( у -  х)],

где Дг — фейнмановский пропагатор, равный

- i A F(x) = 0(х)Д+(х) + 0(-х)Д +( - х ) . (6.2.13)

Однако при х° = 0 функция Д+(х) четна по х, так как замена 
х —> —х в (6.2.9) может быть скомпенсирована заменой р —> — р 
переменной интегрирования. Поэтому можно опустить второе сла
гаемое в (6.2.12) и записать просто

A im (x ,y )  = P ^ - г  —  
Эх

А р ( х - у ) .  (6.2.14)

Полезнее всего использовать выраж ение для фейнмановско- 
го пропагатора в виде интеграла Фурье. Ступенчатые функции

г \
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в (6.2.13) имеют следующее фурье-представление *:

- 1  ̂ г е х р ( - й ) л  
2 т J s + ie (6.2.15)

Это выраж ение можно объединить с интегралом Ф урье (6.2.9) 
для Д+(х). Введем в этом интеграле в (6.2.13) новые переменные 
интегрирования q а  р, g° = р° + s, тогда

-гЛр(х) = -
1

2 т d 3q dq(
exp(iq ■ х  -  гд°х°)

(271)
>-i

2 + ш 2

(g° -  у]q2 + т 2 -  ге) + ^-g° -  yjq2 + т 2 -  i e j

Комбинируя знаменатели и переходя к четырехмерным обо
значениям, находим:

Af (x ) = (2л) -4 ?4 ехр(гд-х)
d q —2-------j---- ■д" + т -  ге (6.2.16)

где g2 = q2 -  (д0)2. (В знаменателе мы заменили 2e<Jq2 + т 2 на е, 
так как все, что требуется от этой величины — это быть положи
тельной и бесконечно малой.) Теперь, меж ду прочим, видно, что А;,- 
является функцией Грина дифференциального оператора К лейна- 
Гордона, в том смысле, что

(□ -  m ’)AF(x) = - 5 4 (х ) , (6.2.17)

и граничные условия определяю тся добавкой —ге в знаменателе. 
Как следует из (6.2.13), ф ункция AF(x) при х° —» или х° —> -°°

• Чтобы доказать это, заметим, что при t > 0 контур интегрирования можно 
замкнугь большим полукругом в нижней полуплоскости, двигаясь по часовой 
стрелке, так что вклад в интеграл от полюса в точке s — —is равен —2%i. Если же 
t < 0, контур можно замкнуть большим полукругом в верхней полуплоскости, 
двигаясь против часовой стрелки, но в верхней полуплоскости подынтегральная 
функция не имеет особенностей, и поэтому интеграл равен нулю.
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содержит только полож ительно- или только отрицательно-частот
ные слагаемые ехр (—|® 0 у р 2 + т 2) или ехр(+гх° д/р2 + w 2)> соот
ветственно.

Подстановка (6.2.16) в (6.2.14) приводит к выражению  для 
пропагатора:

А1т(Х, У) = (2jt)-4 d q4 „
g2 + m2 -  г'е (6.2.18)

В связи с этим выражением возникает одна очевидная проблема. 
Полином Р(р) лоренц-ковариантен, когда р находится на массовой 
оболочке, р2 = —т 2, но интегрирование в (6.2.18) производится по всем 
ф, не ограниченным массовой оболочкой. Полином P(-L\ q ) определен 
для произвольных д11 таким образом, что он линеен по д°. Очевидно, 
это условие не лоренц-ковариантно, если только полином не линеен и 
по каждой пространственной компоненте q'. Однако всегда можно 
определить расширение полинома Р(р) на произвольные 4-импульсы 
ф, которое мы обозначим просто Р(д), таким образом, чтобы при 
любых полином Р(д) был явно лоренц-ковариантен:

Plm(Aq) = DlAA)Dmn’(A)Prm'(q)>
где -  общее преобразование Лоренца, a D(А) -  соответствующее 
представление группы Лоренца. Например, для скалярного, дира- 
ковского и 4-векторного полей эти ковариантные расширения полу
чаются очевидной заменой р 1̂ на произвольный 4-вектор д  ̂ в (6.2.4), 
(6.2.5) и (6.2.6). Для скалярного и дираковского полей полиномы уже 
линейны по д°, и в этих случаях нет разницы между P <L̂ (g) и Р(д):

plm(q) = pimMl) (скалярное и дираковское поля). (6.2.19)

В то ж е врем я для векторного поля частицы спина 1 
00-компонента ковариантного полинома P^v(g) = T|,IV + m~2qllqy квад
ратична по g°, так что в этом случае есть разница:

= V  + w 2[gjjgv - s jX to o  - ч 2 -  w 2)]

= pnv(9) + т ~2(g2 + w 2)5° 6° . (6.2.20)
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(Здесь дополнительное слагаемое определяется двумя условиями: 
оно должно компенсировать слагаемое (q0)2 в P00(q) и должно обра
щ аться в нуль, если q  ̂ находится на массовой оболочке.) Подста
новка последнего вы раж ения в (6.2.18) приводит к следующему 
виду пропагатора векторного поля:

Первое слагаемое явно ковариантно, а второе, хотя и нековари- 
антно, но локально, так что его можно компенсировать добавле
нием локального нековариантного слагаемого в плотность гамиль
тониана. Конкретно, если взаимодействие V^(x) с другими полями 
описывается слагаемым V')J(x)J|I(x) в У({х), то наличие второго 
слагаемого в (6.2.21) сведется к появлению эффективного взаимо
действия

(Множители —г всегда сопровождают вклады вершин и пропагато-

спаривания других полей с ,Ж>эфф(х), отличающиеся перестановкой 
.Л1 и J''.) И так, вклад нековариантного второго слагаемого 
в (6.2.21) можно компенсировать, добавив к ,Ж(х) нековариантное 
слагаемое

Именно сингулярность одновременных коммутаторов век
торных полей на малых расстояниях заставляет использовать 
более ш ирокий класс взаимодействий, чем те, которые описыва
ются скалярной плотностью. Детальное непертурбативное доказа
тельство лоренц-инвариантности ^-м атри цы  в этой теории будет 
дано в следующ ей главе.

Не нужно думать, что описанное явление связано только со 
спинами j  > 1 .  Рассмотрим, например, векторное поле, связанное 
с частицей спина j  = 0 и равное (как обсуждалось в гл. 5) производ

А ^ (х ,у )  = (2%Г4 + т  254(x - y ) 6 j6 °  .

(6 .2.21 )

-/•>/.)<w,(x) = 1 [ - i J ^ (x ) ] [ - i r {x ) ] [ - im  28°5°].
2

ров. М ножитель \  необходим потому, что возможны два способа

•ЖнековИ = -^эф ф (^) = (6.2.22)
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ной Э^ф(х) скалярного поля. Для спаривания этого поля со скаляром 
ф'(у) полином Р(р) на массовой оболочке равен

P}JP) = грх , (6.2.23)

в то время, как спаривание Э^ф(х) с Э^ф^х) приводит к полиному

рХ,ц(Р) = РхРц ■ (6.2.24)

Для произвольных 4-импульсов д*1 вне массовой поверхности 
ковариантные полиномы получаются подстановкой д  ̂ вместо р  ̂ в 
формулы (6.2.23) и (6.2.24). Полином Р г(д) уж е линеен по д0, так что в 
этом случае не возникает никакой разницы меж ду Р г(д) и Р г(Ь̂ (д). 
Однако в случае (6.2.24) разница есть:

q = Ш ц  -  (<2о -  q2 -  m 2)6p?j = PM (g) + (g2 + т 2)5£8°, (6.2.25)

поэтому пропагатор равен 

У) = (2п)
п. а ек,'1х у]

-4 d V r 1 2 ■ + К ^ ( х ~ У ) -  (6.2.26) qz + m z - г г  1

Как и выше, нековариантные вклады от второго слагаемого 
можно сократить, добавив к взаимодействию нековариантное сла
гаемое

•^неков (x) = V ° ( x ) f .  (6.2.27)
СЛ

где Щх)  — в данном случае ток, на который умножается Эцф(х) в 
ковариантной части ,Ж(х).

Должно быть ясно, что (по крайней мере для массивных 
частиц) вклады нековариантных частей пропагатора всегда могут 
быть сокращ ены описанным способом путем добавления нековари
антных локальных слагаемых в плотность гамильтониана. Это 
происходит потому, что числитель Plm'L\q)  в пропагаторе должен 
равняться ковариантному полиному P im(g), когда дц находится на 
массовой оболочке, поэтому разность м еж ду РЬпЬ\Ф  и Р1т(Ф 
должна содерж ать множитель д2 4- т 2. Этот множитель сокращ ает 
знаменатель (д2 +  ш 2 -  ге) во вкладе этой разности в (6.2.18),
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поэтому вы раж ение (6.2.18) всегда равно сумме ковариантного 
слагаемого и слагаемого, пропорционального дельта-ф ун кц и и  
84(х — у) или ее производным. Вклад последнего слагаемого можно 
компенсировать добавлением во взаимодействие слагаемого, квад
ратичного по токам, с которыми связаны  спариваемые поля, или 
по их производным.

Далее мы будем молчаливо предполагать, что подобное слагае
мое уж е было включено во взаимодействие, и использовать ковари- 
антный полином Р(||Дд) в пропагаторе (6.2.18), опуская индекс L.

Может показаться, что такая процедура достаточно произ
вольна. К счастью, в обсуждаемом в следующей главе канониче
ском формализме те нековариантные слагаемые в плотности га
мильтониана, которые нужны для сокращ ения нековариантных 
добавок в пропагаторах, возникают автоматически. На самом деле, 
это является одной из причин введения канонического формализма

П реж де чем заверш ить этот раздел, полезно отметить неко
торые другие определения пропагатора, эквивалентные (6.2.1), ко
торые часто встречаю тся в литературе. Во-первых, взяв среднее по 
вакууму от (6.1.14), имеем:

- 1 \ п ( х ’У) = 0(-г  -  y )(l¥ f (•*)>¥т  (У).1-)и 

± 0(у -  x)([\|/-f (у),¥Г(х )]+)0•
(6.2.28)

(Здесь (АВ ...)0 означает среднее по вакууму (Ф0, АВ . . . Ф0).) Как 
V|/j"(x), так и \|/~+(у) при действии на вакуум дают нуль, поэтому 
реально в пропагатор дает вклад только одно слагаемое в каждом 
коммутаторе или антикоммутаторе:

- i A lm(x,y) = 0 ( х -  у )(\|/^ (х ),¥т(У ))0 -  _ ж) \¥ тт(У)>¥ г  И ) 0- (6.2.29)

Далее, \|ГТ и \|/+ будут давать нуль, действуя на вакуум 
справа, а \|/“ и \|/+t будут делать то ж е самое слева, поэтому везде в
(6.2.29) можно заменить \[/+ и \|Г на полное поле \[/ = \|/+ + \|Г:

Л-+,
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-гД ы (х,у) = 0 (х -у ) ( \ |/г(х),\|/;!п(у))о ± 0 С у - х ) { ^ ^ ) ,¥ г ( х ) } о. (6.2.30) 

Часто эту формулу записывают в виде:

-гД 1т (х,у) = ( г {\|/г(х)\|/,+п(у)}}  ̂ , (6.2.31)

где Т — хронологическое произведение, определение которого 
распространено * теперь на все поля с учетом знака «минус» для 
любой нечетной перестановки фермионных операторов.

6.3. П равила в им пульсном  п р ед став л ен и и

Изложенные в разделе 6.1. фейнмановские правила указывают, 
как вычислить вклад в .S'-матрицу данной диаграммы N-то порядка, 
который представляется в виде интеграла по N  пространственно
временным координатам от произведения зависящих от этих коор
динат множителей. Линии конечной частицы (или античастицы) с 
импульсом p,fl, выходящей из вершины с пространственно-времен
ной координатой х^, отвечает множитель, пропорциональный ехр(—
i  р'-х). Линии начальной частицы с импульсом р1', входящей в верши
ну с координатой х ц, отвечает множитель ехр(+гр-х). В разделе 6.2 
мы показали, что множитель, отвечающий внутренней линии, иду
щей от точки х  к точке у, можно записать как интеграл Фурье по 4- 
импульсам д11 вне массовой поверхности, причем под интегралом 
стоит множитель ехр(гд-(х — у)). Величину ф  можно понимать как 4- 
импульс, текущий вдоль внутренней линии в направлении стрелки 
от у к х. Таким образом, интеграл по пространственно-временной 
координате в каждой вершине приводит к множителю

(2K)4S4(Ep + Zg-Ep, -Eg,)! (б-3-1)
где YjV' и £ р  означают полный 4-импульс всех конечных или началь
ных частиц, выходящих или входящих в вершину, а Y.4 и Lq обозна
чает полный 4-импульс всех внутренних линий со стрелками,

* Это не противоречит предыдущему определению хронологически упоря
доченных произведений плотностей гамильтониана в гл. 3, так как эти плот
ности могут содержать только четное число фермионных полей.
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направленными от вершины и к вершине, соответственно. Конечно, 
вместо интегралов по х  ̂ теперь необходимо брать интегралы по фурье- 
переменным ф  для каждой из внутренних линий.

Эти соображения приводят к новому набору фейнмановских 
правил для вычисления вклада в 5 -матрицу в виде интегралов по 
импульсным переменным (рис. 6.9).

1. Следует нарисовать все фейнмановские диаграммы ж елае
мого порядка, как описано в разделе 6.1. Однако вместо того, чтобы 
помечать каждую  вершину пространственно-временной координа
той, нужно пометить каждую  внутреннюю линию 4-импульсом вне 
массовой поверхности, текущим, по соглашению, в направлении 
стрелки (или в любом направлении для линий нейтральных частиц 
без стрелок).

2. Каждой вершине типа г следует сопоставить множитель

-г(2л )4 д. 64 (Ер + Eg -  Ер ' -  E g '), (6.3.2)

где суммы по импульсам имеют тот ж е смысл, что и в (6.3.1). Дельта
функция обеспечивает сохранение 4-импульса в любой точке диаграммы. 
Каждой внешней линии, выходящей вверх из диаграммы, сопостав
ляется множитель (2K)~3/f2 Ui'(p'o'n') или множитель (2п)~3̂ 2 v^p'o'n') 
в зависимости от направления стрелки вверх или вниз. Каждой внеш
ней линии, входящей снизу в диаграмму, сопоставляется либо мно
житель (2ti)~‘} ' 2 Ui(p <j  п) , либо множитель (2тс)_3//2г^ (р а п ) , также в 
зависимости от направления стрелки вверх или вниз. Каждой внут
ренней линии, концы которой помечены индексами I и т,  причем 
стрелка направлена от т к I, и которая несет 4-импульс gm, сопостав
ляется множитель, равный подынтегральному выражению в интегра
ле фурье-представления (6.2.18) для iAlm(x,y):

-?'(27t)_4Pjm(g) /  (g2 + mf -  ге). (6.3.3)

Напомним, что для скаляров или антискаляров с 4-импульсом g 
величины и и v  равны просто (2д°)_1//2, а полином Р(д) равен единице. 
Для дираковских спиноров с 4-импульсом р и массой М величины и и 
v  равны нормированным дираковским спинорам, описанным в разде
ле 5.5, а полином Р(р) равен матрице (—гу(1р(1 +  М)(1

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



6.3. Правила, в импульсном представлении 373
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Рис. 6.9. Графическое изображение спариваний операторов при вычисле
нии S-матрицы в импульсном представлении. Выражения справа — те 
множители, которые отвечают каждой линии фейнмановской диаграммы в 
импульсном представлении

3. Произведение всех указанных множителей интегрируется 
по 4-импульсам всех внутренних линий и суммируется по всем 
полевым индексам I, т  и т. д.

4. Результаты , полученные таким образом для каждой фейн
мановской диаграммы, следует сложить.
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Могут понадобиться дополнительные комбинаторные множи
тели и связанны е с фермионами знаки; соответствующие правила 
перечислены в пунктах 5 и б раздела 6.1. Примеры использования 
этих правил мы приведем в конце раздела.

Каждой внутренней линии соответствует 4-импульс, по кото
рому проводится интегрирование. Однако многие из этих интегриро
ваний снимаются дельта-функциями, отвечающимис вершинам. Так 
как энергия и импульс сохраняются для каждой связной части 
фейн-мановской диаграммы по-отдельности, то в диаграмме с С 
связными частями останется С дельта-функций. Отсюда в диаграмме 
с I внут-ренними линиями и V  вершинами число независимых 4- 
импульсов, не зафиксированных дельта-функциями, равно I — (V — 
С). Очевидно, этому ж е равно число L независимых петель,

которое определяется как максимальное число внутренних линий, 
которые можно разрезать, оставляя связной каж дую  связную часть 
полной фейнмановской диаграммы, поскольку любым таким и только 
таким внутренним линиям можно приписать независимый 4-им
пульс. Можно считать, что независимые импульсные переменные 
характеризую т импульсы, циркулирующие в каждой петле. В ча
стности, древесная диаграмма не содержит петель. В такой диа
грамме после учета всех дельта-функций не остается интегралов по 
импульсам.

Например, в теории с взаимодействием (6.1.18) матричный 
элемент (6.1.27) фермион—бозонного рассеяния согласно правилам 
Фейнмана в импульсном представлении будет иметь вид

с =
Р М « 1  Р2ст2™2.Р1а 1п 1 Р2СТ2П2

где индексы 1 и 2 относятся к фермионам и бозонам, соответственно.

L = I - V  + С, (6.3.4)

£  Ы ) 2(2п)8д1,т,к,д1ткщ,(р'1о'1п'1)и1(р1о 1п1)
k 'V m 'k lm

( \

X (2л) 6[ик,(р'2о'2п'2)ик(р2о 2п2)5А(д -  pr  -  pr )8i (p1 + р2 -  д)

+ u k(p'2G'2nf2)uk4 p 2o 2n2)8i (p2 ~ P r + <3)S4(Pi -  Pr -  g)L
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И нтеграл по импульсам в данном случае тривиален, так что

с РгО'гп'г, р^т^ р2а2П2 = К2л) 254(рг + р 2 -  Р у  -  Р Г )

£  9i'm^ 9 mikuk p ' i ° inDul(Pi0 ini)
k'Vm'klm

P m 'm ( P l  + Р 2)

(Pi + Р 2)2 + ™4 -  *
. Mfc'(P2° 2n 2)Mfc(P20 2rl2>

(6.3.5)

+ ■ i (Pi — P2' )
- “ fc(P2a 2n 2)Mfc'(P2a 2n 2)(p, -  p2-)“ + ?n;;. -  ге

Аналогично, матричный элемент (6.1.28) фермион—фермион- 
ного рассеяния в той ж е теории равен

P2(T2Ti2>Plalnl Р2а2п2 _ ^ ( Pi Р2 _ Pi' _ Р2') 
Pfc'fc(Pl -Р г )X У!. 9  )n'>nk'9l''Ik

k'Vm'klm (Pi -  Pi') + m k ~ *  (6-3-6)
X<n'(P2°2rl2)^(P l0 lnl)M,n(P2a 2rl2)%(Pl0 lnl ) - [ 1' ^  21-

Из вида этих результатов вытекает необходимость более ком
пактных обозначений. Можно определить фермион-бозонную мат
рицу констант связи

[Г/с\ т = Яык ■ (6.3.7)

Матричные элементы (6.3.5) и (6.3.6) для фермион-бозонного и 
фермион-фермионного рассеяния соответственно переписываются 
в матричных обозначениях следующим образом:

S P W ” i P2CT2«2.PlCTln l Р2СТ2«2 = г(2%) 54(р1 + Р2 -  Р{ -  Р2)

х£
fc'/c

“ * (р М п ;)гг : — ,P(Pl2+ ^ 22— г г км(Р1° 1те1
V

XMl-(p'2o ^ ^ ) t t J p 2a 2ri2)

+
(Pi _ Рг') + М -  ге 

XMfc(P2a 2Tl2)Mfc,(P2a 2n 2

(6.3.8)
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к‘̂р'10'1п'1р202п2,р101п1р2с2п2 (̂2 )̂ 6 (Р| + Р‘) Ру Р2')

х у* М с М  (6.3.9)
fc'k(Pi -  Pi') 2 + т | - г е

х(м +(Р2О2П2)Гг м(р2<52п2))(м'1'(р/10^п1')Г^и(р1а 1п1))-[Г  2'],

где М2 и т 2 — диагональные массовые матрицы  фермионов 
и бозонов в формулах (6.3.8) и (6.3.9). Общее правило состоит в том, 
что при использовании матричных обозначений следует выписы
вать коэффициентные функции, матрицы констант связи и пропа- 
гаторы в порядке, который определяется движением вдоль линий 
против  направления, указанного стрелками. В тех ж е обозначени
ях ^-м атрица для бозон—бозонного рассеяния в этой теории будет 
даваться суммой однопетлевых диаграмм, показанных на рис. 6.7:

^Р'10'1П'1Р2&2П2,Р1С>1П1Р20 2П2 ~  ~  (2Я) 6 (рг + Р2 -  Рг -  Р2')

к1 кпк Яе»
г (6.3.10)

X
к'2 q2 + М 2 -  ге К (g + p r )2 + М2 -  ге

х Г  P(g + pr  -  pi) г  Р (д -Р у )  | 
fcl (g + P r - P i ) 2 + М 2 - г е  ( q - p 2,)2 + М 2 - г е ]

где многоточие в конце означает слагаемые, получающиеся пере
становкой бозонов 1', 2' и 2. Знак минус перед всем выражением 
справа связан с числом фермионных петель.

Отметим, что после снятия интегрирований с помощью дель
та-ф ункций остается только один интеграл по импульсам, как 
и должно быть для диаграммы с одной петлей. В гл. 11 мы увидим, 
как вычисляются подобные интегралы по импульсам.

Приведем еще один конкретный пример. Рассмотрим теорию, 
в которой дираковское спинорное поле \|/(х) массой М взаимодей
ствует с псевдоскалярным полем <р(х) массой ш, причем гамильтониан
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взаимодействия имеет вид — гд\|/у5\|/(р. (Множитель —г включен для 
того, чтобы гамильтониан взаимодействия был эрмитовым при 
действительных константах связи д.)

Напомним, что для скаляра полином Р(д) равен единице, а 
для спинора он равен [-гу^д 1̂ + М](3. Кроме того, множитель и для 
скаляра с энергией Е равен (2Е)~1/2, а для спинора и есть обычным 
образом нормированный дираковский спинор, рассмотренный в 
разделе 5.5.

И з формул (6.3.8)-(6.3.10) в низшем порядке получаем:

■г(2п) 2д2( Щ Е 2) 1/ 254(р1 + р2 -  рг -  р2,)
( \

X w (pjaj)y5
Д
/

+ м (р ;о ;)у5
V У

(фермион-бозонное рассеяние);

д 5 (Pl + Р2 “ F

х (u(p20 2)y5M(p2a 2))(M(pJaJ)y5u(p i0 i)) 

— [Г «=> 2 '],

= г(2я) 2д254(р! + р2 -  р{ -  ра)

1

(р, -  p r )2 + m 2 -  ie

(фермион-фермионное рассеяние);

Р]Р2’Р]Р2 ~(2ж) 6д2(16Е1Е2Е'Е0  1/ 254(р1 + р2 -  р„ -  р2,)
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(бозон-бозонное рассеяние), где в последней формуле многоточие 
означает сумму по перестановкам частиц 2, 1' и 2'. М ножители (3 в 
числителях фермионных пропагаторов были использованы для то
го, чтобы заменить и$ на и.

Еще один полезный топологический результат вы раж ает не
что вроде закона сохранения линий. Представим, что все внутрен
ние и внешние линии рождаю тся в верш инах и затем уничтожаю т
ся парами в центрах каждой внутренней линии и поодиночке на 
концах каждой внешней линии. (Это не имеет отношения к направ
лению стрелок на линиях.) П риравнивая число рождаю щ ихся и 
уничтожающ ихся линий, получаем

21 + E = J ^ n tVl , (6.3.11)

где I и Е — числа внутренних и внешних линий, V,- — число вершин 
разных типов г, а % -  число линий, подсоединенных к каждой 
вершине. (Это выполняется и по-отдельности для полей каждого 
типа.) В частности, если все взаимодействия содержат одинаковое 
число rij = те полей, то

21 + E = nV,  (6.3.12)

где V — полное число вершин. В этом случае можно исключить I из
(6.3.4) и (6.3.11) и получить, что для связной (С = 1) диаграммы 
число вершин дается формулой

2L + E - 2v  = --------- — . (6.3.13)
те  -  2

Например, для трилинейного взаимодействия диаграммы про
цесса рассеяния (Е 4) с L 0, 1, 2, ... имеют V = 2, 4, 6 , ... вершин. 
В общем случае разложение по степеням констант связи есть 
разлож ение по увеличивающемуся числу петель.
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6.4. Выход с массовой оболочки

В фейнмановских диаграммах, отвечающих любому матрич
ному элементу ^-матрицы , все внешние линии находятся «на мас
совой оболочке». Иначе говоря, связанный с внешней линией 4- 
импульс частицы массой т  удовлетворяет условию = —т 2.
Однако часто необходимо рассматривать фейнмановские диаграм
мы «вне массовой оболочки». Для них энергии, отвечающие внеш
ним линиям, как и энергии, сопоставляемые внутренним линиям, 
являю тся свободными параметрами, не связанными жестко с ка
ким-то трехмерным импульсом. Например, подобные ситуации воз
никают, когда диаграммы являю тся частями большей фейнманов- 
ской диаграммы. Так, петля на некоторой внутренней линии диа
граммы может рассматриваться как диаграмма с двумя внешними 
линиями, находящ имися вне массовой оболочки.

Конечно, если мы вычислили вклад данной фейнмановской 
диаграммы вне массовой оболочки, нетрудно вычислить и соответ
ствующие элементы ^-матрицы , совершив переход на массовую 
оболочку, т. е. положив компоненты текущего по линии 4-импульса

который входит в диаграмму, равными р° = ( р 2 + ш 2)1/2 для
О 2 2 1/2частиц в начальном состоянии и р = —(р + т ) ' для частиц 

в конечном состоянии, и включив необходимые множители для 
внешних линий: (2л)_3//2г(.г и (2%)~ŝ 2Vi для начальных частиц или 
античастиц, и (2%)~5/2щ и (2л)_3/2иг для конечных частиц или анти
частиц. Когда мы перейдем к обсуждению в гл. 8 подхода, основан
ного на функциональных интегралах, будет видно, что проще всего 
сначала вывести фейнмановские правила для диаграмм, все внеш
ние линии которых леж ат вне массовой оболочки, а затем получить 
матричные элементы 5-м атрицы , устремив импульсы внешних 
линий к их значениям на массовой оболочке.

Фейнмановские диаграммы с линиями вне массовой оболочки 
являю тся частным случаем более общих фейнмановских правил, 
учитывающих эффекты различных возможных внешних полей. Пред
положим, что мы добавили к гамильтониану сумму слагаемых, 
включающих внешние поля £а(х), так что взаимодействие V(t), 
входящее в дайсоновское разлож ение (3.5.10) для .S'-матрицы, заме
няется на

Ve(t) = y (t) + J 2 j d 3x £ a(x,t)oa(x ,^ . (6.4.!)
a
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«Токи» oa(t) зависят от времени так, как полагается в пред
ставлении взаимодействия:

oa(t) = exp(iH 0t)oa (0) ex p (-iH 0t ) , (6.4.2)

но в остальном являю тся вполне произвольными операторами. 
5-м атрица для любого перехода ос —> (3 становится в этом случае 
функционалом 5 аЬ[е] от с-числовой функции £a(t). Фейнмановские 
правила для вы числения этого ф ункционала определяю тся 
очевидным обобщением обычных правил Фейнмана. В дополнение 
к получаемым из V(t) вершинам, следует включить новые верш и
ны: если оа(х) есть произведение па полевых множителей, то всякая 
вершина оа с координатой х  и с па подсоединенными к ней линиями 
соответствующего типа согласно правилам Фейнмана в координат
ном представлении дает вклад, равный —г£а(х), умноженный на 
содерж ащ иеся в оа{х) числовые факторы. Отсюда следует, 
что r -ая  вариационная производная 5ра[е] по £а(х), %(у) ... при £ = 0 
дается в координатном представлении диаграммами с г дополни
тельными вершинами, к которым подсоединены соответственно па, 
пь, ... внутренних линий, а внешние линии отсутствуют. Указанные 
верш ины имеют координаты х, у, ..., по которым не производится 
интегрирование. Вклад каждой такой вершины равен произведению 
—г на тот числовой фактор, который содержится в соответствую
щем токе оа.

В частности, если все токи представляю т собой поля, т. е.

VE (t) = V(t) + £ ,  J d 3x  £a (x, t)oa (x, t) ,
a

t o  r -ая  вариационная производная 5pa[e] по £г(х), £m(y), ... при £  =  0 

изображ ается в координатном представлении диаграммами, имею
щими г дополнительных верш ин с координатами х, у, ..., причем к 
каждой из них подсоединена одна единственная внутренняя линия 
типа I, т,  ... Такие линии можно рассматривать как внешние линии 
вне массовой оболочки, с той только разницей, что их вклад в 
матричный элемент равен не коэффициентной функции типа (2л)-3/ 
2щ(тр,о)егр'х или (2%)~s/2Ui(p,a)e~ip'x, а пропагатору,  умноженному 
на множитель —г от вершины в конце линии. В импульсном пред
ставлении фейнмановская диаграмма с частицами на массовой обо
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лочке в состояниях а и ( 3  и г  внешними линиями типа I, т, ... с 
импульсами р, р', ..., получается из вариационной производной

5ег(х)6 ет (у)...
8=0

путем отбрасывания пропагаторов на каждой из линий вне массо
вой оболочки, взятия соотвтствующего ф урье-образа и умножения 
на коэффициентные функции щ, Щ и т. д., а такж е на (-if-

Во многих случаях полезным оказывается простое соотноше
ние меж ду суммой вкладов всех диаграмм теории возмущений для 
любой амплитуды вне массовой поверхности и матричным элемен
том меж ду собственными состояниями полного гамильтониана от 
хронологически упорядоченного произведения соответствующих опе
раторов в гейзенберговском представлении. Это соотношение выте
кает из теорем ы 3, утверждаю щ ей, что во всех порядках теории 
возмущений *

5
8еа(а:)8еь(у)...

= (Ч»р ,Т { -Ю а(х),-Юъ(у)...уР+), (б 4.3)
е=0

где Оа(х) и т. д. являю тся аналогами оа(х) в гейзенберговоском 
представлении:

Oa(x,t) = exp(iHt)oa(x,0) exp(-iHt) = Q(t)oa(x, t)£I_1(t), (6.4.4)

Q(t) m em eiH t _ - iH 0t (6.4.5)

а Ч/(Х+ и 'Pp -  собственные «ин» и «аут» состояния полного гамильтониа
на.

Дадим доказательство. Из формулы (3.5.10) следует, что левая 
часть (6.4.3) равна

*Для единственного оператора О это утверждение составляет швингеров- 
ский принцип действия 4.
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" 8г6’ра [е] '
пт 00 ОО / ■\ N  + T ш

_  у  (-г) Г
6 р н. ( х , ) . . . 6 f Ur (хг )

е=0 —оо
. dxN

х(ф р,т{У (Т 1)...У (т„)оа1 (х1)...оаг(жг)}фа ).
(6.4.6)

Для определенности положим > х 2 > ... > х® ■ Тогда все х, 
большие X!0, можно обозначить ^oi-• • т олг0, все X меж ду х ^  и х 2° -  
т и  ■ • • > и т - Д- Наконец, все х, меньшие хг°, можно обозначить 
т г1... TrV , После этого (6.4.6) принимает вид:

8r> V £] N ,N 0 +N1+...Nr_ ~ (-г)«+г у  N18

е = 0 “ h  n ! j J b * ,  N» ' N ^ - - N r'

rN r

8e0i (x1)...8  eQr (xr )

rxj ГХ”
d t (ll. . . d t0v I dxu . . .dz1N ... I dxr l ...dx

u •'«X'2 *—00

(фр, т { V (X 0 1 )... V(x0Wo )} o ai (X i )T{V (X i 1 )• • • V(xiJVi )} o a2 (x2).. . 

х . . .о аг(хг )т{У(хг1)...У(хг„ г )}фа ).

Множитель N'./N()!Arj!...Nv'. равен числу способов рассортировать 
N  переменных х по r + 1 подмножествам, содержащим N0, N v  . . Nr 
этих переменных. Вместо суммирования по N0, JVl5 . . .,Д'Г 
с учетом условия iV0 + ЛГ1 + .. . 4- Nr = N, а затем суммирования по N, 
можно просто суммировать независимо по N0, N {, . . Nr, полагая N  
в множителе (- i)N равным N0 + N1 + . . . + Nr. Получаем:

где

5 ^ pa[£]
R , , R , , = ( - г ) г (ф р,С7(оо,х1°)о ( x j  
6eai(x1)...6ear(xr )JE=o v

xU'(xJ),x 2 )oaa (x2 )U (x2 ,x!!)... o0r (x,. )U (x°r ,-°°)Фа ),

OO /  -\iV
U(t ' , t )=  dx1...dxJVT{V(x1)...V(xN)}. 

л Nl  * ..............................'

(6.4.7)

(6.4.8)
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Оператор U(t',t) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

d
—  U(t',t) = -iV(t')U(t' ,t) 
dt'

(6.4.9)

с очевидным начальным условием

U(t, t ) = 1. (6.4.10)

Оно имеет решение

\J(t',t) = expfW gi') ехр(—iH(t' -  t))exp(—iH0t) = Qr l (t')Q.(t), (6.4.11)

где Q  дается формулой (6.4.5). П одставляя (6.4.11) в (6.4.7) и пользу
ясь формулой (6.4.4), находим:

Sr5 pj e ]

8=0
5eai(x1)...6ear (xr )

= { - i f  (П(оо)фр, Qa (Х])... 0 Qr (xr )£2( -оо)Фа ).
(6.4.12)

При получении этой формулы было сделано предположение, 
что > х® ^ ^ х® , поэтому произведение операторов справа 
можно заменить на хронологически упорядоченное произведение

5r5 pa[e]

е=0
5£ai(x1)...5ear(xr )_

= И Т  (П(оо)фр, T{Oai (х ,)... Oar (хг )}П(-оо)Фа ).
(6.4.13)

Но теперь обе стороны равенства полностью симметричны 
(или антисиммметричны в случае фермионов) по а и х, так что это 
соотношение выполняется при любом порядке следования моментов 
времени хД-.х,.0. Кроме того, в разделе 3.1 мы видели, что

(6.4.14)

(в смысле соотношения (3.1.12)). Таким образом, формула (6.4.13) и 
есть ж елаемый результат (6.4.3).
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Задачи

1. Рассмотрите теорию действительного скалярного поля (р со 
взаимодействием

(в представлении взаимодействия). Вычислите связный эле
мент 5-м атрицы  для скаляр-скалярного рассеяния во втором 
порядке по д, взяв все интегралы. И спользуя этот результат, 
вычислите дифференциальное сечение скаляр-скалярного рас
сеяния в с. ц. и.

2. Рассмотрите теорию, включающую нейтральное скалярное по
ле ф(х) для бозона В и комплексное дираковское поле \)/(,х*) для 
фермиона F, взаимодействующих по закону

(в представлении взаимодействия). Нарисуйте все связные фейн
мановские диаграммы в порядке д2 и вычислите соответствую
щие матричные элементы 5-м атрицы  для процессов Fc + В —» 
Fc + В, F + Fc - > F  + Fc ж FC+ F ^ B +  В (здесь Fc -  
античастица F). Вычислите все интегралы.

3. Рассмотрите теорию действительного скалярного поля j(x) со 
взаимодействием

Вычислите 5-м атрицу для скаляр-скалярного рассеяния в по
рядке g и с помощью этого результата найдите дифференци
альное сечение. Рассчитайте поправочные слагаемые в 5 -м ат-

ррице для скаляр-скалярного рассеяния в порядке д , взяв все 
интегралы по ж и выразив результат в виде интеграла по 
единственному 4-импульсу.

4. Каков вклад в фейнмановские диаграммы от свертки производ
ной дираковского поля г)(11|/г(.г) с сопряженным полем \\1тЦу)?

V = —  J о!3хф(х)3

V = гд | с£3.х\|/(х)у5\|/(ж)ф(х).

4!
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5. С помощью теоремы из раздела 6.4 найдите выраж ения для 
средних по вакууму от гейзенберговских операторов (хР0,Ф(х)Ч,0) 
и (Ч/0,Т{Ф(х),Ф(у)}'Р0) в теории, рассмотренной в задаче 1, в 
порядках д и д2, соответственно.
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7

Канонический формализм

С конца 1920-х годов, когда квантовая теория поля родилась в 
работах Борна, Дирака, Ферми, Гейзенберга, Иордана и Паули, 
ее развитие исторически было настолько тесно связано с канониче
ским формализмом, что и в наши дни считается вполне естествен
ным начинать любое рассмотрение с постулирования лагранжиана 
и применения к нему правил канонического квантования. Такой 
подход используется в большинстве книг по квантовой теории поля. 
Однако исторический прецедент — не самый убедительный довод в 
пользу этого формализма. Если нам удастся построить квантовую 
теорию поля, приводящ ую  к ф изически удовлетворительной 
^-м атрице, то какое нам дело до того, что эту теорию нельзя, 
может быть, получить квантованием какого-то лагранжиана?

Поставленный вопрос до некоторой степени спорный, так как в 
разделе 7.1 мы увидим, что все самые известные квантовые теории 
поля представляю т собой канонические системы, которые легко 
могут быть представлены в лагранжевой форме. Однако никто не 
доказал, что любая приемлемая квантовая теория поля может быть 
сформулирована таким образом. Но даж е если это так, то сам этот 
ф акт не объясняет, почему в качестве отправной точки при построе
нии разных квантовых теорий поля следует предпочитать именно 
лагранжев формализм.

П реимущ ество лагранжевого формализма заклю чается в том, 
что он позволяет легко удовлетворить требованиям инвариантно
сти относительно преобразований Лоренца и других симметрий: 
классическая теория с лоренц-инвариантным лагранжианом в ре
зультате канонического квантования приводит к лоренц-инвари- 
антной квантовой теории. Иначе говоря, мы покажем ниже, что
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такая  теория позволяет построить подходящие квантово-механи
ческие операторы, удовлетворяю щ ие коммутационным соотноше
ниям алгебры П уанкаре и приводящ ие поэтому к лоренц-инвари- 
антной 5-матрице.

Это далеко не тривиально. В преды дущ ей главе мы видели, 
что в теориях со связью  с производными или со спином j  > 1 
недостаточно записать гамильтониан взаимодействия в виде инте
грала по пространству от скалярной плотности. Необходимо доба
вить к плотности гамильтониана взаимодействия нескалярные 
слагаемые для компенсации нековарантных слагаемых в пропага- 
торах. Канонический формализм со скалярной плотностью лагран
жиана автоматически приводит к нужным дополнительным сла
гаемым. Позднее, когда мы перейдем в т. II к обсуждению неабеле
вых калибровочных теорий, это дополнительное удобство превра
тится в необходимость. Безнадеж но пы таться угадать форму га
мильтониана в таких теориях, если не начать с лоренц-инвари- 
антного и калибровочно инвариантного лагранжиана.

7.1. К ан он и ч еск и е п ерем ен н ы е

В этом разделе мы покажем, что различны е построенные 
нами до сих пор квантовые теории поля удовлетворяю т коммута
ционным соотношениям и уравнениям движ ения гамильтонова 
формализма *. Для вычисления 5-м атрицы  (операторным методом 
или с помощью функционального интеграла) нуж ен именно га
мильтонов формализм, однако далеко не просто выбрать гамиль
тонианы, приводящ ие к лоренц-инвариантной 5-матрице. В ос
тальной части этой главы мы будем рассматривать в качестве 
отправной точки лагранж ев формализм, и получим с его помощью 
ф изически приемлемые гамильтонианы. Цель данного раздела —

* Мы используем русскую терминологию. Автор употребляет термин 
Hamiltonian (Lagrangian) version of canonical formalizm, в дословном переводе: 
гамильтонов (лагранжев) вариант канонического формализма. В русской 
физической литературе используют термины лагранжев формализм и 
гамильтонов, или канонический, формализм. Лагранжев и гамильтонов 
формализмы однозначно связаны и эквивалентны; иногда говорят о 
«гамильтонизации» лагранжевой теории. — Прим. ред.
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определить канонические поля и им сопряженные в различны х 
теориях поля, показать, как вы делять слагаемые в лагранжиане, 
относящ иеся к свободным полям, и, наконец, подтвердить, что 
канонический формализм действительно применим к физически 
реалистичным теориям.

П реж де всего, покаж ем, что построенные в гл. 5 свободные 
поля автом атически образую т систему квантовы х операторов 
gn(x,t) и канонически сопряж енны х им импульсов p n(x,t), удовле
творяю щ их известным каноническим соотнош ениям коммутации 
или антикоммутации:

[qn (x, t),р п(у, f)|... = г83(х -  у)8£ , (7.1 .l)

[qn (x ,t) ,q n (y ,t)]+ = 0, (7.1.2)

[Рп(х,£),р^(у,г)]+ = 0, (7.1.3)

где индекс + указывает, что если хотя бы один из двух операторов 
рож дает или уничтожает частицы, являю щ иеся бозонами, следует 
брать коммутатор, а если оба оператора рождают или уничтожают 
фермионы, то следует брать антикоммутатор. Например, в разде
ле 5.2 было показано, что действительное скалярное поле ф(ж) 
зарядово самосопряженной частицы нулевого спина подчиняется 
коммутационному соотношению

[ф(х),ф(у)]_ = А ( х - у ) ,

где функция

Д(х) =
2к°(2т1)3

причем к0 = v k 2 + т 2 . Заметим, что

Д(х,0) = 0, Д(х,0) = - г63(х).

(Точка означает производную по х°.) Легко показать, что поле ф и 
его производная по времени ф удовлетворяют одновременным ком
мутационным соотношениям
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[ф(х, г), Ф(.У, t)]_ = гб3(х -  у ) , (7.1.4)

[<p(x,t),<p(y,t)]_ = 0, (7.1.5)

|ф(хл),ф(у.£)] = 0 .  (7.1.6)

Поэтому можно определить канонические переменные

q(x, t) s  ф(х , t ) , р(х, t) = ф(х, t), (7.1.7)

удовлетворяющие каноническим коммутационным соотношениям 
(7.1.1)—(7.1.3).

В случае комплексного скалярного поля частицы спина нуль, 
не совпадающей со своей античастицей, коммутационные соотно
ш ения имеют вид

[<р(х), ф'1' (у)]_ = Д(х -  у ), [ф(х), ф(у)]_ = 0.

Отсюда можно определить канонические переменные для свобод
ных частиц как комплексные операторы

g(x,t) s  ф(х ,{), (7.1.8)

р(х,г) = ф ! (х ,?). (7.1.9)

Эквивалентно, записав ф= (ф]̂  + г ф з ) /^  с эрмитовыми ф^ к = 1,2,
получаем канонические переменные

qfc(x, t) = ф fc(x, t),

p fc(x,t) e  y k{x,t),

(7.1.10)

(7.1.11)

удовлетворяющие коммутационным соотношениям (7.1.1)—(7.1.3).
Для действительного векторного поля частицы спина единица 

коммутационные соотношения были выписаны в разделе 5.3:

[v^(x),vv (y)]_ = Л(iv
т

А(х -  у).
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(Мы пишем v  ̂ вместо V ,̂ так как хотим сохранить заглавные буквы 
для обозначения полей в гейзенберговском представлении.) В дан
ном случае канонические переменные для свободных частиц можно 
выбрать в виде:

q i (x,t) = v i (x>t), (7.1.12)

. a dv° (х, £)
p i(x,t) = v t (x,t) + \  (7.1.13)

дх1

где i = 1, 2, 3. Ч итатель может проверить, что величины (7.1.12) и 
(7.1.13) удовлетворяют перестановочным соотношениям (7.1.1)—(7.1.3). 
Полевые уравнения (5.3.36) и (5.3.38) вместе с формулой (7.1.13) 
позволяют выразить г;0 через другие переменные:

и0 = rri~2 V • р, (7.1.14)

поэтому г;0 не рассматривается в качестве независимой переменной 
q. На случай комплексного векторного поля эти результаты  обобща
ются точно так же, как и в случае комплексного скалярного поля.

Для дираковского поля немайорановских частиц спина 1/2 из 
результатов раздела 5.6 следует, что антикоммутатор полей равен

[\|/п (ж),\)/~(у)]+ = [(— + т Щ п _А{х -  у) t

[у п(ж ),\^ (у )]+ = 0 .

Было бы непоследовательно выбрать \|/п и \|/пт в качестве независи
мых канонических переменных, так как их антикоммутатор не 
обращ ается в нуль при равных временах. Вместо этого принято 
определять

qn{x) = Х|/П(ж), (7.1.15)

р п(х) = йу*п(х). (7.1.16)

Легко видеть, что (7.1.15) и (7.1.16) удовлетворяют каноническим 
антикоммутационным соотношениям (7.1.1)—(7.1.3).

Для любой системы операторов, удовлетворяющих коммута
ционным или антикоммутационным соотношениям типа (7.1.1)—(7.1.3),
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можно определить квантово-механическую функциональную про
изводную. Именно, для  произвольного бозонного функционала 
F\q(t),p(t)\ от операторов qn(x,t) и pn(x,t) при фиксированном време
ни t мы определяем *

^77^  55 1[Рп(*^)’ЕШ),Р^)\],  (7.1.17)

5F[q(t),p(t)] s  ^ F[q{t)Mm>qn{x>t^  
8pn(x,t) L J (7.1.18)

Это определение мотивируется тем, что если записать F[q(t),p(t)] 
так, что все q окаж утся слева от всех р, то (7.1.17) и (7.1.18) 
являю тся, соответственно, левыми и правыми производными по q” 
и рп. Иначе говоря, для произвольной с-числовой ** вариации 8q и 
5р операторов q и р имеем:

‘ Ъ п, , 4SF|q(/), pU)| , SF[q(/), р(/)| г '  
оq (*. *) ~ ---------- + —:— ;---------бРп (х >*)

П V 8qn (x,t) 8pn (x,t)

Для более общих функционалов следует дополнить определе
ния (7.1.17) и (7.1.18) различными знаками и коммутаторами при 
равных временах.

В частности, Н0 является генератором трансляций по време
ни, действующим на свободные частицы в следующем смысле:

qn (x, t) = ехр(Ш 0t)qn(х,0) exp (- iH0t ) , (7.1.19)

* Здесь используются обозначения, употребляемые далее по всей книге. Ес
ли f(x,y) есть функция двух классов переменных, коллективно обозначенных
х и у, то F|/(i/)J означает функционал, зависящий от значений f(x,y) при всех 
х, но при фиксированном у. Бозонным мы называем такой функционал, в кото
ром каждое слагаемое содержит только четное число фермионных полей.

*’•' Если ф  и рп — бозонные или фермионные операторы, то считается, что 
5qn и 5рп соответственно коммутируют или антикоммутируют со всеми фер- 
мионными операторами и коммутируют со всеми бозонными операторами.
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p n(x,t) = exp(iH0t)pn(x,0) exp(- iH 0t ) , (7.1.20)

так что операторы свободных частиц зависят от времени по закону:

5ЯП
qn(x,t) = i[H0,qn(x, t)] =

8pn(x,t) 

8Нп

(7.1.21)

p n (x,t) = i[H0,p n (x,t)] = ~ "  0 • (7.1. 22)
5q (x,t) v '

Мы узнаем в этих вы раж ениях всем известные динамические 
уравнения гамильтонова формализма.
Гамильтониан свободных частиц задается, как всегда, выражением 

Н0 = ^  j d 3k a  (к, о, «)а(к, о, nf^/k2 + m 2 . ^   ̂23)
n ,o

Его можно переписать через q и р, взяты е в момент времени t. 
Например, легко видеть, что для действительного скалярного поля 
выраж ение (7.1.23) с точностью до постоянного слагаемого равно 
функционалу

=!■Н0 = | d 3x j P 2 + ^-(Vq)2 + j m 2q2 (7.1.24)

Более аккуратно, используя (7.1.7) и ф урье-разлож ение скалярного 
поля (р, находим, что (7.1.24) принимает вид

Н0 = М  d '/г/-: ' |a(k), a f (k)]+ = | d3kk°( a f(k)a(k) +  ̂6,5(k -  k)

(7.1.25)
Это выраж ение совпадает с (7.1.23), если не считать бесконечного 
постоянного слагаемого. Подобные слагаемые влияют только на 
выбор начала отсчета энергии, и в отсутствие гравитации не имеют 
физического значения *.

* Однако изменения таких слагаемых, обусловленные изменением гра
ничных условий на поля, как например, при квантовании полей не во всем 
пространстве, а в пространстве между параллельными пластинами, не только 
физически значимы, но и были измерены
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Явный вид Н0 как функционала от переменных q и р для 
других полей приведен в разделе 7.5.

В книгах по квантовой теории поля формула (7.1.25) обычно 
выводится из формулы (7.1.24), которая, в свою очередь, выводит
ся из заданной плотности лагранжиана. С моей точки зрения, все 
должно быть наоборот, так как формула (7.1.25) обязана иметь 
место. Если предполагаемый лагранжиан свободных частиц не при
водит к (7.1.25) с точностью до постоянного слагаемого, можно сде
лать вывод, что этот лагранжиан неправильный. Вопрос следует 
поставить иначе: какой лагранжиан свободных полей приводит к 
формуле (7.1.25) для бесспиновых частиц, или, в более общем 
случае, к гамильтониану свободных частиц (7.1.23). Ответ можно 
получить с помощью хорошо известного преобразования Л еж андра 
от гамильтониана к лагранжиану. Для свободного поля лагранжиан 
дается формулой:

L0[ 0 ) ,  q(t)] = J ^ f d 3x  pn (x, l)q(x, t ) -  H0 , (7.1.26)

причем подразумевается, что pn везде заменяются своими вы раж е
ниями через qn и у (и возможно, как будет видно ниже, через 
некоторые вспомогательные поля). Например, исходя из гамильто
ниана (7.1.24) и формулы (7.1.7), можно вывести лагранжиан свобод
ного скалярного поля:

L0 = d°x

сГх

1 „2
PQ-  2 ?

1 ,Х 7  1 2 2
' ~2 Ч) ~ 2 т  Ч

—|Э^(рЭйф - - | т 2<р2
(7.1.27)

Каким бы не оказался лагранжиан скалярного поля, это сла
гаемое должно быть отделено от всех остальных и рассматриваться 
как нулевое приближение теории возмущений. Аналогичное упра- 
жение можно проделать для всех других канонических систем, 
рассматриваемых в данном разделе. Однако с этого момента мы 
сосредоточимся на угадывании формы лагранжиана свободных по
лей, после чего будем проверять, что она приводит к правильному 
гамильтониану свободных частиц.

Мы видели, что различные теории свободных полей можно 
сформулировать в терминах канонических переменных. Нетрудно
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продвинуться далее и показать, что это ж е верно для взаимодейст
вующих полей. Можно ввести канонические переменные в так 
называемом «гейзенберговском представлении», определяемом со
отношениями

Qn {x,t) = exp(zHt)qn(x,0) exp(-zH t), (7.1.28)

Pn (x,t) = exp(iHt)pn(x,Q) exp(-iHt) , (7.1.29)

где H — полный гамильтониан. Поскольку это пребразование подо
бия, коммутирующее с Н, то полный гамильтониан является таким 
ж е функционалом от операторов в гейзенберговском представле
нии, каким он был как функционал от q и р:

H[Q,P] = e'Htll\q,p]e г1П = H[q,p].

Кроме того, поскольку (7.1.28)—(7.1.29) определяют преобразование 
подобия, операторы в гейзенберговском представлении вновь удов
летворяют каноническим коммутационным или антикоммутационным 
соотношениям:

[Qn(x,t) ,Pn M h  = г53( х - у ) 5 | ,  (7.1.30)

Qn(x,t),Qn (x,t) _ = 0 , (7.1.31)

[Pn (x,t),P^(x,t)]_  = 0. (7.1.32)

Однако зависимость от времени этих операторов имеет вид

бН
Qn (x, t) = f[H, Qn (x, £)] = 

К  (x, 0 = i [H,Pn(x,t)} = -

5Pn (x,t)

5H
6 Qn(x,t)

(7.1.33)

(7.1.34)

Например, можно выбрать гамильтониан действительного скаляр
ного поля в виде суммы гамильтониана (7.1.24) свободных частиц
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и интеграла от скалярной плотности гамильтониана Щ так что в 
терминах гейзенберговского представления гамильтониан запиш ет
ся в виде:

Я = 1d х j-P  +-^(VQ) + ^ т  Q +,W(Q) (7.1.35)

В этом случае канонически сопряженный к Q импульс дается той 
ж е формулой, что и для свободных полей:

P = Q- (7.1.36)

Однако далее мы увидим, что в общем случае соотношение 
между канонически сопряженными импульсами Рп(х) и полевыми 
переменными и их производными по времени не такое, как для 
операторов свободных полей, а должно выводиться из уравнений 
(7.1.33) и (7.1.34) *

7.2. Л агранж ев ф ормализм

К ак мы видели, многие реалистичны е теории уклады ваю т
ся в рамки канонического ф ормализма. Поэтому возникает во
прос о выборе гамильтониана. В следую щ ем разделе будет пока
зано, что простейш ий способ обеспечить лоренц-инвариантность 
и другие симметрии заклю чается в том, чтобы вы брать подходя
щ ей лагранж иан и получить из него гамильтониана. При такой 
процедуре не происходит потери общности. И мея реалистичны й 
гамильтониан, мы, как правило, можем реконструировать тот 
лагранж иан, из которого данный гамильтониан выводится, обра
тив описанный ниж е процесс перехода от лагранж иана к гамиль
тониану. (Вывод формулы  (7.1.26) — один из примеров такой 
реконструкции.) Но хотя мы и можем переходить от гамильтони
анов к лагранж ианам  и наоборот, все ж е прощ е исследовать 
ф изически удовлетворительны е теории, перебирая не гамильто
нианы, а возможны е лагранж ианы .

* Предполагается, что уравнения движения заданы в гамильтоновой фор
ме. — Прим. ред.
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В общем случае лагранжиан есть функционал * L[4'(t),vf'(t)] от 
множества произвольных полей *Рг(х,{) и их производных по време
ни Ф(£). Сопряженные поля Пг(х,£) определяются как вариационные 
производные **

, , ,  .  В Д в , Ч «)1
Щ М )  = 8Ф -(х,() ’ (7-2Л)

Уравнения движения имеют вид

Л ,  , ,  а ц т в д ]  
П'(Х'Ч= » W >  ’ ( 7 ' 2 ' 2 )

Полезно переформулировать эти полевые уравнения в форме ва
риационного принципа. Определим функционал от поля 4^(x) во 
всем пространстве—времени, называемый действием:

(7.2.3)

В результате произвольной вариации 'Р(х) изменение ДЧ*] записы
вается в виде:

Ы[Ч>] = J°° dtj d Зж SL № 1{х) + 5L № l(x)
_8'Р1(х) ЬЧ>1(х)

* Напомним, что в используемых нами обозначениях функционал типа L, 
в котором явно указывается переменная t, понимается как зависящий от 
полей Ч^х.Г) и 4 , причем не выписанные переменные I и х пробегают 
все возможные значения при фиксированном значении указанной перемен
ной t. Мы используем заглавные буквы f  иП , чтобы подчеркнуть, что это не 
свободные, а взаимодействующие поля.

** Так как в общем случае Ч* и не удовлетворяют простым соотношени
ям коммутации или антикоммутации, мы не можем дать простого определе
ния возникающих здесь функциональных производных по аналогии с функ
циональными производными по Q и Р  в предыдущем разделе. Вместо этого 
договоримся, что вариационные производные таковы, какие они должны быть 
для с-числовых переменных, с добавлением знаков «минус» и коммутаторов 
или антикоммутаторов при равных временах, необходимых для того, чтобы 
формулы стали квантово-механически корректными. Насколько я знаю, с 
деталями этого вопроса не связано никаких особых проблем.
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Предполагая, что 5'F!(sc) обращается в нуль при t —> ip®, можно 
произвести интегрирование по частям и записать

6L d б L
81рР] = J d 4ж

бЧ ^х) dt S ^ x )
б ¥ г(х). (7.2.4)

Мы видим, что действие стационарно по отношению ко всем вариа
циям б ^ ,  исчезающим при I —> ±°о, в том и только в том случае, 
когда поля удовлетворяют уравнениям (7.2.2)*.

Так как полевые уравнения определяю тся функционалом 
Д'Р], то при попы тках построить лоренц-инвариантную  теорию 
естественно считать этот функционал скаляром. В частности, 
поскольку ДЧ1] равен интегралу по времени от L['P(f),'P(t)], мы 
предполагаем, что L долж ен быть интегралом по пространствен
ным переменным от обычной скалярной ф ункции переменных 
Ч'(х) и Э'Р/Эх1'1, назы ваемой плотностью лагранжиана с£ \

L[4*(t), Ф(*)] = j d 3x  f ^ x ,  t), V ^(x, t), Ф(х, tj) , (7.2.5)

так что действие равно

1 Щ  = J  d 4x ^ ’('F(x),3xI/(x) /  Эх^1). (7.2.6)

Все теории поля, используемые в современных теориях элементар
ных частиц, имеют лагранжианы указанного вида.

В арьируя Ч? (х) на величину бЧ^х) и интегрируя по частям, 
находим для вариации лагранжиана:

6L = J  d 3x 

= J  d 3x

г) Ф г) '/ ■
б ¥ г + - ^ - = -  V W 1 + 54>l 

ЭЧ" Э(У'-Рг) эч>1

Lv

dr
Э'?г

V-
dSP

d(V 'P)

7)Cf .

w 1 + , m>1 
дч>1

так что (опуская очевидные аргументы у функций)

* Строго говоря, излагаемая здесь формулировка вариационного принципа 
предполагает, что искомые поля — решения полевых уравнений (7.2.2) — 
являются «стационарной точкой» действия (7.2.3), т. е. входят в область 
определения последнего (соответствующие интегралы (7.2.5), (7.2.6) сходят
ся). — Прим. ред.
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5 L <)/ д /
ЬЧ>1 дЧ*1 Э(У^ 

5 L Э'У

“ V ---------Г /  (7-2.7)

(7.2.8)
5Ф‘ г)'Рг

В результате полевые уравнения (7.2.1) принимают вид:

Э Ш  })/
(7.2.9)

Они называю тся уравнениями Эйлера-Лагранжа. Как и ожидалось, 
если W — скаляр, то эти уравнения лоренц-инвариантны.

В дополнение к тому, что действие должно быть лоренц- 
инвариантным, оно должно быть действительным.  Это требова
ние связано с тем, что мы хотим иметь ровно столько ж е полевых 
уравнений, сколько имеется самих полей. Разбивая всякое ком
плексное поле на действительную  и мнимую части, можно всегда 
считать I функционалом только некоторого числа, скажем, N, 
действительных  полей. Если бы действие I было комплексным с 
независимыми действительной и мнимой частями, то действи
тельная и мнимая части условий стационарности I (уравнения 
Эйлера—Л агранж а) приводили бы к 2N уравнениям для N полей. 
Это слишком много, за исключением специальных случаев. Кроме 
того, в следующем разделе мы увидим, что действительность 
действия обеспечивает эрмитовость генераторов различны х пре
образований симметрии.

Х отя лагранж ев формализм позволяет легко строить тео
рии, являю щ иеся инвариантными относительно преобразований 
Лоренца и других симметрий, для вычисления ^-м атри цы  все ж е 
нуж на формула для гамильтониана взаимодействия. В общем слу
чае гамильтониан определяется преобразованием Лежандра:

H = £ j d 3x n z( x , t ) ^ W ) - L [ m W ) ] -  (7.2.Ю)

Хотя формула (7.2.1) в общем случае не позволяет однозначно выразить 
через Ч*1 и Пг, легко видеть, что вариационные производные (7.2.10) 

по Фг обращаются в нуль для любых Ч*1, удовлетворяющих (7.2.1).
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Поэтому функция Гамильтона является функционалом только от Ч1* и 
Пг. Ее вариационные производные по этим переменным равны *:

8 Я
8Ч'1(х>4)

= Jd3y £ n r (y,i) 8 * l'( y ,t )
п

8L

п 8^ г(х,г)

№
8L

Г 84" (y,t)
8^ '(y ,t)

'V 8 ^ г(х,г) п

8Я
8Пг(х,«)

= ¥ (x ,t )  + Jd 3y £ n r (y,t) 8 ^  (у, г)

ч» 8П (х,£) ч»

8L

Г 8 ^  (у, t)
8 ^ r (y ,t)

ч» 8П (х, t) ч»

где нижние индексы указывают на те величины, которые считаются 
постоянными при взятии вариационных производных. Используя 
определение (7.2.1) для Пг, можно упростить полученные выраже
ния:

6 Н
S'? ( X ,  о 

8Я

5 L

п

8П (х,£)

б'Р (х,Г)

= ^ (x ,t ) .

ч>

ч>

(7.2.11)

(7.2.12)

Тогда уравнения движения (7.2.2) эквивалентны уравнению

8 Я
ЪЧ>1(х, t)

= —П,(х, t). (7.2.13)
п

Возникает искушение отождествить исходные полевые пере
менные Ч1* и сопряженные им импульсы Пг с каноническими пере
менными Qn и Рп из предыдущего раздела и потребовать выполне
ния тех же самых коммутационных соотношений (7.1.30)—(7.1.32). 
При этом уравнения (7.2.12) и (7.2.13) совпадают с гамильтоновыми

* Строго говоря, нижеследующие формулы справедливы в предположении, 
что Ч>1 однозначно выражаются через Ч,г и Пг. — Прим. ред.
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уравнениями движения (7.1.33) и (7.1.34). Именно так обстоит дело в 
простом случае действительного скалярного поля Ф со связью без 
производных. Рассмотрим плотность лагранжиана *

1 тп2
§  = -----Э-.ФЭ^Ф--------- Ф2 -  ,ж(ф) , (7.2.14)

2 2

которую можно получить добавлением действительной функции — 
.')((Ф) поля Ф к найденной в предыдущем разделе плотности лагран
жиана свободного поля. В данном случае уравнения Эйлера-Лагран
жа имеют вид:

(□ -  т 2)Ф = Ж'(Ф) , (7.2.15)

Исходя из этой плотности лагранжиана, вычисляем канонически 
сопряженный к полю Ф импульс:

^  3L жП = — г- = Ф , (7.2.16)
ЭФ

который совпадает с (7.1.36), если отождествить Ф и II с канониче
скими переменными Q и Р. Теперь согласно (7.2.10) находим гамиль-

н = |сг3х(П Ф -5?)

= j d 3X 1 П2 + 1 (УФ) + 1 т ф- + ,Г(Ф)
2 2 2

(7.2.17)

* Мы не включаем в слагаемое —гЭ̂ ФЭ̂ Ф произвольный множитель, по
скольку всякую такую положительную постоянную можно убрать в норми
ровку Ф. Если бы постоянная была отрицательной, то, как мы увидим, это 
привело бы к неограниченному снизу гамильтониану. Постоянную т в этом 
выражении называют голой массой. Наиболее общий лагранжиан, удовле
творяющий принципу перенормируемости (см. гл.12), имеет указанный вид, 
где Ж(Ф) -  полином четвертой степени по Ф.

** Для интерпретации Я как энергии необходима ограниченность этой функции 
снизу. Положительность двух первых слагаемых показывает, что мы правиль
но угадали знак первого слагаемого в (7.2.14). Остается условие, что комбина
ция 2«г2Ф2 + ЩФ) должна быть ограничена снизу как функция Ф.
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что совпадает с гамильтонианом (7.1.35). Это маленькое упражнение 
следует рассматривать не как еще один вывод этого гамильто
ниана, а как оправдание пригодности лагранжиана (7.2.14) * для 
теории скалярных полей.

Однако не всегда дело обстоит так просто. Мы уже видели в 
предыдущем разделе, что существуют полевые переменные типа 
временной компоненты векторного поля или эрмитово сопряженно
го дираковского поля, которые не являются каноническими поле
выми переменными Qn и не имеют канонически сопряженных им 
величин. Однако в силу лоренц-инвариантности эти переменные 
обязаны содержаться в лагранжиане векторного и дираковского 
полей.

С точки зрения лагранжевого формализма, особый характер 
полевых переменных типа временной компоненты векторного поля 
или эрмитово сопряженного дираковского поля возникает из-за 
того, что сами они входят в лагранжиан, а их производные по 
времени — нет. Обозначим через Сг те полевые переменные Ч11, чьи 
производные по времени не входят в лагранжиан. Остальные неза
висимые полевые переменные являются каноническими перемен
ными Q”. Для Qn канонически сопряженными импульсами будут

„  , л 8L[Q(0,Q»,C(«)]
Р" М =  ’ (7'2'18) 

причем выполняются коммутационные соотношения (7.1.30)—(7.1.32). 
Однако для Сг канонически сопряженных импульсов нет. Так как 
8L /  8Сг = 0, гамильтониан в общем случае имеет вид:

Н = £ j > c c P nQw -L[Q(t),Q(t),C(t)], ( Ш д )
т

однако пользы от этого выражения мало, пока мы не выразим Сг и 
Q1 через Q и Р. Уравнения движения для С  содержат только поля и 
их первые производные по времени:

* Здесь и иногда ниже автор употребляет один и тот же термин «лагранжиан» 
как для собственно лагранжиана L, так и для плотности лагранжиана W (см. 
(7.2.5)). Это смешение общепринято в современной литературе; содержание 
термина обычно явно следует из контекста. — Прим. ред.
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Q_ 8L[Q(t),Q(t),C(t)] 
8Cr(x,t)

(7.2.20)

В простейших случаях, рассматриваемых в этой главе, получен
ные уравнения вместе с уравнениями (7.2.18) можно решить, и 
найти Сг и Q1 как функции Q и Р. В разделе 7.6 показано, каким 
образом можно на самом деле избежать реального решения уравне
ний для Сг и Q . В калибровочных теориях типа электродинамики 
следует использовать другие методы: либо выбирать конкретную 
калибровку, как это сделано в гл. 8, либо применять обсуждаемые в 
т. II более современные ковариантные методы.

Так как мы вывели выражение для гамильтониана как функ
ционала от Q и Р в гейзенберговском представлении, то для исполь
зования теории возмущений необходимо совершить переход к пред
ставлению взаимодействия. Гамильтониан не зависит от времени, 
поэтому его можно записать через операторы Рп и Qn при t =  0, 
которые совпадают с операторами рп и qn, взятыми в тот же момент 
времени в представлении взаимодействия. Полученный таким обра
зом гамильтониан можно выразить через q и р в представлении 
взаимодействия и разбить на две части: должным образом выбран
ный гамильтониан Н0 для свободных частиц и оператор взаимодей
ствия V. Наконец, используются уравнения (7.1.21) и (7.1.22), уста
навливающие зависимость от времени, и коммутационные или 
антикоммутационные соотношения (7.1.1)—(7.1.2), чтобы выразить 
q и р в V(t) в виде линейных комбинаций операторов уничтожения 
и рождения.

Несколько примеров этой процедуры приведено в разделе 
7.5. Сейчас ограничимся только одним простейшим примером — 
скалярным полем с гамильтонианом (7.2.17). Разбиваем Н на два 
слагаемых — гамильтониан свободных частиц, и гамильтониан 
взаимодействия:

H = H0 + v , (7.2.21)

(7.2.22)

(7.2.23)
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Здесь Ф и П берутся в один момент времени I, а Н не зависит от t, 
хотя обычно это неверно для Н0 и V.

Теперь переходим к представлению взаимодействия. Полагая 
t =  0 в формулах (7.2.22) и (7.2.23), можно просто заменить Ф, П на 
переменные в представлении взаимодействия ф, л, так как соглас
но (7.1.28) и (7.1.29) эти величины совпадают друг с другом при t =  0. 
Чтобы получить оператор взаимодействия V(t) в представлении 
взаимодействия, применим преобразование подобия (3.5.5):

V(t) = ехр (iH0t)V exp(-zH0t) = j d3x Ж{ ф(х, t)). (7.2.24)

Такое же преобразование, примененное к Н0, оставляет его постоян
ным:

Н0 = ехр(iH0t)H0 ехр(~iH0t) = J d3x  jt2(х, t) + -4^ф(х, t))2 

Связь между л и ф  определяется формулой (7.1.21)

(7.2.25)

Ф(х, t) =
8Нп

8л(х, t) (7.2.26)

(Полученное соотношение совпало с (7.2.16), но как будет видно 
дальше, в общем случае это не так.) Кроме того, уравнение движе
ния для ф определяется формулой (7.1.22):

тс(х, t) =
5 Нп

= +¥2ф(х, t) -  т 2ф(х, t) , (7.2.27)6ф(х, t)

что вместе с (7.2.26) приводит к полевому уравнению

(□ -  т 2)ф(х) = 0. (7.2.28)

Общее действительное решение этого уравнения можно записать в 
виде

ф(х) = (2л) 3//2 J d 3p(2p°) 1/,2jVp',Ta(p) -  е гра;ат(р)], (7.2.29)
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где подразумевается, что р° = Vp2 + w 2 , а а(р) -  некоторая пока 
что неизвестная операторная функция р. С помощью (7.2.26) 
получаем канонически сопряженный импульс

к(х) = -г(2л:)-3/ 2 j  d 3p(2p°)~1̂ 2[eip'ma(p) -  е_грхат(р)]. (7.2.30)

Чтобы получить желаемые коммутационные соотношения

[<p(x,t),Jt(y,t)]_ = г83(х -  у), (7.2.31)

Iф(х, f). ф(у. f)l =0, (7.2.32)

[Jt(x,t),7t(y,t)]_ = 0, (7.2.33)

следует принять, что операторы а удовлетворяют известным ком
мутационным соотношениям

|а(р),о+(р1] = 83(р -  р'), (7.2.34)

[а(р),а(р')] = 0. (7.2.35)

Кроме того, мы уже показали в предыдущем разделе, что с помо
щью этих выражений формула (7.2.25) с точностью до неопределен
ной аддитивной константы переходит в обычную формулу (4.2.11) 
для гамильтониана свободных частиц. Как было отмечено, эти ре
зультаты не следует рассматривать как альтернативный вывод фор
мул (7.2.29), (7.2.34) и (7.2.35), полученных в гл. 5 из совершенно иных 
соображений, а как проверку того, что первые два слагаемых в 
(7.2.14) являются правильным лагранжианом свободных частиц для 
действительного скалярного поля. Теперь можно использовать тео
рию возмущений длля вычисления «S'-матрицы, взяв за V(t) выраже
ние (7.2.24), где поле ф(х) дается формулой (7.2.29).

Описанная здесь процедура будет рассмотрена в разделе 7.5 
на более сложных и интересных примерах.
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При изучении различных возможных плотностей лагранжиа
нов физических теорий часто приходится применять интегрирова
ние по частям, рассматривая плотности лагранжианов, отличаю
щиеся на полную дивергенцию как эквивалентные. Очевидно, 
что такие полные дивергенции не дают вклада в действие и поэтому 
не влияют на полевые уравнения. Столь же очевидно, что слагае
мые с пространственной производной V-,/* в плотности лагранжиана 
не дают вклада в лагранжиан и поэтому не влияют на определяе
мую им квантовую теорию *. Менее очевидно и заслуживает упоми
нания, что добавление производной по времени д0;¥° в лагранжиан 
также не влияет на квантовую структуру теории. Чтобы увидеть 
это, рассмотрим сначала результат добавления к лагранжиану 
слагаемого более общего вида

A L(t) = J d3xDnK[Q(t)]Qn (x,t), (7.2.36)

где D — зависящий от п и х произвольный функционал от значений 
Q в данный момент времени. Это приводит к следующей добавке к 
сопряженным величинам P(t) как функционалам от Q(t) и Q(t):

6AL(t)
ЛР« (М ) = *Лп, L  = В*,жГС№ (7.2.37)8Qn(x,t) '

Отсюда следует, что гамильтониан, записанный как функционал от 
Q(t) и Q(t), не изменяется:

J dsx APn(x,t)Qn(x,t) -  AL(t) = 0. (7.2.38)

Поэтому гамильтониан как функционал старых канонических пере
менных Qn и Рп не изменяется, но как функционал новых канони
ческих переменных Q" и Рп + АРп он имеет другой вид, а в 
теории, описываемой новым лагранжианом SP + ASP, каноническим 
коммутационным соотношениям должны удовлетворять не Qn и Рп,

* Утверждение верно при обычном предположении, что поля исчезают на 
бесконечности. При рассмотрении полей разной топологии (см. т. II) эти ре
зультаты не всегда применимы.
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а новые канонические переменные Qn и Рп + АРп. Коммутаторы Q” 
друг с другом и с Рт даются обычными каноническими соотноше
ниями, но коммутаторы Рп друг с другом равны теперь

В общем случае, это не равно нулю, однако если добавочное слагае
мое в лагранжиане является полной производной по времени,

то D в (7.2.36) имеет специальный вид

В этом случае коммутатор (7.2.39) обращается в нуль, и перемен
ные Q™ и Рп удовлетворяют обычным коммутационным соотноше
ниям. Мы уже видели, что изменение лагранжиана вида (7.2.36) 
не изменяет формы гамильтониана как функционала от Q" и Рп. 
Как только что было показано, коммутационные соотношения 
для этих величин также не изменяются, поэтому добавление 
слагаемого (7.2.36) к лагранжиану не влияет на квантовую струк
туру теории. Таким образом, разные плотности лагранжианов, 
получающиеся друг из друга интегрированием по частям, могут 
рассматриваться как эквивалентные и в классической, и в кван
товой теории поля.

Мы подошли к главному свойству лагранжева формализма: он 
представляется наиболее естественным для квантово-механической

(7.2.40)

7.3. Глобальные симметрии
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реализации принципов симметрии. Дело в том, что динамические 
уравнения в лагранжевом формализме имеют форму, следующую 
из вариационного принципа — принципа стационарности действия. 
Рассмотрим любое бесконечно малое преобразование полей

(Если е — постоянная величина, такие симметрии называются гло
бальными. В общем случае ,¥1 зависит от полей и их производных в 
точке ж.) Конечно, соотношение (7.3.2) автоматически выполняется 
для всех бесконечно малых вариаций полей, если сами поля удов
летворяют динамическим уравнениям. Бесконечно малые преобра
зования симметрии — это такие преобразования, которые оставля
ют инвариантным действие даже тогда, когда динамические урав
нения не удовлетворяются. Если теперь мы рассмотрим то же самое 
преобразование, считая в произвольной функцией точки простран
ства-времени,

то в общем случае вариация действия не обратится в нуль. Однако 
она должна иметь вид

для того, чтобы быть равной нулю, когда е(ж) действительно 
постоянна. Если теперь принять, что поля в ДЧ1] удовлетворяют 
полевым уравнениям, тогда I будет стационарным по отношению к

* Нижеследующее рассмотрение (неявно) содержит два тонких пункта. Во- 
первых, поля Ч"(х) в (7.3.1) должны включать решения динамических 
уравнений, т. е. последние должны входить в область определения действия 
It*-?] (см. примечание редактора на с. 397). Во-вторых, чтобы было верно (7.3.2), 
вариация симметрии должна быть допустимой (исчезать на
бесконечности),. — Прим. ред.

Ч*1 (ж) -»  Ч*1 (ж) + г£ &1 (ж), (7.3.1)

оставляющее действие инвариантным *:

(7.3.2)

Ч1* (ж) —» Ч*г (ж) + ге(ж) 1 (ж), (7.3.3)

(7.3.4)
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произвольным вариациям полей, обращающимся в нуль на боль
ших пространственно-временных расстояниях, включая и варации 
вида (7.3.3), так что в этом случае (7.3.4) должно обращаться в нуль. 
Р1нтегрируя по частям, видим, что J^(x) должен удовлетворять 
закону сохранения

dJ^(x)
0 = ----- — . (7.3.5)

Эх^

Отсюда немедленно следует, что
Л dF
0 = — , (7.3.6)

dt

где
F == J d3xJ °. (7.3.7)

Каждому независимому бесконечно малому преобразованию сим
метрии соответствует только один сохраняющийся ток JР и один 
интеграл движения F. Это общее свойство канонического формализ
ма, часто называемое теоремой Нетер: наличие симметрий влечет 
существование законов сохранения *.

Многие преобразования симметрии оставляют инвариантным 
не только действие, но и лагранжиан. Например, так обстоит дело в 
случае пространственных трансляций и поворотов, а также изоспи- 
новых преобразований и других преобразований внутренних сим
метрий, хотя для общих преобразований Лоренца это не выполня
ется. Если лагранжиан инвариантен, можно продвинуться дальше и 
написать явную формулу для сохраняющейся величины F. Рассмот
рим вариацию поля (7.3.3), в которой е(х) зависит от t, но не от х. В 
этом случае вариация действия равна

Ы = г| d tj d х £(fjp (х, t)

+ 8Ц В Д В Д (  
8Ф (х, t) dt

(7.3.8)

* Стандарто пош̂ маемая теорема Негер утверждает не только существование 
законов сохранения, но и их конкретный вид, т. е. явный вид сохраняющегося 
негеровского тока и интеграла движения F, отвечающих данному действию I и 
данной симметрии (7.3.1) (см ниже на с. 409). — При/ч. ред.
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Требование инвариантности лагранжиана под действием этого пре
образования при постоянном е приводит к равенству:

= J d3x
8 ^ ( x , t )

, у г(х Д )  +
8L[y(t),y(t)] d 

8 Ф1(х,*) dt
. / г(х,£) (7.3.9)

Поэтому для произвольных полей (удовлетворяющих или не удов
летворяющих полевым уравнениям) вариация действия равна

Ы = г| dtj s u m ' а д  
вФЧ*. t)

d х e (t jr ‘ £x, t).

Сравнивая это с формулой (7.3.4), получаем:

(7.3.10)

= - i f d
з 8L[^(t),4^(t)] г
х

8 ̂ (x .t ) (7.3.11)

Используя условие симметрии (7.3.9), читатель может легко убе
диться, что полученная величина F действительно не зависит от 
времени для любых полей, удовлетворяющих динамическим урав
нениям (7.2.2).

Другие преобразования симметрии, например, изоспиновые 
вращения, оставляют инвариантными не только действие и лагран
жиан, но и плотность лагранжиана. В таких случаях можно продви
нуться еще дальше и записать явную формулу для тока J^(x) Ч Если 
представить действие в виде интеграла от плотности лагранжиана, 
как в (7.2.6), то вариация действия при преобразовании (7.3.3) с 
произвольным бесконечно малым параметром £(х) имеет вид

* Явную формулу для тока J (̂x) можно написать и в общем случае. В этом 
и состоит конструктивное содержание теоремы Нетер. Именно, при общем 
преобразовании симметрии (7.3.1) плотность лагранжиана 3{у{х), Эу(х)/Эх^) 
изменяется на полную дивергенцию, 8 9Р= г'Э е̂Е х̂)), откуда, при постоянном 
8, следует явный вид сохраняющегося нетеровского тока:

f - - \
Г ( х )  = 1

<) /'

V ЭСЭЧ'УЭЖ11)

— Прим. ред.
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81[ЧЧ = г| d х
Э^г(ж)

# г(ж)е(х)

+
(7.3.12)

Из инвариантности плотности лагранжиана при постоянном е сле
дует, что

Щ В Д ,Э  В Д )  Й (¥ (х),Э ,¥ (* ))_  .
0 = ------------^ --------& {$) + ----- —  ------Э^*(ЙС), (7_;>

дЧ>1(х) 13)

так что для произвольных полей эта вариация имеет вид

Э ^ 'В Д .Э 'В Д )
Ы[Ч>] = г| dzх

Э (Э ^ г(х))
3 £(Ж). (7.3.14)

Сравнение с (7.3.4) показывает, что *

dSP

д(дЧ!1 /дх^) (7.3.15)

С помощью условия симметрии (7.3.13) нетрудно показать, что если 
поля удовлетворяют уравнениям Эйлера-Лагранжа (7.2.9), то вы
полняется равенство д„.Р = 0. Заметим также, что интеграл от 
временной компоненты тока (7.3.15) имеет ранее полученное значе
ние (7.3.11). '

До сих пор все сказанное было применимо как для классиче
ской, так и для квантово-механической теорий поля. Квантовые 
свойства сохраняющихся величин F проще всего видны для симмет
рий функции Лагранжа (не обязательно лагранжиана), преобра
зующих канонические поля Qn(x,t) (т. е. те из полей Ч*г, производные 
по времени от которых входят в функцию Лагранжа) в зависящие

* Ср. с выражением в примечании на с. 409 при Е1' = 0. — Прим. ред.
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от х функционалы от самих этих полей в тот же момент времени. 
При таких преобразованиях

. ? n (x , t )  = . / ri[ Q ( t ) ; x ] .  (7.3.16)

Как мы увидим, бесконечно малые пространственные трансляции и 
вращения, а также все бесконечно малые преобразования внутрен
них симметрий имеют вид (7.3.1), (7.3.16), где i¥n — линейный 
функционал от Qm. Однако в данный момент не потребуется пред
положение, что симметрия линейна. Для всех подобных симметрий 
оператор F не только сохраняется. В рамках квантовой механики он 
также действует как генератор такой симметрии.

Чтобы увидеть это, прежде всего заметим, что в случае, 
когда *Рг есть каноническое поле Q", функциональная производная 
ЬЗР/ЬЧ*1 равна канонически сопряженному импульсу Рп, тогда как 
если Ч* есть вспомогательное поле Сг, эта функциональная произ
водная равна нулю. Поэтому можно переписать (7.3.11) в виде:

F = - t j  d3xPn(x ,t)./"(x ,t) = - z j d 3x J d 3yP„(x,t)./"[Q (t);x]. (7.3.17)

Чтобы вычислить коммутатор (но не антикоммутатор) F с 
каноническим полем Qm(x,t) в произвольный момент времени I, 
достаточно сослаться на закон сохранения (7.3.6), согласно которому 
в (7.3.17) можно подставлять Q и Р в произвольный момент времени t, 
а затем использовать канонические коммутационные соотношения 
при равных временах (7.1.30)—(7.1.32). В результате получаем *:

[F,Qn(x,t)]_ = - . 'fn(x,t). (7.3.18)

Именно в этом смысле F является генератором преобразования 
(7.3.16). Из формулы (7.3.17) и канонических коммутационных соот
ношений следует также, что

* Мы предполагаем, что для бозонных или фермионных Qn вариация Jn 
также является, соответственно, бозонной или фермионной, так что F — 
бозонный оператор. Единственным исключением являются так называемые 
суперсимметрии, для которых F — фермионный оператор. Тогда, если 
Qn — фермионный оператор, то в левой части (7.3.18) стоит антикоммутатор.
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г п п , ^  Г^з п , ^ S F m(Q(t);y)[F,Pn(x,t)]_ = J i?yPn fj,t) , (7.3.19)
o y  (X, t)

Если Fm линеен, то из (7.3.19) вытекает, что Рп преобразуется 
контраградиентно по отношению к Qn.

В качестве первого примера преобразования симметрии рас
смотрим пространственно-временные трансляции

^ ( х )  -> 4>1(х + е) = Ч*1(х) + §е);. (7.3.20)

Оно имеет вид (7.3.1) с четырьмя независимыми параметрами в1-1 и 
соответствующими четырьмя функциями преобразования

^ = - г д ^ 1. (7.3.21)

Как следствие имеем четыре независимых сохраняющихся тока, 
которые принято объединять в тензор энергии-импульса ГП\.:

= 0. (7.3.22)

Отсюда можно вывести выражения для не зависящих от времени 
величин, равных интегралам по пространству от временных компо
нент отвечающих трансляциям «токов» (не путать с канонически 
сопряженными полевыми переменными Pn(x,f)):

Pv = J d 3x T °v , (7.3.23)

d _ ,,
I pv = 0 - (7.3.24)
dt

Лагранжиан инвариантен относительно пространственных 
трансляций, так что в соответствии с изложенными выше общими 
результатами можно сделать вывод, что пространственные компо
ненты Pv имеют вид

Р a  -J  d3xPn(x, t)VQ"(x, t) . (7.3.25)
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Используя одновременные коммутационные соотношения (7.1.30)— 
(7.1.32) находим коммутаторы этого оператора с каноническими 
переменными — полями и сопряженными им импульсами:

[Р, Qn(x, t|] = iVQn(x, t) , 

|P,P„(x,f)] = iVPn (x, I).

(7.3.26)

(7.3.27)

Отсюда следует, что для любой функции Щ от Q и Р, которая не 
зависит явно от х, выполнено равенство

[Р ,д а ]  = iwmxy. (7.3.28)

Эти результаты показывают, что Р действительно является опера
тором пространственных трансляций.

В противоположность этому, трансляции по времени не ос
тавляют лагранжиан L(t) инвариантным. Однако мы уже знаем 
вид генератора временных трансляций. Это гамильтониан Р° = Н, 
который, как известно, удовлетворяет коммутационному соотно
шению

[H,r5(x,t)] = -f|g(x,i). (7.3.29)

для любой функции % от гейзенберговских операторов.
Если предположить далее, что лагранжиан равен интегралу 

от плотности лагранжиана, то можно получить явную формулу для 
тензора энергии-импульса Т%. Однако плотность лагранжиана 9Р{х) 
неинвариантна относительно пространственно-временных трансля
ций, так что в этом случае нельзя использовать формулу (7.3.15). 
Вместо этого заметим, что при трансляции, зависящей от про
странственно-временной точки,

4^(x) —» *Рг(х + £(х)) = ^ ( х )  + £tl(x)3M'I#?(x), (7.3.30)

изменение действия имеет вид

5 /m  = J d х
д SP Э SP

(7.3.31)
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В силу уравнений Эйлера-Лагранжа (7.2.9) слагаемые, пропорцио
нальные £, собираются в выражение * £^3jll так что

Ы[Ч>] = Jd' х £^+- ЭИ
Э(Э

Э Ч> д  £дI Ц (7.3.32)

Интегрируя по частям, видим, что это соотношение принимает 
форму (7.3.4):

' (7.3.33)SI =  - J d 4x T V v e ^>

где «токи» имеют вид

Т \  = 8 ^ -
Э SP

Ъ„Ч>1 (7.3.34)

В качестве проверки заметим, что пространственные компо
ненты интегралов движения (7.3.23) совпадают с нашей прежней 
формулой (7.3.25) для Р, а для ц = 0 формула (7.3.23) приводит к 
обычному выражению для гамильтониана:

Н = -Р 0 = [ d3x (7.3.35)

(Предупреждение: тензор T v̂, полученный поднятием индекса в
(7.3.34), в общем случае несимметричен, и поэтому не может

* Здесь, видимо, недоразумение: слагаемые, пропорциональные е, 
собираются в выражение где символизирует полную производную
i/'(x) как сложной функции х, безотносительно к уравнениям движения 
(7.2.9). Если же воспользоваться этими уравнениями с самого начала, то 
подынтег-ральное выражение собирается в полную дивергенцию

a j  Ъ/, е^ .Ч '1
ЛдЧ>1 11 /

и вариация 81 исчезает, как и положено. — Прим. ред.
** Этот вид нетеровских токов Tv(l непосредственно следует из теоремы 

Нетер в той формулировке, которая дана в прим. ред. на с. 409. Достаточно 
заметить, что при трансляциях с постоянным е̂1 вариация §■ имеет вид полной 
дивергенции: 5'У = = 9v|g^5^j.— Прим. ред.
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входить в правую часть полевых уравнений общей теории относи
тельности. Правильный симметричный тензор энергии-импульса 
0 t,v, который можно использовать как источник гравитационного 
поля, вводится в следующем разделе.)

Во многих теориях имеется один или несколько дополнитель
ных принципов симметрии, утверждающих инвариантность дейст
вия относительно некоторых линейных не зависящих от координат 
преобразований как канонических полей

Qn(x) -> Qn(x)+ iza(ta)nmQm(x), (7.3.36)

так и любых вспомогательных полей Сг:

Cr(x) -> Cr(x) + iea(xa)rsCs(x) . (7.3.37)

Здесь ta и ха — наборы эрмитовых матриц, реализующих некоторые 
представления алгебры Ли группы симметрии, и подразумевается 
суммирование по повторяющимся групповым индексам а, Ъ, и т. д. 
(Например, подобная симметрия существует в электродинамике, 
когда единственная матрица tnm диагональиа, причем на главной 
диагонали стоят заряды соответствующего поля.) Каждая такая 
симметрия порождает свой набор сохраняющихся токов jg :

д ^ = 0 ,  (7.3.38)

временные компоненты которых являются плотностями не завися
щих от времени операторов

Ta = j d3xJZ • (7-3.39)

Если не только действие, но и лагранжиан инвариантны относи
тельно преобразований (7.3.36), то из (7.3.11) вытекает явная фор
мула для Та:

Т а = - i j d 3x P n(x.,t)(ta)nmQm(x.,t). (7.3.40)

Тогда из одновременных коммутационных соотношений следу
ет, что
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lTa,Q n(x)] = -( ta)nmQm(x), (7.3.41)

(7.3.42)

(В случае, когда оператор ta диагонален, отсюда следует, что опера
торы Q" и Рп, соответственно, понижают и повышают значение Та на 
величину, равную n-ому диагональному элементу ta) Эти формулы 
позволяют вычислить коммутаторы генераторов друг с другом:

Соответственно, если матрицы ta образуют алгебру Ли со структур
ными константами f abc,

Этот результат подтверждает правильную нормировку опера
торов (7.3.40) как генераторов группы симметрии.

Если лагранжиан есть интеграл от плотности лагранжиана, 
которая инвариантна относительно преобразований (7.3.36) и (7.3.37), 
можно продвинуться дальше и получить с помощью (7.3.15) явные 
формулы для токов, соответствующихс этим глобальным симметриям:

В качестве иллюстрации предположим, что у нас имеется два 
действительных скалярных поля равной массы с плотностью лаг
ранжиана

5? = -  1 З^Ф^Ф* -  \  т 2Ф2 -  \ Э,Ф2Э^Ф2 -  | ш 2Ф2 -  Н(Ф2 + Ф2).

(7.3.47)

I V b ] -  =^Jd3x - P m(tar T1(tb)\ Q fc+Pn(tb)Tlfc(ta)fcmQm . (7.3.43)

[ta,t b L = ifab tc , (7.3.44)

это же верно и для квантовых операторов Та:

[Та,Ть]_ = ifabc тс . (7.3.45)
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Она инвариантна относительно линейного преобразования вида 
(7.3.36):

8Ф̂  — —£Ф9 , 8Ф2 — н-еФ ,̂

так что существует сохраняющийся ток (7.3.46)

jv- = Ф2Э^Ф1 -  Ф ^ 'Ф .,.

Явную формулу (7.3.46) для тока можно использовать для вывода 
других полезных коммутационных соотношений. В частности, по
скольку плотность лагранжиана не содержит производных по вре
мени от вспомогательных полей, имеем:

J°a=-iPn(ta)nmQm- (7-3-48)

Поэтому можно получить одновременные коммутаторы каноничес
ких полей и сопряженных им импульсов не только с генераторами 
симметрии Та, но и с плотностями J®:

[ J° (X, t), Qn(у, f)] = - 83(х -  у%ta)nm Qm(x, t) , (7.3.49)

[J°(x,t),Pm(y,t)] = 83(x -y ) ( t a)nmPn(x,t). (7.3.50)

Если вспомогательные поля построены как локальные функции от Р 
и Q таким образом, что они преобразуются по представлению 
алгебры симметрии с генераторами тц, то для них

[J«(x, t), Сг( у, t)] = - 83(х -  y )(T j% C s(x, t) . (7.3.51)

Мы часто будем объединять (7.3.49) и (7.3.51) в одно коммутационное 
соотношение

[ J°(x, t), Ч^у, t)] = - 83(х -  уН У У Ч>1'(X, t) . (7.3.52)

В гл. 10 коммутационные соотношения вида (7.3.49)—(7.3.51) будут 
использованы для вывода соотношений, известных как тожде
ства Уорда, для матричных элементов операторов, включающих 
ток J*1.
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7.4. Лоренцевская инвариантность

Мы собираемся теперь показать, что лоренц-инвариантность 
плотности лагранжиана влечет за собой лоренц-инвариантность 
5-матрицы. Рассмотрим бесконечно малое преобразование Лоренца

А % = 5 % + ю % , (7.4.1)

<V  = • (7-4.2)

Согласно проведенному в предыдущем разделе анализу, инвари
антность действия относительно таких преобразований немедленно 
влечет существование набора сохраняющихся «токов» jtPW;

д = 0, (7.4.3)

, #P!‘v = _  ^pvh (7.4.4)

по одному току на каждую независимую компоненту cô tv. Интегра
лы от временных компонент этих «токов» дают набор не зависящих 
от времени тензоров:

J^v = J d3x . //°^v , (7.4.5)

—  J^v = 0. (7.4.6)
dt

Окажется, что величины «Л1'' являются генераторами однородной 
группы Лоренца.

Хотелось бы получить явные формулы для тензора . ffPllv, 
однако преобразования Лоренца действуют на координаты и поэто
му не могут оставить инвариантной плотность лагранжиана*.

* Для сравнения укажем, что формулировка теоремы Нетер, приведенная 
в прим. ред. на с. 409, немедленно приводит к результату. Достаточно заметить, 
что вариация Щ отвечающая бесконечно малым преобразованиям Лоренца 
8х  ̂ = co^xv, имеет вид полной дивергенции:

М‘ = 8хцЭ̂ '̂ = C0yXV3^F = 3̂ (<j0yXVi/'j. — Прим. ред.
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Следовательно нельзя сразу же воспользоваться результатами 
предыдущего раздела. Однако трансляционная инвариантность по
зволяет сформулировать лоренцевскую инвариантность как сим
метрию плотности лагранжиана только относительно некоторых 
преобразований полей и их производных *. Поля испытывают мат
ричное преобразование

= (7.4.7)

где ^lv -  набор матриц, удовлетворяющих соотношениям алгебры 
однородной группы Лоренца:

L/(iv ’ с/рст ] — гс/руЛ|лсг “  гУ(туЛцр “  гс/цсгЛур + 4А.фЛуст ' (7.4.8)

Например, для скалярного поля ф имеем 5ф = 0, так что Дд, = 0, в 
то время, как для неприводимого поля типа (А,В)

$Ц ~  ^ijk( 4  А)> f/feO — — 4  — *■%)>

где /  и Ц? — спиновые матрицы для спина А и В, соответственно. 
Специально отметим, что для ковариантного векторного поля 
5VK = © Л ,  так что

Upa)KX = “ « lp A *  + ЩакЬрХ-

Производная поля, преобразующегося по закону (7.4.7), сама преоб
разуется как другое такое поле, но с лишним векторным индексом:

8 0 ^ )  = +сокЧ ^ г. (7.4.9)

Предполагается, что плотность лагранжиана инвариантна относи
тельно совместных преобразований (7.4.7) и (7.4.9), так что

(Р -J Т (Р -1 т

+ — — — ю 
д(й,'Р ')

* Яе затрагивающих координат. — Прим. ред.
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Полагая равным нулю коэффициент при 0>Llv, находим:
У Э У  7 V 70 = 1 — —(у )г ¥ т + ! — —---- )г э2 ш А 9! ш^к х2 З(Э'Р')

1 7
+  - --------------------- 7 7  ( г 1к- А _ г 1к у Э ц ) ' * '  •2 Э р * * ')

Используя уравнения Эйлера-Лагранжа (7.2.9) и нашу формулу
(7.3.34) для тензора энергии-импульса Т„у, можно записать послед
нюю формулу как

0 = 3, — — (Т -  Т )2  ̂ (IV -1 уц > ■ (7.4.10)

Она немедленно подсказывает определение нового тензора энер
гии-импульса, известного как тензор Белинфанте 2:

= Т ^ - | Э К 3 №
3 ( 3 ^

3$
Э (Э ^ г

KV \l \j/?n З'У
Э(Эу^ г

(7.4.11)

Величина в квадратных скобках явно антисимметрична по JJ, и к, 
так что 0 ДУ удовлетворяет тому же закону сохранения, что и T̂ v:

3 ^ v = 0 , (7.4.12)

По той же причине, когда мы полагаем ц = 0 в (7.4.11), индекс к 
принимает значения, отвечающие только пространственным ком
понентам, поэтому после интегрирования по всему пространству 
слагаемые с производными выпадают:

1 0 Ovd3x = j T 0vd3x = Pv , (7.4.13)

где Р° = Н. Таким образом, наряду с Tlw, тензор (->lv также можно 
рассматривать как тензор энергии-импульса. Однако из (7.4.10)
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следует, что тензор Белинфанте QMV, в отличие от тензора T'uv, не 
только сохраняется, но и симметричен:

0 v̂ = ©vn (7.4.14)

Именно 0 !'v, а не T v̂, выступает как источник гравитационного 
поля.3 Как следствие симметрии 0^v, можно построить еще одну 
сохраняющуюся тензорную плотность

л №. = -  x v0 >4^ (7.4.15)

Она сохраняется в том смысле, что

Э -  0 ^ 1 = 0. (7.4.16)

Таким образом, лоренцовская инвариантность позволяет опреде
лить еще один не зависящий от времени тензор

J = J.JtQtiVd3x = J d3x  (х ^ 0Оу -  x v0 Oti) . (7.4.17)

Генератор вращений Jk =  не просто не зависит от времени,
но не имеет явной зависимости от времени, поэтому он коммутиру
ет с гамильтонианом:

[Н, J] = 0. (7.4.18)

Кроме того, применяя (7.3.28) к функции О0'', находим

и поэтому

[Рр ^ ]  = - щ кРк . (7.4.19)

С другой стороны, генератор «буста» Кк = .Iм хотя и не зависит от 
времени, но явно содержит временную координату:
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K k = J d 3x ( x fc©00 - x ° 0 ofc),

или подробнее

К = —fP + J d3x х 0 00(х, t) . (7.4.20)

Так как эта величина постоянна, имеем 0 = К = -Р  + г[Н,К], откуда

[Я, К] = -гР . (7.4.21)

Кроме того, еще раз применяя (7.3.28), находим:

[Pj, К к ] = г J d3x х к y j  0 00 = -гб  jk J d3x ©00

и поэтому
' [Рг К к] = -гЬ]кН. (7.4.22)

Для любой разумной плотности лагранжиана оператор (7.4.20) бу
дет «гладким» в смысле раздела 3.3, т. е. члены взаимодействия в 
elH°*Sd3x x 0 oo(x, 0)e~iH<,t обращаются в нуль* при t —> ±°°. (Заметим, 
что члены взаимодействия в elfl(|tJd3x x 0 oo(x,O)e"lHot должны обра
щаться в нуль при t —> ±°о для того, чтобы можно было ввести 
понятия «ин» и «аут» состояний и 5-матрицы.) С учетом предполо
жения о гладкости и коммутационных соотношений (7.4.21) можно 
повторить аргументы раздела 3.3 и заключить, что 5-матрица 
лоренц-инвариантна.

❖ * *

Те же аргументы были использованы в разделе 3.3, чтобы убедить
ся, что остающиеся коммутационные соотношения группы Лоренца 
для компонент Ĵ LV друг с другом имеют нужный вид. Это можно

* Когда говорят, что какой-то оператор в представлении взаимодействия об
ращается в нуль при t —> +ро, подразумевается, что в этом пределе обращаются 
в нуль матричные элементы этого оператора между состояниями, являющими
ся гладкими суперпозициями собственных состояний оператора энергии.
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проверить и непосредственно для коммутаторов генераторов вра
щений, которые имеют вид

Г 3 / \

Jij = J <1','х ^ г ( хгд^ 1 -  х Ч ^ г -  (7.4.23)

Так как плотность лагранжиана не зависит от производных по 
времени вспомогательных полей, а генераторы вращений не сме
шивают канонические и вспомогательные поля, можно записать это 
выражение как сумму только по каноническим полям:

Л  = J d3xPn(x !'a .Qn -  x % Q n -  i { p ) пп’Ч>п') . (7.4.24)

Тогда из канонических коммутационных соотношений немедленно 
вытекает, что

[Jij,Qn(x)]_ = -i (x ldJ -  x Jdl)Qn( x ) - ( ^ ) nn̂ Qn\x), (7.4.25)

[Л ,Р п(х)]_ = -i (x ldj -Х ;д {)Рп&) + (£Ъ)\'Рп>{х), (7.4.26)

Эти результаты можно использовать для вывода обычных 
коммутационных соотношений друг с другом и с остальными 
генераторами *. Если нет никаких вспомогательных полей, те же 
аргументы можно использовать и для генераторов «буста», завер
шив тем самым доказательство, что Р̂ 1 и Ĵ v удовлетворяют комму
тационным соотношениям неоднородной группы Лоренца. Однако 
матрицы «буста» в общем случае перемешивают канонические и 
вспомогательные поля (так же, как в случае компонент Vi и V0 
векторного поля), поэтому прямое доказательство коммутационных 
соотношений jiO друг с другом приходится проводить отдельно в 
каждом случае. К счастью, это не требуется для приведенного в 
разделе 3.3 доказательства лоренц-инвариантности ^-матрицы.

* Кроме того, поскольку операторы J4 коммутируют с Н и PnQn, они 
коммутирует с У. Таким образом, коммутатор J4 со вспомогательными поля
ми должен быть совместим с инвариантностью У  относительно вращений.
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7.5. Переход к представлению взаимодействия. Примеры

В конце раздела 7.2 мы показали, как можно использовать 
лагранжиан простой теории скалярного поля для вывода структуры 
взаимодействия и тех свободных полей, которые содержатся в нем 
в представлении взаимодействия. Обратимся к более сложным и 
поучительным примерам.

Прежде всего, рассмотрим скалярное поле, но на этот раз с 
взаимодействием с производными. Выберем лагранжиан в виде:

где J  ̂ — либо с-числовой внешний ток (не имеющий отношения к 
введенным выше токам J )̂, либо функционал от некоторых других, 
отличных от Ф, полей (в этом случае к (7.5.1) следует добавить 
слагаемые, содержащие эти поля). Канонически сопряженный к 
полю Ф импульс имеет вид

Скалярное поле. Связь с производной

с£  = —-^Э^ФЭ^Ф ~ ^ т 2Ф2 -  ^ д ^ Ф -  Ж{Ф), (7.5.1)

ЭФ
(7.5.2)

а гамильтониан имеет вид

fd 3cc П(П + J°) + |(7Ф )2 - | (П  + J0)2

+  ̂т 2Ф2 + J • УФ + J0 (П + J0) + Ж(Ф) .

Группируя слагаемые, можно записать его в виде

Я = н 0 + у , (7.5.3)

(7.5.4)
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V = J dsx Щ ° + J • УФ + - J  (J° )2 + Ж(Ф) (7.5.5)

Как объяснялось в разделе 7.2, переход к представлению взаимо
действия осуществляется простой заменой П и Ф на л и (р (аналогич
но следует поступить и для всех полей , входящих в ток J ,̂ но мы 
не будем это явно выписывать):

Hr d х I  к 2 (X, t) + 1 (v«p(x, г.))2 +  ш 2<р2(X, г)

V(t) = J d3x[n:(x, t)J°(x, t) + J(x, t) ■ V(p(x, t)

(7.5.6)

(7.5.7)

Гамильтониан свободных частиц совпадает с (7.2.25) и приводит, 
как и в разделе 7.2, к уравнениям (7.2.26)-(7.2.35). Какой бы ни был 
полный гамильтониан, мы должны выделить в нем слагаемое (7.5.6), 
называемое гамильтонианом свободных частиц, а оставшуюся часть 
считать взаимодействием, поскольку, как мы видели, именно эта 
форма гамильтониана свободных частиц приводит к правильному 
разложению (7.2.29) скалярного поля по операторам рождения и 
уничтожения, удовлетворяющим коммутационным соотношениям
(7.2.34), (7.2.35). Заключительный шаг состоит в замене тс в гамильто
ниане взаимодействия на его значение ф в представлении взаимо
действия (но не на его значение ф — J0 в гейзенберговском представ
лении):

V(t) = J d3x JV- (х, t)3^<p(x, t) + (J° (x, t)f + ,/f((p(x, t)) (7.5.8)

Как мы видели в разделе 6.2, дополнительное неинвариантное 
слагаемое в (7.5.8) необходимо для сокращения неинвариантного 
слагаемого в пропагаторе поля Э<р.

Векторное поле, спин единица

Аналогичные результаты получаются при каноническом кван
товании векторного поля V  ̂ для частицы спина единица. Не будем
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вводить сначала никаких ограничении и запишем лагранжиан в 
достаточно общей форме

SP. = -1 р Э цУуЭ ^  -± m * V vy ' L -J ^ V *  , (7.5.9)

где а, (3 и т 2 — пока что произвольные константы, а /  — либо 
с-числовой внешний ток, либо оператор, зависящий от полей, отли
чных от W  (в этом случае в SP следует добавить слагаемые, содержащие 
эти поля). Полевые уравнения Эйлера-Лагранжа для имеют вид

anV v +|33v( 3 ^ )  + m 2V v = - Г  .

После взятия дивергенции получаем

(а + |5рЭхУ х + т 2dxV x = -d %Jx . (7.5.10)

Это уравнение для обычного скалярного поля массой m2/(a+|3) с 
источником 3j/V(CC+P). Мы хотим описать теорию, содержащую 
только частицы спина единица, но не спина нуль. Поэтому, чтобы 
избежать появления f)^V* как независимо распространяющегося ска
лярного поля, нужно выбрать a  = —|3. Тогда можно выразить 
через внешний ток или другие поля в виде —д ^ / т 2. Константу a 
можно включить в нормировку поля V(l, так что положим a = —(3=1. 
В результате получим:

Ш = -  i F^FV" -  I  m \ V * -  , (7.5.11)

^ B V v - 3 vV(i. (7.5.12)

Производная лагранжиана по производной по времени векторного 
поля имеет вид

дЖ
W =  (7513)

Это выражение не равно нулю, если ц принимает пространствен
ные значения г, так что Vi являются каноническими полями, а 
сопряженные им импульсы имеют вид
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ГГ = F i0 = V х + Э*У° . (7.5.14)

С другой стороны, F00 = 0, так что у  о не входит в лагранжиан. 
Поэтому V0 является вспомогательным полем. Это не приводит к 
особым трудностям: обращение в нуль Э^/ЭУ0 означает, что поле
вое уравнение для У0 не содержит вторых производных, и поэтому 
может использоваться как связь, исключающая некоторую поле
вую переменную *. Конкретно, уравнение Эйлера-Лагранжа при
V = 0 имеет вид

Э = т 2У° + J0 , (7.5.15)
так что с помощью (7.5.14) находим

У° = ^ ( V - n -  J°). (7.5.16)
т

Вычислим теперь гамильтониан Я = $с£3х(П • V — Щ в этой тео
рии. В силу уравнения (7.5.14) можно записать V через П и J0:

V = -vy° + П = П -  V(V • П -  J0), 
т

так что

Н  =  Jd3x[n2 + m“2(V-n) (V-n-  . / ° ) -| п 2 +^(V- V)2 

+ i m 2V 2 - m _2(V • П -  J0)2 + J • V -  m _2J°(V • П -  J0)].

Вновь мы разбиваем это выражение на слагаемое Н0, отвечающее 
свободным частицам, и взаимодействие У:

Н = Н0 + У , (7.5.17)
и переходим к представлению взаимодействия, заменяя величины 
в гейзенберговском представлении V и Р на их аналоги в представ
лении взаимодействия v и р (так же следует поступить для всех 
полей и сопряженных им импульсов, входящих в хотя мы не 
выписываем этого явно):

* В контексте лагранжева и гамильтонова формализма английскому термину 
constraint соответствует русский термин связь. — Прим. пер.
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Я 0 = J d х 1 2 1 ТТЛ + -----
2 т

- ( V  - я ) 2 + t t ( V  х  v ) 2 + - ^ — v 2
т

2 (7.5.18)

V = J cL3x
1J • v — т J V • я н------ — (J'0\2

2 т “
(7.5.19)

Тогда v и 71 связаны соотношением

8H0(v,3i
V  =

8л
= ж -  т “V(V • ж (7.5.20)

а «полевые уравнения» имеют вид

ж = -------11 ̂  ’—-  = +V2v -  V(V • v) -  m 2v .
8v

(7.5.21)

Поскольку V° не является независимой полевой переменной, она не 
связана преобразованием подобия ни с каким объектом и0 в пред
ставлении взаимодействия. Напротив, мы можем ввести величину

т~%У ж .  (7.5.22)

Тогда с помощью формулы (7.5.20) можно записать ж в виде

rc = v + Vt;0 . (7.5.23)

Подставляя это выражение в (7.5.22) и (7.5.21), получаем полевые 
уравнения:

V2v° + V • v — m 2v° = 0,

V2v -  V(V • v) — v — -  m2\ = 0.

Их можно записать в ковариантной форме

— Э^Эуг>у — m 2v  ̂ = 0. 

После взятия дивергенции получаем:

(7.5.24)

= 0, (7.5.25)
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следовательно,

(□ -  m 2)v^ = 0. (7.5.26)

Действительное векторное поле, удовлетворяющее уравнениям
(7.5.25) и (7.5.26), можно представить в виде фурье-разложения

(х) = (2л) 3 2 У  J d;ip(2pu) 1/ 2|ер'(р,а)а(р,а)егр'ж

(7.5.27)

v
а

++е^"(р, а)а+(р,о)е *Р'Х|,

где р° = д/р2 + щ 2 > £ц(Р,с>) ПРИ о  = +1, 0, -1  — три независимых 
вектора, удовлетворяющих условию

р ^ ( р ,о )  = 0 (7.5.28)

и нормированных так, что

^  eti(p,a)ev’’ (p, о) = r|llv + p^pv /  m 2 , (7.5.29)
a

a a(p,o), a*(p,a) -  операторные коэффициенты. С помощью (7.5.23),
(7.5.27) и (7.5.29) можно непостредственно убедиться, что v и ж 
удовлетворяют правильным коммутационным соотношениям:

[r>l (x,t),^3(y,t)] = г5г;83(х -  у ) ,
. . . . (7.5.30)

[vl(х, t), v ] (у, г)] = [%г(х, t), %J (y,f)l = 0,

если операторы а(р,с) и а^(р,а) удовлетворяют коммутационным 
соотношениям вида

[a(p,c),a+(p/,G/)] = 53(р/ -  p)6a'a , (7.5.31)

[a(p,0),a(p/,a /)] = 0. (7.5.32)

Мы уже знаем, что векторное поле частиц спина единица должно 
иметь вид (7.5.27), так что представленный вывод этих результатов
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служит лишь для проверки, что (7.5.18) дает правильный гамильтониан 
свободных массивных частиц спина единица. Легко проверить также, 
что (7.5.18) можно записать (с точностью до постоянного слагаемого) в 
стандартной форме J d3p p°af (р, o)a(p, а) энергии свободных частиц. 
Наконец, пользуясь (7.5.22), можно записать выражение (7.5.19) для 
гамильтониана взаимодействия в представлении взаимодействия в виде

V(t) = J d3x V "  + -
1

2 т
(J0 \2 (7.5.33)

Дополнительное неинвариантное слагаемое в (7.5.33) имеет как раз тот 
вид, который, как мы установили в гл. 6, необходим для сокращения 
неинвариантного слагаемого в пропагаторе векторного поля.

Дираковское поле, спин 1/2

Для дираковского поля частицы со спином 1/2 попробуем взять 
лагранжиан в виде

f  = -Ч>(у^Эц + т)Ч> -  Ж(Ч>, Ч»), (7.5.34)

где Ж — действительная функция ¥  и Такое выражение не 
является действительным, однако действие удовлетворяет этому 
требованию, так как

Ф у ^ Ч ' -  (Ч 'у^Ч ')* = Ч 'у ^ Ч ' + ( Э ^ ) у ^  = Э ^ (Ф у ^ ) .

Таким образом, полевые уравнения, получаемые из требования 
стационарности действия относительно вариаций Ч* и Ч*, являются 
сопряженными друг к другу. Это и требуется, если мы не хотим 
иметь слишком большое число уравнений поля. Импульс, канони
чески сопряженный к Ч#, есть

П = = - П °  , (7.5.35)

поэтому мы не должны рассматривать Ч* как поле наравне с Ч*, 
а считать его пропорциональным импульсу, канонически сопря
женному к Ч*.
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Гамильтониан имеет вид

Я = J сг3х[ПФ - i d - J d3x [Пу°(у • V + т + Ж\.

Запишем это выражение в виде

H = H0 + V ,  (7.5.36)

где
Я 0 = J d3x Пун (у • V + т )*Р, (7.5.35)

V = J d 3xЯ('^/,'^#). (7.5.38)

Переходим к представлению взаимодействия. Так как (7.5.35) не 
содержит времени, преобразование подобия (7.1.28), (7.1.29) немед
ленно приводит к соотношению:

% = -\|/у° . (7.5.39)

Аналогично можно записать Я0 и V(t), заменив * Р и П н а ) | / и 1 в 
уравнениях (7.5.37) и (7.5.38). Отсюда приходим к уравнению движения *:

■ 5ЯП „
= — -  = у11 (у • V + т)\|/, 

5л

или более компактно
(у^Э + ш)\|/ = 0 .

(7.5.40)

(7.5.41)

(Другое уравнение движения, тс = -5 Я 0/6\|/, просто совпадает с 
сопряженным к уравнению (7.5.41).) Всякое поле, удовлетворяющее 
уравнению (7.5.41), можно записать в виде фурье-разложения:

V(x) = (2л) 3̂ 2 J d 3pJ^ {м(р,а)егр'ха(р,а) + г>(р,а)е ipa:bf (р,а)},

(7.5.42)

* Следует иметь в виду, что производные по полю — левые, тогда как 
производные по импульсу к — правые. — Прим. ред.
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где р° = V р2 + т ‘2 ; a(p,s) и b^(p,s) -  операторные коэффициенты, а 
м(р,±2) и и(р,±2) — два набора из двух независимых решений 
уравнений

+ m)u(p, о) = 0 , (7.5.43)

(—гу^р„ + m)v( р, а) = 0, (7.5.44)

соответственно, нормированных так, что *

(-гу^р +т )
> u(p,a)u(p,a) = -------— ------- , (7 5.45)
а 2Р

(гу^р + т)
L  и(р’ ° М р ’ 0) = -------- Г о ------• (7.5.46)
а 2Р

Чтобы получить желаемые антикоммутаторы

l¥u(x,0,'J/p(y,f)J, = [¥а(х^ ).7Гу(У^)]+(У0)7р

[a(p,a),a(p,,a ,)]+ = [b(p,o),b(p/,a /)]+ = 

[a(p,c),b(p',a')]+ = [a(p,a),bf (p',cj/)]+ = 0.

(7.5.47)= *(У°)оф53( х - у ) ,

[\|/a(x ,t),\j/p(y,t)]+ = 0, (7.5.48)

следует принять антикоммутационные соотношения

tu(p,a),a+(p',.a')]+ = [b(p,a),b+(p,,a /)]+ = 53(p/ -  p)8^a , (7.5.49)

(7.5.50)

* Матрица if-p  ̂имеет собственные значения ±m, так что £  ий  и £  v v  долж
ны быть пропорциональными проекционным матрицам (—i^fp^ + т )/2 т  и 
( i f p  +  т )/2т , соответственно. Коэффициент пропорцональности можно подоб
рать с точностью до знака, включив его в определение и и v. Общий знак опре
деляется условием, что Тг £  ий  (3 = £  и и и Тг £  иг?|3 = £  и v  положительны.
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и им сопряженные. Эти соотношения согласуются с результатами 
гл. 5, что подтверждает правильность выражения (7.5.37) как га
мильтониана свободных частиц спина 1/2. Записанный через опера
торы а и Ъ, гамильтониан имеет вид:

н о = £  J d3P Р° (а+(Р. о)а(р, о) -  Ь(р, а)Ь+ (р, а )) . (7.5.51)

Полученное выражение отличается от общепринятого гамильтониа
на свободных частиц на бесконечное с-числовое слагаемое *:

Н0 = £  [ d3p р° (ат (р, о)а(р, а) + bf (р, а)Ь(р, а) -  63 (р' -  р ) ) . (7.5.52)

Это с-числовое слагаемое в (7.5.52) важно только тогда, когда 
мы учитываем гравитационные явления. В противном случае, как и 
для скалярного поля, можно отбросить это слагаемое, поскольку 
оно влияет только на выбор начала отсчета энергии. После этого Н0 
оказывается положительным оператором, как и для бозонов.

а

7.6. Связи и скобки Дирака

Главная проблема при выводе гамильтониана из лагранжиана 
заключается в появлении связей. Стандартный анализ этой пробле
мы принадлежит Дираку 5, и мы будем следовать его терминологии. 
Анализ Дирака реально не требуется для обсуждаемых в этой главе 
простых теорий, в которых нетрудно идентифицировать свободные 
от связей канонические переменные. Для иллюстрации мы будем 
использовать теорию действительного массивного поля, вернув
шись к дираковскому подходу в следующей главе, где он окажется 
действительно полезным.

Первичные связи либо накладываются на систему (как напри
мер, в следующей главе, когда мы выберем калибровку электро

* Заметим, что с-числовое слагаемое в данном случае имеет отрицатель
ный знак. Гипотетическая симметрия, известная под названием суперсим
метрии 4, связывает между собой числа бозонных и фермионных полей та
ким образом, что все с-числовые слагаемые в Н0 взаимно сокращаются.
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магнитного поля), либо возникают как следствие структуры самого 
лагранжиана. В качестве примера такого рода рассмотрим лагран
жиан (7.5.11) массивного векторного поля V ,̂ взаимодействующего с
током J

Ш = - ~ F mF ^  - l m 2VaV» -  JLlV^ , (7.6.1)

где

-цух 2 Iх н-

(7.6.2)

Допустим, мы пытаемся рассматривать все четыре компоненты V  ̂
как равноправные. Тогда мы должны определить канонически со
пряженные им импульсы

тт -  ^  _  рОд
■ <76-3> 

Отсюда немедленно получаем первичную связь вида

П0 = 0. (7.6.4)

Вообще, мы сталкиваемся с первичными связями всякий раз, 
когда уравнения П; = 6L 6(г)0Фг) не могут быть разрешены отно
сительно Эд'Р*, т. е. не позволяют выразить все через Пг и 
(по крайней мере, локально). Такая ситуация возникает тогда 
и только тогда, когда матрица 82L 6(r)n4/, )6(r)(l<P"i ) будет имеет 
нулевой детерминант. Подобные лагранжианы называются нере
гулярными.

Затем могут существовать вторичные связи, возникающие из 
требования, совместности первичных связей с уравнениями движе
ния. Для массивного вкторного поля такой связью является как раз 
уравнение Эйлера-Лагранжа (7.5.16) для V0:

3;Пг; = m 2V° + J° . (7.6.5)

В данном случае этим все заканчивается, однако в других теориях 
могут встретиться новые независимые связи, возникающие из тре
бования совместности вторичных связей с полевыми уравнения
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ми и т. д. Разница между первичными связями, вторичными 
связями и т. п. несущественна, мы будем рассматривать их все 
одновременно *.

Но есть другое, более важное различие между определенны
ми типами связей. Те связи, которые мы нашли для массивного 
векторного поля, относятся к так называемым связям второго 
рода, для которых существуют универсальное предписание для 
коммутационных соотношений. Чтобы пояснить разницу между 
связями первого и второго рода, а также то предписание, которые 
используется в случае связей второго рода, полезно сначала напом
нить определение скобок Пуассона в классической механике.

Рассмотрим любой лагранжиан L(4*, 'F), зависящий от набора 
переменных *Ра(£) и их производных по времени Фа({). (Лагран
жианы квантовой теории поля относятся к специальному случаю, 
когда индекс а пробегает все пары значений I и х.) Для всех этих 
переменных можно определить канонические импульсы равенством

Величины П и ?  в общем случае не независимы, и могут подчи
няться различными связям, как первичным, так и вторичным. 
Скобка Пуассона определяется равенством

где при вычислении производных по 'Р01 и Па связи не учитываются. 
В частности, всегда [Ч"1, ПЬ]Р = 8аь (здесь и ниже все поля берутся в 
один и тот же момент времени, а временной аргумент опущен). 
Такие скобки имеют те же алгебраические свойства, что и комму
таторы:

* Строго говоря, здесь предполагается, что таким образом получаются все 
связи. — Прим. ред.

Э А ЭВ Э В ЭА
(7.6.7)

[А, В]Р = -[В , А]Р , (7.6.8)

[А, ВС]Р = [А, В]р С + В[А, С]Р , (7.6.9)
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включая тождество Якоби

[А,[В,С]Р]Р +[В,[С ,А]Р]Р +[С ,[А>В]Р]Р = 0 . (7.6.10)

Если можно было бы принять обычные коммутационные соотноше
ния [VEW, IIJ = 5ab, [4*a, *РЬ] = [Па, 11;, J = 0, то коммутатор любых 
двух функций ^ и П  был бы просто равен [А,В] = г[А,В]Р. Однако 
связи не всегда позволяют это сделать.
Связи в общем случае можно выразить в виде уравнений 
Xn = 0, где Xw -  набор функций от ¥  и ГТ. Поскольку мы включаем в 
рассмотрение все связи, как первичные, так и вторичные, множе
ство всех связей с необходимостью совместно с уравнениями дви
жения А = [А, Н]р . Поэтому, при условии, что все

[Хдг,Я]Р = 0 , (7.6.11)

уравнения связи Х\ 0 удовлетворяются *. Некоторая связь ** 
называется связью первого рода, если ее скобка Пуассона со всеми 
остальными связями обращается в нуль на поверхности связей 
(после вычисления скобок Пуассона). Мы столкнемся в следующей 
главе с простым примером такой связи при квантовании электро- 
магнтитного поля, где связь первого рода возникает из симметрии 
действия — электромагнитной калибровочной инвариантности. На 
самом деле, множество связей первого рода cN = 0 всегда связано с 
группой преобразований симметрии для произвольной величины А. 
Бесконечно малое преобразование из этой группы имеет вид

* В современной терминологии для последнего условия используется также, 
в частности, автором, термин «при наложении связей». Но наиболее 
употребителен термин «на поверхности связей». Имеется в виду, что уравнения 
связи %N = 0 определяют в фазовом пространстве (Ч*1, Па) некоторую поверхность. 
Ниже будет использоваться именно этот последний термин. Кроме того, 
гамильтониан Я содержит дополнительные вспомогательные поля — лагранжевы 
множители к связям. Уравнения (7.6.11) могут определить некоторые из них 
как функции 4е, Па. — Прим. ред.

т Согласно современной терминологии любая функция %N из набора, 
определяющего поверхность связей %N = 0, называется функцией связи, или 
коротко связью. Поэтому под связью в зависимости от контекста понимается 
как уравнение связи %N = 0, так и сама функция связи %N. В данном контексте 
термин связь понимается во втором смысле, как функция связи. — Прим. ред.
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5jv^ = £  ZnIXn, А]р ■ (7.6.12)
N

(В теории поля такие преобразования локальны, поскольку индекс 
N включает пространственно-временную координату.) Из формулы 
(7.6.11) следует, что такое преобразование оставляет гамильтониан 
инвариантным **; инвариантной остается также поверхность свя
зей. Теорию со связями первого рода можно рассматривать либо с 
помощью выбора калибровки, либо калибровочно-инвариантными 
методами, описанными в т. II.

Связи %№ дополнительные к связям первого рода, обладают 
тем свойством, что никакая нетривиальная линейная комбинация 
£ rrMJV[%w,%M]P скобок Пуассона этих связей друг с другом не 
обращается в нуль. Это означает, что матрица скобок Пуассона 
оставшихся связей неособенная,

Det С Ф 0 , (7.6.13)
где

Сдгм = [%лг>%м]р • (7.6.14)

Такие связи называются связями второго рода. Заметим, что 
число связей второго рода всегда должно быть четным, поскольку 
антисимметричная матрица нечетной размерности по необходимо
сти имеет детерминант, равный нулю.

Как мы видели, в случае массивного действительного вектор
ного поля связи имеют вид

Xl x=%2 x=0 ,  (7'6-15)

где
Х1х= П 0(х), %2х =Э .Д г( х ) - т 2У ° ( х ) - J°(x). (7.6.16) 

Скобка Пуассона этих связей равна

* Преобразования (7.6.12) сопровождаются также определенными 
преобразованиями лагранжевых множителей. — Пргип. ред.

** На поверхности связей. — Прим. ред.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



438 Глава 7. Канонический формализм

T̂x,2y — t-Vy.lx — [%1х>Х2у]р — ш 253(х у) (7.6.17)

и, конечно,
С1хДу = Са д  = 0 . (7.6.18)

Эта «матрица» очевидно неособенная, так что связи (7.6.15) отно
сятся ко второму роду.
Согласно Дираку, в случае, когда все связи являются связями 
второго рода, коммутационные соотношения имеют вид:

[А, В] = i[A, B]D , (7.6.19)

где [A, B]D -  обобщение скобки Пуассона, известное как скобка 
Дирака:

[А,В]в  H A . B W A x ^ M C - W x m .B I p .  (7-6-20)

(Здесь JV и М — составные индексы, включающие пространствен
ную координату *, и принимающие в нашем примере векторного 
поля значения типа 1,х и 2,х.) Дирак заметил, что дираковская 
скобка, как и скобка Пуассона, удовлетворяет тем же алгебраиче
ским соотношениям, что и коммутаторы:

[A,B]d = - [ B, A] d , (7.6.21)

[A,BC]d = [A ,B ]d C + B[A,C]d , (7.6.22)

Ш В ,  C]D ]D + [В, [С, А]п ]D + [С, [A, B]D ]D = 0,
(7.6.23)

и, кроме того, соотношениям

[XN, В]D =0 ,  (7.6.24)

* Автор употребляет здесь термин сompaund indices — составные 
индексы, а ниже в Приложении общий термин compact notation — 
компактные обозначения. В современной литературе более употреби
телен общий термин condensed notation — конденсированные (сжатые) 
обозначения. — Прим. ред.
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благодаря которым коммутационные соотношения становятся со
вместными со связями = 0. Кроме того, скобки Дирака не 
изменяются, если заменить %N любыми другими функциями %'N, 
для которых уравнения %'N = 0 и %N = 0 определяют одну и ту же 
поверхность связей в фазовом пространстве. Однако все эти прият
ные свойства не доказывают, что коммутаторы действительно сле
дует задавать формулой (7.6.19), куда входят скобки Дирака.

Вопрос был, если и не разрешен до конца, то прояснен с 
помощью мощной теоремы, доказанной Маскавой и Накаямой6. 
Они показали, что для любого набора канонических переменных 
Ч/а, Па, подчиняющихся связям второго рода, всегда можно 
с помощью некоторого канонического преобразования * построить 
два набора переменных Qn, и соответствующих им каноничес
ких импульсов Рп, ,JPr, так что уравнения связей будут иметь вид 
£ г = Уг =  0. Используя эти координаты для вычисления скобок 
Пуассона и переопределяя функции связей, так что %iг = З г, 
Х2г = %, получим

"̂1 г,2s

а для любых функций А, В

* Напомним, что каноническим мы называем преобразование от одного 
набора координат Ч"1, Па фазового пространствак другому набору 4*“ , П. , 
причем [Фа , П ь ]Р =  Щ и [Фа , 11,ь ]р =  [Па, П ь ]Р =  0, где скобки Пуассона 
вычисляются по Ч"1 и Па. Отсюда следует, что скобки Пуассона любых функ
ций А, В одинаковы, независимо от того, вычислены ли они по х¥а и Па, или 
по XJ/a и Па. Отсюда следует также, что если *-Р“ и Па удовлетворяют га
мильтоновым уравнениям движения, это же верно для 4>аи Па с тем же 
гамильтонианом ** При каноническом преобразовании лагранжиан изменя
ется, но только на полную производную по времени, что не меняет величи
ны действия.

** Конечно, в новых переменных гамильтониан, являющийся скаляр
ной функцией, имеет другой вид. — Прим. ред.

= [ ^ ] р = 51 ,

= 0, C2rj2s= [y /V /s]Р = 0 ,
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— > [А, %2г]р —
с)./' c)J г

Г
-1 —Выписанная С-матрица имеет обратную матрицу С = —С, 

так что скобки Дирака (7.6.20) имеют вид:

[A, B]D = [А, В]Р + [А,Хи ]р [%2г > - ]̂р — %2г ]р [%1г> -®]р 

= ГАВ1 -  —  M  + ЭА _  j)B ^ j)A  (7 б 25)
’ р э^?г а/;. э^ г э<э" эр„ э<э" эр„ '

Иными словами, дираковская скобка равна скобке Пуассона, вычис
ленной с помощью редуцированного набора независимых канониче
ских переменных Qn, Рп.

Если предположить, что эти независимые переменные удов
летворяют каноническим коммутационным соотношениям, то ком
мутаторы произвольных операторов А, В выражаются через скобки 
Дирака формулой (7.6.19)*.

Вернемся к массивному векторному полю, чтобы показать, 
как его можно проквантовать с помощью скобок Дирака. В этом 
случае легко выразить зависимые переменные V0 и П0 через неза
висимые переменные V{ и П,**: имеем просто П0 = 0, а Vго задается 
формулой (7.6.5). Из (7.6.15) и (7.6.17) следует, что CNM имеет в 
данном случае обратную матрицу вида:

* Все еще открытым остается вопрос, можно ли принять канонические 
коммутационные соотношения для независимых переменных Qn, Р п, постро
енных с помощью канонического преобразования Маскавы—Накаямы. В ко
нечном счете, проверкой таких коммутационных соотношений будет их со
вместимость с выведенными в гл. 5 коммутационными соотношениями для 
свободных полей, но чтобы воспользоваться этим тестом, нужно знать, чему 
равны Q” и Рп. В Приложении к этой главе мы описываем два больших класса 
теорий, в которых можно установить набор таких независимых величин Qn и 
Р п, что дираковские коммутационные соотношения (7.6.19) будут следовать 
из обычных канонических коммутационных соотношений для Q11 и Рп. Мы 
покажем также, что в этих случаях гамильтониан, определенный через не
зависимые переменные Q и Р, может быть с тем же успехом записана и 
через все переменные ’РиП .

*® Это частный случай теорий, обсуждаемых в части А  Приложения к этой 
главе.
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(C - l) lx ,2 y  =  _ ( C - l)2 y .lx  =  _ m -2 g 3 ( x  _  у ) ; (7.6.26)

(С-1)1хДу _  I j2x,2y _  q (7.6.27)

Поэтому предписание Дирака (7.6.19), (7.6.20) приводит к одновре
менным коммутаторам следующего вида:

[A,B] = i[A,B] р

+ im “ J d3z([A, П0(z)Jp [Э -П .(z) -  m2V° (z) -  J ° (z), B]P -  A B ).

(7.6.28)

По определению, имеем:

[Vtx(x ),n v(y)]P = б3(х -  у)б^ , [Vti(x), V v(y)]P = [П[1(х),Пу(у)]Р = 0.

(7.6.29)
Отсюда получаем:

[V 4 x ),V % )] = [V0(x),V°(y)]p = 0 , 

[V*(x), V°(y)] = -im ~2 Э̂ 83( х - у ) ,  

[У‘ (х),П.(у)] = гб;.63( х - у ) ,  

[У°(х),П 7.(у)] = [У^(х),П0(у)] = 0, 

[Пц(х),Пу(у)] = 0.

(7.6.30)

Это в точности те коммутационные соотношения, которые мы 
получили бы, предположив, что независимые переменные удов
летворяют обычным каноническим коммутационным соотнош е
ниям

[УЧх),П?.(у)] = гб;.53( х -у ) ,  [V! (x), V J (у)] = [П .(х), П;.(у)] = 0,

и использовав связи для вычисления коммутаторов, содержащих 
П0 и V0. ' '
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7.7. Переопределения полей и несущественные 
константы взаимодействия *

В любое действие входят некоторые параметры взаимодействия, 
от которых не зависят наблюдаемые, например, массы или мат
ричные элементы 5-матрицы. Эти параметры называют несуще
ственными **. Такое имя они получили потому, что изменение этих 
параметров можно устранить простым переопределением полевых 
переменных.

Непрерывное переопределение полей, например, бесконечно ма
лое локальное преобразование Ч^х) —> £?г(Ч#(х),Эц‘1,(х),...), 
очевидно не может влиять на любую наблюдаемую в теории ***, 
хотя, конечно, может изменить значения матричных элементов 
самих полей.

Как узнать, может ли какое-то изменение параметров теории 
быть скомпенсировано переопределением полей? Непрерывное ло
кальное переопределение поля приводит к изменению действия 
вида

Ы[Ч] =  г  ̂ J d 4x - ^ ^ F z(^(x),a^(x),...). ( Ш )

Поэтому любое изменение 6д, параметров взаимодействия git для 
которого изменение действия имеет вид:

=  < 7 Х 2 >

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.

ш Автор употребляет здесь английский термин redundant, дословно — 
излишний. — Прим. пер.

*** Например, теорема из раздела 10.2 показывает, что до тех пор, пока 
мы умножаем на правильные константы перенормировки полей, элементы 
^-матрицы могут быть получены из среднего по вакууму от хронологически 
упорядоченного произведения любых операторов, имеющих неисчезающие 
матричные элементы между вакуумом и одночастичными состояниями уча
ствующих в реакции частиц.
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может быть скомпенсировано переопределением полей 

Ч>1 (х) -> Ч>1 (х) + eF1(4>(x ), Э'Р(х), ...),

и, таким образом, не влияет ни на какую наблюдаемую. Иными 
словами, параметр взаимодействия является несущественным, 
если при вариации этого параметра изменение действия обраща
ется в нуль на уравнениях движения * Ы/8Ч11 =  0.

Например, предположим, что лагранжиан теории скалярного 
поля имеет вид:

& = ~ \ 2(Э^ФЭ^Ф + т2Ф2) -  gZ2Ф4.

Константа Z является лишней, поскольку

—  = ^  f d4x Ф(ПФ -  т 2Ф -  [ gZФ3) ,2 J б

и это выражение обращается в нуль на уравнениях движения

□Ф -  т 2Ф = ^д2Ф 3 .
6 w

С другой стороны, ни голая масса т, ни голая константа связи 
g не являются несущественными, как и любая функция т и д.

В этом примере переопределение поля, требуемое для ком
пенсации изменения Z, является простым изменением масштаба, 
когда F просто пропорционально Ф. (По этой причине Z называют 
константой перенормировки поля.) Это самое общее преобразование 
поля, оставляющее инвариантным общую форму такого действия. 
Однако для рассматриваемых в разделах 12.3 и 12.4 действий более 
общего вида, содержащих произвольное число полей и их произ

* Дословно автор пишет: «...когда мы пользуемся полевыми уравнениями», 
что в развернутой форме означает: «при условии, что поля в действии удов
летворяют полевым уравнениям». В современной русской терминологии для 
этого условия общеприняг термин «на уравнениях движения», который мы 
используем здесь и ниже. — Прим. ред.
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водных, нам придется рассматривать как линейные, так и нели
нейные переопределения полей, и в результате несущественным 
оказывается бесконечное подмножество параметров теории.

Приложение 

Вывод скобок Дирака из канонических коммутаторов

В этом Приложении для теорий двух типов мы покажем, что 
формула для коммутаторов в виде дираковских скобок, умножен
ных на г, следует из обычных канонических коммутационных соот
ношений для редуцированного набора переменных.

А

Предположим (как это имеет место в случае массивного век
торного поля V1'), что квантовые переменные Ч10 и Па, возникающие 
из лагранжиана L, можно разделить на два класса *: один набор Qn 
независимых канонических переменных (типа V*(x)) с независимы
ми канонически сопряженными импульсами Рп = db/dQn , и другой 
набор переменных ^"(х) (типа V0), производные по времени которых 
не входят в функцию Лагранжа. Первичные связи имеют вид 
hr =  0. где

Zir = 4  (7-A -D

— импульсы, канонически сопряженные к ^г. Вторичные связи 
возникают из уравнений движения 0 = 3 L /3 #  для . Предполо
жим, что эти связи могут быть «разрешены», т. е. их можно 
записать в виде %2г = 0, где %2г имеет вид

* Мы вновь используем компактные обозначения, в которых метки а, п и 
г включают пространственные координаты х, а также дискретные индексы. 
По повторяющимся индексам проводится суммирование и интегрирование. 
Считается, что все квантовые переменные вычисляются в один и тот же 
момент времени, причем общий временной аргумент везде опущен. Величи
ны Qr тождественны введенным в разделе 7.2 величинам Сг.
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l 2 r = ^ - f r(Q,P). (7.A.2)

(Примером может служить формула (7.6.5), где V0 выражается 
через независимые импульсы Р (в данном случае П,) и переменные 
Q.) Предположим, что независимые канонические переменные Q и 
Р удовлетворяют обычным каноническим коммутационным соот
ношениям:

Связь %2г = 0 приводит к следующим коммутаторам, включающим 3 :

а все коммутаторы, включающие ;Щ., естественно, равны нулю:

Сравним эти коммутаторы со скобками Дирака. Скобки Пуассона от 
связей имеют вид:

(В примере с массивным векторным полем величины Р"а обращают
ся в нуль, но приведенная аргументация верна и для ненулевых 
Гге.) Легко видеть, что матрица С имеет обратную:

(7.А.З)

(7.А.4)

(7.А.5)

где Г™ -  скобка Пуассона

(7.А.6)

(7.А.7)

[Zir.ZiJp (7.А.8)

(7.А.9)

C2r,2s = [%2r,Z2s]p = [ / r(Q ,P ),/s(Q,P)]p = Г -  . (7.A.10)

(C  У г-Ь' = r r\  (c~1)2r,2s = о,
l^lr,2s _  1^2s,lr _  gr (7A.11)
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Кроме того, скобки Пуассона любой функции А со связями имеют 
вид

й А 3 Л
[AXirJp = [^»%2r]p = lA ’ f r(Q,P)]P ■

Отсюда дираковская скобка имеет вид

г л m i г а п>1 йА ЭВ ЭВ ЭА [ , Ь -  I . ]р -  щ  +

+ —  Frs —  -  —  [В ,/г] - [ А , / Г]Р —  • (Т'ЛЛ2)
э #  э #  э^г э^г

Если А и В являются функциями только независимых канониче
ских переменных Qn и Рп, тогда ЭА/Э# = ЭВ/Эi f  = 0, и скобка 
Дирака равна скобке Пуассона. В частности,

[ Q n , P m b = K n A Q n , Q m b  =  [Pn , P m b = V -  ( 7-А -13 )

Если А есть Ж, а В есть функция переменных Q и Р, то вклад дает 
только пятое слагаемое в правой части (7.А. 12). В частности,

[4r,Q ” b  = _ Ц г ’ l * ' - p» b  = + ^ .  (7.А.14)

Если и А, и В суть переменные Шг, остается только четвертое 
слагаемое

[ l r, Js]D = T rs. (7.А.15)

Наконец, если А есть Щ, а В -  любое, остаются только первое и 
третье слагаемые, которые сокращаются:

ЭВ
14, B]D = [4 , В]Р + — - = 0. (7.А.16)

6̂ 2

Сравнение формул (7.А.13)-(7.А.16) с (7.А.З)-(7.А.7) показывает, что 
во всех случаях коммутаторы равны скобкам Дирака, умноженным на г.
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Этого и следовало ожидать, поскольку, как отмечалось в разделе 7.6, все 
дираковские скобки, включающие функции связей, обращаются в нуль, 
а дираковские скобки, включающие и/или Ц  можно вычислить, 
используя уравнения связи для выражения Зг и/или Щ через независи
мые переменные Q и Р.

В

Рассмотрим теперь случай, когда связи принимают вид ус
ловий %ir('J#) = 0 на которые можно разрешить, выразив все 4м 
через меньший набор независимых переменных Qn, и такое же 
число отдельных условий %2г(П) = 0 на Па, которые также можно 
разрешить, выразив Па через меньший набор независимых 
переменных Рп. (Соответствующий пример будет рассмотрен 
в следующей главе, где связи на хРа представляют собой условия, 
фиксирующие калибровку, а связи на Пя — вторичные связи, 
возникающие из условия совместности связей первого рода 
с полевыми уравнениями.) Предположим, что независимые пере
менные удовлетворяют обычным каноническим коммутационным 
соотношениям [Qn,Pm] =ibnm, [Qn,Qm] = [Рп,Рт] =  0. Зависимые 
и независимые импульсы связаны соотношениями

дЬ дЬ дЧ>ь ЭЧ'Ь 
Р~ = -------- = Ш

Отсюда следует, что

Эф” дЧ>ъ dQr

[¥ а,ПьЬ----- = [Ч'а,Рn} = i
' (1Q« "

3Q"

dQn

(7.А.17)

или, иными словами,

{ [ ^ , п ь] - й § эч>ъ
3QT

= 0. (7.А.18)

Связи %1г(х1#) = 0 удовлетворяются для 'F0 = ^"(Q) при всех Q, так что

д%1г Э¥ь
Э^ь Э<2П

= 0. (7.А.19)
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Далее, векторы (Vr)b = Э%1г/Эх1/Ь образуют полный набор векторов, 
перпендикулярных ко всем векторам (Un)b = d4lb/dQn, поскольку, 
если бы существовал какой-то другой вектор Vb, удовлетворяю
щий условию Vb(Un)b =  0 для всех п, то это означало бы наличие 
дополнительных ограничений на 4*“. Поэтому из (7.А .18) вытека
ет, что

[ ^ , n b] = t6g + < ^  (7А.20)

с некоторыми неизвестными коэффициентами саг. Чтобы опреде
лить эти коэффициенты, используем другие связи, а именно, что 
%2г(П) = 0. Из них следует, что

0 = [^а, х2г (П)] = i[4>a, пь ] Э*2' (П).
оПк

Используя (7А.20), получаем тогда

д%2г(П) _  „а Эх1я(У) ЭХ2г(П)- с
ЭПа s дЧъ ЭПЬ

Множитель при cas есть скобка Пуассона 

dXuQP) Эх2г(П) _

s дшЬ дп ' (7А.21)

[X ls) %2r ]р -  ^ls,2r

Кроме того, поскольку зависит только от 'Р, а %2г _  только от П, это 
единственные отличные от нуля скобки Пуассона связей, тогда как

^"Tr,ls — ^~'2r,2s — ^ '

Таким образом, можно переписать (7А.21) в виде

_  ал
ЭП„

s 4 s,N ’ (7А.22)

где N нумерует все связи. Для связей второго рода это уравнение 
имеет единственное решение
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,а _  Э%№ 1yN.ls _  г (Q —1^2r,ls
эп, эп

Подстановка его в (7.А.20) показывает, что

[^ а,П ь] = г Яа *̂ %2г /г - i - l-|2r,ls dXls
6ь_эп.(С ’

(7.А.23)

(7А.24)

Скобки Пуассона Ч11* и Пь с функциями связей имеют вид

[^ а,Х2
Э%2 г

г Jp ЭП,

[Xir, n b]p - Э%1Г
эч>ъ ’

[%2г>Пу,]р — 0,
(7А.25)

так что величина в квадратных скобках в правой части формулы 
(7.А.24) есть скобка Дирака

[ ^ , П ь] = г [^ ,П ьЬ , (7А.26)

что и требовалось показать. Кроме того, легко видеть, что посколь
ку «диагональные» 11- и 22-компоненты матрицы С-1 равны нулю, 
остальные скобки Дирака имеют вид

[ ^ , ^ ьЬ = [ П а,П ь]в = 0 , (7.А.27)

так что тривиальным образом получаем:

[4>\4>ъ] = i[vf#a,'J#b]D , [Па,Пь] = г[Па,П ьЬ  . (7.А.28)

* * *

В дополнение к правилам коммутации нам нужна явная формула 
для гамильтониана. Согласно обычному каноническому формализму 
гамильтониан следует взять в виде

Я = PnQn -  L , (7.А.29)
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где сумма берется по независимым каноническим переменным, В 
теориях обоих типов, рассмотренных в этом Приложении, такой 
гамильтониан можно записать через все переменные в виде

Н = ПаФа - Ь .  (7.А.30)

Для теорий типа А это утверждение тривиально: сумма по а 
берется по значениям те, для которых = Q” и Пп = Рп — 
независимые канонические переменные, а также по значениям г, 
для которых Пг = \fr = 0. Для теорий типа В заметим, что из (7.А.17) 
следует

- Э'Р5 • •

PnQn = Пь ------ Qn = П Ь̂ Ь.
3Q"

что вновь приводит к (7А.30).

Задачи

1. Рассмотрите теорию нескольких действительных скалярных 
полей Фп с лагранжианом

s’ = - 2 L , V w ' /- m ,
где / пт(Ф) -  произвольная действительная матричная функция 
поля. (Такая теория называется нелинейной о-моделью.) Про
ведите каноническое квантование этой теории. Получите вид 
взаимодействия V[<p(t), (p(t) ] в представлении взаимодействия.

2. Рассмотрите теорию действительных скалярных полей Ф" и 
дираковских полей Ч" с лагранжианом Я1 = SP0 + Щ  где -  
обычный лагранжиан свободных полей, а ^  — взаимодействие, 
содержащее поля Ф” и 4я, но не их производные. Получите 
явное выражение для симметричного тензора энергии—импуль
са ' ’ '

3» Пусть в теории, описанной в задаче 2, плотность лагранжиана 
инвариантна относительно глобального инфинитезимального пре
образования
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8Ф" = ге У  = геУ x W  .

Получите явные выражения для сохраняющихся токов, свя
занных с этой симметрией.

4. Рассмотрите теорию комплексного скалярного поля Ф и дейст
вительного векторного поля V  ̂ с лагранжианом

q>; =  -(Ц ,Ф Г 0»‘Ф - ^FjlvF!'v - 1 ?n2V(lV!' - . ^ ( ф ' ф ) ,

где D(1 = Э -  tgfV̂  и F̂ v = -  ЭуУц, а Ж — произвольная
функция. Проведите каноническое квантование этой теории. 
Получите вид взаимодействия в представлении взаимодейст
вия.

5. В теории, рассмотренной в задаче 4, получите выражения для 
симметричного тензора энергии—импульса ®^v и сохраняюще
гося тока, связанного с преобразованием симметрии, при кото
ром 6Ф = геФ, 8Vм = 0.

6. Докажите, что скобки Дирака удовлетворяют тождеству Якоби
(7.6.23).

7. Докажите, что скобки Дирака не зависят от выбора связи %N, 
задающих данное подмногообразие фазового пространства.
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Электродинамика

Первоначальный подход к квантовой электродинамике заклю
чался в том, чтобы принять как данное максвелловскую классиче
скую теорию электромагнетизма и проквантовать ее. Вероятно, чи
татель уже не удивится тому, что в этой книге мы пойдем другим 
путем.

Сначала, анализируя специфические трудности, возникающие 
при формулировке квантовой теории безмассовых частиц со спи
ном, мы придем к необходимости принципа калибровочной инвари
антности, и затем выведем основные свойства электродинамики. Да
лее мы будем следовать более привычным современным путем, и 
исходя из калибровочной инвариантности выведем существование 
векторного потенциала, описывающего безмассовые частицы спина 
единица.

Слишком рано говорить, какая из этих альтернатив отвечает 
логическому порядку природы. Большинство теоретиков предпочи
тает брать за отправную точку калибровочную инвариантность, од
нако в современных теориях струн1 аргументация иная: сначала 
среди нормальных мод струны обнаруживается состояние нулевой 
массы и спина единица, а затем из этого выводится калибровочная 
инвариантность эффективной теории поля, описывающей такие час
тицы.

Во всяком случае, как мы увидим, и тот, и другой подход 
приводят к квантованной версии максвелловской теории, все еще 
остающейся образцовым примером успешной квантовой теории по-
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8.1 Калибровочная инвариантность

Начнем с напоминания тех проблем, которые связаны с по
строением ковариантных свободных полей для безмассовой части
цы спиральности ±1. Мы видели в разделе 5.9, что для таких частиц 
не составляет труда построить свободное антисимметричное тен
зорное поле / (1У(.г). Это поле можно выразить через 4-потенциал а(1(х)
(5.9.23) с помощью известного соотношения

f\iv(**") — — Эуо^(х). (8.1.1)

Однако из формулы (5.9.23) следует, что ац(х) преобразуется как
4-вектор только с точностью до калибровочного преобразования

!70(A)atl(x)l7o1(A) = Л / а у(Лх) + ЭцП (х,Л ). (8.1.2)

На самом деле, нельзя построить истинный 4-вектор как линейную 
комбинацию операторов рождения и уничтожения частицы спираль
ности ±1. Это объясняет наличие сингулярностей при т =  0 в про- 
пагаторе массивного векторного поля

(Ж>У) =  (271) 4 g2 + т 2 -  ге

которые не позволяют рассматривать безмассовые частицы спираль
ности ±1, просто переходя к пределу т —> 0 в теории массивных 
частиц спина единица.

Можно обойти эти проблемы, потребовав, чтобы все взаимо
действия включали не А„(х),, а только * F̂ y(x) а ЭцАу(х) —ЭуА)Х(х) и 
их производные, однако это и не самая общая возможность, и не 
та, которая реализуется в природе. Вместо изгнания Ац(х) из дейст
вия, потребуем, чтобы действие материи 1М, т. е. слагаемое в дейст
вии, описывающее материю и ее взаимодействия с излучением, 
было инвариантным относительно общего калибровочного преобра
зования

* Мы теперь используем обозначения А  ̂и f'uv для вектора электромагнит
ного потенциала и тензора напряженности поля, так как это взаимодействую
щие поля
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Ац(х) —» А а(х) + Эце(сс) (8.1.3)

(по крайней мере, если поля материи удовлетворяют полевым урав
нениям), чтобы дополнительное слагаемое в правой части формулы
(8.1.2) не оказывало никакого влияния. Изменение действия для мате
рии в результате преобразования (8.1.3) можно записать в виде

Ь1М - d х -
Ым

бАДае)
Э е(ж). (8.1.4)

Поэтому из лоренцевской инвариантности 1М вытекает, что

э 51м -О
Ч а , ( х ) ' (8Л‘5)

Это тривиально верно, если 1М содержит наряду с полями материи 
только Fjlv(x) и его производные. В этом случае

_  2^v Щм_
5Ац(ж) 8F̂ v(x )

Однако если в 1М входит само поле Ац(ж), уравнение (8.1.5) становит
ся нетривиальным ограничением на теорию.

Обсудим теперь, теории какого типа приводят к сохраняю
щимся токам, с которыми может взаимодействовать поле А (̂сс). В 
разделе 7.3 мы видели, что наличие непрерывных внутренних сим
метрий действия влечет за собой существование сохраняющихся 
токов. В частности, если бесконечно малое преобразование *

б'!'* (х) = ie(x)ql4)l (х) (8.1.6)

оставляет инвариантным действие материи при постоянном £, то в 
случае произвольной функции £(х) изменение действия материи 
должно иметь вид

* Поскольку в данном случае матрица преобразования поля взята диаго
нальной, соглашение о суммирования для сумм по повторяющимся индексам 
здесь неудобно, так что в формуле (8.1.6) нет суммирования по I.
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Ым = -J  d4x Jtl(x)3!Je(x). (8.1.7)

Если поля материи удовлетворяют своим полевым уравнениям, дей
ствие материи стационарно по отношению к любым вариациям 
так что в этом случае правая часть формулы (8.1.7) должна обра
титься в нуль, откуда

В частности, в разделе 7.3 мы видели, что если 1М есть интеграл от 
функции 5?м, зависящей от Чг и , то сохраняющийся ток дается 
формулой *

Поэтому можно построить лоренц-инвариантную теорию, где век
торное поле взаимодействует с сохраняющимся током J  ̂ в том 
смысле, что вариационная производная 57м/5А^(х) пропорциональ
на Л х ). Любая константа пропорциональности может быть погло
щена переопределением общего масштаба зарядов qh так что мож
но просто приравнять эти величины друг другу:

* Здесь считается, что Ч*г пробегает множество всех независимых полей, 
кроме А11. Мы используем заглавное 'Р, чтобы отметить, что это поля 
в гейзенберговском представлении, зависимость от времени которых вклю
чает эффекты взаимодействия. Конечно, эти Ч*1 не следует путать с вектором 
состояния или волновой функцией.

V " = ° - (8.1.8 )

и он порождает преобразования (8.1.6) в том смысле, что

[Q ,^ (x )] = - g ^ ( x ) , (8.1.9)

где Q — не зависящий от времени оператор заряда

(8.1.10)

(8 .1.1 1 )
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Сохранение электрического заряда позволяет зафиксировать зна
чения всех зарядов, выразив их через значение любого из них. При
нято выбирать за основу значение заряда электрона, обозначаемое 
—г. Именно формула (8.1.11) придает значению е определенный 
смысл *.

Требование, выражаемое формулой (8.1.11), можно теперь 
сформулировать как принцип инвариантности относительно совмест
ных преобразований вида

5А^(х) = Эц£(х), (8.1.12)

8Ч11 = ie(x)qixil1 (х). (8.1.13)

Симметрия такого типа с произвольной функцией £(сс) называется 
локальной симметрией или калибровочной инвариантностью второ
го рода. Симметрия относительно преобразований с постоянным £ на
зывается глобальной симметрией или калибровочной инвариантно
стью первого рода. В настоящее время известно несколько точных 
локальных симметрий, однако чисто глобальные симметрии, по- 
видимому, являются следствием других принципов (см. раздел 12.5). 
Мы еще ничего не сказали о действии для самих фотонов. В качест
ве догадки можно попытаться взять его таким же, как и для мас
сивных векторных полей, положив только т =  0:

= (8.1.14)

Это действие совпадает с тем, которое используется в класси
ческой электродинамике, однако истинным оправданием выбора та
кого действия является то, что оно (с точностью до константы) пред
ставляет единственный калибровочно-инвариантный функционал, 
квадратичный по F(lv и не содержащий высших производных. Кроме 
того, как мы увидим в следующем разделе, оно приводит к 
согласованной квантовой теории. Любые слагаемые в действии 
более высокого порядка по производным и/или по F v̂, могут быть

* Конечно, (8.1.11) фиксирует определение е только после того, как опре
делена нормировка А ^ х ). Вопрос о нормировке электромагнитного поля обсу
ждается в разделе 10.4.
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включены в то, что мы назвали действием материи. С учетом фор
мул (8.1.11) и (8.1.14) уравнения электромагнитного поля имеют вид

О = - ^ [ Т + 1м] = д Р ^ + Г .
6А, V  ■ (8.1.15)

v

Видно, что это обычные неоднородные уравнения Максвелла с то
ком Jv. Есть и другие, однородные, уравнения Максвелла

О = f\,FV(. + 3eF̂ v + avFe(i, (8.1.16)

которые непосредственно вытекают из определения F^v = djlAv~dvA )I.
Выше мы исходили из существования безмассовых частиц спина 

единица и были вынуждены потребовать инвариантности действия ма
терии относительно локального калибровочного преобразования (8.1.12),
(8.1.13).

Обычно этот вывод производится в обратном направлении. Ины
ми словами, исходят из глобальной внутренней симметрии

б¥г = ЩЧ>1(х) (8.1.17)

и задают вопрос, что нужно сделать, чтобы расширить ее до ло
кальной симметрии

5Ч*1 = ie(x)ql4jl (х) ■ (8.1.18)

Если лагранжиан SP зависит только от полей Ч^(х), но не от их 
производных, то нет никакой разницы в том, постоянна величина £ 
или нет. Инвариантность с постоянной £ влечет инвариантность и в 
случае, когда £ есть функция пространственно-временных коорди
нат. Однако все реалистические лагранжианы содержат производ
ные, и мы сталкиваемся с проблемой, что производные полей пре
образуются не так, как сами поля:

бЭ^Ч^х) = г£(х)дгЭ̂1Ч>г(х) + гдг'Рг(х)Э[Х£(х). (8.1.19)

Чтобы второе слагаемое в этом выражении сократилось, мы 
* *  ‘«руками» вводим векторное поле Ац(х), преобразующееся по прави 

лу
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бАц (х) = Э|Ае(а;), (8.1.20)

и требуем , чтобы лагр ан ж и ан  зави сел  от и Л(1 только в
определенной комбинации

D ^ 1 = Э ^ г -  iqjA^ 1, (8.1.21)

которая преобразуется так же, как и поле Ч*г:

бD ^ l(x) = ie(x)qlD^4)l(x). (8.1.22)

Если лагранжиан материи J-’y ^ D 'F ) ,  построенный только из 
УРг и Du4r'', инвариантен относительно преобразования с постоянной 
величиной £, то он будет инвариантным и относительно преобразо
ваний (8.1.18), (8.1.20) с произвольной функцией £(х). Для такого ла
гранжиана имеем

= ‘) = ■
6/Ц, 1

что совпадает с (8.1.11). (Можно было бы включить в 9РМ такж е и F^v 
и его производные.) С этой точки зрения, безмассовость частиц, 
описываемых потенциалом Л}1, есть не предположение, а следствие 
калибровочной инвариантности: слагаемое —1т’Л^Л^ в лагранжиане 
наруш ало бы калибровочную инвариантность.

8.2. Связи и калибровочные условия

Электродинамика обладает рядом особенностей, препятствую 
щих квантованию этой теории по типу рассмотренных в предыду
щ ей главе теорий массивных частиц. Как обычно, можно опреде
лить канонический импульс для электромагнитного векторного по
тенциала равенством

* дЧ:
№  щ

’ 0л ц

Квантование по обычным правилам приводило бы к формуле
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[A(i(x ,t ) ,n v(y,t)] = г6^63(х -  у ) .

Но в данном случае это равенство невозможно, поскольку и n v 
подчиняются ряду связей.

П ервая из них следует из того факта, что лагранжиан не за 
висит * от производной величины А0 по времени, и поэтому

Это первичная связь, так как она следует непосредственно из струк
туры лагранжиана. Но здесь есть и вторичная связь, вытекающая из 
уравнения поля для величины, фиксированной первичной связью **:

так как слагаемое с производной по времени выпадает и з-за  равен
ства F00 = 0. Хотя лагранжиан материи может в общем случае зави
сеть от А0, плотность заряда зависит только от полей материи *** 
Qn и канонически сопряженных им импульсов Рп:

Следовательно (8.2.3) есть функциональное соотношение меж ду ка
ноническими переменными. Оба соотношения (8.2.2) и (8.2.3) несо
вместимы с обычными предположениями, что

* В случае Щ = FUVP ‘V/ 4 имеем = FU'u, что равно нулю при
(1 = 0 , так как F|iV — антисимметричный тензор. Для лагранжиана материи 

включающего только 1Р' и Du4/f, предписание (8.1.21) утверждает, что 
не зависит от любых производных любых компонент Av. Даже если лагран
жиан материи зависит от F^v, производная Э&м/д(дуАр) будет также антисим
метрична по (I и v и, следовательно, обратится в нуль при ji = v = 0.

** Как обычно, г, j, и т. д. принимают значения 1,2,3.
*** Ввиду истощения ресурсов алфавита, я  вынужден использовать здесь 

иные, чем в предыдущей главе, обозначения Символы Qn и Рп сохранены для 
обозначения полей материи и канонически сопряженных им импульсов, соот
ветственно, а электромагнитные поля и сопряженные им канонические им
пульсы обозначены соответственно через А{ и ГГ.

П°(х) = 0. (8.2 .2 )

(8.2.4)
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[Ад (х, t), Пv (у, г)] = гб* б3 (х -  у ) ,

[Qn (х, t), ITV (у, t)] = [Рп (х, I), ГГ (у, l)\ = 0.

Мы сталкивались с аналогичной проблемой в теории массив
ного векторного поля. В том случае было предложены два эквива
лентных пути ее решения: либо методом скобок Дирака, либо более 
непосредственно, принимая в качестве канонических переменных 
только А, и ГГ и разреш ая аналог уравнения (8.2.3) относительно А0, 
что позволяет вы разить А0 через эти переменные. Ясно, что в дан
ном случае нельзя использовать скобки Дирака. Ф ункциями связей 
% здесь являю тся Г!0 и Э):П,: -  (вместо ЭДТ, -  ш 2А° ~J°), и их 
скобки Пуассона очевидно равны нулю. По терминологии Дирака, 
связи (8.2.2) и (8.2.3) относятся к первому роду. Кроме того, мы не 
можем устранить А0 как динамическую переменную, вы разив ее 
через другие переменные. Вместо того, чтобы определять А0 во все 
моменты времени, уравнение (8.2.3) играет роль начального усло
вия: если оно выполнено в один момент времени, то оно удовлетво
ряется во все моменты, поскольку (в силу уравнений для других 
полей А 1)

a * _ jD
Щ о

dSP Q

Э5? _ п = +Э Э •-------- ЭiJ i -  d0Jг 1 г г и
г]

и условие сохранения тока дает

(8.2.5)

Не следует удивляться, что у нас имеются четыре компоненты 
А̂ 1 и только три полевых уравнения. Дело в том, что эта теория обла
дает локальной калибровочной симметрией, что делает в принци
пе невозможным определить значения полей в произвольные мо
менты времени, зная их величину и скорость изменения в любой 
определенны й момент. З н ая  любое реш ение A)I(x,t) уравнений
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поля, всегда можно найти другое реш ение + 3(I£(x,t), имею
щ ее те ж е значения поля и его производной по времени при t = О 
(для этого нужно выбрать £ так, чтобы ее первая и вторая произ
водные обращ ались в этот момент в нуль), но отличаю щееся от 
А(1(х,£) в последующие моменты времени.

И з-за  такой частичной произвольности A^(x,t) невозможно при
менить процедуру канонического квантования непосредственно к А^ 
(или к А, как в случае конечной массы). И з множества подходов к 
разреш ению этой трудности особенно полезны два. Первый — со
временный метод калибровочно-инвариантного квантования, кото
рый обсуждается в т. II. Второй, которому мы здесь последуем, 
заклю чается в использовании калибровочной инвариантности тео
рии для того, чтобы «выбрать калибровку». Именно, мы совершаем 
конечное калибровочное преобразование

А^(х) —> А^(х) + d^Xfx), Wl(x) —> ехр(гдгЯ.(ж))'1,г(х ),

чтобы наложить на поле А^(х) условие, позволяющ ее применить 
методы канонического квантования. С точки зрения различных при
ложений полезными оказываются различные калибровки, например *

калибровка Лоренца (или Ландау): ЭЦА^ = 0; 
кулоновская калибровка: V • А = 0; 
временная калибровка: А0 = 0; 
аксиальная калибровка: А3 = 0; 
унитарная калибровка: поле Ф действительно.

Процедура канонического квантования легче всего реализует
ся в аксиальной или кулоновской калибровках. Преимущество ку
лоновской калибровки перед аксиальной состоит в том, что она со
храняет явную инвариантность относительно вращений, поэтому 
здесь мы предпочтем кулоновскую калибровку 2.

Чтобы убедиться, что она возможна, заметим, что если А̂ 1 не 
удовлетворяет условию кулоновской калибровки, то калибровочно

* Здесь Ф — любое комплексное скалярное поле с q Ф 0. Такое калибровоч
ное условие используется в ситуации, когда калибровочная симметрия спон
танно нарушается за счет ненулевого вакуумного среднего поля Ф.
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преобразованное поле +  Э'иА, будет ему удовлетворять, если вы
брать X таким, что V2X = -  V • А. Начиная с этого момента, предпо
лагаем это преобразование выполненным, так что

V • А = 0. (8.2.6)

Далее удобно ограничиться теориями, в которых лагранжиан 
м а т е р и и  SPM з а в и с и т  от п о л ей  м а т е р и и  и их  п р о и зв о д н ы х  
по врем ени, а так ж е  от поля А1-1, но не от его производны х. 
(Стандартные скалярная и спинорная электродинамики имеют ла
гранж ианы  именно этого типа.) Тогда единственным слагаемым 
в лагранж иане, зависящ им от F(IV, является  кинетический член 
- F )IVF|IV/4 , так что уравнение связи (8.2.3) имеет вид:

-3,F*° = J 0 . (8.2.7)

В сочетании с условием кулоновской калибровки (8.2.6) получаем:

-V 2A° = J° , (8.2.8)

реш ение которого имеет вид:

А°(х, t) = j3 J (У,t)d У— ,--------7• (8.2.9)4л: x -  у

Оставшиеся степени свободы — поля A i, i = 1,2,3, подчиняющиеся 
условию V • А.

Как отмечено выше, плотность заряда зависит только от полей 
материи Qn и канонически сопряженных им импульсов Рп, так что 
формула (8.2.9) дает явное решение для вспомогательного поля А0.

8.3. Квантование в кулоновской калибровке

Все ж е есть еще одно препятствие, мешающее каноническому 
квантованию электродинамики в кулоновской калибровке. Даж е по
сле использования формулы (8.2.9) для исключения А0 (и П°) из 
списка канонических переменных, мы не можем использовать обыч
ные канонические коммутационные соотношения для А* и П4, так
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как остались еще две связи, наложенные на эти переменные *. Одна 
из них — условие кулоновской калибровки:

Xix = д{А г(х) = 0. (8.3.1)

Другая — вторичная связь (8.2.3), требующая, чтобы

Х2х = 3 < ir(x )  + J°(x) = 0. (8-3.2)

Ни одна из этих связей не совместима с обычными коммутационны
ми соотношениями [Адх), П ;(у)] = г'6!(8;’(х — у), поскольку действие 
производных д/дх1 и Э/Эу-7 на правую часть дает ненулевой резуль
тат.

Указанные связи относятся к типу, известному как связи вто
рого рода. Для них сущ ествует универсальный рецепт построения 
коммутационных соотношений, обсуждавшийся в разделе 7.6. З а 
метим, что скобки Пуассона функций связи имеют вид:

С1х,2у ~ ^2у,1х -  [%lx>%2y]p -  V262(x у),

f'lx,ly -  lXlx’Xly 1р -  0> 

Q'x.ly S [%lx>Zly]p = О,
(8.3.3)

где подразумевается, что для любых функционалов U и V  

[U,V] р = d3x
%/

617 6V 5V 617 ’
_6A*(x) 5ПДх) 5А,:(х) 5П.(х)

«Матрица» CNM неособенная, что как раз и отличает связи второго 
рода. Кроме того, полевые переменные A i можно вы разить через 
независимые канонические переменные, за которые можно взять, 
например, Q lx = А:(х), Q2x = А2(х), в то время, как А3 дается реш е
нием уравнения (8.3.1)

* В этом разделе i,j и т. д. пробегают значения 1,2,3. Мы продолжаем считать 
все операторы взятыми в один момент времени и опускаем временной аргумент.
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А3( х ) = - р 4 Э И Ч а Л Л з )  + Э2А2(х*,Л<>)].

Аналогично, с помощью уравнения связи (8.3.2) можно вы ра
зить импульсы П ,, канонически сопряженные полям Ai , через им
пульсы Р 1х и Р 2х, канонически сопряженные переменным Qlx и Q2x- 
В таких случаях, как показано в части В П риложения к предыду
щ ей главе, если независимые переменные Qlx, Q2x, Р 1х и Р 2х удов
летворяют обычным каноническим коммутационным соотношени
ям, то коммутаторы подчиняющихся связям  канонических пере
менных даются (с точностью до множителя г) соответствующими 
скобками Дирака (7.6.20). Большое преимущество этого рецепта за 
клю чается в том, что мы не должны использовать явные вы раж е
ния для зависимых переменных через независимые.

Чтобы вычислить скобки Дирака, заметим, что матрица С име
ет обратную:

(c - 'W y  = - ( с - 1)2уДх

( C ' V y  = (С-1)2х,2у = 0.

d3k eik(x-y) 1
(2л) к 4 л |х - у |
' 1 (8.3.4)

Кроме того, неисчезающие скобки Пуассона переменных A i и Пг с 
функциями связи имеют вид

[Аг(х),х 1у]Р = - - Эу53( х - у ) ) 
ах

[П г(х ) ,% 2у ]р = + Т Эу 8 3( х - у ) .
" ОХ

Отсюда, согласно (7.6.19) и (7.6.20), одновременные коммутаторы 
имеют вид

Э2 а , л
|Л'(х),11Ду)] = /5 '53( х - у ) +  г

дх3дхг

[А*(х),А*(у)] = [П,(х),П;.(у)] = 0.

1
4л| х  — у|

(8.3.5)
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Заметим, что эти вы раж ения совместны с условиями кулоновской 
калибровки (8.3.1) и (8.3.2), что и гарантируется общими свойствами 
скобок Дирака.

Но что такое П в электродинамике? Для того класса теорий, 
который обсуждался в предыдущем разделе, от А в лагранжиане 
зависит только кинетический член - \d 3xF^,F^v/ 4, варьирование 
лагранжиана по А без учета связи V • А = 0 дает:

п * = £ ^ = А 1 м + £ а °ы -

Однако, если А ограничено условием V • А = 0, то вариационные 
производные по д ,  на самом деле, плохо определены. Если при 
изменении А на 8А  вариация L равна 6L = \ d 3x&> ■ 6А, то, поскольку
V • 6А = 0, верно и равенство 8L = J d3x[W + VF ] • 8А , где ,/(х) -  лю
бая скалярная функция. Поэтому все, что удается выяснить из ис
следования лагранжиана, сводится к тому, что П равно А(х) + VA°(x) 
плюс градиент некоторого скаляра. Эта неоднозначность устраняет
ся условием (8.3.2), требующим, чтобы V - П = -J° = V2A°. Так как 
V -A  = 0, приходим к выводу, что формула (8.3.6) действительно 
дает правильное выраж ение для П̂ .

Хотя коммутационные соотношения (8.3.5) сравнительно про
сты, мы сталкиваемся с той трудностью, что П не коммутирует с 
полями материи и соответствующими им каноническими импульса
ми. Если F — любой функционал этих степеней свободы материи, то 
его скобка Дирака с А обращается в нуль, но скобка Дирака с П равна

[F ,n(z)]D = - d3x d 3y[F ,%2х]р — п -----IXiy.n (z )|p
4я| х -  у| '

d 3x d 3y[F, J°(x)]P — —̂------ V53(y -  z)
4тс| х  — у|

= - J d 3y[F,A °(y)]PV53( y - z )

= [F,VA° (z)]P = [F ,V A °(z)]d .

Чтобы упростить переход к представлению взаимодействия, мы за
пишем гамильтониан не через переменные А и Р, а через переменные 
А И П±, где П — соленоидальная часть Р:
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П|_ = П -  VA0 = А , (8.3.7)

для которой [F, ITj_(z)] = 0. И спользуя то, что П : (х) коммутирует с 
П(у) -  П , (у) = VA°(y), и что 3jA°(x) коммутирует с Э;А°(у), легко 
убедиться, что П±(х) удовлетворяет тем ж е коммутационным соот
ношениям (8.3.5), что и П(х), а такж е простому уравнению связи

V • П± = 0. (8.3.8)

Теперь нужно построить гамильтониан. Согласно общим результа
там П риложения к гл. 7, можно, не выписывая гамильтониан явно 
через независимые переменные Q и Р, использовать обычное соот
ношение между гамильтонианом и лагранжианом, записанное че
рез подчиняющиеся связям переменные А и П ,. В электродинамике 
это приводит к формуле

Н = J сг3х[П ±.А* + PnQn -  Щ, (8.3.9)

где, как упоминалось выше, Q" и Рп — поля материи и соответст
вующие им канонические импульсы. (В формуле (8.3.9) можно ис
пользовать П± вместо П, так как V -А = 0.)

Для определенности, рассмотрим теорию с плотностью лагран
жиана

У  =  V "  +  J ^ A l i  +  ^м атер и и  > (8.3.10)

где J — ток, не содержащ ий А*1, а ^материи — лагранжиан любых 
других полей, входящих в J кроме их электромагнитного взаимо
действия, которое задается в лагранжиане (8.3.10) явно слагаемым 

(Такой вид имеет лагранжиан электродинамики частиц спина 
1/2, тогда как электродинамика частиц спина нуль более сложна.) 
Зам еняя везде А на П и  приходим к следующему виду гамильто
ниана (8.3.9):

Я  = d3x П | + 4 ( V x  А)2 -  | ( П ± +V A 0)2 -  J А + J°A° + н м

где Нм — гамильтониан полей материи за вычетом их электромаг
нитного взаимодействия,
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HM = j  d3x(PnQn -  ^ материи) • 

И спользуя представление (8.2.9) для А0, находим

Я  = d 3x + | ( V x  А )2 -  J  • А + i  J°A° + я м ■ (8.3.11)

Слагаемое J°A°/2 выглядит несколько необычно, но это не что иное, 
как знакомая кулоновская энергия

Укулон = \ \  d3xJ°A° = i  J d3x j  d 3y
J (x)Ju(y) 
4tc|x - y |

(8.3.12)

С помощью коммутационных соотношений (8.3.5) читатель может 
проверить, что скорость изменения любой операторной функции F 
от А и П дается, как и положено, формулой iF = [F, Я |.

8.4. Электродинамика в представлении взаимодействия

Разобъем теперь гамильтониан (8.3.11) на слагаемое Н0, опи
сывающее свободные частицы, и взаимодействие V:

Н = Н0 + V , (8.4.1)

Я 0 = | d3x + Я м атерии,0 >

V  Jd Ж J  • А + VКуЛ0Н + ^материи

(8.4.2)

(8.4.3)

где Я материиД) и Уматерии — входящие в Я материи гамильтониан свобод
ных частиц материи и их взаимодействиея, a VKyjI0H — кулоновское 
взаимодействие (8.3.12). Полный гамильтониан (8.4.1) не зависит от 
времени, поэтому вы раж ения (8.4.2) и (8.4.3) могут быть вычислены 
в любой ж елаемый момент времени (но один и тот ж е для обеих 
слагаемых), в частности, при ? 0. Как и в гл. 7, переход к пред
ставлению взаимодействия производится с помощью преобразова
ния подобия
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V(t) = exp(iH 0t)V[A,n_L,Q ,P]t=0 exp (—iH0t) 
= V[a(t),K{t),q{t),p{t)], (8.4.4)

где P означает здесь импульсы, канонически сопряженные полям 
материи Q, а любой оператор o(x,t) в представлении взаимодейст
вия связан с оператором 0(x ,t) в гейзенберговском представлении 
при t = 0 равенством

о(х, 1) = exp(iH 0t)0 (x ,0 )exp(-iH 0t), (8.4.5)

так что
io(x, t) = [о(х, t),H0], (8.4.6)

(Мы опустили индекс _L у я(х).) Так как (8.4.5) есть преобразование 
подобия, коммутационные соотношения при равных временах име
ют тот ж е вид, что и в гейзенберговской картине:

5j -53(x -  у) + z— .— - — г—
' дх^дх1 4 l  х- (8.4.7)

\а{(х,1),аНу,1)\ 0, (8.4.8)

[7Гг(х, t), тг-7 (у, t)] = 0 . (8.4.9)

и аналогично для полей материи и соответствующих им канонических 
импульсов. По тем ж е причинам остаются в силе уравнения связей
(8.2.6) и (8.3.8):

V • а = 0, (8.4.10)

V- % = 0. (8.4.11)

Чтобы установить соотношение между % и а , следует вычис
лить а согласно формуле (8.4.6):

ia{{t) = [аДх, t),H 0]

= г d3y 5й53( х - у )  +
1

д х гд х ] 4 j t |x - y |
ЯД,У , t ) .
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Можно заменить Э/Эж? во втором слагаемом на —Э/Эу \  проинтегриро
вать по частям и воспользоваться (8.4.11), что дает в результате

как и в представлении Гейзенберга. Аналогично, полевое уравнение 
определяется равенством

которое после использования соотношений (8.4.10) и (8.4.12) прини
мает вид обычного волнового уравнения

Поскольку А0 не является независимой полевой переменной в гей
зенберговском представлении, а представляет собой функционал
(8.2.9) полей материи и соответствующих им импульсов, обращаю
щ ийся в нуль в пределе нулевых зарядов, то в представлении взаи
модействия мы просто полагаем

Наиболее общее действительное реш ение уравнений (8.4.10), (8.4.13) 
и (8.4.14) можно записать в виде

а = я, (8.4.12)

i  d 3y  8ц-63(х -  у) +
Э2 1

д х гд х ] 4тс| х — у|
(V X V X а(у, t)) j .

□а = 0. (8.4.13)

(8.4.14)

где р" = |р|, ец(р,а) — два произвольных независимых «вектора по
ляризации», удовлетворяющие условиям

Р е(р,а) = 0, (8.4.16)

е°(р, а) = 0, (8.4.17)
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а а(р,а) — пара операторных коэффициентов, отвечающих двум 
значениям индекса о. Подобрав нормировку а(р,о), можно нормиро
вать ец(р,с) так, чтобы условие полноты имело вид

][V (p ,G )e 3(p,G)>' = б,7 - P i P j / |р |: (8.4.18)

Например, можно выбрать е(р,а) в таком ж е виде, как в разделе 
5.9:

е»Чр,±1) = Я(р)

l/Л  ' 
± i / j 2

О

О

(8.4.19)

где К(р) — стандартное вращение, поворачивающее третью ось по 
направлению р. И спользуя формулы (8.4.18) и (8.4.12), можно без 
труда убедиться, что коммутационные соотношения (8.4.7)-(8.4.9) бу
дут выполнены, если (и, на самом деле, только если) операторные 
коэф ф ициенты  в (8.4.15) удовлетворяю т коммутационным соот
ношениям

[а(р,а),а+(р/, а /)] = 53(р -  р')8аа' , 

[а(р,а),а(р',о')] = 0 .

(8.4.20)

(8.4.21)

Как отмечалось выше для случая массивных частиц, этот резуль
тат следует рассматривать не столько как альтернативный вывод 
соотношений (8.4.20) и (8.4.21), а как проверку, что (8.4.2) дает пра
вильный гамильтониан свободных безмассовых частиц спирально
сти ±1. Действуя в том ж е духе,можно подставить формулы (8.4.12) 
и (8.4.15) в формулу (8.4.2) и вычислить гамильтониан свободных 
фотонов

н о = J d 3p £ | p 0[o(p,cf),a+(p/, o /)l+

= J d 3p £ p ° [  a T(p ,a)a(p ,a) + | 6 3( p - p )
(8.4.22)
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который получается таким, какой и следовало ожидать (если не 
считать несущественного бесконечного с-числового слагаемого).

Наконец, находим, что взаимодействие (8.4.4) в представле
нии взаимодействия имеет вид

V(t) = - J  d3x  ,?^(х, ()а^(х, I) + VKyjl0H(t) + Уматерии(£), (8.4.23)

где j^ix) вы раж ается через ток J  в представлении взаимодействия: 

j^(x ,t) = ехр(Ш 0*:).7^(х,0) exp(-iH0t) , (8.4.24)

кулоновское слагаемое имеет вид

Кулон (V = ехР(гЯ 0^Укулон expi-iHgt)

t)j°(y,t) (8.4.25)
х - у |  ’

а ^материи(^) есть неэлектромагнитная часть взаимодействия полей 
материи в представлении взаимодействия:

^материи(^) = exp(z'H0t)VMaTepiIII ex p (-iH 0t ) . (8.4.26)

Заметим, что в вы раж ении (8.4.23) написано вместо j a ,  однако 
это одно и то же, поскольку мы определили 4-вектор а11 так, что 
а 0 = 0 .  ' *

8.5. П ропагатор фотона

Согласно описанным в гл. 6 фейнмановским правилам, внутренняя 
фотонная линия в диаграмме Фейнмана вносит в соответствующее 
слагаемое в 5-м атрице множитель, равный пропагатору

- i A ^ ( x - y )  s  (ФуАС, Т{а^(ж),a v(у)}Фу лс), (8.5.1)

где Т, как обычно, обозначает хронологическое произведение. Под
ставляя формулу (8.4.15) для электромагнитного потенциала, находим:

d3x d 3y Г (х ,
4л|
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- г Д ^ Х  -  у) =
d 3p

(2л)32| р|
P)1V(р)[егр'(а; й)0(х -  у) + егр'(у ^ © (у -х )] ,

где

Рцу(Р)= ^ ец(Р>с )«Ч-(Р>а )> (8.5.3)
С = ±  1

а рц в показателях экспоненты берется с р° = |р|. Напомним, что 
согласно формулам (8.4.17) и (8.4.18)

Рц( Р) = 5ij
ргр]

Pn,:(P) = Pin(P) = Pnn(P) = О-
(8.5.4)

Как мы видели в гл. 6, тета-ф ункции в (8.5.2) можно записать как 
интегралы по независимой временной компоненте q° 4-вектора сД 
лежащ его вне массовой поверхности, так что формулу (8.5.2) можно 
переписать в виде

\ v (x ~y)  = (27t)
- 4 л4 Р^(Ч ) V.

d  q
q -  гг

iq - (x -y ) (8.5.5)

Таким образом, при использовании фейнмановских правил в им
пульсном пространстве, вклад внутренней фотонной линии, несу
щ ей 4-импульс q и соединяющей две вершины, в которых фотон 
рож дается и уничтожается полями а  ̂ и аУ, дается выражением:

pp.v(q)
(2л;)4 q2 -  г£ (8.5.6)

Очень полезно (хотя и каж ется на первый взгляд извращением) 
переписать (8.5.4) в виде

q°q n v + q°qvn  -  q„qv + q2n n v 
pnv(4) = V  + -----------------------| qp -----------------------  > (8-5.7)

где nP = (0,0,0,1) — фиксированный времениподобный вектор, q 2 
как обычно равно q2 -  (q0)2, но q° полностью произвольно. Мы
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выберем q° в представлении (8.5.7) так, чтобы эта компонента опре
д ел ял ась  законом  сохран ени я  4 -им п ульса: это есть разн ость  
компонент р° импульсов частиц материи, входящих и выходящих 
из той вершины, откуда исходит фотонная линия *. Поэтому сла
гаемые, пропорциональные дц и /и л и  qv, не дают вклада в 5 -м атри
цу, так как множители и qv действуют как производные и 3V, 
а фотонные поля ац и связаны с токами и f ,  которые удовле
творяют условию сохранения = 0 **. Слагаемое, пропорциональ-

9  « 9ное п^Пу, содержит множитель q , который сокращ ается с f  в зна
менателе пропагатора. В результате получается выражение, совпа
дающее с тем, которое возникло бы от следующего слагаемого в 
действии:

d 4x d 4y[ i f(x)][ i f  (у)] d  Ч е iq - (x -y )

J  J (2я) „ Ы 2

Здесь интеграл по q° дает дельта-функцию  по времени, так что это 
вы раж ение эквивалентно следующ ей поправке к гамильтониану 
взаимодействия V(t):

х - у |

* В авторском тексте, если переводить дословно, говорится об отве
чающих материи импульсах, «втекающих» и «вытекающих» из вершины. 
В русскоязычных текстах более употребительна другая терминология, которой 
мы здесь в основном придерживаемся. Именно, принято не только внешние 
линии, отвечающие реальным частицам на массовой поверхности, но 
и внугренние линии, отвечающие пропагатору некоторой частицы, отож
дествлять с самой частицей (называя ее виртуальной, т. е. лежащей вне 
массовой поверхности). Соответственно говорят: частица входит и выходит 
из вершины, импульс частицы и т. д. Говорят также (в частности, и автор 
книги), что импульс соответствующей частицы входит в вершину или выходит 
из вершины. — Прим. пер.

** Приведенные здесь аргументы не многим лучше простого размахива
ния руками. Результат доказывается путем детального анализа фейнманов
ских диаграмм,3 но простейший способ анализа проблемы связан с обсуж
дающимися в разделе 9.6 методами функционального интегрирования.

d3x
471

d У
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Она в точности сокращ ается со вкладом кулоновского взаимодейст
вия (8.4.25). Таким образом, эффективно в качестве фотонного про
пагатора можно взять ковариантное выражение:

Дэфф(х -  у) = (2л) 4 d 4q V  eiq.{x уI
qz - г е

причем кулоновское взаимодействие выпадает. Мы видим, что ка
ж ущ ееся нарушение лоренц-инвариантности в мгновенном кулонов- 
ском взаимодействии компенсируется другим каж ущ имся наруш е
нием лоренц-инвариантности, заключающимся, как отмечено в раз
деле 5.9, в том, что поля а^(х) не являются 4-векторами и поэтому 
имеют нековариантный пропагатор. С практической точки зрения 
важно то, что в правилах Ф ейнмана в импульсном пространстве 
вклад внутренней фотонной линии дается выражением

—i  1Vv
---- Г* (8.5.9)(2%Г q - г г

а кулоновское взаимодействие отбрасывается.

8.6. Правила Ф ейнмана для спинорной электродинамики

Наконец мы можем сформулировать фейнмановские правила для 
расч ета  б1—м атриц ы  в квантовой электродинам ике. Д ля опре
деленности рассмотрим электродинамику одного сорта частиц со 
спином 1/2, зарядом q = — е и массой т. Назовем эти фермионы 
электронами, но тот ж е формализм применим и для мюонов и про
чих подобных частиц. Простейший калибровочно- и лоренц-инвари- 
антный лагранжиан этой теории имеет вид *

■SP = V ^ v -  W H  + ieAli] + m)4'.  (8.6.1)

Тогда 4-вектор электрического тока дается простой формулой:

* В гл. 12 мы обсудим причины, по которым в лагранжиан не включаются 
более сложные слагаемые.
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BSP —
,П1 = ------= . -я - 9Х

Э 1АЦ (8-6'2)

Взаимодействие (8.4.23) в представлении взаимодействия здесь имеет 
вид:

V(t) = +iej d:ix(\|/(x, t)Y!'v|/(x, 0) a^(x, I) + VKy;ioH (t). (8.6.3)

(В это выражение не входит УЛ.а. и.) Как было показано, кулонов- 
ское слагаемое VKyjIOH(t) нужно только для того, чтобы сократить не- 
ковариантную и локальную по времени часть фотонного пропагатора.

Следуя общим результатам  раздела 6.3, можно сформулиро
вать фейнмановские правила в импульсном пространстве для связ
ной части .S'-матрицы в такой теории.

1. Рисуются все фейнмановские диаграммы с числом вершин 
вплоть до некоторого заданного. Диаграммы содержат электронные 
линии со стрелкам и  и фотонны е линии без стрелок, которы е 
подсоединяются к вершинам, причем в каждой вершине есть одна 
входящ ая и одна выходящ ая электронные линии и одна фотонная 
линия. Каждой частице в начальном или конечном состоянии отвечает 
внеш няя линия, соответственно входящ ая в диаграмму снизу или 
выходящ ая из диаграммы вверх. При этом электронам отвечают 
внешние линии со стрелками, направленными вверх, соответственно, 
в диаграмму или из диаграммы; позитронам отвечают внешние ли
нии со стрелками, направленными вниз, соответственно, из диа
граммы или в диаграмму. Кроме того, имеется столько внутренних 
линий, сколько необходимо, чтобы к каж дой  верш ине подсо
единялось нужное число линий. Каждой внутренней линии припи
сывается (и рисуется рядом с ней) 4-импульс вне массовой поверх
ности *, определенны м образом направленны й вдоль линии (по 
соглашению, импульс направлен вдоль стрелок на электронных ли
ниях). Каждой внешней линии приписывается (и рисуется рядом с 
ней) импульс частицы и 2-компонента спина (для электрона) или 
спиральность (для фотона) в начальном и конечном состояниях.

2. Элементам диаграммы сопоставляются определенные мно
ж ители по следующим правилам.

* Говорят также, что линия несет на себе 4-импульс, который, как уже 
отмечалось в прим. пер. на с. 474, отождествляют с 4-импульсом соответ
ствующей (виртуальной) частицы. — Прим. пер.
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Вершины
Каждой верш ине приписывается (и рисуется рядом с ней) че

тырехкомпонентный дираковский индекс (X около электронной ли
нии со стрелкой, входящ ей в вершину, дираковский индекс (3 около 
электронной линии со стрелкой, выходящей из вершины, и про
странственно-временной индекс [I около фотонной линии. Каждой 
такой вершине сопоставляется множитель

(2л)4е(у1Х)ра 54(/с — lc' + q), (8.6.4)

где к и к' — 4-импульсы электронов, входящие в вершину и выходя
щие из вершины, a q — 4-импульс фотона, входящий в вершину (или 
взятый с обратным знаком импульс фотона, выходящий из вершины).

Внешние линии
Каждой внешней линии приписывается (и рисуется рядом с 

ней) 3-импульс р и 2-компонента спина или спиральность о  частицы 
в начальном или конечном состоянии.

Каждой линии, отвечающей электрону в конечном состоянии 
и выходящ ей из вершины с дираковским индексом (3 около этой 
линии, сопоставляется множитель *

йр(р,а)
(2я)3/2

(8.6.5)

Каждой линии, отвечающей позитрону в конечном состоянии 
и входящей в вершину с дираковским индексом а  около этой ли
нии, сопоставляется множитель

г;а (р,о)
(2тс)3/2 (8.6.6)

Каждой линии, отвечающей электрону в начальном состоянии 
и входящей в вершину с дираковским индексом а  около этой ли
нии, сопоставляется множитель

и а (р,о)

(2ж)3/2 (8.6.7)

* Из выражения для взаимодействия (8.6.4) была предварительно выделена 
матрица [3, так что вместо и - и vf возникли и и v.
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Каждой линии, отвечающей позитрону в начальном состоя
нии и выходящ ей из вершины с дираковским индексом (3 около этой 
линии, сопоставляется множитель

Здесь и  и v — четырехкомпонентные спиноры, свойства которых 
обсуждались в разделе 5.5.

Каждой линии, отвечающей фотону в конечном состоянии и 
подсоединенной к верш ине с пространственно-временным индексом 
ц около этой линии, сопоставляется множитель

Каждой линии, отвечающей фотону в начальном состоянии и 
подсоединенной к верш ине с пространственно-временным индексом 
(1 около этой линии, сопоставляется множитель

Здесь — 4-вектор поляризации фотона, обсуждавшийся в пре
дыдущем разделе.

Внутренние линии
К аж дой внутренней электронной линии с 4-импульсом к, 

идущ ей от вершины с дираковским индексом (3 к другой вершине с 
дираковским индексом а, сопоставляется множитель

(Мы используем здесь очень удобное восходящее к Дираку «пере
черкивание»: для любого 4-вектора vF символ t  означает произве
дение

Каждой внутренней фотонной линии с 4-импульсом q и соеди
няющей две вершины с пространственно-временными индексами ц 
и V, следует сопоставить множитель

ир(р,о) 

(2л)3/ 2 ' (8.6.8 )

(8.6.9)

ец(р,о)
(8 .6 .10 )

[-ilk + m]ap
(8 .6 .11 )(2тс)4 к2 + т 2 -  ге
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i
7 ^ 7 ? “ ---- - •  (8.6.12) (2л)4 -  ге

3. Произведение всех указанных множителей интегрируется 
по 4-импульсам всех внутренних линий и суммируется по всем ди- 
раковским и пространственно-временным индексам.

4. Все результаты , полученные таким образом для каж дой 
фейнмановской диаграммы, складываются. Могут понадобиться до
полнительные комбинаторные множители и фермионные знаки, опи
санные в пп. 5 и 6 раздела 6.1.

Трудности при вычислении вкладов фейнмановских диаграмм 
резко нарастают с ростом числа внутренних линий и вершин, по
этому важно иметь представление о том, какие численные факторы 
подавляют вклады более сложных диаграмм. Мы оценим эти чис
ленные факторы, учитывая не только степени электрического за 
ряда е, входящего в вершины, но и множители 2 и л от вершин, 
пропагаторов и интегралов по импульсному пространству.

Рассмотрим связную фейнмановскую диаграмму с V  верш ина
ми, I внутренними линиями, Е внешними линиями и L петлями. 
Эти величины не являю тся независимыми, а связаны соотношения
ми, уж е использованными в разделе 6.3:

L = I - V  +1, 21 + Е = 3V.

От каждой вершины имеем множитель е(2л)4, от каждой внутрен
ней линии — множитель (2л)-4, кроме того, каждой петле соответст
вует интеграл по четырехмерному импульсному пространству. Эле
мент объема в четырехмерном евклидовом пространстве, вы раж ен
ный через радиальный параметр к, равен л2к2с2к2 *, так что каж дая 
петля вносит множитель л2. Таким образом, диаграмма содержит 
множитель

* Предполагается, что выполнен так называемый евклидов (виковский) 
поворот (см. ниже раздел 11.2), и интегрирование ведется по евклидову 
импульсному пространству. Кроме того, предполагается, что результат 
интегрирования не зависит от углов и по ним проведено усреднение (объем 
единичной сферы равен 2л2). — Прим. ред.
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(2л)4уеу (2л) = (2л)4е—41 —2L \4 „ Е -2
\L

у16Л' j

Число Е внешних линий в данном процессе фиксировано, по
этому видно, что параметр разлож ения, определяющий подавле
ние вклада фейнмановских диаграмм с каждой дополнительной пет
лей, равен

16л
а
4л

= 5,81x10 -4

К счастью, эта величина мала, так что можно добиться достаточ
ной точности, рассчитав вклад фейнмановских диаграмм с неболь
шим числом петель.

Следует добавить несколько слов о спиновых состояниях фо
тонов и электронов в реальных экспериментах, когда не каж дая из 
частиц в начальном и конечном состояниях обладает определенной 
спиральностью или г-компонентой спина. Особенно это относится к 
фотонам, которые на практике часто находятся не в состоянии с 
определенной спиральностью, а в состоянии с поперечной или эл
липтической поляризацией. Как показано в предыдущем разделе, 
векторы поляризации фотонов со спиральностью ±1 равны

1 / Л '

±г/л/2 

0

0 _

где К(р) -  стандартное вращение, переводящ ее ось z по направле
нию вектора р. Эти состояния фотонов не единственно возможные; 
в общем случае состояние фотона есть линейная комбинация спи
ральных состояний Ч* ±1,

а +Ч'рМ + а _ % _ 1, (8.6.13)

е(р,±1) = Я(р)
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должным образом нормированная:

| a +j2 + |a_ j2 = 1 - (8.6.14)

Чтобы вычислить матричный элемент поглощения или испускания 
такого фотона, нужно просто заменить е^(р,±1) в фейнмановских 
правилах на

е„ (р) = а +ец(р,+1) + а_ец(р ,-1) . (8.6.15)

Векторы поляризации с определенной спиральностью удовлетворя
ют условию нормировки

е*(р,А/)е^(рД) = 5ГЬ

и поэтому в общем случае

ец(р)ец(р) = 1.

(8.6.16)

(8.6.17)

Предельными случаями являю тся круговая поляризация,  для 
которой ос_- 0 или а + = 0, и линейная поляризация,  для которой 
|а+| = |а_| = 1/V 2 • В последнем случае, подобрав общую ф азу  состоя
ния (8.6.13), можно сделать ос+ и а_ комплексно сопряженными друг 
другу, так что

а ± = ехр(Тгф) /  У2 (8.6.18)

Тогда в правилах Фейнмана нужно использовать вектор поляриза
ции

соэф

е(р) = К(р)
sin ф 

О 

О

(8.6.19)

Здесь <р — азимутальный угол вектора поляризации фотона в плос
кости, перпендикулярной вектору р. Заметим, что в данном случае 
вектор поляризации фотона действителен,  что возможно только
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для линейной поляризации. М ежду крайними случаями круговой и 
линейной поляризаций находятся состояния эллиптической  поля
ризации, для которых |а+| и |а_| не равны нулю и друг другу.

В более общем случае, начальный фотон может быть приготов
лен как статистическая смесь спиновых состояний. В самом общем 
сл у ч ае  эта  см есь м ож ет  со д е р ж а ть  лю бое число состояни й  
произвольных поляризаций е ^ (р ) ,  входящих с вероятностью Рг . Ве
роятность поглощения такого фотона в данном процессе имеет вид

г = £ p r|eM(p)M42 = m^ mvPv(1 ,
г

где р — матрица плотности

Pvti = E pr 4 r)(p)4r) (р)-

(8 .6 .2 0 )

(8 .6 .21 )

Поскольку очевидно, что р — эрмитова положительная матрица с 
единичным следом (так как Ц,.РГ = 1 ) ,  причем pv0 = р0(Л = 0 и pVLlpv = 
= р ^ р 11 = 0, ее можно записать в виде

Руц — ^  ^ sev(P’s)en (Р’s) > (8 6 22)
s=l,2

где e^(p;s) — два ортонормированных собственных вектора матрицы 
р, для которых

e0(p;s) = e|I(p; s)p^ = 0 ,  (8.6.23)

a Xs — соответствующие собственные значения, причем

x s >o, J > ,  = i.
s=1,2

Теперь можно записать вероятность процесса поглощения фотона 
в следующем виде

Г = £ ^ J ev(P;s)M
s= 1,2

(8.6.24)
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Отсюда следует, что любая статистическая смесь начальных со
стояний фотона всегда эквивалентна смеси всего двух ортонорми- 
рованных поляризацийм ev(p;x) с вероятностями Xs.

В частности, если мы совершенно ничего не знаем о поля
ризации начального фотона, то две вероятности Xs для  векторов 
ev(p;s) равны, так что = Х2 = 1 /2 , и м атрица плотности (а отсю
да и вероятность поглощения) есть среднее значение по началь
ным поляризациям :

К счастью, этот результат не зависит от конкретной пары векторов 
поляризации 6j(p;s), по которым мы проводим усреднение. Для не- 
поляризованных фотонов можно усреднять вероятность поглоще
ния по любой паре ортонормированных векторов поляризации. Ана
логично, если не делается попыток измерить поляризацию фотона 
в конечном состоянии, тогда вероятность можно рассчитать путем 
суммирования по любой паре ортонормированных векторов поляри
зации конечного фотона.

Аналогичные замечания применимы к электронам и позитро
нам. Если, как это обычно имеет место, не делается попыток приго
товить электрон или позитрон так, чтобы одни спиновые состояния 
были предпочтительнее других, тогда вероятность должна вычис
ляться путем усреднения по любым двум ортонормированным на
чальным спиновым состояниям, например, по состояниям с 2-ком
понентами спина о  = ±1/2. Если не пытаются измерить спиновые 
состояния конечных электрона или позитрона, то нужно суммиро
вать вероятность по любым двум ортонормированным конечным 
спиновым состояниям, например, по состояниям с 2-компонентами 
спина о = +1/2. Такие суммы можно вычислить с помощью соотно
шений (5.5.37) и (5.5.38):

Рij = \  Y ,  ei(P ;s)ej(P ;s) = ~ P iP j) •
s -1.2

(8.6.26)

f  ■ \\

(8.6.27)
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= Vp2 + m 2 . Например, если начальное состояние содержитгде р
электрон с импульсом р и 2-компонентой спина о  и позитрон с им
пульсом р ' и 2-компонентой спина о', то матричный элемент этого 
процесса будет иметь вид г?а(р',<5'). //apup(p,c>). Поэтому, если не на
блюдаются спиновые состояния ни электрона, ни позитрона, веро
ятность будет пропорциональна

a ,g

= j T r
v

-ip -  m  
2p° V

-ip + m  
2 p°

Техника вычисления таких следов описана в Приложении к этой 
главе.

8.7. Комптоновское рассеяние

В качестве примера использования методов, изложенных в этой 
главе, рассмотрим рассеяние фотона на электроне (или другой части
це со спином 1/2 и зарядом —е) в низшем порядке по е. Пусть началь
ные и конечные импульсы и векторы поляризации фотонов равны 
со о тв етств ен н о  к ец и к '11, е '}1, где к 0 = |kj и к '0 = |k'j,

р ', &  р ', о '

Рис. 8.1. Две фейнмановские диаграммы низшего порядка для комптоновского рас
сеяния Сплошные линии — электроны, волнистые линии — фотоны
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а начальные и конечные импульсы и 2-компоненты спина электро
нов равны  соответственно р ц, о  и р /ц, о', где р° = (р2 + то2)1/2, 
р'° = (р'2 + то2)1/2, то — масса электрона. Фейнмановские диаграм
мы низшего порядка для этого процесса показаны на рис. 8.1. Ис
пользуя сформулированные в предыдущем разделе правила, нахо
дим соответствующий матричный элемент рассеяния:

£(р, <з + к, е —> р', о'  + к', г') =

ц.(р',о')р. м (р ,а )с

(2л)3/2 (2%)3/ 2-J2к'° (2%)3/2 (2тг)3/2л/2 

d 4qх
—i —щ + то

_(2%)\ q2 + то2 -  ie а'р

х{[е(2л)4 у ^ а,54 (с/ -  р' -  к ')] [е(2л)4 у^а64 (p - q  + k ) 

+[е(2л)4у£,а.54(д - р '  + к)][е(2л)4у$а54(р -  q -  fe')]}

(8.7.1)

Производя (тривиальное) интегрирование по q, собирая все множи
тели i и 2к и переписывая результат в матричных обозначениях, 
имеем более простое выражение:

+ <й

ie 5 (р ' + k'  -  p - k )  

(2%)2 ̂  2k'° 2k°

r - i { f  + M) + to 4 
(p + k )2 + to 2

-г(р  -Hc') + m  
(p -  k')2 + to 2

u(p,G).
(8.7.2)

(Здесь означает не (0 ) , a e (l у ^  Кроме того, мы опускаем -ie, так 
как знаменатели не обращаются в нуль.) Поскольку р2 = -  то2 и к2 = 
к'2 = 0, знаменатели можно упростить:

(р + /с)2 + то2 = 2(р • к ) , 

(р -  /с')2 + то2 = -2 (р  • /с').

(8.7.3)

(8.7.4)
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Общее определение (3.3.2) «фейнмановекой амплитуды» М в данном 
случае (поскольку предполагается, что какое-то рассеяние проис
ходит) принимает вид

S  = -2лг64 (р' + к' -  р -  к )М , (8.7.5)

так что

е2 _  г *Г т
М = ---------- . и(р', с 'к  i ’ \- i(p  + Ус) + т ] i  /  р • к

4(1ж)Чк'°к° 1
(8.7.6)

-  i  \-i{p -  к') + m ] t '  /  р ■ a ) .

Дифференциальное сечение определяется через М формулой (3.4.15), 
которая в данном случае имеет вид

do = (2л)4и -1| М|2 54(р ' + к' -  р -  k)d3p 'd3k ' . (8.7.7)

Так как одна из частиц имеет нулевую массу, из формулы (3.4.17) 
для относительной скорости находим:

и = \р - к \ / р°к°.  (8.7.8)

Чтобы продолжить вычисления, удобно перейти в специальную сис
тему отсчета. Поскольку электроны в атомах являю тся нерелятиви
стскими, в опытах по рассеянию фотонов больших энергий (рентге
новских лучей или у-квантов) на электронах обычно (хотя и не все
гда) можно считать, что начальный электрон покоится. Примем здесь 
именно эту систему отсчета, так что

р = 0, р° = т. (8.7.9)

Тогда скорость (8.7.8) равна просто

4 = 1 .  (8.7.10)

Чтобы запись была компактнее, обозначим энергии фотонов через

О = к0 =| к[= —р • к  I  т ,  (8.7.11)
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со' = к'0 = | k'j = - р  • к' /  т . (8.7.12)

Наличие дельта-функции от 3-импульса в формуле (8.7.7) позволяет 
проинтегрировать по |/ ,  полагая р = к — к*. В результате остается 
дельта-ф ункция от энергии

6(р'° + к'0 -  р° -  к 0) = 5(д/(к -  к')2 + т 2 + со' -  ш — ф). (8.7.13)

Этим фиксируется значение со', удовлетворяющее условию

yjсо2 -  2coco' cos 0 + со' 2 + т 2 = со + т  -  со'.

где 0 -  угол меж ду к  и к'. Возводя обе части в квадрат и сокращ ая 
слагаемые со'2, получаем *

7YI
m S ®с(0) • (8.7.14)m  + co (l-cos0 )

Дельта-функцию  от энергии можно представить в виде 

5(р'° + к '° -  р° -  к0'О +  ь .'0  _  Л  _  ь .0 , ___________________ 8( < О ' - < О С(0))

| Э[д/со2 -  2сосо' cos 0 + со'2 + ш 2 + со']/Эсо'| 

5(ю'-юс(е)) (Ш 5)
|(со'-  cocos0) /  р '° + 1| тсо 

Кроме того, дифференциал d3k '  можно записать как

* Эквивалентно эту формулу можно записать в виде, свидетельствующем 
об увеличении длины волны при рассеянии:

1 1 1 -  cos 9

ю оз т

Проверка этого соотношения А. Комптоном в 1922-23 годах в опытах по 
рассеянию рентгеновских лучей на электронах сыграла ключевую роль в 
подтверждении гипотезы Эйнштейна 1905 года о световых квантах, полу
чивших вскоре после обнародования Комптоном результатов своих экспери
ментов название фотонов.
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d3k'  = co/2dco'd£2 , (8.7.16)

где dQ. — телесный угол, в который рассеивается конечный фотон. 
Оставшаяся в (8.7.15) дельта-функция служит как раз для того, чтобы 
исключить дифференциал do*/ в (8.7.16), и мы приходим к диф ф е
ренциальному сечению

do  = (2л:)4 1 М |2 --------- d£2,
m(fl

(8.7.17)

где р'° = т  + со -  со', и со' определяется формулой (8.7.14).
Обычно z-компоненты спина начального или конечного электро

на не измеряются. В таких случаях следует просуммировать по о' и 
усреднить по о, или иными словами вычислить полусумму по а  и ст’:

dc>(p + к, е —» р' + к ', е) = ^  dc(p, о  + к, е —> р', о'  + к ', е). (8.7.18)

Чтобы вычислить эту сумму, воспользуемся стандартной формулой

{-ip + m)a р
^ м а (р,о)мр(р,а) =

2р° (8.7.19)

и аналогичной формулой для суммы по о'. Согласно этим формулам, 
для произвольной 4x4 матрицы А  имеем:

^  I й(р', с')Аи(р, а)|2 = Y ,  (u(V> о')Аи(р, а))(и(р, а)|ЗА+ри(р', о'))
а ,о ' а ,а '

= ^  А $аи и (р> о )а ?(р, а )(р л тр)7ё и 8(р'\ аОмр (р', о')

= Т гМ -гр  + т
2р°

(|ЗА+Р)
-гр  + т  

2 р'°
(8.7.20)

Напомним, что Ру(,Р  = -у (1, тогда, подставляя А  из формулы (8.7.6), 
получаем:
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IlM|2 =

х Тг

64(2л:)6йХй/р 0р /0

,* [~i(p + k) + m\
---------------------1

р • k

-i(p + Tk) + m ] , ------------------ i  -
p ■ k

|- /(и  -  Tk) + m\ ,* 
- t ------------- ;------- 1

p • k'

[—i ( p - k ' )  + m] *

•(-ip + m )
(8.7.21)

p • k'
'{-ip + m )

(Вновь напомним, что f  означает не { i )  , a efl Y\ и аналогично для 
^  .) Мы проводим вычисления в «калибровке», в которой

* / /* г\е -р  = е -р = е - р  = е -р = 0, (8.7.22)

например, в кулоновской калибровке в лабораторной системе, где 
е° = е°  = 0 и р = 0. * Тогда

-ip + m]t[-ip  + т] = fc[-ip + m\[-ip + т] =

-  + т 2) = £(РиР^ + w 2) = 0 ,

и аналогично для е , i  и Поэтому формулу (8.7.21) можно силь
но упростить:

Х > | 2 =
64(2л:)6йхо/р 0р /0

-Tr
ik 'i '"  I

н----------?.(—ip + m)

x +
p - k  p - k

p - k  p - k '  

7  +  m )
(8.7.23)

* Строго говоря, эта фраза становится понятной только после гл. 9, где пока
зано, что при вычислении матричных элементов процессов с участием реаль
ных электронов и позитронов к вектору поляризации фотона е с 4-импульсом к 
всегда можно добавить 4-вектор, пропорциональный к: ё1 —> е11 + кft — Праш, 
ред.
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След произведения любого нечетного числа у-матриц обращается в 
нуль, так что последнее выраж ение разбивается на слагаемые ну
левого и второго порядка по т:

]Г I м |2 = --------± {— -—— + ------- -— -  + ■
64(271) сою 'рр у р  • к) (р ■ к)(р ■ к') (р ■ к)(р ■ к')

+ ■
ТЛ m 2t , m 2U m 2U m 2tA

(p ■ к')2 ( p -к)2 (p • k)(p ■ k ’) (p • k)(p ■ k ’) (p-fc')2

где
(8.7.24)

Тг (8.7.25)

т2 = Т т - ^ '  M p t ' V c ' f p ' } , (8.7.26)

т3 (8.7.27)

т4 = f i ' l k ' t  р ' ^ , (8.7.28)

*1 = Ш' }, (8.7.29)

h = T r , (8.7.30)

h = T r j , (8.7.31)

k = i-'Uc'ti | . (8.7.32)

этой главе показано, как вы разить любой
след Тг{&Ьф(&...} через сумму произведений скалярных произведе
ний 4-векторов а, Ъ, с, d, ... В общем случае, вклады от произведе
ний 6 или 8 у-м атриц типа t k или Тк будут даваться  суммой 
соответственно 15 или 105 слагаемых, но, к счастью, большинство 
скалярных произведений равно нулю; в дополнение к соотношениям 
(8.7.22) имеем к-к = к'-к' = 0. (Кроме того, е-е* = г -г*  = 1.) Чтобы 
упростить дальнейшие вычисления, ограничимся случаем линей
ной поляризации, когда ё1 и е'** действительны. Опуская звездочки 
в (8.7.25), имеем:

Тг = Тг{<ё' У } .

Так как едрц = 0 и = 1, получаем:
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так что
7’, = - T r { t ' крЫ 'р '} .

Кроме того, = 0 и

Исрк = - Ш р  + 2Jfe(p • к) = 21Цр ■ к ) ,

откуда
7’, = -2 (р  • fcJTr-jVJfc^'p'}.

С помощью формулы (8.А.6) получаем:

7\ = —8(р • Щ2(е' ■ к)( е ' - р ' ) - ( к -  р')].

Удобно совершить подстановки:

г • р'  = г • (р + к -  к') = г • /с,

к • р' = - - ( р ’- к ) 2 - —7712 = -  —( р -  fcO2 _ -7712 = р - к ' . 
г  2 2 2 2

так что
7\ = -16(р • /с)(е' • к)2 + 8(р -к)(р- к ' ) .

Аналогичное (хотя и более длинное) вычисление дает:

Т2 = Т’з = -8(е • к')2(р • к) + 16(е • е ')2(р • ?с')(Р • к) + 8(е • е')2(к ■

-  8(е • е')т2(к ■ е')(к' ■ е) + 8(е' • к)2(р ■ к')

-  4(/с • р)2 + Цк • к')(р • р') -  Цк • р ')(р • к ' ) ,

Т4 = 16(р • к'){е ■ к')2 + 8(р • к)(р • fc'), 

tj = t4 = 0, 

% = % = -8(@ • e')(fc • e/)(fc/ • e) + 8(fc • fc')(e • e')2 -  4(fc • fc')
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Собирая все эти слагаемые в формуле (8.7.24), получаем:

£ | м | 2 =
<5,0

6Ц2%)6( ш ' р ° р ' °

8(к ■ к')2 
_(к-р)(к'-р)

+ 32(е • г ) ■ (8.7.38)

Это выраж ение верно в любой лоренцовской системе. В лаборатор
ной системе имеем:

/ /  1 1 \к ■ к = coco (cos 0 -  1) = m coco--------- , 
V--------------------------------------------------- со со'

р ■ к = -m io , р • к'  = -шсо/ .

Комбинируя формулы (8.7.38) и (8.7.17), приходим к следующему 
выражению для сечения в лабораторной системе:

о У"* da(p, a  + к, е —»р', о '  + к', г )  =/л
О,о'

e4co/2d£2

64л2т 2со2
(О ю , , .
—  + ------2 + 4(е • е)
й / со

(8.7.39)

Это знаменитая формула, полученная О. Клейном и Й. Нишиной в 
1929 году (с помощью старой теории возмущений).

Как обсуждалось в разделе 8.6, если налетающий фотон не 
находится в состоянии с определенной поляризацией (как это обыч
но и бывает), следует усреднить по двум ортонормированным зна
чениям е. В результате такого усреднения имеем:

1 Т ; еге1 = 12 ^ г:1- к 1к :1) ,

и соответственно дифференциальное сечение принимает вид:

— У\ da(p, о  + к, е —» р", о'  + к", г ) =
е со 'dQ. 

64тс2ш 2со2
со со *■ ,

—  + ------2(к • е )
(!)' СО

(8.7.40)
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Видим, что рассеянный фотон преимущественно поляризован в на
правлении, перпендикулярном направлению распространения как 
начального, так и конечного фотонов, т. е. перпендикулярно плос
кости рассеяния. Это хорошо известный результат, ответственный, 
в частности, за поляризацию света от обращающихся друг около 
друга двойных звезд *

Чтобы рассчитать сечение для тех экспериментов, в которых 
не измеряется поляризация конечного фотона, следует просумми
ровать выраж ение (8.7.40) по е', используя формулу:

Тогда

— У  d a (p ,g  + k ,e  —» р ' ,а '  + k' ,e ')  =

е4со '2d£l
32л2т 2со2

ft) СО о Л 
------ 1----------1 +  COS 0
со со

(8.7.41)

где 9 — угол меж ду направлениями к  и к  . В нерелятивистском слу
чае со «  т  и формула (8.7.41) принимает вид:

1 Y'1 ? e4dO 2 rw— > d a  = -----------(1 + cos 0).A .i—J o '  >- , , 32 Jz2m 2e,e

Интеграл по телесному углу легко вычисляется:

2% п
J  (1 + cos2 0)d£2 = J  dtp j (1 + cos2 0) sin 0 d0 =

(8.7.42)

16я

о о

* Свет одной из звезд поляризуется при рассеянии на свободных электро
нах внешней атмосферы второй, более холодной звезды в то время, когда 
обе находятся на одном луче зрения. Обычно такая поляризация не детекти
руется, поскольку она исчезает, когда астрономы суммируют свет от всех 
частей звездного диска. Но в те моменты времени, когда более холодная 
звезда заслоняет свет только с одной стороны более горячей звезды, поляри
зация света от двойных звездных систем наблюдалась.
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В результате полное сечение при со С  m  имеет вид:
„4

° т = ~ Т Т '  (8-7-43)6 ж m

Ч асто  эту  ф о р м у л у  зап и сы ваю т в ви де о т =8тгг02/3 , где 
г0 = е2/(4тгт) = 2>Ш8-1(Г13 см назы вается классическим радиусом 
электрона.  Ф ормула (8.7.43) назы вается томсоновским сечением, 
в честь Дж.Дж. Томсона, открывшего электрон. Ф ормулы (8.7.42) и
(8.7.43) первоначально были получены в рам ках классических ме
ханики и электродинамики при расчете переизлучения * света не
релятивистским точечным зарядом в поле плоской электромагнит
ной волны.

8.8. Обобщение: калибровочные поля как р-формы **

Антисимметричный тензор напряженности поля F(lv в электромаг
нетизме представляет частный случай некоторого общего класса тензо
ров, играющих важную роль в физике и математике. По определению, 
р-форма есть антисимметричный ковариантный тензор ранга р. Имея 
р-форму .и , можно построить (р+1)-форму, которая носит назва
ние внешней производной *** dt, взяв производную и произведя анти
симметризацию по всем индексам:

^)ц1,ц2,...,цр+1 = ^[ц/ц2,ц3,...,цр+1]
= Э t -Э  t + +(-1)рд 1 (8.8.1)т . , . T V  X, ^ ц р+1^ Ч ,ц2,...,цр ,

где квадратные скобки означают антисимметризацию по индексам 
внутри скобок. Так как производные коммутируют, вторые внеш
ние производные обращаются в нуль:

* Мы сохранили дословно терминологию оригинала ввиду ее образно
сти. — Прим. пер.

*’•' Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии книги и 
может быть опущен при первом чтении

*** Внешние производные и р-формы играют особую роль в общей теории 
относительности, в частности, потому, что внешняя производная тензора 
преобразуется как тензор, хотя она вычисляется с помощью обычных, а не 
ковариантных производных э.
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d(dt) =  0. (8.8.2 )

Если внеш няя производная р-формы  обращается в нуль, то такая 
р-ф орма называется замкнутой,  а если р-ф орма сама есть внеш
няя производная, она назывется точной. Из (8.8.2) следует, что вся
кая точная р-форма замкнута. Знаменитая теорема6 П уанкаре ут
верж дает, что в односвязной области всякая замкнутая р-форма 
точна *. Например, однородные уравнения М аксвелла (8.1.16) утвер
ждают, что 2-форма напряженности электромагнитного поля F(lv 
замкнута. Из теоремы П уанкаре следует тогда, что она точна, т. е. 
может быть записана в виде внешней производной: F(1V = — ЭУЛ(1. 
Вновь используя (8.8.2), убеждаемся, что 2-форма Fuv не изменяет
ся, если к А„ добавить внешнюю производную, т. е. совершить ка
либровочное преобразование 8Аи = Эц£1

Имея формализм р-форм и внешних производных, естественно 
рассм отреть  возм ож ность сущ ествования безм ассовы х частиц, 
описываемых калибровочными полями **, являющимися р-формами *** 
■Ар,,...41. , при условии инвариантности теории относительно калибровоч
ных преобразований

5А = dQ., (8.8.3)

* В многосвязных пространствах замкнутые формы не обязательно точны. 
Хотя и можно локально представить замкнутую форму как внешнюю произ
водную, в общем случае этого нельзя сделать гладким образом во всем про
странстве. Множество замкнутых р-форм, взягых по модулю точных р-форм, 
образует так называемую р-ую группу7 когомологий де Рама данного простран
ства. Существует глубокая связь между группами когомологий де Рама данно
го пространства и его топологией.6 Подробнее это будет обсуждаться в т. II.

** Ниже такие поля мы называем просто р-формами и говорим о 
калибровочных теориях р-форм. — Прим. пер.

*** Мы несколько неточно называем поле р-формой, так как для
того, чтобы F = dA был тензором, необходимо только, чтобы поле А было 
тензором с точностью до калибровочного преобразования. На самом деле, мы 
уже видели, что в случае четырех пространственно-временных измерений 
невозможно построить 4-векторное поле из операторов рождения и уничто
жения физических безмассовых частиц спиральности ±1, поэтому мы долж
ны иметь дело с полем А^(х), преобразующимся в соответствии с правилом 
(8.1.2) как 4-вектор только с точностью до калибровочного преобразования.
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или подробнее

б А ^ , . . . , Ц р  =

где . -  произвольная (р-1)-форма. Из р-формы  можно по
строить калибровочно-инвариантный тензор напряженности поля

F = d А, (8.8.4)

или детальнее

FHi,...,(ip+1 = • (8.8.5)

(Альтернативно можно исходить из (р+1)-формы F, предположить 
условие dF = 0 и отсюда вывести существование р-формы  А, та
кой, что F = dA.) По аналогии с электродинамикой можно ожидать, 
что лагранжиан для А  имеет вид

... ...................................."’ a >l.... <***>

где J  — антисимметричный тензорный ток (являющийся либо с-чис- 
лом, либо функцией полей, отличных от А), который должен удов
летворять условию сохранения

...Ь  = 0 . (8.8.7)

для того чтобы действие было калибровочно-инвариантным *. Урав
нения Эйлера—Лагранж а принимают вид

d„Fml'...= _ j-H-i.-.H-р . (8.8.8)К1

р-Ф ормы играют важную роль в калибровочных теориях с чис
лом пространственно-временных измерений более четырех. Н апри

* Если ток J является функцией других полей, то он должен сохраняться
на уравнениях движения этих полей, а калибровочная инвариантность имеет
место для полного действия, включающего действие для других полей. — 
Пргип. ред.
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мер, в простейших теориях струн в 26 пространственно-временных 
измерениях нормальная мода струны представляется при низких 
энергиях 2-формой Auv. Однако в случае четырех измерений ис
пользование р-форм не открывает новых возможностей.

Чтобы показать это, заметим, во-первых, что в D простран
ственно-временных измерениях не сущ ествует антисимметричных 
тензоров с более чем D индексами, поэтому в общем случае следу
ет принять р + 1 < D. Как и любая другая (р+1)-форма с р + 1 < D, 
напряж енность поля F м ож ет быть вы раж ена через дуальную  
ф -р -1 )-ф о р м у

= ^  . (8.8.9)

Аналогично, р-форма тока J  может быть записана через (О -р)-форму 
тока f .

^ ..................... Д,,.*........ ,ь, • (8.8.10)

Уравнение поля (8.8.8) и условие сохранения (8.8.7) принимают тогда 
простой вид

( I /  = //, Щ = 0. (8.8.11)

Так как дуальный ток является замкнутой формой, его можно за 
писать через (С -р-1)-ф орм у W

$  = dlf.  (8.8.12)

И з уравнений (8.8.11) и (8.8.12) следует, что разность Ши .‘У замкну
та, поэтому в силу теоремы Пуанкаре

t ¥ = W  + d§,  (8.8.13)

где ф является  (D—р—2)-формой. Исключением является  случай 
р = D -  1, когда ;¥ и JP оказываются 0-формами, т. е. скалярами, и 
условие d ;/ = d.97 означает просто, что \¥ и Ш отличаются на констан
ту. В таком случае калибровочное поле не описывает вообще ника
ких степеней свободы. Поэтому можно ограничиться рассмотрением 
случаев р < D -  2.
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При р < D — 2 однородные «уравнения М аксвелла» dF = О 
имеют вид

что совместно с формулой (8.8.13) приводит к уравнению поля для ф:

Оно инвариантно относительно нового набора калибровочных пре
образований ф —> ф + dco. Исключение — случай D -  р -  2=  0, когда 
калибровочное преобразование, оставляющее F инвариантным, имеет 
вид ф —» ф + с, где с — произвольная константа. Мы видим, что в 
случае D пространственно-временных измерений калибровочная 
теория р-формы А с током J эквивалентна калибровочной теории 
(D -  р -  2)-формы ф с током -дУ.

Теперь можно понять, почему калибровочные теории р-форм не 
приводят к новым возможностям в четырех измерениях. Мы видели, 
что нужно рассматривать только случаи р < I) — 2, т. е. р  0, 1, 2. 0- 
формы являю тся скалярами S, для которых определение (8.8.5) при
нимает вид F(J = Э ^ , а уравнения поля — вид I S  = -J.  В данном 
случае калибровочная инвариантность означает инвариантность от
носительно сдвига S  —> S  + с, где с — константа. Это теория без- 
массового скалярного поля с взаимодействием с производными. 1-фор
ма — это 4-вектор А ^х), взаимодействующий с сохраняющимся 
4-вектором тока, т. е. электродинамика. Наконец, согласно приведен
ному выше общему результату калибровочная теория 2-формы в че
тырехмерном пространстве-времени эквивалентна калибровочной 
теории 0-формы, а это, как мы видели, эквивалентно скалярному 
полю с взаимодействием с производными.

При вычислении матричных элементов ^-м атрицы  и вероят
ностей переходов для процессов с участием частиц спина 1/2, часто 
приходится вычислять следы от произведения у-матриц Дирака. По
этому полезно привести формулы для этих следов, которые ис
пользуются во всех подобных вычислениях.

(8.8.14)

Э ^ ф ) 1 .М- D - р - 1 (8.8.15)

П рилож ение. Следы
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Приложение. Следы 499

Для произведения четного числа у_матриц след равен

I -  ^ ГГ ^попарные ц, • (8.А.1)
спаривания пары

Здесь сумма берется по всем различным способам спаривания ин
дексов }j,1v..,(.i2JV. Спаривание можно рассматривать как перестановку 
целых чисел l,2,...,2iV в определенном порядке P I, Р 2, P(2N), в 
которой мы спариваем индекс }1Р1 с ЦР2, (1р3 с ЦР4, и т, д. Перестанов
ка пар или перестановка m внутри пары приводит к такому ж е 
спариванию, так что число различных спариваний равно

(2N) I/ N 12м = (2N -  1)(2N  -  3).. .1 в  (2N  -  1)!!. (8А.2)

Можно избеж ать суммирования по эквивалентным спариваниям, 
потребовав, чтобы

P I < Р2, РЗ < Р 4 ,..., P(2iV -  1) < Р(2ЛГ), (8А.З)

P 1 < P 3 < P 5 < . . .  (8.А.4)

С учетом этих соглашений, множитель 6р равен +1 или —1 в зависи
мости от того, включает ли спаривание четную или нечетную пере
становку индексов. Произведение в (8.А.1) проводится по всем N  
парам, причем n -ая  пара вносит множитель TVp(2n_i)M.p(27o ' Например 
(записывая ц, V, р, а , ... вместо j-Ц, ц2> l-1̂  М-4> •••)> ПРИ iV = 1, 2 и 3 
имеем *

ТФ цУ у} = 4V  > (8.А.5)

Tr{y^YvYpYa} — 4[ЛцуЛра — ЛцрПуа ПцстПур I< (8.А.6)

* Сейчас существуют компьютерные программы 7, с помощью которых про
изводится вычисление следов произведений большого числа матриц Дирака.
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T r{ Y pY vY pY о УкУц } — “И Ч руЧ роП п] — Л руЛркЛот| Л руЛрт|Л ак 

—Л ррЛуаЛ кт| ЛррЛукЛот] ~  ЛррЛу-цЛак Л раП урЛ м ] — Л раЛукП рг| 

~ ^раЛ уг|^1кр — ЛцкЛурЛот) 'Прк'Пуа'Прт) — ^1ркЛут{Пр0 Л рг|Л урЛ ак (8 -А .7 ) 

—^1рт|^1ус>Лрк Л рг|П укЛ ра ] •

Для нечетного числа у-матриц результат намного проще:

Т ф Л - ^ и Ь 0 ' <8'А'8>

Формула (8.А.1) доказывается по индукции. Заметим, прежде все
го, что

Т г {УрУу} = - Т г {УуУр} + 2Тг{лцу • l} = -T r{y ^y v} + 8л„у ,

так что Tr{y„yv} = 4r)|lv, в согласии с (8.А.1). Далее, предположим, 
что (8.А.1) верна для N < М -  1. Тогда

T r{y Pi У Щ -  Ургм.} =  2 т ^  Т г{у ^ з . . .  у , 2м } -  Т г { у Ц2 у ̂  у  ̂ . . .  у  ̂  }

= 2Г* ^ 2 ТГ{У̂ З "'У^2М } ~~ 2TW s  ТГ{^2'У Ш "'^Й2М 1 

+ Тг{у р2 У р3 У pj У р4 • • • У р2м }

=  ^ M lM j  Т Г { ^  ̂ • • • ^ ^ 2 м } _  2TV iM3 Т Г { ^  М2 ̂  М4 ' ’ ’ У  М-2 М }

+ 2rlpip4Тг{ур2Ур3Ур5• • • Ур2М} -  •••

+  2т1р1р2м Т Г { У  М2 ■ • • У  М2 М-1 }  -  Т ф р 2 • ■' '■ У  М2М V  }  •

След любого коммутатора равен нулю, так что последнее вычитае
мое выраж ение в правой части равно исходному выражению  в ле
вой части, и поэтому

Т г {Ур1Ур2 •••Ур2М } = 11р1р2Т г {Ур3---Ур2М} 

- V msT ^ W ' - ^ m} + Т1М1М4Тг{Ум2УмзУм5'"Ум2м} (8.А.9) 

~ • • • + 'ПщЙш Т г (У M-а " ' У Мгм-i } '
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Если предположить, что формула (8.А.1) правильна для следа любого 
произведения 2N—2 матриц Дирака, то формула (8.А.9) показывает, 
что эта ж е формула (8А.1) правильна для следа 2N матриц.

Простейший способ убедиться в том, что след нечетного числа 
дираковских матриц равен нулю, это заметить, что —'уц связана с уц 
преобразованием подобия: -у„ = УбУ̂ УзГ1- Следы не меняются при та
ком преобразовании, поэтому след нечетного числа дираковских мат
риц равен самому себе со знаком «минус» и следовательно равен нулю.

Мы сталкиваемся с еще одним типом следов вида

Такой след обращается в нуль при нечетных п  по тем ж е при
чинам, что и для следов без у5. Кроме того, этот след равен нулю 
при п = 0 и п = 2:

Tr{y5} = 0, (8.А.10)

Т г{т5УцУу} = °- (8.А.11)

(Чтобы увидеть это, вспомним, что у5 = гУоУхУгУз» и заметим, что 
невозможно произвести  спаривание индексов в Тг{у0у1у2у3} или 
ТКуМУеУзУД,} так, чтобы пространственно-временные индексы в ка
ждой паре были одинаковы.) При п = 4 такое спаривание индексов 
в Тг{у0у1у2УзУцУУУрУС;} возможно, но только в том случае, если ц, V, р,
о  являю тся какими-то перестановками 0, 1, 2, 3. Более того, этот 
след должен быть нечетным относительно перестановок ц, V, р, о, 
так как у-матрицы с разными индексами антикоммутируют. Следо
вательно след Тг{у5уцуууру0} должен быть пропорционален полностью 
антисимметричному тензору Епур̂ . Коэффициент пропорционально
сти можно установить, положив ц, V, р, о  равными 0, 1, 2, 3 и 
вспомнив, что е0123 = —1. Таким образом находим

Т г{У5УцУуУрУа} = ра • (8.А.12)

След произведения у5 с шестью, восемью и более дираковскими 
матрицами можно вычислить теми ж е методами, которые исполь
зовались выше при доказательстве формулы (8.А.1).
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Задачи

L В ы числите диф ф еренц иальное и полное сечения процесса 
е V  -> n V  в низшем порядке по е. Считайте, что спины электрона и 
мюона не регистрируются. Используйте для электронов и мюонов 
простейший лагранжиан спинорной электродинамики.

2. Проведите каноническое квантование теории заряженного ска
лярного поля Ф и его взаимодействия с электромагнитным по
лем, если лагранжиан равен:

SP =  -(О цФ)+(В^Ф) -  ш 2Ф +Ф -  Х (ф  ' ф ) 2 -  ,

° ц ф  = Эцф  -  щ \ ф , V  = Э^Ау -  ЭУАЦ •

И спользуйте кулоновскую калибровку. Выразите гамильтониан 
через поля А, Ф и  Ф' и сопряженные им импульсы. Найдите 
оператор взаимодействия V(t) в представлении взаимодействия 
через поля в этом представлении и их производные.

3» Используя результаты  задачи 2, вычислите в низшем порядке 
по е дифференциальное и полное сечения рассеяния фотонов 
на массивной скалярной заряж енной частице.

4. Напишите калибровочно-инвариантный лагранжиан для теории 
взаимодействия заряженного массивного векторного поля с элек
тромагнитным полем.

5. Вычислите дифференциальное сечение электрон-электронного 
рассеяния в низшем порядке по е. Считайте, что спины началь
ных и конечных частиц не регистрируются.
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9

Методы 
функционального интегрирования *

В главах 7 и 8 мы применили операторный формализм канони
ческого квантования для вывода фейнмановских правил в разных 
теориях. Во многих случаях, например, для скалярного поля со вза
имодействием с производными или для векторного поля с нулевой 
или отличной от нуля массой, такая процедура оказалась хотя и 
прямо ведущей к цели, но довольно сложной. Оказалось, что гамиль
тониан взаимодействия содержит как ковариантное слагаемое, рав
ное взятому с обратным знаком члену взаимодействия в лагран
жиане, так и нековариантное слагаемое, необходимое для сокраще
ния нековариантных членов в пропагаторе. В электродинамике такое 
нековариантное слагаемое (кулоновская энергия) оказалось даже про
странственно нелокальным, хотя и локальным по времени. Оконча
тельный результат достаточно прост: фейнмановские правила соот
ветствуют тому, что мы имеем дело с ковариантными пропагатора-

* Начиная с этого момента мы последовательно переводим используемый 
в англоязычной литературе термин path integral и его производные как 
функциональный интеграл и производные от этого термина «функ
циональная формулировка», «функциональный подход», «функциональный 
формализм» и т. п., имея в виду, что буквальный перевод термина интеграл 
по путям используется в русских пособиях и монографиях, когда речь идет
об альтернативной формулировке квантовой механики, а в применении к 
квантовой теории поля и квантовой статистике используются более общие 
термины. — Прим. пер.
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Методы функционального интегрирования 505

ми, а для нахождения вкладов в вершины используем взятый со зна
ком «минус» член взаимодействия в лагранжиане. Сложность получе
ния этих простых результатов, достаточно раздраж аю щ ая в случае 
теорий, рассмотренных в гл. 7 и 8, становится непереносимой в более 
сложных теориях, типа обсуждаемых в т. II неабелевых калибровоч
ных теорий или общей теории относительности. Всякий предпочел 
бы такой метод вычислений, который исходит непосредственно из 
лагранжиана и приводит к фейнмановским правилам в их оконча
тельной лоренц-ковариантной форме.

К счастью, такой метод существует. Он связан с ф ормули
ровкой квантовой механики на язы ке функциональных интегра
лов. Впервые функциональный подход был излож ен применитель
но к нерелятивистской квантовой механике в диссертации Ф ейн
мана х, где было показано, как можно вместо гамильтониана рабо
тать непосредственно с лагранжианом. В этом отношении работа 
Ф ейнмана была инспирирована более ранней работой Д ирака 2. 
Позднее функциональный подход сыграл (наряду с вдохновенны
ми догадками) важ ную  роль при выводе Фейнманом правил диа
граммной техники :1. Однако, хотя фейнмановские диаграммы ста
ли общ еупотребительными уж е в 1950-е годы, большинство ф изи
ков (включая меня самого) предпочитали выводить правила для 
них с помощью операторных методов Ш вингера и Томонаги, кото
рые, как показал в 1949 году Дайсон, приводят к тем ж е правилам 
диаграммной техники, что и полученные Фейнманом с помощью 
его методов.

Ф ункциональный подход возродился в конце 1960-х годов, 
когда Ф аддеев и Попов 4, а такж е Де Витт 5 показали, как приме
нить его к неабелевым калибровочным теориям и общей теории 
относительности. Д ля больш инства теоретиков поворотным стал 
1971 год, когда 'т Х офт 6 применил функциональный метод для 
вывода фейнмановских правил в спонтанно наруш енных калибро
вочных теориях (они обсуждаю тся в т. II), в частности, в теории 
слабых и электромагнитных взаимодействий, использовав при этом 
калибровку, в которой становится совершенно прозрачным пове
дение этих теорий при больших энергиях. Вскоре (об этом такж е 
рассказы вается в т. II) было обнаружено, что функциональный ме
тод позволяет учесть вклады в .S'-матрицу, которые существенно 
сингулярны при нулевой константе связи и поэтому не могут быть 
обнаружены в любом конечном порядке теории возмущений. С тех
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пор описываемые ниже функциональные методы стали неотъем
лемой частью вооруж ения всех физиков, использую щ их кванто
вую теорию поля.

Ч итатель может в этом месте задать вопрос, почему же, раз 
этот метод так удобен, мы мучились в гл. 7 с обоснованием канони
ческого формализма. Похоже, и сам Фейнман поначалу полагал, 
что его функциональный подход может стать заменой обычной ка
нонической формулировки квантовой механики. Есть две причины 
начинать с канонического формализма. П ервая из них носит прин
ципиальный характер: хотя функциональный формализм приводит 
к явно лоренц-инвариантным правилам диаграммной техники, ос
тается неясным, почему вычисленная таким способом «S'-матрица 
унитарна. Насколько мне известно, единственный способ доказать, 
что функциональный формализм приводит к унитарной ^ -м атри 
це, заклю чается в том, чтобы использовать его для реконструкции 
канонического формализма, в котором унитарность очевидна. В этом 
вопросе срабатывает закон сохранения неприятностей: можно ис
пользовать канонический подход, в котором унитарность очевидна, 
а лоренц-инвариантность спрятана, или функциональный подход, 
который явно лоренц-инвариантен, но отнюдь не явно унитарен. 
Так как ниже функциональный подход выводится из каноническо
го подхода, мы уверены, что оба подхода приводят к одной S-  
матрице, так что ^-м атрица действительно должна быть как ло- 
ренц-инвариантной, так и унитарной.

Вторая причина, по которой сначала рассм атривается кано
нический формализм, более практического свойства: сущ ествуют 
важ ны е теории, где простейш ая версия фейнмановского ф ункци
онального метода, в которой пропагаторы и верш ины взаимодей
ствия извлекаю тся непосредственно из лагранж иана, просто не
верна. Примером мож ет служ ить нелинейная a -модель с плотнос
тью лагранж иана Ш = - \ g kl(iр)Э(Лф?сЭ^фг. В подобных теориях исполь
зование наивных правил Ф ейнмана, выведенных непосредственно 
из плотности лагранж иана, приводит к /S'-матрице, которая не толь
ко неправильна, но даж е не унитарна, да ещ е и зависит от спосо
ба, которым мы определяем  скалярное поле \  В этой главе мы 
выведем функциональный формализм из канонического ф орм ализ
ма и, таким образом, увидим, какие ещ е типы верш ин необходи
мы для того, чтобы дополнить простейшую версию фейнмановско
го функционального метода.
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9.1. Общая формула для функционального интеграла

Начнем с рассмотрения произвольной квантово-механической 
системы с эрмитовыми операторами «координат» Qa и сопряженных 
им «импульсов» Рь, удовлетворяющими каноническим коммутаци
онным соотношениям *:

[Qa,Pb) = iKb,  (9.1.1)

lQa’Qb] = [Pa’PlJ = 0 -  (9-1.2)

(В этом и трех следующих разделах ограничимся бозонными опера
торами, которые удовлетворяют коммутационным соотношениям. По
лученные результаты  будут обобщены в разделе 9.5 на случай ф ер
мионных операторов, удовлетворяющих антикоммутационным со
отношениям.)

В теории поля индекс а включает координату х и дискретные 
индексы т ,  включающие лоренцовские индексы и сорта частиц, и 
мы условимся о следующих обозначениях:

Qx,m =Q m (x), (9Л.З)

Рх ,т = Рт(х )- (9-1.4)

Кроме того, кронекеровский дельта-символ в (9.1.1) понимает
ся в теории поля как

5х,т;у,И = 8 3( х - у ) 6 т „ .  (9.1.5)

Однако сейчас будет удобно использовать более компактные обо
значения, как в формулах (9.1.1) и (9.1.2). Операторы в этих фор
мулах записаны в «шредингеровском представлении», т. е. взяты

* Здесь молчаливо предполагается, что все связи первого рода устранены 
выбором калибровки, а все оставшиеся связи второго рода «разрешены», 
так что все степени свободы, на которые наложены связи, выражены че
рез независимые операторы Qa и Ра. Согласно разделу 7.6 непосредственное 
использование функциональных методов к системам со связями описано 
Фаддеевым 8.
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в фиксированный момент времени (например, I = 0). Зависящие от 
времени гейзенберговские операторы будут рассмотрены чуть позже.

Так как все Qa коммутируют, можно найти их общий одновре
менный собственный вектор состояния |q) с собственными значениями

Ч а - ® а \ Ф  =  Ча\Я. ) -  ( 9 Л -6 )

(Мы используем строчные буквы q и р для обозначения собствен
ных значений, а не операторов в представлении взаимодействия, 
как это мы делали в гл. 7, но поскольку представление взаимодей
ствия здесь не используется, никаких недоразумений не возник
нет.) Собственные векторы можно считать ортонормированными,

!У к>  = П б(да _ g a) = S(q'-q), (9.1.7)
а

так что условие полноты имеет вид

1 = П dq«с/ у (9.1.8)

Аналогично можно найти полный ортонормированный набор 
собственных состояний Ра:

Ра\р) = Paj.P)> (9Л.9)

i p ' \ p )  =  -  Ра)  =  8 ( р '- р ) ,
а

1= П  dp«[p) <р I •

(9.1.10)

(9.1.11)

Как обычно, из формулы (9.1.1) следует, что скалярное произ
ведение состояний из этих двух полных наборов имеет вид *

а

* Доказательство проводится так же, как в квантовой механике точечных 
частиц. Из формулы (9.1.1) видно, что Ръ действуют на волновые функции в q- 
базисе как -гЭ/Эдь. Тогда правая часть формулы (9.1.12) есть волновая функ
ция собственного состояния Р в этом базисе. Множитель П 1/ л/Зл фиксиро
ван условием нормировки (9.1.10).
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а
(9.1.12)

В гейзенберговской картине операторы Q и Р  обретают зависимость 
от времени:

где Н — полный гамильтониан. Собственные состояния q: t) и 
|р; t) этих операторов

(Заметим, что \q;t) есть собственное состояние оператора Qa(t) с соб
ственным значением qa, а не результат  эволюции состояния (/) 
к моменту времени t. Именно поэтому зависимость от времени опре
деляется множителем exp (iHt), а не exp (—iHt).) Эти состояния оче
видно удовлетворяют условиям полноты и ортонормированности:

Qa{t) = exp (iHt)Qa exp (-iHt), (9.1.13)

Pa(t) = exp(iHt)Pa exp (-iHt), (9.1.14)

Ча 4U. 

Pa(t)\p;t) = pa\p;t)

(9.1.15)

(9.1.16)

определяются формулами

q;t) = vxp(illt) q\ 

Pi t) = oxp(illf) p

(9.1.17)

(9.1.18)

iq';t\q;t) = 8 (q ' -q ) ,  

(p';t\p;t) = 8 ( p ' - p ) ,

(9.1.19)

(9.1.20)

(9.1.21)
a

(9.1.22)
a
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а такж е условию

{ч; 11 р; t) = П -7= exp(iqapa) . (9Л.23)
а

Если при измерении в момент времени t обнаруживается, что 
система находится в определенном состоянии |q; t), то амплитуда 
вероятности того, что при измерении в момент времени t' система 
будет находиться в состоянии |q'; t’), равна скалярному произведе
нию (q ; ? q: t). Главная задача динамики заклю чается в вычислении 
этого скалярного произведения.

Это легко сделать, если t' и t бесконечно близки, скажем, 
t' = х + d t и Г х. С помощью формулы (9.1.17) находим

(q'; х + dx | q; х) = (q'; x|exp(-tHdx)|q; х ). (9.1.24)

Гамильтониан Н задается как функция H(P,Q), но поскольку 
операторы (9.1.13) и (9.1.14) являю тся преобразованиями подобия, а 
Н коммутирует сам с собой, можно записать гамильтониан как ту  
же самую функцию операторов Q(t) и P(t):

Н = II(Q, Р) = eiHtH(Q,Р)е iHt = H(Q(t),P(t)). (9.1.25)

Если менять порядок следования операторов Q и Р, исполь
зу я  коммутационные соотношения (9.1.1) и (9.1.2), эту функцию 
можно представить в разны х формах, отличающихся постоянны
ми коэффициентами. Здесь удобно вы брать стандартную  форму 
гамильтониана, когда все операторы  Q находятся слева от всех 
операторов Р. Например, если гамильтониан содержит слагаемое 
вида PaQbPc, мы переписываем его следующим образом: PaQbPc = 
QbPaPc -  гЪаЬРс. С учетом этого соглашения, операторы  Qa(t) в га
мильтониане в ф орм уле (9.1.24) можно заменить * на их собствен
ные значения q а. Что касается Р(£), то используя (9.1.23), можно 
разлож ить состояние jq; t) по собственным состояниям |р; t) опера
тора Р, так что в результате

* Это возможно потому, что при бесконечно малых dx в разложении 
exp(—iHdx) можно ограничиться линейными по Я членами.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



9.1. Общая формула для функционального интеграла 511

((/'; х + dx | q; х) = ]~J dpa( q i|cxp(-?7f(Q(x),P(x))dx)]p; x){p; x | q; x)

n dp
exp

2л: - iH (q ,p)dx + (q« -  qa)P,

(9.1.26)

где по каждому pa проводится интегрирование от —оо до °о.
Вернемся к более общему случаю конечного интервала време

ни. Чтобы вычислить матричный элемент (q'; t'\q; t) при t < t', разо- 
бъем интервал времени от t до t' последовательными моментами 
времени I, х1( х2, ..., хЛ., t', где

xfc+i - x k = dx = ( t ' - t ) / ( N  + 1), (9.1.27)

на малые участки (t , х1), (х1( х2), ..., (xN, t ’)n просуммируем по пол
ному набору состояний |q; xfe) в каж ды й момент времени xfe:

q > ^ | = J dc/, . . .d q v q ; 11 qw; ). qw; (v | с/Л j; f Л i ■ • • q i • < i | q> £) •

(9.1.28)
После подстановки представления (9.1.26) получаем:

(q';t i t ; #  =

JV+1 f

IV

П П \ а
_fc=1 a .

iV

ПП
.fe=0 a

dp k,a

2%

x exp *X E (̂c,a -Qfc-l,a)Pfc-l,a ~ H (4k, Pk- l)^ \
k = 1 I a

(9.1.29)

4 N+l — 4 (9.1.30)

Полученной нами формуле (9.1.29) можно придать более эле
гантный вид. Определим гладкие интерполирующие функции q(x) и 
р(х) так, что

Qa(Tfe) -  Qfe,a > Pa(Tfc) -  Pfe,( (9.1.31)
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В пределе dx —> 0 (т. е. N  —» °о) показатель экспоненты в форму
ле (9.1.29) превращ ается в интеграл по х:

N+1 j

fc=l L a J
W+1 { 1 

= L  L Ч*(%ь Ш ч ) -  P(zk )) №  + ° № 2 
It 1 l Ц J (9.1.32)

£  <3a(T)Pa(T) -  Н(Ф),  Р(т)) ^  •
t I a

Далее, можно определить интеграл по функциям  с/(т), р(т):

* dPfc,bП(/У,(Т1П% « . . . =  Km
dx—>0

Тогда формула (9.1.29) принимает вид

П */мП
к,а к,Ь

2%

ЯаЮ = Яа %,ь

dpb{-i)
2%

х exp

t '

i d%\
J 1

_

(9.1.33)

(9.1.34)

П равая часть формулы (9.1.34) называется такж е интегралом 
по путям  *, поскольку интегрирование проводится по всем путям

* Здесь мы частично сохранили авторскую терминологию — «интеграл по 
путям». Этот исторически первый образный термин вполне уместен 
применительно к квантовой механике с конечным числом степеней свободы, 
поскольку здесь речь идет об интегралах по функциям одной переменной 
(времени) (ср. прим. на с. 509). — Прим. пер.
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q(x), идущим из точки q при X = t в точку q при т = t', а такж е по 
всем р(х). Большое преимущество такой записи матричных элемен
тов заключается в том, что, как показано в разделе 9.3, функцио
нальные интегралы легко вычисляются, если разложить их по сте
пеням константы связи в Н.

Ф орм ализм  ф ункц ион альн ы х ин тегралов, или, коротко, 
функциональны й ф ормализм , позволяет вы числять не только ам 
плитуды  вероятностей переходов типа (q'; t'|q; t), но такж е и м ат
ричные элементы  хронологически упорядоченны х произведений 
произвольны х операторов Ф [P(t),Q(t)] м еж ду состояниями (q'; t'\ 
и |q; t) *.

Удобно определить эти операторы так, чтобы (в противопо
ложность Я) все операторы Р были слева, а все Q — справа. Тогда, 
вставляя любой такой оператор 0 [P(x),Q(x)] в (9.1.26), получаем:

(q ';x  + dx|Q(P(t),Q(t))|q;x) = j  Ц  dpa
а

х (q'; x|exp(-zH(Q(x), P(x))dx|p; x)(p; x|QP(f), Q{t))\q; x)
’ ■ I (9.1.35)

~iH{q'] p)dz + (q'a -  qa)pa Q p ,q )■
. CL _

Чтобы вы числить м атричны й элем ент прои зведен ия опе
раторов f)A(P(tA),Q(tA)) ( B(P(lB),Q(tB))..., где tA > tB > ..., можно 
вставить ^-операторы  м еж ду  соответствую щ ими состояниями в 
п равой  ч асти  ф о р м у л ы  (9.1.28) и во сп ользоваться  ф орм улой
(9.1.35). Н априм ер, если момент врем ени tA попадает м еж ду xfc и 
%+1> нуж но вставить 0A(P(lA),Q(tA)) м еж ду  <qfe+i;xfe+1| и |qk;xfe). З а 
метим, что к аж д ая  последую щ ая сумма по состояниям в ф о р 
м уле (9.1.28) берется в более поздний момент времени, поэтому 
у к азан н ая  вставк а  я в л я е т с я  единственно возмож ной в си лу  н а
шего предполож ения, что tA > tB > ... .

* Здесь случайным образом одной и той же буквой t обозначены временные 
агрументы операторов P(t), Q(t), составляющих оператор (\ и состояния |q; t). 
Вообще говоря, они не совпадают. Напротив, в нижеследующей формуле
(9.1.35) необходимо считать t = X, как в формуле (9.1.24), ведущей к формуле 
(9.1.26). — Пръип. ред.

n dpa— ^-ехр
271

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



514 Глава 9. Методы функционального интегрирования

Действуя как и выше, получаем общую формулу для функци
онального интеграла:

(ч it \oA(P(tA),Q(tA))oB(P(tB),Q(tB)). .\q]t)

,а т,Ь
а
fa

" t'

х ехр i dx

_

dX\ Л  Qa(X)Pa(T) “  Щя№> Р(т))

(9.1.36)

Этот результат справедлив только при условии, что все мо
менты времени упорядочены и

t  > tA> tR > -  > t (9.1.37)

Однако ничто в правой части формулы (9.1.36) не указы вает на 
порядок временных аргументов. Следовательно, если нам задан 
ф ункц ион альн ы й ин теграл  того ж е вида, что и п р а в ая  часть 
формулы (9.1.36), но с tA, tB, ..., взяты ми в произвольном порядке 
(однако лежащ ими меж ду t и t', t < t'), то такой функциональный 
интеграл будет равен матричному элементу типа того, который 
стоит в левой части формулы (9.1.36), с операторами, расположен
ными в порядке убывания моментов времени слева направо. Это 
означает, что при расположении tA, tB, ... в произвольном порядке,

q ; t \T{0A(P(tA),Q(tA))0B[P(tB),Q(tB)),...}\q', t)

П<%мП
Яа(̂  = Яа 
ЯаИ'^Яа

1,Ъ

dpb(х) 
2ж

х ехр

t'

i dx
1

_

dXl И VaiVPaW -  POO)

(9.1.38)
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где Т означает обычное хронологическое произведение.
Возможно, следует подчеркнуть, что с-числовые функции qa(z), 

pa(t) в (9.1.38) являю тся всего лиш ь переменными интегрирования
и, в частности, не подчиняются  уравнениям движения классиче
ской гамильтоновой динамики

• ()II(q(t),p(x))

Э Н (|(т ^ (т ))= о.
а Эд„(т)

(9.1.39)

(9.1.40)

(По этой причине гамильтониан Я(д(т),р(т)) в (9.1.38) не является 
константой по т.) Тем не менее, в некотором ограниченном смысле 
функциональнае интегралы «уважают» эти уравнения движения. 
П р ед п о л о ж и м , что  одна и з ф у н к ц и й  в (9.1.38), н а п р и м е р , 
f)A(P(tA),Q(tA)), совпадает с левой частью равенств (9.1.39) или (9.1.40). 
Заметим, что (при t < tA < t')

Ча^А)-

Ра ( ^ )  +

dH(q(tA),p(tA))

dPa(tA)
dH(q(tA),p(tA))

Э? а (^ )

где И -  аргумент экспоненты в (9.1.38)

ехр(г7[д,р]) = —г 

ехр(гДд,р]) = -г

SPa(^)
5

6Q a(^)

ехр(Щ д,р]), 

ехр(гДд, р ]),

I[q,p] = Y j Ча(Х)Ра(%) ~ Н(Ф ),  P(V)
t

До тех пор, пока tA не достигает t или t', интегрирования по 
qa(tA) и pa(tA) ничем не ограничены, и при разумных предположени
ях о сходимости интегралы от таких вариационных производных 
должны обращ аться в нуль. Следовательно функциональный инте
грал (9.1.38) равен нулю, если fiA(p,q) взят равным левой части урав
нений движения (9.1.39) или (9.1.40).

Это простое правило применимо только если переменные ин
тегрирования qa(tA), pa(tA) не зависят от любой из переменных qa(tB),
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ра((в ) и т. д., от которых зависят остальные функции 0В, 0С и т, д. 
в формуле (9.1.38), и, следовательно, только если мы запретим tA 
достигать значений tB, tc, ..., а такж е t и 1.'. Когда tA достигает, 
скажем, tB, в функциональном интеграле возникает ненулевое сла
гаемое, пропорциональное 5{tA -  tB) или ее производным. Эти дель
та-ф ункции соответствуют тем дельта-функциям, которые возни
кают в рамках операторного формализма от производных по време
ни ступенчатых функций, присутствующих в определении хроно
логического произведения.

Для вычисления функциональных интегралов (9.1.34) и (9.1.38), 
необходимо знать только классическую  функцию Гамильтона, т. е. 
с-числовую функцию H(q, р). Если мы хотим сформулировать тео
рию с помощью функциональных интегралов, естественно возни
кает вопрос, какая  из многих возможных квантово-механических 
функций Гамильтона H(Q, Р) (отличающихся порядком Q и Р) опи
сывает квантовую теорию, соответствующую этим интегралам.

П редложенный вывод дает ответ на этот вопрос: в квантовой 
ф ункции Гамильтона все Q должны быть слева, все Р  — справа. 
Однако было бы ошибкой придавать этому рецепту слишком боль
шое значение. И меется множество способов интерпретировать ме
ру Пйда({)Пйра(0 в интегралах типа (9.1.34) или (9.1.38). Наш р е
цепт расположения всех Q слева от всех Р годится только, если 
мера определяется согласно формулам (9.1.31)—(9.1.33). Другие ме
ры приводят к другим предписаниям по упорядочиванию операто
ров. Вопрос в целом не очень существен, так как разны е рецепты 
упорядочивания операторов в функции Гамильтона соответствуют 
всего лиш ь разному выбору констант, входящ их как коэф ф ициен
ты при разны х слагаемых в этой функции, а мы всегда ф ормули
руем теории так, что эти константы рассматриваю тся как произ
вольные параметры.

Ф ункциональны й интеграл общего вида (9.1.38) трудно ис
пользовать для численных расчетов или для доказательства стро
гих теорем. Для этих целей лучш е применять ф ункциональны й 
метод для вычисления амплитуд в евклидовом пространстве, где 
t заменено на мнимую величину —гх4, и показатель экспоненты в 
ф орм уле (9.1.38) — действительная отрицательная величина. То
гда вместо быстрых осцилляций подынтегрального вы раж ения в 
результате  малого дрож ания путей все быстрые дрож ания оказы 
ваю тся экспоненциально подавлены.
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Хотя мы не будем углубляться в этот вопрос, но квантовая 
теория поля может быть с самого начала сформулирована в терми
нах фейнмановских амплитуд в евклидовом пространстве—времени Ьа. 
При определенных разумных предположениях возможно реконст
руировать фейнмановские амплитуды в пространстве Минковского, 
зная их евклидовы аналоги 8б. Однако если использовать функцио
нальные интегралы для вычисления фейнмановских амплитуд по тео
рии возмущений, то можно ограничиться их формулировкой в про
странстве Минковского.

9.2. Переход к ^-м атрице

Как уж е отмечалось, можно без труда переписать общие кван
тово-механические результаты  раздела 9.1 в обозначениях, пригод
ных для квантовой теории поля, если принять, что индекс а прини
мает значения, отвечающие точкам х пространства и индексам т  
спина и сорта частиц т,  и заменить Qa(t) и Pa(t) на Qm(x, t) и P m(x, t).

Тогда формула (9.1.38) принимает вид *:

(<?'> t'\T{f>A [P(tA), Q(tA)], 0В [P(tB), Q(tB)],.. \q, t)

| I dqm(K,%) J j d p m(x,x)

T,x,m
2%

ятМ = ятЫ) 
дт (хЖ)=Чт(х)

x % \p(tA)» я(*а )> и  • •

x exp

(9.2.1)

Однако ф орм ула (9.2.1) не совсем соответствует тому, что 
хотелось бы иметь в теории поля. Экспериментаторы измеряю т не 
ам пли туды  вероятностей  для  переходов м еж ду  собственными

* Мы записываем теперь аргументы операторов II  и ( в квадратных ско
бках, чтобы напомнить, что H[q(t), p(t)] и fi[p{t), q(t)] являются функционалами  
от qm(x,t) и pm(x,t) в фиксированный момент времени t.
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состояниями (q,f\  и \q,t), а элементы ^-матрицы , т. е. амплитуды 
вероятностей для переходов м еж ду состояниями, которы е при 
t —> —оо или t —> +00 содержат определенное число частиц разных 
сортов. Это так называемые «ин» и «аут» состояния |a,in) и |(3,out), 
где а  и (3 обозначают наборы частиц определенных сортов с опреде
ленными значениями импульсов, 2-компонент спина (или спираль- 
ностей).

Чтобы вычислить матричный элемент хронологически упоря
доченного произведения (возможно, и отсутствующего) между та
кими состояниями, следует умножить (9.2.1) на «волновые ф унк
ции» ((3, outlq', t') и (q, t (X, in) в любые фиксированные моменты вре
мени t и t', которые для удобства взяты  здесь равными —°о и +<=о, 
соответственно, а затем провести интегрирование по «аргументам» 
qm(x) и q/m(x) этих волновых функций.

Однако вместо того, чтобы сначала выписать функциональ
ный интеграл по qm(x,t) с условиями

9 т (х >+00) = 9 т (х )> 9 т (х -°°) = <?т(х )> (9’2'2)

а затем интегрировать по q,m(x) и qm(x), можно с тем ж е успехом 
интегрировать по qm(x,t) без всяких условий (как и по pm(x,t)), пола
гая аргументы волновых функций равными тем значениям, кото
рые даются формулой (9.2.2):

(Р, out|T{f)A\P(lA), Q(tA )],()в [P(tB), Q{tB)],.. .|a, in)

П d9m(x̂ ) n (dp™(X,T))/2jr
^ T,x,m  T,x,.m

х р а 1р (1а )’Ф а )¥}в 1р (1в )’Ф в )1--

x exp i j  d.T { / t o  ̂ )& Jx.,'t)-H [q('C),p(i;)]}
(9.2.3)

X (p, out|q(+°o);H-oo)(g( — O o ) * — OO I a ,in ) .

Кстати, этот результат немедленно приводит к формуле (6.4.3), 
т. е. к теореме, которую мы неоднократно использовали для того, 
чтобы связать суммы фейнмановских диаграмм вне массовой по
верхности с матричными элементами операторов в гейзенберговском
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представлении между собственными состояниями с определенной 
энергией. *

Теперь необходимо установить, как вычислять волновые функ
ции, являющиеся последними двумя множителями правой части 
формулы (9.2.3). Рассмотрим сначала простейший и наиболее важ
ный случай — вакуум. (В разделе 6.4 мы видели, что элементы 
^-матрицы легко вычисляются через средние по вакууму от хроно
логических произведений.) Предположим, как обычно, что при
I —> ±°о матричные элементы вычисляются так, как будто нет ника
кого взаимодействия.Таким образом, «ин»- и «аут»-вакуумы могут 
быть определены условиями

ain(p,0,n)|VAC, in) = О,

aout(p,o,n)|VAC,out) = 0, (9‘2‘4)

где операторы ain и aout являются коэффициентами при экспоненте 
ехр(гр-х -  iEt) в разложении оператора Qm(x,t) по плоским волнам при
I —> —оо и t - >  +оо, соответственно. Например, в случае действительного 
скалярного поля, отвечающего нейтральной бесспиновой частице, имеем

* Для доказательства необходимо лишь заметить, что если гамильтониан 
имеет вид H[P(t), Q(t)] + Ед J £л(х, t)0A(x, t) , то S-матрица определяется 
согласно (9.2.3) следующим образом:

(P,out|a,in)g = j П dqm (x,T) П (dpm(x,x))/2л
X, х, т т, х , . т

х ехр
о о

i J с/т J d3x qm (х, х)рт (х, т) — Н[д(т), р(т)]
-  — 0 0  [

-  Y. I d3x  еА(х, t)0A(x, t)

х {(3, out | q(+°°);+°°}{q(-°°);-°° | a, in) .

Левая часть формулы (6.4.3) равна производной этого выражения по га, гъ и т. 
д. при е = 0, что дает правую часть формулы (9.2.3). Вновь используя (9.2.3), 
приходим к правой части формулы (6.4.3).
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Ф (х, t) -
t >̂+оо - (̂27t)“3/2J d 3p(2E)“ 1/2 ain (р)егр'а: + э.с.

out
(9.2.5)

П(х, I) — *^+°°— > Ф(х, г)

t ^ > + оо .-z(2:i)-3/2J d 3p(E/2)1/2 ain (р)егрх -  э.с.
out

(9.2.6)

где р° = Е = у]-р2 + т 2 I здесь вместо Q и Р мы используем общепри
нятые для скалярного поля обозначения Ф и П и опускаем ненуж
ные индексы т, о, п. Обращая преобразование Фурье и беря ли
нейные комбинации получившихся выражений, получаем, что

niEt
a in (Р) = ИШ 

out * (2 л )

Г IE

3 /2 j  d3xe~ip*

х Ф(х, t) + г. — П(х, t) 
2 \2Е

(9.2.7)

Как отмечалось в разделе 9.1, «импульс» П(х,() действует на волно
вые функции в <р-базиее * как вариационная производная —i5/5<p(x,t), 
так что условия (9.2.4) в этом базисе принимают вид:

0 = d3xe~ipx
6

бф(х) + Е(р)ф(х)
/ in \
; Ф(х);+°° VAC, )

out/ (9.2.8)

Аналогичное обыкновенное дифференциальное уравнение име
ет хорошо известное гауссово решение, так что попробуем и здесь 
воспользоваться гауссовской подстановкой:

* Дословный перевод англоязычного термина wave functions in cp-bosis. В 
русскоязычной литературе более употребителен термин волновые функци
оналы в <р-представлении (где оператор Ф(х) действует как оператор 
умножения на функцию ф(х)). — Пръич. ред.
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ф(х);+с VAC \ = #ехр| ~  Jd3a$3yt(x,y)9(x)<p(y) ’ (9.2.9)

в которой предстоит определить ядро Ш и константу . I. Подставляя 
правую часть формулы (9.2.9) в формулу (9.2.8), находим, что функ
циональное дифференциальное уравнение для вакуумного волново
го функционала удовлетворяется, если при всех ф

0 = J d 3xe_ipx|j d3ytf(x,у)ф(у) -  Е(р)ф(х) (9.2.10)

или, другими словами, если

J d 3xe~tp xtf(x,y) =  Е(р)е”гру . (9.2.11)

Решение легко находится обращением преобразования Фурье:

й(х,у) = (2 jt )_ 3 J d3peip(x_y)£ (p ). (9.2.12)

(Напомним, что £(р) = ^р2 + гп2 •) На самом деле, это самое полез
ное представление ядра ft, но заметим попутно, что при х Ф у мож
но записать if через функцию Ганкеля отрицательного порядка:

, т d (1 , л
^(х,у = K _ L(m r)2л г d r { г  1 (9.2.13)

где г в |х — у[. Константа . С формально определяется из условия 
нормировки вакуумного состояния, но этот результат нам не пона
добится.

Согласно формуле (9.2.9), при вычислении средних по вакууму 
в теории скалярного поля произведение двух последних множите
лей в формуле (9.2.3) равно

(VAC, out| ф(°°);+°°}{ф(-°°);-°° |VAC, in)

=j -,4f exp I [ d 3x d 3y ^ ( x ,  у )[ф (х ,+ оо )ф (у ,+ сх )) + ф (х ,-о о )ф (у ,-о о ) ]

expj -  J;- £ J d3xd3y j  d%W(x, у)ф(х, х)ф(у, т)е
(9.2.14)
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где £ — бесконечно малая положительная величина. При получении 
окончательного выражения, мы воспользовались тем фактом, что 
для любой достаточно гладкой функции /(т)

Л+°°) + /(-° ° )  = И т £ f dz f  (т) е
е->0+ J (9.2.15)

Подставляя представление (9.2.14) в формулу (9.2.3), получаем: 

(VAC, out\T{flA[U(tA) M t A)], 0 в [П(*в ), Ф(*в )], • ■ .|VAC, in)

и 2 1 П  d<p(x > х) П  w * .  ). ф(^)]

' J dz J d3x  ф(х,х)л(х,х)

Н[(р(т), л(т)] + ^  ге| d3xd3y?{x,  у)е е1т1<р(х, т)<р(у, т)

(9.2.16)

В разделе 9.4 мы увидим, что совокупный эффект от последне
го слагаемого в показателе экспоненты в правой части формулы (9.2.16) 
заключается в появлении добавки —г£ в знаменателе пропагатора ска
лярного поля в импульсном пространстве: [р2 + т2 — Щ~1. Мы не 
будем вдаваться в детали соответствующих вычислений для полей 
произвольного спина, а просто укажем, что в общем случае

(VAC, out|TpA[PА (tA), Q(tA)],, $lB[PB(tB), Q(tjg)], • • -|VAC, in)

Y [ d q m(x,z) 0A[p(tA),q(tA)]

xOB[p(tB),q(tB)],...x exp dzl J d3x Y J k m  (x > x)P?n (x >x) (9.2.17)

-H[q(z), p(x)] + г£ -  слагаемые
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Здесь «г'е-слагаемые» приводят к появлению правильной добавки —г£ 
в знаменателях всех пропагаторов.

Сейчас уместно отметить, что не зависящие от полей множите
ли в (9.2.17), типа константы ]> Г |2, несущественны. Дело в том, что они 
дают вклад и в матричный элемент перехода (VAC, out VAC, in). 
При вычислении связной части средних по вакууму от хронологи
ческих произведений (или .S'-матрицы) мы избавляемся от вклада 
несвязных поддиаграмм вакуумных флуктуаций путем деления на 
(VAC, out|VAC, in), так что все постоянные множители в вакуум
ных средних сокращаются.

Можно продвинуться дальше и вычислить матричные эле
менты между многочастичными состояниями, подставив соответ
ствующие «волновые функционалы» в формулу (9.2.3). Последние 
можно вычислить, подействовав на вакуумное состояние сопря
женными операторами к операторам уничтожения вида (9.2.7).

Как и для гармонического осциллятора, такие волновые функ
ционалы оказываются полиномами Эрмита по полям, умноженны
ми на вакуумный гауссиан. Мы не будем развивать далее эти вы
числения, поскольку, как показано в разделе 6.4, все, что нужно 
для вычисления матричных элементов .S-матрицы, это знание сред
них по вакууму (9.2.17).

9.3. Лагранжева форма функционального интеграл

Подынтегральное выражение в показателе экспоненты в фор
мулах (9.1.38) или (9.2.17) похоже на лагранжиан L для гамильто
ниана Я. Это сходство до некоторой степени вводит в заблужде
ние, так как «импульсы» pa{t) или pn(x,t) являются независимыми 
переменными, еще не связанными с qa{t) или qn(x,t) или их произ
водными.

Однако существует большой и важный класс теорий, в кото
рых интеграл по «импульсам» может быть взят путем простой за
мены их на те значения, которые диктуются каноническим фор
мализмом. В этом случае подынтегральное выражение в показателе 
экспоненты в интегралах по путям действительно совпадает с ла
гранжианом.

Гамильтониан таких теорий квадратичен по «импульсам», 
т. е. на языке теории поля
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H[Q,P} = ■ ! £  J d3x d 3y Ахпут [Q]Pn (x)Pm (у)
п т

+ Y , l d 3xB ,n[Q}Pn(x.) + C[Q], (9.3.1)

где «матрица» А — действительная, симметричная, положитель
ная и несингулярная.Тогда показатель в экспоненте в формуле (9.2.17) 
квадратичен по р:

dxj j d3x ^  рп (х, t)qn (х, t) -  Я[д(т), р(т)] j

£  J d3xd3ydxdx'AxxnXym [q\Vn(х, %)рт(у,V)
п т

J dMdx втхП[д]Рп(х-х) - Q<?]>
(9.3.2)

где
т̂хп.т’ут Ly I А хн.ум 19("̂ ) t  )>

Г[д] = JdxC[g(T)].

(9.3.3)

(9.3.4)

(9.3.5)

В общем случае интеграл от экспоненты, в показателе кото
рой стоит квадратичное выражение типа (9.3.2), пропорционален 
экспоненте, вычисленной в стационарной точке ее показателя. 
В случае конечного числа действительных переменных \ s эта фор
мула имеет вид

Г К *  еХР ] “  •! %Ya К Л Л г  -  В Av -  гС[
V s

= (Det[*A/2jl])_I/2 e x p f i . X  K U ,  ~ С  В -  iC [,
(9.3.6)
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где  ̂ -  стационарная точка,

sr г (9.3.7)

(Доказательство формулы дано в Приложении к этой главе.)
Следовательно, если 0А, Щв и т. д. в (9.2.17) не зависят от р, 

можно вычислить функциональный интеграл по импульсам р в фор
муле (9.2.17) в случае такого гамильтониана, взяв эти переменные в 
стационарной точке квадратичного выражения в показателе экспо
ненты. Однако вариационная производная этого квадратичного вы
ражения равна

бр„(х,х) J dxjj d3xqw(x,x)pn{x,x) -  Н[д(т),р(т)] + Ш - слагаемые j 

б
= ди(х ,х) бр (х,т) H[q(x),p(x)].

(Слагаемые с ге зависят только от переменных q.) Таким образом, 
стационарная «точка» рп(х, t), в которой эта производная обращает
ся в нуль, есть просто значение pn(x,t), задаваемое канонической 
формулой

q„(x,x) = 8Я[д (х),р(т)] 
8рп(х,т) (9.3.8)

р=р

Если положить рп(х,1) равным этому значению, показатель экспо
ненты в (9.2.17) превращается в обычный лагранжиан *

г \
L[q(x),q(x)] в d3x £ у м(х, т)рп(х,т) -  //[q(T),p(x)]

V п
(9.3.9)

и формулу (9.2.17) можно записать в виде

* Точнее, в лагранжево действие. — Пръип. ред.
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(VAC, out|Т{0Ат А)],Ов т в )],..,}]VAC,in)

П  d(in (х > i:)(Det[2/7t /[q|J) 12 f)A[q(tA)], 0B[q{tB)],...
T ,X ,n

x exp i J dx{L[q(x), q(x)] + ie - слагаемые} (9.3.10)

(Мы объединили множители 1/271 в интегралах по р с детерминан
том из формулы (9.3.6).) Это и есть желаемая лагранжева форма 
функционального интеграла.

При выводе (9.3.10) было необходимо предположить, что опера
торы 0А, Ов, ... не зависят от канонических «импульсов». Это условие 
не такое жесткое, как может показаться. Например, в скалярной 
теории поля, в которой канонически сопряженный полю Ф импульс 
есть П = Ф, возможно вычислить матричный элемент хронологиче
ски упорядоченного произведения операторов, один из которых есть 
ф({), взяв разность матричных элементов, в которых этот оператор 
заменен на Ф(х + dx) и Ф(х), поделив ее на dx и взяв предел dx —» 0. 
Эквивалентно, до тех пор, пока t не совпадает ни с одним из осталь
ных временных аргументов оператора в формуле (9.3.10), можно просто 
дифференцировать (9.3.10) по времени t.

Единственное оставшееся серьезное осложнение в формуле 
(9.3.10) связано с детерминантом ■-..■/[q]. Если /[q\ не зависит от по
лей, то не возникает никаких проблем. Мы уже отмечали, что об
щие константы не дают вклада в связные части ваккумных сред
них, так как при их вычислении производится деление на амплиту
ду перехода вакуум—вакуум, пропорциональную той же константе. 
Именно так обстоит дело в теории нескольких взаимодействующих 
друг с другом скалярных полей Фп без производных и/или взаимо
действующих с производными, но с внешними токами Jn. Плотность 
лагранжиана в этом случае имеет вид:

Н ф . ^ ф .  + ^ Ч ф , У(Ф).

Очевидное обобщение результатов раздела 7.5, касающихся 
взаимодействия с производными одного скалярного поля, на случай
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нескольких скалярных полей приводит к гамильтониану

н =  in|  +1(УФ„)2
П

+ j n -v #n+j„°n n + i ( j n0)2 + а3хУ(Ф) .

(Здесь скалярные поля Фп выбраны действительными скалярами, 
однако можно включить в рассмотрение и комплексные скалярные 
поля, разделив их на действительную и мнимую части.) В общем 
случае возникает нетривиальное слагаемое, линейное по Пп, но ко
эффициент в квадратичном слагаемом есть константа, равная про
сто единичной «матрице»

независящая от полей константа, не влияющая на результаты.
Однако не всегда все так просто. В качестве второго примера рас

смотрим так называемую нелинейную о-модель, лагранжиан которой

В подобных случаях детерминант может быть записан в виде 
вклада в эффективный лагранжиан, если воспользоваться соотно
шением Det А  = ехр Tr In. -/. Заменяя пространственно-временной 
континуум дискретной решеткой точек посередине отдельных про
странственно-временных областей очень малого объема £1, можно 
интерпретировать дельта-функцию в Апхту следующим образом: 
84(х -  у) = П_15ху, так что

хп,х'п■V =  -  х ' ) К п ' ■

В данном случае множитель

*  =  - 1 1  ЭХФ ПЭ*-ФЛ [5Л  +  Unm (Ф)] -  У (Ф ) .
пт

Прямое вычисление приводит к гамильтониану

н  = d3x  | п „(1  + щ Ф ));;пп т  + j у ф „ • уф ,п(1 + и(Ф))пт + у (Ф) .
j

Здесь 4 — зависящая от полей величина
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® М т 1Х,ту = 8а д [ь а  +и(Ф(х)))  -  1 • In а ]п т ,

где логарифм матрицы определяется своим разложением в ряд

U2 U3 
ln(l + U) = U —  + —— ...

Чтобы вычислить след, заметим, что ... = £2_1jd4x ... . Тогда 
детерминант равен

DetA ос ехр —О. 1 J d 4cc tr 1п[1 + ЩФ(х))]

где символ «tr» означает след в обычном матричном смысле. Коэффи
циент пропорциональности (возникающий из слагаемого —In П) не 
зависит от поля и поэтому не представляет интереса.

Можно рассматривать этот детерминант как поправку к эф
фективному лагранжиану

Д-У = -  j  Ш гН г 1п[1 + U (Ф (х))].

Множитель О-1 можно представить в виде ультрафиолетово 
расходящегося интеграла

£2-1 = 54 (х -  х) = (2л)“4 J d4p • 1.

Мы не будем этого показывать, но дополнительные слагаемые 
в фейнмановских диаграммах для такой теории, связанные с поправ
кой АТ, можно вывести и в рамках канонического формализма, учи
тывая слагаемые от одновременных коммутаторов в пропагаторе 
производных по времени скалярного поля 1. Пренебрежение этой 
поправкой приводит к ложной зависимости .S'-матрицы от способа 
определения скалярного поля, и, кроме того, несовместимо с лю
бой симметрией лагранжиана относительно преобразований скаляр
ного поля.

Даже в случае, когда множитель (Det у)-1/ 2 в формуле (9.3.10) 
для функционального интеграла не зависит от полей, лагранжиан в 
этой формуле может отличаться исходного. Например, рассмотрим 
теорию нескольких действительных векторных полей с плотностью 
лагранжиана
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? (ЭиАгЛ -  -  ЭХА / )  + | m 2АпХАпХ + JnXAnX

где токи Jn̂  являются либо внешними с-числовыми источниками, 
либо зависят от других полей (в последнем случае в лагранжиан 
следует добавить вклад других полей). Простое обобщение резуль
татов раздела 7.5 приводит к гамильтониану

Я = 1 1
- П 2 + - ( V x A J 2 + - m 2A 2

1
2 mi

+ — ( V -П,,)2 + J„ • А п ------
’ mi n 0  2 ' n/2 m zn

В правую часть следует также добавить слагаемые от любых 
других полей, входящих в Jn̂  . Коэффициент при квадратичном 
слагаемом здесь несколько сложнее, чем в первом примере, и ра
вен

4 = 5nix,mjy пт 5^64(х у)
2 mi

-V.V.84(x- У)

но он не зависит от полей, так что множитель (Det У)-1 2̂ несущест
вен. С другой стороны, лагранжиан (9.3.9) отличается от исходного: 
он выражается только через поля А и их производные по времени, 
но не содержит вовсе временных компонент А 0 % По этой причине 
лоренцовская инвариантность выражения (9.3.10) далеко не очевидна.

Чтобы исправить это положение, можно вновь ввести вспомо
гательное поле. Предположим, что мы добавили к гамильтониану 
слагаемое

ДЯ = - 1 £ т 2пJ d3x[A°n -m ~ 2V ■Un + m -2J l f

* Это и неудивительно, поскольку мы имеем дело с теорией со связями 
(второго рода), и приведенный гамильтониан получен в результате разрешения 
этих связей, выражающих А0 через независимые поля А и сопряженные им 
канонические импульсы. — Прим. ред.
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и проинтегрировали по Ап°, а также по Ап и Пп, Результатом этого 
может быть только появление не зависящего от полей общего мно
жителя, поскольку АН квадратично по А0 (с независящим от полей 
коэффициентом в слагаемом второго порядка по А0) и его стацио
нарное значение обращается в нуль. Однако предположим, что мы 
интегрируем по П„ до интегрирования по Ап°. Гамильтониан в фун
кциональном интеграле (9.2.17) заменяется на

Н +АН = d3x ^ + —(V х А 7 + 7Г"4А п

~ 2 т п (А п
0 \2 + J n ' А п -  JnAn + А иУ 'Пп

Он все еще квадратичен по Пп с не зависящим от поля 
(и даже более простым) коэффициентом при квадратичном слагаемом, 
так что интеграл по всем Пп можно взять, просто заменив Пп на его 
значение в стационарной точке функционала £ п]й:1хП • Л„ -  Н -  АН:

П„ -  А „ + VA°n .

Если Пп исключить именно таким способом, то L nJd3x n  ■ А п~ Н -  АН 
есть в точности исходный лоренц-инвариантный лагранжиан.

Чтобы учесть возможную необходимость введения вспомога
тельных полей типа Ап°, будем с этого момента записывать форму
лу для функционального интеграла после исключения канонически 
сопряженных импульсов в терминах полей \|/г, включающих как ка
нонические поля qn, так и вспомогательные поля сг:

VAC, outfr{04 [Ч>А (IА)], Г>в [4>в (tB)],.. .}| VAC, in) 

П  d V n  (х > 'С) ° а  [ W a  )] ° в  I W b  )] • • •
, п

оо

i J d x { L | \ ) / ( T ) , v j / ( T ) ]  + ге - слагаемые}х ехр
(9.3.11)

имея при этом в виду, что лагранжиан L может содержать слагае
мые, возникающие от зависящих от полей множителей вида 
(Det /Г 1/2.
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9.4. Вывод фейнмановских правил 
с помощью функциональных интегралов

Теперь мы готовы к тому, чтобы воспользоваться формализ
мом функциональных интегралов для вывода фейнмановских пра
вил для широкого класса теорий. Нас будут интересовать средние 
по вакууму от хронологических произведений полевых операторов 
(и сопряженных им операторов)

( v a c ,  out|T {^  ix A ),% в (хв ).. .jjvAC, in) 
(VAC, out | VAC, in)

из которых (как показано в разделе 6.4) можно получить матричные 
элементы ^-матрицы, отбрасывая пропагаторы внешних линий, свя
занные с каждым из этих полей, заменяя их на коэффициентные 
функции, стоящие в качестве множителей перед операторами ро
ждения и уничтожения в соответствующих выражениях для сво
бодных полей, и суммируя по всем индексам этих коэффициентных 
функций.

Для простейших теорий, гамильтониан которых квадратичен 
по П, находим с помощью формулы (9.3.11):

Щлп...(хАх в ...) х,1

J”J d y l(x)e
’ (9.4.2)

x,l

где J[\|/] — действие вида

/•ОО
т =  cix{L[\|/(x),\j/(x)] + ге -  слагаемые}, (9.4.3)

J —оо

причем L включает теперь любые возможные слагаемые, возника
ющие от зависящего от поля детерминанта в формуле (9.3.10).

Предположим далее, что лагранжиан равен интегралу от 
плотности лагранжиана, содержащей квадратичное слагаемое Щ,
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остающееся и в отсутствие взаимодеиствии, и плотности лагран
жиана взаимодействия Я'х\

L[\|/(x), \j/(x)] = J d3x[>0 (i|/(x, x), Эцу(х, x)) + x), Э(1у(х, x))] .(9.4.4)

Иными словами, действие (9.4.3) равно

J t V W o M  + filVh (9-4-5)

J d̂ xSpQ (\j/(cc), Э̂ \|/(х)) + ie -  слагаемые, (9.4.6) 

AIVl = j d 4x5,1(\|/(x),3tl\i/(a:)). (9.4.7)

Так как Щ, и «г£-слагаемые» квадратичны по полям, можно всегда 
записать 10 как обобщенную квадратичную форму

№ ]  =  - -  d i x d i x ' ^ D lX!l,x,\\il (x)\\iv (x'). (9А8)
z  J I ,r

Например, для действительного скалярного поля массой т невоз
мущенный лагранжиан имеет вид

SPq = -^ Э ^ ф Э ^ ф -| т2(р2 , (9.4.9)

а ге-слагаемые в 10 определяются формулой (9.2.16) в виде

|ге| d tj d 3x d 3x /t f ( x , x / ^ ( x ,  {)ф(х/, t), (9.4.10)

так что

Dxx, = — -----—  84(х -  х') + m 284(x -  х') -  zeE(x,x/)6(t -  t' ) . (9.4.11)
’ Эх^ Эх'

(С этого  момента мы опускаем множитель е_Е̂  в ге-слагаемом, так 
как от него возникают поправки более высокого порядка по е.) Взаи
модействия мы будем учитывать по теории возмущений, разлагая 
экспоненту по степеням 1Ь
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оо .

ехр(Щ\|/]) = ехр(г70[\|/])^—
N О

(9.4.12)

а затем разлагая 1г по степеням полей. Интегралы, получающиеся в 
числителе и знаменателе формулы (9.4.2), имеют следующий об
щий вид:

"[ d y t(x)
V 1>х

^ ;i(x i )^ 2(x2)..., (9.4.! 3)

где множители, содержащие поля (х 2 \ и т. д. возникают
из и/или из полевых множителей ¥гл(жл), изначально при
сутствующих в числителе (9.4.2). Если / 0[У] имеет вид (9.4.8), инте
грал (9.4.13) относится к тому же типу, что и интеграл, вычислен
ный в Приложении к данной главе, с той разницей, что дискретный 
индекс s заменен парой индексов I, х. Поэтому можно воспользо
ваться формулами (9.А.12) и (9.А.15), что дает

■\l2...(x\х 2'“ ) Det г 7 4 
2%

- 1 / 2

£ П НИспаренные поля
по по

спариваниям парам 
полей (9.4.14)

Это и есть ковариантные правила Фейнмана в координатном 
пространстве для вычисления числителя в формуле (9.4.2). Мы про
водим разложение по взаимодействию Ilf затем суммируем по все
возможным спариваниям полей в множителях 1г друг с другом и с 
полями ¥г4(з;А) и т. д., причем каждое спаривание дает вклад в виде 
интеграла по пространству—времени от произведения коэффициент
ных функций полей в и произведения «пропагаторов» —гД, где

\ l j x i,ac2) = ■ (9.4.15)

(Множитель | D et(r//2jc)j—1,2 в формуле (9.4.14) представляет собой 
вклад диаграмм с неограниченным числом одиночных петель, не 
связанных с другими линиями, но в любом случае этот множитель 
сокращается в отношении (9.4.2).)

Остается вычислить сами пропагаторы (9.4.15). Мы рассматри
ваем формулу (9.4.15) как интегральное уравнение
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1 Л ^ жА ^ А а 3('т 2>жз) = S4( % - x 3)6v . . (9А1б) 
h

В отсутствие внешних полей в силу трансляционной инвари
антности величина Ш с необходимостью есть функция только разно
сти Xj — х 2 и может быть записана в виде интеграла Фурье:

fylXl,i2x2 = (2 % ri \ d i p e ivix^ )Dluh (р ). (9.4.17)

Решение уравнения (9.4.16) имеет тогда вид

А1.,1.М->’ Х:0 = (2Jtr4j d 4p e lp'(xi“ x2)D” j2 (р). (9.4.18)

где CJ)~1 — матрица, обратная к матрице % Как будет показано, Ш- 
слагаемые приводят к тому, что такая обратная матрица хорошо 
определена для всех действительных значений р. Таким образом, 
задача вычисления пропагатора сведена к обращению конечномерной 
матрицы.

Рассмотрим сначала массивное скалярное поле. В этом случае 
® имеет вид (9.4.11). Можно записать его в виде интеграла Фурье

%  у =  (2л)-4 ] d i p e ip'l'x ~v')(p 2 + т 2 -  ШЕ(р)),

так что пропагатор равен

Дх у =  (2л:)-4 j й 4р е гр'(х_!У)(р 2 + т 2 —ieE(р)) .

Видно, что это выражение совпадает со скалярным пропага- 
тором, полученным ранее операторными методами. (Разница ме
жду £ и в£(р) несущественна, так как обе величины положитель
ны и бесконечно малы.)

В качестве второго примера рассмотрим действительное мас
сивное векторное поле. Невозмущенный лагранжиан равен

L0 = -  -  (Э„ Av -  Эу А )(Э»* Av -  3V ) -  -  т 2 A  t А ».
4 2
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Вновь можно записать 70[\|А| в форме (9.4.8) с ядром

рх,<5у Л
э 2 э 2

ра Эх^Эг/ц ЭхаЭур
+ т цра 84(х -  у) + ie. — слагаемые

= (2л) 4 J*di p e w'(-x ®['ПраР2 _  РрРа + ш2г1ра + ге _  слагаемые].

Мы не будем тратить здесь время на то, чтобы показывать, 
что «+г£-слагаемые» принимают простой вид —г£Е(р)г|р0. Тогда про
пагатор векторного поля получается простым обращением матрицы 
4x4 в последнем подинтегральном выражении:

Дрст(х,у) = (2лГ4
A ip (x -y )d ре

р2 + m 2 -  ieE(p) Лра
РоРр.Ра

9т

(Слагаемые, пропорциональные £, в числителе опущены. Они важны в 
знаменателе, так как определяют, как следует рассматривать подын
тегральное выражение вблизи массовой оболочки р2 = —т.2.) Приве
денное выражение совпадает с полученным операторными методами, 
если не считать того, что отсутствуют нековарантные слагаемые, про
порциональные 6(х° — у0). Ранее эти нековариантные слагаемые были 
нужны для того, чтобы сократить нековариантные добавки в гамиль
тониане взаимодействия. Теперь же вклады вершин в фейнмановских 
правилах получаются непосредственно из ковариантнош лагранжиана, 
так что никакого сокращения не требуется.

Столь же просто рассматриваются теории с взаимодействием 
с производными. Множитель, возникающий от спаривания произ
водной поля г)(11|/г(х) с любым другим полем \|fm(y) (которое само мо
жет быть производной), имеет вид

Зи¥гИ¥т(У)) =

П т * )
Х,1

Э иУг!§ф1'ш(?/)еа д

]Qd\|/,(x)
Х,1

,ИМ
(9.4.19)
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У таких пропагаторов отсутствуют нековариантные части. На
пример, для действительного скалярного поля спаривание Э̂ ф 
с Эу<р приводит в результате к пропагатору в импульсном пред
ставлении k^kv/(k2 + т2 — ге). Кроме того, как мы видели в преды
дущем разделе, вершины в теории скалярного поля, взаимодей
ствие которого с другими полями содержит производные, можно 
непосредственно извлечь из лагранжиана, причем они по отдель
ности ковариантны.

Займемся теперь обобщением формализма функциональных 
интегралов на теории, содержащие как бозоны, так и фермионы. 
В принципе, нетрудно действовать чисто формально по аналогии с 
бозонным случаем, и затем убедиться, что получились «правиль
ные» фейнмановские правила. Мы предпочитаем вывести формализм 
функциональных интегралов для фермионов непосредственно из 
принципов квантовой механики, как это уже было сделано для бо-

Начнем с рассмотрения произвольной квантово-механической 
системы, описываемой «координатами» Qa и канонически сопряжен
ными «импульсами» Ра, которые теперь удовлетворяют не коммута
ционным, а антикоммутационным соотношениям

(Эти операторы берутся в шредингеровском представлении, или, 
иначе говоря, в гейзенберговском представлении в момент времени 
t = 0.) Позднее мы заменим дискретный индекс а на пространствен
ную координату х и полевой индекс т.
Прежде всего, построим полный базис состояний, на которые дей
ствуют операторы Q и Р. Заметим, что при любом заданном а

9.5. Функциональные интегралы для фермионов

зонов 9.

{Qa’ -ffe} -  &ab> (9.5.1)

{Qa,Qb} = {Pa,Pb} = G. (9.5.2)

(9.5.3)
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Отсюда вытекает, что всегда существует «кет»-состояние j 0), ко
торое аннигилируется всеми операторами Qa:

Q »  = o> (9.5.4)

и «бра»-состояние (0|, которое аннигилируется (справа) всеми опе
раторами Ра:

(0 К  = 0 • (9.5.5)

Например, можно положить

V а
ГК I/). (°hwl Пр<

V а

где I/} и (д | — любые кет- и бра-векторы, для которых эти выраже
ния не обращаются в нуль. (Построенные состояния не могут обра
щаться в нуль для всех |/) и (д\, если только не равны нулю опера
торы n aQa и П Л , что по предположению не имеет места.) В силу 
равенств (9.5.3) эти состояния удовлетворяют соотношениям (9.5.4) и 
(9.5.5). В общем случае они не единственны, поскольку могут быть 
дополнительные бозонные степени свободы, отличающие различ
ные возможные состояния | 0) и (0 |. Для простоты, ограничимся рас
смотрением случая, когда единственными степенями свободы явля
ются те, которые описываются фермионными операторами Qa и Ра, 
и предположим, что состояния, удовлетворяющие соотношениям
(9.5.4), (9.5.5), единственны с точностью до постоянного множителя, 
который мы выберем так, чтобы

0 0 = 1. (9.5.6)

(Обратим внимание, что это условие нормировки не может быть 
выполнено, если определить (0 | как левое собственное состояние Qa 
с собственным значением нуль, поскольку в этом случае (0 |{Qa,Pa}| 0) 
также обращалось бы в нуль, откуда с учетом (9.5.1) следовало бы, 
что (0 | 0) = 0.)

Как мы видели в разделе 7.5, в дираковской теории Qa неэр
митовы, но имеют сопряженные операторы —iPa, и в этом случае (0| 
можно рассматривать просто как сопряженное состояние к |0).
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Однако, существуют фермионные операторы (например, поля «ду
хов», которые мы введем в т, II), для которых Ра никак не связаны 
с сопряженными к Qa операторами. В последующем нам не потребу
ются никакие особые предположения об операторах, сопряженных 
к Qa или Ра, а также о связи между (0| и |0).

Полный базис в пространстве состояний этой системы состоит 
из |0) и (антисимметричных по а, Ъ, ...) состояний

| а, Ь,...) = РаРъ... 10) (9.5.7)

с любым числом различных Р, действующих на |0). Это означает, 
что результат действия на эти состояния любой операторной функ
ции Р и Q можно записать как линейную комбинацию того же набо
ра состояний. В частности, если индекс а не совпадает ни с одним из 
индексов в |Ь, с, ...), то

Q0| Ъ,с,...) = 0, (9.5.8)

Ра Ь,с,... = а,Ь,с....... (9.5.9)

С другой стороны, если а равно одному из индексов в после
довательности Ъ, с, ..., то всегда можно переписать это состояние 
(возможно, изменив его знак) так, что а станет первым из этих 
индексов, и тогда имеем:

Q„ а,Ь,с,... = г\ Ъ,с,...}, (9.5.10)

Ра\а,Ъ,с,...) = 0. (9.5.11)

Аналогично можно определить полный дуальный базис, со
стоящий из (0 j и (антисимметричных по индексам) состояний

« Л . . .  \0...( а д  iQ„ ) • (9.5.12)

Используя соотношения (9.5.4)—(9.5.6) и антикоммутационные соот
ношения (9.5.1), видим, что скалярные произведения этих состоя
ний равны
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(c,d,.,.\a,b,...) = (0\...(-iQd)(-iQ c)PaPb...\0)

Г 0, если {с, d, . . . } Ф {а,, Ь,...}, (9513)  

[l, если с = a,d = Ъ,и т. д.,

где {...} означает набор индексов внутри скобок независимо от их 
порядка.

При выводе фейнмановских правил хотелось бы переписать 
суммы по промежуточным состояниям типа (9.5.7) как интегралы по 
собственным состояниям Qa или Ра. Однако такие операторы не мо
гут иметь (отличные от нуля) собственные значения в обычном смыс
ле. Допустим, мы пытаемся найти состояние |q), удовлетворяющее 
(для всех а) уравнению

Qak)= 9ak)- (9.5.14)

Из (9.5.2) следует, что

9a9b + 9b<7a= 0 > (9.5.15)

что невозможно для обычных чисел. Однако ничто не может поме
шать нам ввести в рассмотрение алгебру «переменных» qa (их назы
вают грассмановыми переменными), которые действуют как с-чис- 
ла, если речь идет о физическом гильбертовом пространстве, но 
которые все же удовлетворяют антикоммутационным соотношени
ям (9.5.15). Потребуем далее, чтобы

{Qa.Qb} = faa.Qb} = {qa,pb} = 0, (9.5.16)

где q и q' обозначают любые два «значения» этих переменных. Теперь 
можно построить состояния (/), удовлетворяющие уравнению (9.5.14):

q) = exp - i Y  Paqa °b  (9.5.17)

где экспонента определена как обычно своим разложением в ряд. 
(Чтобы проверить , что уравнение (9.5.14) удовлетворяется, вос
пользуйтесь тем, что все Paqa коммутируют друг с другом и имеют 
нулевой квадрат, так что

a
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(  ^
[Qa - Q j k )  =  [Qa -Q a J e x P H PaQ a)e x P ~ ^ Р ъЧь \ ° )

V b^a у 
/  Ч

- * Е рл ,  l°>
V b^a у

ч

ч'Е p b«b 1°> =  °.
V b̂ a /

= [Qa ~<1аШ-1РаЯа]ехР

{
=  H { Q a > Pa}Qa “  9aJе х Р

что и требуется доказать.) Аналогично можно определить левые соб
ственные векторы состояния {д | (не сопряженные к | у)) как

(д I =  (о
V а У V а

F l Q a  е х Р ~ { Л Я а Р а =  (#1 П  Qa е х Р +  i' E Pa<ia
\ а \ а

(9.5.18)

где Па — символ произведения операторов в том порядке, который 
принят за стандартный. По тем же соображениям, что и для уравне
ния (9.5.14), видим, что

(g|Qa = ( g k -  (9.5.19)

Скалярное произведение таких собственных состояний имеет вид

( \ \
{g'|g) = {0| {“IQ.. е х Р гХ рь(9ь_ 9ь) |°)

V а у V ь У
t \( Ч

= (0 ГТ Q ®  П  a  +  i P b ( Q b - Q b )
\ a J\ Ъ

0).

Переставляя теперь каждый оператор Qa направо (начиная с самого 
крайнего справа), получаем множители i2{q'a — ga), которые мы вы
носим направо из-под знака скалярного произведения, и в резуль
тате получаем:

(9.5.20)

( \ Г \
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Мы увидим, что выражение (9.5.20) играет роль дельта-функции в 
интегралах по q.

Аналогично можно построить правые и левые собственные со
стояния операторов Ра:

Р а | р )  =  р а | р ) .  

( р  р а = : ! р | р а ,

(9.5.21)

(9.5.22)

где ра являются, как и qa, антикоммутирующими с-числами (для 
удобства считается, что они антикоммутируют не только друг 
с другом, но и с qa и со всеми фермионными операторами):

f  \ f  \

р) = ехр г
V а

,;L  Q a P a  П П о), (9.5.23)
V Ь У

г
|р = {0|ехр г

V а
^Ра<Эа (9.5.24)

со скалярным произведением (которое вычисляется перестановкой 
всех Р налево)

:;р'|р) = П ( Р а - Р а ) - (9.5.25)

Скалярные произведения двух разных типов собственных со
стояний друг с другом имеют вид

( \( \
(q | р. = Д exp - г '£  Qapa П  Ра 10) =

V а

П е х Р ( - < Р а ) Ы  П Ра
V а у V а .
/  Л /  >

Пехр(-к/„.р„.) (Of Y [ Q a П Ра ! ° ) «
V а

так что

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



542 Глава 9. Методы функционального интегрирования

(ч\р) = I n ехР = Хм ехР
V а

(9.5.26)

где %N — фаза, зависящая только от числа N  операторов Qa:

V а V а

ГГ «а П Р» |0) = Л - 1 ) 1Ч1Я- 1)''2 .

Еще проще получается формула

(р |f> = Г [е х р (-г р ад0) (9.5.27)

Нетрудно видеть, что состояния |д) (как и состояния |р)) обра
зуют в определенном смысле полный набор состояний. Из определе
ний (9.5.17) следует, что состояние | а, Ъ, ...) из общего базиса есть 
(с точностью до фазы) коэффициент при произведении qaqb-  в раз
ложении состояния |д) в сумму произведений грассмановских чисел 
д. Поэтому всякое состояние / )  можно представить в виде

[/) = Мч)о + £ / „  (1 а + £  U  ч +■••>
а  а^ Ъ

где /  — численные коэффициенты, а нижние индексы аЪ ... при 
символе |д) обозначают коэффициенты при произведении qaqb... в раз
ложении состояния |д).

При суммировании по состояниям очень удобно ввести опре
деленный способ интегрирования по фермионным переменным, из
вестный как интегрирование по Березину, 10 который позволяет на
ходить коэффициенты при таких произведениях антикоммутирую
щих с-чисел. Для любого набора этих переменных (состоящего из 
величин р, g или и тех и других) самая общая функция /(^) может 
быть представлена в виде

№ )=

+ слагаемые, в которых множителей £, меньше, 

а интеграл по переменным £, определяется как

(9.5.28)

v а

\

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



9.5. Функциональные интегралы для фермионов 543

л
Y [ d =̂n Л4) = с, (9.5.29)

V п /

где тильда в формуле (9.5.29) соответствует удобному соглашению, 
что дифференциалы записываются в порядке, противоположном по
рядку произведения переменных интегрирования в (9.5.28). Так как 
это произведение антисимметрично относительно перестановки лю
бых двух то интеграл антисимметричен также относительно пе
рестановки любых двух dc, так что «дифференциалы» эффективно 
антикомму тируют:

d$nd£im +d£imdZn = 0. (9.5.30)

Кроме того, коэффициент с может зависеть от других с-чис- 
ловых переменных, по которым не проводится интегрирование, 
и которые антиком мут pi iv ют с теми с, по которым мы интегрируем. 
В этом случае важно стандартизовать определение с, переместив 
все \ налево от с перед интегрированием по ним, как это и сделано 
в формуле (9.5.28).

Например, самая общая функция от пары антикоммутирую
щих с-чисел и имеет вид

/(^  1 > §2 ) = 1̂ 2̂C12 + 1̂C1 + ^2С2 + d ,

поскольку квадраты и все более высокие степени с, и обращаются 
в нуль. Интегралы от этой функции равны

/ (^ 1 )^ г )  — ^2С12 +  С1 > J /(ъ1>?;>) — S lc 12 +  с 2 >

J /(§|,.§2.) — с12.

Заметим, что многократный интеграл совпадает с повторным:

J / ( ^ 2) = J ^ 2[ J т м ] .

Этот результат можно легко распространить на интегралы 
по любому числу фермионных переменных. (Именно для того, что
бы получить указанную формулу без дополнительных знаковых

г
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множителей, мы взяли произведение дифференциалов в (9.5.29) в 
порядке, противоположном произведению переменных в (9.5.28).) Дей
ствительно, можно было бы сначала определить интеграл по един
ственному антикоммутирующему с-числу w,, а затем обычным спо
собом определить кратные интегралы путем итерации. Наиболее 
общая функция антикоммутирующих с-чисел линейна по любому 
из них:

2 - .

(так как С] = 0), и ее интеграл по Ъ,г определяется как

Повторение этого процесса приводит к кратному интегралу, 
совпадающему с интегралом, определенным формулами (9.5.28) и
(9.5.29).

Так определенный интеграл обладает еще рядом свойств, ана
логичных свойствам многократных интегралов (от — °о до + оо) по 
обычным действительным переменным. Однако есть и существен
ные отличия.

Очевидно, что интегрирование по Березину линейно в том смыс
ле, что

ГК
V п

[ / f t ! + 9 © ] = ГК
V п

/Й) + Г К
V п

, (9.5.31)

и, кроме того,

ГК
V п

№ М 5 ') ]  = ГК
V п

т (9.5.32)

где а(£') — любая функция (в том числе, константа) от любых анти
коммутирующих с-чисел %'Гп, по которым не производится интегри
рование. Однако линейность по отношению к левому умножению не 
столь очевидна. Поскольку предполагается, что £'т  антикоммутриу- 
ет со всеми ^п, то при интегрировании по V переменным имеем

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



9.5. Функциональные интегралы для фермионов 545

“ ( н ч 1  Ш »  = Ш

так что

\\d% n [a(Hv5')/©] = 0(5') Г И
V п у

№ ■ (9.5.33)

Поэтому очень удобно (хотя, строго говоря, и не обязательно) 
считать, что дифференциалы d^n антикоммутируют со всеми анти
коммутирующими переменными (включая Е,п):

№ я) ^ Щ ( ( г у  = о,

В этом случае (9.5.33) принимает более простой вид

(9.5.34)

« ( ! '. П ' ' - .
V п

№  = oik') ГИ-
V п

№ ■ (9.5.35)

Другое сходство с обычным интегрированием заключается в 
том, что для произвольного антикоммутриующего с-числа % , не 
зависящего от выполнено равенство

Г К
V п V п

№ , (9.5.36)

так как сдвиг £, на константу влияет только на слагаемые в /  с 
числом переменных меньшим, чем их полное число.

С другой стороны, рассмотрим замену переменных

(9.5.37)

где 9  — произвольная несингулярная матрица из обычных чисел. 
Произведение новых переменных равно
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П: Е I I '
\ п

Однако |""J £)Ц совпадает с произведением С,п (взятым в 
первоначальном порядке), если не считать знакового множителя 
е[т], равного +1 или —1 в зависимости от того, является ли пере
становка п —> тп четной или нечетной перестановкой первоначаль
ного порядка множителей:

ГК = Е ГК
V п

е [ т ] n ^ n = ( D e t ^ n ^ T

Эта формула применима при любом порядке следования %п, 
если только мы возьмем с'п в том же порядке. Отсюда следует, что 
коэффициент при произведении Пп̂ 'п в разложении любой функции 
/(§) по %' равен в точности коэффициенту при произведении ПГДП, 
умноженному на (Det !/) *. Мы записываем это утверждение как

Г К
V п

/  = ( D etm -1 Г К
V п

/• (9.5.38)

Это обычное правило замены переменных интегрирования, за ис
ключением того, что (Det 9?) входит в степени —1, а не +1. Далее мы 
используем правило (9.5.38) и свойства линейности (9.5.31), (9.5.32) и 
(9.5.35) для вычисления интегралов, встречающихся при выводе фей
нмановских правил для теорий с фермионами.

Используя это определение интегрирования, можно записать 
условие полноты как формулу для интеграла по собственным зна
чениям. Как уже отмечалось, любое состояние |/ )  можно разложить 
в ряд по состояниям |0), |а), |а,Ь), и т. д., а сами эти состояния равны 
(с точностью до фазы) коэффициентам при произведениях 1, qa, 
qaqb, и т. д. в разложении собственного состояняи |q) операторов Q. 
Согласно определению интегрирования, можно извлечь коэффици
ент при любом произведении дьдсд^- в разложении состояния q), 
интегрируя произведение |q) со всеми qa, где а не равно Ъ, с, d, ... 
Таким образом, выбирая функцию /(g) как подходящую сумму
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таких произведений разных q, можно записать любое состояние |/) 
в виде интеграла

I /> =
V а

Y l dCia Ш ( Ф =  k ) Y l dqa
V а

/(g )- (9.5.39)

(Можно переставить |q) налево от дифференциалов без всяких из
менений знаков, поскольку в показателе экспоненты в формуле 
(9.5.17), определяющей \q), содержится только четное число ферми
онных переменных.) Чтобы найти функцию f(q) для заданного век
тора состояния |/), возьмем скалярное произведение вектора (9.5.39) 
с некоторым бра-вектором {q \ (где q ' — любое фиксированное соб
ственное значение операторов Q). В соответствии с формулами (9.5.35) 
и (9.5.20) оно равно

(я I / )  = % )
V а

Г К
ъ

/(g )-

Переставляя каждый множитель (qa -  q'a) направо от каждого диф
ференциала dqb, получаем знаковый множитель ( - )w2 = (—)N, где 
теперь N равно полному числу переменных qa, так что

(q |/> = Н N

V Ъ
П ^ ь  П ^ - с

JV а
/ ( g )  •

Можно переписать функцию f(q) как f{q +(q — q')) и разло
жить ее по степеням q — q . Все слагаемые, кроме слагаемого низше
го порядка, обращаются в нуль при умножении на произведение 
П (q0 -  q a), и

П (Ча-Ча,
V а

f(q) = П ^ а  -q 'a -
V а

f(q'), (9.5.40)

что частично подтверждает наше предыдущее замечание, что для 
интегралов по q выражение (9.5.20) играет роль дельта-функции.
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С помощью (9.5.32) имеем

(f/'| /) = Н Л /(<?')

Коэффициент при слагаемом в подынтегральном выражении, 
пропорциональном Пqa, равен /(с /), так что в согласии с нашим 
определением интегрирования {ц f )  = (—)■/(</). Вновь подставляя это 
выражение в формулу (9.5.39), получаем соотношение полноты в 
виде

/} = Н N
Ч) ГК

V ъ
\ч I /).

или в виде операторного равенства

1 = Y l ~ d(ia
V а

(9.5.41)

Точно тем же способом можно показать, что

Y l dPa1 = Р :р . (9.5.42)

Наконец-то мы можем вычислить матричные элементы пере
ходов. Как и ранее, определяем зависящие от времени операторы

Qa(t) = exp(iHt)Qa exp(-iH t),

Pa(t) = exp (iHt)Pa exp (-iH t), 

и их правые и левые собственные состояния

q; t) = exp (iHt) \ q ), \ p; t) = exp (iHt) \ p ) , 

(q; 11 m (q exp (-iHt) , (p; t \ = (p exp (-iH t),

(9.5.43)

(9.5.44)

(9.5.45)

(9.5.46)
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Скалярное произведение собственных g-состояний, определен
ных в бесконечно близкие моменты времени, равно

(д'; х + dx | д; х) = (д' | exp(-iHdx)| д ).

Вставим теперь единицу в форме (9.5.42) слева от оператора 
ехр(—tfJdx). Удобно представить гамильтониан II(P,Q) в форме, ког
да все операторы Р стоят слева от всех операторов Q, так что для 
бесконечно малых dx

(р | ехр(~iH(P, Q )dt) q) = {p\ q) exp(-iH (p , q)dx).

(Предполагается, что каждое слагаемое в гамильтониане со
держит четное число фермионных операторов, и поэтому можно 
ставить с-число Я(р,д) с любой стороны матричного элемента без 
какого-либо изменения знака.) Имеем

д’: х + dx д: х = \Я Р/

•Я Р/

Y\dpa
V а

H dPa
V а

р| ехр(—iHdx)\ д) 

р | д) ехр(-Ш (р, g)dx).

Пользуясь формулами (9.5.26) и (9.5.27) и замечая, что произ
ведения рад0 и paq'a коммутируют со всеми антикоммутирующими 
с-числами, находим

(q'; х + dx | g; х) = П  idpa
V а

ехр - q a) - i H(P,q)dx .(9.5.47)

Дальнейший вывод производится по той же схеме, что и в разделе
9.1. Для вычисления матричного элемента

от произведения операторов (где t' > tA > tB > ... > t), разделим 
временной интервал от t до t' на большое число очень малых шагов
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по времени; на каждом шаге используем соотношение полноты 
(9.5.41); используем формулу (9.5.47), чтобы вычислить получивши
еся матричные элементы (где это необходимо, вставляя 0А, 0В и т. 
п.); передвинем все дифференциалы налево (это не вносит дополни
тельных знаков, поскольку на каждом шаге имеется одинаковое 
количество дифференциалов dp и dq); введем функции qa(t) и ра(£), 
интерполирующие на каждом шаге значения qa и ра. В результате 
находим

{<?'; f  \ Т  { Р А ( р (г А )> QU.4)), ■ ■ II41 ъ)

{ - Г  I n ]^ [dga(T)dpa(x)
V a

Яа̂ )=Яа’Яа̂ )=Яа

х °А (р(*А )> Ф а ))’ гв Ы {в) ’ ■ ■ ■

ХехР XI Pa(T)<3a.(x) — q(x))

(9.5.48)

Здесь символ Т означает обычное произведение, если момен
ты времени расположены в первоначально предполагавшемся по
рядке: tA > tB > ... Однако правая часть равенства полностью сим
метрична по 0А, Фв, ... (если не считать отрицательных знаков, воз
никающих при перестановке антикоммутирующих с-чисел), так что 
приведенная формула выполняется в произвольные моменты вре
мени (между t и t'), при условии, что Т понимается как операция 
хронологического упорядочивания с возможным общим отрицатель
ным знаком, если при таком упорядочивании приходится совер
шать нечетное число перестановок фермионных операторов.

До этого момента мы удерживали общий фазовый множитель 
НПСа* Однако в действительности эти фазы дают вклад только в амп
литуды переходов вакуум-вакуум и не представляют для нас интереса.

Переход к квантовой теории поля производится по той же 
схеме, как и для бозонных полей (см. раздел 9.2). Среднее по ваку
уму от хронологически упорядоченного произведения операторов 
дается формулой, похожей на (9.2.17):
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(VAC, out|Т[оА(P(tA),Q{tA)),fiB(P(tB),Q(tB)),■ ■ .}|VAC, in)

°* n dg™(X’ T) r i dp™(X’ X) ^АЫгА)>Фл)]

Х'9в[р(<:в ).<3(^)]---ехP i d3. r ^ p m(x,/)qm(x ,T)
J .. m (9.5.49)

Я[д(х), p(x)] + ге - слагаемые

где коэффициент пропорциональности одинаков для всех операто
ров 0А, CJB, и т. д., а ге-слагаемые возникают из волновой функции 
вакуума. Как и ранее, мы заменили каждый дискретный индекс 
типа а на пространственную координату х и индекс поля т. Мы 
опустили также тильду над знаком произведения дифференциа
лов, так как это влияет только на общую фазу в функциональном 
интеграле.

Главное отличие фермионного случая от бозонного заключает
ся в том, что здесь не нужно интегрировать по р перед интегриро
ванием по д. Действительно, в стандартной модели электрослабых 
взаимодействий (и в других теориях, вроде старой теории Ферми 
|3-распада) канонические импульсы рт являются вспомогательными 
полями, не связанными с q , а лагранжиан линеен по g , так что 
величина id:>xY.„lp,nqт -  Я в формуле (9.5.49) и есть лагранжиан L. 
Каждое слагаемое в гамильтониане для фермионного поля с нену
левым квантовым числом (например, поля электронов в квантовой 
электродинамике) в общем случае содержит равное число перемен
ных р (пропорциональных с/) и д. В частности, слагаемое Я0 в пол
ном гамильтониане, отвечающее свободным частицам, билинейно 
по р и д, так что

J

dxj | d3x ^ p m(x, t)gm(x, х) -  Я 0[д(х),р(х)] + ге -  слагаемые
т

£  d^xd^y % lx>nypm(x)qn(y ) ,
(9.5.50)
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где да — некоторая числовая «матрица». Гамильтониан взаимодей
ствия V = Н — Н0 есть сумма произведений равного числа фермион
ных полей q и р (с коэффициентами, которые могут зависеть от 
бозонных полей). Поэтому при разложении матричного элемента
(9.5.49) по степеням V  возникает сумма фермионных интегралов вида

q(Г'lп1т1П2Ш2 ...nNmN П  dqm (х ,х)

П dPm (х, х) 9 т 1(Ж1)Рп1(У1)д,г12(Ж2)Рп2(У2)---д™№(Ж]у)Рп№(У«)

хехр

т,~х.,т

{  с л
d xd у %fwfnyPm (x)qn(y) (9.5.51)

/

причем каждое такое слагаемое приходится на каждую возможную 
совокупность вершин в фейнмановской диаграмме, и каждая вер
шина дает вклад в общий коэффициент при каждом таком слагае
мом в виде множителя, который равен коэффициенту при произве
дении полей в соответствующем слагаемом в операторе взаимодей
ствия, умноженному на мнимую единицу г *.

Для вычисления подобного интеграла рассмотрим сначала про
изводящую функцию всех таких интегралов

П  dqm (х > x)dpm (х , t)

х ехр

т ,х ,т  

V шп ̂
d4x d 4y сЛтх рт(х )qn(y)

(9.5.52)

d4x p m( x ) / ra( x ) - i ^ d4yg„(y ) qn{y)

* Необходимо также иметь в виду вершины от составных операторов 
отвечающие им коэффициенты не содержат множителя i  — Прим. ред.
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где f m{x) и дп(у) — произвольные антикоммутирующие с-числовые 
функции. Сделаем сдвиг в переменных интегрирования:

Рт(х) = Pra(^) + E j d4y^(y№ f/l“1W mx >
п

Чп(у) = Чп(у) + L  Jd4̂ 1' 1 )ny,mxfmix ) •

Пользуясь условием трансляционной инвариантности (9.5.36), 
находим

Д /,д )  = ехр

х

х ехр

d xd  у (У> )

n d9m (x,X)dp;(x,x)
х ,т

- Е

(y)fm(X)

ук,1 ,т

(
d4x d 4y Цпх_пу p'm{x)q/n(y)

(9.5.53)

Интеграл есть константа, пропорциональная Det Ш (т. е. не за
висит от функций /  и д), что можно показать с помощью формулы
(9.5.38). Для нас более важен первый сомножитель. Разлагая его по 
степеням произведения д/ и сравнивая с прямым разложением вы
ражения (9.5.52), видим, что

Я(T'lп1т1п2т2 ...nNmN

^спаривания | J[ { i J' )спаренные тх,пу (9.5.54)
по спариваниям по парам

с коэффициентом пропорциональности, не зависящим от х, у, т 
или п, а также от числа этих переменных. Сумма в выражении
(9.5.54) берется по всем способам спаривания p e g ,  при этом спарива
ния, отличающиеся только порядком пар, не считаются различны
ми. Иными словами, мы суммируем по N1 перестановкам либо р, 
либо q. Знаковый множитель 8спаривания равен +1 или —1 в зависимос
ти от четности или нечетности каждой перестановки.
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Знаковый множитель и сумма по спариваниям совпадают с 
теми, котрые были получены ранее при выводе фейнмановских пра
вил, причем сумма по спариваниям соответствует сумме по спосо
бам соединения линий, выходящих из вершин в диаграммах Фейн
мана, а множители (®_1)тХ:П2у играют роль пропагаторов при спари
вании qm{x) с рп(у). В дираковском формализме для частиц спи
на 1/2 действие свободных частиц имеет вид

dx d3aX  Рт (х > ̂ Чт (х, X) -  H0[q(T), р(т)]

d х\|/(х)[у^Эц + т |\|/(х),
(9.5.55)

в данном случае канонические переменные в обычных обозначени
ях имеют следующий вид:

Чт(х) = рт(х) = -[Х1/(э:)уи}т = iyln(x), (9.5.56)

где т — дираковский индекс, принимающий четыре значения. Срав
нивая эти выражения с формулой (9.5.50), получаем

(Атх,пу

\
у0 у^

d4k 
(2

+ m -  ге 54 (ж -  у)

х -у ) (9.5.57)

(Хотя мы и опускаем детали, но слагаемое с ге возникает здесь во 
многом аналогично случаю скалярного поля в разделе 9.2.) Тогда 
пропагатор имеет вид

d к 
(2

[liyl\  + m-it'.\ 1[—у0]) elk<x у ). (9.5.58)

совпадающий с тем, что был найден в рамках операторного форма
лизма. Дополнительный множитель —у0 возникает за счет того, 
что этот пропагатор представляет собой вакуумное среднее от 
т{\|/т (ж),-[\)/(у)у0]п} , а не от T{v|/.w(x),\|/„(y)}.
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Чтобы привести хотя бы один пример того, что функциональ
ный метод иногда быстрее приводит к решению задачи, чем опера
торный метод, вычислим зависимость от поля амплитуды перехода 
вакуум—>вакуум в случае дираковского поля, взаимодействующего 
только с внешним полем. Возьмем лагранжиан в виде

д> = -у|/[у^Э + m  + Г ]\|/, (9.5.59)

где Г(х) — зависящая от х  матрица, описывающая взаимодействие 
фермиона с внешним полем. Согласно формуле (9.5.49), амплитуда 
вероятности того, что вакуум останется вакуумом в присутствии 
этого внешнего поля, есть

(VAC, out|VAC, in ос 1  d g „ ,  ( х , т ) П  d p m ( x ,  т )

x exp< - i d 4x  p ? у ° [ у ^ д ц + m + Г -  ie]q >,
(9.5.60)

где коэффициент пропорциональности не зависит от Г(ж). Запишем 
эту амплитуду в виде

(VAC, out-1 VAC, in,. I T d9m(x . x) ] ~ [ d p m ( x , T )

exp - г £ di x d i y p m(x)qn(y).'/<[r]
(9.5.61)

где

■ЩГ]mx,ny ------- 1- rri + Г(х) -  ie
дх Iх

S4( x - y ) . (9.5.62)

Чтобы вычислить последнее выражение, заменим переменные ин
тегрирования qn(x) на

^ y - y ^ ] mx_nvqn{y ) . (9.5.63)
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Получившийся интеграл не зависит от Г, так что вся зависи
мость от Г амплитуды вероятности вакууму остаться вакуумом со
держится в детерминанте, возникающем от замены переменных со
гласно формуле (9.5.38):

(VAC, out | VAC, in)r Det .Ж[Г]. (9.5.64)

Чтобы воспроизвести результаты теории возмущений, пред
ставим .Л'(Г) в виде

Х [ Г\ = 9  + % Г ], (9.5.65)

•r/|l'L ,..,„ = (у°Г(х))ти 54(х -  у ) , (9.5.66)

и разложим правую часть формулы (9.5.64) в ряд по степеням (/ [Г|:

(VAC, out]VAC, in Det('/|l + /

= [Det ®]exp
00 ( 1\П + 1

I < _ 1 )  — 1

\n=l П
Tr (J 'rAv\y (9.5.67)

Это именно то, что следовало ожидать согласно фейнмановс- 
ким правилам: вклады от внутренних линий и вершин в этой тео
рии равны — 1 и —г^'[Г]; след от произведения те множителей — W  
гШГ) соответствует петле с п вершинами, соединенными п внут
ренними линиями; 1 /те — обычный комбинаторный множитель, свя
занный с такими петлями (см раздел 6.1); знаковый мнижитель ра
вен (—l)n+1, а не (—1)” , так как дополнительный знак «минус» связан 
с фермионными петлями; наконец, сумма по те в показателе экспо
ненты возникает потому, что в амплитуду вероятности вакууму 
остаться вакуумом вносят вклад диаграммы с любым числом не
связных петель. Не зависящий от Г множитель Det ® менее удобно 
выводить из фейнмановских правил; он представляет собой вклад 
произвольного числа фермионных петель без вершин.

Добавим, что формула типа (9.5.64) позволит получить непер- 
турбативные результаты, используя топологические теоремы о соб
ственных значениях ядер типа X  [Г]. Подробнее этот вопрос будет 
рассмотрен в т. И.
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9.6. Функциональная формулировка 
квантовой электродинамики

Преимущества функционального подхода к квантовой теории 
поля раскрываются в полной мере при его применении к калибро
вочным теориям безмассовых частиц спина единица, подобных 
квантовой электродинамике. Проделанный в предыдущей главе вы
вод фейнмановских правил для квантовой электродинамики со
держал немало аргументов на уровне «размахивания руками» при 
доказательстве того, что слагаемые в фотонном пропагаторе Â y(q), 
пропорциональные q  ̂ или qv, могут быть отброшены, а чисто вре- 
мениподобные слагаемые в точности сокращают кулоновское сла
гаемое в гамильтониане, так что эффективный фотонный пропага- 
тор можно взять в виде r j^ /q2. Чтобы дать строгое обоснование 
этого результата методами гл. 8, нам потребовался бы сложный 
анализ фейнмановских диаграмм. Однако, как мы сейчас пока
жем, функциональный подход приводит к желаемой форме фо
тонного пропагатора автоматически, без какого-либо обращения к 
деталям поведения фейнмановских диаграмм.

В главе 8 было показано, что в кулоновской калибровке га
мильтониан взаимодействия фотонов с заряженными частицами 
имеет вид

Н[А,П± ,...] = НМ + d3x | П , 2 + | ( V x  А)2 -  A -  J + у кУл- (9.6.1)

Здесь А — векторный потенциал, подчиняющийся условию 
кулоновской калибровки

V • А  = 0, (9.6.2)

а П± — вихревая часть отвечающего ему канонического импульса, 
удовлетворяющая такому же ограничению

V X П± = 0. (9.6.3)

Кроме того, Ны — гамильтониан материи *, a VKyjI — кулоновская 
энергия

Материей принято называть все поля, не являющиеся калибровочными 
полями. Последние являются «переносчиками взаимодействия. — Прим. ред.
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У к у Я . Ф  -  9
d h d г .  Л * , ц Л у . о

У 4тс| х — у| (9. 6. 4)

Как и для любой другой гамильтоновой системы, средние по 
вакууму от хронологически упорядоченных произведений операто
ров можно вычислять как функциональные интегралы *:

Т{Г ЛГ И ■ ■ •}А В "  ‘IfVAC dx[/; (x)
_ x,i x,i x,lГг

г dix
1 J

% • a -  | %2 -  j  (V • a)2 + a • J + - 1

x J~J 6(V • a(x)) XT S(V • %(%))

Кул j

(9. 6. 5)

где ¥z(x) — исходные поля материи. При записи формулы (9.6.5) в 
термионах плотности лагранжиана материи мы предполагаем, что 
Нм — локальный оператор, либо линейный по каноническим им
пульсам материи (как в сгшнорной электродинамике), либо квадра
тичный по ним с независящими от полей коэффициентами (как в 
скалярной электродинамике). В формулу (9.6.5) включены дельта
функции **, чтобы учесть связи (9.6.2) и (9.6.3).

* Заметим, что к(х) есть интерполирующее с-числовое поле для квантово
го оператора П,, коммутационные соотношения компонент которого друг с 
другом и с А те же, что и для П, но в отличие от П, этот оператор комму
тирует со всеми каноническими переменными материи.

■* Это не безупречно строгое угверждение. Если принять за канонические 
переменные а-, а2 и %ь  л2, и рассматривать а3 и л3 как функционалы от этих 
переменных, определяемые уравнениями (9.6.2) и (9.6.3), то следует вставить 
дельта-функцию

Г ]8 («  3(х) + Эз^ё^а^х) + Э2а2(х)))5(7Гз(х) + Э31|Э1я1(х) + Э2л2(х))).
X

Однако она отличается от произведения дельта-функций в формуле (9.6.5) 
лишь на множитель Det Э32, который, хотя и бесконечен, но не зависит от 
полей и поэтому сокращается в отношениях типа (9.4.1).
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Показатель экспоненты в (9.6.5) очевидно квадратичен по не
зависимым компонентам 31 (например, ж1 и ж2) с независимыми от 
полей коэффициентами в слагаемых второго порядка по я. Таким 
образом, в соответствии с формулой (9.А.9), можно взять инте
грал по к , положив ж равным значению в стационарной точке по
казателя экспоненты ж = а :

(ТК * В " ] > VAC Y\da^(x) П с£^(х) 
х, i x ,l

( a! b -

x exp< г
[

\ 1

dix
{ J

j  a2 -  j  ('V x a)2 + a • j + C11м

- i d t УКул + ге -  слагаемые

(9.6.6)

Чтобы выявить фундаментальное свойство ковариантности этого ре
зультата, используем следующий прием. Введем новую перемен
ную интегрирования а°(ж) и заменим кулоновское слагаемое в дей
ствии Jdt VKyjI на

d х -a0 (x)j° (х) + , (Va° (ж))2 (9.6.7)

Так как (9.6.7) квадратично по а0, можно взять интеграл по а0 
(с точностью до постоянного множителя), положив а°(ж) равным зна
чению в стационарной точке (9.6.7), т. е. в точке, отвечающей реше
нию уравнения

- j ° (x )  -  V2a° (ж) = 0, 

или, иными словами, в точке

a°(x,t) = d3y j° (y  ,t)
4я| x — y| (9.6.8)

Подставляя это значение а° в формулу (9.6.7), получаем как 
раз кулоновское действие -Id г УКул. Следовательно, в формуле (9.6.6) 
можно переписать показатель экспоненты в виде
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| a 2 - | ( V x a ) 2 + a - j  + % - a ° j 0 + { (V a 0)2

где /цУ = Эцау — Эуац, и интегрировать по а0, по а и по полям материи. 
Функциональный интеграл (9.6.6) примет тогда вид

VAC П с/а^(.г) Hdxj/^x) 
' х,1

' Л( в-

х

Х , \ 1

ехр(Ц[а, ])J^[ 5(V • а(ж)),
(9.6.9)

где I — исходное действие:

Да,\|/] = d4x м + ге — слагаемые. (9.6.10)

Теперь все выражения стали явно лоренц-инвариантны и ка- 
либровочно инвариантны, если не считать последнего произведения 
дельта-функций, обеспечивающего выполнение условия кулоновской 
калибровки *. Чтобы продвинуться дальше, применим простой вари
ант того приема 4’5, который в т. II будет использован в более слож
ном случае неабелевых калибровочных теорий. Для простоты будем 
рассматривать ситуацию, когда операторы #̂ [А,*Е#], fSgJA,1?], ..., а так
же действие 7[а,\)/] и мера [П<Ла][Пс£\|/] калибровочно инвариантны.

Во-первых, заменим везде в формуле (9.6.9) полевые перемен
ные интегрирования а (̂ж) и \\t(х) на новые переменные

&[хл Э^Л(ж), (9.6.11)

* Заметим, что теперь а°(х) не равно значению (9.6.8), а являегся независи
мой переменной интегрирования Мы не будем сразу же интегрировать по а°(х), 
что вернет нас назад к (9.6.6), а рассмотрим эту переменную в тандеме с а(х).
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Угл(х) в  ехр(г'(/,Л(.г))\|/,(х) (9.6.12)

с произвольной конечной функцией Л(х). Этот шаг — такая же мате
матическая тривиальность, как и запись интеграла J”  f(x)dx  в ви
де f(y )d y , и не требует использования постулированной калиб
ровочной инвариантности теории. Далее, с учетом калибровочной 
инвариантности заменим a^A(x) и \|/гл(ж) в действии, мере и функци
ях 0 на первоначальные поля ац(ж) и \|/г(х), соответственно. Тогда 
формула (9.6.9) примет вид

VAC.

IJ d a ^ x )
X,[L

J~[d\|/j(x)
x.l (9.6.13)

x ехр(гДа, ¥ ])H 5 (V - a(cc) + V2A(x)).

Далее, функция Л(х) была выбрана произвольно, поэтому, не
смотря на то, что Л(х) явно входит в правую часть формулы (9.6.13), 
последняя не может зависеть от этой функции. Мы воспользуемся 
этим фактом, чтобы представить функциональный интеграл в зна
чительно более удобной форме. Домножим (9.6.13) на функционал

В[Л,а] = ехр - j i a d4x (Э0а° -  V2A) (9.6.14)

(где а  — произвольная константа), и проинтегрируем по Л(х). Сдвигая 
переменную интегрирования Л(х) и имея в виду реальную независи
мость выражения (9.6.13) от Л, видим, что все сводится к умножению 
этого выражения на независящую от полей константу

ехр 2 d4x (V2A)‘ (9.6.15)

Этот множитель сокращается в связной части среднего по вакуу
му и поэтому не приводит к физическим следствиям. Однако (9.6.13) не
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зависит от Л только после интегрирования по а'и(ж) и \|/(х). С тем же 
успехом можно проинтегрировать по Л(х) перед интегрированием по 
а̂ (сс) и \|/(х). В этом случае стоящий в правой части формулы (9.6.13) 
множитель n xS(v. а(х) + V2A(x)) заменяется на

dA(x) ехр - \ i a dix  (Э0а° -  V2A)2 5(V • a(x) + V2A(x))

exp - \ i a d4x (г)(|ай) (9.6.16)

где знак «  вновь означает пропорциональность с точностью до неза
висящего от полей множителя. Опуская постоянные множители, при
водим представление (9.6.9) к виду

(т{гw - } ; VAC J~I da^(x)
X,[L

]~[ d\\f i (x)
x,l

^А^в---ехр(г7эфф[а, V|/]),

(9.6.17)

где

Э̂фф[а>¥] = Д а,\ ]/]-§а  (Э^а11 fd  lx . (9.6.18)

Это выражение явно лоренц-инвариантно.
Мы рассматриваем новое слагаемое в правой части формулы 

(9.6.18) как вклад в невозмущенную часть действия, фотонная часть 
которого принимает теперь следующий вид:

U a ]  = d4x - i ( ^ a v - 3 vc g ( ^ a v - 3 V )

-^а(Э^а^)2 + i£ -  слагаемые (9.6.19)

d4x d 4y а^(х)ау(у)(Л\ix,vy
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Dnx,vjy лHV

э 2 э 2
- ( 1 - а ) -. _ б4 (ж -  у) + ге -  слагаемые

ЭхрЭур * Эж^Эуу '

= (27i)“4Jd4q[ri v̂q2 - ( 1 - а ) д^ду . t9'6'20)

Теперь можно сразу же найти фотонный пропагатор, обращая 4x4 
матрицу в подынтегральном выражении правой части формулы :

-4 d4q V  f (1 ~ «) q q
q -  ге a (q -  ге)2

jiq -(x-y) (9.6.21)

Мы вправе выбирать величину а  из соображений удобства. Два 
наиболее употребительных выбора — это a  = 1, что приводит к 
пропагатору в калибровке Фейнмана

(2л)“4 d4q

1 1

e iq ix -y )

J q" -  ге (9.6.22)

или a  = оо, тогда множитель (9.6.14) действует как дельта-функция, 
и получается пропагатор в калибровке Ландау (часто называемой 
также калибровкой Лоренца)

= (зж|-4 d4q П(IV q V
q2 -  ге (q2 -  ге)2 (9.6.23)

При работе с такими явно лоренц-инвариантными оператора
ми взаимодействия и пропагаторами практические вычисления ста
новятся намного удобнее.

9.7 Разные статистики *

Теперь можно вернуться к вопросу, поставленному в гл. 4: 
какие существуют возможности для изменения векторов состояний

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения и 
может быть опущен при первом чтении.
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при перестановке тождественных частиц? Для получения ответа 
рассмотрим приготовление начального или конечного состояния в 
некотором процессе рассеяния. Предположим, что в результате 
воздействия каких-то медленно меняющихся внешних полей сово
купность неразличимых частиц в каждом из этих состояний пере
водится из стандартной конфигурации с импульсами k lt k2 и т. д. в 
конкретную конфигурацию с импульсами р1( р2 и т. д., причем 
частицы остаются в этом процессе на достаточно больших рассто
яниях друг от друга, что позволяет использовать нерелятивистс
кую квантовую механику. (Спиновые индексы явно не выписаны; 
подразумевается, что они включены в символы импульсов.) Для 
вычисления амплитуды такого процесса можно использовать фун
кциональный метод ¥, считая, что q и р из раздела 9.1. являются 
не полями и им сопряженными импульсами, а координатами и 
импульсами частиц. Эти величины всегда удовлетворяют канони
ческим соотношениям коммутации, а не антикоммутации, незави
симо от того, являются ли частицы бозонами, фермионами или 
чем-то еще. Таким образом, здесь мы не связываем себя каким-то 
определенным типом статистики. По формуле (9.1.34) для функци
онального интеграла амплитуда (р,, р2, ...| к 1; к 2, ...)Р записывается 
как интеграл по траекториям (путям), вдоль которых импульс од
ной частицы непрерывным образом меняется от значения к х до 
значения р1( импульс другой тождественной частицы непрерыв
ным образом меняется от значения к 2 до значения р2 и т. д. Индекс 
Р указывает, что мы вычисляем амплитуду для различимых час
тиц. В частности, такая амплитуда симметрична относительно пе
рестановок импульсов р и одновременных перестановок импульсов 
к, но не обладает определенной симметрией относительно пере
становок р и к по отдельности. Однако если частицы действитель
но неразличимы, то существуют другие топологически допусти

* Здесь я следую рассуждениям Ладлоу и С. де Вигт11, с той разницей, что 
они применили функциональный метод ко всему процессу рассеяния, а не толь
ко к приготовлению начального или конечного состояния. В релягивистской 
теории возможность рождения и уничтожения частиц делает необходимым при
менение функционального метода к полям, а не к траекториям частиц. Для нас 
это не составляет проблемы, так как мы ограничились вычислениями в доста
точно ранние или достаточно поздние моменты времени, когда участвующие в 
рассеянии частицы находятся достаточно далеко друг от друга.
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мые пути, приводящие к той же конечной конфигурации. В случае 
пространства размерностью d > 3 единственными такими путями 
являются те, которые переводят импульсы к 1( к 2, ... в некоторую 
нетривиальную перестановку #  импульсов р1( р2, ... *. Следователь
но истинная амплитуда может быть записана как

(p , ,p , , . . .|k , ,k2,...) £ C p ( p Pl, p P2,...|k1, k 2,...)n , (9.7.1)
Р

где сумма берется по всем N1 перестановкам N неразличимых час
тиц в состоянии, а С у, — совокупность комплексных констант. Эти 
амплитуды должны удовлетворять следующему правилу компози
ции, справедливому для неразличимых частиц:

РрР,, . . .  k , , k 2, . . . }=  f d 3yid 3q2. . . (p i , p 2,... q t,q 2,...
(9.7.2)

X ( q 1, q 2, . . .|k1, k 2,. . .) .

С учетом формулы (9.7.1), это требование принимает вид

£ C p ( p p 1,pp2,...|k1,k 2,...}D = -J- Y  Ср.Ср^ j d 3q1d3g2... 
р JM ! рр-

x {p p ,1,pp,2 , . . .|q1, q 2 , . . 4} D{qp„1, q p,,2, . . .|k1, k 2, . . .)D .

Применяя перестановку & "  одновременно к начальному и ко
нечному состояниям в первой амплитуде справа, получим

* Формально это выражается утверждением, что первая гомотопическая 
группа конфигурационного пространства в случае cl > 3 есть группа переста
новок 12. Под «конфигурационным пространством» для N неразличимых час
тиц подразумевается пространство, точками которого являются N d-мерных 
векторов, при этом исключаются конфигурации, когда некоторые d-векто
ры совпадают (или находятся на расстоянии, не превышающем некоторого 
заданного), а конфигурации, отличающиеся только перестановкой векторов, 
отождествляются.
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£ C p { p Pl,p P2, . . . jk 1,k 2,...)D = ^ ~  £ C P,CP„J d3g1d3g2... 
р iv ! рр-

х  { р р ' Р '1 ,Р р ' Р '2 > " - | (1Р"1>(1Р'/2>---)р{(1р"1>(1Р"2>---|к 1>к 2> -•)_£) •

Однако амплитуды (рх, р2, ...| k,, к2, ...)D удовлетворяют пра
вилу композиции для различимых частиц

р ,,р 2,... к , , к 2,... п = Jd3g1d3g2...(p 1,p2,...|q1,q 2,...)D
x (q 1,q 2,...|k1,k 2,...)D , (9.7.3)

так что правило композиции для физических амплитуд можно за
писать как

£ С Р рр ,рр2, ... k ,к 2,... р -  —  £ С Р,СР
РР'

X Рр'р-:,Рр'р-;,... к ,к.,,... п ,

что будет выполнено только и если только

г  = г  ,г (9. 7. 4)

Таким образом, коэффициенты должны образовывать од
номерное представление группы перестановок. Однако эта группа 
имеет только два таких представления: тождественное с С,. = +1 
для всех перестановок, и знакопеременное представление с С r +1 
или С f = —1 в зависимости от того, является ли Учетной или нечет
ной перестановкой. Эти две возможности соответствуют статисти
кам Бозе и Ферми *.

* В литературе многократно обсуждались возможности существования ста
тистик, отличающихся от статистик Бозе и Ферми и объединяемых термином 
парастатистики. Было показано 11, что теории парастатистик в случае d> 3 
пространственных измерений эквивалентны теориям, в которых все частицы 
являются обычными фермионами или бозонами, но несущими дополнительное 
квантовое число, так что волновые функции могут иметь необычные свойства 
по отношению к перестановкам импульсов и спинов.
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Приятным свойством этого рассуждения является то, что оно 
объясняет, почему случай двух пространственных измерений яв
ляется исключением. В этом случае имеется значительно больше 
различных топологически допустимых путей *, Например, путь, при 
котором одна частица конечное число раз окружает другую, не мо
жет быть деформирован в путь, где этого не происходит. Как след
ствие, в двух пространственных измерениях возможны анионы 15
— частицы с более общими свойствами перестановок, чем в ста
тистиках Бозе или Ферми.

Приложение: Многократные гауссовы интегралы

Сначала вычислим многократный интеграл по конечному чис
лу действительных переменных от экспоненты, показатель кото
рой является произвольной квадратичной функцией

/ =  П С ехР Н т  (9.А.1)
J  —оо Г

@(4) = + Y LA r  + м > (9.А.2)
rs г

где Krs, Lr и М — произвольные константы, причем матрица К пред
полагается симметричной и несингулярной. С этой целью рассмот
рим сначала случай, когда Krs, Lr и М все действительны, кроме 
того, матрица К положительно определена. Общий результат мо
жет быть получен аналитическим продолжением.

Всякая действительная симметричная матрица может быть ди- 
агонализована с помощью ортогональной матрицы. Это означает, 
что существует матрица W , такая, что ее транспонированная со
впадает с обратной, W = Ш~х , и такая, что

TK-f )rs = 8rsKr • (9.А.З)

* Этот факт выражается утверждением, что первая гомотопическая группа 
конфигурационного пространства в двух измерениях является не группой пе
рестановок, а более широкой группой, известной как группа кос 14.
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Поскольку предполагается, что К положительно определена и 
неособенная, собственные значения кг положительны. С помощью 
матрицы Ф можно совершить замену переменных

^ = Х > г ^ -  (9.А.4)
S

Якобиан | D e t | этого преобразования равен единице, так что 
многократный интеграл (9.А.1) переходит в произведение однократ
ных интегралов:

п 2ж ( 1 т ,1 (9.А.5)
ехр{"2к_

Но из формулы (9.А.З) следует:

Det К = P T Kr , K rs = Y , У'шУ'т1к1 1>
Г

так что формулу (9.А.5) можно представить в виде

( ( \ \ 1/2

V V2* / / (9.А.6)

Формула (9.А.1) определяет функцию переменных Krs, Lr и М, 
аналитическую по Krs в конечной области вокруг поверхности, на 
которой матрица Krs действительна и положительно определена и 
для которой интеграл сходится. Для таких Krs эта функция анали- 
тична всюду по Lr и М. Поскольку выражение (9.А.6) равно выраже
нию (9.А.1) для действительных Krs, Lr и М, где матрица К положи
тельно определена, то правая часть формулы (9.А.6) дает аналити
ческое продолжение выражения (9.А.1) на всю комплексную плос
кость с разрезом, определяемым квадратным корнем. Знак квад
ратного корня фиксируется этим аналитическим продолжением. В 
теории поля матрица Krs на самом деле мнима, не считая малой 
действительной части, обязанной «гЕ-слагаемому».

 ̂—оо
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Полезно записать выражение (9.А.6) через стационарную точку

функции (9.А.2),

в виде

/

Э<Э( )̂/Э^Г = 0 при \ = \,

exp[-Q (4) j .Det
2Л

(9.А.7)

(9.А.8)

(9А.9)

Этот результат стоит запомнить: гауссовские интегралы можно вы
числить с точностью до множителя, содержащего детерминант, 
положив переменную интегрирования равной значению в точке, где 
показатель экспоненты стационарен.

Далее, мы хотим использовать полученный результат для 
вычисления интегралов

V г
И d^r ^ v . . ^ e x p \ - \ ^ К гЛ Аэ\- (9А. 10)

(Подобные интегралы с нечетным числом множителей Н, очевидным 
образом равны нулю.) Разложив в ряд ехр(—ЕГЬГ̂ Г) в выражении 
(9.А.1), получаем правило сумм

оо 1
52 Е  голп ''  ̂ гтМ=0 V У).

П d̂ r 1 ехр] £  Lr$r -  ^ £ Кг£ Д8|
\ г  J  у г

- 1/2( \
Det К

Det

ч2лу 

( — )  
v 2 л ,

еХР| 2 L L rL sK J (9. А. 11)

- 1/2 4JV

N=0N12 N I  b,LsK
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Сравнивая коэффициенты при Lr h r̂ ...Lt с обеих сторон ра
венства, видим, что 1 г.ъ...гЛМ должно быть пропорционально сумме 
произведений матричных элементов матрицы К-1, вид которой оп
ределяется требованием симметрии относительно перестановки ин
дексов гь г2, ..., r2N:

Здесь сумма берется по всем способам спаривания индексов r1...r2N, 
причем два спаривания считаются одинаковыми, если они отлича
ются порядком расположения пар или порядком индексов внутри 
пары.

Для вычисления постоянного множителя cN заметим, что чис
ло VN слагаемых в сумме по спариваниям в правой части формулы 
(9.А.12) равно числу (2N)l перестановок индексов, деленному на число 
N\ способов перестановки пар и на число 2N перестановок внутри 
каждой пары :

Сравнивая это выражение с формулой (9.А.11), видим, что множи
тели (2ЛГ)! и N\2n сокращаются с vN, и в результате остается

I — /"»
rl r2 - r2N N I  IK*"1)спаренные индексы

по спариваниям по парам
rl - r2iV

(9.А.12)

_  (2N)\ 
Vn ~ N ! 2n '

(9.А.13)

Поэтому из формулы (9.А.12) следует, что
г

(9.А.14)
7

■1 /2

(9.А.15)

Например,
(9.А.16)

I. 1'2 3 4

(9. А. 17)
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и так далее, где 10 — интеграл без индексов:

Y [ d^r ехр\ - \ Y ,K rA A s  =
V г

- 1 /2

•(9.А. 18)

Задачи

1. Рассмотрите нерелятивистскую частицу массой М, движущую
ся вдоль оси х  в потенциальном поле V(x) = M(i>2x 2/2. Пользу
ясь методом функционального интеграла, найдите вероятность 
того, что частица, находящаяся в точке х г в момент времени 
/ j, окажется в момент времени t между х  и х  + dx.

2. Найдите волновой функционал (т. е. волновую функцию в (р- 
базисе) состояния поля, сотвечающего одной бесспиновой час
тице массы т Ф 0. Используя полученный результат, выведите 
фейнмановские правила для испускания и поглощения такой 
частицы.

3. Найдите вакуумный волновой функционал в теории нейтраль
ного векторного поля массы т Ф 0. Используя этот результат, 
найдите вид ге-слагаемых в пропагаторе такого поля.

4. Плотность лагранжиана свободного поля Рариты—Швингера \|/JL 
спина 3/2 равна:

у  = -^ (y V 0 v + m)¥  ̂_ 1 ^ ц (у^эу + ууЭ̂ )\]/у + f v % ( Y CT30;^ m )'f'4V

С помощью функционального метода найдите пропагатор это
го поля.
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Непертурбативные методы

Мы намерены теперь приступить к изучению вкладов высших 
порядков теории возмущений в физические процессы, вкладов, 
которые описываются фейнмановскими диаграммами с одной или 
несколькими петлями. При этом было бы очень полезно иметь в 
распоряжении метод, который позволяет получать результаты, 
справедливые во всех порядках теории возмущений (а в некоторых 
случаях и вне рамкок теории возмущений). Для этой цели мы будем 
использовать в данной главе уравнения поля и коммутационные 
соотношения для взаимодействующих полей в картине Гейзенберга. 
Связь между гейзенберговской картиной и фейнмановскими диа
граммами теории возмущений устанавливается теоремой, доказан
ной в разделе 6.4: сумма всех диаграмм процесса а  —> (3 с дополни
тельными вставками, отвечающими операторам оа(х), оь(у) и т. д., 
есть матричный элемент хронологически упорядоченного произве
дения соответствующих гейзенберговских операторов

( ^ ,Т { - Ю а(х),-Ю ь(у)...}4>+).

В частном случае, когда операторы Оа(х), Оъ{х) и т. д. являются 
полями элементарных частиц, этот матричный элемент равен сумме 
вкладов всех фейнмановских диаграмм с входящими линиями на 
массовой поверхности, отвечающими состоянию а, и выходящими 
линиями на массовой поверхности, отвечающими состоянию (3, соот
ветственно, и линиями вне массовой поверхности (включая пропага- 
торы), отвечающими операторам Оа(х ), Оь(х ) и т. д. Изучив некото
рые получающиеся таким образом непертурбативные результаты, 
мы сможем приступить к вычислениям радиационных поправок.
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10.1. Симметрии

Одним очевидным, но важным следствием упомянутой теоремы 
является возможность использования принципов симметрии не только 
применительно к матричным элементам ^-матрицы, когда 4-им
пульсы всех внешних линий лежат на массовой поверхности, но и к 
фейнмановским диаграммам, у которых некоторые или все внешние 
линии находятся вне массовой поверхности.

Рассмотрим, например, симметрию относительно пространст
венно-временных трансляций *. Следствием такой симметрии явля
ется существование эрмитова 4-векторного оператора Рц, обладаю
щего тем свойством, что для любой локальной функции О(х) опера
торов поля и канонических импульсов

[ р ^ , 0 ( х ) ]  г ^ О ( х ) . ( 1 0 .1.1 )

(См. формулы (7.3.28) и (7.3.29).) Кроме того, состояния а и р  обычно 
выбираются как собственные состояния 4-импульса:

Р ^ Х  = р К  , Р ^ р = р №  • ( 1 0 .1.2 )

Отсюда вытекает, что для любого набора локальных функций 
Оа(х), Оь(х), ... полей и/или их производных справедлива формула

(Ррц -  Р«ц)(^7,Т{Оа(ж1),Оь(.х2),...}Ч £)

= { ^ , [ P li,T{Oa(x1),Ob(x2),...}]'¥+)

= г
Э Э 

+ -------- + . . .
Эх̂ 1 Эх2

( ^ p , T { O a ( X i ) , O b ( x 2) , . . . K + ) .
(10.1.3)

Это уравнение имеет решение:

(^ -,Т {О в( х О А ( ^ ) > - - № )
= ехр(г(рр - p a )-x)Fab (хг - х 2,...), (10.1.4)

* Называемую также трансляционной инвариантностью. — Прим. ред.
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где х  — любое среднее пространственно-временных координат

Х  ̂ = CxXi + С2Х2+---, С1 + С 2 + . . . =  1, (10.1.5)

a F зависит только от разностей координат. (В частности, вакуумное 
среднее может зависеть только от разностей координат.) Интегри
руя отдельно по хг  и разностям координат, можно найти фурье- 
образ выражения (10.1.4):

J d%d4x2.. .(«!£, Т{Оа (х, ), Оь (х2),.. .}¥+)

хехр(-г%,-Ж ! - г к 2 -х 2- . . )  ос 84 (рр -  ра -  -  fc2 - . . . ) . (1° 'L6)

В разделе 6.4 было показано, что выражение для матричного 
элемента хронологического произведения определяется обычными 
правилами Фейнмана в координатном представлении применитель
но к сумме всех диаграмм с входящими частицами в состоянии а, 
выходящими частицами в состоянии (3, и внешними линиями, 
которые оканчиваются в вершинах с координатами х ъ х 2, ... . 
Соответственно, фурье-образ (10.1.6) определяется правилами Фейн
мана в импульсном представлении для той же суммы диаграмм, 
у которых внешние линии вне массовой поверхности имеют 
4-импульсы к1, к2, ... , направленные в диаграмму. Формула (10.1.6) 
утверждает тогда, что эта сумма фейнмановских диаграмм сохра
няет 4-импульс. Такой результат очевиден в теории возмущений, 
т. к. 4-импульс сохраняется в каждой вершине, поэтому неудиви
тельно, что тот же результат можно получить, и не опираясь на 
теорию возмущений.

Затратив несколько больше усилий, можно воспользоваться 
свойствами гейзенберговских полей и ин- и аут-состояний (9.6.16) 
по отношению к преобразованиям Лоренца, чтобы показать, что 
сумма всех диаграмм с данным набором линий, находящихся как на 
массовой поверхности, так и вне ее, обладает теми же свойствами 
относительно лоренцовских преобразований, что и слагаемые низ
шего порядка.

Аналогичные аргументы применимы к сохранению внутрен
них квантовых чисел, таких как электрический заряд. Как показано 
в разделе 7.3, поле или другой оператор Оа(х), уничтожающий 
заряд qa (или рождающий заряд — qa), удовлетворяет уравнению
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[Q,Oa(x)] = - q aOa(x)

как в гейзенберговском представлении, так и в представлении вза
имодействия. Кроме того, если состояния свободных частиц а и (3 
имеют заряды qa и q̂ , то такие же заряды имеют соответствующие 
ин- и аут-состояния. Тогда

(9р “  <2а)(Ч#р , Т { О а (ж), О ь ( у ) , . .  . } ¥ + )

= (^p-,[Q ,T{oa(x ) ,o b(y ),...}]^ ;)

= - (qa + q b + . . . ) ( ^ , T { O a(x),Ob(y) , . . . }X] -

Следовательно, амплитуда (vf,̂ ,T {O a(x),Ob(y),...}'J#(J) обращается в 
нуль, если только не выполнено условие сохранения заряда

<Zp=<?a - Я а - Ч ь ~ -  (10.1.7)

Несколько менее тривиальный пример — инвариантность относи
тельно зарядового сопряжения. Как показано в гл. 5, существует 
оператор С, преобразующий электронные операторы в позитрон- 
ные и обратно:

Ca(p,G,e- )C-1 = ^4a(p,a,e+) , 

Ca(p,a,e+)C-1 = |й(р ,о,е~),

где £ — фазовый множитель. Для свободного электронного поля \|/(х) это 
означает, что

С\|/(х)С-1 = £,*рС\|/(ж)*,

где (ЗС — матрица 4x4, имеющая (в используемом нами представле
нии дираковских матриц, где диагональна матрица у5) вид

0 0 0 1
0 0 -1 0
0 -1 0 0
1 0 0 0
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Применительно к электрическому току свободных частиц в спинор- 
ной электродинамике это означает:

C(\j/yp'\(i)C_1 = -уС у^тС\|/ = -xjTy^x)/.

Если потребовать сохранения оператора С в электродинамике, то 
этот оператор должен антикоммутировать с полем свободных фотонов:

С(а^)С-1 = -аУ-.

В теориях типа электродинамики, где С коммутирует как с Н0, так и 
с гамильтонианом взаимодействия, он коммутирует также и с опера
тором преобразования подобия 0.(1), связывающим гейзенберговское 
представление с представлением взаимодействия. Поэтому С анти- 
коммутирует с электрическим током взаимодействующих полей,

0(\руЦ\р)0-1 = (10.1.8)

и электромагнитным полем в гейзенберговском представлении,

С(А^)С-1 = -А ^  . (Ю.1.9)

Отсюда вытекает, что среднее по вакууму от хронологическо
го произведения любого нечетного числа электромагнитных токов 
и/или полей обращается в нуль. Поэтому равна нулю сумма всех 
фейнмановских диаграмм с нечетным числом только фотонных 
внешних линий (вне или на массовой оболочке).

Этот результат известен как теорема Фарри.1 Ее можно 
доказать в рамках теории возмущений, заметив, что в диаграм
ме, состоящей из I электронных петель, к каждой из которых 
подсоединяется щ фотонных линий, выполняется связь между 
числом I внутренних и числом Е внешних фотонных линий, 
аналогичная соотношению (6.3.11):

21 + Е = У  щ .
I

Отсюда следует, что если Е нечетно, то по крайней мере к одной из 
петель должно быть подсоединено нечетное число фотонных линий.
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Для каждой такой петли происходит сокращение диаграмм, отли
чающихся направлением обхода петли по стрелкам. Таким образом, 
теорема Ф арри представляет несколько менее тривиальное следст
вие принципа симметрии, чем трансляционная или лоренцовская 
инвариантность: теорема верна не для отдельных диаграмм, а для 
определенной их совокупности. Рис. 10.1 иллю стрирует применение 
теоремы Ф арри, которое оказалось исторически наиболее важным: 
доказательство того, что при рассеянии фотона внешним электро
магнитным полем отсутствуют вклады первого (или любого нечетно
го) порядка по внешнему полю.

Рис. 10.1. Диаграммы низшего порядка для рассеяния фотона электромаг
нитным полем. Прямые линии отвечают виртуальным электронам, волни
стые линии — реальным или виртуальным фотонам, жирная линия 
соответствует тяжелой частице типа атомного ядра, которая служит 
источником электромагнитного поля. Вклады указанных двух диаграмм 
сокращаются, как и требуется инвариантностью относительно зарядового 
сопряжения

10.2. Полология

Одним из наиболее важ ных применений непертурбативных 
методов, о которых идет речь в этой главе, является выяснение 
полюсной структуры фейнмановских амплитуд как функций им
пульсов внешних линий. Часто матричные элементы физического 
процесса могут быть хорошо аппроксимированы вкладом одного 
полюса. Кроме того, понимание полюсной структуры  поможет
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в дальнейшем разобраться с радиационными поправками к пропага- 
торам частиц.

Рассмотрим амплитуду в импульсном представлении:

j d*xv ..d*xne щ̂ хК..е iq̂ { T { A 1(x1)...An (xn)})(j =G(qv ..qn ).

Здесь A  — гейзенберговские операторы произвольного лоренцов- 
ского типа, а (...)0 означает среднее по истинному вакууму 'J#0+= ^о” 
= 'Рд. Как обсуждалось в разделе 6.4, если А1з ..., А п — обычные поля, 
входящие в лагранжиан, то (10.2.1) есть сумма вычисленных по 
обычным фейнмановским правилам слагаемых, отвечающих всем 
диаграммам с внешними линиями, соответствующими полям Л х, ..., 
Ап, с 4-импульсами qv  ..., qn вне массовой поверхности, направлен
ными в диаграмму. Однако мы не будем ограничиваться этим случа
ем и допустим, что А,- могут быть произвольными локальными 
функциями полей и их производных.

Нас интересуют полюсы диаграммы G при определенных зна
чениях инвариантных квадратов суммарных 4-импульсов, отве
чающих разным подмножествам внешних линий. Для определенно
сти рассмотрим G как функцию q2, где

и 1 < г < п -  1. Мы покажем, что G имеет полюс при q2 = - m 2, где 
то — масса любого одночастичного состояния, имеющего ненулевые 
матричные элементы с состояниями А ^  ... A /'Pq  и Аг+1 ... Ап% , с 
определенным вычетом:

где величины М определены следующим образом *:

^Напомним, что в отсутствие зависящих от времени внешних полей нет 
разницы между одночастичными ин- и аут-состояниями, так что 'Рро+ —

(10 .2 .1)

q = q1 +...+ qr -  - q r+l -  . . . -  qn , (10 .2 .2 )

q + то -  ге

a
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j  d4x 1.. .d ix re . . .e *4r'a::r(,I#0,T{A1(x1)... Аг (жг )}хРр с )
(10.2.4)

= (271) 8 (<?,+...+ qr -  p)м 0pa(q2...qr),

J d 4x r+1... d4ix ne~iqr+1'Xr+1... e~t q (vPpa, T{Ar+1 (xr+1)... A n (xn )}¥0)

= (2%) 5' (qr+1 +...+ qn +p)M ]Q{qr+2...q
(10.2.5)

<р" = Л  2 + ш 2 a сумма берется по всем спиновым (и другим) 
состояниям частицы массой т.

П режде, чем переходить к доказательству, полезно записать 
выраж ение (10.2.3) в более развернутой форме, позволяющей луч
ше понять его важность

X

х

Л / 2

G(qi•••Qn ) —> J d 4fc

(2л)464(д1 + ...  + qr -  k){2K)s/2( 2 j k 2 + m 2) М()к я(у2. .. qr )

1
) ■_

(10.2.6)(2л)4 k 2 + m 2 -  ie

x
1 /2

(2л)464(/с + дг+1 + ... + q j(2 \ /k 2 + m 2) Mka |0(qr+2. .. q„)

Это выражение как раз соответствует тому, что мы ожидаем от 
вклада фейнмановской диаграммы с единственной внутренней лини
ей, отвечающей частице массой т  и соединяющей два блока диаг
раммы (две поддиаграммы) с первыми г внешними линиями и после
дними те — г внешними линиями соответственно *. Однако не являет
ся необходимым, чтобы частица массой т  соответствовала полю, 
входящ ему в лагранж иан теории. Формулы (10.2.3) и (10.2.6)

* См. рис. 10.2. Множители (2я):!/:;[2(к:; 4 - т 2 ) ]1/ 2 служат для устранения 
кинематических множителей, связанных с внешней линией, отвечающей 
частице массой т, в амплитудах М0|ко и Мкф, а сумма по а произведения 
этих двух матричных элементов, приводит к числителю пропагатора, отве
чающего внутренней линии на рис. 10.2.

П
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применимы даже в том случае, если эта частица является связанным 
состоянием так называемых элементарных частиц, которым соот
ветствуют поля, действительно входящие в лагранжиан. В этом 
случае полюс возникает не от одной диаграммы, как на рис. 10.2, а от 
бесконечной суммы диаграмм типа показанной на рис. 10.3. Здесь мы 
впервые сталкиваемся с ситуацией, когда методы данной главы 
приводят к результатам, выходящим за рамки тех, которые могут 
быть выведены как свойства каждого порядка теории возмущений.

Рис. 10.2. Фейнмановская диаграмма с полюсной структурой (10.2.6). Здесь 
линия с импульсом к представляет элементарную частицу, поле которой 
входит в лагранжиан

г г+1

Рис. 10.3. Одна из фейнмановских диаграмм, сумма которых имеет полюс
ную структуру (10.2.6). Здесь полюс обусловлен составной частицей, кото
рая является связанным состоянием двух элементарных частиц. Элемен
тарные частицы, изображенные прямыми линиями, взаимодействуют 
посредством обмена частицами, изображенными волнистыми линиями
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Переходим к доказательству. Среди п! возможных упорядочи
ваний моментов времени х Д  ..., х„° в формуле (10.2.1) существуют 
те!/г!(п—г)! таких, для которых все первые г моментов времени х® 
больше, чем последние (п—г). Выделяя вклад этой части объема 
интегрирования в (10.2.1), получим

где «ДС» означает «другие слагаемые», отвечающие другим после
довательностям времен в аргументах операторов полей. Матричные 
элементы в этом выраж ении вычисляются путем вставки между 
хронологическими произведениями полного набора промежуточных 
состояний. Среди этих состояний могут быть одночастичные состоя
ния 'Рр s определенного сорта частиц массой то. Выделяя вклад этих 
одночастичных промежуточных состояний, имеем

где теперь уж е «ДС» означает другие слагаемые, возникающие не 
только от других последовательностей моментов времени, но и от 
других промежуточных состояний. Удобно осуществить сдвиг пере
менных интегрирования

х { = х г + y i , г = 2,3

х г -  ХГ+1 + Vi >i = r + 2 ,... ,n ,

Тогда, используя результаты  предыдущего раздела, получим:

G(q1...qn ) = j d 4x 1.. .d 4x ne iqi'xK..e iq̂ 'xn 

x G^minfxf... x nr ] -  max[x.J+1... xf, J)

X { % ,T{A xC ^),.. A r (xr )}T{Ar+1 (xr+1)... (xn )}%) + ДС ,
(10.2.7)

G (4 v -4 n )  = J d 4x 1...d 4x„e iqi'xK.,e iq^'xn 

X 0(min[xx. . .x[J] -  m ax[x j+1 ...x °  |)У  j d3p (10.2 .8)
a

(*^o, T{ Ax (x ,)... AT (xr ) )

= (% ,T {A 1(0)A2(y2)...Ar (yr ) } ^ a ),
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( % , а >Т {■А г +1 (X r+1 )• ' '  А п (Х п  )}^0  )

= g-ip-^r+i (ц,ра f Т{ А г+1 (0)... (уп )}% ). 

Кроме того, аргумент тета-ф ункции принимает вид:

(10 .2 .10)

m in [x f.... I— тах[х^!+1 . . .х ип \
_ ~.о -  Х Г +1 + min[0y^• • • у" | -  тах[ 0у^+ 1 |г°+ 1- &

Подставим также фурье-представление (6.2.15) ступенчатой функции:

е(Т)= 2 *
dwe
w + ге

После этого интегралы по х г и х г+1 приводят к дельта-функциям: 

G(qv ..qn) = j d i y2. . .d i yrd i y r+2.. .d i y n

X g -  Щ2'У2 £ ~  Щт 'Уг Q ~  ОДг+2 'Уг+2 Q п ' У п

X -
1 dx.о

— ехр (-гю [тт[0у2  • • • У°г ] ~ т ах [0  у°г+1 ...у°п ]])2%г J со + ге

x E J  d 3p (^ ,T { A 1(0)...Ar (yr )}^p o )('Pp!(I)T{Ar+1(0)...Ari(yn )}¥0)
G

х(2л;)453(р -  q, -  . . . -  q r )6(-\/p2 + m 2 + c o -q j  - . . . -  q,1!) (10.2.11) 

x(2jr)463(qr+1 + ...+  q + p)6(q“+1 + ...( /’ + Vp2 + m 2 + « )  + ДС .

Нас интересует только полюс, возникающий в результате 
обращения в нуль знаменателя со + ге, так что можно положить 
множитель ехр(—гю(мин — макс)) равным единице. Интегралы по р  и 
ю становятся тривиальными и дают:

G(qv ..qn) -> i(2jt)754(q1 + ...+  q, 0 -  Vq2 + + е̂

х Е  М 0 | - Ч, а  ( 9 2  • • • Чг )М ч ,а|о  ( 9 г +2 • • • Чп) +  • • • > (10.2 .12)
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где теперь
q = q 1 + ...qr = -q r+1 - . . qn , (10.2.13)

Md H ,o^2 •' • Qr) = j  d S j  2 • ■ • d 4y re~iq^ ... e~tqr'yr 

x { % , T { A 1(0)A2(y2) . . .Ar (yr )}4>qtG),

M q,a\o^r+2---cln) = \ d i y r+2. . . d i y ne~iq^ v^  K. .e~tq-'v«
' . , . (10.2.14)

x ( % , a ^ K +1(0 )Ar+2(yr+2) . . .An ( y j } % ) ,

и заключительное многоточие в (10.2.12) обозначает слагаемые, не 
содержащие данного полюса. («Другие слагаемые», возникающие от 
других одночастичных состояний, приводят к полюсам по q в 
других точках, а слагаемые, возникающие от многочастичных со
стояний, приводят к появлению точек ветвления по q. Наконец, 
слагаемые, возникающие от других последовательностей моментов 
времени, приводят к полюсам и точкам ветвления по другим пере
менным.) С помощью формул (10.2.9) и (10.2.10) легко показать, что 
полученные М в точности те же, что и определенные формулами
(10.2.4) и (10.2.5). Кроме того, вблизи полюса

1 -q° -  -yjq2 + т 2 + ie ^  -2-^/q2 + т

q° -  -\jq“ + m l + ie -{q )2 + {-yjq2 + m 2 -  ie)“ 9 + m  ~ г£

(Мы вновь переопределили £, домножив на положительную величи
НУ 2y]q2 + ш 2 > что допустимо, так как £ -  произвольная положи
тельная бесконечно малая величина.) Таким образом, выражение
(10.2.12) тождественно желаемому выражению (10.2.3).

Этот результат имеет классическое применение в теории ядер
ных сил. Пусть Фа(х) — любое действительное поле или комбинация 
полей (например, пропорциональная кварк-антикварковому били
нейному коварианту qy-x^q), имеющие неисчезающий матричный 
элемент меж ду однопионным состоянием с изоспином а и вакуу
мом, нормированный условием:

{УАС|Фа (0 ) |я ь,р} = (27сГ3/ 2(2р°)-1/2§аЬ. (10.2.15)
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Тогда матричный элемент Фя меж ду однонуклонными состояниями 
с 4-импульсами р и р' имеет полюс при (р — р')2 —> —т 2 с вычетом, 
вид которого определяется изоспиновой и лоренцовской инвариант
ностью (включая инвариантность относительно пространственных 
отражений) *;

(ЛГ, а ',  р'| Фа (0)| N, а , р) -> i(2%)~$Gn x -  { и ^ и) , (10 2 1б) 
' '  ( р - р Г + т ;  1 >

где и и и' — начальные и конечные нуклонные спинорные коэф ф и
циентные функции, зависящ ие такж е от изоспиновых перемен-ных 
нуклонов, а ха (а = 1, 2, 3) — 2x2 изоспиновые матрицы Паули. 
Постоянная G,, носит название пион—нуклонной константы, связи. 
Указанный полюс находится вне физической области матричного 
элемента (10.2.16), в которой (р — р')2 > 0, но его можно достичь с 
помощью аналитического продолжения этого матричного элемента, 
рассматривая, например, матричный элемент вне массовой поверх
ности

j d4x  d 4x '  е~грхегр х (Т[Фа (0)Л/'(х)ЛГ(ж/)})уАС ,

где N и N' — соответствующие компоненты оператора поля или 
произведения полевых операторов с неисчезающими матричными

*Лоренцовская и изоспиновая инвариантности требуют, чтобы этот мат
ричный элемент имел вид ( uVzau), где Г — матрица 4x4, для которой били
нейная комбинация ( \ /  Г\[|) преобразуется как псевдоскаляр. Как всякая мат
рица 4x4, Г может быть разложена на сумму слагаемых, пропорциональных 
дираковским матрицам 1, [ŷ ,Yv], у5у̂  и у5. Коэффициенты при них должны 
быть соответственно псевдоскаляром, псевдовектором, псевдотензором, век
тором и скаляром. Из двух импульсов р и р '  невозможно построить псевдоска
ляры или псевдовекторы. В то же время, можно построить один псевдотензор, 
пропорциональный £|ivpoPpP,0, два независимых вектора, пропорциональных 

или р\„ и скаляр, пропорциональный единице, причем коэффициенты 
пропорциональности при всех этих структурах являются функциями единст
венной независимой скалярной переменной (р -  р')2. Используя уравнения Ди
рака в импульсном пространстве для и и и,  нетрудно показать, что тензорная 
и псевдовекторная матрицы в Г дают вклад, пропорциональный у5.
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элементами между однонуклонными состояниями и вакуумом. Со
гласно все той ж е теореме обмен пионом при рассеянии двух 
нуклонов с начальными 4-импульсами р 1 и р 2 и конечными 4- 
импульсами р \  и р'2 приводит к появлению в соответствующем 
матричном элементе полюса при (р, -  р \ ) 2 = (р 2 -  р'2)2 —> - ш к2:

(Простейший способ определить ф азы  и численные множители в 
подобных ф орм улах заклю чается в использовании фейнмановских 
диаграмм. Наш а теорема утверж дает, что полюсная структура 
амплитуды совпадает с той, которая получилась бы в теории поля 
с лагранжианом, включающим элементарное пионное поле.) Опять 
ж е, этот пионный полюс находится вне физической области для 
рассеяния нуклонов на массовой оболочке, в которой (р — р')2 >
0, но достичь его можно путем аналитического продолж ения мат
ричного элемента ^-м атрицы , рассматривая, например, м атрич
ный элемент вне массовой оболочки

Хотя пионный полюс и не попадает в физическую область нуклон— 
нуклонного рассеяния, но масса пиона достаточно мала, так что 
полюс леж ит очень близко к физической области. При определен
ных условиях, например, при больших значениях I в разложении 
по парциальным волнам, этот полюс может доминировать.

С точки зрения координатного пространства полюс указанного 
типа при (pt -  р \ ) 2 = (р2 -  р'2)2 —> - т к2 означает наличие силы 
радиусом действия порядка 1 /т п. Например, в первоначальной 
теории ядерных сил Ю кавы 2 обмен мезонами (в те времена счита
лось, что они скаляры, а не псевдоскаляры) порождал локальный 
потенциал вида е х р ( - т лг)/(4л:г), и его ф урье образ определял 
^-м атрицу нерелятивистского нуклон—нуклонного рассеяния в пер
вом борновском приближении:

^N{N^,N^2 ~^ i(2%)48 '(p l + p2 рг р2)

х (2%Г3( й г у 5х ащ )  х (2%)~3( й 2'У5х аи 2) .

(Pi - P i )2 + m l (10.2.17)

J d4x1d4x2d4x;d4x2 e~iv^ e iv' ^ e iv' ^

* { T { N i { X i ) , N 2( x 2) ,N y(X i) ,N 2( x 2) y } y ^  .
VAC
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j d3x td3x 2d3x{d3x'2 e-ipv*ie~ipr*2em < eip;г  

е х р ( - т я |х 1 - х 2|)
х

4л х, - х 2

= - ; ^ ^ |5з5 3(р1 + р 2 -  р[ -  р2

63(xi - х ; )5 3(х2 -х .',;

1

( P i  - p D 2  +  т 2

М ножитель l /U P i-p /)2 + шк2] представляет как раз нерелятивист
ский предел пропагатора 1 / [ ( p i -p / ) 2 + т л21 в формуле (10.2.17). (В 
этом выраж ении передаваемая энергия р ^  -  р '/  при Ip-J mN и 
|р/| m N равна [рх2 -  p1/2]/2m JV, что пренебрежимо мало по сравне
нию с величиной передаваемого импульса jpx — р1/|. Когда только 
появилась теория Ю кавы, считалось общепринятым, что подобный 
тип зависимости нуклон-нуклонного рассеяния от импульсов возни
кает в теории и з-за  наличия мезонного поля. Лишь в 1950-е годы 
стало понятным, что существование полюса при (р: — р \ )2 —> —т к2 
вытекает из сущ ествования частицы  — пиона — и не имеет 
никакого отношения к вопросу о том, является ли эта частица элемен
тарной, т. е. ей отвечает отдельное поле в лагранжиане.

10.3. Перенормировка поля и массы

Воспользуемся теперь частным случаем результата предыду
щего раздела, чтобы сделать более ясной интерпретацию радиаци
онных поправок к внутренним и внешним линиям произвольного 
процесса.

Интересующий нас частный случай — это случай, когда из 
всех 4-импульсов внешних линий только один приближается к 
массовой оболочке. (В обозначениях предыдущего раздела это соот
ветствует г = 1.) Рассмотрим функцию:

G{(q1q2—) = J di x 1 d i x 2---e~iqi'Xle~iq2'Xi...
/ г 1 Л (10.3.1)
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где < i(x) — гейзенберговский оператор, имеющий те ж е транс
формационные свойства относительно лоренцовских преобразований, 
что и некоторое свободное поле щ, принадлежащее неприводимому 
представлению однородной группы Лоренца (для теорий, сохраняющих 
четность,— группы Лоренца, включающей отражения), о чем свиде
тельствует индекс I, а А2, А3, и т. д. — произвольные гейзенберговс
кие операторы. Предположим, что имеется одночастичное состояние 
*̂ ч. д, имеющее неисчезающие матричные элементы с состояниями 
Рр¥  о и Л !Дз...Ч/(). Тогда согласно доказанной в предыдущем разделе 
теореме имеет полюс при qх = —т 2, причем

С г( а д 2- )  -> 22lf ^ 2  'n (2jc)3K y a4(Q )y qt,q)of + m  - 1£ 1 ’
" " (10.3.2)

x J d 4x 2. . . * b . . . { \ uaT{A2(x2)...}% ).

Из лоренцовской инвариантности следует:

(Ч 'о .а д Ч '^ .а )  = (2л)-3/ 2ЛГиг(Ч1,а ) , (10.3.3)

где щ(q,<J) равна (если не считать множителя (2л)-3/ 2) коэффициент
ной функции * свободного поля Щ с теми ж е трансформационными 
свойствами относительно лоренцовских преобразований, что и опе
ратор а N  — константа. (Именно для того, чтобы получить 
формулу (10.3.3) с единственной свободной константой N, нам при
шлось предположить, что Щ преобразуется неприводимо.) Опреде
лим такж е «усеченный» матричный элемент Мг формулой

J d 4x 2... е- % - * 2... (Ч>41 аТ{А2 (х2)...}% )

= N -1(2 Jc)^ 2£ u l*(q1,o)M l(g2...) . (ЮЛ.4)
I

* Например, для стандартным образом нормированного свободного
\ - 1 / 2

скалярного поля йг(^,<т) =
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Тогда формула (10.3.2) при q 2 —> - т 2 принимает вид

£ м г(д1,0)ы.г (Я |,а)М г . (Ю.3.5)
а,Г

Согласно формулам (6.2.2) и (6.2.18), величина, входящ ая в 
формулу (10.3.5) в виде множителя перед М{, равна матричному 
пропагатору в импульсном пространстве —/An'(f/j} для свободного 
поля, имеющего те ж е трансформационные свойства относительно 
лоренцовских преобразований, что и (или, по крайней мере, 
такими свойствами должен обладать предел при qj2 —» —т 2). Поэто
му формула (10.3.5) позволяет отождествить Мг с суммой всех 
диаграмм, внешние линии которых с импульсами qt, q2, ... отвечают 
операторам Щ, А 2, ..., причем пропагаторы, отвечающие линии Оъ 
отброшены. Тогда формула (10.3.4) является обычным предписанием 
для вычисления матричного элемента испускания частицы в виде 
суммы фейнмановских диаграмм: нужно отбросить пропагатор час
тицы, заменив его сверткой с обычным множителем (2п)~':'/2и{  для 
внешней линии. Единственным отличием от обычных фейнманов
ских правил является множитель N.

Сформулированная выше теорема представляет собой знаме
нитый результат Лемана, Симанчика и Циммермана3, известный 
как редукционная формула. Мы доказали ее здесь несколько иным 
способом, позволяющим легко обобщить результат на случай про
извольного спина. Важно отметить, что полученный результат при
меним к любым операторам; оператор й| не обязан быть каким-то 
полем, реально входящим в лагранжиан, а частица, рождаемая 
этим полем, может быть связанным состоянием тех частиц, поля 
которых действительно входят в лагранжиан. Этот результат позво
ляет извлечь важный урок и в том случае, когда Щ является одним 
из полей из лагранжиана: если мы намерены использовать 
обычные фейнмановские правила для вычисления матричных эле
ментов А?-матрицы, необходимо сначала переопределить нормиров
ку полей множителем 1/N, так что (с извинениями за многократное 
использование символа в разных смыслах)

(10.3.6)
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Поле, нормированное так, как указано в формуле (10.3.6), носит 
название перенормированного поля.

Константа перенормировки поля N  возникает и в другом месте. 
Предположим, что в формуле (10.3.1) на месте операторов Л.,, А 3, ... 
стоит только один оператор, сопряженный члену того ж е полевого 
мультиплета, что и Щ. Тогда формула (10.3.2) принимает вид

j  d4Xj J d4x 2e”iqi 'х> e~iqz ̂  , т{яг (х г )($ (х 2 )}>Р0)

-2i^/qf + m 2 (2л)3
ql-t-m2 + m 2 _

x J  d 4x 2e ^ e-<9a ■ >a, 0 + (0) 4»0)

-2i|iV |2 /̂ q ,  +  m
^ M j(q i ,a )u ^ (q i ,a )(2 % )454(q1 + 1/2).

gj2 + m 2 -  ге

Мы получаем обычное поведение пропагатора (суммы всех диаг
рамм с двумя внешними линиями) в окрестности его полюса, если 
не считать множителя |АГ|2. Согласно формуле (10.3.6), этот множи
тель исчезает в пропагаторе перенормированного поля Итак, 
перенормированное поле -  это такое поле, пропагатор которого 
имеет такое же поведение в окрестности полюса, как и для 
свободного поля, а перенормированная масса определяется положе
нием полюса.

Чтобы увидеть, как это «работает» на практике, рассмотрим 
теорию действительного самодействующего скалярного поля Фв 
(индекс В добавлен здесь, чтобы напоминать, что пока что это 
«голое» * (т. е. неперенормированное) поле. Лагранжиан, как обыч
но, имеет вид

S' = — j  Э^ФВЭ^ФВ — 2 т в <̂>в ~ ^в(Ф в) • (10.3.7)

* Английский термин bare в данном контексте обычно переводится как 
голый или затравочный. — Прим. пер.
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В общем случае нет оснований считать, что поле Фв будет удовлет
ворять условию (10.3.6), или что полюс по д2 будет находиться в

9точке —ш в , поэтому введем перенормированные поле и массу:

ф  = г - 1' 2Фв , (ю .3.8)

т 2 = ш |  + 5 т 2 , (10.3.9)

где Z  выбирается так, что Ф удовлетворяет (10.3.6), а 6т 2 подбира
ется из условия, что полюс пропагатора находится в точке q2 = — т,2. 
(Использование символа Z в подобных случаях стало традицией; 
каждому полю в функции Лагранжа соответствует свое Z.) Теперь 
можно переписать лагранжиан (10.3.7) в виде

т - з I + J J ,  (ю .з .ю )

= - 1 Э [ХФ Э ^ Ф -{ ш 2Ф2 , (10.3.11)

§ | = — у (Z — 1)̂ ЭЦФЭ^Ф + те2Ф2] + ^И бш 2Ф2 -У (ф ) ,  (10.3.12)

где
У(ф) 5  Vb (n/z Ф).

При вычислении поправок к точному * пропагатору в импуль
сном пространстве для перенормированного скалярного поля, обыч
но обозначаемому A'(q), удобно рассмотреть отдельно одночастично 
неприводимые (1PI) диаграммы, т. е. такие связные диаграммы 
(исключая диаграмму, состоящую из одной скалярной линии), ко
торые нельзя сделать несвязными путем разрезания любой одной 
внутренней скалярной линии. Пример показан на рис. 10.4. Принято, 
опуская пропагаторные множители -г(2я)_4(д2 + т 2 -  ге)-1 от двух

* Англоязычному термину complete propagator отвечают русскоязычные 
термины полный пропагатор или точный пропагатор. Мы отдаем 
предпочтение последнему. Встречающийся ниже термин bare propagator, так 
же как и авторский термин uncorrected propagator мы переводим как свободный 
пропагатор. ~ Прим. пер.
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внешних линий, обозначать сумму всех таких диаграмм через 
г(2л)4П (q2), звездочка напоминает, что в это выраж ение входят 
одночастично неприводимые диаграммы. Тогда поправки к точному 
пропагатору даются суммой цепочек из одной, двух, трех и более 
этих одночастично неприводимых поддиаграмм, соединенных обыч
ными свободными пропагаторными множителями

3)= ‘
1

(2л)4 q2 + m 2 -  ге 

1
[г(2л)4 n V ) ]  

[г(2л)4 П*(д2)]

х \ i ( 9irY^ Т Г  <7>2 Л
-г  1

[г^ л ; 11 (q j j
(2л)4 q2 + т 2 -  ге

(10.3.13)

или, в более простой записи,

A'(q) = \q l + т 2 -  ге]-1 + [q2 + т 2 -  г'г| 4 П (Q2)[Q2 + in ’ -  ге]-1 

+ [q2 + т 2 -  ге]-1 1Г (с/2)[(/2 + т 2 -  ге]-1 ГГ (q2)[q2 + т 2 -  ге]- 1 + ...

(10.3.14)

Суммируя геометрическую прогрессию, получаем

п-iA'(g) = [д2 + т 2 -  П  (q2) -  ге] (10.3.15)

При вычислении П мы учитываем древесные диаграммы, возни
кающие от однократной вставки вершин, отвечающих слагаемым 
вида Э^ФЭ^Ф и Ф2 в (10.3.12) , а такж е слагаемое I Г loop» возникаю
щее от петлевых диаграмм типа показанной на рис. 10.4а:

ГГ (q2) = - ( Z - l ) [ q 2 + т 2 ] + Zbm 2 + П ьоор((?23 (10.3.16)
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Условие, что т 2 является истинной массой частицы, сводится к
я ?условию, что полюс пропагатора должен находиться при q = —т  , 

так что

П ( - w 2) = 0. (10.3.17)

Кроме того, условие, что полюс пропагатора при q2 = —т 2 должен 
иметь единичный вычет (как у свободного пропагатора), сводится к 
условию

d
dq2

П*(<?2 = 0.
q2= - m 2

(10.3.18)

Приведенные условия позволяют вычислить Z и 8т2:

Z8m2 = — Пьоор(^)> 

d
Z  =  1 +

dq 2 I b.oopty2)
q2= - m 2

(10.3.19)

(10.3.20)

Отсюда вытекает, что Z8m2 и Z — 1 задаю тся рядами по степеням 
константы связи без нулевых членов, что оправдывает рассмотре
ние двух первых слагаемых в формуле (10.3.12) как части лагран
ж иана взаимодействия Л

Рис. 10-4. Одночастично неприводимая диаграмма (а) и одночастично 
приводимая диаграмма (Ь) в теории с четвертичным взаимодействием. 
Примером такой теории является теория скалярного поля ф с взаимо
действием, пропорциональным ср4
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При проведении вычислений самое простое — это сказать, что 
из петлевых слагаемых П loop (Q 2) м ы  д о л ж н ы  вычесть полином 
первого порядка по q2 с коэффициентами, подобранными так, чтобы 
разность удовлетворяла условиям (10.3.17) и (10.3.18). Как будет видно 
далее, эта вычитательная процедура попутно сокращает бесконечно
сти, возникающие от интегралов в импульсном пространстве, опре
деляющих П  lo o p -  Однако, как должно быть ясно, перенормировка 
масс и полей непосредственно не имеет ничего общего с существова
нием бесконечностей и необходима даже в теории, в которой все 
интегралы в импульсном пространстве сходятся.

Важным следствием условий (10.3.17) и (10.3.18) является ут
верждение, что не нужно включать радиационные поправки во 
внешние линии на массовой оболочке, поскольку

[ П (q2)[q2 + т 2 -  ге] 1 + ГГ(д2)[<?2 + т 2 -  ге] 1 

x r f ( q 2)[q2 + т 2 -  ге]-1 + . . . 1 2 = 0 .  (10-3‘21)J qn— m

Аналогичные замечания применимы к частицам произвольного спи
на. Например, лагранжиан «голого» дираковского поля имеет вид

$  = - ¥ в[Э + т в]¥ в - У в (¥ в ) . (10.3.22)

Вводим перенормированные поля и массы:

Ч> = Z i 1/24>B , (10.3.23)

m  = m B + 6 m . (10.3.24)

(Индекс 2 у Z  по традиции используется для обозначения константы 
перенормировки фермионного поля.) Тогда лагранжиан можно пере
писать в виде:

У = % + / х, (10.3.25)

5Р0 = -4>[д + т]Ч>, (10.3.26)

j |  = - (Z 2 - l ) [ 4 /[d + m B]'F] + Z25 m W -  VB(Z2W ) .  (Ю.3.27)
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Пусть г(2тс)4 сумма всех связных диаграмм с одной
входящей фермионной линией с 4-импульсом к, и одной выходя
щ ей линией с тем ж е 4-импульсом, которые нельзя сделать несвяз
ными, раз-резав  любую внутреннюю фермионную линию, причем 
пропа-гаторное множители —г(2р)4 и [ilk + т  -  ге]”1 для внешних ли
ний опущены. (Здесь использована лоренцовская инвариантность, 
согласно которой Y. есть обычная функция скалярной матрицы 
Ik = к^у11.) Тогда полный фермионный пропагатор имеет вид

S'(k) = [ilk + т  -  ге]-1 + [Л  + т  -  ге]-1 Е (й)[гй + т  — ге]-1

+ [ilk + т  -  г'е]—1 Е*(W)[ilk + т  — ге]-1 £ ' (Ус)[Ик + т  -  ге]-1 + ... 

= [Л + т  -  Т, (Ш) — ге]-1 .
(10.3.28)

При вычислении £*(&) мы учитываем древесные диаграммы от 
слагаемых в правой части (10.3.27), пропорциональных и ЧПР,
а такж е вклад петель:

£ 4(fc) = -(Z 2 -  l)[ilk + т] + Z2Sm + E lq q p W - (10.3.29)

Условие, чтобы полный пропагатор имел полюс при к2 = —т 2 с тем 
ж е вычетом, что и свободный пропагатор, имеет вид:

Е ( г т )  = 0 , (10.3.30)

Э Е  (&)
Э Ш

и поэтому

Z26m = -  L l 00p (Vc) , (10.3.32)

„  1 . Э Lj OOP(lfc) Iz a = l - t — L° ° F  ̂ U .  (10.3.33)

Как и для скалярных частиц, обращение в нуль [%1к + т]~1 Е*№  в 
пределе к —> im  показывает, что на массовой поверхности можно 
пренебречь радиационными поправками к внешним фермионным
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линиям. Соответствующие результаты  для фотонного пропагатора 
будут получены в разделе 10.5.

10.4. Перенормированный заряд 
и тождества Уорда

С помощью соотношений коммутации и законов сохранения 
для гейзенберговских операторов можно установить связь между 
зарядами (или аналогичными величинами) в плотности лагранж иа
на и свойствами физических состояний. Напомним, что инвариант
ность плотности лагранжиана относительно глобальных калибро
вочных преобразований Ч>1 —» ехр(гдга)'Рг (с произвольной постоян
ной ф азой а) влечет за собой существование тока

= _гХ  3 ( 3 ^ )  ^  ’ (10.4.1)

удовлетворяющего условию сохранения

д ^ = 0 .  (10.4.2)

Отсюда вытекает, что пространственный интеграл от временной 
компоненты не зависит от времени:

i Q = \Q.U\ = i), (10.4.3)
at

г д е  ,
Q = j d 3x J ° .  (10.4.4)

(Очень важное возможное исключение связано с тем, что интеграл
(10.4.4) может не существовать, если в системе имеются дальнодей- 
ствующие силы, обязанные безмассовым скалярам. Мы вернемся к 
этому вопросу при рассмотрении нарушенных симметрий в т. II.) 
Кроме того, поскольку Q является интегралом по пространству, 
эта величина явно трансляционно-инвариантна:

[Р, Q] = 0, (10.4.5)
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а так как J  ̂ — 4-вектор, Q инвариантен по отношению к однород
ным преобразованиям Лоренца:

[,/MVQj = o. (10.4.6)

Отсюда следует, что оператор Q, действуя на истинный вакуум '•Рд, 
дает другое лоренц-инвариантное состояние нулевой энергии и 
импульса, которое (в предположении, что вакуум невырожден) 
должно быть пропорционально самому Ч^. Но константа пропорцио
нальности должна обращ аться в нуль, так как из лоренц-инвари- 
антности следует, что (Ч̂ 0, = 0. Отсюда получаем:

Q»P0 = 0 . (10.4.7)

Кроме того, оператор Q, действуя на любое одночастичное состоя
ние 'PpC!in, должен переводить его в другое состояние с теми ж е 
энергией, импульсом и теми ж е трансформационными свойствами 
относительно преобразований Лоренца, и следовательно (предпола
гая отсутствие вырождения одночастичных состояний), в состоя
ние, пропорциональное тому ж е одночастичному состоянию:

= ЯМ %,с,п ■ (10.4.8)

Лоренц-инвариантность Q гарантирует, что собственное значение 
q,n) не зависит от р и s, а зависит только от сорта частиц. Это 
собственное значение известно как электрический заряд (или ка
кое-то другое квантовое число, для которого Jц может быть током) 
одночастичного состояния. Чтобы связать его с параметрами дг в 
лагранжиане, заметим, что из канонических коммутационных со
отношений следует

[ J 0 (х, (), Щ (у, t)] = - q f t  (у, t)53 (х -  у ) , (10.4.9)

или, после интегрирования по х,

[Q,%(y)] = - qi4>i(y). (10.4.10)

То ж е верно и для любой локальной функции F(y) заданного числа 
полей, их производных и сопряженных им величин:
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[Q,F(y)] = - q FF(y), (10.4.11)

где qF — сумма qt для всех полей и их производных в F(y) минус 
сумма дг для всех сопряженных полей и их производных. Беря 
матричный элемент этого соотношения меж ду одночастичным со
стоянием и вакуумом и используя формулы (10.4.7) и (10.4.8), 
получаем

(%,F(y)4>p̂ n)(qF - q M ) = 0. (10.4.12)

Следовательно, должно быть

Ч(п)=Ч F .  (10.4.13)

если только
(%,F(y)4>p a n ) ^ 0 .  (10.4.14)

Как мы видели в предыдущем разделе, при условии (10.4.14) ф унк
ции Грина, включающие F, в импульсном пространстве имеют 
полюсы, отвечающие одночастичному состоянию 'Ррап- Для одно
частичного состояния, соответствующего одному из полей в ла
гранжиане, мы могли бы взять F = Ч'1, и в этом случае qF = qt, 
однако наши результаты  применимы и к произвольным одночастич
ным состояниям, независимо от того, входят ли соответствующие 
им поля в лагранжиан или нет.

Это почти полностью убеж дает нас в том, что несмотря на все 
мыслимые диаграммы высшего порядка, дающие вклад в амплиту
ды испускания и поглощения фотонов заряженными частицами, 
физический электрический заряд строго равен параметру ql в ф унк
ции Лагранжа (или сумме таких параметров типа qF). Уточне
ние, которое необходимо сделать, заклю чается в том, что требо
вание инвариантности лагранжиана относительно преобразований 
4>i —> ехр(гдга)'1,г никак не фиксирует общий масштаб величин q;. 
Физические электрические заряды  определяют отклик полей мате
рии на заданное перенормированное электромагнитное поле /Iм. 
Иными словами, масштаб величин qt фиксируется требованием, 
чтобы перенормированное электромагнитное поле входило в ла
гранжиан материи У?м в линейных комбинациях [Э̂  — zqiA^]'I#;, так 
что ток имеет вид
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(10.4.15)

Однако А^ и ql — не те ж е самые величины, что «голое электромаг
нитное поле» Ав  ̂ и «голые заряды» qBl, входящие в лагранжиан, 
записанный в простейшей форме *

Перенормированное электромагнитное поле (определенное так, чтобы 
его точный пропагатор имел полюс при р 2 = 0 с единичным вычетом) 
принято записывать в терминах поля Ав  ̂ в виде

поэтому для того, чтобы заряд qt характеризовал отклик заряж ен
ных частиц на данное перенормированное электромагнитное поле, 
нужно определить перенормированные заряды  соотношением

Мы видим, что физический электрический заряд q любой частицы 
просто пропорционален некоторому параметру qB, связанному с 
теми параметрами, которые входят в лагранжиан, причем коэф ф и
циент пропорциональности Z3-1/2 одинаков для всех частиц. Это 
позволяет понять, каким образом частица вроде протона, окружен
ная облаком виртуальны х мезонов и других сильновзаимодейст- 
вующих частиц, может иметь тот ж е электрический заряд, что и 
позитрон, все взаимодействия которого много слабее. Необходимо 
всего лишь предположить, что по каким-то причинам заряды  qBl в 
лагранжиане равны и противоположны по знаку для электрона и 
совокупности тех частиц (двух u -кварков и одного d-кварка), из 
которых составлен протон. Э ф ф ект поправок высшего порядка про
явится при этом только в появлении общего множителя Z3-1/ 2.

* Следует иметь в виду, что автор не выписывает слагаемые, фиксирующие 
калибровку электромагнитного поля. — Прим. ред.

Ж = -  |  (Э^ABv -  ЭуАщ ) ( Э ^  -  Э’vА £) + Ум (% , [Эй -  iqBl Ащ  Щ ).

(10.4.16)

(10.4.17)

(10.4.18)
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Для того, чтобы перенормировка заряда возникала только от 
радиационных поправок к фотонному пропагатору, должны про
исходить сокращ ения большого числа других радиационных по
правок к пропагаторам и электромагнитным верш инам зар яж ен 
ных частиц. Можно чуть глубже проникнуть в природу этих 
сокращений, если воспользоваться знаменитыми соотношениями 
меж ду пропагаторами заряж енны х частиц и верш инами, извест
ными как тождества Уорда.

Рассмотрим, например, функцию Грина электрического тока 
J^L(x) совместно с гейзенберговским дираковским полем Ч ^у ), имею
щим заряд q, и ковариантно сопряженным ему полем 4,m(z). Опре
делим электромагнитную вершинную функцию Р 1 заряж енной час
тицы формулой

j d 4x d 4y d 42 e - ‘P 'x e - * ^ e +^ 'z ( 'P 0 , T { j ^ ( x ) '« '„ ( у ) ¥ т (г )} 4 '0 )

J . (10.4.19)
= - t q S n A W . (p + k - l ) ,
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где

-iS 'nm№ 4 k - l )  = 1й±у^г(%,т{Ч>п(у)Ч>т(г)}% )е-гк-Уе+й-*. (10.4.20)

Согласно теореме раздела 6.4, формула (10.4.20) определяет сумму 
всех фейнмановских диаграмм с одной входящей и одной выходящей 
фермионной линиями,т. е. точный дираковский пропагатор. Кроме 
того, формула (10.4.19) определяет сумму всех таких диаграмм, но с 
дополнительной внешней фотонной линией, так что равна сумме 
«вершинных» диаграмм с одной входящей и одной выходящей дира- 
ковскими линиями и одной фотонной линией, но с отброшенными 
точными пропагаторами дираковских внешних линий и свободным 
пропагатором внешней фотонной линии. Чтобы окончательно выяс
нить нормировку S ' и Р 1, заметим, что в пределе отсутствия взаимо
действий эти функции принимают следующие значения:

S ' (к) —> [гу + т -  ге]”1, (к, I) —> у^1.

Однопетлевые диаграммы, дающие поправки к указанным пре
дельным значениям, показаны на рис. 10.5.
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Рис. 10.5. Диаграммы первых поправок к электронному пропагатору и 
вершинной функции в квантовой электродинамике. Прямые линии отвечают 
электронам, волнистые — фотонам

Можно вывести соотношение между Р 1 и S', используя тож де
ство

где дельта-функции возникают от дифференцирования ступенча
тых функций. В силу закона сохранения (10.4.2) первое слагаемое 
обращ ается в нуль. Второе и третье слагаемые можно вычислить с 
помощью коммутационных соотношений (10.4.9), которые в данном 
случае имеют вид

^ т { ^ ( х ) Ч > п(у)Ч>т(г)} = т{д^(х)Ч>п(у)%п(г)}

+ 6(х° -y°)T{[j°(x)4>n (y)]%n(z)}

+ 5(х° -  2° )T{4>n(y)[j°(X),%п(2)]},

(10.4.21)

[J0(х, t), 4>п (у, t)\ = - q V J y ,  t)63 (х -  у ) , (10.4.22)

а для сопряженного коммутатора имеем:

[j° (х, t),4>n (у, t)] = q4>n (у, t)53(х -  у ) . (10.4.23)

Тогда формула (10.4.21) записывается в виде

^ T { j » ( x ) 4 > n (y)4>m(z)} = -g 5 4(x -  у)Т{Ч>п(у)Ч>т(г)} 

+ дб4(х -2)Т {Ч /и(у)'Рт (2)} .
(10.4.24)

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



10.5. Калибровочная инвариантность 603

Соответственно для преобразования Ф урье получаем с учетом 
соотношения (10.4.19)

(1I -  k)^S'{k)r^ (к, l)S'(l) = iS'ff) -  iS '(k ) ,

или, иными словами,

( i- fc )R Г^(к,1) = i S ' - W - i S ' - H l ) -  (10.4.25)

Это соотношение известно как обобщенное тождество Уорда, и 
впервые получено (описанным методом) Такахаш и 4. Первоначаль
ное тождество, выведенное ранее Уордом 5 при анализе ряда тео
рии возмущений, можно получить из (10.4.25), устремив I к к. В 
этом пределе находим

Г »(k,k) = - i - ^ - S ' ~ 1(k). (10.4.26)

Ферм ионный пропагатор связан формулой (10.3.28) с собственно
энергетической вставкой * Y. (К) в собственную энергию:

S'~l {k) = Л  + т  -  £*($) , 

так что формулу (10.4.26) можно записать в виде

Г д(/с, к) = yV + i  £"(2fc). (10.4.27)

Для перенормированного дираковского поля получаем из формул 
(10.3.31) и (10.4.27), что на массовой оболочке

и'кГ 1'1(к,к)ик = й ку ^и к , (10.4.28)

где [ i y ^  + т]ик = [г'уд?сц + т ]и к = 0. Таким образом, перенормировка 
фермионного поля обеспечивает сокращение радиационных поправок 
к вершинной функции Р 1, когда фермион на массовой поверхности

* В русскоязычной литературе используется также термин массовый 
оператор. — Прим. ред.
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взаимодействует с электромагнитным полем с нулевой передачей 
импульса, как это и имеет место в случае, когда мы измеряем 
электрический заряд фермиона. Если бы мы использовали непере- 
нормированное фермионное поле, то поправки к вершинной ф унк
ции все равно сократились бы с радиационными поправками к 
внешним фермионным линиям, оставив электрический заряд неиз
менным.

10.5. К али бровочн ая инвари антн ость

Сохранение электрического заряда можно использовать для 
доказательства полезных соотношений, которым удовлетворяют ве
личины

Mj£'~(q, =  j d4x j  d V . .. ,.

x ( ^ , т { . щ х ) , j »'(x % ..}¥+). (1 °-5Л)

В теориях типа спинорной электродинамики, где электромагнитное 
взаимодействие линейно по полю А это есть матричный элемент 
произвольного перехода (X —> (3 с испусканием (и/или поглощением) 
фотонов, находящихся на или вне массовой поверхности, с 4-импуль
сами q, ц и т. д. (и/или —q, — q и т. д.), при этом коэффициентные 
функции или пропагаторы внешних фотонных линий опущены *. Ут
верждается, что выражение (10.5.1) обращается в нуль при свертке с 
4-импульсом любого из фотонов:

qiLM ^ - (q ,q ' , . . . )  = q ^ M ^ - (q ,q ' , . . . )  = ...=  0. (10.5.2)

Так как амплитуда М определена симметрично по отношению к 
фотонным линиям, достаточно показать обращение в нуль первой 
из этих сверток.

Для этого заметим, что после интегрирования по частям

* Строго говоря, при вычислении матричного элемента нужно отбросить 
все радиационные поправки к внешним линиям, либо взять корректное 
выражение для тока. — Прим. ред.
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Электрический ток J |l(x) сохраняется, но отсюда сразу ж е не следу
ет, что (10.5.3) обращ ается в нуль, так как следует учитывать еще 
зависимость от х°, содержащую ся в тета-функциях, которые вхо
дят в определение хронологического произведения. Например, ог
раничиваясь двумя токами, имеем:

так что, принимая во внимание сохранение ./д(ж), получаем *

Если токов более двух, мы получаем похожий одновременной ком
мутатор (внутри хронологического произведения) для каждого то
ка, кроме самого J^(x). Чтобы вычислить такой коммутатор, напом
ним, что (как показано в предыдущем разделе), для любого произ
ведения F операторов поля и сопряженных им величин и /и л и  их 
производных справедливо равенство

где qF — сумма зарядов ql для полей и их производных, входящих в 
F, минус сумма зарядов дг для сопряженных полей и их производ
ных. Для электрического тока qj равно нулю; J v(у ) сам есть электри
чески нейтральный оператор. Отсюда

* Приводимые здесь и ниже рассуждения носят наводящий характер из-за 
сингулярного поведения произведений гейзенберговских операторов, которые 
являются операторозначными обобщенными функциями по времени (об этом 
ниже упоминает и автор). В частности, одновременные коммутаторы токов, и 
даже полей, строго говоря, не существуют. — Прим. ред.

T{.J^(x)Jv(y)} = 0(ж° -  y ° )J^ (x )Jv(у) + 0(у° -  x ° )Jv(y )J^(x ),

^ T j j ^ ( x ) j v(y)} = 6(ж° -  y °)J°(x )Jv(y) -  6(у° -  x ° )Jv(y)J°(x) 

= 5(ж° -y ° ) [ j° (x ) , J v(y)].
(10.5.4)

[ j ° (x , t),F (y , £)] = - q f F (x ,t)6 3( x - y ) ,

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



606 Глава 10. Непертурбативные методы

[j°(x ,t) , J v(y, /)] = 0 (10.5.5)

и поэтому выраж ение (10.5.4) обращается в нуль, так что из (10.5.3) 
находим

что и требовалось доказать.
В этом месте необходимо сделать важ ную  оговорку. При 

выводе соотношения (10.5.5) следует учитывать, что произведение 
полей, взяты х в одной пространственно-временной точке у, типа 
оператора тока J^iy), можно правильно определить только с помо
щью некоторой процедуры регуляризации содерж ащ ихся в таких 
произведениях бесконечностей. Во многих случаях оказывается, 
что сущ ествую т неисчезаю щ ие вклады  в коммутатор J°(x,t) с 
регуляризованным током J ?:(y,t), известные под названием швинге- 
ровских членов 6. В случае, когда в токе содерж атся слагаемые, 
возникающ ие от заряженного скалярного поля Ф, имеются допол
нительные не зависящ ие от регуляризации швингеровские члены, 
содерж ащ ие Ф Ф. Однако в многофотонных амплитудах все подоб
ные швингеровские члены сокращ аю тся со вкладами квадратич
ных по электромагнитному полю дополнительных взаимодейст
вий, которые возникают либо из процедуры регуляризации (при 
условии калибровочной инвариантности), либо, если речь идет о 
заряж енны х скалярах, содерж атся в лагранжиане.

Мы будем главным образом иметь дело с заряж енны м и спи- 
норными полями и использовать процедуру регуляризации (раз
мерную регуляризацию ), которая не приводит к появлению швин- 
геровских членов, так что в последующем излож ении мы будем 
игнорировать это явление и продолж ать пользоваться наивным 
коммутационным соотношением (10.5.5).

Те ж е самые аргументы приводят к результату (10.5.2), когда 
и другие частицы, помимо фотонов, находятся вне массовой по
верхности, но при условии, что все заряженные частицы берутся 
на массовой поверхности, т. е. входят в состояниях и 'Р(Х+. В 
противном случае левая часть (10.5.2) содержит ненулевые вклады 
от одновременных коммутаторов, подобные тем, с которыми мы 
встретились в предыдущем разделе при выводе тождества Уорда.

(10.5.6)
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Одним из следствий формулы (10.5.2) является то, что мат
ричные элементы ^-м атрицы  не изменяются, если заменить любой 
фотонный пропагатор A„v(q) на

обязательно постоянные и не обязательно одинаковые для всех 
пропагаторов или векторов поляризации). Все это (несколько воль
но) назы вается калибровочной инвариантностью ^-матрицы.

Чтобы доказать сделанное утверждение, необходимо всего 
лишь явно выписать зависимость /S'-матрицы от векторов поляриза
ции фотонов и от пропагаторов:

где — матричный элемент (10.5.1), вычисленный в отсутствие
электромагнитных взаимодействий*. Инвариантность (10.5.9) отно
сительно «калибровочных преобразований» (10.5.7) и (10.5.8) немед
ленно следует из условий сохранения (10.5.2). (В разделе 9.6 мы 
использовали формализм функциональных интегралов для доказа
тельства частного случая этой теоремы, именно, что средние по 
вакууму от хронологических произведений калибровочно инвари
антных операторов не зависят от константы а  в пропагаторе (9.6.21).)

* Состояния а и b совпадают с а  и (3, если убрать все фотоны. Заметим, 
что все аргументы М соответствуют входящим 4-импульсам. Именно по
этому мы вынуждены вводить разные знаки в некоторые аргументы М в 
выражение (10.5.9).

А^у(д) -> A^v(q) + (X^qv + ( /Д , (10.5.7)

или если заменить любой вектор поляризации на

Ср(кД) -» ер(кД ) + скр , (10.5.8)

где к0 = |к|, а a^, |3V и с — совершенно произвольные величины (не

(10.5.9)
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Этот результат не так тривиален, как каж ется, так как он приме
ним не к отдельным диаграммам, а только к суммам диаграмм, 
в которых вершины токов вставлены во все возможные места.

Особенно важное применение формула (10.5.2) находит при 
вычислении фотонного пропагатора. Точный фотонный пропагатор, 
обозначаемый обычно A/JIV(g), имеет вид

A 'v(q) = A(iV(g) + A(ip(g)MP°(q)A0V(g), (10.5.10)

где Мра пропорционален матричному элементу (10.5.1) с двумя 
токами:*, а  и (3 — вакуумные состояния, и — свободный фотонный 
пропагатор, который в общей лоренц-инвариантной калибровке 
имеет вид

А , , v _ ^Q 2)V ^ / q 2\y(q) = —------- j— --------- • (ю.5.11) ̂ q -  ге

И з (10.5.2) имеем = 0, так что

= q^ApvCq) = 9V g2 ^  ~ (10.5.12)

С другой стороны, по аналогии с тем, как это делалось для ска
лярного и спинорного полей в разделе 10.3, можно вы разить точный 
фотонный пропагатор через сумму П (<?) диаграмм с двумя внешни
ми фотонными линиями, которые (в противоположность М) однофо
тонно неприводимы:

д'(<г) = д м  + Д(<г)ГГ(<г)Д(ч) + Д(<г)П’(<г)Д(<г)П'(<г)Д(ч)+■■•

= И , г * - 1 Г ( , ) Г .  ( № 5 1 3 )

или, иными словами,

* Напомним (см. начало раздела), что последнее утверждение верно 
только для теорий типа спинорной электродинамики, где взаимодействие 
линейно по /1и. Однако важное для дальнейшего условие поперечности
(10.5.2) для Mpa(q) верно для любой теории. — Прим. ред.
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A 'v(q) = A (q) + Ацр(д) ГТра (q)AOT(q). (10.5.14)

Для того, чтобы удовлетворить (10.5.2), необходимо выполнение 
равенства

Отсюда, совместно с лоренцовской инвариантностью, вытекает, 
что поляризационный оператор г т о  должен иметь вид

Тогда из представления (10.5.13) получаем следующий вид точного 
пропагатора:

Далее, поскольку поляризационный оператор ГТ(д) содержит вкла
ды только от однофотонно неприводимых диаграмм, можно ожи
дать, что эта величина не имеет полюса при д2 = 0. (Важным 
исключением является случай нарушенной калибровочной симмет
рии, обсуждаемый в томе II.) В частности, из отсутствия полюса 
при д2 = 0 в слагаемом, пропорциональном q(1qv в ГГ (ф вытекает, что 
у функции 7t(q2) такж е нет такого полюса, и в результате полюс в 
точном пропагаторе (10.5.17) остается в точке q2 = 0. Это указы вает 
на то, что фотон не приобретает массы за счет радиационных 
поправок.

Для перенормированного электромагнитного поля радиацион
ные поправки такж е не изменяют калибровочно инвариантную 
часть вычета в фотонном полюсе в (10.5.17), так что

Это условие приводит к определению константы перенормировки 
электромагнитного поля Z3. Напомним, что лагранжиан электроди

Чр П  ,1а(д) = 0. (10.5.15)

(10.5.16)

(10.5.17)

где
^(g2) = ^(q2) [ l- J t(q 2)] + 5l(q2). (10.5.18)

л(0) = 0. (10.5.19)
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намики, выраж енный через перенормированное поле (10.4.17), име
ет вид

М = -  \ z 3(ЭцAv -  Эу )(д»А' -  3VA P') + LM , [Эц -  iZ3qtA^ Щ ).

Тогда функция Jt(q2) в однофотонно неприводимой амплитуде имеет 
вид

n(q2) = 1 - Z 3 + %LOOP(q2), (10.5.20)

где л  l o o p  определяет вклад петлевых диаграмм. Отсюда вытекает, 
что

z 3 = 1 + ^ loop(0)- (10.5.21)

На практике, чтобы сделать я(0) равным нулю, нужно просто 
вычислить вклад петель и вычесть константу.

Наконец, формула (10.5.18) показывает, что при q2 Ф 0 калиб
ровочное слагаемое в фотонном пропагаторе изменяется за счет 
радиационных поправок. Исключением является случай калибровки 
Ландау, когда с = £ = 1 для всех q2.

10.6. Э лектром агни тн ы е ф ор м ф ак торы  
и м агнитны й м ом ен т

Пусть мы хотим вычислить процесс рассеяния частицы на 
внешнем электромагнитном поле (или электромагнитном поле другой 
частицы) в первом порядке теории возмущений по этому полю, но во 
всех порядках по всем другим взаимодействиям данной частицы 
(включая электромагнитное). Для этого необходимо знать сумму вкла
дов всех фейнмановских диаграмм с одной входящей и одной выхо
дящ ей линией частицы, каж дая из которых находится на массовой 
поверхности, и одной фотонной линией, которая может быть и на 
массовой поверхности, и вне нее. Согласно теореме раздела 6.4, такая 
сумма определяется одночастичным матричным элементом электро
магнитного тока J^(x). Посмотрим, что определяет общий вид этого 
матричного элемента.

В силу трансляционной инвариантности одночастичный мат
ричный элемент электромагнитного тока имеет вид
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(% '.* '>-7 И = e x p (z (p -p ') -x )(4 /pW , J tl(0)'J,p a ). (10.6.1)

Условие сохранения тока 3UJ^ = 0 в этом случае означает, что

(:Р - Р 'V ) = 0 • (1 °-6-2)

Кроме того, полагая ц = 0 и интегрируя по всем х, находим

= (2т1)353( р - р ' ) ( % ,^  j0m p>a).

И спользуя формулу (10.4.8), получаем

£Рр>0„ J ° m p a) = [2%)~3q5aa, , (10.6.3)

где q — заряд частицы.
В нашем распоряжении есть и ограничения на матричные эле

менты токов, накладываемые лоренц-инвариантностью. Чтобы по
лучить их, рассмотрим простейшие случаи: спин 0 и спин 1/2. 
Представленный ниже анализ является примером полезной техни
ки вычислений, используемой и для других токов, например, для 
токов полулептонных слабых взаимодействий.

Спин нуль

В случае спина нуль требование лоренц-инвариантности приводит к 
следующему общему виду одночастичного матричного элемента 
тока:

(Ч ^ Л Ч О ^ р )  = q(27i)-3( 2 p 'V /2( 2 p V /2 / > > > ) ,  (Ю.6.4)

где р° и р'° энергии на массовой поверхности (р° = ^р2 + щ 2 )> а 
j^(p',p) — 4-вектор, являю щ ийся функцией двух 4-векторов р  ̂ и 
Р'и. (Для удобства дальнейших выкладок мы выделили из Ж множи
тель, равный заряду частицы q.) Очевидно, что самый общий вид 
такой функции — это линейная комбинация р £ и рд или, эквива
лентно, р ,ц + рц и р 'V- — р^, со скалярными коэффициентами. Однако 
значения скаляров р2 и р'2 фиксированы: р2 = р'2 = —т 2, так что 
скалярные переменные, которые можно построить из p /fI и р^,
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являю тся ф ункциями единственной величины р-р' или, эквива
лентно, величины

к2 = (р -  р')2 = -2 т 2 -  2 р-р' .
(10.6.5)

Следовательно функция J®(p',p) должна иметь вид

Jf^(р, р ') = (р ' + p)^F{k2) + i(p' -  р) ^Н(к2). (10.6.6)

Из того, что оператор Jц эрмитов , вытекает, что ;/,1(р',р) = 
J4PfP')> так что F(k2) и Н(к2) действительны. Далее, скалярное 
произведение (р' -  р)-(р' + р) обращается в нуль, а (р' -  р)2 = к2 в 
общем случае не равно нулю, так что условие сохранения тока 
принимает простой вид

Н(к2) = 0. (10.6.7)

Кроме того, полагая в формуле (10.6.4) р ' =  р и  (i = 0 и  сравнивая с 
формулой (10.6.3), находим, что

F{ 0) = 1. (10.6.8)

Ф ункция F(k2) называется электромагнитным формфактором час
тицы.

Спин 1 /2

В случае спина 1/2 требование лоренц-инвариантности приводит к 
следующему общему виду одночастичного матричного элемента 
тока:

( ¥ p > . , J tJ(O)4'p 0 ) = iq(2n)~3й(р ', <т')Г^ (р', р)и(р, о ) , (10.6.9)

где Р 1 — 4-векторная 4 x 4  матричная функция величин pv, р/у и yv, 
а и — обычная дираковская коэффициентная функция. Мы выдели
ли множитель iq, чтобы нормировка Р  совпадала с приведенной в 
предыдущем разделе.
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Как и любую другую матрицу 4x4, можно разлож ить Р 1 в 
суперпозицию 16 ковариантных матриц 1, у.,, [ур,уа], у5ур и у5. 
Поэтому наиболее общий 4-вектор 1 i: можно представить в виде 
линейной комбинации следующих величин:

причем коэффициенты при каждом слагаемом будут функциями 
единственной скалярной величины (10.6.5). Полученное выраж ение 
может быть сильно упрощено, если использовать уравнение Дира
ка, которому удовлетворяют и  и и:

Это утверждение очевидно для слагаемых р ^ р '^ р ^ р 'и р '^ р ' ,  кото
рые могут быть заменены, соответственно, на слагаемые imp^,imp'^, 
impV-, imp'V-, совпадающие с уже имеющимися в нашем списке. Кроме 
того,

что можно заменить на 2-imp11 — 2р ,̂ т. е. линейную комбинацию уже 
имеющихся слагаемых. Это же относится к [у^ ,$>']• Далее,

что можно заменить на 2 т 2 + 2р-р' = —к2. Таким образом, слагаемые 
[р,р'~\р  ̂ и [р,р']р'п также не дают ничего нового. Наконец, чтобы разо
браться с последним слагаемым, следует воспользоваться соотношением

Сворачивая его с pv и р'а и переставляя все множители р направо, а все р' 
налево, видим, что это выражение опять сводится к линейной комбинации 
рР-, pv  и f 1.

1:
у^,Р^Р, р'^р, р^р', р'^-р',

|уи> Н  [р, p'IpMp» р '\р '11,
у5уреР ̂ apvp'a,

V
[Yp.Yol: 

YsYp : 
Y5: отсутствует,

[Y^>P] = 2 унр - { у ц,р} = 2у(1р -2 р ^ ,

[jo, p'J = -2р'р + {р, р'} = -2р'р + 2р ■ р',

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



614 Глава 10. Непертурбативные методы

и{ р ', o')(ip' + т) = 0, (ip + ш)м(р, о) = 0.

Тогда можно отбросить* все слагаемые кроме трех первых, пропор
циональных р11, р'^ и у1. Мы приходим к выводу, что на массовой 
оболочке для фермионов функцию Г1' можно вы разить в виде 
линейной комбинации у 1, р^ и р '1'. Выберем ее следующим образом:

и(р ', о ')Г ^(р ', р)м(р, а ) = и(р ', о')

( р - р Т

y^F(k2) -  —  (p + p T G { k 2) 
2 т

+
2 т

Н(к2) м (р,а).
(10 .6 .10)

И з эрмитовости J^(0) следует, что

(ЗГ^1(р',р)Р = -Г ^ (р ',р ) , (10 .6 .11)

так что F(k2), G(k2) и Н(к2) должны быть действительными функци
ями к2.

Закон сохранения (10.6.2) автоматически удовлетворяется для 
первых двух слагаемых в (10.6.10), так как

(р ' -  р)^ у11 = -i[(ip' + т) -  (ip + ш)]

и
( р ' - р ) - ( р '  + р) = р '2 - р 2 .

С другой стороны, (р' -  р)2 в общем случае не равно нулю, поэтому 
сохранение тока требует, чтобы третье слагаемое отсутствовало:

Н(к2) = 0. (10 .6 .12)

Кроме того, устрем ляя р ' —» р в формулах (10.6.9) и (10.6.10), 
находим:

(4>Pta, j m 4 p,a ) = гд(271)-3й (р ,а ') y ^ F (0 )- —  p^G(0) 
vn

м (р,а).

И спользуя тождество {уI-1, ip + т} = 2ту^ + 2гр^, получаем также, 
что
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u(p, а ')у иг<(р, а) = ------- и( р, с')г<.(р, ст).

т
Напомним, что

м(р, а')м(р, а) = $аа-т р111

и поэтому

{4>PtaJ n 0 ) ^ a) = q(2%rHP^ / P0)baa,[F(0) + Gm],

Сравнивая это выражение с (10.6.3), приходим к условию нормировки

F(0) + G(0) = 1. (10.6.14)

Полезно отметить, что электромагнитная верш инная матрица Р 1 
обычно вы раж ается через две другие матрицы в виде

м(р', а /)Г^(р/, р)м(р,ст) = «(p',G')[Y!'F i(k 2)

+ 1г[у^ ,у v](р' -  p)vF2(k2)]м(р,a ) . f 1 ..... '

Можно переписать матрицу, содержащуюся во втором слагаемом, 
через те матрицы, которые использовались при определении F(k2) и 
G(k2):  ̂ -

гГ(р', с ' )  |  i [ f l , у v ](р' -  p ) v м(р, <т)

= u (v',o ')[-ip 'y'1 + |г { у ^ ,р ' } - г у ^ р  +  |-?:{у^,р}]м(р,о)_ (1 0 6 1 б )  

= м(р + р ц) + 2 ту ^ ]м (р ,о ) .

Сравнивая (10.6.15) с (10.6.10), находим:

F(k2) = F1(k2) + 2mF2(k2) , (10.6.17)

10.6. Электромагнитные формфакторы и магнитный момент ® ̂
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G{k2) = -2mF2{k2). (10.6.18)

Условие нормировки (10.6.14) принимает теперь вид

F №  = 1.

Чтобы выразить магнитный момент частицы через ее формфакто
ры, рассмотрим пространственную часть вершинной функции в 
случае малых импульсов |р|, |р/| -С т. Для этого удобно воспользо
ваться формулой (10.6.16) и переписать представление (10.6.10) 
(с Н = 0) еще в одном виде:

—г __
2 ти ( р ^ а ' ) Г ^ | р ' ,  р ) м ( р , а )  =  - —  и(р'',а')\(р +  p')^{F(k2) +  G(k2)}/т  L

, , (10.6.19)
- f  [Ŷ > Yv J(p' -  P)vF(k2)]M(P.a ) •

При нулевых импульсах матричные элементы коммутаторов дира
ковских матриц определяются соотношениями (5.4.19) и (5.4.20):

г , ( (±А
к(01а ')[у ',у -,']и(0,а) = 4№у/. J k2 , м (0,а ')[у!,у 0]м(0,а) = 0,

'  'а',а

где J (2  ̂ = 2® — матрица углового момента для спина 1/2. Отсюда в 
первом порядке по малым импульсам получаем

м(р/,ст/)Г(р/,р)м(р,а) -» ^ -[(р  -  р') х J (a)]CT'CTF(0). (10.6.20)

Поэтому в случае очень слабого, не зависящего от времени внешне
го векторного потенциала А(х) матричный элемент гамильтониана 
взаимодействия Н' = - j  d 3xJ(x) • А(х) между одночастичными со
стояниями с малым импульсом равен

(%  ,„■. а) = { А с‘( '- Л - А ( х) • [(р -  р') X J (i>j0.CT

ч т  <10-6-21>
т(2%у

■ f d 3x e i(p- p')'x (J !2))^ a -В(х),
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где В = V X А — магнитное поле. В пределе медленно меняющегося 
внешнего магнитного поля матричный элемент гамильтониана взаи
модействия принимает вид

(ИМШ )

Магнитный момент р. произвольной частицы со спином j  определя
ется утверждением, что матричный элемент оператора взаимодей
ствия частицы со слабым статическим медленно меняющимся маг
нитным полем имеет вид

(%',о'>н % ,о )  = -  ̂ Ф )а Ъ -В83( р - р ') .  (10.6.23)

Соответственно формула (10.6.22) дает следующее выраж ение для 
магнитного момента частицы с зарядом д, массой т  и спином 1/2:

д т
2т (10.6.24)

Это выраж ение содержит как частный случай знаменитый резуль
тат Дирака 7: для частицы спина 1/2 (а = q/2m  без учета радиацион
ных поправок.

Отметим без доказательства, что формфакторы F(k2) и G(k2) 
протона можно измерить при к2 >  0 путем сравнения эксперимен
тальных данных по рассеянию электронов на протонах с формулой 
Розенблюта 8 для дифференциального сечения рассеяния в лабора
торной системе:

da cos2 (0/2)
d a  4(4ti)2Eq sin4(0/2)

1 + -

k 2

2En
m

sin2 (0/2)
-l

x \(F (k2) + G(k2)) + ^ - ( 2 F 2(/c2)tg2(0/2) + G(fc2)) ,
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где Eg -  энергия начального электрона (считается, что Е0 Ш т е), 0 -  
угол рассеяния, т  — масса протона и

к
2 _ 4Eq sin (6/2)

1 + (2Е0 /т )  sin2 (6/2)

10.7. П р едставл ен и е Ч ел  л ен а—Л ем ан а *

В разделе 10.2 мы видели, что наличие одночастичных про
межуточных состояний приводит к полюсам в ф урье-образах  м ат
ричных элементов хронологических произведений типа (10.2.1). 
Многочастичные состояния приводят к более сложным особенно
стям, которые трудно описать в общем случае. Однако в частном 
случае средних по вакууму, содерж ащ их только два оператора, 
имеется удобное представление, явно демонстрирующее аналити
ческую структуру фурье-образов. Такое представление сущ еству
ет, в частности, для пропагаторов, когда двумя операторами 
являю тся поля, отвечающие элементарным частицам. В соедине
нии с квантово-механическими требованиями положительности ** 
такое представление приводит к интересным ограничениям на 
асимптотическое поведение пропагаторов и величину констант 
перенормировки.

Рассмотрим комплексный скалярны й гейзенберговский опе
ратор Ф(х), который мож ет как быть, так  и не быть полем, 
отвечающим элементарной частице. Среднее по вакуум у от произ
ведения Ф(х)Фт(у) можно записать в виде

Ф(.г)Ф (у)  ̂ £< () Ф(х) ??><?! Ф (!/)()>, (Ю.7.1)
п

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.

** Имеется в виду требование положительной определенности метрики 
гильбертова пространства состояний. — Прим. ред.
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где сумма берется по любому полному набору состояний. (Сумма по 
п  включает интегралы по непрерывным и суммы по дискретным 
переменным.) Выбирая эти состояния как собственные состояния 
4-вектора импульса Р!\  на основании трансляционной инвариантно
сти получаем, что

(0| Ф(х)| п) = ехр(грп • х)(0| Ф(0)| п),
, | + , (10.7.2)

<п|ФЧу)|0> = ех р (-гр  • у)<п|ФЧ0)|0>,

и поэтому

/ф(х)ф4v)) = £ е х р (г р п -(х-?/))|<0|Ф(х)|п>|2 . (ю.7.3 )
П

Удобно переписать это выражение, введя спектральную функцию. 
Заметим, что сумма 64(р -  р„)|<0|Ф(х)| п}|2 есть скалярная ф унк
ция 4-вектора рц и поэтому может зависеть только от р 2 и (при р 2 < 0) 
от знака р°. На самом деле, для всех промежуточных состояний в 
(10.7.3) р 2 < 0 и р° > 0, так что сумма принимает вид

£ 8 4(р-р„)|<0|ф(0)|те>|2 = (2л) З0(р°)р(-р2), (ю.7.4)

где р (-р 2) = 0 для р2 > 0. (Множитель (2л) 3 выделен из р для 
удобства дальнейших выкладок.) Спектральная функция р(—р 2) оче
видно действительна и положительна. С учетом данного определе
ния выраж ение (10.7.3) можно переписать в виде

(Ф(Х)Ф+(у))о = (2л)~3 j d 4p exp [ip  • (х  -  у)]0(р°)р(-р2)

оо

= (2л)-3 j d 4p j  dp,2 ехр[гр • (х  -  y)]0(po)p(j.i2)6(p2 + ц 2) . (Ю.7.5) 
о

М еняя порядок интегрирования по р11 и j_i2, можно представить 
последнее выраж ение в виде
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(Ф{х)Ф Чу))0 = | Ф 2Р(Ц2)А+(ж-У;Ц2), (10.7.6)

где А+ — знакомая нам функция

Д+(х -  у; J.JL2) = (2я)_3 | d 4p ехр[гр • (х -  у)]0(р°)6(р2 + ji2) . (10.7.7) 

Совершенно аналогично можно показать, что
оо

(фЦу)Ф(х) = | ф 2р(ц 2)А+( у - ж ; ц 2), (10.7.8)
о

где вторая спектральная функция определена соотношением

£ 8 4( Р -  Р„) <0:Ф (О)'-»)2 = (2л)-30 (р °)р (-р 2). (ю .7.9)
П

Используем теперь требование причинности, заклю чаю щ ееся в 
том, что коммутатор |Ф(х),Ф '(у)| обращ ается в нуль, если точки 
х  и у разделены  пространственноподобны м  интервалом. Среднее 
по вакууму от коммутатора имеет вид

[Ф(х)фТ(у)]} =  J d j i 2 ( р ( р 2 )А ; (х -  у; 2) -  р ( ц 2)А . ( у -  л-;)д2) ) . ( 1 0.7.10 )

о

Как указы валось в разделе 5.2, если интервал меж ду х  и у 
пространственноподобен, функция А+(х — у) не обращ ается в нуль, 
но является четной. Поэтому для того, чтобы выраж ение (10.7.10) 
обратилось в нуль при произвольных пространственноподобных 
интервалах, необходимо выполнение условия

Р(Ц2) = Р(Ц2). (10.7.11)

Это частный случай С РТ-теоремы, доказанной здесь без обращения 
к теории возмущений: для любых состояний с р2 = — |Д2, имеющих 
квантовые числа оператора Ф, должны найтись соответствующие 
состояния с р 2 = — J L 1 2 ,  имеющие квантовые числа оператора Ф'.
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С помощью (10.7.11) среднее по вакууму от хронологического произ
ведения запиш ется в виде

оо

<т{ф(х)фт(у)}>0 = - i j  d p 2p(p2)AF( x - y ; | i 2), (10.7.12)

где AF(x — у; |Л2) есть фейнмановский пропагатор для бесспиновой 
частицы массой д :

- iA F( x -  у; Jix2 ) в  0(х° -  у°)Д+( х -  у; р.2) -0 (у °  -  х°)Д+(у -  х; р.2) .

(10.7.13)
И спользуя обозначения, введенные в разделе 10.3 для точных 
пропагаторов, вводим в импульсном пространстве функцию

-гД'(р) в  J d 4x e x р[-гр  • (х -  у )](т |ф (х )ф т(у)})0 • (10.7.14)

Напомним, что

Г 1d 4x  ехр[-гр  • (х -  y)]AF(х -  у;(х ) = —̂ ( Ю . 7 . 1 5 )  
J р + ц —т

Это приводит к искомому спектральному представлению 9:

*На самом деле, нет даже уверенности в том, что Д'(р) обращается в 
нуль при |р2| —> оо, хотя, казалось бы, это следует из спектрального 
представления. Проблема связана с изменением порядка интегрирования 
по р^ и ц2. Определенно можно утверждать (с помощью методов следующе
го раздела), что А'(р) есть аналитическая функция -р 2 со скачком вдоль 
положительной действительной оси -р 2 = рА равным лр(ц2). Отсюда следу
ет, что для Л'(р) можно записать дисперсионное соотношение со спек
тральной функцией р(ц2) и возможными вычитаниями:

2чПЛ'(р) = Р(рА) + (-p z + M-q)
•ОО еу

Р(И )______ Ф

0 (I-12 + й о)П Р2 +l^2 ~ i&

где п -  положительное целое число, ц02 -  произвольная положительная 
константа, а Р(р2) -  зависящий от ц02 полином по р2 порядка п-1,
отсутствующий при п = 0.
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Д'(р) = Р(Ц2)
dfi2

р 2 + ji.2 -  ге (10.7.16)
о

Первым немедленным следствием этого результата в сочетании с 
положительностью р(ц2) является то, что Л'(р) не может обращаться в 
нуль при |р2| —> оо быстрее, чем свободный пропагатор 1 /(р 2+ т 2 — ге) *. 
Время от времени предлагают включить в невозмущенный лагран
жиан слагаемые с высшими производными, что привело бы к убыва
нию пропагатора быстрее чем 1 / р 2 при |р2| —> оо. Однако спектральное 
представление показывает, что это обязательно вступает в противоре
чие с квантово-механическим постулатом положительности.

Спектральное представление вместе с одновременными ком
мутационными соотношениями можно использовать для вывода 
интересного правила сумм для спектральной функции. Если Ф(х) — 
обычным образом нормированный (но не перенормированный) кано
нический оператор поля, то

так что из спектрального представления (10.7.10) вместе с коммута
ционными соотношениями (10.7.17) вытекает, что

Отсюда следует, что при |р2| —> °° пропагатор (10.7.16) неперенорми- 
рованных полей в импульсном пространстве имеет асимптотическое 
поведение, отвечающее свободному полю:

(10.7.17)

Заметим, что

(10.7.18)

Д'(р)
1

Р
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Такой результат имеет смысл только в рамках подходящей схемы 
регуляризации ультрафиолетовых расходимостей. В рамках теории 
возмущений неперенормированные поля имеют расходящ иеся мат
ричные элементы, так что их пропагаторы плохо определены.

Рассмотрим теперь возможность, что сущ ествует одночастич
ное состояние |к) массой т, имеющее ненулевой матричный эле
мент с состоянием (0|Ф(0). И з лоренц-инвариантности вытекает, что 
этот матричный элемент имеет вид

(0| Ф(0)| к) = (2лГ3/2(2л/к2 + ш 2) h “ N , (10.7.19)

где N  — константа. Согласно общим результатам  раздела 10.3 
пропагатор А/(р) неперенормированных полей должен иметь полюс 
при р 2 —> —т 2 с вычетом Z = |iV|2 > 0. Отсюда

р(ц2) = Z5(|i2 - ш 2)+  а (ц 2), (10.7.20)

где о()-12) ^ 0 — вклад многочастичных состояний. С учетом формулы
(10.7.18) получаем

J »oo

o(\x2)d\x2 , (10.7.21)
о

так что
Z < 1, (10.7.22)

причем равенство достигается только для свободной частицы, для 
которой состояние (0 Ф(,г) не имеет ненулевых матричных элементов 
с многочастичными состояниями.

Поскольку константа Z положительна, формулу (10.7.21) мож
но расматривать как устанавливающую верхнюю границу на силу 
взаимодействия поля Ф с многочастичными состояниями:

J »oo

0(|Л2) ф 2 < 1, (10.7.23)
о

* В физике конденсированных сред этот прием известен как «преобра
зование Хаббарда-Стратоновича» и . Оно будет использовано для введения 
полей спаренных электронов при обсуждении сверхпроводимости в т. II.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



624 Глава 10. Непертурбативные методы

причем равенство достигается при Z = 0. П редел Z = 0 имеет 
интересную  интерпретацию  как условие того, что частица не 
элементарна, а является  составной |(|. В данном контексте «состав
ная» частица понимается как такая  частица, чье поле не входит в 
лагранжиан. Рассмотрим такую частицу, например, нейтральную 
частицу спина нуль, и предположим, что она уничтож ается опе
ратором F('f') с соответствующими квантовыми числами, постро
енным из других полей. Не составляет труда ввести поле Ф, 
отвечающ ее такой частице, добавив в лагранж иан слагаемое вида* 
ASP = (Ф — F(4/ ))2, поскольку функциональный интеграл по Ф можно 
взять, положив Ф равным значению в стационарной точке Ф = 
F(4>), в которой ASP = 0. Но предположим, что вместо этого мы 
напишем ASP =АSP0 + А5РЪ где Д'/0 в  -^Э^ФЭ^Ф -  \ т 2Ф2 — обычный 
лагранж иан свободного поля, и рассмотрим ASP1 в  ASP —ASP0 как 
взаимодействие. Слагаемое гЭ^ФЭ^Ф во взаимодействии не содер
ж ит ничего нового. Мы получали такое слагаемое, умноженное на 
(1 — Z), в формуле (10.3.12). Единственная новость заклю чается в 
том, что теперь Z = 0. Вместо того, чтобы подбирать константу Z 
так, чтобы удовлетворить условию перенормировки поля в виде 
ГГ(0) = 0, мы должны рассматривать условие Z = 0 как условие на 
константы связи составной частицы. К сожалению, применить 
такую  процедуру в квантовой теории поля не удается, поскольку, 
как мы видели, условие Z = 0 означает, что частица взаимодей
ствует максимально сильно со своими конституентами *, а это 
исклю чает применение теории возмущений. Условие Z = 0 оказы 
вается действительно полезным в нерелятивистской квантовой 
механике. Например, оно фиксирует константу связи дейтрона с 
нейтроном и протоном 12,

Хотя мы вывели спектральное представление только для бес- 
спиновых полей, результаты  легко обобщаются на другие поля. 
Действительно, мы увидим в следующей главе, что в порядке е2 
множитель Z для электромагнитного поля (обычно обозначаемый Z3) 
дается формулой

* В русском языке закрепилась транслитерация английского термина 
constituents, обозначающего элементарные частицы, составляющие дан
ную составную частицу. — Прим. ред.
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Z3 -  1
12л

- In

(где А^> т е — ультрафиолетовое обрезание) в согласии с ограниче
нием (10.7.22).

10.8. Д и сп ер си он н ы е соотн ош ен и я  *

Провал первых попыток применить формализм теории возму
щений в квантовой теории поля к слабым и сильным ядерным 
взаимодействиям привел теоретиков в конце 1950-х годов к идее об 
использовании аналитичности и унитарности амплитуд рассеяния 
для вывода общих непертурбативных результатов, не зависящ их 
от конкретной теории поля. Это направление исследований началось 
с возрождения интереса к дисперсионным соотношениям. В своем 
первоначальном виде 13 дисперсионное соотношение представляло 
собой формулу, выражающ ую действительную часть показателя 
преломления в виде интеграла от его мнимой части. Формула была 
получена как следствие свойства аналитичности показателя пре
ломления как функции частоты, которое вытекало из условия, что 
электромагнитные сигналы в среде не могут распространяться бы
стрее, чем в вакууме. Если выразить показатель преломления через 
амплитуду рассеяния фотона вперед, то дисперсионное соотноше
ние можно переписать как формулу, связывающую действитель
ную часть амплитуды рассеяния вперед с интегралом от ее мнимой 
части, а следовательно, в силу условия унитарности, с интегралом 
от полного сечения. Одним из вдохновляющих свойств такого соот
ношения было то, что оно представляло альтернативу обычной 
теории возмущений: задавая амплитуду рассеяния в порядке е2, 
можно было вычислить сечение и мнимую часть амплитуды рассея
ния в порядке е4, а затем с помощью дисперсионного соотношения 
найти действительную часть амплитуды рассеяния вперед в этом 
ж е порядке, не вычисляя при этом никаких петлевых диаграмм.

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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Развитие современного подхода к дисперсионным соотношени
ям началось в 1954 году работой Гелл-М анна, Гольдбергера и 
Тирринга 14. Вместо рассмотрения распространения света в среде, 
они вывели свойство аналитичности амплитуды рассеяния непо
средственно из условия микропричинности, утверждающего, что 
коммутаторы операторов поля обращаются в нуль, когда точки, в 
которых эти операторы заданы, разделены пространственноподоб
ным интервалом. Вскоре такой подход позволил Гольдбергеру15 
вывести очень полезное дисперсионное соотношение для пион— 
нуклонной амплитуды рассеяния вперед.

Чтобы увидеть, как можно использовать принцип микропри
чинности, рассмотрим в лабораторной системе рассеяние на угол 
нуль безмассового бозона любого спина на произвольной мишени 
а  массой т а > 0 и импульсом ра = 0. (Как обсуждается в т. II, 
этот пример имеет важные приложения для рассеяния не только 
фотонов, но и пионов в пределе т к = 0.) Двукратным применением 
формулы (10.3.4) или теоремы Лемана—Симанчика-Циммермана 3 
матричный элемент S-матрицы в этом случае представляется в 
виде:

S  = -------- -=L---- ----- lim 2 l im , ,2
(2л) V4oxo'| N\ k k

г  г  . . .  ( 1 0 . 8 . 1 )
x J d 4x j d4ye  гк 'yегк'х (ioy)(jnх )(а\Т{А^(y), A(x)}|a).

Здесь к и к' — начальный и конечный 4-импульсы бозона, причем со 
= /с0, со' = к'0; А(х) — произвольный гейзенберговский оператор с 
неисчезающим матричным элементом

(VAC\A(x)\k) = (2Л Г ^(2соГ ^% е*-ж

меж ду однобозонным состоянием к) и вакуумом, а N — константа. 
При рассеянии фотона оператор А(х) может быть одной из попереч
ных компонент электромагнитного поля, а в случае рассеяния 
безмассовых пионов — псевдоскалярной функцией адронных полей. 
Дифференциальные операторы -?ЛХ и —ip  вставлены для того, 
чтобы появились множители гк'2 и ik2, необходимые для сокращ е
ния бозонных пропагаторов, отвечающих внешним линиям. Подей
ствовав этими операторами на АЦу) и А(х), получаем
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S  = ------- 7 I—гг ltm, 2 й lim , ,2 ,, 
( 2 x f  4 4 * x o ' \ N \ 2  к  к

г , г л , (10-8-2)х J d4x j d y e  'уегЬх{а\ Т { / (у), J{x)} \а )  + ОВК,

где J(x) = □хА(сс), а «ОВК» означает ф урье-образ слагаемых от 
одновременных коммутаторов, возникающих при действии произ
водной на ступенчатую функцию в хронологическом произведении. 
Коммутаторы операторов типа А(х) и А"(г/) (или их производных) 
при х° = у0 обращаются в нуль при х ф у, так что слагаемое «ОВК» 
есть фурье-образ дифференциального оператора, действующего на 
54(х -  у), и поэтому является полиномиальной функцией 4-импуль
сов бозонов. Нас интересуют аналитические свойства матричного 
элемента л?-матрицы, так что детальный вид этого полинома несу
ществен.

В силу трансляционной инвариантности матричный элемент
(10.8.2) /S’-матрицы представляется в виде S  = ~2%i8i (k' -  к)М(со), 
где

M(“ ) = S « rF(0>)’ <10-а з >

F(cо) = j  d 4x  еш 'х (а\ T{jt(0), J(x)}| а )  + О В К , (10.8.4)

при соглашении, что № = ( О г д е  I — фиксированный 4-вектор, 
такой, что 14^ Ё 0 и  1° I  1.

Хронологическое произведение можно двумя способами пере
писать через коммутаторы:

T{Jf (0),J(cc)} = 0 (-x ° )[J+(O), J(x)] + J(cc)Jf (0)
л + , (10.8.5)

= -9(cc )[J (0), J(cc)] + J (0)J(x).

Соответственно,

F((«) = Fa (co) + F+(co) = FR(a>) + FJ(a), (10.8.6)

где
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FA(co) ё  j  d 4x  0 (-х°  )<aj [ j t (0), J(x)]] а)еш 'х + O B K , 

FR(co) = -  J  d 4x  0(x° )<a| [ J t (0), J{x)] | a)em 'x + O B K , 

F+ (со) в  J  d 4x<a| J(x) J +(0)| a>ei(0*x ,

F_( to) = J d 4x<a| / “(О Ш х^оО е*^ . (10 .8 .10)

(10.8.9)

(10.8.7)

(10 .8 .8 )

Условие микропричинности утверждает, что подынтегральные выра
жения в формулах (10.8.7) и (10.8.8) обращаются в нуль, если только хц 
не находится внутри светового конуса. Тогда наличие ступенчатых 
функций приводит к тому, что в формуле (10.8.7) находится в 
световом конусе прошлого, и х-1 > 0, а в формуле (10.8.8) — в 
переднем световом конусе, и х-1 < 0. Отсюда следует, что FA(tо) 
аналигична при Im со > 0, а FK(со) аналитична при Im со < 0, так как 
в обоих случаях множитель обеспечивает сходимость интеграла 
по хК (Напомним, что слагаемое «ОВК» является полиномом и поэтому 
аналитично во всех конечных точках.) Поэтому можно определить 
функцию

аналитичную во всей комплексной плоскости со, за исключением 
разреза вдоль действительной оси.

Выведем теперь дисперсионное соотношение. Согласно формуле
(10.8.6) скачок ./(со) на разрезе при любом действительном Е равен

Если ,У(со)/соп обращ ается в нуль при |со| —> °° как в верхней, так и в 
нижней полуплоскости, то поделив эту функцию на любой полином 
Р(со) порядка и, получаем функцию, которая обращается в нуль 
при jcoj —> оо и  аналитична везде, за исключением разреза вдоль 
действительной оси и полюсов в нулях соп полинома Р(со). (Если сама 
./(со) обращается в нуль при |со| —» оо, можно взять Р(со) = 1.) 
Согласно теореме о вычетах, имеем тогда

Im со > 0, 

Im со < 0, (10 .8 .11)

ЩЕ + ге) -  ЩЕ -  ге) = FA{E) -  FR(E) = F_(E) -  F J E ) . (10.8.12)
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Г(СО) V- ;>(<0 ) 1
Р(со) + L  (со -  (о)Р'(о) ) 2т  У (2 -  co)P(z) ’ (10.8.13)

= 1 п  
I'm — оYiP'fm 'i 9,шv - , • . 'V

,F(z)dz

где со — любая точка вне действительной оси, а С — контур, 
состоящий их двух кусков: один проходит над действительной 
осью от —оо + ге до Н-оо + /р и зам ы кается по большому полукругу в 
верхней полуплоскости назад к —оо + ге, а другой проходит под 
действительной осью от +оо — ге до —оо — ге и зам ы кается по 
большому полукругу в нижней полуплоскости назад к +оо — ге. 
Поскольку ф ункция .*(z)/P(z) обращ ается в нуль при |г| —> оо, 
вкладом от больших полукругов можно пренебречь. С учетом 
(10.8.12) формула (10.8.13) принимает вид:

Р( со)
./(СО) = Q(CO) + ;2%г

где Q(co) — полином (п — 1)-ой степени:

.У (со

’+°°F_(E) — F,(E) lri
_  ( В - О Т * )  dE ’ <10JU4>

Q(co) s  -P (co )У -------- ’------------------ (co — co)P (cov

Говорят, что дисперсионное соотношение такого вида, где Р(со) и 
Q(co) имеют соответственно порядок п и п  — 1, имеет п вычитаний. 
Если можно положить Р  = 1, то Q 0, и дисперсионное соотноше
ние назы вается безвычитательным.

Если теперь устремить со к действительной оси сверху, то из
(10.8.14) получаем:

^д(со) = Q(co) + 2 л .
Р(со) Г+°° F (E )-F JE )  1т,

+ dE. (10.8.15)_тс( Е -  со -г е )Р (Е )  

Вспоминая формулы (10.8.6) и (3.1.25), находим:

1 1 Р(со)
F(co) = Q(co) + — F_(co) + — F+(co) + —

•+“ F (E) — F, (E) _
(F -eo)P (F) dE ’ (1°-8-16)

где 1 /(F  —со) понимается теперь в смысле главного значения 
./>/(Е -  со).
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Этот результат полезен, поскольку функции F±(E) можно 
вы разить через измеряемые сечения. Суммируя в формулах (10.8.9) 
и (10.8.10) по полному набору многочастичных промежуточных со
стояний (3 (включая интегрирование по импульсам частиц в состоя
ниях (3) и вновь используя трансляционную инвариантность, имеем:

F+(E) = (2тг)4^ |  <(3| J(0)f | ос>|2 54( -р а + Е1 + рр) , (10.8.17) 
Р 

F_(E) = (2л)4£  | <(3| J(0)| а ) |2 64(ра + Е1 -  р р) . (Ю.8.18) 
Р

Однако матричные элементы поглощения безмассового скалярного 
бозона В в реакции В + а  —> (3 или его античастицы Вс в реакции Вс 
+  fit —> (3 имеют соответственно вид

= i2 l f T J 2EBcNm 0 ) , l a > ’ <10-819)

- Ш = — Щ = = - {П Л0)|а>. (10.8.20)

Сравнивая с формулой (3.4.15), видим, что функции F.(E) можно 
вы разить через полные сечения * при энергиях +Е:

F+(E) = в(-Е) 2|^  Оа+вС (| Е\), (Ю.8.21)

2Е N\2
F_(E) = e(E) з <Ja+B(E). (10.8.22)

(ZJC)

* В ряде случаев, когда правила отбора разрешают переходы 
а  —> а + В и а  —> а + Вс, функции F±(E) содержат также слагаемые, 
пропорциональные 8(E), возникающие от вклада одночастичного состояния 
а  в сумме по промежуточным состояниям |3. Для поперечно поляризован
ных фотонов или псевдоскалярных пионов в пределе тж —> 0 подобная 
ситуация не возникает.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



10.8. Дисперсионные соотношения 631

Теперь при действительных (О > 0 амплитуда рассеяния

М(со) =
-tQ(co)
2со| N\2 2(2л) 3 +В (СО)

Р(Щ
со(2л )4

' а + В (Е) ■ + а+В‘ (Е)
(Е -со )Р (Е ) (Е + со)Р(-Е)

EdE.
(10.8.23)

Обычно принято записывать это дисперсионное соотношение через 
амплитуду /(со) рассеяния вперед в лабораторной системе, которая 
определена так, что дифференциальное сечение рассеяния вперед 
в этой системе равно /(со):2. Эта амплитуда вы раж ается через М(со) 
следующим образом: /(со) =  —4л2(оМ(со) =  2л2гЕ(со)/|ЛГ|2, так что 
(10.8.23) принимает вид:

гсо 
/(со) = Щ со) + ^  ®а+В(СО)

+ Р(со)
4л2

' а + В (Е ) - + а+В ' (Я)
(Е -со )Р (Е ) (Е + со)Р(-Е)

EdE,

где R(co) = 2ot2Q(C0)/|]V|2. Оптическая теорема (3.6.4) утверж дает, что 
второе слагаемое в правой части равно г1т/(со), так что это вы раж е
ние можно записать в более употребительной форме:

Re /(со) = К(со) +
" 4тс

°и+В(Е) °а+Вс^
(Е -со )Р (Е ) ‘Г (Е +  со)Р(-Е) EdE. (Ю.8.24)

В частности, видно, что если выбрать полином Р(со) действитель
ным, то полином R(co) такж е действителен.

Амплитуда рассеяния вперед удовлетворяет такж е важному 
условию симметрии. М еняя переменную интегрирования х  в ф ор
мулах (10.8.7) и (10.8.8) на — х  и используя свойство трансляционной 
инвариантности

<a] [J* (0), ./(-х )|| а )  = (а  [J f (х), ,7(0)| а ) ,
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видим, что при Im со < 0 функция FA(—со) совпадает с функцией 
Fr (со), если не считать перемены местами J  и ./*. Иными словами,

Fa (-(0) = Fjj((d) при l m c o < 0 ,

где верхний индекс с указывает, что амплитуда описывает рассеяние 
античастицы Вс на мишени а. (Оставляем читателю показать, что это 
соотношение не нарушается при учете слагаемых от одновременных 
коммутаторов в (10.8.7) и (10.8.8).) Аналогично находим, что

Fr (—<Й) = -Рд(оа) при I mc o > 0 ,  

и что для действительных со

F±(-eo) = FTc(co).

Используя эти соотношения в формуле (10.8.6) и вспоминая, что /(со) 
пропорциональна F(со), находим соотношение кросс-симметрии: 
для действительных со

/(-со ) = / с (со). (10.8.25)

Мы свободны в выборе Р(со) в виде любого полинома достаточно 
высокого порядка, но тогда К(со) зависит не только от Р(со), но и 
от значений :¥(а>) в нулях  Р(со). Если Р(со) — действительны й 
полином n -ого порядка, единственными свободными п арам етра
ми в (10.8.16) являю тся п  действительны х коэф ф ициентов в дей
ствительном полиноме (п — 1)-ого порядка R(со). Следовательно, 
соотношение (10.8.16) содерж ит ровно п  неизвестны х действи
тельны х независимы х констант, являю щ ихся коэф ф ициентам и 
полинома Щсо) при заданном Р(со). По этой причине ж елательно 
вы бирать порядок п  произвольного во всем остальном полинома 
Р(со) как можно меньшим .

Можно попробовать взять  Р(со) = 1, но это не сработает. 
Анализ, проведенный в разделе 3.7, показывает, что амплитуда 
рассеяния вперед должна расти как (О или, возможно, как со 1п2оо. 
В этом случае, для того, чтобы /(со)/Р(со) обращ алась в нуль при 
со —> 0, достаточно взять  Р(со) в виде полинома второго порядка,
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так что R((0) линеен по со. Выбирая для удобства Р(Е) = Е2, 
представим соотношение (10.8.24) в виде

Re /(со) = а + Ьсо +
со
4л:2

°а+в(Е) ° а+вс 
(Е -  со) (Е + со)

dE
~jf> (10.8.26)

где а и Ъ — неизвестные действительные константы. Из условия 
кросс-симметрии (10.8.25) вытекает, что соответствующие констан
ты в дисперсионном соотношении для амплитуды рассеяния анти
частиц / с(С0) равны

ас = а, Ъс = -Ъ. (10.8.27)

Если предположить, например, что сечения а а+в(®) и ° а+вс№  
ведут себя при Е —> оо как разные константы, умноженные на (In 
Е)г, то из (10.8.26) будет следовать, что

Re /(со) ~ [ о а+в(со) -  о а+вс (©)] In со ~со(1п со)Г + 1 (10.8.28)

так что действительная часть амплитуды рассеяния будет расти в 
In со раз быстрее мнимой части. Это неприемлемо: мы видели в 
разделе 3.7, что при со —> оо следует ожидать, что действительная 
часть амплитуды рассеяния вперед много меньше мнимой части, и 
это подтверж дается экспериментом. Мы приходим к выводу, что 
если оа+в(Е) и о а+вс{Е) действительно ведут себя при £  —> оо как 
константы, умноженные на (In Е)г, то эти константы должны быть 
равны. Поскольку мы рассматриваем предел высоких энергий, ре
зультат не зависит от предположения, что В — безмассовый бозон, 
так что можно утверж дать, что отношение сечений рассеяния 
любой частицы и ее античастицы на фиксированной мишени  
должно стремиться при высоких энергиях к  единице. Этот резуль
тат есть несколько обобщенный вариант так называемой теоремы 
Померанчука 16. (Померанчук рассматривал только случай г = 0, 
хотя из результатов раздела 3.7 и из наблюдаемого поведения 
сечений следует, что значение г = 2 более предпочтительно.)

Х отя П омеранчук получал свои оценки асимптотического 
поведения амплитуд рассеяния на основании аргументов, близких 
к изложенным в разделе 3.7, в наши дни поведение при высоких
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энергиях обычно получают из теории полюсов Редж е 11. Рассмот
рение деталей этого вопроса увело бы нас слишком далеко в 
сторону. Достаточно сказать, что для адронных процессов асим
птотическое поведение /(со) при со —» представляется суммой 
слагаемых, пропорциональных co0̂ ,  где а n(t) — множество «ред- 
ж евских траекторий», каж дая  из которых соответствует обмену 
бесконечным семейством различны х одноадронных состояний в 
процессе рассеяния. Ведущ ей траекторией (на самом деле, ком
плексом из многих траекторий) является  «померон», для которого 
а(0) близко к единице. Именно эта траектория дает сечения, 
примерно постоянные при Е —» °°.

Согласно теореме Померанчука, померон одинаково связан с 
любым адроном и его античастицей. Для низших реджевских траек
торий можно оценить значения <Х„(0), рассматривая спектр адронных 
состояний. Необходимым, хотя и недостаточным условием 8 того, 
что при значении массы т возникнет мезонный резонанс со спином j, 
является равенство ггг тому значению I, при котором одна из траек
торий a n(t) равна j. Кроме померона, ведущей траекторией в пион- 
нуклонном рассеянии является та, на которой мы находим при массе 
т  = 770 МэВ р-мезон с j  1, при массе т  = 1690 МэВ — g-мезон с 
j = 3, и при массе т  = 2350 МэВ — мезон с j = 5. Экстраполируя эти 
значения a (t) к t = 0, можно оценить, что для этой траектории 
а(0) ~ 0,5. Связь такой траектории с %+ и имеет разные знаки, так 
что для пион—нуклонного рассеяния следует ожидать, что /(со) — /°(со) 
ведет себя, грубо говоря, как со1-/2.

В случае рассеяния фотонов нет разницы меж ду В и В°, так 
что в этом случае из формулы (10.8.27) следует Ь — 0, и соотношение 
(10.8.26) принимает вид:

/(со) = а +
со2
2%2

° ( £ ) d E ■ (10.8.29)

Это и есть по-существу первоначальное соотношение Крамерса— 
Кронига |:!. Как мы увидим в разделе 13.5, для мишени с зарядом е и 
массой m  константа а имеет известное значение Re /(0) = —e2/m .
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Задачи

1. Рассмотрите нейтральное векторное поле v^(x). Какие условия 
следует наложить на сумму П*иу(&) вкладов одночастично не
приводимых диаграмм с двумя внешними линиями векторного 
поля, чтобы поле было правильно перенормировано и описыва
ло частицу с перенормированной массой т? Как следует для 
этого разделить в лагранжиане слагаемые, отвечающие свобод
ному полю и взаимодействию?

2. Выведите обобщенное тождество Уорда, которому подчиняется 
электромагнитная верш инная функция заряженного скалярно
го поля.

3. Какой вид имеет наиболее общая форма матричного элемента 
(p2a 2|jfI(x)|p1a 2) электромагнитного тока меж ду двумя од
ночастичными состояниями спина 1/2, одинаковой четности и 
разных  масс т 1 и ш 2? Как изменится результат, если четности 
разные? (Предполагается сохранение четности.)

4. Выведите спектральное представление Ч еллена—Лемана для 
среднего по вакууму (T{J^(x) / v(y)})0, где ./м(.т) -  комплексный 
сохраняющийся ток.

5. Выведите спектральное представление Ч еллена—Лемана для 
среднего по вакууму (T{\|/n(x) гДе ¥ (х ) -  дираковское 
поле.

6. Не делая никаких предположений об асимптотическом поведе
нии амплитуды рассеяния или сечения, покажите, что ампли
туда рассеяния фотона на угол нуль не может удовлетворять 
дисперсионному соотношению без вычитаний.

7. Выведите спектральное представление Ч еллена—Лемана для 
комплексного скалярного поля, используя методы теории дис
персионных соотношений.

8. С помощью теории дисперсионных соотношений и результатов 
раздела 8.7 вычислите в порядке е4 амплитуду рассеяния впе
ред фотонов на электронах в системе покоя электрона.
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11

Однопетлевые радиационные поправки 
в квантовой электродинамике

В этой главе мы займемся некоторыми, ставшими уж е клас
сическими, однопетлевыми вычислениями в теории взаимодейст
ви я заряж ен н ы х  лептонов — массивны х частиц спина 1/2  — 
с электромагнитным полем. И звестны три сорта лептонов, отли
чающихся своим «ароматом»; электрон, мюон и самый тяж елы й срав
нительно недавно открытый тауон. Для определенности будем все 
заряж енны е частицы в наших расчетах называть электронами, хо
тя большая часть вычислений в равной степени применима к мюо
нам и тауонам.

После ряда общих соображений в разделе 11.1, мы перейдем 
к вычислению поляризации вакуума в разделе 11.2, аномального 
магнитного момента электрона в разделе 11.3 и собственной энер
гии электрона в разделе 11.4. Попутно мы введем ряд математиче
ских приемов, оказываю щихся полезными при таких вычислени
ях, в том числе фейнмановскую параметризацию, виковский пово
рот, а такж е размерную  регуляризацию  'т  Х оф та-В ельтм ана и бо
лее ранний метод р егу л яр и зац и и  П ау л и —В илларса. Х отя при 
расчетах и появятся бесконечности, мы увидим, что окончательные 
результаты  конечны, если их вы разить через перенормированные 
массу и заряд. В следующей главе мы распространим полученные 
здесь результаты , касаю щиеся перенормировки, на случай общих 
теорий в произвольных порядках теории возмущений.
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11.1. К онтрчлены

Возьмем лагранжиан электронов и фотонов в виде *:

SP = — Fg FB^V — Ув[Тц(^*' е̂в^-в ) + т в ]^ в  > (11.1.1)

где , vj7B и \|/в — голые (т. е. неперенормированные) поля фотона 
и электрона, а -с,., и т в — голые заряд и масса электрона. Согласно 
предыдущ ей главе, можно ввести перенормированные поля, массу 
и заряд соотношениями

А^ a  Z “1/ 2A£ , 

е = Z,+1/ 2era,

т  = т в + 8т ,

( 11 .1.2 )

(11.1.3)

(11.1.4)

(11.1.5)

где константы Z2, Z 3 и 8m  подбираются так, чтобы пропагаторы 
перенормированных полей имели полюсы в тех ж е точках и с теми 
ж е вычетами, что и пропагаторы свободных полей в отсутствие взаи
модействий. Тогда лагранжиан можно записать через перенормиро
ванные величины в виде

S r  =  % + S P l  +  SP2 , ( 11 .1.6 )

где

(11.1.7)

( 11 .1.8 )

* В этой главе нам не потребуется переходить от гейзенберговских опера
торов к операторам в представлении взаимодействия, поэтому мы вернемся к 
общепринягым обозначениям, когда заглавная буква А и строчная буква >)/ 
используются для обозначения соответственно полей фотона и заряженной 
частицы.
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а SP2 есть сумма «контрчленов»:

L2 = ~ j ( z 3 ~ -  (z 2 -  + m ]y
4 _  _  (11.1.9)
+ Z28m\|A|/ -  ie(Z2 -  Ц А ^ у ^ у .

О казывается, что все слагаемые в — второго и более высоких 
порядков по е, и их как раз  хватает для того, чтобы сократить 
ультрафиолетовые расходимости, возникающие от петлевых диа
грамм.

11.2 Поляризация вакуума

Начнем наши вычисления петлевых радиационных поправок с 
так называемого эф ф екта поляризации вакуума, т. е. с поправок к 
пропагатору, отвечающему внутренней фотонной линии. П оляриза
ция вакуума приводит к измеряемым сдвигам энергетических уров
ней атома водорода и дает важный вклад в значения энергии связи 
мюонов, находящ ихся на орбитах вокруг тяж елы х ядер. Кроме то
го, как мы увидим в т. II, вычисление поляризации вакуума явля
ется ключевым для определения поведения электродинамики и дру
гих калибровочных теорий при высоких энергиях.

Как и в разделе 10.5, определим г(2л)4П*ро:(д) как сумму всех 
связных диаграмм с двумя внешними фотонными линиями, несу
щими индексы поляризаций ц и V и 4-импульс q. В это выражение 
не входят фотонные пропагаторы от двух внешних фотонных ли
ний, а звездочка означает, что исключаются диаграммы, которые 
становятся несвязными после разрезания некоторой внутренней фо
тонной линии. Точный фотонный пропагатор A/flv(q) дается форму
лой (10.5.3):

А ' = Д[1 -  ГГ ЛГ1, (11.2.1)

где A!‘v(q) — пропагатор фотона без радиационных поправок. Наша 
задача — вычислить главные вклады в П*рсг(д)-

В низшем порядке имеется однопетлевой вклад в П*, отве
чающий диаграмме рис. 11.1:
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г(2л)4П 1̂ оор(<3|) - d 4p T r
| + т

(2л )4 р 2 + ш 2 -  гг

Г { л/ р 1 -г  - i ( p - q )  + m Г( Р  1 >е у j
(2л)4 (р -  q)2 + т 2 -  гг

в 7 j>
( 11 .2 .2 )

где первый знак минус справа отвечает наличию фермионной пет
ли. В более простой записи:

—ге
(2л:)

4 Тг{[—гр + т ] у р[-г($> -  q) + т ]у °}
d 4p

(р2 + т 2 -  гг)^(р -  q)2 + т 2 -  гг) • (11.2.3)

П ервы й ш аг при вы числении  этого ин теграла  зак л ю ч ается  в 
использовании приема, предложенного Фейнманом '. Воспользу
емся элементарной формулой

1
АВ

dx

[(1 -  х )А  + хВ]
(11.2.4)

и запиш ем произведение скалярны х пропагаторов в (11.2.3) сле
дующим образом:

Р

р  q

Рис. 11.1. Однопетлевая диаграмма поляризации вакуума в квантовой элек
тродинамике. Волнистые линии отвечают фотонам, линии со стрелками — 
электронам
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(р2 + ш 2 -  ге)((р -  q)2 + ш 2 -  isj
1

| (̂pJ + m 2 -  г'е)(1 -  х) + ((р -  q)2 + т 2 -  ге)х
- 2

dx

[р2 + т 2 -  г г - 2  р • qx + q2x] d x  

[(р -  qx)2 + т 2 -  ге + q2x( 1 -  х)] d x .

(Это частный случай более общего класса интегралов, рассмотрен
ных в Приложении к этой главе.) Теперь можно сдвинуть перемен
ную интегрирования в импульсном пространстве *:

р —> р + qx ,

так что выраж ение (11.2.3) принимает вид
„2-ге

(2л) 4

Г1
—dx 1 а "3

о -

-1 -2

■ х)) + т ] у ° } .х  Тг{[-г($) + qx) + т ] у р[-г (р  -  q
........  * (11.2.5)

И спользуя результаты  П риложения к гл. 8, можно без труда вы
числить след в подынтегральном выражении:

Тг{[-г(р + qx) + т ] ур[-г(р -  q( 1 -  х)) + т ]у0}

= 4[-(р + qx)p(p -  q(l -  х))° + (р + qx) • (р -  q(l -  х))г|ра

-  (р + qx)°(p -  q(l -  х))р + т 2г]рст].
( 11.2 .6 )

Следующий шаг носит название ваковского поворота  2. До тех пор, 
пока -q 2 < 4m 2, величина ш 2 + q2x (l -  х) положительна при всех х

* Строго говоря, этот шаг верен только для сходящихся интегралов. В 
принципе, чтобы обосновать сдвиг переменных, следует ввести какую-то 
схему регуляризации, делающую все интегралы сходящимися. Такой схемой 
может быть, например, схема размерной регуляризации.
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между 0 и 1, так что полюсы подынтегрального вы раж ения в (11.2.5) 
находятся в точках р о = ± ^ р2 + т 2 + д2х(1 - х ) -  ге > т - е- ЧУТЬ выше 
отрицательной действительной оси и чуть ниже положительной дей
ствительной оси (см. рис. 11.2). Можно повернуть контур интегриро
вания по р° против часовой стрелки, не пересекая при этом ни од
ного из полюсов, так что вместо интегрирования по р вдоль дейст
вительной оси от —оо до +°°, мы интегрируем вдоль мнимой оси от — 
гоо до +г°°. Иными словами, можно написать р° = гр4, и теперь ин
тегрировать по действительным значениям р4 от —оо до +оо. (Если бы 
в знаменателе пропагатора входило ге вместо —ге, следовало бы по
ложить р° = —гр4, причем р4 опять пробегало бы все действитель
ные значения от — до +°°. В результате просто изменился бы знак 
^ t lo o p  (яУ‘) Теперь формула (11.2.5) принимает вид:

* 4 е  г 1
n iLOOp(<3) = -г—г -  (d4p ) E\p2 + т 2 + q 2x ( l - x ) ]

{2пу  L J

а

о

- 2

х [-(р  + gx)p (р -  д(1 -  ж))° + (р + дх) • (р -  д(1 -  х))г|ро

(11.2.7)-  (р + дх)°(р -  д(1 -  х))р + т 2г|ро].

где
(d4p)E = d p 1dp2d p 3d p 4 ,

Рис. 11.2. Виковский поворот контура интегрирования по р°. Маленькие кре
стики указывают положение полюсов в комплексной плоскости р°, стрелки 
показывают направление поворота контура интегрирования от действи
тельной к мнимой оси
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и все скалярные произведения вычисляются с использованием евк
лидовой нормы

а Ъ = a V  + а2Ъ2 + а3ЪЛ + а 4Ь4 ,

при соглашении, что q4 = —iq°. Кроме того, Г|рс: можно считать либо 
кронекеровским дельта-символом с индексами, принимающими зна
чения 1, 2, 3, 4, либо обычным тензором Минковского с индекса
ми, принимающими значения 1, 2, 3, 0 *.

Интеграл (11.2.7) сильно расходится. В конце концов все беско
нечности сократятся, но чтобы увидеть это, необходимо использо
вать на промежуточных стадиях вычисления какой-то способ регу
ляризации, делающий интегралы сходящимися. Не годится просто 
обрезать интегралы на некотором максимальном импульсе Л, интег
рируя по рц только при р2 < Л2, поскольку это эквивалентно введе
нию в электронный пропагатор ступенчатой функции 0(Л2 -  р 2), 
а тождество Уорда (10.4.25) показывает, что для сохранения калиб
ровочной инвариантности любая модификация электронного пропа
гатора должна сопровождаться модификацией электрон-фотонной 
вершины. На самом деле, при обычном А—обрезании радиационные 
поправки будут индуцировать массу фотона, что явно наруш ает 
калибровочную инвариантность **.

П рактика показала, что самым удобным способом регуляри
зации расходящ ихся интегралов, не нарушающим калибровочной 
инвариантности, является техника размерной регуляризации, пред
ложенная в 1972 году 'г  Хофтом и Вельтманом 3 и основанная на 
аналитическом продолжении по размерности пространства- времени 
от четырех к произвольному числу d. Она состоит в усреднении по

* Первое соглашение относится к так называемому евклидовому 
развороту (аналог виковского поворота). Именно, П ШЕТЛ допускает 
аналитическое продолжение по q° в евклидову область q° = гд4. По модулю 
кинематических множителей (см. ниже формулу (11.2.16)) П“ШЕТЛ (точнее 
функция л) является аналитической функцией —q2 в комплексной плоскости с 
разрезом вдоль положительной полуоси —q2 > 4m2. В тексте рассматри-ваетея 
область —q2 > 4m2. При —q2 > 4m2 физическому значению функции п отвечает 
ее граничное значение сверху на этой полуоси. — Прим. ред.

** Именно, поперечность 1Г„У, имея в виду, что П(1У не имеет полюсов 
при q2 = 0 (см. гл. 10, раздел 5). — Прим. ред.
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угловым переменным в интегралах типа (11.2.7), что сводится к от
брасыванию всех слагаемых, нечетных по р, и замене слагаемых, 
содержащ их четное число множителей р, по правилу *

p V —> p V v / d ,  (1L2-8)

р^рЛ'р рр а —> ( p 2)2 [r|^¥r |po + r|№r)vc + r f V p ] /  d ( d  + 2). (11.2.9)

Далее, после того как подынтегральное выраж ение с помощью ука
занной процедуры  зап иш ется  как ф ункция только р 2, следует 
заменить элемент объема d 4p E на i2 (JKd' 1dK, где к  = a £ld —
площадь сферы единичного радиуса в d  измерениях:

Q.d = 2nd/2 /  T(d /  2). (11.2.10)

После этого интеграл (11.2.7) становится сходящимся в случае ком
плексной размерности пространства-времени d. Можно продолжить 
интеграл от комплексных значений d  к d  = 4, и тогда бесконечности 
проявятся как множители (d  — 4)'1.

Применяя метод размерной регуляризации к интегралу (11.2.7), 
получаем:

n iLOOp(q) = j d x  j Kd -1 dK  [к2 + m 2 + g 2x ( l  -  x ) ]

x

(2л)*  Jo 

- 2 k 2

d
r f 0 +  2 g pg ° x ( l  -  x )  +  ( к 2 -  g 2x ( l  -  x ) ) r |po +  m 2r |po

Р1нтегралы по к  можно вычислить для любого комплексного d  (или 
для любого действительного d , не равного целому четному числу) **.

* Проще всего вывести эти формулы, заметив, что их вид диктуется ло- 
ренц-инвариантностью и симметрией по индексам ц. V, р  и т. д. Коэффициен
ты можно найти, требуя, чтобы правая и левая части давали одинаковый 
результат после свертки с т|.

*® Строго говоря, этот интеграл определен при 1 < Red < 4, а при прочих 
d он определен аналитическим продолжением. — Прим. ред.
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Воспользуемся хорошо известными формулами (в более общем ви
де они даны в Приложении к этой главе):

- 2  - - 2  
к й“1 [к2 + у 2] dK = -^(v2)2 Г(с£/2)Г(2 -  d/2), (11.2.11)

-2  — 2 
Kd+i J k 2 + v 2] "dK =  -^-(v2 ) 2 Г(1 + d /  2)Г(1 -  d /2 ), (11.2.12)

тогда

2 e2a,„

-i
X dx

i - i
(1 -  2 /  d)r|po(m 2 + g2x(l -  да)) 2 Г(1 + d /2 )r(l -  d/2)

——2
+ (2gpg0x(l -  x) -  g2r|pax(l -  x) + m 2r\pa^(m2 + g2x(l -  x )̂ 2 

x T(d/2) r (2 -  d /2)

Два слагаемых в подынтегральном выраж ении можно объединить, 
если учесть соотношение

(1 -  2 d)l '(1 + d/2)F(l -  d/2) = - Г (d /  2)Г(2 -  d /2 ).

В результате

П ра
1LOOP

4е2£2
(g) = ------ f  r ( d /2) r (2 -  d /2)(gpg° -  д2г|ра)

(2тс)4

х dx х (1 -  х) (m 2 + д2х (1 -  x))d/2-2. 
J о

(11.2.13)

Очень важно то, что найденный вклад в П*рсг удовлетворяет соотно
шению
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qpn ; pL°oop(q) = 0, (11.2.14)

полученному в разделе 10.5 на основании сохранения и нейтрально
сти электрического тока. Именно ради достижения этого результата 
мы и применили схему размерной регуляризации. П ричина, по 
которой размерная регуляризация приводит к такому результату, 
заклю чается в независимости закона сохранения тока от размерно
сти пространства—времени.

Гамма-функция Г(2 -  d /2 ) в (11.2.13) неограниченно растет 
при d —> 4. К счастью, как мы видели в разделе 11.1, сущ ествует 
другое слагаемое, возникающее от слагаемого - j ( Z 3 -  l)F (lvF pv в ла
гранжиане взаимодействия, которое необходимо добавить к П*рс(д)- 
Структура этого слагаемого аналогична (11.2.13):

п;р"(g) = —(Zg -  l)(q -  qpq ° ) , (11.2.15)

так что в порядке е2 суммарная величина ГГ имеет вид

П*ро(д) = (д2про - q pqa)n(q2), (11.2.16)

где

щ  2) = _ 4е n d Г(Ш )Г(2 -  d/2)
(2л)

х Г clx х(1 -  х) ( т  2 + q2x(l -  x))d/>2~2 -  (Z3 -  1).  ̂ ^
Jo " "

Как мы видели в разделе 10.5, определение перенормирован
ного электромагнитного поля требует, чтобы л(0) = 0 (для того, 
чтобы вычет в полюсе точного фотонного пропагатора при д2 = 0 
был бы таким же, как и для голого пропагатора, если не считать 
слагаемых, зависящ их от калибровки). Поэтому в порядке е2

z 3 —T"F(d /  2jT(2 — d /  2)(m2)2~2 Г x ( l - x ) d x ,  (11.2.18)
' (2л) J0 ' '

так что в этом ж е порядке
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л ( д -
4е2П
(2л)4 ' ' ' ' ' ' Jo 

(m 2 + g2x(l -  x)j  ̂ -  (m 2 )d/2

r(d /2 )r(2  -  d/2) J x ( l - x ) d x

- 2
(11.2.19)

Теперь можно снять регуляризацию, разреш ив d принять его 
физическое значение d = 4. Выше отмечено, что однопетлевой вклад 
содерж ит бесконечность, возникаю щ ую  и з-за  поведения гамма- 
функции в этом пределе:

1
(2 -  d/2)

- У ,

где у = 0,5772157 — постоянная Эйлера. Бесконечная часть Z„ -  1 
получается, если заменить Г(2 — d /2 ) на 1/(2 — d /2 ) и во всех ос
тальных местах положить d = 4:

(Z3 - 1 ) M = -
4е2 •2л2 1 1

6(2л)4 2 - d /2  6л 2 d -  4 (11 .2 .20 )

В т. II мы увидим, что этот результат можно использовать для 
нахождения главного члена в уравнении ренормгруппы для заряда 
электрона.

Очевидно, что полюсы при d = 4 в л(д2) сокращаются, так как 
в этом случае выражения [ш2 +  g2x (l-x )]d/,2_2 и (m2)d/2-2 имеют одина
ковый предел, равный единице. По этой ж е причине слагаемое —у в 
Г(2—d/2) сокращается в полном выражении для л(д2), хотя оно и вно
сит конечный вклад в Z3 — 1. Есть и другие конечные вклады в Z3 — 1, 
возникающие от произведения полюса в Г(2—d/2) и линейных слагае
мых в разложении n dr(d /2 )  в окрестности d = 4, но и они сокраща
ются в полном л(д2). В действительности, проводя размерную регуля
ризацию, можно было бы заменить (2л)-4 на (2л)-сг, a T r 1 = 4  — 
на размерность 2d 2̂ гамма-матриц в пространстве-времени с произ
вольной четной размерностью d. Однако все это дало бы вклад только 
в конечную часть Z3 — 1, но не в л(д2). Далее, н ельзя  считать 
е2 независящ им от d, поскольку из формулы (11.2.13) вытекает, 
что квадрат заряда имеет зависящую от d размерность [масса]4-с1 
Если положить е2 p4-d, где д — некая величина размерности
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массы, то в Z3 — 1 появятся дополнительные конечные слагаемые, 
возникающие от произведения полюса в Г(2 — d /2 ) и слагаемого (4— 
d) In ц в разлож ении р4-'1 по степеням (4 -  d). Однако и они сокращ а
ются с аналогичными слагаемыми в однопетлевом вкладе в %(q2).

Единственные слагаемые, реально дающие вклад в %(q2) в пре
деле d —> 4, возникают от произведения полюса в Г(2—d/2) и линей
ных слагаемых в 
ням d — 4:

разложении [т2 + q2x ( l-x )] d̂ 2 2 и ( т 2) /2 по степе-

(m 2 + q2x(l -  х))  ̂ -  (m 2)d//2 2 —> (d/2 -  2) In 1 +
q2x(l -  x)

m

В результате приходим к выражению
(11 .2 .21 )

n{q
2л2 jo

х(1 -  х) In 1 + q2x(l -  х)
т~

d x  . (11.2 .22 )

Ф изический смысл поляризации вакуума раскрывается, если 
рассмотреть влияние этого эф ф екта на рассеяние двух заряж енных 
частиц спина 1/2. Фейнмановские диаграммы на рис. 11.3 дают сле
дующие вклады в матричный элемент рассеяния:

£ < Д 2 -»  1Л2') = (2л)_12/284(р1, + р2, -  р1 -  р2)[ej(2л:)4 щ , у ^ щ ]

х 4 ( 2 л)~4 —

S b{ 1,2 1',2') = (2л) 12/284(р1, + р2, -  р! -  р2)[е2(2л)4м1,у^и1]

х •[г(2л)4(q2rltlV -qцqv)л(q2)][e2(2л)4M2.YvM2]̂

где е1 и е2 — заряды  рассеивающихся частиц, л ^ 2) вычисляется по 
формуле (11.2.22), причем в качестве е следует взять заряд частицы, 
которой отвечают линии, образующие петлю на рис. 11.3, cf — не-

и / _ / /"Чредаваемыи импульс, q = р х — р г = р 2 — р.,- С учетом закона сохра
нения % й г у»щ  = 0 обе диаграммы совместно приводят к вы раж е
нию для элемента ^-матрицы:
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2’

V

Рис. 11.3. Две диаграммы рассеяния заряженных частиц. Линии со стрелками 
отвечают заряженным частицам, волнистые линии — фотонам. Диаграмма б 
является поправкой низшего порядка, учитывающей эффект поляризации 
вакуума, к древесной диаграмме а

S a+b (!>2 Г >2 /) =  “T Y l Г [I +  Я (д 2 )]84 ( Р г  +  Р г  -  P i -  Р ‘2 )
471 q

(11.2.23)

В нерелятивистском пределе щ у ° щ  — -  i 80'(т , а — 0 (анало
гично для частицы 2). Кроме того, в этом пределе можно пренебречь 
q° по сравнению с jqj. Тогда формула (11.2.23) принимает вид

S a+ b(l,2  Г , Г )  =  [1 +  7t(q2)]84(pr  +  p r  -  P l -  p2)8a;ai8(7,02 .
C[

(11.2.24)

Это выраж ение можно сравнить с борновским приближением для 
матричного элемента рассеяния на локальном, не зависящем от спина 
центральном потенциале V(r):

‘“’" в о р н —» 1 ,2 ) = — 2ш Ь(ь^  + Е2' — — E2)1q0рН(1,2 —> 1,2 ). (11.2.25)

ТБорн(1.2 -> i '.2') = “ XJ
(11.2.26)

х (27t)_12/2 е_гР1' 'Xlе_гР2''х2е lPi xi е гр2 'хг .

Полагая x L = х2 + г, получаем

^Борн = 47̂ -8 4( P l '+ P 2 '- P l - P 2 ) 8a;a18a ^ J d3'r ^ ( r )e^ 4'r - (11.2.27)
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Сравнение этой формулы с формулой (11.2.23) показывает, что в 
нерелятивистском пределе диаграммы рис. 11.3 приводят к такому 
ж е матричному элементу рассеяния, что и потенциал V(r), такой, 
что

J d 3rV (r)e ~Щ Г -  е е 1 + Я<12)
-  С А

или, обращая фурье-преобразование,

[ d 3q eiq r 1 + 7t(q2)
2J _ ч J

(11.2.28)

В первом порядке по радиационным поправкам * выраж ение (11.2.28) 
определяет ту ж е потенциальную энергию, что и энергия электро
статического взаимодействия двух пространственных распределе
ний зарядов е1г|(х) и е2г|(у) на расстоянии г:

V (|r|) = e1e? J  d3x
з г[(х)т](у)

d6y

где

Заметим, что

4тс| х -  у + г| ’

1 Гri(r) = 83(г) н--------- - d 3g7i(q2
2(2л)3 J

<2)е*ч'г

|  d 3r  r|(r) = 1 + j  7t(0) = 1,

(11.2.29)

(11.2.30)

(11.2.31)

так что полные заряды  частиц 1 и 2, определяемые по (кулонов
ской) асимптотике потенциала V(r) на больших расстояниях, — это 
те ж е константы ех и е2, которые определяют взаимодействия пере
нормированного электрического поля.

При |rj Ф 0 интеграл (11.2.30) можно вычислить с помощью кон
турного интегрирования:

* Т. е. по параметру е2. — Прим. ред.
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Г |(г) =  -
8л3г3

х(1 -  x)dx 1 + т г
у] х (1 -  х)

ехр
-тг

Vx( 1 -  х)

Это выраж ение везде отрицательно. Однако мы видели, что инте
грал от г|(г) по всем г равен +1. Поэтому функция Г|(г) должна со
держ ать слагаемое (1+L)83(r), которое сингулярно при г = 0, a L 
выбрано так, чтобы удовлетворить соотношению (11.2.31):

е2 Г d 3r Г1 "

L = 8л „
о х(1 -  x)dx 1 +

г 3 %/ 0 .

т г
yjx( 1 -  х)

ехр
/  \ - т г  

*Jx( 1 -  х) (11.2.32)

Соответственно полное выраж ение для плотности распределения 
заряда имеет вид:

Л (г ) =  (1 +  L ) 8 3 ( r )  -
8л3г 3

х(1 -  x)dx 1 + т г
Jx(  1 -  х)

ехр
-тг

Vx( 1 -  х) 
(11.2.33)

Ф изическая интерпретация этого результата заклю чается в том, 
что голый точечный заряд притягивает из вакуума частицы с про
тивоположным зарядом и отталкивает на бесконечность соответст
вующие античастицы, так что голый заряд частично экранируется. 
В результате перенормированный заряд становится в 1/(1+L) раз 
меньше. В качестве проверки заметим, что если обрезать расходя
щ ийся интеграл (11.2.32), полагая, что он берется только по области 
г > а, то расходящ аяся при а —» 0 часть интеграла равна

12л
In а-1 (11.2.34)

Следовательно, если отождествить обрезание Л в импульсном про
странстве * с а-1, то расходящ аяся часть в L окаж ется связанной с 
расходящ ейся частью Z,  ̂— 1 соотношением

* Коротко его называют импульсом обрезания. — Прим. ред.
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(Z3 -  1)„ = -2L, (11.2.35)

поскольку в порядке е2 перенормированный заряд (10.4.18) дается 
выражением

Формула (11.2.35) подтверж дается ниже.
П оляризация вакуума оказывает заметное влияние на энергети

ческие уровни мюонных атомов. Как будет показано в гл. 14, диа
грамма рис. 11.3, б приводит к сдвигу энергии атомного состояния с 
волновой функцией \|/(г) на величину

где AV(r) — добавочное к кулоновскому слагаемое в потенциале

При г т~1 эта добавка экспоненциально уменьшается. С другой 
стороны, волновая функция электронов в обычных атомах в общем 
случае сосредоточена в значительно большей области радиусом 
а тп-1. Например, для орбит электронов вокруг ядра зарядом Ze 
в водородоподобном атоме о = 137/(Zm ) (здесь т  = т е). Поэтому сдвиг 
энергетического уровня будет зависеть только от поведения волно
вой функции в области г а. Если орбитальный момент равен I, 
волновая функция ведет себя как г1 при г <?С а, так что из (11.2.37) 
находим, что АЕ пропорционально множителю (та)~^21+3\  Отсюда эф 
фект поляризации вакуума для случая I = 0 много больше, чем для 
более высоких угловых моментов. При I = 0 волновая функция при
близительно постоянна и равна V|/(0) для г, меньших или порядка 
ггГ1, так что формула (11.2.37) принимает вид

А Е = |  d 3r  АУ(г)|\|/(г)|2 , (11.2.37)

(11.2.28):

(11.2.38)

(11.2.39)
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С учетом формул (11.2.38) и (11.2.22) интеграл от добавки к потен
циалу (при ехе2 = —Ze2) имеет вид:

Кроме того, для состояний водородоподобного атома с I = 0 и глав
ным квантовым числом те волновая функция в начале координат 
принимает значение

Поэтому энергетический сдвиг (11.2.39) оказывается равным

Например, для 2s состояния атома водорода этот сдвиг равен 
-1,222 • 1(Г7 эВ, что соответствует сдвигу частоты AE/2%h, равному 
—37,13 МГц. Иногда этот эф ф ект называют эффектом Ю линга 4. Как 
обсуж далось в гл. 1, эти ничтож ны е сдвиги энергии оказалось 
возможным измерить, поскольку в отсутствие разных радиационных 
поправок чисто дираковская теория предсказывает полное вырож 
дение 2s и 2р состояний атома водорода. В гл. 14 будет показано, что 
основная часть «лэмбовского сдвига» меж ду 2s и 2р состояниями, 
равная +1058 МГц, обусловлена другими радиационными поправ
ками, но согласие между теорией и экспериментом достаточно для 
того, чтобы убедиться в наличии сдвига — 37,13 МГц, обязанного 
поляризации вакуума.

Хотя в обычных атомах поляризация вакуума определяет лишь 
малую часть радиационных поправок, она становится определяю
щ ей в радиационных поправках для мюонных атомов, в которых 
вместо электрона на орбите находится мюон. Это происходит пото
му, что по размерным соображениям большинство радиационных 
поправок приводит к энергетическим сдвигам уровней мюонных 
атомов, которые пропорциональны т ^ , в то время как суммарная 
энергия поляризации вакуума jd3r  AV за счет электронной  петли 
остается пропорциональной т ~ 2, как в формуле (1L2.40), что приво

л 4 7 а 2
f d 3r  AV(r) = - Z e 2n'(0) = -------- г
J 1 ?\m

(11.2.40)

(11.2.41)
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дит к сдвигу энергетического уровня на величину т ^ т е 2 (210):i?Ti .х3т ~ 2 =(210)27
Однако в этом случае радиус мюонной орбиты ненамного больше 
комптоновской длины волны электрона, так что приближенный ре
зультат (11.2.39) дает лишь порядок величины сдвига энергии за 
счет поляризации вакуума.

Имея в виду сравнение с последующими вычислениями, заметим, 
что если обрезать интеграл (11.2.7) на к = Л, то вместо (11.2.20) мы 
придем к интегралу вида

‘2. ( - А „2 .. d —4 _  д с г -4

( Z , - l ) „ = - - M  K ^ d K  = е Ц Л
6л2 J р, 6л2 d -  4 '

где ц -  эффективное инфракрасное обрезание порядка массы зар я 
женной частицы в петле на рис. 11.1. (Простейший способ определе
ния постоянного множителя в этом выраж ении состоит в требова
нии, чтобы его предел при d < 3 и Л —> °о совпадал с (11.2.20).) Введя 
такое обрезание, можно перейти к пределу d —> 4, получая при 
этом

е2
(Z3 - 1 L  = -  - т 1п(Л/ц). (11.2.43)

6л

11.3 А ном альны е м агнитны е м ом енты  
и зар я д ов ы е радиусы

В качестве следующего примера вычислим изменение магнит
ного момента и зарядового  р ад и у са  электрон а или мюона за 
счет радиационны х поправок низш его порядка. О днопетлевы е 
диаграммы и диаграмма перенормировки фотон-лептонной вершины 
показаны на рис. 11.4. Как обсуждалось в разделе 10.3, те из этих 
диаграмм, которые содерж ат вставки во внешние входящ ие или 
вы ходящ и е лептонны е линии, обращ аю тся в нуль, поскольку 
лептон находится на массовой поверхности. Диаграмма, содержащая 
вставку во внешнюю фотонную линию, описывает обсуждавшийся
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в предыдущем разделе эф ф ект поляризации вакуума. Таким обра
зом, надлеж ит вычислить единственную однопетлевую диаграмму 
(последнюю на рис. 11.4):

Г1ьоор(Р'.2^) = J d 4k [еур(2л)4] 

-i(-p -  Не) + т

-i(p' -  к) + т

-г

(2л;) (р' -  к) + т  -  ie 

—i  1

И
(2л) (р -  к у  + т г ге

[еур(2л)4]
ге

(11.3.1)

где р' и р — 4-импульсы конечного и начального лептонов, соответ
ственно. (Вклад от вершины, связывающ ей внешнюю фотонную ли
нию с внутренними электронными линиями, берется равным у ,̂ т. к. 
множитель е(2л)4 был включен в определение Р'.)

Выписанный интеграл очевидно содержит ультрафиолетовую  
расходимость типа Jd4/c/(fc2)2. В отличие от поляризации вакуума, 
здесь не нужно прибегать к специальным процедурам типа р аз
мерной регуляризации, чтобы сохранить требуемую калибровоч-

1

ЛАААА,

1

V W \ A

к 1

/\А Л Л / \

i 1

Рис. 11.4. Однопетлевые диаграммы для фотон-лептонной вершинной 
функции П\ Волнистые линии изображают фотоны, остальные линии — 
электроны или мюоны. Диаграммы а и б сокращаются вкладом контрчленов 
перенормировки лептонного поля, диаграмма в происходит от поляризации 
вакуума, вычисленного в разделе 11.2, вклад диаграммы д вычисляется в 
разделе 11.3
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ной инвариантностью структуру, поскольку фотон — нейтральная 
частица. Поэтому интеграл можно сделать конечным подходящ ей 
модификацией фотонного пропагатора (например, путем вклю че
ния множ ителя М2/ ( к 2 + М 2) с большой регуляри-зую щ ей массой 
М), не вводя для сохранения калибровочной инвариантности ни
каких других изменений. Более того, мы увидим, что аномальный 
магнитный момент и зарядовы е радиусы можно вычислить, вооб
щ е не учиты вая ультраф иолетовы е расходимости. В последующем 
излож ении оставим все интегралы для вершинной функции в их 
расходящ ейся форме, понимая при этом, что при необходимости 
любой расходящ ийся интеграл можно вы рази ть  через регуля- 
ризую щ ую  массу М.

Начнем с объединения знаменателей, используя описанную в 
Приложении к этой главе расширенную версию формулы Фейнмана:

А Ё С  =  2 io  d y  ^А у  +  В ( -Х  ~ У  ̂ +  ~  ;Г)1 * '  ( 1 1 -3 .2 )

П рименяя ее к знаменателям в формуле (11.3.1), находим:

1 1 1
(р ' -  к)2 + т 2 — гг (р -  к)2 + т 2 -  ге к 2 -  гг

= 2 Г d x
J о

+ (к2 -  ге)(1 -  сс)]

= 2 Г d x  
J о

(11.3.3)

где q = р — р '  — переданный фотону импульс. После сдвига пере
менной интегрирования

к —> к + р 'у  + р(х -  у) 

интеграл (11.3.1) принимает вид
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658 Глава 11. Однопетлевые радиационные поправки в КЭД

^"i l o o p  (Р'> Р) ~
2иг_ 
(2 л)4

Г1 r x

dx dy
Г

Jo * 0 J [
d к

хуР [-г(р '( 1 -  у) -  к -  р(х  -  у)) + тп]уц 

х [-г($)(1 -  х  + у) -  к -  р'у) + т ]  ур . (11.3.4)

Следующий шаг — виковский поворот. Как объяснено в предыду
щем разделе, добавка — ie в знаменателе диктует необходимость 
поворота контура интегрирования по к 0 в сторону мнимой оси про
тив часовой стрелки, так что интеграл по к0 от —°о до +°° заменяется 
интегралом по мнимым значениям от — г°° до +г°°, или, эквивалент
но, по действительным значениям величины /с4 г  —ik° от —°о до +°°. 
Воспользуемся такж е вращ ательной симметрией знам енателя в
(11.3.4), что позволяет отбросить в числителе слагаемые нечетной 
степени по к, заменить к^к0 на г[?'ст/с2/4  и заменить элемент объема 
d4с = id k ld k 2d k zd k4 на 2Mt2K3dK, где к  — евклидова длина 4-векто
ра к. После всех этих действий формула (11.3.4) принимает вид

—47i2e2 Г1 Сх С°° г 
r im o p (P />P) = -------т \  d x  \ dy \ K3dK - к 2уру°у^у0у /  4

(2л:)4 Jo -'о -'о 1

+ y p[-/(j) '(l -  у) -  р{х -  у) + т ) ]у 'ц[-г($)(1 -  х  + у) -  р'у) + т ] у р J

х [к 2 + т 2сс2 + а2у(х  -  у)] .
L J (11.3.5)

Нас интересует только матричный элемент и'Т^и  вершинной ф унк
ции меж ду дираковскими спинорами, удовлетворяющими соотно
шениям

u'[ip ' + m] = 0 , [ip + m]u  = 0 .

Поэтому можно упростить выраж ение (11.3.5), переместив с помо
щью соотношений антикоммутации дираковских матриц все мно
ж ители р' налево и все множители р направо, и заменив их после 
этого на im. После прямого, но утомительного вычисления можно 
привести выраж ение (11.3.5) к виду
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_  и -4  л 2е2 С1 Гх Г
ц Т 1 ь о о р (Р />Р)ц  =  т ~ ~ 7  d x  \ d y  K3dK 

(2л)4 Jo Jo Jo

г7'{у(1[ - к :! + 2m 2(x2 -  4x + 2) + 2q2(y(x -  у) + 1 -  x)]

+4im p '^ iy  -  x  + xy)  + 4im p^(x2 -  x y  -  y )ju  (11.3.6)

x |V2 + m 2x 2 + q2y(x  -  y)j .

В осп о льзу ем ся  теп е р ь  си м м етри ей  последнего  м н о ж и тел я  в 
подынтегральном выражении относительно отражения у —> х  — у. 
В результате такого отражения функции у -  х  + х у  и х 2 -  х у  -  у, на 
которые умножаются р^1 и р^1 соответственно, меняются местами, 
поэтому их можно заменить на среднее

j ( y  -  х  + ху) + |- (х 2 -  х у  -  у) = - j X ( l  -  х ) . 

Окончательно получаем

—4л2е2 Г1 Гх Г°°
“ Т 1 ь о о р (Р />Р)и  = -------- д I d x  \ d y  K3dK

(2л) Jo Jo Jo 

X u 'jy ^ -K 2 + 2m 2(x2 -  4x + 2) + 2q2(y(x -  y) + 1 -  x)] щ  3 7 }

-2 im (p '^  + p^)x(l -  x )} u [к2 + m 2x 2 + q2y(x  -  y)j .

Заметим, что теперь p*-1 и p /fl входят только в комбинации р^ + р'1\ 
как и требуется сохранением тока.

Необходимо принять во внимание и другие диаграммы. Конеч
но, в Гц есть вклад нулевого порядка "f- . Слагаемое, пропорцио
нальное (Z2 -  1), в контрчленах (11.1.9) дает в Р 1 вклад

= (Z2 - l ) y ^ .  (11.3.8)

Кроме того, поп равка во внеш ний фотонны й пропагатор дает  
слагаемое
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поляриз. вак..(Р ,Р) =
1

— П|ХУ(р/ -  р) (11.3.9)

Форма каждого из этих слагаемых находится в согласии с общим 
результатом (10.6.10) (с H(q2) = 0):

и 'Г ^(р ', р)и = и 

В порядке е2 форм-факторы имеют вид

y^F(q2) - ^ 7П(Р + р У  G(q2) и .  (11.3.10)

. 4  ТГ2 Р 2 Г 1 ■
•21 -  v -L,r' " 2' x  I d x  I d y  I K 3dKF(q2) = Z2 +%(q2) +

(2tc)* Jo

X
[к2 -  2m 2 ( x 2 -  4 x  + 2) -  2q2(y(x  — y) + 1 — x ) ]  (11.3.11) 

[к2 +  m 2x 2 +  q 2y ( x  -  y )]3

4m 2x(l -  x)K^dK-4 л 2е2 л1
viTg (Q2) = Г '4  I d x  [  dy  I(2л) Jo 0 [к2 + m 2x 2 + q2y(x -  y)jз ’(11-3.12)

где Jt(q2) — функция поляризации вакуума (11.2.22).
Интеграл, определяющий форм-фактор G(q2), конечен и ра

вен

G(q 2 -
-е2т 2 rl
4я Jo

X х(1 -  х)
2 II dx  dy -

1 ~ 'о m  х  + q у(х -  у) (11.3.13)

Это позволяет сразу вычислить аномальный магнитный момент. Как 
отмечалось в разделе 10.6, в магнитный момент дает вклад только 
слагаемое, пропорциональное у1', так что результатом радиацион
ных поправок является умножение дираковского значения магнит
ного момента е /2 m  на F(0). Однако определение е как истинного 
заряда лептона требует, чтобы

F(0) + G(0) = 1, (11.3.14)

так что магнитный момент можно записать в виде
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(11.3.15)

И з (11.3.13) находим, что

-G(0) = -*Ц- = 0,001161. (11.3.16)

Это знаменитая поправка а /2  к, впервые вычисленная Швингером 
Конечно, это лишь первая низш ая радиационная поправка к 

магнитному моменту. У же в следующем, четвертом порядке по е 
количество слагаемых столь велико, что вычисления становятся до
вольно сложными. Однако и з-за  большой величины отношения масс 
мюона и электрона, сущ ествует одна поправка четвертого порядка 
к магнитному моменту мюона, которая несколько больше всех ос
тальных. Она возникает от включения электронной  петли в линию 
виртуального фотона в диаграмме второго порядка (см. рис. 11.5). 
Включение этой петли приводит к замене фотонного пропагатора 
1 /7с2 в (11.3.1) на (1 + %e(k2)) /k 2, где к е{к2) дается формулой (11.2.22), 
а масса т  полагается равной массе электрона :

Рис. 11.5. Двухпетлевая диаграмма для магнитного момента мюона. Жирная 
прямая линия изображает мюон, тонкая волнистая — фотон, остальные тонкие 
линии — электроны. Эта диаграмма дает относительно большой вклад в 
четвертом порядке в гиромагнитное отношение для мюона, пропорциональный
1п(?т1ц/т е).

ЛЛЛЛ

>
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Анализ вы раж ения (11.3.12) показывает, что при вычислении мю- 
онного магнитного момента эффективное обрезание импульса вир
туального фотона к равно т  . Отношение т ^ /т е столь велико, что 
при к 2 порядка т ^2 можно приближенно записать

ъ Л к 2) =
2л"

х(1 -  x )d x  In
v m e ; 12%

■ In (11.3.17)

где отброшенные слагаемые содержат вместо ln(m,,2/m  2) коэффи-ц ец2/ ш е2)
циенты порядка единицы. Полученное выраж ение есть константа, 
поэтому изменение в — G(0), обусловленное добавлением электрон
ной петли в виртуальную фотонную линию, определяется умноже
нием предыдущего результата (11.3.16) для -  G(0) на фактор (11.3.17), 
так что

2 т ,
V

н-------
8л^ 96л:

In -
т,.

т„
+ 0(1) (11.3.18)

(В т. II мы увидим, что это рассуждение есть упрощ енная версия 
метода ренормруппы.) Ф ормулу (11.3.18) можно сравнить с точным 
результатом расчета до четвертого порядка включительно 6:

{  4г е 
8л2 96л2

>5 197 л 
(Г + ~24Г + ~2

9

1п^
т е

2  +  в д Зл2 In 2 + О
/ Nт, (11.3.19)

Оказывается, что слагаемые порядка 0(1) вносят величину —6,137 в 
коэффициент при е4/96л2, что немногим меньше, чем ln(m 2/ т е2) 
= 10,663, так что приближение (11.3.18) определяет вклад четвертого 
порядка с точностью до множителя порядка 2. Точный результат чет
вертого порядка (11.3.19) приводит к значению |Д(1 = 1,00116546(e/2m(J), 
что можно сравнить с результатом  расчета до второго порядка 
включительно (1̂  = 1,001161(e/2mu) и последним экспериментальным 
результатом 7 jiL, = l,001165923(e/2m(I).
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Обратимся к другому форм-фактору. Интеграл в выражении 
(11.3.11) для F(q2) содержит ультрафиолетовую  расходимость. Одна
ко для того, чтобы удовлетворить условию неперенормировки за 
ряда (11.3.14), необходимо, чтобы константа Z., имела значение

Z2 -  1 + пт 2
4тге2 _2 М

87Г (2л)* J О

г х  р
d x  dy

Jo Jo
К  u K

X
к 2 -  2m 2 (x2 -  4x + 2) (11.3.20)

Г к2 + m 2x 2

(Напомним, что л(0) = 0.) Это выраж ение такж е расходится, при
чем расходящ аяся часть имеет вид

(Z2 -  1L = - 8 л
dx  
к ' (11.3.21)

П одставляя (11.3.20) обратно в (11.3.11), получаем

.2 4г 2„2 Д 
-+- тг(пЛ\ А----г2

9 е“ 9 4x z ez С1 , гХ 
F(q ) = 1 + -—-  + л(д ) -I--------— I dx

8 л" (2л)4 Jo

х
[к2 -  2т 2 (х2 -  4х + 2) -  2q2(y(x -  у) + 1 -  х)]

dy к  dK 
о Jo

+ .

[к2 + т 2х 2 + q2y(x -  у)]

£к2 -  2т 2 (х2 -  4х + 2)]

к 2 + т Лх2„2

(11.3.22)

Теперь интеграл по к сходится

j  2л2е2 ^
F(q2) = 1 + - ^  + тс(д2) +

е
8л

. | dx  dy  
(2л)4 Jo Jo

I - m  (x -  4x + 2) -  q [y(x -  y) + 1 -  x] x  — 4x + 2
! m 2x 2 + q2y{x -  y) x 2

■ In m 2x 2 + qzy(x  -  y)
9 9m  x

(11.3.23)

2
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Однако интеграл по х  и у  логарифмически расходится при 
х  = 0 и у  = 0, т. к. знаменатели содержат только слагаемые второго 
порядка по х  и /и л и  у, а в числителе есть слагаемые, содержащие 
только ди ф ф ер ен ц и ал ы  dx  и dy. М ожно проследить, что эта 
расходимость на самом деле возникает от обращения в нуль знаме
нателя [к2 + m 2x 2 + q2y ( x - y ) f  в (11.3.11) при х  = 0, у = 0 и к  = 0. 
Поскольку она происходит от области малых, а не больших к, ее 
называют не ультрафиолетовой, а инфракрасной расходимостью *.

Подробно инфракрасные расходимости будут рассмотрены в 
гл. 13. Там будет показано, что инфракрасные расходимости в сече
нии процессов типа электрон—электронного рассеяния, вроде тех, 
которые возникают и з-за  инфракрасной расходимости в электрон
ном форм-факторе F(q2), сокращаются, если наряду с упругим рас
сеянием рассматривать и испускание фотонов низкой энергии. Кро
ме того, как будет показано в гл. 14, при расчете радиационных 
поправок к энергетическим уровням атомов инф ракрасная расходи
мость в F(q2) обрезается за счет того, что связанный электрон не 
находится строго на массовой поверхности свободной частицы. В дан
ный момент продолжим вычисления, просто введя некоторую ф ик
тивную массу фотона р. для того, чтобы обрезать инфракрасную 
расходимость в F(q2), и оставим до гл. 14 обсуждение вопроса о том, 
как использовать полученный результат.

Если масса фотона равна ц, то знаменатель к2 -  ге в формуле 
(11.3.1) следует заменить на к 2 + ц2 -  ге. В результате в выраж ениях, 
стоящих в знаменателях формул (11.3.3)—(11.3.7), (11.3.11), (11.3.20) 
и (11.3.22) под знаком третьей степени, добавится слагаемое ц2(1-х). 
Тогда формула (11.3.23) заменится на

* В отличие от ультрафиолетовой расходимости эта расходимость есть 
проявление особенности Г^(р, р') как функции р и р на массовой оболочке р2 
= т 2, р'2 = т 2. — Прим. ред.

т 2х 2 + q2y(x -  у) + jli2 (1 -  х) 
т 2х 2 + ц 2(1 -  х)

(11.3.24)
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Теперь интеграл полностью сходится. Его можно выразить через функ
ции Спенса, но получающийся результат не слишком прозрачен. Для 
целей гл. 14 будет достаточно вычислить поведение F(q2) при малых 
д2. К ак уж е известно, из тож дества Уорда следует, что F(0) = 
= 1 — G(0) = 1 + е2/8 я 2, так что рассмотрим первую производную 
F'(g2) в точке д2 = 0. Как следует из (11.3.24), эта производная имеет вид

‘?ж2е2 Г1 Сх 
F (0) = к'(0) + — —  dx  dy  

(2л) Jo Jo

| 2y(x  -  у) + 1 -  x  m 2[x2 -  4x + 2]y(x -  y) 1 (11.3.25) 
i m 2x 2 + \x2(1 -  x) [m2x 2 + ц 2(1 -  x ) f  \

Вклад поляризации вакуума дается формулой (11.2.22) и равен

„2
я'(0) =

60л“ш 2
(11.3.26)

Опуская в (11.3.25) все слагаемые, пропорциональные степеням j-i/m, 
получаем *

F'( 0) =
24л 2ш 2

[ Ц2 1 2 Г
In + -  + —

[ т 2) 5 4 (11.3.27)

где слагаемое 2 /5  отвечает вкладу поляризации вакуума. С другой 
стороны, из формулы (11.3.13) следует, что G(g2) имеет конечную 
производную при д2 = 0

G'(0) =
48л2т 2

(11.3.28)

Полученные результаты  удобнее всего выразить через зар я 
довый форм-фактор F x(g2), определенный в альтернативном пред
ставлении (10.6.15) вершинной функции:

* Интеграл по у тривиален. Интеграл по х  проще всего вычисляется в 
пределе ц т  путем разделения области интегрирования на две части: от
0 до s, где ц /т  <  s «  1, и от s до 1.
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и(р ',о ')Г^(р ',  р)и(р, а)

= и(  р ',а y^F1(q2) + U [ y ^ Y ] ( p - V \ . F 2(q2) и (р ,а ) . (1L3-29)

Согласно формулам (1.6.17) и (10.6.18)

F1(q2)= F (q2) + G(q2).

При |q2| <?С т 2 этот форм-фактор приближенно равен

f \(q 2) - l  +
24л

(  2 Л 
1

2 з"
In + -  + —

1т2)
9[ т г ) 5 4

(11.3.30)

(11.3.31)

Его можно вы разить через зарядовый радиус а, определенный по
ведением зарядового ф орм-фактора в пределе q2 —» 0:

^ ( д 2) ^ 1 - д 2а 2/б . (11.3.32)

(Такое определение мотивируется тем, что среднее значение exp(iq-x) 
по сферической оболочке радиуса а ведет себя при q2a 2 <SC 1 как 
1 -  q2a 2/6.) Зарядовый радиус электрона равен

а 2 =
е“

4л2ш 2

( 2 ^ 2 з"
In + - + —9[ т 2) 5 4 (11.3.33)

В гл. 14 мы увидим, что для электронов в атомах роль массы фото
на играет эффективное инфракрасное обрезание, много меньшее 
т,  так что логарифм в формуле (11.3.33) большой по величине и 
отрицательным, и значение а положительно.

11.4. Собственная энергия электрона

Заверш им эту главу вычислением собственно-энергетической 
функции электрона. Само по себе это вычисление не имеет прямых
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экспериментальных приложении, однако некоторые результаты  ока
ж утся полезными в гл. 14 и т. II *.

Как и в разделе 10.3, определим г(2л)2|Х*(р)]ра как сумму всех 
диаграмм с одной входящей и одной выходящей электронной лини
ей, несущими импульсы р и дираковские индексы а  и (3, соответст
венно, причем звездочка указывает, что исключаются диаграммы, 
которые становятся несвязными после разрезания какой-то одной 
внутренней электронной линии, и отброшены пропагаторы, отве
чающие двум внешним линиям. Тогда точный электронный пропа
гатор дается суммой

[~*(2лГ4У (р)] = [-г(2лГ45(р)]

+[-г(2л) 1 Л'(р)][г(2л:)11 Чр)][-1(2лГ 4£(р)] + ..., ' l L1..j

где

р + т е -  ге

Сумма тривиально вычисляется, и в результате получаем:

п-1

(11.4.2)

(11.4.3)

В низш ем  порядке в £ ' дает  вклад  одноп етлевая  диаграм м а, 
изображенная на рис. 11.6. Этот вклад равен

г(2тс)4 Hi loop (р ) - d 4fc Лра

:[(2л)4еур]

(2л)4 k 2 -  ie

—i - ip  + Л  + т е
(2л) (р -  к) + т е -  ie

[(2л)4еуа]

или в более простой записи

* Заметим, что эту функцию называют также собственно-энергетической 
частью или массовым оператором электрона. — Прим. ред.
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Рис. 11.6. Однопетлевая диаграмма для электронной собственно-энергети
ческой функции. Как обычно, сплошная линия изображает электрон, вол
нистая — фотон.

■'I LOOP (р) =
ге“

(2п)4
d 4k

1
к 2 — ге

Ур(-гр  + гк + т е) у , 

(р -  к)2 + га? -  ге (11.4.4)

(Это выраж ение записано в фейнмановской калибровке; амплитуды 
с заряж енными частицами, находящ имися вне массовой поверхно
сти, калибровочно неинвариантны.) Для последующих вычислений 
лэмбовского сдвига удобно воспользоваться методом регуляризации, 
предложенным Паули и Вилларсом 8. Заменим фотонный пропага
тор (к2 -  ге)-1 на

1 1
к 2 ге к 2 + \i2 ге

так что электронная собственно-энергетическая функция станет рав
ной

■ ге2
5 ш ш р (р ) = 7 ^ 4fc

X

(2л:)4
у р(-гр + гк + гае)ур 

(р -  к)2 + т 2 -  г'е

1 1
к 2 -  ге к 2 + ji2 -  г'е

(11.4.5)

Позднее можно будет отбросить регуляризую щ ее слагаемое, уст
ремив регуляризующ ую массу ц к бесконечности. В гл. 14 нас будет 
такж е интересовать случай ji га .

Используем прием Фейнмана для объединения знаменателей 
и вспомним, что f ' f j p  = — 2ук, a yt’y = 4. Тогда
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* 1 LOOP (Р) =
ге

х

(2л)4
•I

dx
о

d 4fc [2 t(p - lk )  + 4me]

1
((/с -  рх)2 + р 2(1 -  х) + т | х  + (д.2(1 -  х) -  ге)2 щ  ^ ^

1
((к -  рх)” + р х(1 -  х) + т 2х  + (i. (1 -  х) -  i&y

Совершая сдвиг переменной интегрирования к —» к + рх  и повора
чивая контур интегрирования, получим

—2к2р2 ^
I l L O O P (Р)=

(2л) Jo 
1

dx [2г(1 -  х)р + 4m ] dK к

(к2 + р 2х(1 -  х) + т 2ех )2 (к2 + р 2х(1 -  х) + m f х  + (I2 (1 -  х))

Р1нтеграл по к  тривиален:

- л 2е2 Г1
(р) = ------— d x  [2г(1 -  х)р + 4 т е]
' (2л)4 Jo * '(2л)4 Jo

х In
р х(1 -  х) + т 2х  + (i (1 -  х) 

р 2х(1 -  х) + т 2х

(11.4.7)

(11.4.8)

Контрчлены (11.1.9) такж е вносят вклад в £  в виде перенормирующих 
слагаемых —(Z2 -  1)(гр + т  ) + Z28me , где Z2 и 8?пе определяются ус
ловием, что точный пропагатор S'(p), рассматриваемый как функ
ция ip, должен иметь полюс при ip = —т е с единичным вычетом. (В 
следующей главе мы увидим, что это условие делает £  конечны мири 
(i. —> оо во всех порядках по е.) В низшем порядке находим:

8т е = -  £ 1LOOP I ip=—m e

2 т еж е 
(2л)4

2 2 Л
d x  (1 + х) In

т “х  + ]и2 (1 -  х) (11.4.9)
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Z9 -  1 = —i-
ЭЕ 1 LOOP

Эр I г р = -т е

2л2е2 Г1 , I .. ( т 2х  + ju2 (1 -  х) | 2ц2 (1 -  х)2(1 + х)
(2%) J о

dx s ( l - х ) In
т 2х х{т §х + ц 2(1 -  х))

(11.4.10)
(В этом порядке нет разницы меж ду 8mg и Z28me.) Опуская слагае
мые, обращающиеся в нуль при (J2 —>оо; получаем из (11.4.8)—(11.4.10):

l o o p  (Р ) - (2л)4
d x  [2г(1 -  х)р + 4m e]ln

ц (1 -  х)
р 2х(1 -  х) + т 2х

27п л 2е2 С̂
8т,, = ---- -—,— dx (1 + х) In

е (2л) Jo
1  J L l2  ( 1  -  X )  Л

9 9
\  ™ ех  j

(11.4.11)

(11.4.12)

2л2е2 Г1 Г { j.i2(l -  х) 
^2  -  1 = -  „ч d x  ] ( 1 -х )  In -----

(2л)4 Jo
2(1- х 2)

X (11.4.13)

Видно, что в точной собственно-энергетической функции слагае
мые с In j.i2 сокращаются, и мы приходим к выражению

^ п о р я д о к  е2 ( Р )  =  ^ I L O O p ( P )  “  (Z 2 “  +  ГПе ) +  Z 28 m £

-2л2е2
(2л)

d x  <[г(1 -  х)у> + 2m ]ln
m 2(l -  x)

p2x( l  -  x) + m 2x

—m J l  + x) In
1 -  x

V x "
-  (ip + m e (1 -  x) In

1 -  X \  0 /1  J ! i2(1- X “ )

V X

(11.4.14)
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Все еще остается расходимость в последнем слагаемом при х  —> 0. 
Можно проследить, что она связана с сингулярным поведением ин
теграла (11.4.5) по фотонному импульсу к  при к2 = 0, когда при вы
числении Z2 — 1 мы берем р2 в точке р2 = —т 2. Детальное обсуждение 
таких инфракрасных расходимостей дано в гл. 13. Сейчас для нас 
самое главное, что сократились ультрафиолетовые расходимости.

Результат (11.4.9) для 8mg интересен сам по себе. Заметим, что b m j  
т е > 0, как и следовало ожидать для электромагнитной собствен
ной энергии, обязанной своим происхождением взаимодействию за 
ряда с собственным полем. Однако, в противоположность классиче
ским оценкам электромагнитной собственной энергии, выполнен
ным Пуанкаре, Абрагамом и д р .9, в формуле (11.4.9) содержится 
только логарифмическая расходимость в пределе р, —> т, когда сни
мается обрезание. В этом пределе

При вычислении лэмбовского сдвига в разделе 14.3 нас будет инте
ресовать противоположный предел ц -С т е. В этом случае из (11.4.9) 
получаем

Чтобы объединить знаменатели N  пропагаторов, необходимо заме
нить произведение типа D ^ 1 D2-1... DN~l на интеграл от функции, 
содержащ ей линейную комбинацию Dv D 2, ..., D y. С этой целью 
часто удобно воспользоваться формулой

(11.4.15)

(11.4.16)

Приложение. Некоторые инегралы
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1 л  Г1 л
— —— = (N-1)1  \ dxT dx„... d x N_,
. . .D n, Jo Jo Jo

(ll.A .l)
'1 • • • ‘-'.v

x [D ]X .N _ ]. +  D 2 ( X n _2  — X N _ i ) + . . . +  D n ( 1 — X j ) ]  .

В этой главе мы использовали частные случаи этой формулы при 
N  = 2 и N  = 3.

После объединения знаменателей, сдвига переменной интег
рирования, виковского поворота и учета инвариантности относи
тельно четырехмерных вращений, мы обычно приходим к интегра
лам вида

, 4 т ,  № 2 ) ”а к
(kz + v z )

где (к2 + v2)m возникает от объединения знаменателей, а (?с2)” — от 
числителей пропагаторов и импульсных множителей в вершинах. 
Такие интегралы расходятся при 2те+4 > 2т,  но их можно сделать 
конечными, аналитически продолжая по размерности пространст
ва-времени от 4 к комплексному значению d. Для вычисления полу
чающегося интеграла используем хорошо известную формулу

■*. к*"1 _ г_2т Г ( 1 / 2 ) Г ( т - 1 / 2 )
0 (к 2 + у2Г  V 2Г(т) ’ (1LA-2)

где I = d + 2п. В разделе 11.2 использовались частные случаи этой 
формулы при те = 0, т  = 2 и п  = 1, т  2.

Ультрафиолетовые расходимости проявляются в (11.А.2) как по
люсы в множителе Г(то—1/2) = Г ( т —п—d/2)  при d -^€4 и фиксирован
ном целом те. В случае 2 +  те =  т  э т о т  множитель ведет себя как

4 -  d

где у = 0,5772157... -  постоянная Эйлера. Предельное поведение для 
случая 2 -г п > т  можно найти из (11.А.З) и рекуррентных соотно
шений для гамма-функций.

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



Список литературы 673

Задачи

1. Вычислите вклады в функцию поляризации вакуума n(q2) и в 
Z3 однопетлевых диаграмм, содержащих заряж енны е бесспи- 
новые частицы массой m s. Какое влияние окажут эти поправки 
на сдвиг у р о вн ей  2s со сто ян и я  в ато м е  водорода, если  
m s Z a m e?

2. Пусть взаимодействие нейтрального скалярного поля (р массой 
ш ф с полем электронов имеет вид дф \|Д|/. Какое влияние окажет 
это взаимодействие в однопетлевом приближении на магнит
ный момент электрона и величину Z2?

3. Рассмотрите нейтральное скалярное поле <р массой т ф и само- 
действием дф3/6. Рассчитайте матричный элемент ^-м атрицы  
для скаляр-скалярного рассеяния в однопетлевом приближе
нии.

4  Рассчитайте в однопетлевом приближении влияние нейтраль
ного скалярного поля из задачи 2 на поправку 8т е к массе элек
трона.
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В предыдущ ей главе было показано, что вычисления в кван
товой эл ек тр о д и н ам и к е , о тн о ся щ и еся  к одн оп етлевы м  д и а 
граммам, приводят к расходящ имся интегралам в импульсном про
странстве, однако все расходимости сокращаются, если выразить 
парам етры  теории через «перенормированные» величины вроде 
реально измеряемых на опыте масс и зарядов. В 1949 году Дай
сон 1 обрисовал доказательство того, что аналогичное сокращение 
будет имет место во всех порядках теории возмущений в кванто
вой электродинамике. Сразу ж е было очевидно (и это будет пока
зано ниже в разделах 12.1 и 12.2), что аргументы Дайсона приме
нимы к значительно более широкому классу теорий с конечным 
числом сравнительно простых взаимодействий — к так назы вае
мым перенормируемым теориям. Квантовая электродинамика яв 
ляется  лиш ь простейшим примером подобных теорий.

В течение ряда лет общепринятой была точка зрения, что 
любая разум ная ф изическая теория должна иметь форму пере
нормируемой квантовой теории поля. Требование перенормируе- 
мости играло решающую роль при построении современной «стан
дартной модели» слабых, электромагнитных и сильных взаимо
действий. Однако, как мы увидим ниже, сокращение ультраф ио
летовых расходимостей реально не зависит от перенормируемо- 
сти: до тех пор, пока мы включаем в теорию каж дое из бесконеч
ного числа взаимодействий, разреш енны х симметриями, так на
зы ваемы е неперенормируемые теории становятся столь ж е пе
ренормируемыми, как и перенормируемые теории.

В настоящее время общепризнано, что реалистические теории, 
используемые для описания физики при доступных энергиях, отно-
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сятся к так называемым «эффективным теориям поля». Под этим 
понимают низкоэнергетические приближения к более фундамен
тальной теории, которая может вообще не быть теорией поля (см. 
раздел 12.3). Любая эф ф ективная теория поля с необходимостью 
включает бесконечное число неперенормируемых взаимодействий. 
Тем не менее, как показано в разделах 12.3. и 12.4, мы полагаем, 
что при достаточно низких энергиях все неперенормируемые взаи
модействия в этих теориях сильно подавлены. Таким образом, пе
ренормируемые теории типа квантовой электродинамики или стан
дартной модели сохраняют свой особый статус в физике, хотя и по 
причинам, несколько отличающимся от тех, которые первоначально 
привели к предположению о перенормируемости этих теорий.

12.1. И ндексы  расходимости

Рассмотрим теорию весьма общего вида, содержащую взаи
модействия разны х типов, помеченные индексом г. Каждое взаи
модействие можно охарактери зовать числом щ ,  полей каждого 
типа /  и числом d. производных, действующих на эти поля.

Начнем с вычисления индекса расходимости  * D произволь
ной связной одночастично неприводимой диаграммы Ф ейнмана в 
такой теории. Он равен числу импульсных множителей в числите
ле минус число таких множителей в знаменателе подынтегрально
го вы раж ения плюс четыре степени на каж ды й независимый 4- 
импульс, по которому проводится интегрирование. Индекс расхо
димости равен фактической степени расходимости, возникающей 
при интегрировании по области импульсного пространства, в ко
торой импульсы всех внутренних линий одновременно устремля
ются к бесконечности. Именно, подвергнем все внутренние импульсы 
однородному растяж ению  одним масштабным фактором к; тогда

* Автор использует принятый в англоязычной литературе термин 
superficial degree of divergence. В переводе этого термина в опубликованных 
книгах существует полный разнобой (условная степень расходимости, 
кажущаяся степень расходимости, поверхностная степень расходимости и 
т. п.). Мы решили использовать введенный в книге Н. Н. Боголюбова и 
Д. В. Ширкова «Введение в теорию квантованных полей» термин индекс 
расходимости. — Прим. ред.
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вклад в амплитуду от области больших импульсов, отвечающий 
к  —> оо, расходится при D > 0 как

Точно так же, при индексе расходимости D = 0 интеграл 
расходится логарифмически, а при D < 0 интеграл сходится, по 
крайней мере, в рассматриваемой области импульсного простран
ства *. Позднее мы вернемся к проблеме, когда подинтегрирова- 
ния ** ведут себя хуже, чем интеграл по всей области.

Д ля вычисления D потребуется следую щ ая инф ормация о 
диаграмме:

I f = число внутренних линий поля типа /;

Е = число внешних линий поля типа /;

N. = число вершин взаимодействия типа г.

Запиш ем асимптотическое поведение пропагатора A,(fc) по
ля типа /  в виде

Af (k) ~ k~2+2sf . (12.1.2)

Заглянув в гл. 6, видим, что s  ̂ = 0 для скалярных, = 1/2 для 
дираковских и = 1 для векторных полей. В более общем случае 
можно показать, что для массивных полей типа (А,В) по отношению к 
лоренцовским преобразованиям s.- = А + В. Не очень точно можно 
называть Sj «спином». Однако, если отбросить те слагаемые, которые 
не дают вклада в силу калибровочной инвариантности, то для эффек
тивного фотонного пропагатора \ v/ k 2 получаем Sy = 0. Аналогичный 
результат справедлив для массивного векторного поля, взаимодей
ствующего с сохраняющимся током, при условии, что ток не зависит 
от векторного поля. Можно показать, что в том ж е смысле и для 
гравитонного поля g пропагатор имеет = 0.

* Фактическая степень расходимости диаграммы может оказаться меньше ее 
индекса расходимости. Конкретные примеры приведены ниже, в разделе 12.2. — 
Прим. ред.

*® Термин «подинтегрирование» означает интегрирование по части внут
ренних импульсов, тех, которые отвечают некоторой поддиаграмме данной 
диаграммы (см. ниже). — Прим. ред.
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Согласно (12.1.2) полный вклад всех пропагаторов в D равен:

^ I / (2s/ - 2 ) .  (12.1.3)
/

Кроме того, производные в каждом взаимодействии типа г 
вносят di импульсных множителей под интегралом, что дает об
щий вклад в D, равный

(12.1.4)

Н аконец, следует  подсчитать полное число независим ы х 
им пульсны х перем енны х интегрирования. К аж д ая  вн утренняя 
линия несет 4-импульс, но не все они независимы, т. к. дельта
функции, связанные с каждой вершиной, накладывают линейные 
связи на внутренние импульсы, за вычетом одной общей дельта
функции, выраж аю щ ей закон сохранения внешних импульсов. Та
ким образом, элементы объема интегрирования в импульсном про
странстве вносят в D слагаемое

/  V

L /
1

V г

(12.1.5)

что, конечно, есть учетверенное число независимых петель в диа
грамме. Складывая выражения (12.1.3), (12.1.4) и (12.1.5), находим, что

D = £  I f  (2sf  + 2) + £  N t (d< -  4) + 4.
/ (12.1.6 )

В приведенном виде формула (12.1.6) не очень удобна, так 
как значение D каж ется зависящим от внутренних деталей дан
ной диаграммы. К счастью, ф ормулу можно упростить, восполь
зовавш ись топологическими тож дествами

2 I f + E f  = £ i V i U i f (12.1.7)

(Каж дая внутренняя линия соединена с двумя вершинами, а ка
ж дая  внеш няя -  только с одной.) И спользуя формулу (12.1.7) для 
исключения L, видим, что (12.1.6) переходит в выраж ение вида

о  = 4 - £ Е / (.5/ + 1) - £ л г д г ,
/

(12.1.8)
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где Ai — параметр, характеризую щ ий взаимодействия г-ого типа:

Аг = 4 - d f + 1)- (12.1.9)
/

Этот результат можно было бы получить путем простого раз
мерного анализа, не прибегая к рассмотрению структуры фейнма- 
новских диаграмм. Пропагатор поля есть четырехмерный ф урье- 
образ среднего по вакууму от хронологического произведения пары 
свободных полей, так что обычным образом нормированное поле /, 
(массовая) размерность * которого равна Щ, имеет пропагатор раз
мерности -4  + 24,  . Поэтому, если пропагатор ведет себя как к  1, 
при к много большем массы, то поле должно иметь размерность 
-4  4- 2 f/y = -2  + 2Sr, или cJ)j: = 1 + s Ваимодействие типа ъ, включа
ющее Пу таких полей и d- производных, будет иметь размерность 
d( + 'LjUfji 1 + sf). Но действие должно быть безразмерно, поэтому 
каждое слагаемое в плотности лагранжиана должно иметь размер
ность +4, чтобы сократить размерность - 4  элемента объема d4x. 
Отсюда следует, что константа связи данного взаимодействия должна 
иметь размерность 4 — di — + sf)> что как Раз Равн0 парамет
ру А, Амплитуда в импульсном пространстве, отвечающая связной 
диаграмме Фейнмана с Ej внешними линиями типа /  есть фурье- 
преобразование по 4 ^  Е; координатам  среднего по вакуум у  от 
хронологического прои зведен ия полей с полной разм ерностью

1 + s X  так что она имеет размерность £J3,(-3  + s X  В этом 
выражении —4 приходится на размерности дельта-функции в им
пульсном пространстве, a YLfEi—2 + 2s^) — на размерность пропага
торов внешних линий, так что суммарная размерность интеграла 
по импульсному пространству вместе со всеми константами связи 
равна

* В этой главе под словом «размерность» всегда подразумевается массовая 
или импульсная размерность ** в степенях массы или импульса в системе еди
ниц, где й = с = 1. Мы используем общепринятую нормировку полей, в том 
смысле, что слагаемое в лагранжиане свободного поля с наибюлыним числом про
изводных (определяющее асимпгогическое поведение пропагатора) имеет безраз
мерный коэффициент.

*’•' Т. е. размерность такой же степени массы или импульса. Англоязычный 
термин dimensionality in powers of momentum- имеет устойчивый русско
язычный эквивалент массовая, или импульсная, размерность. — Прим. ред.
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£  Ef (r  з + Sf ) -  (-4) -  £  E f (-2 + % )  = 4 -  £  £ / (s/  + 1).
f  f  f

Полная размерность всех констант связи для заданной фейнма- 
новской диаграммы равна Y..NА,, так что размерность собственно 
интеграла по импульсному пространству есть 4 -  £ fE l s ,  + 1) -  ЕЛА,-J Т J i i i
Поскольку нас интересует область интегрирования, в которой все 
импульсы совместно стремятся к бесконечности, индекс расходи
мости интеграла по импульсам равен его размерности. Это и под
тверж дает формулу (12.1.8).

Если для всех взаимодействий параметры  А,. > 0, формула
(12.1.8) дает верхнюю границу D, зависящ ую  только от числа 
внешних линий каждого типа, т. е. от физического процесса, ам
плитуда которого вычисляется:

D < 4 - ^ . £ / (s/  + l). (12.1.10)
/

Н апример, для  простого варианта квантовой электродина
мики, рассмотренного в предыдущ ей главе, в табл. 12.1 приведе
ны типы слагаемых в лагранжиане. Для всех взаимодействий здесь 
А,. > 0, и поэтому фейнмановская диаграмма с Е внешними фотон
ными линиями и Ер внешними дираковскими линиями будет иметь 
индекс расходимости, ограниченный условием (12.1.10):

D < 4 - f E e - E y . (12.1.11)

Таким образом, только конечное число типов диаграмм с оп
ределенными наборами внешних линий мож ет оказаться расхо
дящимся. Все они будут перечислены в разделе 12.2. Мы собира
емся показать, что в теориях, где размерности констант связи А{ 
> 0 для всех взаимодействий и где число типов расходящ ихся 
диаграмм ограничено, все расходимости автоматически устраня
ются переопределением конечного числа физических констант и 
перенормировкой полей. По этой причине такие теории называют 
перенормируемыми. В разделе 12.3 мы перечислим все перенор
мируемые теории и обсудим значение перенормируемости как кри
терия отбора ф изических теорий.

Термин «перенормируемое» применим такж е к отдельным 
взаимодействиям. П еренормируемы е взаим одействия — это те,
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у которых параметр Д{. > 0, т. е. взаимодействия, константы связи 
которых имеют неотрицательную размерность. Иногда различаю т 
взаимодействия с Д- = 0, которые называю т просто перенорми
руемыми, и с Aj >  0, которые называю т суперперенормируемы-  
ми. П оскольку добавление во взаим одействие дополнительны х 
полей или производных всегда уменьш ает парам етр А̂ , может 
сущ ествовать лиш ь ограниченное число перенормируемы х в за 
имодействий, содерж ащ их поля любого данного типа. Мы виде
ли, что в простейшем варианте квантовой электродинамики все 
взаимодействия перенормируемы, а слагаемые с хуху суперпере- 
нормируемы.

С другой стороны, если для какого-то взаимодействия < О, 
индекс диаграммы (12.1.8) неограниченнно возрастает по мере до
бавления соответствую щ их верш ин. Н езависимо от того, сколь 
большими мы выберем разные Ef, в конце концов при достаточ
ном количестве верш ин типа г, для которых Д,(. < 0, вы раж ение
(12.1.8) станет положительным (или нулем), и интеграл разойдет
ся. Подобные взаимодействия, константы связи  которых имеют

Таблица 12.1

В заимодействие d i n iy ге \

- ie  \(/3\|/ 0 1 2 4 -1  -  3 =  0

-(Z 3- l ) F ^ / 4 2 2 0 4 -  2 -  2 =  0

-(Z 2- 1) xj/gy 1 0 2 4 -  1 -  3 =  0

[—(Z2—l)m  +  Z26m] Х|Д|/ 0 0 2 4 - 3  = 1

Табл. 12.1. Слагаемые плотности лагранжиана квантовой электродинамики. 
Здесь с1{, Пщ и nje — числа производных, полей фотонов и полей электронов, 
соответственно в данном члене взаимодействия, а А- — размерность соответ
ствующего коэффициента (напомним, что s = 0 и s = 1/2).у е
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отрицательную  размерность, называю тся н еперенорм ируем ы м и* 
так  ж е, как и теории, вклю чаю щие любые неперенормируемые 
взаимодействия. Это не означает, что такие теории безнадежны; 
мы увидим, что бесконечности в них такж е можно поглотить пе
реопределением параметров теории, с той разницей, что необхо
димо бесконечное число констант связи.

Следует иметь в виду, что вычисленный нами индекс диаг
раммы определяет структуру расходимости фейнмановских ди
аграмм при интегрировании только по тем областям импульсного 
пространства, в которых все внутренние 4-импульсы  совместно 
стремятся к бесконечности. Однако расходимости могут возникать 
и от областей , в которы х к бесконечности стр ем я тся  только 
4-импульсы линий, принадлежащ их некоторой поддиаграмме. Н а
пример, для комптоновского рассеяния в квантовой электродина
мике (Е = 2, Е = 2) из формулы (12.1.11) следует, что индексе у
расходимости D < —1, и, действительно, диаграммы типа пока
занной на рис. 12.1, а сходятся. Однако диаграммы рис. 12.1, б или
12.1, в логарифмически расходятся, т. к. они содерж ат поддиа
граммы (выделенные пунктирными прямоугольниками) с D > 0. 
Расходимости этих диаграмм объясняются аномально плохим асим
птотическим поведением подынтегральных вы раж ений в специ
альны х (под)областях импульсного пространства. В этих облас
тях  восемь компонент двух независимых внутренних 4-импуль
сов стрем ятся  к бесконечности таким  образом, что в действи
тельности к бесконечности стремится толькот один 4-импульс — 
тот, который циркулирует в петлях, вставленных либо во внут
ренние линии, либо в электрон-фотонную верш ину *.

Было показано 2, что требование фактической сходимости ам
плитуды, соответствующей любой диаграмме, заключается в том, что
бы подсчет степеней приводил к значению индекса расходимости D < 0 
не только для всего многократного интеграла для полной амплитуды,

• В пертурбативной статистической механике неперенормируемые 
взаимодействия носят название несущественных, так как они становятся 
менее важными в пределе низких энергий. Перенормируемые или супер- 
перенормируемые взаимодействия называются соответственно маргиналь
ными и существенными.

** Этот импульс можно взять в качестве независимого внутреннего 
импульса. — Прим. ред.
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б

Рис. 12.1. Некоторые двухпетлевые диаграммы комптоновского рассеяния. 
Здесь сплошные линии отвечают электронам, а волнистые — фотонам. 
Интеграл по импульсному пространству для диаграммы а сходится, а для 
диаграмм б и в  расходится из-за подинтегрирования, отвечающего 
поддиаграммам в пунктирных рамках

но и для любого интеграла меньшей кратности, определяемого фикса
цией любых одной или более линейных комбинаций импульсов в пет
лях. (Диаграммы, приведенные на рис. 12.1, б и 12.1, в, не удовлетво
ряют этому условию, поскольку для подинтегрирований по импульсам 
в петлях внутри пунктирных прямоугольников D > 0.) Мы не будем 
приводить здесь довольно длинное доказательство, поскольку оно хо
рошо изложено в имеющихся книгах 3, да и сам метод доказательства 
имеет мало отношения к тому, как реально делаются вычисления. В 
следующем разделе мы опишем, как выполняется сформулированное 
требование.

12.2. Сокращ ение расходимостей

Рассмотрим фейнмановскую диаграмму или ее часть с поло
жительным индексом диаграммы D > 0. Та часть интеграла по им
пульсному пространству, где все внутренние импульсы совместно 
устремляю тся к бесконечности, будет расходиться как J k l} ldk.  
Если продифференцировать D + 1 раз по любому внешнему им
пульсу, то показатель степенной асимптотики подынтегрального
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выраж ения уменьшится на D + 1 *, что сделает интеграл по этой 
части импульсного пространства сходящимся Щ Правда, еще могут 
оставаться расходимости, возникающие от поддиаграмм типа пока
занных на рис. 12.1, б и 12.1, в, но на некоторое время забудем об этой 
возможности (мы вернемся к ее обсуждению в следующем разделе). 
Поскольку (D + 1)-кратное дифференцирование делает интеграл конеч
ным, отсюда следует, что вклад такой диаграммы или поддиаграммы 
может быть записан как полином порядка D по внешним импульсам с 
расходящимися коэффициентами плюс конечный остаток.

Чтобы понять без лишних усложнений, как все это работает, 
рассмотрим логарифмически расходящ ийся одномерный интеграл

s Г  dk
/ ( Н о  *+ ?■

с D = 1 -  1 = 0. После однократного дифференцирования

Л )  = -
dk  1

{k + q f  Ч

так что
;/(q) = -  in g + с .

Постоянная с очевидно расходится, но остальная часть ин
теграла конечна. Точно так ж е можно оценить интеграл с D = 1

•°° kd k  7 ,-------= а + оо + о in q
о fc + q

с расходящ имися константами а и Ъ.
Далее, полином по внешним импульсам — это как раз то, что 

возникает от добавления подходящ их слагаемых в лагранж иан:

* Например, если внутренняя скалярная линия несет импульс к + р, 
где р — линейная комбинация внешних 4-импульсов, а к  — 4-импульс, по 
которому проводится интегрирование, то производная пропагатора 
[(к +  р)2 +  т 2]-1 по р^ дает —2 (fc(j +  р ) [(к  +  р)2 +  т 2]-2, и этот множитель 
ведет себя при к  —> °° как к ~ 3, а не как к~2.

** Говорят, что дифференцирование по внешним импульсам уменьшает 
индекс диаграммы (на единицу при однократном дифференцировании). — 
Прим. ред.
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если диаграмма с Е внешними линиями типа /  имеет индекс рас
ходимости D > 0, то ультрафиолетово расходящийся полином сов
падает с тем, который возник бы при добавлении различных взаи
модействий типа г, включающими ?г(., = Е полей типа /  и di < D 
производных. Если в лагранжиане уже имеются такие взаимодей
ствия, то ультрафиолетовые расходимости просто вносят поправ
ки к константам связи этих взаимодействий. Следовательно подоб
ные бесконечности  могут бы ть сокращ ен ы  путем  вклю чения  
в константы связи подходящих бесконечных слагаемых. Все, что 
мы когда-либо можем измерить, представляет собой сумму голой 
константы связи и соответствующего коэффициента одного из рас
ходящихся полиномов, так что если мы потребуем, чтобы эта сумма 
равнялась измеряемому значению, которое предполагается конеч
ным, голая константа должна автоматически содержать бесконеч
ность, которая сокращ ает бесконечность от расходящ егося инте
грала по внутренним импульсам. (Одно уточнение: когда расхо
димость возникает в диаграмме или поддиаграмме ровно с двумя 
внешними линиями, возникающей как радиационная поправка к про- 
пагатору частицы, мы должны требовать не равенства некоторой эф
фективной константы связи ее измеряемому значению, а того, чтобы 
точный пропагатор имел полюс в том ж е месте и с тем ж е вычетом, 
что и у пропагатора свободных частиц.) Таким образом, все бесконеч
ности поглощаются переопределением констант связи, масс и полей.

Чтобы такая  программа перенормировок работала, сущ ест
венно, чтобы лагранж иан вклю чал все взаимодействия, соответ
ствующие ультрафиолетово расходящимся частям фейнмановских 
амплитуд. (Исключения из этого правила встречаю тся в супер- 
симметричных теориях 4.) Конечно, взаимодействия в лагранжиане 
ограничены различны м и принципами симметрии вроде лоренц- 
инвариантности, калибровочной инвариантности и т. п., но точно 
так ж е ограничены этими требованиями и ультрафиолетовые рас
ходимости. (Доказательство того, что неабелевые калибровочные 
симметрии ограничиваю т бесконечности так ж е, как и взаим о
действия, требует определенных усилий. Мы покажем это в т. II.) 
В общем случае, нет никаких иных ограничений на ультраф иоле
товые расходимости, так что лагранжиан должен содержать все 
возможные слагаемые, совместимые с принципам и симметрии.

Однако сущ ествует важный класс теорий всего лишь с ко
нечным числом взаимодействий, для  которых такж е применима
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программа перенормировки. Это так назы ваемы е перенормируе
мые теории, у которы х для всех взаим одействий разм ерности  
констант связи Д. > 0. Из формулы (12.1.8) имеем:

D < 4 - £ b / (S/ + 1),
/

поэтому расходящ иеся полиномы возникают только в ограничен
ном числе типов фейнмановских диаграмм или поддиаграмм с дос
таточно небольшим числом внешних линий, так что D > 0. Вклад 
таких расходящ ихся полиномов точно такой же, какой возник бы 
после замены расходящ ейся диаграммы или поддиаграммы един
ственной вершиной, возникающей от слагаемого в лагранжиане с 
Е полями типа /  и 0,1,...,D производными. Однако, сравнивая с 
формулой (12.1.9), видим, что это в т очност и то же самое, что  
и  взаимодействия, удовлетворяющие требованию перенормируе-  
мост и  Д. > 0, или, иными словами,

0 < d ,  < 4 - J ^ n i / (s/  +1).
/

Для того, чтобы в перенормируемой теории сократились все 
расходимости, обычно необходимо, чтобы в лагранж иане содер
ж ались все перенормируемые взаимодействия, разреш енные тре
бованиями симметрии *. Например, если есть скалярное (или псев
доскалярное) поле ф и фермионное поле 1|/ со взаим одействия
ми \|Л|/ф (или \(/у5\|/ф), мы не можем исключить взаимодействие ф4, 
в противном случае не нашлось бы контрчлена для сокращ ения 
логарифмической расходимости от фермионных петель с четырь
мя прикрепленными скалярными или псевдоскалярными линиями.

* Кроме того, в лагранжиан могут входить взаимодействия и массовые 
слагаемые, не разрешенные глобальными симметриями, при условии, что 
они суперперенормируемы, т. е. имеют А. > 0. Дело в том, что наличие 
суперперенормируемого взаимодействия понижает степень расходимости, 
так что нарушение симметрии не затрагивает те расходимости, которые 
сокращаются строго перенормируемыми взаимодействиями с А. = 0. Отме
тим, что именно голые строго перенормируемые взаимодействия должны 
удовлетворять требованиям данной симметрии; в перенормированных 
взаимодействиях, определяемых через матричные элементы на массовой по
верхности, эффект нарушения симметрии в общем случае проявляется явно.
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Рассмотрим более подробно, каким образом происходит со
кращ ение расходимостей в простейш ей версии квантовой элек
тродинамики. И з формулы (12.1.11) следует, что единственными 
диаграммами или поддиаграммами, которые могут приводить к 
расходящ имся интегралам, являю тся следующие.

Ее = 2, Eg =  1
Это электрон—фотонная вершина Г ^ (р ',р ) .  (Верхний индекс

I указывает, что верш ина включает только вклады от диаграмм с 
петлями.) Для нее индекс расходимости D = 0, так что ее расхо
дящ аяся часть не зависит от импульса. В силу лоренц—инвари
антности расходящ аяся константа мож ет быть пропорциональна 
только у , поэтому

Г£> = 1 / ^ + г Ф ,  (12.2.1)

где L — логарифмически расходящ аяся константа, а Г,, 1 конечна. 
Это ещ е не определяет константу L однозначно, так как всегда 
можно перенести конечное слагаемое 6Ly из Г^/1 в Ly . Чтобы 
заверш и ть определение, заметим , что, как показано в разделе 
9.7, м атричны й элем ент оператора Г (р,р), а следовательно и 
г £л (р »р )» на массовой поверхности между дираковскими спинора
ми свободных частиц пропорционален такому ж е матричному эле
менту оператора у^, поэтому можно определить L из требования

й (р ,а /)Г ^ )м(р,о) = 0. (12.2.2)

при р 2 + т е2 = 0.

Ее = 2, Eg = О
Это электронная собственно-энергетическая вставка £ '(р). 

Для нее I) 1, так что расходящ аяся часть линейна по импульсу 
р^, который несут входящ ий или выходящ ий фермионы. Из ло
ренц—инвариантности (включая сохранение четности) следует, что 
она может быть функцией только $), так что вклад петли можно 
записать в виде

Е (г)(р) = А  -  (гр + т )В  + Y.l f l(p) , (12.2.3)
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где А и В — расходящ иеся константы, а Е  конечна. Константы 
А и В опять определены неоднозначно, т. к. всегда можно сдви
нуть Y}!1 на конечный полином первого порядка по р. Определим 
А и В предписанием

гШ  Э£ (Л п •L • = -------- = 0 при  гр = - т .  (12.2.4)
Э р ' '

На самом деле, В не является новой расходящ ейся констан
той. До тех пор, пока мы используем процедуру регуляризации, 
совместную с сохранением тока, Г и Y, будут связаны тож дест
вом Уорда (10.4.27):

Г м (р, р) = у^ + i —  Zip)

и поэтому
Э V ^ ](v)

LY  ̂ + Гl f ) (p,p) = By^ + i —  - . (12.2.5)

Б еря  матричный элемент этого равенства м еж ду и
м(р,а) и используя формулы (12.2.2) и (12.2.4), находим:

L = В. (12.2.6)

Eg = 2, Ев = О
Это фотонная собственно-энергетическая вставка П цу(д). Для 

нее D = 2, так что расходящ аяся часть есть полином второго 
порядка по q. И з лоренц-инвариантности следует, что П )и. имеет 
вид линейной комбинации г| и q^qv с коэффициентами, завися
щими только от q2, так что вклады петель имеют вид

n g ( q )  = CjT)^ + CgTi^q2 + C3q(Jqv + расходящ иеся слагаемые,

где Ср С2 и С3 -  расходящ иеся константы. Поскольку мы исполь
зуем регуляризацию , не нарушающ ую  сохранение тока, должно 
вы поняться равенство

q^n®  (q) = 0.
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Это ж е должно быть верно и для расходящ ихся слагаемых, 
так что С1 qv + (С2 + C3)q2qv должно быть конечными для всех q. 
Отсюда Cj и С2 + С3 должны быть конечными, так что их можно 
внести в конечную часть n ^ (q ) .  Следовательно

n g ( g )  = i \ vq2 - q ^ v)(C + ^(q2)), (12.2.7)

где 7i(q2) конечно, а С — единственная оставш аяся расходимость в 
П  v. Чтобы зафиксировать определение С, можно включить в нее 
любую конечную константу я(0) *, так чтобы

л(0) = 0. (12.2.8)

Е,, =  4, Ее = О
Это амплитуда Мцуро рассеяния света на свете. Для нее D = О, 

так  что, используя лоренц-инвариантность и требования бозе- 
статистики, можно записать эту амплитуду (в нее не дают вклада 
диаграммы без петель) в виде

L̂lVpCT — (̂Л|ХуЛрСТ ПцрЛуСТ ЛцоЛур ' конечные слагаемые,

где К  — потенциально расходящ аяся константа. Однако в силу 
сохранения тока

= о >

так что комбинация K(qvг| + qpr\va + д0Лур) конечна. Чтобы это 
равенство было верно при q Ф 0, константа К сама должна быть 
конечной. Это хороший пример роли принципов симметрии в про
грамме перенормировок. Если бы К  оказалась бесконечной, ее нель
зя  было бы устранить перенормировкой константы связи взаимо
действия (А^А^)2, поскольку такое взаимодействие не допускает
ся калибровочной инвариантностью. Но константа К  на самом де
ле конечна  благодаря условиям, вытекающ им из сохранения то
ка, которые наклады ваю тся калибровочной инвариантностью.

* Напомним, что для этого л(q2) как функция q2 не должна иметь особенности 
(типа полюса) при q2 = 0. — Прим, ред.
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Eg = I, Ее = 0 и Ее = 1, Eg =  О, 1, 2
В этих случаях D = 3 и D = 5/2, 3/2, 1/2, соответственно, 

однако все такие диаграммы обращаются в нуль в силу лоренц- 
инвариантности *.

Еу = 3 , Е е =  0
В этом случае D = 1, но такие диаграммы обращаются в нуль 

в силу инвариантности относительно зарядового сопряжения.

Ч итатель, возможно, уж е обратил внимание на то, что не
зависимые расходящ иеся константы А, В, С находятся в одно
однозначном соответствии с независимыми параметрами Z2, Z„ и 
8т  контрчленов (11.1.9) в лагранж иане квантовой электродина
мики, которая содержит контрчлены. Эти контрчлены вносят не
посредственный вклад Z26m -  (Z2 -  1 )(ip + т)  в Е  (р)- Требование, 
чтобы положение и вычет одночастичного полюса были бы таки
ми ж е, как у свободного пропагатора, означает, что нужно вы 
брать Z,, и 6т  таким образом, чтобы полная функция Y?' удовле
творяла условию (12.2.4), т. е.

Z 26m = - А ,  (12.2.9)

Z2 - l  = - B ,  (12.2.10)

и полная электронная собственноэнергетическая вставка была бы 
конечной функцией Е ^(р):

Е ( р )  =  £ (Л ( р ) .  (12.2.11)

Кроме того, контр члены J J  вносят вклад в Г(1, равный (Z2 -  1)у . 
И спользуя формулу (12.2.6), видим, что полная верш инная функ
ция равна

г ц = Тц + (z 2 -  !)Тц + г ?  = Уц + Г #  • (12.2.12)

* Точнее, обращаются в нуль функции Грина. В трех последних случаях 
можно было бы сослаться также на глобальную калибровочную инвариантность 
(сохранение электрического заряда). Но в этих случаях по указанной причине 
не существует и самих диаграмм — их невозможно нарисовать. — Прим. ред.
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Она не только конечна, но и удовлетворяет условию

ад(р,с/)Гр.Ср,рМ р,0) = й(р,о ')У цм (р,а), (12.2.13)

что можно иначе увидеть такж е из (10.6.13) и (10.6.14). Наконец, А  
вносит вклад — (Zg -  l)(q2iluv _  %%) в П ’^,(д). Для того, чтобы ф о
тонный пропагатор имел полюс с тем ж е вычетом, что и для сво
бодных полей, необходимо, чтобы коэффициент при (q2TLv — %%) 
в полном выраж ении для II)lv(g) обращ ался в нуль, так что

Z3 = l  + C, 12.2.14)

и тогда фотонный пропагатор конечен:

П \ы(я) = (V <?2 - Я ц Я ^ М я 2). (12.2.15)

До сих пор мы проверили, что расходимости, возникающие 
от интегрирований по области импульсного пространства, в кото
рой все внутренние имульсы велики (и имеют общие отношения), 
являю тся полиномами по внешним импульсам, которые сокращ а
ются при подходящем выборе контрчленов. Такие диаграммы бу
дем называть расходящимися по индексу *. Прежде чем заключить, 
что все ультрафиолетовые расходимости действительно можно уст
ранить перенормировкой, следует рассмотреть расходимости, воз
никающие в диаграммах высших порядков при интегрировании по 
областям импульсного пространства, где не все переменные интег
рирования, а лиш ь их некоторое подмножество устрем ляется к 
бесконечности. Например, в квантовой электродинамике расходи
мости возникают от подинтегрирований, отвечающих расходящимся

* Появляющиеся здесь и ниже ключевые авторские термины superficially 
divergent (convergent) diagrams (subdiagrams) и superficial divergence 
(convergence) не имеют устойчивого русского эквивалента. Мы переводим их 
здесь как «диаграммы (поддиаграммы), расходящися (сходящиеся) по индексу». 
Расходимость (сходимость) диаграммы (поддиаграммы) по индексу означает, 
что ее индекс расходимости неотрицателен (строго отрицателен) и опреде
ляющий ее интеграл по внутренним импульсам расходится (сходится) в 
области, где все внутренние импульсы однородным образом устремляются к 
бесконечности. — Прим. ред.
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по индексам поддиаграммам, являющ имся либо фотонными собст
венноэнергетическими частями П , либо электронными собствен
ноэнергетическими частями Y. > либо электрон—электрон—фотонны
ми вершинами Трудности рассмотрения этих расходимостей свя
заны с тем, что их нельзя устранить путем дифференцирования 
по внешним импульсам: имеются слагаемые, в которых производ
ные действуют только на внутренние линии в тех частях диаграм
мы, которые не входят  в  расходящиеся поддиаграммы, и тем са
мым не уменьшают степень расходимости таких поддиаграмм. Как 
отмечалось в предыдущем разделе, диаграмма или сумма диаграмм 
действительно сходится тогда и только тогда, когда как она сама, 
так и все ее поддиаграммы сходятся по индексу. Но где бы ни воз
никла такая расходящ аяся поддиаграмма, она всегда сопровожда
ется бесконечным контрчленом. В электродинамике таковыми яв
ляю тся  слагаем ы е в (11.1.9): —(Z3 — l ) ( g 2T] — g gv) для  каж дого
I I  |[V(g), Z 2&m -  (Z2 - 1  ){ip + m)  для каждого L  и слагаемое (Z2-  1)У1 
для каждой вершины Р 1. Как и для диаграммы в целом, эти контр
члены сокращают бесконечности в расходящихся поддиаграммах

К сожалению, в такой простой аргументации есть пробел, 
связанный с перекрывающимися расходимостями. Это означает, что 
возможна ситуация, когда две расходящиеся поддиаграммы имеют 
общую внутреннюю линию, так что нельзя рассматривать соответ
ствующие расходящиеся интегралы как независимые. В квантовой 
электродинамике это случается только, если две электрон—элек
трон—фотонные вершины перекрываются внутри фотонной или элек
тронной собственноэнергетической вставки* (см. рис. 12.2 и 12.3).

Полное рассмотрение проблемы перенормировки с учетом 
перекры ваю щ ихся расходимостей должно вклю чать рецепт уст-

* Если две собственноэнергетические вставки или такая вставка и вер
шинная часть будут иметь общую линию, то не хватит внешних линий, 
чтобы прикрепить такую поддиаграмму к остальной части диаграммы. Ис
торически тождество Уорда (10.4.26) использовалось для того, чтобы обой
ти проблему перекрывающихся расходимостей в собственной энергии элек
трона, выразив эту энергию через вершинную функцию, в которой пере
крывающихся расходимостей не возникает. Мы не будем следовать таким 
путем, поскольку в этом нет необходимости, кроме того, этот подход все 
равно не решает проблемы собственной энергии фотона или других ней
тральных частиц.
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(И 2 — 1)2 (Z 3  — 1 )перекрыв

Рис. 12.2 Некоторые диаграммы четвертого порядка для собственной энер
гии фотона в квантовой электродинамике, содержащие перекрывающиеся 
расходимости. Линии со стрелками отвечают электронам, волнистые ли
нии — фотонам. Крестиками отмечены вклады контрчленов

( Z  2 — 1)2 (Z g  1)перекрыв

Рис. 12.3. Некоторые диаграммы четвертого порядка для собственной энер
гии электрона в квантовой электродинамике, содержащие перекрываю
щиеся расходимости. Волнистые линии — фотоны, остальные линии — 
электроны. Крестиками отмечены вклады контрчленов

ранения ультрафиолетовы х расходимостей по индексу не только 
для полной диаграммы, но и для всех ее поддиаграмм, а такж е 
доказательство, что такой рецепт (по крайней мере формально) 
осущ ествляется путем перенормировки масс, полей и констант 
связи. Тогда теорема 2 утверж дает, что все функции Грина пере
нормированны х полей, вы раж енны е ч ерез перенормированны е 
массы и константы связи, являю тся конечными. Первое доказа
тельство того, что перенормировка полей, масс и констант связи 
делает как полную диаграмму, так и все ее поддиаграммы сходя
щ имися по индексу, было дано Саламом 5. Более детальны й р е
цепт устранения ультраф иолетовы х расходимостей был предло
ж ен Боголюбовым и Парасюком 6 и подправлен Хеппом 7, причем
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они показали эквивалентность своего рецепта перенормировке по
лей, масс и констант связи. Наконец, Циммерман 8 доказал, что 
этот рецепт действительно устран яет все расходимости по ин
дексу как в полной диаграмме, так и во всех ее поддиаграммах, 
и с помощью теоремы , доказанной в , приш ел к выводу, что 
перенормированные фейнмановские интегралы в импульсном про
странстве сходятся.

Коротко рецепт БП Х Ц  для  устранения расходимостей по 
индексу требует, чтобы мы рассмотрели все возможные способы 
(их называют лесами) поместить полную диаграмму и /и л и  ее под
диаграммы в ящики, которые могут находиться один внутри дру
гого, но не перекрываться. (Ниже приведен пример.) Для каждого 
леса мы определяем  вы читательное слагаемое, зам ен яя подын
тегральное выраж ение для каждой поддиаграммы внутри ящика, 
имеющей индекс расходимости D, (начиная с самых внутренних 
ящиков и двигаясь наружу) на первые D + 1 слагаемых его раз
лож ения в ряд  Тейлора по импульсам, входящ им или вы ходя
щим из этого ящ ика *. Ф ейнмановская амплитуда с вычитаниями 
определяется исходными диаграммами минус все вычитательные 
слагаем ы е, в том числе, и слагаемое для  леса, состоящ его из 
единственного ящ ика, окружающего всю диаграмму.

Довольно легко показать, что вы численная таким  образом 
фейнмановская амплитуда с вычитаниями совпадает с той, кото
рую мы получили бы, заменив все поля, массы и константы связи 
в исходном лагранжиане на их перенормированные аналоги. Разни
ца между этой процедурой и тем способом перенормировки, кото
рый был использован в гл. 11, заключается в том, что перенорми
рованные поля, константы связи и массы определены через ам
плитуды, взяты е в необычной точке нормировки **, в которой все 
4-импульсы обращаются в нуль. (В этом смысле обсуждавш иеся

* В указанном виде рецепт применим как к неперенормируемым, так и 
к перенормируемым теориям. Для последних этот рецепт означает, что не 
следует делать никаких вычитаний, если только ящик не содержит одну 
из конечного числа диаграмм, отвечающих перенормируемым слагаемым 
в лагранжиане.

** Англоязычный термин renormalization point стандартно переводится 
как точка нормировки (в этой точке перенормированная амплитуда при
нимает заданные значения). — Прим.. пер.
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в начале данного раздела одномерные расходящиеся интегралы яв
ляю тся простейшим примером выделения расходящ ихся слагае
мых методом БПХЦ.) Однако в выборе такой точки нормировки нет 
ничего особенного; если фейнмановская амплитуда становится ко
нечной, будучи записанной в терминах необычным образом пере
нормированных величин, то ее можно записать и в терминах обыч
ным образом перенормированных полей, констант связи и масс, не 
вводя при этом новых бесконечностей.

На практике нет необходимости пользоваться вы читатель- 
ной процедурой БПХЦ. Замена полей, масс и констант связи их 
перенормированными аналогами (определенными в любой удоб
ной точке нормировки) автом атически  приводит к появлению  
контрчленов, сокращ ающих все бесконечности. Вместо того, что
бы доказы вать, что вы читательная  процедура БП Х Ц  действи
тельно делает все интегралы сходящимися, рассмотрим один при
мер, показываю щ ий, как работает схема перенормировок даж е 
при наличии перекрываю щ ихся расходимостей.

Рассмотрим вклад четвертого порядка в фотонную собствен
ноэнергетическую вставку II |W(q), показанную на рис. 12.2. (В этом 
случае леса состоят из диаграмм, которым отвечают полный ин
теграл по р и р', подинтеграл только по р и подинтеграл только 
по р *.) С учетом соответствующих контрчленов для вершинных 
частей и перенормировки поля фотона этот вклад имеет вид:

е4
jXV '^'шерекр. №

d 4p ,4  ,  1c lp
(р ~ P ' f  ~

х Tr{lS',(p/)Yv»S'(p/ + q)ypS(p  + д )у ^ (р )у р}V

2
-  2(Z2 -  1)2 — Т I d 4p Tr{yvS(p + g)Y ^(p)} (12-2-16)

( Z 3 1)перекр.(*?

где S(p) = [-гр + m] /  [р2 + m 2 -  iE], (Z9—1)2 -  слагаемое второго по
рядка по с в (Z2 — 1), (Z., — 1)перекр — логарифмически расходя
щ аяся константа четвертого порядка по с, сокращ аю щ ая слагае
мые второго порядка по qk в [П цлг(д)]перекр. М ножитель 2 во втором

* В данном случае имеется пять лесов, но только три крестика. — Прим. ред.
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слагаемом возникает и з-за  того, что каж дой из двух верш ин в 
диаграмме второго порядка собственной энергии фотона соответ
ствует перенормировочный контрчлен Z,, — 1. Заметим, что пер
вое слагаемое можно понимать либо  как результат вставки в фо
тонную собственноэнергетическую часть, даваемую интегралом по 
р, вместо левой вершины поправки к ней, т. е. вершинной части 
третьего порядка, которая дается интегралом по р', либо  как ре
зу л ьтат  вставки  в фотонную  собственноэнергетическую  часть, 
даваемую интегралом по р', вместо правой верш ины поправки к 
ней, даваемой интегралом по р. Однако нельзя  рассматривать пер
вое слагаемое как вставку двух независимых поправок к верш и
нам, т. к. в диаграмме есть только один фотонный пропагатор.

Чтобы понять, как обращ аться с бесконечностями в (12.2.16), 
заметим, что

где R 2 — конечный остаток. (В силу лоренц-инвариантности инте
грал справа пропорционален у . Разность между этим интегралом 
и (Z., — 1)2у(1 равна полной перенормированной электрон—электрон— 
фотонной вершине во втором порядке по е при нулевых значени
ях импульсов электрона и фотона, и поэтому конечна.) Это пово- 
ляе переписать (12.16) в виде:

1(^2 1)г + №■> 1"/ц

X т--------Tr{S(p ' )yyS(p'  + q)ypS(p + q)y S(p)y }
(р -  р) -  гг L r

-  1 7 Тг[л’(р ')уу6’(р ')урЛ’(р + д)у(1Э Д у  } 
р - г г  L у J

-  1 . Tr{.V(p')yv.S’(p ' + g)yp5,(p)y 5(р)у } 
р гг

2К3 ^4  f d 4p Tr{yvS(p + g )y ^ (p )}2R2

-  (Z 3 -  Чперекр,(9 2V (12.2.18)
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Рассмотрим сначала интегрирование только по р'. Каждое из 
первых двух слагаемых логарифмически расходится, однако их раз
ность конечна. Третье слагаемое также логарифмически расходится 
(при калибровочно инвариантной регуляризации), но расходимость 
в этом слагаемом (в противоположность двум первым) имеет вид 
полинома второго порядка по q с конечным остатком. Эта остающая
ся расходимость сокращ ается со слагаемым —(Z., -  l)(c/!r[,iv -  g'ugv), 
которое уничтожает все слагаемые второго порядка в разложении 
n ; v(q). Таким образом, подинтегрирование по р приводит к конеч
ному р езу л ьтату . И з симм етрии вы р аж ен и я  (12.2.16) следует, 
чтоточно таким ж е образом дает конечный результат подинтегри
рование по р. Общего вида подинтегрирования по р и р; при фикси
рованном значении ар + Ьр' (а и Ъ — произвольные ненулевые кон
станты) явно сходятся, а результат совместного интегрирования по 
р и р приводится к конечному ответу с помощью включения контр
члена —(Z3— l)(g2r|'uv -  Таким образом, интеграл (12.2.18) и лю
бой его подинтеграл удовлетворяют требованиям сходимости по ин
дексу, и поэтому согласно теореме 2, сформулированной в преды
дущем разделе, все выражение действительно сходится.

В электродинам ике сущ ествует естественное определение 
перенормированных констант связи, масс и полей. Однако так бы
вает не всегда. Н апример, рассмотрим теорию одного действи
тельного скалярного поля ф(х) с лагранжианом

В однопетлевом приближ ении матричный элемент скаляр— 
скалярного рассеяния согласно фейнмановским правилам имеет вид

#  = - |А ф Э * ч р - | - т 2ф2 (12.2.19)

-г(2л)454(р[ + Pg -  Pi ~ р 2) 
(27^(16 Ч1Ч2),

( 12 .2 .2 0 )
где
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-z(27t)4F(q1g2 -> q{q'2)= —г(2л;)4с/ + — [—г(2тс)4д]
(2л)4

d 4fc
ie][(gx + k)2 + т 2 -  U'][(g., -  к)2 + т 2 -  ге

+(д2 - >  -д[) + (д2 -> -д2)
(12.2 .21 )

и д1( д2, д/1, д'2 — входящие и выходящие 4-импульсы. Объединяя 
знаменатели и обычным способом поворачивая контур интегриро
вания по к 0, получаем:

F = д-
16 л 2

+[?с2 + ш 2

fc3 dfc |* dx jjfc2 + т 2 -  sx(l -  х)] 2 

■ tx(l -  х)] + [fc2 + т 2 -  их(1 -  х)] J, (12.2.22)

где s, t и и — манделъстамовские переменные

s = ~(pi + P2)2, t = —(Pi — Pi)2> u = —(Pi - Р г ) 2> (12.2.23)

связанные соотношением s + t + u  = 4m 2, a x  — фейнмановский 
парам етр, вводимый при объединении знаменателей. С оверш ая 
ультрафиолетовое обрезание при к = А, приходим к выражению 
(при А т)

F = g -
32л
/

г1dx< In
J 0 V

А2
т -  sx(l -  х)

+ In
А2

V ш -  tx(l -  х)

\  Г
+ In

/

А2
m  -  wx(l -  х) (12.2.24)

Мы можем определить перенормированную константу gR как 
значение F в любой точке s, t, и, при условии, что мы остаемся в 
области, где F действительна. Н априм ер, предполож им , что с 
целью  сохранить симметрию  м еж ду  скалярам и , мы вы бираем
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точку нормировки pf = р| = p f  = р'22 = JLL2, s = t = и = -4р.2 /  3 вне 
массовой поверхности *. Определяя перенормированную констан
ту gR как значение F в этой точке, имеем

4 .  3 3  

9 = 9 R + ^

-1
In - 1 - clx In

J 0 v

4ж (1-х) i т 
3 + ~^

2 Л
(12.2.25)

Зависимость от обрезания в (12.2.24) сокращается в порядке 
gR2, и в результате остается конечная формула для F, выражен
ная через gR:

F = 9r

+ In

g|
32л2

г1dx - In
J 0 . У

m 2 + 4x(l -  x)\il /  3 4
m -  sx(l -  x)

m2 + 4x(l -  cc)p.2 /  3 
m2 -  tx( 1 -  x)

+ In m 2 + 4x(l -  x)jj.2 /  3 
m 2 -  ux(l -  x)

+ .

(12.2.26)

Здесь \i? можно считать любой действительной величиной, 
большей —от2, и в этой области gR действительна. Явная зависи
мость (12.2.26) от jll, конечно, сокращается с зависимостью от ц  

перенормированной константы. Эта свобода изменять рецепт пере
нормировки (которая, конечно, существует и в электродинамике, 
и в других реалистичных теориях) будет иметь большое значение, 
когда мы перейдем к рассмотрению в т. II метода ренормгруппы.

12.3. Нужна ли перенормируемость?

В предыдущем разделе мы обнаружили специальный класс 
теорий, в лагранжиане которых имеется лишь конечное чи
сло слагаемых, и к которым тем не менее применима программа

* Проследив еще раз вывод формулы (12.2.25), можно убедиться, что в 
нем не использовались условия = р2 = р '2 = р '2 = -т 2, так что форму
ла (12.2.24) верна при любых значениях масс внешних линий.
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перенормировок. Это теории, в которых все взаимодействия удов
летворяют условию перенормируемости

Лг = - £ ni/(s/  + 1) ^ °>
/

где df и п.. — числа производных и полей типа /  во взаимодейст
виях типа г, a s f есть (с некоторыми уточнениями) спин полей 
типа /. Чтобы в таких теориях была осуществима перенормиров
ка, обычно еще необходимо, чтобы все разрешенные принципами 
симметрии перенормируемые взаимодействия действительно со
держались в лагранжиане.

Важно, что сущ ествует лишь ограниченное число взаимо
действий такого типа. Величина Af становится отрицательной, ес
ли у нас слишком много полей или производных, или полей со 
слишком большими значениями спина. Если нет специальных со
кращений, вообще не существует перенормируемых взаимодей
ствий, включающих поля спина .s, > 1, поскольку единственное 
возможное слагаемое в лагранжиане с А,. > 0, включающее такое 
поле вместе с двумя или более другими полями, должно содер
жать одно поле с = 1 и два скаляра без всяких производных, 
что противоречит лоренц-инвариантности. В т. II мы увидим, что 
произвольные безмасеовые калибровочные поля спина 1 в соот
ветствующей калибровке эффективно имеют sf= 0 как у фотона, 
кроме того, в т. II будет показано, что даже массивные калибро
вочные поля могут эффективно иметь = 0 в зависимости от 
того, каким образом они приобрели массу. Если не считать этих 
особых случаев, в табл. 12.2 приведен список всех перенормируе
мых слагаемых в лагранжиане, разрешенных лоренц-инвариант- 
ностью и калибровочной инвариантностью и включающих скаля
ры (s = 0), фотоны (s = 0) и фермионы спина 1/2 (л 1/2).

Мы видим, что требование перенормируемости накладыва
ет жесткие ограничения на возможные физические теории. По
добные ограничения являются ценным ключом к пониманию струк
туры этих теорий. Например, лоренцовская и калибровочная 
инвариантности сами по себе разрешают введение «паулиевского» 
слагаемого, пропорционального V/[Y!A,Yv]yi?,IV в лагранжиан кванто
вой электродинамики, что сделало бы магнитный момент элек
трона настраиваемым параметром, но мы исключаем подобные 
слагаемые, поскольку они неперенормируемы.
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Таблица 12.2

nif dt щ

Скаляры Фотоны, Спин 1/2

1 0 0 0 3 <р
2 0 0 0 2 ф2
2 0 0 2 0 ЭцфЭ^ф
3 0 0 0 1 ф3

4 0 0 0 0 ф4
2 1 0 1 0 фЭифА^1
2 2 0 0 0 ф2А цА^
1 0 2 0 0 ф w

0 2 0 2 0 V lv
0 0 2 0 1 W
0 0 2 1 0 ¥ 7 Ч у

0 1 2 0 0

Табл. 12.2. Допустимые перенормируемые слагаемые в лагранжиане, 
содержащие скалярные поля <р, дираковские поля \|/ и поля фотонов /V1. 
Величины и df — число полей типа /  и число производных во 
взаимодействии типа г, Л,- — размерность соответствующего коэффициента

Успешные предсказания квантовой электродинамики вроде 
описанного в разделе 11.3 вычисления магнитного момента электро
на можно рассматривать как подтверждения принципа перенорми- 
руемости. Это же относится и к стандартной модели слабых, элек
тромагнитных и сильных взаимодействий, обсуждаемой в т. II. Есть 
множество слагаемых, которые можно было бы добавить в лагран
жиан этой теории, например, четырехфермионные взаимодействия 
между кварками и лептонами, и которые полностью исказили 
бы все предсказания стандартной модели, но такие слагаемые ис
ключаются только на том основании, что они неперенормируемы.

Должны ли мы верить утверждению, что лагранжиан может 
содержать только перенормируемые взаимодействия? Как мы ви
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дели в предыдущем разделе, если включить в лагранжиан все бес
конечное количество взаимодействий, разрешенных симметриями, 
то для сокращения каждой ультрафиолетовой расходимости най
дется соответсвующий контрчлен. В этом смысле, как и утвержда
лось ранее, неперенормируемые теории так же перенормируемы, 
как и перенормируемые теории, если только в лагранжиан вклю
чены все возможные слагаемые.

В последние годы усиливается ощущение, что перенормируемость 
не является фундаментальным физическим требованием, и что на са
мом деле любая реалистичная квантовая теория поля должна содер
жать как перенормируемые, так и неперенормируемые слагаемые. 
Такое изменение точки зрения можно отчасти проследить в продолжаю
щихся неудачных попытках построить перенормируемую теорию гра
витации. В общем классе метрических теорий тяготения, подчиняю
щихся эйнштейновскому принципу эквивалентности, вообще нет 
перенормируемых взаимодействий: общековариантные взаимодействия 
должны строигься из тензора кривизны и его общековариантных произ
водных, и поэтому даже в «калибровке», в которой пропагатор гравито
на ведет себя как к~2, эти взаимодействия содержат слишком много про
изводных метрического тензора для того, чтобы быть перенормируемыми 
В частности, неперенормируемость общей теории относительности сле
дует из того известного факта, что константа гравитационного 
взаимодействия 8roGN = (2,43 • 1018 ГэВ)-2 имеет отрицательную размер
ность. Даже если со всем остальным все в порядке, сокращение расходи
мостей из-за виртуальных гравитонов будет требовать наличия в ла
гранжиане всех разрешенных симметриями взаимодействий, включающих 
не только гравитоны, но и любые частицы.

Но если перенормируемость не является фундаментальным 
физическим принципом, то как же объяснить успех перенорми
руемых теорий вроде квантовой электродинамики и стандартной 
модели? Ответ можно получить с помощью простого размерного 
анализа. Мы уже отмечали, что константа связи взаимодействия 
типа i имеет размерность

[gfj ~[масса]Аг' , (12.3.1)

где показатель Д. дается формулой (12.1.9). К неперенормируемым 
относятся те взаимодействия, у которых константы связи имеют 
отрицательную  массовую размерность. Представляется разум
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ным предположить на основании формулы (12.3.1), что константы 
связи не только имеют размерности, определяемые значением Д., 
но имеют величину порядка

дг *  М А{ , (12.3.2)

где М — некоторая общая масса. (Именно так обстоит дело в слу
чае эффективных теорий поля, которые рассмотрены ниже и, 
более подробно, в т. II.) При расчете физических процессов, про
исходящих на характерных масштабах к 4С М, включение непе- 
ренормируемого взаимодействия типа i с Д. < 0 приводит к появ
лению множителя gfj ~ МД; , который по размерным соображени
ям должен сопровождаться множителем к д*, так что в резуль
тате такое взаимодействие подавляется * при к М множителем 
(к / М)~А{ *С1- (Этот аргумент более аккуратно будет рассмотрен в 
т. II с помощью метода ренормгруппы.) Успех перенормируемых 
теорий электрослабых и сильных взаимодействий всего лишь по
казывает, что М намного больше, чем тот масштаб энергий, на 
котором эти взаимодействия проверены.

Например, ведущими неперенормируемыми поправками к 
обычной электродинамике электронов или мюонов были бы те взаи
модействия размерностью 5, которые подавляются только одним 
множителем 1/М. Лоренцовская, калибровочная и СР—инвариант
ность допускают единственное такое взаимодействие — паулиев- 
ское слагаемое вида (ie/M) V/[Yu,'Yv]V^lv- Согласно (10.6.24), (10.6.17) 
и (10.6.19), такое слагаемое вносит в магнитный момент электрона

* В этом месте существенно предположение, что ультрафиолетовые 
расходимости были устранены с помощью перенормировки, так что от
сутствуют множители, содержащие ультрафиолетовое обрезание А, ко
торые могут помешать размерному анализу. В противном случае, из этого 
анализа следует, что при А —> °° каждая дополнительная неперенормиро- 
ванная константа связи д{ с А. < 0 сопровождалась бы растущим множите
лем д-Дг • Уже очень давно аргументы, основанные на размерных сообра
жениях, привели Гейзенберга к классификации взаимодействий в соот
ветствии с размерностью их констант связи и к предположению10, что при 
энергиях порядка д^А‘ должны возникать новые явления, например, при 
энергии Gp1̂2 ~ 300 ГэВ, где GF — четырехфермионная константа связи в 
фермиевской теории бета-распада. После развития теории перенормиро
вок Саката и др. отметили11, что неперенормируемыми являются теории, 
в которых константы связи имеют отрицательную размерность.
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или мюона вклад порядка 4е/М. Рассчитанное значение магнитно
го момента электрона согласуется с экспериментом с точностью 
до слагаемых порядка Ю_10(е/2ш е), так что М должна быть боль
ше, чем 8 • 1010mg = 4 • 107 ГэВ.

Этот предел может быть ослаблен, если форму неперенор- 
мируемых взаимодействий ограничивают другие симметрии. На
пример, обычный лагранжиан квантовой электродинамики инва
риантен относительно кирального преобразования \|/ —» у-\|/, если 
не считать изменения знака у фермионного массового члена —т \|А|/. 
Если предположить, что полный лагранжиан инвариантен относи
тельно формальной симметрии \\1 —> т —> —т, то паулиевское 
слагаемое в лагранжиане должно было бы входить с дополнитель
ным множителем т/М, так что его вклад в магнитный момент был 
бы только порядка 4ет/М2. Из-за появления лишнего множителя 
ш, самая значимая оценка на М извлекается из формул для мюо
на, а не для электрона. Рассчитанное значение магнитного момента 
мюона согласуется с экспериментом с точностью до слагаемых по
рядка 10-8(е/2т ), так что М должна быть больше, чем л/в • 108ш и

о  е  И-
~ 3 • 10 ГэВ. В любом случае, если М лежит где-то в области 
значений 1018 ГэВ, мы с уверенностью пренебрегаем любыми не- 
перенормируемыми взаимодействиями, которые могут возникать в 
квантовой электродинамике.

Эти соображения позволяют разобраться с некоторыми про
блемами, связанными со слагаемыми с высшими производными в 
лагранжиане. Например, в общей теории действительного ска
лярного поля «р можно ожидать появления в лагранжиане слагае
мых вида (рпп(р. Любое подобное слагаемое будет давать прямой 
вклад в скалярную собственноэнергетическую функцию П (д }, про
порциональный (д2)". Если бы мы включили такой вклад во всех 
порядках, но пренебрегли бы всеми другими эффектами непере- 
нормируемых взаимодействий, то пропагатор скалярного поля 
A'(q2) = 1 /  (д‘  + т 2 — П (д2)) имел бы не один простой полюс по д2 
при отрицательных д2, который можно ожидать на основании об
щих соображений раздела 10.7, а те таких полюсов (некоторые из 
которых могут совпадать), вообще говоря, при комплексных зна
чениях д2. Но если неперенормируемое слагаемое <рпп<р содержит 
коэффициент порядка М-2(п-1), где М  2> ш, тогда дополнительные 
полюсы находятся при значениях д2 порядка М2, т. е. в области, 
где неправомерно игнорировать бесконечное число других непе-

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



12. 3. Нужна ли перенормируемость? 705

ренормируемых взаимодействий, которые также должны появить
ся в лагранжиане. Итак, появление слагаемых с высшими произ
водными в общем неперенормируемом лагранжиане не противо
речит общим принципам квантовой теории поля, использован
ным в разделе 10.7. Однако по тем же соображениям нельзя ис
пользовать слагаемые с высшими производными, чтобы избежать 
появления ультрафиолетовых расходимостей, как это неоднократ
но предлагалось. Слагаемое М_2(п_1)<ршп<р в лагранжиане обеспечи
вает обрезание при импульсах q2 ~ М2, но при таких импульсах 
нельзя игнорировать все другие неперенормируемые взаимодей
ствия, которые обязательно должны присутствовать.

Вклад неперенормируемых взаимодействий сильно подав
лен, однако может быть обнаружен, если они приводят к эффек
там, запрещенным при отсутствии таких взаимодействий. Напри
мер, мы увидим в разделе 12.5, что симметрии относительно за
рядового сопряжения и пространственной инверсии являются ав
томатическим следствием структуры электромагнитных взаимо
действий, определяемой требованиями калибровочной и лорен- 
цовской инвариантности и перенормируемости. Однако можно легко 
вообразить неперенормируемые слагаемые, нарушающие эти сим
метрии, например, слагаемое с электрическим дипольным мо
ментом электрона вида W 5[YjI>Yv]¥ ’̂|IV или фермиевское взаимодей
ствие VYsŶ V ¥■ Сейчас широко распространена точка зрения, 
что сохранение барионного и лептонного чисел нарушается очень 
слабыми эффектами сильно подавленных неперенормируемых 
взаимодействий. Другим примером детектируемых неперенорми
руемых взаимодействий является гравитация. Как отмечалось вы
ше, у гравитонов вообще нет перенормируемых взаимодействий. 
Но, естественно, мы наблюдаем гравитацию, потому что она об
ладает особым свойством: гравитационные поля всех частиц в мак
роскопическом теле когерентно складываются.

Хотя неперенормируемые теории содержат бесконечное число 
свободных параметров, они, тем не менее, сохраняют значительную 
предсказательную силу 12: эти теории позволяют вычислить неанали
тические части фейнмановских амплитуд, типа слагаемых h  q и q In q 
в рассмотренных в начале предыдущего раздела одномерных приме
рах. Такие вычисления воспроизводят результаты, вытекающие из ак
сиом теории ^-матрицы, а именно, что б'-матрица обладает лишь те
ми сингулярностями, которые требуются условием унитарности.
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Парадоксальным образом неперенормируемые квантовые тео
рии поля оказываются наиболее полезными в случаях, когда прин
ципы симметрии запрещают перенормируемые взаимодействия. 
В таких случаях можно развить полезную теорию возмущений, 
разлагая в ряд по степеням к/М. Такой подход был детально раз
работан для теории пионов низких энергий 12’13, которая будет 
подробно обсуждаться в т. II, и в теории гравитонов низких энер
гий м. Чтобы привести пример попроще, рассмотрим теорию дей
ствительного скалярного поля, удовлетворяющую принципу ин
вариантности относительно трансляций поля

ф(х) —> ф(х) + е ,

где е — произвольная константа. Эта симметрия запрещает любое 
перенормируемое взаимодействие или массу скаляра, но допускает 
бесконечное число неперенормируемых взаимодействий с производ
ными

У = - ^ ЭцФ^Ф-|(ЭцФЭ^Ф)2 -

где д ~ М-4, а «..,» означает слагаемые с большим числом произ
водных или полей. (Для простоты здесь предполагается, что тео
рия симметрична относительно отражения ф —> —ф.) Согласно про
деланному выше размерному анализу, диаграмма произвольной 
реакции, в которой все энергии и импульсы порядка к М, 
подавлена фактором (к/МУ, где

у = - 1 > А  = Е е д + п г - 4 ) ,
i i

и пр с/. — числа скалярных полей и их производных во взаимо
действии типа г, а V, — число вершин таких взаимодействий в 
диаграмме. При к М главный вклад в любой процесс соответст
вует наименьшему значению V. Формулу для V можно предста
вить в более удобном виде, используя известные топологические 
тождества для связных диаграмм:

5 > < = 1 - Ь  + 1, £ v , n t = 2I + E,
i i
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где I, Е и L — числа внутренних линий, внешних линий и петель в 
нашей диаграмме. Комбинируя эти выражения, получаем

V = 2Е -  4 + 4L +  £  VfCdi -  щ ).
i

Симметрия относительно трансляций полей требует, что
бы каждое поле сопровождалось по меньшей мере одной произ
водной, так что величина di — nf, а также L неотрицательны для 
всех взаимодействий. Таким образом, для данного процесса (т. е. 
при фиксированном числе внешних линий Е) главными будут 
вклады от древесных диаграмм (с L = 0), отвечающим взаимо
действиям с минимальным числом с!. = п. производных. Иными 
словами, в ведущем порядке можно считать, что лагранжиан 
зависит только от первых  производных поля. Поправки более 
высокого порядка могут содержать петли и/или взаимодейст
вия с большим числом производных от некоторых полей. Но в 
любом данном порядке V по (к/М) нужно рассматривать только 
конечное число диаграмм, для которых L < (4 — 2Е + v)/4 , и только 
конечное число типов взаимодействий.

Например, скаляр-скалярное рассеяние в ведущем порядке 
определяется древесной диаграммой с одной вершиной, вклад ко
торой можно найти, используя взаимодействие — д(ЭцфЭ'иф)2 в пер
вом порядке теории возмущений. Согласно нашей формуле для V, 
главная поправка, подавленная при низких энергиях множите
лем (к/М)2, возникает от другой древесной диаграммы с одной 
вершиной, порождаемой взаимодействием с двумя дополнитель
ными производными вида * Э̂ ЭуфЭ,1Э'’(рЗлрЭ̂ <р. Следующие поправ
ки, подавленные при низких энергиях двумя дополнительными 
множителями к/М, возникают как от однопетлевой диаграммы 
рис. 12.4 (с учетом перестановки внешних линий), вычисленной 
только с учетом взаимодействия — д(Э̂ фЭ̂ ф)2, так и от древесных 
диаграмм с единственной вершиной, возникающей от четвертич
ного взаимодействия с восемью производными, константы кото-

* В согласии с замечанием в разделе 7.7, мы исключаем взаимодейст
вия, содержащие П<р, поскольку с помощью уравнений поля для ф можно 
выразить такие взаимодействия через другие.
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Рис. 12.4. Однопетлевая диаграмма скаляр-скалярного рассеяния в теории с 
четвертичным взаимодействием с производными

рого содержат бесконечные вклады, сокращающие ультрафиоле
товые расходимости петлевой диаграммы *.

Петлевая диаграмма приводит также к конечным слагаемым 
в амплитуде рассеяния, пропорциональным выражениям типа 
s4 In s + t4 In t +  u4 In u, s2t2 In и + t2u2 In s + u2s2 In t и т. д. с вычис
ляемыми коэффициентами, пропорциональными д2. Указанные ко
нечные слагаемые представляют поправки к амплитуде рассея
ния в низшем порядке, необходимые для обеспечения унитарности 
.S'-матрицы, однако пока что самый простой способ их расчета — 
пертурбативная квантовая теория поля.

Хотя неперенормируемые теории позволяют получить по
лезные разложения по степеням энергии, они неизбежно теряют 
всякую предсказательную силу при энергиях порядка характер
ной для всех констант общей шкалы масс М. Если буквально вос
принимать такие разложения, то полученные для элементов 
.S'-матрицы результаты будут противоречить при Е 2> М ограниче
ниям, накладываемым условием унитарности. Похоже, что в отно
шении происходящего при таких энергиях существуют только две 
возможности. Одна заключается в том, что растущий вклад эф
фектов неперенормируемых взаимодействий как-то насыщается, 
так что никаких противоречий с унитарностью не возникает 15. Дру
гая связана с появлением на масштабах порядка М какой-то новой 
физики. В этом случае неперенормируемые теории, описывающие

* Если использовать размерную регуляризацию, то это единственные 
ультрафиолетовые расходимости, возникающие в однопетлевых диаграм
мах. В других методах регуляризации возникают также четвертичные и 
квадратичные расходимости, которые сокращаются контрчленами в четы
рехскалярных взаимодействиях с четырьмя или шестью производными.
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природу при энергиях Е М, являются не истинно фундамен
тальными, а просто эффективными теориями поля.

Вероятно, самым первым примером эффективной теории по
ля была построенная в 1930-х годах Эйлером и др.16 теория низ
коэнергетических фотон-фотонных взаимодействий (см. раздел 1.3). 
По существу они вычислили вклад в фотон-фотонное рассеяние 
фейнмановских диаграмм типа показанной на рис. 12.5, и обнару
жили, что при энергиях много меньших те рассеяние света на 
света оказывается таким же, как если бы оно было вычислено с 
помощью эффективного лагранжиана

П ф ф = ^ | г [ ( Е 2 - В ! )2 + 7 (Е -В )2]

_ еЕ еВ
+ более высокие порядки по —— и ——.

' mc mg

Эйлер и др. использовали э т о т  эффективный лагранжиан толь
ко в древесном приближении, и вычислили ведущие слагаемые в 
матричных элементах фотонного взаимодействия. Лишь намного 
позднее такие лагранжианы, несмотря на их неперенормируемость, 
стали использовать вне рамок древесного приближения 12,1

Рис. 12.5. Диаграмма фотон-фотонного рассеяния. Ее вклад при низких энергиях 
можно вычислить, исходя из эффективного лагранжиана Эйлера и др.16. 
Прямые линии отвечают электронам, волнистые — фотонам
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На современном жаргоне мы говорим, что при получении 
такого лагранжиана «по электронам было произведено интегри
рование», поскольку в однопетлевом приближении

Более общая процедура заключается в том, чтобы выписать 
самый общий неперенормируемый эффективный лагранжиан, с 
его помощью рассчитать различные амплитуды в виде разложе
ний в ряд по энергиям и импульсам, а затем выбрать константы в 
эффективном лагранжиане, сравнив полученные результаты с те
ми, которые выводятся с помощью лежащей в основе теории.

Мы еще вернемся к эффективным теориям поля, особенно 
при рассмотрении нарушенных симметрий в т. II. Как будет пока
зано, эффективные теории поля полезны, даже если их нельзя 
вывести из лежащей в основе теории, либо потому, что эта тео
рия неизвестна, либо потому, что взаимодействия в ней слишком 
сильны, чтобы можно было использовать теорию возмущений. Дей
ствительно, даже если мы ничего не знаем о свойствах заряжен
ных частиц, рассеяние фотонов при достаточно низких энергиях 
должно будет описываться эффективным лагранжианом, содер
жащим слагаемые (Е2 — В2)2 и (Е-В)2, поскольку это единственные 
четвертичные калибровочно и лоренц-инвариантные слагаемые, 
не содержащие производных от Е и В. Слагаемые с такими произ
водными должны быть подавлены при низких энергиях фотонов Е 
дополнительными множителями Е/М, где М — некоторая типич
ная масса заряженных частиц, по которым было произведено 
интегрирование. Можно продвинуться еще дальше: будет показа
но, что эффективные теории поля полезны даже в том случае, 
когда описываемые ими легкие частицы вообще не присутствуют 
в исходной теории, а состоят из тяжелых частиц, по которым 
произведено интегрирование. Лежащая в основе теория может 
вообще не быть теорией поля — трудности с включением грави
тации привели многих теоретиков к убеждению, что такая тео
рия есть на самом деле теория струн. Но откуда бы ни возникала 
эффективная теория поля, она неизбежно должна быть непере- 
нормируемой.
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12.4. Плавающее обрезание *

Прежде чем завершить эту главу, полезно сделать несколь
ко замечаний о связи общепринятой теории перенормировок с под
ходом, впервые развитым Вильсоном 18. В методе Вильсона вво
дится «плавающее» конечное ультрафиолетовое обрезание (либо 
резкое, либо сглаженное) при импульсах с компонентами порядка 
Л, а затем вместо устремления Л —> °° требуется, чтобы голые 
константы теории ** (входящие в лагранжиан) зависели от Л таким 
образом, чтобы все наблюдаемые величины не зависели от Л.

Удобно работать с безразмерными параметрами. Если голая 
константа связи или массовый параметр д.{А) имеют размерность 
[масса]Аг', можно определить соответствующий безразмерный па
раметр г̂г формулой

На основании обычного размерного анализа получаем, что значе
ние % при каком-то значении А’' параметра обрезания можно за
писать как функцию значения Щ при другом значении параметра 
Л и отношения А'/А:

В функции F не могут появиться никакие другие парамет
ры, кроме А' и Л, поскольку в ней не может быть ультрафиоле
товых или инфракрасных расходимостей. Действительно, разни
ца между константами при значениях Л и А' возникает от диа
грамм, у которых импульсы внутренних линий имеют значения 
между Л и А'. Дифференцируя (12.4.2) по А' и полагая затем Л/ 
равным Л, приходим к дифференциальному уравнению для

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.

** Имеются в виду параметры теории — как собственно константы 
связи, так и массовые параметры. Ниже часто они все, для краткости, 
называются константами связи (couplings). — Прим. ред.

%{А) = А А% (Л ). (12.4.1)

(12.4.2)
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А 4 г Ш А ) = ^ Ы А ))̂  (12.4.3)dA
,г))]г=1. При малых константах связи функции 

РД|§ можно вычислить по теории возмущений. Это вильсоновский 
вариант уравнения «ренормгруппы», которое мы в несколько иной 
форме обсудим в т. II.

При любом конечном значении обрезания лагранжиан опре
деляет эффективную теорию поля, в которой вместо интегриро
вания по «тяжелым» частицам вроде электрона в работе Эйлера 
и др. (или в добавление к этому интегрированию) производится 
интегрирование по всем частицам с импульсами больше Л. Даже 
если в исходной теории есть конечное число параметров связи 
при некотором значении обрезания Л0, при любом другом значе
нии обрезания дифференциальное уравнение (12.4.3) приведет в 
общем случае к ненулевым значениям всех констант связи, раз
решенных принципами симметрии *.

Будем различать переномируемые и неперенормируемые кон
станты связи, обозначив их, соответственно, •  и Ш, где а нуме
рует конечное число N констант связи (включая массы), для кото
рых Аа > 0, а п нумерует бесконечное число констант связи с 
размерностями Дп < 0. Мы хотим показать, что если константы 
связи г5а(Л0) и SJi^q) пРи некотором начальном значении обреза
ния Ад находятся на произвольной iV-мерной начальной поверх
ности .'/0, тогда (с некоторыми уточнениями) при Л <£. Л0 они попа
дают на фиксированную поверхность Щ не зависящую как от Л(), 
так и от начальной поверхности **. Эта фиксированная поверх
ность стабильна в том смысле, что порождаемая уравнением
(12.4.3) траектория, начинающаяся из любой точки поверхности, 
остается на ней. Такая стабильная поверхность определяет мно

* Единственными известными исключениями из этого правила являют-
4ся теории, основанные на суперсимметрии .

** Эта теорема принадлежит Польчинскому 19. Ниже мы приводим со
кращенное и менее строгое ее доказательство. (В доказательстве Польчин- 
ского начальная поверхность берется такой, что все неперенормируемые 
константы связи равны нулю. Как мы увидим, константы связи достигают 
одной и той же фиксированной поверхности при произвольной начальной 
поверхности.)
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жество теорий с конечным числом параметров, физическое содер
жание которых не зависит от обрезания. Как пояснялось в преды
дущем разделе, это есть существенное свойство перенормируе
мых теорий. Далее, такая конструкция показывает, что исходная 
теория, определенная при обрезании Л0, будет при Л Л0 выгля
деть как перенормируемая *.

Чтобы доказать приведенные утверждения, рассмотрим про
извольное малое возмущение 6^(Л) значений |ШЛ), удовлетво
ряющих уравнению (12.4.3). Оно удовлетворяет дифференциаль
ному уравнению

А 1 Х 8%{Х) = Е м #С^Л))8^(Л), (12.4.4)
j

где

Mi|Cf) = э!гР г'Ш - (12.4.5)

Это уравнение связывает перенормируемые и неперенорми
руемые константы связи, так что трудно увидеть разницу в их по
ведении. Чтобы расцепить эту связь, введем линейную комбинацию

—  Шab Ш

-1

Л " )
Уъ >

аЪ
где — значения перенормируемых констант связи при обреза
нии Aq, которые мы будем использовать как координаты на на
чальной поверхности, а Ш — значения неперенормируемых кон
стант связи при обрезании Л, полученные из дифференциального 
уравнения (12.4.3), причем начальные значения констант при об
резании Ад отвечают точке на начальной поверхности с координа
тами (, ". Чтобы вычислить производную по Л, заметим, что 
производные Э ^/Э г5а° удовлетворяют тому же дифференциаль
ному уравнению (12.4.4), что и 5r5f Доказательство того, что

* Конечно, симметрии некоторых теорий и их полевой состав таковы, что 
невозможны никакие перенормируемые взаимодействия. К такому случаю 
относятся теории, содержащие только поля фермионов, или только гравита
ционное поле. При Л <«С Л0 эти теории выглядят как теории свободных полей.
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(12.4.7)
т

где

(12.4.8)

проводится элементарно. Теперь следует оценить матричные эле
менты матрицы N . В теории свободных полей не требуется ни
каких обрезаний, поэтому при очень малых константах связи все 
голые параметры становятся независящими от Л. Отсюда для ма-

Отсюда следует, что матрица N приближенно равна —А 6 . 
Определяющей характеристикой неперенормируемых констант 
связи является условие Ап < 0. Из (12.4.7) следует, что, по край
ней мере для некоторой конечной области значений констант свя
зи, где матрица iV положительно определена, величина t n ве
дет себя при Л <  Л0 как положительная степень Л/Л(). В этом 
пределе возмущения связаны соотношением

В частности, если немного изменить начальную поверхность 
и/или начальную точку на этой поверхности, и/или начальное 

обрезание Л,,, так что возмущения перенормируемых констант 
связи Щ1а обратятся в нуль при некотором обрезании Л Л0, то и 
возмущения 8‘£ всех других констант также обратятся в нуль 
при значении обрезания Л. Следовательно неперенормируемые кон
станты при Л <?С А0 могут зависеть только от перенормируе
мых констант § а(Л), а не от начальной поверхности, начальной 
точки или начального обрезания Л0 по отдельности. При Л Л0 
все константы достигают, таким образом, iV-мерной поверхно-

(12.4.10)
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сти W с координатами *§а(Л), которая не зависит ни от начальной 
поверхности, ни от величины AQ.

Заметим, что неперенормируемые константы связи ® на W 
в общем случае не малы. Важно то, что они становятся функ
циями перенормируемых констант. Изменения Л при условии, 
что Л много меньше Л0, изменяют константы, но они остаются 
вблизи (по крайней мере, до тех пор, пока константы связи не 
станут настолько большими, что N т уже не будет положитель
но определенной матрицей). Итак, Ш является стабильной по
верхностью, что и требовалось доказать.

Мы видели, что все физические величины можно выразить 
через Л и ЗЦЛ), причем физические величины от Л не зависят. 
В частности, это верно для N обычных перенормированных кон
стант связи и масс, вроде е и те в квантовой электродинамике. Но 
теперь можно обратить это соотношение и выразить fL(A) через 
обычные параметры и Л. Таким образом можно обосновать обыч
ную программу перенормировок: все физические величины выра
жаются независящим от обрезания способом через обычные пе
ренормированные константы связи и массы.

Подход Вильсона имеет ряд практических преимуществ. Не 
нужно беспокоиться о внутренних интегрированиях и перекры
вающихся расходимостях. Обрезание по импульсам применяется 
ко всем внутренним линиям. Кроме того, ряд теорем о неперенор- 
мировке * для суперсимметричных теорий, утверждающих, что 
некоторые константы не изменяются при учете радиационных по
правок, оказываются верными только для зависящих от обреза-

90ния голых констант связи .
С другой стороны, у вильсоновского подхода есть и недостатки. 

Приходится отказаться от ряда упрощений, возникающих при рабо
те с перенормируемыми теориями типа квантовой электродинамики. 
Поскольку мы начинаем с того, что по частицам с импульсами, пре
вышающими некоторый масштаб Л, производится интегрирование, 
результирующая эффективная теория поля оказывается содержа
щей все лоренц- и калибровочно-инвариантные взаимодействия с не 
зависящими от А константами. (Тем не менее, в физических процес
сах при энергиях Е <?С Л доминирующими будут все же перенорми-

* Англоязычный термин nonrenormalization theorem мы переводим как 
meopejvia о пеперенормировке. — Пргич. пер.
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руемые константы связи.) Кроме того, обрезание в общем случае раз
рушает явную калибровочную инвариантность, а также либо явную 
лоренц-инвариантность, либо унитарность. Ни одной из этих проблем 
нет в физике конденсированных сред, для которых и был первона
чально разработан метод Вильсона, поскольку никто не ожидает, что 
реалистическая теория конденсированного вещества должна быть стро
го перенормируемой, и нет никаких фундаментальных физических 
принципов, которые обязательно нарушаются обрезанием. На самом 
деле, в кристаллах существует  обрезание по импульсам фононов, 
определяющееся периодом обратной решетки.

Если посмотреть глубже, разница между обычным и виль
соновским подходами есть вопрос математического удобства, а не 
физической интерпретации. Действительно, обычная перенорми
ровка уже приводит к чему-то вроде настраиваемого обрезания: 
когда мы выражаем наш ответ через константы связи, опреде
ленные как значения физических амплитуд при некоторых им
пульсах порядка JJ, (как для обсуждавшейся в предыдущем разде
ле скалярной теории поля), те сокращения, которые делают ин
тегралы сходящимися, начинают действовать при виртуальных 
импульсах порядка р.. Наоборот, зависящие от Л константы связи 
в подходе Вильсона должны в конечном счете быть выражены 
через наблюдаемые массы и заряды, и когда это сделано, резуль
таты совпадают с теми, которые получены обычными способами.

12.5. Случайные симметрии *

Как показано в разделе 12.3, есть хорошие основания счи
тать, что перенормируемые теории поля приближенно описыва
ют природу при достаточно низких энергиях. Часто требование 
перенормируемости оказывается настолько жестким, что эффек
тивный лагранжиан автоматически подчиняется одной или более 
симметриям, которые не являются симметриями исходной тео
рии и могут поэтому нарушаться подавленными неперенормируе- 
мыми слагаемыми в эффективном лагранжиане. Действительно, 
большинство экспериментально обнаруженных симметрий в фи

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении.
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зике элементарных частиц являются «случайными симметриями» 
указанного типа.

Классическими примерами могут служить инверсии и со
хранение аромата в электродинамике заряженных лептонов. Наи
более общий перенормируемый лоренц-инвариантный и калиб- 
ровочно инвариантный лагранжиан фотонов и полей \||/, спина 1/2 
и заряда — е имеет вид

9P = - - Z o F  Я 1'’J 4 (iv

-  + wAIVl,- + ieA]\|/Hj-
(12.5.1)

-  £  ,

где сумма по г, j  является суммой по трем лептонным ароматам 
(е, Ц, т), y L;. и  — левые и правые компоненты поля I)/., опреде
ленные согласно формулам

= | (1 + T5)¥ i, ¥йг = | (1- Т 5)¥г, (12.5.2)

a Zj , ZR и М — числовые матрицы. Мы не делаем никаких предпо
ложений о сохранении лептонного аромата, так что матрицы 
ZHj, ZRi. и М.. не обязаны быть диагональными. Кроме того, мы 
ничего не предполагаем относительно инвариантности по отноше
нию к Р, С или Т, так что нет никаких обязательных связей меж
ду ZL и ZR или между М и М”1. Единственные ограничения на эти 
матрицы вытекают из действительности лагранжиана, требую
щей, чтобы Zu - и ZRi. были эрмитовыми, и из канонических соот
ношений антикоммутации, требующих, чтобы Zu . и ZRi. были по
ложительно определены.

Предположим теперь, что мы заменяем лептонные поля \|/L, 
новыми полями \])'ь , \|/̂ ч, определенными согласно формулам

¥ l  =  Siyfb ’ V r  =  ,̂ r ¥ r >  (12 .5 .3)
где SLR — несингулярные матрицы, которые можно выбирать по 
желанию. Лагранжиан, выраженные через новые поля, принима
ет тот же вид, что и (12 .5 .1), но с новыми матрицами
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Z'L = S lZ LS L , Z *  = S fRZRSR , M ' = 4 m s r . (12.5.4)

Можно выбрать SL и SR так, что Z'L = Z'R = 1. (Достаточно 
взять SLR = UlrDl r , где ULR — унитарные матрицы, диагонали- 
зующие положительно определенные эрмитовые матрх-щы ZLR а 
Dlr — диагональные матрицы, диагональные элементы которых 
равны обратным квадратным корням из собственных значений ZL R.)

Совершим теперь еще одно преобразование — от лептон- 
ных полей \|/; к полям V]/ г:

¥ l = > ¥к = >̂r¥ r • (12.5.5)

Если выразить лагранжиан через новые поля, он вновь при
нимает ту же форму с новыми матрицами

= s £ s 'l , z "  = s Rfs R , м "  = s £ m 's 'r . (12.5.6)

На этот раз выберем S'LR унитарными, так что опять Z'L = 
Z'R = 1. Эти унитарные матрицы выбираются так, чтобы матрица 
М " была действительной и диагональной. (Согласно полярному 
разложения, М', как и любая квадратная матрица, может быть 
представлена в виде М' = VH, где V — унитарная, а Я — эрмито
ва матрицы. Возьмем S'L = -S’’ ,. V и выберем в качестве S'R уни
тарную матрицу, диагонализующую Н.) Опуская штрихи, полу
чаем, что лагранжиан принимает вид:

^  = - T Z s V V

-  L  + ieAW u  -  £  + тЛ]Ущ
г' i (12.5.7)

i i

где m . — действительные числа, равные собственным значениям 
эрмитовой матрицы Н. Окончательно это выражение можно пред
ставить в более знакомой форме:

ж = - \ Z ^ yF ^ - Y ^ i 9  + геА]Ц1{ •
i i (12.5.8)
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Если лагранжиан имеет такой вид, совершенно ясно, что любой 
перенормируемый лагранжиан электродинамики лептонов автомати
чески сохраняет Р, С и Т, а также числа лептонов (мину# числа анти- 
лептонов) каждого аромата: электронного, мюонного и тау-лептонио- 
го *. В частности, несмотря на выражение (12.5.1), такая теория запре
щает процессы типа ja —> е + у. Читатель может высказать опасение, 
правильно ли идентифицировать лептонные поля с функциями \|/г (ко
торые ранее обозначались 1|/"() в лагранжиане (12.5.8), явно сохраняю
щими лептонный заряд, а не с \|/г из лагранжиана (12.5.1), который 
вроде бы допускает процессы типа JJ, —> е + у. Эти опасения можно 
отбросить: как подчеркивалось в разделе 10.3, нет такого поля, кото
рое можно идентифицировать с истинным полем мюона или электро
на. На самом деле, лагранжиан (12.5.1) приводит к отличным от нуля 
матричным элементами радиационного распада лептона 1 в лептон 2 
вне массовой поверхности. Однако, беря импульсы лептонов на массо
вой поверхности, мы находим, что S--матрица всех таких процессов, 
даже вычисленных с помощью лагранжиана (12.5.1), обращается в нуль.

При получении этих результатов было существенно, что как 
левые, так и правые компоненты лептонных полей, входящих в
(12.5.1), имели один и тот же электрический заряд или, иными сло
вами, левые и правые компоненты лептонных полей преобразуют
ся одинаково под действием электромагнитных калибровочных пре
образований. Как мы увидим в т. II, по схожим причинам современ
ная перенормируемая теория сильных взаимодействий, известная 
под названием квантовой хромодинамики, автоматически сохраня
ет С и (если не считать ряда непертурбативных эффектов) Р, Т, а 
также числа кварков (минус числа антикварков) каждого кваркового 
аромата. Мы также увидим в т. II, что по причинам, аналогичным 
изложенным здесь для электродинамики, простейшая версия пере
нормируемой стандартной модели слабых и электромагнитных взаи
модействий автоматически сохраняет лептонный аромат (хотя и не 
С и Р). Открытой остается возможность, что эффекты неперенор- 
мируемых взаимодействий, идущие от больших масштабов масс, 
могут нарушать любой из упомянутых законов сохранения.

* Впервые это было показано Фейнбергом, Кабиром и мной 21. Ранее Фей- 
нберг22 отмечал, что эффекты слабых взаимодействий в теории с единствен
ным типом нейтрино приводят к наблюдаемой вероятности процесса ц —> е + у 
Эта проблема разрешилась только после открытия второго типа нейтрино.
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Задачи

1. В случае размерности пространства-времени, равной 2, 3 и б, 
перечислите все перенормируемые (или суперперенормируемые) 
лоренц-инвариантные слагаемые в лагранжиане одного скаляр
ного поля.

2. Покажите, каким образом в квантовой электродинамике со
кращаются перекрывающиеся расходимости в собственной 
энергии электрона.

3. Рассмотрите теорию скалярного поля ф и спинорного поля \|/ 
с гамильтонианом взаимодействия дф \(А|/. Запишите однопет
левой вклад в собственноэнергетическую функцию скалярно
го поля П (q) как сумму расходящегося полинома по и явно 
сходящиегося интеграла.

4. Пусть квантовая электродинамика электронов и фотонов яв
ляется на самом деле эффективной теорией поля, получен
ной из теории, где произведено интегрирование по неизвест
ным частицам массой М mg. Предположите калибровочную 
и лоренц-инвариантность, однако не требуйте инвариантно
сти относительно С, Р и Т. Каковы неперенормируемые сла
гаемые в лагранжиане в ведущем порядке по 1/М? Как вы
глядят эти слагаемые в следующем порядке?
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Инфракрасные эффекты

При изучении радиационных поправок особую роль играют 
те из них, которые обязаны своим происхождением “мягким” фо
тонам, т. е. фотонам, импульс и энергия которых много меньше 
характерных масс и энергий изучаемого процесса. Дело не только 
в том, что эти поправки часто бывают настолько большими, что 
нужно учитывать их во всех порядках теории возмущений, но и в 
том, что такое суммирование без труда осуществляется. Вклад фо
тонов бесконечно больших длин волн принимает форму расходя
щихся интегралов, но, как мы увидим, все эти «инфракрасные 
расходимости» сокращаются '.

В большей части данной главы мы будем иметь дело с фото
нами, взаимодействующими с заряженными частицами произволь
ного типа и спина, включая атомные ядра, способные не только к 
электромагнитным, но и сильным взаимодействиям. Однако не
трудно приспособить представленные ниже вычисления к инфра
красным эффектам, связанным с другими безмассовыми частица
ми вроде глюонов в квантовой хромодинамике. В разделе 13.4 мы 
явно рассмотрим весьма широкий класс теорий безмассовых час
тиц и докажем в общем виде сокращение инфракрасных расходи
мостей.

После таких обобщений мы вернемся к изучению фотонов и 
рассмотрим два практически важных вопроса:

рассеяние мягких фотонов заряженными частицами с произ
вольными неэлектромагнитными взаимодействиями, обладающими 
произвольным спином;

представление тяжелых заряженных частиц типа атомных 
ядер в виде источников внешнего электромагнитного поля.
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13.1. Амплитуды испускания мягких фотонов

В этом разделе мы выведем универсальную формулу для ам
плитуды испускания произвольного числа фотонов очень малой энер
гии в процессе ОС —> (3 с участием произвольного числа более энергич
ных заряженных частиц любого типа.

Начнем с амплитуды испускания одного мягкого фотона. Если 
подсоединить линию мягкого выходящего фотона с импульсом q и 
индексом поляризации J.I к линии заряженной частицы, выходящей 
из какой-то связной фейнмановской диаграммы процесса ос —> (3 (рис.
13.1, а), то матричный элемент этого процесса следует умножить на 
дополнительный пропагатор заряженной частицы с импульсом 
р + q, который имела заряженная частица перед испусканием фо
тона, и на множитель, отвечающий вкладу возникшей новой вер
шины «заряженная частица—фотон». Если спин заряженных частиц 
равен нулю, масса т и заряд +е, эти множители имеют вид

—i 1
гулу -h q ;j

(2л:)4 (p + q f  + m 2 -  ге

Р Р.л___________ _ ____________ л.

а а
Рис. 13.1. Ведущие диаграммы испускания мягких фотонов в произвольном 
процессе а —> (3. Прямые линии изображают частицы в состояниях аир (включая 
возможные жесткие фотоны), волнистые линии — мягкие фотоны
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что в пределе q —> 0 сводится к множителю

ер
р ■ q -  ie (13.1.1)

(Мы вправе переопределять величину положительной бесконечно 
малой добавки £, заботясь только о сохранении ее знака.) Получен
ный результат на самом деле верен для заряженных частиц любого 
спина. Например, для частицы спина 1/2 и заряда +е нужно заме
нить коэффициентную функцию и(р, а) для выходящей заряжен
ной частицы на

ад(р, <т)[—г(2тг)4 еуй ] —г -г($) + <$) + т  
(2л)4 (р + q)2 + т 2 -  гг

В пределе q —> 0 числитель пропагатора равен сумме диад:

-гр  + т = 2р° £  и(р, о 'Щ р ,о ' ) ,
а'

так что получается сумма матричных элементов оператора между 
спинорами с одинаковыми импульсами, имеющими вид

й(р, а)у^и(р, а') = -г'8а д-р11 /  р ° .

И в этом случае эффект сводится к умножению матричного элемен
та процесса а  —> (3 на множитель (13.1.1). Вообще, для заряженных 
частиц любого спина 4-импульс р + q на новой внутренней линии в 
пределе q —> 0 стремится к массовой поверхности, так что числи
тель пропагатора стремится к сумме диад коэффициентных функ
ций, превращающей новую вершинную матрицу в множитель, про
порциональный р ,̂ и единичную матрицу по спиральным индексам. 
В результате вновь приходим к (13.1.1). Далее, как мы видели в 
гл. 10, поправки более высоких порядков не влияют на вычеты по
люсов пропагаторов на массовой поверхности, а также на матрич
ный элемент электрического тока между состояниями одной и той 
же частицы при одинаковых импульсах, так что (13.1.1) определя
ет правильный во всех порядках теории возмущений множитель,
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связанный с испусканием мягкого фотона с линии выходящей заря
женной частицы.

Те же аргументы применимы к фотону, испускаемому в про
цессе а  —> (3 с линии входящей заряженной частицы, с той разни
цей, что после того, как входящая частица испустит фотон с 4-им
пульсом q, линия заряженной частицы приобретает импульс р — q, и 
вместо (13.1.1) получается множитель

р • q -  ie (13.1.2)

Фотон может, конечно, испускаться и с внутренней линии диа
граммы процесса а  —» р, но в этом случае не возникает множителя, 
ведущего себя как (р-q)-1 при q —» 0. Таким образом, амплитуда М%а 
(матричный элемент без дельта-функции закона сохранения энер
гии-импульса) испускания одного мягкого фотона с 4-импульсом q 
и поляризационным индексом (.1 в процессе ОС —> (3 определяется сум
мой слагаемых типа (13.1.1) и (13.1.2), по одному на каждую выходя
щую или входящую заряженную частицу:

M^Jq) -> Mf,u Y  1k eng£ра рп q — Щпе (13.1.3)

где рп и +еп — 4-импульс и заряд те-й частицы в начальном или 
конечном состоянии, а Г|п — знаковый множитель, равный +1 для 
частиц в конечном состоянии (3 и —1 для частиц в начальном состоя
нии а.

Прежде чем переходить к рассмотрению испускания несколь
ких мягких фотонов, нелишне напомнить важное свойство 2 форму
лы (13.1.1). Чтобы вычислить амплитуду испускания фотона 
определенной спиральности, нужно свернуть это выражение с соот
ветствующим вектором поляризации e)I(q,±). Однако мы видели в 
разделе 5.9, что e^(q,±) не является 4-вектором: под действием пре
образований Лоренца Л% вектор поляризации преобразуется в 

(q,±) плюс слагаемое, пропорциональное (f. Для того, чтобы это 
дополнительное слагаемое не разрушило лоренц-инвариантность, 
необходимо, чтобы свертка M^a(q) с обращалась в нуль. Однако 
при q —> 0 из (13.1.3) имеем
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^ВаУ , Пиеп ■ (13.1.4)

Коэффициент при Мра в правой части равен полному заряду в ко
нечном состоянии минус полный заряд в начальном состоянии, так 
что условие обращения в нуль эквивалентно условия сохранения 
заряда. Итак, без всяких дополнительных предположений о калиб
ровочной инвариантности, мы получаем, что для частиц со спином 
единица и массой нуль из лоренц-инвариантности вытекает со
хранение любой константы связи типа электрического заряда, оп
ределяющей взаимодействие этих частиц при низких энергиях. 
Между прочим, амплитуда испускания мягкого гравитона с 4-им
пульсом q и тензорными индексами ц, V в процессе ОС —> р дается 
формулой3, аналогичной (13.1.3):

П/гМ-V/ \ . п/Г Y-1 Ч„
МР«(9) -> MP a L Pri. g _ iTlr(£ - (13.1.5)

П

где / п — константа связи мягкого гравитона с частицами типа п. Из 
лоренц-инвариантности вытекает, что свертка амплитуды с q  ̂ об
ращается в нуль. Но

Мр « , (1ЗЛ.6)
П

так что сумма £  /„р], сохраняется. Однако единственная линейная 
комбинация 4-импульсов, которая может сохраняться, не приводя к 
запретам на все нетривиальные процессы рассеяния, это полный 4- 
импульс, так что для сохранения (13.1.6) все f n должны быть равны. 
(Общее значение f n можно считать равным yj8%GN , где GN— ньюто
новская постоянная тяготения.) Таким образом, из лоренц-инвари- 
антности вытекает, что низкоэнергетические безмассовые частицы 
спина 2 одинаково взаимодействуют со всеми формами энергии и 
импульса. Это первый шаг на долгом пути к доказательству, что прин
цип эквивалентности Эйнштейна является необходимым следствием 
лоренц-инвариантности в применении к безмассовым частицам спи
на 2. Аналогично, амплитуда испускания мягкой безмассовой части
цы со спином j > 3 в процессе (X —> имеет вид
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-> Мра£ ЧпдпРпРпРЬ- 
Р п 'Ч -  «1™£

Требование лоренц-инвариантности приводит к тому, что сумма 
Е УпРпРп--- должна сохраняться. Но ни одна такая величина не мо
жет сохраняться без запрета на все нетривиальные процессы рас
сеяния, так что все gn должны обращаться в нуль. Безмассовые 
частицы со спином j > 3 могут существовать, но их константы связи 
должны обращаться в нуль в пределе низких энергий, в частности, 
такие частицы не могут быть переносчиками сил, убывающих об
ратно пропорционально квадрату расстояния.

Рассмотрим теперь испускание двух мягких фотонов. Вклад в 
матричный элемент от диаграммы, в которой два фотона испуска
ются с разных внешних линий процесса а  —> Р, определяется умно
жением матричного элемента а —> (3 на произведение множителей 
вида (13.1.1) или (13.1.2). Может быть, несколько удивительно, что 
тот же результат верен, если два фотона испускаются со одной и 
той же линии. Например, если фотон 1 испускается с внешней ли
нии частицы с зарядом +е и 4-импульсом р после фотона 2, получа
ем множитель

цер^ г|ер^2
р ■ q 1 -  гг|£ _р-( т  +

если же фотон 2 испускается после фотона 1, этот множитель при
нимает вид

т}ер^2 riep^1
p q2 - p-(q i + g2) - « i e

(См. рис. 13.2. Фактор Г| по-прежнему равен +1 или —1 в зависимости 
от того, является линия заряженной частицы выходящей или вхо
дящей.) Сложение двух множителей приводит к выражению

rjep^1 rjep^2
p • q 1 -  гг|£ p -q 2 -  гг|£
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Рис. 13.2. Диаграммы испускания двух мягких фотонов одной и той же входя
щей заряженной частицей. Прямые линии — жесткие частицы, волнистые 
линии — мягкие фотоны

равному произведению множителей, возникающих при испускании 
одного фотона.

В общем случае при испускании произвольного числа фотонов 
с одной и той же внешней линии, получаем сумму вида*

* Это тождество можно доказать методом математической индукции. Уже 
показано, что оно верно для двух фотонов. Пусть оно верно для N — 1 
фотонов. Для N фотонов следует написать сумму по перестановкам как 
сумму по выбору первого излучаемого фотона и сумму по перестановкам 
остающихся фотонов:

\ p 4 i ~  т е ]  : [ р  (У: Щ?] ' ■ ■ ■

х [р (Я 1 + + ••• + Яы) ~ П̂8] 1--- + перестановки
N ( N \

= 1 р- -  гг|8
г=1 _ Vs=l У _
N " ( N \ ■

= £ р- -  гг|8
Г = 1 \s=l

-1

-1
П [р ' - щъ] J
ŝ r

N
[р • Чг -  гг!8] 1 =  п  [р ' Ъ  -  гг1£] 1.

$=1

что и требовалось доказать.
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[p q 1 -  #пе] 1 [р • (Qi + q2) -  tqe] L[p ■ (Qi + q2 + q3) -  гг|е]~lr п-i

+ перестановки

= [p - Qi -  щ?] '[p  • q2 -  ^ e ]_1[p • q3 -  ] 1 •
(13.1.7)

Отсюда следует, что амплитуда M ^ "tlN(q1...qAr) испускания N очень 
мягких фотонов с поляризационными индексами (Д,, ..., }ДЛ и 4-им
пульсами c/j, ..., gjV в процессе а —> (3 дается в пределе q —> 0 умноже
нием матричного элемента Мра для процесса а —> (3 на произведение 
множителей типа (13.1.3), по одному на каждый фотон:

N

г=1V п Р п 'Ч г - iTinE (13.1.8)

13.2. Виртуальные мягкие фотоны

Используем результаты предыдущего раздела, чтобы вычис
лить во всех порядках вклад радиационных поправок за счет обме
на виртуальными мягкими фотонами между линиями заряженных 
частиц в процессе сх —̂ (3 (рис. 13.3). Под «мягким» мы подразумеваем 
фотон, имеющий импульс, меньший чем А, где А — некоторый 
удобный разделительный импульс *, выбираемый достаточно ма
лым, чтобы были справедливы сделанные в предыдущем разделе 
приближения. Мы увидим, что рассматриваемые мягкие фотоны при
водят к инфракрасным расходимостям, так что в качестве времен
ной меры мы будем вынуждены ввести также и нижний предел X 
импульсов фотонов.

Важно понять разницу между этими двумя обрезаниями фо
тонных имульсов. Верхнее обрезание А служит просто для опреде
ления того, что мы понимаем под «мягкими» фотонами. Зависимость 
от А радиационных поправок за счет мягких фотонов сокращается с 
зависимостью от А остальной части амплитуды, которая вычисля-

* В русскоязычной литературе величину А называют разрешающей 
способностью прибора. — Прим. ред.
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Рис. 13.3. Типичная диаграмма для матричного элемента процесса а —> b 
с учетом ведущих радиационных поправок, обусловленных мягкими 
виртуальными фотонами. Прямые линии отвечают частицам в состояниях а 
и Ъ (включая жесткие фотоны), волнистые — мягким фотонам

ется с учетом только виртуальных фотонов с импульсами больше 
чем Л. С другой стороны, нижнее обрезание А. должно быть в конце 
концов устранено переходом к пределу X —> 0. Мы увидим, что ин
фракрасные расходимости в этом пределе сократятся при учете ис
пускания реальных мягких фотонов.

Каждому виртуальному мягкому фотону следует сопоставить 
пропагатор

(2л)4 q2 -  ie (13.2.1)

затем умножить амплитуду (13.1.8) на произведение таких пропага
торов, свернуть по поляризационным индексам и проинтегрировать 
по 4-импульсам фотонов. Кроме того, для N виртуальных фотонов 
следует разделить результат на 2ЛДП, т. к. сумма по всем точкам, 
к которым можно присоединить оба конца линии мягкого фотона, 
включает фиктивные суммы по N1 перестановкам фотонных ли
ний и по взаимным перестановкам двух концов этих линий. Вклад

мягкие фотоны
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радиационных поправок за счет N мягких фотонов сводится к умно
жению матричного элемента Мра процесса без таких поправок на 
множитель

N ! 2м (2%)  ̂ iL#

N

(13.2.2)

где

^ п т  ~  ^ (Р п  ’ Р ш )
d4q

X<|q|<A [у -  *'11Р„ • Ч -  Й1»е]Ьр» • Ч -  ^Лт£]
• (13.2.3)

Заметим, что мы изменили знак pm-q в знаменателе выражения
(13.2.3), т.к. если определить q как импульс, испускаемый с линии 
те, то импульс, испускаемый с линии ш, есть — q.

Суммируя по N, заключаем, что матричный элемент процес
са, включающий радиационные поправки за счет любого числа мяг
ких фотонов с импульсами |q| > X, имеет вид

М$а = М&Ра ехР
1

2(2 %)‘ (13.2.4)

где М^а — амплитуда, содержащая только виртуальные фотоны с 
импульсами, большими Л.

Интеграл по q° в (13.2.3) можно взять методом вычетов. По
дынтегральное выражение аналитично по q°, не считая четырех по
люсов в точках

q°=|q|-i£ , q°=-|q| + ie,

q° = v„  • q -  iri„£, q" = v m • q + ir ]m £ ,

где v„ = pn/p„°, vm определяется аналогично. Если частица те выхо
дящая, а частица т входящая, то Т[и = +1, r|m = —1, так что если 
замкнуть контур по q° в верхней полуплоскости, то полюса в точ
ках q° = v „ • q -  Щ п г  или 4 °  = v ?n ' Ч + Щ т г  не дают вклада. Анало
гично, если те — входящая, а т — выходящая частицы, то эти
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полюсы не дают вклада при замыкании контура в нижней полу
плоскости. В обоих случаях вклад дает один из полюсов в точках 
q° = ±(|q| — ге), и в результате получается чисто действительный 
интеграл:

d3q
Jпт — Я(рп ' Рт)

X<|q|<A I 1̂ Ч ' Рп)(-^?п Ч ' Р? п ) _  (1 3 .2 .5 )

(при цп = -11,„ = ±1).

С другой стороны, если частицы п и т обе выходящие , или обе 
входящие, то полюсы в точках <2° = v n • q -  zr]ne и g° = v m • q + гг|т е 
лежат по разные стороны действительной оси д°, так что один из 
них обязательно дает вклад, как бы мы не замыкали контур:

d3q
Jпт — Л(Рп • рп Jrm /

j X<|q|<A I Ч| ( ^ n  4 " P n ) ( E m q  • P , „ )

4iK3 f  АЛ (13.2.6) 
■ In v  (при Лп = Л,п = ±1),Pmn \ ^

где — относительная скорость частиц п и т в системе покоя 
одной из них:

О L _  тптт (13 2 7)
"  V » „  р™) 2 1 1

Мнимая часть выражения (13.2.6) приводит к появлению в выражении
(13.2.4) инфракрасно расходящегося фазового множителя 4, который 
выпадает, когда при вычислении вероятности процесса ос —> (3 бе
рется модуль матричного элемента. (Этот бесконечный фазовый мно
житель есть релятивистский аналог хорошо известной особенно
сти нерелятивистского кулоновского рассеяния: та часть шредин- 
геровской волновой функции, которая описывает расходящуюся 
сферическую волну, зависит от радиальной координаты не как 
ехр(грг)/г, а как ехр(г pr -  M n г)/г, где V — произведение зарядов, 
деленное на относительную скорость 5.) На вероятность реакции ока
зывает влияние только действительная часть Jnm, которая при всех 
г\п и цт имеет вид
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Re Кш = ~%(Рп ■ Рг
d3q

Х<к|<л Iч!3 (Е„ - q - p n)(Em - q  р, (13.2.8)

После элементарного вычисления находим:

„  т 2%z 1 П+|3Г 
---- In '

Pr 1 -Р
In

пт  J
(13.2.9)

Подставляя это выражение в квадрат модуля амплитуды (13.2.4), 
находим окончательно, что влияние мягких виртуальных фотонов 
на вероятность процесса Гр(Х определяется формулой:

(За

А(а^Р)

Л )
Г  А (13.2.10)

где Г и ГраЛ — вероятности процесса а —> (3 с учетом радиацион
ных поправок за счет мягких фотонов с импульсами, большими X и 
Л соответственно, а показатель степени А  имеет вид

пт

т̂а̂ т'Пта'Пт
Рп?п

In 1 + Р
1 -Р

пт

пт
(13.2.11)

Заметим, что полученный ответ является совершенно разумным, 
поскольку поправочный множитель (Х/Л)А оказался равным отноше
нию функции от X к такой же функции от Л, т. к. две вероятности в 
формуле (13.2.10) могут зависеть, соответственно, только от Хили от Л.

Показатель степени А всегда положителен. Например, при рас
сеянии одной заряженной частицы на нейтральной частице или внеш
нем потенциале, следует добавить в правую часть (13.2.11) слагае
мые, в которых частицы п и т  являются одновременно либо на
чальной, либо конечной заряженной частицей (тогда rinrim = +1 и 
Pnm = 0)> или п есть начальная или конечная заряженная частица, 
тогда т — другая частица (в этом случае r|nr|m = -1  и pnm = Р, 
причем 1 > Р > 0). В результате

„2
А{а —> р) = -
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и это выражение положительно для всех 1 > (3 > 0. Поскольку А 
положительно, эффект инфракрасных расходимостей от мягких вир
туальных фотонов сводится после суммирования во всех порядках 
к тому, что вероятность любого данного процесса с заряженными 
частицами ос —̂ (3 обращается в нуль в пределеА, —» 0.

* ❖ *

Прежде чем показать, каким образом испускание реальных 
мягких фотонов сокращает эти инфракрасные расходимости, пре
рвем ненадолго изложение и рассмотрим одну техническую деталь 
приведенных выше расчетов, которая, насколько я знаю, всегда 
игнорировалась в литературе. При расчете радиационных поправок 
наряду с диаграммами, в которых виртуальный фотон испускается 
и поглощается разными линиями заряженных частиц, мы включа
ли и диаграммы, в которых виртуальный фотон испускается и по
глощается на одной и той же внешней линии. Но как было показано 
в гл. 10, при расчете 5-матрицы не требуется включать радиацион
ные поправки, возникающие от вставок собственноэнергетических 
поддиаграмм на внешних линиях. Отсюда может показаться, что в 
формуле (13.2.11) следует отбросить слагаемые с п = т , однако как 
будет видно в следующем разделе, сокращение инфракрасных рас- 
хоимостей будет при этом неполным.

Решение этой проблемы вытекает из наблюдения, что мягкие 
виртуальные фотоны порождают инфракрасные расходимости не толь
ко непосредственно, но и через константы перенормировки Zn полей 
заряженных частиц. (Константа перенормировки Zn в теориях типа 
квантовой электродинамики с одним заряженным полем спина 1/2 
называется Z 2.) Эффекты радиационных поправок на внешних 
линиях сокращаются контрчленами, пропорциональными (Zn — 1). Кон
кретнее, перенормированное поле заряженной частицы типа п равно 
произведению неперенормированного поля на Zn-1/2, так что когда 
мы вычисляем 5-матрицу, используя перенормированные поля (что 
соответствует опусканию радиационных поправок к внешним лини
ям), мы вводим дополнительный множитель n nZn-1/2, где произве
дение берется по всем заряженным частицам в начале и конце. 
(Конечно, существуют и множители Zn-1 2̂ для нейтральных частиц, 
но они не содержат инфракрасных расходимостей.) В несколько иных 
обозначениях, указанный множитель равен
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m v s  

/  ’

где Zf — константа перенормировки полей типа / ,  Еj  — число внеш
них линий типа / ,  а произведение теперь берется по всем типам 
заряженных полей. Однако эти константы перенормировки полей 
появляются также внутри диаграмм. Если выразить взаимодейст
вие типа г, содержащее Nif полей заряженных частиц типа / ,  че
рез перенормированные поля, возникнет инфракрасно расходящийся 
множитель

!

(Например, контрчлен -ie (Z 2- l )A (1 \|Г̂ \|/ в (11.1.9) вместе с обычным 
электромагнитным взаимодействием —ie \|/7̂\|/ приводит к суммар
ному взаимодействию —ieZ2 За инфракрасную расходимость, 
возникающую от второго слагаемого в скобках в (11.3.23) и в послед
нем слагаемом в (11.4.14), ответственна инфракрасная расходимость 
множителя Z 2.) Кроме того, такая расходимость имеется в пропага- 
торах перенормированных полей: если выразить пропагатор пере
нормированного заряженного поля типа /  через пропагатор непе- 
ренормированного поля, то возникает множитель Z/ 1.

Собирая все это вместе, находим, что общее число множите
лей Zj для каждого заряженного поля типа /,  возникающих от контр
членов к взаимодействиям и от радиационных поправок ко внут
ренним и внешним линиям, равно

-У  V-N-r -  l f - - E t2 v i f  2 /  ’

i

где If и E, — числа внутренних и внешних линий типа / ,  а V; — 
число вершин взаимодействий типа г. Уже отмечалось в разделе
6.3, что эта величина равна нулю для каждого /. Таким образом, 
контрчлены, сокращающие радиационные поправки ко внешним ли
ниям, сами сокращаются множителями Zp возникающими от внут
ренних линий и вершин. Поэтому формула (13.2.11) правильна в том 
виде, как она написана, включая слагаемые с п = т.
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13.3. Реальные мягкие фотоны. Сокращение расходимостей

Разрешение описанной в предыдущем разделе проблемы ин
фракрасной расходимости заключается в наблюдении, что реально 
невозможно измерить вероятность Гра реакции а —> (3 с участием 
определенного числа фотонов и заряженных частиц, поскольку фо
тоны очень малой энергии всегда могут ускользнуть от регистрации. 
Реально можно измерить вероятность Гра(£,Ет) такой реакции, в 
которой регистрируются фотоны с энергией больше какой-то малой 
величины Е, а нерегиетрируемые мягкие фотоны, число которых 
может быть произвольным, уносят общую энергию, не превы
шающую некоторую малую величину ЕТ. (Конечно, Е < Ет. В экспе
рименте без детекторов мягких фотонов при определении преде
льной полной энергии Ет, уносимой этими фотонами, естественно 
основываться на измерениях энергий «жестких» частиц в состояни
ях а  и (3. В таком случае мы просто полагаем Е = Ег.) Обратимся к 
вычислению такой вероятности.

Матричный элемент процесса а  —> (3 с испусканием N реаль
ных мягких фотонов получается сворачиванием каждого из N индек
сов поляризации цх, ц2> -  в амплитуде (13.1.8) с соответствующей 
коэффициентной функцией

e*(q, h)

q|’

где q — импульс фотона, h = ±1 — его спиральность, а & — соот
ветствующий «вектор» поляризации фотона *. Тогда матричный эле
мент испускания фотонов (матричный элемент 5-матрицы без дельта
функции) можно записать в виде

м ^ ( Ч1л . ч 8Л . - )  = м ^

х f l (2л)-3/2(2|q|г 1/2£  W P n - e ' f o r . M  (13.3.1)
, Рп * QrГ —1 п

* Мы используем обозначение е11 вместо #  для вектора поляризации 
фотона, чтобы избежать путаницы с обозначением еп для электрических 
зарядов.
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(Верхний индекс X напоминает о том, что эти амплитуды должны 
вычисляться при заданном инфракрасном обрезании X импульсов 
виртуальных фотонов. В конце концов мы перейдем к пределу X —> 0. 
Присутствие мягких виртуальных фотонов не противоречит ре
зультату (13.3.1) из-за обсуждавшейся в разделе 13.1 факториза
ции.) Дифференциальная вероятность испускания N мягких фото
нов в элемент объема импульсного пространства Tlrd3qr задается квад
ратом этого матричного элемента, просуммированным по спираль- 
ностям и умноженным на Цге? gr Напомним, что согласно формуле
(8.5.7) сумма по спиральностям при д2 = 0 принимает вид:

^ ^ц(Ч) h)£v(n,h) — Tî v + *2}j.cv 4 gvc  ̂ . g
h=±l ’ ’

где с s  -q/2|q|2, a c" s  l/2|q|. Условие сохранения заряда 'Lnr\nen = 0 
позволяет отбросить в (13.3.2) слагаемые, содержащие д(1 или gv, и 
получить в результате дифференциальную вероятность *

N  Ч
л-рХ / п ч _ р Х  Т Т  _  Чг V  ^ n ^ m e n Sm ( P n  ‘ P m)

ра I . - »  N ~  P a l l (2rt)3(2|q|)^  ( рп ■ qr ) (pm ■ qr ) ' t13-3-3)Tl*—J. П/УУЬ

Чтобы вычислить дифференциальную вероятность испускания 
N мягких фотонов с определенными энергиями (йг = jqr|, следует про
интегрировать (13.3.3) по направлениям испульсов фотонов qr Эти 
интегралы уже встречались нам при вычислении интегралов (13.2.8):

-ЩРп -Рш)
d2q 2л:2 (1  +  |S лIn

(Еп - 4 - V n)(Em - q - Pm)  Pnm U - P
пт (13.3.4)

Интегрируя (13.3.3) по направлениям фотонов, получаем диффе
ренциальную вероятность процесса с испусканием фотонов с энер
гией ю1, ..., с%:

Ф-В случае JV = 1 выражение |q|drpa(q)/rpa соответствует классическому 
распределению энергии, излучаемой скачком меняющейся 4-векторной 
плотностью тока, имеющей вид: J^x) = E„(t)d3(x -  vnt)pnften/£ m, причем при 
t < 0 сумма берется только по частицам в начальном состоянии, а при 
t > 0 — по частицам в конечном состоянии.
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<*Грха ( о > 1 , =  Г р а А ( а  - >  |3)" (1 3 .3 .5 )
Ш1 WN

где А(а —> (3) — та же, что и в предыдущем разделе, константа:

пт

пт

Из выражения (13.3.5) следует, что неограниченный снизу ин
теграл по энергиям испущенных фотонов приведет к новым инфра
красным расходимостям. Однако из условия унитарности вытекает, 
что если было введено инфракрасное обрезание по импульсам вир
туальных фотонов (на что указывает верхний индекс X), следует 
проделать такое же инфракрасное обрезание импульсов реальных 
фотонов. Для вычисления вероятности Р'-р(Х(Е,Ет) реакции a —> (3, в 
которой любой нерегистрируемый фотон уносит энергию не боль
ше Е, а любое число нерегистрируемых фотонов уносит энергию не 
более ЕТ (величины Е и Ет выбраны достаточно малыми, чтобы не 
противоречить использованным при выводе формулы (13.3.1) при
ближениям), следует проинтегрировать (13.3.5) по энергиям всех фо
тонов, при условии, что Е > cor > X и Lr0>r < Ет, затем разделить на 
N1, поскольку этот интеграл содержит конфигурации, отличающиеся 
только перестановкой N мягких фотонов, и наконец просуммиро
вать по N. В результате получаем

r x (F F ) - г х Y  ^ ГГ1 р а ( Е , Е т ) — 1 ра ^  ^  11
N = О J Е>Юг > Х ,£ гЮг < £т г=1

w dco
со ’ • (13.3.6)

Этот интеграл мог бы быть представлен как произведение N инте
гралов по отдельным сог, если бы не ограничение Егсог < Ет. Его 
можно учесть, если включить в подынтегральное выражение в каче
стве множителя ступенчатую функцию

• (  ^  \—I 1 Г 1 sin Emit .
Q(ET -  ®r) = — d u -----------exp in )  tсо (13.3.7)

V r /

Тогда формула (13.3.6) принимает вид

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



740 Глава 13. Инфракрасные эффекты

I ра (Е, Ег ) -  ^
, sm ETu 

clu----------—
, и

ехр Е da>
ра- (13.3.8)

Интеграл в экспоненте можно взять в пределе X *С ЕТ, записав его 
как сумму интеграла от (е<сом — 1)/со, в котором можно положить 
X = 0, и интеграла от 1/со, который тривиален. Делая масштабное 
преобразование переменных и и оо, получаем при X Ег:

I "р,, (Е, Ег ) —> (Е/Ет; А(а —> (3))
^А(а—>Р)

X
■рх,1 ра (13.3.9)

где

(х; А) =
71

, sm и
d u ------- ехр

и

г
А  | —  (е1Ш - 1 )  

о ю

\

а 20(х  -  4)
= 1

1—х
dco
ю • 1п х

1 -  (О + ..

(13.3.10)

Если Е и Ег  одного порядка и А  <€ 1, множитель Щ Е /Е Т,А) в (13.3.9) 
близок к единице. Например,

, 'F ( l ; A ) - l - i j r 2A 2 + ...

Так как А(а —> (3) > 0, множитель (Е/А)А(а^ ^  в (13.3.9) стремится к 
бесконечности в пределе X —» 0. Однако из формулы (13.3.10) видно,

Рачто в этом пределе вероятность Г\а обращается в нуль:

г х - I хipa д
А(а^р)

Г  Лра •

Подставляя это выражение в (13.3.9), получаем, что в пределе 
X <3ч Ет инфракрасное обрезание X выпадает из ответа:

рЛра • (13.3.11)
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Напомним, что энергия Л есть всего лишь удобная раздели
тельная точка между «мягкими» фотонами, вклад которых явно уч
тен в (13.3.11), и «жесткими» фотонами, вклад которых содержится 
в ГЛра. Правая часть выражения (13.3.11) не зависит от Л, так как 
ГЛр«~ ЛА. Однако в теориях с малой константой связи типа кванто
вой электродинамики часто выгодно взять величину Л достаточно 
малой по сравнению с типичными энергиями W  в данном соударе
нии, так чтобы использованные приближения были верны для энер
гии фотонов, меньше Л, и в то же время достаточно большой, что
бы выполнялось неравенство А(а —> (3) ln(W/A) «  1. В этом случае 
хорошим приближением может оказаться вычисление ГЛра в низ
шем порядке теории возмущений, причем главные радиационные 
поправки при Е Л будут определяться множителем (Е/А)а в  

выражении (13.3.11).

Такое же сокращение инфракрасных расходимостей происходит и 
для мягких гравитонов 3. Вероятность любого процесса а  —> (3, в ко
тором мягкие гравитоны уносят энергию, не превышающую E, ока
зывается пропорциональной Ев, где

Рассмотренная до сих пор инфракрасная расходимость, обя
занная своим происхождением мягким фотонам, есть лишь один из 
множества примеров инфракрасных расходимостей, возникающих 
в различных физических теориях. Другим примером является кван
товая электродинамика безмассовых заряженных частиц. В этом слу
чае, даже после сокращения инфракрасных расходимостей за счет 
мягких фотонов, обнаруживается логарифмическая расходимость в 
показателе степени А в (13.3.11). Согласно формулам (13.2.11) и (13.2.7), 
для процесса, в котором все заряженные частицы — электроны, 
показатель степени в пределе те —> 0 ведет себя как

(13.3.12)

13.4. Произвольные инфракрасные расходимости
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(На последнем шаге было использовано условие сохранения заряда 
E«enT]n = 0-) Инфракрасная расходимость в этой формуле возникает 
от мягких фотонов, испускаемых в направлении, параллельном им
пульсу одного из «жестких» электронов в начальном или конечном 
состоянии. Однако расходимость появляется и тогда, когда и фо
тон, и электрон не мягкие, т. к. знаменатель пропагатора (рп ± g)2 
обращается в нуль при рп2 = д2 = О, если рп параллелен q. Более 
подробно, при рп2 = д2 = 0 интеграл от этого множителя * по направ
лениям фотонов принимает вид

где 0 — угол между импульсами фотона и заряженной частицы. 
Интеграл логарифмически расходится при 0 = 0.

Конечно, в реальном мире нет безмассовых электрически заря
женных частиц, однако в реакциях, где типичное значение Е2 ска
лярных произведений |pn-pm| много больше т 2, представляет 
интерес установить место возникновения большого множителя 
In(те/Е). Часто в этом случае ведущая радиационная поправка опре
деляется слагаемым -\п(те/Е)'£пеп2/2п2 в А. Еще важнее то. что в кван
товой хромодинамике существуют безмассовые частицы глюоны, не
сущие сохраняющееся квантовое число, называемое цветом и анало
гичное электрическому заряду. В этом случае инфракрасные расхо
димости возникают в результате испускания параллельных жестких 
глюонов жесткими же глюонами или другими имеющими цвет жест
кими частицами в начальном или конечном состояниях.

В общем случае такие инфракрасные расходимости не устра
няются суммированием по подходящим наборам конечных состоя
ний. Однако Ли и Науенберг 6 заметили, что можно сократить

* Этот множитель не квадрируется, т. к. расходимость появляется толь
ко от интерференции этого слагаемого в матричном элементе S- матрицы 
со слагаемыми, в которых фотон испускается с линии другой заряженной 
частицы т Ф п. При т = п интеграл (13.2.8) пропорционален тп2.
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инфракрасные расходимости, если суммировать не только по под
ходящим конечным состояниям, но и предположить некоторое ве
роятностное распределение начальных состояний. Ниже приводит
ся модифицированная версия рассуждений Ли и Науенберга, из 
которой станет сразу же ясно, почему в электродинамике с массив
ными электронами достаточно суммировать только по конечным со
стояниям.

С этой целью удобно вернуться к «старой» теории возмущений, 
в которой 5-матрица задается выражениями (3.2.7) и (3.5.3) в виде:

Sba = 8(Ь -  а) -  2т5(Еа -  Еъ)ТЬа , (13.4.1)

где
—  С , , ^ b c , V e ,C2 ■ ■ ■ V c ,,a

1‘ "  V (Еа -  ECi + гг)...(Еа - Е Су + г'е)' <13А^Т Ьа ~  V ba +
v = l J

(Интегрирование по съ ..., сп подразумевает суммирование по спи
нам и типам частиц в этих состояниях, а также интегралы по 3- 
импульсам частиц.) Инфракрасные расходимости могут возникать 
из-за обращения в нуль одного или более энергетичеких знаменате
лей в этом выражении (и только по этой причине).

Однако не все обращающиеся в нуль знаменатели приводят к 
инфракрасным расходимостям. Произвольное промежуточное состоя
ние с может иметь Ес = Еа, но обычно это всего лишь одна точка 
внутри области интегрирования, так что интеграл по этой области 
можно сделать сходящимся с помощью предписания, заключенного 
в добавке ге в знаменателе. Промежуточное состояние с порождает 
инфракрасную расходимость только в случае, когда энергия Ес = Еа 
на границе области интегрирования. Такое случается, например, 
если первое промежуточное состояние с г в (13.4.2) отличается от 
начального состояния а только тем, что некоторая, любая, безмас- 
совая частица в этом состоянии заменена на струю, состоящую из 
произвольного числа почти параллельно летящих безмасовых 
частиц с полным импульсом, равным импульсу замененной на 
струю  частицы. В этом случае граничная точка, в которой 
Ес1 = Еа, соответствует точке в импульсном пространстве, когда 
все безмассовые частицы в каждой струе параллельны. В более об
щем случае, можно заменить любое число безмассовых частиц
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в состоянии а на струи почти параллельных безмассовых частиц и 
произвольное число дополнительных мягких безмассовых частиц. Бу
дем называть множество всех таких состояний D(a). (Аккуратнее 
следует ввести малый угол 0  и малую энергию Л, чтобы опреде
лить, что понимается под «почти параллельными» и «мягкими» час
тицами. Мы не станем заниматься выяснением зависимости D(a) от
0  и Л.) Состояния в D(a) «опасны» в том смысле, что обращение в 
нуль энергетического знаменателя Еа — Ес1 в граничной точке может 
привести к инфракрасной расходимости. Та граничная точка, в ко
торой Ес1 = Еа, отвечает ситуации, когда все безмассовые частицы 
в каждой струе параллельны, а все мягкие безмассовые частицы 
имеют нулевую энергию.

Далее, если каждое из состояний с 1; ..., сп принадлежит мно
жеству D(a), то промежуточное состояние сп+1 также опасно в ука
занном смысле. С другой стороны, если какое-то промежуточное 
состояние ст не принадлежит D(a), то последующее состояние ск с 
к >  т уже не будет опасным, даже если оно принадлежит D( а), т. к. 
конфигурация жестких частиц или струй с 3-импульсами, равными 
импульсам частиц в состоянии а, будет обычной точкой внутри об
ласти интегрирования. Совершенно аналогично можно определить 
множество состояний D(b), в которых одна или более безмассовых 
частиц в состоянии Ъ заменены на струи почти параллельных без
массовых частиц, полный 3-импульс каждой из которых равен 3- 
импульсу частицы, замененной на струю, и дополнительно испус
кается произвольное число безмассовых частиц. Промежуточное со
стояние ст опасно, если оно принадлежит множеству D(b) и если 
последующие состояния ск с к > т также все принадлежат D(b).

Чтобы изолировать вклады опасных состояний, перепишем
(13.4.2) в виде:

Т Ьа ~  V ba +  £
г  у  Ч 1 + 4 + % , Ь

v = l
Е а ~ Н 0 + Ш ’ (13.4.3)

Ьа

где :?а, и — проекционные операторы на D(a), D(b) и все 
остальные состояния соответственно. (Здесь предполагается, что ни 
одна из заряженных частиц в Ь не имеет импульса, близкого 
к импульсу какой-то заряженной частицы в а, так что множества 
D(a) и D(b) не перекрываются.) Далее, при А ->  0 и 0 - )  0 опасные 
промежуточные состояния занимают столь малую область фазового
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пространства, что ими можно пренебречь везде, где они не приво
дят к инфракрасным расходимостям. Поэтому степенной ряд (13.4.3) 
принимает вид:

оо оо оо
Т* = I  I  I

r = 0 s = 0 v = 0

V- Ч
Е а ~  Н 0 +

V %а,Ъ

Е а ~  Н 0 +
-V

X &а

Е а ~  Н 0 +
■V

(13.4.4)

Это равенство было бы точным, если бы все проекционные операто
ры .Jft а ь между крайними левыми и крайними правыми множителя
ми можно было заменить на И| + j>b -I- ЩаЪ, a ,j?a и ,j?b слева и справа 
были бы заменены на ;̂ а +  Щ Однако, как отмечалось выше, при 
достаточно малых Л и © влияние такой замены на окончательный 
результат было бы пренебрежимо мало.

Формулу (13.4.4) можно переписать в более компактном виде:

тьа = ( ч * т д ) к . (13.4.5)

где используемые в дальнейшем операторы Па+ и для про
извольных состояний а и р  определяются формулами:

оо

г=0 Е а ~  Н 0  +  г £
(13.4.6)

г =0 Еъ~ н о + ie
-V

7 са
(13.4.7)

а «безопасный» оператор Ts — формулой :

* В формуле для (£lb~)db использовано то, что ТЪа вычисляется при Еь — 
Еа, а при вычислении (Ts)dc учтено, что действие проекционных операто
ров Щ обращает (£20+)йа в нуль, кроме случая, когда Ее очень близко к Еа. 
Кроме того, благодаря множителям Clb~f и £1а+ в (13.4.5) J\'t c = .?€аЬ.
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(Т.S>dc - Е V
v=0 V Е с ~  Н 0 +  IE

V (13.4.8)
' dc

Все инфракрасные расходимости изолированы теперь в двух опе
раторных множителях £2а+ и .

Чтобы устранить эти инфракрасные расходимости, достаточ
но лишь заметить, что если бы не проекционные операторы на опас
ные состояния, операторы и Па+ были бы просто унитарными 
операторами, преобразующими согласно формуле (13.1.16) состоя
ния свободных частиц соответственно в «ин» и «аут» состояния. Если 
ограничить действие этих операторов подпространствами D(j3) и D(а) 
состояний, которые являются опасными для данного конечного со
стояния Р и данного начального состояния а  соответственно, то та
кие операторы являются унитарными. Это означает, что для произ
вольных состояний р и а

flpFp (13.4.9)

= (13.4.10)

Таким образом, вероятность перехода свободна от инфракрасных 
расходимостей, если произведено суммирование по подпростран
ствам состояний, которые являются опасными для любых задан
ных начального и конечного состояний Р и а:

Е  Е  1тьа12 = т г { п р рп р+т5^ / ап ^ }
a e D ( a )  beD(p)

= Tr{^Ts ,TaT l }=  £  Е  \(Ts)ba\2- (13А11)
a e D ( a )  beD(p)

Чтобы окончательно удостовериться, что это утверждение ре
шает проблему инфракрасных расходимостей в произвольном случае, 
необходимо показать, что только суммы типа содержащихся в (13.4.11) 
являются экспериментально измеримыми. Весьма правдоподобно, что 
следует просуммировать по опасным конечным состояниям, чтобы по
лучить измеримую вероятность перехода, поскольку эксперименталь
но невозможно отличить выходящую заряженную (цветную) безмас-
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совую частицу от струи безмассовых частиц с почти параллельными 
импульсами и той же полной энергией , сопровождаемую произволь
ным числом очень мягких квантов с тем же полным зарядом (или цве
том). Суммирование по начальным состояниям вызывает больше во
просов. Вероятно, можно привести аргументы, что истинно безмассо
вые частицы всегда рождаются как струи, сопровождаемые ансамб
лем мягких квантов, однородно распределенных по некоторому объе
му импульсного пространства. Однако, насколько мне известно, никто 
еще не сумел дать полное доказательство того, что экспериментально 
измеримыми являются только суммы вероятностей переходов, сво
бодные от инфракрасных расходимостей.

Эта проблема не возникает в квантовой электродинамике (с 
массивными заряженными частицами), где, как мы видели, для 
устранения инфракрасных расходимостей необходимо суммировать 
только по конечным состояниям. Причина такой разницы заключа
ется в том, что в электродинамике состояния а, Ь, с,... являются 
прямыми произведениями состояний (отмеченных греческими бук
вами) с фиксированным числом заряженных частиц и жестких фо
тонов и состояний, содержащих только мягкие фотоны с энергией 
меньшей некоторой малой величины А. Тогда для реакции с образо
ванием некоторого количества мягких фотонов / ,  рождаемых 
в реакции а  —» р между заряженными частицами и жесткими фото
нами, формула (13.4.5) упрощается:

%,<* = (й ' ( Р ) ' ° +(а))/ о(Т5)ра > (13.4.12)

где индекс 0 означает вакуум мягких фотонов, а вычисляются как 
и выше, но в усеченном гильбертовом пространстве состояний толь
ко мягких фотонов, причем считается, что взаимодействие этих фо
тонов описывается гамильтонианом взаимодействия со всеми заря
женными частицами в фиксированных состояниях, отмеченных ар
гументами (3 или а. Как и ранее, такие операторы унитарны в «опас
ном» гильбертовом пространстве §? мягких фотонов, так что *

* Причина, по которой не появляется никакого множителя вида (Е/А)а, 
как в формуле (13.3.11), заключается в том, что здесь мы приравниваем 
максимальную энергию Е состояний реальных мягких фотонов, по которым 
нужно суммировать, максимальной энергии Л «опасных» состояний мягких 
фотонов, по которым производится суммирование при вычислении О*.
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оо
(13.4.13)

£  I %«*о I2 = ! (т5 ) р «  I2 (^ + (а)'' ■й -  (P)Q- (Р)+П+ (а))
/« з

= 1(^)ра12 (п +(а)+П+(а))оо =|(Т5 )ра|2 

без всякого суммирования по начальным состояниям.

13.5. Рассеяние мягких фотонов *

Исследуя в этой главе взаимодействия мягких фотонов, мы 
рассматривали до сих пор только процессы, в которых мягкие фо
тоны испускаются или поглощаются в процессе а  —> Р, который про
исходит и сам по себе. Однако можно высказать ряд полезных об
щих утверждений относительно ситуаций, когда процесс а  —> р три
виален, а мягкие фотоны играют существенную роль в реализации 
интересующей нас реакции. Рассмотрим простейший и наиболее 
важный пример такого рода: рассеяние мягкого фотона на массив
ной частице произвольного типа и спина, когда а и р  — одночастич
ные состояния. Сложность здесь в том, что главное слагаемое в ам
плитуде рассеяния мягкого фотона возникает не от полюсных, а от 
неполюсных слагаемых, связанных с полюсными слагаемыми через 
условие сохранения тока.

Матричный элемент рассеяния фотонов может быть представ
лен в виде

S(q,X; р, ст —̂ q',X'; р ',о') = г(2л)484(д + р -  q -  р')

х
e‘ (q/,A./)etl(q,A,)M^g(q;p/,p) ц и д )  

(2%)6^4q0q'°

где q и q' — начальный и конечный 4-импульсы фотона, р и р — 
начальный и конечный 4-импульсы мишени, X и X  — начальная и 
конечная спиральности фотона, £v(q\A.') и e(i(q,X) — соответствую
щие векторы поляризации фотонов, о  и о' — 2 -компоненты спинов

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении
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начальной и конечной частиц—мишеней. Согласно теореме из разде
ла 6.4, амплитуду М '’11 можно записать в виде

(2%r3M ^ a(q;p',p) = J d 4x e ^ ( ^ p V ,T{Jv( 0),J^(x)}4>pa) + ... (13.5.2)

где J*(x) — электромагнитный ток, а точки указывают на возмож
ные слагаемые, изображаемые диаграммой типа «чайка», типа тех, 
которые возникают в теории заряженных скалярных полей, когда 
два фотона взаимодействуют не с отдельными токами, а в одной 
вершине. Повторим теперь стандартные аргументы полологии, 
изложенные в гл. 10 и уже использовавшиеся в разделе 13.1. Встав
ляя полный набор промежуточных состояний между операторами 
токов в правой части (13.5.2), интегрируя по х  и выделяя одночас
тичные промежуточные состояния, получим:

„д-vu, / ч G v(p/ , р + q)G^(p +  q, р)М ^(q; р , р) = — -------- -— ——--------------
Е(р + q) -  Е(р) -  q -  г£

, G * 4 p ',p '-q ) G v( p '-q ,p )  лгУЦ/ , , (13.5.3)
-*-------- ;----------------- :-------п--------+ N ^(q; р , р),

Е(р -  q) -  Е(р ) + q -  ге

где — одночастичный матричный элемент тока,

(27c)-3G ^ >e(p',p) =  ( ^ p V , J V(0 W P4 ,  (13.5.4)

а N представляет вклад всех других состояний кроме одночастич
ных и любых слагаемых, изображаемых диаграммами типа «чайка». 
(Формулу (13.5.3) следует понимать в смысле матричного умноже
ния, с не выписанными явно спиновыми индексами.) Относительно 

мы знаем очень мало, не считая того, что эта величина не со
держит сингулярности при q̂  —> 0, явно представленной первыми 
двумя слагаемыми, и поэтому может быть разложена в ряд по сте
пеням q'u.

Используем теперь условие сохранения тока (или калибровоч
ную инвариантность):

q^Mv̂ (q; р/,р) = 0 , (13.5.5)

q G(p +  q,p) =  [Е(р + q) -  E(p)]G°(p +  q ,p ) , (13.5.6)
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q ' G(P > Р -  q) = |Е(р') -  Е(р' -  q)|G°(p', р' -  q ) . (13.5.7)

В применении к (13.5.3) эти условия приводят к желаемому условию

q ^ i q ;  р', р) = -G v(p', р' + q)G° (р + q, р) + G°(p', р' -  q)Gv(p/ -  q, р).

Заметим также, что удовлетворяет условию «кросс-симметрии»:

и так как полюсные слагаемые в (13.5.3) очевидно ему удовлетворя
ют, это же верно и для iV^1:

Мы воспользуемся этими соотношениями для нахождения первых 
членов в разложении по степеням импульсов.

Прежде всего, следует что-то сказать о разложении одночас
тичных матричных элементов тока G^p^p) по степеням импульсов 
р и р'. Инвариантность относительно пространственного отражения 
(если, конечно, она имеет место) требует, чтобы разложение G0 и 
G1 (г = 1,2,3) содержало слагаемые соответственно только четного 
или нечетного порядка по импульсам. Согласно формуле (10.6.3), 
слагаемое нулевого порядка по импульсам в G0o' o равно е8а' 0, где 
е — заряд частицы. Тогда из условия сохранения тока вытекает, что 
во втором порядке по импульсам

Следовательно, слагаемые в G первого порядка по импульсам име
ют вид е(р' +  р)8а' а/2т плюс возможное слагаемое первого поряд
ка, ортогональное к (Р -  Р). Из инвариантности относительно вра
щений вытекает, что это слагаемое должно быть пропорционально 
(р/ _  Р) X J (/G, где J -  знакомая спиновая матрица заряженной час
тицы. Суммируя все результаты, имеем следующее разложение:

на т 1:

(13.5.8)

М у  ̂(q; р', р) = Mvtl (р' -  р -  q; р', р), (13.5.9)

Nv^(q; р', р) = i\f№ (р' -  р -  q; р', р ). (13.5.10)

G°(p', р) = el + квадратичные слагаемые, (13.5.11)
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в1 ZLI
G(p', р) = -^^-(р'+ р) + —  J х (р '-  р) + кубичные слагаемые, (13.5.12)

где «1» — единичная спиновая матрица, а слова «квадратичные» и 
«кубичные» означают порядок отброшенных слагаемых по степеням 
малых импульсов р и р'. Коэффициент ji./j в (13.5.2) действителен, т. 
к. ток эрмитов. Если коэффициенты записаны в указанном виде (j — 
спин заряженной частицы), то (Д, — величина, известная как магнит
ный момент частицы.

Обратимся теперь к iVVfI и рассмотрим разложение равенства
(13.5.8) по степеням малых импульсов ср, р и р'. Полагая п = 0 в
(13.5.8), видим, что q^N0̂  по крайней мере квадратично по этим ма
лым величинам. Не существует постоянного вектора, ортогонально
го сД так что iV0̂  должно быть по крайней мере первого порядка по 
малым импульсам. Тогда из условия кросс—симметрии (13.5.10) вы
текает, что ЛР° также должно быть по крайней мере первого поряд
ка по малым импульсам. Полагая |Х = г в (13.5.8) и учитывая (13.3.12), 
получаем:

2 г
«А ® Ч , qfeiv = ---------- 1- квадратичные слагаемые,

т
откуда

2
■7 g

^  = ------8 *  + линейные слагаемые. (13.5.13)
т '

Так как G' — по меньшей мере первого порядка по малым им
пульсам, то так же ведут себя полюсные слагаемые в формуле (13.5.3) 
для G’1" Таким образом, в нулевом порядке остается единственное 
неполюсное слагаемое Nlk:

е2
Мг*(0; 0,0) = Ыгк(0; 0,0) = 1 -  8,,,.. (13.5.14)т гк

С помощью этого выражения можно вычислить сечение рассеяния 
мягких фотонов. Но нет нужды реально проводить это вычисление. 
Ведь теперь мы знаем, что амплитуда рассеяния фотонов в пределе 
нулевого импульса зависит только от массы и заряда частицы-ми
шени и квадратична по заряду. Поэтому мы можем немедленно ис
пользовать результаты любого расчета сечения рассеяния фотонов 
на частицах любого спина во втором порядке теории возмущений,
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например, результат (8.7.42) для дифференциального сечения рас
сеяния фотонов в квантовой электродинамике:

do е4 ,, 9
-777 = ----- —̂ -(1  + cos2 0 . (13.5.15)
dO 32% т

Теперь видно, что эта формула универсальна и верна в низкоэнер
гетическом пределе для частиц-мишеней массой т и зарядом е про
извольного типа и спина, даже если эти частицы составные и силь- 
новзаимодействующие, например, атомные ядра. Гелл-Манн, Г'ольд- 
бергер и Лоу8 показали, что эти результаты можно расширить и 
получить следующее за главным слагаемое в разложении амплиту
ды рассеяния мягких фотонов, выразив его через массу, заряд и 
магнитный момент частицы-мишени.

13.6. Приближение внешнего поля*

Интуитивно очевидно, что тяжелая заряженная частица вро
де ядра атома приближенно может рассматриваться как источник 
классического внешнего поля. В этом разделе мы покажем, как обос
новать такое приближение, и выскажем соображения о границах 
его применимости.

Рассмотрим фейнмановскую диаграмму или ту ее часть, где с 
проходящей через всю диаграмму от начального до конечного со
стояний линии тяжелой заряженной частицы испускаются N лежа
щих вне массовой поверхности фотонов с 4-импульсами с/,, q2, ..., qN 
и поляризационными индексами ц1, ju2, |%- Сумма всех таких 
диаграмм или поддиаграмм (без N фотонных пропагаторов) приво
дит к амплитуде

j  dix ld4x 2... d4x Ne - iq̂ e - iq* 'ХК.. 

х(р', а'| Т {№  (хг), №  (х2),..., №  (xN)}| р. о

* Этот раздел лежит несколько в стороне от основной линии изложения 
и может быть опущен при первом чтении
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где матричный элемент вычислен с учетом всех взаимодействий, в 
которых может принимать участие тяжелая частица, включая силь
ные ядерные взаимодействия. Такая амплитуда имеет кратный по
люс при с/,, q2, ..., qN —> 0, возникающий от слагаемых в матричных 
элементах произведения токов, в которых промежуточные состоя
ния содержат точно такую же тяжелую частицу, как начальное и 
конечное состояния. Когда все компоненты qb q2, ..., qN малы по срав
нению со всеми энергиями и импульсами, связанными с динамикой 
(возможно, составной) тяжелой частицы, этот кратный полюс доми
нирует в (13.6.1). С помощью методов раздела 10.2 находим *:

........................

х(2л)484(р' + д1 + q2+...+qN -  р) £

х ______________(Р) ••• ______________  (13-6'2)
|2р • Цj -  ге][2р ■(q1 + q 2) -  ie]...[2p • (с/,+...+уЛ,. а) -  ге]

+ перестановки,

где
ц (р )

^ я ? Ч (р ,с и » ‘ (0)|р.О>, ,13.6.3)

а “+ перестановки” означают, что производится суммирование по 
всем перестановкам N фотонов. Для применений к атомным систе
мам важно заметить, что (13.6.1) годится для частиц произвольного 
спина, имеющих, как атомные ядра, и сильные, и электромагнит
ные взаимодействия.

В теории возмущений знаменатели происходят от знаменателей про-
пагаторов;

/  2 2 /(Р + q1+---+qr)“ -I-т  -  № -»  2р • (qx+„.+qr ) - «  -»  2р • foj+.~rfq,.) -  Ш,
в то время как числители пропагаторов содержат множители £гш+, приво
дящие вместе с матрицами в вершинах испускания фотонов к матричным 
элементам (13.6.3). Матрица отличается от матрицы Ĝ1 из предыдущего 
раздела множителем 2р°.
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Отметим также, что для частиц произвольного спина и заряда Ze 
матричные элементы электрического тока между состояниями с оди
наковыми 4-импульсами имеют вид *

(р, о'| J » (0)| р, о) = , (13.6.4)

так что
f a% (p )  = 2 Z e p ^ a . (13.6.5)

Важно, что все матрицы (13.6.5) коммутируют, так что их произве
дение может быть вынесено за скобки в сумме по перестановкам:

f  aVa2’"^N(qt>qz,--->qNlV)

{ - i )N 1(Ze)wp,llp ,i2...p |ljv 4 4  ,--------------- — —-------------- (2л) 5 (p + q 1 + q2+...+qN -р )Ь &а
р и(2%У

1
X _[2p• Qi -  *J[2p • (Qi + g2) ~ ге]...[2р • (q1+...+giV_1) -  ге] (13.6.6) 

+ перестановки

В старшем порядке по q дельта-функцию можно записать в виде: 

84(p/ + gi + q2+...+qN -  р) =
(13.6.7)

p°83(p/ + q1+...+qJV-p )8 (p -(g 1 + q2+. . .+qN) ) . ' .... . '

К счастью, оказывается, что результат суммирования в этом 
случае значительно прощ е чем отдельные слагаемые. При 
Р‘(Я 1 + Чг Qjv) = 0 находим:

* Легче всего это доказывается следующим образом. Во-первых, в той 
системе отсчета, где частица покоится, из требования инвариантности от
носительно вращений следует, что пространственные компоненты матрич
ных элементов тока обращаются в нуль, а временная компонента пропор
циональна 50' 0, и более никуда зависимость от ст' и ст не входит. Во-вто
рых, константа пропорциональности находится из (10.6.3), после чего пре
образование Лоренца приводит к (13.6.4).

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



13.6. Приближение внешнего поля 755

1
[р • <?1 -  Щ р  ■ (<?1 + ъ ) -  *]■ • • [р • (<?!+• • -  iv\

+ перестановки

(2 me) х8(р • qx) 8(р • g2)... 8(р • gv ,).

(13.6.8)

Например, при N = 2 имеем:

1 1 1 1 , ,
■ +  т----------------—г =  т--------------- —г +  7------------------ —г =  2 « е 8 ( р  • g x) .[р • gi -  г'е | [р • g2 -  ге] [р • дг -  ге] [-р  • дх -  г'е]

Общая формула (13.6.8) может быть легче всего получена как фу- 
рье-преобразование тождества

0(т, -  х2)0(х2 -  х3)...©(Хдг.2  -  Хдг) + перестановки = 1.

Подставляя (13.6.8) в (13.6.6), приходим к окончательному выраже
нию для амплитуды (13.6.1):

if а' о2 ’'''4l'V (9i > <32 > • • • < <3 W; р) ^  (Ze)N (2л)N ба'аР^1 Р^2 • • • Pfe
’ (13.6.9)

х 8**(р + q x + q2+.,.+qw -  р)8(р • g,)8(p • g,,)...8(p • g v).

Этот результат применим как к релятивистским, так и к медленно 
движущимся тяжелым частицам, и может быть использован при 
выводе приближенной формулы Вейцзеккера—Вильямса9 для рас
сеяния заряженных частиц. В частном случае нерелятивистской 
тяжелой заряженной частицы с |р| р° формула (13.6.9) дополни
тельно упрощается:

’- ’M-JV(g1,g2,...,g Jv;p) -> ( Z e f  (2%)N ...
’ n n n (13.6.10)

x 83(p + qx + q2+ ...+q K — p)8(gj )8(g2)...8(g^)8a'a ,

где n — единичный времениподобный вектор,

n° =  1, n =  0.
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Предположим теперь, что в начальном и конечном состояниях 
присутствует одна тяжелая нерелятивистская частица * зарядом Ze 
и нормированной волновой функцией в импульсном представлении 
%0(р). Используя фурье—представление дельта-функции в (13.6.9), 
находим, что матричный элемент ^ для такого состояния имеет вид

где 1|/(Х) — волновая функция в координатном представлении:

Поэтому, в силу факторизации правой части выражения (13.6.11), 
результат добавления тяжелой заряженной частицы в данном со
стоянии с точки зрения фейнмановских правил в импульсном про
странстве эквивалентен добавлению любого числа вершин нового 
типа. В этих вершинах легкие дираковские частицы зарядом —е, 
например, электроны, взаимодействуют с внешним полем, причем 
каждая такая вершина вносит в полную амплитуду множитель ** 
(теперь уже учтены как фотонный пропагатор, так и электрон— 
фотонная вершина)

где к и к' — начальный и конечный 4-импульсы электрона. Полная 
амплитуда рассеяния должна быть усреднена по координате тяжелой

* Имеется в виду — помимо легких частиц. — Прим. ред.
** Первый множитель здесь — обычный множитель г, сопровождающий 

по фейнмановеким правилам константы в лагранжиане взаимодействия тя
желой заряженной частицы.

J d 3p d 3p 'хп<(р')Ха(Р)*/ K J4...Rv(f/,,£/:>> —»£/.v; Р)
N

d3x £ | y a(x)|2 Y[^Zen^b{q0r)e~l4'"x , (13.6.11)
а г=1

(13.6.12)

^2%Zen[i8(q°)e 1Ч'х ][(2л)4еу,164(/с -  к' -  q)],

(13.6.13)
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частицы X  с весовой функцией £ 0|\|/0(Х)|2. Множитель (13.6.13) экви
валентен тому, который возник бы из-за нового слагаемого в ла
гранжиане взаимодействия:

(13.6.14)

где ji' = -/.еЩ^ц — электрический ток электронов, /*' — вектор
ный потенциал внешнего поля:

1
(2л)4

—d4qe iq-x 23tZen„5(g )еo^ -jqx

q ■ ге (13.6.15)

Естественно, это сводится к обычному кулоновскому потенциалу:

AiW = Х | J(x)  = 0. (13.6.16)

Если тяжелых заряженных частиц несколько (как в случае молеку
лы), следует выразить / !‘(.*.') как сумму слагаемых типа (13.6.16), 
каждое со своим зарядом Ze и координатой X.

Полезно представлять, какие диаграммы суммируются при ис
пользовании приближения внешнего поля. Рассмотрим взаимодейст
вие отдельного электрона (неважно, релятивистского или нет) с от
дельной тяжелой заряженной частицей, например, протоном или 
дейтроном. Если пренебречь всеми другими взаимодействиями, то 
фейнмановские диаграммы рассеяния электрона за счет взаимодей
ствия с внешним полем содержат произвольное число вставок вер
шин внешнее поле—электрон (13.6.14) в электронную линию (рис. 13.4). 
Но, как следует из суммы по перестановками в формуле (13.6.2), 
такие диаграммы в приближении внешнего поля возникают из диа
грамм лежащей в основе этого приближения теории, где фотонные 
линии, подсоединенные к электронной линии, подсоединяются к ли
нии тяжелой частицы всеми возможными способами (рис. 13.5). «Не- 
пересекающиеся лестничные диаграммы» (обозначенные буквой L) на 
рис. 13.5 не являются доминирующими в этой сумме, если только 
электрон и тяжелая заряженная частица не являются нерелятивист
скими. (Такие диаграммы на языке старой теории возмущений содер
жат вклады от промежуточных состояний, в которых присутствуют
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ЧАЛАЛАЛХ vaaaaaaX

VAAAAAAX + + чллллллХ +

WV4AAAX ЧЛАЛААЛХ

Рис. 13.4. Диаграммы рассеяния электрона внешним электромагнитным полем. 
Прямая линия изображает электрон; волнистые линии, оканчивающиеся 
крестиками, изображают его взаимодействие с внешним полем

Л̂ЛЛЛЛЛЛ
ЧЛЛЛЛЛАЛ

\Л Л Л Л Л Л Л  

L

X

'"Vx

Рис. 13.5. Диаграммы рассеяния электрона тяжелой заряженной частицей- 
мишенью, которые в пределе большой массы мишени приводят к тому же 
результату, что и диаграммы рис. 13.4. Одиночная прямая линия изображает 
электрон, двойная прямая линия — тяжелую частицу-мишень, а волнистые 
линии — виртуальные фотоны. Диаграммы, помеченные буквой L, называются 
непересекающимися лестничными диаграммами; их вклад является 
доминирующим, когда и электрон, и частица-мишень нереля-тивистские
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те же частицы, что и в начальном и в конечноь состояниях, а это 
приводит к малым энергетическим знаменателям при условии, что 
электрон и тяжелая заряженная частица — нерелятивистские. В то 
же время, все другие диаграммы рис. 13.5 соответствуют промежу
точным состояниям, в которых присутствуют либо лишние фотоны, 
либо электрон—позитронные пары и даже пары тяжелая частица и ее 
античастица, вклад которых подавлен большими энергетическими 
знаменателями.) Непересекающиеся лестничные диаграммы можно 
отсуммировать, решив интегральное уравнение, известное как урав
нение Бете-Солпитера 10, но нет никакого смысла в отборе именно 
этого подмножества диаграмм, если только обе частицы не являются 
нерелятивистскими, а в этом случае уравнение Бете—Солпитера просто 
сводится к обычному нерелятивистскому уравнению Шредингера и 
релятивистским поправкам, связанным со спин—орбитальным взаи
модействием, которые можно рассматривать как малое возмущение. 
Следует сказать, что до сих пор теория релятивистских эффектов и 
радиационных поправок в связанных состояниях не является полно
стью удовлетворительной.

При выводе формул (13.6.16) для внешнего поля мы учитывали 
взаимодействие тяжелой заряженной частицы с электромагнитным 
полем только в главном порядке по импульсу фотона. Существуют 
поправки более высокого порядка по импульсу фотона, возникаю
щие от учета магнитного момента тяжелой частицы, ее квадру- 
польного электрического момента и т. д. Кроме того, конечно, суще
ствуют и радиационные поправки, возникающие от диаграмм кро
ме показанных на рис. 13.4, например, таких, где фотоны испуска
ются и поглощаются на электронной линии, или со вставками элек
тронных петель в фотонные линии. В следующей главе будет пока
зано, что для связанных состояний диаграммы рис. 13.4 необходимо 
учесть во всех порядках теории возмущений, а все другие поправ
ки более высокого порядка по импульсам фотонов или по е можно 
включать как малые возмущения к этим диаграммам.

Задачи

1. Рассмотрите процесс е+ + е~ —> %+ + %~ в с. ц. м. при энергии
1 ГэВ и угле рассеяния 90°. Предположим, что при измерении 
энергии конечных пионов мы обнаруживаем, что энергия, не
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превышающая значения ЕТ <5С 1 ГэВ, излучается в виде мягких 
фотонов. Как зависит вероятность реакции от Ет?

2. Рассмотрите безмассовые бесспиновые частицы, описываемые 
скалярным полем (р, лагранжиан взаимодействия которого имеет 
вид ср(ж).7(ж), где J(x) включает только поля массивных частиц. 
Выведите формулу для вероятности испускания произвольного 
числа мягких скалярных частиц в процессе сх, —> (3, если полная 
энергия этих мягких скаляров меньше некоторой малой вели
чины Ет. Учтите радиационные поправки за счет мягких скаля
ров с энергией, меньшей некоторой малой величины Л.

3. Выведите формулу для следующего за (13.5.14) члена разложе
ния амплитуды рассеяния фотонов на произвольной мишени 
при малых энергиях.

4. Пусть частица спина 1 и очень малой массой m описывается 
векторным полем У (̂сс), взаимодействующим только со много 
более тяжелым фермионом, описываемым дираковским полем 
\]/(ж), причем лагранжиан взаимодействия имеет вид уУ(1Х|/у!1Х|/. 
Предположим, что тяжелый фермион обычно распадается на 
другие частицы, не взаимодействующие с V ,̂ и в таком распа
де высвобождается энергия W  »  ш. Рассмотрите такой процесс 
распада, в котором дополнительно испускаются частицы V*', 
причем энергия векторной частицы ограничена сверху значе
нием Е, и W Е т. Как зависит от Е и т  вероятность 
процесса? Радиационными поправками пренебречь.

5. Д окаж ите, что ф орм ула (13.6.8) верна при условии, что 
Р'(<?1 + -  + Чм) = О-
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Связанные состояния во внешних полях

В гл. 11 при вычислении радиационных поправок мы сделали 
всего лишь один шаг за рамки низшего порядка теории возмуще
ний. Однако существует весьма важный класс задач, в которых да
же простейшие вычисления требуют с самого начала рассмотрения 
совокупностей фейнмановских диаграмм произвольно высокого по
рядка по константе связи типа е. Это те задачи, в которых участву
ют связанные состояния, например, в электродинамике — обыч
ные атомы и молекулы, либо такие экзотические атомы как пози
троний или мюоний.

Легко видеть, что попытка применения обычной теории воз
мущений в подобных задачах обязательно терпит крах. Рассмот
рим, например, амплитуду электрон—протонного рассеяния как 
функцию энергии Е в с. ц. и. Как показано в разделе 10.3, существо
вание связанного состояния типа основного состояния атома 
водорода требует существования полюса у этой амплитуды при 
Е = т р + 7пе — 13,6 эВ. Однако ни один взятый в отдельности член 
ряда теории возмущений для электрон—протонного рассеяния не со
держит такого полюса. Поэтому он может возникнуть лишь из-за 
расходимости суммы всех диаграмм при энергиях в с. ц. и. вблизи 
значения т,0 + т е.

Причину такой расходимости ряда теории возмущений также 
легко понять, особенно, если на время вместо фейнмановских диа
грамм рассмотреть хронологически упорядоченные диаграммы ста
рой теории возмущений. Пусть электрон и протон имеют в с. ц. и. 
импульсы порядка q <4 те. Рассмотрим промежуточное состояние, в 
котором импульсы электрона и протона различаются, но остаются 
порядка д. Каждое такое состояние вносит мультипликативным
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образом вклад, равный произведению энергетического знаменате
ля порядка [q2/ m eГ1 на матричный элемент кулоновского взаимо
действия порядка e2/q 2 (фурье-образ г2/г), а соответствующее ин
тегрирование по импульсам внесет еще множитель порядка с/’. Учи
тывая все эти факторы, видим, что фактическим параметром раз
ложения по степеням кулоновского взаимодействия является вели
чина порядка

I r / m J  l[e2/ q 2][q'\ = e2m e/q.

Таким образом, теория возмущений терпит крах, если q мень
ше или порядка е2те, иными словами, если кинетическая и потен
циальная энергии, равные по порядку величины q2/m e, не превы-

4шают значения е т е, что, конечно, совпадает по порядку с энерги
ей связи атома водорода.

Наша цель заключается в том, чтобы научиться использовать 
теорию возмущений для вычисления радиационных поправок в за
дачах о связанных состояниях, суммируя во всех порядках те диа
граммы, которые нужно, и ограничиваясь лишь конечным числом 
тех, которые суммировать не следует.

14.1. Уравнение Дирака

Ограничимся в этой главе рассмотрением задач, в которых связан
ные состояния возникают из-за кулоновского взаимодействия элек
тронов (или мюонов) с тяжелыми заряженными частицами типа атом
ных ядер. Как показано в разделе 13.6, такое взаимодействие мож
но учесть, добавив в лагранжиан взаимодействия слагаемое *, опи
сывающее взаимодействие с с-числовым внешним векторным по
тенциалом -/^(х):

X ,  =  /ц - j ( Z 3 -  1)(ЭИ- - d v ^ ) (Э Ц Yv - d v
_  (14.1.1)

-  ie(Z2 -  1)

* В этой главе мы вновь используем заглавную букву 1Р для обозначения 
поля электронов в представлении Гейзенберга, а строчную букву \|/ исполь
зуем для обозначения дираковского поля, зависимость которого от времени 
определяется только с-числовым внешним полем /^(х).
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Оно получается заменой квантового векторного потенциала на 
сумму А^ + -/  ̂ в отвечающем взаимодействию слагаемом в (11.1.6). 
Например, для отдельной тяжелой частицы зарядом Ze, помещен
ной в начале координат,

Именно взаимодействие (14.1.1) должно быть учтено во всех поряд
ках теории возмущений. В этом разделе мы рассмотрим теорию, 
включающую только такое взаимодействие, оставив рассмотрение 
радиационных поправок на последующие разделы.

Еще в детском саду физики узнают, что решение подобных 
задач сводится к решению дираковского волнового уравнения в при
сутствии внешнего поля. Вывод здесь этого уравнения может пока
заться лишней тратой времени, но, как подчеркивалось в гл. 1, 
данное Дираком исходное его обоснование как разновидности реля
тивистского уравнения Ш редингера не вы держ ивает критики. 
Кроме того, в процессе вывода мы получим условия нормировки, 
которые следует наложить на решения уравнения Дирака и кото
рые в оригинальной работе Дирака кажутся взятыми несколько 
«с потолка» . Обсуждаемые здесь решения дираковского уравнения 
будут существенно использованы в следующем разделе при анали
зе радиационных поправок.

Мы проведем рассмотрение, используя вариант гейзенбергов
ского представления, в котором зависимость операторов от време
ни определяется гамильтонианом, включающем только взаимодей
ствие (14.1.1) с внешним полем, но не другие взаимодействия. Поле 
электронов V|/(x) в этом представлении удовлетворяет полевому урав
нению

Это не уравнение Дирака в исходном понимании самого Дирака , 
поскольку здесь \|/(ж) — не с-числовая волновая функция, а кванто
вый оператор. Являющиеся с-числами дираковские волновые функ
ции определяются равенствами:

#° (х) | , А(ж) = 0.
4тс| х| (14.1.2)

Эх (14.1.3)

UN{x) = (Ф0,\|/(х)Ф„), (14.1.4)
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vN(x) S (Фд,,\|/(ж)Ф0), (14.1.5)

где Фл- — полный ортонормированный набор векторов состояний, 
Ф0 — состояние вакуума. Из (14.1.3) немедленно вытекает, что эти 
функции удовлетворяют однородному уравнению Дирака

+ т  + ieyxAx(x) u N (*£)

дх^
+ т  + геу^А^(х) vN{x) = 0. (14.1.6)

Кроме того, используя антикоммутаторы при равных време
нах для дираковского поля, можно вывести условие нормировки. 
Взаимодействие (14.1.1) не влияет на антикоммутаторы, поэтому они 
имеют тот же вид, что и для свободных полей:

{у(х ,I), \|/(у, t)} = гу°53(х -  у ) . (14.1.7)

Беря среднее по вакууму и вставляя сумму по состояниям Ф№ 
находим:

UN (X, t)UN (у, t) + ] £  ĴV (X, t)v*N (у, t) = 53( x - y ) .  (14 J 8)
N N ' '

Суммирование no N подразумевает интегрирование по состояниям 
непрерывного спектра и суммирование по всем дискретным связан
ным состояниям.

Нас главным образом интересует случай не зависящего от вре
мени внешнего поля типа (14.1.2). В подобных случаях состояния Фм 
могут быть взяты как собственные состояния гамильтониана (вклю
чающего взаимодействие (14.1.1)) с энергиями EN. Из инвариантно
сти относительно временных трансляций следует, что зависимость 
функций uN{x) и vN(x) от времени имеет вид

u N(x,t) = e“lEwtMw(x), v N(x,t) = e+lÊ v N(x). (14.1.9)

Тогда однородные уравнения Дирака запишутся как

гу°[у • V + т + геуХ:-/я (х)]ии (х) = ENu N(x),  (14.1.10)
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'У11 [у • v  + ™ + 4 (х)]% (х) = - Е ЛД5Л,(х). (14.1.11)

Знак «минус» в правой части (14.1.11) указывает на то, что vN явля
ются знаменитыми дираковскими решениями с «отрицательными 
энергиями». Как видно из (14.1.8), такие решения необходимы для 
полноты системы волновых функций. Конечно, при умеренных внеш
них полях в теории нет состояний  с отрицательными энергиями, 
так что все EN положительны. Однако все еще есть существенная 
разница между состояниями с неисчезающими uN или vN: из опре
делений (14.1.4) и (14.1.5) следует, что состояния могут иметь uN Ф О 
или vN Ф 0 только, если они имеют, соответственно,заряд —г  или +е. 
Р1менно в этом смысле решения уравнения Дирака с отрицательны
ми энергиями имеют отношение к существованию античастиц. Од
нако это соображение никак не связано с деталями уравнения Ди
рака и даже со значением спина электрона.

Из дираковских волновых уравнений (14.1.10) и (14.1.11) легко 
получить *, что волновые функции с разными энергиями ортого
нальны. Именно,

(Ем ~ e n ){un um ) = ^  ' {иы̂ У°Уи м) >

так что, если | х |2 ([uTNiy°yuM'} остается ограниченным при |х | —> 0 и 
|х | —> оо, ТО

j  d3x (и]у(х)им (х)) = 0, если EN Ф Ем . (14.1.12)

При аналогичных граничных условиях для vN находим тем же пу
тем:

j d3x  (?5д (х)«Л/ (х)) = 0, если EN Ф Е"м , (14.1.13)

j d3x (кд;(х)им (х)) = 0, если EN ф -Е*м . (14.1.14)

* Следующим ниже, вообще говоря, нестрогим рассуждениям мож
но придать строгий математический смысл, если исходить из того, что 
дифференциальный оператор jyb[yV + т + /еу*Л-, (х)] (гамильтониан Дирака 
во внешнем поле) является самосопряженным оператором в гильбертовом 
пространстве дираковских спиноров \|/(х) со скалярным произведением 
(Ч'ъУг) = Jdx¥t(x)\[f2(x). — Пргич. ред.
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Полагая N = М, получаем из (14.1.12) и (14.1.13), что все энергии 
действительны. Опуская в (14.1.12)—(14.1.14) знак комплексного со
пряжения над Ем, находим, что функции и с разными энергиями 
ортогональны, функции v с разными энергиями ортогональны, и 
(до тех пор пока потенциал недостаточно велик, чтобы порождать 
состояния отрицательной энергии) все и ортогональны ко всем v. 
Подбирая подходящим образом дискретные квантовые числа, ко
торые наряду с энергией характеризуют состояния, можно всегда 
сделать так, чтобы

J  d3x  (ul] (x)uM(x)j = 0, если N Ф М , 

|  d3x  (vjy (x )v m (х ))  =  0, если N Ф М , 

J d3x  (мд(х)«м (х)| = 0.

(14.1.15)

(14.1.16)

(14.1.17)

Умножая (14.1.8) справа на им(у) или vM(y), находим, что эти волно
вые функции должны удовлетворять условиям нормировки

J  d3y (г<.д;(у)м ;и(у)) = j d3y (y*N(y)vM{y)) = 5JN M ’ (14.1.18)

где 5WM -  произведение кронекеровских дельта-символов и дельта
функций в импульсном пространстве, причем нормировка согласо
вана с той, которая использовалась при определении £ N, так что 
£ Л-6ММ = 1. Эти условия нормировки непосредственно не имеют отно
шения к любой вероятностной трактовке дираковских волновых функ
ций, а являются следствиями антикоммутационных соотношений 
(14.1.7) для полей.

Обратимся к конкретному случаю чисто электростатического 
внешнего поля с А = 0. В принятом нами стандартном представле
нии матрицы Дирака имеют вид:

у = г
V

О - а  
а  О

/у0 = (3 -
0 1
1 о

В этих формулах о  — обычный 3-вектор, составленный из 2 X 2 
матриц Паули, а 1 и 0 — единичная и нулевая матрицы 2 x 2 . Вве
дем двухкомпонентные волновые функции f N и gN, полагая
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uN
1 / /аг + Wn Л

(14.1.19)
J n 4IN ,

Уравнение на собственные значения энергии (14.1.10) примет вид: 

(о • V)/w = (EjV + е-/° + m)gN, (14.1.20)

(о • V)gw = -(Е Л: + е /° -  m)fN. (14.1.21)

В нерелятивистском случае, когда е  У°г ~ Z a  1, энергия 
связи т -  En порядка Z2a2m, в то время как оператор градиента 
порядка Zam, так что gN приблизительно в Z apa3  меньше f N. (Что
бы найти волновые функции позитрона, заменяем везде EN на — EN, 
так что в этом случае / Л, меньше gN во столько же раз.) В конце 
раздела мы вернемся к нерелятивистскому случаю.

Физические состояния можно расклассифицировать на чет
ные и нечетные по отношению к пространственной инверсии:

РФ„ = Л А  , (14.1.22)

где T]w — знаковый множитель, равный ±1. Напомним, что если 
определить внутреннюю четность электрона равной +1, то дира- 
ковское поле преобразуется по отношению к инверсии по закону

Р¥(х, t)P_1 = (3\|/(—х, t ) ,

так что из уравнений (14.1.4) и (14.1.5) следует, что дираковские 
волновые функции удовлетворяют условию четности:

u w(x) = 11„Рми (-х), (14.1.23)

или эквивалентно,

/л>(х) = Т1Л,./Л;(-Х), gfjv(x)= - % g w(-x). (14.1.24)

Обратим внимание, что четность состояния совпадает с четностью 
/ w(x), но не gjv(x).

Если потенциал /° инвариантен относительно вращений, ре
шения волновых уравнений можно охарактеризовать их полным
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угловым моментом j и четностью rj. При заданном j  компоненты /  и 
д можно разложить по сферическим гармоникам с орбитальными

7 - 1 1 г  * J  -моментами / : = ;/ + ? и I - : ;/ — но при заданной четности 
Т| = (_i)5+2 и з  уравнений (14.1.24) вытекает, что /  содержит только 
гармонику с I = j + 2, а д — только гармонику с I = j + Из обычных 
правил сложения угловых моментов вытекает, что для состояния с 
полным моментом j, 2-компонентой полного момента (i. и четностью 
(—l)J+2 «большая» двухкомпонентная волновая функция /  имеет вид

/ ( Х )  = F(\ х (14. 1. 25)

где С и Y -  соответственно обычные коэффициенты Клебша-Горда- 
на и сферические гармоники 2. Кроме того, если задана любая вол
новая функция с определенными полным угловым моментом и чет
ностью, можно построить другую волновую функцию с теми же j и 
(J, но противоположной четностью, подействовав оператором (о-х), 
так что «малые» компоненты можно взять в виде:

д(х) = (о • х)
С ,; .. (.ущ ц-; :;)У !'/ ( х )  

-: ( х )

G(|x|). (14.1.26)

Принято определять орбитальный момент I состояния как орбиталь
ный момент «больших» компонент f N:

l = J + l (14.1.27)

так что четность всегда равна (-1)г.
Подставляя (14.1.25) и (14.1.26) в (14.1.20) и (14.1.21), получаем 

систему зацепляющихся дифференциальных уравнений:

^  ^ +  ̂G + (Е + еА° -  m)F = 0, 
dr г (14.1.28)
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dF к — 1------------- F - ( E  + eA° +m)G = 0, (14.1.29)dr г

j+i
где при четности Г) = (-1) 2

k ^ ± ( j  + 1). (14.1.30)

Сосредоточимся на случае простого кулоновского поля (14.1.2), ко
гда е / (| = Z a /r. Исследование уравнения Дирака в этом случае хо
рошо известно3, так что мы для полноты изложения коротко сум
мируем результаты. Легко видеть, что вблизи начала координат 
решения ведут себя как г 1-1, где s2 = к2 — Z2а2. (Обратим внимание, 
что к2 > 1, так что показатель степени s действителен при 
Z a  < 1.) Решения с s < 0  следует отбросить как несовместимые с 
условием нормировки (14.1.18). После этого требование, чтобы вол
новые функции не стремились к бесконечности при г —> оо; опреде
ляет разрешенные собственные значения энергии *:

1- 1/2

E n,j = т 1 + Z a
+ 2™ 2Z za (14.1.31)

2

где п — «главное квантовое число» и

] + х2 <п.  (14.1.32)

Примечательно, что эти значения энергии не зависят от чет
ности или I, а зависят только от п и j. Для каждого п и j существуют 
два решения, отвечающие двум знакам к или двум возможным чет
ностям, за исключением случая п j  + 2, когда единственной воз
можностью является к > 0 и четность ( - 1 )?-2 , так что I = j —
С учетом неравенства (14.1.32) это сводится к знакомому нереляти
вистскому ограничению I < п — 1.

Для легких атомов с Z a  1 выражение (14.1.31) можно пред
ставить в виде ряда

* Речь идет о дискретном спектре. — Прим. ред.
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_ Г Z 2 ос2 Z 4 а 4 Е = т  1-------— н----- т—
2 те п 2 j  +1

+ ... (14.1.33)

Естественно, что первое слагаемое есть энергия покоя, а вто
рое — энергия связи, согласно нерелятивистскому уравнению Ш ре
дингера. Первая релятивистская поправка, зависящая как от те, так 
и от j, дается третьим слагаемым. При те = 1 возможно только одно 
значение полного момента j = % и так как в этом случаем те = j + 
то и одно значение четности (—1 )•'' \ = +1, что соответствует I = 0. 
Поэтому для состояний водородоподобных атомов с те = 1 довольно 
трудно наблюдать эффекты, обусловленные релятивистскими по
правками к энергии связи, которые даются формулой (14.1.33), хо
тя, как будет видно в разделе 14.3, это недавно стало возможным. С 
другой стороны, при те = 2 имеются состояния с j = 5 и обеими 
четностями (т. е. состояния 2s1/2 и 2р1/2), а также состояние 2р3,2 с 
j  = |  и отрицательной четностью. Из формулы (14.1.33) определяет
ся расщепление р-уровней водорода:

9ос тЕ(2р3/2) -  Е(2р1/2) = — = 4,5283 X 1(Г5 эВ. (14.1.34)

Подобное релятивистское расщепление уровней носит назва
ние тонкой структуры  атомных уровней. С самого начала было 
известно, что это предсказание находится в хорошем согласии с 
наблюдаемой тонкой структурой. С другой стороны, из уравнения 
Дирака вытекает отсутствие разницы в энергиях состояний 2s1/2 и 
2pj 2, так что именно здесь уместно поискать вклады других попра
вок, что и будет рассмотрено в разделе 14.3.

Прежде чем завершить этот раздел, рассмотрим приближен
ные выражения для волновых функций и матричных элементов в 
нерелятивистском случае для произвольного электростатического 
потенциала /  . (Для кулоновского потенциала это соответствует пре
делу Z a  4С L) Так как EN + т — 2то ^  |е -/°|, «малые» компоненты 
волновой функции электрона приближенно выражаются через «боль
шие» компоненты:

gN ^ ( o - V ) f N /2 тое . (14.1.35)
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Тогда уравнение (14.1.21) превращается в нерелятивистское урав
нение Шредингера

Поскольку теперь в уравнении для f N уже нет никакой связи меж
ду спиновыми и орбитальными степенями свободы, можно искать 
полную систему решений этого уравнения в виде:

где XN — двухкомпонентный постоянный спинор, а \|/дг(х) — обыч
ное однокомпонентное решение уравнения Шредингера. Однако часто 
мы используем состояния с определенными значениями полного мо
мента j, для которых f N (при ненулевом орбитальном моменте) пред
ставляется суммой таких решений.

В нерелятивистском приближении четырехкомпонентная ди- 
раковская волновая функция принимает вид:

При установлении связи матричных элементов во внешнем поле 
с матричными элементами для свободных частиц полезно заме
тить, что волновая функция в импульсном представлении, отве
чающая собственному значению энергии N, может быть записана 
в следующем виде:

(14.1.36)

UN
1 (1 + ш  • V /  2 m)fN 

‘ V2 (1 -  ia ■ V /  2m) f N ’ (14.1.37)

а формула (14.1.18) определяет условие нормировки

(14.1.38)

где

ми (р) = (2л) 3/2Jd 3pe ф'хМд,(х) =* 2 > ( р , о Ш р ) ] а . (14л 39)
а
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где дираковский спинор для свободной частицы

1
м ( р , о )

( 1 - р - 0 / 2 т е)ха 
(1 +  р  • G  /  2 ш е ) Х а

г г '0'= III

,0, 2 л
a / лг(р ) — фурье-образ двухкомпонентной шредингеровской волно
вой функции:

/ К(Р) = (27i)~3/2 f  d 3pe~ip'xfN(x).l

В заключение с целью вычисления вкладов различных возмущений 
приведем главные члены матричных элементов 16 независимых 4 x 4  
матриц по электронным состояниям.

( UM UN ) ( / м / iv )  , 2 G  °  >■ ' '  4m,g '

(̂и мТ°мЛг) ~  (/м /iv) + 7  2̂ ' О G ■ V/jy),
4 m |  ' '  ‘

(14.1.40)

(14.1.41)

(uMyuN) -  ^ [ ( V /м  -oo-V /jv)], (14.1.42)

(ttM[Y°,y]uw) -  ^ - [ (V /м •o o - / jv) + (/m -o o -V/jv)], (14.1.43)
e

( t t M [ y l , y 5 ] u w ) 2 t e f^fe ( /м О ц с /д г ) *  

(1(д/УгД1,,\') ' — ^(/m0 / jv)>

(14. 1.44) 

(14.1.45)

(mmY5Y°uw) ~ 2 m (Л? a  ’ V/A:)J, (14.1.46)

(uMYsu «) “  2m * a  + ^ M °  (14, 1. 47)
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14.2. Радиационные поправки во внешних полях

Учтем теперь наряду с внешним полем тяжелых заряженных 
частиц также и квантовое электромагнитное поле и рассмотрим ра
диационные поправки к результатам предыдущего раздела, обус
ловленные взаимодействием электронов с квантовым электромаг
нитным полем. Такие радиационные поправки можно вычислить с 
помощью обычной фейнмановской диаграммной техники, причем 
весь вклад внешнего поля будет заключаться в модификации про
пагатора поля электронов в присутствии внешнего электромагнит
ного поля (и в добавлении зависящих от внешнего поля перенорми- 
ровочных контрчленов из формулы (14.1.1)). Конкретнее, вклад от 
включения любого числа вершин, соответствующих первому сла
гаемому в операторе взаимодействия (14.1.1), во внутреннюю элек
тронную линию любой диаграммы заключается в замене голого про
пагатора в координатном представлении —iS(x — у) на пропагатор 
во внешнем поле

—iS  у(х, у) = - iS (x  -  у) + (-г)2 j d4215(x -  2)еу^ -/ (̂2:1)6'(21 -  у)

+(-■г)3 |*d i z l j d i z2S(x  -  21)еу^:-/^(21)5(21 -  г2)еу^ -/ (̂z2)S(z2 -  у)

+ ..., (14.2.1)

где, как обычно,

р + т  -  i£

(Следует записывать S t как функцию х  и у, а не х  — у, поскольку 
внешнее поле нарушает трансляционную инвариантность.) Соглас
но доказанной в разделе 6.4 теореме, 5 \а определяемый формулой
(14.2.1), совпадает с выражением, определяемым формулой

- i S  Дж,у) = (Ф0,Т{\|/(х),\у(у)}Ф0) 4 , (14.2.2)

где нижний индекс /  справа означает, что вакуумное состояние Ф0 и 
электронное поле х/(х) должны быть определены в гейзенберговском 
представлении, в котором учитывается только взаимодействие (14.1.1) 
с внешним полем. Вставляя полный набор промежуточных состояний
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Ф№ в (14.2.2), приходим к выражению этого пропагатора через вве
денные в предыдущем разделе дираковские волновые функции:

-4S у(х,у) = 6(ж° -  y °)J^uN{x)uN(y) -6 (у° - х ° ) ^ г ; м (ж)г;м (у).
N М

(14.2.3)
Можно получить пропагатор (14.2.2) и как решение неоднород

ного уравнения Дирака

л Э л
у — т- + т + ге у -4 (ж) 

Эх "
S 4{х,у) = 64( х - у ) ,  (14.2.4)

которое следует из полевых уравнений (14.1.3) и соотношений анти
коммутации (14.1.7), или формально из ряда теории возмущений
(14.2.1). Кроме того, из формулы (14.2.3) вытекает, что этот пропага
тор удовлетворяет следующим граничным условиям: его фурье- 
разложение содержит при х° -  у0 —> оо только «положительночастот
ные слагаемые», пропорциональные ехр(-гЕ(х° -  у0)) с Е > 0, а при 
х° — у0 — оо — только «отрицательночастотные слагаемые», про
порциональные ехр(+Щ х° -  у0)) с Е > 0. Даже в случаях, когда 
внешнее поле слишком сильно, и использование ряда теории воз
мущений (14.2.1) недопустимо, можно с помощью неоднородного урав
нения Дирака с такими граничными условиями получить численное 
решение 4 для пропагатора во внешнем поле. Если только пропага
тор найден, амплитуды рассеяния во внешнем поле можно вычис
лить, используя обычные фейнмановские диаграммы, заменив при 
этом S(x  — у) на S  Дх,у) (и включив, где необходимо, соответствую
щие зависящие от /  перенормировочные контрчлены).

Посмотрим теперь, как использовать ряд теории возмущений 
с пропагатором во внешнем поле для вычисления сдвигов уровней 
энергии связанных состояний. Рассмотрим полный электронный про
пагатор S'  |  (х,у ), учитывающий взаимодействие электрона как с 
квантовым электромагнитным полем, так и с внешним полем:

- i S ' 4{x,y) = (П о .В Д х ) ,^ ? /)} ^ )  4 , (14.2.5)

где Ч'(ж) — электронное поле в гейзенберговском представлении с 
учетом всех взаимодействий, a f l0 — вакуумное состояние полного
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гамильтониана. В случае независящего от времени внешнего потен
циала можно найти полный ортонормированный набор собственных 
состояний C1N, полного гамильтониана с энергиями E'N. Вставляя сумму 
по этим состояниям в произведение операторов в (14.2.5), находим:

-iS'./ (x,y) = 0(ж° -  y0)e~lENix°~y°)Y JUN(x)UN(y)
N

-0 (у°  - x 0)e-i£^ ° - " 0)£ v K(x)VK(у), t'14-2-6)
N

где
(£10,4>(x , № n ) = e~iE’NtU N{x) , (14.2.7)

(n w,^ (x ,t )n 0) = e+iEfitVg{x) , (14.2.8)

(Сумма включает интегрирование по непрерывному спектру и сум
мирование по дискретным связанным состояниям. Как и ранее, UN 
и VN не равны нулю, только если заряд состояния Ши равен —е или 
+е, соответственно.) Можно переопределить этот пропагатор, за
дав его как функцию энергии, а не времени:

5 // (х ,у ;£ ) = [  dx° elE(-x°~y°'>S ' / (x,y). (14.2.9)
J —оо

(Из инвариантности относительно временных трансляций следует, 
что S ' /(х,у) есть функция сс° — у0, но не ж0 или у0 по отдельности.) 
Из формулы (14.2.6) следует, что

с -  / _  _  V  U n ( * ) U n (У ) у -  V w ( x ) ^ iv ( У)_ - L s ' + E - i e '
N N N

В частности, Л' t (х,у,Е) имеет полюса в точках, отвечающих как 
энергии любого связанного состояния электрона, так и взятой с об
ратным знаком энергии связанного состояния позитрона. (Конечно, 
у позитронов нет связанных состояний в кулоновском поле обычно
го положительно заряженного ядра.)

Рассмотрим теперь радиационные поправки низшего порядка 
к полному пропагатору. В соответствии с фейнмановскими правилами
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полный пропагатор в этом порядке равен Sf t = S , + 5S t, где по
правка

5S  j {x , y ) = | d 3zj* cL3w  S у (ж, z) 'L’̂ ( z ,w )S y(w, у ), (14.2.11)

а величина i XT / есть сумма всех однопетлевых диаграмм с одной 
входящей и одной выходящей электронной линией (исключая по
следние электронные пропагаторы), вычисленная с использованием 
пропагатора S  /{х,у) вместо S{x — y) для внутренних электронных 
линий, плюс перенормировочные контрчлены второго порядка. Ис
пользуя вместо временных энергетические переменные, имеем:

8S v(x,y;Е) = J d 3z j d3w S  y(x,z;E)E‘7(z,w ;£)6' 7(лу,у;Е), (14.2.12)

E*/z, w;E) = jdz°  E \ (z ,w) .  (14.2.13)

За счет радиационных поправок изменяются волновые функции: 
UJ = uN + 5uN, VN = vN + 8vN, и энергии связанных состояний: 
E'n = En + 6En, так что полный пропагатор равен:

S'j(x,y,E)  ^  S  , (х,у; Е)
5ц]у(х)цЛГ(у) + Цдг(х)8цдг(у)

EN -  Е

8Vjf (x)vN (у) + vN(x)SvN (у)
e n  + e  (14.2.14)

у  uN{x)uN(y)8EN у  vN{x)vN{y)8EN

N (E n - E )2 V (E n +E) 2

(Мы опустили слагаемые г£, поскольку теперь рассматриваются те 
значения Е, которые не принадлежат непрерывному спектру со
стояний рассеяния.) Видно, что сдвиг 8EN энергии связанного со
стояния электрона определяется коэффициентом при слагаемых 
- u N(x)uN(у) /  (En -  Е)2 в полном пропагаторе. Чтобы найти этот ко
эффициент, заметим, что из (14.2.3) вытекает:

е , . V  г%(х)ми (у) vN{x)vN(y) 
у(х,у, ) е  E - i e  + Е -  iv ' (14.2.15)

N N ,v
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Подставляя это выражение в (14.2.12), находим:
uN(x)uM( У)8S  /(х, у; Е) = Y ,

NM(EjV Е)(Ем Е)
’ _  (14.2.16)
х d3z d3w uN (z) E"/ (z, w; E)uM (w) + ...

где точки соответствуют дополнительным слагаемым, включающим 
хотя бы один полюс при отрицательном значении энергии. Сравни
вая коэффициенты при (EN — Е)~2 здесь и в (14.2.14), получаем:

= - J d 3̂ J d 3y«iv(x )E ’v(x,y;Eiv)wJv(y). (14.2.17)

Функции uN являются решениями однородного уравнения Ди
рака, удовлетворяющими условию нормировки (14.1.8), так что все 
это весьма похоже на обычную теорию возмущений первого поряд
ка, с заменой в гамильтониане оператора возмущения на —Е ■

В общем случае 8EN оказывается комплексным. Это есть след
ствие нестабильности атомных уровней энергии по отношению к 
радиационным переходам на нижние уровни. В гл. 3 мы видели, что 
нестабильное состояние с энергией Е и вероятностью распада Г при
водит к наличию полюсов в разных амплитудах при комплексных 
значениях энергии Е -  гГ/2. Мнимая часть (14.2.17) равна по этой 
причине —Г/2, а действительная часть определяет сдвиг энергии.

Фейнмановские диаграммы для Е показаны на рис. 14.1. (Об
ратим внимание на то, что здесь появились новые фотонные 
диаграммы—головастики, поскольку присутствие внешнего поля 
нарушает лоренц-инвариантность и инвариантность относительно 
зарядового сопряжения, запрещающие подобные диаграммы в обыч
ных правилах Фейнмана.) С помощью фейнмановских правил в ко
ординатном представлении получаем вклад этих диаграмм в виде

i L \ ( x , y )  = [еу^][-г£ 7(х, у)][еу^}[-iD(x -  у)]

-[еу^54(х -  у)] J d 4z[-iD (x -  2)]Tf{[—iS j(z,z)][ey^]}

- i(Z2 -  1 )^ 3 ^  + m)54(x -  y) + -  y)

+ey^(Z2 -  l)54(x -  y) y^(x)

+z(Z3 -  l)[eytj 8 4(x -  y) j di z[-iD(x  -  z)]3v(3v -/^(z) -  9**Wv(z)),

(14. 2.18)
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к ^ЛДЛАк

Рис. 14,1, Фейнмановские диаграммы низшего порядка для электронной 
собственноэнергетической функции L* v(x, у) в присутствии внешнего поля. 
Двойные прямые линии изображают пропагатор во внешнем поле SA; 
одиночные прямые линии — входящие и выходящие электронные линии; 
волнистые линии — виртуальные фотоны; крестиками изображены 
перенормировочные контрчлены

где перенормировочные константы (Z2 — 1), (Z3 — 1) и 6m вычислены 
во втором порядке по е. (Знак «минус» во втором слагаемом привыч
но сопровождает вклад замкнутой фермионной петли.)

В случае сильных внешних полей с Z a  порядка единицы, необ
ходимы численные расчеты электронного пропагатора S  t в конфигу
рационном пространстве и интегралов в (14.2.17) и (14.2.18).4 Однако 
для слабых полей можно подставить несколько первых слагаемых 
ряда (14.2.1) в (14.2.18) и вычислить эти интегралы в замкнутом виде. 
Удобнее работать в импульсном представлении, определив

S ^(х,у) = (2л)-4 J <̂4р ^ 4р е гр ~xe~w'yS  у(р ',р), (14.2.19)
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и

X /(~с,у) = (2л)~4 J d 4p 'd4p e ip 'хе~гр'у X /(р ’, р), (14.2.20) 

w(x) = (2л)_3/2 j  d3p e ip'xu N(p), (14.2.21)

/^(х) = j d 4q eiq x :.-/v-(q). (14.2.22)

(Мы допускаем здесь некоторую некорректность, используя один и 
тот же символ для функции и ее фурье-образа, полагая, что явное 
указание аргумента позволяет разобраться, что есть что.) Выраже
ния (14.2.1) и (14.2.18) принимают вид

, - ip  + т
s  а р , р)=  ,  ,-------р + т  -  ге

. —ip' + т ч - i v  + m  (14.2.23)
ге — ------ j----- М р  — Р)—о------ ¥----- +  •••р + m  -  ге р + т -  ге

Е 'Л р ' . р ) =
ге

(2тт)4
d k

к -  ге
- У 1̂  ;(р' - к , р - к ) у

+ H Z 2 ~ !).!('> + m) + Z2Sm]64(p/ -  р) -  ie(Z2 -  1) //(р' -  р)

ге2у^

+ -

(2л) (р -  р')2 -  ге 

ie(Z3 -1 )

-  | d4q Тг{£ 4q,q + p ' - p )  Уц}
i e  J  • (14.2.24)

(p - p ' f  -  г е 1
- [ ( p - p ' ) 2 Щр' -  p) -  (p -  p 'Kp  -  p') ■ A p '-p ) ] -

Поскольку внешнее поле не зависит от времени, S /(х,у) и
Е, /(х,у)  могут зависеть от х° и у 0 только через разность х° — у 0, 
так что S ,/(р',р) и Y. а также / й(р’ -  р) должны быть про
порциональны 5(р/0 -  р°):

^ ( р ' - р )  = 5(р/0 - р ° ) - ^ ( р / - р ] , (14.2.25)

1
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>5” /(]->',р) = 6(р'° - p ° ) S  Др',р;р°), (14.2.26)

ХГдр'.р) = 5(р'° -р ° )1 " у(р/,р; р°). (14.2.27)

Сдвиг энергии определяется из (14.2.17) и (14.2.13) в виде:

8-Ejv = - J d 3p /| d 3p u JV(p/)L 'y(p/,p ;£ w)wJV(p), (14.2.28)

где Е.Др^р; En) дается формулами (14.2.23), (14.2.24) и (14.2.27). Это 
рабочая формула, которую мы используем в следующем разделе 
для расчета энергетических сдвигов в слабых внешних полях.

Рассмотрим радиационные поправки к уровням энергии нере
лятивистского электрона в произвольном электростатическом поле, 
например, в кулоновском поле легкого ядра с Zoc L B  этом преде
ле естественно рассматривать кулоновское поле как малое возму
щение, но, как мы увидим, это приводит к инфракрасной расходи
мости, связанной с той, которая обсуждалась в разделе 11.3. На 
самом деле, инфракрасная расходимость фиктивна, поскольку 4- 
импульсы р ,En и  V',En не лежат на массовой поверхности электро
на, тем не менее, нам нужно быть внимательными.

Обычно задачу решают, разбив интеграл по энергиям вирту
ального фотона на область низких энергий, где электроны можно 
рассматривать нерелятивистски, но учитывать вклады всех поряд
ков по внешнему полю, и область высоких энергий, где следует 
учитывать релятивистские эффекты, но ограничиться только вкла
дом первого порядка по внешнему полю.

Мы поступим иначе и введем фиктивную массу фотона ц, вы
брав ее много большей, чем типичные кинетические энергии элек
трона, но много меньшей типичных импульсов электрона. В случае 
кулоновского поля это сводится к требованию:

14.3 Лэмбовский сдвиг в легких атомах

(14.3.1)
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Запишем фотонный пропагатор в первых двух слагаемых пра
вой части формулы (14.2.24) (включая выражения для контрчленов 
Z2 — 1 и Z26m) в виде:

1
к2 -  ге

С д в и г  энергии является, соответственно, суммой двух слагаемых, 
отвечающих «высоким энергиям» и «низким энергиям». Слагаемое, 
отвечающее высоким энергиям, вычисляется путем подстановки пер
вого слагаемого в фотонном пропагаторе (14.3.2) в три первых сла
гаемых правой части (14.2.24) и прибавления результата к двум по
следним слагаемым в (14.2.24) (отвечающим поляризации вакуума), 
которые в любом случае не содержат инфракрасной расходимости. 
Слагаемое, отвечающее низким энергиям, вычисляется подстанов
кой второго слагаемого из (14.3.2) в три первых слагаемых в (14.2.24). 
Одним из преимуществ такой процедуры является то, что удается 
непосредствено воспользоваться результатами релятивистских вы
числений из разделов 11.3 и 11.4, не занимаясь довольно запутан
ным переходом от массы фотона к инфракрасному обрезанию по 
энергии. Конечно, в конце вычислений мы должны убедиться, что 
зависимость от массы фотона (! в слагаемых, отвечающих высоким 
и низким энергиям, взаимно сокращается и полный сдвиг энергии 
не зависит от ц.

А. Слагаемое, отвечающее высоким энергиям

Поскольку ц выбрано значительно большим, чем энергии свя
зи в атоме, можно оставить только слагаемые низшего порядка по 
внешнему полю. Однопетлевая радиационная поправка к атомным 
уровням энергии в произвольном не зависящем от времени внеш
нем вектор-потенциале -/^(х) определяется в импульсном представ
лении выражением (14.2.28), где собственноэнергетическая вставка 
£  /(р',р) дается формулами (14.2.24) и (14.2.23). Слагаемые нулевого 
порядка по внешнему полю просто сокращаются: слагаемое, про
порциональное 5 т , сокращается с первым слагаемым при А  = 0; 
слагаемое, пропорциональное Z3 -  1, сокращается с третьим сла
гаемым при /  = 0; наконец, слагаемые, пропорциональные Z2 — 1, 
обращаются в нуль, поскольку и(р) удовлетворяет уравнению

k + [I -  ге
+

к -  ге к +11 -  ге (14.3.2)
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Дирака. Слагаемое первого порядка по -Л1 в £  /(р',р) можно пред
ставить в виде:

£  л(р '.р ) = -£®Ац(р'- p j r f  (p ',p ), (14.3.3)

Г t ip ' ,  р) =
ге d к

(2ж)4 

- г ( р ‘ -  It) + т

ip' -  к)2 + т 2г -

к 2 + \12 -  ге

ге
—i(p -  Ус) + т е 

ip -  к)2 + т ге + ( z2 - D y '

ie2y v 1 dH Т г |
- i l  + т г - i l  -  ip' + ip + т е vv

(2л)4 (р -  р')2 -  ге > 1[2 + jyi‘1 7

i + ■е
ч 1 р)2 + т 2е _ ' )

2з 1 - [ ( р ' - р ) 2лцу - ( р / - р ) ц ( р '- р ) у ] т '
ip' -  р) ге (14.3.4)

е т

Сравнение двух первых слагаемых этого выражения с форму
лами (11.3.1) и (11.3.8), а двух последних — с формулами (11.3.9), 
(11.2.3) и (11.2.15) показывает, что Г ^ р ^ р ) является полной одно
петлевой вершинной функцией, включающей поляризацию вакуу
ма и все контрчлены, матричные элементы которой на массовой 
оболочке уже были вычислены в разделе 11.3. Используя представ
ления (14.2.26) и (14.2.25), соответствующий вклад в сдвиг энергии 
(14.2.28)можно записать в виде

Гб£д,1 = ie \d 3p ’\ d 3pl iV J высокие энергии J х

х (uN(pOrf (р', E'n , р, Ehi )tti¥(p)j Ац (р' -  р ). (14.3.5)

(Вид этой формулы можно было бы угадать, просто заменив ^  в 
вершине взаимодействия электрона с внешним полем на ГУ*,) Как 
обсуждалось в разделе 14.1, в силу неравенства Za  <SC 1 можно ап
проксимировать дираковскую волновую функцию uN в (14.3.5) выра
жением:

[ 'М р )]„ = E u a(p’°)[^v(p)]a’ (14.3.6)
а
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где f N есть нерелятивистская двухкомпонентная волновая функция 
электрона во внешнем кулоновском поле, а м(р,а) — четырехкомпо
нентное нормированное решение уравнения Дирака в импульсном 
пространстве:

[гу^р11 + т е]м(р,о) = О, (14.3.7)

соответствующее z-компоненте спина о. Так как uN{р) приближенно 
удовлетворяет уравнению Дирака для свободной частицы, то об
щая форма матричного элемента Г /  дается формулой (10.6.15):

и м (р')[ум +1'Г(Р',Р)]г<л.(р)

= и м ( Р У ^ ( д 2) + { [ У ,у у]ду.Г2(д2 щ ( р ) ,
(14.3.8)

где g = р' — р. Волновые функции uN{р) очень быстро убывают при |р| 
3> Zame, так что нужны только выражения для Fx(q2) и F2(q2) в 
пределе g2 -С те2. В этом пределе с помощью формул (11.3.31), (10.6.18) 
и (11.3.16) имеем:

( q2 ) 1л(V I 2+—+ з"

l m V [ m i l 5 4 (14.3.9)

F2(g2) -
1 6 т ел (14.3.10)

Рассмотрим сначала вклад слагаемого Ег в формуле (14.3.8), 
поскольку именно оно приводит к самому большому вкладу в сдвиг 
уровней энергии и, кроме того, при его вычислении возникают наи
более интересные проблемы. В случае чисто электростатического 
поля, когда 4 = 0, из формул (14.3.5), (14.3.8) и (14.3.9) получаем:

P e n ]F] = - 24?%-ml
In

(  2 S 2+ — + з"

[ m l ) 5 J

J d V J d3P u.tX{v')(-ie /°(p' -  p))y°(p' -  p)2u N(p).
(14.3.11)
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Для вычисления этого вклада можно использовать главное слагаемое в 
нерелятивистском матричном элементе (14.1.41), так что в результате 
имеем

„2
[«ЕЯ]г. = 24% ml

f  2 \  ц 2 з"In + -  + —
( т 2е 5 4

X J d V  J d 3P /д ( Р >  А р '  -  p)(p' -  p)2/jv(p)
(14.3.12)

или в координатном представлении

24 %2т 2е
In 2 3 

+ 5 + 4 J d3x f ^  (x)[eV2: /°  (x)J/JV (х).

(14.3.13)

В частности, для кулоновского потенциала (14.1.2) имеем: eV2 -/°(x) 
= —Ze2S3(x), индекс N  включает главное квантовое число п и кван
товые числа углового момента j, т, I, а из формулы (11.2.41) имеем: 
l/inmj(0) 1гт = ‘̂ (Z(Xme/ n 3)3/28i08cm/^4i7i. Соответственно сдвиг энергии 
(14.3.11) принимает вид:

2Z4a 5m
3 Tinз

( ц2 1 2 з"In + —+ —
\ т е 5 4 Ч, о • (14.3.14)

(Отсутствие зависимости 5Е от 2-компоненты т  полного углового 
момента гарантируется инвариантностью относительно вращений.) 
Слагаемое 2/5 в скобках в (14.3.12) и (14.3.13) возникает за счет по
ляризации вакуума и дает ту же величину сдвига, которая была 
вычислена в разделе 11.2 с помощью скорее эвристических сообра
жений.

Прежде чем переходить к вычислению магнитного и низко
энергетического вкладов в сдвиг энергии, стоит заметить, что с 
помощью уже найденного результата можно без всякой дальней
шей работы получить хорошую оценку лэмбовского сдвига по по
рядку величины. Можно ожидать, что низкоэнергетические слагае
мые будут содержать член, пропорциональный 1п(ц/В), с таким ко
эффициентом, чтобы сократить зависимость от ц в (14.3.12). 
Константа В есть энергия, необходимая для обезразмеривания
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аргумента логарифма. Поскольку инфракрасное обрезание в конце 
концов определяется энергией связи электрона в атоме, можно пред
положить, что В равна типичной энергии связи, т. е. В — (Za)2m e. 
Таким образом, полный сдвиг энергии в состоянии N  с главным 
квантовым числом п и орбитальным моментом I равен:

(14.3.15)

Для 2s состояния атома водорода одно только логарифмическое сла
гаемое дает

а 5т е 
12% 1п(а4) = 5,5 х 10“6 эВ = 1300 МГц х 2М.

Как мы увидим, слагаемые 0(1) уменьшают полный сдвиг энергии 
примерно на 25 %.

Рассмотрим теперь вклад слагаемого F2 в матричный элемент 
Г / .  Как мы видели в разделе 10.6, это слагаемое можно интерпре
тировать как радиационную поправку к магнитному моменту элек
трона. Подставляя формулы (14.3.10), (14.3.8) и (14.3.6) в (14.3.5), на
ходим, что это слагаемое приводит к сдвигу энергии:

[ s % L  = - 32% т,
- J d V j  d3p (u JV(p/)[y^,Yv]uJV(p))

х е  :^(p/ - p ) ( p / - p ) v ,
(14.3.16)

или в координатном представлении

-.2ге"
?2 647i2m a

j d3x (uN (х)[уц, yv ]uN (x))e.^v (x), (14.3.17)

где

jj. ‘(i'' (14.3.18)

В случае чисто электростатического поля, когда Л  = 0, этот сдвиг 
принимает вид

2
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■ 2 .

= 32^ т  J  d3x(HN(х)[у, у°]mw(x)) • v[e -/° (x)]. (14.3.19)

В нерелятивистском пределе Z a  1 можно использовать прибли
женный результат (14.1.43), который в данном случае имеет вид:

(u w[Y°> 1 \ u n  ) ~  ~ ~  K ^ / n  4 °  G/ « )  +  ( / j v °  °  ' V / w )]
е

г + . t . + (14.3.20)
_  ~ [ v (/w/w) _  W ,  х o ) /jv _  i/W (° x V /A:)].me

Подставляя это представление в правую часть формулы (14.3.19) и 
интегрируя по частям, находим, что этот вклад в сдвиг энергии 
дается формулой

[S£v ] = —  6 J с!3х [ - | /„ (х ) |2 V2(e :A x ) )
2 оАк т р J

(14.3.21)
+ 2г /» (х )а  • (V(eA°(x)) х V/W(x)].

Собирая вместе выражения (14.3.12) и (14.3.21), получаем полный 
отвечающий высоким энергиям вклад в сдвиг энергии в произволь
ном электростатическом потенциале . /°:

[««»],J высокие энергии 

„2

24л2т 2
InV

vm 2 Kl j  d2x  (x)|eV2A°(x)]/w(x)

+ ie
16 Tt2m 2

j dsx  (x) a  • (V(eA° (x) X V/A, (x) ).
(14.3.22)

Б. Слагаемое, отвечающее низким энергиям

Низкоэнергетический вклад в сдвиг энергии получается из пер
вых трех слагаемых в (14.2.24) после подстановки

1 1 1
2 _ 7,2 |.,2  , • (14.3.23)k - i e  к — ie кг + j.i -  ie
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в фотонном пропагаторе. Эта подстановка по существу служит для 
обрезания интеграла по компонентам 4-импульса фотона к на вели
чинах порядка ц, но это невозможно увидеть, пока аккуратно не 
учтена перенормировка массы, так что до этого момента мы воз
держимся от любых нерелятивистских приближений. Кроме того, 
сейчас мы учитываем импульсы фотонов того же порядка или мень
ше, чем энергии связи атомных состояний, так что необходимо рас
смотреть ответственные за эту связь электростатические силы во 
всех порядках.

Вместо того, чтобы работать с формулой (14.2.24) импульсного 
представления, удобно вернуться к формуле (14.2.18) конфигураци
онного представления. В этом представлении низкоэнергетический 
вклад в собственноэнергетическую функцию электрона дается фор
мулой

I Z*Ax,y)]

+

низкие энергии 

4

= ie2ypS  у (ж, y)JpD(x -  у; ц)

5 т е(ц)54(х -  у) -  (Z2(|i) -  1)(у [̂Э  ̂+ i e + т е)54(х -  у ) , (14.3.24)

где D(x — у, ц) — модифицированный фотонный пропагатор,

D(x -  у; р.) =
(2л )4

dAkeik<x~y)
ге к + \i2 ге (14.3.25)

а контрчлены Z2(n) — 1 и 5т(ц) вычислены с помощью этого моди
фицированного пропагатора. Переходя от временной переменной к 
энергетической, находим, что низкоэнергетический вклад в функ
цию (14.2.13) есть

[1“у(х,у;£)1
ге

х

низкие энергии ч(2л) 

1 1

4 J d4k y pS  у(х,у;£ -  к0)ур

гк-(х-у)
к 2 -  ie к 2 + \i2 -  ie_

-  (Z2(n) -  1)(у • V + iy°E + ieyw -/v + m e)53(x -  y) 

+ 5m (ц) 83(x -  y ).

(14.3.26)
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Соответственно низкоэнергетический вклад в сдвиг энергии соглас
но формуле (14.2.17) принимает вид

[&EjV ]Низкие энергии =  “ J  &3Х  J <3"у UN  (x)[L 4  (х, у; Е дг)]Низкие энергии м Лг(У) 

j d 4k j d 3x j d 3y мЛГ(х )у р6' у(х,у; Е -  k°)y puN(y)

ik-(x-y)

—ге
(ЗД4

х
1 1

к- - г г  к +ii -  ге

5me(p)J d3x % (x )  идт(х).
(14.3.27)

Заметим, что слагаемые, пропорциональные Z2(n) — 1, выпали, так 
как дираковская волновая функция uw(x) удовлетворяет уравнению 
Дирака (14.1.10). Для нахождения электронного пропагатора в при
сутствии кулоновского поля воспользуемся формулой (14.2.15):

5 у(х,у;Е) = £
м

им (х)им ( у) Y'1 у)
Ejy[ + Е — ге

yj _
r'e i—iм

где суммы в первом и втором слагаемых берутся по всем одноэлек
тронным и однопозитронным состояниям, соответственно. Интегра
лы по к0 легче всего взять, замкнув контур интегрирования боль
шим полукругом в нижней полуплоскости для первого слагаемого, 
и в верхней полуплоскости — для второго:

dk° 1
к2 + ц2 -  ге

1
\Е М + Ejy t  к® гг

f  \ 
1

Vk2 + Ц2 К ЕМ + En + ^/k“ + ji“ — iv ,

и поступив аналогично, когда (J, заменяется на нуль. Теперь сдвиг 
энергии принимает вид
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[6 ЕN  Jнизкие энергии 3
2(271)

K f c £
М

rtw '(k) ГрМИ(к)

1

lk](EM ге)

\/kJ + li (EM -  En + д/к“ + (X" -  ie) y
/

1

к (^д; + Еж I k| — ie)

1

'Гщг(.к) FpMW(k) 

1

\ / k 2 +  (J.2 ( £ M +  +  ^ /k 2 +  — ге)

■ 8 m e ( f i ) J  x  T i N  ( к ) и N  ( s . ) ,

(14.3.28)

1

1

Г д е  ,

г мк(к) 3 J d3ye~lky uM(y)yPuN{y), (14.3.29)

Гмлг(к) = j d 3ye~lk'y vM(y)yp% (y ), (14.3.30)

(Конечно, «сумма» по M в (14.3.28) означает вклады только от элек
тронных состояний в первое слагаемое и только от позитронных 
состояний — во второе.)

Формулу (14.3.28) можно было бы вывести более непосредст
венно из старой теории возмущений: энергетические знаменатели 
Ем — En + со и  Ем + En + со возникают в результате вычитания 
энергии En начального состояния из энергии промежуточного со
стояния, содержащего либо электрон с энергией Ем и фотон с энер
гией со, либо позитрон с энергией Ем, фотон с энергией со и как 
конечный, так и начальный электроны (см. рис. 14.2).

Прежде чем делать какие-то приближения в (14.3.28), удобно 
выразить временные компоненты матричных элементов и Г^Л- 
через соответствующие пространственные компоненты, используя
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Рис. 14.2. Диаграммы старой теории возмущений для низкоэнергетической 
части сдвига энергии электрона. Сплошные прямые линии изображают 
электрон; волнистые динии — фотон; пунктирные линии пересекают ли
нии частиц промежуточных состояний, соответствующих первым двум 
слагаемым правой части формулы (14.3.28)

соотношения *, следующие из закона сохранения электрического 
тока:

Более того, используя соотношение полноты (14.1.8), можно непо
средственно показать, что

^i^MN (к) -  (£jV Ем Wmn (к) >

k;i”'iujy(k) = (En + EM)r^ w(k) .

(14. 3. 31)

(14.3.32)

(14.3.33)
м

и

Чтобы получить (14.3.31), заметим, что
ВДлДк) = ~ i \ d 3x e  гкх V • ( % ( х ) у и я (х ))  

= i j d * x e  ,кх Э0 (й м ( х ) у °  и м ( х ) |е ”!(Ем_Ем)а:g-i(EN-EM)x (EN Ем)Гмлт(к)-

Формула (14.3.32) выводится аналогично.
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53[|Гмлг(к)|“ (Ем En ) | r ^ w(k)|“ (Ем + £ w)]
м
= У. [~Гм/у(к)к -Г ми(к) - Г ^ и (к)к • Г жйг(к)]

м

= —гк • J d3xTtN(x) у ми (х) = 0,

(14.3.34)

причем последнее равенство вытекает из условия четности (14.1.23). 
Таким образом, соотношение (14.3.28) можно переписать в виде

[52?

2(2зс)
d3k £

м

(| ГМЛГ(к)|2 —| к • ГMJV(k)|2/ k 2)

I к[ (2?м - E n  + |к | -  ге)

(|Гм«(к)|2- к ' Гми(к) 2/(к 2 +}Х2))

л/к2 + Ц2 (2?м + E n  + V'к2 + р 2 -  ге)

+ -
2(2%)

d3fc £
м

( i f MJV(k)l2- l k - f MJV(k)l2/ k 2) 

I к| (2?м E n  + 1 kj — ге)

( |г м«(к)!2- к - ГМЛГ(к)|2/(к 2 + JLi2 ))

д/к2 + р.2 (SM + 2?w + f̂k2 + р2 -  ге)

(2%У
d 3fcE lf M»(k)P

м к2 + р 2

+ - a j i  -  5me(fi)J d3x  uN(x)uN(x),
(14.3.35)

При получении предпоследнего слагаемого был использован эле
ментарный интеграл

d3k
V

1
к2 + (X2

= 2(171 .
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До сих пор все преобразования были точным переписыванием 
формулы (14.3.28). Теперь следует сделать ряд приближений. Преж
де всего рассмотрим перенормировку массы. В разделе 11.4 уже бы
ло вычислено значение 5me(|i) в порядке а. Оно равно:

6 т е(ц) =
2 т е%2е2

(2л)4
d x (l + х) In

f т 2ех 2 + р.2(1 -  х ) 4
9 9т гх (14.3.36)

Хотя в  разделе 11.4 величина ц  рассматривалась как регуляризую- 
щая масса, которую следовало считать много большей чем т е, вы
ражение (14.3.36) можно с тем же успехом использовать для вычис
ления значения 5 т е(ц.) в интересующем нас сейчас случае ji <?С т е. В 
этом пределе формула (14.3.36) приводит к выражению:

5m (ц)
ац Зц

2 т „ (14.3.37)

Напомним, что при Z a  <SC функция uw(x) определяется форму
лой (14.1.37):

Мдг(х) =
1 (1 -  о  • v/2 + ... )fN (х) 

(1 + 0 -у/2 + ...)/д:(х) (14.3.38)

где точки отмечают слагаемые более высокого порядка по Za, 
v -  нерелятивистский оператор скорости -%Ч/те, а f N(x) -  двух
компонентный спинор, являющийся решением нерелятивистского 
уравнения Шредингера, нормированный соотношением (14.1.38):

J  d3x  | / w(x)|2 = 1 -  -j (v2)ww +■■■ (14.1.39)

Отсюда находим коэффициент при 6 т е(ц) в правой части (14.3.35):

J d3i% (x )M N(x) = l - | ( v 2)WJV + ... (14.3.40)

Мы сразу же видим, что главное слагаемое в члене 8тД}Д)к/Лг uNuN 
сокращает слагаемое ац /2  в правой части (14.3.35). На самом деле,
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такое сокращение можно было предвидеть, поскольку это слагае
мое выживает в пределе Za  —> 0, а определение т е(ц) как перенор
мированной массы электрона требует, чтобы в этом пределе не бы
ло никакого сдвига энергии.

С помощью тех же рассуждений можно предвидеть, что сла
гаемое порядка otjLi2/ т е в 5ше(ц) (которое больше, чем порядка 
a(Za)4me, и поэтому им нельзя просто пренебречь) сокращает имею
щие тот же порядок второе и третье слагаемые в правой части 
(14.3.35) *. С другой стороны, произведение слагаемого аЦ2/ т е в 6те 
со вторым слагаемым в матричном элементе (14.3.40) имеет порядок

* Убедиться в этом сокращении можно следующим образом. Мы исхо
дим из того, что второе и третье слагаемые в правой части (14.3.35) доста
точно малы, так что их можно оценить с помощью предельно нерелятиви
стского приближения рг%(х) = ?%(х) в уравнении Дирака, которому удов
летворяет uN(x). С другой стороны, хотя и можно пренебречь кулоновской 
силой в позитронных волновых функциях vM(x), сумма по М в третьем 
слагаемом содержит существенный вклад от релятивистских позитронов, 
так что мы используем приближение иро(х) — (2n)~3/2v(p,o)eip-x, где и(р,а)— 
введенный в разделе 5.5 позитронный спинор, нормированный услови
ем и(р,ст')г?(р,с>) = 8а'с. Таким образом, суммы по М во втором и третьем 
слагаемых в (14.3.35) даются следующими приближенными формулами:

.м
I(к)Гд;дг(к) + (г о  j) =* 5; №

. 2 .+ тг + те

/к2 + тп2

£ 1 С д к ) |2-
м

№ . 2+ те -  те

2А/к2 + m2

В главном порядке по |l /me для этих слагаемых имеем соответственно

4пге(2л)

2(2л)

d3k

d3k

(3-fc2 / ( к 2 + ц2)) \/к2 + ш2 + те ац2
№ + ц2 { Ф ' 2 + ш\ j 4 пте

ч
1 ' •у/к2 + т\ - т е _ ац2

к2 + ц2 J { 2д/к2 + пг2 ; пте

(продолжение сноски на с. 795)
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(Za)2a |i2/m e a(Za)4me, и поэтому им можно пренебречь. Единст
венный остающийся в порядке a(Za)4me вклад от перенормировки 
массы -  это произведение старшего слагаемого в 6 т е(ц) со слагае
мым порядка (Za)2 в jc/:ОС

' 9 ‘

8л 2 <V >NN ^ - ( v 2)1 бтс )ш

(Это отмеченное в разделе 1.3 влияние перенормировки массы на ки
нетическую энергию электрона.)

Оказывается, что последнее выражение в точности равно взя
тому с обратным знаком первому слагаемому в (14.3.35), если в нем 
пренебречь разницей между уровнями энергии. Чтобы убедиться в 
этом, заметим, что интеграл в этом слагаемом эффективно обреза
ется на значениях |к| ~ (Д. <ЗС Z(xme, поэтому можно вычислить мат
ричный элемент ГМЛГ(к) в пределе к —> 0. В низшем порядке по Za из 
соотношения (14.2.32) находим:

Г м»(0) = (v)MJV , (14.3.41)

и, используя полноту решений f N нерелятивистского уравнения Шре
дингера, имеем:

У, * 1/,\' (k)I д/д, (к) ' (v 1 v •')Л;Л. , (14.3.42)
м

так что в этом порядке

* (Соотношение (14.3.32) исключает возможность того, что релятивист
ская поправка к последнему выражению могла бы не быть подавленной 
множителем k2/m e2, возникающим в самом выражении при |к|2 пге2.) 
Указанные два слагаемых сокращаются со слагаемым +3ц2/4л;те в члене 
-5me(n)jd3x uN{x)uN(x). Наконец заметим, что релятивистские поправки к 
указанным выше приближенным оценкам сумм по состояниям позитронов 
включали бы дополнительные множители порядка и2/с2 ~ (Za)2, что дава
ло бы вклады порядка a(Za)2n2/m e2 a(Za)4me. Этим оправдывается ис
пользованное здесь нерелятивистское приближение.
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2(2 л)3
d?k У

м

(|Гм„(к)Р  |к • Г ми(к)|2/ к “ )

(IГмлг(^)I2 IЬ ' Г MW(k)|2/(k" + р.2))
к2 + (X2

“ 2 ( 1 - к 2/3(к2 + ц 2))
з (v2)«IV2(2»)'

16л )ш

dsk
Зк2 k 2 + |i2

Следовательно после перенормировки массы у нас остается только 
первое слагаемое в (14.3.35) минус такое же слагаемое с отброшен
ной разностью энергий EN -  Ем:

[б Е

X

d3k y  (Ем En )
м2(2 л )3

Г MW(k)|2—| к • Гд/д;(к)2/ к 2 )

^ 2  ~  E N  “ Ч  —

( Гмлг(к) 2 к ' Г MJV(k) 2/ ( к 2 + ц2))

(k2 + ji2)(£M En + у к̂2 + ц2 -  ге)

(14.3.43)

Снова используя (14.3.41), находим:

е2
m N]низкие энергии

X

2(2л)

dsk

У  (Ем En )\v MN I
М

3k2 (Ем - E n + 1 k| — ге)

l - k 2/3(k2 + ц 2)

(k2 + |x2)(Em -  En + J k 2 + ц 2 -  ie)

(14.3.44)
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Даже несмотря на то, что типичные значения импульса электрона 
много больше типичных атомных разностей энергии, это неверно 
для типичных значений |к| в данном интеграле, поскольку он был 
бы инфракрасно расходящимся, если не удерж ивать разность 
Еы — Ем в знаменателях. В пределе |i |Ем — Ew| — (Za)2me инте
грал можно вычислить, разбив область интегрирования по jkj на два 
сегмента: от нуля до X и от X до бесконечности, где в остальном 
произвольное значение X выбрано так, чтобы |Ем — Ew| -С X Ш |Х. 
Таким образом,

k 2dk
3k2(EM - E n + k - i e )

1 - k 2/'S{k2 + ц 2)

(k 2 + \i 2)(Em - E n + ^ k 2 +\i2 - ie )

In
2| ЕM  11

+ g + i^Q(EN EM)

Мнимая часть этого выражения отражает возможность перехода 
атома из состояния N  в состояние М с меньшей энергией. Это сла
гаемое дает вклад в вероятность распада, равную мнимой части 
сдвига энергии. Нас же интересует действительная часть сдвига энер
гии, так что в дальнейшем мы опустим мнимую часть. Тогда из 
формулы (14.3.44) следует

[5ЕN  -1низкие энергии е>7г (-̂ М M v МЛП
м

Г
2 In

.  V

и
2| -Ejv Е

+
6МI/ 

(14.3.45)

В, Полный сдвиг энергии

Необходимо установить связь между суммой в формуле (14.3.45) 
и одним из матричных элементов в слагаемом (14.3.22), отвечающем 
высоким энергиям. Для этого посмотрим, преж де всего, какое
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значение имела бы сумма в (14.3.45), если бы мы могли отбросить 
логарифм. Заметим, что (Ем — EN)vNM = [v,H]NM, так что

^ { Е м -  En )\v mn\2 = j  У  ([у1 , H]NM v lMN + v lNM[H, v l]MN) 
м м

Единственное слагаемое в нерелятивистском гамильтониане Н, ко
торое не коммутирует с оператором импульса, это потенциал
—е -/°(х), так что

Х д £ м ~ e n ) \ v M n \ 2 = i (y2■■<&№)&,' (14.3.46)
М АГПе

Из выражений (14.3.45) и (14.3.22) следует, что пропорциональное 
In ц слагаемое в выражении, отвечающем вкладу высоких энер
гий, сокращается с таким же слагаемым в выражении для вклада 
низких энергий:

(14.3.47)

До этого момента речь шла о произвольном электростатиче
ском поле /°(х). Рассмотрим теперь частный случай чисто куло- 
новского поля:

n Ze
/  (х) = х • (14.3.48)

В этом случае формула (14.3.46) принимает вид:

Ze2 Ze2
^ ( E m - E n ) | v mjv|2 =  2^ ( S ° ( x ) ) NN =  2 toy ( / w (0 ) / jv (0))- (14.3.49)

8En = [8 EN  шысокие энергии + [б E

~ E n ) \ v M nbn м

N  J низкие энергии

"2 In
. V

1 б712ГПр

2|En -  EM\j 

(o-V (e:/ ( x ) ) x  p)

+
6 5
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Это выражение не равно нулю только при I = 0. Кроме того, мат
ричный элемент в последнем слагаемом в (14.3.47) равен:

(о  • V(e A x ) )  х p)ww = —Ze[ - a  L
1

'N N
(14.3.50)

что не равно нулю только при I Ф 0. Поэтому в этом месте полезно 
разделить рассмотрение на два случая: I = 0 и I Ф 0.

а) 1 =  0

Удобно определить среднюю энергию возбуждения AEN:

1 v mnI2(^m -  V М - ^ м  -  En \= In AEn ^ \ y mn\2(Em -  En )
м м

Ze 
2 ml

lnAEJV(/^(0)/ir(Qj|.
(14.3.51)

Для s -состояний атома водорода индекс N  вк л ю ч ает  глав
ное квантовое число п и 2-компоненту спина т,  а зн ачени е 
[4ш(0)]с = 2 ( Z a m J n f ' 2 S„m/s /4 ^  , так что

Л3

п (14. 3.52)

Подставляя равенство( 14.3.51) и (14.3.52) в (14.3.47), получаем сдвиг 
энергии этих состояний:

[8EL.I-0 =
4a(Za)4m e

3 71713
In т„ + 19

30 (14.3.53)

б) 1 * 0

В случае неравного нулю орбитального момента сумма (14.3.49) 
обращается в нуль, так что определение (14.3.51) не годится. Вместо 
этого принято определять среднюю энергию возбуждения AEN 
формулой
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МАП (Ем EN)ln\EM En | -
2(Za)4m

In
M n

2АЕN
vZ2a 2me j (14.3.54)

(Поскольку выражение (14.3.49) обращается в нуль, не имеет значе
ния, в каких единицах измеряется ЕЛ — Ем в (14.3.54).) Кроме того, в 
состоянии с полным угловым моментом j и орбитальным моментом I 
скалярное произведение o-L равно знакомому выражению j(j+1) — 
1(1+1) — 4, так что для главного квантового числа п среднее значение 
оператора 1 / г 3 равно

J d 3r | / w|2/ r 3 = 2Z3a 3m 3 
n 3l(l + l)(2l + 1) (14.3.55)

Подставляя все результаты в (14.3.47), находим, что при I Ф 0

[Щ ы  =

+

4a(Za)4me
Зяп3

a(Za)4me
2%п3

In
А 2АЕ^  ̂
vZ2a 2me/

i d  + 1)— Щ + 1 )-  i 5 
1(1 + 1)(21 + 1)

(14.3.56)

Осталось лишь воспользоваться полученными формулами, чтобы 
найти значения сдвигов энергии. Средние энергии возбуждения сле
дует находить численно. Используя нерелятивистские волновые 
функции электрона в атоме водорода, можно получить

АЕи = 19,769266917(6) Ry,

AE2s = 16,63934203(1) Ry,

АЕ2р = 0,970429318(3) Ry,

где 1 Ry = теa 2/2  = 13,6057 эВ. Тогда из (14.3.53) находим:
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4 а Х
3% In т„

2АЕis  7 30

= 2%Пх 8127,4 МГц,

[8£]2s= = 6л
In т„

2ДЕ.
+

2s /

19
30

= 2лЙХ 1039,31 МГц,

[Щ
а 5т„

2Pl/2 6 ТС

= 2%h х (-12,88) МГц.

/  \  т 0 1
In

12АЕ2р) 8

= 3,3612x10 3 эВ

= 4,2982 Х10'6 эВ

(14.3.57)

(14.3.58)

= -5,3267 X10 эВ
(14.3.59)

Классический лэмбовский сдвиг — это разность энергий 2s и 2pjy2 
состояний атома водорода, которые были бы вырожденными в от
сутствии радиационных поправок. Наши вычисления приводят к ре
зультату

[5E]2s -  [Щ2 = 4,35152х 10“5 эВ = 2л:П х 1052,19 МГц.
1/2

Это численно близко (хотя аналитически не тождественно) старому 
результату Кролла и Лэмба6 и Френча и Вайскопфа7, который был 
получен с помощью старой теории возмущений. Ранее в этой главе 
мы грубо оценили сдвиг в 1300 МГц, рассмотрев только вклад высо
ких энергий в сдвиг энергии 2s состояния, причем инфракрасное 
обрезание было наугад выбрано порядка а 2те = 2 Ry. Теперь мы 
видим, что оценка была завышенной, и произошло это главным 
образом потому, что правильное значение эффективного инфра
красного обрезания AE2s = 16,64 Ry значительно больше того, кото
рое предполагалось. С другой стороны, как было рассказано в раз
деле 1.3, в 1947 году Ганс Бете 8 сумел дать достаточно хорошую 
оценку лэмбовского сдвига — 1040 МГц, рассмотрев только вклад 
низких энергий в сдвиг энергии 2s состояния, и выбрав ультрафио
летовое обрезание равным т е. (Бете сделал и первую оценку энер
гии возбуждения AE2s — 17,8 Ry.)

Описанное здесь вычисление лэмбовского сдвига было откор
ректировано за счет включения радиационных поправок более
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высокого порядка, учета размеров ядра и эффектов отдачи. В на
стоящее время самая большая неопределенность проистекает от не
уверенности в знании правильного значения среднеквадратичного 
зарядового радиуса гр протона. Для значений гр = 0,862 X 10-13 см 
или гр = 0,805 X 10“13 см одни вычисления 9 дают либо 1057,87 МГц, 
либо 1057,85 МГц, в то время как другие 10 дают 1057,883 МГц или 
1057,865 МГц. С учетом  неопределенности  в радиусе про
тона, согласие с современным экспериментальным значением 11 
1057,845(9) МГц является превосходным. Точность эксперименталь
ных данных ограничена главным образом естественной шириной ли
нии 2р-уровня атома водорода, составляющей ~ 100 МГц, так что 
дальнейшее увеличение точности является трудной задачей.

В последние несколько лет произошло важно продвижение 
вперед в измерениях сдвига энергии самого Is состояния путем 
прямого сравнения частоты Is—2s резонанса с учетверенными час
тотами 2s-4s и 2s-4d двухфотонных резонансов. Эти s и d состоя
ния много уже 2р состояния, так что подобные разности частот 
можно измерить более точно, чем классический лэмбовский сдвиг. 
Некоторое время казалось, что здесь возникло противоречие меж
ду теорией и экспериментом. Расчеты 12,13 показывали, что при 
радиусе протона гр = 0,862(11) X 10~13 см или 0,805(11) X 10-13 см 
учет размеров протона и другие поправки увеличивают теорети
ческое значение сдвига энергии Is состояния от приведенной вы
ше величины 8127,4 МГц до 8173,12(6) МГц или 8172,94(9) МГц, 
соответственно. Так как считалось, что значение протонного ра
диуса гр = 0,862(11) X 10”13 см предпочтительнее, этот результат 
несколько расходился с измеренным 13 значением 8172,86(5) МГц. 
Однако последующие вычисления 14, в которых использовалось 
именно это значение радиуса и были учтены поправки порядка 
a 2(Za)5, привели к значениям сдвигов энергии Is, 2s и 4s состоя
ний, которые согласуются с экспериментом. Повидимому, кванто
вая электродинамика вновь одержала победу.

Задачи

1. Рассмотрите заряженную скалярную частицу массой т Ф 0, опи
сываемую полем ср(х), которое взаимодействует только с внеш
ним независящим от времени электромагнитным полем А^(ж).
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Пусть Ф№ — полный набор нормированных однобозонных и 
одноантибозонных состояний с энергиями EN. Определим 
MJV(x)e“lEw* т (Ф0,ф(ХД)Ф№) и vN(x)elENt е  (ФЛГ,(р(хД)Ф0) , где 
Ф0 — вакуумное состояние. Покажите, что uN и г>№ образуют 
вместе полный набор состояний, и получите формулы для коэф
фициентов при uN и vN в разложении произвольной функции 
/(X). ' "  "  '

2. Пусть мы включили в теорию, описанную в задаче 1, радиаци
онные поправки. Пусть г'П*(ж,у) — сумма всех диаграмм с од
ной входящей и одной выходящей линией скалярной частицы 
(исключая конечные скалярные пропагаторы) в порядке а. По
лучите формулу для сдвига энергий EN однобозонных состоя
ний за счет этих радиационных поправок, выразив результат 
через uN(x) и I Г(х,у).

3. Используя результаты раздела 14.3, рассчитайте вероятность 
радиационного распада 2р состояния атома водорода.

4. Пусть взаимодействие электрона с легким скалярным полем ф 
имеет вид дф\)7е\|/е. Предположим, что масса скалярной части
цы т ф имеет значение в интервале (Za)2т е шф Zame. Рас
считайте изменение энергии Is состояния водородоподобного ато
ма за счет такого взаимодействия.

5. Проведите вычисления задачи 4 для случая т ф = 0.
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Анионы 567
Аномальный эффект Зеемана 7-8, 31-32 
Антиунитарные и антилинейные 
операторы 66, 76 
Античастицы 17 
Ароматы (лептонов) 717

Барионное число 164 
Бесконечности, см. ультрафиолетовые 
расходимости, инфракрасные расходимо
сти
Борновское приближение 153 
Борновское приближение искаженных 
волн 193 
Бусты 79

Вакуумное состояние 32, 35 
Вероятности в квантовой механике 9, 36
37, 43, 65
Вероятности распадов, общая формула 
181-182
Вершинная функция (Гц) 601, 655-661, 
687,783 "

Внешние поля 354, 379-380, 555-556, 752
759, 774-781
Внешние производные 494 
Внутренние симметрии 161-162 
Волновая функция 519-521 
Волновые пакеты 144-146 
Вращение Вигнера 88-91 
Временная калибровка 462 
Вспомогательные поля 401-402 
Вырождение Крамерса 107 
Вычитания в дисперсионных соотношени
ях 629

Галилеева инвариантность 81 
Г амильтониан

-  комплексного скалярного поля 29
-  для уравнения Дирака 10
-  в электродинамике 467-468
-  для свободных частиц 234
_ взаимодействующего дираковского 
поля 431
-  взаимодействующих скалярных по
лей 262, 402
_ взаимодействую щ его векторного 
поля 427
-  одномерного скалярного поля 20-22 

Гауссовы интегралы 567 
Гейзенберговское представление 145, 381, 
394, 574
Генераторы симметрии 408-418 
Гильбертово пространство, определение 
63
Гиперзаряд 164
Гипероны, открытие 163
Главное значение 150
Глобальные симметрии, определение
407-417
Глюоны 742

На правах рукописи. Экземпляр Л. М. Лапиной для личного пользования



Предметный указатель 811

Гомотопические группы и классы 118— 
119, 127-133 "

-  определение 132 
Гравитон 97, 706, 727, 737, 742 
Грассмановы переменные, определение 
539
Группа SL(2,C) 115 
Группа Spin(d) 120 
Группа SU(2) 117 
Группа Z2 116 
Группа кос 567 
Группы Ли 69
Группы, определение 67-71; см. также: 
абелевы группы, гомотопические группы, 
группы Ли, малые группы, представле
ния, полупростые группы

Два-коциклы, определение 109 
Двойные звезды 493 
Действие 396, 407 
Диаграмма Ч у-ф раучи  637 
Диаграммы Фейнмана 48-49, 344-384 

~ в электродинамике 475-484 
Дираковское представление однородной 
группы Лоренца 283-292 
Дисперсионные соотношения 624-634 
Дифракционное рассеяние 197, 211 
Дифференциальные формы, см. р-формы 
Длина рассеяния 209 
Древесные диаграммы 374, 694-695 
Дуальность 308, 497

Евклидов функциональный интеграл 516

Законы сохранения
-  углового момента 157
-  заряда 163, 264, 577
-  тока 281, 408, 647, 791
-  энергии и импульса 156-157
-  ограничения 337, 727-728 

Замкнутые р-формы 495 
Заряд см. Электрический заряд 
Зарядовое сопряжение (С)

-  случайная симметрия 705, 719
-  определение 161, 174-175 
~ для фотонов 578
-  внутренние фазы 175

-  несохранение 176
_ преобразование операторов рождения 
236
-  преобразование дираковских полей
301-302
_ преобразование фермионных били
нейных ковариантов 304
-  преобразование произвольных непри
водимых полей 322-323
_ преобразование скалярных полей 274
-  преобразование векторных полей 283

Изоспин (изотопический спин) 163 
Ин- и аут-состояния 143-149, 154 
Инвариантные подгруппы и подалгебры 
71, 116
Индекс расходимости 676-683, 691 
Индуцированное испускание фотонов 23 
Индуцированные представления 85 
Интегрирование по Березину 542 
Инфракрасные расходимости 43-44, 664, 
671, 730-748

Калибровка Лоренца (Ландау) 462, 563 
Калибровка Фейнмана 462, 563 
Калибровочные преобразования 334-335, 
454-459, 461, 495
Канонические коммутационные и антиком- 
мутационные соотношения 21, 26-29 
Квантовая механика 63-64 
Квантовая хромодинамика 164, 720, 743 
Квантовая электродинамика 38, 40-50, 
453-484, 557-563, 638-671,681,687-699, 716
720, 762-802; см. такж е: квантовые поля, 
электрон, фотон, калибровочная инвари
антность, ультрафиолетовые расходимо
сти, инфракрасные расходимости 
Квантовые поля

-  дираковское поле 30-32, 292-305
-  ранняя теория 19-40
-  свободные поля 254-266
-  произвольные квантовые поля 310
-  безмассовых частиц 328-337
-  переопределение 442
-  скалярные 27-29, 32-36, 266-274
_ единственность неприводимыъ полей 
317
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-  векторные 275-283 
Кварки 302, 720 
Кинетическая теория 199 
Киральное преобразование 704 
К-мезоны 163, 176

-  открытие 38 
Когерентные состояния 252 
Когомология де Рама 495 
Компактные и некомпактные группы 307 
Комптоновское рассеяние 484-494 
Контракция Иноню~Вигнера 81 
Контрчлены в квантовой электродина
мике 639-640
Конференция в Шелтер Айленде 45047 
Космические лучи 38, 164 
Коэффициенты Клебша~Гордана 165, 
202, 204, 205, 320 
Кросс-симметрия 358, 632, 750 
Круговая поляризация 481 
Кулоновская калибровка 334, 463-468, 489 
Кулоновская энергия 468, 472, 465-476, 
757
Кумулянты 238

Лагранжианы 27, 393-406
-  комплексного скалярного поля 27
-  взаимодействую щ его скалярного 
поля 400
-  интегрирование по частям 405-406
-  нерегулярные 434 

Лептонное число 163, 719 
Лептоны 638
Леса 694
Линейная поляризация 481 
Локальные симметрии
-  определение 84
-для разных импульсов 85-86
-  для безмассовых частиц 330 
Лучи, определение 63 
Лэмбовский сдвиг 45-47, 665, 781-801

Магнитные моменты частиц спина 1/2 
616-617, 655-666, 705, 751-752 
Майорановские фермионы 300, 323 
Малая группа 84-88

-  т  Ф 0 88
-  т  — 0 91-96

Мандельстамовские переменные 698 
Маргинальные связи 682 
Матрица у5 289-291 
Матрица плотности 483 
Матрицы вращений 89 
Матрицы Дирака 11-12 
~ перечеркнутое обозначение, определе
ние 478
-  следы 498
Матрицы Паули, определение 288 
Матричная механика 4-5 
Меллеровское рассеяние 38 
Метод ренормировки Вильсона 711-716 
М-матрица, определение 155 
Многовременной формализм 29 
Множители от фазового пространства 184
188
Молекулярный спектр N14 38 
Мюон 50
-  открытие 39
-  магнитный момент 661-662, 705 
Мюонные атомы 653-654 
Мягкие фотоны 724-730, 748-752

Нарушенная симметрия 597, 609 
Нейтрон 38

-  нейтрон-протонное рассеяние 210
-  рассеяние нейтронов на сложном 
ядре 209, 213

Некомпактные группы, см. Компактные и 
некомпактные группы 
Нелинейная о-модель 450, 505, 527-528 
Неприводимые представления, определе
ние 83
Несохранение РТ 173 
Несущественные связи 442 
Нормальное упорядочение 234, 266, 348 
Н-теорема Больцмана 201

Обращение времени (Т)
-  следствия для б'-матрицы 170-173 
_ определение 7 6
-  несохранение 178
-  преобразование операторов рождения 
236
_ преобразование вырожденных муль- 
типлетов 134-139
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~ преобразование дираковских полей
302-303
-  преобразование произвольных непри
водимых полей 323-324
-  преобразование ./цу и Р  99-100
-  преобразование одночастичных состо
яний 102
-  преобразование скалярных полей 274
• • преобразование векторных полей 283 

Общая теория относительности 340, 415, 
421, 494, 701-703, 706
Ограничение Фруассара 211 
Односвязные пространства, определе
ние 111
Одночастично неприводимые диаграммы, 
определение 592 
Опасные состояния 744-747 
Оператор импульса 80, 412-413 
Операторы уничтожения и рождения 21, 
26-27, 30-31, 34-37, 230-236 
Оптическая теорема 197

Парастатистика 566 
Паулиевекое слагаемое 18 
Перекрывающиеся расходимости 692-695 
Перенормировка

-  массы 588
-  поля 588 

Перенормируемость 44-50, 683-699 
Петли 249, 358, 374, 479, 557 
Пион-нуклонная константа связи 586 
Пионы 18, 50, 587-588, 706

-  распад 71* 169
-  распад 71° 175
-  внутренная фаза зарядового сопряже
ния для тс° 175
-  внутреннаяя четность 169
-  предсказание и открытие 39
• • рассеяние на нуклонах 625, 633-634 

Плавающее обрезание 711-716 
Плоскость Далица 188
Поворот Вика 642 
Поглощение фотонов 23 
Позитрон 17-18, 750, 766 
Позитроний 301-302 
Поле Рариты-Ш вингера 309, 571 
Полевые уравнения 265, 281, 318

Положительность энергии 100, 400 
Полупростые группы и алгебры Ли опре
деление 93
Полюсы амплитуды рассеяния 579-588, 
749
Поля, см. квантовые поля 
Поляризация вакуума 42, 44, 640-655, 
785
Поляризация

~ массивной частицы спина 278, 282
-  безмассовых частиц 458-459
-  фотона 97-98 

Пороговое поведение 209-210 
Постоянная тонкой структуры 36 
Постоянная Эйлера 648, 672 
Правила суперотбора 69, 119-120 
Представление взаимодействия 189, 380

~ для связей с производными 424
-  для дираковского поля 430
-  для электродинамики 468-472
-  для взаимодействующего скалярного 
поля 402-404
-  для векторного поля 425 

Представление Челлена_Лемана 618-624 
Представления групп, определение 68

~ однородной группы Лоренца 305-310 
П реобразование Х аббарда-С тратоно- 
вича 623
Преобразования Лежандра 393, 398 
Преобразования Лоренца

-  действие на операторы рождения 236 
“  действие на произвольные состоя
ния 74
~ действие на одночастичные состоя
ния 82-98
-  определение 72-75
-  однородная группа Лоренца, опреде
ление 75
-  общие представления 305-310
-  в каноническом формализме 418-424
-  матричных элементов вне массовой 
оболочки 576-577
-  в теории возмущений 191, 367-368
-  сечений и вероятностей 184
-  S-матрицы 154-160
-  алгебра Пуанкаре 76
-  группа Пуанкаре 74
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-  собственная ортохронная группа Ло
ренца 75

Принцип действия Швингера 381 
Принцип запрета 15
Принцип кластерного разложения 2256 
236-243
Принцип эквивалентности 727 
Причинность 1926 2636 625 
Проблема т-0 168
Проективные представления 68, 108 
Пропагаторы 348, 363-371 
Пространственная инверсия см. четность и 
пространственная инверсия (Р)
Протон

-  заряд 603
-  зарядовый радиус 50, 802
-  формфакторы 617
-  как дырка 15
-  в ядре 38

Пунктирные и непунктирные индексы 307

Радиационные поправки, см.: перенорми
ровка, квантовая электродинамика, ульт
рафиолетовые расходимости, инфракрас
ные расходимости, собственноэнергетичес
кие функции, вершинная функция, поля
ризация вакуума, мягкие фотоны 
Разложение по парциальным волнам 201 
Размерная регуляризация 606, 644-648, 
671
Размерность полей и констант связи 679, 
703, 711
Распад Со60 169, 173 
Рассеяние Баба 38 
Регулятор Паули-Вилларса 657, 668 
Редукционная формула 590 
Резонансы 211-219
Релятивистские волновые уравнения 1-19 
Ренормализационная группа 662, 699, 712 
Рецепт БПХЦ 693-694 
Ридберг (единица энергии), определение 
800 ’
Рождение пар 38 
р-формы 494-499 
Ряд Дайсона 191

5-матрица 5, 42

-  С, СР, СРТ 174-178
-  определение 150
-  внутренние симметрии 161
-  лоренц-инвариантность 154-160
-  четность 165-169
-  РТ 173-174
-  S-оператор 151
~ обращение времени 170-173
-  унитарность 150-151
см. также: Т -матрица, М-матрица 

Связанные состояния см. составные час
тицы
Связи 433-441

-  в электродинамике 459 
Связи второго рода, см. связи 
Связи первого рода, см. связи 
Связные амплитуды 237-243 
Связь спина со статистикой 317 
Сепарабельные взаимодействия 220 
Сечения

-  определение 182-185
-  предел высоких энергий
-  разложение по парциальным волнам 
204-207

Сильные взаимодействия 39 
З^-символы Вигнера 314 
Симметрии 65-72, 120-127, 406-418, 575 
см. также: законы сохранения, группы, 
лоренц-инвариантность, четность, заря
довое сопряжение, обращение времени, 
внутренние симметрии, изоспин, £1/(3) 
Симметрия £1/(3) 164 
Система центра масс 184 
Скобки Дирака в электродинамике 438
450
Скобки Пуассона, определение 435 
Следы 498-501
Случайные симметрии 716-719 
Собственноэнергетические функции 
(II . Г-') 593, 640-649, 666-671, 688-689, 
692-697
Соотношение Крамерса_Кронига 634 
Составные частицы 146, 623-624 
Состояния стоячих волн 221 
«Состояния» с отрицательной энергией 
14-19, 30-36, 766
Спектральные функции, см. Представле
ние Челлена_Лемана
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Спиновые матрицы, определение 307 
Спиральность

-  определение 94
-  ограничения для безмассовых полей 
частиц 337-339
-  ограничения на целые и полуцелые 
значения 119

Спонтанное испускание фотонов 23-24, 
797
СР-инвариантность

-  для вырожденных мультиплетов 138
-  несохранение в распаде К0 176 

СРТ-инвариантность 326
Старая теория возмущений, см. Теория 
возмущений
Статистика Бозе_Эйнштейна 15, 226
230, 563-567
Статистика Ферми-Дирака 15, 226-230, 
355-360, 563-567,
Странность и странные частицы 163 
Струи 742, 744
Структурные константы, определение 70 
Суммирование по спинам 279, 298, 315— 
316, 335, 483-484, 488, 738 
Супер перенормируемые взаимодейст
вия 681, 686
Суперсимметрия 433, 686, 712 
Существенные связи 682 
Сферические гармоники 203, 769

Тензор Белинфанте 420 
Тензор энергии-импульса 412-414 
Теорема Ватсона 173 
Теорема Вигнера_Эккарта 204 
Теорема Вика 385 
Теорема Ли~Науенберга 741-748 
Теорема ЛСЦ, см. редукционная форму
ла
Теорема Нетер 408
Теорема о подсчете степеней 682
Теорема о полярном разложении 116,
718
Теорема Польчинского 712 
Теорема Померанчука 633 
Теорема Пуанкаре 495 
Теорема Римана~Лебега 241 
Теорема Фарри 578, 690

Теория возмущений 
_ старая 189-192
-  зависящая от времени 189 

Теория дырок 16, 38, 40 
Теория струн 1, 19, 326, 497, 710 
Т-матрица 148, 154, 188, 202, 744 
Тождества Уорда и Уорда_Такахаши 603 
Тождество Якоби 110 
Томсоновское рассеяние 494
Тонкая структура 6-8, 771 
Топология группы Лоренца и группы вра
щений 114; см. также: гомотопические 
группы, односвязные пространства, ко
гомология де Рама 
Тормозное излучение 38 
Точные р-формы 495 
Траектории Редже 633-634 
Трансляционно-инвариантная теория ска
лярного поля

Ультрафиолетовые расходимости 40-50, 
644-645, 652-653, 663, 668-671, 676-683 
Универсальная накрывающая группа 119 
Унитарная калибровка 462 
Унитарность .S'-матрицы 150-154, 172, 
195-201, 206, 214, 705 
Уравнение Бете_Солпитера 759 
Уравнение Дирака 1, 8-19 
Уравнение Клейна_Гордона “ Шредингера 
1, 17, 27, 265
Уравнение Липпмана_Швингера 148 
Уравнения Максвелла 1, 335, 453, 458, 
495
Уравнения Фаддеева 251 
Уравнения Эйлера_Лагранжа 398

Фазовые сдвиги 172-173, 206 
Фейнмановские параметры 641, 657, 671 
Формула Брейта“ Вигнера 216 
Формула Розенблюта 657 
Формфакторы 610-617, 655-666, 784-786 
Фотон

“  фаза при зарядовом сопряжении 305
-  спиральность и поляризация 97-98, 
334, 480-492
-  безмассовость 463, 609, 644
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-  фотон-фотонное рассеяние 42, 689, 
708-710
-  пропагатор 472-475 

Функционалы, обозначения 396 
Функциональные интегралы

-  вывод 507-517
~ для скаляров со связью с производ
ной 526
-  для фермионов 536-556
-  для безмассовых векторных полей 529
-  для нелинейной с-модели 527
-  для квантовой электродинамики 557
563
-  для S -матрицы 517-523
~ лагранжева версия 523-530
-  использование для вывода фейнманов
ских правил 531

Хронологически упорядоченные произведе
ния, определение 190

Цвет 742
Центральные заряды  110

Частица Z0 212 
Частицы W* 212
Четность и пространственная инверсия (Р)

-  случайная симметрия 705, 719
-  определение 7 6
-  внутренние четности 165-169
-  несохранение в слабых взаимодействи
ях  169
-  связанных состояний электронов 768, 
792
-  преобразование операторов рождения 
236
-  преобразование дираковских полей 
294, 299-300

-  преобразование произвольных непри
водимых полей 319-321
-  преобразование ,7ЦУ и Р^99-100
-  преобразование одночастичных состо
яний 101-105, 137
-  преобразование скалярных полей 272
-  преобразование векторных полей 283

Швингеровские члены 606 
Шредингеровское представление 145

Э лектрические дипольные моменты 
108,705
Электрический заряд 456

-  сохранение 163, 727
-  перенормировка 457, 597-604, 639, 
649-653

Электрический зарядовый радиус 666 
Электрон

-  зарядовый радиус 666
-  классическая теория 40, 494, 671
-  магнитный момент 7, 13, 18, 47, 617, 
703
-  спин 8-10 

Эллиптическая поляризация 482 
Энергетические сдвиги атомных уровней 
41-43, 775-781
-  сдвиг Is -уровня 802
Энергия вакуума 326 35
Энергия возбуждения в атоме водорода
799-801
Энтропия 200
Эффект Казимира 392
Эффект Рамзауэра-Таунсенда 220
Эффект Юлинга 45, 654, 785
Эффективные теории поля 676, 709

Ядерные силы 585-588
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