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П Р Е Д И С Л О В И Е

Настоящая книга написана на основе лекций, которые автор читал студен­
там факультета электронной техники Московского энергетического института в 
течение ряда лет. Несмотря на то что статистическая физика стала необходимой 
дисциплиной для студентов целого ряда высших технических учебных заведений, 
до настоящего времени не было выпущено учебного пособия, предназначенного 
специально для этой категории читателей.

Опыт преподавания основ статистической физики в МЭИ убедил меня в том, 
что существующие университетские курсы слишком сложны для студентов вту­
зов. Они, по-видимому, сложны и для инженеров, желающих пополнить свое 
образование. Более доступны учебные пособия, предназначенные для педагоги­
ческих вузов, но даже они не совсем подходят. Дело, во-первых, в том, что в 
этих курсах широко используются уравнения Гамильтона для вывода теоремы 
Лиувилля, с помощью которой обосновывается распределение Гиббса. Этот путь 
оказывается трудным хогя бы потому, что далеко не все втузовские программы 
по теоретической механике предусматривают знакомство с уравнениями Гамиль­
тона. Другая причина, по которой желателен специальный курс, состоит в сле­
дующем. Для многих специальностей, главным образом тех, которые связаны 
с электроникой, очень существенно знакомство с основами статистической физики 
неравновесных состояний (кинетики), так как при этом создается база, на кото­
рую можно опираться при изучении специальных дисциплин, где так или иначе 
затрагиваются вопросы прохождения электрического тока в газах, полупроводни­
ках и металлах. Вопросы кинетики в более простых курсах почти не рассмат­
риваются.

Таким образом, при написании этой книги имелся в виду читатель, подго­
товка которого соответствует втузовскому курсу математики и общей физики.

Хотя главной целью курса является ознакомление с основными методами 
и понятиями статистической физики, но материал всюду иллюстрируется приме­
рами, прикладное значение которых довольно очевидно и чаще всего связано с 
электроникой. При изложении выдерживался давно оправдавший себя принцип: 
от конкретного — к абстрактному, от простого — к сложному.

В книге не говорится об очень многих важных применениях статистической 
физики, например к изучению магнитных явлений или к выяснению условий рав­
новесия фаз и т. д. Это обусловлено прежде всего ограниченностью времени, 
отводимого на изучение данного предмета. Несмотря на такие большие пробелы, 
можно думать, что овладение материалом, изложенным в данном пособии, позво­
лит читателю свободно ориентироваться в широком классе важных прикладных 
задач и одновременно подготовит его к изучению более трудных книг по стати­
стической физике.

Первая часть, посвященная основам теории вероятностей, носит вспомога­
тельный характер и может быть опущена теми, кому известны сведения из этой 
области в объеме практически любого курса теории вероятностей.

В книге использовался также материал, изложенный в ряде учебных посо­
бий и монографий (см. перечень рекомендуемой литературы).

Я очень благодарен профессору В. А. Фабриканту, просмотревшему руко­
пись, за его благожелательную критику. Сделанные им замечания, которые были 
направлены в основном на достижение большей простоты и ясности изложения, 
учитывались мною при окончательной обработке рукописи.

Автор



В В Е Д Е Н И Е

В статистической физике рассмат­
риваются задачи, которые, как прави­
ло, описывают явления, определяющие­
ся поведением большого числа частиц. 
Для решения этих задач используются 
методы теории вероятностей (статисти­
ки). Статистическая физика весьма 
успешно применяется в самых разных 
разделах физики. В молекулярной фи­
зике с ее помощью объясняют тепло­
вые явления, в электромагнетизме—• 
диэлектрические, проводящие и маг­
нитные свойства тел, в оптике она по­
зволила создать теорию теплового из­
лучения, молекулярного рассеяния 
света и т. д. Трудно сколько-нибудь 
полно перечислить все те области, в 
которых статистическая физика нашла 
свое применение, тем более что в по­
следние годы круг ее приложений про­
должает расширяться.

Помимо вопросов, представляющих 
большой практический интерес, в ста­
тистической физике рассматриваются 
и проблемы, имеющие фундаменталь­
ное, мировоззренческое значение. Не 
все они до конца решены, хотя в целом 
статистическая физика выступает сей­
час как наука не менее обоснованная, 
чем другие разделы физики.

Статистическая физика — относи­
тельно молодая наука. Хотя ряд задач, 
например объяснение свойств газов 
исходя из представления о движении 
молекул, рассматривались Ньютоном, 
Бернулли, Ломоносовым и рядом дру­
гих ученых еще в X V II I  в., но, по-види­
мому, более правильно отнести ее воз­
никновение как самостоятельного 
раздела физики ко второй половине 
X IX  в.

В 1857 г. вышла работа немецкого 
физика Р. Клаузиуса «О природе дви­
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жения, которое мы называем теплом». 
В ней ясно указывалось, что тепловая 
энергия — это кинетическая энергия 
хаотического движения молекул. Клау­
зиусу принадлежит также заслуга вве­
дения понятия длины свободного про­
бега. Он дал правильное молекуляр­
но-кинетическое объяснение явлениям 
теплопроводности и внутреннего тре­
ния. В  1859 г. появилась работа анг­
лийского физика Д. К. Максвелла, в 
которой он получил носящий его имя 
закон распределения молекул газа по 
скоростям.

Дальнейшее развитие молекулярно­
кинетической теории газов связано с 
именем австрийского физика Л. Больц­
мана. Им получена формула, описыва­
ющая распределение молекул газа во 
внешнем поле (распределение Больц­
мана), и доказана теорема о равномер­
ном распределении кинетической энер­
гии по степеням свободы *. Больцман 
сумел выяснить вероятностный смысл 
энтропии. Наконец, одним из главных 
его достижений можно считать вывод 
кинетического уравнения (уравнения 
Больцмала), позволяющего описывать 
неравновесные состояния газов. Дока­
занная с помощью кинетического урав­
нения теорема для функции, обозна­
ченной им Н, позволила дать статисти­
ческое толкование второго начала 
термодинамики. Взгляды Больцмана, с 
которыми боролись многие современ­
ные ему физики, получили признание 
лишь после его смерти в 1906 г.

Другой подход рассматривался 
американским физиком Д. В. Гиб­
бсом— современником Больцмана. В 
трудах Гиббса статистическая физика 
получила фундаментальное обоснова­
ние, пригодное для произвольных, а не 
только газообразных систем. Распре­

* Первые сведения о характере распреде­
ления кинетической энергии при поступатель­
ном движении были получены до Больцма­
на (см.: Смородинский Я. А. Температура. Изд. 
«Знание», № 11, М., 1977).



деление Гиббса рассматривается в на­
стоящее время как фундаментальный 
принцип, который молено сравнить по 
его роли в статистической физике с той 
ролью, которую играют уравнении 
Ньютона в классической механике или 
уравнения Максвелла в электродина­
мике. Книга Гиббса «Основные прин­
ципы статистической механики», вы­
шедшая в 1902 г., сыграла в физике 
такую же роль, как и «Трактат» Макс­
велла, посвященный электродинамике.

Распределение Гиббса позволило 
наиболее общим способом связать ста­
тистику с термодинамикой и тем самым 
завершить молекулярно-кинетическое 
обоснование этой феноменологической 
науки, начатое Больцманом. При этом 
обнаружились некоторые изъяны клас­
сической статистической физики, про­
явившиеся, например, в невозможнос­
ти создания последовательной теории 
теплового излучения, в вопросе о зна­
чении энтропии (третье начало термо­
динамики), в необъяснимости парадок­
са Гиббса. Они были устранены лишь 
на следующем этапе развития стати­
стической физики, связанном с появ­
лением квантовой механики.

Теория теплового излучения, соз­
данная М. Планком в 1900 г., явилась 
началом квантовой механики и успеш­
но объяснила свойства теплового излу­
чения, наблюдаемые на опыте. Был 
устранен принципиальный дефект 
классической теории теплового излу­
чения («ультрафиолетовая катастро­
фа»), Индийский физик Д. М. Бозе, 
рассматривая тепловое излучение как 
газ фотонов, ввел в 1924 г. представ­
ление об их неразличимости, что позво­
лило ему получить формулу Планка 
отличным от Планка способом. В даль­
нейшем Эйнштейн развил эту идею, и 
а результате была создана квантовая 
статистика, носящая название статис­
тики Бозе — Эйнштейна.

Другая квантовая статистика поя­
вилась в 1926 г. Она была создана



Э. Ферми (1901 — 1954)

итальянским физиком Э. Ферми и ра­
ботавшим независимо от него англий­
ским физиком П. А. М. Дираком. В 
исследованиях этих ученых помимо 
принципа неразличимости учитывался 
также и принцип Паули, что привело 
к появлению новой квантовой стати­
стики, названной статистикой Ферми — 
Дирака. Она применима к частицам с 
полуцелым спином и, в частности, к 
электронам.

Последующее развитие квантовой 
статистики вызвало появление матема­
тического аппарата, значительно отли­
чающегося от того, какой применяется 
в классической статистике. Это, в част­
ности, связано с другим по сравнению 
с классическим способом описания со­
стояний системы. Специальным, но 
очень важным в прикладном отноше­
нии классом физических систем, опи­
сываемым методом, близким к класси­
ческому, являются системы, которые 
называют квазиклассическими.

Как  уже упоминалось выше, стати­
стическая теория неравновесных состо­
яний газов была заложена Больцма­
ном, написавшим свое знаменитое ки­
нетическое уравнение. Это уравнение 
использовалось голландским физиком 
Г. А. Лоренцем в его электронной тео­
рии проводимости, опубликованной в 
1903 г. Им была предложена простая 
приближенная форма решения, кото­
рая широко используется и в настоя­

щее время. Бурное развитие всех областей физики в последние де­
сятилетия X X  в. сказалось, в частности, на статистической физике 
неравновесных состояний, выросшей в большой и сложный раздел 
пауки.

Значительный вклад в статистическую физику внесли такие из­
вестные советские ученые, как Н. Н. Боголюбов, Л. Д. Ландау и 
целый ряд других.

Настоящая книга призвана помочь тем, кто, не имея специаль­
ного физического образования, хочет овладеть основами статисти­
ческой физики. На наш взгляд, проще всего это сделать, если сле­
довать последовательности изложения, отражающей исторический 
путь развития этой науки, кратко изложенный выше.

П. Дирак (р. 1902)



Ч А С Т Ь  I

ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
ИЗ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Г Л А В А  1
СЛУЧАЙНЫЕ события 
И ВЕРОЯТНОСТЬ

§ 1. Понятие вероятности

Все основные понятия теории вероятностей можно пояснить на 
простом примере, имеющем в статистической физике и самостоя­
тельный интерес. Рассмотрим молекулу А, хаотически перемещаю­
щуюся внутри сосуда, который имеет форму ящика (рис. 1.1).

Случайным событием называют явление, 
которое в опыте, поставленном для его на­
блюдения, либо имеет, либо не имеет места.
Так, например, попадание молекулы А в не­
который момент времени в выделенный вну­
три ящика объем Дт (рис. 1.1) является 
случайным событием. Если бы молекулу А 
можно было сфотографировать, то на сним­
ке она оказалась бы либо в Дт, и тогда рас­
сматриваемое событие имело место, либо 
вне Дт, и тогда событие места не имело.
Эксперимент по наблюдению случайного со­
бытия называют испытанием.

Обычно под вероятностью некоторого случайного события пони­
мают отношение числа испытаний пг, при которых данное событие 
имело место, к полному числу М  проведенных испытаний при усло­
вии, что число М достаточно велико. Если вероятность того, что 
событие А произойдет, обозначить W (A ), то

Рис. 1.1

W (A ) =  mlM или иначе

Почему же накладывается требование, чтобы число М  испыта­
ний было достаточно велико? И насколько велико оно должно быть? 
То, что необходимо большое М, ясно уже из соображений точности 
определения значения вероятности. Допустим, что мы фотографп 
ровали молекулу в ящике и остановились после того, как получился 
первый снимок, указавший на попадание молекулы внутрь Дт. Если



общее число фотографий оказалось при этом 127, то было бы преж­
девременным сделать заключение, что W (А ) = 1/127. Действитель­
но, сделав еще 60 фотографий, мы могли бы, например, получить, 
что интересующее нас событие в дополнительных испытаниях не 
имело места ни одного раза и, следовательно, ло новым измерениям 
вероятность равна 1/187. Для получения достаточно точного резуль­
тата следует вести испытания до тех пор, пока отношения т/М  не 
будут отличаться друг от друга на малые величины, определяемые 
той точностью, с которой желательно знать вероятность события А. 
Строго говоря, поскольку событие А наступает случайно, нельзя 
исключить из рассмотрения случай, в котором отношение т/М , -по­
лученное экспериментально, не дает правильного значения вероят­
ности. Хотя такие случаи принципиально возможны, но они пред­
ставляют собой очень маловероятные события и вероятность их 
тем меньше, чем больше число испытаний.

Приведем любопытный исторический пример, иллюстрирующий это положе­
ние. Один из основоположников теории вероятностей французский ученый Лап­
лас интересовался вопросом рождаемости мальчиков и девочек. Изученные им 
материалы, включавшие данные по ряду европейских городов, а также в целом 
по Франции, показывали, что отношение числа родившихся мальчиков т  к числу 
всех родившихся М близко к 0,5116. Анализ же данных по Парижу привел к 
значению 0,5102. Учитывая, что число проанализированных им рождений маль­
чиков т  было очень велико, Лаплас пришел к выводу, что обнаруженное рас­
хождение не может быть случайным. Ему удалось выяснить, что в число рожде­
ний по Парижу включались и подкидыши, а окрестное население по преимуще­
ству подкидывало девочек. После исключения данных по подкидышам статисти­
ка рождаемости по Парижу хорошо согласовывалась со статистикой других 
городов.

Нетривиальным является и вопрос о том, как проводятся испы­
тания. Действительно, в примере с молекулой в ящике испытания 
можно поставить двумя принципиально различными способами.

В первом способе молекулы в ящике мы фотографируем после­
довательно в различные моменты времени. Легко видеть, что эти 
моменты должны быть разделены достаточно большими промежут­
ками. Если серия снимков следует с очень большой скоростью, то 
за время их выполнения молекула не успевает сместиться на за­
метное расстояние и, составляя отношение т/М  на основании такой 
серии, мы неизбежно придем к неправильному результату. Интер­
валы между фотографированиями должны быть, например, такими, 
чтобы молекула успела переместиться в любую другую точку ящи­
ка. С экспериментальной точки зрения критерий правильности вы­
бора интервала между снимками состоит в том, что повторные се­
рии испытаний с увеличенными против первоначальных интервала­
ми времени приводят к тем же самым предельным значениям т/М.

Во втором способе постановки опыта изготавливается М одина­
ковых ящиков и в каждом из них находится молекула того же вида 
А. В определенный момент времени одновременно фотографируют­
ся все молекулы и значение отношения т/М  устанавливается ана­
лизом снимков различных ящиков. Совокупность одинаковых си­
стем, используемых для изучения вероятностных характеристик,



называется ансамблем. Таким образом, для определения вероятно­
сти можно было использовать ансамбль ящиков с молекулами.

Оба способа приводят к одинаковым результатам, если только 
в первом выдержано условие об интервалах времени м^жду испы­
таниями, а во втором все системы ансамбля действительно строго 
идентичны.

Из определения вероятности следует, что ее значения заключе­
ны между 0 и 1. Действительно, m и М  — положительные числа и, 
кроме того, минимально возможное значение числа m равно 0, а 
максимально возможное — полному числу испытаний М. Событие, 
которое имеет место в каждом испытании и вероятность которого 
поэтому равна единице, называется достоверным. Примером может 
служить событие, состоящее в обнаружении молекулы А, заведомо 
помещенной в ящик, где-то внутри него. Естественно, что на каж­
дой фотографии всего ящика молекула А будет обнаружена, т. е. 
это событие имеет место в каждом испытании и, следовательно, до­
стоверно. В  противоположном случае, когда событие не имеет 
места ни в одном испытании и, следовательно, вероятность его 
равна нулю, оно называется невозможным. В  качестве примера 
можно привести событие, состоящее в том, что молекула А не будет 
обнаружена в ящике: если молекула находится внутри, то такое 
событие невозможно.

§ 2. Полная группа несовместимых событий

Для построения и применения теории вероятностей большое 
значение имеет понятие о полной группе н е с о в м е с т и м ы х  со­
бытий.

Два события называются несовместимыми, если реализация од­
ного исключает возможность реализации другого. Рассмотрим при­
мер. В ящике, который выбран 
для наблюдения за молекулой А, 
выделены два объема: Ati и  Атг.
Если объемы не пересекаются, 
как это показано на рис. 1.2, а, 
то событие 1, состоящее в том, 
что в момент t молекула А ока­
жется в Дть и событие 2, состоя­
щее в том, что в тот же момент 
времени t она окажется в Атг, не­
совместимы. Очевидно, что в слу­
чае пересекающихся объемов 
(рис. 1.2, б) эти же два события 
совместимы, поскольку попадание молекулы в момент t в заштри­
хованную область пересечения Ат означает, что она находится од­
новременно и в том, и в другом.

Прикладная ценность понятия несовместимых событий обуслов­
лена т е о р е м о й :  вероятность осуществления одного из двух не­
совместимых событий равна сумме вероятностей осуществления

a) ffj



каждого из них. Эта теорема легко доказывается при рассмотрении 
приведенного выше примера. Пусть попадание молекулы в первый 
из двух непересекающихся объемов характеризуется вероятностью

где rrii — число попаданий в первый объем при М испытаниях. Ана­
логично, вероятность попадания во второй

W {Z ) =  m2 M.
Событие, состоящее в том, что молекула попала хотя бы в один из= 
двух объемов, осуществилось т\ + т 2 раза. Теперь по общему опре­
делению можно найти, что вероятность осуществления хотя бы од­
ного из двух событий равна

wi.+ " i L — JHL-j-jm  == Ц7 (1)-}-Ц/ (2),
М  М  1 М  1

что и доказывает теорему. В случае с о в м е с т и м ы х  событий (пе­
ресекающихся объемов) нельзя утверждать, что число попаданий 
в первый или второй объем -равно mi + m2. Это число меньше, так 
как имеют место случаи, когда молекула попадает в пересечение 
объемов, а такие события засчитывались одновременно и в т.\, и, 
в т 2.

Полной группой несовместимых событий называется такая их 
совокупность, в которой осуществление одного достоверно. Рассмот­
ренные в предыдущем примере несовместимые события (рис. 1.2, а) 
не образуют полной группы, так как молекула может оказаться 
вне обоих объемов Дп и Дт2, т. е. возможна ситуация, когда не реа­
лизовалось ии одно из них. Если, однако, дополнить события 1 и 2 
событием 3, состоящим в том, что молекула будет обнаружена внут­
ри ящика в оставшемся за вычетом Дт1 и Дт2 (пространстве, то новая 
группа из трех событий образует полную группу. Действительно, 
поскольку объемы не пересекаются, то события несовместимы, кро­
ме того, осуществление какого-либо из них достоверно, так как мо­
лекула находится либо в Дп, либо в Дт2, либо вне их.

События называются равновозможными, если вероятность осу­
ществления любого из них имеет одно и то же значение. Для пояс­
нения этого понятия предположим, что ящик разделен на две рав­
ные части 1 и 2 (рис. 1.3), и рассмотрим группу, состоящую из 
двух событий: попадания молекулы А в 1 и попадания ее в 2. Объ­
емы не пересекаются, и, следовательно, события несовместимы. 
Группа полная, так как объемы 1 и 2 полностью исчерпывают объ­
ем ящика. Наконец, из полной эквивалентности обоих объемов оче­
видно, что вероятность попадания в 1 равна вероятности попадания 
в 2. Таким образом, в этом примере события 1 и 2 образуют полную 
группу несовместимых равновозможных событий. Следует подчерк­
нуть, что вывод о равновозможности событий опирается на вполне 
конкретные физические представления о характере и условиях дви­
жения молекулы. Так, например, если молекула обладает магнит­
ным моментом и у левой стенки ящика помещен магнит, создаю-



1ций неоднородное магнитное поле, то вероятность обнаружения 
молекулы в объеме 1 окажется выше, т. е. события не будут равно­
возможными.

На рис. 1.4 показаны пять объемов равной величины, на которые 
•мысленно разделен ящик. Равновозможны ли события, соответст­
вующие попаданию молекулы в каждый из них? Ответ зависит от 
тех условий, которые имеют место при столкновении молекулы со 
стенкой. Если предположить, что молекула при столкновении на 
некоторое время прилипает к стенке, то естественно, что она боль­
ше времени будет проводить в объемах 1 и 5 и поэтому вероятности

W ( 1) и Й7(5), хотя и будут равны между собой, окажутся больши­
ми, чем остальные. Условия же движения в каждом из объемов 2, 
■3, 4 совершенно одинаковы, и поэтому вероятности W (2 ), Щ З )  и 
W (4) равны между собой. В  реальной ситуации чаще всего осуще­
ствляются условия, при которых столкновения со стенкой происхо­
дят так, что они эквивалентны абсолютно упругому удару. При 
этом вероятности всех пяти событий оказываются одинаковыми. 
В  дальнейшем всегда будет иметься в виду именно такой характер 
■столкновений, так что события, состоящие в обнаружении молекулы 
& некоторый момент времени t в равновеликих объемах, равновоз­
можны.

Ценность понятия о полной группе равновозможных несовмести­
мых событий состоит в том, что оно позволяет теоретически найти 
значение вероятности того или иного события. Рассмотрим пример 
■определения вероятности того, что молекула окажется в объеме Дт, 
выделенном внутри ящика.

Мысленно разобъем ящик на п одинаковых параллелепипедов 
(рис. 1.5) настолько малых размеров, что объем Дт с большой точ­
ностью можно составить из некоторого их числа т .  Как было пока­
зано выше, события, состоящие в том, что в момент времени t мо­
лекула А окажется в одном из параллелепипедов, образуют полную 
группу несовместимых равновозможных событий. Вероятность тою, 
что молекула А окажется в каком-то определенном параллелепипе­
де, одна и та же для всех параллелепипедов (условие равновозмож- 
ности) и может быть найдена из условия полноты и несовместимо­
сти событий группы. Вероятность того, что молекула А находится



внутри сосуда, равна единице (достоверное событие). С другой сто­
роны, по правилу сложения вероятностей несовместимых событий 
эта же вероятность может быть представлена в виде суммы вероят­
ностей всех событий группы, т. е. 1 =nW. Отсюда вытекает, что

W=- 1/п.
Интересующая нас вероятность Щ Д т) равна сумме вероятностей 
попадания в любой из параллелепипедов, составляющих Ат. По­
скольку их общее число т ,  то, снова используя теорему сложения, 
найдем

W {bx) =  m ■ — = — . (2.1)
п п

Если умножим числитель и знаменатель на объем одного паралле­
лепипеда, то в числителе получится Дт, а в знаменателе — объем 
всего ящика. Таким образом, вероятность того, что молекула, на­
ходящаяся в сосуде объема V, в момент t окажется в элементе объ­
ема Дт, равна

W  (Дт) =  Дт/1/. (2.2)
В формулу (2.2) не входит число параллелепипедов п, так что 

окончательный результат не зависит от величины объемов, на ко­
торые был мысленно разбит объем сосуда. Их можно было считать 
бесконечно малыми, и, следовательно, точно составить объем Дт, 
так что формула (2.2) абсолютно точна в отличие от приближенной 
формулы (2.1).

§ 3. Независимые события

В  вычислениях, которые приходится проводить с вероятностями, 
часто используется свойство н е з а в и с и м о с т и  случайных собы­
тий. События называются независимыми, если осуществление одно­
го из них не влияет на вероятность осуществления второго. Рассмот­
рим пример. Пусть первое событие состоит в том, что в объем Дп 
в момент t попадает молекула А, а второе событие — в том, что в 
тот же момент времени в объем Дтг попадает другая молекула В. 
Если независимо от того, попала молекула А в Дт1 или нет, вероят­
ность попадания молекулы в Дтг равна одной и той же величине 
Дт 2/У, то события независимы. Так, например, будет, если молекулы 
не взаимодействуют между собой. В  этом случае даже при совпа­
дении объемов Дт[ и Дтг события независимы. Однако наличие 
взаимодействия изменяет это положение. Так, при взаимном оттал­
кивании молекул вероятность появления молекулы В  в объеме Дт[ 
одновременно с А меньше, чем при отсутствии А. Реально все мо­
лекулы взаимодействуют между собой, но силы взаимодействия 
очень быстро убывают с увеличением расстояния между ними, так 
что на расстояниях порядка нескольких диаметров молекул взаимо­
действием можно полностью пренебречь. Это позволяет при малых 
концентрациях (газы), когда среднее расстояние между молекула-
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или, так как .V! = es,
Л’ In N - N +  —  1и Л' + I ___

ЛЧ =  е 2 =  e7VA’ е~л’ У  N .
Приводящийся в курсах анализа строгий вывод показывает, что бо­
лее точный результат имеет вид

ЛМ =)' 2л Л™' е-л' \ N ,  (6.2)
т. е. получается небольшая разница в величине постоянного множи­
теля (е =  2,718..., I 2л =  2,506 ...).

Формула (6.2) дает тем меньшую относительную погрешность, 
чем больше значение N. Приведем два примера. При N = 4 точное 
значение 4! есть 24, а по формуле Стирлинга получается

1 2л У 444 е_4~  23,7.
При N = 6 точное значение N1 есть 720, а по формуле (6.2) полу­
чается 716. В первом примере относительная погрешность равна 
1,2%, а во втором — 0,55%. При больших значениях N относитель­
ная погрешность быстро уменьшается.

Г Л А В А  2
СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ

§ 7. Случайная величина
В приложениях теории вероятностей к вопросам статистической 

физики приходится оперировать представлением о с л у ч а й н о й  
величине. Величина, которая может принимать различные числовые 
значения с определенной вероятностью, называется случайной. 
Фактически нам уже пришлось иметь дело с этим понятием в пре­
дыдущей главе. Действительно, число молекул в элементе объема 
Ат, выделенном в сосуде объема V, представляет собой соответству­
ющий пример, так как это число принимает значения 0, 1,2, ..., N 
и каждое из них реализуется с определенной вероятностью W (n), 
определяемой формулой (5.1) биномиального распределения. Таким 
образом, число молекул в элементе объема Дт есть случайная ве­
личина. Такая случайная величина носит название д и с к р е т н о й ,  
так как она принимает значения, отличающиеся друг от друга на 
конечную величину (в данном примере — целочисленные значения 
О, 1,2.....N).

Встречаются и н е п р е р ы в н ы е  случайные величины, которые 
принимают непрерывный ряд значений. Пожалуй, простейшим при­
мером непрерывной случайной величины может служить коорди­
ната молекулы А в сосуде V. Поместим начало координат в одном 
из углов прямоугольного сосуда так, как это показано на рис. 2.1.



Тогда координата молекулы zA вдоль оси z может принимать лю­
бые значения в интервале от z = 0 до z — a, где а — размер сосуда 
в направлении оси 2.

Для непрерывной случайной величины неправильно интересо­
ваться вероятностью данного ее значения. Правильная постановка 
вопроса состоит в том, чтобы выяснить, какова вероятность того, 
что случайная величина приняла значение, лежащее в интервале от 
2 до 2 + d2. Если интервал d2 бесконечно мал, то бесконечно мала 
и соответствующая вероятность dW, которая, следовательно, долж­
на быть пропорциональна интервалу d2. Для искомой вероятности 
можно написать следующее выражение:

d W — w (z )d z , (7.1)

где w (z) — некоторая функция, называемая плотностью вероятно­
сти. Ее размерность обратна размерности случайной величины 2, 
поскольку вероятность dW есть величина безразмерная. Таким об­
разом, плотность вероятности для некоторой случайной величины, 
значения которой обозначены z, есть такая функция w (z), которая„ 
будучи умножена на dz, дает вероятность того, что значение слу­
чайной величины лежит в интервале от z до z+dz. Если интервал 
d2 равен нулю, то равна нулю и соответствующая вероятность, по­
этому не имеет смысла интересоваться вероятностью отдельного 
значения непрерывной случайной величины.

Для пояснения введенного понятия обратимся к примеру, в ко­
тором непрерывной случайной величиной является координата z 
молекулы А. Необходимо найти плотность вероятности для этой 
случайной величины. Координата молекулы попадает в интервал 
d2, если, как это видно из рис. 2.1, сама молекула оказывается 
в объеме dt, ограниченном двумя плоскостями, проведенными че­
рез точки 2 и 2 + d2 перпендикулярно оси 2. Обозначим площадь ос­
нования сосуда 5, тогда объем dt = Sd2. Поскольку объем всего со­
суда К = а5, то для вероятности получается

j w7 d Т 5 d z 1 , dw = —  = ----- =  —  dz.
V aS a

Из последнего равенства видно, что плотность вероятности для ко­
ординаты молекулы

w (z )=  1/а.
Как и следовало ожидать, размерность плотности вероятности об­
ратна длине, поскольку сама случайная величина z имеет размер­
ность длины.

То, что плотность вероятности оказалась постоянной величиной, 
связано с конкретными особенностями данной задачи, в которой 
сосуд прямоуголен и все положения молекулы А внутри сосуда 
считаются равновозможными. Если бы сосуд был помещен в поле 
действия каких-то внешних сил (например, учитывалось бы дейст­
вие силы тяжести) или обладал не прямоугольной, а какой-то дру­



гой формой, то плотность вероятности не была бы постоянной ве­
личиной.

Так, например, в коническом сосуде (рис. 2.2), пренебрегая дей­
ствием силы тяжести, для вероятности d W  можно найти

dt яг2 dzd W~ V (1/3)я/?2Я ’
где г — радиус кругового сечения конуса на высоте 2 от основания, 
и, следовательно, яг2dz — объем слоя конуса, заключенного между

Л.z+dz

// I
-4—
j--

(К

Рис. 2.1 Рис. 2.2

плоскостями, проходящими перпендикулярно его оси на расстоянии 
z и 2 + d2 от основания. Поскольку из подобия треугольников СОА
и С О 'В следует —  =  И ~  z , тоR Н

(H - Z )  2
Н 2

Если еще учесть, что объем конуса V= (7 з )яR 2H, то

с1 Г = 3 - (-̂ ~ — )2-dz ,Н з
т. е. плотность вероятности

w(z) =  3 — 2)1 .H i
Часто приходится иметь дело со случайными векторными вели­

чинами, т. е. с векторами, имеющими различную длину и направ­
ление, которые они принимают с определенной вероятностью. 
Простейшим примером векторной случайной величины является 
радиус-вектор молекулы А, помещенной в сосуд объема V. Введем 
декартову систему координат, по осям которой отложим компонен­
ты хА, Уа , za случайного вектора гл , и построим около точек х, у, 
z бесконечно малый прямоугольный объем dx = dxdydz (рис. 2.3).



Какова вероятность того, что конец вектора тА окажется внутри 
выделенного объема dx? Поскольку объем бесконечно мал, то ве­
роятность dW должна быть ему пропорциональна, т. е.

dW = w (х , у, z) dr. (7.2)

Величина w, вообще говоря, зависящая от координат х, у , z, носит 
название плотности вероятности векторной случайной величины г.

Таким образом, произведение 
плотности вероятности w векторной 
случайной величины на элемент 
объема dt дает вероятность того, 
что конец вектора г окажется внут­
ри dt, или, иначе, что одновременно 
выполняются следующие условия: 
х-, у- и z-компоненты г заключе­
ны в интервалах от х до x+dx, 
or у до y + dy, от z до z-\-dz соот­
ветственно.

В рассматриваемом примере 
плотность вероятности w равна об­
ратной величине объема сосуда. 
Действительно, еще в § 2 было ус­
тановлено, что вероятность попада­
ния молекулы А в элемент объема 

с!т, т. е. вероятность того, что конец ее радиус-вектора окажется в 
этом элементе, равна

dW=dx/V.

Сопоставляя это с равенством (7.2), можно заключить, что
w = \  IV . (7.3)

Если компоненты случайного вектора независимы, то в этом 
важном частном случае плотность вероятности w(x, у, z) представ­
ляется в виде произведения трех плотностей вероятности:

w {x ,y , z)dx =  wx {x)dx-wy (y)dy-wz(z)dz, (7.4)

так что вероятность попадания компоненты х в интервал dx равна 
wx(x)dx и не зависит от того, какие значения принимают другие 
компоненты.

Формула (7.4) имеет простой вероятностный смысл и означает, 
что вероятность того, что вектор г окажется в dt, равна произведе­
нию вероятностей трех независимых событий, а именно того, что 
компонента х попадет в интервал dx, компонента у — в dy, а 
z — в dz. Полученная выше формула (7.3) иллюстрирует этот слу­
чай. Поскольку объем сосуда, имеющего форму прямоугольного па­
раллелепипеда, равен произведению его сторон, то

V  =  cba,



где с, b, а — длины сторон вдоль осей х, у, z соответственно. Ис­
пользуя это соотношение, можно для плотности вероятности напи­
сать

~  V ~  с ' b ' а ’

откуда видно, что
1 1 1 wx = — \ Wy =  - w ,  =  — . с b а

§ 8. Среднее значение
Знание вероятностей отдельных значений дискретной случайной 

величины или плотности вероятности для непрерывной случайной 
величины позволяет находить ее среднее значение, или, как говорят 
иначе, математическое ожидание. Общее правило получим, рас­
сматривая следующий конкретный пример. Пусть в сосуде V вы­
делен объем Дт и интересующая нас случайная величина есть чис­
ло молекул, находящихся в Дт в некоторый момент t. Предполо­
жим, что проведено большое количество опытов М, в каждом из 
которых регистрировалось число молекул в Дт. Пусть ni\_ раз заре­
гистрировано значение пи т 2 раз — значение п2 и т. д., тогда сред­
нее значение числа молекул в Дт найдем по формуле

 ̂ __  т.\П\ +  т 2п2 +  .. ■ __ rn\ti\ 4- т 2п2 +  .. ■ __
т\ -г m-i + ... М

т\ . то ,=  —- /г, 4---- л2 | . . ..И ' М
Если число испытаний достаточно велико, то отношения т\/М, 
т 2/М и т. д. становятся равными вероятностям соответствующих 
значений п, т. е.

(п )  = W  (« !)« ! -\-w(n2)n 2i- ... =  ' V ®  («,•)«;. (8.1)

где сумма берется по всем возможным значениям случайной вели­
чины (rii = 0, 1, ..., N, здесь N — число молекул в сосуде).

Когда рассматривается непрерывная случайная величина z, то 
поскольку вероятность того, что ее значение лежит в интервале dz, 
есть w(z)dz, для нахождения среднего значения нужно просумми­
ровать выражения zw(z)dz по всем значениям z, т. е. по всем ин­
тервалам dz. Это означает, что правило для определения среднего 
значения непрерывной случайной величины записывается в следую­
щем виде:

{z )= \ z w (z )d z , (8.2)

1 де интегрирование (суммирование) ведется по всем возможным 
значениям случайной величины.



Вернемся к среднему числу частиц в объеме Дт. Пусть полное 
число частиц в сосуде объема V равно N. Среднее значение опреде­
ляется формулой (8.1), в которой под w (tii) следует понимать ве­
роятность того, что в Дт окажется частиц, т. е. выражение (5.1). 
Таким образом,

{ п ) =  V 4 ---- ^х ntl (M -  n,)l { V J [ V )
ПГ  0

При вычислении написанной суммы следует обратить внимание на 
то, что фактически суммирование ведется от лг = 1, так как слагае­
мое с n.i = 0 равно нулю (необходимо учесть, что 0! = 1). В  связи 
с этим, сократив на л,-, можно написать

<ft> =  V ------- ^ ------- f - i i Y V i -— к (л ,— 1)1 (ЛГ — лО! \ v  J [ V )
п-Г 1

Если обозначить tii— \ = k, где k принимает значения 0, 1, ..., N — 1, 
то выражение для < л>  можно записать в виде

<и> =  V _____ - _____jimA k\ (N — \ — k)\ V \ V ) [ V j 

Общий множитель N (Ат/V) выносится за знак суммы, и тогда

(п ) = 7V Y .... (ffn i l L -  ( * L ) k( i -
4 ' V 1 — k)\ \ V j \ V j

Г1о формуле бинома Ныотона в полном соответствии с тем, что име­
ло место при аналогичных вычислениях в § 5, имеем
N - 1
V I  (АЛ — 1)1 / Дт\ * Л _______________________________A^yw -1

k\{N— \ — k)\ [ V J 1 V ) ~  L V ‘ 1 V = 1 -Л-0
Таким образом,

(.n ) = N -^L, (8.3)

т. e. среднее число частиц в объеме Дт равно полному числу частиц 
в сосуде N, умноженному на вероятность (Дт/1/) попадания час­
тицы в Дт.

Вычисление среднего значения непрерывной случайной величины 
проведем на примере 2-координаты молекулы, находящейся в пря­
моугольном сосуде. Как было показано ранее, плотность вероятно-



сти в этом случае равна w (z) = \/а. Среднее значение г вычисля­
ется по (8.2):

т. е. мы получили результат, интуитивно ясный с самого начала.
В приложениях часто бывает важно знать среднее значение 

функции от случайной величины, например квадрата (или какой- 
либо другой степени) от числа частиц в объеме Дт или квадрата 
координаты молекулы z2. Применяя приведенные выше рассужде­
ния не к самой случайной величине а к некоторой ее функции 
if («г), легко показать, что среднее значение следует определить 
формулой

( f  {ni)) =  y2 ^ (n l)w {n l). (8.5)
i

Среднее значение функции непрерывной случайной величины вычис­
ляется с помощью аналогичного по смыслу правила:

(ф (г)) =  JtyCz) w (г) dz. (8.6)

Интеграл берется по всем возможным значениям случайной вели­
чины z.

Таким образом, среднее значение (математическое ожидание) 
функции от случайной величины вычисляется как сумма произве­
дений этой функции на вероятность значения ее аргумента, т. е. 
по формуле (8.5) для дискретной случайной величины и по форму­
ле (8.6) для непрерывной.

Используем сформулированное правило для вычисления очень 
важной характеристики, называемой д и с п е р с и е й .  Дисперсия—■ 
это математическое ожидание квадрата отклонения случайной ве­
личины от своего среднего значения, т. е.

D { z ) = { { z - { z ) f ) .  (8.7)
Важность этой характеристики вытекает из того, что ею определя­
ется степень разброса случайной величины, т. е. в каком-то смысле 
дисперсия служит мерой случайности. Если какую-либо неслучай­
ную величину рассматривать как случайную, принимающую с ве­
роятностью единица одно и то же значение, то ясно, что отклоне­
ние от среднего равно для нее нулю, а следовательно, равна нулю 
и дисперсия. Таким образом, дисперсия неслучайной величины 
равна нулю, а у случайной она тем больше, чем шире разброс ее 
значений.

Формулы (8.7) могут быть представлены в более удобном для 
расчетов виде, который ниже получен только на примере непрерыв­
ной случайной величины, так как в дискретном случае следует 
лишь заменить интегрирование на суммирование.



В  соответствии с определением дисперсии
D(z) = J (z— (z)fw(z) dz = f (z2 — 2z (z) +  (z)2)w(z)dz =

=  ̂ z 2w (z )d z  — f 2 z (z )w (z )d z  -j- j* { z ) 2w{z)dz.

Поскольку < 2> 2 есть просто число, то последний интеграл равен 
J  ( z ) 2w(z)dz =  ( z ) 2 ^w (z)dz.

Имеет место у с л о в и е  н о р м и р о в к и  плотности вероятности 
случайной величины

j" w (z) dz=  1.

'Оно вытекает из того, что принятые случайной величиной значения 
из различных интервалов dz образуют полную группу несовмести­
мых событий. Условие нормировки означает, что с вероятностью 
•единица случайная величина примет какое-либо из возможных 
значений.

Предпоследний интеграл в выражении для дисперсии преобра­
зуется следующим образом:

J 2z (z )w (z )dz  =  2 (z ) ^zw(z)dz =  2 (z ) (z )  = 2 (z )2.

Так как первый интеграл имеет смысл среднего значения квадрата 
случайной величины и должен быть обозначен <z2>, то оконча­
тельный результат с учетом условия нормировки записывается 
б  виде

D {z )= {z 2) - 2 < * )*+  ( z ) 2=  {z 2) -  ( z ) 2. (8.8)
Аналогичная формула имеет место и для дискретной случайной 

величины:
/)(«,■)= {п ]) — {t it )2.

На примере дисперсии легко показать, что среднее значение 
■функции от случайной величины не равно значению этой функции, 
когда в качестве ее аргумента берется среднее значение самой 
случайной величины. Действительно, в данном случае приходится 
вычислять среднее значение функции f(z) =z2. Ее среднее значение 
есть <z2> (знак усреднения относится ко всей функции), и это не 
равно квадрату среднего значения < z> 2. Если бы такое равенство 
имело место, то дисперсия обращалась бы в ноль. Покажем, что 
это не так, на уже рассмотренном в настоящем параграфе примере.

Рассчитаем д и с п е р с и ю  к о о р д и н а т ы  молекулы, находя­
щейся в прямоугольном сосуде. Чтобы воспользоваться (8.8), вы­
числяем <z2> :

а

(z 2)^= \z2 —  d z = ~ .
,) Cl О
О



Поскольку <z>=a/2, то по (8.8) имеем

Для приложений очень важны следующие с в о й с т в а  с р е д ­
ни х  з н а ч е н и й  и д и с п е р с и и .

а) Если складываются две функции fi(x, у, z) и f2(x, у, г ), 
где г= {х, у, z } — случайный вектор, то среднее значение сум­
мы функций равно сумме их средних значений.
Действительно, когда г — непрерывный случайный вектор, то

( [/ ,  {X, у, г) +  / 2 (х , у, * ) ]> = J ( / ,+  / 2) w {х, у, г) d t=

=  j  / tW (x , у, z ) dt +  j  f 2w [x , y, z) dt =  </1) +  </2>.

Аналогичным образом это свойство доказывается и для дискрет­
ных случайных величин.

б) Если функция от случайного вектора г умножается на по­
стоянное число а, то среднее значение произведения равно сред­
нему значению умноженному на а. Иначе это свойство фор­
мулируют так: постоянный множитель можно выносить из-под 
знака усреднения.
Доказательство проводится следующим образом:

(a / ! )  =  J a f xwdx =  a |  f xwdx =  a { f l )

(аналогично для дискретной случайной величины).
в) Если имеется несколько (например, три) функций fi(x )„ 
/2(i/), /3(2) от компонент х, у, z случайного вектора г = {л:, у, г} 
и если случайные величины х, у, z независимы, так что

w (x, у , z) dx =  wx (x) dx-wy {y)dy-wz(z) dz,

то среднее значение произведения f\ (х) -Uiy) -/з(г ) равно про­
изведению их средних значений.
Действительно,

< / r / 2 - / 3 > = jjj/ i  [X) f i i y )  f z {z ) ’wx {x )w y {y )w z{z)dx dydz =  

=  j / 1  j  f 2 (y )w y (y)dy •, \j f z{z )w 2(z)dz =

=  </i>-</a)-</3>.
г) Дисперсия суммы нескольких независимых случайных вели­
чин равна сумме их дисперсий.
Пусть х, у и z — независимые случайные величины, тогда, по оп­

ределению,
D (x  +  y-tz)= ({x-\-y-\-zf) -  ((,v+*/ +  z)>2.



Возведем первую скобку в квадрат, а во второй используем свой­
ство а ) :

Вторую скобку возведем в квадрат, а к первой применим свойст-

0(х-{-у +  г) =  ( (х 2) +  (у 2)-\- ( z2) ( 2 х у ) ( 2 x z ) ( 2 y z )  -  
- ( x ) 2- { y ) 2- { z ) 2- 2 { x ) { y ) - 2 { x ) ( z ) - 2 { y ) { z ) .

По свойству б) множитель 2 выносится из-под знака среднего, 
так что, например, ( 2 х у )= 2 ( х у ).  Более того, поскольку вели­
чины х, у, z независимы, то по свойству в)

и тогда видно, что все члены, содержащие произведения средних 
значений различных случайных величин, взаимно уничтожаются. 
Следовательно,

что и требовалось доказать.
Приведенные свойства позволяют в целом ряде случаев 

упростить вычисления средних значений и дисперсии. В  качестве 
примера рассмотрим вновь число частиц в объеме Ат. Если сопо­
ставить каждой молекуле случайную величину пА, принимающую 
значение 1, когда молекула находится в Ат, и 0, когда она оказы­
вается вне его, то число частиц в Дт можно рассматривать как 
сумму этих случайных величин для всех молекул газа. По свойст­
ву а) среднее значение числа частиц равно сумме математических 
ожиданий пл . Последняя величина подсчитывается по общей фор­
муле

Поскольку математическое ожидание для всех молекул одинаково, 
то их сумма вычисляется умножением полученного выражения на 
общее число молекул N. Таким образом,

Столь же просто вычисляется дисперсия числа частиц в Дт. Снача­
ла следует найти <Лд2>:

D(x-\-y +  z )= ( (x 2 +  y2-\-z2-\-2xy +  2xz-\-2yz)) — 
- ( { x )  +  { y )  +  ( z ) f .

во а ) :

(х у )  =  ( х ) { у ) ,  (x z ) =  ( x ) { z ) ,  {y z ) =  { y ) ( z )

D(x-\-y +  z )= {x 2) -  ( x ) 2Jr { y 2) — ( y ) 2-\-(z2) — ( z ) 2 =  
=  D (x ) +  D (y )  +  D [z),

г затем дисперсию этой величины:



Дисперсия общего числа частиц в Ат определится с помощью свой­
ства г). Она равна

D =  N - U ,a =  N ^ - (  1 -  -£-). (8.9)

Прямое вычисление этой величины оказывается значительно более 
громоздким.

§ 9. Распределение Пуассона

В предыдущей главе говорилось о том, что использование бино­
миального распределения для вычисления вероятностей при боль­
ших значениях общего числа молекул N неудобно, и была получе­
на формула Стирлинга, облегчающая вычисление факториалов 
больших чисел. Используя формулу Стирлинга, можно упростить 
биномиальное распределение и свести его к другим, более удобным 
для вычислений.

В  настоящем параграфе рассматривается случай, когда при 
большом значении числа N основной интерес представляют малые 
значения числа молекул п в объеме Ат, т. е. предполагается, что 
большие значения п настолько маловероятны, что ими можно пре­
небречь. Пусть, например, в сосуде находится N  молекул, где N 
порядка 1019, и выделен объем Ат, настолько малый по сравнению 
с общим объемом сосуда V, что в нем может встретиться я=О, 1, 
2, 3 молекулы и очень маловероятно, что число молекул превысит, 
скажем, я=10. Для этого объем должен быть таким, чтобы сред­
нее число молекул в нем, равное по (8.3) < я>  = Лг(Ax/V), было 
много меньше выбранного нами предельного числа /г = 10, напри­
мер < п > =  3. Конечно, число 3 выбрано произвольно и с тем же 
успехом могло бы быть заменено любым другим достаточно малым 
по сравнению с общим числом молекул N, однако при относительно 
больших < п>  удобнее пользоваться другой аппроксимацией бино­
миального распределения, которая будет приведена в следующем 
параграфе и которая заведомо непригодна при малых значениях 
< Я>  (при < л > ^ 3 ).

Точное значение вероятности по формуле биномиального распределения (5.1) 
имеет вид

Воспользовавшись тем, что N и N—п — очень большие числа, заменим их фак­
ториалы по формуле Стирлинга:

Разделив и числитель, и знаменатель на У  2&Nn  11 N ^2 е можно получить

N-n

W {n ) N n  e~N N 1!2 У 2л
n\(N  — n)N ne N+n ( N — n)1/2f  2л \ ^

N n (AxlV )n (\ — \%iV)N- n
n\(1 -  n i N f ~ n ел (1 — л/Л01/2



Стоящий в знаменателе множитель

(1 — n N )n~n =N —n (1 - n / N f
(1 — nlN)'1

преобразуется следующим образом. Как известно из анализа, выражение 
(1—n/N)N при N— оо (т. е. практически при достаточно больших N) равно е~п. 
Выражение (1—n/N)n, поскольку п/N — очень мал_ая величина, близко к 1. Дей­
ствительно, если п <С например w = 0,3|/^V, то

Таким образом,

(1 — n;N)h'~ n ~ е~л.

Естественно, что при сделанных предположениях приближенно равен единице 
и другой множитель из знаменателя (9.1):

(1— n/N)1'2 ~ 1.

Для завершения вычислений остается рассмотреть выражение, встречающееся в 
числителе (9.1):

/ ди \ N —n

I 1- - )  "
(> -^ Г

(1 — Дт/К)"
(9.2)

Если пАт< К , то по аналогии с предыдущим знаменатель в (9.2) равен единице. 
Величина N (Дт/К), равная среднему значению числа молекул в Дт, которое мы 
обозначим <я>, по предположению много меньше N и поэтому

N  )

Для интересующей нас вероятности оказывается, таким обра­
зом, справедливо следующее выражение:

W (n )=  ^  (9.3)
Л1е-Яе«

Формула (9.3) носит название р а с п р е д е л е н и я  П у а с с о н а .  
Она определяет вероятность того, что в Дт окажется п молекул 
(при среднем значении числа молекул в Дт, равном </г>), и спра­
ведлива, если общее число молекул в сосуде много больше, чем 
< п > 2.

Поскольку распределение Пуассона есть предельный случай би­
номиального при < n > 2<^N, или, иначе, при <n>/N=Ax/V-+0, то 
дисперсия случайной величины, подчиняющейся распределению 
Пуассона, получается из (8.9) таким же предельным переходом, 
т. е. оказывается равной среднему значению числа п:



§ 10. Распределение Гаусса

Другая полезная аппроксимация может быть использована, 
когда велико не только общее число молекул N, но и число молекул 
п в элементе объема Дт, а также число молекул N — п, оставшихся 
вне этого объема. Такой случай очень часто реализуется на прак­
тике, так как для того, чтобы он имел место, достаточно, если сред­
нее число молекул в элементе Дт

(n )= N A T / V  (10.1)
велико, но не слишком близко к полному их числу N, т. е. объем 
Дт должен быть не слишком мал по сравнению с V, но и не слиш­
ком близок к полному объему. Как  будет видно из дальнейшего, 
распределение Гаусса оказывается уже достаточно точным, если 
< п>  и N — <п> больше 3, и его точность тем выше, чем больше 
< п>  и N — <n>.

Вероятность того, что в элементе объема Дт окажется п частиц, 
при условии, что среднее число частиц <п>  в Дт и среднее число 
частиц N — <п> вне этого объема достаточно велики, дается фор­
мулой, носящей название р а с п р е д е л е н и я  Г а у с с а  и имею­
щей следующий вид:

W (n) = -- ----е-<я-<я»У(20>. (10.2)
У  9.яй

Чаще всего распределение Гаусса (10.2) применяется, когда 
число молекул в Дт очень велико. На практике почти никогда не 
требуется знать, какова вероятность наличия в Дт ровно п молекул, 
а обычно интересуются вероятностью bW того, что число молекул 
заключено в интервале значений от п до п+Ьп. Если величина бп 
достаточно мала (много меньше, чем У D), то вероятность 
W (n ), подсчитанная по (10.2) для любого п из интервала бп, ока­
зывается практически одной и той же. В  связи с этим вероятность 
6W получается умножением вероятности W (n ), взятой для како­
го-то (все равно какого) значения п из рассматриваемого интер­
вала, на величину интервала б/z, т. е.

I W = ---i---е-(я-<"»У(2Д) 8д. (10.3)
/ 2 я  D

Формула (10.3) показывает, что при большом числе молекул пере­
менная п может считаться непрерывной случайной величиной и ве­
роятность того, что ее значения заключены между п и п + Ьп, оп­
ределяется формулой (10.3), т. е. соответствующая плотность веро­
ятности равна

W (я) = ---1--- e-(«-(n))V(2D)_
V'2nD

Если необходимо определить вероятность W того, что п заключено 
в интервале от п, до п2, и интервал не предполагается малым по
2* 35



сравнению с V D, то необходимо учитывать изменение плотно­
сти вероятности в этом интервале и использовать правило, обычное 
для непрерывных случайных величин:

Точно так же при определении среднего значения функции f(n ) от 
числа молекул п следует воспользоваться правилом вычисления 
средних значений, справедливым для непрерывных случайных ве­
личин:

Пределы в последнем интеграле по смыслу переменной п не мо­
гут быть меньше 0 и больше N, однако поскольку с самого начала 
предполагалось, что большие отклонения п от среднего значения 
маловероятны и, как будет показано в § 13 следующей главы, при 
больших < п>  это действительно так, то без ущерба для точности 
вычислений можно заменить эти пределы соответственно на минус 
и плюс бесконечность, так что окончательно

Следует отметить, что распределение Гаусса часто встречается 
на практике и описывает поведение очень многих непрерывных 
случайных величин, т. е. оно справедливо не только для рассмот­
ренного выше случая, но и в целом ряде других. На это имеются 
свои причины. Дело в том, что при большом числе испытаний рас­
пределение Гаусса оказывается предельным для целого ряда рас­
пределений. Существует теорема, называемая в силу ее важности 
ц е н т р а л ь н о й  п р е д е л ь н о й  т е о р е м о й  т е о р и и  в е р о ­
я т н о с т е й ,  которая устанавливает весьма общие условия, доста­
точные для того, чтобы предельное распределение было гауссовым, 
или, как его называют иначе, н о р м а л ь н ы м .  Широкое распростра­
нение нормального закона распределения вероятностей дало повод 
для шутливого замечания, что физики считают повсеместное рас­
пространение нормального закона математической теоремой, а ма­
тематики— экспериментально установленным фактом. Необходи­
мо, конечно, иметь в виду, что распределение Гаусса хотя и встре­
чается часто, но не является единственно возможным.

Если непрерывная случайная величина подчиняется нормально­
му распределению, то вероятность dW7 того, что значения этой слу­
чайной величины z заключены в интервале от z до z + dz, определя­
ется формулой

< /(«)> =  f / ( « )  — = г  J V 2 я£>
е—(*—<*»v<ao) d/г. (10.4)

dip (z) = --- ----e-(*-<z»V(2D) dz,
учло



где < z> — среднее значение, a D — дисперсия случайной вели­
чины z.

В заключение проведем сравнение аппроксимирующей формулы 
Гаусса (10.2) с биномиальным распределением. На рис. 1.6 приве­
дено биномиальное распределение для случая, когда N = 6, а 
Дт/У=0,5. Результаты расчета тех же величин по (10.2) показаны 
крестиками (< n >  = N\x/V=3, D = N&x/{V[l— (Дт/У)]} =  1,51). Вид­
но, что даже в этом случае, когда < л>  и N — < я>  совсем не так 
уже велики, получаются близкие результаты. При больших значе­
ниях <п>  и N— < п>  различие между расчетом по точной фор­
муле биномиального распределения и формуле Гаусса оказывается 
совсем незначительным.

§ 11. Вероятность как мера неожиданности

Вероятность какого-либо события может служить мерой его 
н е о ж и д а н н о с т и .  Качественно это довольно очевидно. Если ве­
роятность мала, то событие осуществляется редко и, следователь­
но, относится к категории неожиданных. Наоборот, если вероят­
ность близка к единице, то событие случается часто и с этой точки 
зрения относится к заурядным.

В теории информации за меру неожиданности события услови­
лись принимать натуральный логарифм его вероятности w, взятый 
с обратным знаком: — In до.

Выбранная таким образом мера неожиданности хорошо переда­
ет многие из наших интуитивных представлений о свойствах, кото­
рыми она должна обладать. Действительно, вероятность — величи­
на, меньшая единицы, и, следовательно, ее логарифм, взятый со 
знаком минус, положителен, т. е. неожиданность — величина поло­
жительная. Если событие достоверно, то вероятность равна едини­
це, а ее логарифм равен нулю, так что неожиданность осуществле­
ния достоверного события равна нулю. Наконец, если событие со­
стоит из двух независимых простых, то, поскольку его вероятность 
равна произведению вероятностей, неожиданность сложного собы­
тия равна сумме неожиданностей простых событий, из которых оно 
состоит.

Для иллюстрации рассмотрим пример. Пусть в сосуде содер­
жится три молекулы и в нем выделен объем, составляющий ОД от 
полного объема, т. е. Дт/У=0,1. Какова неожиданность того, что в 
этом объеме окажутся все три молекулы? Вероятность интересую­
щего нас события в соответствии с биномиальным распределением 
(см. также табл. 1) равна

W  (3) =  (Дт/К)3=  10_3.
Отсюда следует, что его неожиданность

— \&W (3) =  3 In 10 =  6,9.
Этот же результат можно было получить несколько иначе. Р а с ­
сматриваемое событие состоит в осуществлении трех независимых



событий, а именно попадания каждой из трех молекул в Ат. Неожи­
данность попадания одной молекулы, поскольку вероятность этого 
события равна Ат/К = 0,1, есть

- ln W  =  In 10 =  2,3.
Неожиданность попадания трех молекул в три раза больше, т. е. 
получаем тот же результат.

Поскольку отношение Ат/У мало, то попадание молекул в Ат — 
маловероятное событие и поэтому гораздо менее удивительно, если 
все три молекулы окажутся вне Ат. Какова неожиданность этого 
события? Поскольку соответствующая вероятность равна

Г (0 )  =  (1 — Дт/К)3=0,93,
то, учитывая, что Ат<с1, для неожиданности найдем

-  3 In (1 -  ДтIV ) ~  3 (Дт/1/) =  0,3.
Ее числовое значение в этом случае получилось значительно мень­
ше, чем в предыдущем.

Если в результате измерения обнаружено, что событие осущест­
вилось и, например, все три молекулы оказались в Ат, то это озна­
чает, что событие стало достоверным и его неожиданность равна 
кулю. Уменьшение неожиданности, явившееся следствием измере­
ния, можно рассматривать как меру информации, которая при этом 
была получена. Так как конечная неожиданность — ноль, то умень­
шение неожиданности равно ее первоначальному значению, поэто­
му выражение — In W (А) является также мерой количества инфор­
мации, полученной в опыте, который показывает, что событие А 
осуществилось.

§ 12. Энтропия и хаотичность

Выше была введена мера неожиданности для случайного собы­
тия. Пусть рассматривается некоторая полная группа несовмести­
мых событий. Каждое из этих событий обладает своей неожидан­
ностью, и возникает вопрос о характеристике, общей для всей си­
стемы. Такая характеристика, называемая э н т р о п и е й  или ин­
формационной энтропией, вводится как среднее по всей системе 
значение неожиданностей, т. е. неожиданность каждого г-го собы­
тия умножается на вероятность этого события Wi и все получен­
ные результаты складываются. Таким образом, обозначив энтро­
пию 5, можем записать математическое выражение, определяющее 
эту величину,

N

S =  W ,\nW t, (12.1)
/=1

где суммирование распространено на все события, составляющие 
полную группу. Энтропия характеризует степень неопределенности 
или хаотичности, которая имеет место в данной ситуации. Для по­



яснения этого смысла энтропии обратимся к уже рассматривавше­
муся ранее примеру, в котором молекула А, находящаяся в сосуде 
объема V, может попасть или не попасть в выделенный объем Ат.

Предположим вначале, что объем Ат очень мал по сравнению 
с V. Интуитивно ясно, что в этом случае неопределенность ситуа­
ции очень мала, так как почти наверняка молекула окажется вне 
Дт. Энтропия отражает это представление. Действительно, вероят­
ность попадания в Ат есть W \ = AxjV, а вероятность непопадания 
W2= \— W i = l — (Ат/К). Для энтропии, следовательно, имеем

V V \ V ] \ V
Если Ат/К очень мало, то в первом слагаемом один сомножитель 
стремится к нулю, а второй — к — оо. Поскольку, однако, возраста­
ние —In (Дт/V) с уменьшением Ат/У очень медленное, то при 
{Ат/V) —>-0 произведение стремится к нулю*. Во втором слагаемом 
первый сомножитель стремится к единице, а второй — к нулю, так 
что при малом Ат/l/ он тоже очень мал. Таким образом, при малом 
Ат/V значение энтропии мало.

Легко убедиться, что точно такое же положение имеет место, 
когда объем Ат близок к V. В  этом случае почти наверняка моле­
кула А окажется в Ат. Неопределенность ситуации мала, и значе­
ние энтропии оказывается снова близким к нулю.

Когда же достигается наибольшая неопределенность? Попыта­
емся ответить на этот вопрос, выяснив, при каких условиях энтро­
пия достигает своего максимального значения, и рассматривая ее 
как функцию вероятности W x = Ат/V. По общему правилу нахож­
дения максимума функции продифференцируем S  по вероятности 
и приравняем производную нулю, тогда получим

=  — lnU^ — l-f-ln(l — W {)-\-1 =  0. (12.2)
Из этого равенства вытекает, что W x = (1— W x) или

W x =  KxlV =  1/2. (12.3)
Таким образом, наиболее неопределенное положение достигается 
тогда, когда Дт составляет половину объема V.

Итак, мерой неопределенности или хаотичности ситуации, ха­
рактеризуемой некоторой полной группой несовместимых событий 
с вероятностями служит функция этих вероятностей (12.1), на­
зываемая информационной энтропией.

* По правилу Лопиталя имеем 
d In х



Ч А С Т Ь  II

КЛАССИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
РАВНОВЕСНЫХ СОСТОЯНИИ

Г Л А В А  3
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСВЕЛЛА

§ 13. Распределение частиц в пространстве
при отсутствии внешних силовых полей
Если внешние силовые поля отсутствуют, то частицы, например 

молекулы идеального газа, распределяются по объему сосуда рав­
номерно. Действительно, в § 2 были изложены соображения, по 
которым можно считать, что вероятность того, что молекула нахо­
дится в объеме Ат, являющемся частью объема сосуда V, равна 
Ах/V и не зависит от формы и положения этого объема. Среднее 
число молекул в Ат при общем числе N  определяется соотношени­
ем (8.3)

(л )  =  NAx/V

и, таким образом, оказывается одинаковым для любых равных по 
величине объемов Ат. Другими словами, среднее значение концен­
трации, т. е. числа молекул в единице объема (Ат=1), есть вели­
чина постоянная.

Из равенства средних значений концентрации еще не следует, 
что в любой момент времени числа молекул в объеме Дт и равно­
великом ему объеме Ат' равны друг другу. Наоборот, истинное чис­
ло молекул п, как правило, отличается от <п> и различно для 
этих двух несовпадающих объемов. Отклонения числа молекул от 
среднего значения носят название ф л у к т у а ц и й .  Нетрудно пока­
зать, что в большинстве интересных с практической точки зрения 
случаев флуктуации очень малы и с ними можно не считаться. Что­
бы убедиться в этом, рассмотрим пример.

Пусть в сосуде объемом 1/=10 см3 находится идеальный газ 
с общим числом молекул jV = 2,69 -1020, что соответствует нормаль­
ным условиям (температуре 0°С и атмосферному давлению). Мыс­
ленно выделим часть этого объема Дт, составляющую один про­
цент от V, т. е. Дт=0,1 см3. Среднее число молекул в Дт равно 
< га> = 0,0Ш  = 2,69-1018, а среднее число молекул вне этого объема 
N — < п>  ~2,66-1020. Как было показано в § 10, при таких больших 
значениях чисел < я>  и N— </г> число молекул п в объеме Дт



может рассматриваться как непрерывная случайная величина, плот­
ность вероятности которой определяется распределением Гаусса
(10.3). Легко рассчитать вероятность любого отклонения от сред­
него значения. Подсчитаем, например, вероятность того, что в при­
веденном примере число молекул в Ат будет отличаться от сред­
него значения больше чем на 0,01%. Другими словами, нас инте­
ресует вероятность того, что п окажется либо меньше < п > ( 1 —
—  10—4), либо больше <п> (1 + 10-4). Соответствующая вероятность 

чвна
<«>(1 — 10—4)

W =  Г --- ----e-<',- tn>)V(20)(]/i 4-
/  2л D

+  Г — ----e-(n-<n»V(2D) d п.
J  У Ш )

(л>(1 + 10-4)

Если обозначить п— <п> =Ап, то
— Ю—4(л> оо

W =  [ — ----e-“nV(2a>dfA/t)4- f  --------е - йп’/(20) d{An).
J I 2лО J 1/2itD

10—<(л>

Подынтегральная функция четна, и поэтому оба интеграла, которые 
берутся в симметричных пределах, равны друг другу, так что

ое

W = 2 f 1 е-Ал»/(2о) dfA/t).
J  У  '2nD

10-4{Л)

Аналогичные интегралы часто встречаются в статистике, и поэтому целесооб­
разно остановиться на_их вычислении подробнее. Прежде всего введем новую 
переменную х =  hn/YD и обозначим

х0 = 10-4 ( п )lY~D9
тогда

W  e - ^ d * .
У2л i х„

Функция
* •

Ф (^ ) = - у ш \ * ~ х' 12 йх <1зл>
о

носит название и н т е г р а л а  в е р о я т н о с т и  или функции  ошибок ,  и 
таблицы ее значений приводятся в справочниках по математике*. Ф(*о) опреде­
ляет вероятность того, что случайная величина х, распределенная по закону

* См., например, [12], с. 81.



Гаусса, по абсолютной величине окаж ется меньше Xq. Если Хо — о о , то, как ясно 
из смысла интеграла вероятности,

оо

Ф (оо) =  ----- ( е—•f5/2 (Jх — 1
v r * l

Теперь можно написать
~  ДГо

W = — 1 dx — — 2—  i е Г х' П dx=  1 — Ф (* 0). (13.2)
/ 2 л  .) У2л .1

Поэтому, когда имеются таблицы функции ошибок, то легко подсчитать W. Если 
*0^1 или, наоборот, хо» 1, то значение интеграла вероятности определяется 
и без помощи таблиц. Как показано в приложении 1, при Хо^1

Ф(*о) “  —7=Г*0. (13.3)
/ 2 л

а при Хо^2 интеграл вероятности оценивается формулой

Ф (jc0) = 1 -  ~ J= r  —  е_жо/2 • (13.4)
/2 л  х0

Применим полученные результаты для вычисления интересую­
щей нас вероятности. Поскольку дисперсия, как это следует из 
формулы, приведенной в конце § 10, равна

то
*0=10 - \ n )/ V D =  10~4 У '(га).

При <п> =2,69-1018 это даст х0= 1,64-105, так что с очень высокой 
точностью применимо соотношение (13.4). Из (13.2) с помощью
(13.4) находим

W = ---------( 13.5)
У 2к х°

т. е. числовое значение W имеет порядок е_|’3510'°=  ю -0-58,10'".
Трудно представить себе, насколько мала вероятность рассмотренного собы­

тия. Для иллюстрации можно сравнить ее с вероятностью того, что обезьяна, по­
саженная за пишущую машинку, напечатала бы в нужном порядке и без оши­
бок полный текст «Войны и мира» (пример, предложенный Э. Борелем). В од­
ном из изданий романа три тома его содержали 2330 страниц. Если принять, что 
на странице помещается 45 строк, а число знаков в строке, включая пробелы, 
50, то общее число знаков в книге примерно равно 5,25 • 106. Поскольку предпо­
лагается, что обезьяна нажимает все клавиши наугад, то вероятность того, что 
будет нажата данная конкретная клавиша, равна 1/50 (общее число клавиш 
равно 50). Считая, что все знаки печатаются независимо, легко получить для 
искомой вероятности следующее значение:

W  = ( 1/50)5’25' |0’ = Ю-8’9-107,
т. е. она в Ю0,57' 10 раз больше, чем вероятность рассмотренного нами не­
значительного повышения концентрации молекул в объеме Дт!



Таким образом, при отсутствии внешних сил средняя концент- 
рация частиц одинакова по всему сосуду и истинную концентрацию 
можно считать равной ее среднему значению, так как даже очень 
малое отклонение от среднего значения из-за большого числа час­
тиц обладает ничтожной вероятностью.

Для справедливости сделанного вывода очень существенно, что­
бы число частиц было велико. Если, например, считать, что объем 
Дх=10-3 мкм3=10-15 см3, то среднее число частиц в нем окажется 
равным <п> =2,69-104, т. е. много меньше, чем в предыдущем слу­
чае. Дисперсия имеет значение £ )= < л> . Вероятность отклонения 
концентрации от ее среднего значения на величину, большую 
0,01%, определится выражением (13.1), но с другим значением па­
раметра х0, а именно

.*„ =  10~ * ( п ) I V ' 10-4 v { n )  =  1,64-10-2.

Поскольку значение х0 оказывается много меньше единицы, то 
с помощью (13.2) и (13.3) найдем

W =  1 - j / "  -^-*o =  0.984,

т. е. событие практически достоверно. Однако отклонения концен­
трации больше чем на 10% от среднего значения будут маловеро­
ятны. Действительно, в этом случае

^ = J2=l i?->=  ю -i Y 1 JT ) =  16,4 
V~D

и по (13.5)
W =—--- — e-'M!/2=1)9. jo-ео,

\'2л 16,4

Таким образом, в малых объемах, содержащих сравнительно не­
большое число частиц, относительные флуктуации могут быть за­
метными. В некоторых явлениях они играют очень важную роль. 
Б  частности, флуктуациями плотности воздуха объясняется рассея­
ние солнечного света атмосферой и голубой цвет неба. Последний 
связан с тем, что солнечное излучение с более короткой длиной вол­
ны (синее) рассеивается более эффективно, чем красное, обладаю­
щее большей длиной волны.

§ 14. Плотность вероятности для импульсов
молекул

Выяснив вопрос о распределении частиц (молекул) в простран­
стве, мы можем поинтересоваться возможными значениями их ско­
рости v или импульса p = m0v (m0 — масса частицы). Фактически 
в газе встречаются молекулы с самыми разными значениями им­
пульса, и поэтому с точки зрения теории вероятностей необходимо



лишь знать вероятность тех или иных его значений. Другими сло­
вами, в статистике импульс молекул, находящихся в сосуде, рас­
сматривается как непрерывная случайная величина и для ее ха­
рактеристики необходимо знать соответствующую плотность веро­
ятности, которую мы обозначим w р.

Для дальнейшего удобно ввести представление о пространстве 
импульсов. Отложим но осям прямоугольной декартовой системы 
координат компоненты импульса молекулы (рис. 3.1). Если нас

интересует вероятность dW  того, что 
компоненты импульса какой-то оп­
ределенной молекулы заключены 
соответственно в интервалах
Рх-+{Рл +  йРхУ> Py +  iPy+dPgY,

Pz +
то с помощью пространства импуль­
сов эти условия можно сформулиро­
вать наглядно. Наложенные требо­
вания с геометрической точки зре­
ния означают, что конец вектора 
импульса, проведенного из начала 
координат, попадает внутрь элемен­
тарного прямоугольного объема dQ 
в пространстве импульсов, изобра­

женного на рис. 3.1. Поскольку стороны объема равны соответст­
венно dp*, dpy и dpz, то

dQ =  dpx dpy dp2. (14.1)
Интересующая нас вероятность d№ может быть представлена в ви­
де dW = w p dQ, где wv - плотность вероятности импульса, которую 
нужно найти.

Чтобы установить вид wр, оказывается, как это впервые показал 
Максвелл, достаточно использовать следующие предположения:

а) все направления в пространстве равноправны и поэтому лю­
бое направление движения частицы, т. е. любое направление 
импульса, одинаково вероятно. Это свойство иногда называют 
свойством и з о т р о п н о с т и  плотности вероятности wp;
б) движения по трем взаимно перпендикулярным осям н е з а ­
в и с и м ы ,  т. е. значение х — компоненты импульса рх — не за­
висит от того, каково значение его компонент ру или рг.
Второе условие менее очевидно, чем первое, и оказывается прос­

то неверным, если учитывать движение со скоростью, близкой 
к скорости света, т. е. эффекты теории относительности. Действи­
тельно, поскольку по теории относительности движение со ско­
ростью, большей скорости света, невозможно, то это означает, что 
компоненты скорости вдоль различных осей связаны между собой 
неравенством

Pz I

Рис. 3.1



Так, например, если vxx c , то это возможно только при 
Таким образом, нужно быть готовым к тому, что выводы, получен­
ные на основе принятых предположений, не будут удовлетворять 
требованиям теории относительности.

Чтобы приблизиться к решению поставленной задачи, рассмот­
рим плотность вероятности для одно й  из компонент импульса, 
например рх. Вероятность dW рх того, что компонента рх заклю­
чена в интервале рх-т-(рх+ dpx) , может быть записана в виде

d W px= w pxdPx, (14.2)

где wрх— плотность вероятности для рх. Поскольку из свойст­
ва изотропности вытекает одинаковая вероятность значений ком­
понент рх и —рх, то плотность вероятности wpx— четная функ­
ция, т. е. она зависит от квадрата рх:

W PX=<?(P*)- |14-3)

По тому же свойству изотропности плотности вероятности двух 
других компонент выражаются аналогичным образом:

« й = т ( ^ ) ;  (/>*), (14.3')

где ф — одна и та же функция. Используя независимость компонент, 
легко выразить плотность вероятности wp через плотности вероят­
ностей wpx, w py, wpz. Действительно, вероятность того, что 
импульс р попадет в элемент объема пространства импульсов 
dQ = dpxdpydpz, равна

d W = w p d2. (14.4)
С другой стороны, это событие эквивалентно тому, что компонента 
Рх оказалась в интервале рх-т-(рх+ dpx) , компонента ру — в интер­
вале Py-f- (Py + dpy) и рг — в pz^r {pz + dpz) . Из-за независимости пе­
речисленных событий вероятность (14.4) может быть представлена 
в виде произведения:
w pdQ =  wpx dpx-wPlf dpy -wpz dpz =  <? (p2x)-<?(p2y)-<?{pl) dpxdpy 6pz. 

Если учесть (14.1), то из последнего равенства вытекает

=  ¥(/£)-<р(/4)-'Р(/?г).
Поскольку плотность вероятности w p не должна зависеть от на­
правления импульса (свойство изотропности), то, следовательно, 
она зависит только от его величины, т. е.

р ] +  Р 1 ) ^ ( Р 2),
где — некоторая, тоже неизвестная пока, функция. Из последнего 
и предыдущего равенства вытекает следующее соотношение:

4ЧР2) =  ?(/£)-?(^)-ср(/?г). 114.5)
45



Условие (14.5) позволяет определить вид неизвестных функций 
<р и ф, т. е. найти плотности вероятности шр и ®  . Чтобы сде­
лать это, прологарифмируем (14.5):

!п ф =  In tp (р2х) -}- In cp (pi) -fineв (pi).

Продифференцируем теперь это тождество по рх:

* - 2 Рх =  ± 2 р х, (14.6)

где штрихом обозначена производная соответствующей функции 
по ее сложному аргументу, т. е.

После сокращения на 2рх из (14.6) получаем

V(p-) (147)
*/{Р2) ч(р1)

Совершенно аналогично, дифференцируя по ру или pz, можно 
получить еще два похожих соотношения:

J (1 £ L = *U% L
Ф (Р2) ¥ (Р2у) ' Ф (Р2) ? (р\)

Из (14.7) и (14.7') вытекает, что

v' ( p I )  ч'(Р2у) у' (р 1)
¥ ( Р2х) f  ( Р2у) Ч ( р\)

Поскольку первое отношение зависит только от рх, второе — 
только от ру, а третье — от р2, то написанное равенство, выполняю­
щееся тождественно для всех рх, ру и рг, может иметь место только 
в том случае, когда эти отношения на самом деле не зависят от 
соответствующих аргументов, т. е. являются постоянными числами. 
Обозначим постоянную — р и тогда получим дифференциальное 
уравнение, определяющее функцию ф,

®'/<р =  — р.

Решение этого уравнения имеет вид

С? (р2х) =  С е - ?р\

где С — вторая неопределенная константа. Если известна функция 
<р, то Ф определяется равенством (14.5).

Таким образом, из условия изотропности и условия независи­
мости движения по взаимно перпендикулярным осям следует, что



вероятность dW px того, что компонента импульса рх окажется за­
ключенной в интервале dрх, определяется соотношением

dW p = C < T^*dpx (14.8)

(аналогично для других компонент), а вероятность dW того, что 
импульс окажется в объеме dQ,— соотношением

d V r= C 3e - ^ ’ d2, (14.9)
где С и (3 — некоторые постоянные, которые должны быть опреде­
лены с помощью дополнительных условий.

§ 15. Условие нормировки

Одно из условий для определения постоянных С и р вытекает из 
требования, чтобы интеграл от плотности вероятности по всем воз­
можным значениям аргумента (имеющий смысл вероятности того, 
что импульс молекулы имеет какое-то из возможных значений) 
был равен единице. Это условие носит название у с л о в и я  нор ­
м и р о в к и  и записывается следующим образом:

+ °о + о» 2
j  wpxdрх=  j  С e~?Pxdpx =  1. (15.1)

—  оо — во

Нормировочное соотношение (15.1) можно рассматривать как 
уравнение, из которого постоянная С определяется через постоян­
ную р:

c=iT '• (15-2)
—  оо

Из (15.2), в частности, видно, что постоянная р должна быть 
положительна, так как в противном случае интеграл в (15.2) рас­
ходится и постоянная С оказывается равной нулю. Вычисление ин­
теграла, входящего в (15.2), приведено в приложении 2. Результат 
оказывается следующим:

С = \  р/л. (15.3)
Таким образом, значение нормировочной постоянной определя­

ется через параметр р с помощью соотношения (15.3).

§ 16. Связь параметра р распределения
Максвелла с температурой

Для того чтобы завершить определение плотности вероятности 
импульсов молекул, остается найти значение параметра р. Посколь­
ку эта величина зависит от условий, в которых находится газ, то 
ее можно найти лишь рассмотрев конкретную физическую ситуа­



цию. Пусть, например, имеется идеальный одноатомный газ. Его 
внутренняя энергия U определяется соотношением

U = —  —  RT, (16.1)
2 IX

где М  — масса газа, ц, — его молярная масса, R — универсальная 
(молярная) газовая постоянная и Т — абсолютная температура. 
Обычно на опыте измеряется теплоемкость при постоянном объе­
ме СУ, которая для одноатомного газа оказывается постоянной и 
равной

СУ= — -f t f .ц 2

Как известно из термодинамики (см. гл. 5), теплоемкость связана 
с внутренней энергией соотношением

т
U =  [ C v dT,

6

из которого в данном случае вытекает соотношение (16.1).
Вутренняя энергия идеального одноатомного газа — это среднее 

значение кинетической энергии поступательного движения всех его 
молекул, так как для такого газа взаимодействием молекул между 
собой (т. е. их взаимной потенциальной энергией) можно пре­
небречь.

Кинетическая энергия отдельной молекулы равна
е =  /?2Д2/и0), (16.2)

где пго — масса молекулы. Используя свойства средних значений, 
среднее значение энергии можно представить следующим образом:

<е> = 4 ^ - = ~ г ~  «/£> +  ( р 1) +  </>*»•ZttiQ zm о

Из свойства изотропности вытекает, что средние значения квадра­
тов всех компонент одинаковы, так что

Величина

/ \  3 1 , 2 ч 3 1 / 2 v 3 1 / 2 \ 
( е) ~~~ =  ( P z )■ 2 ttlQ 2 fflQ 1 fflQ

- ? P r(P*x)= J  / &Ce  Pjc (\px.

Поскольку С определяется соотношением (15.3), а интеграл — 
формулой, выведенной в приложении 2, то для величины <рх2> 
получаем



Если заданы масса М газа и его молярная масса ц, то число 
молей равно Af/ц и, следовательно, общее число молекул газа

N  =  (M / p )N b ,

где N a — п о с т о я н н а я  А в о г а д р о ,  т. е. число молекул в одном 
моле.

Среднее значение энергии газа есть сумма средних значений 
энергии всех его молекул, и поэтому внутренняя энергия идеально­
го одноатомного газа равна

3 </£> 3 ЛГ 1 М Аг 3 1U  =  N (e )  = N  --= -— -3 - 9з' =  “  -^А ■2 от0 2 т 0 2? (х 2 2/п0Р 
Сравнивая последнее соотношение с (16.1), находим

$ = N d (2 R m 0T).
Отношение универсальной газовой постоянной к постоянной Аво­
гадро есть п о с т о я н н а я  Б о л ь ц м а н а  k, и поэтому параметр 
р, входящий в плотность вероятности значений импульсов (14.8) 
или (14.9), носящей название плотности вероятности Максвелла, 
равен

р=1/(2д*оАГ), (16.3)
т. е. определяется абсолютной температурой.

§ 17. Плотность вероятности Максвелла 
для импульсов

Из результатов, полученных в предыдущих параграфах, выте­
кает, что плотности вероятности значений импульсов (плотности 
вероятности Максвелла) выражаются такими формулами:

w рА рх =  (\l\r 2nm0kT)e ^ /(2m°ftr)

wPyAPy =  (V V 2 nm 0kT)e V (2m°ftr) d /y  (17.1)

wpz(iPz=  (1/]/2nm0kT)e~Pzl(2m°kr) dpz\

■a/ptlS = (1,V (2nm0kT):i)e~p,l^m'>kT) dQ.
Рассмотрим более подробно одну из компонент импульса, на­

пример рх. Сопоставляя плотность вероятности этой случайной ве­
личины с (10.5), легко убедиться, что она подчиняется распределе­
нию Гаусса, или, как принято говорить иначе, нормальному распре­
делению. Среднее значение компоненты равно нулю, а ее диспер­
сия совпадает со средним значением рх2:

D = (p lc )  = m 0kT. (17.2)



w Рх от рх. Соответствующая кривая в силу четности w рх сим­
метрична относительно оси ординат. Максимальное значение дости­
гается при рх = 0 и определяется температурой газа

При
1/ Y  ‘2nm0kT.

У  m0kT,

(17.3)

(17.4)
т. е. при среднеквадратичном значении х-компоненты импульса, 
значение плотности вероятности уменьшается в |/ е =  1,65 раза 
по сравнению со значением в максимуме и при больших значениях 
рх быстро стремится к нулю.

Если нагреть газ до более высокой температуры, то плотность 
вероятности изменится. В соответствии с (17.3) максимальное зна- 
чение окажется меньше, а по (17.4) сама кривая станет более ши­
рокой.

Выберем на оси абсцисс отрезок dрх, малый по сравнению 
с у  пцкГ, тогда на протяжении этого отрезка плотность вероят­
ности w px почти не изменит своего значения. Вероятность того, 
что значение х-компоненты импульса лежит в интервале dp*, оп­
ределяется выражением

dw =  w pxd рх

и, следовательно, изображается 
абсцисс кривой распределения

площадью, ограниченной осью 
и ординатами, соответствующими 
началу и концу интервала dрх 
(двойная штриховка на рис. 3.2).

Подобная геометрическая ин­
терпретация относится к произ­
вольному, а не только к бесконеч­
но малому интервалу dрх. Так,, 
например, вероятность того, что 
компонента рх больше —ри но 
меньше +р%, изображается за­
штрихованной на рис. 3.2 пло­
щадью. Полная площадь под кри­
вой распределения, естественно, 
равна единице, так как соответ­

ствует вероятности достоверного события (— оо<рж< + оо).
Имея в своем распоряжении плотность вероятности Максвелла, 

можно решать задачи двух типов.
Во-первых, можно находить с р е д н и е  з н а ч е н и я  различных 

функций от импульса частицы. Так, например, для любой четной 
степени компоненты

,гГРх.

т ,

ж

ж
Щ щ

- p i C;JX  Vгг Ш . "+рг рА

Рис. 3.2

( Рх) - У 2 я т акТ
I* 2/ 
\ Рх

2 п ~Px№m»kT)
dp.г



Соответствующий интеграл вычислен в приложении 2, и с его помо­
щью получаем

( р2; ‘) =  ( т 0кТ )«• 1 • 3 • 5 ... (2л -  1),
т. е.

( Рх) — m0kT; (рАх) = 3 (m 0kT)2; { p i ) =  15 (m0kT)3. (17.5)
Для любой нечетной степени рх среднее значение равно нулю, так 
как эта функция одинаково часто принимает положительные и от­
рицательные значения.

Во-вторых, можно находить в е р о я т н о с т и  тех или иных со­
бытий. В  виде примера найдем вероятность того, что компонент? 
импульса частицы вдоль положительного направления оси х ока­
жется больше, чем значение, соответствующее движению со ско­
ростью 0,1 с (с — скорость света). Другими словами, нас интере­
сует площадь под кривой распределения Максвелла от точки рх — 
= 0,1 т 0с и до бесконечно удаленной точки, т. е.

W =  Г ---- dр г.
J  V  2nmnkT0,\тос

Если ввести переменную - =  рJ m ^ k T , то

W = ——  Г e-£!/2ds=  —  
УТл J  ___  2

QylniQclYmokT

\ _  ф/ O.lwpc
гпцкТ

я при условии, что

$0=0, \mQc; V m Qk r >  2, (17.6)

можно воспользоваться формулой (13.4), т. е.

w =  — !-----
| 2л So

Легко убедиться, что почти во всех практических случаях неравен­
ство (17.6) выполняется. Условия для его выполнения тем менее 
благоприятны, чем меньше масса частиц и чем выше температура, 
при которой они находятся. Для атомарного водорода (tn0 = 
= 1,67-10-24 г) при температуре Г= 3 000 К  Ео = 6-103 и, следова­
тельно, W  ~ е ~ 210\ т. е. очень малая величина.

При взрыве атомной бомбы температура продуктов реакции и, 
б  частности, нейтронов может достигать 10 млн. град. Поскольку 
масса нейтрона mn~l,7-10-27 кг, то параметр £о оказывается рав­
ным 102, так что и в этом случае вероятность скоростей, близких 
к скорости света, весьма мала.

В газовом разряде относительно просто создать условия, при 
которых электроны плазмы обладают очень высокой температурой, 
достигающей 7 = 20 000 К. Поскольку масса электрона me= 9Х



Х Ю -29 кг, то для этого случая |0— 50 и опять-таки вероятность W  
очень мала.

Приведенные оценки показывают, почему тот факт, что распре­
деление Максвелла не включает эффектов теории относительности 
и теоретически допускает значения скоростей, больших скорости 
света, с практической точки зрения оказывается несущественным.

В заключение отметим (в некоторых случаях это может быть 
удобно), что задачу о нахождении вероятности некоторого события 
формально можно рассматривать как нахождение среднего значе­
ния функции, которая в некоторой области равна единице, а во 
всем остальном пространстве — нулю. Проиллюстрируем это поло­
жение примером, на котором попутно выясним связь между плот­
ностями вероятности wpx и wp. Предположим, что нас интересует 
вероятность того, что частица движется вдоль оси х в положитель­
ном направлении, и не интересует, какое движение совершается 
при этом вдоль осей у и z. Искомая вероятность совпадает с веро­
ятностью положительного значения х-компоненты импульса, и для 
ее вычисления можно найти среднее значение функции, которая 
равна единице при рх> 0 и нулю при рх< 0:

, w = | !  " p"1 0 при /?,<  0.
С помощью функции ф (рх) для вероятности записываем

W =  Г <p(pr)w  г dpr=  [ -----Х---- e~Pxl(2m°kT) 6р * = — .
J  у ъ щ О г  2

Решение этого же вопроса легко получить и исходя из плотно­
сти вероятности w p. Выпишем интеграл от шр в пространстве им­
пульсов:

•4» 00 + -)- оо
W = ^ { p x) w p A Q = j dр у j* dp z j dp x — Ч-Рх),„ X

(2 я  m0kT)3!2

X  e- (P 2X+P3y + P l ) M T )

Интеграл разбивается на произведение трех интегралов:

w== Р e-P„/(2>n.ft7-) dРу &-р\ц1т,ЬТ) ____ dp.
Y2nm(JkT  ̂ У 2лтфТ

X  Г Q- p W m„m  ^ П рх) _ Аргш
•) У  2я m0kT— оо

Поскольку первые два интеграла по условию нормировки равны 
единице, то очевидно, что получается тот же результат, что и при



использовании плотности вероятности w px. Ясно, что так будет 
случаться всегда, когда отыскивается среднее значение функции,, 
зависящей только от компоненты рх. Если же нужно найти среднее 
значение функции, зависящей от всех трех компонент рх, ру, pz, то 
необходимо пользоваться плотностью вероятности аур.

§ 18.Распределение по скоростям
В практических приложениях часто требуется найти вероятность 

тех или иных значений скорости частиц или среднее значение какой- 
либо величины, зависящей от скорости. Эти задачи могут быть ре­
шены с помощью плотности вероятности Максвелла для импульсов, 
если предварительно пересчитать скорости в импульсы, как, напри­
мер, это было сделано в предыдущем параграфе, где фактически 
определялась вероятность того, что скорость частицы больше 0,1 с.

Удобно, однако, иметь и плотность вероятности Максвелла для 
скорости, чтобы не делать предварительного пересчета. Обозначим 
плотность вероятности для х-компоненты скорости vx через wvxt 
тогда вероятность того, что vx лежит в интервале dvx, определяет­
ся формулой

d W = w Vx dvx.

Эту же вероятность можно выразить и через плотность вероят­
ности х-компоненты импульса, если только выбрать интервал dp* 
так, чтобы он соответствовал dvx:

d W = w pxdpx.

Поскольку импульс и скорость связаны соотношением px = m0vx, то 
ясно, что соответствие имеет место, если dpx=m 0dvx. Подставив в- 
плотность вероятности wPx значение рх, выраженное через ско­
рость, найдем

d W = w dvx=  w (m0vx)m 0dvx =  m° ■-e_m°V<2M') dt>
P V 2nmQkT

Таким образом, вероятность того, что х-компонента скорости vx 
лежит в интервале значений от vx до vx+dvx, определяется следу­
ющей формой распределения Максвелла:

m = w v Avx=  - ^ - Q - m̂ /(2KT)dvx. (18.1)■* V 2я kT
Аналогичные выражения имеют место и для других компонент:



В  силу независимости значений компонент скорости вдоль различ­
ных осей плотность вероятности для случайного вектора скорости 
получается перемножением выписанных плотностей вероятности:

w v dvx d vy d^2 =  €~m°v4im)dvx d vy dv2. (18.2)

Обратим внимание на то, что плотность вероятности w Vx не 
получается подстановкой m0vx вместо рх в плотность вероятности 
для лг-компоненты импульса, а необходим еще и дополнительный 
множитель пг0, связанный с переходом от dрх к dvx. При переходе 
к новым переменным всегда нужно преобразовывать вероятность 
dW/, а не отдельно взятую плотность вероятности.

§ 19. Распределение по модулю импульса
и по энергии

В некоторых случаях удобнее иметь дело с импульсом, задан­
ным не проекциями на прямоугольные оси импульсного простран­
ства, а модулем импульса и углами 0 и ф, характеризующими его 
направление (рис. 3.3). Это соответствует переходу к сферической 
системе координат, в которой вектор определяется своей длиной, 
углом 0 с осью рг, совпадающей по направлению с осью z в обыч­
ном пространстве, и углом ф между проекцией вектора р на плос­
кость рхОру и осью рх. Элемент объема в сферических координатах 
(рис. 3.3) имеет следующее значение:

dQ, =  dp-pdft-р sin 0 d у =  р2 sin 0 dpd0 dcp. (19.1)

Вероятность того, что вектор импульса оканчивается в dQ, оп­
ределяется произведением преобразованной к новым координатам 
плотности вероятности w и преобразованного элемента объема 
(19.1):

d W  = ----- -̂---- е-РЧРщиг) sin 9 dp d0 d®. (19.2)
(2nm0k T f/2

Предположим, что нас интересует вероятность dW того, что 
модуль импульса частицы заключен в интервале от р до p + dp, и 
не интересует направление этого импульса. Если через wp обозна­
чить плотность вероятности для модуля импульса, то по определе­
нию плотности вероятности

dW=--w Pdp.
Поскольку, с другой стороны, эта вероятность равна вероятности 
того, что импульс частицы окажется внутри шарового слоя радиуса 
р и толщины dp (рис. 3.4), то d№ есть сумма oypdQ по всем эле­
ментам объема dQ, составляющим шаровой слой. Так как слой бес­
конечно тонок, то во всех его точках импульс имеет одинаковое 
значение модуля, а поэтому и плотность вероятности постоянна.



Тогда вероятность dW равна плотиости вероятности wp, умножен­
ной на объем шарового слоя 4np2dp, так что

dU/ = -------------------- е - р Ч ( 2 т „ к Т )  J  j , ,

(2 я т 0'{Т )3/2

Таким образом, плотность вероятности значений модуля импульса 
wp определяется соотношением

wpdP -
А пр2  - р * / (2 т 0к Г )у--- е d р. (19.3)

(2 л п г ^ Т )312

Формулу (19.3) легко получить и формально. Пагшшем инте­
грал

dW  — j w p d2,

в котором интегрирование ведется по шаровому слою толщины dp. 
Используя (19.2), получим

тс 2тс

d W =   ̂ d/? \ d fil 'd  ср----------- -̂--------е - р * Ц 2 т 0к Г )  р 2  s jn  g
J •’ J (2 л  т ф Т )3' 2

О о

или
2х it p + d p

d W  =  I dtp Г sin 0 d0
(.2nm0kT)3/2

{* — р г/ ('2 т0к Т )  (-Jp '

Первый интеграл равен 2я, а второй — 2. Последний в случае, когда 
верхний предел бесконечно близок к нижнему, равен произведению' 
подынтегральной функции на dp. Мы снова приходим к (19.3).

От распределения (19.3) для модуля импульса можно перейти 
к р а с п р е д е л е н и ю  по э н е р г и и .  Частица идеального газа 
обладает только кинетической энергией, которая равна и = р2/ (2пг0) .



Выражая импульс через энергию в (19.3), получаем

d W = w pdp — w sd& =  —
I я {kT)3/2

е—е/(№) у  е ds,

где учтено, что поскольку р =  У 2 т аь, то

d/7=| то d е
Т ~ у Т

Таким образом, вероятность того, что энергия частицы заключе­
на в интервале значений от е до e + de, определяется соотношением

wB ds = 2 V I
У  я kT у3/2

. е-£/(*г) ds. (19.4)

Рассмотрим подробнее плотность вероятности для м о д у л я  
и м п у л ь с а .  Так как модуль импульса — положительная величина, 
то wv имеет смысл только для положительных значений аргумента.

График этой функции представлен на 
рис. 3.5. При р = О получаем wp = О и 
для малых значений р, когда экспонен­
та практически равна единице, плот­
ность вероятности пропорциональна 
квадрату импульса, так что начальный 
участок графика представляет собой 
параболу. При больших значениях им­
пульса (р >  у ‘2mQkT) из-за экспонен­
циального множителя wp быстро убы­
вает. Легко найти значение импульса, 
при котором достигается максимум. 

Дифференцируя плотность вероятности по р и приравнивая произ­
водную нулю, получим уравнение, определяющее, как принято го-

Рис. 3.5

ворить, н а и б о л е е  в е р о я т н о е  значение импульса:

— Vp = --- —---  [2р Q-p'/Vm'bT)--- E l_  e-PV(2m0W)
dP {2nm0kTf!2 L m0kT

Отсюда наиболее вероятное значение импульса равно

(19.5)

(19.6)

pH= \ 2 m (1kT.
Для плотности вероятности в максимуме получаем

, ч 4 0,59
(л )  =  — --- = -  ■У  я е ря У  m0kT

т. е. максимальное значение плотности вероятности обратно про­
порционально квадратному корню из температуры. Если газ на­
греть до более высокой температуры Т', то плотность вероятности



изменится (рис. 3.5 — пунктирная кривая). Максимум оказывается 
сдвинутым вправо и несколько более низким, кривая становится 
более широкой.

С помощью плотности вероятности (19.3) можно находить сред­
ние значения функций от величины импульса. Найдем, например* 
среднее значение модуля импульса. По общему правилу имеем

</>) = ? P w pd P =  \ --4Я/>3 »д " dp.J J (2nmakT) &

Если ввести новую переменную интегрирования x = p2j (2m0k T ) , то
по

2( р ) = — — У  2m0kT \ л:е~х dx. 
У  я )V

Поскольку интеграл по х равен единице *, то окончательно полу­
чаем

(р ) = У  8mQkT/n, (19.7)
или для среднего значения скорости

( v ) ~ y  8/гТ/(пт0). (19.8)
Для среднего значения квадрата импульса следует написать

оо
( р2) =  С р2 ---- IfV?---- е-р»/(2то*Г) ^

J (2 nm Qk T f 2

Если представить этот интеграл в виде
ео

{ p i ) = -----—----  \ р ^ е - р ч ^ т  dp,(2.-ш0«')3/2 j

то, сравнивая его с формулой, приведенной в приложении 2, и учи­
тывая, что подынтегральная функция четная, так что интеграл 
от 0 до оо равен половине интеграла от — оо до +оо, можем запи­
сать

( Р 2) = ----- " Г  > ^ ( ^ T f P  =  3m0kT. (19.9)
(2я т0кТ)3/2 8

Этот результат еще проше получить следующим образом. 
Так как

(р 2) =  {Рх ) +  {Р у ) +  (jо\),

 ̂ хе х dx = — \ jcd(e х) = — х е х | + j е  ̂ d* = 0 + ( — е *) | =1. 
д о о о  о



то, используя соотношение (17.2), по которому <рх2> =tn0kT, и 
аналогичные ему для < ру2> и < pz2>, сразу приходим к (19.9).

Сопоставляя (19.5), (19.7), (19.9), видим, что можно говорить 
о трех характерных средних значениях импульса и соответствующих 
им значениях скорости: 

наиболее вероятном

/?в= | / 2 т 0£ 7 '^  1,41 у  от0&7\ ■и|1~  1,41 \ кТ/пц '■> 
среднем.

и среднем квадратичном
pK= V  (р 2) =  V 3m0kT ^  1,73 у  т йк.Т, г)к~  1,73 |/ kr/m0.

Плотность вероятности для модуля импульса удобно использо­
вать при решении одной из очень часто встречающихся задач: най­
ти вероятность того, что у частицы величина импульса превышает 
Ро, или, другими словами, энергия превышает ео, где ео=

Так, например, для того чтобы протекала реакция ядерного 
синтеза, при которой два ядра атомов тяжелого водорода слива­
ются, образуя ядро атома гелия, атомы водорода должны иметь 
достаточно большую энергию. Действительно, слияние возможно 
лишь после сближения на расстояние порядка размеров ядра ге­
лия, т. е. на расстояние порядка 10-10 м. При учете так называемо­
го туннельного эффекта оказывается достаточным сближение до 
10-9 м. Из-за кулоновских сил отталкивания такое сближение воз­
можно лишь для ядер, обладающих достаточно большой кинети­
ческой энергией. Поскольку потенциальная энергия двух ядер 
равна

где е — заряд ядра атома водорода (положительный заряд, равный 
заряду электрона), а г~ 1 0 -9 м — расстояние наибольшего сбли­
жения, то начальная кинетическая энергия, которая при сближе­
нии переходит в потенциальную, должна быть не меньше чем 
2-10~15 Дж. Если выяснить, какова вероятность того, что энергия 
частицы превышает эту величину, то можно затем оценить, на­
сколько интенсивно при данной температуре водородной плазмы 
будет проходить реакция синтеза (см. задачу 1 в конце главы).

Другой пример можно взять из области физики газового раз­
ряда. Для того чтобы существовала устойчивая плазма, находя­
щиеся в ней электроны должны обладать энергией, достаточной 
для ионизации нейтральных атомов и превращения их в ионы и 
новые свободные электроны. Таким путем компенсируется убыль 
электронов за счет их рекомбинации. Если энергия ионизации 
равна еи, то возникает вопрос о том, какова вероятность того, что

= р02/ (2 т0).

£п =  е2/(4яе0г),



у электрона энергия будет больше, чем е„ (см. задачу 2), или им­
пульс больше, чем р0 =  \ 2m0s„.

Вероятность соответствующего события определяется интегра­
лом

00 оо

W = [  Т Ю Л р ^ Л  ----- ^ ---- Q-PV(2m0kT) dp,
J  •> (2я mQkT)312
Ро Ро

Если ввести переменную х ~  р/У 2m0kT, то
оо оо

W  =  — ( x 4 - * ' d x = ----- 2—  \ x d (c - x').
У  я J ___  У л J___

р0/ У 2 т 0кТ р ц !\ '2 такТ

Интегрированием по частям получим

2
+

p 0lY 2 m 0kT ро/У 2 т ак Т  

е-х=^х =  __?_____ ..РО &-pl/(2mM) J-

р „!\  2т 0к Т
У л У  2пгфТ

+ 1 - ф ( - Ро
\У2тф-Т1.

(19.10)

где Ф  — функция ошибок, определенная соотношением (13.1). 
Если аргумент функции ошибок много больше единицы (3 или бо­
лее), то, как следует из (13.4), можно оставить только первое сла­
гаемое, т. е.

Wc^. 2—---- Ро----e-PoH2m°kT\ (19.11)
У л У  2m0kT

§ 20. Функция распределения

Знание плотности вероятности Максвелла позволяет находить 
среднее число частиц, обладающих определенными значениями 
импульса, скорости или энергии. Пусть, например, в сосуде вь  ̂
бран элемент объема dt и нас интересует, каково среднее число 
находящихся в нем молекул с импульсами из элемента объема в 
импульсном пространстве dQ. Если концентрация молекул п, то 
среднее число их в объеме dt есть «dt. Поскольку вероятность то­
го, что импульс молекулы принадлежит dQ, равна ®>pdQ, то 
среднее число молекул из объема dx, обладающих данным значе­
нием импульса, получается умножением их числа на соответству­
ющую вероятность, т. е.

dAr =  ̂ d t- typd2. (20.1)



В  статистике функцией распределения принято называть такую 
.функцию f, которая, будучи умножена на элемент объема  с!т 
в обычном пространстве {dx= dxdy& z) и на элемент объема  dQ 
в пространстве импульсов (dQ =  dp*dpydpz), дает среднее число 
частиц, находящихся в dx и обладающих импульсом из dQ, т. е.

d J V = / d T d 2 . (2 0 .2 )

И з  сравнения (20.1) и (20 .2 )  видно, что для идеального газа, 
находящ егося  в сосуде при отсутствии внешних силовых полей, 
функция распределения равна произведению концентрации на 
плотность вероятности значений импульсов: f —nwp. Таким обра­
зом, в случае максвелловского  распределения

d - / V = / d t d 2  = ---------- ---------- е Р /(2m°*r) d t  d2 . (20 .3)
( 2 я  m0k T f /2

§ 21. Поток частиц.
Термоэлектронная эмиссия

Д л я  решения целого ряда практических и теоретических вопро­
со в  в а ж н о  уметь рассчиты вать т а к  называемую п л о т н о с т ь  п о ­
т о к а  ч а с т и ц .  Поясним см ы сл  этой величины. Рассмотрим со­
суд, содерж ащ ий идеальный газ,  в боковой стенке которого проде­
лано м ал о е  отверстие площади ds (рис. 3 .6) .  Через отверстие про-

Рис. 3.7

исходит утечка газа. П отоком частиц dJ называют число частиц, 
пересекаю щ их эту площ адку, т. е. вытекающих из сосуда, в еди­
ницу времени. Под плотностью потока / понимают отношение пото­
ка к площ ади или поток через единичную площадку: /=d//ds.

Конечно, не обязательно рассматривать истечение газа из со­
суд а. Величину потока м ож но относить к произвольной элементар­
ной площ адке ds, мысленно выбранной внутри сосуда. На рис. 3.6 
п оказан а  т акая  площадка, и вектором п°, имеющим единичную 
длину, отмечено направление нормали к ней. Обычно говорят о 
векторе элементарной площадки ds, подразумевая, что модуль это­
го вектора равен ds, а направление совпадает с нормалью к пло­
щ адке.



Предположим вначале, что вместо беспорядочного хаотическо­
го движения частицы идеального газа соверш ают упорядоченное 
движение со скоростью v (импульсом p =  m0v ) .  Вы берем  (рис.
3 .7 , а) элементарную площадку, перпендикулярную направлению 
движения частиц, так, чтобы вектор ds был параллелен v, и рас­
считаем поток dJ. З а  время dt частицы проходят путь, равный 
d l— vdt. Поэтому, если построить прямоугольный цилиндр, опира­
ющийся на основание ds и имеющий высоту d/, то за  dt все содер­
ж ащ и еся  в нем частицы пересекут основание. Е сл и  п  —  концентра­
ция частиц в бесконечно малом цилиндре, объем которого равен

d T = d S 'd /  =  ds-'U-d/,

то за время d£ через основание пройдет n d T = n u d sd /  частиц. Отсю­
д а по определению потока следует

d t

а для плотности потока

j  =  ^ L  =  nv. (2 1 .2 )
ds

Посмотрим, как изменятся формулы (21.1) и (2 1 .2 ) ,  если нор­
м ал ь  к площадке не совпадает с направлением движения частиц. 
Н а рис. 3.7, б показана площ адка ds, у которой нормаль составля ­
ет  угол а  с направлением скорости v. Проекция площадки на плос­
кость, перпендикулярную направлению движения, к а к  это видно из 
рис. 3.7, б, равна ds„ =  dscos а.

Число частиц, пересекающих ds и ds„ за  время dt, одно и то же, 
т а к  что, используя полученный выше результат, для потока dJ  че­
рез ds можно написать

d/ =  nv  ds„ =  nv  cos a ds. (21.3)

В  векторном виде последнее уравнение выглядит следующим об­
разом :

d/ =  /ivds, (21.4)

где учтено, что скалярное произведение векторов v и ds равно 
vds =  udscos а .  Введем теперь понятие о в е к т о р е  п л о т н о с т и  
п о т о к а  как о векторе, модуль которого равен плотности потока 
частиц, а направление совпадает  с направлением их движения, т. е.

j  =  « v .  (21.5)

Т огда соотношение (21.4) записы вается  в виде

dT" =  j  ds. (2 1 .6 )

Формулу (21 .3) ,  непосредственно вы текаю щ ую  из (21.5) и 
(21.6),

d 7 = j d  s =  n  v ds = n v  сое a d s



можно т р актовать  несколько иначе, чем это делалось выше. Е сл и  
обозначить через проекцию потока на направление нормали к  
площ адке ds, то, поскольку jn —  jcos a = n v cos а, получаем

d J  = J n d s = n v  cos a d s= nvn ds,

где vn ■— проекция скорости движения частиц на нормаль к ds„ 
Величина /„ называется нормальной составляющей потока к пло­
щадке ds.

Перейдем теперь к случаю идеального газа, в котором имеют­
ся частицы, движущ иеся во всевозм ож ны х направлениях. Опреде­
ление плотности потока может быть сведено к только что излож ен­
ному, если ввести понятие об элементарной плотности потока d j.  
Рассмотрим только те частицы газа, импульс которых принадле­
жит элементу пространства импульсов dQ, т. е. частицы с практи­
чески одним и тем ж е значением импульса (скорости). Число т а ­
ких частиц в единице объема вы р аж ается  через функцию распре­
деления следующим образом:

d7V =  /  dQ =  /mpd2 .

Тогда плотность их потока по (21 .5 )  определится соотношением

d j= ( « t e ;p d 2 ) v =  (p/m0)/ m pd 2 . (21-7)

Таким образом, элементарной плотностью потока dj частиц, об- 
ладаю щ их импульсом  р, называется вектор, направление которого 
совпадает с р, а величина равна числу частиц с импульсом из dQ, 
пересекаю щ их в единицу времени единичную площадку, перпенди­
кулярную направлению их движения, т. е. вектор, определяемый  
формулой (2 1 .7 ) .

В случае, когда распределение по импульсам оказы вается  м акс­
велловским, д ля  элементарной плотности потока получаем

dj =  - 5 ------------- -----------e -/»V(2m ^ n d 2 . (2 1 .8 )
ma (2 nm0kT )312

Поток частиц с импульсом из dQ через некоторую произволь­
ную площ адку ds по ( 2 1 .6 ) равен

nw  dQ nw  dQ 
d jd s  = — =------p ds = — 1-------- p nds,

ra0 m0

где pn —  составляю щ ая импульса, нормальная к площадке.
Соотношение (21.8) позволяет рассчитывать плотность потока 

частиц в различных конкретных случаях. Рассмотрим, например, 
электронный га з  в полупроводнике. В первом приближении можно 
не учитывать взаимодействие электронов между собой и считать- 
их идеальным газом, который в равновесном состоянии подчиняет­
ся распределению М аксвелла. Очевидно, что результирующая 
плотность потока равна сумме элементарных плотностей потоков
( 2 1 .8 ) для всех  возможных значений импульса, т. е.



j =   ̂ dj =  J /m p - j -  dQ, (21.9)

где интеграл берется по всему импульсному пространству.
Выберем произвольную площадку и направим ось z декартовой 

системы координат перпендикулярно этой площадке. Пусть она 
облад ает  единичной площадью, тогда z -компонента плотности по­
тока численно равна числу частиц, пересекающих площ адку в еди­
ницу времени. Если электронный газ находится в равновесии, так 
что распределение по импульсам максвелловское, то

4-00 00 4-  оо

} ,  =  —  1 Г С ------- —— — е - р ,/(2ш.*7') dp x dpy d p z.
щ  J J J (2nm 0kT )3/2

--- 00 —  oo — * oo

Видно, что результат оказы вается  равным нулю, поскольку подын­
тегральная функция нечетна по pz, т. е. число частиц с данным им­
пульсом, пересекающих площадку слева направо, равно числу час­
тиц, пересекающих ее справа налево.

Другой результат получится, если интересоваться потоком эл ек­
тронов, пересекающих площадку слева направо, т. е. обладающих 
положительным значением 2 -компоненты импульса. Интегрирова­
ние теперь ведется только по положительным значениям рг и по 
всем (положительным и отрицательным) значениям рх и ру. Пред­
ст авл я я  выражение для плотности потока в виде

4-  оо 4-  оо 4- о о  9 9 9 \

п  С  * i Г  P r  — ( P x + P u + P z № m  ° й г >
Л  =  —  \ *Рх \ й Р у  \ &Pz--------- *

“ о J  j  (2л m0k T f !2
---00 —  оо О

4- о о  о  + о о

п (* 1 - р  Ц-гтакТ) (• 1
= -----  \ ---------------— е d рх \ -------------- —  X

mo J  (2лтпкТ)и(2лт0кТ)1/2 (2nm 0kT )]/2

Pz
(2я m0kT)'12

—Р J(2m0kT) (. р -ру(1т,КГ)
Х е  у dр и \ -------  , „ е dp

и \ (2ят п1гТ) I
о

и учитывая, что интегралы по ру и рх согласно условию  нормиров­
ки равны единице, можно написать

j  =  J L  Г _____Ei____ (T P~*/l2mjkT) dp  .
m0 ,) (2яm0kT )]/2 z

0

Последний интеграл просто вычисляется, если сделать замену 
переменной y — pz2l(2 m 0k T ). Действительно,

п у 2т ф Т  f  ,, , п ■% ,
J z ~ ----------5 е - »  d y = — \/

Щ 2  V я .) 4 У’ п JT/?Zq
(21.10)



Вспомним, что по (19.8) корень представляет собой среднюю ск о­
рость движ ения электронов, так  что окончательно

j z =  n v j4 .  ( 2 1 . 1 1 )

Отметим, что формула (2 1 .1 1 ) ,  если не конкретизировать зн а­
чение средней скорости, вытекает только из свойства изотропности 
функции распределения. Действительно, можно написать

J z = —  (Р СО6 0)+, 
т 0

где 0 —  у гол  м еж ду  направлением импульса и осью г, а знак плюс 
означает, что значение функции в угловых скобках равно pz при рг 
положительных и нулю при рг отрицательных. В случае изотропной 
функции распределения, когда все  направления одинаково вероят­
ны независимо от значения модуля импульса,

(р  сое 0 ) + =  ( р )  ( с е в 0 } + ,

т. е. среднее равно произведению среднего значения модуля им­
пульса на среднее значение функции, которая равна cos 0 , когда 
косинус положителен, и нулю, когда он отрицателен. П оскольку 
полный телесный угол равен 4 я  и

2 ТС тг/2 ъ(2

j  d<f> j cce0 sin 0 d 0 =  —  2я J cos0d(cos0) =  n,
о и и

то < c o s  0 > + = я / ( 4 л )  =  1/4 и, следовательно,

. __  п  < р > n v c

т а 4 4

Если распределение м аксвелловское, то справедлива формула
(19.8) для vc и поэтому снова получается (21 .10).

Рассм отрим  теперь явление т е р м о э л е к т р о н н о й  э м и с -  
с  и и, которое состоит в том, что из нагретого до высокой темпера­
туры м етал ла  (или в случае специальных катодов —  из полупро­
водника) в ы л ет а ю т  электроны. Этот эффект качественно о б ъ я с­
няется так : в  м еталле или полупроводнике всегда имеется некото­
рое число электронов со столь большой кинетической энергией, 
что они о к азы ваю т ся  в состоянии преодолеть силы, удерживающ ие 
их внутри катода. Основной характеристикой катода, определя­
ющей термоэлектронную эмиссию, является  величина, носящая на­
звание работы выхода. Последняя равна работе, которую нужно 
совершить, чтобы вывести электрон из катода наружу. Не о стан ав­
л иваясь на вопросе о том, чем определяется работа выхода А, мы 
можем считать ее известной из эксперимента.

П редположим, что ось г  перпендикулярна плоской поверхности 
катода. Д л я  вы хода электрона из плоского катода существенно 
лишь движение вд оль оси г. О тсю да следует, что только те эл ек­
троны покинут катод, у которых кинетическая энергия движения



вдоль оси z, т. е. pz2/(2m 0) ,  больше работы вы хода  А. Таким обра­
зом, через площадку ds на поверхности катода выйдут те электро­
ны, которые движутся по направлению к поверхности (положитель­
ное направление оси z) и у которых компонента импульса рг боль­
шем, чем

Рга— У  2 щ А .  (2 1 . 1 2 )

Поток этих электронов получим, проводя интегрирование по по­
ложительным значениям импульса от рго до оо, т. е.

А Г А С П  —  Р ^ / ^ П о Ь Т )  р
d / = d s  ----------------- е - ^ - d  p z.

J  (2ят йкТ)Х12 m0

Т а ж е  замена переменной, что и в предыдущем случае, приводит 
к результату

, г , « | / ок1 г , , nvc ~Рzq!{2mahT)
d 7 = d s — I/  --------  \ o r у dy =  d s ------— еr=  ds  ̂ e~y dy — ds

Я/По
р2г0Ц2то кТ)

Д л я  плотности потока электронов с  катода, т. е. для потока 
с  единицы поверхности, при учете (2 1 . 1 2 ) получаем

j  = Л Ъ -ь- апкг). (21.13)
4

Выведенная ранее формула (21.11) для плотности потока элек­
тронов, не вылетающих из катода, есть частный случай формулы
(21 .13)  при Л =  0.

Плотность потока электронов просто связан а  с  п л о т н о с т ь ю  
э л е к т р и ч е с к о г о  т о к а .  Действительно, к а ж д ы й  электрон 
обладает  зарядом — е, и поэтому, когда через единичную площад­
ку в единицу времени проходит } электронов, то это означает, что 
ее пересекает заряд  — ej, а следовательно, ток через единичную 
площадку (т. е. плотность т ок а)  определяется соотношением

i =  — e j .

Плотность тока следует считать вектором, который для электро­
нов, обладающих отрицательным зарядом, направлен в сторону, 
обратную их движению, т. е. против направления плотности потока:

1-------ej. (21.14)

Из (21.14) и (21.13) следует выражение для плотности тока! 
термоэлектронной эмиссии

гг= _ _ £ ^ р . е-л/(№). (21.15)

Последнее уравнение, показываю щ ее зависимость ток а  термоэлек­
тронной эмиссии от свойств катода (п —  концентрация электронов,



А —  работа вы хода) и температуры, до которой он нагрет, носит 
название ф о р м у л ы  Р и ч а р д с о н а  [ис определяется формулой 
(21.10)].  В  общих чертах она хорошо описывает явление термо­
электронной эмиссии, хотя, строго говоря, не вполне точна, так как 
недостаточно подробно учитывает физические свойства катодов. В 
случае м ет ал л о в  отступления в основном связаны с тем, что в них 
электроны подчиняются не максвелловском у распределению по им­
пульсам, а другому, о котором говорится в гл. 10. Впрочем, от­
клонения, о которых только что упоминалось, носят второстепен­
ный характер , так  как основным является экспоненциальный 
множитель, описывающий быстрое изменение тока термоэлектрон­
ной эмиссии в функции от температуры.

При экспериментальной проверке формулы Ричардсона необ­
ходимо учитывать, что работа выхода зависит не только от свойств 
материала катода, но и от состояния его поверхности. Увеличение 
температуры м ож ет приводить к изменению работы выхода, и ес ­
ли такой эффект имеет место, то он затрудняет сравнение экспе­
риментальных данных с формулой (21.15).

§ 22. Экспериментальная проверка 
распределения Максвелла

Экспериментальная проверка распределения М аксвелла про­
водилась в целом ряде работ. Ч ащ е всего ссылаются на опыт, по­
ставленный Штерном (1 9 2 0 ) .  Экспериментальная установка, ис­
пользованная в этом опыте, схематически изображена на рис. 3.8

(вид сверху).  В се  устройство располага­
ется в вакуумированном объеме. В  цен­
тре помещена платиновая нить, покры­
тая слоем серебра. Нить нагревается то­
ком до температуры, при которой сереб­
ро начинает испаряться и которая в д а л ь ­
нейшем поддерживается строго постоян­
ной. Ч асть  испарившихся атомов проле­
тает сквозь  щель, имеющуюся в первом 
цилиндре, окружающем нить, и устрем­
ляется  ко второму цилиндру. Если ци­
линдры неподвижны, все атомы, прошед­
шие ск возь  щель, оседают на втором ох­

л а ж д а е м о м  цилиндре, образуя четкое изображение щели. Однако 
в эксперименте оба цилиндра вращ аю тся, и поэтому за  то время, 
в течение которого атом серебра, прошедший сквозь щель, летит 
до внешнего цилиндра, последний успевает повернуться, так что 
атом оседает  в некоторой точке х, находящейся не прямо против 
щели. Координата х  зависит от времени полета, т. е. от скорости 
атома серебра. Если обозначить импульс атома р, расстояние от 
внутреннего цилиндра до внешнего d, массу атома т 0, то время 
полета At =  dm 0/p. З а  это время внешний цилиндр повернется на 
угол Аф, причем Дф =  о)А/, где со —  угловая скорость вращения ци­

Рис. 3 .8



линдров. Координата х  св я зан а  с углом поворота Лер и радиусом 
внешнего цилиндра R. Если она отсчитывается от точки, лежащей 
напротив щели, то х=ЯАц>. Таким образом, атом серебра, обладаю­
щий импульсом р, попадет в  точку с координатой х, где

х  =  /?Дср =  /?(оА^=/?со^/и0/'/7. ( 2 2 . 1 )

Если испаряющиеся атомы  подчиняются распределению М акс­
велла, то поток атомов, проходящих сквозь щ ель и обладающих 
импульсом в интервале от р до p-\-dp, определяется формулой

J  =  C -------^ ------- е - м а д а л  (22.2)
(2Km0kT)3/2

которая вытекает из (2 1 .8 ) ,  если учесть цилиндрическую симмет­
рию задачи; С —-некоторая постоянная, за ви ся щ а я  от параметров 
установки (диаметра нити, размера щели, расстояния от нити до 
щели и т. п.). Используя (22 .1)  при переходе от значений импуль­
са  р к координате х, получим из (2 2 .2 ) для скорости оседания ато­
мов серебра в интервале dx  следующее выражение:

I f  I —  Г  1 (  ^ шс1т0 \3 p-iRwimblxVUIkTm^ d x
dt (2птокТ)3Р V х J х

(22.3)

Формула (22.3) определяет распределение атом ов, осевших на 
внешнем цилиндре, если ширина пропускающей щели А очень м а ­
л а ,  а именно должно быть

д2 ^  g ,2

2kTm0
t
Действительно, параметр б, имеющий размерность длины, харак­
теризует форму кривой распределения, и, в частности, можно по­
казать , что максимум этой кривой располагается при л: =  6/4. Если 
д ля  оценки принять, что R =  1 2  см, d =  8  см, число оборотов в секун­
д у  400, а температура порядка 1 0 0 0  К, то о к а ж е т с я ,  что б « 6 , 6  мм.

Результаты опыта в пределах точности, которую он позволял 
получить, согласовывались с  распределением (2 2 .3 ) ,  т. е. подтвер­
ж д ал и  распределение М аксвел ла .  Опыт повторялся рядом иссле­
дователей в различных вариантах, принципиально близких к опыту 
Штерна, с использованием и других атомов, в частности висмута.

Примером другой области, в которой экспериментально уста­
навливается максвелловское распределение, я вл я ю тся  зондовые 
измерения в плазме газового разряда. П л а з м а  представляет со­
бой газ, в котором некоторая часть атомов ионизована, так  что на­
ряду с нейтральными атомами (или молекулами) имеется опреде­
ленное количество электронов и положительно заряж енны х ионов. 
В  обычных условиях существования газоразрядной плазмы, когда 
протекает электрический ток, она является неравновесной систе­



мой. О днако часто условия таковы , что функции распределения 
электронов и ионов в плазме, не говоря у ж е  о функции распреде­
ления нейтральных атомов, близки к максвелловским. Б олее под­
робно вопрос об отклонении функции распределения от равновес­
ной рассмотрен в гл. 13.

Д л я  изучения плазмы используют зонды —  небольшие электро­
ды, помещенные в исследуемую область. Зонды через прибор, из­
меряющий электрический ток, и регулируемый источник постоян­

ного напряжения (рис. 3.9) подключе­
ны к электроду, потенциал которого 
условно принимается за ноль. И зм е­
няя напряжение источника, снимают 
зависимость тока на зонд, регистриру­
емого токовым прибором, от напряж е­
ния источника U, т. е. от потенциала 
зонда относительно опорного электро­
да.

Е сл и  зонд помещен в плазму и по­
тенциал его отличается от потенциала 

Р и с. зм п л азм ы  в этой области, то за  счет пе­
рераспределения электронов и ионов 

вокруг зонда образуется облако пространственного заряд а , эк р а­
нирующего его от остальной плазмы . Пусть, например, зонд имеет 
отрицательный потенциал, тогда он отталкивает электроны и при­
тягивает положительно заряж енны е ионы, так  что вокруг него 
образуется об л ако  положительного заряда. Вблизи зонда условия 
в плазме и с к аж аю т ся ,  но плазма остается невозмущенной там, где 
пространственного заряда нет. Ширина области пространственного 
заряда зави си т  от концентрации электронов и ионов и при неболь­
ших д авлениях (менее 1 мм рт. ст .)  обычно оказывается настолько 
малой, что электроны проходят эту область, не испытывая столкно­
вений. В  этих условиях ток на зонд тесно связан с потоком эл ек­
тронов и ионов, поступающих на внешнюю границу слоя объемного 
заряда. В  сл у чае  плоского зонда, т. е. электрода в форме плоской 
площадки, внеш няя граница слоя пространственного зар яд а  при­
ближенно т о ж е  плоская и имеет примерно ту ж е  площадь s, что и 
зонд.

Зондовая  характеристика, т. е. зависимость силы тока на зонде 
от приложенного к нему потенциала, особенно проста при отрица­
тельных потенциалах зонда относительно исследуемой области. 
В  этом сл у чае ионы притягиваются, а электроны отталкиваются, 
так что тол ько  те электроны попадают на зонд, кинетическая энер­
гия которых достаточна для преодоления потенциального барьера:

A = - e ( U - U 0), (2 2 .4 )

где U  —  потенциал зонда, U 0 —  равновесный потенциал плазмы. 
Сказанное означает, что ток электронов на зонд может быть под­
считан по формуле (21 .15) ,  в которой работа выхода положена 
равной значению, приведенному в (2 2 .4 ) :



j 3 = i s = s e J ^ e^ - ^ ^  .
9 4

Здесь  n —  плотность электронов в плазм е, Тэ — их температура, 
vc.3 — средняя скорость электронов. Ионный ток  не превышает ток а  
ионов на внешнюю границу области объемного заряда, т. е.

I K= e s ( n v cJ 4 ) .  ( 2 2 .5 )

И з последнего выражения видно, что при U, близких к Uо, ионный 
ток меньше электронного, так как средняя скорость электронов 
Vc.a много больше средней скорости ионов. Отношение этих ск ор о­
стей при одинаковой температуре электронов и ионов равно кор ­
ню квадратному из отношения их масс:

®c.t/®c.H =  V '  тон/тъ.
При атомной массе иона порядка 2 0 — 50  а.е.м. ионный ток в. 
5 0 — 60 раз меньше электронного.

Если полностью пренебречь ионным током, то ток на зонд

/ ~ / = _ £ £ " _  1 / ^  ЪкТ» ( 2 2 . 6 )
9 4 V  nm(jS

При обработке зондовых характеристик принято строить з а ­
висимость логарифма тока на зонд от его потенциала. Типичный 
вид экспериментально снятой зависимости представлен на рис. 3 .10 .  
И з (22.6) следует, что

\n/ =  - L - ( U - U 0) +  \ n ( - ^ -  ] /  ( 2 2 .7 )
k T э \  4 У  я пг0э J

Таким образом, логарифм тока есть линейная функция потенциала 
и наклон прямой определяется температу­
рой электронов (тангенс угла наклона р а ­
вен e/kT3). По мере увеличения потенциала 
зонда разность U— U0 уменьшается (н а п о л ­
ним, что U < U 0).  Потенциальный барьер 
тож е  уменьшается, и электрический ток на 
зонд растет. При достижении условия U =
=  Uq и дальнейшем увеличении потенциала 
рост электронного ю к а  замедляется, так  
к а к  все электроны, попадающие на внеш ­
нюю границу области объемного зар я д а ,  
притягиваются к зонду. Рост тока продол­
ж а е тся  лишь вследствие увеличения эффек­
тивной площади области пространственного з а р я д а  при росте U:

I ,  =  envctsm f4 .  ( 2 2 .8 )

Н а рис. 3.10 видно, каким образом по и злом у на зондовой х а р а к ­
теристике можно найти потенциал плазм ы  Uq. Если считать, что 
в точке излома для плоского зонда Яэфф равн а площади зонда s, то



по (22.8) можно найти концентрацию электронов. При очень боль­
ших отрицательных потенциалах электронный ток на зонд стано­
вится меньше ионного, т. е. ток на зонд меняет знак.

Из изложенного выш е ясно, что наличие линейного участка на 
зависимости логариф ма зондового тока от его потенциала свиде­
тельствует о м аксвел ловском  распределении электронов по скоро­
стям. Метод снятия зондовых характеристик является одним из 
распространенных способов исследования плазмы газового разряда. 
С помощью зондовы х характеристик было показано, что в раз-ря­
де могут реали зовы ваться  условия, при которых электроны р ас­
пределены по закон у  М аксвелла, но с температурой, отличной от 
температуры нейтральных атомов и ионов. Т а к а я  плазма получила 
название н е и з о т е р м и ч е с к о й .  При обработке эксперимен­
тальных зондовы х характеристик неизотермической плазмы т ем ­
пература Та, определенная по наклону зондовой характеристики, 
оказывается выш е, чем температура газа , измеренная другим спо­
собом.

Таким образом, распределение М аксвелла подтверждено экспе­
риментально (в опы тах с молекулярными пучками) и получило 
широкое применение в различных прикладных вопросах (при об­
работке зондовых характеристик плазмы, расчете тока в некото­
рых полупроводниковых приборах и т. п .).

Задачи к главе 3

1. Предположим, что для поддержания непрерывной реакции термоядерного 
синтеза ( соединения двух ядер тяжелого водор ода  в ядро гелия) не менее 
чем у =  0,1 % от всех  ядер тяжелого водорода  долж ны обладать энергией, 
превышающей S ‘o= 1 0 i эВ . Какова температура водородной плазмы, при 
которой возм ож на самоподдерживающ аяся реакция?

Р е ш е н и е .  Если и ском ая температура Т удовлетворяет неравенству & ъ> к Т , 
то вероятность того, что ядро дейтерия (тяж елого водорода) имеет энергию, 
большую & о, определяется формулой (19 .11 ), т. е.

У 2________ Ро e-Po/(2m„W) 2

I/100 У  л Y2m 0kT \/ГЛ
Логарифмируя, найдем

т. е.

Т =
k

Это уравнение м ож но решать последовательными приближениями, положив, 
например, в нулевом приближении 3/г кТй= !£0. В  первом приближении

»о



__________________ Щ______________
2 _  J ln / _ 2 _ ) _ ln f _ Y _ )  +  J . In ( Ж

L l  У л )  V 100 )  2  \ kTi 

и т. д. При y  =  0,1  % .

7-0 =  7 ,7 -1 0 7  К , Г !  =  1 ,1  -107 К , Г 2 =  0 ,9 -Ю 7 К .

Хотя температура Г 0 не удовлетворяет исходному неравенству, но для Тг оно 
справедливо, так что искомая температура равна ~ Т 2.

2. Измерения функции распределения электронов в плазме газового разряда  
в водороде показали, что она максвелловская с температурой электронов 
Г =  20 000 К. Какая доля электронов способна при этом ионизовывать 
нейтральные атомы водорода, энергия ионизации которых j =  13,5 э В ?  

Р е ш е н и е .  По формуле, использованной в предыдущ ей задаче,

^ -#//(№)
100 У п  V kT

Поскольку & ilkT « 8 ,  то у » 0,1% .
3. При какой температуре катода следует ожидать заметного ( i » l  мА/см2) 

тока термоэлектронной эмиссии из вольф рам ового (А =  4,5 э В ) и оксидно­
го  (Л =  1,8 э В )  катодов? Концентрация электронов в металле п — 1022-г- 
-г-1023 см - 3 , а в полупроводнике п ~  1018- И 0 19 см - 3 .

Р е ш е н и е .  Из формулы Ричардсона, которую для оценки можно применить 
как к полупроводникам, так  и к металлам, после логарифмирования следует

А , , I env' \ , ■ г  А• +  In — -—  =  In i , т. е. Т к -
kT

k  In
/  en v с \

I 4i j

Поскольку vc = y r8kTI(nm e) зависит от температуры, то это уравнение реш аем 
последовательными приближениями:

А А
г0= т , Г 1 =  —

. . .  е п  ,  /  8А

" 1 7  \4 i У  menk

Д л я вольфрама Т\ — 1700 К = 1 4 0 0 ° С . Д ля оксидного катода Т\ — 1000 К = 7 0 0 ° С .
4. Найти скорость утечки атмосферы и оценить время, за  которое атмосфера 

могла бы  покинуть Землю. При решении задачи  атмосферу Земли при­
ближенно рассматривать как однородный слой с некоторой эффективной 
толщиной Нэфф. В следующей главе показано, что для  Я эфф справедливо  
такое выражение: H3$$ =  kTI(m 0g). При расчетах принять Т =300 К, 
g  — 10 м/с2 (ускорение свободного падения), т 0= 5 -Ю ~ 2“ кг —  масса м о­
лекулы азота (кислорода).

Р е ш е н и е .  П оскольку молекула может покинуть Зем лю , когда ее скорость пре­
выш ает вторую космическую у0= 1 1  км/с, то плотность потока утечки по (2 1 .1 3 )  
равна

nv —mvb(2kT)
- е  0 .

Так как v =
1 / 8  kT  , 3 - 1019.4-102
I /  ----------= 4 - 1 0 2  м ,с, то / =  е - 730 . ---------------------------
V лп г0 4



1  =  _/4 я У ? 2 ,

тд е  # —  радиус Зем ли. П оскольку / =  — — — , где М = 4 я /?2# эф ф я —  полное
dr

число молекул атмосф еры, то

Vc - m 0v t(2 kT ) "  d П
1 ° ***** ^  .

т. е.

4 Я Э(ЬЛ mav\l{2kT) 4kT m0vl/(2kT)
t  e = ------------- e

t/c mag v c

имеет смысл времени, характеризую щ его продолжительность сущ ествования ат­
мосферы. Д ействительно, предыдущее уравнение для концентрации можно за- 

An п —t/t
писать в виде— — =  — — . Его решение имеет следующ ую форму: п = С  е 

d r  v
П одстановка числовых значений дает

т =  10319 с .

Г Л А В А  4

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ БОЛЬЦМАНА

§ 23. Неоднородность распределения частиц
в пространстве при наличии потенциальных
силовых полей

Д о  сих пор рассматривалось поведение идеального газа, не под­
верженного воздействию  внешних силовых полей. Не все получен­
ные результаты о казы ваю тся  верными в случае, когда такие поля 
присутствуют. И з опыта хорошо известно, что при действии внеш­
них сил равномерное распределение частиц в пространстве может 
нарушаться. Это и не удивительно, так  как, например, под дейст­
вием силы тяж ести  молекулы стремятся опуститься на дно сосуда. 
Интенсивное тепловое движение препятствует осаждению, и моле­
кулы распределяются так, что их концентрация постепенно умень­
ш ается по мере увеличения высоты.

З адача этой гл а вы  состоит в том, чтобы выяснить закон распре­
деления частиц в пространстве при наличии внешних силовых по­
лей. Хотя в рассматриваемом случае можно было бы ожидать на­
рушения распределения М аксвелла по импульсам, так как не в ы ­
полняется условие изотропности пространства, использованное при 
его выводе, однако на самом деле распределение М аксвелла о ст а ­
ется в  силе.

Вопрос о х ар актер е  распределения молекул в пространстве 
удобно начать рассм атри вать с графиков зависимости потенциаль­
ной энергии м олекулы  от ее положения. Поскольку практически



удобно строить такой график только при изменении одной из к о ­
ординат, то предполагается, что д ве  другие сохраняют в это в р е м я  
неизменное значение. Так, например, потенциальная энергия м о л е ­
кулы в поле силы тяготения вблизи поверхности Земли о п р е д е л я ­
ется уравнением

*и =  т & г,

где g  —  ускорение свободного падения, a z —  высота. С оо т в ет ст в у ­
ющий график (рис. 4.1) имеет вид прямой. Аналогичный гр аф и к 
может быть построен и для любого д руго­
го поля сил, обладающего потенциальной f-ifmo4z 
энергией.

Если идеальный газ находится в з а м к ­
нутом сосуде, из которого молекулы не 
могут выйти, то зависимость потенциаль­
ной энергии от координаты при о тсутст­
вии внешних сил представляется графи­
ком, показанным на рис. 4.2. Точки х =
=  — а / 2  и х =  +  а/ 2  соответствуют стенкам 
сосуда. Внутри сосуда, т. е. при ( а / 2 ) >
> * > (— а /2), потенциальная энергия м о ­

лекул равна нулю, а вне сосуда, т. е. при |л;| > а/2 , —  бесконечности, 
что соответствует бесконечно большой работе, которую нужно с о ­
вершить, чтобы вынуть молекулу из сосуд а  через стенку. Г р а ф и к  
типа рис. 4.2 носит название п о т е н ц и а л ь н о г о  я ш к к а .

Рис. 4 .2  Рис. 4.3

Предположим теперь, что имеются д ва  сосуда, р азделенны е 
стенкой с отверстием. В  пределах отверстия мы допустим с у щ е ­
ствование сил, которые препятствуют поступлению молекул из с о ­
суда 1 в сосуд 2 и способствуют их обратному переходу. Е сл и  д л я  
преодоления этих сил и перевода м олекулы  из первого сосуд а  во  
второй необходимо совершить работу А, то величина п отен ци аль­
ной энергии в 2 выше, чем в 1, на величину Аеп =  А. Граф ик п о­
тенциальной энергии имеет вид потенциального ящика со ст у п е н ­
чатым дном (рис. 4.3; предполагается, что ось х  выбрана п ерп ен ­
дикулярно стенке и проходит через отверсти е).



В каж дом из двух  сосудов имеет место м аксвелловское распре­
деление молекул по импульсам, соответствующее некоторой тем ­
пературе и концентрации. Поскольку сосуды сообщ аются, то через 
отверстие молекулы из первого сосуда могут проникать во второй 
и, наоборот, из второго в первый.

§ 24. Принцип детального равновесия

В  рассмотренном в предыдущем параграфе примере равновес­
ное состояние характеризуется  тем, что уход молекул из одного из 
сообщающихся сосудов во второй компенсируется противополож­
ным процессом их перехода из второго в первый. Другими сл о ва­
ми, равновесие носит динамический характер, характер постоянно­
го обмена молекулами.

По примеру, предлож енному Я . И. Френкелем, такой обмен можно сравнить 
с  положением, которое сущ ествует меж ду двумя городами, например Москвой 
и Ленинградом, вследствие постоянных переездов ленинградцев в М оскву и м оск­
вичей в Ленинград. Ясно, что о равновесии населения в этих двух городах 
можно говорить лишь в том случае, если среднее число переездов из М осквы в 
Ленинград уравновеш ивается средним числом переездов из Ленинграда в М оск­
ву. Более того, условие следует детализировать. В р яд  ли можно говорить о 
равновесии, если из Ленинграда вы езж аю т только женщины, а из М осквы —  
только мужчины. Д а ж е  при равны х встречных потоках мужчин и женщин усло­
вия все ж е нельзя признать равновесными, если из М осквы  вы езж аю т только 
молодые женщины, а из Ленинграда —  пожилые. С ледует потребовать, чтобы 
возрастной контингент в обоих потоках был в среднем одинаковым.

Таким образом мы приходим к п р и н ц и п у  д е т а л ь н о г о  
р а в н о в е с и я ,  который состоит в следующем. В истинном равно­
весии каждому потоку можно сопоставить ему противоположный, 
так что равновесие имеет место не только в целом, но и детально 
по каждой паре противоположных процессов.

В  применении к рассматривавш имся выше сообщающимся со­
судам принцип детального равновесия позволяет утверждать, что 
в равновесии число м олекул со значением энергии из некоторого 
интервала de, уходящ и х из первого сосуда во второй, в среднем 
равно числу молекул, поступающих обратно из второго сосуда в 
первый и после перехода обладающих энергией из того же интер­
вал а  de. Это положение позволяет решить вопрос о распределении 
частиц в пространстве при наличии внешних сил, опираясь на рас­
пределение М аксв ел л а .

§ 25. Связь распределения Больцмана
с распределением Максвелла

Пусть отверстие в стенке, разделяющей два сосуда, имеет пло­
щ адь ds и ось х  перпендикулярна стенке. Тогда по (21.8) число 
молекул из интервала импульсов dQ, поступающих из первого со­
суда во второй в единицу времени, равно

ds d у' = -------- ^ --------е-Р'Лг*о*т,> d Qd s , (25.1)
mQ (2rtm0kT1)3/2



где п 1 —  концентрация молекул в первом сосуде, Т\ —  их т е м п е р а ­
тура, а рх —  компонента импульса, перпендикулярная плоскости 
отверстия. Естественно, предполагается, что компонента им п у ль­
са, во-первых, направлена из сосуда 1 в 2  и, во-вторых, достаточн о 
велика, чтобы молекула могла преодолеть потенциальный барьер , 
который имеется на ее пути. П оскольку  во время прохождения от­
верстия на молекулу действует сила, направленная в сторону от­
рицательных х, то компонента импульса рх уменьшается, а к ом п о­
ненты ру и pz не меняются. Если обозначить значение ^-компонен­
ты импульса после прохождения отверстия рх', то по закон у  с о ­
хранения энергии должно быть

Рх . | /ос г>\
-7— =  Деп + - т — . (25.2)

j.tti о

т. е. кинетическая энергия после перехода становится меньше, так  
как увеличивается потенциальная.

По принципу детального равновесия прямой поток д ол ж ен  к о м ­
пенсироваться обратным, для которого аналогично (25.1)  м ож н о 
написать

/

ds d / х= --------- — --------- e-(p ')V(2moftra) d 2 ' ds> (2 5 .3 )
от0 (2 я /л 0*7 ,2)3/2

Здесь  п2 и Т2 —  концентрация и температура молекул во втором  
сосуде, а р' —  их импульс, который выбирается в соответствии с 
уравнением (2 5 .2 ) ,  так что после перехода молекулы из одного со ­
суда в другой ее энергия сохраняет свое значение. Хотя н ап р ав л е­
ние элементарной плотности потока djx противоположно djx (о т ­
рицательные * ) ,  но для переходов из 2  в 1 противоположно и н а­
правление нормали к площадке ds, т а к  что поток, направленный в 
первый сосуд, все равно положителен.

Из равенства потоков вытекает, что

------  п'р* е 2makTldpx dpy dpz=
rriQ (2ктфТ\) ”

r _  p>2
П2Рх e 2m° kT'd p ’x dpy dp'z. (2 5 .4 )

m0 (2nm0kT2)3/2

При переходе значение компонент р у и pz не меняется, поэтому 
все молекулы, у которых (/-компонента импульса л еж а л а  в и н тер ва­
ле dру, после перехода окаж утся  в интервале dp/, который равен 
dру. То ж е  самое справедливо для dp2. Таким образом,

dPy =  dp'y, dp 2 =  dpz. (2 5 .5 )



У читы вая (25 .5 ) ,  уравнение (25.4) можно переписать в виде

{1лт ф Т^1

О2 .2
— ---  / г? \ Р I ' 22т0кГ 1 ^  Рх _  П2 е  2т0кТ, ^  / р х

V 2т0 )  (2я/я0/гГ2)3/2 \ 2т0

(25 .6)

И з  закона сохранения энергии (25.2) следует, что

2 \ / ' 2 
^  1 J  Рхd = d

2 /яо / \ 2 /ис

т а к  кчь чвм-нение потенциальной энергии Аеп при переходе из од­
н о ю  сосуда в другой одно и то ж е  для молекул с любым значени­
ем импульса. Это позволяет  представить условие (25.6) в виде

*2 , 2 . 2  , 2 , 2 , 2  
_  Px + P!t+ P z Рх  + Ру +  Рг

П\ _ 2т,.кт, П2 2

(2nm 0kT1f 2 (2 я  т 0* Г 2)3/2

или, поскольку ру2= р у  'г, pz2= p z'2, в форме
2 / 2  о о

Р х  + Р у + Р г

П\_______ р 2 т0к Г г ___________ «2 2т0кГ,

(2nm0k T i f 2 (2 1Ш0* Г 2)3/2

П од стави в в правую часть  последнего равенства величину кинети­
ческой энергии рх'2/(2гпо) из соотношения (2 5 .2 ) ,  найдем

p2x+ p2y+ p2z д=„ p2x+ pI+ p2z

(2Л/ПЗЙГ03/2 (2nm0kT2f 2
e .(25 .7)

Уравнение (25.7) д ол ж н о  быть справедливо не при одном оп­
ределенном значении м одуля импульса, а тождественно для л ю ­
бы х. Но тогда ему м ож но удовлетворить лишь если температуры 
в первом сосуде ( 7 ^  и во втором (Т2) равны, так  как только в 
этом случае экспоненциальные множители с р2 сокращаются. П о­
с л е  сокращения имеем

/г1 =  я 2 е - 4Е"/(‘ п , (25 .8)

где 7  =  7 i =  7 2 —  общ ая д ля  обоих сосудов температура.
Распределение (2 5 .8 ) ,  связы ваю щ ее концентрации молекул в 

д в у х  сосудах, н азы вается  б о л ь ц м а н о в с к и м .  Оно справедливо 
д л я  случая любых потенциальных силовых полей, а не только для 
того  частного примера, который рассматривался при его выводе. 
Чтобы показать это, м ож но провести следующ ее рассуждение. 
П у с т ь  при перемещении частицы вдоль некоторого направления, 
например оси х, потенциальная энергия меняется сложным обра­



зом (рис. 4 .4 ) .  Плавный ход изменения потенциальной энергии 
еп( * )  можно с любой степенью точности аппроксимировать ст у п е н ­
чатой линией, показанной на рис. 4 .4  пунктиром, если сд ел ать  в е ­
личину ступенек достаточно м а ­
лой. Рассмотрим ступеньки с но­
мерами 1 , 2 , 3, соответствующие 
положениям частицы хи х2, х$.
Л ю б ы е две соседние ступеньки 
уклады ваю тся в приведенную вы ­
ше модель, и поэтому можно ут­
верждать, что температура газа в 
пределах любой из них одна и та 
же, а концентрации пи п2, п3 с в я ­
заны  соотношениями

п2 =  п1&~и'Ы1<'кт), п3= п 2е  ||М , (zo.yj
где

Asn2i =  sn(-*2)-M*i) и Лг„32 =  е „ (*з )-£„(*2) (25.10)
—  разности потенциальных энергий при переходе от одной с т у ­
пеньки к другой. В о  второе из равенств (25 .9 )  подставим значение 
п2, которое следует из первого, тогда

л 3 =  Л1 е- Деп2 '/(*Г) е—^ 3 2 / ( * n  =  A

Но по (25.10)

Де„21 +  Дг„32 =  е„ {х 2) -  гп (х :) +  е„ (лг3) -  е„ (х 2) =  e„ (х 3) -  sn ( * , ) ,  

так что
Л з = я ,  . ( 2 5 .1 1 )

Таким образом, для ступенек, не находящихся в н епосредст­
венном соседстве и не обменивающихся частицами друг с д р у г о м ,  
оказы вается  т а к ж е  справедливым распределение Больцмана. Р а с ­
сматривая большее число ступенек, м о ж н о  показать, что и м ею т 
место соотношения типа (25.11) для л ю бы х  двух из них; та к ,  н а ­
пример,

/is =  n1 e~le»(Xs)~ s"('ir,),/(kr) и т. д.

Если взять ступеньку, которой соответствует  координата х = 0 ,  
и ступеньку с координатой х, то, об озн ач ая  концентрации на э т и х  
ступеньках соответственно л ( 0 ) и п (х ) ,  получим

п (х )= п .  (0) е - (Епм - Еп<°>]/<*г >. ( 2 5 .1 2 )

Если, наконец, не связывать себя перемещениями только в д о л ь  
оси х, а считать, что рассматриваются д ве  произвольные точ ки  в 
пространстве с радиус-векторами r =  ri и г = г г ,  то распределени е 
Больцмана можно записать в следую щ ем  общем виде:

п (г2)=/г (гх) e-ISii(r2)_E“(ri)1/(Sn. (25.13)

Рис. 4.4

—Де ЛЛ/Г6П



Таким образом, из принципа детального равновесия, и распре­
деления М аксвелла для импульсов следует, что при Наличии по­
тенциальных силовых полей для равновесия необходимо, чтобы 
температура частиц всюду была одинакова, а концентрация изме­
нялась в соответствии с соотношением (2 5 .1 3 ) ,  носящим название 
распределения Больцмана.

/
§ 26. Барометрическая формула 
и экспериментальное определение 
постоянной Больцмана

С помощью распределения Больцмана легко получить баромет­
рическую формулу, описывающ ую изменение плотности атмосферы 
с  высотой. Если предположить, что атмосфера находится в равно­
весии и, в частности, что ее температура постоянна (на самом деле 
это предположение выполняется лишь приближенно), то изменение 
концентрации с высотой определяется формулой (25 .13) .  Пусть- 
высота над уровнем моря обозначена через 2 , тогда потенциальная 
энергия молекулы, обладаю щ ей массой т0, в поле тяготения Земли 
равна

s„ iz ) — m0gz.

Обозначив концентрацию при 2 = 0  через по, для  концентрации на 
высоте 2  можем написать

n ( z ) = n ( 0 ) e ~ m̂ z‘<-k7">. (26 .1)

Э то  соотношение я вл я ет ся  одним из возможных видов барометри­
ческой формулы.

Поскольку при постоянной температуре давление газа  пропор­
ционально его концентрации, то (26.1) эквивалентно следующей 
форме барометрического уравнения:

p (z )  =  p 0e - ^ ! ( kT\ (2 6 .2 )

где p (z ) — давление на высоте 2 , ро= 1  атм —  давление на уровне 
моря.

Иногда формулы (26 .1 )  и (26.2) удобно записы вать несколько 
иначе, вы раж ая постоянную Больцмана через газовую постоянную 
R и постоянную А вогадро NA k =  R/NA, и используя то, что т0ЫА — 
=  ц, где ц —  молярная м асса .  Таким путем получаем:

n (z )  — n (0 )e - w z/(RT\ (26 .3)

p {z )  =  p 0e - w W TK (2 6 .4 )

Ф ормулы (26.3) и (2 6 .4 )  удобнее тем, что в них вместо массы мо­
лекулы  входит м олярная м асса . Отметим, что поскольку атмосфе­
ра представляет собой в основном смесь двух газов —  азота N2 и 
кислорода Ог, то написанные выше формулы должны были бы 
применяться к концентрации и парциальному давлению кислорода 
и азота отдельно. П о скольку  массы молекул N2 и 0 2 и их молярные



\
массы (jah,= 0 , 0 2 8  кг/моль, jj.o2 =  0 ,0 3 2  кг/моль) близки, то часто 
пренебрегают этой разницей и пользуются молярной м ассой  в о з ­
духа (ц, =  0,б29 кг/моль). В действительности по закону Больц м ан а 
процентный состав атмосферы д ол ж ен  меняться с высотой в сто­
рону обедненйя ее кислородом и обогащения более легким азотом.

Уравнение (26.1) можно зап и сать  в виде

n{z )  =  n  (0) (26 .5)

где Hr,фф —  эффективная высота:

j ,  kT RT  , о д  д ,
Я Эф ф = ------- = ------ . (2 6 -6 )

имеющая смысл такого расстояния от поверхности моря, на кото­
ром концентрация молекул, а следовательно, и давление ум ен ьш а­
ются в е раз.

При постоянной плотности атмосферы, равной ее плотности на 
уровне моря, высота атмосферы о к а за л а с ь  бы равной # 3фф. Д е й ­
ствительно, когда справедлива барометрическая формула, число 
молекул, находящихся над единицей поверхности Земли на высоте 
г  в слое толщины dz, равно

d N  =  n ( z ) d z  =  n {0 )  е ~ г /Я э ФФ dz.

Полное число молекул над единицей поверхности определится сум­
мированием по всем слоям от примыкающего к уровню моря и до 
удаленного в бесконечность, т. е.

N  =  Г d N  =  [  и {г ) с! 2  —  п  ( 0 )  ?  е ~ г / / /э ФФ dz =  п ( 0 )  Я эфф.
J S о

Если бы атмосфера была однородной, то ее высота пол учалась  бы 
делением N  на я ( 0 ) ,  т. е. о к а з а л а с ь  бы равной # эфф-

Как у ж е  упоминалось выше, барометрическая формула лишь 
приближенно описывает изменение давления с высотой, т а к  как в 
действительности атмосфера не находится в равновесном со сто я ­
нии. В се  ж е  эта формула очень важ н а ,  так как позволяет провести 
ряд полезных оценок и служ ит основой для других более точных 
соотношений, применяемых при определении высоты по давлению  
атмосфеоы.

Перрен предложил использовать  барометрическую формулу 
для экспериментального определения числового значения постоян­
ной Больцмана. Поскольку постоянная Больцмана св я за н а  с мо­
лярной газовой постоянной, известной из опытов с разреженными 
газами, и постоянной Авогадро, то из опыта Перрена получается 
н значение постоянной Авогадро.

Идея этого замечательного опыта очень проста. Распределение 
Больцмана, а следовательно, и барометрическая формула сп р авед ­
лива для любых частиц, находящ ихся в тепловом равновесии с ок­
ружаю щ ей средой. Если вы брать частицы, обладаю щ ие большой



по сравнению с молекулами массой, то по формуле (26.6) эффек­
тивная высота, обратно пропорциональная массе частиц, окаж ется  
малой. Это дает большие преимущества при проведении опыта. 
В о-п ервы х, легче измерить изменение концентрации, если измене­
ние происходит на относительно небольших расстояниях, а не так, 
к а к  в атмосфере, где # эфф~9 км. Во-вторых, легче обеспечить рав­
новесные условия, в частности постоянство температуры, так  как 
они долж ны  иметь место в относительно небольшой области 
пространства. В  опыте П еррена в сосуд с жидкостью  насыпался 
порошок очень мелких частиц. Частицы можно рассматривать как 
крупные молекулы, которые под действием силы тяж ести  распре­
д ел я ю т ся  по высоте неоднородно в соответствии с барометрической 
формулой. С помощью микроскопа подсчитывается число частиц, 
находящ ихся в поле зрения вблизи дна сосуда, а затем  на некото­
рой вы соте от дна. При этом используется то свойство микроско­
па, что в поле зрения видны лишь частицы, расположенные в у з ­
кой зоне вблизи фокальной плоскости. Отношение полученных чи­
сел  по барометрической формуле равно

где m 'g  —  вес частицы в ж идкости, т. е. вес за вычетом выталки­
ваю щ ей силы Архимеда. И з написанной формулы следует

Е сл и  известны размеры частиц (радиус г) и плотность р вещества, 
из которого они состоят, а т а к ж е  плотность р0 жидкости, то

З н а я  температуру Т ж идкости, по экспериментально найденному 
значению отношения n (0 ) /n (z )  для выбранной высоты z опреде­
л я ю т  k.

И з опыта Перрена для постоянной Больцмана получено значе­
ние k =  1 ,3 8 -1 0-23 Дж/К, откуда для постоянной Авогадро следует 
Лта = 6 , 0 2 *  1023 м о л ь -1.

§ 27. Контактная разность потенциалов

В  качестве другого примера использования распределения 
Б о л ьц м ан а  возьмем теорию контактной разности потенциалов. 
В  простейшем варианте классической (не квантовой) теории про­
водников последние р ассм атри ваю тся  как своеобразные сосуды, 
сод ер ж ащ и е газ электронов. Б о л е е  точно их следовало  бы прини­
м а т ь  за  положительно зар яж ен н у ю  ионную решетку, меж ду у зл а ­
ми которой перемещаются электроны, взаимодействующие меж ду 
собой и с ионами решетки. В  целом кристалл, состоящий из поло­
ж и тел ьн о  заряженной решетки и электронов, нейтрален. К ласси­
ч е с к а я  теория применима, например, к полупроводникам с не слиш­
ком высокой концентрацией подвижных носителей заряда.

п (z)j  ге(0) =  Q-m'gzKkT)̂

л (г) J
я (0 ) 1

m'g=4/3nr3(p-p0)g.



Д л я  того чтобы вывести электрон из проводника наружу, н у ж ­
но затратить некоторую работу А, н азы ваем ую  работой в ы х о д а  
(точнее, внешней работой выхода или электронным с р о д с т в о м ) .  
Р асчет  работы выхода представляет собой сложную задач у , р е­
шаемую методами квантовой механики. Примем, как это у ж е  д е ­
лалось  при рассмотрении явления термоэлектронной эмиссии, что 
для данного конкретного проводника величина А известна из 
опыта.

Наличие работы выхода означает, что с энергетической точки 
зрения проводник в простейшей модели представляет собой потен ­
циальный ящик. На рис. 4 .5  по оси ординат отложена энергия

А
1

электрона, а по оси абсцисс —  его координата х. Если проводник 
простирается от точки с координатой л: = 0  до точки с координатой 
х =  а, то потенциальная энергия электрона при этих значениях х  
имеет одно значение, а для всех остальны х х  больше на величину 
работы выхода А.

Предположим теперь, что имеются д в а  проводника 1 и 2. К о н ­
центрацию электронов в одном из них и его работу выхода о б о з н а ­
чим « 1  и Л ь а соответствующие величины для другого —  п2 и A q. Е с ­
ли эти проводники находятся на столь большом расстоянии д р у г  от 
друга, что можно пренебречь обменом электронов меж ду ними, то 
энергетическая диаграмма выглядит так ,  как  показано на рис. 4.6 . 
Действительно, потенциальная энергия электрона, выш едш его из 
проводника и находящегося вне его, имеет одно и то ж е  значение 
независимо от того, из какого проводника электрон вышел. В  с в я з и  
с этим верхний край потенциального ящика, соответствую щ ий 
уровню потенциальной энергии вне проводника или уровню в а к у ­
ума, одинаков для них обоих. Глубина ж е  потенциального я щ и ка  
зависит от работы выхода, и в случае, если A i > A 2, потенциальный 
ящик, соответствующий первому проводнику, оказы вается  г л у б ж е ,  
следовательно, его дно располагается  ниже (рис. 4 .6 ) .

Другое положение имеет место, если проводники сведены  н а­
столько близко, что необходимо учиты вать обмен электронами. 
Такой обмен принципиально су щ ествует  хотя бы из-за эф ф екта 
термоэлектронной эмиссии, по которому из обоих проводников
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идет электронный ток. К ак ова  ж е  энергетическая диаграмма в 
этом случае?

Когда расстояние м еж д у  проводниками много меньше, чем раз­
меры самих образцов, можно считать, что они им ерт бесконечные 
размеры вдоль поверхности контакта, т. е. вдоль о^ей у и г, и рас­
см атри вать зависимость энергии только от координаты х, нормаль­
ной к поверхности контакта. Предположим дл# определенности, 
что концентрация электронов в первом проводнике (ti\) меньше, 
чем во втором (я2). П оскольку  работа выхода из первого провод­

ника выше, а концентрация элект- 
Еп ронов здесь меньше, то естествен­

но, что ток термоэлектронной 
эмиссии из него меньше. Это не- 

, I *а2 посредственно следует из форму- 
■*“  лы (21 .15) ,  примененной к плот­

ности тока вдоль оси х в первом 
и втором проводниках, если

_______  учесть, что их температура оди-
0  х  накова, а следовательно одина­

ковы и средние скорости электро- 
Рис- 4 7  нов vc. Поток электронов из вто­

рого проводника в первый превы­
ш ает обратный поток, и поэтому первый проводник начинает з а р я ­
ж а т ь ся  отрицательно, а второй —  положительно. М еж ду  проводни­
ками возникает разность потенциалов, которая носит название к о н ­
т а к т н о й .  Потенциальная энергия электрона в отрицательно з а ­
ряженном проводнике выше, чем в незаряженном, и поэтому в 
процессе зарядки первый потенциальный ящик на энергетической 
диаграмме поднимается вверх, а второй опускается вниз. В  равно­
весном состоянии энергетическая диаграмма приобретает вид, по­
казанный на рис. 4.7. Н а этой диаграмме края потенциальных ящи­
ков находятся на разных уровнях. Разница в положении определя­
ется  дополнительной работой, которую нужно совершить против 
появившейся разности потенциалов при перемещении электрона из 
второго проводника в первый. Если обозначить электрический по­
тенциал первого проводника cpb а второго —  срг, то, поскольку заряд 
электрона равен — е, дополнительная работа

Д Л = —<?(»! — ср2). (27.1)
Применяя закон распределения Больцмана к диаграмме рис.

4.7 ,  можно выразить контактную разность потенциалов cpi— ср2 че­
рез работу выхода и концентрации электронов обоих проводников. 
При этом следует учесть, что частичный переход электронов из 
второго проводника в первый практически не меняет концентра­
цию, так  как число перешедших электронов очень мало по сравне­
нию с общим числом электронов в каждом из проводников. Кроме 
того, электрическое поле контактной разности потенциалов сосре­
доточено в очень узкой области вблизи контакта. В  этой области, 
которая здесь не рассм атри вается , происходит изменение потен­



циала и концентрации электронов от значений, соответствую щ их 
одному проводнику, до значений, соответствующих другому.

В  глубине второго проводника концентрация, как и до приве­
дения в контакт, равна п?, а в глубине первого —  ti\. И з д и а г р а м ­
мы видно, что разность потенциальных энергий электрона в пер­
вом и втором проводнике равна

Логарифмируя равенство (27 .2)  и подставляя значение АЛ из
(27 .1 ) ,  найдем

Таким образом, из классической теории следует, что м еж ду  
двумя проводниками устанавливается контактная разность потен­
циалов, значение которой по закону Больцмана определяется фор­
мулой (27 .3 ) ,  т. е. зависит от работы выхода и концентрации элект­
ронов в обоих проводниках.

При равновесной контактной разности потенциалов ток т е р м о ­
электронной эмиссии из одного проводника в другой равен по в е ­
личине обратному току. В этом легко убедиться прямыми вы ч и с­
лениями, если использовать равенство (2 7 .3 ) .  Действительно, п л от­
ность тока из первого проводника во второй по (21.15) равна

так как хотя контактная разность потенциалов помогает переходу 
электронов, но это имеет место лишь по отношению к электронам , 
попавшим в контактное поле, т. е. у ж е  вышедшим из первого про­
водника. Плотность обратного тока определяется выражением

так как электронам необходимо преодолеть не только барьер Л 2, 
но и дополнительный электрический барьер АЛ. Если в (27 .4 )  под­
ставить П\ нз уравнения (27 .2) ,  то получим

in =  ^ 1 1 . &- ( A t- A ,  +  ̂ A)l(kT) e - A i / ( f t r ) _  eV^  e - ( A , +  iA )H k T ) t 
4 4

т. e. оказы вается , что ti2 = t 2 i, как  это и долж но быть.

Де „ = Л 2 -|- Д Л  —  А\.

По закону Больцмана,

/г1;я 2= е - л‘ „/<*п =  < г ы , - л 1+лл)/(*п ( 2 7 .2 )

Отсюда для контактной разности потенциалов получаем

( 2 7 .3 )

. еп^с_ Ai/{Kr) 
4

(2 7 .4 )

еп2Ус
4

е -(/5а + ЛД)/(*Г)> ( 2 7 .5 )



К аково ж е  значение контактной разности потенциалов? Р а б о ­
та  выхода имеет значения, леж ащ ие в пределах 0 ,5— 4 э В ,  а кон­
центрация электронов м о ж е т  меняться очень сильно. Так, напри­
мер, в очень чистом кремнии при комнатной температуре концент­
рация электронов имеет значение, близкое к 10 10 см -3 . С другой 
стороны, используется и кремний с высокой концентрацией элект­
ронов, лежащ ей в диапазоне 1 0 19— 1 0 20 см-3 .

П усть в контакт приведены два полупроводника разной хими­
ческой природы, но с примерно равной концентрацией электронов,

тогда, рассчитывая контактную разность 
потенциалов по формуле (27 .3 ) ,  легко убе­
диться, что основную роль играет второй 
член. Поскольку работа выхода имеет зн а­
чение порядка нескольких электронвольт, 
то такую  величину обычно имеет и разность 
работ  выхода. После деления на заряд  элек­
трона находим, что вк л ад  второго сл агае­
мого в контактную разность потенциалов 

Рис. 4.8 оказы вается  величиной порядка одного или
нескольких вольт. В  первом слагаемом при 

комнатной температуре ( Г = 3 0 0  К) й7’ =  2 5 - 10—3 э В ,  а следова­
тельно, k T /e= 2 5  м В . Е сл и  концентрация в контактирующих полу­
проводниках отличается не более чем на один-два порядка, то зн а­
чение множителя 1п(п!/л2) не превышает 2 ,3— 4,6. Таким образом, 
первое слагаемое порядка 100 м В , т. е. на порядок меньше, чем 
второе.

Совсем другое положение имеет место при контакте двух кус­
ков  полупроводника одной и той же химической природы, но об­
л ад аю щ и х  сильно отличающейся концентрацией электронов, на­
пример двух образцов кремния с концентрацией электронов 1 0 ’° 
и 10 18 см-3 . Работа вы хода  из обоих образцов одинакова, и поэто­
м у второе слагаемое обр ащ ается  в ноль. Отношение концентрации 
электронов велико ( 1 0 8) ,  и поэтому логарифмический множитель 
не мал:

In (п21пх) =  In ( 10ч) =  8  In 10 ~  8  • 2 ,3  ~  18.

У м н ож ая  на kT/e =  25 м В ,  получим контактную разность потенциа­
л ов ,  равную 0,45 В.

С помощью формулы (27 .3)  просто получается з а к о н  В о л ь ­
т а ,  утверждающий, что в замкнутой цепи, состоящей из некоторого 
количества разнородных полупроводников, сумма контактных раз­
ностей потенциалов равна нулю. На рис. 4.8 изображена цепь, со­
стоящ ая  из трех различных проводников, включенных последова­
тельно. Д л я  удобства дальнейш их рассуждений установим направ­
ление обхода контура, например по часовой стрелке. Пусть qpi2 

обозначает  контактную разность потенциалов на границе первого 
и второго проводников, ф23 —  на границе второго и третьего и фз] —  
на границе третьего и первого. По (27.3) можно написать:



(27.6)

С умму контактных разностей потенциалов в замкнутой цепи полу­
чаем сложением написанных уравнений:

Видно, что член, содержащий работы выхода, об ращ ается  в ноль. 
Есл и  цепь находится в равновесии, так что температура всех про­
водников одинакова, то обращ ается  в ноль и су м м а остальных 
сл агае м ы х :

Т аки м  образом, сумма контактных разностей потенциалов действи­
тельно равна нулю и очевидно, что это сп раведливо для цепи, со­
стоящ ей из любого числа разнородных проводников.

§ 28. Метод самосогласованного поля

В  некоторых задачах применение формулы Б ольцм ан а затруд­
нено тем, что потенциальная энергия, определяю щ ая распределе­
ние часгиц в пространстве, зависит от их положения. Типичным 
примером такого случая я вл я ется  распределение заряж енны х час­
тиц (электронов и ионов) в газовом разряде. Т о  ж е  самое относит­
с я  к распределению электронов в приконтактной области двух про­
водников, где, как было выяснено в предыдущем параграфе, кон­
т актн ая  разность потенциалов зависит от концентрации электро­
нов. Подобное затруднение возникает тогда, когда, строго говоря, 
пытаются выйти за рамки применимости закон а распределения 
Больцмана и помимо влияния внешних силовы х полей, для кото­
рых распределение было выведено, учитывают поля, создаваемы е 
самими частицами, т. е. фактически учитывают силы взаимодей­
стви я  между ними. М етод учета сил взаимодействия с помощью 
распределения Больцмана, который излагается в настоящем пара­
графе, носит название м е т о д а  с а м о с о г л а с о в а н н о г о  п о ­
ля и чаще всего применяется к заряженным частицам, поскольку 
д ля  них лучше всего выполняются условия, при которых он спра­
ведлив.

Чтобы более наглядно пояснить суть метода сам осогласованно­
го поля, целесообразно обратиться к конкретной задаче. В  полу­

------- (Aj — A 2-•(- A 2 — A3 -f- A 3 —
e

П\П2П3
n2n3ni

=  In 1 =  0 .



чивших распространение М ОП -траизисторах один из электродов, 
называемый затвором, устроен следующим образом. На полупро­
водник П  (рис. 4.9) наносится тонкий слой окисной пленки О, я в ­
ляющейся хорошим изолятором, а на нее напыляется металличе­
ский электрод М. Потенциал затвор а  относительно полупроводни­
ка можно менять с помощью внешнего источника, причем из-за на­
личия окисной пленки ток через систему практически не идет. 
Пусть, например, мы имеем дело с полупроводником, в котором 
концентрация свободных электронов равна пх (так называемый 
полупроводник /г-типа). Зар я д  электронов в нем скомпенсирован

положительным зарядом, связанным с 
кристаллической решеткой и распреде­
ленным равномерно. Если для упрощения 
задачи не касаться сложных явлений, ко­
торые могут иметь место на границе по­
лупроводника с окислом и которые обус- 

Рис. 4 .9  ловлены структурой этой границы, то
следует считать, что концентрация эл ек­

тронов на границе окисел —  полупроводник такая же, какая  была 
бы на границе металл —  полупроводник при отсутствии окисной 
пленки.

Предположим, что работа вы хода из металла меньше, а кон­
центрация электронов в нем выш е, чем в полупроводнике, тогда 
при отсутствии внешнего напряжения слой полупроводника, приле­
жащ ий к контакту, обогащ ается электронами и зар яж ается  отри­
цательно, а соответствующий приконтактный слой металла —  по­
ложительно. С ледует при этом иметь в виду, что изменение кон­
центрации электронов в приконтактной области происходит путем 
обмена через внешнюю цепь, а не через слой окисла.

И з-за  большой концентрации электронов в металле перерас­
пределение за р я д а  в нем мало ск азы вается  на величине концент­
рации, поэтому в полупроводнике на границе с окисной пленкой 
ее можно считать равной концентрации электронов в металле п2.

Таким образом , в полупроводнике имеется слой объемного з а ­
ряда и концентрация электронов в нем плавно изменяется от той, 
которая устан авли вается  на границе, до концентрации, имеющей 
место в глубине полупроводника. З а  счет заряда этого слоя обра­
зуется разность потенциалов, препятствующая дальнейшему пере­
распределению электронов. Если м еж ду  затвором и полупроводни­
ком приложено еще и внешнее напряжение U, то слой объемного 
заряда со зд ает  такую разность потенциалов, которая достаточна 
для компенсации суммы (pIt+ t/  —  контактной разности потенциа­
лов и приложенного внешнего напряжения. Очень существенна 
полярность приложенного напряжения, так  как в данном примере 
при плюсе на м еталле и минусе на полупроводнике она ск л ад ы ­
вается  с контактной разностью потенциалов, а при обратной поля 
пости —  вычитается.

Перейдем теперь к выяснению ширины области пространствен­
ного зар яд а  и распределения электронов в ней. Поскольку тока

м
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через систему нет, то распределение электронов равновесное, т. е. 
определяется формулой Больцмана

( 2 8 . 1 )

где ri\ —  концентрация в глубине полупроводника, причем потен­
циал этой области принят за ноль. Как у ж е  отмечалось, написан­
ная формула не дает решения задачи, поскольку потенциал ост а ­
ется неизвестной функцией координат. Д л я  его определения необ­
ходимо привлечь законы электростатики (предполагается, что при­
ложенное напряжение постоянно или меняется достаточно 
медленно). В электростатике выводится уравнение, связы ваю щ ее 
потенциал с объемной плотностью заряд а  р. Это уравнение, кото­
рое носит название у р а в н е н и я  П у а с с о н а ,  имеет вид

V 2 0 = — L ,  (28 .2)
££о

где е — диэлектрическая проницаемость полупроводника, ео— эл ек­
трическая постоянная, а символ Y 2<p обозначает

^ ? = - £ L  +  -f5L  +  ^ ! l .  (28.3)
дх* ду̂  дг-

Плотность заряда р связана с концентрацией электронов п и 
положительным зарядом решетки соотношением

р =  —  e n - \ - e f iv  ( 2 8 . 4 )

так  как —еп —  это отрицательный зар яд  электронов, приходящий­
ся на единицу объема, a еп{ ■— соответствующий положительный 
заряд  кристаллической решетки. Величина п\ —  постоянная, так  
как заряд решетки распределен в ней однородно и не перераспре­
деляется под действием внешнего поля.

В  (28.4) можно подставить концентрацию из (28 .1 ) ,  тогда по­
лучим

Р = - е л 1 ( е * » / ( » ' ) - 1 ) .  ( 2 8 . 5 )

С помощью последнего выражения уравнение Пуассона представ­
ляется в форме

V 2 ? = = _£f!L (e^/(*r) _  j ) .  (28 .6 )

Таким образом, если потенциал электрического поля зависит от 
электрических зарядов, распределение которых определяется созда­
ваемым ими полем, то для нахождения потенциала необходимо ре­
шить уравнение самосогласованного поля типа (28 .6 ) ,  а затем с 
помощью найденного потенциала по закону Больцмана найти кон­
центрацию подвижных заряженных частиц (электронов).

В уравнение (28.6) не входит внешнее поле, однако решение 
существенно от него зависит. Д ело  в том, что для однозначного оп ­
ределения решения в некоторой области пространства необходимо, 
чтобы были известны значения потенциала или напряженности



электрического поля на границе этой области, т. е. заданы так  на­
зы ваемы е г р а н и ч н ы е  у с л о в и я .  Если в рассматриваемом при­
мере с помощью внешнего источника э. д. с. между затвором и по­
лупроводником установлена разность потенциалов U, то граничные 
условия можно в зя ть  в следующем виде. В  невозмущенной (т. е. 
достаточно д ал еко  отстоящей от затвор а) части полупроводника 
потенциал равен нулю, а в части полупроводника, примыкающей 
к окисному слою , потенциал практически совпадает с суммой 
Ф„+£/ (предполагается, что окисный слой достаточно тонок и р а з ­
ностью потенциалов на нем можно пренебречь).

Уравнение самосогласованного поля нелинейно (искомая вели­
чина входит в аргумент экспоненциальной функции), и поэтому 
его решение представляет  известные трудности, которые преодоле­
ваются, как правило, применением вычислительных машин. С ущ е­
ствует, однако, ряд случаев, в которых уравнение достаточно про­
сто решается приближенно. Одним из них является тот, в котором 
потенциал ф м ал  по сравнению с величиной kT/е. При комнатной 
температуре сформулированное условие выполняется, если сумма 
фк+ ^ < 2 5  м В . В  этом случае, пользуясь малостью аргумента, це­
лесообразно р азл о ж и ть  экспоненциальную функцию в ряд и отста* 
вить первые д ва  члена ряда, т. е. записать

е «р/<ИГ) ^  j  I Л _  

kT  '

Уравнение (28 .6)  становится в этом приближении линейным:

V 2<p =  - ^ - cp, (28 .7 )
ггфТ

а поэтому м ож ет  быть решено известными из математики мето­
дами.

Д ля выяснения некоторых характерных черт явления, описы­
ваемого уравнением (2 8 .7 ) ,  рассмотрим более детально случай, 
когда задача сводится  к одномерной, т. е. когда затвор и полупро­
водник имеют бесконечную плоскую поверхность. Распределение 
потенциала зави си т лишь от одной координаты х, перпендикуляр­
ной плоскости контакта. Уравнение (28.7) записывается в виде

(28.8 )
ee0kT

так  как производные по у и г  обращаются в ноль.
Д л я  дальнейшего удобно ввести обозначение

Ь =  У в г0к Т /{е% ), (28 .9 )

где параметр б имеет размерность длины и носит название д л и н ы  
Д е б а я .  И спользуя длину Д ебая , уравнение (28.8) записываем 
в виде

- Т Т = — • (2 8 .10 )djc2 82 v 7



Общ ее решение имеет вид

<р ^ C j e - ' f l + C j e * / » ,  ( 2 8 . 1 1 )

где Ci и С2 —  постоянные числа, значения которых определяются 
с  помощью граничных условий.

Н а  достаточно большом удалении от затв ор а  (х->-оо) полупро­
водник не возмущен и потенциал равен нулю. Поскольку при 
х->оо первое слагаем ое в (28.11) стремится к нулю, а второе —  к 
бесконечности, то необходимо положить (координата контакта 
* = 0)

Ci = с2= 0.
Таким образом, решение уравнения (2 8 .1 1 ) ,  удовлетворяющ ее 

граничным условиям, имеет вид

? = ( < / + ? , « )  е - * / " .  ( 2 8 . 1 2 )

Характерно, что потенциал экспоненциально у бы вает  по мере у д а ­
ления от затвора, так  что на расстоянии, равном дебаевской д л и ­
не, он уменьшается в &— 2 J  раза. Качественно такое ж е распреде­
ление встречается и в тех случаях, когда приложенный потенциал 
не мал по сравнению с kT/е. Действительно, если измерять потен­
циал в единицах kT/е, т. е. ввести безразмерны й потенциал if> =  
=  e<p/(kT), то уравнение самосогласованного поля приведется к виду

У 2ф= е2/г‘ -(еФ— 1), или V 2 ф = —-— (e<fJ — 1)» (28.13) 
kT it  0

т. е. в качестве параметра, характеризующ его распределение потен­
циала, снова входит дебаевская длина. Х отя  закон изменения по­
тенциала теперь получается другой (не экспоненциальный), но из 
физических соображений ясно, что и в этом случае тож е происхо­
дит экранирование подвижными зарядам и, причем на расстоянии 
порядка длины Д еб ая .

В § 22 при обсуждении зондовых характеристик оговаривалось, 
что толщина слоя объемного заряда около зонда должна быть м а ­
л а, чтобы электроны могли проходить его без столкновений. И з  
изложенного выше следует, что толщина этого слоя имеет порядок 
дебаевской длины, так  что ее легко оценить, если известны кон­
центрация заряж енны х частиц и температура газа  (см. задачу 3 к 
настоящей гл а в е ) .

Отметим, что выражение для электронного тока на зонд, в ы в е ­
денное ранее, можно получить, р ассу ж д ая  иначе и используя р а с ­
пределение Больцмана. В соответствии с больцмановским р а с ­
пределением концентрация электронов непосредственно около зо н ­
да равна

na =  n t e{u -u tm m .

Т е из них, которые движутся по направлению к зонду, попадут на 
него, так что плотность тока

I / I —  C ; =  r e n 0v c  _  e v c n  Q e l [ / - [ / „ ) К к Г )

4 4



Этот пример иллюстрирует ту тесную связь , которая имеется м е ж ­
ду распределениями М аксвел ла  и Больцмана.

В  заключение необходимо сделать несколько замечаний отно­
сительно применимости метода самосогласованного поля. Хотя 
уравнение (28 .13)  м ож ет использоваться при гораздо больших по­
тенциалах, чем (2 8 .8 ) ,  но следует иметь в виду, что имеется другое 
ограничение на его применимость. Используя понятие плотности 
заряда в уравнении Пуассона, мы подразумеваем, что либо в о б ъ ­
емах, в которых потенциал еще относительно мало меняется, со­
держится много заряж ен н ы х частиц, либо, если это условие нару­
шено, нужно брать среднее по времени значение плотности заряда.

В  первом случае, оценивая объем величиной б3, должны н а­
писать

/г§3 »  1 .

Если подставить сю да значение дебаевской длины из (28 .9 ) ,  то по­
лучим, что уравнение применимо при

п <  (ге0£Г/£2)3. (28.14)

Так, например, для комнатной температуры ( Г = 3 0 0  К) в полу­
проводнике с е =  1 0  это дает  n-C 1 0 15 см-3 .

Во втором случае, когда условие (28.14) нарушено, под <р и п 
можно понимать средние по времени величины. В  слабых полях 
по (28.5)

' $ =  en x (1 — ) ~  — e2« !  , (28 .15)
kT

т. е. плотность зар я д а  линейно связана с потенциалом и, сл ед о ва­
тельно, средняя по времени концентрация определяется через 
средний по времени потенциал тем ж е условием (28 .15).  Поэтому 
уравнение (28.8) м ож но считать справедливым для средних зн а­
чений потенциала. В  сильных ж е  полях, поскольку среднее значе­
ние от экспоненты при нарушении условия (28.14) не совпадает с 
ее значением, вычисленным для среднего потенциала:

- К Ь Т ) ) ф  Qe(t)/(kT)^

нельзя пользоваться  соотношением (2 8 .5 ) ,  так что уравнение
(28.13) не м ож ет применяться к вычислению среднего по времени 
потенциала.

Близкие уравнения и выводы можно получить и для газов. Н е­
которое отличие св язан о  с тем, что в га за х  подвижны как отри­
цательные зар яд ы  (электроны), так и положительные (ионы). 
Мы, однако, на этом останавливаться  не будем.

Задачи к главе 4

1. На уровне Земли атмосфера состоит из 78%  азота и 22%  кислорода (по  
объем у). К аково процентное содерж ание этих газов на высоте, равной  
эффективной толщине атмосферы, если можно считать, что атмосфера на­
ходится в равновесии при температуре Т= 3 0 0  К?



Р е ш е н и е .  Эффективная толщина атмосферы по (26.6) при молярной м ассе  
воздуха Цв =  0 ,029 кг/моль равна

Н ьф ф = - ^ - =  8 ' 3 ' 3 0 0 ' 103 м =  8 ,7 5 -1 0 3  м =  8 ,7 5  км. 
эфф ы ?  2 9 -9 ,8 1

Концентрация на высоте Я Эфф по (26.3)

" о ,  =  п о % ( ° )  е -11о 11«'Я £фф/(е т >, n N i == n N , (0) е ^ м ^ э ф ф ^ П

О тсю да процентное содержание кислорода

, 0 , Ю0 «Оа(0 )
Ро, =  100

п о г +  п ы2 n 0 i  (0 ) +  / i N> (0 )  е ( l lN> и-о2) г / / Эфф/(/? г) 

100лО2 (0 ) j (0 ) 0*n, — !А0 ,)^г̂ эфф

no2 (°) +  

где использовано, что

(0) / ______kn 8 (Q)______ (Pn , — ^ог) *"»ФФ \

% 2(0) \ 1 +  " 0 3(°)  +  " N a(° )  j
=  2 0 %,

1*0, —  (*0, —  Ив£^зфф ('•N, 4 ^
RT  “  J T ~ =  ^  _  29

Процентное содерж ание азота

Р а =  ЮО —  p 0 i =  80 % .

2. В опыте П еррена используются частицы, с плотностью р = 2 ,6  г - с м _3 и 
диаметром 2 r = 0 ,1 мкм, взвеш енные в воде. К аково отношение концентра­
ции частиц на дне и на расстоянии 1 мм от дна при температуре Т =  
=  300 К?

Р е ш е н и е .  Эффективная масса частицы

7и' =  -^ -я / -? (р —  ро) =  8• 10—5 г .

Отношение концентраций равно

е"*'*нпьт) = е 2 =  7 ) 5 .

3. В плазме концентрация электронов и ионов равна п =  1012 см - 3 . Т ем пера­
тура ионов и нейтральных молекул  3 0 0  К. Оцените порядок толщины слоя  
объем ного заряда около зонда.

Р е ш е н и е .  По порядку величины толщ ина слоя объемного зар яда равна длине
Д ебая. В  данном случае

В =  Y es0kT/(e2n) =  } / e0fe77(e2/z) ^  7 мкм

(диэлектрическая проницаемость е = 1 ,  за р я д  электрона —  е = 1 ,6 - 1 0 - ’ 9 К л , е0 =  
=  8 ,8 5 -1 0 - 12 Ф/м, k =  1 ,38 -10 - 23 Д ж /К ).



РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ГИББСА

§ 29. Функция распределения
Максвелла — Больцмана

В § 20 было выяснено, что при отсутствии внешних полей функ­
ция распределения /, которая определяет среднее число частиц 
dN , находящихся в о б ъ ем е пространства импульсов dQ и объеме 
обычного пространства d t,  дается  выражением (2 0 .3 ) ,  которое для 
удобства  ссылок мы перепишем еще раз:

d 7 V =  /  d t  d 2  = -------------------- е- Р'/(2т0кг) d 2  d t .  (29 .1 )
(2nm0kT)3ft

Выясним теперь, к а к  выглядит равновесная функция распреде­
ления п р и  н а л и ч и и  с и л о в ы х  п о л е й .  В  этом случае рас­
пределение частиц в пространстве неоднородно и число частиц, 
находящихся в элементе объем а пространства dt, равно

« ( r ) d t ,  (2 9 .2 )

гд е  п ( г) — концентрация. Распределение по импульсам по-прежне­
м у  остается м аксвелловским , так  что вероятность dw того, что им­
пульс частицы заклю чен в dQ, определяется по (17.1) формулой

dW = ---------- ----------- e-pV(2m0»r > dQ. (2 9 .3 )
(2nm 0k T f 12

Число молекул dN, находящ ихся в объеме dx и обладающих им­
пульсом из dQ, м ож ет бы ть найдено умножением (29.2) на вероят­
ность соответствующего значения импульса (2 9 .3 ) ,  т. е.

d N = n ( r )  dt dW = ------ ^ ------Q-fnsmjtn dt da. (29.4)
(2Km0kT)3/2

Последнее вы раж ение отличается от (29.1)  только тем, что 
теперь концентрация не я вл я ется  постоянным числом, а меняется 
о т  точки к точке. П о скольку  зависимость концентрации от коор­
динаты в равновесном сл у чае  определяется распределением Больц ­
м ан а  (2 5 .1 3 ) ,  то соотношение (29.4) можно переписать в виде

diV =  п (Г1) е е" (Г1)/(ЙГ)-----------5----------е-еп(г)/<ЙГ) е -*'/<2/Мп d t  d2)
(2ят0*Г)3/2

(29 .5 )

г д е  n ( r i )  — концентрация молекул в некоторой точке гь a en(ri)  —  
их потенциальная энергия в этой ж е  точке.

Д р у гая  форма соотношения получится, если множитель, не з а ­
висящ ий от текущих координат г и импульса р, обозначить CN и 
объединить экспоненциальные множители:

d N = C N e~ l‘« <'>+№ .)!/(«-) d Td2_ (2 9 .6 )



Постоянный коэффициент CN равен 

CN =  n (r 1) e ^ ^ kT)-
(2 я  m0kT)3/2

Д л я  его вычисления необходимо знать концентрацию м олекул  
хотя бы в одной точке пространства. С ущ ествует другой способ о п ­
ределения этой величины, который часто более удобен.

Если известно полное число частиц N, находящихся в р а с с м а т ­
риваемой системе, то, поскольку интеграл от функции р асп р ед ел е­
ния по всем значениям импульса и координат должен быть р авен  
полному числу частиц, получаем уравнение, определяющее CN:

N =  CN J  e-(E»(r)+pV(2'”°)l/(W')dT d 2 .  ( 2 9 .7 )

Обычно его назы ваю т условием нормировки.
Таким образом, при наличии внеш них силовых полей равновес­

ная функция распределения имеет вид  (2 9 .6 ) ,  где константа о п р е­
деляется условием  (29 .7) .  Эта функция распределения объед и н яет  
в себе закон распределения М аксвел ла  в пространстве и м пульсов 
и закон распределения Больцмана в обычном пространстве и п о ­
этому носит название ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н и я  М а к с в е л ­
л а  —  Б о л ь ц м а н а .

§ 30. Распределение Гиббса как обобщение 
распределения Максвелла — Больцмана

В  дальнейшем нам придется все чащ е и чаще говорить о ч а с т и ­
цах, координаты которых заключены в интервале dt, а компоненты 
импульса —  в интервале dQ. Д л я  сокращ ения формулировок и в 
конечном счете для большей наглядности целесообразно в в е ст и  
представление о так  называемом ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  
частицы или ц-пространстве (мю -пространстве).

Под  ц,-пространством понимают шестимерное пространство, в 
котором по трем осям откладываются координаты частицы, а по  
трем остальным осям —  компоненты ее импульса. Положение т о ч ­
ки в шестимерном фазовом пространстве определяется ш естью к о ­
ординатами. Поэтому если говорят, что молекула находится в не­
которой точке фазового пространства, то это означает, что з а д а н ы  
пространственные координаты этой молекулы, а т ак ж е  ком понен­
ты ее импульса. Элемент объема в ^-пространстве, об озн ачаем ы й  
в дальнейшем dy, задается произведением дифференциалов в с е х  
его шесги координат, т. е.

dv =  cUd*/ dz йрх йру Арг = й х  d2 . ( 3 0 .1 )

И з сказанного вытекает, что когда частица находится в о б л а с т и  
обычного пространства dr, а ее импульс попадает в о б ласть  и м ­
пульсного пространства dQ, то это м ож н о выразить коротко, с к а ­
зав ,  что она находится в dy-области jx-пространства.



Полученное в предыдущем параграфе распределение М ак св ел ­
л а —  Больцмана с точки зрения введенного только что понятия дает 
среднее число молекул, находящихся в элементе фазового прост­
ранства dy, и формулы (2 9 .6 ) ,  (29.7) можно переписать в виде

d ^ = C Jv e - I,»(r)+" ,/(2'e«),/(*r ) dY,

N  =  C n  j  e_[^ <r)+jD,/<2,”0)i/(ftr) dy- (30.2)

Вместо того чтобы интересоваться средним числом частиц, на­
ходящ ихся в dy, иногда задаю тся  вопросом о том, какова вероят­
ность одной из них о к а за ть с я  в пределах этого объема. Соответст­
вующ ая вероятность d W равна

d W = d N / N  =  / d y /ЛГ.

Из написанного вы раж ения видно, что эта вероятность пропор­
циональна элементу фазового объема dy, т. е. величина w =  f/N  
имеет смысл плотности вероятности. Если подставить значение 
функции распределения М аксвел ла  — Больцмана и ввести обозна­
чение Cw =  Cn/N, то

d W = w (r ,  p ) d y =  d y = C a, e _[e"(r)+pV(2'”o)1/(ftr) dy,

или, учитывая, что е =  еп(г) +  р2/{2т 0) есть полная энергия моле­
кулы,

dW  =  w {r, p ) d y = C №e - s/<ftr)dy. (30 .3)

Постоянный множитель Cw определяется условием нормировки 
для плотности вероятности

| d W =  C w | е~Е/<и') dy =  1. (30.4)

Таким  образом, п л о т н о с т ь  вероятности М аксвелла  —  Больцмана 
задается соотношением (3 0 .3 ) ,  где постоянная Cw находится из 
условия нормировки (3 0 .4 ) .

Рассмотрим теперь вероятность d W ( r u pf, г2, р2) того, что мо­
л екула 1 попадет в элемент объема фазового пространства dyi, а 
молекула 2 —  в элемент dy2. Если взаимодействие меж ду ними 
пренебрежимо мало, то события независимы и тогда

d W {rx, pt ; r2, p2) = d l ^ ( r 1, p j ) d W (r2, p2) =

=  CW d y j -Сщ, dy2 dyi dy2.

М ож н о пойти д альш е и определить вероятность для всех N моле­
кул, составляю щ их газ.  Действительно, пусть в какой-то момент 
времени газ находится в таком состоянии, что первая молекула 
о к а з а л а с ь  в элементе фазового объема dyi, вторая —  в элементе 
d y 2, третья — в dy3 и т. д. до последней N, находящейся в э л е м е т е  
dyjv- Какова вероятность такого  состояния идеального газа?



Считая по-прежнему, что в идеальном га зе  движение всех мо­
лекул происходит независимо друг от друга (достаточно разрежен­
ный г а з ) ,  нетрудно убедиться, что общая вероятность

d W (rx, pj; г2, р2; ; г * ,  рлг) =

=  C ^ e _ ( S l + , 2 + " ' +£jV,/lw> dYx d Y 2 • ■ • dY^v.

Сумма энергий всех молекул есть полная энергия газа , т. е.

SI ~f~ S2~T • • • £Л '= $ (i'll Pli Г2> р2! • • • I rw» Pfif).
В дальнейшем будем писать просто df, не выписывая всех аргу­
ментов этой функции, но всегда подразумевая, что полная энергия 
является функцией координат и импульсов всех  N  молекул, входя­
щих в состав рассматриваемой системы.

Удобно такж е обобщить понятие фазового пространства и рас­
сматривать не ^-пространство, а п о л н о е  ф а з о в о е  п р о с т р а н ­
с т в о  всей системы (Г  —  гам м а-пространство).  Под фазовым про­
странством системы, состоящей из N частиц, понимается QN-мер- 
ное пространство, по осям которого откладываются 3N координат 
и 3N проекций импульсов всех составляющих систему частиц. Точ­
ка в фазовом пространстве определяет координаты и импульсы  
всех частиц и поэтому полностью определяет состояние системы. 
Элемент объема полного фазового пространства системы, обозна­
чаемый d r,  равен

d r =  d * !  d(/i dz , йрХ1 dp„] dp2i ■ ■ ■ d x^  йум dz N d p XN dpyN dp zN =

=  d t !  d2 !dT 2 d2 2 . . .  d T ^ d 2 Ar:= d Y i  dy2 • • • dy^- 

Введем еще новое обозначение для постоянного множителя
р  N ■

С " = е гц*т),

т. е., другими словами, определим величину F  соотношением

F  =  kT\n{CZ).
Теперь общая вероятность может быть записана в следующей 

форме, носящей название р а с п р е д е л е н и я  Г и б б с а :

d W V j ,  Pi! •••; rN, PN) =  e iF~ ^ m n  dT. (30 .5)

Следует подчеркнуть, что в отличие от распределения М а к св ел ­
ла —  Больцмана, говорящего о вероятности данного состояния для 
одной молекулы идеального газа, распределение Гиббса определя­
ет вероятность состояния всего газа в целом, т. е. всех его N  
молекул.

Внешне простая формула (30.5) скры вает  в себе столь богатое 
и глубокое содержание, что ее по праву м ож но назвать централь­
ным соотношением всей статистической физики равновесных со ­
стояний. Д ело  в том, что хотя нами эта формула была получена



для идеального га з а ,  но на самом деле, как  было показано Ги б­
бсом, она сп равед л и ва для любой системы.

При построении теории каж дого раздела физики обычно удобно 
выбрать какие-то немногие основные положения в качестве базы, 
позволяющей объяснить все относящиеся к этому разделу я вл е­
ния. Правильность основных положений устанавливается либо не­
посредственной экспериментальной проверкой, либо косвенно по 
соответствию всех  выводов, полученных на их основе, с опытом. 
Так, например, в механике роль основных положений играют з а ­
коны Ньютона. В  электродинамике за основные принимают группу 
уравнений, носящ их название уравнений М аксвелла. Аналогичным 
образом в статистической физике равновесных состояний за  основ­
ное положение м о ж е т  быть принято распределение Гиббса, и тогда 
все свойства систем, находящихся в равновесии, получаются как 
следствие справедливости этого распределения.

Распределение Гиббса, определяющее вероятность того, что 
равновесная система находится в одном из состояний, принадле­
жащих элементу объема фагового пространства системы dr, дается 
формулой ( 3 0 .5 ) ,  где & — энергия системы в состоянии из d r ,  
представленная как функция координат и импульсов всех частиц, 
составляющих систему, Т —  температура, F  — некоторая величина, 
носящая название свободной энергии и определяемая условием  
нормировки ( 3 0 .6 ) :

j  d r = e ™  j * e -w/<w) d r = 1  ( з о . б )

или
F = - k T \ n Z ,  (30.7)

где
z  =  J e-» / (« -)d r  (30.8)

—  величина, н азы вае м ая  и н т е г р а л о м  с о с т о я н и й .

§ 31. Пример одноатомного идеального газа

В качестве первого примера на применение распределения Гиб­
бса рассмотрим вновь одноатомный идеальный газ. Хотя в данном 
случае результат у ж е  известен, но наша цель —  показать, как рас­
пределение Г и бб са  применяется к конкретной задаче, и поэтому 
мы не будем принимать во внимание все результаты, полученные 
ранее, а используем только распределение Гиббса и сведения об 
устройстве рассм атриваем ой системы.

Если молекулы  идеального газа  общим числом N находятся в 
сосуде, из которого они не могут выйти, то можно считать, что они 
находятся в поле внешних сил, потенциальная энергия которых об­
разует ящик бесконечной глубины. Действительно, потенциальная 
энергия м олекулы  внутри сосуда постоянна и ее можно считать 
равной нулю; кроме того, чтобы извлечь молекулу, нужно затр а-



тпть бесконечно большую работу, так  что потенциальная энергия 
вне сосуда практически бесконечна.

При заданной температуре Т вероятность какого-либо со с т о я ­
ния газа из числа описываемых точками элемента фазового о б ъ е м а  
d l’ определяется распределением Гиббса (3 0 .5 ) .  Применить эту  
формулу к идеальному газу— это значит у к азат ь  значение величин 
& и F  для этого конкретного случая.

В идеальном газе  молекулы не взаимодействую т меж ду собой, 
поэтому полная энергия <£ равна сумме энергий отдельных м о ­
лекул:

Энергия молекулы равна сумме ее кинетической и потенциальной 
энергий, т. е.

где потенциальная энергия еП{ есть т а к а я  функция координат i-й 
молекулы, которая равна нулю внутри сосуда (ящика) и бесконеч­
на вне его. Таким образом,

Остается найти значение свободной энергии F, и тогда все в е ­
личины, определяющие распределение Ги ббса для данной конкрет­
ной задачи, будут известны. Поскольку свободная энергия просто 
вы раж ается  через интеграл состояний Z, то все сводится к вы ч и с­
лению последнего. Как в этой, так  и во всех  других задачах  с т а т и ­
стической физики именно здесь сосредоточены основные т р у д ­
ности.

По определению интеграла состояний (30 .8)  можно, используя 
свойство идеального газа, вы р аж аем ое формулой (31 .1 ) ,  написать

бУУ-мерный интеграл в (31.4) представляется в виде п рои зведе­
ния N шестимерных интегралов:

что и позволяет довести вычисления до конца. Действительно, в с е  
интегралы в (31.5) одинаковы и отличаются лишь обозначением

N

(31.1)

(31.2)

(31.3)

Z  =  J e-»/(‘ n d r  =  j - . . .  j eе-% кю

N
- У  *,/<«•)

dYi • • • (31.4)
N



переменных интегрирования, что, конечно, не сказы вается  на их 
величине. Таким образом,

Z  = : [ j  е~6,/(КГ) dYi (31.6)

Обозначим интеграл, стоящий в квадратных скобках преды­
дущего выражения, через 2  и вычислим его:

Г ньт\ , f  —(P^/(2m0) + e  ]/(*Г)
z =  Г dYi= Ге " d^dQi-

Представляя интеграл в виде

2 =  f e  dQi f e  11 (31.7)

сведем задачу к вычислению двух 3-мерных интегралов. Первый 
встречался при изучении распределения М аксвел ла  и был вычис­
лен, он равен (2пт окТ)^к  Это выражение следует из условия нор­
мировки для распределения М аксвелла, взятого в форме послед­
него уравнения (1 7 .1 ) .

Значение второго интеграла находится еще проще. Поскольку 
вне сосуда eni =  ° ° ,  то подынтегральное выражение вне сосуда р ав­
но пулю. Внутри eni = 0 ,  так  что подынтегральное выражение рав­
но единице. Таким образом остается интеграл по dti, взятый по 
объему сосуда, т. е.

[ d t t ==1/,

где V —  объем сосуда, содерж ащ его газ.
Таким образом,

Z  =  z N =  V N (2nm0kT )(3/2)ЛГ (31.8)
и, следовательно,

F = - k T \ u Z = - k T N In V  —  1и Г - ! - —  in (2л mjt)
1 2 ' 2

. (31.9)

Обратим внимание на то, что, как это хорошо видно из формулы
(3 1 .9 ) ,  свободная энергия F  является функцией таких переменных, 
как объем, занимаемый системой, и ее температура, по она же 
должна рассматриваться как постоянная величина, если иметь в 
виду зависимость от координат и импульсов отдельных молекул.

Таким образом, в распределении Гиббса для одноатомного 
идеального газа энергия определяется формулой (31 .3 ) ,  а свобод­
ная энергия —  формулой (31 .9 ) .  Зная распределение Гиббса, т. е. 
вероятность различных состояний системы, можно вычислить сред­
нее значение лю бых физических величин. В  следующей главе по­
казано, что большинство из них относительно просто находится 
непосредственно по свободной энергии системы F.

Чтобы лучше освоиться  со смыслом распределения Гиббса, рас­
смотрим следующий числовой пример. П усть имеется одиоатом-



ный газ, например гелий, с числом м олекул 1 0 20, занимающий при 
температуре 27° С объем V, равный 1 л. В  этих условиях газ м о ж е т  
считаться идеальным. Какова вероятность состояния, в котором 
все N молекул сосредоточатся в области сосуда, составляющей 0,1 
всего объема, причем их скорости имеют почти одинаковое з н а ч е ­
ние, а именно заключены в интервале от 300  до 301 м/с? О тв е т  
дается формулой (3 0 .5 ) .  В ней

d r  =  d t 1 d^! d t 2 d 2 2 • • • dT<v
причгм

d t 1 =  dT2=  . . .  =d'tAr =  0 , l l /,i.
a

dQ! =  d 2 2=  . . .  =d2A r =  4n/?2 d/7 =  4n u 2 dwwo,

где u =  300 м/с (или 301 м/с), d K = l  м/с, m 0 =  4 ,6 8 -1 0 - 2 7  кг, так что 
dQ =  1,17 • 10- 7 3  кг3 • м3 • с-3 .

Энергия данного состояния
N

ё =  p )l‘2m0)= N p ~ j(2m 0)--=2,l ■ 10~ 2 Д ж . 

i=i

Свободная энергия вычисляется по формуле (31 .9) .  В  данном 
случае ее удобно представить в форме

NkT

v  (2 л т 0й7)3'2

тогда экспоненциальный множитель в формуле Гиббса дает

е (Р-^)/(чт) = _ 1 _________ 1 е-фцьт)'
VN (2nm0kT)W 2)N

Множитель
(2nm0kT)3P

по аналогии с множителем V может рассм атриваться  как эф ф ек­
тивный объем в пространстве импульсов, доступный молекулам  
при температуре Т. Его числовое значение в данной задаче ес т ь  
4,27 • 10 - 3 2  кг3 • м3 • с-3 .

Окончательно получаем

d W = e lF~*;m *T) d r — ( M I V *v
Г 4Я1>2 d vm0,з . JV

( 2nm0kT )3 2̂

—9.%цьт)

Множитель (0,1 V /V )N=  10_лг соответствует  вероятности того, что 
все молекулы сосредоточатся в объеме ОДУ. Эта вероятность очень 
мала, как это у ж е было продемонстрировано в § 13. Второй с о ­
множитель

4лу2 d vm\ -|'V e _ ^ / (ftr)

(2лт0кТ)3/2 ]



определяет вероятность того, что скорости всех молекул окаж утся  
в рассматриваемом диапазоне. Он тоже очень мал. Из полученных 
результатов видно, что вероятность выбранного состояния ничтож­
на. Это объясняется тем , что общее число состояний системы, вкл ю ­
чающей в себя 1 0 20 частиц, необыкновенно велико (предполагает­
ся, что фазовый объем , приходящийся на одну частицу, для всех 
состояний один аков).

§ 32. Распределение Максвелла — Больцмана

Если принять распределение Гиббса за  основной постулат с т а ­
тистической физики равновесных состояний, то с его помощью 
легко получить распределение Максвелла по импульсам и распре­
деление Больцмана по координатам. При этом отпадает необхо­
димость в довольно длинных и не полностью обоснованных рас­
суждениях, которые привели к распределению М аксвелла —  Больц ­
мана в гл. 3 и 4.

Примем за си стем у одну единственную молекулу идеального 
газа. Фазовое пространство «системы» в данном случае совпадает 
с фазовым пространством одной частицы, так  что d r  =  dv- Д л я  в е ­
роятности данного состояния системы из одной молекулы по фор­
муле Гиббса получаем

d W = & {F~w m dy, (3 2 .1 )

где & =  р21 (2т 0) + е п(г) — энергия молекулы.
Выражение (3 2 .1 )  можно записать в виде, в котором ясно вид­

но, что оно совп адает  с распределением М аксвел ла  — Больцмана:

dW  =  C w е-р'нъпчьт) е~ г,,(>•)/(«') dT da> 

где постоянная нормировки CM= e F/(ftT) определяется равенством 

c w=  [j  e-P'/VmokT) d 2 . j* e—n(r)/<ft7'> 6 ^ ] - »  =

=  (2nm 0kT)3/2 Ц* e_£"/(Sr) d t  J \

Окончательное вычисление Cw может быть выполнено, если з а ­
дана потенциальная энергия молекулы. Так , например, когда мо­
лекула находится в ящике и нет других внешних сил, кроме сил, 
действующих со стороны стенок, то

j e - ' " /(*r) d t = K ,

где V — объем ящ ика, и

с 1_____ L
(2 я щЧТ)3'2 V '

Когда р ассм атривается  столб газа с площадью основания S  в  
поле тяжести Земли en =  m0gz, то



С.w
(2 яш0£Г)3/2 5 Я эфф

Возможно, приведенный пример недостаточен для того, чтобы  
убедить в целесообразности выбора распределения Гиббса в к а ч е ­
стве основы для построения статистической физики равновесных 
состояний, поскольку здесь были просто обращены все вы кладки, 
проделанные ранее и использованные для его обоснования. О д н ак о  
позднее, в частности в квантовой статистике, одна из форм р асп р е­
деления Гиббса будет использована для получения новых р е зу л ь ­
татов.

Предположим, что нас интересуют частицы настолько больших энергий, что 
их скорость близка к скорости света с. Естественно, что для определения с т а ­
тистических характеристик таких частиц распределение М аксвелла, которое не 
учитывает эффектов теории относительности, неприменимо. К аково ж е расп р еде­
ление частиц по импульсам при учете релятивистских эффектов? О твет л егк о  
получить с помощью распределения Гиббса.

Снова выбирая в качестве системы одну частицу, найдем

d w = С ц,е_Е/(А7') dQ dx .

Если частица находится в потенциальном ящике, то вне его энергия частицы  
бесконечна, а внутри определяется известной формулой Эйнштейна е = т с2, гд е  
m =  m o/V l  —  1/2; с 2 —  зависящ ая от скорости м асса  частицы, т0 —  м ассап о к о я .

В теории относительности импульс равен

р =  т v =  то V/ у 1 — i/2/c2.

В ы р аж ая  в последнем уравнении скорость через импульс, найдем

Р?____1)2 =  ■
т\ +  р 2/С 2

Если теперь подставить это в выражение для энергии, то получим последнюю к а к  
функцию импульса:

V m l с2/ 1  -  W2/C2 у  J  _  р2/[с2 +  р2 /с2 ) ]

Таким образом,

- т 0с а 1 /  1 + рЧ(т1с')ЦЬТ)
d W = C w e r  о dQ d t

внутри ящика и равна нулю вне его. П остоянная C w определяется вы раж ением

С  - -w ~  у
- т 0са| / ' ■ -” '~2

-1
\ +  р'Цт‘0с ’ )/(кТ)

U 4 Я р 2  d p

или

С™ —

-о - 1



где обозначено у = р ?/ (т02с2) . Интеграл
оо

/ =  (’ e- lm»'V(kT)\fTTyt

не может быть вычислен в элементарных функциях, но он зависит от единствен­
ного параметра t,= kT /(m 0c2) и на графике рис. 5.1 представлена соответствую ­

щая зависимость, полученная численным интег­
рированием.

В  обычно встречающихся случаях значе­
ние параметра мало ( £ < 1 ) ,  экспонента быстро 
убывает д аж е при небольших значениях у 
и поэтому, полагая в показателе степени

I 1 +  1/2 »  1 +  г/2/2,

находим 

/  ~ е" , С У ( П Т )  |* е - [ т 0 с»/(2*Г)]г/ а у 2  &у _

=  I ' 2 хс e~m̂ kr) / — У*1 =  / 2 Й е - 1̂  с8/2• 
\ ГПоС2 I

При больших значениях параметра ( ? > 1 )  экспонента заметно уменьшается 
лишь при значениях г/3> 1 и поэтому

/ ~ [ е-Ш.с'ПКГПу у2йу =  г ( —  ')3=2СЗ.
' V m0c2 j

О

Таким образом, из изложенного в настоящем параграфе сл е­
дует, что распределение Гиббса непосредственно приводит к рас­
пределению М аксвелла  —  Больцмана и с его помощью могут быть 
просто получены другие распределения, например распределения, 
учитывающие эффекты теории относительности.

§ 33. Равномерное распределение энергии 
по степеням свободы

В приложениях часто бывает важно знать среднее значение 
энергии системы или отдельных составляющ их эту систему м оле­
кул. О казы вается , что для среднего значения кинетической энер­
гии имеет место очень простое и удобное выражение, которое мы 
сейчас и рассмотрим.

Д о сих пор молекулы считались материальными точками, для 
которых кинетическая энергия

е к =  p 2/(2 m 0) =  ( p i  +  p i  +  p 2z )/{2 m 0).

В  гл. 3 с помощью распределения М аксвелла было найдено [см.
(17 .2 )]  < р х2>  = т 01гТ, так  что для среднего значения кинетической 

энергии, соответствующ ей движению вдоль оси х, получаем

(вкх) =  (р1) /(2т0) =  1гГ/2. (33.1)



Точно такие ж е  равенства имеют место н для кинетической энергии 
движения вдоль осей у и z:

(33 .2)

(33 .3)

Формулы (33 .1 ) ,  (33.2) могут быть истолкованы таким образом, 
что на каж дую  степень свободы частицы приходится одна и та ж е  
средняя кинетическая энергия, равная /г772. У  материальной точ­
ки обладающей тремя степенями свободы, среднее значение кине­
тической энергии равно 3/2kT. Этот результат является  частным 
случаем очень общего правила, по которому на каждую степень 
свободы любой классической системы, находящ ейся в равновесии, 
приходится средняя кинетическая энергия, равная  /г772.

Так, например, если рассматривать газ ,  состоящий из много­
атомных молекул, то последние должны считаться  не материаль­
ными точками, а скорее твердыми телами, обладающ ими хотя н 
малыми, но конечными размерами. Общее число степеней свободы 
твердого тела равно шести. Действительно, положение центра м асс 
твердого тела задается  тремя координатами, что соответствует 
трем степеням свободы поступательного движ ения, а его положе­
ние при вращении вокруг центра масс определяется  тремя другими 
координатами, в качестве которых обычно используются углы 
Эйлера. Угловые координаты характеризуют три дополнительные 
вращательные степени свободы. Таким образом , средняя кинетиче­
ская энергия поступательного движения молекул газа равна 
N (3/2)kT  и такая ж е энергия соответствует их вращению, так что 
общая средняя кинетическая энергия равна

Полное доказательство теоремы о равнораспределении кинетиче­
ской энергии по степеням свободы о казы вается  довольно громозд­
ким и поэтому вынесено в приложение 3.

В  общем случае результат, полученный для кинетической энер­
гии, не имеет места для энергии потенциальной. О днако для упру­
гой потенциальной энергии, являющейся квадратичной функцией 
координат, среднее значение тож е равно /г772 на каж дую  степень 
свободы, соответствующую определенной координате. Так, напри­
мер, в случае одномерного движения вдоль оси х  упругая потен­
циальная энергия

где к — ж е с т к о с т ь ,  и среднее значение потенциальной энергии 
есть

( ек) =  67V (kT/2) =  3 N k T .

е„ =  кх21 2,

{ s „ ) = K { x 2)/2  =  kT/2. (33 .4)



Д л я  трехмерного случая может быть

ц _  * 1*2 I К2у2 , *3*2 
~~ 2  2  2  ’

( U ) = 3 k T / ‘2.

Теорема о равномерном распределении энергии по степеням 
свободы яви л ась  очень крупным успехом классической статисти­
ческой физики, однако при сопоставлении с опытом она ж е  пока­
зала, что кл асси ческая  статистика имеет ограниченное примене­
ние. Действительно, ее применение позволило просто объяснить 
различие в теплоем костях одноатомных, двухатомных и многоатом­
ных идеальных газов .  Поскольку внутренняя энергия идеального 
газа  есть среднее значение кинетической энергии его молекул, то, 
по теореме о равномерном распределении,

U  =  N  (i/2) kT, ( 3 3 .5 )

где i —  число степеней свободы молекулы. Одноатомному газу  
следует приписать три степени свободы на атом, так как полож е­
ние атома определяется тремя координатами. Положение д вух­
атомной м олекулы  в пространстве можно указать, зад ав  полож е­
ние ее центра м а сс  (три степени свободы) и два угла, определяю­
щие направление ее оси в пространстве (еще две степени свобод ы ). 
Таким образом, для двухатомной молекулы i равно пяти. Наконец, 
многоатомная молекула, если ее рассматривать как небольшое 
твердое тело, о б л ад ает  шестью степенями свободы, из которых три 
соответствуют поступательному движению, а три —  вращ ательно­
му. Дополнительную по отношению к двухатомной молекуле сте­
пень свободы м ож но рассматривать как соответствующую углу по­
ворота вокруг оси, направление которой задано двумя другими ко­
ординатами.

Соотношение (33 .5)  в целом ряде случаев хорошо согласуется 
с экспериментом, что как будто подтверждает справедливость 
теории. Б олее внимательное рассмотрение вопроса, однако, пока­
зывает, что если бы теорема о равномерном распределении энергии 
по степеням свободы  была безоговорочно справедлива, то совп а­
дения с опытом не могло бы быть. Д л я  того чтобы убедиться в 
этом, достаточно, например, учесть, что атомы состоят из ядра и 
движущ ихся вокруг него электронов. Если учесть степени свободы, 
относящиеся к отдельным электронам, то средняя кинетическая 
энергия атом а д ол ж н а  была бы оказаться  значительно больше.

§ 34. Флуктуации в измерительных приборах

С целыо проиллюстрировать общность распределения Гиббса 
покажем, к а к  оно позволяет просто решить очень важный в прак­
тическом отношении вопрос о флуктуациях показаний измеритель­
ных приборов. Начнем наше обсуждение со случая простейшей 
механической системы, изображенной на рис. 5.2. Система пред­



ставл яет  собой м ассу  т, укрепленную на пружине с ж есткостью  
k, и является моделью многих измерительных приборов. Так , н а ­
пример, гальванометр состоит из стрелки (м ассы )  и спиральной 
пружины, возвращ аю щ ей стрелку в положение равновесия. В  а н а ­
литических весах  м асса  подвижной системы  возвращается в по­
ложение равновесия силой тяжести, момент которой о казы вается  
пропорциональным величине угла, характеризую щ его отклонение 
от положения равновесия, т. е. в этом см ы сл е момент силы т я ж е ­
сти аналогичен упругой силе пружины. М ож н о привести и другие 
примеры.

Уравнение движения пружинных весов, изображенных на рис. 
5.2, имеет вид

m z '  =  —  k z ' —  t \ z ' -\-F m g  ( 3 4 . 1 )

(здесь  z '  —  координата массы т ,  — k z '  —  упругая сила пружины, 
— г\z' —  сила трения, возникающая при движении массы в окр у ­
жающ ей ее среде, F  —  измеряемая внешняя сила, m g —  сила т я ж е ­
сти, действующая на массу).  Если система находится в покое, т о  
z '  =  z ' = 0  и из уравнения (34.1) следует

z'o={mg-\-F)jK'.
Координата z0'  соответствует равновесию массы  под действием 
приложенных к ней сил.

Д л я  дальнейшего удобно ввести координату z —z'— Zo', х а р а к т е ­
ризующую отклонение от положения равновесия, тогда уравнение 
движения принимает вид

m z  ~ f  T ]z  - ( -  k z  =  0 .  ( 3 4 . 2 )

Д л я  рассматриваемого здесь вопроса о флуктуациях, т. е. о  
беспорядочных тепловых колебаниях у к а за т е л я  пружинных в е с о в  
т, первостепенное значение имеет сл агае м о е r\z в уравнении ( 3 4 .2 ) .  
Это слагаемое описывает взаимодействие у к азат ел я  отклонения с 
окружающей средой, которое в общих чертах состоит в том, что 
молекулы среды, находящиеся в тепловом 
равновесии при некоторой температуре Т, 
все время бомбардируют указатель. В  ср ед ­
нем все направления ударов равновероят­
ны, поэтому среднее показание весов равно 
нулю: < z >  =  0. Если указатель приведен в 
движение, то встречные удары начинают 
превалировать и м асса  испытывает проти­
водействие своему движению, описываемое 
членом с силой трения —  r]i. Когда весы н а ­
ходятся в равновесии, то компенсация у д а ­
ров осуществляется лишь в среднем. П о ­
скольку в какой-то момент результат б о м ­
бардировки весов молекулами среды с од- Рис. 5.2



ной стороны м о ж е т  оказаться  больше, чем с противоположной, а в 
следующий —  наоборот, то внимательное наблюдение должно об ­
наружить непрерывное беспорядочное движение указателя, так  что 
лишь в среднем его координата z равна 0. Величину отклонений, 
т. е. величину флуктуаций, принято характеризовать средним зн а­
чением квадрата отклонения от положения равновесия < z 2> .

С точки зрения статистики задача о весах  аналогична задаче 
о большой молекуле с массой /и, находящейся в поле упругой силы 
с потенциальной энергией кг2/2 , равной потенциальной энергии 
сжатой пружины. З а  счет контакта со средой весы находятся в 
тепловом равновесии при температуре Т. Их состояние можно о х а ­
рактеризовать положением указателя (координатой z) и его им­
пульсом (m z). П о Гиббсу, вероятность того, что указатель нахо­
дится в промежутке dz и обладает импульсом в интервале A (m z), 
дается выражением

ской и потенциальной энергий.
Величина флуктуаций определяется общим выражением

но в данном сл у чае ее легче вычислить, воспользовавшись теоре­
мой о равномерном распределении энергии по степеням свободы. 
Действительно, д ля  потенциальной энергии выполнены условия, 
оговоренные в предыдущем параграфе, и поэтому

ройств ограничена тепловыми флуктуациями. Предположим, что на 
входе усилителя с большим коэффициентом усиления стоит колеба­
тельный контур так , как это показано на рис. 5.3. На первый к а с ­
кад  усилителя с обкладок конденсатора колебательного контура 
подается напряжение U, связанное с зарядом Q соотношением

( кг°- > 
2

J L . ( Z* ) = * L ,  т . е . { г * ) = к Т / к .  (34 .3)

R

L
и

Числовые оценки показывают (см. з а ­
дачу 1 к настоящей гл аве),  что в ре­
ально осуществимых механических си­
стемах величина флуктуаций очень 
мала, так что они лишь в исключитель­
ных случаях могут влиять на точность 
измерения.

Рис. 5 .3

Совсем другое положение имеет м е­
сто в электрических измерительных 
цепях, где сплошь и рядом чувстви­
тельность приемно-усилительных уст-



где С —  емкость конденсатора. Если с д е л а т ь  коэффициент усиле­
ния достаточно большим и подать выходное напряжение на осцил­
лограф, то окаж ется, что на экране будут наблю даться беспорядоч­
ные колебания, представляющие собой тепловые флуктуации напря­
жения на конденсаторе.

Уравнение, описывающее поведение колебательного контура, 
имеет вид

/ # - ! - £ / = _ £ —  (3 4 .5 )
d t

и означает, что сумма напряжения на конденсаторе и падения н а ­
пряжения на резисторе с сопротивлением R равна действующей в 
контуре э. д. с. самоиндукции катушки с индуктивностью L. Учиты- 
тывая, что ток I в контуре связан с зарядом  конденсатора соотно­
шением

-^ -  =  1, (3 4 .6 )
d t

можем уравнение (34.5) переписать в виде
^  _d2Q_ ! Q _ о

d/2 ' dt С

где принято во внимание соотношение (3 4 .4 ) .
Бросается в гл аза  аналогия написанного уравнения с уравнени­

ем (34 .2) .  Эта аналогия имеет глубокий см ы сл . Член с сопротивле­
нием R играет такую ж е роль, как и соответствую щ ее слагаем ое с 
коэффициентом трения в (34 .2 ) ,  т. е. именно им обусловлено в з а и ­
модействие электрических колебаний в контуре с тепловым д в и ж е ­
нием атомов кристаллической решетки материала, из которого 
изготовлен резистор. Атомы решетки образую т термостат, и за счет 
их столкновений с электронами последние приходят в состояние 
беспорядочного хаотического движения. Есл и  большее число э л е к ­
тронов начинает двигаться в одном направлении, то конденсатор 
заряж ается  в соответствии с этим направлением тока. В сл ед у ю ­
щий момент времени большее число электронов движется в об р ат ­
ном направлении и конденсатор п ерезаряж ается . Таким образом , 
непосредственной причиной появления электрических флуктуаций 
являются случайные движения электронов в резисторе, вызванны е 
взаимодействием с термостатом (кристаллической решеткой).

Состояние электрических колебаний в контуре задано, если и з ­
вестны величины заряда Q (координата) и тока I (скорость). П о л ­
ная энергия контура в некотором определенном состоянии равна 
сумме электрической и магнитной энергий:

—  , ( 3 4 .8 )
2 С 2

где электрическая энергия Q2/(2C) аналогична потенциальной 
кг2/2, а магнитная энергия 1/2/2 —  кинетической mz2/2. По п р и н- 
ц и п у Г и б б с а ,  вероятность того, что заряд конденсатора в конту-



ре имеет значение в интервале Q-±-(Q +  dQ ), а ток —  в интервале 
между  /-ь/-\-dI, определяется распределением Гиббса

d W = e (F~ ^ )/(kr) d r ,  (34 .9)

где вместо $  следует подставить (34 .8 ) ,  a dT =  dQd/.
Теперь можно вычислить среднеквадратичное напряжение на 

конденсаторе:

<£/2) =  <Q2)/C2,

где среднее значение < Q 2>  определяется с помощью распределе­
ния Гиббса (34 .9)  или еще проще с  помощью теоремы о равномер­
ном распределении энергии по степеням свободы:

(Q 2)/(2C ) =  £772.

Из двух последних соотношений вытекает, что

<U 2) = k T / C . (34 .10)

Формула (34 .10 )  дает  ответ на вопрос о величине флуктуаций, 
но ее удобно несколько преобразовать, выразив емкость через со ­
противление и полосу пропускания контура. Используя методы 
электротехники, можно показать, что

1/С — 4  ZflAv,

где Av —  ширина полосы частот, на которые настроен контур, а 
zr =  L /(R C ) — его активное сопротивление на резонансной частоте. 
Таким образом, основное соотношение, связы ваю щ ее среднее зн а­
чение квадрата тепловы х флуктуаций напряжения с температурой 
и параметрами цепи, имеет вид

(U 2) = 4 k T z RAv.

Так, например, в приемнике с полосой пропускания A v = 1 0  кГц, 
работающем при нормальной температуре 7’= 3 0 0  К и обладающ ем 
входным активным сопротивлением 2 Я = 1 0  кОм, среднеквадратич­
ное значение напряжения шума равно

V W )  =  У  4kTzRto ~  1,2 мкВ.

Если входной сигнал меньше этого значения, то его невозможно 
различить на фоне беспорядочных тепловых колебаний.

§ 35. Реальный газ

В качестве другого примера рассмотрим применение распреде­
ления Гиббса к реальному газу, т. е. к газу, в котором учитывается 
взаимодействие м еж д у  составляющими его атомами или молеку­
лами. Хотя точно решить эту задачу не удается, однако д а ж е  при­
ближенный подход позволяет, как это будет видно из дальнейшего 
(см. § 4 2 ) ,  получить ряд интересных результатов.



Энергию системы взаимодействующих атомов можно зап и сать  
в виде

r=2 /̂(2w°)+V2 (3 5 .1 )
1±Ъ

Рис. 5.4

где Ei —  потенциальная энергия i-ro  атома в поле внешних сил, 
а е,* —  потенциальная энергия взаимодействия i-ro  и /г-го атомов. 
С умма берется по всем значениям i и k, не равным друг другу. М н о ­
житель 7 г учитывает, что в сумме по i и k анергия взаимодействия 
каждых двух атомов записывается д ва  раза . Так , .например, эн ер ­

гия взаимодействия третьего и пято­
го атомов входит один раз в форме 
члена е35 , а второй раз —  в виде 65 3 .

Свойства реальной системы за ви ­
сят от энергии взаимодействия е<ь, 
которая, в свою очередь, является 
достаточно сложной функцией от 
расстояния меж ду атомами г,й. К а ­
чественно характер этой функцио­
нальной связи иллюстрируется рис.
5.4. Смысл графика может быть по­
яснен следующим образом. На боль­
ших расстояниях друг от друга ато­
мы практически не взаимодейст­
вуют между собой, и энергия е,л м ож ет быть принята равной нулю. 
На меньших расстояниях проявляются силы взаимного п р и тяж е­
ния, стремящиеся сблизить атомы. П оскольку  эти силы соверш аю т 
положительную работу, то это означает, что взаимная потенциаль­
ная энергия атомов уменьшается, т. е. становится отрицательной. 
Н а очень малых расстояниях, когда начинают заметным обр азом  
перекрываться электронные оболочки атомов, проявляются си лы  
отталкивания, которые очень быстро увеличиваются по мере у м ен ь­
шения пн. Д л я  сближения атомов теперь нужно приложить зн а ч и ­
тельные внешние силы, которые соверш аю т положительную р а б о ­
ту, т. е. увеличивают энергию е<й. Д л я  упрощения приводимых ни­
ж е  вычислений удобно заменить реальную  зависимость е,-ц(г«) 
приближенной, показанной на рис. 5.4 пунктиром. Величина Ь0 с о ­
ответствует минимально возможному расстоянию меж ду атом ам и  
и, следовательно, может рассматриваться  к а к  диаметр «ж е ст к о го »  
атома. Параметр Л 0 имеет смысл работы, необходимой для того , 
чтобы отделить один атом от другого, а величина а0 м ож ет интер­
претироваться как «радиус действия» сил притяжения. Выбор п а ­
раметров bо, Л 0 и а0 в какой-то мере произволен и ограничен л и ш ь 
требованием, чтобы реальная и аппроксимирующая зависим ости  
были по возможности близки друг к другу.

Д ля того чтобы распределение Ги ббса могло считаться и зв е с т ­
ным, достаточно вычислить свободную энергию F  или, что по с у щ е ­



ству эквивалентно, интеграл состояний Z, который при учете (35.1) 
имеет следующий вид:

-  [ V  р2.Ц2т0) +  ■/. V  * /й+ V  .,•]/(«■)

Z  =  | Q~cS/(kT) < j r =  j* e ' ' * *  ' d r .  (35 .2)

Первая сумма в п оказателе степени при экспоненте зависит только 
от импульсов, а вторая и третья —  только от координат, поэтому
(35.2) разбивается на д в а  интеграла —  по импульсам и по коорди­
натам:

-  V  p2/(2m 0 )/ (W )  -  ( V .  V  +  е г )/(Й Г)

Z  =  j e  ‘ d p ! . . .  dp/v • j e  1 d iv-.dryy.

Интеграл по импульсам совпадает с вычисленным для идеаль­
ного газа (см. § 31) .  Он равен

-  V  р Ь (2 т<,кТ)*
j1 е ‘ d p ! . . .  d p N = {2 n m 0kT y/iN.

Остановимся более подробно на интеграле по координатам. 
Если газ находится -в сосуде объемом V, то энергии е* так же, как 
это делалось для идеального газа, можно считать равными нулю 
внутри сосуда и бесконечными вне его, так что вне сосуда экспонен­
та равна нулю. Таким образом, интеграл фактически берется толь­
ко по объему сосуда, и тогда все ег следует считать равными нулю. 
Интеграл -принимает вид

-  (1/2У  */*)/(»П 

J n —  |* • • • ® 1 * d r i . . .  dryv- (35.3)
V V

Пусть объем V настолько велик (концентрация настолько мала),, 
что очень редки события, состоящие в «слипании» трех атомов и 
более, тогда (35 .3)  приближенно можно вычислить следующим об­
разом. Зафиксируем координаты (N— 1)-го атома и проведем ин­
тегрирование по координатам последнего с номером N. Когда атом 
Л' находится от остальны х атомов на расстоянии, большем радиуса 
сил притяжения, потенциальная энергия равна нулю, так что экс­
понента равна единице и в результате интегрирования получается 
объем сосуда за вычетом объема сфер притяжения всех остальных 
атомов. Когда ж е  N -й атом находится в сфере притяжения, то экс­
понента равна постоянной величине exp (A0/kT) и интегрирование 
дает объем всех областей, где ещ =  — А 0, умноженный на 
exp (Ao/kT). Таким образом, пренебрегая пересечением сфер при­
тяжения, после интегрирования по координатам iV-ro атома полу­
чаем



=  1/
[ 1 +

(JV — 1)8
К

(.35.4)

гд е
8 = ----- L n fl»_(_e 4„/ (*r)JL n (rtg _ ftg )  =

3  3

=  — л  (a o  — fro) ( а Л»/(*г ) —  1 ) —  —  fr30 ,
3  3

(35.5)

a J n—\ —  аналогичный интеграл, но для (N— 1 ) -го атома. Оценивая 
его таким ж е образом, найдем

(N  — 2) 8
Удг- 1  =  1/ 1-1-

V
J n -2 -

Теперь у ж е ясно, что для (35.4) справедливо выражение

J n ^ V n
1 +  (уУ—  1) S 

V 1+ (N — 2 ) 5  

V
. (35.6)

Если прологарифмировать (35 .6)  и учесть, что м ал ая  вероятность 
«слипания» трех атомов и более имеет место лишь при условии 
малости отношения (N— 1)6/У, то

1 + (N  —  1) 5

V
(N — 1)8 

V

и аналогично для остальных членов, так что
N - 1 N — 1

1пУлг=1П( ^ )  +  ^ ] 1 п ( 1 +  J 5 L ) ~ l „ ( l / ^ )  +  2 ] - ^ .
т = 0 т  =  0

Сумма в последнем равенстве представляет собой сум м у N членов 
арифметической прогрессии, так  что

1пУ^ =  1п(1/^) +  Л^(Л7-  1) 8/(21/)
и, следовательно,

J N = y N  & N ( 1 V - 1)5/(210.

Таким образом,
Z  =  {2nm 0k T f N/2 V  (35.7)

и свободная энергия реального газа  (вычисленная в предположе­
нии, что «объем взаимодействия» N8, в котором проявляю тся силы 
притяжения, много меньше, чем общий объем, занимаемый газом) 
определяется формулой

F = - k T \ n Z  =  - k T \n [{2nm Qk T Y N^ V N o.N^ r- ^ 1 ^ ) ,
или

F =  - k T N  \—  l n r - f - l n  1/ -Ь +1п(2л/?г0/?)3/Л. (35.8)
2 > 1 2V"

11-1.



П оследнее выражение отличается от формулы для свободной энер­
гии идеального одноатомного газа (31.9) членом с отношением 
81V. Д л я  газа , состоящего из многоатомных молекул, все рассуж ­
дения сохраняются и необходимо лишь заменить член (3/г)£7 на 
(i/2 )kT , где i —  число степеней свободы молекулы.

Задачи к главе 5

1. Определить величину флуктуаций указателя весов, которые обладают чув­
ствительностью 10 мм на миллиграмм при Т =  300 К.

Р е ш е н и е .  Д л я  среднеквадратичного отклонения по теореме о равнораспреде­
лении энергии имеем

V< =  У  kT/у,

где у  —  «ж есткость» возвращ аю щ ей системы. Поскольку у весов в равновесии 
m g= \ z, то

m g  1 0 -6  к г - 9 , 81 м с - 2
v = -------- -  ---------------------------------------  к  10—3 к г - с —2,

г 10—2 м

т. е. в данном случае

У ( г 2 )  =  2 нм.

Ф луктуации имеют значение порядка десятка межатомных расстояний.
2. На входе усилителя стоит резонансный контур с емкостью С =  1000 пФ. 

К акова  предельная теоретическая чувствительность такого усилителя? 
Принять Г = 3 0 0  К.

Р е ш е н и е .  П о формуле (34 .10) имеем

V iU i)  =  V W jC  =  2 мкВ.

Г Л А В А  6

СВЯЗЬ СТАТИСТИКИ
С ТЕРМОДИНАМИКОЙ

§ 36. Уравнение состояния

Н аряду со статическим методом в физике тепловых явлений 
широко используется т е р м о д и н а м и ч е с к и й  подход. В  нем с 
помощью ряда эмпирически установленных закономерностей дела­
ют выводы о тех или иных частных свойствах систем. Естественно, 
что статистический и термодинамический методы тесно связаны 
м еж ду собой. Цель настоящей главы показать эту связь. Мы нач­
нем с у р а в н е н и я с о с т о я н и я  системы.

Уравнением состояния назы вается  зависимость давления Р от 
объема V и температуры Т:



Для идеального газа уравнение состояния, носящее название у р а в -  
н е н и я  К л а п е й р о н а  —  М е н д е л е е в а ,  хорошо известно и 
имеет вид

р  М  R T

V  '
36.2)

его молярная масса, Rгде М —  масса идеального газа, |х 
мольная газовая постоянная.

Пользуясь понятием свободной энергии, можно получить общ ую  
форму уравнения состояния, спра­
ведливую для любой системы, а не 
только для идеального газа.

Предположим, что имеется со ­
суд, содержащий рассматриваемую 
систему, например жидкость или не­
идеальный газ. Пусть координата 
одной из стенок сосуда, перпендику­
лярной оси Ох, имеет значение х.
График зависимости потенциальной 
энергии одной из молекул системы 
от координаты х  имеет вид, пока­
занный на рис. 6.1. Действительно, 
на молекулу i, находящуюся в точ­
ке Xi вблизи стенки, действует со
стороны последней отталкивающая сила, равная / / .  Чем ближе 
молекула подходит к стенке, тем большую работу  нужно совершить, 
чтобы преодолеть отталкивание, и тем выше потенциальная энер­
гия молекулы в поле отталкивающих сил. Обозначим потенциаль­
ную энергию молекулы через еп. Очевидно, что еп зависит только 
от взаимного расстояния стенки и молекулы, т. е.

е„ =  е„ (* -■ * /)•  (36.3)

Из рис. 6.1 видно, что при перемещении омолекулы из точки х\ в 
точку JCj-rdXi, когда отталкивающая сила совершает работу

dA =  /-dJt , :, (36.4)

потенциальная энергия уменьшается, т. е. изменяется на величину
d£„

Рис. 6.1

d£„ =  sn( ^ ) - en(-^ +  dA:/ ) =

так что из сравнения (36.4) и (36.5) вытекает
df„

dJC„
dxi

36.5)

/ /  = d xi

Нас будет больше интересовать сила / г-, с которой t-я молекула 
действует на стенку. Поскольку, по третьему закону Ньютона, f/  =



или, учитывая характер зависимости потенциальной энергии от ко­
ординат х  и Xi по (36.3),

f i  =  - ^ = ------(36.6)
а х  i а х

Для общей силы, с которой все молекулы системы действуют 
на стенку, можно написать

N  N

' ен(л: —
1-1 Т^Т

; v ] \

/ - V V
dx ^

а для среднего значения этой силы

( П  =
N

d V I
Ах V е„ (■«-■«,) e ( F - W H * T )  d p

Последнее выражение эквивалентно следующему:

( / = ■ ) = -  Г J * _ e(y'“ * )/(*7') d r .  (35.7)
J d*

Действительно, энергия системы равна
N  N  2

& —  e» ( x ~ x i )4“ -7Г-------Ь^н.нз+^н.вн» (36.8)
JmaL swii lm»ii=l i=l

где первое слагаемое представляет собой потенциальную энергию 
взаимодействия со стенкой, второе —  кинетическую энергию моле­
кул, а остальные —  соответственно потенциальные энергии взаимо­
действия молекул между собой З ’п.вз и с полем внешних сил Ifп .вз. 
Последние три слагаемых не зависят от координаты х  стенки, так 
что после дифференцирования (36.8) получаем

Л'
dft
dx dx

Г= i
Давление — это сила, действующая на стенку, отнесенная к еди­

нице площади, поэтому

P = S £ L =  -  Г dFi (36<9)
S J S d - v

Произведение Sdx равно изменению объема системы AV при пере­
мещении стенки сосуда на dx, что позволяет переписать (36. 9) в 
виде

/> -  \ — -  e (/v“ </) (W) d r .  (36.10)
)  d V



Значение интеграла (36.10) проще всего получить, исходя из 
условия нормировки (30.6), которое мы выпишем еще раз:

1 =  ^ e('Mf>/<«-)dr. (36.11)

Дифференцируя последнее соотношение по объему и учитывая, что 
от объема (координаты стенки) зависят энергия '£ и свободная 
энергия F, найдем

0 =  Г e(/f-r<f)''(ft7') _ L  ------с1Г.
J kT \ oV dVJ

После сокращения на 1 l(kT ) можно переписать полученное усло­
вие в виде

d r = ( c ( f - y )/(*?•) d r  
dV )  OV

Поскольку свободная энергия не зависит от переменных интегриро­
вания, то

drr^ J ^ L  Се (г-Ш *т ) d r  ... dF
dV dV  J OV

где использовано условие нормировки (36.11). Таким образом, если 
известна свободная энергия как функция объема и температуры, то 
уравнение состояния вычисляется по формуле

(36.12)
0 V  ' v

В предыдущей главе была определена свободная энергия одно­
атомного идеального газа. По (31.9) она равна

F  =  — kTN [In V  +  3/2 In F \- 1ч (2лmQk)*!*\,

Используя основное соотношение (36.12), находим уравнение с о ­
стояния

P - ^ k N T / V .

Если принять во внимание, что общ ее число молекул N вы раж ает­
ся через массу газа, его молярную массу и постоянную Авогадро 
Л'л, так что N =  Na M/ii, то приходим к уравнению Клапейрона — 
Менделеева (36.2). Аналогичным образом можно найти уравнения 
состояния для жидкости или неидеального газа, если известна их 
свободная энергия.

§ 37. Термодинамический смысл 
свободной энергии

Свободная энергия, формально введенная выше через статисти­
ческую сумму, имеет определенный физический смысл. Для выясне­
ния его рассмотрим некоторую систему в изотермическом процессе, 
т. е. при r = c o n s t .  В начальном состоянии свободная энергия име­



л а  одно значение, соответствовавшее начальному объему, а в конеч­
н о м —  другое, соответствующее конечному объему, но той же самой 
температуре. При бесконечно малом изменении объема изменение 
-свободной энергии равно (учтено, что Т =  const и, следовательно, 
< ^ = 0 )

d F =  —  dV. 
d V

В  силу (36.12) это можно переписать в виде

d F =  - P i V .

Поскольку известно, что

\ Р дУ  =  &А,

где dA —  работа, совершаемая системой при бесконечно малом 
расширении на dK, то оказывается, что dF =  — dA. Интегрировани­
ем  последнего равенства легко показать, что и для конечных изо­
термических расширений

A F =  — А А.

Свободная энергия относится к числу ф у н к ц и й  с о с т о я н и я ,  
т. е. функций, значение которых определяется состоянием системы 
(занимаемым ею объемом и температурой) и не зависит от того, 
каким образом система пришла в это состояние. В связи с этим 
мож но сказать, что свободная энергия F  — это такая функция со­
стояния, изменение которой в изотермическом процессе равно ра­
боте, соверш енной системой, но взятой с обратным знаком.

§ 38. Уравнение Гиббса — Гельмгольца

При дифференцировании условия нормировки по объему полу­
чилось важное соотношение, приводящее к уравнению состояния. 
Аналогичным образом дифференцирование условия нормировки по 
температуре дает столь же важное уравнение, носящее название 
у р а в н е н и я  Г и б б с а  —  Г е л ь м г о л ь ц а .  После дифферен­
цирования (36.11) по Т получаем

0 =  С е(/'-*)/(*г) _а_ ( Г.- Ц  d r =
J дт \ kT I

„(/=■-$)/(«') / _ L  I L .  _  F — % \ flr
\ kT дт kT1 j

Если умножить обе части равенства на kT2 и правую часть пред­
ставить в виде суммы интегралов, то

е(/ '-»)/(*г) -d r _  r / ? e (^ -* ) / ( « - )d r _|_ f  g e ( f - « )/(*n dr.



Вынося множители Т -----  и F, не зависящие от переменных интег­

рирования, за знак интеграла и используя значение интеграла нор­
мировки, найдем

Т —  — F  +  [ ё е (Р~ юпкГ)йГ =  0. (38.1)
дт J

Интеграл в последнем выражении представляет собой  среднее 
значение энергии различных состояний системы. Эта величина на­
зывается в н у т р е н н е й  э н е р г и е й  системы и ее обозначают U, 
т. е.

£ / = ( « >  =  j  Ше</г-£ )/(ЙГ) d r .

Из (38.1) тогда следует

U = F - T  —  . (38.2)
дт v

Таким образом, внутренняя энергия есть функция состояния, рав­
ная среднем у значению энергии системы, и ее значение может быть 
определ ено через свободную энергию  с помощью уравнения Гиб­
б с а — Гельмгольца  (38.2).

Уравнение Гиббса —  Гельмгольца справедливо для любой си­
стемы. Применим его в виде примера к одноатомному идеальному 
газу. Подставляя в (38.2) свободную энергию, определяемую вы­
ражением (31.9), найдем

U = F  — T —  =  —  kN T  (38.3)
дТ  2

или, иначе,

U = —  —  N kkT =  —  —  RT. (38.3')
2 jx 2 |х

§ 39. Энтропия и ее термодинамический смысл

М ожно дать следующее определение: энтропией S называется 
функция состояния, равная

5 = - —  (ЗЭ.1)
дТ

Поскольку свободная энергия есть функция состояния, то естест­
венно, что функциями состояния являются и величины, вы раж аю ­
щиеся через нее или ее производные, т. е. давление, внутренняя 
энергия и энтропия. Важно, однако, выяснить термодинамический 
смысл введенной таким способом новой функции состояния.

Пусть в некотором обратимом процессе состояние системы меня­
ется. На каждом этапе обратимого процесса можно считать, что 
система находится в равновесии и поэтому справедливо уравнение



Гиббса —  Гельмгольца. При изменении состояния системы ее внут­
ренняя энергия меняется на A U и по уравнению Гиббса — Гельм­
гольца

Если изменение бесконечно мало, что соответствует бесконечно ма­
лому изменению объема dV  и температуры с!7\ то

Первое слагаемое в правой части может быть представлено в виде

где с1Л —  работа, совершенная системой. Второе и третье слагае­
мые взаимно уничтожаются. Наконец, последнее слагаемое по 
введенному выше определению энтропии равно

По первому началу термодинамики, выражающему закон сохра­
нения энергии с учетом тепловых явлений, сумма изменения внут­
ренней энергии и работы, совершенной системой, равна количеству 
теплоты dQ, подведенному к системе в рассматриваемом процессе. 
Итак,

Следовательно, энтропия —  это такая функция состояния системы, 
бесконечно малое изменение которой в обратимом процессе равно 
отношению бесконечно малого количества теплоты, введенного в 
этом процессе, к температуре, при которой оно вводилось.

В конечном обратимом процессе изменение энтропии может быть 
подсчитано по формуле

где интеграл берется от начального состояния 1 системы до конеч­
ного 2. Поскольку энтропия есть функция состояния, то замеча­
тельным свойством интеграла (39.3) является его независимость 
от формы контура, по которому он вычисляется.

d r  — Тб.

d l / =  -  P d V = - d A ,Л\Г *

Таким образом,

dU — — d-A +  T d S  или d S =  (dU-\-dA)/T.

dS =  dQjT. (39.2)

2 2

(39.3)



В качестве примера на определение энтропии рассмотрим одн о­
атомный идеальный газ. Дифференцируя свободную энергию (31.9) 
по температуре, найдем

S =  k N lnl/-|— |- In Г  }-1п (2 лm<jkY
2

= " / ? lnl/ -{— 1 п 7" -f-ln(2 nmQkey/*

где е — основание натуральных логарифмов (In е =  1).

§ 40. Статистический смысл энтропии

Термодинамический смысл энтропии несколько абстрактен и не 
позволяет понять, почему эта функция состояния играет столь боль­
шую роль в статистической физике и термодинамике. Гораздо кон­
кретнее тот статистический смысл, который можно вложить в эту 
функцию.

Из уравнения Гиббса — Гельмгольца имеем

S = { U - F ) / T .
Поскольку

d r  и F ^ \ F z iF- '* wkT) (1Г,

то \:ожно написать

w Л  F  —  < ^ _ _ _ Ь  С F ~ ®  J F - ' S V W )

Фугкция

5 =  -  ft = - k [  > с1Г.
kT 3 kT

w = b {F- V )n*T)

есть плотность вероятности распределения Гиббса, так что энтро­
пия

S - -  — к \w\x\w d r  — — ft(1п w ) . (40.1)

Формула (40.1) соответствует введенному в § 12 определению 
энтропии как меры неопределенности или хаотичности. Некоторая 
разница обусловлена наличием размерного множителя /г, а также 
тем, что в (12.1) мы имели дело с дискретным (счетным) числом 
событий и поэтому проводилось суммирование, а в ( 40 . 1 ) — с не­
прерывным, так что суммирование пришлось заменить на интегри­
рование.

Таким образом, статистический смысл энтропии состоит в том, 
что она есть умноженная на постоянную Больцмана мера хаотич­
ности состояния системы.

Впоследствии мы увидим, что соотношение (40.1) играет очень 
важную роль в статистике и лежит в основе фундаментального 
принципа, из которого можно последовательно вывести всю статис­
тику равновесных состояний. Этот принцип тесно связан со вторым



началом термодинамики, обсуждение которого будет начато в сле­
дующем параграфе.

В одном из своих вариантов формула (40.1) запечатлена на па­
мятнике, установленном на центральном кладбище Вены крупней­
шему физику, прославившемуся своими работами в области ста­
тистической физики, —  Л. Больцману (1844— 1906).

§ 41. Энтропия и второе начало термодинамики

Второе начало наряду с первым является тем основным положе­
нием, которое лежит в основе всей термодинамики и отражает глу­
бокие закономерности явлений, наблюдаемых в системах, состоящих 
из очень большого числа микроскопических частиц. Известны раз­
личные эквивалентные между собой формулировки второго начала. 
Так, например, одна из формулировок гласит: невозможно, отняв■ 
тепло от системы, полностью превратить его в работу без того, что­
бы  в системе или окруж ающей ее  среде не произошли другие одно­
врем енные изменения. Если при изотермическом расширении иде­
ального газа совершается работа за счет тепла, поступающего и» 
термостата, то, когда процесс закончился, газ будет занимать боль­
ший объем, т. е. произойдут изменения по сравнению с первоначаль­
ным состоянием. Можно заставить газ или какое-либо другое рабо­
чее тело совершить замкнутый обратимый цикл, при этом конечное 
состояние будет совпадать с  начальным, но тогда, по второму на­
чалу, не все тепло, взятое от нагревателя, будет превращено в ра­
боту, а часть его обязательно должна быть отдана при более низ­
кой температуре в холодильник. Отсюда следует вторая формули­
ровка: невозможно осуществить периодически действующую  
тепловую машину, полностью превращ ающую в работу все пере­
данное ей тепло (вечный двигатель второго рода).

Если бы был возможен вечный двигатель второго рода, то, при­
ведя его в контакт с холодильником, мы могли бы получить неко­
торое  количество работы. Воспользовавшись этой работой для при­
ведения в действие обратимой холодильной машины, можно было 
бы, забрав еще некоторое количество тепла из холодильника, пере­
вести его и тепловую энергию, равную полученной работе, в нагре­
ватель. Таким образом, оказалось бы возможным, взяв некоторое 
количество тепла от менее нагретого тела (холодильник), перевес­
ти его к более нагретому (нагреватель) так, чтобы после заверше­
ния процесса все рабочие тела оказались в исходном состоянии. 
Поскольку вечный двигатель второго рода невозможен, то невоз­
можен и указанный выше процесс, т. е. невозможно перевести 
тепло от м енее нагретого тела к более нагретому без того, чтобы: 
при этом не произошли други е одновременные изменения.

На первый взгляд представляется удивительным, что приведен­
ные выше общие формулировки эквивалентны очень простому и 
точному математическому утверждению, а именно: в обратимом 
п роц ессе величина



есть полный дифференциал. Другими словами, при переходе обра­
тимым образом из одного состояния в бесконечно близкое другое 
выражение (40.1) не зависит от  того, каков был путь (процесс) пе­
рехода, а только от начального и конечного состояний.

Выше было показано, что из распределения Гиббса  вытекает 
соотношение

dQ;T  =  dS,

где S — функция состояния, а следовательно, d S —-полный диффе­
ренциал, т. е. было доказано второе начало термодинамики в по­

следней из приведенных формулировок. Остается лишь выяснить, 
каким образом эта последняя формули­
ровка приводит к предыдущим. Рассмот­
рим с этой целью какой-либо замкнутый 
•обратимый процесс, например представ­
ленный на Р — У-диаграмме рис. 6.2. П о­
лезная работа, полученная в этом цикле, 
изображается заштрихованной на рис. 6.2. 
площадью:

A =  <x>P&V

и равна разности между количеством те- Рис- 6 2
плоты Q ь введенным в систему, и коли­

чеством теплоты — Q%, отданным системой в холодильник. Послед­
нее утверждение вытекает из первого начала термодинамики, по­
скольку по завершению цикла система возвращается в исходное 
состояние, поэтому изменение ее внутренней энергии равно нулю. 
С  другой стороны, если обойти цикл, то, поскольку энтропия есть 
функция состояния, должно быть

d S = (

Температура Т — положительная величина, поэтому если интег­
рал равен нулю, то не может быть, чтобы все время было d Q > 0 ,  
т . е. чтобы тепло все время поступало в систему; должны быть 
участки, на которых d Q < 0 ,  т. е. тепло отдается. Когда в цикле со­
вершена работа, то

A  =  Qx- Q 2>  0.

Условие (41.2) может при этом выполняться только в том случае, 
если тепло отдается при в  среднем более низкой температуре 
7’2, чем средняя температура Ть при которой оно получает­

ся, так чтобы при Q i > Q 2 было
QilT  1 =  Q2/T 2-

Этим доказана вторая или эквивалентная ей первая формулировка.
Чтобы убедиться в справедливости третьей формулировки, пред­

положим, что есть холодильник при температуре Т2, меньшей тем­
пературы ТI нагревателя. Пусть от холодильника взято тепло Q2 и
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переведено в нагреватель — Qj. Если нет одновременных изменений 
в системе и окружающей среде, то, следовательно, окружающая 
среда не совершала работы и, по закону сохранения энергии, Q2 =  
=  Qi, но тогда из-за неравенства температур не может выполняться 
равенство

так что справедлива и третья формулировка.
Второе начало термодинамики позволяет сделать важные заклю­

чения о к. п. д. тепловых машин. Под к. п. д. принято понимать 
отношение полезной работы А, совершенной машиной в замкнутом 
цикле, к количеству теплоты Q b взятого ею от нагревателя:

Максимальный к. п. д. получается при наибольшем при данных ус­
ловиях отношении Q 1/Q 2 - Если машина обратимая, то должно вы­
полняться условие

из которого следует, что Q i может быть тем больше, чем выше тем­
пература Т\ нагревателя, a Q2 тем меньше, чем ниже температура 
Т2 холодильника. Из сказанного вытекает, что из всех циклов, о б ­
ладающих одной и той же максимальной температурой нагревате­
ля Т°\ и минимальной температурой холодильника Т°2, наибольший 
к. п. д. имеет ц и к л  К а р н о ,  т. е. цикл, состоящий ;из двух изотер­
мических ( Т\ =  const =  T°i и Т2 =  const =  Т°2) и двух адиабатических 
процессов, в которых передача теплоты отсутствует.

Определим теперь к. п. д. цикла Карно, написав

где опущены интегралы по адиабатам, так как в адиабатическом 
процессе dQ =  0. Используя условие нзотермнчности, получаем

A Q 1 — Q2 

Q1 Qi

или

C ^ Q i -T ^ T , . (41.3)

Но по определению к. п. д.

так что, учитывая (41.3), найдем



Таким образом, к. п. д. цикла Карно определяется соотношением
(41.4) и не зависит от того, какое рабочее тело (газ, жидкость) ис­
пользуется при реализации этого цикла.

§ 42. Реальный газ

Используем полученные в настоящей главе соотношения, а так­
же выражение для свободной энергии реального газа, приведенное 
в § 35, для выяснения некоторых свойств реального газа.

По (35.8) свободная энергия имеет вид

F = - N k T —  In Г - |-ln V  -]---------------------И п  (2л m kyt‘
2 2 V

(42.1)

где i —  число степеней свободы молекул газа.
Уравнение состояния легко получается с помощью (36.12). Дей­

ствительно,

Р  =  -  —  =  N k r ( - — - У ~  У (42.2)
dV  \ V  2 V? }

Поскольку число молекул М =  ММЛ1ц, где М/ц —  число молей, то
(42.2) мчжно переписать в виде

1 N —  1 5р
И V 2 V2

(42.2')

При очень больших объемах, когда А 1 <С 1, уравнение со ­

стояния реального газа переходит в уравнение состояния идеаль­
ного газа. При меньших объемах наблюдается расхождение. П о­
скольку вывод (42.1) с самого начала был сделан в предположении,

что N  ̂ то ясн0> что Речь идет об  относительно неболь­

ших отличиях реального газа от идеального.
Давление реального газа при данной температуре и объеме мо­

жет быть как больше, так и меньше, чем у идеального. Все зависит 
от  знака величины (.V— 1)6/2, которая при учете (35.5) записывает­
ся в виде

(ЛГ~ 1)8 =  N ~ l - —  {а\ -  bl) (ел0/(кт) bl
2 2 3 v 2 3

(42.3)

Отрицательная часть этой величины имеет простой физический 
смысл. Действительно, поскольку Ь0 —  диаметр молекулы, то ее 
объем равен

± л(
3 \ 2 I 6

Число молекул в газе очень велико, поэтому можно положить 
N — 1 fuN . Теперь видно, что отрицательный член равен учетверен­
ному объему всех молекул.



Положительный член интерпретируется несколько сложнее. 
Отметим, что при A 0<^kT  он упрощается, так как тогда

е Л о / < * п _ 1 ~ л 0/(£Г). (42.4)
Множитель

N  —  1 4 , з  ,з  
— 2----- -л (ао-Ьо)

имеет смысл половины объема, в котором сказывается притяжение 
молекул.

Сравним уравнение состояния (42.2) с известным из общ его 
курса физики уравнением Ван-дер-Ваальса, которое часто приме­
няют для описания состояния реальных газов и их перехода в 
жидкое состояние. Это уравнение имеет вид

Р  4 -  i l l  b\ =  R T  — ,
V2 )\  n J ц

или
P  (Mjp) RT М2 a 

~  V — (Mlll)b  (i2 V2 '

Если мы ограничиваемся объемами V^>bMI\.i, то приближенно с  
точностью до  членов первого порядка по отношению bMI\xV полу­
чим

р  =  ̂ М .  +  Л  (42.5)
(А V fJL2 V2 ц2 V2 К '

Это уравнение совпадает с полученным выше теоретически урав­
нением (42.2), которое при учете (42.3) может быть записано 
в виде

л  М RT  , М RT N  —  1 4 ,3
Р — ---------------- --------------------------------------я  Ь о —

ц V  1 (X V2 2 3

М RT N  —  1 / а ^  4 _  А0----------------------------(ао — Оо) —  я — -•
р V2 2 V '  3 kT

Сравнение с (42.5) показывает, что они совпадают, если

*  Л Г - 1  4 4 _ ь3л60~ ----------- лЬ0, (42.6)
М 2 3 2 3

т. е. если b —  учетверенный объем всех молекул, содержащихся в 
одном моле, и если

fi R N  —  1 4  , 3  ,3ч «
а =  —----------------------------- л ( а о - Ь о )  Л 0 —

М k 2 3 v u

л ( a t -  ЬЬ) Л0= — л (as -  bt) A 0. (42.7)
& К О 2. о

Таким образом , статистический метод приводит к уравнению  
состояния, совпадающ ему при больших объемах с уравнением



Ван-дер-Ваальса, и позволяет выразить постоянные а и Ь этого 
уравнения через параметры, характеризующие молекулы  (а0, Ь0у 
Л0). Отметим, что в принципе вывод выражения для свободно!^ 
энергии может быть уточнен и тогда получится более точное у р а в ­
нение состояния. Рассмотрение этих вопросов выходит, однако, за 
рамки данной книги.

Обратимся теперь к вычислению внутренней энергии реального1 
газа. По уравнению Гиббса — Гельмгольца (38.2) с пом ощ ью  
(42.1) получаем

{ / =  —  NkT-\- N k T 2 —  —  
2 V ОТ

И — 1 8 =

— 4тКТ +(X 2
у  2 R о

V  дТ

N -

Поскольку выражение для 6 (N — 1)/2 при учете соотношенийг 
(42.6) и (42.7) в приближении, оговариваемом условием (42 .4 ) ,  
может быть записано в виде

5 (N  —  1) 
2

М_

f*
i l l  £ 

RT
(42 .8 )

то легко видеть, что

N ~ l s l
д М  (  а Л М  а

дТ 2 дТ Y v- \ r t  7 (a RT'2

Таким образом, внутренняя энергия оказывается равной

U  =  —  —  R T - 1 — )2 — . (42.9)
fA 2 У |А J V

Из (42.9) видно, что внутренняя энергия реального газа отличает-
/  М  \2 ася от внутренней энергии идеального членом — I— 1 — , к о т о ­

рый учитывает потенциальную энергию взаимного притяжения м о ­
лекул. Внутренняя энергия зависит от объема, занимаемого газом.

Используя уравнение (39.1), легко вычислить энтропию реаль­
ного газа. С учетом (42.8) имеем

dF
=  N k

дТ

- f  In ( ‘2nmkf/2 

Поскольку N k = M R In , то

—  1пГ +  1п1/ 
2

М  Ь М

I* у

+  ± N k - N k

_ i

а

V r t

VRT - f

S =  —  R 1 i r  i i /  M b  —  In Г  — In V -------------
2 ц V

(42.10)

Энтропия реального газа оказывается несколько меньшей, чем у 
идеального, из-за наличия сил отталкивания. Это приводит к от-



личию в связи меж ду температурой и объемом в адиабатическом 
процессе от той, которая имеет место для идеального газа в тех 
же условиях. Более подробно этот вопрос рассматривается в зада­
че 3 к данной главе.

§ 43. Теплоемкость

Т е п л о е м к о с т ь ю  называют величину, численно равную ко­
личеству теплоты, которое необходимо сообщить системе, чтобы на­
греть ее на 1 К:

С г -  dQ
d Т

В газах, сжимаемость которых очень велика, необходимо разли­
чать теплоемкость при постоянном объеме Су и теплоемкость при 
постоянном давлении СР. В конденсированных системах (жидко­
сти, твердые тела) изменение объема, как правило, настолько ма­
ло, что разницей между Су и СР можно пренебречь.

Поскольку по первому началу термодинамики

dQ =  d £ / +  cL4 — d£/-|- P d l / ,  (43.1)

то для теплоемкости получаем
AU , „  AVС-
d Т АТ

При постоянном объеме =- 0 и, следовательно,
АТ

Cv (43.2)
dr

Соотношение (43.2) объясняет, почему теплоемкость является ве­
личиной, представляющей большой практический интерес. Она от ­
носительно просто измеряется, и поэтому ее можно использовать 
для экспериментального определения внутренней энергии системы. 
Если температура растет, а давление постоянно, то объем системы 
увеличивается, поэтому теплоемкость при постоянном давлении 
больше, чем теплоемкость при постоянном объеме:

Ср —  . p ^ L . ^ C v - \ - P  —  . (43.3)
AT AT AT v

Очень часто имеют д е л о с  у д е л ь н о й  т е п л о е м к о с т ь ю ,  
т. е. теплоемкостью, отнесенной к массе:

c v =  C v/M, с р = С р/ М . (43.4)

Иногда используют м о л я р н у ю  т е п л о е м к о с т ь  (теплоем­
кость одного моля)



Обратимся теперь к теплоемкости идеального газа. Если и с­
пользовать соотношение (33.5) для внутренней энергии идеально­
го газа, то теплоемкость при постоянном объеме определится ф ор ­
мулой

C v =  — — R  (4 3 .6 )
(X 2

или для молярной теплоемкости
сшК-(/ /2 )А > . (43 .7 )

Когда давление постоянно, то из (43.3) вытекает 

t'< - ^ V + P ^ f = c l,+ - i r (W ) = c v + i r ( f  К Т ) =

=  C V +  — R. (43 .8 )
v-

Здесь использовано уравнение Клапейрона — Менделеева. При 
учете (43.6) последнее соотношение можно записать также в форме

С Р -- —  1- ± 2 r . (4 3 .9 )
|Д. 2

Для молярной теплоемкости при постоянном давлении из (43.8) 
вытекает

cmP^ c mV +  R. (43. 10)

Это важное с о о т н о ш е н и е  М а й е р а  сыграло большую роль 
в истории физики при установлении закона сохранения энергии и 
определении механического эквивалента теплоты.

Теплоемкости представляют собой удобные величины для п р о ­
верки согласия теории и опыта. Эксперимент показывает, что с о ­
отношения (43.6) —  (43.9) в целом ряде случаев выполняются 
очень хорошо и, таким образом, как будто  подтверждают справед­
ливость теории. Однако, как уже указывалось в § 33, выводы 
классической теории на самом деле противоречат эксперименту. 
Если, например, учесть степени свободы, относящиеся к отдельным 
электронам, то общее число степеней свободы  атома i оказалось 
бы значительно большим, чем допускалось до сих пор. Степени 
свободы, относящиеся к электронам, тож е должны бы дать свой 
вклад в теплоемкость, так что она получилась бы много больш е 
той, которая наблюдается на опыте.

Таким образом, часть степеней своб оды  по некоторым причи­
нам, неизвестным в классической статистике, не должна учиты­
ваться. Об этом же говорит тот факт, что при охлаждении у неко­
торых газов, например у водорода, еще до конденсации н абл ю да­
ется уменьшение теплоемкости, которое можно объяснить лишь 
предположив, что число степеней свободы изменяется и вместо пяти 
постепенно становится равным трем. О б этом эффекте говорят как 
о случае, когда вращательные степени свободы «вы мерзают». 
С другой стороны, лишь у относительно простых многоатомных м о ­



лекул, таких, как молекула воды Н2 или метана СН 4, число степе­
ней свободы равно шести. В более сложных молекулах, например 
этилового спирта СгН60 ,  теплоемкость оказывается большей, чем 
та, которая соответствует идеальному газу с шестью степенями 
свободы. Этот факт сам по себе не удивителен и лишь означает, 
что следует принять во внимание степени свободы, учитывающие 
возможность относительного движения атомов в молекуле. Попыт­
ка количественного учета этих степеней свободы в рамках класси­
ческой статистики не может привести к согласию с опытом. В о б ­
щих чертах это объясняется следующим.

Движение атомов относительно друг друга при тех малых см е­
щениях, которые обычно имеют место в молекуле, можно достаточ­
но точно описать, считая, что атомы связаны квазиупругими си­
лами. Поэтому на каждую степень свободы приходится энергия 
кТ/2, соответствующая кинетической энергии, и kT /2 — потенциаль­
ной. Полная средняя энергия оказывается, таким образом, пропор­
циональной температуре, откуда следует, что теплоемкость при 
постоянном объеме постоянна. Опыт убедительно показывает, что 
это  не так и что теплоемкость растет с ростом температуры.

Объяснение этих парадоксов классической статистической фи­
зики было получено лишь при учете квантовых эффектов.

Задачи к главе 6

1. И сходя  из выражения для свободной энергии идеального одноатомного 
газа, найдите работу, которую он совершает в изотермическом процессе, 
расширяясь от V\ д о  К2.

Р е ш е н и е .  По термодинамическому смыслу свободной энергии,

A = F l - F 2.

Используя выражение (31.9), получаем

А — —  R T
М

In V i +  —  In Т +  In (2ftm 0k e )S/,J

+  R T -
M

In V 2 In T +  In (2 nm0k e )

2. И сходя  из выраж ения для энтропии идеального одноатомного газа, най­
дите связь м еж ду температурой и объемом в адиабатическом процессе. 

Р е ш е н и е .  В адиабатическом процессе энтропия не меняется, поэтому

О =  Si — S2 =
М

In V j +  In Г 1 +  In (2 к mQk e )V l | —

— —  R Г 3[lnK2 + T In T2 4- In (2 я т ф  e)

In V i +  3/2 In T\ =  In V2 +  3/2 In T2, 

V {r\ ’ ' = V 2f J \



3. Найдите связь между температурой и объем ом  в адиабатическом процессе  
для реального газа.

Р е ш е н и е .  Из условия адиабатичности S =  const с помощью (42.10) находим

г М  Ь 
—  In Т +  In V  — ------- —  =  const

или после потенцирования
_  м_ ь_

r ' /2 K e  * v =  const.

Поскольку по предположению Mb[(\x,V) -С 1, то, ограничиваясь двумя первыми 
членами разложения экспоненты в ряд, м ож но написать

,79 I М  Ь \ 
r / 2 K ( i -  —  —  ] =  const

или окончательно

Т 1/2 —  —  ь  j  =  const.

Таким образом, в соответствии с  уравнением Ван-дер-Ваальса газ ведет себя 
так, как будто его свободный объем меньше объема сосуда на учетверенный 
объем всех входящих в его состав молекул.



КВАНТОВАЯ СТАТИСТИКА 
РАВНОВЕСНЫХ СОСТОЯНИИ

Г Л А В А  7

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ
ИЗ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ

§ 44. Квантовые свойства излучения

К концу XIX в. было установлено, что свет имеет электромаг­
нитную волновую природу, однако в начале XX в. выяснилось, что 
для объяснения целого ряда явлений необходимо также привлечь 
представления о квазичастицах света — ф о т о н а х .  Квантовые 
свойства электромагнитного излучения проявляются при его вза­
имодействии с веществом (при поглощении, излучении и т. д.) 
и состоят в том, что передача энергии и импульса от волны к ве­
щ еству осуществляется конечными порциями. Так, например, энер­
гия свела определенной частоты v (определенной длины волны Я) 
поглощается и излучается порциями —  квантами, энергия которых 
определяется формулой

е =  2я hv, (44. 1)

где f t = l , 0 6 - l ( H 4 Д ж - с =  1 ,06 -10-27 эрг -с  —  постоянная Планка. 
Впервые необходимость введения представления о квантах была 
осознана Планком при работе над теорией излучения черного тела. 
Впоследствии она была подтверждена во многих других оптических 
эффектах, таких, например, как фотоэффект, излучение атомов и 
молекул и т. п.

По известному соотношению Эйнштейна, уже использовавшему­
ся  в гл. 5, энергия связана с массой:

& ~ т с2. (44.2)

Таким образом, если сопоставить с квантом световой энергии пред­
ставление о некоторой световой частице, называемой фотоном, 
то ,  поскольку скорость распространения света равна с, импульс фо­
тона оказывается равным

p  =  mc =  z!c.



Подставляя в последнее соотношение энергию фотона по (44 .1 ) ,  
получим

—  так называемое в о л н о в о е  ч и с л о  фотона.
Отметим, что квантовые свойства излучения проявляются не 

столько в том, что электромагнитные волны следует рассматри­
вать как поток частиц —  фотонов, сколько в учете того, что волна  
обменивается с веществом конечными порциями энергии и им­
пульса в соответствии с формулами (44.1) и (44.3).

§ 45. Волновые свойства частиц

Целый ряд опытных фактов убеж дает нас в том, что не тол ько  
волны, в частности свет, обладают корпускулярными свойствами, 
но и, наоборот, частицы обладают свойствами волн. Пожалуй, наи­
более ярким подтверждением этого положения, высказанного впер­
вые де Бройлем в 1923 г., является дифракция электронов.

Как известно, при прохождении волн через диафрагмы (щ ель) 
на экране, установленном вдали от щели за собирающей линзой, 
наблюдается чередование максимумов и минимумов интенсивно­
сти в форме полос. Все полосы, соответствующие максимуму ин­
тенсивности, кроме центральной полосы, приходятся на обл асть  
геометрической тени.

Пусть на щель нормально к ней, т. е. вдоль направления, вы ­
бранного за направление оси z, подает плоская монохроматическая 
световая волна, в которой вектор напряженности электрического 
поля Е описывается выражением

где Е0 — амплитуда вектора напряженности, ш = 2 я у  —  циклическая 
частота, k =  2л/Х —  волновое число.

Уравнение волны можег быть записано и в комплексной форме:

Из теории дифракции известно, что направление <р на первый ми­
нимум дифракционной картины определяется соотношением

где а —  ширина щели. Это соотношение можно пояснить сл е д у ю ­
щим образом. Луч 2, проходящий через середину щели (рис. 7 .1) , 
после дифракции в направлении <р обладает разностью хода

по отношению к лучу 1, проходящему через край щели. Если вы ­
полнено условие (45.1), то разность хода А приводит к сдвигу  по

где

р = 2  я /zv/c =  2я h[k =  ktl, 
k = 2 n /X

(4 4 .3 )  
(44. 4)

Е =  Е0 cos (соt — kz),

Е =  Е0 .

sin f  =  X/a, (45. 1)



фазе между лучами, равному я, и, следовательно, попадая на экран, 
лучи гасят друг друга. Нетрудно убедиться, что все лучи разбива­
ются на пары, гасящие друг друга, если направление ф удовлетво­
ряет условию (45.1). Действительно, лучу 1' (рис. 7.1) можно со ­
поставить луч 2', проходящий на таком же расстоянии от луча 2, 
на каком луч проходит от  луча 1. Разность фаз между ними то­
же равна я. Таким образом , взаимно гасятся все лучи, а направле­
ние ф действительно соответствует минимуму интенсивности. В 
нижней части рис. 7.1 представлено распределение интенсивности

риканта, Н. Г. Сушкина и Л. М. Бибермана дифракция наблюда­
лась при столь малой интенсивности потока электронов, что было 
исключено взаимодействие между ними и каждый электрон дифра­
гировал самостоятельно. Явление дифракции электронов находится 
в резком противоречии с обычным представлением о них как о клас­
сических частицах. Это противоречие особенно ярко проявляется 
при интерпретации дифракционного опыта на двух щелях. То, что 
картина дифракции на двух щелях отлична от той, которая полу­
чается на одной, связано с прохождением волны одновременно че­
рез обе щели и в интерференции этих ее двух участков между со ­
бой. С точки зрения классических представлений электрон-частица 
проходит либо через одну, либо через другую щель, и совершенно 
непонятно, почему на него при прохождении через одну щель влия­
ет присутствие соседней, через которую он не проходил.

Для объяснения этого  и целого ряда других эффектов при­
ш лось отказаться от механики классической и перейти к кванто­
вой, или волновой, механике. При учете волновых свойств каждой 
частице, в частности электрону, сопоставляется некоторая волна. 
Если ограничиться частицами, находящимися в бесконечно глубо­
ком потенциальном ящике достаточно большого объема V, то каж­

дой частице можно сопоставить волну де Бройля, имеющую 
вид

света на экране в зависимости 
от угла ф.

В случае дифракции на двух 
щелях распределение интен­
сивности получается иное, оно 
не совпадает с суммой интен­
сивностей, имеющих место для 
каждой из щелей по отдельно­
сти.

Рис. 7.1

В опытах Дэвисона и Джер- 
мера (1927) впервые было о б ­
наружено, что при отражении 
от кристаллов электроны тоже 
испытывают дифракцию. Впо­
следствии в опытах В. А. Фаб-

IJf---  _  е-/(ш/-кГ)
W



Частота со волны и ее волновой вектор к получаются обращением 
формул (44.1) и (44.3), определяющих корпускулярные свойства 
волн. Таким образом, имеем:

и =  е/Й, (4 5 .3 )

k =  p/ft, (4 5 .4 )

где е — энергия частицы, р —  ее импульс. Физический смысл 
Ч'-волны, описывающей поведение частицы, состоит в том, что ве­
личина

dUP =  |T(r, t f d x  (4 5 .5 )

равна вероятности обнаружить частицу в объеме dr в окрестности 
точки с радиус-вектором г в момент времени t. Для частицы в  
потенциальном ящике из (45.5) с помощ ью (45.2) следует, что

d l F = d t / K v
т. е. вероятности пребывания частицы в лю бой точке одинаковы.

Объяснение дифракционного опыта состоит в том, что при па ­
дении на щель волна де Бройля свободного электрона испытывает 
дифракцию и в некоторых направлениях ее интенсивность (т. е. 
вероятность обнаружить электрон) оказывается максимальной, а 
в некоторых —  минимальной.

Таким образом, частицы обладают волновыми свойствами, для  
описания которых необходимо, в частности, каждой частице, н а хо ­
дящ ейся в бесконечно глубоком потенциальном ящике бол ьш ого  
объем а V, сопоставить волну де Бройля  (45.2) с частотой и вол н о­
вым вектором, определенными формулами  (45.3) и (45.4).

§ 46. Квантование излучения

Электромагнитное излучение, находящееся в полости с идеаль­
но проводящими стенками (металлическая полость), существует в 
ней в форме стоячих волн опреде­
ленных частот. Частота волны опре­
деляется из условия, что на границе 
со стенкой должен быть узел элек­
трического поля (электрическое по­
ле равно нулю), так как в противном 
случае в стенке протекает большой 
ток и волна быстро затухает из-за 
джоулевых потерь.

Пусть, например, имеется прямо­
угольная металлическая полость со 
сторонами а, b и с, выбранными с о ­
ответственно за направления х, у  и
z прямоугольной системы координат (рис. 7.2). Если вдоль оси  х  
распространяется бегущая волна с напряженностью



то, отражаясь от  стенки полости, она порождает обратную бегу­
щую волну

£ 2= £ 0e“ ,("< + V + “),
где а —  угол, характеризующий сдвиг фазы при отражении. Интер­
ференция Е 1 и Е 2 дает стоячую волну

Е = Е 1-\-Е2=

=  Е 0 -(- <z~lkxx~u) =  2E q е ~ 1а>1 е~ '« /2 cos

Пусть начало координат выбрано так, что первая стенка, перпенди­
кулярная оси х, расположена при х = 0 ,  а вторая —  при х = а ,  тог ­
да должны иметь место следующие условия:

Е\х„ ь =  2Е0£~ш  e~W 2 cos y = 0 ’

Е\х-а =  e ~ lat е_,а/2 cos [kxd-]—^  j  =  0.

Из первого находим угол а. Поскольку cos ( а /2 )= 0 ,  то а —л. 
Второе условие приводит к равенству

c o s ^ H — j  ) =  — sin(kxa ) = 0 ,  

т. е. kx = — mx, (46. 1)
а

где тх —  произвольное целое число, тх =  1, 2, . . .  Таким образом, 
возможны не всякие значения волнового числа kx, а только те, ко­
торые удовлетворяют условию (46.1). Используя связь волнового 
числа с длиной волны, найдем, что возможны лишь длины волн, 
удовлетворяющие соотношению

т. е. на длине стороны  полости должно укладываться целое число 
полуволн.

Аналогичным образом, если бегущая волна распространяется 
вдоль оси у, устанавливается стоячая волна, для которой

ky = ~ m y, (46.2)

где ту тоже принимает произвольные целые значения т у =  1, 2, . . .  
То же самое имеет место для волны, направленной вдоль оси z:

kz =  —  mz (46.3)
С

(т г=  1, 2, . . . ) .  Наконец, в общем случае, когда волна распростра­
няется в произвольном направлении, характеризуемом волновым 
вектором к с компонентами {kx, kv, kz} ,  устанавливается стоячая 
волна, для которой компоненты волнового вектора удовлетворяют



всем трем условиям (46.1), (46.2) и (46.3). Поскольку длина в ол ­
ны связана с волновым вектором соотношением 2я/Я=|к|, то для 
возможных длин волн получаем следующий результат:

По ряду причин удобнее иметь дело не со стоячими, а с б е гу ­
щими волнами, для которых, в частности, справедливы важные 
уравнения (44.1) и (44.3). Хотя каждая стоячая волна состоит из 
двух бегущих, распространяющихся навстречу друг другу, но ам ­
плитуды этих волн равны друг друг, так что их нельзя считать не­
зависимыми. Таким образом, число пар бегущих волн равно числу 
возможных стоячих волн. Было бы удобно считать амплитуды б е ­
гущих волн независимыми друг от друга, но тогда число незави­
симых переменных, описывающих электромагнитные колебания в 
полости, т. е. амплитуд Е0, соответствующих каждому значению 
вектора к, оказывается в два раза больше, чем должно быть. И с ­
пользуют следующий выход из положения. Принимают, что на 
длине стороны полости укладывается целое число длин волн, а не 
целое число полуволн, как это в действительности имеет место, т. е. 
вместо соотношений (46.1), (46.2) и (46.3) используют следующие:

Таким образом, число возможных длин волн оказывается в два 
раза меньше, но зато теперь можно амплитуды соответствующ их 
им бегущих волн считать независимыми, так как при этом со х р а ­
няется правильное число независимых переменных. По сущ еству, 
в этом методе две стоячие волны € близкими X, относящиеся к двум 
значениям k [например, kx= (n / a )2 m x, ky= 0 ,  kz= 0  и kx =  
=  (я la) (2mx+ l ) ,  ky =  0, &z =  0], заменяются двумя бегущими в п ро­
тивоположные стороны волнами с одним и тем же значением к 
[kx=  (2п/а)тх, ky= 0, k2= 0 ] ,  но с  независимыми амплитудами. 
Если стороны полости много больше, чем длина интересующих нас 
волн, то такая замена не приведет к большой ошибке. П оскольку 
в конечном счете нас будет интересовать излучение в неограничен­
ном пространстве, то в окончательных результатах следует перей­
ти к пределу при сторонах а, Ь, с, стремящихся к бесконечности, 
и тогда переход от стоячих волн к бегущим оказывается сп р авед ­
ливым уже не приближенно, а точно.

Из сказанного выше ясно, что электромагнитное поле, су щ е ст ­
вующее в полости, может быть представлено в виде суммы, в о о б ­
ще говоря бесконечной, стоячих волн определенных частот. Если 
полость достаточно велика, то  поле сводится к сумме бегущ их 
волн. Поскольку частота электромагнитных колебаний связана с 
длиной волны соотношением ы =  2пс/Х— |к|с, то при учете (46.4) 
возможны частоты бегущих волн, которые определяются формулой

kx =  (2n/a)mx, ky = (2 n / b )m y, kz =  {2n/с)тг. (46 .4 )

(46. 5)



С математической точки зрения приведенный результат является 
следствием теоремы Фурье и справедлив как в классической, так и 
в  квантовой теории.

Обратимся теперь к тому новому, что вытекает из квантовой 
механики. Поскольку энергия монохроматической бегущей волны 
передается конечными порциями — квантами, то следует заклю­
чить, что полная энергия волны состоит из некоторого целого чис­
ла таких квантов, т. е.

е =  2 я %у п =  П ш , (46. 6)

где п = \ ,  2, . . .  Строго говоря, (46.6) относится только к той части 
энергии, которая может быть взята или передана волне, и можно 
предположить, что есть еще некоторая энергия ео, которая связана 
с волной, но не участвует в обмене. Для простоты в дальнейшем ео 
не учитывается, так что (46.6) определяет полную энергию.

Поскольку энергия отдельной монохроматической волны при­
нимает согласно (46.6) дискретные значения, а все другие значе­
ния энергии невозможны, то это означает, что по квантовой теории 
амплитуда плоской волны не произвольна, а должна быть такой, 
чтобы удовлетворялось уравнение (46.6). Числа тх, ту, тг, опре­
деляющие волновой вектор к, называют к в а н т о в ы м  и ч и с л а -  
м и бегущей волны. Пусть эти числа принимают некоторые кон­
кретные значения тха, туа, mza, например тха= 2, туа= Ъ , 
т га= 3 ,  тогда им соответствуют частоты соа, которые вычисляются 
по формуле (46.5), Энергия плоской волны с этой частотой еа мо­
жет иметь значение, вычисляемое по формуле (46.6), при о) =  соа 
и некотором значении числа п, которое обозначим па, т. е.

е.а=Ншап«.

Следовательно, бегущ ая волна, которой мы приписываем индекс а, 
задается тремя квантовыми числами mxa, туа, m za, определяющими  
е е  волновой вектор, и числом па, носящим название числа запол­
нения, которое задает ее  энергию  (амплитуду). Этот же результат 
мож но интерпретировать, -исходя из представления о корпускулах 
(частицах) излучения —  фотонах. С последней 'точки зрения каж­
дая бегущая волна представляет собой совокупность фотонов. К аж ­
дый из фотонов обладает импульсом р, который в соответствии с 
формулами (45.4) и (46.4) обладает компонентами

Рх* =  hkxa= h (2 n / a ) nix*,
Руа-=  Н (2 n jb )  ITlya, (46.7)

Pza —  Jikza == (2 JT jo) tnZa-

§ 47. Принцип неразличимости

Представление бегущей волны в виде некоторого числа квантов 
обладает  одной важной особенностью, которую легко пояснить на 
следующ ем примере.



Предположим, что вода наливается в стакан ила вычерпывает­
ся оттуда с помощью ковшика определенной емкости. Ясно, что 
полное количество воды представляет собой целое число объемов 
ковшика, т. е. можно сказать, что в стакане содержится п (п  — 
целое) ковшиков, или «частиц», воды. Вычерпывая воду, можно 
вынуть одну, две или даже все п «частиц». Однако частицы воды 
в одном отношении радикально отличаются от обычных классиче­
ских частиц. Действительно, хотя в стакане содержится п частиц, 
но они безличны, т. е. их нельзя перенумеровать так, чтобы при 
вычерпывании можно было утверждать, что извлечена частица с 
данным номером, например третья. Таким образом, говоря  о фото­
нах как о частицах, необходимо иметь в виду, что они неразличи­
мы меж ду собой.

Неразличимость частиц имеет существенное значение в различ­
ных статистических приложениях. Чтобы пояснить, в чем тут дело, 
рассмотрим сначала стакан с реальными частицами, например ша­
риками. Если встряхнуть стакан, то  шарики изменят свои положе­
ния, так что, хотя общее число их не изменится, но все ж е  получи­
лось новое состояние, поскольку одни шарики переместились в по­
ложение других. При встряхивании стакана с водой нельзя гово­
рить о новом состоянии, так как само разбиение на «частицы» во­
ды условно.

§ 48. Число состояний квантовой частицы
в элементе объема ^-пространства

Представление о фотонах позволяет рассматривать их в поло­
сти как идеальный газ квантовых частиц, находящийся в замкну­
том объеме. Учтем теперь, что не вся­
кие состояния фотона возможны. Д ей­
ствительно, импульс классической час­
тицы, заключенной в бесконечно глу­
бокую потенциальную яму, может быть 
любым, а для фотона допустимы лишь 
значения импульса, соответствующие 
формулам (46.7). Это различие стано­
вится более наглядным при рассм от­
рении пространства импульсов. Для 
классических частиц любой вектор в 
этом пространстве определяет возм ож ­
ные значения импульса, а для фотонов 
по (46.7) допустимы лишь векторы, у 
которых компоненты по осям есть це­
лые, кратные одним и тем же величинам, а именно: 2 я h/a для оси 
р х ,  2nhjb для оси ру и 2яhjc для оси pz (рис. 7.3). Таким образом, 
концы векторов импульса фотона образуют в импульсном про­
странстве прямоугольную решетку. Каждому вектору решетки, т. е. 
каждому ее узлу, соответствует элементарный параллелепипед с 
объемом



Х отя объем AQ и конечен, но с точки зрения наших обычных 
макроскопических представлений он очень мал. Так, например, в 
кубической полости с размером а =  1 см сторона AQ равна 2nh/a, 
т. е. порядка 6 ,6 -10-27 г - с м - с -1 . Фотоны с такой разницей в им­
пульсе мало отличаются по длине волны, а именно:

А?. а ( 2 лН) —  {2Щ2 Ар 12
V р )  р2 2яh а

Это соответствует относительной разности длин волн

|ДХ/Х| — \/а.

Д а ж е  для световых волн инфракрасного диапазона l-f-10 мкм) 
получается очень малая величина (10-4— 10~5). Следует отметить, 
что выбранные две длины волны не являются соседними, так что 
разность между соседними длинами волн оказывается еще во мно­
го раз меньшей. Таким образом, хотя в действительности импуль­
сы и соответствующие им длины волн фотонов дискретны, но с 
макроскопической точки зрения их можно рассматривать как прак­
тически непрерывные величины.

Возникает вопрос о числе состояний, приходящихся на элемент 
объема пространства импульсов dQ, который хотя и считается 
бесконечно малым с точки зрения наших макроскопических пред­
ставлений, но фактически много больше, чем AQ. Искомое число 
состояний dG равно числу тех векторов импульса, которые закан­
чиваются в dQ, и приближенно вычисляется, как частное от деле­
ния dQ на AQ:

d O = —  =  d2 V. (48.2)Д2 (2лЧ)*

Этот результат тем точнее, чем больше dQ по сравнению с AQ. Воз­
можна несколько другая интерпретация соотношения (48.2). Ве­
личина d y = d Q V  представляет собой элемент объема ц-простран- 
ства. Выражение (48.2) можно представить в виде

d ( ? =  d у1(2л%у, (48.3)

откуда следует, что число состояний, приходящ ихся на элемент 
объем а  |j.-пространства, определяется формулой (48.3).

Нетрудно показать, что приведенный результат носит весьма 
общий характер. Рассмотрим, например, часть dV полного объема 
сосуда  и прежний объем пространства импульсов dQ. Им соответ­
ствует фазовый объем

dy =  d a d l / ,

отличающийся от предыдущего. Сколько состояний приходится на 
dy? Выделенную малую часть пространства dV  следует рассматри­



вать как новый сосуд с меньшими размерами стенок. В нем эле­
ментарная ячейка Дй в соответствии с (48.1). имеет другой, боль­
ший размер, а именно

В новом элементе фазового объема число состояний меньше, чем 
в том, который рассматривался раньше, так как объем dV  меньше, 
чем V. Зато в общем объеме V число малых объем ов dV равно 
V/dV, так что общее число состояний сохраняется прежним и при 
таком расчете.

§ 49. Квантование в случае частиц

Рассмотрим частицы, находящиеся в потенциальном ящике. 
В квантовой механике их поведение во многом аналогично тому, 
что имеет место для излучения. Как уже говорилось в § 45, каж­
дой свободной частице сопоставляется волна де Бройля, т. е. не­
которая монохроматическая волна. В бесконечно глубоком потен­
циальном ящике устанавливаются стоячие волны, причем на длине 
стороны ящика должно укладываться целое число полуволн. Так 
же как и в случае излучения, оказывается более удобным заменить 
стоячие волны на бегущие и для сохранения правильного числа 
независимых переменных считать, что возможны независимые вол­
ны, бегущие в противоположные стороны, но что на длине стороны 
ящика укладывается целое число волн. Другими словами, для 
частиц, как и для волн, имеют место соотношения (46.7), зада­
ющие возможные значения компонент импульса. Д ля них справед­
лива и формула (48.3), определяющая число состояний, приходя­
щихся на элемент объема ^-пространства.

Из классической механики известна связь меж ду импульсом 
и энергией частицы: е = р 2/ (2т 0) , так что возможные значения 
энергии равны

Квантовая механика приводит к неожиданному с  точки зрения 
классических представлений выводу. Оказывается, что реальные 
тождественные частицы, так же как и фотоны, подчиняются прин­
ципу неразличимости. Этот факт является отражением волновых 
свойств частиц и подтверждается экспериментом.

Все имеющиеся в природе частицы разбиваются на две прин­
ципиально отличающиеся друг от друга группы. Они классифи­
цируются по собственному моменту количества движения, который 
первоначально и, как выяснилось впоследствии, слишком упрощен-

dV

Число состояний оказывается равным
__  (12 __ dQAV __ dy

Д2 (2дй)з (2 яй)3

(49. 1)



но считался моментом количества движения во вращательном 
движении частицы вокруг своей оси. Оказывается, что для одних 
частиц проекция момента на некоторую произвольно выбранную 
ось мож ет принимать лишь полуцелые значения постоянной План­
ка ft, а для других —  только целое. Так, например, для электронов 
возможны лишь два значения собственного момента количества 
движения, или, как говорят иначе, сп  и на, а именно: + f t /2  и — ft/2, 
а для фотонов —  значения + f t  и — ft. Частицы с полуцелым зна­
чением спина носят название частиц Ферми или ф е р м и о н о в ,  
а частицы с целым спином —  частиц Бозе или б о з о н о в .

Принципиальная разница между ними состоит в следующем. 
Ф ермионы подчиняются принципу Паули, по которому в состоянии 
с определенным и значениями квантовых чисел и спина может на­
ходиться лишь одна частица. Так, например, в состоянии с  неко­
торыми значениями квантовых чисел mx, ту, mz, т. е. в состоянии 
с данным импульсом, может находиться не более двух электронов, 
причем они должны отличаться друг от друга тем, что у одного 
спин равен +  ft/2, а у другого — ft/2. Бозоны не подчиняются прин­
ципу П аули, и в каждом состоянии может находиться сколько  
угодн о частиц Бозе.

Г Л А В А  8

БОЛЬШОЕ КАНОНИЧЕСКОЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

§ 50. Каноническое распределение 
в квантовой статистике

В классической статистике распределение Гиббса, или, как его 
называют, к а н о н и ч е с к о е  распределение, имеет вид

dlF =  e(/r-^ ) / ( ftr)d r .

Оно дает вероятность того, что система находится в одном из со ­
стояний, описываемых точкой в элементе объема фазового про­
странства dr .

В квантовой механике система тоже может находиться в раз­
личных состояниях с разной энергией, но в отличие от классиче­
ской механики эти состояния д и с к р е т н ы ,  т. е., например, есть 
состояние с энергией Ж\ и есть состояние с энергией <S% но нет со ­
стояний с энергией, промежуточной между 8 \ и <§%

В дальнейшем будут иметься в виду только системы типа иде­
ального газа, т. е. совокупности частиц, силовым взаимодействием 
между которыми можно пренебречь. Такие системы достаточно 
просты, так  что можно получить окончательные результаты в про­
стой форме, а с  другой стороны, модель идеального газа довольно



часто оказывается хорошим приближением к реальным физиче­
ским системам.

В идеальном газе высказанное выше утверждение становится 
особенно очевидным. Обозначим через еь е2, . . .  энергии состояний 
отдельных частиц, а через п ь п2, . . .  —  числа заполнения этих со ­
стояний, т. е. число частиц в данном состоянии. Для энергии всей 
системы можно написать

<£?= tl\t\ -j- П-2̂ 2

где <Sv — энергия системы в состоянии с номером v, в котором щ 
частиц имеют энергию еь п2 —  энергию е2 и т. д. Таким образом, 
состояния системы в целом могут быть перенумерованы указанием 
всех чисел заполнения

v =  {n u /г2. ■ ■ -

а при переходе от одного состояния к другому энергия принимает 
значения, отличающиеся на целое число величин еь е2 и т. д.

Распространение распределения Гиббса на квантовую механику 
сводится к утверждению, что вероятность состояния v с энергией  
g v равна

W'v =  e</J*~^,)/(*n - (50.1)

Здесь F* —  свободная энергия квантовой системы. Она определя­
ется условием нормировки, т. е. условием, что вероятность нахож­
дения системы в каком-либо из всех состояний равна единице:

2 У , =  1- (50.2)
v

Поскольку из (50.2) следует, что

2 е = е 2 i e  = 1 ,
V V

то, вводя понятие статистической суммы

Z *  =  2 e “ ^ , / ( *r), (50.3)
v

можно написать
F *  =  — kT  InZ*. (50 .4)

Таким образом, если известно, как устроена система, т. е. если  
известны, энергии  (§TV всех ее  возможных состояний, то с помощ ью
(50.3) можно вычислить статистическую сумму, а тогда по (50.4) 
находится свободная энергия этой системы.

Формулы (50.1), (50.3) аналогичны выражениям (30.5) и (30.6), 
однако между ними имеется и существенная разница. Различие вы­
звано двумя причинами.

Во-первых, в классической механике состояния системы обра­



зуют непрерывную последовательность, т. е., говоря языком тео­
рии вероятностей, состояние системы есть непрерывная случайная 
величина (точнее, энергия состояния есть непрерывная случайная 
величина), а в квантовой механике состояния дискретны.

Во-вторых, при квантовомеханическом рассмотрении следует 
учитывать принцип неразличимости, а для частиц Ферми еще и 
принцип Паули.

Таким образом, свободная энергия F*, рассчитанная квантово­
механически, не совпадает со свободной энергией F, вычисленной 
классически. С одной стороны, эта разница отражает реальное от ­
личие, вызванное тем, что на самом деле точны законы квантовой 
механики, а классические закономерности являются приближением 
к действительности, далеко не всегда оправдывающимся для си­
стем микрочастиц. С другой стороны, бывают системы, в которых 
учет принципа неразличимости и принципа Паули несуществен. 
Поскольку в большинстве случаев системы, представляющие прак­
тический интерес, состоят из очень большого числа микрочастиц, 
так что число возможных состояний громадно, а отличие между 
близкими состояниями очень мало, то с большой степенью точно­
сти их можно считать распределенными непрерывно. Ясно, что 
тогда должна существовать связь между квантовым и классиче­
ским распределениями Гиббса, а также между свободными энер­
гиями F* и F. Эта связь будет позднее установлена на примерах 
конкретных систем частиц Бозе и Ферми, а пока отметим лишь 
один общий прием, который при этом используется, а также важ ­
ное следствие, которое из него вытекает.

Итак, пусть состояния системы дискретны, а учет принципа П а­
ули и принципа неразличимости несуществен. Каждое возможное 
состояние системы представляется точкой в фазовом Г-нростран- 
стве. В случае дискретного распределения эти точки находятся на 
некотором расстоянии друг от друга. Обозначим через g r число 
дискретных состояний, приходящихся на единицу объема Г-про­
странства, и назовем gr  плотностью состояний в Г-пространстве. 
На элемент объема d r  при этом придется

dG =  g-r dr (50 .5)

состояний.
Пусть элемент d r  выбран настолько малым, что вероятность 

всех состояний, принадлежащих ему, практически одинакова. П о­
скольку по распределению Гиббса вероятность зависит от энергии, 
то для этого достаточно, чтобы энергии состояний, входящих в dl\ 
отличались на величину, много меньшую kT. Предположим так­
же, что, несмотря на малость выбранного объема dr, число при­
ходящихся на него возможных дискретных состояний достаточне 
велико, тогда статистическая сумма (50.3) может быть вычисле­
на следующим образом.

Разобьем все состояния, изображаемые точками в Г-простран- 
стве, на группы, принадлежащие объемам dr,-, и проведем сумми­
рование в два этапа: сначала по состояниям внутри отдельных



объемов а затем сложим результаты, полученные для
W

различных объемов, т. е. напишем

z*=2^e-Sf/(*r>J-
Сумма в круглых скобках вычисляется очень просто. Действи­

тельно, по предположению, значение экспоненты для всех слага­
емых этой суммы одно и то же, так что значение суммы равно 
этой величине, умноженной на число членов суммы, т. е. на число 
состояний в объеме dl1*, или с учетом (50.5)

V  е -27 («•) =  Q-уппт) g г ^Г. 
av,

Таким образом,

Z *  =  ̂  е-Ш Ю  =  V  е - & (*г) g r  d r , .  
i

Вычисление второй суммы по различным элементам d r ,  есть не что 
иное, как интегрирование по dF, так что

Z*  =  j e - * / < w'>£r dr. (50.6)

Видно, что выражение (50.6) отличается от статистического ин­
теграла (30.8)

Z =  j e - t f / ^ d r

множителем gr. Поскольку g г —  постоянная величина *>, то
Z * = g vZ . (50 .7)

Для свободной энергии теперь получается
F * =  — k T \ n Z * =  — kT In Z  — kT\ngF =  F  — kT ln g r . (50. 8)

Из последней формулы видно, что свободная энергия, определен­
ная по (50.4), не совпадает со  свободной энергией, определенной 
классически по (30.7). Сказывается ли эта разница при определе­
нии наблюдаемых на опыте величин?

*) По (48.3) число состояний одной из частиц системы в ее [х-пространстве 
равно d y /(2 n f t )3. Число состояний системы равно произведению числа состояний 
отдельных частиц, так что

dr==  dYi дуг 6Vn  .
(2яЬ)3 (2лЬ)3 ' ’ ’ (2лЬ )3

П оскольку d r= d v id Y 2 ••• dy^r, то
Г 1



Начнем с  термодинамического смысла свободной энергии. Изме­
нение свободной энергии в изотермическом процессе ДF*, когда вто­
рой член в правой части (50.8) постоянен, равно изменению AF, 
т. е. работе, совершаемой системой в изотермическом процессе, но 
взятой с обратным знаком,

(ДУ*)г=, const =  ( АУ )r=c0nst =  — Д А  (50.9)

Если продифференцируем (50.8) по объему, то найдем
dF* dF

— = — = - Р .  (50.10)
dV dV к '

Таким образом, уравнение состояния определяется тем же самым 
уравнением.

Для внутренней энергии получаем

U = F - T ^ r = ( F *  +  k T \ n g T) - T ^  +  k l n g 1

=  F * - T —  , (50.11)
дТ у '

т. е. уравнение Гиббса —  Гельмгольца сохраняет свой вид.
Если по аналогии с (39.1) определить энтропию соотношением

(50.12)

то легко показать, что это определение приводит к значению энтро­
пии, отличающемуся от того, какое следует из выражения (39.1), 
на постоянную величину. Действительно,

S * =  — ^ — =z — — - j - ^ l n g j ^ S - j - f t l n g p .  
дТ дТ  1 г  1 г

На этом различии следует остановиться несколько подробнее.

§ 51. Энтропия и третье начало термодинамики

В § 39 был выяснен статистический смысл энтропии. Получен­
ный там окончательный результат страдает одним существенным 
недостатком, и для того, чтобы разобраться в этом вопросе, мы 
вновь повторим сделанный ранее вывод, но применительно к кван­
товому распределению Гиббса.

Из уравнения Гиббса —  Гельмгольца и определения энтропии 
S* по (50.12) следует

S * = ( U  — F*)jT.

Но внутренняя энергия есть среднее значение энергии системы, т. е.



поэтому, используя условие нормировки, можно написать

S* = —  ^  ___ J_ р ъ  =

V V

_ ( Р * - % Ж * Т )

V

Умножив и разделив на постоянную Больцмана, получим

5 * =  - k  ^  e ( f *~g ' )/(*r) =  (51. 1)
V V

т. е. энтропия равна среднему значению логарифма вероятности со­
стояния системы. Из формулы (51.1) видно, что поскольку вероят­
ность есть безразмерная величина, то энтропия совпадает по раз­
мерности с  постоянной Больцмана. Несколько другое положение 
имеет место в случае формулы (39.1)

S =  — k J* то In w  d r ,

которая отличается тем, что вместо вероятности W4 входит плот­
ность вероятности w и суммирование заменяется интегрированием. 
Поскольку плотность вероятности есть величина с размерностью, 
обратной элементу фазового объема, то под интегралом стоит ло­
гарифм от размерной величины, т. е. размерность энтропии оказы­
вается более сложной, чем в предыдущем случае. Легко видеть, что 
разница между (51.1) и (39.1) получается по следующей причине.

Правильный переход от дискретного квантового случая к клас­
сическому непрерывному должен состоять в замене вероятности W4 
на вероятность wd.T того, что система находится в одном из состоя­
ний, принадлежащих dT. Тогда из (51.1) получается

S* =  — zydrin(TOdF) =  — k j” In(w  d r )  w  d r  =

=  — k\j 'w\nw<\V — k J In (dr) та/dl\

d r  есть физически бесконечно малый объем фазового простран­
ства. Если считать, что все элементы dr, на которые разбито фа­
зовое пространство, одинаковы, то  при учете условия нормировки 
последнеее слагаемое примет вид

-yfej In (dr) та dr =  — £ In (dr) JwdL’ =  -fc ln (dr) .

Следовательно, строгий переход от  (51.1) к непрерывному распре­
делению приводит к формуле, отличающейся от (39.1) на некото­
рую постоянную:

те; In dr — £ln(dr) =  — k Г w In w  dr -j- const.



Постоянная зависит от величины фазового объема, который выбран 
за бесконечно малый элемент интегрирования, т. е. фактически она 
произвольна. Таким образом, классически энтропия определяется 
всего лишь с точностью до произвольной постоянной. Это не ме­
шает, если, как это обычно бывает, интересуются разностью зна­
чений энтропии в двух состояниях, поскольку при вычитании посто­
янная исключается, однако формула (39.1) не дает абсолютного 
значения энтропии.

Сущ ествуют ли экспериментальные факты, говорящие о преиму­
ществе того или иного выражения для энтропии? Оказывается, да. 
Поведение ряда термодинамических величин согласуется с предпо­
ложением о том, что при охлаждении энтропия убывает и что ее 
значение при абсолютном нуле равно нулю. Таким образом, неоп­
ределенная постоянная, о которой шла речь выше, должна быть 
выбрана так, чтобы выполнялось равенство

‘Ь'|т'-о==0.

Это условие играет важную роль в термодинамике и получило на­
звание т р е т ь е г о  н а ч а л а .  Легко показать, что третье начало 
есть следствие определения энтропии выражением (51.1), учиты­
вающим квантовую дискретность состояний, если только предпо­
ложить, что основное состояние системы не вырождено, т. е. име­
ется только одно основное состояние с наименьшим значением энер­
гии.

Действительно, пусть ближайшее по энергии состояние облада­
ет энергией, большей на A S . Из распределения Гиббса (50.1) тогда 
следует, что при охлаждении до  температур настолько низких, что 
kT < ^ A S , вероятность всех состояний, кроме основного, будет нич­
тож но мала. При Т =  0 вероятность основного состояния равна еди­
нице, а всех остальных — нулю. В этом случае сумма ^?№\1п№\»

V

определяющая энтропию, обращается в ноль.
Таким образом, учет квантовых эффектов приводит к правиль­

ному выражению для энтропии, имеющему вид (51.1). из которого, 
в частности, для реальных систем вытекает равенство энтропии ну­
лю при Т =  0, т. е. третье начало термодинамики.

§ 52. Принцип максимума энтропии

Энтропия при ее правильном определении квантовой формулой
(51.1) с точностью до множителя k совпадает с (12.1) и, следова­
тельно, является мерой неопределенности или хаотичности макро­
скопического состояния системы. Важным принципом, справедли­
вость которого вытекает из распределения Гиббса, а также уста­
навливается по совпадению всех сделанных на его основе выводов 
с опытом, является принцип максимума энтропии. Энтропия опреде­
ляется формулой  (51.1) и в  равновесном состоянии достигает мак­
сим ального значения, совместимого с теми условиями, в которых



находится система, т. е. равновесное состояние соответствует наи­
более хаотическому или неопределенном у из всех  возможных. Этот 
принцип можно положить в основу статистической физики равно­
весных состояний, так как из него, в частности, вытекает распре­
деление Гиббса.

Посмотрим, при каком значении вероятностей отдельных состоя­
ний Wv энтропия достигает максимального значения. Для этого 
необходимо воспользоваться правилом нахождения экстремума 
и учесть, что вероятности U7V связаны условием нормировки (50.2):

(52 .1)
V

По общему методу неопределенных множителей Лагранжа соста­
вим функцию

V н

где Xi —  неопределенный множитель Лагранжа. После дифферен­
цирования f { W v) по каждой из переменных и приравнивания 
производных нулю получается система уравнений, из которых v-e 
имеет вид

- J b - A l n V P . - J ^ O ,
т. е.

, п Г . =  — (l  +  i ) ,

откуда
Г , = е - П +<*■/*)] =  const,

где значение постоянной определяется из условия нормировки.
Таким образом, вероятности всех состояний оказываются оди­

наковыми. Поскольку число состояний системы бесконечно велико, 
то из условия нормировки W v->0. Для значения энтропии при учете 
равенства всех Wv получается

5 * = - £ 2 ^ 1 п ^ , =  - k \ n W ^ W , =  — k \ n W %.
V V

При Wv, стремящемся к нулю, —  In Wv стремится к бесконечности, 
так что значение энтропии оказывается бесконечным.

Этот результат противоречит опытным фактам и распределению 
Гиббса, по которому вероятности состояний с различной энергией 
не одинаковы. Он получился потому, что не было учтено одно важ­
ное обстоятельство. В реальных условиях система, находящаяся 
r равновесии, не изолирована, а находится в контакте с окруж аю ­
щей средой. Обычно вводят понятие о термостате как о системе, 
которая взаимодействует с рассматриваемой, но настолько велика, 
что воздействие изучаемой системы не в состоянии вывести термо­



стат из равновесного состояния. Так как равновесие наблюдается 
при контакте с  термостатом, то изучаемая система непрерывно о б ­
менивается с ним энергией. П оэтому хотя энергия и не постоянна, 
но ее среднее значение, т. е. внутренняя энергия, имеет строго оп­
ределенную величину. Следовательно, отыскивая значение вероят­
ностей W v, необходимо наложить дополнительное условие следую­
щего вида:

2 ^ v \ ^ v  =  f /= c o n s t .  (52 .2)
V

При нахождении максимума теперь составляем функцию 

f x { W , ) = - k ^ W H In W ,  -  \  V  ^
V V V

где —  другой неопределенный множитель Лагранжа. После диф­
ференцирования получаем уравнение вида

— Л In W\ — Л — Xj — *2 # , = 0 ,
откуда следует

^  е - [ 1  +  (Х , /й )  + ( Х , / 4 ) ^ , ] >

Если постоянную обозначить через l /Т, a Xi — через — [ ( F* /T) + ‘ 
+А], то вероятность состояния v равна

т. е. совпадает с распределением Гиббса. Свободная энергия, вве­
денная формально через множитель Я], и температура, введенная 
через множитель Ая, определяются условием нормировки (52.1) 
и уравнением (52.2):

2 e (J" - » ' )/(W-) =  l, =  (52.3)
у v

При выявлении связи между свободной энергией, температурой 
и внутренней энергией оказывается удобнее считать заданной не 
внутреннюю энергию, а температуру. Из написанных выше уравне­
ний F* и U могут быть вычислены как функции Т (и объема V).

§ 53. Вывод большого канонического 
распределения Гиббса

П оложив в основу принцип максимума энтропии, можно полу­
чить распределение более общее, чем распределение Гиббса, кото­
рое рассматривалось до сих пор. Это тот случай, когда число ча­
стиц, составляющих систему, мож ет меняться. Так, например, если 
в замкнутом сосуде находится газ с определенным числом моле­
кул, то мож но мысленно выделить небольшой объем и рассматри­
вать в качестве системы газ, находящийся в этом объеме. Молеку­
лы могут влетать в выделенный объем и вылетать из него, так что



точное значение числа молекул не определено, но в равновесии их 
среднее число остается одним и тем же. Мы сразу учтем квантовую 
дискретность состояний, так как из изложенного выше видно, что 
такой подход оказывается более последовательным.

Обозначим через V^Vjv вероятность vw-ro состояния системы, с о ­
стоящей из N  частиц. Тогда максимум энтропии будет соответство­
вать такому распределению, которое дает максимум выражению

при дополнительных условиях

% N W , „ = { N ) ,
N

где < N >  —  среднее число частиц в данной системе. С оставим 
функцию

vN  *ЛГ

^ Л Г - Х3 
WN vJV

После дифференцирования по получим уравнение

- k l n W ^ - k - ^ - h  $ ^ - \ 3N  =  О, 

решение которого имеет вид
уут ____  — (Й+̂ 1 +^tr$V
W "N==e »

или если обозначить

— Х2=  \/Т, Х3= —

то

w ,N =  r - ' S ^ N m k r ) . (53.1)

Формула  (53.1), дающая вероятность того, что система, н а ходящ ая­
ся в равновесии с термостатом, содержит N частиц и обладает эн ер ­
гией носит название бол ьш ого канонического расп редел ен и я  
Гиббса.

Формально введенные величины Q*, Т и ц определяются из у с ­
ловий

2  =  1. (53. 2)
" N  ’ JV



2  “ Ч  » • * = 2  К  = и , (бз. з )

£  W ,„  N = £ n  еИМ,'* +’ ™ ‘ г,=  <JV>. (53. 4)
ЧЛГ VJV

Вместо того чтобы определять значения ц и Т, соответствующие 
данному значению внутренней энергии U и среднему числу частиц 
< N > ,  можно считать их заданными и тогда по (53.2), (53.3) 
и (53.4) найти Q*, и U и < N >  как функции ц и Т  (а также объема 
системы У).

§ 54. Термодинамический смысл параметров Q*, ц, Т

При том способе вывода большого канонического распределе­
ния Гиббса, который был использован выше, величины Q\ ц и тем­
пература Т появились как некоторые постоянные, поэтому следую­
щей задачей является выяснение физического смысла этих парамет­
ров. Для этого можно с помощью (53.2), (53.3), (53.4) попытать­
ся получить некоторые уравнения, связывающие их между собой, 
и сопоставить полученные уравнения с другими, известными из 
термодинамики, т. е. в конечном счете из эксперимента. Такой путь 
предполагает хорошее предварительное знакомство с термодинами­
кой, а поэтому проще, опираясь на аналогию с обычным распреде­
лением Гиббса, признать, что Т —  это температура, а й* —  некото­
рая функция Т и (л, аналогичная свободной энергии, которую назо­
вем о м е г а - п о т е н ц и а л о м .  Уравнения (53.2), (53.3), (53.4) 
можно тогда использовать для вывода термодинамических урав­
нений.

Следуя этой программе, начнем с выяснения условий, при кото­
рых две равновесные системы находятся в равновесии между собой. 
Пусть одна система описывается большим каноническим распре­
делением

( a * ' - # ' ,  +v-'N’ )I(kT')

W ' , = е  vN' , (54.1)
vN'

а вторая —  распределением
( a * " - $ ' „  +i>."N’ )!(bT")

V T . = e  . (54 .2 )
iN"

Предположим, что энергия взаимодействия этих систем между со ­
бой и с термостатом много меньше, чем энергия самих систем. Если 
рассматривать их как единую систему, то они подчиняются боль­
ш ом у каноническому распределению, которое можно записать 
в виде

(54.3)

Поскольку мы пренебрегли взаимодействием систем, то вероятность 
л ю б о го  состояния первой системы не зависит от  того, каково со-



стояние второй. Кроме того, каждое состояние общей системы м ож ­
но рассматривать как некоторое состояние первой и некоторое не­
зависимое состояние второй, так что каждый номер vjv соответст­
вует каким-то vjv' и \’л", причем

N = N '  +  N ” , (54 .4)
и

# . = £ ' ,  - { -S’ - , (54 .5 )

т. е. общее число частиц равно сумме частиц в каждой из состав­
ляющих систем, а общая энергия — сумме энергий.

Если состояния подсистем независимы, то  в соответствии с о с ­
новными положениями теории вероятностей вероятность состояния 
сложной системы равна произведению вероятностей состояний с о ­
ставляющих ее подсистем:

W 4 = W ' ' . W \  . (54 .6 )
’Л" VA" V

Подставляя в (54.6) значения вероятностей (54.1), (54.2) и (54.3), 
можно получить

( 2 * ' - с ? '  '  +и.'ЛГ') /< « • ')  ■+ V. - N ’ )/ (k T " )
е( »* -* ,лг+ ^ )/(*г) =  е N = е

или, используя (54.4) и (54.3),
- <& ' , ’N '+ * N '+ v .N ’ )U bT) +  ) / ( « " ' )  +

’ Л" =  е е

Поскольку последнее равенство должно выполняться тождест­
венно для всех значений $  > , $  » , N' N" ,  то это означает, что

vN' vJV"
должны выполняться следующие равенства:

Т = Т '  =  Т",  (54 .7 )
ц =  1»' =  [Л  (54 .8 )

g*  =  2 * ' - f g * \  (54 .9 )

Таким образом, для равновесия двух  систем необходимо, чтобы 
были равны их температуры Т и параметры ц, ( называемые хими­
ческими потенциалами). Кроме того, омега-потенциал сложной 
системы оказывается равным сумме омега-потенциалов составляю­
щих систем.

Из изложенного выше видно, что химический потенциал играет 
по отношению к числу частиц такую же роль, какую температура 
играет по отношению к энергии. Так как у всех систем, нахо­
дящихся в равновесии с данным термостатом, температуры и хими­
ческие потенциалы имеют одинаковое значение со значением этих 
величин для термостата, то можно считать, что они являются х а ­
рактеристиками термостата, а не отдельных находящихся с ним в



равновесии систем. Именно поэтому целесообразно считать задан­
ными р, и Г, а другие величины, описывающие данную систему (ее 
омега-потенциал, внутреннюю энергию и т. д .) ,  определять как 
функцию этих параметров.

Целый ряд важных термодинамических соотношений может 
быть получен из условия нормировки. Так, например, после диффе­
ренцирования (53.2) по химическому потенциалу ц получится

у *  _ L  ( dA L  +  N \ е Г -Я ’л ^ У ^ о  
- и  кт \ ф Т  )
”лг

или, если использовать (53.4),
dQ* ( N ) .  (54. 10)

Таким образом, производная от омега-потенциала по химическому 
потенциалу, взятая с обратным знаком, равна среднему числу ча­
стиц в системе.

Дифференцирование условия нормировки по температуре при­
водит к уравнению, аналогичному уравнению Гиббса —  Гельмголь­
ца в системе с постоянным числом частиц. Имеем

0 =  А  V  e (s*~cs'N+*N)/(kr)^  V  1 dQ* cf n* - » » v +|tJy)/(*r)) =  А  V  е(в*_®'*+,иу)/(И')== V  1 d Q *  cf
дт kT дТ

'N

____  kT 2
v/V

Полученное выражение можно записать в виде 
1 dQ* (а*~

kT д'Г
'‘N  ' N

—  V  е(амг’*+|1Л0/<и')_ _?!_ V  p(2*-̂ 'jV+|1'v)/(Sr) |
д ’Г j i U  kT2 Z A

'ft "N

f  _ L  V  £ v ^  N  e (a* -^ N +^ kr) =  0
kT'2 N  kT 2

vN  ’ ЛГ

Если умножить последнее уравнение на kT2 и использовать соот ­
ношения (53.2), (53.3) и (53.4), то

Т —  - Q *  +  U - a ( N ) = 0 ,  дт 1 > \ •

т .е .  +

или окончательно
п* „да* дй*



Выражение (54.11) позволяет вычислять внутреннюю энергию по 
омега-потенциалу и является обобщением уравнения Гиббса — 
Гельмгольца на системы с переменным числом частиц.

Дифференцируя условие нормировки по объему V, найдем 

» -  у
dV dV V '

'N

Здесь учтено, что при изменении объема подсистемы, находящейся 
в равновесии с термостатом, температура и химический потенциал, 
которые определяются термостатом, остаются постоянными, а энер­
гия системы из-за взаимодействия со стенками меняется. Чтобы 
более конкретно представить себе рассматриваемый случай, будем 
считать, что подсистема — это  газ, заключенный в цилиндр с по­
движным поршнем. В боковой стенке цилиндра имеется отверстие, 
через которое газ сообщается с другим большим сосудом , запол­
ненным тем же газом (термостат). При перемещении поршня на dx 
объем подсистемы (газа в цилиндре) изменяется на dV, где

d l /  =  S ( U

(S —  площадь поршня). Для производной энергии по объему мож­
но написать

d* ' N 1
dV S дх

Подразумевается, что изменение энергии d $ ,N при смещении пор­
шня на dx происходит при постоянном числе частиц N. Оно равно 
работе силы, сжимающей систему, которая находилась в состоянии 
vjv, поэтому

dA =  d %vN = F [ N dx.

При этом система по третьему закону Ньютона действует на пор­
шень с равной по величине, но противоположной по направлению 
силой

N дх

Следовательно, из (54.12) вытекает 
да*
~ W

N

где < F >  —  среднее значение силы для всех возможных состояний. 
Средняя сила, деленная на площадь, есть не что иное, как давле­
ние Р,  оказываемое системой на поршень, так что



Таким образом , давление равно производной от омега-потенциала 
по объем у, взятой с обратным знаком.

Установим, наконец, связь омега-потенциала с энтропией. Из 
общ его выражения для энтропии при учете большого каноническо­
го распределения следует

S*= - k  2 ] l * V n * 4 , =  - *  ] £ kT
" N  yN

Если воспользоваться условиями (53.2), (53.3) и (53.4), то

S * = - ± ( Q * - U + v . { N ) ) .  (54 .14)

С помощью обобщенного уравнения Гиббса— Гельмгольца послед­
нее уравнение можно записать в следующем виде:

с * _ ___ 1 ( dQ* у Л _ _(''54 151
Т  1 дТ  )  дТ '

т. е. энтропия равна производной от омега-потенциала по темпера­
туре, взятой с обратным знаком.

Рассмотрим, чему равно изменение энтропии в некотором обра ­
тимом процессе, в котором бесконечно мало меняются объем V, 
температура Т и химический потенциал ц,. Имеем из (54.14)

&S* =  - ^ - ( Q * - U + v. ( N ) ) - - ± r ( A Q * - & U  +  bv. { N ) + r A ( N ) ) .

Это можно записать в виде

& S * =  —  ( т — —  / —  Д Г +  — Д[х 4 - ^ * 1  Д К  —
Т2 \ д Т )  Т \ дТ  1 ду. oV

- Д £ /  +  Д[* ( N )  -]-|*Д(ДГ».

Если учесть (54.10) и привести подобные члены, то 

Д5* =   ̂ ^  AV  +  \U  -  [X Д ( N ) J/T.

Первое слагаемое в правой части по (54.13) есть не что иное, как 
работа А/4, совершенная системой. Поскольку по второму началу 
термодинамики количество тепла, сообщенного системе, равно

a q = t a s *,

то для изменения внутренней энергии находим

д £ / = д д - д л  +  [1д (лг) .  (54.16)

Таким образом, в системе с переменным числом ча­
стиц изменение внутренней энергии происходит не только за 
счет перехода тепла и совершения работы, но и за счет изме­
нения среднего числа частиц. Если объем системы не меняется 
(Д У =Д Л  =  0) и система адиабатически изолирована (AS* —
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— AQ =  0 ) ,  то из (54.16) следует n = A U / A < N > ,  т. е. химический 
потенциал есть изменение внутренней энергии, связанное с поступ­
лением одной частицы в процессе, в котором A V  и AS* равны нулю.

Омега-потенциал есть функция объема системы, а также темпе­
ратуры и химического потенциала. В тех случаях, когда задано 
среднее число частиц, а не химический потенциал, удобнее иметь 
дело с другой термодинамической функцией, определяемой урав­
нением

/ 7* =  <2*-|-ja ( N ) .  (54.17)

При изменении условий (объеме, температуры, среднего числа ча­
стиц) функция F* испытывает изменение, равное

d /= '* = d 2 :,! +  !x d (7 V )  +  (yV) dp..

Поскольку d Q * = ^ — d T - j - ^ — d l / - ) - ^ - d [ i  =
J dT 1 dV  ф . r

=  - S * d r - / W - ( N )  dp, 

где учтены соотношения (54.13), (54.10) и (54.15), то

d F * =  — S * d T  — / 3d l / - j -^ d (A ^ > .  (54.18)

При неизменном среднем числе частиц и температуре изменение 
введенной функции равно

d ^ * =  - P d V ,

т. е. работе с обратным знаком. Это дает основание по аналогии 
с определением, приведенным в § 37, назвать функцию F* свобод­
ной энергией. Из (54.18) видно, что ее удобно использовать в тех 
случаях, когда за независимые переменные приняты объем, темпе­
ратура и среднее число частиц. Системы с заданным числом ча­
стиц можно рассматривать как системы с заданным средним чис­
лом частиц, поэтому (54.17) является непосредственным обобщени­
ем свободной энергии, рассмотренной ранее.

Если температура и объем системы не меняются, а среднее чис­
ло частиц увеличивается на dN,  то по (54.18) свободная энергия 
получает приращение

d/='* =  !xd(AA).

Из последнего равенства вытекает, что

(54.19)
r dN

т. е. что с термодинамической точки зрения химический потенци­
ал —  это изменение свободной  энергии системы, связанное с добав­
лением к ней одной частицы при условии, что объем  и температура 
постоянны.



Из (54.18) видно, что при постоянных < Л />  и V
{

а при постоянных < N >  и Т

^ = - 5 * .  (54 .20)

—  = - Р .  (54 .21)
dV v

Эти соотношения вполне аналогичны равенствам (36.12) и (39.1).

Задача к главе 8

1. И сходя  из выражения для омега-потенциала идеального одноатомного 
классического газа

Q * =  -  ( k T f 2 e ^ t r W C ,
где

m  \3/2• _ 2(.2лЬ2) ’

найти основные термодинамические характеристики этой системы (в ы в о д  
формулы для омега-потенциала приведен в гл. 10).

Р е ш е н и е ,  а) Среднее число частиц находится по (54.10):

{N )  =  -  =  (kT )3/2 V C . 
дц

Отсюда, в частности,

p = k T  In Г------- -
L C ( k T ,3/2С (kT)'

где n = < N > / V  —  концентрация частиц.
б) Уравнение состояния находится по (54.13):

Р =  _  =  ( « ’ )5/2е|1/(и' ) С .

Если исключить [1 с  помощью полученного выше выражения, то

Р  =  nkT .

в) Внутренняя энергия подсчитывается по (54.11):

,т ™  ~  5 ц (х 3
U  = Q * — T  -----------—  а ------------= 2 * -------------- 2 * 4 -  2 * _  S2* =  _ --------2 *  ,

дТ  дц 2 kT IkT  2

или, если использовать выражение для среднего числа частиц,

U = ~ { N ) _ k T .

г) Для энтропии по (54.14) получается

S* =  — —  ( q* +  —  2* +  2*) =  _  —  +  —  Vq*.
Т \ 2 ^  kT )  Т V.2 kT Г



Если принять во внимание связь Я* и < N > ,  а такж е выражение для ц, то

s .=  +

Последнее соотношение можно переписать в виде

S*=*<AT>^lnV +  - | - l n r  +  C1 ,

где

C i=  1пС +  — - j -  — In<N),

для чего достаточно было использовать определение концентрации л = < Л ? > /V.
Окончательное выражение для энтропии полезно сравнить с тем, которое  

было получено раньше для фиксированного числа частиц в § 39. Видно, что оба  
выражения отличаются лишь на постоянную величину.

Г Л А В А  9

СТАТИСТИКА БОЗЕ — ЭЙНШТЕЙНА

§ 55. Бозоны

Как уже говорилось в гл. 7, бозонами называются частицы с о  
спином ноль или целым  (в единицах ft). К ним относятся:

1) мезоны {К  и я ) ,  спин которых равен нулю;
2) некоторые атомы, у которых спин составляющих их электро­

нов, протонов и нейтронов складывается таким образом, что резуль­
тирующий спин оказывается целым (примером может служить 
Не2) ;

3) фотоны (спин 1);
4) фононы (кванты звуковых волн, спин 1).
Нас в основном будут интересовать фотоны, так как мезоны 

представляют собой очень короткоживущие частицы (время жизни 
10-8 с ) ,  роль которых в рассматриваемых нами процессах обы чно 
несущественна; атомы же обладают настолько большой массой, что 
к ним чаще всего можно применять классическую статистику. В про­
чем, при очень низких температурах нужно учитывать квантовые 
эффекты.

Для вещества, находящегося в твердом состоянии, где атомы 
образуют кристаллическую решетку, задача сводится к изучению 
колебаний решетки или, другими словами, к изучению свойств зву ­
ковых волн или звуковых квантов —  фононов.

В настоящей главе совокупность бозонов рассматривается как 
идеальный газ, т. е. предполагается, что меж ду частицами нет вза ­
имодействия.



§ 56. Распределение Бозе — Эйнштейна

Рассмотрим идеальный бозонный газ со  статистической точки 
зрения. Практически все сведения о его макроскопических свойст­
вах содержатся, как мы видели, в омега-потенциале Q*, и поэтому 
основной задачей является вычисление этой функции. Как уже го­
ворилось в предыдущей главе, удобно считать, что рассматривае­
мая система находится в равновесии с термостатом, температура Г 
и химический потенциал (г которого заданы. Для определения Q* 
нужно тогда использовать условие нормировки (53.2), которое мож ­
но записать в виде

^  е Г - ^ +|АЛ0 /(*П =  е*’/(*г) ^  е( - ^ +11Л0 / (*Г)=е**/(Аг>z * =  х ,
’ ЛГ ”ЛГ

где статистическая сумма

Z * = 2 e ( J ’ " +‘‘A' ) / m . (56. 1)
4N

так что Q * = — kTl nZ* .  (56.2)

Вычисления значительно облегчаются, если специальным обра ­
зом выбрать систему, а именно считать системой те частицы бозон­
ного газа, которые находятся в определенном состоянии (обладают 
заданными компонентами импульса). Определив омега-потенциал 
выделенных частиц (подсистемы), можно затем найти омега-потен­
циал всего газа как сумму найденных выражений для всех возмож ­
ных состояний. Применение такого способа подразумевает исполь­
зование большого канонического распределения, так как число ча­
стиц в данном состоянии не является фиксированным. Выделенная 
подсистема является системой с переменным числом частиц.

Итак, рассмотрим частицы, находящиеся в некотором опреде­
ленном состоянии i, и пусть энергия этого состояния равна &i. 
Энергия подсистемы зависит от того, сколько частиц находится 
в рассматриваемом состоянии, и если число их равно пи то

%-N =  ni*t- (56- 3)

Одно состояние подсистемы отличается от другого лишь числом ча­
стиц ri{, так что для нумерации состояний подсистемы можно ис­
пользовать это число. Статистическая сумма выделенной подсисте­
мы имеет вид

Z ;  =  2 e(- ‘ / W )/(ftr), (56.[4)

где суммирование ведется от щ =  0, когда в данном состоянии ча­
стиц нет, до « i  =  oo. Число частиц Бозе в выбранной подсистеме 
может быть любым, так как они не подчиняются принципу Паули.



Статистическая сумма легко вычисляется, поскольку видно, что 
она сводится к геометрической прогрессии

l _ eJL-4+w * r> ■U

Таким образом, для £2г* (индекс i показывает, что это выражение 
относится к i-й подсистеме, т. е. к частицам, находящимся в состоя­
нии i) получается

Q * = k r in  ( l _ e ( ,1- e'У(W',) .  (5 6 .5 )

Омега-потенциал всей системы бозонов может быть записан в ви де

Q* =  V  Ql =  kT  2  In (1 -  , (56. 6)
i i

где  суммирование распространяется на все возможные состояния 
бозонов, т. е. на все значения i.

Следует отметить, что при вычислении статистической суммы (56.4) был 
использован принцип неразличимости частиц. Действительно, считалось, ч то  
имеется всего одно состояние, энергия которого равна /г,в(. По классическим 
представлениям, когда частицы считаются различимыми, таких состояний м ож ет 
быть очень много. Если общее число частиц в системе (подсистеме с терм оста­
том) равно N,  то можно

ЛП
r iil (N  —  ni)l

способами выбрать гц частиц из N, так чтобы наборы из m  частиц отличались 
друг от друга по крайней мере номером одной частицы. Отсюда вытекает, ч то  
при вычислении статистической суммы в этом случае следует написать

Z . _  V  ______—_____  *i+V-'nl)l(bT)
JsaA n i\ (N  —  m)\ 
ni

где учтено, что значение химического потенциала классической системы ц7 и ста ­
тистической суммы Z j может отличаться от ц и Z j*. Поскольку при использова­
нии большого канонического распределения предполагается, что в рассматривае­
мую подсистему мож ет поступать любое число частиц, то N должно быть бес ­
конечно велико и для вычисления Zi следует перейти к пределу при Л̂—*- оо. Если 
учесть, что при N^>rii

N\ N ( N —  1) . . .  ( N  —  m +  1) N n‘

n i\ (N  —  ni)\ n L\

МП‘ c((-e,-+I*')/(W)]fl, _  ^  1 ^ -^ -t-v ’ +kT\nN)/(kT) n̂l
Z / =

Так как N  бесконечно велико, то написанная сумма мож ет иметь смысл только 
если химический потенциал р / тож е бесконечен, так что в сумме со слагаемым 
kT In N  он даст конечное выражение. Ц елесообразно поэтому иметь дело с  к о ­
нечной величиной (х, равной

ц =  ц' +  kT I n N ,



Z , =  У ' ^ - ( е (" Е/411)/(*Г )Л .
я<!

ni

Последнее выражение есть разложение в ряд Маклорена экспоненциальной функ­
ции, так что

7 +Ẑi — 6 •
Для омега-потенциала i-й подсистемы находим

2 / =  — к Т е {~ '1+^) т \  (56 .7 )

а  для омега-потенциала всей системы

Q = 2 q ' =  - ^ 2 e (" E i+ ,l)/(ftn . (56 .8 )
i i

Выражения (56.5) и (56.7) различны, но если в (56.5) химический потенциал 
много меньше et, так что

е/ — У- >
т о  показатель степени у экспоненты оказывается большим отрицательным числом:

( H - E, ) / W ) « - l -  
В этом случае сама экспонента очень мала и приближенно

1п(1_ е( ^ г) / ^ ) ) = _ е( , - г) / (^ ) .  ( 5 6 _9 )

Таким образом, омега-потенциал бозонного газа из-за принципа неразличимости 
отличается от омега-потенциала классических частиц, однако при очень малых 
(больших отрицательных) значениях химического потенциала эта разница стано­
вится несущественной. Для того чтобы омега-потенциал всего бозонного газа 
совпадал с классическим, химический потенциал ц должен быть по крайней 
мере на несколько kT  меньше, чем самый нижний уровень энергии системы, так 
как тогда приближение (56.9) справедливо для всех состояний бозонов.

Когда известен омега-потенциал, легко найти самые разные ха­
рактеристики системы.

Найдем, например, среднее число бозонов, находящихся в дан­
ном состоянии. П о (54.10) и (56.5) имеем

дВ*
< « f  > =  ^  *

ИЛИ ( n i )  = ^ (s ;—11)/(№) ( 5 6 .1 0 )

Формула (56.10), определяющая среднее число бозонов, находя­
щихся в состоянии с энергией е», носит название р а с п р е д е л е н и я  
Б о з е  —  Э й н ш т е й н а .

Для внутренней энергии системы всех бозонов найдем по (54.11) 
и (56.6)



Это естественный результат, если учесть, что Bi —  энергия бозонов, 
а < п г>  —  их среднее число в состоянии i.

Аналогичным образом можно подсчитать и другие термодина­
мические величины, характеризующие бозонный газ. Во многих 
случаях эти величины выражаются через средние значения чисел 
заполнения и именно этим определяется большое значение распре­
деления Бозе —  Эйнштейна.

§ 57. Фотоны

Применим теперь полученные выше общ ие результаты к фотон­
ному газу, т. е. к электромагнитному излучению.

Фотонный газ обладает важной особенностью, отличающей его 
от Бозе-частиц, обладающих конечной массой покоя. Эта особен ­
ность связана с тем, что число бозонов в фотонном газе не огра ­
ничено. Так, например, нагревая стенки полости (термостата), 
можно неограниченно увеличивать плотность электромагнитного 
излучения внутри полости, т. е. увеличивать число содержащихся 
в ней фотонов.

При выводе большого канонического распределения из принци­
па максимума энтропии (см. §53) использовалось условие

' N

в котором среднее число частиц в системе < N >  считалось задан­
ным. Для фотонов это условие излишне, поскольку их среднее чис­
ло определяется температурой и объемом системы. Если его не на­
кладывать (что формально можно учесть, положив множитель 
Яз = — ц/Г равным нулю, т. е. фактически считая р =  0), то придем 
к выводу, что для фотонов больш ое каноническое распределение  
применимо при значении химического потенциала, равном нулю.

По формуле (56.10) среднее число бозонов на i-м уровне равно

! \ 1 \пП —  е(Ц - и )/( * г ) _ 1 '

Для фотонов распределение Бозе —  Эйнштейна имеет вид

( n l ) =  fia>./(W) ' •  ( 5 7 . 1 )
е * — 1

Другой важной особенностью фотонного газа, как, впрочем, и 
идеального газа любых бозонов, служит то, что хотя возможные 
уровни энергии системы дискретны, но в большинстве практически 
интересных случаев они расположены настолько часто, что их м о ж ­
но считать почти непрерывными. Остановимся на этой особенн о­
сти подробнее.

Для вычисления омега-потенциала необходимо найти сумму

9 *  =  A7, 2 l n ( l — .



Если уровни энергии е, расположены настолько близко друг к дру­
гу, что разница меж ду соседними много меньше kT, то написанная 
выше сумма мож ет быть приближенно заменена интегралом по 
энергии. Действительно, пусть de — малый интервал энергий, ко­
торый, с одной стороны, много меньше kT, а с другой — много боль­
ше интервала меж ду соседними уровнями энергии, так что в de со ­
держится много уровней энергии. Суммирование удобно провести 
в два этапа. Разобьем всю шкалу энергии на интервалы величиной 
de и сначала просуммируем слагаемые, относящиеся к одному ин­
тервалу. Поскольку в пределах одного интервала de энергии отли­
чаются друг от друга на величину, много меньшую kT, то все сла­
гаемые имеют приблизительно одинаковое значение и их сумма 
равна одному из них, умноженному на число уровней в интерва­
ле de.

Число уровней в de, которое для малых интервалов энергии про­
порционально величине интервала, обозначим g ede, где g e — функ­
ция, носящая название п л о т н о с т и  с о с т о я н и й  и имеющая 
смысл числа уровней, приходящихся на единичный интервал энер­
гии в окрестности энергии de. Например, для омега-потенциала ис­
комая сумма будет иметь вид

&Г In (1 — е ^ - Е>/<и'>) g e de.

Остается провести суммирование по различным интервалам de, 
что, как легко видеть, сводится к интегрированию. Таким образом, 
для омега-потенциала получаем

оо

Q* =  kT  j‘ ln ( l  — eC’-*>/(W'))g-sde. (57 .2)
б

Суммирование проводится от самого нижнего нулевого уровня 
энергии до бесконечно большого.

Для фактического вычисления интеграла (57.2) необходимо 
знать плотность состояний g ede, к вычислению которой мы теперь 
и перейдем.

Почти все необходимые выкладки были проделаны ранее. Д ей­
ствительно, между энергией е и величиной импульса фотона р име­
ет место соотношение

г =  рс,

так что в интервале энергии от е до e +  de оказываются все те со ­
стояния, модуль импульса которых больше р =  е/с и меньше

P ~ \ ~ d p =  — |- — — .
с с

Другими словами, интервалу энергий de принадлежат состояния, 
которые в пространстве импульсов изображаются точками, находя­
щимися в сферическом слое толщины dp. Поскольку объем такого



слоя равен dQ =  4itp2dp, то по формуле (48.2) число состояний в нем 
равно

(Ю =  ы Р2АР. у .  (57 .3)
(2яЦ)з

Если выразить импульс через энергию, то получим
й0 =  Л ^ й ш _ у  {57А)

(2«hc)3

где dG — число состояний в интервале энергий de. П о определению 
введенной выше плотности состояний,

d G = g r,de,

так что из (57.4) следует явное выражение для этой функции

е ' й , = 1 Щ Г У ё ’ - ‘ 57- 5)

При применении (57.5) к фотонному газу нужно принять во 
внимание, что имеются два вида электромагнитных волн, а следо­
вательно, и фотонов, отличающихся друг от друга своей поляриза­
цией. Для каждого вида справедлива формула (57.3), и поэтому 
если нас интересует весь фотонный газ, а не одна его компонента, 
обладающая данной поляризацией, то следует (57.5) умножить на 
число компонент, т. е. на два.

С учетом последнего замечания для омега-потенциала фотон­
ного газа, химический потенциал которого равен нулю, получается

00

Q* =  2kT\  In (1 — е - £/<*г>) 4яе2 deV.
) (2яЬс)з
о

Последнее выражение часто используется в форме, когда за пере­
менную интегрирования выбрана частота со, связанная с энергией 
соотношением e =  fico. В этом представлении

м

Q* — 2kT  ̂In (1 — сЫ /.  (57. 6)
о

Величина

d 2*  =  2kTV  In (1 -  e- ft« № ) )n.i5?!L d o  (57. 7)
(2яс)3

имеет смысл омега-потенциала всех фотонов, частота которых ле­
жит в интервале dto, и поэтому функция

5а* (<o) =  2 A J V - ^ -  In (1 -  e- fi“ /(*n)
(2яс)з

может быть названа с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т ь ю  омега- 
потенциала.



Чтобы вычислить (57.6), удобно ввести новую переменную инте­
грирования

x  =  biol(kT).

Формула для Q* принимает тогда следующий вид: 4

Поскольку

[  In (1 — е- *) х 2 dbc ^  — 2,15,

то

2 * =  - 2 , 1 5 — — VT\  (57 .8)Я2̂,3С3 V

Таким образом, когда уровни энергии могут считаться непрерывны­
ми, омега-потенциал фотонного газа определяется выражением  
(57.8) или в спектральной форме уравнением  (57.7).

Остановимся теперь на вопросе о том, когда справедливо при­
ближение непрерывного распределения уровней энергии. Ясно, что 
это имеет место лишь в случае достаточно высоких температур, так 
как основным критерием служила малость расстояния между уров­
нями по сравнению с kT. Условие квазинепрерывности будет вы­
полняться, если энергия kT больше, чем энергия самого нижнего 
состояния, поскольку среди состояний системы есть и такие, кото­
рые соответствуют нахождению на нижнем уровне одного, двух фо­
тонов и т. д., причем все остальные уровни пустые. Другими слова­
ми, интервалы между соседними уровнями заведомо меньше, чем 
ftcoo, где о)о —  наименьшая частота колебаний, возможных в системе.

Пусть, например, имеется кубическая полость со стороной а =  
=  1 см. Наименьшая частота определится из условия, что соответ­
ствующая ей длина волны равна а. Хотя, строго говоря, в метал­
лической полости возможны колебания, у которых на длине поло­
сти помещается половина длины волны, так что для наименьшей

*)
оо СО оо

^ In (1 —  е~х) Jf2 d x =  — ^
*-Ьх

■ х2 dx —

fe-l о 
(см. [12], с. 297).
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частоты замена стоячих волн на бегущие по правилу, излож ен­
ному в § 46, является довольно плохим приближением, но посколь­
ку нас интересует выполнение условия

hw0^ k T  (5 7 .9 )
с большим запасом, то разница в множителе порядка двух  не 
имеет существенного значения. Таким образом, в рассматриваемом 
примере наибольшая длина волны порядка а =  1 см, а следователь­
но, наименьшая частота

vu =  c/k =  c/a,

т. е. vo— 3 -1 0 10 Гц. Интервалы между уровнями энергии меньше, 
чем 2nh vo= 2- 1СН3 Дж, и условие (57.9) выполняется уже при тем­
пературах порядка 10 К, когда kT =  1 ,38 -10-22 Дж. Если полость ох ­
лаждена до температуры порядка 0,1 К, то переход от формулы 
(56.6), учитывающей дискретную структуру уровней, к формуле
(57.2), где они предполагаются непрерывными, неправомерен.

§ 58. Законы теплового излучения

Знание омега-потенциала позволяет рассчитать многие важные 
характеристики фотонного газа, находящегося в равновесии, т. е. 
равновесного теплового излучения. Одной из наиболее интересных 
является внутренняя энергия U. Используя формулу (54.11) и при­
меняя ее к (57.7), найдем для внутренней энергии фотонов, часто­
та которых лежит в интервале dco, при учете того, что ц =  0,

d U = 6 Q * - Т —  ( d S « ) =  8jta)2dt0 1Л — -L--------До,. (58 .1 )
дТ v '  (2я с)з  e W (M ) —  i ’

Выражение (58.1) может быть истолковано следующим о б р а ­
зом. Первый множитель представляет собой число состояний, при­
ходящихся на частотный интервал dco. Второй множитель опреде­
ляет среднее число фотонов в состоянии с частотой <о, так что  его 
произведение на первый даст среднее число фотонов в интервале 
частот от о) до (o +  do) *

d A ^ : -8jtM2d<l) . - У . ------ . (5 8 .2 )
i(2 n c)3 е А ) —  1

Последний множитель есть энергия одного фотона, и поэтому ум­
ножение (58.2) на Лео приводит к выражению для средней энергии 
фотонного газа в рассматриваемом частотном интервале.

Если в полости, содержащей тепловое излучение, сделано не­
большое отверстие, которое практически не нарушает равновесного 
состояния фотонного газа, то из отверстия выходит излучение. М о щ ­
ность этого излучения в интервале частот dco =  1, отнесенная к еди­
нице поверхности, носит название спектральной плотности энерге­
тической светимости (для краткости назовем ее излучательной сп о ­
собностью) и в дальнейшем обозначается гш. Легко рассчитать эту

* Читатель! Здесь и далее во всех ф ормулах вм есто h следует читать /z .



величину, используя результаты § 21. Действительно, для плотно­
сти потока частиц там было получено выражение (21.11)

j= ^ n v cl 4.

Е с л и  под d/ понимать плотность потока фотонов, обладающих ча­
стотой в интервале dco, то их концентрация « (со) d<o, как это выте­
к ае т  из формулы (5 8 .2 ) ,  равна

/ \ л dTV 8Я(о-с1сд> / г*о о\/г(мШю = ------- = ----------- ------ — . (5 8 .3 )
' V (2 я с )з(е Лш/(*Г )— l)  V '

П оскольку  скорость всех  фотонов одинакова и равна с, то
8яи>2с1ш 1 С

~ Г  Т 'M ( k T ) ( 5 8 .4 )
( 2лс)з

К а ж д ы й  фотон несет с с о ф о й  энергию ftco, поэтому с помощью (58.4) 
получается следующее вы раж ение для излучательной способности, 
которая по определению относится к единичному интервалу ча­
с т о т  dco:

r md o ) =  food y  =  п - ( 5 8 - 5 )(2яс)2 (e' 1)

Если на рассматривавш ееся  выше отверстие извне падает излу­
чение, то оно полностью проходит внутрь полости, не испытывая

отражения. Когда полость д оста­
точно велика, то можно прене­
бречь и выходящим из полости 
излучением, возникающим за счет 
отражения от внутренних стенок. 
Таким образом, полость с отвер­
стием представляет собой так на­
зываемое абсолютно черное тело, 
т. е. тело, полностью поглощаю­
щее все падающее на него излу­
чение. Следовательно, формула
(58.5) определяет излучательную  
способность абсолютно черного  

тела. Она носит название ф о р м у л ы  П л а н к а  по имени учено­
го, впервые ее получившего. На рис. 9.1 показаны графики функ­
ции Планка в зависимости от частоты для нескольких температур.

При малых частотах, когда h a /кТ<^\, экспоненту в знаменателе
( 5 8 .5 )  можно разлож ить в ряд и ограничиться первыми двумя чле­
нами

Рис. 9.1

е Ла>/(*Г);
kT

П о с л е  подстановки этого разлож ения в (58.5) получается
0)2



Приближенная формула (58.6) носит название ф о р м у л ы  Р э ­
л е я  —  Д ж и н с а  и показывает, что в области низких частот излу- 
чательная способность черного тел а  пропорциональна к вад р ату  ча­
стоты. Исторически это соотношение было получено раньше фор­
мулы Планка из чисто классических соображений и по классиче­
ской теории должно было выполняться для всех частот. Полная 
энергия излучения по этой формуле равна бесконечности:

00 оо

У r md u ) = —- —  \ оА1ш,
'  (2 Я С )2  j

о о
поскольку последний интеграл расходится. Таким образом , к л а с ­
сическая теория была не в состоянии объяснить лучеиспускание, 
ибо приводила к абсурдному результату. Зависимость (58 .6)  изо­
бражена на рис. 9.1 пунктирной линией в области низких частот.

При больших частотах, когда h a /k T ^ -l,  экспонента в зн ам ен а­
теле (58.5) много больше единицы. Если последней пренебречь, 
то получается так называемая ф о р м у л а  В и н а

гюйи> ^  е - л“/<*гМш, (58. 7)
( 2 л с ) 2

из которой видно, что при больших частотах излучательная способ­
ность быстро (экспоненциально) стремится к нулю. Закон Вина 
представлен на графике пунктирной линией в области больших ча­
стот.

Положение максимума на кривой излучательной способности 
можно определить, если продифференцировать га по со и прирав­
нять производную нулю. Имеем

__ d Г йсоз 1 1 
dco ~~ d<0 |(2яс)2 eAo,/<ftr>— 1 )

_  % Г 3<о2 шз (п/(кТ) е ы/(кТ)
~ (2яс)21 [  еЛш/(Н') — 1 (еА“>/(*П_  i j 2

Это уравнение приводится к виду

3 (е Ао>/(*г)_ i ) _  ^ _ е Ли,/(*7'> =  0

или
— З е - * “/(*г).

кТ

И з последнего соотношения последовательными приближениями 
легко получить:

=  0.



Т аким  образом, максимум излучательной способности имеет место 
на частоте

которая прямо пропорциональна абсолютной температуре. Это со­
отношение носит название з а к о н а  с м е щ е н и я  В и н а  и пока­
зы вает ,  что при более высоких температурах максимум смещается 
в сторону более коротких длин волн (более высоких частот).

Полную мощность, излучаемую абсолютно черным телом с еди­
ницы поверхности, н азы ваю т энергетической светимостью. Е е 
можно определить, вычислив интеграл

Если ввести новую переменную интегрирования x =  ha>/(kT),

Соотношение (58.8) носит название з а к о н а  С т е ф а н а  —  
Б о л ь ц м а н а  и показывает, что энергетическая светимость про­
порциональна четвертой степени абсолютной температуры. Постоян­
ная а  носит название п о с т о я н н о й  С т е ф а н а  —  Б о л ь ц м а -  
н а.

В  заключение покаж ем, как  применение общего аппарата позво­
л яет  вычислить давление, оказы ваем ое тепловым излучением на 
стенки полости. По формуле (54 .13)  с учетом (57.8) находим

то

(58. 8)
о

где

а = 6 , 4 9 — ------- =  5 , 6 7 - 1 0 - 8 В т-м ~ 2-К - 4 .(2яс)2ДЗ

Р
dQ*

- 2 , 1 5
Л 2ДЗС3



Таким образом, тепловое излучение оказы вает  на стенки закл ю ч аю ­
щей его полости давление, которое пропорционально четвертой сте­
пени температуры. Интересно отметить, что давление не зави си т  
от объема. Это является  отражением того ф акта, что число фото­
нов в полости не фиксировано. Увеличение объем а сопровождается 
появлением новых фотонов, так что концентрация их, зави сящ ая 
только от температуры, сохраняется.

§ 59. Фононы

Статистика бозонов может быть использована и для описания 
явлений, относящихся совсем к другой области.

При низких температурах, когда квантовые эффекты становятся 
особенно существенными, большинство вещ еств находится в твер­
дом состоянии и их атомы образуют кристаллические решетки. С м е ­
щение атома в решетке вызывает смещение соседних атомов и т а ­
ким образом приводит к возникновению волны, распространяющей­
ся по кристаллу. Волновой характер движения атомов в кристалли­
ческой решетке позволяет строить статистическую теорию кристал­
лов по аналогии с теорией теплового излучения в полости. Полная 
теория оказывается значительно более сложной, чем для электро­
магнитных волн, так  как решетка дискретна и в ней возможны ко­
лебания различных типов (в простейших сл у чая х  они делятся на 
продольные и поперечные), наконец, свойства кристалла, а следо­
вательно, и волн могут быть неодинаковы по различным направле­
ниям (анизотропия). Чтобы упростить изложение, можно, как э т а  
часто делается, приближенно заменить реальную решетку непре­
рывной изотропной средой с упругими параметрами, такими ж е ,  
как у решетки. Фактически это сводится к предположению, что кри­
сталлическая решетка может быть заменена упругой средой, в ко ­
торой скорость распространения звуковых волн (волн сжатия, р а ­
стяжения и смещения) такая же, как и в решетке, и одинакова во 
всех направлениях. Рассматриваю тся всего три возможных типа 
колебаний, из которых два соответствуют поперечным волнам с д ву ­
мя взаимно перпендикулярными направлениями поляризации и о д ­
н о —  продольной волне. Теория для каж дого  типа колебаний д а е т  
одинаковый результат, и разница состоит лишь в том, что скорость 
звука для продольных и поперечных волн различна. Имея это в ви­
ду, ограничимся лишь продольной вблной, для которой скорость 
распространения обозначим С;.

Если кристалл имеет ограниченные размеры , например форму 
параллелепипеда со сторонами а, b и с, то в нем возможны коле­
бания строго определенных частот. Частоты колебаний зависят от 
размеров кристалла и условий отражения на его свободных гр а ­
ницах. Хотя, строго говоря, набор возм ож н ы х частот дискретен, но 
почти во всех практически интересных сл у чая х  его можно считать 
непрерывным. В этом приближении не так  важ н о  точное значение 
каждой отдельной частоты, а гораздо существеннее определить 
плотность распределения этих частот, т. е. число dG различных



волн, частоты которых попадают в интервал dco. Другими словами, 
необходимо найти плотность состояний g a, где

d(7 =  gr0)du).

В полной аналогии со случаем электромагнитных волн удобно 
принять, что возм ож н ы  лишь такие частоты, для которых компо­
ненты волнового вектора к, где

\k\--~ k — 2л/X — ш/с [

(Ci — скорость зву ка , заменяющая скорость распространения эл ек­
тромагнитных волн с ) ,  определяются соотношениями вида (46.4)

, 2л  , 2л; , 2я  1Ч
kx =  — mx, ky =  —  my, kz =  — mz (59. I)

(mx, niy и mz —  целые числа).
Имеется, однако, и одно существенное отличие от световых волн, 

которое связано с дискретной структурой кристаллической решет­
ки. Спектр частот электромагнитных

-— —- — .— ,— ,_______. волн не ограничен сверху, так что воз-
-----  можны сколь угодно большие частоты

или сколь угодно малые длины волн. 
В кристаллах не могут сущ ествовать 
волны с длиной волны, меньшей неко­
торого значения Xmin- Это свойство яв- 

Рис. 9.2 ляется следствием дискретности решет­
ки, и его нагляднее всего можно пояс­

нить с помощью рис. 9.2, на котором изображены поперечные вол­
ны с уменьшающ ейся длиной волны для одномерной цепочки ато­
мов (обозначенных точками). Последняя из них соответствует наи­
меньшему возм ож н ом у  значению длины волны, равному удвоенной 
постоянной решетки, когда соседние атомы колеблются в противо- 
фазе.

Таким образом , теория тепловых колебаний решетки может 
быть сведена к теории равновесных звуковы х волн, аналогичной 
теории равновесного электромагнитного излучения и отличающейся 
тем, что возм ож ны е типы волн ограничены наименьшей длиной в о л ­
ны Amin или соответствующей ей максимальной частотой

“тзх11111 2яс[,Д|Т11П' (5 9 .2  )

Для внутренней согласованности теории значение сотах следует 
выбирать из условия, что общее число различных волн в кристалле 
равно числу степеней свободы составляющ их его атомов. Если чис­
ло атомов равно N, то поскольку у каж дого  атома три степени 
свободы, то общ ее число степеней свободы равно 3N. Это означает, 
что в простой решетке имеется N различных длин волн для каж дого 
из типов колебаний (продольного и двух поперечных). Таким обра­
зом, условие, определяющее сотах, может быть записано в виде



r maX 4яа)2(3м
J  (2лс/)з

V  =  N ,
о

т. е.

Поскольку в простом кубическом кристалле объем, приходящийся 
на один атом, равен tf3, где d — постоянная кубической решетки, то 
последнюю формулу можно записать в виде

из которой, в частности, видно, что >.гат  =  1,61 d.
Используя условие ограниченности частот звуковых волн, для 

омега-потенциала можем по аналогии с (5 7 .6 )  написать

Формула (59.4) относится к волнам одного типа, например про­
дольным, и поэтому в ней опущен присутствующий в (57.6) мно­
житель 2, который учитывает две возм ож ны е поляризации эл ек т ­
ромагнитных волн.

Следует различать два случая.
Если верхний предел интегрирования много больше kT/h, 

то при интегрировании придется иметь дело и с частотами со, для 
которых со^>kT/h, т. е.

—  очень малая величина, то верхний предел интегрирования без 
заметной ошибки можно распространить до бесконечности и тогда 
теория оказывается полностью совпадающей с теорией электромаг­
нитного излучения. Вместо фотонов говорят о ф о н о н а х  (квантах 
з в у к а ) ,  роль скорости света играет скорость зву ка , и для фононов 
справедливы все законы, полученные для теплового излучения.

В  частности, по аналогии с (57.8) для  к а ж д о го  типа волн (про­
дольных и двух поперечных типов) имеем

гд е  Сф — скорость соответствующей волны. Д а л е е  обычным спосо­
бом можно найти различные термодинамические характеристики 
кристаллической решетки. Так, например, используя уравнение

to,max I' бл 2с г/аГ =  2 л с //(1,61^), (59. 3)

Q * =  Г kT\ п ( 1 - е - * » / ( * П ) (59. 4)
о

(2я С[У

1.

Поскольку для этих частот

Q *=  _ i , 0 7 VT*, (59. 5 )



Гиббса —  Гельм гол ьц а ,  получаем выражение для внутренней энер­
гии, связанной с каж дой ветвью,

u ==q * _ T - ^ = - 3 Q *  =  3 ;2 \ —^ - 3-V T *.
и  “  дТ Я2й3с|

Здесь учтено, что д ля  фононов |х =  0.
Теплоемкость кристалла при постоянном объеме есть сумма трех 

аналогичных членов, каждый из которых обусловлен одним типом 
колебаний и равен

c v =  — =  1 2 ,8 4 — *  — V T 3.
дт яздзс|

При уменьшении температуры теплоемкость быстро (как Р )  стре­
мится к нулю.

В другом предельном случае (от ах много меньше kTjh. В се  ч а ­
стоты, которые учитываются в интеграле, в этом случае таковы, что

JmftkT) <£ 1.

Тогда, например, д ля  внутренней энергии фононов продольных ко­
лебаний, частоты которых л еж ат  в интервале dco, в соответствии 
с (58.1) м ож ем, р асклад ы вая  экспоненту в ряд и ограничиваясь 
первыми двумя членами, получить

, , ,  4яш2й(0 . .  hd> 4яш2с1(о . . , „  /СП
a i l = ------------- V  - L-T/<,r'-------- — -------------- V -k T . ( 5 9 .6 )(2ясф)3 еА<“/ ( * 0 _  1 (2яСф) з

Последнее равенство  соответствует справедливой в классиче­
ском случае теореме о равномерном распределении энергии по сте­
пеням свободы. Первый множитель определяет число состояний 
в интервале частот  dco, а второй показывает, что на каж дое состоя­
ние приходится средняя энергия kT(kT/2  на кинетическую и kTj‘2 
на потенциальную энергию в волне). Если  для электромагнитных 
колебаний формула, соответствующая классическому приближению, 
приводила к абсурдному результату (бесконечной общей внутрен­
ней энергии), то д ля  звуковых волн этого не получается, так к ак  
для них имеется верхняя граница возможных частот. Внутренняя 
энергия в этом предельном случае описывается выражением

и = \ ' аХ 4лш2йш V kT  =  —  яа&„х V kT. ( 5 9 .7 )
J (2яс/)3 3 (2лсг)! V '
о

Если учесть значение шт ах по формуле (59 .3 ) ,  то формулу для; 
внутренней энергии продольных волн можно записать в виде

U  =  N kT . ( 5 9 . 8 )

Поскольку помимо продольных колебаний в кристалле возможны 
еще и два типа поперечных, то полная внутренняя энергия в рас­
сматриваемом предельном случае равна



Это находится в полном соответствии с принципом Больц м ан а. 
Действительно, атом решетки имеет три степени свободы (д в и ж е ­
ние по осям х, у, г ) ,  причем на каж ду ю  приходится энергия k T (k T /2  
на кинетическую и kT/2  на потенциальную). Общая средняя эн ер ­
гия одного атома равна 3kT, и, следовательно, внутренняя энергия 
решетки равна (59 .9 ) .

Д ля  теплоемкости в этом случае получается постоянное з н а ч е ­
ние

Рассмотренные выше два предельных случая соответствуют н и з­
ким и высоким температурам. Критерий их выполнения может б ы ть  
записан в следующем виде: при

Т  =  0Д
k к а

справедливы квантовые формулы, а при

Т  чх =  Л_ g^2 _f£_ =  о
к к d  4

—  классические (принцип равномерного распределения энергии по 
степеням свобод ы ). Параметр 0д, зависящ ий от универсальных 

постоянных (h, k) и параметров решетки данного конкретного кр и ­
ст а л л а  (сф, d ),  имеет размерность температуры и носит н азван и е 
т е м п е р а т у р ы  Д е б а я  для этого кристалла. Таким об р азом , 
■если температура, при которой находится кристалл, много б ольш е 
температуры Д еб ая ,  то можно пользоваться  классической с т а т и с ­
тикой, а если она того же порядка или меньше, то необходимо при­
менять квантовую. Квантовые формулы значительно у прощ аю тся, 
становясь аналогичными формулам для теплового излучения, при 
температуре, много меньшей дебаевской. Следует иметь в виду, что 
температуры Д еб а я  для продольных и поперечных волн различны, 
так как различны скорости распространения этих волн.

Задачи к главе 9

1. Если площ адь антенны радиолокатора S  =  10 м2 и его приемное устрой­
ство регистрирует сигналы в полосе частот 1 мГц на длине волны  0,03 м, 
то какова будет мощность шумового сигнала, когда антенна направлена  
на Солнце? Температура Солнца Тс = 6 0 0 0  К, квадрат отношения р ади у са  
Солнца к радиусу орбиты Земли £ = 2 ,1 7 -10-5 .

Р е ш е н и е .  Излучение Солнца соответствует тепловому при температуре 
€000 К. Для длины волны Х = 3  см отношение h  а /kT с равно

Ь ш 2 it he
----------= --------------- =  10 -4  С  1,

kTQ kXTe



так что для излучательной способности можно использовать формулу (58.6), где 
в данном случае dco =  2 n -1 0 6 с -1 . По мере удаления от Солнца плотность энер­
гии убывает обратно пропорционально квадрату расстояния, так что у Земли на 
единицу площади поступает мощность

m2 kTc
Ее (ш) d<o =  ? -------------d«>.

к } (2яс)2

Полная мощность, принимаемая антенной площади S, есть ’

ь)2
S£e (ш) dw =  —--------- kTz d w .

v '  (2лс)2

Подставляя числовые значения, найдем величину ш умового сигнала: 2 -1 0-14 Вт.
2. Оцените молярную теплоемкость меди при температуре 900 и — 200° С  

(скорость продольных волн в меди 4700 м/с, поперечных —  2260 м/с, плот­
ность меди 8,9 г /см 3, атомная масса 64 г/моль, постоянную решетки при­
мите равной  0,228 нм).

Р е ш е н и е .  Для температуры Д ебая находим 0Д =  у  бя2 Ь c$'(kd) =  618 К 
для продольных волн и 0 Л= 2 9 7  К для поперечных. При температуре 900° С 
теплоемкость может рассчитываться по формуле (59.9), так что для молярной 
теплоемкости получаем 25 Д ж /(К -м ол ь ). При температуре — 200° С (73 К ) 
используем формулу

С^ =  12,84 ^ 4 " к г з ’

из которой для продольной ветви получаем 1,16 Д ж /(К -м о л ь ), а для попереч­
н ы х — по 10 Д ж /(К -м ол ь ) (объем  V определяем по отношению атомной массы 
к плотности).

Г Л А В А  10

СТАТИСТИКА ФЕРМИ — ДИРАКА

§ 60. Фермионы

Частицы, обладающ ие полуцелым спином (в единицах ti), на­
зываются фермионами. В отличие от бозонов они помимо принципа 
неразличимости подчиняются еще и принципу Паули. Это накла­
ды вает  особые ограничения на распределение фермионов по во з­
можным состояниям, так  что статистика фермионов, или, иначе, ст а ­
тистика Ферми —  Д и р а к а ,  сильно отличается от статистики Б о з е — ■ 
Эйнштейна, рассмотренной в предыдущей главе.

К фермионам относятся:
1) электроны,
2) позитроны,
3) нуклоны (протоны и нейтроны),
4) некоторые ядра и атомы.
Основной интерес представляю т электроны, так  как позитроны 

в естественных у словиях встречаются редко (они быстро аннигили­
руют с электронам и), а м ассы  нуклонов, ядер и атомов настолько



велики, что к ним в большинстве случаев можно применять к л а с ­
сическую статистику.

К ак уж е упоминалось выше, при очень низких тем пературах, 
когда квантовые эффекты становятся особенно существенными, в е ­
щество обычно находится в твердом кристаллическом состоянии 
и тогда статистические свойства удобно рассматривать, вводя п р е д ­
ставление о фононах (см. § 5 9 ) .  Фононы являю тся частицами Б о з е  
независимо от того, построена решетка кристалла из бозонов или 
фермионов.

§ 61. Распределение Ферми — Дирака

Рассмотрим идеальный газ электронов, т. е. будем предполагать, 
что взаимодействием электронов м еж ду  собой можно пренебречь. 
На первый взгл яд  такое предположение каж ется  необоснованным, 
так  как электроны обладают зарядом и электрические силы, с  к о ­
торыми они взаимодействуют, весьма значительны. Можно, од н ак о,  
приближенно учесть взаимодействие электронов методом с а м о с о ­
гласованного поля (см. § 2 8 ) ,  т. е. принять, что они находятся в о  
внешнем электрическом поле, эквивалентном полю, созд аваем ом у  
самими электронами. В  частном случае плазмы газового р а зр я д а  
или электронов в твердом теле (м еталл ы , полупроводники) э к в и ­
валентное поле часто равно нулю или очень мало, так как отр и ц а­
тельный заряд  электронов компенсируется в среднем равным е м у  
зарядом положительных ионов.

Система невзаимодействующих электронов может быть о х а р а к ­
теризована указанием совокупности возм ож н ы х состояний о т д е л ь ­
ных электронов и их распределением по этим состояниям. А н а л о ­
гично тому, как это было сделано для идеального газа бозонов, в ы ­
берем в качестве подсистемы одно-единственное состояние с н о м е­
ром i. Если энергия этого состояния ег, то в соответствии с б о л ь ­
шим каноническим распределением (подсистема все время обмени­
вается электронами с остальной системой, принятой за терм остат)  
для омега-потенциала подсистемы получается

Q * =  _ kT In Z * =  - k T  V  ((5 1 . 1 )
П

Формально статистическая сумма, входящ ая в (61 .1) ,  подобна с у м ­
ме (56 .4 ) ,  которая была написана д ля  бозонного газа. С ущ ествен ­
ная разница, однако, появляется вследствие учета принципа П а у ­
ли. Если для бозонов суммировние по числу частиц в данном с о ­
стоянии проводилось от п =  0 до п =  оо, то для фермионов п м о ж е т  
принимать по принципу Паули лишь д ва  значения: п — 0 и п =  1. 
Таким образом,

2?. — "V =  J _[_ е< 1 Е;)/(и')
п

и



Ф орм ула (61.2) отличается от соответствующей формулы (56 .5 ) ,  
справедливой для бозонов, знаком перед экспонентой.

Омега-потенциал всей системы получается суммированием оме­
га-потенциалов всех подсистем, т. е. суммированием по всем воз­
можным состояниям:

Q* =

И з соотношений (61 .2 )  и (61.3) следует вся термодинамика иде­
ального электронного газа. Найдем, в частности, выражение для 
среднего числа частиц в состоянии i. По общему правилу (54.10) 
имеем

, ч дй* ' е^-/>/<*п j
а +  е(|*-.,)/(*Г) =  е(Ч-Ю/(№) +  1 • (6 1 - 4 )

•Формула (61 .4 ) ,  определяющая среднее число частиц в состоянии 
с  энергией ег-, носит название р а с п р е д е л е н и я  Ф е р м и  —  Д и ­
р а к а .

Химический потенциал ц может быть найден из условия, что 
полное среднее число частиц в системе равно сумме средних в от­
дельных состояниях:

W ^ V ( B , )  =  V e№- , ; ,',r , +  | . ( 6 , . 5 )
i i

Последняя формула следует и непосредственно из (61 .3) ,  если на­
писать

, V v а V " ’ V  1

i i

Д л я  внутренней энергии по (54.11) можно получить

U  — Q* — Т  +  -^ — = —kT " V  ln ( l  + e (|i~ E' )/(W')) — 
дТ  1 r  ^

_  Г  Г -  k V  In ( 1 - f  Q(fL~, l)nkT)) _

- k T
kT  2

( 6 1 .6 )

где использовано условие (6 1 .5 ) .  После приведения подобных чле­
нов из (61.6) следует

6 j



В а ж н а я  формула (61.7) определяет внутреннюю энергию идеально­
го газа частиц Ферми и имеет смысл произведений энергий частиц 
на среднее их число в каж дом из возм ож ны х состояний, т. е.

U = ^ t { n t) .  ( 6 1 .8 )

§ 62. Электронный газ в потенциальном ящике

Важ ны м в практическом отношении примером служит электрон­
ный газ в потенциальном ящике, так как в определенном прибли­
жении таким путем можно рассматривать м еталлы  и полупровод­
ники. Поскольку состояние электрона в потенциальном ящике з а ­
дается  по (46.7) компонентами его импульса, а связь  энергии с и м -  
пульсом определяется формулой

p 2il{2m0) =  sh ( 6 2 .1 )

то в принципе можно применять соотношения, полученные в пре­
дыдущем параграфе. Удобно, однако, перейти от суммирования по 
дискретным состояниям к интегрированию, т а к  как  хотя состояния 
дискретны, но расположены они так часто, что с практической точ­
ки зрения во многих случаях их распределение можно считать не­
прерывным. Переход осуществляется точно т а к  ж е, как это д е л а ­
лось в случае газа бозонов. На одно состояние в пространстве им­
пульсов приходится объем

2пЛ 2л % 2 лП (2яй)з 
“Г

. _  . . . глл z.nn znn  , „ n
AQ =  ApxApyApz = -------------------------=  4 r L“ » (62. 2)

где V = a b c  —  объем в обычном пространстве. Число состояний, 
энергия которых заключена в интервале от е до e +  de, определится, 
если разделить объем d£2, соответствующий de, на Д£2. Точнее, чис­
ло состояний dG равно

dG =  2 — , ( 6 2 .3 )
дй

так  как в каждом состоянии с данным импульсом может быть два 
электрона, отличающихся друг от друга направлением своего спи­
на.

Величина dQ —  это объем импульсного пространства, заключен­
ный между р и p +  dp, так  что

dQ =  4n p 2dp.

Если принять во внимание (6 2 .1 ) ,  то

d Q = 4 j t ( 2  w0)3/2Y £l/2ds- (6 2 - 4 )

Подставляя (62.2) и (62.4) в (62 .3 ) ,  найдем

d G =  4 я  (2w o)3/2* 1/2d* v  ( б 2 > 5 )



dG =  g-eds,

где плотность состояний g e, определяющая число состояний, прихо­
дящихся на единичный интервал энергии, по (62.5) равна

Зная плотность состояний, легко перейти от сумм к интегралам. 
Пусть / (е)— функция энергии, которая практически не меняется на 
интервалах de порядка kT. Суммирование по всем состояниям м о ж ­
но тогда выполнить в два  этапа. Д ля  этого разобьем все в о зм о ж ­
ные значения энергии на интервалы величины de и просуммируем 
сначала по состояниям внутри каждого интервала de, а затем ело-' 
жим полученные результаты. Внутри одного интервала по предпо­
ложению /(е) практически постоянна, поэтому результат первого 
суммирования есть просто значение /(е) в этом интервале, умножен­
ное на число относящ ихся к нему состояний dG. Таким образом, 
в результате суммирования по интервалу de получаем

/ (e )d Q  =  / ( e )  ff.de.
Теперь очевидно, что суммирование по различным интервалам сво­
дится к  вычислению интеграла

j  / Н е ­

окончательно правило перехода от сумм к интегралу может быть 
записано в следую щ ем виде:

2 /
i

( в / ) - » ] 1 л о г . ds-

Д ля омега-потенциала идеального газа электронов с энергией, 
заключенной в интервале от е до e + d e ,  таким путем получается

6 Q * =  - k T  In (1 +  =

=  - k T  In (1 - f  e Ĉ -0/(ft7-)) 4n i/ds, ( 6 2 .7 )
v 1 '  (2яй)3 v

а для полного омега-потенциала всех электронов
оо

Q * =  j d Q *  =  — J  kT\n(-\- e ^ “ s)/(ftr))ffEde.
о

Введем новую переменную интегрирования \=& l{kT), тогда

— ^ Г )_ 4? ^ .Р.)3- 2.1/ф ( ; )  (6 2 .8 )
(2лй)з v 0У  ̂ 1

где |0 =  (i l (k T ) ,  а функция Ф(|о) равна
оо

Ф ( 6 о ) = J  ln ( l  +  e««-e))5,/-d6. (62. 9)
О



Эту функцию нельзя свести к элементарным для всех  значений ар­
гумента, но можно получить простые формулы, сп раведливы е для 
больших и малых значений переменной go.

Если g0 — малая величина (go<C—  1), то экспонента тож е  мала 
и тогда

In (1 —f- е (£°—Е)) ^  е (£о-Е).

Д л я  Ф(|о) получается

Ф ( У  =  е.£о  ̂ e - ^ / 2dS =  e b  , (62. 10)

так как

f e - ^ / 2d t=  j1 Q-x'xd (x 2) =  f  e ~ * 4 x = V n / 2 .
0 0 0

В  противоположном предельном случае, когда g0 —  больш ая ве­
личина (g0» l ) ,  основной вкл ад  в интеграл даю т значения подын­
тегральной функции при g < g 0, так  как  при g>go

In (1 +  е-<е-*°>) ^  е ~ е°> С  1.

На этом основании можно оборвать интегрирование при g =  go 
и пренебречь единицей по сравнению с экспонентой под знаком л о­
гарифма. При этом получается

£о

Ф ( У  —   ̂ l n ( e « . - t ) ) ?i / 2 d £ = - l  $ 2. (62. 11)

§ 63. Невырожденный электронный газ

Дальнейшее исследование свойств идеального га за  электронов 
удобно провести отдельно для д вух  отмеченных выш е предельных 
случаев. Идеальный газ фермионов, для которого go-C—  1, т. е. хи­
мический потенциал ц много меньше — kT, получил название не­
вырожденного. Рассмотрим его более подробно.

Л егко  видеть, что невырожденный газ —  это газ, подчиняющий­
ся классической статистике. Прощ е всего убедиться в этом, если 
проанализировать его функцию распределения. Н айдем для этого 
среднее число электронов, энергия которых заключена в интервале 
de. По общему правилу из (62 .7 )  получаем

d »  =  l f l g ! t =  ■ ж . У .
дц e (>-v-)/(bT) +  j  ( 2 я й ) з

Если go<Cg, то ц,<Се и, следовательно, с хорошим приближением

1 . ~  е <— =  pv/(bT)e-*/(kT) 
' +  1 "



т. е. распределение Ферми —  Д ирака переходит в распределение 
М а к св е л л а  —  Больцмана, отличающееся характерной экспоненци­
альной зависимостью от энергии состояния. Таким образом,

4я (2т0)У2 
(2яй)з

sV2del/. (6 3 .1 )

Ф ормула (63.1) может быть применена и к небольшой части 
dV  всего объем а V, тогда д ля  среднего числа частиц, находящихся 
в интервале de и объеме dV, получится

С оп оставляя последнее выражение с функцией распределения 
М а к св е л л а  по энергиям, для чего формулу (19.4) нужно умножить 
на концентрацию электронов п, получим связь химического потен­
циала |л с концентрацией электронов в случае невырожденного 
газа :

Конечно, этот результат можно было получить и не обращаясь 
к (1 9 .4 ) ,  а просто написав, что полное среднее число частиц в dV, 
равное ridV, определяется следующим интегралом:

Вычисление последнего снова привело бы к равенству, эквивалент­
ному (63 .3)  или (63 .4) .

Таким  образом, невырожденный газ действительно подчиняется 
классической статистике.

К огда ж е  можно считать электронный газ невырожденным? Из 
условия |л<С— kT при учете (63 .4)  следует

d/t =  e'l/<*7'>e-‘/<w'> i ? - { 2mo>-3- . sVadsdV. 
(2яй)3

(63. 2)

p \L/(kT) 4 я ( 2 т 0)3/2

(2яЬ)3 (kT )  3/2 (я )3/2

2я п (§3-3)

или

( 6 3 - 4 )

3/2
n d V  — d V  \ е|>/(»')е -«/(»г) J " .(2/?.°>—  £V2d£. 

J (2яй)3
о

т. е.

или в другой форме



Соотношение (63.5) является критерием невырожденности элек­
тронного газа. Оно показывает, что классическая статистика при­
менима тогда, когда концентрация частиц низка, а их температура 
достаточно высока. Чем больше м асса  частицы, тем оправданнее 
применение распределения М аксвел ла  —  Больцмана. Примеры ис­
пользования критерия (63.5) включены в качестве зад ач  к н астоя ­
щей главе.

Поскольку в случае отсутствия вырождения газ электронов под­
чиняется классической статистике, то ясно, что его свойства  не от­
личаются от свойств идеального одноатомного газа. В  частности, 
внутренняя энергия и уравнение состояния определяются соответ­
ственно формулами (38.3) и (3 6 .2 ) .

§ 64. Вырожденный электронный газ

Обратимся теперь к противоположному предельному случаю, 
когда или, иначе, химический потенциал |Л много больш е kT.
Электронный газ, удовлетворяющий условию [i^$>kT, носит назва­
ние вырожденного.

В  соответствии с формулами (62.8)  и (62.11) омега-потенциал 
вырожденного газа имеет вид

----- (2/ге0)з/2 А  1/ „ 5/2> (б4. ^
(2ith)3 15 r  v

По общему правилу (54.13) для уравнения состояния получаем

Р =  —  (2ОТ»)3/2 5/2 . ( 6 4 .2 )
15 1Г2ЙЗ Г v

Д ля внутренней энергии, используя (54.11) и учитывая, что в (64.1)  
температура не входит, найдем

=  —  v y / 2. ( 6 4 . 3 )
ф  2 5л2йз r  v

Чтобы получить явную зависимость давления и внутренней энергии 
от температуры, необходимо в (64 .2 )  и (64.3) подставить химиче­
ский потенциал, выраженный через среднее число частиц, темпера­
туру и объем. Если < N >  — среднее число электронов в системе, 
то по (54.10)

таким образом,

и, следовательно,

( N )  =  — —  =  ig-wP)3/2. уу/2,
<Э|х 5пЩЗ

V 5я2йз 

_  п2/3 (5я2/гЗ)2/3



П о д ст а в л я я  (64.4) в  (64 .2)  и (6 4 .3 ) ,  можно найти 

Р  __ (5я2)5/3Д? (  т  \5УЗ  ̂(5Я2)5/ЗЙ2 

15я2тга0 (  К  /  15я2т0

и  -
(5ii2)5%.2 I _<iV>_\5/3 v = jM )W & nS/3V' (64> 6)
Юя2/ге0 \ V )  10я2от0

Т аки м  образом, в случае вырожденного газа давление и объем не 
за в и с я т  от температуры и давление обратно пропорционально объ­
ем у в степени 5/з-

П о (43 .2)  теплоемкость при постоянном объеме равна

С =  —
У дТ

Е сл и  применить эту формулу к вырожденному газу, то, поскольку 
его внутренняя энергия не зависит от температуры, теплоемкость 
о к азы вает ся  равной нулю. В м ес те  с тем для невырожденного газа 
электронов теплоемкость т а к а я  ж е ,  как и у всякого одноатомного 
идеального газа ,  т. е. в соответствии с (43.6)

c v = A { N ) k = A R * L .  
г 1 [а0

В  м ет ал л ах  имеется большое количество свободных электронов, 
и с точки зрения классической теории было загадкой, почему экс­
периментально найденная теплоемкость определяется только иона­
ми решетки. Квантовая статистика просто объясняет это явление, 
т а к  как  электронный газ в м етал лах  оказывается сильно вы р ож ­
денным (см. задачу к настоящ ей главе),  а тогда его теплоемкость 
близка к нулю.

Рассм отрим  теперь, каков  критерий вырождения электронного 
газа .  И з условия

1х » £ 7

при учете выражения для химического потенциала (64.4) находим, 
пол агая  < N > / V —ti, где п —  концентрация:

щ  (5л2/гЗ)2/3 k T '
2m0

Есл и  возвести обе части р авен ства в  степень 3/г и разрешить его от­
носительно концентрации, то получится

(64.7)
ЯЙ2 ) 5 у л к

Условие  (64 .7) является критерием того, что электронный газ вы­
рожден. Сравнение с соотношением (63.5) показывает, что с точ­
ностью до несущественного множителя, близкого к двум, эти нера­
венства обратны по отношению друг к другу.



В  заключение остановимся на виде функции распределения Ф ер ­
м и —  Д ирака в случае сильного вырождения. Когда ц » £ 7 ’, то все 
возможные состояния электронов целесообразно разбить на д ве  
группы. Д ля  одних состояний, для которых энергия много меньше 
ц, среднее число частиц в данном состоянии < / Z j >  практически 
равно единице. Действительно, если энергия состояния е,- меньше ц 
по крайней мере на (2-^-3) kT, то в формуле Ферми (61.4) эк сп о ­
нента имеет очень малое значение и, следовательно, < п , - > ~ 1 .  Н а ­
оборот, если состояние относится 
к другой группе, так  что энергия 
е; больше ц по крайней мере на 
несколько kT, то экспонента очень 
велика и, следовательно, < л ; >  
близко к нулю. Таким образом, 
функция распределения Ферми 
имеет в этом случае вид, показан­
ный на рис. 10.1. Она практически 
равна единице для всех энергий, 
меньших ц, и нулю для всех энер­
гий, больших ц. Имеется относи­
тельно узкая область  шириной 
порядка 2kT, в которой происходит изменение от значений, близких 
к единице, до значений, близких к нулю. Д л я  состояния с энергией 
ей равной химическому потенциалу (Л, среднее число частиц < л г' >  
равно '/г. Отсюда вытекает, что химический потенциал —  это энер­
гия такого состояния, вероятность заполнения которого равна 7г*

§ 65. Теплоемкость газов при учете 
квантовых эффектов

Пример электронного газа показывает, что квантовые эффекты 
могут оказывать большое влияние на значение теплоемкости. Т ак ,  
при сильном вырождении теплоемкость электронов оказы вается  
практически равной нулю и лишь в невырожденном электронном 
газе  ее значение совпадает с тем, которое предсказы вается  кл асси ­
ческой теорией. Вы ш е уже говорилось о том, что для объяснения 
расхождений меж ду классической теорией теплоемкости газов и 
экспериментом необходимо привлечь квантовы е представления. 
Рассмотрим те изменения, которые при этом получаются, на, м о ­
ж е т  быть, несколько искусственной, но зато  очень простой модели, 
позволяющей выяснить суть дела.

Предположим, что имеется ж есткая  д вухатом н ая  молекула, со ­
вершающая плоское движение. П оскольку расстояние меж ду а т о ­
мами строго постоянно, то число степеней свободы  в такой модели 
равно трем. Д ве  из них соответствуют поступательному движению 
в плоскости (вдоль осей л иг / )  и одна —  вращ ению молекулы от­
носительно оси, перпендикулярной плоскости (оси z ) .  По классиче­
ской теории, внутренняя энергия в этом сл у чае равна



U ^ j - k T ( N ) , (65. 1)

а  теплоемкость

CN =  ^ - k { N ) = ^ - ^ R .
Z no 2

Основное отличие квантовой статистики от классической состоит 
в  учете, с одной стороны, принципа неразличимости и принципа 
Паули (для частиц Ф ерми), а с другой —  дискретности возможных 
значений энергии, которые принимает система. Обратимся к моде­
ли молекулы, соверш ающей плоское движение. Ее энергия пред­
ставляет собой кинетическую энергию поступательного движения 
вдоль осей а: и у  и вращательного движения относительно оси г. 
Пусть т0 —  м асса  молекулы, а /0 —  ее момент инерции относи­
тельно оси, проходящей через центр м асс перпендикулярно плоско­
сти движения. К а к  известно из механики, полная кинетическая 
энергия может быть представлена в виде суммы кинетической 
энергии поступательного движения и кинетической энергии вр ащ а­
тельного относительно осн, проходящей через центр масс:

— ~ + * * - 3 £ + f -  <65' 2»
где через р обозначен импульс молекулы, а через Мг —  проекция 
момента количества движения на ось, параллельную оси г  и про­
ходящую через центр м асс молекулы.

Дискретность значений энергии возникает из-за того, что как 
импульс, так  и момент количества движения принимают дискрет­
ные значения. К а к  было выяснено в § 49, энергия поступательного 
движения определяется формулой (49 .1 ) ,  которая в рассматривае­
мом случае плоской модели может быть записана в виде

(2ИЙ)2

1 ,2 т0 т + { т (65. 3)

где а и b —  разм еры  плоского «сосуда» по осям х  и у, а тх и ту —  
произвольные целы е числа. Рассмотрим теперь, каковы возможные 
значения момента количества движения. В  квантовой механике у с­
танавливается, что для проекции момента количества движения на 
некоторую ось z имеет место соотношение

М г= т Н , ( 6 5 .4 )

где т —  произвольное целое число. Необходимость соотношения
(65 .4)  можно не строго, но наглядно, пояснить следующим обра­
зом. Если м олекула состоит из двух одинаковых атомов, то при 
вращении каж ды й  из них описывает окружность диаметра /, где / —  
расстояние м еж д у  атомами. Поскольку расстояние между атомами 
неизменно, то во вращ ательном движении они могут рассматривать-



ся как  одна частица, обладаю щ ая суммарной массой, т. е. м ассой  
молекулы. Момент количества д ви ж ен и я этой частицы равен

=  ( 6 5 . 5 )

где рВр — количество движения во вращ ательном движении по о к ­
ружности диаметра I. Движение по окружности следует р а с с м а т ­
ривать как движение в «сосуде», длина которого равна длине о к ­
ружности nl. Возмож ные значения вращ ательного импульса при 
таком движении в соответствии с формулами (46.7) равны

2nh
РВ Р=  —

где т. —  целое число. Подставляя последнее выражение в ( 6 5 .5 ) ,  
найдем, что проекция момента импульса определяется формулой
(6 5 .4 ) ,  т. е. принимает дискретные значения. Ясно, что тогда д и с ­
кретны и значения вращательной энергии

евр =  —  =  —  . ( 6 5 . 6 )
ВР 2 /0 2 /0 (

Решение задачи об определении статистических свойств р а с ­
сматриваемой модели должно начаться  с определения о м ег а -п о ­
тенциала, для чего необходимо вычислить статистическую сум'му. 
Принимая за  подсистему все молекулы, находящиеся в состоянии i, 
характеризуемом определенным набором чисел тх, ту, т, т. е. о б ­
ладающ ие энергией

4j"2^2 2 I 4л2Й2 2 г К1 о гпе 'Т\
— Т т У \ ~ Т Г т ' ( 6 5 . 7 )

‘ 2т0а2 ' 2тйЬ2 * 2 / „  

для статистической суммы подсистемы м ож ем  написать

ni
где гц —  число молекул в состоянии г. С умма подобного вида у ж е  
вычислялась, и результат зависит от того, каков общий спин м о­
лекулы. Если спин полуцелый, то м олекула относится к ч асти цам  
Ферми и в силу принципа Паули имеется всего две возм ож н ости : 
П{ =  0 и r ii= l .  Д л я  Z{* получается

Z*i =  1 л _ е ^ - Ег)/(*П

Если суммарный спин целый, то м олекула есть частица Б о зе  и n j  =  
=  0, 1.........оо. Т огда (см. § 56)

Z l = ( l — е‘11- , <-)/(*7')Г 1.
Д л я  омега-потенциала подсистемы находим соответственно 

Q * = - k T  In Z , =  - k T  In (1 +  e (^ 6' )/(W') )



д л я  молекул —  частиц Ферми и

Q *=  — kT  In Z ,  =  kT  In (1 -  e (lt“ s()/(ft7 ))

д ля  молекул —  частиц Б озе .
Когда концентрация молекул достаточно низкая, так  что хими­

ческий потенциал отрицателен и по абсолютной величине много 
больш е kT, то в обоих выражениях для омега-потенциала экспо­
ненциальный член под зн аком  логарифма оказы вается  малым по 
сравнению с единицей и тогда приближенно оба они сводятся к од­
ному и тому ж е выражению

Q * = - k T ^ mkT).

Л е гк о  видеть, что последнее совпадает с выражением (56 .7 ) ,  оп­
ределяющим омега-потенциал системы, вычисленный без учета не­
различимости частиц. Оценим, при каких концентрациях справед­
ливо сделанное выше предположение. Поскольку омега-потенциал 
в этом приближении одинаков как  для бозонов, так и для фермио- 
нов, то можно использовать условие невырожденности газа  Ферми. 
П усть масса атомов в м олекуле равна массе атома водорода т н=  
=  1 ,67 -10~27 кг, тогда из (63 .5 )  следует, что при температурах, 
больших 20 К (температура ожижения водорода при нормальном 
давлении), условие невырожденности выполняется, если концент­
рация молекул меньше, чем п =  1 ,7-1028 м-3 . Такое высокое значе­
ние концентрации соответствует конденсированным средам (ж ид­
костям, твердым т е л а м ) ,  так  что условие невырожденности в газе 
можно считать выполненным. Д л я  омега-потенциала всей системы 
получается

=  - k T  2 е (11- е‘-)/(*Г)=  - k T ^ KkT) V e - ! '/(ff).
i i i

Суммирование no i практически сводится к суммированию по тх, 
т у и т, следовательно, * -

Q * =  — kTev-l(-kr)'^? е~  у  Q~^ml ,(kT) ^  е - т т 1/(^))
т х  т т

где по (65.2) и (65.5)
4я2/г2 4яЗД2 Ш

а = ---------, Л = --------- , v = -------.
2тйа% 2 т0Ь? 2 /0

Д л я  дальнейшего существенно обратить внимание на большую 
разницу в величине коэффициентов а, р и у. Действительно, момент 
инерции молекулы равен сумме произведений м асс атомов на 
квад р ат  их расстояния от оси вращения, т. е.

Таким образом, в а  и р вход я т  произведения т0а2 и пцЬ2, где а и 
b —  размеры сосуда, а в у входит произведение т012, здесь I —  рас-
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стояние меж ду атомами. Если размеры сосуда 10-2 м, а рас­
стояние меж ду атомами /—  0 ,7 - 1 0 “ 10м, что соответствует расстоя­
нию меж ду атомами в молекуле водорода, то, считая м ассу атомов 
равной массе атома водорода, для величин коэффициентов полу­
чим следующие оценки: а ~ р « 7 - 1 0 -37 Д ж ,  у »  1,4- 10-21 Д ж .

Предположим, что газ находится при высокой температуре и 
kT много больше а, р и у. Т огд а  все три суммы можно приближен­
но свести к однотипным интегралам, отличающимся значением па­
раметра (а, р или у). Рассмотрим одну из них, например по тх. 
Учитывая, что число тх принимает значения от ■— оо до + о о  и что 
при переходе от одного сл агаем ого  к следующему оно меняется на 
Д я г*= 1 ,  можно написать

4-  оо л

V  е ~ атх{/кГ)

т х------

Используя результаты приложения 2 для определения значения 
полученного интеграла, найдем

V e - ^ » , / ^ .
JmU I

тх

Таким образом, при достаточно высоких температурах

_  kT& iW ) (nkj f 12 . (65. 8)
VoPY

Среднее число молекул по (5 4 .10 )  оказывается равным

( д г ) =  _ g g l = e l v(ftr) (я*П 8/2_ ; (65. 9)
др. J a?Y

а внутренняя энергия в соответствии с (54.11)

U = Q *  — Т  —  —  и, —  =  —  kTe?-n*T) .(я^ /2 
дТ ' др 2 у

или, если использовать (65 .9 ) ,

U =  A k T { N ),

что находится в полном соответствии с выводом классической тео­
рии (6 5 .1 ) .  Каковы ж е  температуры, при которых у молекулы про­
являю тся все три ее степени свободы ? Поскольку а и р  много мень­
ше у. то сформулированное выш е условие выполняется, если kT^>\\ 
Учитывая численное значение у и постоянной Больц м ан а, найдем, 
что неравенство выполняется при температурах, много больших Т\ 
где

T' =  yjk =  100 К.

=  V  е атх/<-кТ)&П1Х=^ j  е -«т»/(*П d m.

m x — °°



Вы ясним теперь, что происходит при температурах, много мень­
ших Т'. Если  температура так о ва ,  что у, но kT все еще много 
больш е а  и (3, то суммы с параметрами а и |3 не меняют своего зн а­
чения, а сум м а по у сводится к единице. Действительно, при y^>kT 
все члены суммы, кроме того, в котором т =  0, очень малы, так  что 
с хорошей точностью

> ? е -Т
m

Вы р аж ен и е для омега-потенциала оказывается следующим:

Q* =  -  кТ&шът) (65. IQ)
Уа? К ’

т. е. таким, как будто у молекулы имеется всего две степени сво­
боды, соответствующие поступательному движению. Таким обра­
зом, при 7’<c7v вращ ательная степень свободы «вымерзает». Е ст е­
ственно, что если с помощью (65 .10)  вычислить внутреннюю энер­
гию н теплоемкость, то получатся величины, которые соответствуют 
двум степеням свободы:

U  =  k T ( N ) ,  C v = ( N ) k .

При необходимости можно проследить за изменением теплоемко­
сти от одного предельного значения до другого, для чего достаточ­
но воспользоваться  выражением для теплоемкости, полученным из 
омега-потенциала, в котором сум м а по у не заменяется интегралом. 
Д л я  переходной области достаточно учесть в сумме несколько чле­
нов ( т  =  0, ± 1 ,  ± 2 J ,  так как  влияние остальных мало. Такие вы ­
числения, однако, целесообразно проводить для более реалистиче­
ской модели, чем та, которая применялась выше.

И злож енное позволяет понять причину, по которой в двухатом ­
ных молекулах, а такж е линейных, т. е. многоатомных, в которых 
атомы располагаются на одной оси, следует учитывать лишь пять 
степеней свободы, а не шесть, к а к  это необходимо делать  при рас­
смотрении нелинейных многоатомных молекул. Д ел о  в том, что 
в линейных молекулах момент инерции относительно оси, на кото­
рой л е ж а т  атомы, оказы вается  очень малым, так что соответствую­
щий параметр у и температура Т'  очень велики. Действительно, 
при вращении молекулы вокруг этой оси момент инерции опреде­
ляется в основном электронами, масса которых на три порядка 
меньше массы  ядра. Что касается  вклада самих ядер, то из-за м а­
лого радиуса ядра, который на четыре порядка меньше, чем ра­
диус атом а, их вклад в момент инерции относительно оси, соеди­
няющей ядра, оказывается на восемь порядков меньше, чем отно­
сительно осей, перпендикулярных этому направлению.

Аналогичным образом м ож но объяснить причину, по которой 
при низких температурах не сказы ваю тся  колебания атомов моле­
кул относительно друг друга. Поскольку энергия колебательного 
движения тож е принимает дискретные значения, то при энергии kT,



\
меньшей, чем минимальная энергия, необходимая для возбуждения 
колебаний, вероятность возбуждения настолько мала, что колеба­
ния не нужно учитывать при подсчете статистических сумм.

Таким образом, квантовая теория позволяет объяснить функцио­
нальную связь теплоемкости с температурой, которая соответствует 
экспериментально наблюдаемому ходу этой зависимости.

Задачи к главе 10

1. Концентрация электронов в меди равна  8 ,5 -1028 м~3. Определить, вы рож ­
ден или невырож ден электронный газ при комнатной температуре. При 
какой температуре происходит переход от вы рож денного к невы рож ден­
ному при заданной концентрации?

Р е ш е н и е .  При Т = 300  К имеем

эт о  много меньше, чем /г=8 ,5  -1028 м-3 , следовательно, газ вырожден. Газ ста­
новится невырожденным при температуре, много большей, чем температура плав­
ления и испарения меди.

2. В газовом разряде измеренная концентрация электронов я = 1 0 18 м-3 , а  их 
температура 2000 К. Чему равно давление электронов?

Р е ш е н и е .  В данном случае газ невырожден, так как

что много больше значения концентрации. О тсюда вытекает, что для расчета 
давления можно воспользоваться формулой (36.2)

nkT 3 -1 0 -2  Па.



СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 
НЕРАВНОВЕСНЫХ СОСТОЯНИЙ

Г Л А В А  11

УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА

§ 66. Функция распределения в неравновесном
случае

В гл. 5 было показано, что в классической статистике полное 
описание системы, находящейся в равновесии, дается распределе­
нием Гиббса (или большим каноническим распределением, когда 
число частиц в системе переменно). На практике часто приходится 
иметь дело с системами, не находящимися в равновесии, и тогда 
возникает вопрос о том, какова плотность вероятности для них.

Поскольку исследование неравновесных систем представляет со­
бой очень слож ную  задачу, то ниже будет рассмотрен только слу­
чай идеального газа ,  т. е. совокупности частиц, взаимодействие ко­
торых меж ду собой настолько слабо, что с ним можно не считать­
ся. Движение каж дой  частицы идеального газа  происходит неза­
висимо, и поэтому полная функция распределения системы опреде­
ляется функцией распределения одной частицы. Д ля того чтобы 
убедиться в этом, достаточно повторить рассуждения, приведенные 
в § 30. Д ействительно, если / (г, р) —  функция распределения, то

d n / N =  / ( г ,  p)dtd2/7V =  dU^(r, р)

есть вероятность обнаруж ить частицу в объеме d'y=dTdQ ц-прост- 
ранства.

Вероятность того, что частица 1 находится в объеме dyi, а ча­
стица 2 —  в dy2 , вследствие независимости движения частиц д а ет ­
ся произведением вероятностей, т. е.

d lP  ( r j ,  pi; г2, p2) = d V T ( r 1, p1)dWr (гя, р2) =

=  / ( r i ,  P i )d Y i/ (r 2, p2)dv2 4 - •N  2

Эти рассуждения можно продолжить, тогда для плотности вероят­
ности всей системы получим

w { r u Р ,...1>, рдг)= _ 5 7 / ( r lt Р1) . . . / ( Гдг, р„).



Таким образом, основной задачей теории идеального газа явля­
ется нахождение неравновесной функции распределения для одной 
частицы. Поскольку имеется в виду неравновесное состояние, то эта 
функция отличается от распределения М ак св ел л а  —  Больцмана и 
необходимо иметь некоторый общий метод, позволяющий находить 
неизвестные функции распределения. Такой метод был дан Больц­
маном и состоит в решении предложенного им уравнения, носяще­
го название к и н е т и ч е с к о г о  или у р а в н е н и я  Б о л ь ц м а -  
н а. П реж де чем рассматривать уравнение для функции распреде­
ления, обратимся к задаче из области гидродинамики, которая поз­
волит лучше понять смысл кинетического уравнения.

§ 67. Уравнение непрерывности

Рассмотрим движение газа ,  обладающ его плотностью р. Если 
пг0 —  масса  одной молекулы газа , то концентрация (число молекул 
в единице объема) равна

n = Q /m n.
На рис. 11.1 показана система координат и мысленно выделенный 
элемент объема со сторонами dx, dу, dz. Предположим вначале, что 
газ течет вдоль оси у, и рассмотрим изменение его м ассы  в выде­
ленном элементарном объеме. П о­
скольку скорость изменения плот­
ности газа в данной точке про­
странства равна dp/dt, то измене­
ние массы, происшедшее за  про­
меж уток времени dt, можно з а ­
писать в виде

двdM  =  ̂ d t d T ,
dt

(67. 1)

где dx =  dxdydz. Увеличение или 
уменьшение массы может проис­
ходить только за счет того, что 
количество газа, втекающ его че­
рез левую грань с координатой у,
не равно количеству газа, вытекающ ему через правую  с координа­
той y +  dy. Если скорость течения равна vv, то за  промежуток вре­
мени dt объем газа, совпадавш ий в момент t с dr, сместится на рас­
стояние vvdt, причем он м о ж е т  несколько растянуться или сж аться, 
если скорости у правой и левой граней не одинаковы. И з рис. 11.1 
видно, что из объема выйдет количество таза, равное

Qvyd td xd z = е  (У +  dу) vy (у +  dу) dtdxdz. (67.2)

В м есте  с тем слева в объем войдет количество газа ,  равное

Q {y)rvy (y)dtdxdz. ( 6 7 .3 )

Разница меж ду выражениями (67 .2)  и (67.3)  состоит в том, что 
значения плотности и скорости потока у левой грани у в общем



случае не равны значениям скорости и плотности у правой y + d y .  
З а  время сМ увеличение массы равно превышенйю втекающей м ас­
сы над вытекающ ей, т. е. разности

е (у) vy {у) dtdxdz — е {у +  dу) vy (y ^ d y )  dtdxdz.

Поскольку у и y +  dy отличаются на бесконечно малую величину 
dу, то эту ж е  разность можно представать в виде

“  ~k  [е {у) v» {У)] ^ d' dT- (6 7 - 4 )

По закону сохранения массы, приравнивая (67.3) и (6 7 .4 ) ,  можно 
написать

dt ду v ■ у

Если поток газа имеет составляю щ ие скорости по всем трем 
осям, то рассуждения, аналогичные приведенным выше, покажут, 
что уравнение непрерывности принимает вид

d Q _ _ _  д (qvx) | d(QVz)
dt L dx dy dz

Разд ел и в обе части уравнения (67 .5 )  на массу одной молекулы то ,  
найдем, что оно может быть записано в виде закона сохранения 
числа частиц

( 6 7 .5 )

dn_
dt

d (nvx) i d(riVy) d(nvz) 
dx dy dz

(67. 6)

В  обозначениях, принятых в векторном анализе, имеем

| L = - d i v ( / n r ) .  ( 6 7 .7 )

Уравнение непрерывности в форме (67.6) или (67.7) показывает, 
что изменение числа частиц в некотором объеме равно превышению  
числа втекающих в него частиц над числом вытекающих.

§ 68. Кинетическое уравнение Больцмана

Больцман предложил находить функцию распределения из урав­
нения, по см ы слу  аналогичного уравнению непрерывности, но на­
писанного в фазовом пространстве. Вспомним, что в статистиче­
ской физике идеального газа  состояние частицы описывается з а ­
данием трех ее координат (х, у, z) и трех компонент импульса (рх, 
р у, Pz), т. е. шести координат фазового пространства (ц-пространст- 
ва по § 3 0 ) .  Функция распределения должна в соответствии с ее 
смы слом рассм атриваться  как концентрация частиц в р.-простран­
стве, поскольку выражение

dn =  f  (г, p )d y



определяет среднее число частиц в элементе объем а dy шестимерно­
го ^-пространства.

Изменение числа частиц в dy обусловлено тем, что некоторые 
из них меняют свои координаты или значения импульса и выходят 
из dy, а другие, наоборот, прибывают в него. Т аким  образом, для 
функции распределения имеет место уравнение, аналогичное урав­
нению непрерывности, но написанное в ф азовом пространстве.

Если положение частицы в фазовом пространстве задается ше­
стимерным вектором Гф с компонентами

У< z, рх, Ру, Pz)i

то скоростью движения в фазовом пространстве следует назвать  
шестимерный вектор с компонентами

v * = U ,  у, z, рх, ру, рг],
где точкой обозначена производная по времени. Поскольку по смыс­
лу импульса

х = р х/т0, у =  ру/т0, z =  p jm 0 (68. 1)

и поскольку, по второму закону Ньютона,

P x = F x, P y = F y< P z = F z . (68. 1')

где F x, F y, F z —  компоненты вектора равнодействующей всех сил, 
действующих на частицу, то кинетическое уравнение Больцмана 
можно записать в следующем виде:

Ц г =  j ~ ( f P x ) + —  j - ( f P y )  +  — j r - { f P * )  +dt mniQ ox  rriQ dy ntQ oz

(68. 2)
dPx dpy * dpz

или при силах, не зависящих от скорости д виж ения частицы,

—Рх. dJL — £z- dJ - — F д* F
dt m0 дх  mn dy mn dz  x dpx y dp„ * d p z

(68.3)

Уравнение (68.3) представляется в более сж ато й  форме, если 
использовать понятие о г р а д и е н т е  функции. Градиентом функ­
ции f в обычном пространстве называется вектор, проекции кото­
рого равны

Аналогично, градиентом в импульсном пространстве называют век­
тор



Легко видеть, что уравнение (68 .3)  эквивалентно следующему:

Ц т = ~ —  /  -  F gradp / . ( 6 8 .4 )at т0 и

Уравнение (68 .4 )  называется кинетическим и было предложено 
Больцманом для нахождения функции распределения  /.

Из уравнения (68.3) просто получается так называемая теоре­
ма Лиувилля, точнее говоря, частный случай этой теоремы, относя­
щийся к шестимерному (х-простран^тву.

Полная производная по времени от функции распределения, т. е. 
производная, вычисленная с учетом изменения координат х, у, z ча­
стицы и ее импульса рх, ру, pz в соответствии с законом движения, 
равна

Ч - = Ч г + т - х + ^ У  +  ^ г г  +  т ^ Р х + - ^  py +  j ^  Pz-d t dt ox dy dz dpx opy opz

Если учесть уравнения (68.1) и (6 8 .1 ') ,  то из (68.3) следует, что 
полная производная равна нулю:

d- ^  =  0. 
dt

П редположим, что N  частиц равномерно распределены по не­
которому объем у  фазового пространства Ау, тогда функция рас­
пределения отлична от нуля только в Ау и равна там

/  =  ^ -Ау

Поскольку d//d/=0, то это значение сохранится и в области Ау', в 
которую частицы из Ау перейдут за  время i. Тогда из условия

N  N  

Ду Д у'

следует, что
Ау-=Ау',

т. е. при перем ещ ении фазового объема его величина сохраняется. 
Это утверждение и составляет содержание т е о р е м ы  Л и у в и л -  
л я.

§ 69. Взаимодействие с термостатом

Практически оказы вается  более удобным пользоваться не точ­
ной формой кинетического уравнения (6 8 .3 ) ,  а другой —  приближен­
ной. Д л я  того чтобы пояснить характер используемых упрощений, 
рассмотрим, например, поведение электронов в плазме газового р а з ­
ряда. Считая электронный газ классическим и идеальным, мы пре­
небрегаем взаимодействием электронов между собой, но учитыва­
ем воздействие внешних электрических полей, а такж е взаимодей­
ствие с ионами и нейтральными молекулами. Когда внешних полей 
нет и когда ионы и молекулы находятся в равновесном состоя-



\
нии, электроны тож е пребывают в равновесии. Более того, если 
электроны каким-либо путем были выведены из равновесного с о ­
стояния, то за счет столкновений с ионами и молекулами они вновь 
к нему возвращ аются. Таким образом, ионы и молекулы следует 
рассматривать как некоторый термостат, за  счет взаимодействия с 
которым исследуемая система (электронный газ )  приходит к р а в ­
новесию, характеризуемому температурой термостата.

Выделим из последнего слагаемого уравнения (68.4) ту часть, 
которая описывает взаимодействие с термостатом, и напишем

В (69.1) F вн —  внешние силы (например, —  еЕ  д ля  электронов, на­
ходящихся в электрическом поле с напряженностью Е ) ,  а 
(df/dt)cт —  условное обозначение для результата  взаимодействия 
системы с термостатом (для столкновений электронов с нейтраль­
ными молекулами и ионами). Вообще говоря, член (df/di)ст имеет 
различный вид в зависимости от того, какие столкновения учиты­
ваются, однако в некотором классе случаев его можно представить 
следующим образом:

г д е /  — неравновесная функция распределения, /0 —  равновесная 
функция распределения, т —  параметр, носящий название времени 
релаксации.

Какие соображения подсказывают такое выражение?
Во-первых, столкновения не должны наруш ать равновесное р ас­

пределение, так  как именно благодаря им оно устанавливается.

место для частиц любых импульсов, так  что соотношение (69.2) 
удовлетворяет принципу детального равновесия.

Во-вторых, если отступления от равновесия малы, то следует 
ожидать, что скорость возвращения к равновесию должна быть 
пропорциональна отклонению от равновесного состояния, т. е.

Параметр т считается известной, например из опыта, величиной. 
Его  смысл легко выяснить на следующем частном случае. П усть 
распределение частиц в пространстве однородно, а по импульсам 
неравновесно, и внешних сил нет. Так , например, если под дейст­
вием однородного внешнего электрического поля через газ протека­
ет электрический ток, то функция распределения неравновесна, но 
однородна в пространстве, т. е. не зависит от координат. Предпо­
лож им, что в момент времени t= О поле вы кл ю чается  и, сл ед ова­
тельно, после этого внешние силы равны нулю. Поскольку до вкл ю ­
чения поля функция распределения была неравновесна, то ясно,

( 6 9 .2 )

Л егко  видеть, что если f = f o ,  то Р авенство  нулю имеет



что и в дальнейш ем в течение некоторого времени она будет отлич­
на от /о- Д л я  моментов времени после t = 0  уравнение Больцмана 
■имеет вид

dt
/ - / о  / 

------/ (69. 3)

поскольку член (p/m0)g r a d rf равен нулю, так  как дифференциро­
вание по координатам дает ноль (функция распределения однород­
н а) ,  а сл агаем ое F BHg rad p/ обращается в ноль из-за того, что внеш­
ние силы равны нулю. Решение уравнения (69.3) легко находится 
и имеет вид

гд е  f { 0) —  значение неравновесной функции распределения в на­
чальный момент времени. Видно, что величина

■определяющая отклонение функции распределения от равновесной, 
экспоненциально уменьшается с постоянной времени т, которую по 
этой причине н азы ваю т в р е м е н е м  р е л а к с а ц и и .  Итак, си­
стема, отключенная от внешних воздействий, нарушающих равно­
весие, из-за взаимодействия с термостатом приходит в равновесие 
за  время, характеризующееся временем релаксации  т.

Следует иметь в виду, что включение в уравнение члена вида
(69.2) было проведено не последовательно. Строго говоря, метод 
Больцмана подразумевает, что должно быть детально исследовано 
взаимодействие идеального газа с частицами, составляющими тер­
мостат, на основе конкретной модели строения частиц. Выраж ение
(69.2) может быть оправдано только если точный анализ приводит 
к соотношению такого вида. Хотя в некоторых случаях это дейст­
вительно имеет место (см. гл. 13), но часто оказывается и не так.

Таким образом , приближенное уравнение Больцмана, учитываю­
щее взаимодействие с термостатом членом с временем релаксации, 
имеет вид

Широкое использование такой формы уравнения объясняется ее 
относительной простотой, позволяющей представить решение в при­
ближенной, но не сложной и ясной по физическому содержанию 
форме. В  дальнейш ем будет рассматриваться только этот случай.

§ 70. Уравнение Больцмана в квантовом случае

При строгом кватновомеханическом подходе метод кинетическо­
го уравнения Больцм ана оказывается неприменимым, так  как  не­
применимо сам о  представление о функции распределения как о 
функции координат и импульсов отдельных частиц. Причина этого 
обстоятельства очень глубока и связана с так  называемым п р и н-

/ ( 0  =  /о +  [ / ( 0 ) - / „ ] е - " % (69. 4)

(69. 5)



ц и п о м  н е о п р е д е л е н н о с т и  квантовой механики, по кото­
рому частица не м ож ет одновременно иметь точное положение 
(координату) и точное значение импульса. По принципу неопреде­
ленности если положение частицы на оси х  устанавливается с точ ­
ностью порядка Ах, то ее импульс м ож ет быть известен лишь с т оч ­
ностью Дрх, причем имеет место соотношение

А р дА х ^ я Н .  (70. 1)

Аналогичные соотношения неопределенности справедливы и д ля  
других осей:

А р уАу > л Н ,  А р гА г > л Н .  ( 7 0 . 1 )

В какой-то мере можно пояснить соотношения (70.1), используя м етод 
квантования, примененный в гл. 7. Предположим, что координата х фиксируется 
с  некоторой точностью Ах. М ожно считать, что для этого  частица помещается в 
потенциальный ящик, размер которого вдоль оси х  равен Дх. Состояние частицы 
определяется в этом случае стоячей волной, и значение длины волны, т. е. им­
пульса, дискретно. Стоячая волна представляет собой  сумму двух бегущ их 
навстречу волн с одинаковыми амплитудами. Э то означает, что в любом из воз­
можных состояний одинаково вероятно как положительное, так и отрицательное 
значение импульса. Для среднеквадратичного разброса импульса имеем

( Ь р 2х ) = < ( р х - ( р х ) ) 2 ) = ( р 1 ) ,
так как

1 1 
< Рх > =  —  Рх +  ( - -  Рх) =  0 .

Вычисление среднего значения квадрата импульса очень просто, а именно:

< ^ > = - у ^  +  Т ( ~  Рх)2= рх’

т. е. среднеквадратичное отклонение равно квадрату импульса. Поскольку по 
формуле (46.1)

тл Й
Рх — ^х Ь =  ,

то для величины V < Дл:2 > у  < Ар2 >  получается

,  г ---------- 1 /  Т  т л  Ь
( Ах2 > у  { Ар >  =  А х ---------- =  т л  Й.

Ах

Минимальное значение неопределенности координаты и импульса имеет м есто, 

когда т = 1 ,  и тогда действительно видно, что при Ах =  > и Арх —

= 1 Л л / , >
АхАрх > Я  Ь .

Таким образом, в квантовой механике положение и импульс ч а ­
стицы не могут быть одновременно точно известны, а тогда, е с т е ­
ственно, отпадает возможность описывать систему с помощью функ­
ции распределения, предполагающей знание как радиус-вектора, 
так  и импульса частицы. В  связи со сказан н ы м  следует обрати ть



внимание на то, что квантовые функции распределения Ферми —  
Д ирака и Бозе —  Эйнштейна в этом отношении отличаются от кл ас­
сических. Хотя они и даю т среднее число частиц в данном состоя­
нии, но квантовомеханическое задание состояния не подразумева­
ет одновременного указания импульса и координаты.

Можно все ж е  использовать классическое представление о функ­
ции распределения и при учете квантовых эффектов, если ограни­
читься так  н азы ваем ы м  к в а з и к л а с с и ч е с к и  м, т. е. почти к л а с­
сическим, приближением в квантовой механике. В  этом приближе­
нии состояние частицы описывается и импульсом, и координатой, но 
только в той мере, в какой это допускается принципом неопределен­
ности. Так, в случае одномерного движения вдоль оси х  частице 
приписывается импульс с точностью Арх, где Арх —  некоторая вели­
чина, много меньш ая, чем среднее значение модуля импульса ч а ­
стиц системы. По принципу неопределенности координата не мо­
ж е т  быть известна с точностью более высокой, чем

я h

Однако если в данной задаче такая точность задания координаты 
достаточна, то можно говорить и о координате х. В  частности, т а ­
кой подход возм ож ен, если частица находится в силовом поле, по­
тенциальная энергия которого настолько медленно меняется в з а ­
висимости от координаты, что на расстоянии порядка Ах ее следу­
ет считать практически постоянной. В м есте  с тем сохраняются 
такие специфические квантовые особенности, как дискретность зн а­
чений импульса и энергии, необходимость учитывать принцип не­
различимости частиц, а т ак ж е  принцип Паули для частиц с полуце- 
лым спином.

Если привлечь понятие о плотности состояний введенное в § 48, 
то в этом приближении систему можно описывать функцией р ас­
пределения /(г , р). П оскольку в уравнении Больцмана функция 
распределения имеет смысл среднего числа частиц в единичном 
объеме фазового пространства, то следует уточнить, что понимает­
ся под равновесной функцией распределения f0 в члене с временем 
релаксации в тех  случаях, когда она не м ож ет считаться к л а с­
сической.

Выделим элемент объем а фазового пространства Ау=АтД£2, где 
А х= А хА уА г  и AQ =  ApxApyApz настолько велики, что удовлетворя­
ются соотношения неопределенности (7 0 .1 ) ,  но одновременно на­
столько малы, что в них квазиклассическая функция распределе­
ния практически постоянна. Среднее число частиц в Ау равно

<д т у >= 2  <«,.>,

где сумма берется по всем  состояниям, принадлежащим выбранно­
му объему. К ак  было показано в § 48, число состояний в Ау вы р а­
ж а е тся  формулой



Если среднее число частиц < « г >  в лю бом из состояний, п р и н адл е­
жащ их этому объему, практически одинаково, то

(Д Л ')  =  { П, ) Д О = ( Я, > ^ А У .

Таким образом, равновесная функция распределения f0 равна

У 0 Ду (2лЛ)3 ’

11.111

/о  =  ( 2 ^  u (— +  О (70' 2)

в случае фастиц Ферми и

/о  =  (Ш р  ( 7 0 ' 3)

в случае, когда газ состоит из бозонов. В приближении времени р е­
лаксации квазиклассическая функция распределения удовлетворя­
ет уравнению Больцмана  (69 .6 ) ,  однако в члене, учитывающем 
столкновения, при учете квантовых эффектов следует использовать 
равновесную функцию распределения Ферми —  Дирака (7 0 .2 )  или  
Бозе  —  Эйнштейна (70.3) в зависимости от типа частиц, из кото­
рых состоит газ. Функции распределения  (70.2) и (70 .3) относят­
ся к частицам с определенным значением проекции спина. Е с л и  в 
задаче спин частиц несуществен, то их следует умножить на число  
возможных значений проекций спина  (2 для электронов и 2 для  
фотонов).

Г Л А В А  12

ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
В ДИФФУЗИОННОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
(ПРИБЛИЖЕНИЕ ЛОРЕНЦА)

§ 71. Функция распределения 
при малом времени релаксации

Кинетическое уравнение Больцм ана при условии, что оно будет 
решено, дает  полную информацию о поведении идеального га з а .  
Поскольку уравнение д аж е с упрощенным членом, учиты ваю щ и м 
столкновения, все еще очень сложно, то получить решение д л я  о б ­
щего случая в аналитическом виде практически невозможно. Е ст ь ,  
однако, один частный случай, который довольно часто встр е ч ает ся  
и в котором решение получается относительно просто. Р а сс м о т р и м  
его более подробно.

В рем я релаксации, входящее в уравнение Больцмана, о п р е д е л я ­
ет время возвращения системы в равновесное состояние и х а р а к ­



теризует интенсивность взаимодействия идеального газа  с термо­
статом . Чем сильнее взаимодействие с термостатом, тем меньше 
вр ем я релаксации и тем быстрее система приходит в равновесие. 
Е с л и  внешние силы достаточно малы, то при малом времени релак­
сации они не в состоянии значительно нарушить равновесие и функ­
ция распределения д о л ж н а  быть достаточно близкой к равновесной. 
Э т и  физические соображения могут быть облечены в математиче­
ск у ю  форму.

Перепишем уравнение Больцмана в следующем виде:

f g r a d , / - t F bhgrad / .  ( 7 1 . 1 )
at m0 y

К о гд а  время релаксации мало, слагаемые, содерж ащ ие т в качест­
в е  множителя, тож е м ал ы  и видно, что функция распределения f  
б ли зка  к равновесной /0. П одставим в правую часть значение / из 
т ого  ж е  уравнения ( 7 1 .1 ) ,  тогда получится

/■= /о - 1 -  т  - 5 -  grad, /о -  т FBH gradp / 0+  О (т2),
Ot ITIq

г д е  через 0 ( х 2) обозначены члены второго порядка малости, т. е. 
пропорциональные т2. И х  можно опустить. Равновесная функция 
распределения не зависит от времени, так что

J?/o_= 0.
dt

Т а к и м  образом, неравновесная функция распределения в этом при­
ближении просто в ы р а ж а е т ся  через равновесную:

/ = / о  — * —  g r a d , /0- T F BHgradp/ 0. (71.2)т0

Однако условия, при которых справедливо решение (71 .2 ) ,  на­
руш аю тся, если не постоянная в пространстве концентрация иде­
ального газа отлична от равновесной. Действительно, в данной не­
большой области пространства равновесное распределение, соот­
ветствую щ ее местной концентрации, устанавливается очень быстро. 
В  то ж е  время установление равновесной концентрации во всем 
о б ъ ем е ,  который зан и м ает  газ, происходит диффузионным путем, 
т .  е. путем постепенного перемешивания. Этот процесс оказы вает­
с я  довольно медленным, и поэтому представление (71 .2 ) ,  где под 
fo понимается равновесная функция распределения для всего газа 
в  целом, не может д а т ь  хорошее приближение. Область примени­
мости формулы (71 .2) оказывается значительно шире, если считать 
е е  справедливой локально, т. е. для относительно небольших обла- .  
стей пространства, причем равновесная функция распределения ,  
входящ ая в правую часть, не одинакова в различных областях, так 
как зависит от концентрации (или, что то ж е самое, от химического 
потенциала), меняющейся от точки к точке. П оскольку закон из­
менения концентрации неизвестен, то формула (71 .2)  не может р ас­



сматриваться  как  решение, во всяком  случае до тех пор, пока не 
•будет найдена функция n = n ( r ,  t) или p, =  jx(r, t).

Мы будем считать, что из-за эффективного взаимодействия с 
термостатом температура идеального г а за  постоянна по всем у о б ъ ­
ему и равна температуре термостата. П оскольку  теперь концентра­
ция не предполагается постоянной, то равновесная функция р а с ­
пределения неявно (через концентрацию) м ож ет зависеть от  в р е ­
мени, так что

х  d / о  _ _ х  д /р  дп  
dt дп dt

В  дальнейшем при рассмотрении уравнения диффузии вы ясни тся,
дп

что скорость изменения концентрации есть малая величина,

d/ опропорциональная т, так что член х  ^  второго порядка м а л о ­

сти по т, и хотя он отличен от нуля, но все  равно должен быть о п у ­
щен. Иногда приходится сталкиваться с задачами, в которых в н е ш ­
няя сила F BH быстро меняется во времени. Если скорость ее и зм ен е­
ния характеризуется временами, сравнимыми с временем р е л а к с а ­

ции т, то необходимо учитывать член х который в этом с л у ч а е

д /п т-гнельзя заменить на X —— . Примером такой ситуации м ож ет сл у -
dt

ж и ть воздействие инфракрасного излучения на электронный г а з  в 
п лазме и ряд других.

§ 72. Уравнение диффузии

В  неравновесном случае нельзя с р а зу  написать функцию, о п р е ­
деляющ ую зависимость концентрации частиц от координат, но м о ж ­
но получить уравнение, носящее название уравнения диффузии, 
решение которого определяет эту зависимость. При выводе у р а в н е ­
ния диффузии следует исходить из уравнения Больцмана

4 г = = ------—  grad, /  -  FBH g ra d ,  /  -  -L z h - , (7 2 .1 )
O t  n iQ  * 13

П оскольку концентрация частиц определяется соотношением

л (г> 0  =  j  / ( r > Р>

где интеграл берется по всему импульсному пространству, то п опро­
буем проинтегрировать (72.1) по импульсам.

Меняя порядок интегрирования по импульсам и дифференциро­
вания по времени, легко показать, что

d 2  =  —  \ /  d 2  = — •
J  dt dt .) dt



Рассмотрим теперь результат интегрирования члена, сод ерж а­
щего время релаксации (т. е. описывающего столкновения). И ме­
ем (если т не зависит от энергии частиц)

З д е сь  учтено, что оба интеграла равны одной и той ж е  величине, 
а именно локальной концентрации частиц в области около точки г. 
С ледует заметить, что нулевой результат получается и при гораз­
до более общих предположениях о члене, учитывающем столкно­
вения. Действительно, достаточно, чтобы взаимодействие носило 
такой характер, что общ ее число частиц в данной области прост­
ранства (интеграл по всем импульсам) оставал ось  неизменным, 
т. е. не было уничтожения или рождения частиц. Таким образом, 
равенство

) d 2  =  0
J  \ ^  /ст

можно считать выполненным независимо от более частных предпо­
ложений о характере взаимодействия с термостатом.

Обратимся к вычислению интеграла.

J  F BHgradp / d 2 .

Более подробно его м ож но записать следующим образом:

j  F BHgradp / d 2  =  .FBH,  ^ - ^ - d p x dpu dp z +

+  Л н „  J  dp x dpy dp z - f  F m 2 j  - J £ -  dpx dpy ddz,

т а к  как проекции силы F B1JX, F BHy, F BUZ по предположению не за ви ­
ся т  от скоростей и поэтому могут быть вынесены за  знак интегра­
л а. Вычисление каж д о го  из трех интегралов проводится аналогич­
но, и поэтому достаточно рассмотреть один из них. Имеем, напри­
мер,

+ О© +00 +  т* -j- во -}- оо

j  dРу dpz U dPy j  dP z { f p x~ - f p — ~)-
—  оо — оо оо — со — ев

П оскольку число частиц с бесконечно большим значением проекции 
импульса равно нулю, то

f  f  Рх:= ■ - »  — О

и, следовательно,



Оставшийся невычисленным интеграл

J - ( p / m 0)gradf / d S

заменой порядка дифференцирования по координатам и интегриро­
вания по импульсам преобразуем к следующ ему виду:

Каж дый из приведенных выше интегралов относится к определен­
ной области пространства, в которой концентрация почти постоян­
на, так что для функции распределения можно использовать фор­
мулу (71 .2 ) .  В ы б р ав  для начала первый из них, можем написать

Рассмотрим теперь последовательно интегралы, стоящие в правой 
части последнего равенства. Имеем

так как этот интеграл имеет смысл среднего значения х  компонен­
ты скорости в равновесном состоянии, описываемом функцией р а с ­
пределения /о- Формально равенство нулю вытекает из нечетности 
подынтегральной функции по рх.

Займемся преобразованием второго интеграла, который м о ж н о  
представить в следующей форме:

Из трех интегралов, стоящих в правой части, два последних равн ы  
нулю, так как подынтегральная функция нечетна, например, по р х. 
О стается следующий интеграл:

Поскольку px2lm 02= v x2 и зависимость от координаты входит ч ер е з  
концентрацию п, функцией которой я вл я ет ся  /0, то можно н а п и са ть

(7 2 .2 )

— g r a d ,/о d 2  —
щ  т0

( 7 2 .3 )

\(Px!"h) / o d 2  =  0,

( 7 2 .4 )



Величину Д с н азы ваю т  к о э ф ф и ц и е н т о м  д и ф ф у з и и .
Рассмотрим, наконец, последний интеграл в (7 2 .3 ) :  , i

f  —  i  F,m gradp/od2= f - ^ T/ :’BH,f - ^ - d 2  4-
J Щ J Щ dpx

+  f  xF m d 9 +  f xFm ,-^ -d Q .J Щ  “ dp y J m0 d p z

Снова в силу нечетности подынтегральной функции два последних 
интеграла равны нулю. Поскольку сила не зависит от импульса, то

щ  дрх J т0 дрх

Н азовем к о э ф ф и ц и е н т о м  д р е й ф а  величину

% = ----- (72 .6 )
п J  т0 дрх

тогда

Г -£ * 1 F BH х- ^ -  d2 =  — -п.г/̂ внХП.
J mQ dPx

Собирая все полученные результаты, можем для (72.3) напи­
сать

f d Q = - D x ^  +  r\:xF mxti. (72 .7 )
J mQ дх

Совершенно таки е ж е  выкладки приводят к аналогичным вы ­
ражениям для двух  других интегралов в (7 2 .2 ) ,  а именно:

’ - i / d e — и . - | + ч ^ . и .

(7 2 .7 ')

/ d 2 =  - D 2 ^  +  y\zF mzn.
т 0 - dz

где обозначено



Поскольку f0 и т зависят только от модуля импульса, то легко ви­
деть, что

Ох = и у =  и г и ru =  i v - = T b

так  как эти интегралы переобозначением переменных интегриро­
вания переводятся один в другой. В  дальнейшем коэффициент диф­
фузии будет обозначаться D, а коэффициент дрейфа ц'.

Таким образом, уравнение диффузии можно записать  в виде-

дп
dt

д

дх ~ D -TL \ ^ n F »»xдх

д

ду
. дп

ду
д

д г
ц 'пр п

д г
(72 .9 )

или, используя сокращенные обозначения векторного анализа,

дп
dt

- =  — div [ — D  grad/г -|- ‘ц'п  F BII]. (72.10)

В  тех случаях, когда рассматривают газ зар яж ен н ы х частиц 
(электроны), на которые действует внешнее электрическое поле Е 
с силой

F | ,„ = e E

(е —  заряд частицы), вместо введенного выш е коэффициента дрей­
фа т]' применяют понятие к о э ф ф и ц и е н т а  п о д в и ж н о с т и .  
Подвижность г] равна

•ц =  у\'е.

Обычно используемая форма записи уравнения диффузии для элект­
ронов имеет следующий вид:

— div \ — D  grad rt-j- т у г Е ] . (72.11)

Рассмотрим значение входящих в уравнение диффузии коэффи­
циентов D и т|. Если газ невырожденный, т. е. подчиняющийся ст а ­
тистике М аксвелла, то коэффициент диффузии

4
D

P2x v_________1

ml  (2лп1фТ)г'2

*0 (2  nm0k T f 2

e-p*/(2w0W) (l Q ;

0 —  р * / ( 2т 0 Ь Т )  О

</x T>

не зависит от концентрации. К ак  было выяснено выше,

( v l x )  =  ( v 2y т ) =  ( v l t ) ,  

поэтому, учиты вая,что

( и Ч )  =  х )  =  {v 2x x)-\- ( v 2y т )  +  { v\x ) ,



можем вы р аж ен и е для коэффициента диффузии записать в таком 
виде:

3 4 '

В невырожденном электронном газе  подвижность тож е не зависит 
от концентрации:

Т ] = ------ —  f  --------------- - -----------------—  огРЧРтькТ) d g  =
Я J щ  (2nm0kT )3ft д Рх

=  — е  Г ■РхЪ ---------- --------------- —  e-p4(im„kT) (j q  /уо 121
J mo (2л  mak T f 12 дРх

П осле выполнения операции дифференцирования экспоненты 
под знаком интеграла получается следующее выражение:

2
Г) =  —- — Г ------------------- Х----------------e - p ' H 2 m 0kT)  d Q >

кТ J /п0 (2яmakTfl2

Сравнение с (72 .12 )  показывает, что

т| =  —  D. (72.13)
kT

Соотношение (7 2 .1 3 ) ,  связывающее между собой коэффициент диф­
фузии и подвижность частиц, подчиняющихся классической стати­
стике, носит название уравнения Эйнштейна.

Д ля частиц, подчиняющихся квантовой статистике, написанные 
выше уравнения несправедливы и само понятие о коэффициентах 
диффузии и подвижности теряет смысл. Поясним это утверждение 
на примере сильно вырожденного газа  Ферми.

В  случае сильного вырождения функция распределения со глас­
но § 64 имеет вид (см. рис. 10.1),

/о =
при е <  Г],

(2 яЬ)з "  (72.14)

0  при s т|, 

где уровень Ферми ц, определяется уравнением (64.4)

{а-— й2/3 (5 л 2 h3)2/3/(2m0). (7 2 .1 5 )

Таким образом , для коэффициента диффузии можно написать

D = d C P x * _  f Q d Q  =  J _  Г „ 2 т / о ( Ш .

дп  J mj дп  J

2 1Если исп ользовать  условие { v x x ) = — { v 2x ) ,  то
3

[  v2x / 0Anp2 dp,
3 дп  J



где учтено, что при подынтегральной функции, зависящей от моду­
ля импульса, dQ =  4np2dp.

Целесообразно перейти к интегралу по энергиям. Поскольку
р? __  m0v2

2 т0 2

то, учитывая специфический вид функции распределения (7 2 .1 4 ) ,  
для коэффициента диффузии получим следую щ ее выражение:

D = — — [ —  x ----- -------4 я  \ 2 m f  £,/2ds. (72 .16)
3 дп  .1 т0

о
Как показано в гл. 13, время релаксации обычно есть степенная 
функция энергии электрона

х — a s r, (7 2 .1 7 )

где а и г —  некоторые постоянные. П осле подстановки (72.17) в 
(72.16) интеграл просто вычисляется:

„ а / Ж а . - Г . ] ,  (72.18)
дп \ З я ^ з  г  4_ 5 /2  /

Поскольку уровень Ферми зависит от концентрации, то

Р =  д (  2 У 2 У™ о  д  ^Г+5/2 ) ^  =  2 У 2 a - j/+ 3 /2
ф  \ 3Jt2fj3 г .j-5 /2  /  дп  Зя2̂ з ' дп

Подставляя ц, из (72 .15) ,  найдем, что коэффициент диффузии з а ­
висит от концентрации по формуле

£> =  С я 2<'+‘>/3,

где С — постоянная, равная

п  2 У 2 У щ  2_ (5я2^з)2/з 2 У  2 52/3__________д
~~ Зя2^,з а  з ^  9 ч2'ъ У т йЬ

Вместо того чтобы говорить о коэффициенте диффузии, зависящ ем  
от концентрации, лучше вообще не вводить такого понятия, а про­
сто рассматривать нелинейное уравнение переноса, так ж е к а к  в 
задачах электротехники, когда сопротивление цепи зависит от т о ­
ка, лучше говорить не о сопротивлении, а о нелинейной вольт-ам- 
перной характеристике.

Аналогичным образом в случае сильного вырождения после ин­
тегрирования по частям (причем учитывается, что при рх =  оо, 
Рх= — оо функция распределения обращ ается  в ноль) найдем д ля  
подвижности

-  JL [ _ £ * !  dQ = JL Г / o _ ^ _ f ^ £ l ) d 2 =
п J  м 0 д р х п J д р х \ т0 j

-  +  4 ^ - 4 - )  d a = — f / o ( — - ! - - ^ ^ - ) d 2 .  mQ os. J n ,) \ mQ om.Q о г '



Е сл и  использовать аппроксимацию (72 .14) и перейти к интегралу 
по энергии,то

= - \  п ,} т0

и после подстановки (72 .17) получается

„ = J -  - L  ( 1 +  Л  А  « ( W * . а У  * * _
п то \ 3 / (2itft)3 /• -+- 3/2

=  _2_ V 2  У т р  г+3/2 
п 3

Сравнение этого выражения с выражением для коэффициента диф­
фузии показывает, что соотношение Эйнштейна не выполняется, а 
вместо него имеет место равенство

_ 3  tD

2 |х

т. е. отношение коэффициента диффузии к подвижности зависит от 
концентрации (через ц ) .  Поскольку подвижность оказывается з а ­
висящей от концентрации, то, по-видимому, лучше не вводить т а ­
кой характеристики для сильно вырожденного газа.

Диффузионное уравнение (72.11) при постоянной температуре 
определяет концентрацию частиц в различных точках пространства, 
однако для получения единственного решения необходимо допол­
нить это уравнение граничными и начальными условиями, т. е. 
указать  значения концентрации на границе той области, в которой 
она определяется, а т а к ж е  ее значения в начальный момент вре­
мени.

§ 73. Функция распределения 
в диффузионном приближении

Предположим, что путем решения уравнения диффузии удалось 
найти концентрацию как  функцию координат, тогда можно полу­
чить окончательное выражение для неравновесной функции распре­
деления. Рассм отрим  более подробно классический случай, когда 
/о—-м аксвелл овская  функция распределения:

f *  = ---------- * - рт2т°кТ) • (73.1 j
( 2nm0kT)3Р-

П о (71.2) имеем

/  =  /о -  *  —  gradr/ 0 - 1 F BH grad , / 0. (73 .2)
щ  р

Поскольку

о — ________ " _______ _ е —р»/(2т0*7') / __ Рх \______P xfo
дрх (2лтйкТ)ъ12 \ m0kT J m0kT



то
Р /о

и, следовательно,
grad» / ° =

t  F.,grad / о =  — /о -  (73.3)
^ тп$Т

Д алее ,

Поскольку из (73.1)

g ra d ,/ 0=  gradг п. 
дп

d f  о __ /о (73.4)
дп п 

ТО

т -5-gradf /о  = — —  (pgradr«). (73.5)
m0 и m0

Таким образом, для классической неравновесной функции распре­
деления в диффузионном приближ ении справедливо следую щ ее вы­
раж ение:

/  =  / о — Pgradrrt-r ТР.Р"н /о .  (73.6)
Л/?*о /и0л/

где f0 —  функция распределения М аксвелла.
Используем формулу (73.6) для расчета плотности потока час­

тиц. В  соответствии с формулой (21.9) плотность потока опреде­
ляется  равенством

j =  Г d2.
J mQ

Поскольку по определению функции распределения

/  =  Я®р,
то

j =  j  (p/m0) / d 2 .  (73.7)

В  равновесном случае плотность потока об р ащ алась  в ноль, так 
как  подынтегральное выражение оказы вал ось  нечетной функцией 
компонент импульса (fo —  четная функция рх, р у, рг) .  В  неравно­
весном случае это уж е не так  и плотность потока отлична от нуля.

Если в (73.7) подставить вы раж ение для функции распределе­
ния по (73.6), то получится

j =  [  —  /ос12 — \  — — (р grad n) d2 —
J Щ  J т0 пт0

_ Г -Л Р _  / o /_ P _ FJ d 2 .
J тфТ \ т0 т)



Первый интеграл равен нулю из-за  нечетности подынтегральной 
функции. В  оставш ихся двух следует записать произведение векто­
ров в координатной форме, отбросить члены подынтегральной функ­
ции, нечетные по компонентам импульса, и вынести за  знак интег­
рала функции координат. Эти преобразования аналогичны тем, ко­
торые были подробно рассмотрены при выводе уравнения диффу­
зии. П осле их выполнения для потока получается

И спользуя определение коэффициента диффузии и подвижности, 
мож ем написать

И з (73 .8 )  видно, что поток частиц в диффузионном приближении 
определяется двумя кинетическими явлениями (температура посто­
ян н а):  диффузией, которой соответствует диффузный поток

зависящ ий от градиента концентрации, и дрейфом с потоком

j<! =  TlFIiH«,

пропорциональным приложенной силе.
Сравнение уравнения диффузии с уравнением непрерывности

(67 .6 )  показы вает, что уравнение диффузии допускает следующую 
физическую интерпретацию: изменение числа частиц в единице объ­
ема в единицу времени равно превышению втекающего потока над 
вытекающим, причем поток имеет две составляющие —  дрейфовую 
и диффузионную.

Е сл и  к газу  заряж енны х частиц приложено электрическое поле 
Е, то возникает дрейфовый поток

или, если использовать определение подвижности,

=  Е.

Д л я  плотности тока, связанного с движением заряж енны х частиц, 
можно написать

j =  — D  grad /г г] F вн п. (73.8)

j D=  — D  grad п,

^  =  п'/геЕ

(73.9)



К огда среда однородна и концентрация постоянна, диффузионный 
ток равен нулю. Плотность тока определяется только дрейфом и 
пропорциональна напряженности электрического поля:

i = е щ  Е.

Последняя запись представляет собой не что иное, как з а к о н  
О м а  в дифференциальной форме, который обычно приводят в 
форме

i _= а Е,

где а  —  п р о в о д и м о с т ь .  Видно, что проводимость определяет­
ся через подвижность соотношением

з =  е!Щ. (73.10)

§ 74. Основные уравнения диффузионного
приближения

Одной из главных задач при исследовании неравновесных состо­
яний является вычисление величины возникающего в системе тока. 
Д л я  этой цели необходимо знание функции распределения. О дна­
ко в диффузионном приближении классическая функция распреде­
ления неравновесного состояния определяется общим соотношени­
ем (7 3 .6 ) ,  с помощью которого плотность тока в ы р а ж а е т ся  через 
концентрацию заряженных частиц и напряженность электрическо­
го поля. При этом подразумевается, что коэффициент диффузии и 
подвижность известны. Они могут быть определены эксперимен­
тально или рассчитаны теоретически, причем для теоретического 
расчета, как это видно из формул (72 .12) ,  (7 2 .1 3 ) ,  достаточно знать 
локально-равновесную функцию распределения /0.

Таким образом, в диффузионном приближении для вычисле­
ния токов нет необходимости каж дый раз о б р ащ аться  к функции 
распределения, а необходимо лишь знать коэффициент диффузии и 
подвижность, а т ак ж е  концентрацию как функцию координат и вре­
мени. Последняя находится решением уравнения диффузии (72 .11) ,  
которое по этой причине я вля ется  основным уравнением диффузи­
онного приближения. Следует, однако, иметь в виду важ н ую  особен­
ность этого уравнения: в него входит напряженность электрическо­
го поля Е. Электрическое поле определяется, с одной стороны, 
внешними источниками, но с другой —  зависит от распределения 
заряж енны х частиц, дающих свой вклад в электрическое поле. К ак 
было выяснено в § 28, для определения Е можно использовать  ме­
тод самосогласованного поля, приводящий к сл ед у ю щ ем у  уравне­
нию [см. (28 .2) ,  (28.4)]:

V 2< p = -------f-  =  —  { n - n l) (74.1)
ЕЕ0 ее0

ИЛИ

d i v E = ------ — (п — пх).
Ее0



Зд есь  п —  концентрация отрицательно заряженных частиц (элект­
ронов), а щ  —  положительно заряж енны х. П одразумевается, что 
концентрация положительно заряж енны х частиц известна. Если это 
не так, то д ля  определения П\ следует дополнительно привлечь еще 
одно уравнение диффузии, но написанное для концентрации поло­
жительны х частиц.

Таким образом , решение большинства задач в диффузионном 
приближ ении сводится к решению  системы основных для этого ме­
тода уравнений, а именно уравнений диффузии в совокупности с 
уравнением самосогласованного поля  (74 .1) .  Эта система в мате­
матическом отношении довольно сложна, так  как оказы вается  не­
линейной (в  уравнение диффузии входит член с произведением двух 
неизвестных величин: напряженности электрического поля Е и кон­
центрации частиц п ).

Задачи к  главе 12

1. Покажите, что в диффузионном приближении средняя энергия частицы 
такая ж е, как и в равновесном состоянии.

Р е ш е н и е .  Средняя энергия вычисляется по формуле
1 Г о2

<*>= —  \ - f — fdQ,п J 2т0
где для ( следует использовать выражение (71.2). Поскольку два последйих чле­
на в (7 1 .2 )— нечетные функции р х, р у, p z, а энергия — четная, то они дадут 
нулевой вклад. Таким образом,

1 С р*
<*>  =  —  ~ £ r f  о ч а .

что и требовалось показать.
2. Напишите уравнение диффузии и уравнение самосогласованного поля для  

случая, когда  все величины зависят только от одной координаты х (одно­
мерная задач а).

Р е ш е н и е .  Уравнение самосогласованного поля имеет вид
d Е  е  

div  Е = ---------= ----------(я  — п^).
d X £ £q

Для уравнения диффузии получаем
дп п 

-------=  —  div ( —  D grad п —  ■») Е п) =  D -----------f- v t n .
dt dx't

Г Л А В А  13 

СТОЛКНОВЕНИЯ

§ 75. Учет взаимодействия столкновениями

В  предыдущ их гл авах  в уравнении Больцмана для члена, кото­
рый учиты вает взаимодействие рассматриваемых частиц с други­
ми, находящ имися в равновесии, использовалась форма с временем



релаксации, не имевшая строгого обоснования. З а д а ч а  настоящей 
гл а вы  состоит в более последовательном рассмотрении взаимодей­
стви я  между частицами и, в частности, в выяснении условий, при 
которых можно пользоваться представлением о времени р елакса­
ции, а такж е в подсчете его величины. Д л я  определенности будем 
рассм атривать электроны, которые взаимодействую т с другими 
частицами (нейтральными молекулами, заряж енны ми ионами 
и т. п .),  представляющими термостат.

Поскольку теория неравновесных состояний рассматривается 
нами для систем, представляющих собой достаточно разреженные 
среды , то взаимодействие с термостатом следует трактовать как 
поочередные столкновения электрона с другими частицами. В  раз­
реженной среде очень мало вероятно, что электрон столкнется ср а­
з у  с несколькими другими частицами. П од авл яю щ ее большинство 
столкновений носит, как говорят, парный характер , т. е. электрон 
взаимодействует лишь с одной частицей, около которой он в д ан­
ный момент оказался, а все остальные в это время находятся далеко 
и их влиянием можно пренебречь. В  конденсированных средах это 
предположение нарушается.

При столкновении электрона с другой частицей у него меняются 
величина и направление скорости. Описание этого процесса пред­
с т а в л я е т  собой задачу механики, которую мы рассмотрим в этом 
параграфе более подробно. Д л я  краткости будем назы вать частицу, 
с  которой сталкивается электрон, молекулой и обозначать все вели­
чины, относящиеся к этой частице, индексом 2 в отличие от эл ек­
трона, для которого будем использовать индекс 1.

Прежде всего остановимся на некоторых общих свойствах про­
ц есса  столкновения. Классические уравнения движения для обеих 
взаимодействующих частиц можно записать в виде

m xrx =  F 21, /n2r2= F 12. (75 .1)

Б  этих уравнениях, представляющих собой второй закон Ньютона, 
не учитываются внешние силы, которые очень м алы  по сравнению 
с  силой взаимодействия F i2 = — F 21, возникающей при столкновении. 
При взаимодействии система электрон —  м олекула может считать­
с я  замкнутой. Напомним, что внешние силы, играющие существен­
ную роль в промежутках меж ду столкновениями, учтены в уравне­
нии Больцмана отдельным членом.

Рассмотрение процесса столкновения заметно упрощается, если 
ввести  новые переменные, а именно радиус-вектор центра масс си­
ст е м ы  двух частиц

гп2г2)/{т1 +  т 2) (75.2)

л  радиус-вектор относительного движения

г0= г 1- г 2. (75.3)

Действительно, из механики известно, что центр м асс замкнутой 
си стем ы  движется с постоянной скоростью, т а к  что процесс столкно­



вения не с к а зы в а е т ся  на этом движении. С другой стороны, если 
умножить первое уравнение (75 .1)  на т2, а второе —  на т х и вы ­
честь второе из первого, то получится

тхт2 (rt — г2) =  f^F21 — т2F12 =  (»*! +  т2) F21.

Разделив обе части последнего равенста на ni\ +  ni2 и использовав
(75 ,3) ,  найдем

щт2 *•' -= F21. (75 .4 )
mi +  т2

Если принять, что сила F 2i , с которой вторая частица действует на 
первую, центральная, т. е. зависит от радиус-вектора г0, соединя­
ющего вторую частицу с первой, то оказывается, что относительное 
движение происходит так, как будто частица с некоторой эффектив­
ной массой

т.* — т 1т2!{тх-^т 2) (75 .5)

движется относительно неподвижного центра, действующего на нее 
с силой F 2i . З а д а ч а  сводится к задаче о рассеянии на неподвижном 
центре, т. е. к более простой.

Когда известны г0 и гс, исходные радиус-векторы п  и г2 находят­
ся по формулам

г с +
т2 __  т^г 1 +  т2r2 , т2 ( r t —  г2)

т.\ +  т2 т\ +  т2 т i +  т2

Щ  „  т 1̂ \ +  тЧ*2 Щ  ()’ ! —  г2)
(75 .6 )

Щ +  т2 Щ +  М2 Щ +  гп2
= г 2.

/
/

Р ассмотрим теперь рассеяние частицы на неподвижном центре. 
На рис. 13.1 частица с эффективной массой, обладающ ая импуль­

сом р, отлетает после столкно- 
/ вения под углом 0 к направле­

нию первоначального д ви ж е­
ния. Ограничимся только уп­
ругими столкновениями, при 
которых полная кинетическая 
энергия взаимодействующих 
частиц до и после столкнове­
ния одинакова. Поскольку рас­
сеивающий центр неподвижен, 
то из закона сохранения энер­
гии следует, что величина им­
пульса эффективной частицы 

после столкновения равна его величине до столкновения. М еняет­
ся лишь направление движения. Угол отклонения 0 зависит от ве ­
личины импульса, а такж е от параметра р, носящего название 
п р и ц е л ь н о г о  р а с с т о я н и я  и равного расстоянию м еж д у  
первоначальным направлением движения и параллельной этому



направлению прямой, проходящей через рассеивающим центр 
(рис. 13.1).

Проиллюстрируем связь у гл а  рассеивания 0 и прицельного рас­
стояния на простом примере взаимодействия точечной частицы 
с  упругим шаром радиуса а 0. И з  рис. 13.1 видно, что угол падения (5 
частицы, равный углу отражения р', связан с прицельным расстоя­
нием соотношением a0 s i n p = p .  Поскольку из того ж е  рисунка сле­
дует, что 0 +  2|3=л, то

р =  а0 sin р =  а0 sin =  а 0 соб-
о

(75.7)

Т аким  образом, значение угла отклонения зависит от прицельного 
расстояния р. Естественно, что для другого закона взаимодействия 
эта  зависимость р =  р(0) окаж ется  другой.

Если изменить прицельное расстояние на dp, то угол рассеяния 
изменится на d0, причем дифференцированием легко получить

dp = dp (6) 
d 0

dfl.

Т а к ,  в случае рассеяния на ш аре получается

d p =  sin-J-d0.
2 2

(75.8)

В  газе  на данной молекуле м ож ет  рассеиваться лю бой столкнув­
шийся с ней электрон. Пусть мысленно выделены только  те электро­
ны, у которых величины и направления импульса одни и те же 
(точнее, импульс принадлежит б ес ­
конечно малому интервалу зн ач е­
ний, которому соответствует объем 
dQi в пространстве импульсов).
Эти электроны пролетают на р а з ­
ных расстояниях от молекулы, и 
поэтому прицельные расстояния для 
эффективных частиц могут быть л ю ­
быми. Часть электронов пролетит 
практически не отклонившись от 
первоначального направления, а 
■часть будет отклонена на опреде­
ленный угол. Д ля  дальнейшего в а ж ­
но найти долю электронов, отк л о ­
нившихся в определенном н ап р ав­
лении.

На рис. 13.2 принимается, что плоскость чер теж а перпендику­
л ярн а направлению движения. О сь  z проходит через центр рассея­
ния в направлении движения. В с е  эффективные частицы, пролетев­
шие через изображенное на рисунке кольцо, о блад аю т прицельным 
расстоянием, большим р, но меньшим p +  dp, и, следовательно, пос­



ле столкновения направление их движения окаж ется  в интервале 
углов от 0 до 0 +  d0 по отношению к оси z. Ограничимся только 
теми частицами, которые пересекают заштрихованную на рисунке 
площ адку, соответствующую угл ам  от ср до ф +  dcp. Д виж ение элек­
трона в процессе столкновения происходит в одной плоскости, т. е. 
угол ф не меняется. Таким образом, частицы, пролетевшие через 
заш трихованную  на рис. 13.2 область, площадь которой равна

отклонятся в телесный угол dco, характеризующийся углами 
0 4 - ( 0  +  d0) по отношению к оси z, параллельной направлению дви­
жения налетающ ей частицы, и <р-т- (ф+dcp) в плоскости ху. Величи­
на этого телесного угла равна

Площ адь  dso называется дифференциальным эффективным сечени­
ем рассеяния в телесный угол dco.

Если в (75 .9)  подставить (75 .7 )  и (75 .8) ,  то для рассеяния на 
упругом ш аре получится

П усть вдоль оси z летят частицы с определенным импульсом и 
поток их равен /, тогда число частиц dN, отклоненных в телесный 
угол dco за  время d ,̂ совпадает с числом тех из них, которые про­
летели за  это время через площ адку ds0, и, следовательно,

Число частиц N, испытавших отклонение на произвольный угол, 
получается интегрированием (75 .11 )  по всем возможным углам (по 
Ф от 0 до 2л , а по 0 от я  при лобовом ударе до 0, когда частица 
пролетает м и м о ) :

н азы вается  полным эффективным сечением рассеяния. В  случае 
рассеяния на шаре из (75 .10) и (75.12) получается

Этот резу льтат  имеет очевидный геометрический смысл, так  как s0' 
сов п ад ает  с площадью рассеивающей частицы, видимой со стороны 
налетаю щ ей. К а к  будет ясно из дальнейшего, удобнее принять за

ds0= P  dp d<p, (7 5 .9 )

dco= sin OdS d?.

О
d s0=  — a о sin со-s dOd ® =  — j -  sin 0 d0 d<p. (75 .10 )

d N  =  j  ds0 d/. (75 .11 )

N =  | d A ^ = j  / d s0d / =  yd/ j d s 0.

Величина

(75 .12)

(7 5 .1 3 )



полное эффективное сечение рассеяния величину, определенную 
следующ им образом:

5 0 =  f  ( 1  —  COfS 0) ds0 (75.14)

Д л я  простого случая рассеяния на упругом шаре сечение So оказы ­
вается  равным сечению s0', так  как

j* c o s 0 d s o= J  dcpj" | — - j - j s i n  0 cos 0d0 =  O

Взаимное движение электрона и молекулы об л ад ает  важным 
свойством, которое может быть пояснено с помощью рис. 13.3. 
Н а рисунке показана траектория относительного движения. В ели­
чина скорости (импульса) 
в  начале и конце д ви ж е­
ния одна и та же. Р а с ­
смотрим траекторию, по­
казанную на рис. 13.3 
пунктиром. Она соответ­
ствует  движению части­
цы, полученному из пре­
дыдущ его вращением на 
180° вокруг оси, отмечен­
ной штрих-пунктиром.

О сь  проведена через 
центр рассеяния так, что­
бы она л еж ал а  в плоско­
сти траектории и была 
одинаково наклонена к
начальному и конечному у часткам  траектории. При центральном 
характере сил взаимодействия из соображений симметрии ясно, что 
пунктирная траектория тож е соответствует возм ож н ом у  движению. 
Видно такж е, что начальная скорость второго движения по на­
правлению и величине совпадает  с конечной скоростью  первого, а 
конечная, наоборот, с начальной. Ясно такж е из тех  ж е  соображ е­
ний симметрии, что дифференциальное сечение рассеяния для пер­
вого и второго движения одинаково.

Обратимся теперь к абсолютному движению. И з  (75 .6)  после 
дифференцирования по времени вытекает

/ р ’
Рис. 13.3

m2
mi +  m2

■ Vn =  v,
mi +  m2

^V2, (75.15)

где vc —  неизменная по величине и направлению скор ость  движения 
центра масс, v0 —  рассмотренная выше скорость относительного 
движения, а V] и v2 —  скорости абсолютного движения. Если на­
чальное значение v0 в первом движении равно конечному значению 
этой скорости во втором, то из (75 .15) следует, что при одной и той



ж е  скорости движения центра масс начальные скорости Vj и v2 
первого равны конечным скоростям v/ и v2' во втором, поскольку 
последние определяются соотношениями

vc -|------- —— Vo =  vi;  vc --------- ^ — Vo =  V2 , (75 .16)
mi +  m2 m-i +  m2

аналогичными (75 .15) .

§ 76. Член столкновений в форме Больцмана

Б ольцм ан получил выражение для члена, учитывающего взаим о­
действие м еж д у  частицами, которое справедливо в приближении 
парных столкновений. В ы во д  опирается на описание процесса 
соударения, приведенное в предыдущем параграфе, при этом су­

щественно, что он дополнительно учиты­
вает  статистический, т. е. случайный х а ­
рактер явления.

Выделим элемент объема dr, который 
много больше среднего расстояния м еж ­
ду частицами, но, с другой стороны, на­
столько мал, что функции распределения 
электронов и молекул в нем практически 
не зави ся т  от координат. Рассмотрим те  
электроны и молекулы, импульсы кото­
рых равны соответственно pi и р2 или, бо­

лее точно, принадлежат элементам импульсного объема dQi и d£22. 
Временно введем подвижную относительно лаборатории систему 
координат, в которой начало помещено в центр масс какой-то про­
извольной пары сталкивающ ихся электрона и молекулы. П осколь­
ку скорости всех  рассматриваемых электронов равны меж ду собой, 
так  ж е  как  и у рассматриваемых молекул, то центры м асс сталки­
вающ ихся пар в новой системе координат неподвижны. Они, как и 
сами пары, распределены в элементе пространства d t равномерно.

В ы бер ем  промежуток времени достаточно малый, чтобы м о ж ­
но было пренебречь изменением числа частиц в d t  вследствие 
столкновений, но много больший самого времени столкновения, и 
определим вероятность того, что эффективная частица какой-то 
одной произвольной пары отклонится в телесный угол dco. И скомая 
величина есть в то ж е  время вероятность того, что эффективная 
частица, находящ аяся в dr, пройдет в течение dt через площадку 
ds0, соответствую щ ую  рассеянию в doj, или, другими словами, ве­
роятность того, что эффективная частица окажется (рис. 13.4) 
в цилиндрическом теле, опирающемся на площадку ds0 и об ладаю ­
щем высотой v0d/. Она, таким образом, равна отношению объема 
цилиндрического тела ds0Ood̂  к элементу объема dr.

Среднее число эффективных частиц dTV, рассеянных в dco, м о ж ­
но найти, умнож ив полученную вероятность на число пар в dt. 
Если tii —  концентрация электронов, а п2 —  молекул, то число пар

Рис. 13.4



в d t  равно числу электронов П\dr, ум нож ен ном у на число молекул 
n 2dx. Таким образом, для  dN  получится

dTV= (и0 ds0 d/'/d t ) d xn2 d t  =  ti in2v 0 d s0 6t  dx.

Поскольку р ассм атриваю тся  электроны с им пульсам и, при над­
л е ж а щ и м и  dQi, и молекулы с импульсами, п р и н ад л еж ащ и м и  dQ2> 
то

/*! =  / !  dS ! ,  я 2 =  / 2 dQ2,
т а к  что

6 N  =  — v 2 | d s 0 dQi d Q2 d / d t ,  (76.1)

гд е |у ч тен о ,  что
v 0= v t — v2= (p — i p 2/m 2)

—  относительная скорость движ ения  эл ек тр о н а  и молекулы. Если 
б  (76.1) / ь / 2 и относительная скорость р а с с м атр и в а ю тс я  как  ф унк­
ции импульсов pi и р2 электронов  и молекул  в исходной л а б о р а т о р ­
ной системе координат, то и в д и ф ф ерен ц и альн ом  эффективном 
сечении рассеяния углы 0 и <р, а т а к ж е  вели чи н а  относительной 
скорости долж ны  быть вы раж ен ы  через п а р а м е т р ы ,  х арактери зу ­
ю щ ие эти импульсы. С вязь  м еж ду  скоростям и  бы ла получена 
в предыдущем п а р агр аф е  [см. (75.15)].

Л егко  найти связь  м еж ду  импульсом э л е к т р о н а  pi и молекулы 
Р2, с одной стороны, и импульсом центра м асс  p c ~ V c(M i +  m 2) и 
импульсом эффективной частицы p 0 =  m *v0 — с другой. Д ей стви ­
тельно, если ум нож ить  первое уравнение систем ы  (75.15) на т и а 
второе — на т 2, то

р  1 =  m 1v 1 =  m 1— Hs------- ! - р 0, (76.2)
mi +  m2

р 2 =  m<i v 2 == m<i — -- ----------р 0.
mi +  т2

С  помощью последних соотношений в ы р а ж е н и е  (76.1) мож ет быть 
представлено через переменные, о п и сы ваю щ и е д виж ени е  центра 
масс  и эффективной частицы:

6 N = / i / 2z>0 ds0 d 2 0 d S c d t  d t ,  (76.3)

где dQ 0 и dQc — элементы  объема в простран стве  импульсов э ф ­
фективны х частиц и центров масс. Н етрудно  п о к а за ть  (см. прило­
ж ен и е  4 ) ,  что имеет место равенство

d 2 1dQ2 =  d 2 0 d 2 c. (76.4)

Оно было использовано при записи (76.3), в которой т а к ж е  под­
разум евается , что /i  и /2 представлены  к а к  ф ункц ии  р 0 и р 0 с по ­
мощ ью  уравнений (76.2).

П осле столкновения импульсы элек тр о н а  и м олекулы  и зм ен яю т­
ся  и становятся равны ми р /  и р 2',  при этом  им п ульс  центра масс  
ье  меняется: р 0' = р с  (закон сохранения и м п у л ь с а ) ,  а импульс э ф ­
фективной частицы меняется  только по н ап равлени ю , т а к  что
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Ро' =  Ри- Если набор  первоначальных импульсов был таким, что ин­
тервал  им п ульсов  центров масс равн ялся  dQ c, то, поскольку к а ж ­
дый импульс р с не меняется, останется неизменным и и н тер вал  
dQc', так  что dQ c/ =  dQc-

С ледую щ и е р ассуж дения  показы ваю т, что и

d 2 t' =  d 2 0. (76.5)

Д ействительно , хотя вектор р0 и не равен вектору р0'  (и зм ен илось  
его н ап р ав л е н и е ) ,  но если вектор р0 изменить на dp0, то им п ульс  
после столкновени я  изменится на такую  ж е величину при условии ,

что прицельное расстояние ос­
талось  тем ж е самым. П р о щ е  

^  всего в этом убедиться с помо­
щью рис. 13.5, на котором изо­
браж ены  импульсы до и после  
столкновения. Будем м ен ять  
направление исходного им -

--------- пульса в определенном интер-
х  вале  углов. Учитывая цент­

ральную  симметрию потенциа­
ла взаимодействия, тот ж е  р е ­
зультат  можно получить, 
оставляя  исходный вектор не­
изменным, а поворачивая л и ш ь  

Рис. 13.5 исходную систему ко о р д и н ат
в том ж е  самом интервале те­

лесных углов. Ясно, что при таких  поворотах с точки зрения сил , 
действую щих при рассеянии, ничего не меняется, поэтому конеч­
ное значение и м п ульса  остается неизменным. Но если считать, что  
вращ ается  не систем а  координат, а исходный вектор импульса, т о  
это означает, что импульс после столкновения поворачивается точ­
но на таки е  ж е  углы, т а к  что его изменения равны изменениям  
исходного и м п ульса . Таким образом , d p 0 =  dp</, а отсюда у ж е  вы ­
текает  равенство  (76.5).

И так , о к а зы в а е т с я ,  что

d 2 c d 2 0= d  2 c d  2о- (76.6>

П оскольку и м п ульсы  после столкновения связаны  м еж ду собой 
уравнениями (76.2) таким и же, как  и до столкновения, то в полной 
аналогии с (76.4) м ож н о  написать

d2; d&2 =  d 2 0d2c-

С опоставляя  последнее  равенство с (76.6), видим, что имеет место 
условие

d&! d £ 2=  dSj d&2. (76.7)
т. e. произведение импульсных объемов электронов и молекул д о  
столкновения р авн о  соответствующ ему произведению импульсных 
объемов после столкновения.

Ро



В ы раж ен и е  (76.3) даст  число эл ек тр о н о в  с импульсом р ь к о т о ­
рые вследствие столкновения с м олекулам и , обладавш им и и м п у л ь ­
сом рг, приобрели импульс р / ,  т. е. в эл ем ен те  объема d r  за  в р е м я  
d^ число электронов с импульсом pi ум еньш илось  на djV, а ч и с л о  
электронов с импульсом р /  увеличилось на ту ж е  величину. О д ­
нако для учета полного изменения ч исла рассм атриваем ы х  э л е к т р о ­
нов необходимо принять во внимание, что в силу отмеченного в п р е ­
дыдущ ем п а р а гр а ф е  свойства взаимности  электроны с и м п у льсам и  
р / ,  с тал к и ваясь  с молекулами, о б л а д а ю щ и м и  импульсами р 2', 
после столкновения приобретут соответственно импульсы р, и р 2. 
Эти переходы играю т обратную роль по отношению к п реды дущ и м . 
Их число dN' м ож ет  быть подсчитано по той ж е  формуле (7 6 .1 ) ,  
в которой необходимо, очевидно, з ам ен и ть  все неш три хованны е 
переменные на штрихованные:

d N '  =  f \ f%  d 2 2 d£22 i>o d«o d r d / .

Таким образом, полное число переходов, в которых у м ен ьш ен и е  
числа электронов  с импульсом pi и м о л еку л  с импульсом р2 с о п р о ­
вож дается  соответствующим увеличением  числа электронов с и м ­
пульсом р /  и молекул с импульсом р / ,  оказы вается  р а в н ы м  
dN — dN'. У читывая равенство (76.7), а т а к ж е  то, что о тн о си тел ь ­
ные скорости до и после столкновения равны  и что при том  ж е  
прицельном расстоянии д и ф ф ерен ц и альн ы е  эффективные сеч ен и я  
одинаковы, получим

d N  — d-/V' =  ( / i / 2 — / i / 2) d 2 !  d Q ^ o d S o d T d / .  (76.8)

Д л я  уравнени я  Больцмана, относящ егося  к электронам , п р е д ­
ставляет  интерес выражение, оп р ед ел яю щ ее  убы ль числа э л е к т р о ­
нов с импульсом рь  При этом б езразли чн о ,  с какими и м ен н о  
молекулами происходит столкновение, а т а к ж е  каково кон ечн ое  
состояние электронов. Другими словам и , равенство (76.8) с л е д у е т  
проинтегрировать по всем возм ож н ы м  значен и ям  импульсов м о л е ­
кул, а т а к ж е  по всем конечным состоян иям  электронов, со вм ести м ы м  
с начальными. Последнее означает, что нуж но п рои н тегр и р о вать  
это вы раж ени е  по всем возмож ны м у г л а м  рассеяния. В у р а в н е н и и  
Больц м ан а  изменение числа электрон ов  подсчитывается д л я  е д и ­
ничного ф азового  объема исходных электрон ов  dQidx и д л я  е д и ­
ничного п ром еж утк а  времени d/, т а к  что

Щ  =  -  j  ( / 1 / 2  -  / 1/ 2 ) | VX — v2 1 d s0 dQ2. (76 .9 )

Выражение  (76.9) представляет собой больцмановский член, у ч и ­
тывающий взаимодействие в приближ ении парных столкновений.  
Полное уравнение  Больцмана должно быть записано в виде

=  -  —  grad г / ,  -  F BH grad / 1  -  f  ( / 1 / 2  -  / 1 / 2 ) | Vj -  v 2 1 d s0d22, 
at m0 J



где предполагается , что функция распределения молекул / 2 из­
вестна.

Если система находится  в равновесии, то столкновения не м еня­
ют равновесного состоян ия  и член столкновений оказы вается  р а в ­
ным нулю. Д ей ствительн о , подставляя вместо / 1 и f2 равновесные 
функции распределен ия  М аксвелла  — Б о л ьц м ан а  (29.6), найдем

,  ,  —  I e / , i ( r ) - t  P ^ / ( 2 < n o i ) l / ( f t 7 ' >  —  [sn2(r) +  />2 / ( 2 m o 2 ) ] / ( W )

/ i / 2 - / i / 2  =  C w e С N2 e

„  —[e 1(r)-h/>'2/(2m0i)]/(*jr ) - [ e n2(r) + p '2/(2mOJ))/(*r)
— С л м б  t>7V2 6  “ =

—t«nl<r )+ Pj/(2moi) + sn2(r )+ 4 /(2'”02)l/(ft7’)
— Cn \ C n 2& —

_  - I ' ni(r)+ pi2/(2m01) + en2(r) *• p f /(2mO!)]/(*n, e j.

Р азн о сть  двух экспонент  в скобке равна нулю, т а к  как  полные эн ер­
гии до и после столкновени я  одинаковы. Равенство, нулю подынте­
грального в ы р аж ен и я  в члене столкновений в ы р а ж а е т  собой прин­
цип детального равн овеси я ,  по которому прям ы е переходы долж ны  
в равновесии ком п енсироваться  обратными.

При выводе (76.9) электроны  рассм атри вали сь  классически, 
т. е. электронный г а з  счи тался  невырожденным. Если концентра­
ция электронов вы сока  и необходимо учесть принцип неразличи­
мости и принцип П ау л и ,  то результат  о казы вается  несколько д р у ­
гим. При подсчете вероятности  рассеяния эффективной частицы 
в телесный угол необходимо учесть, что конечные состояния, в кото­
ры е совершается переход, долж ны  быть свободны, т. е. вероятность 
отклонения  в телесны й угол dco необходимо ум нож ить  на вероят­
ность того, что конечное состояние свободно. П оследняя  равн а  
1— W, где W  — вероятн ость  того, что состояние занято. П оскольку 
в озм ож н ое  число части ц  Ф ерми в конечном состоянии равно нулю 
или единице, то среднее  число частиц определяется  формулой

( n )  =  l - W  +  0 - ( \ - W )  =  W ,

т а к  что

l - W = l - ( a ) .

И з  (70.2) и (61.4) имеем

1 - < л )  =  1 - ( 2 яЙ)8 / о 1.

А налогичное соотнош ение имеет место и в неравновесном случае, 
то л ь к о  равновесную ф ун кц и ю  распределения следует  заменить на 
неравновесную :

1 — ( п )  =  1 — (2я t i f  f x.

Т а к и м  образом, в в ы р а ж е н и и  (76.1) появляется  дополнительный 
м н ож и тель ,  а член столкновени й  принимает следую щ ий вид:



X I Vi — v 2 |d s 0 dQ2.

Л егко  показать  (см. задачу к настоящ ей  гл а в е ) ,  что из у с л о в и я  
равенства нулю подынтегрального в ы р а ж е н и я  в (76.11) в ы т е к а е т  
равенство равновесной функции р асп р ед ел ен и я  электронов ф у н к ­
ции Ферми — Д и р а к а .

§ 77. Приближение времени релаксации

Д л я  оправдания  использованной р ан ее  ф орм ы  члена, у ч и т ы в а ­
ющего столкновения, необходимо вы яснить , при каких у с л о в и я х  
больцмановское вы раж ение (76.9) м о ж е т  быть п редставлено  в 
форме

О казы вается , следует  ограничиться у п руги м и  (или почти у п р у г и ­
ми) столкновениями, в результате  ко то р ы х  кинетическая э н ер г и я  
сталкиваю щ ихся  частиц до столкновения р авн а  их кинетической  
энергии после столкновения. Хотя ч ащ е  всего столкновения и м ен н о  
этого типа играю т доминирующую роль, но бывают су щ ественны  
и неупругие столкновения, например т аки е ,  которые с о п р о в о ж д а ­
ются возбуж дением  молекул, вы зы ваю щ и м  их последующ ее с в е ч е ­
ние (лазеры, газоразрядн ы е  источники св ета  и т. п.). В аж н о  у ч е с т ь  
такж е, что м асса  молекулы примерно на  четыре порядка б о льш е , 
чем масса электрона. Это приводит к том у , что скорости м о л е к у л  
значительно меньше скоростей электр о н о в ;  в равновесном с о с т о я ­
нии среднеквадратичное значение скорости  определяется р а в е н с т ­
вом (см. § 19)

из которого видно, что скорости м о л еку л  из-за  большой их м а с с ы  
на два  порядка меньше, чем скорости электронов .

При рассмотрении столкновения в первом  приближ ении м о ж ­
но считать молекулы  неподвижными и о б лад аю щ и м и  бесконечной  
массой. В процессе столкновения м о л е к у л а  остается в покое , а 
электрон о тскаки вает  с той ж е  по величине  (но не по н а п р ав л е н и ю )  
скоростью. Л а б о р ат о р н а я  система к о о р д и н а т  в этом п р и б л и ж е н и и  
совпадает  с системой центров масс, причем  все центры м асс  н е ­
подвижны. П оскольку  скорости (и м п ульсы ) электронов о к а з ы в а ­
ются не связанны м и с импульсами м о л еку л ,  то интегрирование  по 
импульсам м олекул можно выполнить независим о. И меем

где «2 — концентрация молекул в вы делен н ом  объеме dt.  Ч л ен ,  о п и ­
сываю щ ий столкновения, упрощ ается :

/ 1  — /о (77 .1 )

v K=  1,73 V  k T / m 0,

j  / 2d 2 2=  j  / 2 d 2 2 =  « 2,



= - ^ I v J  j ( / i - / i ) d 5 0. (77.2)

З а  знак  и н теграла  вынесен модуль скорости относительного д в и ­
ж ен и я ,  равный в рассм атр и ваем о м  приближ ении модулю скорости 
налетаю щ его  э л ектр о н а ,  т а к  как интегрирование по ds0 означает  
фактически  ин тегри рован и е  по углам рассеивания, a j Vj | от них не 
зависит.

Если, как  мы о ж и д а е м ,  член столкновений приводится к ф орме
(77.1), то ф ункция распределен ия  в диф фузионном приближ ении 
имеет вид (73.6):

где /oi — равновесная  ф ункц ия  распределения, а через Afi о б о зн а ­
чена неравновесная часть . Неравновесную часть  функции р аспре­
деления можно за п и с а т ь  в виде

где из сопоставления с ф ормулой (77.3) видно, что L — это вектор 
следую щего вида:

Он не зависит от н а п р ав л е н и я  импульса электрона . После подста­
новки (77.4) в (77.2) получается

Поскольку м о ду л ь  скорости до столкновения равен модулю ско­
рости после столк н овен и я ,  а равновесная часть функции р аспре­
делен ия  зависит то л ь к о  от энергии, т. е. от м одуля  скорости, то

где  учтено, что /oi и / о / ,  т а к  ж е  как  и | vj | , не зависят  от перем ен­
ных, по которым пр о во д и тся  интегрирование, и могут быть выне­
сены  за  знак  и н тегр ал а .

или

/ i  — / 0 1  + Д /i» (77.4)

A / i  =  L P /o i . (77.5)

L =
П\Щ\

X (77.6)

( - f f ) cT=  — «21 Vi IJ (/oi +  Д/ l  -  foi -  д/ l )  ds0.

/ o i  =  /o i-
Таким образом,

(77.7)



Чтобы заверш и ть  вычисления, рассм отри м  рис. 13.6, на котором  
и зображ ен ы  импульсы до и после столкновени я  (р и р ') ,  а т а к ж е  
вектор L. С охраняя  систему координат, к о то р ая  была и сп о л ь зо в а ­
на при рассмотрении сечения рассеяния, проведем  ось z  п а р а л л е л ь ­
но вектору р. Угол м еж ду  р и р' есть угол рассеяния , который о б о ­
значается G. Д л я  простоты примем, что вектору  р '  соответствует  
угол ф, равный нулю, т. е. что ось х  в ы б р ан а  в плоскости векто р о в  
р и р'. С калярны е произведения 
Lp и Lp', входящ ие в интеграл
(77.7), могут быть представлены 
в  виде

Ьр =  1/?собф, Lp' =  L pcc& y,

где  через г|) и % обозначены углы, 
показанны е на рис. 13.6, и учтено, 
что величины импульсов р и р '  
одинаковы.

Если из н ач ала  векторов про­
вести сферическую поверхность, 
то  точки пересечения ее с векто­
рам и  образую т вершины сфери­
ческого треугольника. С помощью 
ф орм ул  сферической тригономет­
рии  можно вы рази ть  co sx  через тригонометрические функции у г ­
л о в  0 и я}), а т а к ж е  угла  <р, который равен  угл у  м еж ду  п лоскостям и  
векторов (р, р ')  и (р, L). По теореме косинусов,

c o s /  =  cos<]> собб-f- s in  <]*’s in  0 ссе?.

П одставляя  это значение в интеграл (77 .7 ) ,  получим три члена:

df

X

- ]  —  П -1 I V i  I / 0 1  X
/ С Т

j” {Lp  cos 'b — L p  cc«<li cosG — L p  s in  ф s in  0 cos® )ds0.

И нтегрирование i i o  ds0 подразум евает  ф актически  ин тегри рован и е  
по углам  0 и ф. Поскольку в последний член входит ин теграл  от  
соэф  по ёф, то он равен нулю. Вынесем за  зн а к  интеграла Lp  co s ty ,  
тогда

(— ) =\ dt / ст

В спом иная вы раж ени е  (75.14) д л я  эф ф ективного  сечения р ассеян и я ,  
напишем

• п2 1 Vi | fo \L p  сое ф J  (1 — сое 0) ds0

n-2 \V i \S o fQlL p  ссеФ.
\  /ст

П оскольку  в соответствии с (77.5)

f 0lLp  cos /o iL p  — д / l



то

( ■ £ • ) „ = - " ’ M W - (77.8)

М нож итель  « 2 1 Vi | so, входящ ий в (77.8), имеет размерность, о б р ат ­
ную времени, и поэтом у  можно назвать  временем релаксации ве­
личину

Если теперь в ы р а зи т ь  А /i через f i и f0\ с помощью (77.4), то видно, 
что (77.8) эк ви вал ен тн о  вы раж ению  для  ч лена столкновений с вр е ­
менем р елаксаци и  (69.2). Итак, если рассматриваются уп р уги е  
столкновения и можно приближенно пренебречь массой электронов 
по сравнению с м ассой молекул, то больцмановский член для  
столкновений приводится к форме с временем релаксации, причем  
под временем релаксаци и  следует понимать величину, определяе­
м ую  соотношением (77.9).

С ледует т а к ж е  отметить, что в этом приближ ении ф орма члена 
столкновений с врем ен ем  релаксации не меняет своего вида и тогда, 
когда электронны й газ  оказы вается  вырож денны м. Чтобы убедить­
ся в этом, достаточн о  выписать выражение, стоящее в фигурных 
скобках  под зн ак о м  и н теграла  в (76.11), раскры ть  скобки и при­
вести подобные члены. Действительно, поскольку функция распре* 
деления /2 равн а  f2' (энергия молекул не меняется  при столкнове­
ниях с э л ектр о н ам и ),  то оказы вается , что

§ 78. Эффективные сечения рассеяния

Д л я  определения врем ени релаксации необходимо знать э ф ф ек ­
тивное сечение рассеян и я  s0. Точный расчет  обычно оказы вается  
довольно слож ной задач ей ,  однако  легко получить оценку п оряд ка  
этой величины, п р и м ен яя  ф ормулу (75.13) д л я  упругого ш ара, если 
н ад л еж ащ и м  о б р азо м  в ы б р ать  его радиус а0.

При кулоновских си л ах  отталкивания разум но отож дествить  
эф ф ективны й ради ус  с расстоянием, на которое сбли ж аю тся  эл е к ­
трон и рассеиваю щ ий центр при лобовом ударе. Д л я  пояснения 
рассмотрим сечение рассеян ия  электрона на отрицательном  ионе. 
Э та  зад ач а  п р е д с та в л я е т  интерес в применении как  к плазме, т а к  и 
к  примесным п олупроводни кам . Пусть з а р я д  иона равен — Ze. 
Е сли  кинетическая  эн ерги я  электрона на большом удалении от иона 
р а в н а  p l2/ ( 2 m i ) ,  то при лобовом  ударе  электрон см ож ет приблизить­
ся  к иону на р асстоян и е  а0, которое определится из условия, что на 
этом расстоянии вся ки нетическая  энергия переш ла в потенциаль-

(77.9)

f  I [ 1 (2 л h f  /1 ]  / 2 — / !  [ 1 — (2 я h f  f x] / 2  =



ьую. П оскольку потенциальная  энергия кулон овского  взаим одейст­
в и я  с ионом равна  Z e2/(4neoflo). то из условия

р\ _  Ze 2
2/Wi 4Яе0Л0

д л я  эффективного ради уса  получается
Ze r̂tii

й о ~
2л г0р]

Е сли  вы разить импульс через эиергию н ал е т аю щ его  электрона, то  
после подстановки в (75.13) для  сечения р ассеян и я  на ионе н а ­
ходим

(78Л)16jteq е]

Таким образом, сечение рассеяния зав и си т  от энергии электрон а . 
В  данном случае  чем больше энергия, тем  меньш е сечение, т. е. 
тем  меньше рассеиваю тся электроны. И н тересн о  отметить, что т а ­
к а я  грубая оценка сечения находится в д овольн о  хорошем с о г л а ­
сии с более строгим расчетом *. П о д став л я я  (78.1) в формулу, о п ­
ределяю щ ую  время релаксации, и в ы р а ж а я  скорость электрон а  
через его энергию Еь придем к следую щ ем у результату :

1 6 я е ?  V  п ц  о т  _________

0 e f \  (78.2)
п2Z2fi4  Y 2

Э та  ф орм ула находится  в соответствии с введен ны м  ранее п р ед п о ­
лож и тельно  соотношением

х = а г \
[см. (72.17)], причем г = 3/г.

С помощью (78.2) легко установить т е м п е р а т у р н у ю  з а в и ­
с и м о с т ь  п р о в о д и м о с т и  д ля  с л у чая ,  когда  доминирую щ ую  
ро л ь  играет рассеяние  на зар яж ен н ы х  цен трах . Т ем п ературн ая  
зависимость  проводимости при постоянной концентрации э л е к т р о ­
нов определяется  температурной зави си м о стью  подвижности или, 
если иметь в виду соотношение Эйнш тейна, коэффициента д и ф ф у ­
зии D. П оскольку

D = ( v l  т ) ~ е т ( е ) ~ е ' ’+ \

г. энергия невырож денного электронного  г а з а  проп орцион альн а  
температуре, то

D  тг+1 „
о —  Г*------------------------ =  Т Г,

т т

* Случай рассеяния при кулоновском взаимодействии особый, и для полу­
чения конечного результата при «строгом» расчете приходится вводить некото­
рые дополнительные ограничения, приводящие к появлению логарифмического 
множителя, численное значение которого обычно не превосходит нескольких 
единиц.



т. е. в данном сл у ч а е  проводимость растет  с повышением т ем п ер а ­
туры проп орцион альн о  Г ' / * .

При рассеян ии  электронов  на нейтральных молекулах  в п л а з ­
ме или на н ей тр ал ь н ы х  д еф ектах  в кристаллической решетке твер ­
дого тела  разу м н о й  аппроксимацией ради уса  рассеиваю щ его ш а р а  
служ ит  «радиус»  м олекулы  или дефекта. В этом случае

2s0 =  rtao
и

т  = ___ I___ =  ^ ” L= B - l /2,
/22JM0 v п‘1пс$У  2

т. е. пок азатель  степени е равен — ‘/г- Т а к а я  зависимость времени 
релаксации от эн ерги и  приводит к температурной зависимости про­
водимости вида

о ~ 1 1У Т.

В аж ны м  с л у чаем  является  рассеяние электронов на тепловы х 
колебаниях к р и сталли ч еской  решетки. К огда электрон движ ется  
вдоль правильного  р я д а  атомов кристаллической решетки, теп ло­
вым движ ением  которы х  мы пренебрегаем, то представление о по­

следовательны х столкновениях 
лучше зам енить  картиной д в и ж е ­
ния электрона  в периодическом 
поле потенциальных сил. Н а г л я д ­
ной м оделью  такого движ ени я  
может служ ить  движение ш ар и ­
ка по идеальной гофрированной 
поверхности (наподобие ли ста  

ш иф ера) под дей стви ем  силы тяж ести (рис. 13.7). Ясно, что ш ар и к  
д виж ется  с у скорен ием , зам ед л я я  свое движ ение на верш инах и 
ускоряя его во вп а д и н а х ,  но средняя скорость такого дви ж ен и я  
при отсутствии сил трения  постоянна. Это означает, что никакого  
рассеяния нет и в р е м я  релаксации равно  беконечности. В р ем я  
релаксации конечно только  тогда, когда имеются наруш ения иде­
альной периодичности. В реальны х кри стал л ах  такие наруш ения  
связаны  либо с д е ф е к т а м и  кристаллической структуры, нап рим ер  
наличием н езан яты х  узлов  (вакансии),  атомов в м еж доузлиях , 
присутствием а то м о в  другого сорта (сп л авы ) ,  либо с тепловым 
движением, п р и в о дящ и м  к беспорядочному отклонению атом ов  
решетки от п о л о ж ен и я  устойчивого равновесия в узле. Р ассеян и е  
электрона состоит в этой модели в том, что после взаимодействия 
с рассеиваю щ им цен тром  он меняет направление  и величину своей 
средней скорости.

Рассм отрим  р о л ь  тепловы х колебаний атомов. В не строгой, но 
зато  наглядной т р а к т о в к е  можно принять, что тепловое см ещ ение 
атом а из п олож ен и я  равновесия  приводит к появлению центра р а с ­
сеяния с радиусом , р авн ы м  среднему смещ ению  атома из п о л о ж е­
ния равновесия. П ри  м алы х отклонениях взаимодействие атом а



с соседними почти упругое. Если об о зн ачи ть  коэффициент ж е с т к о ­
сти упругой силы через р, то отклонение на расстояние г п р и в е д е т  
к увеличению потенциальной энергии ато м а  на (5г2/2. П о с к о л ь к у  
по принципу равнораспределения энергии  по степеням сво бо д ы  
средняя потенциальная  энергия упругой силы  равна 3/2kT, то д л я  
радиуса  нейтрального рассеивающего ц ен тра  получается

а 0 =  У Т ^ )  =  У ~ Ш %
Определив сечение рассеяния, для  времени релаксации найдем

т  =  р,'(я2лЗ£7''у).

Отличие от предыдущ его случая состоит в том, что сам к о э ф ф и ­
циент а при энергии в формуле для  врем ени релаксации з а в и с и т  
от температуры. И з-за  этого проводим ость  пропорциональна т е м ­
пературе в степени — 3/2, а не — '/г, как  при рассеянии на н е й т р а л ь ­
ных деф ектах  кристаллической решетки.

В случае вырожденного электронного  га за  (металлы ) с р е д н я я  
энергия электронов  практически не зав и си т  от температуры, п о э т о ­
му проводимость обратно проп орцион альн а  температуре при р а с ­
сеянии на тепловых колебаниях реш етки  и не зависит от т е м п е р а ­
туры при рассеянии на нейтральных д еф ектах .

§ 79. Длина свободного пробега

В модели парных столкновений эл ектр о н  движется по и н ер ц и и  
или под действием внешних сил и врем я  от времени с т ал к и в а е тс я  
с другими частицами , представляю щ ими собой термостат ( с т о л к н о ­
вение электронов друг  с другом мы не р а с с м ат р и ­
ваем, ограничиваясь случаями, в которы х  они не 
играю т существенной роли). К а к о в а  вероятность 
того, что электрон испытает столкновени е  на 
участке своего пути длиной dx?

Этот вопрос можно решить, если рассм отреть  
элем ентарны й параллелепипед , и зо б р аж ен н ы й  на 
рис. 13.8. Грань, перпендикулярная н ап равлени ю  
полета электрона, имеет площ адь AS, а вы сота  п а ­
раллелепи педа  р авн а  dx. Пусть к о н ц ен трац и я  моле- с/х 
кул Пч, тогда в параллелепипеде имеется в среднем 
^ A S d *  молекул. При сечении рассеян и я  s 0 общ ая  Рис. 13.8 
площ адь д ля  столкновения электрона , п р о л етаю щ е­
го через вы бранны й объем в н ап р авл ен и и  оси х, с какой-либо и з  
молекул равн а  So^ASdjc. П р е д п о л агается ,  что высота п а р а л л е л е ­
пипеда dx  очень м ала , поэтому вероятн остью  того, что одна м о л е ­
кула «прикроет» собой другую, м ож н о пренебречь. При этих у с л о ­
виях вероятность столкновения a W  о п р ед ел яется  отношением о б ­
щей площ ади м олекул ко всей п л ощ ади  передней грани п а р а л л е л е ­
пипеда, т. е.



В еличина  l / ( n 2So) имеет  размерность длины. Если обозначить ее 
к, то

d W = d x / \ .  (79.1)

Рассмотрим теп ер ь  интервал  длины х  и определим вероятность 
того, что в этом и н тер в ал е  электрон не испытает  ни одного столкно­
вения. Если весь и н тер вал  х разбить на интервалы  длиной dx  каж -  
.дый, так  чтобы об щ ее  число интервалов было равно x/dx, то иско­
м а я  вероятность м о ж е т  быть представлена к а к  произведение веро­
ятностей ряда  незави си м ы х  событий. Вероятность того, что электрон 
не испытает столкновени я  в интервале dx, р авн а  1— dх/К, поэтому 
вероятность отсутствия  столкновений на дли не  х  есть

w n= ( \ -  л ± \ х'йх= 1 \ -  J L A -*  w d'

П оскольку  х/дх  — б о л ь ш а я  величина (в пределе бесконечно боль­
ш а я ) ,  то, используя известный из м атематики предел

Пгпл^оо ^1 — = е - ь,

получим
W 0= e ~ xi \

Наконец, найдем  вероятность  dW' того, что электрон пройдет 
без столкновений путь  х  и испытает столкновение в зам ы каю щ ем  
этот  путь интервале  dx. О на, очевидно, р авна

d v r  =  e - * A - ^ - .  (79.2)

■С помощью последнего вы раж ен и я  можно подсчитать среднюю д л и ­
ну свободного п робега  электрона . По общ ем у прави лу  нахож дения 

•средних напишем
с© оо

< • * > = ] ’ * d W " = ^ ; t e - ^ - y - .
о о

.Вычисление и н тегр ал а  приводит к следую щему результату:
{ х ) = Х ,  (79.3)

т а к  что введенная вы ш е величина X имеет смысл среднего расстоя­
ния от произвольной точки до точки очередного столкновения. Е с ­
ли  принять, что д в и ж е н и е  электрона  начали р ассм атри вать  сейчас 
ж е  после столкновения, то окаж ется , что X есть среднее расстояние 
меж ду двумя последовательными столкновения. Это позволяет ин­
терпрети ровать  А, к а к  с р е д н ю ю  д л и н у  с в о б о д н о г о  п р о ­
б е г а .

В о звр ащ аясь  к ф о р м у л е  (77.9) для  времени релаксации, видим, 
что ее можно п р ед став и ть  в виде

т  =  — -—  — — , (79.4)
ms0vx vi



т. е. врем я релаксации имеет смысл промежутка времени от к а к о ­
го-то произвольного момента до момента ближайшего столкнове­
ния. Оно же может интерпретироваться как среднее врем я м еж ду  
двум я последовательными столкновениями.

О становимся, наконец, на вопросе о длине свободного п р о б е г а  
при наличии центров рассеяния разл и ч н ы х  типов. Если и м ею тся  
молекулы различны х типов (1, 2, 3) с различны м и сечениям и р а с ­
сеяния soi. S0 2 , s o3 > т0 вероятность столкновения  электрона  в с л о е  dx 
оказы вается  равной

d W = л 21%  d x  - f  n22s02 d x  +  n23s03 d* ,
или

d r = ^ + ^ + ^ = P - + - * - + - 4 c u .
X i Хг X3 \  X j  X2 X3 /

П оскольку вы раж ени е  (79.1) м ож н о  рассм атр и вать  к а к  о п р е д е л е ­
ние длины свободного пробега, то

— = —  +  —— I— ( 79. 5)
X X i Х2 Хз

Таким образом , при наличии многих центров рассеяния обратная  
величина средней длины свободного  пробега  равнч сумме обрат­
ных величин длин свободного п р о б ега  при рассеянии на центрах  
каждого вида в отдельности. И з  (79.4) вытекает, что ан ал о ги ч н о е  
правило имеет место и для времени релаксации:

—  =  —  +  —  -j-—  . (79.6):
И Х\  То Т3

§ 80. Разогрев электронного газа

Р ассм отрен ная  в § 77 ф орм а  д л я  член а  столкновений б ы л а  п о л у ­
чена при использовании предп олож ен и я ,  обладаю щ его  п р и н ц и п и ­
альным недостатком. Речь идет о допущ ении, что м асса  м о л е к у л ы  
практически бесконечна по сравн ен и ю  с массой электрон а . С д е л а в  
его, невозм ож но объяснить, как и м  о б р азо м  в стац и о н ар н ы х  у с л о ­
виях сохраняется  постоянная ср ед н яя  энергия электронов, н а х о д я ­
щихся во внешнем электрическом поле. Особенно легко  в это м  у б е ­
диться, если считать молекулы неподвиж ны м и. П ри к а ж д о м  у д а р е  
электрон отскакивает, сохраняя величину своей скорости. П о с к о л ь ­
ку при наличии внешнего поля в систем е идет ток, то это о з н а ч а е т ,  
что электрическое поле со верш ает  работу , увеличивая  эн ер ги ю  си­
стемы электронов. Следует вы яснить , к ак  п од держ и вается  с т ац и о ­
нарное состояние. Хорошо известно, что при прохож дении т о к а  по 
проводнику в нем имеет место вы делени е  тепла, т. е. п е р е д а ч а  
энергии термостату. Ясно, что д л я  объясн ения  этого я в л е н и я  необ­
ходимо учесть передачу энергии  от электронов  к м о л е к у л а м  при 
столкновениях, т. е. конечную в ели ч и н у  отношения массы  м о л е к у л ы  
к массе электрона. Поскольку при равновесии передача  энергии; 
от электронов  молекулам ком п енсируется  ее обратн ы м  п о с т у п л е ­
нием от молекул к электронам , то р еш аю щ ую  роль и грает  н е р а в н о ­



весны й характер  ф ункции распределения электронов. Следует, од- 
т 'ако, учесть, что п о п р авк а  к функции распределения, найденная 
в ы ш е ,  не может д ать  о бъясн ен и я  этому эффекту. Скорее наоборот, 
поскольку этой поправкой определяется ток, то она способна о б ъ ­
яснить, каким о б разом  электроны  получают энергию или, иначе, 
к а к  они «разогреваю тся» . И з  дальнейшего будет видно, что это 
дей стви тельно  так. Т аки м  образом , напраш ивается  вывод, что в не­
равновесной  функции распределения (77.3) ф ункция f0i, которая 
с ч и та л а с ь  равновесной, в действительности таковой быть не может 
и в лучш ем  случае  б л и зк а  к равновесной. Так, например, если пред­
п о л о ж и ть ,  что она м ак св ел л о в ск ая ,  то ей д о л ж н а  соответствовать 
д р у г а я ,  более вы сокая  тем п ер ату р а ,  но возможно, что она и не я в ­
л я е т с я  максвелловской. И зл о ж е н и ю  решения этого важ н ого  вопроса 
и посвящ ен настоящий п а р а гр а ф .

Мы начнем с предположения, что искомая функция распределения имеет вид

/ i = / o i  +  A /i (80.1)

и  отличается от той, которая использовалась ранее, только тем, что foi не сов­
падает теперь с равновесной функцией распределения, но также зависит от 
модуля импульса или от энергии электронов. Задача состоит в том, чтобы най­
ти эту, как принято говорить, изотропную часть функции распределения. Естест­
венно, что при этом нужно исходить из уравнения Больцмана (76.10). Если под­
ставить функцию распределения в предполагаемом виде (80.1) в уравнение 
Больцмана, то результат можно записать следующим образом:

d / o i  . <ЭД/, Р! , Л Р! , . ,  ,
- +  — Т .—  =  — ------g r a d , /01 — -------g rad , Дf x +

ot ot m i m\

-HeEgradp/ oi  +  e E g r a d p A ^  +  p ^ P - j  +  ' (8° ’2)

Ограничимся относительно простым случаем, а именно стационарной зад а­
чей в постоянном и однородном электрическом поле. Поскольку поле от времени 
не зависит, то стационарное решение следует искать, положив в (80.2) члены с 
производными по времени равными нулю. В других условиях, например в слу­
чае. когда электронный газ находится в переменном электрическом поле доста­
точно высокой частоты, эти члены необходимо учитывать. Однородность в про­
странстве означает, что функция распределения не зависит от координат, поэто­
му первые два члена в правой части уравнения (80.2) тоже равны 
нулю. Уравнение принимает вид

-  в Е g ra d p /o i -  е Е g r a d ,

Если изотропная часть функции распределения равновесна, то член

(80.3)

( Д/oi \
I  dt / с

равен нулю и член столкновений сводится к [ — —— ] . В приближении вре-
\ ot / ст

мени релаксации для последнего использовалось представление (69.2)

дД/ i  \ i / i/  ад/ i \ =  _

\  d t /с т

и  полагалось [см. (73.2), где F = — еЕ ], что

д / i  =  теЕ  g radp  / ш =  те Е (80.4)
ОР\х



(ось х  выбрана в направлении электрического поля). Если сохранить эти соот­
ношения, хотя они и не вполне точны, то окажется, что еще два члена в урав­
нении (80.3) взаимно уничтожаются, и тогда получается уравнение

дЛ/ i  ( d/oi \
' Е ^ - ( — I ,  <80 5>

или, если использовать (80.4) и интегральное представление для члена столкно­
вении,

(80.6).

Левая часть этого уравнения не изотропна, т. е. включает поправку и к не­
изотропной части функции распределения Afi. Этой поправкой мы пренебрежем 
и для получения уравнения, определяющего изотропную функцию fou усредним 
правую и левую части по всем возможным направлениям импульса Pi. Д ля  этого- 
следует умножить обе части равенства на dQ, и проинтегрировать в простран­
стве импульсов электрона по шаровому слою, для которого величина импульса 
больше р\, но меньше, чем pi +  dpt, или, если говорить об энергии электрона, по 
слою, для которого энергия меняется от ei до ej. +  dei. Интегрирование по тако­
му слою эквивалентно усреднению по углам, характеризующим направление 
импульса, и умножению на (см. § 19)

dQi =  4Пр\ йр\  =  4 | / ' 2 я т \ 2 \  Ч de! =  g  (ej) dcj. (80.7)

П равая часть (80.6) изотропна и поэтому просто умножается на g (e i)d e i . Для 
преобразования левой части следует от производных по р 1х перейти к производ­
ным по энергии. Так,

J =  еЕ _ А _  L e E * h L \  g2£2 — — L - df s  L
dpix \ dPix 1 &Pi

Поскольку

(x J h L  _ * Ц
V te l д р \х  I

^E1 1 ^ 1, 2 . 2 , 2 ч P1*
2m, - ^ 7 ( (P'* +  P'y +  P'*) -  m,

то далее пэлучаем
, d /o i P\x \  e2£2 

J =  e 2 E 2 ---------- x ' --------------
d p ix  V dti mi j  mi

d/oi , d I _ d f Qi \1
t  ~  T  Plxd?i др1Л № )]•

Снова переходим к производной по энергии

д (  d fp i  \  д /  O f pi \  dt_______ д ( д / щ  \  p ixI h L . ) .
дц \ дц )dp ix  \  <̂Е1 / <̂ 1 \ ^Е1 / дР 1х d t ,  \  dei /  m i  

и получаем, наконец, для левой части следующее выражение:

j  е2Е2
m i

Усреднение его по углам при учете того, что < P i* 2> /(2 m i) = е 1/3, дает
е2£2 Г d / 0L 2 д /  d / o i Y | _  <*Е2 2 д I я/2 d f 0l \

mi L <?Ч +  3 * f)4 V ^Ei )\ mi Yч 3 Й£1 i  ' êi /
Следовательно, левая часть, проинтегрированная по шаровому слою в простран­
стве импульсов, приводит к

2 _j  з/2 _ d f  01

mi ^



Таким образом, уравнение для изотропной части функции распределения прини­
м ает следующий вид:

П равая часть этого уравнения определяет число электронов, убывающих из 
ш арового слоя dei вследствие столкновений с молекулами, т. е. эффект передачи 
энергии от электронов молекулам. Л евая часть зависит от поля и показывает, 
что под действием поля неизотропная часть функции распределения, которая 
сам а пропорциональна электрическому полю, слегка изменяется и дает при этом 
добавок к изотропной части, т. е. описывает эффект разогрева электронного 
газа . Дальнейшие преобразования имеют своей целью представить правую часть 
этого интегрального уравнения в более простой форме. Оказывается, что, исполь­
зу я  условие малости передаваемой электронами при соударении с молекулами 
энергии, удается привести это уравнение к относительно простому дифферен­
циальному уравнению.

Чтобы сократить вычисления, целесообразно проинтегрировать обе части
(80.8) от е, =  0 до е,, имея, таким образом, дело не с изменением числа частиц, 
энергия которых заключена в интервале dei, а с изменением числа частиц, обла­
даю щ их энергией, меньшей е,. Л евая часть, определяющая изменение, обуслов­
ленное подогревом в электрическом поле, оказывается равной

т д е  использовано представление g ( e t)dei по (80.7). Правая часть, учитывающая 
изменение вследствие столкновений, записывается следующим образом:

Пусть прямой переход состоит в том, что частицы с импульсами Pi и Р2 
после столкновения получают импульсы р /  и рг' и при этом первоначальная 
энергия электрона ei изменяется и становится равной ei — беь Если во втором 
интеграле в правой части (80.10) перейти к штрихованным переменным, т. е. 
импульсам после удара, то он примет следующую форму:

®i 5в|

где (ei — 6 e i ) — энергия электрона после удара, соответствующая тому значе­
нию, которое она получает при новых значениях переменных. Последнее выраже­
ние отличается от первого члена в правой части (80.10) лишь обозначением 
переменных интегрирования и значением верхнего предела. Обозначение пере-

(80.8)

(80.9)

о
j  j ( / o i / 2— /о !  / 2)1 v l — v2 |d s 0 dQ2£ ( e i ) d n  =

о



менных интегрирования несущественно и не меняет значения самого интеграла.. 
В связи с этим можно написать

gj е, —Ssj Si

^ ( e ) d e = ]>-  f  =  j  j , / o i / 2 | v 1- v 2 |d » 0dQag ( . 1) d . i .
0 0 0 81—5ei

(80.11)-

Для продолжения выкладок необходимо подробнее рассмотреть величину 
беь характеризующую изменение энергии электрона в процессе удара:

(80.12>

С помощью соотношений (75.15) и (75.16) легко получить
2

0 9  т2 о 2 т 2
v i =  ;— гг  vo + ------ ;------усуо.(mi /п2)2 mi +  m2

2
, 2 9  т2 о 2  Ш2

'■ = ' < +  („ ,  +  „ г)2

так что после подстановки этих выражений в (80.12) находим
т хт2

8ei= ------- ;------ vc (vQ— v ).
mi +  m2

Выразив скорость центра масс и относительные скорости через абсолютные, при­
дем к следующему удобному для дальнейшего анализа выражению:

m im 2 mx\ i  +  т 2\ 2 mi +  т 2 ,
8 е ! = ------- ;------------------ ;----------------------------(vi — vc — v, +  v c) =

m i +  т 2 т i +  т2 /и2

Щ т  v2(vi — v j) +  -------}----- v! (vi — v j) . (80.13)
mi +  m2 mi +  m2

Скорость молекулы v2 в }'Л/и1//ге2 раз меньше, чем скорость электрона f  ь 
поэтому первый член имеет порядок

тхШ2
-------;------v2(vi — v ,)  «  п ц  V2V1
mi +  т2

/ т\ „2 ----- v v

m2
т. е. в У m.2/ m i  раз больше, чем второй, имеющий порядок 
Однако при оценке величины первого члена необходимо учитывать, что направ­
ление скорости v2 относительно v, может быть любым. Хотя и имеется некоторое 
влияние скорости молекулы на направление скорости электрона после уд ара  v / ,  
но это влияние мало; в основном направление скорости после удара зависит от 
прицельного расстояния и остается почти таким же, как и при рассеянии на 
неподвижной молекуле. При произвольности направления v2 это означает, что 
после усреднения первый член обращается в ноль. Среднее значение 6ei опреде­
ляется, таким образом, вторым членом и мож ет быть представлено следующим 
выражением:

2 2 
т \ ,  т \

8*1= ------;----- V!(vi— v , ) ^ -------( v \— v jv , )^
ТП\ ’Y m2 m2

2 2
m i v t  , m 1

(1— c o s 0 ) = 2 ------ e j ( l  — cos 6), (80.14)
m2 m2



г д е  6j — энергия электрона до  столкновения, а 0 — угол, близкий к углу рассея 
НИЯ, поскольку скорости V] И V , '  близки К Vo  И V o ' .

Рассмотрим теперь квадрат беь

Средний член в силу произвольности направлений v2 при усреднении дает ноль, 
и  его можно не учитывать. Последний член в m jm .2 раз меньше (80.14), так как 
равен  квадрату этой малой величины. Первый член оказывается того же порядка 
п о  ntilrtii, что и (80.14). Действительно,

гд е  t>2£ — проекция v на направление Vi — v /. Среднее значение квадрата про­
текции скорости молекулы в соответствии с распределением Максвелла есть

т. е. того же порядка по малой величине mi/m2, что и (80.14). Таким образом.

и, следовательно, средние по направлениям скоростей молекул значения бе( и 
б в |2 — величины одного порядка по параметру mi/m2. Это оказывается очень 
важным для дальнейших приближенных вычислений, так как показывает необхо­
димость одновременного учета членов 6ei и бе,2.

Вернемся теперь к уравнению (80.8). Из (80.13) видно, что 6ei зависит от 
Vi и от угла рассеяния, так как им определяется скорость v ,'. В связи с этим 
целесообразно сначала выполнить интегрирование по ei, а затем уже по осталь­
ным переменным:

мож но вычислить приближенно, используя то обстоятельство, что интервал инте­
грирования 6ei мал по сравнению со средней энергией электрона 8i (в mi/m2 раз 
меньш е). Пренебрежем такж е v2 в | Vj—v2J . Функцию распределения электронов

Д алее,
<г>2£ > = к Т :т2.

(vi — vj)2 =  v * +  v \ 2 — 2v!vJ - 2 v \ — 2vi\ \  =  2 v \  (1 — cos в).

П оэтому среднее значение первого члена в (80.15) равно 
2ТП\ л ГП\

------k T 2 v \  (1 — cos 0) =  4 ------kT i\  (1 — cos 0),

о m \
< 5 s, > = 4 ------  kTE\(  1 —  cos 0) (80.16)

d So/ 10 ( e|) I vi — v2 | g  (e,) d e ,. (80.17)
0

И нтеграл

(80.18)
е,—6e,



fio(ei') следует разложить в ряд по отклонению энергии от ei и ограничиться 
двумя членами:

/ш  («;>=/ш  ( « о + (« ;  -  «о ■ (80.19)

Действительно, следующие члены разложения после интегрирования по е ,' дад ут  
величины порядка 6ei3 и выше, которыми можно пренебречь по сравнению с 
членами, пропорциональными бе, и бе,2.

Итак, подставляя (80.19) в (80.18), получим
*1 fcl f

[  ds0/ io ( el)t'lfi'(Ei) tie', +  j  ds0 —d7f_(e> — El) t' l^ (el) tie'=
«!— 5S|

d / ю
=  d S o /10 (*i) Vig (*i) 8*1 — d  s 0 — -----  v xg  (£l) —— ,

d £ i I
где берется некоторое среднее для интервала бб[ значение величины ds0̂ ig (e i ') .  
Поскольку интервал интегрирования 6?i мал по сравнению со средней энергией, 
то это применение теоремы о среднем при преобразовании интеграла мало ска­
зывается на окончательном результате. Теперь исходный интеграл (80.11) прини­
мает следующий вид:

S|
d f  юdt j  £ ( £i) d s j =  / i o ( El ) g  (*l)wi j* 8e1 ds 0/ 2 d 2 2 —

u

\ 8E? ds0/2 d22. (80.20)
d £[ l J

Интегрирование no dQ2 соответствует усреднению по всем направлениям v2 и 
вычислению средних значений функции от у2, умножаемых, кроме того, на число 
молекул. Таким образом,

Г т1 Г 2т 1
\ 8ei d Sn/г dQ2== 2 --- /12е 1 \ (1 —  cose)ds0= ----- Л2 < «о > *1J т2 J т2

и
С 9 «1 Г 4/Я1
\ Bs j d S0/2  d ^ 2 =  4 -----  *^*1 \ (1 — cos 0) d s0 =  --------п2 { s0 > kT z \ .

J  m 2 J  m 2

Здесь были использованы равенства (80.14) и (80.16), а такж е определение 
эффективного сечения рассеяния (75.14). < s 0>  означает сечение рассеяния сред­
нее для интервала бе,. Оно практически не отличается от s0. Этим заверш ается 
вычисление интеграла (80.17).

Приравнивая вычисленный интеграл выражению (80.9), получаем уравнение 
для функции fio:

4 / Г я т ' / 2 —  х - * 1 ж ег &  =
' 3 1 d*i

3/2 1/2 _ , .  , .. . 2/Л] ( ^ ^  d / io=  4 У Ч я п С р  в /  п2 < s0 > v j t i  --------  f w  —  kT
т2 \  dei

После сокращения на общие множители и учета того, что n 2 < S o > t ' i  =  l /T ,  полу­
чается дифференциальное уравнение

/ i o = ( w +  ^ | - т 2 е 2 £ 2 ] - ^ ! а . ,  (80.21)
\ 3mi /  d *i



которое просто решается методом разделения переменных. Прямой подстановкой 
легко убедиться, что искомая функция распределения имеет вид

-Л:ЙГ+(я1,/т2)/(**е»£73)
/ ю =  С е  0 (80.22)

Постоянная С, как всегда, определяется условием нормировки

j" / ю ё ( ч ) ^ ч — п1>

где п 1 — концентрация электронов.

Таким  образом, при учете разогрева электронов постоянным 
электрическим полем ф ункция распределения электронов по ско­
ростям имеет вид

/ i  =  / i o  +  A / i>

гд е  f 10 — так назы ваем ая изотропная часть функции распределения,  
определяем ая выражением  (80.22), a A f i— поправка к ней, которая 
может быть взята в ф орм е  (80.4), причем в качестве f w подставля­
ется изотропная функция  (80.22).

Если

J7Z2 Т2е2£2_ =  ^ 1  _Х2£2£2_<< ̂  (80.23)
т\ 3 т\ 6ei

то  из (80.22) получается  ф ункц ия  распределения М аксвелла
S

-  f d ‘ИЮ
f i a — C  e ° = C e - / ( ft7‘)

П о ск о л ьк у  в этом слу чае  средн яя  энергия электронов  равна  
то  из (80.23) следует, что разогрев  электронного газа  начинается 
при  электрических полях, удовлетворяю щ их условию

/Я2 Х2б2£2
mi  9 kT

или

1 /  -^ -T n Z k T .  (80.24)
V  mi

кеЕ
щ

В газах , где д ли на  свободного  пробега м ож ет  быть большой, а 
и з -за  относительно м ал о й  проводимости н ап ряж енность  электриче­
ского  поля тож е велика , условие  разогрева довольно легко вы пол­
няется . В м еталлах  п роводи м ость  очень высока и достичь н ап р я ­
ж ен н ости  электрического  поля, при которой средняя  энергия 
эл ектрон ов  зам етно зав и си т  от поля, практически невозмож но. В по­
л у п р о во д н и к ах  при н а д л е ж а щ и х  условиях случай разогрева  эл ек­
трон ов  возмож ен.



Если электрическое поле очень сильное, так  что в ы п о л н я е т е ^  
неравенство, обратное по отнош ению к (80.23), то, п р ен еб р егая  
членом kT, м ож но получить

_  г ______de,_____
•i (m,/m1)(X»e»EV6«i)

/ ю — ^ е
Вид функции распределения зави си т  от хар актер а  зав и си м о сти  
длины свободного пробега от энергии. Т ак , например, при р а с с е я ­
нии на нейтральны х молекулах, когд а  м ож но считать, что д л и н а  
свободного пробега не зависит от энергии, получается т а к  н а з ы ­
ваемое р а с п р е д е л е н и е  Д р ю в е с т е й н а

„  - 3 . 2 / [ ( m , / m , ) V « * £ « ]
/ 10= С е  1

сильно отличаю щ ееся от максвелловского . Д ругой  пример п ри веден  
в зад ач ах  к настоящ ей главе.

Н а  этом мы закончим и злож ен и е  вопроса о н еравн овесн ы х  
ф ункциях распределения, хотя рассм отренн ы й пример д а л е к о  не 
исчерпывает всех тех случаев, с которы м и  приходится с т а л к и в а т ь ­
ся на практике. Поведение электронов  в высокочастотном э л е к т р и ­
ческом поле, влияние магнитного поля , учет неупругих у д а р о в  —  
вот примеры задач ,  которые р а з р а б а т ы в а л и с ь  в течение р я д а  л е т  и 
продолж аю т  разрабаты ваться  в н асто я щ ее  время. И х р а с с м о т р е ­
ние, однако, выходит за  рамки н асто ящ ей  книги.

Задачи к  главе 13

1. Показать, что из принципа детального равновесия и формы члена столк­
новений  (76.11), учитывающего принцип Паули, вытекает распределение  
Ферми — Дирака.

Р е ш е н и е .  Из принципа детального равновесия вытекает, что в равновесии 
подынтегральное выражение в (76.11) долж но быть равно нулю. Отсюда

/ ,  [1 -  (2яЬ)3 f \ ]  / 2  =  / ,  [1 -  (2яй)з Д] / '
ИЛИ

h  ------ / 2 =  , г. /а-
1 — (2?th)3 /х 1 - ( 2 я Ц )з / ,

Здесь /2 — функция распределения М аксвелла, т. е.

t , = ----- i------Jv-*,)/(bT)
12 (2*ЮЗ

Если

— (2jtt1)3 f  1------ =  ((i- . ,) / (№ )
1 - ( 2яЬ)3 / 1

где 8j — энергия электрона до столкновения, то детальное равновесие выполняет­
ся при условии, что



Н аходя ft из предыдущего уравнения, получим

_  1___________1
(2лЦ)3 е(‘-1-Ю/(*П +  i ’

т. е. то, что требовалось показать.
2. При какой зависимости времени релаксации от энергии неравновесная 

функция распределения fw остается максвелловской? Какова эффективная 
температура этого распределения?

Р е ш е н и е .  Из (80.22) видно, что при x=const получается максвелловское рас­
пределение с эффективной температурой

7 'эфф = Т +  т 2х'2еШ2/(Зт2[ £).

Г Л А В А  14

ФЛУКТУАЦИИ

§ 81. Значение флуктуаций

Р ассм атр и ваем ы е  в статистической физике характеристики , т а ­
кие, например, как  в н утрен н яя  энергия или давление, получаются 
в  р езультате  усреднения соответствующих механических величин, 
относящ ихся  к изучаемой системе частиц. П оскольку  число частиц 
в системе обычно очень велико, то измеряемые на опыте значения 
б ли зк и  к их м атем атическ им  ожиданиям (средним значениям ). 
В се  ж е  в некоторых с л у ч а я х  становятся существенными беспоря­
д очн ы е  отклонения от средн их  значений, которые носят назван ие  
ф л у к т у а ц и й .  В еличину флуктуаций принято х ар актер и зо вать  
дисперсией, т. е. средним  значением квадрата  отклонения случай­
ной величины от своего математического ож и дани я . Так, например, 
если  рассм атривается  эн ерги я  системы частиц, то ее ф луктуац ия  
харак тер и зу ется  величиной

<А =

где  U — внутренняя эн ерги я , т. е. математическое ож идание эн ер ­
гии системы. Выше у ж е  приводились примеры ф луктуаций. Т ак ,  
в § 13 исследовались слу чай н ы е  отклонения числа частиц в объем е  
о т  их среднего значения, а в § 34 — случайные колебания у к а з а ­
т е л я  пруж инных весов, а т а к ж е  напряж ения на конденсаторе, в к л ю ­
ченном в колебательны й контур.

Обычно, и это о тм еч ал о сь  в § 13 и 34, ф луктуац ии  малы , т а к  
что  с ними можно не счи таться ,  однако имеется очень в а ж н ая  д л я  
ф и зи к и  и техники о б ласть ,  в которой они играю т определяю щ ую  
роль . Р ечь  идет о точных изм ерениях и технике связи. П овы ш ение 
чувствительности изм ери тельн ы х  приборов и приемных устройств  
п р и в ело  к тому, что в цел о м  ряде  случаев реализую тся  предельны е 
возм ож н ости , которые о п р ед ел яю тся  ф луктуациями. П оясним с к а ­
з а н н о е  конкретным при м ером .



Д л я  измерения мощности излучения в видимой и и н ф ракрасн ой  
о бластях  спектра иногда п р и м ен яю т так  н азы ваем ы е  тепловые 
приемники излучения. Принцип их действия состоит в том , что под­
л е ж а щ ее  измерению излучение нап равляется  на небольш ую  зач ер ­
ненную площ адку, на которой оно поглощ ается, в ы зы в а я  ее нагрев. 
П овы ш ение температуры, пропорциональное величине падаю щ ей 
мощности, измеряется с помощью подсоединенной к п л о щ а д к е  чув­
ствительной термопары или каки м -ли бо  другим способом. П р едел ь ­
ная чувствительность таких приемников  определяется  ф л у к т у ац и я ­
ми выходного напряж ения п ри бора , т а к  как  п ри ним аем ы й сигнал, 
величина которого меньше, чем величина ф луктуац ий , не может 
быть обнаруж ен  на фоне беспорядочны х всплесков выходного н а ­
пряж ения.

М ож но указать  различные причины, вы зы ваю щ ие ф луктуации 
нап ряж ен и я ,  или, как  говорят иначе, шум. П р еж д е  всего, если для  
измерения перегрева используется термопара, то она о б л а д а е т  оп­
ределенным сопротивлением и в электрической цепи термопары  
с измерительным прибором возн и кает  случайный сигнал , обуслов­
ленный тепловым движением электронов  и ф лук туац и ей  их числа. 
Этот тип ш ума рассмотрен в § 85. К роме электрического  ш ума сле­
дует учитывать, что приемная площ адк а , которая  д л я  повышения 
чувствительности делается очень маленькой и легкой, непрерывно 
обменивается  энергией с о к р у ж аю щ ей  ее средой. Это приводит 
к случайным колебаниям тем п ер ату р ы  площ адки, которы е терм о­
пара  превращ ает  в случайный электрический сигнал . Ф луктуации 
темп ературы  наряду с ф лук туац и ям и  целого р я д а  други х  терм оди­
намических величин рассмотрены в § 83, 84. Н ако н ец  следует  при­
нять во внимание, что на приемную  площ адку п оп адает  регистри­
руемое излучение вместе с фоном, обусловленным излучением  нахо­
дящ ихся  в поле видимости приемника излучаю щ их предметов. 
Фон д ает  излучение, мощность которого непрерывно флуктуирует, 
и этим вносит свой вклад  в ш ум овое  напряж ение.

Ф луктуации можно условно р азд ели ть  на такие, которы е имеют 
место в равновесных системах, и другие, которые п р о явл яю тся  при 
отклонениях системы от равновесия . К ак  правило, основную  роль 
играю т первые, поскольку отклонения  от равновесия, с которыми 
обычно приходится иметь дело ,  м алы. При изучении ф луктуац ий  
б равновесных системах можно использовать  расп ределен и е  Гиббса, 
и это позволяет  дать  полную теорию  явления. П ри м ером  ф л у к т у а ­
ций, проявляю щ ихся в неравновесной системе, могут сл у ж и т ь  д р о ­
бовые шумы, возникающие при прохож дении электрич еского  тока. 
Они рассмотрены в § 85.

§ 82. Флуктуации числа частиц и объема

П рименим распределение Г иббса  к вычислению  ф луктуац ии  
числа частиц, находящихся в определенном объеме. П ри  этом полу­
чится общ ее соотношение, из которого, в частности д л я  класси ч е­
ского идеального газа, следует результат ,  приведенны й в § 13, по



которое зато  справедливо и д л я  других систем (таких, например, 
как  га з  Б о зе  или газ Ф ерм и).

В § 54 д и ф ф еренц ированием  условия нормировки д л я  большого 
канонического  распределения Гиббса по ц, было получено условие 
(54.10), определяю щ ее среднее число частиц в системе. Это условие 
м о ж ет  бы ть  записано в виде

V / < ? Q *  N (й*~^
2 j  — — |- A M e  w  = 0 .  (82.1)
т  1 *  >

Д л я  того  чтобы получить м атем атическое ож идание кв ад р ата  чис­
л а  частиц , продифференцируем  его по тому ж е  п арам етру  еще раз. 
П ри этом  получится

л о п *  1 /  АП*  <а * - $  +V-N)HkT)
V  +  J _  ( * 2 L  +  N  Н е  ™ = 0 .  (82.2)

L ф2 т  kT  ̂ ^  ) J v '

Р а с к р ы в а я  внутренние скобки , найдем

<52Q* , 1 I дй*  \2 , 2 dQ* АГ , 1 Х„1  (2* - $  +и-N)HkT)
4N  — n

дц2 k T  \  др. j  k T  ф
. л г + J L j v ] ,

■»N
ИЛИ

(Э22* +V-N) l (kT)  i /  dQ*  +V-N) l {kT)
-------  ▼ p 'w -I------- 1------- 1 ▼ , e N 4-

Ф 2 k T  { дц )
W .4,* V.V

2 dQ* V '  _<a*-»VA+i^>/<W) , ! V ' 7v2e<2* - V ^ ) /(S7'> =  0г у д , е< - ^ ^ + ^ у .
1 *7' ф  1 А'Г

" N  ’ЛГ

И сп о л ьзо ван и е  условия норм и ровки  и определения средних

v  <“* - » , Л+1‘ЛО/<и,> 
е —

*лг
( В * - £  +!ХЛЛ)/(ЛГ)

у л Г е  w  = ( ^ V > .

V  TV2 е (в* - ^ лг+11Л0/(И') =  { N 2)
v/v

п о зв о л я ет  приведенное соотнош ение переписать в виде 
<?2Q* . 1 / dQ* \2 . 2 (JQ* , . . .  , 1

дц2 k T  \  ф .
П о ско л ьк у

, хт\ /ог> о\



то полученный результат  сводится к

+ 1 7  [ ( ^ ) 2- 2 < ^ ) 2+  ( ^ 2) ] = °

или после приведения подобных членов и умнож ения на kT

k T ^  +  ( ( N > ) - { N y )  =  0.
0|а2

Т ак  к ак д и сп ер си я  по определению р а в н а  < A N 2>  =  < N 2>  — < j V > 2, 
то

( A7V2) =  — kT  (82 .4 )

или, если принять во внимание (82.3),

(AN 2) = k T  д<* > . (82 .5 )

Таким образом , из распределения Г и б б с а -д л я  величины флукт уа­
ций среднего числа частиц получаются ф ормулы  (82.4) и (8 2 .5 ) .  
Подставляя в  (82.4) то или иное выраж ение для омега-потенциала, 
можно находить дисперсию числа частиц в  системе.

Д л я  классического идеального г а з а  по (62.8) и (62.10) и м е е м

й *  = ------4lt(feI )5—  (2m0)3/2 V
(2nh)3

т. e.

( N )  =  -  —  =  4n(kT.f ! -  (2 ото)3/2 V  e ^ * T>
S '  dvi (2nft)3 v

( A A/2 ) = k T  d<N> = ( N ) .  (82 .6)

Этот результат  более прямым способом  был получен в § 13. 
И з  (82.6) видно, что относительная в ели чи н а  флуктуации, т. е. о т ­
ношение корня квадратного из дисперсии к среднему числу ч ас т и ц ,  
равна

У < AN2 >__ 1

< N )  |/< Ж >

П оскольку число частиц, с которыми при ходи тся  иметь дело  в р е ­
альных системах, необычайно велико, то, к а к  правило, ф л у к т у а ц и и  
о казы ваю тся  незаметными и вполне д остаточн о  знать  лиш ь с р е д н е е  
число частиц. О дн ако  при очень точных изм ерениях в м ал ы х  с и ­
стемах ф луктуац ии  обнаруж иваю т себя и ограничиваю т в к а к о й -т о  
мере точность измерений.



Рассмотрим теперь  Б о зе -га з  и определим дисперсию числа ч ас­
тиц, находящихся в д ан н о м  состоянии t. По (56.5),

д ;  =  А Л п ( 1 - е 0‘~ , /,/(*Г)). (82.7)
Д а л ее  имеем

(Э2! ,
( п , )  = ----------  = ------------ ------------ , (82.8)4 и  dii (*-*■)№) v > е — 1

(распределение Б о зе  —  Э йнш тейна) .  Из общей ф ормулы  (82.5) д ля  
ф луктуации получается

Я, „к <.,-ц)/(М-)
*2 \ , у ,  О ( tli) __  6( д  r i ) = k T -

дт (е<*,-ю/(«-) _  1)2

Последнее равенство  удобно  преобразовать следую щим образом: 

<Д Я/ >‘ {е(Ч-*ЖЮ _  1)2 е(.,-^)/(И-> _  J (ес , - ^ / ( « - ) _ 1)2

=  <«/> +  <Я/>2. (82.9)

где использовано в ы р а ж е н и е  (82.8). Эта ф орм ула  отлична от к л а с ­
сической, но при б о льш и х  отрицательных (а, когда среднее число 
частиц  в данном состоянии < « i >  очень мало, можно пренебречь 
< я г> 2 по сравнению  с < и г>  и тогда получается  классический ре­
зультат.

Д исперсию  полного  числа частиц в системе можно получить со­
вершенно аналогичны м  образом , исходя из в ы р аж ен и я  (56.6) д ля  
омега-потенциала

Q* =  kT  ^  In (1 +  е(и—*i)/(W')). (82.10)
i

Поскольку вся р а зн и ц а  м еж д у  (82.7) и (82.10) состоит в том, что 
в последнем случае  проводится  суммирование по всем состояниям 
i, то естественно, что конечный результат имеет вид

< Д Л Г * > = 2 < Л /> (1  +  <Л1». (8 2 Л 1 )
i

Т аки м  образом, ди сп ер си я  общего числа ч астиц  Бозе  равна сумме 
дисперсий числа ч ас ти ц  в каж дом  состоянии i. Это у казы вает  на 
независимость ч и сл а  ч асти ц  в различных состояниях.

После перехода от суммы  к интегралу последнее вы раж ени е  
представляется  в виде

( Д № ) = |  < „ , ) ( ! + ( я , ) ) , g . d e - J  ( e „ _ l. , ; , , r , _ 1 ) i ' . g . f e

где  было вновь исп о льзо ван о  уравнение (82.9).



Д л я  фотонов, п олагая  ц.=0, е= /к о ,  исп ользуя  (57.5) и учитывая 
две  возможные поляризации, можем нап исать

Г* t Л . ■
( k N 2 )  =  2 \  е ______________ 4я<д2 dto 1 /

J  ( е Ь ш/(йг' ) _ 1)2 (2яс)3

Если регистрируются все частоты, то ниж ни й  предел и н тегрирова­
ния равен нулю, а верхний — бесконечности, и тогда

/ д Д т _  8rt(*7-)3 V °T ех d x
(2nC)3ft3 J (e* _ 1)2 *

где введена безразм ерн ая  переменная интегрирован ия  x = h a /  ( k T ) . 
Т а к  как*)

е* *2 d х  п2

(е* — 1)2 3 

то  окончательно получается

<4 № > “ t ( -E7)V - '

Аналогичным образом  можно вы чи слить  дисперсию д ля  ч ас т и ц  
Ферми. И спользуя вы раж ени я  (61.2) и (61.3)

2 * =  — &Г1п(1 - | -е <и"-6‘)/(*г)); =
i

придем к следую щ им соотношениям:

<Дл / )  =  < * / > ( 1 - < л , » ’ (82 .12)

( Д ^ ) = 2  ( « / ) ( ! - ( « / » •

Г x ? e x d x  f  е X x ^ d x  С _ r r 0r
\ ------------------ =  I ------------------- =  I j:2e  (1 +  2 e +  3 e x  +  . . . )  d *  =
J (ex — 1)2 .) (1 — e- •r)2 .)

-  2  f - 2 S - j -  - 2 T -
n - 1 0 n—1

V I  1 Я2
Значение суммы приведено, например, в [12], с. 226.

л- l



П оследнее равенство  после перехода к интегралу представляется  
в виде

,(*-lO/(W)
( A N 2) =  \ ----- е------------------^ s d e .
4 ' J (e( - i ‘)/(W )_ 1)2_ (e<s—̂ )/(*r)_1)2

Ф луктуации ч исла  частиц в заданном объеме тесно связан ы  
с вопросом о ф л у к ту ац и я х  объем а при заданном  числе частиц. 
Д ействительно, рассм отри м  для  конкретности газ в сосуде (рис.

14.1), который п редставляет  собой систему 
с задан ны м  числом частиц. П редполож им , 
что произошла ф луктуац ия , в р езультате  
которой весь газ собрался  в части сосуда 
А,  т ак  что в части В  молекул не осталось. 
Это ж е  событие мож но трактовать  иначе. 
Пусть мы рассм атриваем  систему, представ- 

Рис- 141 ляю щ ую  собой газ в части сосуда А, тогда
ф луктуация  состоит в том, что число ч ас ­

тиц в А увеличилось на AN. Очевидно, что при не слишком м ал ы х  
ф луктуациях, когда  ч асть  В  содерж ит много частиц,

A N = ^ - J V ,  (82.13)

где N  — полное число частиц  в сосуде, V — его объем, A V — объем  
части В. Возводя преды дущ ее равенство в квад р ат  и усредн яя ,  
найдем

( a v 2) =  ( a n 2)
{N  Vy-

l  d ( N )  \
где отношение N/ V,  р авн ое  т а к ж е  производной I I .  есть

средн яя  плотность частиц. Если подставить < Д N 2>  из (82.5), то  
получится

(A V 2) = k T  d{N)~ l l d ( N > )2 . (82.14)
ф  I \  dV J t

Д ал ьн ей ш и е  п р ео б р азо ван и я  имеют своей целью представить эту 
ф орм улу  в более простом  виде.

П ри постоянной тем п ературе  давление есть функция только ц , 
т а к  к ак  ом ега-п отен циал  пропорционален объему, а давление опре-

dQ*
д ел яется  производной . В связи с этим можно написать

d ( N )  /  d ( N > \ / дР  \ 
дц \  дР  / г  \  ф . / г '

П оскольк у  сп раведли во  следую щ ее тождество:

да* \ д^а* д I  дй* \  d ( N )дР  _  д I 

д\>. ф  \ d V  )  dfudV dV \  ф  /  dV  
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т о  (82.14) представляется  в виде

d ( N >( \ V 2) = k T  

=  kT

W m j -  
, ] ■

д Р

д <N > \  /  /  d { N >
д Р  J t , v  /  \  d V  Jt

Д л я  систем ы  с постоянным числом  частиц при постоянной тем­
пературе

и поэтому
d ( N )  \  /  /  d<7V> \ /  d t/

с*Я Jv .t I \  }р,т \dP) (N) ,T

Е сл и  подстави ть  это в ы р аж ен и е  в ф орм улу  для  < Д 1 /2> ,  то  для  
ф лу к ту ац и и  объем а  в системе с постоянным числом ч асти ц  при ус­
л овии , что температура  постоянна, получается

( д e - ( £ ) m r . (82.15)

С ледует подчеркнуть, что в ы р аж ен и е  (82.15) относится к д о с т а ­
точно больш им флуктуациям, по отнош ению к которым с п р а в е д л и ­
во  предполож ение (82.13). Ф л у кту и р у ю щ ая  система то ж е  д о л ж н а  
б ы ть  достаточно большой (с о д е р ж а ть  достаточно много ч ас т и ц ) ,  
чтобы к ней имело смысл прим енять  термодинамические со о тн о ш е­
ния, используемые при переходе от (82.14) к (82.15).

§ 83. Флуктуации энергии и температуры

Рассм отри м  флуктуации энергии в системе с ф икси рованны м  
числом частиц, находящейся в определенном  объеме V. П о о п р е д е ­
лению  внутренней энергии и уч и ты вая  условие нормировки  [см.
(53.2) и (53.3) ], можно написать

<2*-# -‘-|iAT)/(W)
2  е N (ffw - * / ) = < ) .  (83.1)
w

П усть число частиц в системе постоянно, т. е. Лг= < Л / > ,  т о гд а  
удобно ввести свободную энергию [см. (54.17)]

=  |х ( N ) .

Соотношение (83.1) принимает следую щ и й вид:

2 ( * , - ^ ) е (' МГ’,/<*Г) =  0. (83.2)



Д л я  того чтобы найти средн ее  значение к в а д р а т а  отклонения  
эн ерги и  от равновесного зн ач ен и я ,  т. е. <(<?Г» — U ) 2> ,  можно п р о ­
д и ф ф ер ен ц и р о в ать  (83.2) по тем п ературе . При этом  получается

V  (* , -  U) Г - ^ 1  - ! ---------- *,)1 е " " - -
к дт kT kT2 'J

- £ V ,
дТ

Г ~ ^ т )  =  0. (83.3.)

Т а к  к а к  по (54.20)
dF*
дТ  дТ ’

то из уравнени я  Гиббса —  Г ел ьм го ль ц а  (54.11) вы тек ает  

^  д£*— р * _ т  i B ! — (Q* +  p ( N ) ) =  - U
дТ д Т к 4

и, следовательно, (83.3) при води т  к  уравнению

(83-4 >
V

П о ско л ьк у

( Д » ;) =  < (Я, -  U f ) =  ^  (Я, -  U ?  e (Ft~ Ci-MkT),
v

то дисперсия энергии о п ределяется  следующим простым соотноше­
нием:

(A £ ) = k T * l ^ L \ .  (83.5)

Т а к  как
dUdU \ _  

дТ  ) v ~
Cv,

где C v  — теплоемкость системы  при постоянном объеме, то (83.5) 
м ож н о т а к ж е  зап и сать  в виде

( A $ * ) = k T 2C v . (83.6)

Ф орм улы  (83.5) и (83.6) и есть те основные соотношения, которые 
определяют величину флуктуации энергии в системе с постоянным 
числом частиц, находящ ейся при постоянном объеме.

Если система находится  при постоянном объеме, а число частиц 
в ней постоянно, то с макроскопической точки зрения изменение 
внутренней энергии с в я за н о  с изменением температуры  системы. 
В связи  с этим из (83.6) м ож но определить величину флуктуаций 
температуры . Д ей ствительн о ,



< Д ^ ) = С 2̂<ЛГ2).

С равнени е  последнего вы раж ени я  с (83.6) п о казы вает ,  что

(Д T 2) = k T 2jCv . (83.8)

Остановимся на смысле последнего соотнош ения. В теории Г и б ­
б са  температура выступает как  постоянный п ар ам етр ,  х а р а к т е р и ­
зую щий в конечном счете термостат, и поэтому говорить о ф л у к т у а ­
циях  температуры вроде бы не следует. О д н а к о  при измерении 
тем пературы  в качестве  термостата  следует  р ассм атр и вать  ту ч асть  
тела , с которой контактирует  измерительны й прибор. И нерцион­
ность прибора, т. е. время, которое ему требуется , чтобы показания  
установились, определяет  в то ж е  время о б ъ ем  части тела, в кото ­
рой за это время успевает установиться тепловое  равновесие. П од  
теплоемкостью, входящ ей в (83.8), при условии, что теплоемкость 
сам ого  термометра пренебреж имо м ала ,  следует  понимать как  р аз  
теплоемкость этой части. Если постоянная врем ени измерительного 
прибора такова , что тепловое равновесие успевает  установиться 
во всем теле, то показания  прибора х а р актер и зу ю т  флуктуации 
тем пературы  этого тела.

§ 84. Флуктуации других термодинамических 
величин

Полученные в предыдущ их двух п а р а г р а ф а х  вы раж ения д л я  
< А У 2>  и < А Т 2>  позволяю т р ассм атр и в ать  флуктуации в с е в о з ­
можных других термодинамических величин, происходящ ие в си сте­
м ах  с постоянным числом частиц.

П редварительно отметим, что ф лу к ту ац и и  объ ем а  и т ем п ер ату ­
ры в том смысле, в каком  они были рассм отрен ы  выше, стати сти ­
чески независимы. Это следует из того, что ф луктуац ии  объема р а с ­
см атри вали сь  при постоянной тем п ературе  и по существу бы ли  
обусловлены ф луктуацией  числа частиц, а ф луктуац и и  тем п ературы  
рассм атривали сь  при постоянном об ъ ем е  и при п о с т о я н н о м  
числе частиц, т. е. никак не были связан ы  с ф луктуац иям и  ч и сла  
частиц. Если составить произведение A V A T  и усреднить его, то  в 
силу  независимости AV  и АТ  усреднение м о ж н о  производить н е з а ­
висимо сначала  по АV, а затем  по АТ. Т ак и м  образом ,

( A V Ь Т )  —  { Д 1 / ) (  Д Г ) •

П оскольку  к ак  среднее значение ф лу к ту ац и и  объема, так  и средн ее  
значение ф луктуац ии  температуры  равн ы  нулю, то

( Д 1 / Д Г ) = 0 .  (84 .1)

Общий прием вычисления величины  ф луктуац ий  р ассм о тр и м  
н а  примере ф луктуации давления. О гр ан и ч и ваясь ,  как  и ранее, р а с ­
смотрением ф луктуаций в малых, но м акроскопических си стем ах ,



А Р = 1 ^ }  Д1/ +  / —  ) AT.

по отношению к которы м  только и имеет смысл вводить понятие 
давления, м о ж е м  считать, что изменение давления  при постоянном 
числе частиц есть  следствие изменения объ ем а  и темп ературы :

dV  1т 1 \  д Т  ]v  

Возводя это соотнош ение в квадрат  и усредняя, найдем

<4Р2И - £ ) г  <41/г>+ 2 ( ^ M f ) , <Д1/4Г>+ № 1 <АГ2>
или, учитывая статистическую  независимость флуктуаций о б ъ ем а  
к температуры,

<4 P ! > = ( f - ) !r <4^ + ( ^ ) , (4r !> '
В ы раж ения д л я  величин < Д К 2>  и < Д Р >  были получены выш е, 
так  что после подстан овки  их в последнее равенство получим

дР  \2 ’k T 2

v с V

( 8 4 - 2 )

Путем несколько гром оздких  преобразований , которые мы прово­
дить не будем, м о ж н о  показать, что (84.2) эквивалентно следую ­
щ ем у равенству:

г д е  ( — прои зводн ая  от давления  по объему при постоян- 
V oV js

ной энтропии, т. е. в адиабатическом  процессе.
В качестве второго  примера рассмотрим среднее значение п ро­

изведения ф лу к ту ац и й  объ ем а  и давления. П оскольку

Д К Д Р = Д 1 / — ) ц у  +  (— ) Д Т  
6V )т \ дТ / у

¥ L )  Д 1 / 2 ^ / ^ _ \  д ^ /д т,  
dV г  I дТ v

то после усреднения с учетом (84.1) найдем 

или после подстановки  < Д У 2>

<4 p M / H i £ ) r < - * r > ( £ ) r = - 47'-

Т аки м  образом, ф лу к ту ац и и  давлен ия  и о б ъ ем а  оказы ваю тся  н е  
независимыми. И з  приведенного соотношения видно, что поскольку 
п р а в а я  часть о тр и ц ател ьн а ,  то в среднем увеличение объема сопро­
во ж д ается  ум еньш ением  давлен и я ,  и наоборот.
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Аналогичным образом  м ож н о показать , что зави си м ы  ф л у к т у а ­
ции давления и темп ературы :

( 4Р4Г> = ( ^ - ) г <д1/47'>+ ( ^ - ) , <л7'2>“

\ д Т  j v  '  C v  \ д Т  Jv

Этих примеров, по-видимому, достаточно, чтобы  понять метод, 
которы м  удобно вы числять  флуктуации р а зл и ч н ы х  терм один ам и­
ческих величин.

§ 85. Шумовые токи

Р ассм отрим  теперь в а ж н ы й  в практическом  отнош ении вопрос 
о  ш умовых токах, которые часто  определяю т п редельную  чувстви­
тельность  современной изм ерительной радиотехнической  ап п ар ату ­
ры. Ограничимся упрощ енны м  вариантом  теории, чтобы можно 
б ы ло  использовать простой математический ап п ар ат .

П усть по проводнику д ли н о й  I и площ адью  поперечного  сечения 
-S протекает  электрический т о к  /. Говорят, что в это м  случае мы 
имеем дело с э л е м е н т о м  т о к а  II. Д л я  исследован и я  вопроса
о  ш ум ах  элемент тока удобн о  представить в др у го й  форме. П о­
ско л ьк у  сила тока связана  с плотностью тока  соотнош ением  I = i S ,  
а  плотность тока, в свою очередь, в силу ф орм ул  (21.14) и (21.2) 
м о ж ет  быть представлена в ф орм е

1 =  — e j —  — e n { v ) ,  (85.1)

где п — концентрация электронов , а < у >  — их с р е д н яя  скорость, то

I l  =  i Sl  — i V =  — e ( v ) n V =  — e ( v )  ( N )

( V =  Sl  — объем проводника, < N >  =  nV  — число эл ектр о н о в  в нем).
Полученное вы раж ение д о п у скает  следую щ ую  физическую  ин­

терпретацию . Электрон, о б л а д а ю щ и й  зарядом  — е и дви ж у щ и й ся  со 
скоростью  v,  представляет собой элемент тока  — ev.  Э лем ен т  тока
II есть просто сумма элем ентов  тока отдельных электронов . Это 
полож ение  мы примем за основу и будем считать его точным, т. е. 
ь е  только для  средних значений, а и для  мгновенных, т а к  что

I ( t ) l —  V  — e v ax,
a

где v ax — мгновенное значение проекции скорости эл е к тр о н а  с но­
мером  а  на направление тока  (ось  х ) .  Сумма берется  по всем эл ек ­
тр о н ам , находящимся в проводнике. И з  последнего соотношения 
д л я  мгновенной силы тока следует

n t ) = -  у - (85. 2)
а

Д а л ь н е й ш и й  анализ будет о п и р аться  на это уравнение.



И з (85.2) вы тек ает ,  что ток  —  вели ч и н а  случайная и ее случай ­
ность в ы зв а н а  д в у м я  причинами. С одной стороны, скорости э л е к ­
тронов им ею т составляю щ ую , обусловленную  тепловым хаотиче­
ским дви ж ен и ем . С другой стороны, число электронов в проводнике 
тож е случайно, т а к  что число с л а га е м ы х  в сумме флуктуирует. 

Р а ссч и таем  дисперсию  тока, к о т о р а я  по определению равн а

<Д/2) =  < [ / ( / ) - ( / > Р ) .
С помощ ью (85.2) д л я  дисперсии получаем

<*/2> = < J f 2  (85-3)
а

П р е д п о л а га я ,  что по проводнику идет ток, мы долж н ы  считать, 
что скорость  электр о н а  с ном ером  а  может быть представлена  
в виде

V a x =  ( V o x )  +

где <С Vax > — среднее значение скорости  (отличное от нуля, посколь­
ку идет т о к ) ,  a A vax — случайн ая  теп ловая  скорость. Среднее з н а ­
чение теп ловой  скорости, естественно, равно нулю, и, кром е того, 
тепловы е скорости  различных электрон ов  независимы. П осле под­
становки последнего  вы раж ен и я  в (85.2) д ля  дисперсии тока  полу­
чится

а

а а

Сумма ^  (v<ix) равн а  < v ax> N ,  где N — мгновенное значение
а

числа электронов . П олож им

N = ( N )  +  b N ,

так  что A N  —  отклонение числа  электронов от среднего. В ы р а ж е ­
ние д л я  дисперсии  примет сл едую щ и й  вид:

( A P ) = | - / [ ( 7 V ) ( ^ ) + A 7 V ( ^ )  +  2 A ^ - ( ^ ) ( i V ) ] 2\ ,
а

или после приведения подобных членов

а

Ф л у кту ац и и  числа эл ектр о н о в  и флуктуации скорости эл ектр о ­
нов незави си м ы , поэтому средн и е  значения от произведений AvaxAN
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равны  нулю. Это позволяет после возведения в к в а д р а т  и усредне­
ния написать

а

Если еще учесть независимость скоростей различны х  электронов, 
то усреднением по скоростям легко  получить

/ ^ Д г > „ ) 2\  =  2  ( k v l x) = N ( A v l x ) .
а а

Теперь проведем усреднение по числу электронов, тогда

< Д/»> = - £ < « „ > * <  ДЛГ*> +  ̂ ( N ) ( A v l x). (85.4)

И з (85.4) видно, что дисперсия  тока  состоит из двух  со став л яю ­
щих. О дна  связана  с ф луктуац и ям и  скоростей электрон ов  и назы ­
вается  т е п л о в ы м  или д ж о н с о н о в с к и м  ш у м о м .  О на не 
зависит от силы тока (от скорости направленного  д в и ж ен и я )  и по­
этому имеет место и тогда, когда  по проводнику ток не идет. В торая  
со ставл яю щ ая  носит название д р о б о в о г о  ш у м а  или ш у м а  
Ш о т т  к и. Она связана с ф луктуац и ей  числа электронов  и п р о я в ­
ляется  только тогда, когда по проводнику идет ток. И н о гд а  ее н а зы ­
ваю т генерационно-рекомбинационным шумом, что зави си т  от  при­
чины, вы зы ваю щ ей флуктуацию  числа частиц.

Получим более удобные в ы р а ж е н и я  для  обеих со ставл яю щ и х  
шумового тока.

Среднее квадратичное значение дробового шума, к а к  это следует  
из (85.4), равно

<Д/2Р ) = i i ( ^ ) 2 ( A A T 2 ) .  (85.5)

Если электроны  в проводнике о б р азу ю т  невы рож денны й э л е к т р о н ­
ный газ, к а к  это, например, имеет место в электронном по л у п р о ­
воднике с не слишком высокой концентрацией электронов, то в со ­
ответствии с (82.6)

( LN2) = n V .

П о д ставл яя  это выражение в (85 .5) ,  см ож ем  написать

W % ) ~ { * ~ ) 2* V  =  e e{J ' x)n  - f .12 lHvax) I

П оскольку V / l = S  есть сечение проводника, a l / < v ax>  =  t0 — в р е ­
мя пролета, т. е. время, за которое электрон  проходит через п р о в о д ­
ник, то с учетом (85.1) из последнего  соотношения получится



Ф изически дробовую  со ставл яю щ у ю  шума мож но интерпрети­
ровать  следую щ им  образом. К а ж д ы й  электрон, перем ещ аясь  по про­
воднику  со средней скоростью  < v ax> ,  создает импульс тока  д л и ­
тельностью , равной времени п ролета  *. Импульсы тока  отдельных 
электрон ов  случайны в том отношении, что случаен момент их воз­
никновения.

Д л я  определения  реакц ии  цепей и приборов, подклю ченных 
к проводнику, на дробовой ш ум  целесообразно перейти к с п е к ­
т р а л ь н о м у  п р е д с т а в л е н и ю ,  т. е. представить импульс тока 
в виде сум м ы  синусоидальны х сигналов. Такое представление м о ж ­
но получить, используя р а зл о ж е н и е  Фурье. С пектральное представ­
ление  у п рощ ает  рассмотрение, т а к  как  прохождение синусоидаль­
ного си гн ал а  через электрическую  цепь легко рассчитать, если из­
вестна частотная  х ар актер и сти ка  цепи.

И з  теории р азлож ен и я  Ф урье  известно, что сп ектральн ая  плот­
ность 5  (со) импульса тока, ф о р м а  которого определяется  функцией 
f ( t ) ,  вы числяется  по ф орм уле  (см. [12], с. 544)

+ 00

5̂  = ~2я" 5
— оо

В д ан ном  случае, имея в виду прямоугольную форму импульса тока, 
ам п л и ту д у  которого обозначи м  А, и выбирая начало  отсчета врем е­
ни посередине импульса, получим

+ *о/2
5  (ш) =  - i -  Г A e~la,t ctt.

2я J
~ ‘о/2

В ы числение  этого ин теграла  приводит к следую щ ему результату:

с  ( ..л А [е'^о/2- e - W j  А sin (W 0/2)

2л ш 2я 0 W0/2

Э нергия  спектральной составляю щ ей с частотой со пропорцио­
н а л ь н а  кв ад р ату  модуля спектральной плотности на этой частоте:

15(4)) |2 =  -?-1?2 Ио/2) ■. (85.7)
4я2 (ш/д/2)2

Г р а ф и к  этой функции п редставлен  на рис. 14.2. О на достигает  м а к ­
си м ал ьн о го  значения при нулевой частоте и постепенно убы вает  
с ростом  абсолютного значения  частоты. П ри m — 2 n /t0 функция

* В случае генерационно-рекомбинационного шума длительность отдельных 
импульсов определяется не столько временем пролета, сколько так называемым 
временем жизни электрона, т. е. средним временем его существования, которое 
обычно много меньше, чем время пролета.



первый раз обращ ается  в н оль  и после этого ее зн ач ен и е  очень м а ­
ло. П ри (о =  0

1*5(0) |2=
АН

4я2

О казы вается  удобным ввести понятие о полосе частот , в которой 
дробовой шум отличен от нуля. Д л я  этого за м е н я ю т  реальную  ф унк­
цию |S ( c o ) |2 прямоугольником 
так , к а к  это показано на  рис.
14.2 пунктиром. Высота п р я м о ­
угольника  равна значению к в а д ­
р а т а  модуля спектральной плот­
ности в максимуме | S ( 0 ) | 2, а 
ш ирина выбирается такой, ч то­
бы п лощ адь прямоугольника р а в ­
нял ась  площади под кривой -£я^5 
|5 ( < о ) |2. Ш ирина обозначена
2Аш, т а к  как  физический смысл Рис. 14.2
имеют лишь полож ительные ч ас­
тоты. М атематически равенство  площадей за п и сы в ается  следую­
щим образом:

+ <»

1 S f u f

\ т "  
1 /
I /

------- 1
\  1 

\  11 /  

/ 1—

\ |

1 1

0  2  it/to  ш

2Д0)|5(0)|2=: j  |S («0 |2d<o.

П оскольку  
+ °°+ 00 + оо
j  | S (<o)pd « o = | S (0)|* j

sin2 (oit0/ 2) 

K o /2 )2
d u ) = | S y,

У2
--«0

J *
+ oo

I
sin2 у 

У2
й у = л ,

то
2Дш =  2я//0.

Если вместо циклической частоты  со ввести обы чную  /, то д ля  по­
лосы  частот, в которой дробовой  шум отличен от нуля, получится

Д / др= _ 2

* Интегрирование по частям дает 
+ 00 + 00 + 00

С sin2 у  si
\ ------;—  d у =  — —J У2 !

п2У 2 sin у cos у 
У

d У
sin 2у

d у.

Значение последнего интеграла есть я  (см., например, Г12], с. 408).



Таким о б р аз о м ,  д л я  дробового ш у м а  имеет место следую щ ее в ы р а ­
жение:

(Д /дР) = 2 £ ? / Д / , |р.

Устройство, подключенное к  ш ум ящ ем у проводнику, м ож ет  
р еаги ровать  не на все частоты, содерж ащ и еся  в спектре дробового 
шума. Е сли  оно пропускает полосу  частот А/, приходящ ую ся на 
д иапазон  ч асто т  вблизи м акси м у м а  спектральной чувствительно­
сти, т. е. на  частоты , много м е н ь ш и е / =  l j t0, при которой сп ек тр ал ь ­
ная плотность  о б ращ ается  в ноль, то шум определяется мощностью 
пропущ енных спектральны х составляю щ их. Мощность прошедшего 
через устройство  шума, проп орциональная  квадрату  силы тока, во 
столько р а з  меньш е полной мощ ности дробового шума, во сколько 
полоса устр о й ства  Af  меньше полосы Д/др. Таким образом , др о б о ­
вой шум, действующий на прибор, подключенный к проводнику, об­
ладает дисперсией

(Д/др) =  2 e lL / ,  (85.8)

которая пропорциональна силе тока в проводнике и полосе частот 
прибора.

П р о х о ж д ен и е  случайного тока  по проводнику с сопротивлением 
R  вы зы вает  появление на нем случайного напряж ения. С реднее 
квадрати чн ое  значение этого н ап р яж ен и я  может быть легко  получе­
но ум нож ен и ем  (85.8) на к в ад р ат  сопротивления:

( Д£/дР) =  ( Д/др} =  2 e l  /?2Д/ .  (85.9)

М ощ ность дробового ш ума в проводнике определяется  ф о р ­
мулой

P = ( U \ v)R =  2eIRbf.
П риведем  примеры использования полученных соотношений. 

Пусть по проводнику, изготовленному из кремния /г-типа, идет ток 
силой 10 мА. Если  концентрация электронов в кремнии 1015 см-3, 
что соответствует  удельному сопротивлению м атери ала  около 
10 О м -см , и о б р аз ец  имеет длину 1 мм и поперечное сечение 1 мм2, 
то его сопротивление  100 Ом. П у сть  он подключен на вход  усили­
теля, которы й пропускает  полосу частот от 100 до 10 000 Гц. К а к о ­
ва величина ш ум а, воздействую щ его на усилитель? По ф орм уле
(85.9) получим

Y  (Д ^др)  =  V 2 e I R 2A f  =  V  2 - 1 , 6 - 10-19-10~2 • 10“ 4 • 9900мкВ =
=  0 ,45 мкВ.

Н еобходимо, однако , проверить, выполнены ли условия, при кото­
рых с п р а в е д л и в а  ф орм ула  (85.8), а следовательно, и (85.9). Р а с ­
считаем п оэтом у  полосу частот, в которой действует дробовой шум. 
Д л я  этого сл еду ет  воспользоваться  (85.7), определив п р ед вар и тель ­
но время п р олета .  П лотность то ка  в кремнии равна 1 А /см 2 и По-



э то м у  с помощью (85.1) при учете известной концентраци и  э л е к ­
тронов  легко найти среднюю скорость д р ей ф а  электронов . И меем

<®>;
1

еп  1,6-10-19.1015
= 6 - 103 см/с.

С ледовательно , при длине о б р аз ц а  1 мм врем я  пролета  равно 
1 ,6 -10-5 с, т. е. полоса частот  дробового ш ум а  по (85.7) равн а  
30  кГц. Это перекры вает  полосу  частот усилителя , и, сл едо ватель ­
но, ф орм ула  (85.9) применима.

П редполож им  теперь, что об- &улк 
р а з е ц  изготовлен из кремния с 
удельн ы м  сопротивлением
1 О м -см  (концентрация э л е к т р о ­
нов 1016 см-3), а его дли на  р а в ­
н а  10 мм, тогда сопротивление 
о б р а з ц а  останется преж ним, но 
н ап ряж ен и е  дробового ш у м а  не 
б у д ет  равно 0,45 мкВ. Д ей ств и ­
тельно, в этом случае скорость Рис. 14.3 
д р е й ф а  электронов в 10 раз м ен ь­
ш е, чем в предыдущем случае, а время пролета  в 100 р аз  больше, 
т а к  к а к  в 10 раз  увеличилась д ли на  пути. П олоса  частот  д робово­
го ш ум а  уклады вается  в д и ап азо н  0—30 Гц, а эти частоты  усили­
телем  не воспринимаются.

П ерейдем  теперь к тепловому шуму. Д и сп ерси я  то ка  теплового 
ш у м а  по (85.4) равна

< Д / ;> = - £ < Л Г > < Д г & > .

П оскольку  < v 2ax>  = k T /m 0, а среднее число ч астиц  < N >  =  nV, то

(85.10), . ,2 \  £2 , Г kT( Д / т ) = ---- V t l  ------ .
Х П Щ

П редп олож им , что от столкновения до столкновени я  электроны 
д в и ж у тся  одно и то ж е  время т  независимо от их скорости. П р о ек ­
ция тепловой скорости отдельного электрона  на оси х, как  ф у н к­
ци я  времени, имеет тогда вид, показанны й на рис. 14.3, т. е. ток, 
обусловленны й данны м электроном, представляет  собой последова­
тельн ость  импульсов одинаковой длительности, но разной  ам п л и ­
туды.

В рассматриваемой модели подвиж ность эл ектрон ов  о к а з ы в а ­
ется  равной

г \= е х / ( 2  т 0). (85.11)

Д ействительно, в поле Е  электрон д в и ж ется  с ускорением 
а = — еЕ/т-о. Он увеличивает  свою скорость от нулевой после 
столкновения  до

v  — a x =  — eE xjm Q



перед следую щ и м  столкновением, после которого он снова т ер яет  
н ап равлен н ую  скорость дви ж ен и я .  Средняя скорость д р ей ф а  равн а ,  
таки м  об р азо м ,

, , v + 0  v  еЕи с  ( v )  =  ——— = — -- ---------- =  — т]£,
4 ' 2 2 2от0

откуда и в ы текает  ф орм ула  (85.11).
Если (85.10) ум нож ить  и разд ел и ть  на т, то можно нап исать

, . , 2 Ч e2nV kT x  0  ем V kT  0 V kT( L i t )  ==■------------ = 2 ------- е п ----------- =  2 p e n -----------.
4 2 m0 P  v П и

Вводя проводимость 0 = r i еп, най дем  :

(A /? ) =  2a —  V — =  2 кТ .
4 '  П U l2/(aV) V

П оскольку  сопротивление проводника равно

R = J - ^ J L
<jS  a V '

то полученную ф орм улу  можно т а к ж е  записать  в виде

/ д r2 \ 0  kT  1( Л / т > = 2  —

С лучай ны е  импульсы теплового тока предполагаются имею щими 
одинаковую  длительность, поэтому переход к спектральному пред­
ставлению  осущ ествляется  точно так  же, как  и в случае д рей ф о­
вого тока . В результате  получается

(Д / 2Т) = 4 ^ Д  / т,

где А/т = 1 /2т — полоса частот теплового шума. П оскольку т очень 
мало  (п о р я д к а  10-12 с при ком натны х тем п ературах) ,  то спектр 
теплового ш ум а  практически равномерен от нулевой частоты  до  
очень вы соких  частот порядка 1/т. Эти частоты соответствуют м и л­
ли м етровом у ди ап азо н у  длин волн. Учитывая точно так  ж е, как  и 
раньше, рол ь  полосы пропускания прибора, найдем д ля  величины 
теплового ш ум а, воздействую щ его на прибор с полосой проп уска­
ния А/,

( д /.2) = 4 - ^ Д / .

Д л я  среднего  значения к в а д р а та  нап ряж ения  тепловых ш умов по­
лучим

( д£/т> =  4А77?Д/ ,  (85.12)

а для  мощ ности теплового ш ума

P = A k T  Д / .



Последние три ф орм улы , определяю щ ие велич ину  тепловых ш ум ов  
в электрической цепи, носят название ф о р м у л  Н а й к в и с т а .

В виде примера оценим нап ряж ен и е  теплового  ш ума для  р а с ­
смотренного выше проводника и у силителя , считая  тем п ературу  
комнатной (300 К ) .  Т а к  как  в обоих с л у чаях  сопротивление р авн о  
100 Ом, то по (85.13) получим

У < ) =  у  4 Ш ?  Д/ = V 4  • 1,38 • 10 - 23• 300  • 100 • 9У00= 0 , 1 2  мкВ-



П Р И Л О Ж Е Н И Я

1. Интеграл вероятности при малых и больших значениях аргумента

При в интеграле

-Го
Ф(*о)= —Т=г f е Х'12йх 

V2n  J

переменная х, меньшая х0, тоже меньше единицы и экспоненту можно разлож ить 
в ряд, который быстро сходится. Тогда имеем

2 Г* Г *2 1 I Х2 \2 -I

“ *■>-узП +т (—) - ■ ■ ■ ] < “ -

2 ( 4 4  \
“  V 2 R  Г °  6 +  40V  2я

Если ограничиться первым членом ряда, то

и, как видно, из предыдущего выражения, ошибка при * о ^ 1  меньше ‘/в, 
т. е. 15%. Учет двух членов обеспечивает точность 2,5%.

При Хо^> 1 интеграл вероятности оценивают иначе. Запишем

Ф(*о)= 1 -  - i -  j  e~x’/2dx.
х„

Если -Vo велико, то интеграл мал и Ф(Хо) близка к единице. Преобразуем напи­
санное выражение следующим образом:

Х 0 Хо

Если провести теперь интегрирование по частям, то

V I  \ г  ^ +V J I
Хо

Последний интеграл в правой части из-за множителя х ~ г по крайней мере в х^~2 
раз меньше, чем исходный. Поэтому если Хо велико, то

260



Хо
и, следовательно,

2 1 — xlft
Ф ( * о ) = 1 - - 7 = г -----е 0

К2я хо
с ошибкой порядка

2 1 -*о/2
] /  2Я -Kg

При х0> 2  эта формула обеспечивает точность, достаточную в большинстве прак­
тических расчетов.

2. Вычисление некоторых часто встречающихся интегралов

Вычисление интеграла

V  -?р2 
Ц ? ) =  | е x dpx

— оо

имеет смысл рассмотреть подробно, так как он и целый ряд других близких к: 
нему интегралов часто встречаются в статистике. Оказывается более удобным 
вычислять не /((5), а квадрат этого интеграла. Поскольку переменная интегриро­
вания может обозначаться любым способом, то

+ °°
/2 (Р )=  j  j  eT^y'dy.

Произведение интегралов может быть представлено в виде одного двойного ин­
теграла, который берется по всей плоскости (х, у ) :

оо - |-  оо

/ 2 ( р ) =  j  j  d лс d y .
-  no —  оо

Дальнейшие вычисления упрощаются, если перейти к полярным координатам: 
на плоскости. Так как

Х 2  +  У2 ~  р2 ,

.инатами х, у, 
меет вид

d S  =  р dp dy

где р — расстояние точки с координатами х, у, от начала координат, а элемент 
площади dS в полярной системе имеет вид

(Ф — полярный угол), то
2ти

— Во2/ 2  ( р ) =  I I е  р dp d<f.

Поскольку интегрирование ведется по всей плоскости, то р меняется от 0 до °ог 
а угол ф — от 0 до 2я. Интеграл по ф дает 2я и тогда

01»
/2(Р)= 2я j' е -рРа p'dp = я/р,

О
т. е.

/ ( Р ) =  У»/ ?-



По вычисленному интегралу легко находятся значения целого ряда других 
интегралов, встречающихся в статистике. Так, например, если продифференци­
ровать тождество

+  с о  о

—  Г е~J Лрх

по р, то получится
+ 00

р - 3/2=
- S

Р х 1 d Лс-

Дифференцируя последнее соотношение по Р еще раз, найдем
+  о©

4 - $р  dpx
Рх е

и т. д. Этим способом легко получаются значения следующих интегралов: 

+ °°
- 9  Л

d Р. - \ /  —--- ~■— у  «2/1-1
3-5 . . .  (2га— 1)

2Л

3. Теорема о равномерном распределении кинетической энергии по степеням
свободы

Рассмотрим доказательство теоремы о равномерном распределении кинети­
ческой энергии по степеням свободы. Пусть положение системы в пространстве 
определяется 3N  координатами. Поскольку такими координатами могут служить

не только расстояния, отсчитанные по осям де­
картовой системы координат, но и какие-то дру­
гие величины, как, например, угол поворота при 
вращении твердого тела, то будем назы­
вать их о б о б щ е н н ы м и  к о о р д и н а т а м и  
и обозначать q j. Если минимальное число обоб­
щенных координат q\, q2, ..., q^N, необходимых 
для полного определения положения системы в 
пространстве, равно 3N, то говорят, что число 
степеней свободы системы равно 3N. Так, поло­
жение твердого тела, закрепленного на неподвиж­
ной оси, вокруг которой оно может вращаться, 
определяется всего одной координатой, за кото­
рую удобно принять угол поворота ф. Если ось 

вращения выбрать за  ось г, то угол поворота ср может отсчитываться от неко­
торого направления, принятого за ось х, так, как это показано на рис. П.З. 
Угол ф является обощенной координатой данной системы, которая, таким обра­
зом, обладает одной степенью свободы.

Производная от обобщенной координаты по времени носит название о б- 
о б щ е н н о й  с к о р о с т и ,  и в  приведенном примере обобщенная скорость сов­
падает с угловой скоростью вращения to:

Декартовы координаты любой точки системы однозначно определяются 
обобщенными координатами, и поэтому ее скорость есть линейная функция



обобщенных скоростей. Действительно, пусть декартова координата Xi одной из= 
точек системы является функцией обобщенных координат q\, q2, , Яыг

X i = f i ( q и  42........... (П3.1>
тогда

3 N
d f t  . d f i  . d f i  . V !  d f t .

Vlx = Xi =  ~ d ^ qi +  dq2 Ч 2 + . . . +  q zN  -  2 j  dq j ЧЬ (П 3.2)

d f iгде производные — ----- , хотя и зависят от обобщенных координат, но не зави сят
У! гг.от их производных, т. е. ог обобщенных скоростей. Так, например, для точек 

твердого тела, вращающегося вокруг оси г,

x i =  /•/ c o s«р, y i =  r i  sin <р, (П З.З)

где rj — расстояние точки i от оси вращения, и поэтому

«1х= x i  =  — П sin <р-<f>,
(П 3.4)

V ly =  Hi =  r i cos <p ■ <p. 
Кинетическая энергия системы

miv)x  m iv jy  m iv 2[z
------о----- +  n  +  ri

Если подставить в выражение для кинетической энергии значения компонент 
скорости, выраженные через обобщенные скорости по (П3.2), то окажется, что  
кинетическая энергия есть однородная функция второй степени от обобщенных 
скоростей, т. е. имеет вид

£к =  ' ^ a i j q l 'qj, (П3.5>
U

где сщ — некоторые коэффициенты, которые, вообще говоря, могут зависеть от 
обобщенных координат (но не от обобщенных скоростей). Для твердого тела,, 
вращающегося вокруг неподвижной оси г,

^ к =  <р?* +  р/у>’

где rtit — масса i-ro элемента, входящая в его состав. Подставляя значения ско­
ростей из (П.34), найдем выражение кинетической энергии через обобщенную 
скорость:

mir) . i2 
^ к =  ^ Г ,  (П3.6)

где

— момент инерции твердого тела относительно оси вращения. Таким образом, 
в данном конкретном случае имеется одна степень свободы и единственный к о ­
эффициент ап  в (П.3.5) равен половине момента инерции.



Импульс материальной точки, входящей в состав системы, может быть пред­
ставлен следующим образом:

д ( m t f x  \  д m i v ) d ' fK
P ix =  m iV i x =  —  -----—  = - ------  >  — L = ~ — . (П3.7)

dv ix \ 2 / dvix 2 dvix
j

По аналогии с (П 3.7), о б о б щ е н н ы м  и м п у л ь с о м  pi называют про­
изводную от кинетической энергии системы по обобщенной скорости:

P t = -  т
d4i /

Из (П3.8) видно, что обобщенный импульс есть линейная функция обобщенных 
скоростей, поэтому, наоборот, обобщенная скорость может быть представлена 
как линейная функция обобщенных импульсов. Так, для случая вращения твер­
дого тела вокруг неподвижной оси обобщенный импульс есть

p = = ' ? ^ , i r {J 2 ~ ) = r ', f = I u , ' (ПЗ-9) д<р 2!ПЗ д? '  '

т. е. это момент количества движения.
Если выразить обобщенные скорости через импульсы с помощью уравне­

ний (П3.8)

Ь = У а , 1Р1 (П3.10)
I

л  подставить получившиеся выражения в (П3.5), то кинетическая энергия ока­
жется однородной функцией второй степени от обобщенных импульсов, т. е. 
сбудет иметь вид

? к =  ^ / д а .  (ПЗ.П)
‘,j

Д ля рассматриваемого примера из (П3.9)

<р =  ш =  р I
>и по (П3.6)

I pi р2
5ГК = -------—  , (П3.12)2 / 2  2/ v ’

•.так что единственный коэффициент 6ц равен

* п =  1/(2/).
Поскольку кинетическая энергия — однородная функция второй степени, то 

по теореме Эйлера имеет место следующее тождество:

1 'д$к
(ПЗЛЗ>

i

Э то  соотношение классической механики лежит в основе вывода теоремы о рав­
номерном распределении кинетической энергии по степеням свободы.

Кинетическая энергия, приходящаяся на i'-ю степень свободы, дается сла­
гаемым выражения (П 3.13), имеющим индекс i:

1 д?к
%к (П3.14)

2 Opi



Для среднего значения кинетической энергии, приходящейся на /-ю степень сво­
боды, следует в соответствии с распределением Гиббса написать

< * „ >  - ( ПЯ1 5 >

Полная энергия системы 8  есть сумма кинетической и потенциальной, но по­
скольку потенциальная энергия не зависит от скоростей, а следовательно, и o f  
импульсов, то

д%к d ( g K +  »„)
др  ̂ dpt 

Это позволяет переписать (П3.15) в виде

< ^ > Ч т ■pi

dpi

е(^—#)/(*г) dp
dpi

dyN  dZpj X
где ёГ — элемент объема фазового пространства:

d 1 =  d x i  dj/i d^j dX2 d y 2 d z 2 . ■ ■ d x N
X d p x \ dPyl APzi dpX2 dp y2 d p z2 . . .  d p xN  d p yN d p z N .

Интегрирование легче выполнить, если от декартовых координат и импульсов» 
перейти к обобщенным. Как известно из математики, этот переход осущ ествляет­
ся по правилу

d Г =  /  d qi . . .  d q3N d p i  . . .  d p 3Nl (ПЗ. 16>
где

д ( х м z:  . . .  x N yN z N PxiPyiPzi  ■ ■ ■ PxN PyNPzN ) 

d (91 • • • <?злг > Pi ■ ?злг)
J =  -

d x \ d x i d x  i d x  1

dqi dp i dP iN

d z N d z N d z N d z N

dqi "  д Чзы dp i d P w

dpxi
dqi

dPx 1 

^Яз N

dpxi
d p i

dpxi

d P w

dPzN
dqi

dPzN dPzN
dp i

dPzN

dP3N
— детерминант, носящий название я к о б и а н а .

Поскольку декартовы координаты по (П3.1) зависят только от обобщенных 
координат, то все производные по обобщенным импульсам, стоящие в правом  
верхнем углу и отделенные пунктиром, равны нулю. В связи с этим якобиа»  
разбивается на произведение двух детерминантов:

/  =

d x  i dxi

dqi

d z N dzN

dqi

d p x i d p x  1
d p i д Р з и

d P z N dP*N

d p i dPd,N



Можно показать, что это произведение равно единице. Д ля этого в выра­
ж ении (П3.7)

P i =  ——  
dqi

рассмотрим кинетическую энергию как функцию декартовых переменных:

< ? * К  &V X \  ,
P i  =  —------------- :--------г 1ovr

д % к d v z N

v x i  d q i  d v z N  d q i

И з полученного сотношения видно, что

d v x \

d q i

■ =  P xl

d p i dv.z N

d q i

d v x \

d q i

dpi

-f- • • • -f- PZN '
d v z N

d q i

d P.z N

■С другой стороны, из (П3.2) и аналогичных ему сотношений после дифферен­
цирования по qt следует

dvxl d x d v z N d z N

dqi dqi
• »

dqi dqi
и поэтому

dpi d x dpi d z N

dpxi ~ dqi

11
i; dqi

Таким образом, первый детерминант можно представить

dpi d P3N

d p x  l dPxi

dpi dPzN

d P z N dPzN

Переставив в нем строки и столбцы, что не меняет значения детерминанта, за ­
пишем якобиан в виде

J =

d p i d p i

d p x  l "  d P z N

d P b N

d p x \ ”  d P z N

d p x \ д Рх1
d p i "  d P w

d P z N d P  z N

d p i со

Если теперь провести умножение по правилу «строка на столбец», то

У =

d p i d p i d p i

d p i d p i d PzN

dP $N д Р гы dPbN

d p i d p 2 d P w



/  =

dpi

1 0 . . .  0

0 1 . .  0

» (П3.17)

0 0 1

= 0 V +  J)- Таким образом, показано, что яко-dpi . 
так как — —  =  1 и

d p i  д Р )
биан равен единице и, следовательно, среднее значение кинетической энергии,, 
приходящейся на i-ю степень свободы, определяется выражением

( Я , > = Л  - L  pi  - i ® .  dqi  • • • dqm  dpi  . . .  dpm .
J  2  d pi

Выполним сначала интегрирование no pi, учитывая, что возможные значения 
обобщенного импульса лежат в пределах от — оо д о  +  оо. Поскольку

+Г Pi ( F - < g ) / ( k T )  k T  \  d ,p - .<g)K k T)

J T ^ T e i p , =  1 Р‘ ^ Г [ 1 p "

то после интегрирования по частям получится 

+ “
р %pi_ d% й(Р-ъткТ)d pi =
'  2 dpi

kT
Pi e

+ "O
+

+
к T

+ oo
( р - я ж т .e d p i .

Первое слагаемое обращается в ноль, так как при бесконечном значении 
обобщенного импульса бесконечна и энергия системы, а тогда экспоненциальный 
множитель бесконечно мал. Теперь выражение для < l f Ki >  можно записать 
в виде

< %к1 > =  Щ г  [  е</?~ ^ )/(*П dq, . . .  d qm  d p , . . .  d p 3,V)

< «к/ > =  kTl2, (П3.18)
так как по условию нормировки

n m  d<i =  J d r _  i.

Формула (П3.18) и есть математическая запись теоремы о равномерном 
распределении кинетической энергии по степеням свободы.

В заключение заметим, что аналогичное соотношение может иметь место 
и для потенциальной энергии, однако для этого необходимо выполнение следую ­
щих условий.

Во-первых, потенциальная энергия долж на быть квадратичной функцией 
обобщенных координат qi, так что

« _  V - i  J b .
S n -  2 j  2 q ‘ dqi



Во-вторых, кинетическая энергия не должна зависеть от обобщенных коор­
динат, так чтобы соотношение (П3.19) можно было переписать в виде

д%
2 41 dqi

Теперь для среднего значения потенциальной энергии, приходящейся на i-ю сте­
пень свободы, т. е. для

/ 1  \

учитывая, что якобиан равен единице, по общему правилу находим

д% ( F - w n m
<£„ / > - И - q i —-----еdqi

iq i  . . .  dq3N dp\ . . .  dp3N

Интегрирование выполняется тем ж е способом, что и в предыдущем случае, 
и приводит к равенству

< Ч£п1 > =  кТ/2. (П3.20)

4. Переход к системе отсчета, связанной с центром масс 

По (76.2),

m
Pl =

Р2

(m : +  m 2) 

m 2

Pc +  Po.

(П4.1)

' Pc---Po ■

Поскольку
(mi +  mi) 

dQi dQ2=  | /  | d QcdQ0 ,

г д е /  — якобиан преобразования от pi, р2 к рс, ро, то необходимо вычислить 
якобиан. Имеем

] =

d p ix d p ix dPix <>P\t др \х др \х
дрсх дрсу dPcz дрох дроу д Рог

дР\у
дрсх

дР\у
дрсу

др2г др2г dp2z dP'iz dp2z др2г
дрсх дрсу дрсг дРох д Роу дрог

Соответствующие производные легко вычислить с помощью (П4.1). Отличны от 
нуля

d p ix  dpiy  d p iz m x д р 1х д р Ху д р и
_  _  _  Щ  

дрсх дрсу dpcz ГП\ +  т2

др2х дР2у др2г________т2
дрсг m t +  т2 '

дрох др 0у дрог 

дргх д р 2у др2г
др, др,'су дрох дроу дрог



mi 
mi +  m2

О

iO

Щ
mi +  m2 

О О

т2

О

Щ

mi +  m2 

О

О

т2

т х +  т2 

О — 1

О

щ  +  m2 

О

О

т2
mi +  m2

0

1 

О 

О

—  1 

О

Если прибавить четвертую строку к первой, пятую ко второй, а шестую к треть­
ей, то получится выписанный ниже детерминант, абсолютная величина которого, 
очевидно, равна единице:

J  =

1 0 0 0 0 0
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Бозе частицы (бозоны) 140, 157

Величина случайная 23
------- дискретная 23
------ - непрерывная 23
Вероятностей биномиальное распреде­

ление 21 
Вероятности плотность 24
-------, условие нормировки 30
Вероятность безусловная 18
— события 11, 51
— условная 18
Вина закон смещения 168
— формула ■— см. Формула Вина 
Время релаксации 196, 226, 229, 231

Газ идеальный, уравнение состояния
112

— реальный 108
------- , свободная энергия 111
■-------, уравнение состояния 123
— электронный 177 
 вырожденный 181
-------, критерий вырождения 182
-------, — невырожденности 181
-------невырожденный 179
Гиббса принцип — см. Принцип Гибб­

са
Градиент функции 193

Д ебая температура—см. Температура 
Д ебая 

Дисперсия 29, 240
— тока 252
-------, шум дробовой (Шоттки) 253,

256
— —, — тепловой (джонсоновский) 

253, 257
— числа частиц 42, 243.
Д лина Д ебая  88
— свободного пробега средняя 230

Закон Вольта 84
— Ома — см. Плотность тока
— смещения Вина 168
— Стефана — Больцмана 168

Излучательная способность 165
-------абсолютно черного тела 166
Излучения квантованные 133
------ , квантовые числа 136
Интеграл вероятности 41, 260
— состояний 96 
Испытание (определение) 11

Клапейрона — Менделеева уравнение
113

Коэффициент диффузии 204
— дрейфа 204
— подвижности 205

Майера соотношение 127 
Математическое ожидание 27 
Мезоны 157
Мера количества информации 38
— неожиданности 37
— неопределенности ситуации 39 
Метод самосогласованного поля 85

Омега-потенциал 150
■------бозонов 159
------ электронов .178
Омега-потенциала спектральная плот­

ность 163 
Опыт Перрена 79
— Штерна —см. Распределение Макс­

велла
— Дэвисона и Джермера 132
— Фабриканта, Сушкина, Бибирма- 

на 132

Плазма — см. Распределение Макс­
велла

Планка формула — см. Формула План­
ка

Плотность вероятности 24
— — импульса 44, 54 
 Максвелла 49
------ - Максвелла — Больцмана 94
— —, условие нормировки 30
— потока частиц 60, 62
— состояний 162, 178
— тока 65, 211
------ , закон Ома 21,1
Постоянная Авогадро 49, 80
— Больцмана 49, 78, 80
— нормировочная 47
— Стефана — Больцмана 168 
Потенциал химический 151, 155, 176,

183
Потенциальный ящик 73, 177 
Принцип детального равновесия 74
— неопределенности 197
— неразличимости 136, 139
— Паули 140, 174 
Прицельное расстояние 214 
Проводимость 211
—, зависимость температурная 227, 

228
Пуассона уравнение — см. Уравнение 

Пуассона



Работа выхода 64
Разность потенциалов контактная 82 
Распределение Бозе — Эйнштейна 160 
---------- для фотонов 161
— Гаусса (нормальное) 35, 36
— Гиббса 95, 96
■------ большое каноническое 149
---------------для фотонов 161
------ в квантовой статистике 140
-------для газа идеального одноатом­

ного 97
— Дрювестейна 239
— М аксвелла (по скоростям) 53
— —, экспериментальная проверка 

(опыт Штерна) 66
------ , — — (плазма) 67
— М аксвелла — Больцмана 100
— по энергии 55
— Пуассона 34
— Ферми — Дирака 176
Рэлея — Джинса формула — см. Фор­

мула Рэлея — Джинса

Сечение рассеяния эффективное 216
 —  дифференциальное 216
— — — полное 216 
Событие достоверное 13
— случайное 11
Событий несовместимых полная груп­

па 11
События случайного вероятность 11
— независимые 16
— несовместимые 13
— мера неожиданности 37
— равновозможные 14 
Среднее значение 27, 50
------ , правило определения 27
Стирлинга формула — см. Формула

Стирлинга

Температура Дебая 173 
Теорема Лиувилля 194 
Теплоемкость 126
— газов 126, 183
— молярная 126
— удельная 126
Термодинамики начало второе 120 
------  третье 146

Уравнение Больцмана кинетическое 
194, 196, 221

— Гиббса — Гельмгольца 116
— диффузии 201
------  для электронов 205
— Пуассона (самосогласованного по­

ля) 87, 211
— состояния 112, 115, 153, 156
— Клапейрона — М енделеева 113
— Эйнштейна 206 
Условие изотропности 44
— независимости движения 44
— нормировки 30, 47, 93, 141, 149

Фазовое пространство (ц-пространст- 
во) 93

------ полное (гамма-пространство) 95
Ферми частицы (фермионы) 140, 174 
Флуктуации 40, 104, 240
— объема 247
— температуры 248
— числа частиц 243
— энергии 248 
Фонон 157, 171
Формула барометрическая 78
— Вина 167
— Планка 166
— Ричардсона 66
— Рэлея — Дж инса 167
— Стирлинга 22 
Формулы Найквиста 259 
Фотон 130, 157, 161 
Фотона волновое число 131 
Функция распределения 60
------- квазиклассическая 199
------ Максвелла 60, 92, 209
—  ------и Больцмана 93
------- неравновесная 191
------- равновесная 93
------  электронов по скоростям 238

Шум дробовой — см. Дисперсия тока 
------ , мощность 256
— тепловой 253, 257 
 , мощность 258

Энергетическая светимость 168 
Энергия внутренняя 117, 152
— — свободная 116, 155
------ квантовой системы 141
Энтропия 117, 144, 154
—, принцип максимума 146 
—, статистический смысл 119



Курсы статистической физики для университетов

1. Терлецкий Я. П. Статистическая физика. 2-е изд. М., 1973.
2. Ансельм А. И. Основы статистической физики и термодинамики. М ., 1973.

Пособия д ля  пединститутов

3. Ноздрев В. Ф., Сенкевич А. А. Курс статистической физики. М ., 1969.
4. Радушкевич Л. В. Курс статистической физики. М., 1966.

Монографии

5. Л ан да у  Л. Д., Лифшиц Е. М. Статистическая физика. М ., 1976.
6. Френкель Я. И. Статистическая физика. М . — Л., 1948.
7. Керзон Хуанг. Статистическая механика. М., 1966.
8. Кубо Р. Статистическая механика. М., 1967.
9. Х ир  К. Статистическая механика, кинетическая теория и стохастические 

процессы. М., 1976.
10. Исихара А. Статистическая физика. М., 1973.
11. Чемпен С., Каулинг Т. Математическая теория неоднородных газов. 

М ., 1960.

Справочник

12. Бронштейн И. Н., Семендяев К. А. Справочник по математике для ин­
женеров и учащихся втузов. 10-е изд. М., 1964.
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