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ВВЕДЕН И Е

Атомная физика изучает строение 
и свойства атомов — наиболее мел
ких частиц любого химического эле
мента. Возникла атомная физика в кон
це XIX — начале XX веков, хотя 
понятие атома встречается уже у ан
тичных философов.

Д ля античной философии характерно 
то, что в нерасчлененном единстве за 
чаточных философских понятий и учений 
о природе усматриваются начала вы
делившихся впоследствии самостоя
тельных наук: философии, математики, 
физики, астрономии, биологии. Древне
греческие мыслители были одновременно 
и философами, и математиками, и физи
ками.

В античной философии практически 
одновременно высказываются взаимо
исключающие представления о беско
нечной делимости материи и об атомах. 
Сторонником первых был Анаксагор 
(500—428 гг. до н. э.), который считал, 
что в основе материи лежат «семена ве
щей» — бесконечно малые частицы, число 
«сортов» которых также бесконечно. По 
высказыванию Анаксагора, «во всем есть 
часть всего, и чего в вещи больше всего, 
тем каждая отдельная вещь наиболее 
кажется и казалась»*. Любые изменения 
в окружающем мире являются резуль
татом изменения соотношений «семян 
вещей», которые вечны и неизменны.

Иные взгляды развивались осново
положниками атомистического материа
лизма — древнегреческими философами 
Левкиппом (500—440 гг. до н. э.) и его 
учеником Демокритом (460—370 гг. 
до н. э.). В основе их учения лежит

* См.: Асмус В. Ф. Античная философ ия.— 
М.: Высш. ш к., 1976, с. 85.

представление о существовании недели
мых частиц вещества -— атомов, кото
рые «настолько малы, что недоступны 
восприятию нашими органами чувств». 
Согласно их учению, атомы абсолютно 
плотны и не заключают в себе пустоты, 
они отделены друг от друга в бесконеч
ной пустоте и различаются внешними 
формами, размерами, положением и по
рядком. Левкипп и Демокрит считали, 
что атомы носятся в пустом пространстве, 
сцепляются или расцепляются в зави
симости от свойств, «трясутся». Атомы 
образуют различные тела, объединяясь 
во временно устойчивые соединения, 
свойства которых, воспринимаемые чув
ственно, зависят от формы, положений 
и порядка атомов. «Лишь в общем мне
нии существует сладкое, в мнении горь
кое, в мнении теплое, в мнении холод
ное, в мнении цвет, в действительности 
же существуют только атомы и пусто
та» — утверждают древние атомисты 
(Демокрит)*.

Атомистический материализм Демо
крита получает свое развитие в сочине
ниях Эпикура (341—270 гг. до н. э.), 
который утверждал, что атомы разли
чаются не только по форме и величине, 
но и по массе. Эпикур допускает сущест
вование частей атома, не отождествляя 
тем самым понятий физической и мате
матической неделимости атома. Вопреки 
Демокриту, Эпикур отстаивал мысль, 
что в природе бесконечно только число 
атомов каждой «формы», число же 
«форм» — конечно.

Слабые стороны наивных, с современ
ной точки зрения, представлений древ-

*. См.: Асмус В. Ф. Античная философия.— 
М.: Высш. шк., 1976, с. 144.



негреческих атомистов послужили Ари
стотелю (384—322 гг. до н. э.) поводом 
для критики всей концепции ато
мизма.

В то время не было четко определен
ного понятия силы, тем более понятия 
о силах взаимодействия между атомами. 
Предположение атомистов об абсолют
ной неизменности атомов, по мнению 
Аристотеля, несовместимо с существо
ванием таких явлений, как деформация, 
сжимаемость, тепловое расширение тел 
и их взаимное влияние.

В последующие века — в эпоху сред
невековья и эпоху Возрождения — ос
новные положения атомистов не полу
чили заметного развития. На закате 
эпохи Возрождения представления об 
атомах, выработанные Левкиппом, Д е
мокритом и Эпикуром, пропагандиру
ются французским философом-материа- 
листом П. Гассенди (1592— 1655), дея
тельность которого оказала влияние на 
И. Ньютона (1643— 1727) и Р . Бойля 
(1627— 1691).

В работах Ньютона можно найти вы
сказывания, согласно которым материю 
следует считать весьма «пористой», т. е. 
состоящей из отдельных крупинок, по
груженных в пустое пространство.

Рассматривая природу взаимодействия 
частей твердых тел, И. Ньютон пишет, 
что «...некоторые изобрели атомы с 
крючками.... Я бы скорее заключил из 
сцепления частиц о том, что они притя
гивают одна другую некоторой силой, 
которая очень велика при непосредствен
ном соприкосновении...»*.

В это же время зарождаются два под
хода к объяснению тепловых явлений: 
в основе первого лежат представления о 
движении атомов, второго — понятие 
теплорода. Р . Бойль, впервые давший 
определение химического элемента, и 
его ассистент Р . Гук (1635— 1703) по
лагали, что теплота есть результат ме
ханического движения частиц вещества. 
Эту же точку зрения отстаивал Д . Бер
нулли (1700— 1782), полагавший также, 
что давление газа есть результат дейст
вия его молекул на стенки сосуда вслед
ствие соударений.

* Ньютон И .  О птика.— М.: Л ,: Госиздат, 
1927, с. 302,

Однако в дальнейшем широкое распро
странение, в основном благодаря рабо
там Д ж . Блэка (1728— 1799), получила 
теория теплорода. Против теории теп
лорода выступал известный русский уче
ный М. В. Ломоносов (1711— 1765). 
Своими работами он развил и углубил 
направление, намеченное Р . Бойлем, 
экспериментально доказал ошибочность 
мнения Бойля, признававшего существо
вание флогистона, вплотную подошел к 
открытию кислорода в воздухе. М. В. Ло
моносов полагал, что всем свойствам 
вещества можно дать исчерпывающее 
объяснение, введя понятие о неощути
мых частицах вещества — корпускулах, 
состоящих, в свою очередь, из атомов. 
Он пришел к выводу, что теплота обус
ловлена вращательными движениями 
частиц вещества. Эта гипотеза была 
в XIX в. использована в первоначаль
ных попытках построения кинетиче
ской теории газов (Г. Дэви, 1778— 1829; 
Д ж. Джоуль, 1818— 1889). ч

Окончательно опроверг теорию фло
гистона А. Лавуазье (1743— 1794), 
открывший кислород и подготовивший 
своими работами почву для внедрения 
атомизма в химию. А. Лавуазье и П. Л ап
лас (1749— 1827) относительно давления 
газа придерживались той же точки зре
ния, что и Д . Бернулли.

В дальнейшем, исходя из атомистиче
ских представлений, А. Авогадро (1776— 
1856) сформулировал один из основных 
законов идеальных газов — закон Аво
гадро, согласно которому в равных объ
емах различных газов при одинаковых 
температурах и давлениях содержится 
одинаковое число молекул. Закон Аво
гадро далеко не сразу был признан 
всеми физиками и химиками, но ато
мистические представления продолжали 
развиваться и совершенствоваться бла
годаря работам наиболее выдающихся 
из них. Развитие атомистических пред
ставлений происходит одновременно с 
развитием кинетической теории газов. 
Дж. Максвелл (1831— 1879) вводит по
нятие вероятности физического явления, 
средней длины свободного пробега моле
кулы, находит распределение молекул 
по скоростям. Р . Клаузиус (1822— 1888) 
развивает статистическую теорию газов, 
вводит понятие энтропии. Л . Больцман



(1844— 1906) обобщает максвеллов закон 
распределения молекул по скоростям, 
распространяя его на газы, находящие
ся в силовом поле, выводит основное 
кинетическое уравнение газов, дает ста
тистическое обоснование второму нача
лу термодинамики.

Сторонники атомизма добились ог
ромных успехов. Тем не менее среди 
ученых того времени были и противники 
атомизма. Противоборство этих взгля
дов, начиная с времен Анаксагора и Лев
киппа, теснейшим образом связано с 
борьбой мировоззрений — материализма 
и идеализма. На протяжении всего пе
риода развития атомизма его сторонни
ки стояли на позициях материализма, 
а противники — на позициях идеализма. 
В частности, Анаксагор считал, что дви
жением миров управляет «ум», против
ник атомизма Р . Декарт (1596— 1650) 
развивал идеалистические взгляды. Он 
известен не только как выдающийся мате
матик, но и как философ-дуалист, родо
начальник картезианства. Противники 
Л . Больцмана Э. Мах (1838— 1916) и 
В. Оствальд (1853— 1932) отрицали 
реальное существование атомов и моле
кул, выступали как сторонники энер
гетизма — идеалистического направле
ния в философии. В. Оствальда, автора 
«энергетической» теории, В. И. Ленин 
оценивал как «... очень крупного хи
мика и очень путаного философа».*

Огромную роль в развитии атомисти
ческих представлений сыграл открытый 
Д . И. Менделеевым (1834— 1907) перио
дический закон химических элементов 
(1869). На основании этого закона 
Д . И. Менделеев построил периодиче
скую систему элементов, названную его 
именем, предсказал существование но
вых, неизвестных ранее химических эле
ментов, указав с высокой точностью их 
физические и химические свойства.

Все предсказания Д . И. Менделеева 
блестяще подтвердились. Периодиче
ская система элементов Менделеева быст
ро завоевала всеобщее признание не 
только среди химиков, но и среди физи
ков. Трудно переоценить значение перио

* Ленин В. И .  П оли. собр. соч ., т. 18, 
с . 173.

дической системы элементов. Она позво
лила химикам быстрее и правильнее 
ориентироваться как в свойствах хими
ческих элементов, так и в свойствах без
брежного моря неорганических и орга
нических соединений, а физикам — 
вскрыть глубинные причины периодиче
ских свойств атомов и радикальным 
образом углубить атомистические пред
ставления.

Открытие Д . И. Менделеева явилось 
основой для широких обобщений не 
только в физике и химии, но и в филосо
фии. До Д . И. Менделеева химики и фи
зики рассматривали химические эле
менты изолированно, вне всякой связи 
между ними. Открытый Д . И. Менде
леевым периодический закон и создан
ная им периодическая система дали 
возможность рассматривать всю сово
купность элементов как единое целое, 
анализировать связи между отдельными 
элементами, оценивать с научной точки 
зрения возможность их взаимного пре
вращения. Периодический закон пред
ставляет собой один из важных частных 
случаев более общих закономерностей, 
установленных диалектическим материа
лизмом.

Характерно, что все последующие от
крытия в атомной физике не только не 
пошатнули открытия Д . И. Менделеева, 
но, напротив, углубили понимание пе
риодического закона и еще полнее обос
новали его.

Параллельно с развитием атомистиче
ских представлений и вначале, каза
лось бы, совершенно независимо от них 
развивалось учение об электрических 
и магнитных явлениях.

На прочную теоретическую основу 
учение об электромагнитных явлениях 
было поставлено Д ж . Максвеллом, ма
тематически обобщившим эксперимен
тальный материал, полученный М. Фа
радеем (1791— 1867). Эксперименталь
ная проверка уравнений Максвелла была 
проведена Г. Герцем (1857— 1894). Он 
же придал уравнениям Максвелла со
временный вид. Благодаря работам Д ж . 
Максвелла и Г. Герца выяснилось, что 
свет, представляя собой электромагнит
ные волны с малой длиной волны, дол
жен оказывать давление на поверхность 
твердых тел и даже на отдельные атомы.



Экспериментально это было доказано 
опытами П. Н. Лебедева (1866— 1912) 
для твердых тел в 1901 г. и для газов— 
в 1909 г. Тем самым экспериментально 
было доказано, что световые волны об
ладают импульсом и, следовательно, 
массой.

Постепенно идеи атомизма проника
ют в область электромагнитных явлений. 
В неявном виде они содержатся уже 
в законах электролиза, открытых 
М. Фарадеем, а после открытия Дж. 
Д ж . Томсоном (1856— 1940) электрона 
(«атома электричества») и измерения 
Р . Милликеном (1868— 1953) его заряда, 
получают серьезное экспериментальное 
обоснование.

С этого времени представления об 
атомах и об электроне развиваются па
раллельно. Появляется первая модель 
атома, предложенная Д ж . Д ж . Томсо
ном, в которой точечный электрон 
считается упруго связанным с положе
нием равновесия внутри положительно 
заряженной сферы, имеющей размеры 
атома (модель «пудинга с изюмом»). 
Несмотря на несовершенства этой мо
дели, она позволила Г. А. Лоренцу 
(1853— 1928) создать теорию многих яв
лений, хорошо согласующуюся с экспе
риментом. Г. А. Лоренц рассматривает 
взаимодействие электромагнитного излу
чения с веществом, электродинамику 
движущихся сред и своими работами 
подготавливает почву для теории от
носительности А. Эйнштейна (1879— 
1955).

Появление любой модели атома явля
ется свидетельством того, что атом уже 
не рассматривается как неделимая ча
стица. Можно сказать, что атом рассмат
ривается как физически делимая части
ца, оставаясь по-прежнему «химиче
ски» неделимой частицей, т. е. наибо
лее мелкой частицей химического эле
мента.

Естественно, что свойства атома бу
дут в значительной степени зависеть от 
свойств составляющих частей, в част
ности, от свойств электрона. На рубеже 
X IX  и XX веков было обнаружено, что 
вся масса электрона может считаться 
электромагнитной.

Осознание этого факта привело к кри
зису в физике. Появились высказывания

такого типа: «Атом дематериализуется, 
материя исчезает».

В. И. Лениным были вскрыты причины 
растерянности, охватившей ряд физи
ков и филоссфов. В своей книге «Материа
лизм и эмпириокритицизм» В. И. Ленин 
в связи с этим пишет: ««Сущность» ве
щей или «субстанция» тоже относи
тельны; они выражают только углубле
ние человеческого познания объектов, 
и если вчера это углубление не шло даль
ше атома, сегодня — дальше электро
на и эфира, то диалектический материа
лизм настаивает на временном, относи
тельном, приблизительном характере 
всех этих вех познания природы прогрес
сирующей наукой человека. Электрон 
так же неисчерпаем, как и атом, при
рода бесконечна, но она бесконечно су
ществует, и вот это-то единственно кате
горическое, единственно безусловное 
признание ее существования вне созна
ния и ощущения человека и отличает 
диалектический материализм от ре
лятивистского агностицизма и иде
ализма».*

Научные открытия XX века полно
стью подтвердили идеи В. И. Ленина. 
Сейчас известно большое количество 
элементарных частиц, свойства которых 
радикальным образом отличаются от 
свойств частиц, известных ньютоновской 
механике.

Как и предсказывал В. И. Ленин, 
физика не остановилась на рубеже 
«электрона и эфира». Представления 
как об электроне, так и об атоме 
продолжали видоизменяться и углуб
ляться.

На смену модели атома Д ж . Д ж . Том
сона пришла планетарная модель ато
ма. Она завоевала широкое признание 
после того, как Э. Резерфордом (1871— 
1937) было показано, что практически 
вся масса атома сосредоточена в его 
ядре, занимающем лишь незначительную 
часть объема атом а .

Математический анализ планетарной 
модели атома вскрыл в ней существен
ные противоречия. Движение электро
на по орбите вокруг ядра должно сопро
вождаться испусканием электромагнит

* Л енин В. И.  Поли. собр. соч ., т. 18, 
с. 277— 278.



ных волн, неизбежными потерями энер
гии электроном и, в конечном счете, его 
падением на ядро. Устойчивость реаль
ных атомов не могла быть объяснена с 
помощью планетарной модели.

Физикам удалось с помощью искус
ственных постулатов «вдохнуть жизнь» 
в планетарную модель атома и получить 
с ее помощью целый ряд важных физи
ческих результатов. Речь идет о модели 
атома Н. Бора (1885— 1962), развитой
А. Зоммерфельдом (1868— 1951). Д ва по
стулата Н. Бора — квантование уровней 
энергии и испускание квантов света при 
переходе с верхнего уровня на нижний — 
представляли, по существу, приложение 
принципов квантования к атому водо
рода. Квантование уровней энергии 
впервые было введено М. Планком 
(1858— 1947) в 1900 г., а квантование 
электромагнитного излучения— А. Эй
нштейном в 1905 г. Причины квантова
ния уровней энергии оставались долгое 
время необъяснимыми. Положение су
щественно изменилось после того, как 
Луи де Бройль (р. 1892) в 1924 г. вы
сказал гипотезу о волновых свойствах 
электрона (и других частиц), а Э. Шре
дингер (1887— 1961) на основе этой ги
потезы развил (1926)волновую механику 
и предложил уравнение, носящее его 
имя.

Волновая механика, в основе которой

Ш И Т  у р а ш и  Ш р м н м р а ,  {могла
объяснить явления микромира, не
объяснимые с позиций классической 
физики. Параллельно с волновой ме
ханикой В. Гейзенбергом (1901— 
1976) развивалась квантовая механика 
в матричной форме. Эквивалентность 
обеих форм была доказана Шредин- 
гером.

Квантовая механика углубила и раз
вила представления об атомах до уровня, 
близкого к современному.

Дальнейшее развитие атомистических 
представлений происходит в результате 
релятивистского обобщения волнового 
уравнения, что было сделано П. Дираком 
(р. 1902 г.) в 1928 г. Теория Д ира
ка предсказала существование «положи
тельного электрона»

111 III
экспериментально 
1905 г.).

ол
К.'

позитрона, 
f

ко-

Обнаружен 
Андерсоном (р.

Экспериментальная проверка выво
дов, полученных теорией Дирака для 
атома водорода, обнаружила незначи
тельное расхождение теории и экспери
мента.

Речь идет о лэмбовском сдвиге уров
ней атома водорода, измеренном в 
1947 г. У. Лэмбом и Р . Ризерфордом.

Объяснение лэмбовского сдвига было 
дано Г. Бете (р. 1906 г.) в 1947 г. Оно 
привело как к углублению атомистиче
ских представлений, так и к видоизме
нению и углублению представлений о 
вакууме.

Параллельное развитием теории атома 
развиваются представления о частицах, 
составляющих атом. Полнее и глубже 
исследуются свойства электрона, нейт
рона, протона. Открываются новые эле
ментарные частицы, синтезируются ато
мы, которые не встречаются среди 
элементов естественного происхождения, 
исследуются их свойства.

Существенный вклад в развитие ато
мистических представлений внесен со
ветскими учеными Д . И. Блохинцевым, 
Л . Д . Ландау, Д . Д . Иваненко, А. А. Со
коловым, В. А. Фоком, Я. И. Френ
келем и др.

Успехи современной науки в изучении 
и объяснении свойств и структуры ато
мов грандиозны. Об этом свидетельствуют 
атомные электростанции, лазеры, уско

рители элементарных частиц и многие 
другие технические достижения, ко
торые отражают глубину проникнове
ния человеческого разума в тайны при
роды.

Вместе с тем, чем крупнее достижения 
науки, тем более сложные вопросы воз
никают перед учеными и тем большие 
усилия требуются для их разреш ения. 
Это общее положение в полной мере при
менимо к атомной физике. Данная об
ласть физики продолжает стремитель
но развиваться. В частности, в свя
зи с открытием лазеров интенсивно 
исследуются нелинейные процессы, ко
оперативные когерентные явления и 
Т . д.

Несомненно, что дальнейшее развитие 
представлений об атомах тесно связано

с изучением строения и свойств элемен
тарных частиц. В этой области ведутся 
обширные исследования. В настоящее
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время она представляет собой самостоя
тельный раздел физики — ядерную фи
зику, проблемы которой нами, практиче
ски, затрагиваться не будут.

Таким образом, развитие физики при
вело к формированию в ней раздела 
атомной физики, изучавшей атом в це
лом. Развитие атомной физики привело, 
в свою очередь, к формированию ядер

ной физики и физики элементарных ча
стиц. В целом подобный процесс свиде
тельствует о все возрастающем совер
шенствовании наших знаний, но с дру
гой стороны также и о том, что по мере 
углубления знаний о свойствах матери
альных объектов возрастает количество 
и сложность проблем, требующих ре
шения.



1
ИЗЛУЧЕНИЕ 

ЧЕРНОГО ТЕЛА. 
КВАНТЫ 

СВЕТА

Исследование закономерностей излуче
ния черного тела сыграло особую роль в 
истории развития представлений о строе
нии вещества. В процессе исследований 
ученые столкнулись с существенными 
трудностями. На основании представ
лений, сложившихся у физиков к кон
цу XIX в., не удавалось получить фор
мулу, правильно описывающую рас
пределение спектральной плотности из
лучения. В частности, Д ж . Рэлеем и 
Д ж . Джинсом на основании строгого 
и последовательного применения пред
ставлений классической физики была 
предложена формула, получившая на
звание формулы Рэлея — Джинса. Эта 
формула правильно описывала распре
деление спектральной плотности р, в 
излучении черного тела в области малых 
частот. Однако для высоких оптических 
частот — видимой и ультрафиолетовой 
областей — эта формула давала значе
ния pv, во много раз превышающие экс
периментально наблюдаемые. Возник
шие затруднения представлялись на
столько серьезными, что сложившаяся 
ситуация получила название «ультрафио
летовой катастрофы».

Выход был найден М. Планком, пред
ложившим в 1900 г. формулу, правиль
но описывающую распределение спект
ральной плотности в спектре излучения 
черного тела. Теоретическое обоснова
ние формулы Планка  потребовало корен
ного изменения представлений о свойст
вах вещества и излучения. Этим было 
положено начало ломки существовавших 
представлений классической физики и 
развития современной квантовой тео
рии.

§ 1.1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ  

В ИЗЛУЧЕНИИ ЧЕРНОГО ТЕЛА

Рассмотрим замкнутую полость, ог
раниченную черными стенками, имею
щими температуру Т.  В такой полости 
со временем установится равновесие меж
ду электромагнитным излучением, со
держащимся в полести, и черными стен
ками, т. е. при неизменной температуре 
стенок энергия электромагнитного из
лучения, приходящаяся на единицу 
объема полости, будет также постоян
ной.

Формула, правильно описывающая 
распределение по частотам спектраль
ной плотности pv излучения черного те
ла, была предложена Планком:

Pv ---
8 n /iv3

phvJkT (1. 1)

где h, k — постоянные Планка и Больц
мана, Т  — температура черного тела. Ис
пользуя (1-1), вычислим энергию d W % 
в единице объема, приходящуюся на ин
тервал частот от v до v - f  dv,

d W vv =  pvdv. (1.2)

Энергия dW?, испускаемая в телесный 
угол 2л  за единицу времени в спектраль
ном интервале v - h v - j - d v  с единицы 
площади черной стенки, имеющей тем
пературу Т ,  определяется по формуле

dW ? =  4- pvdv =  evdv,  (1.3)

где
ev

2 n h \ 3
С2 ghv/Ar _  j ’ (1.4)



w

м

‘ ы

\ hi

hi

Рис. 1.1

Соотношение ev =  - j  pv получим, ис
ходя из следующих соображений. При 
равномерном распределении по направ
лениям потоков излучения в полном те
лесном угле 4я на телесный угол dQ 
будет приходиться плотность излучения

dQ Г1
pv ^ . Через единичную площадку, нор
маль к которой образует угол 9 с на
правлением потока, заданным полярным 
углом 0 и азимутальным <р, за единицу

dQ Лвремени пройдет поток cpv — cos0, где
с — скорость света. Учитывая, что dQ =  
=  sin0d0dcp, полный поток через еди
ничную площадку в пределах телесного 
угла 2л определим из выражения

2л я/2

ev =  ^ j  j cos0sin0d0dq> pv. 
о о

До появления формулы Планка (1.1,
1.4) были предложены формулы Рэлея— 
Джинса и Вина. Первая правильно опи
сывала частотную зависимость pv в об
ласти малых частот, а вторая — в области 
больших частот. Эти формулы легко мо
жем получить из формулы Планка. Для 
области малых частот полагаем h v/kT  с  
<§; 1, и тогда ехр h v /kT  «  1 -f  hy/kT .  
Подставив значение экспоненты в (1.1), 
получим формулу Рэлея — Джинса

8nhvs kT ,, .. , с
P v  =  - ^ 5- S v  (hy/kT <  О -  О - 5 )

Для области больших частот, когда hv/ 
kT ^>  1, имеем ehv/kT >  1. Пренебрегая 
единицей в знаменателе (1.1), получим 
формулу Вина

Pv =  8j^ e - h* kT (hv/kT ^  1). (1.6)

Первоначально формула (1.1) была 
предложена Планком в результате «сши
вания» формул Вина и Рэлея—Джинса. 
Многочисленные экспериментальные про
верки показали, что формула (1.1) пол
ностью согласуется с экспериментом. Это 
обстоятельство побудило многих исследо
вателей заняться поисками строгого обо
снования формулы Планка. В этом Планк 
вновь добился успеха. Ему впервые уда
лось дать строгий вывод формулы (1.1). 
Однако Планку пришлось допустить, что 
элементарные излучатели электромаг
нитных волн, осцилляторы, ведут себя 
несколько необычно, если исходить из 
представлений классической физики. Со
гласно последним, осциллятор в про
цессе испускания электромагнитного из
лучения должен постепенно терять свой 
запас энергии. Такие представления 
приводили неизменно к формуле Рэлея— 
Джинса, которая в области больших ча
стот не согласуется с экспериментом. 
Планк показал (1900 г.), что согласия 
с экспериментом можно добиться, если 
предположить, что осцилляторы теряют 
свою энергию порциями hv. Это положе
ние иллюстрирует рис. 1.1. Вначале ос
циллятор имеет запас энергии, напри
мер W 3. Затем он теряет порцию энер
гии hv, и запас его энергии уменьшается 
до значения W 2- Затем этот процесс мо
жет повториться. Таким образом, со
гласно представлениям Планка, вводятся 
некоторые дискретные энергетические 
состояния осциллятора W0, Wlt W 2, 
W 3, ..., которые разделены энергетиче
скими интервалами hv. Существование 
у осциллятора некоторых дискретных 
энергетических состояний — уровней 
энергии — принято называть квантова
нием энергии осциллятора.

§ 1.2. ВЫВОД ФОРМУЛЫ  П Л АН КА

Формула Планка может быть получе
на, если учесть два фактора: свойства 
электромагнитного излучения и распре
деление введенных Планком осциллято
ров по уровням энергии.

Исходя из второго начала термодина
мики, Г. Кирхгоф показал, что свойства 
равновесного излучения не зависят от 
свойств стенок полости, в которой содер
жится излучение, и от размеров полос



ти, если они значительно превышают 
длину волн излучения.

Удобно выбрать замкнутую полость 
в виде куба с идеально отражающими 
стенками и ребром L, Я. Такую по
лость принято называть закрытым рс~ 
зонатором. При необходимости L  зада
ют достаточно большим. Кроме того, 
этими полостями может быть запол
нено все пространство. Считаем, что на
чало координат совпадает с одной из вер
шин прямоугольного параллелепипеда, 
рис. 1.2. Поскольку стенки резонатора 
являются идеально отражающими, т. е. 
имеют идеальную проводимость, то ком
поненты вектора Е,  параллельные гра
ням куба, равны нулю на гранях резо
натора (из-за идеальной проводимости 
стенок разность потенциалов между лю
быми точками стенок равна нулю, сле
довательно, напряженность тоже равна 
нулю).

Граничные условия для компонент 

вектора Е имеют вид

Е х — ^  при У =  О, L.,, г =  О, L3,
£  =  0 при л: =  О, L u  2 = 0 ,  L 3, (1-7) 
E z =  0 при х =  0, L u у  =  0, L 2.

Электромагнитные волны, которые на 
ходятся в резонаторе, удовлетворяют 
волновому уравнению

где А — оператор Лапласа, и граничным 
условиям (1.7).

Решения уравнения (1.8) при услови
ях (1.7) имеют вид

Е х =  E 0xcos (kxx) sin (kzy) sin (k3z) е~ ш , 
E ,  =  E 0y sin (kxx) cos (k.2y) sin (k3z) e~ш , 
Е г = Е 0г sin (kxx) sin (k2y) cos {k3z) e~iat,

(1-9)

где
=  cH kl +  kl +  k 23), (1.10) 

=  tixzi/L,Xy k3 — t%33i;L.3y
(1.11)

nu пг, n3 =  0, 1, 2, 3, . . .  (1-12)

Решения (1.9) справедливы как при Lx =  
=  L 2 =  L 3 =  L, таки  при L x Ф 1 2Ф Ь 3.

Рис. 1.2

Пусть «х =  0, /га =  1, п3 ~> 1, тогда 
из (1.9) получим E v =  Е г =  0 и

=  Ti Е ох s in ( ц у )  —
_ е-1Ш+кгг)}ш (1.13)

Выражение (1.13) представляет две 
встречные волны, распространяющиеся 
вдоль оси z, которые, складываясь, обра
зуют стоячую волну. Поскольку п 3
>  п 2, то на основании (1.10) можно по
ложить со я* ck3, откуда следует

п 3 =  2 L 3/h, (1-14)

т. е. на отрезке L 3 укладывается целое 
число полуволн. Это позволяет огра
ничиться в (1.12) только положитель
ными значениями пъ п 2, п 3. Из (1.13) 
видно, что отрицательные значения в 
(1.12) не дают новых решений. Электро
магнитные волны в резонаторе могут 
иметь лишь определенные частоты, кото
рые называются собственными, или резо
нансными частотами. Они образуют ди
скретный спектр собственных частот. В 
общем случае в резонаторе существует 
сложная система стоячих волн с различ
ными частотами и поляризацией.

Каждому набору чисел п х, п 2, п 3 со
ответствует в резонаторе вполне опре
деленное (по частоте и поляризации) 
колебание электромагнитного поля, ко
торое называется модой резонатора. 
Каждой моде соответствуют две встреч
ных электромагнитных волны. Решения
(1.9) исчерпывают все возможные поля
ризации волн.

Число мод в частотном интервале от 
v до v +  dv  зависит от размеров и формы 
резонатора, однако при L  Я зависи
мостью от формы можно пренебречь. 
Определим число мод dN  в объеме L3



в интервале от v до v +  dv. Обозначим 
k 2 =  k \  +  k \  +  k\, п2 = n\ +  n l +  л |.  
Учитывая (1.10) и (1.11) и считая Lx=  
=  L 2 =  L 3 =  L, получим

v =  cn/2L. (1-15)

Интервалу v v  -f- dv соответствует, 
с точностью до множителя C/2L,  интер
вал п  -f- п  -f- dn. Искомое число мод dN  
равно числу различных наборов чисел 
«j, п 2, п3, попадающих в интервал тг-=-и+ 
+  dn. Оно равно одной восьмой объема 
сферического слоя толщиной dn  в трех
мерном пространстве чисел п г. п.2, п3. 
Таким образом,

d N  =  ~  АппЧ п  =  -^ 3V dv.  (1.16)

В соотношении (1.16) множитель 1/8 
взят в связи с тем, что П{ ^  0, т. е. 
определяемый объем dN  соответствует 
сферическому слою dn радиуса п  в пер
вом квадранте прямоугольной системы 
координат с ортогональными осями лх, 
« 2. я 3.

Если учесть, что в общем случае каж 
дому набору чисел nlt п 2, п 3 соответст
вуют три соотношения (1.9), то следо
вало бы правую часть выражения (1.16) 
домножить на три. Однако для электро
магнитного поля должно выполняться
условие div Е  =  0. Применяя его к ре
шению (1.9), получим E 0xk 1 +  E 0yk 2 +  
+  E 0zk 3 =  0. Отсюда следует, что из 
трех величин Е 0х, Е 0у, Еог независимы 
только две. Поэтому домножим правую 
часть выражения (1.16) на два и полу
чим спектральную плотность состояний 
электромагнитного поля в единице объ
ема резонатора

_  2 \ dN _  8itv2 .

Спектральная плотность энергии pv элек
тромагнитного поля в единице ’ объема 
резонатора

Pv =  ®v Pv> (1-18)

где £v — энергия, соответствующая 
энергии электромагнитной волны с час
тотой V .

Рассмотрим равновесный процесс об
мена энергией между электромагнитным 
полем и черными стенками резонатора.

Падающая на черную стенку'волна пол
ностью поглощается осциллятором План
ка, и такая же энергия излучается со
седним осциллятором. Поэтому средняя 
энергия осцилляторов Планка с часто
той v равна энергии падающей вол
ны с частотой v, т. е. средняя энергия 
осцилляторов Планка равна Ev.

Определим среднюю энергию осцил
ляторов Планка. Запас энергии осцил
лятора равен nhv, где п  — номер воз
бужденного энергетического уровня. Ни
жайшему энергетическому уровню со
ответствует начало отсчета, и для него 
п — 0. Учитывая, что распределение ос
цилляторов по уровням энергии явля
ется больцмановским, среднюю энергию 
осциллятора найдем из выражения

^  n h ve ~ ntlv/kT

у  e~nhv/kT
п= 0

Введем для удобства обозначение а =
_кч

— е кт. Тогда для знаменателя в (1.19) 
получим
00
2  + Я + Я 2 +  Я * + . . . = { \  — q)~l .п~  О

(1.20)
Числитель выражения (1.19) запишем 
в виде

ОО
£  nhvqn =  qhv(  1 + 2 q  +  3q2 +  4q3 +

n=0
+  5 q4 +  ...). (1.21)

Чтобы вычислить сумму правой части
(1.21), представим ее в следующем виде:

1 +  q +  <?2+  q3+  ql + . . ■ =  (1 — <?r
+ ~b

q +  q2-f  qs+  q*+ . . . =  q { \ — q)~
+

V*+ <?*+ qA~jr.. • =  qV —  q)~
+ +

<?3+  <?4+  • • • =  <?3(i — я)~1

1+2<7+3<72+4(72+5</4+  . . .  =  (1 — q)~2.
( 1.22)



Учитывая (1.19— 1.22), имеем
hv

ev =  hvq (1 — q) 1 =  мч/ к т ~ \ '

(1.23)

Таким образом, подставляя в (1.18) зна
чение pv из (1.17) и (ev> из (1.23), по
лучим формулу Планка

Pv =
8 j t /i v 3 I (1.24)

§ 1.3. КВАНТЫ СВЕТА.
Э Ф Ф ЕКТ КО М П ТО НА

Первоначально Планк считал, что 
квантование не распространяется на из
лучение, хотя осциллятор теряет энер
гию порциями hv  и эти порции испус
каются в виде электромагнитного излу
чения. Идея квантования излучения 
впервые была высказана А. Эйнштейном. 
Рассматривая черное тело, находящееся 
в равновесии с излучением (равновес
ным излучением черного тела), Эйн
штейн пришел к выводу, что утраченная 
одним осциллятором энергия hv должна 
переходить в энергию электромагнит
ного поля в виде порции энергии hv. 
При обратном процессе — передаче энер
гии от поля черному тел у — эти порции 
энергии, кванты света, или фотоны, 
будут поглощаться осцилляторами. У ка
занная детализация процесса динами
ческого равновесия между излучением 
и черным телом есть частный случай 
принципа детального равновесия. Этот 
принцип в общем заключается в поло
жении, согласно которому в любом рав
новесном процессе равновесие должно 
обеспечиваться характером элементар
ных физических актов, за счет которых 
достигается равновесие.

Представления о фотонах, или кван
тах света, оказались плодотворными. 
Они позволили, в частности, объяснить 
основную закономерность фотоэффек
та, заключающуюся в том, что энергия 
фотоэлектронов зависит от частоты све
та, а не от его интенсивности. С позиций 
световых квантов световой поток следует 
представлять как поток фотонов. Коли
чество фотонов в световом потоке опре
деляет его интенсивность, а энергия

каждого кванта света равна hv. При по
глощении кванта света его энергия рас
ходуется на преодоление работы выхода 
eU  электрона из металла и на сообще
ние электрону кинетической энергии 
mv2/2. Закон сохранения энергии для 
такого процесса принимает вид уравне
ния

hv — eU +  my2/2, (1.25)

которое называется уравнением Эйн
штейна для фотоэффекта. Это урав
нение полностью подтвердилось в эк
спериментальных исследованиях. Коли
чество фотоэлектронов определяется чис
лом фотонов, т. е. интенсивностью свето
вого потока. Таким образом, идея Эйн
штейна о существовании квантов света 
получила экспериментальное обоснова
ние.

1.3.1. Эф ф ект Комптона

Рассеяние у-квантов электромагнит
ного излучения электронами называется 
эффектом Комптона. Этот эффект — 
весьма наглядная иллюстрация кванто
вых (корпускулярных) свойств электро
магнитного излучения, ■у-кванты имеют 
большую энергию, т. е. им соответст
вует высокая частота и, следовательно, 
малая длина волны. Поэтому на перед
ний план выдвигаются не волновые, а 
корпускулярные свойства излучения. В 
связи с этим процесс рассеяния 7 -кван
тов электронами рассматривается как 
результат соударения двух частиц. Ос
новные закономерности этого явления 
могут быть понятны, если рассматривать 
рассеяние квантов света на электронах 
как процесс соударения фотона и элек
трона. Комптон впервые назвал кванты
света фотонами.

Рассмотрим соударение фотона с энер
гией hv, распространяющегося вдоль 
оси х (рис. 1.3) и электрона, покояще
гося в начале системы координат. Пос
ле соударения фотон hv теряет часть 
энергии и с энергией /ive распространя
ется в направлении, указанном на ри
сунке.

Электрон, называемый электроном от
дачи, приобретает энергию mv2/2 и дви
жется в направлении, образующем угол
Y с осью х.



Воспользуемся законами сохранения 
энергии и импульса. На основании пер
вого запишем:

hv =  five +  m v2/2. (1-26)

Приравнивая х- и «/-компоненты им
пульса системы фотон +  электрон до 
и после соударения, получим

/IV ^ 6  I— =  —"cos 0 -f-m v c o sy ,  (1.27) 

/tv6
О = — sin 0 4 - mu sin у. .(1.28)

Исключая угол у  из соотношений (1.27) 
и (1.28), имеем

2 2 „ h2v2
-  2 — 6 cos 0 4- ~  .(1.29)

Введя обозначение Av =  ve — v из (1.26), 
найдем

Av =  — m v2/2h. (1.30)

Полагая, что Av <̂  v, т. e. v »  ve, на 
основании (1.29) запишем

m 2v2 =  2 ^ — j (1 — cos0). (1.31) 

Учитывая (1.30) и (1.31), получим
li/И 2

Av =  —  — Л 1 —  COS0). (1 .32)

Теперь воспользуемся соотношением v =
=  с/Х, из которого следует

Av =  — сАХ/Х2, (1.33)

и с учетом (1.33) перепишем соотноше
ние (1.32) в виде

M  =  ^ ( 1 - cos0 )- (1.34)

Из соотношения (1.34) следует, что 
АХ не зависит от энергии фотона hv

и определяется лишь углом рассеяния. 
Относительное изменение длины волны 
рассеянных фотонов АХ/Х будет тем 
больше, чем меньше X, т. е. чем больше 
энергия фотонов. Множитель hlmc в 
соотношении (1.34) имеет размерность 
длины и называется комптоновской дли
ной волны. Ее величина зависит от мас
сы частиц, на которых рассеиваются 
фотоны. Д ля электронов комптоновская 
длина волны составляет всего 0,0024 нм. 
В связи с этим относительное изменение 
длины волны фотонов за счет эффекта 
Комптона становится заметным для фо
тонов с длиной волны порядка компто
новской, т. е. для рентгеновского и 
7-излучения (источником у_излучения 
являются v-активные ядра атомов). Более 
подробное изложение эффекта Комптона 
будет дано в гл. 8.

Отметим, что соотношение (1.34) спра
ведливо и тогда, когда становятся замет
ными изменения массы т  в зависимости 
от скорости частицы, т. е. в релятивист
ских случаях.

Рассмотренные закономерности эф
фекта Комптона показывают, что элект
ромагнитное излучение обладает кор
пускулярными свойствами. Ранее этот 
вывод был сделан на основании анализа 
законов фотоэффекта и закономерностей 
в излучении черного тела. Таким обра
зом, существует группа эффектов, под
тверждающих корпускулярные свой
ства электромагнитного излучения. Кро
ме того, существует большая группа 
явлений — интерференция и дифракция, 
которые указывают на волновую приро
ду электромагнитного излучения. Это 
говорит о том, что представления об 
электромагнитном излучении, базирую
щиеся только на одной из групп явле
ний, не являются исчерпывающими. Ко
нечно, часто в конкретной ситуации до
статочно бывает учесть лишь одну из 
двух указанных особенностей электро
магнитного излучения, т. е. в одних слу
чаях пренебрегать корпускулярными 
свойствами излучения и учитывать лишь 
волновые, а в других — наоборот. Такой 
подход свидетельствует лишь о том, что 
в заданной экспериментальной ситуа
ции с большей или меньшей отчетли
востью может проявиться какая-либо 
одна сторона, одно из качеств излуче



ния. Примером, не претендующим, од
нако, на глубокую физическую анало
гию, может быть следующий.

Ударные волны от взрывов действуют 
на оконные стекла подобно ударам твер
дым предметом. В то же время распро
странение каждой из ударных волн 
есть волновой процесс.

В связи с тем, что в одних эксперимен
тах проявляются корпускулярные, в 
других — волновые свойства электро
магнитного излучения, в следующем 
параграфе рассмотрим опыты по интер
ференции света и их объяснение с пози
ций световых квантов.

§ 1.4. КВАНТЫ СВЕТА 
И ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ ВОЛН

Рассмотрим опыт Юнга по интерфе
ренции световых волн. Схема опыта 
приведена на рис. 1.4. От точечного ис
точника S волна падает на непрозрач
ный экран с двумя одинаковыми отвер
стиями 1 и 2, которые в соответствии 
с принципом Гюйгенса рассматриваем 
как два когерентных источника 1 и 2. 
На экране 3 получаем интерференцион
ную картину из чередующихся светлых 
и темных полос. Распределение интен
сивности приведено на рис. 1.5. В точку 
экрана Хх волны приходят в фазе, а в точ
ку х 2 — в противофазе. В соответствии 
с этим амплитуды и Л 2 световых 
волн от когерентных источников 1 и 2 
(рис. 1.4), складываясь в точке хг, да
дут результирующую волну удвоенной 
амплитуды, если А г =  А 2. Энергия W 
падающей в точку х х от двух источников 
световой волны будет равна (Л, +  Л 2)2 
и при А х =  А г будет в 4 раза больше,

чем энергия волны, падающей в точку 
хг от источника 1 при закрытом источ
нике 2. В точку х 2 волны приходят в 
противофазе. В результате при тех же 
условиях (Лх =  А 2) получаем нулевую 
энергию.

Аналогичное объяснение дается обыч
но и в случае просветления оптики. На 
поверхность оптических деталей (линз, 
пластинок и т. п.) наносится тонкая 
пленка (рис. 1.6) с таким расчетом,чтобы 
два луча (две волны), отраженные от 
двух поверхностей просветляющей плен
ки, имели одинаковую амплитуду и раз
ность хода в половину длины волны — 
%!2. Такие волны (рис. 1.6), складываясь 
в противофазе, как для точки х 2 на 
рис. 1.4, дадут в результате волну нуле
вой амплитуды, и, следовательно, нуле
вой энергии. Вся энергия падающего 
луча будет сосредоточена в луче 3.

Рассмотренный подход к объяснению 
явлений интерференции в подавляющем 
большинстве случаев вполне согласу
ется с экспериментом. По этой причине 
он получил весьма широкое распростра
нение. Несмотря на это, такой подход 
не может считаться полностью безу
пречным. Действительно, вначале пола
гаем, что волны /  и 2 (рис. 1.6) несут
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одинаковую энергию и имеют разность 
хода Х/2. Затем в результате сложения 
получаем результирующую волну с ну
левой амплитудой и нулевой энергией. 
Таким образом, сложение двух волн с 
равной энергией и с разностью хода 
У 2  приводит к исчезновению их энер
гии, т. е. к нарушению закона сохране
ния энергии.

Аналогичное нарушение, но приводя
щее к противоположному случаю — 
увеличению энергии — наблюдается при 
сложении волн с разностью хода, крат
ной %. Таким образом, в целом (интег
рально) закон сохранения энергии вы
полняется, несмотря на его явное нару
шение для отдельных точек экрана 3 
(рис. 1.4) при использовании тради
ционного подхода к объяснению явле
ния интерференции.

Обычно на указанное локальное нару
шение закона сохранения энергии не 
обращают внимания, тем более, если 
в остальном используемый подход дает 
результат, согласующийся с экспери
ментом.

Однако в некоторых случаях простая 
теория интерференционных явлений, ис
пользующая принцип Гюйгенса, не дает 
правильного описания результатов эк
сперимента. В частности, обычная теория 
дифракционной решетки не объясняет 
появления аномалий Вуда, представ
ляющих собой узкие яркие и темные 
полосы в спектре оптической отраж а
тельной решетки, освещенной источни
ком света со сплошным спектром. Ано
малии Вуда наблюдаются только в том

случае, когда вектор Е  падающей на 
решетку электромагнитной волны пер
пендикулярен к штрихам решетки.

Д ля объяснения аномалий Вуда при
меняется более строгая теория. Она ис
пользует уравнения Максвелла и учи
тывает периодически изменяющиеся гра
ничные условия на поверхности диф
ракционной решетки. Такой подход 
позволяет полностью объяснить наблю
даемые закономерности в поведении ано
малий Вуда.

Строгая теория дифракции, основан
ная на использовании уравнений Мак
свелла, была впервые применена Зом- 
мерфельдом для расчета дифракционной

картины при дифракции световых волн 
на бесконечно тонком идеально прово
дящем прямолинейном крае экрана. Его 
расчеты полностью согласуются с эк
спериментом.

Таким образом, строгая теория диф
ракции и интерференции должна ис> 
пользовать уравнения Максвелла и учи
тывать граничные условия, реализуе
мые на опыте. Упрощенные расчеты, 
использующие принцип Гюйгенса, часто 
позволяют получить правильный ре
зультат, минуя сложные расчеты, свя
занные с необходимостью решений урав
нений Максвелла при заданных гра
ничных условиях. Упрощенную теорию 
можно рассматривать как удачный ре
цепт расчета интерференционных кар
тин, пригодный для большого количе
ства практически важных случаев.

Как строгая, так и более простая тео
рия интерференции не используют по
нятия кванта света, фотона. В связи 
с появлением понятия фотона, отраж а
ющего квантовую природу электро
магнитного излучения, возникла необ
ходимость согласовать «волновую» и 
«корпускулярную» точки зрения на све
товое излучение.

Если интенсивность светового потока 
в интерференционном опыте Юнга 
(рис. 1.4) велика, т. е. велико число 
квантов, падающих на экран 3 в еди
ницу времени, то распределение интен
сивности в интерференционной картине 
отражает распределение числа фотонов 
в зависимости от координаты х. Умень
шим теперь интенсивность светового 
потока от источника до такой величины, 
которая соответствует попаданию на 
экран 3 одного фотона в единицу време
ни. При этом, с течением времени, от
дельные фотоны будут попадать в раз
личные точки экрана 3. Если время ре
гистрации достаточно велико, то рас
пределение числа фотонов в зависимости 
от координаты х будет точно такое же, 
как и при большой интенсивности свето
вого потока. Выполнение эксперимен
тальных исследований такого типа свя
зано с известными трудностями, так как 
необходимо регистрировать световые по
токи малой мощности. Тем не менее, 
проведенные эксперименты полностью 
соответствуют описанной картине.



Таким образом, распределение интен
сивности в интерференционной картине 
(рис. 1.5), вычисленное по строгой или 

простой теории, есть не что иное, как 
распределение вероятности попадания 
фотонов на экран 3 (рис. 1.4) в зависи
мости от координаты х.

Рассмотрим еще один эксперимент, 
в котором исследована интерференция 
световых потоков от двух независимых 
источников света — двух лазеров. Про
ведение данного эксперимента связано со 
значительными трудностями, поскольку 
требует использования лазеров, на
строенных строго на одну и ту же час
тоту. Незначительное различие в длинах 
волн испускаемого света приведет к 
быстрому перемещению всей интерфе
ренционной картины. Несмотря на ука
занные трудности, опыты были прове
дены и дали положительный резуль
тат — наблюдалась интерференционная 
картина от двух независимых лазеров. 
В связи с этим интересно высказывание 
П. Дирака: «Каждый фотон, следова

тельно, интерферирует сам с собой, 
Интерференция между двумя различ
ными фотонами никогда не имеет места»*. 
Н а первый взгляд, положительный ре
зультат описанного опыта по интерфе
ренции световых потоков от двух лазе
ров противоречит утверждению Д ирака. 
Однако это противоречие кажущееся, 
так как оно возникает из предпо
ложения, что фотоны, подобно шари
кам, вылетают из лазера. В действитель
ности, при более строгом подходе, фотон 
следует рассматривать как квантован
ное возбуждение электромагнитного 
поля во всей системе. Понятие «вся 
система» должно учитывать (или вклю
чать в себя) все, что может оказать 
влияние на электромагнитное поле 
в эксперименте. Строго говоря, необ
ходимо учитывать даже зрачок глаза, 
наблюдающего интерференционную кар
тину.

* Д и р а к  П .  Принципы квантовой м ехан и 
ки .— М .: Ф изматгиз, I960, с . 25 .
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ДВИЖЕНИЕ 
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 

В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ И МАГНИТНОМ
ПОЛЯХ

Представления об электроне как о 
частице весьма малых размеров позво
ляют получить много полезных и прак
тически важных результатов, часто до
статочных для успешного конструиро
вания сложных электронных и электрон
но-лучевых приборов, вплоть до элект
ронного микроскопа.

Заметим, однако, что представления, 
использованные здесь, не являются ис
черпывающими. В третьей главе будет 
показано, что электрон, подобно фотону, 
может проявлять в одних экспериментах 
корпускулярные, а в других — волно
вые свойства.

§ 2.1. ЭЛЕМЕНТЫ 
ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ.

КЛАССИЧЕСКИЙ РАДИУС ЭЛЕКТРОНА

Основные постулаты специальной тео
рии относительности были сформулиро
ваны А. Эйнштейном в 1905 г. Они гласят:

1. Физические явления, физические 
законы одинаковы во всех инерциальных 
системах отсчета.

2. Скорость света в вакууме одина
кова во всех инерциальных системах 
отсчета и не зависит от скорости движе
ния источника света (с =  2,997925 х  
X Ю8 м/с).



К этому времени уже были известны 
преобразования Лоренца, по отношению 
к которым уравнения М аксвелла и вол
новое уравнение являются инвариант
ными, т. е. не изменяют своего вида при 
переходе от одной инердиальной системы 
отсчета К  к другой К '.  Если система 
К' (х ' , у ' , z', t') движется относительно 
системы К (х, у, г, t) в направлении 
оси х  со скоростью v, то связь между 
координатами дается преобразованиями 
Лоренца:

X '  =  { X - V t ) { \ - ^ r U\  У '  - У ,  2' = 2 ,  

ct' =  (ct —  |3х)(1 — Э2)-!/2, (2.1)

где р =  а/с.
Как известно, в 1899 г. П. Н. Лебедев 

экспериментально доказал, что свет ока
зывает давление на твердые предметы. 
По-видимому, уже в то время последова
тельные логические рассуждения могли 
привести к выводу, что электромагнит
ному излучению следует приписать мас
су. В самом деле, рассмотрим следующий 
мысленный эксперимент. Пусть в де
картовой системе координат находится 
в невесомости прожектор, излучающий 
свет в положительном направлении оси 
х. За счет давления света на отражатель 
прожектор станет двигаться в противо
положном направлении оси х. Световое 
излучение и сам прожектор будем рас
сматривать как замкнутую материаль
ную систему, центр масс которой не мо
жет изменить своего положения за счет 
внутренних процессов в системе. По
скольку центр масс прожектора смещает
ся за счет светового давления, то необ
ходимо признать, что световое излуче
ние, испускаемое прожектором, имеет 
некоторую массу, учет которой и приве
дет к выводу о неизменном положении 
центра масс системы прожектор -J- из
лучение. Оценка массы, связанной с из
лучением, была сделана позднее.

В 1904 г. австрийский физик Ф. Хазе- 
нёрль рассмотрел движение закрытого 
резонатора с электромагнитным излу
чением с энергией W  и пришел к вы
воду, что электромагнитное излучение 
обладает массой, определяемой из со
отношения

Соотношения (2.1) и (2.2) были получе
ны как некоторые частные формулы, 
применимые для описания электромаг
нитного излучения. Эйнштейн показал, 
что содержание этих соотношений значи
тельно глубже. Они представляют собой 
следствие двух постулатов специальной 
теории относительности. Соотношение
(2.2) рассматривается, согласно Эйн
штейну, как общая теорема инертности 
энергии, которая в равной мере приме
нима к любому материальному объек
ту — как к электромагнитному излу
чению, так и к веществу. В отличие от 
классической механики Ньютона имеем 
т Ф  const. Масса изменяется в зави
симости от скорости движения в соот
ветствии с выражением

т =  т 0{ \ — Р2)_1/2, (2.3)
где т 0 — масса покоя. При у =  0 по
лучим

W -- т 0сг. (2.4)
Это выражение определяет энергию по
коя тела с массой покоя т 0. В тех слу
чаях, когда у с  с, что обычно справед
ливо для макроскопических тел, можно 
воспользоваться разложением в ряд

(1 _  p2)-i/2 =  j +  рг/2 +  3р4/8 +  # _

и получить из (2.2) и (2.3) соотношение
W  =  m0c2 +  m 0v2/2 +  3m0u*/8c2 +  . . .

(2.5)
Поскольку v <£ с, то третьим и следую
щими за ним слагаемыми в правой части 
соотношения (2.5) можно пренебречь. 
Тогда в правой части (2.5) останутся 
два слагаемых: первое соответствует 
энергии покоя, а второе — кинетической 
энергии Т  тела, движущегося со ско
ростью v

Т  =  m 0v*; 2. (2.6)
Из сказанного следует, что используе
мая обычно для кинетической энергии 
формула (2.6) является приближенной и 
справедлива лишь при условии у <  с.

В связи с тем, что m Ф  const, диффе
ренциальный закон движения частицы
под действием силы F имеет вид

W =  тс2.

d р 
~dt

(2 .2)

F, (2.7)

р =  m 0v (  \ — Р2)-1/2, (2.8)



где р  — импульс релятивистской части
цы, т. е. частицы, движущейся с такой
скоростью V, для которой не выполняет
ся неравенство и с. Из выражения
(2.8) следует

(2.9)
т с го

Учитывая (2.9), из соотношений (2.2) 
и (2.3) получим

W 2 =  р2с2 +  т 2с4. (2. 10)

Соотношение (2.10) справедливо при 
движении частиц с любой скоростью 
и будет испвльзовано в дальнейшем.

Отметим, что для фотона v2 =  с2, р2 — 
величина конечная и из (2.9) следует, 
что для фотона т 0 =  0. Таким обра
зом, для фотона, учитывая (2.10), имеем 
два соотношения:

W 2 =  р 2с2, W  =  hv, (2.11) 
hvиз которых р =  — и, следовательно,

X =  hip. (2.12)

кроме знака заряда, подобна электрону 
и может быть названа положительно 
заряженным электроном. При сближе
нии позитрона и электрона обе частицы 
вещества исчезают и вместо них возни
кают два фотона (у-кванты). В соответ
ствии с законом сохранения энергии 
выполняется соотношение 2т ес2 =  2hv, 
где т е — масса электрона (позитрона).

Считаем, что закон (2.13) выполня
ется на расстояниях г ^  г0. Поскольку 
значения Е в области 0 <  г <  г0 не 
известны, то для величины г0, называе
мой классическим радиусом электрона, 
можно получить лишь приближенное 
значение. Используя высказанные со
ображения, получим 

00

т ес2 =  j* w (r)4nr2dr =  
о

О r«

Пренебрегая первым интегралом в пра
вой части найдем

Использование теоремы Эйнштейна об 
инертности энергии, математическим 
выражением которой является соотно
шение (2.2), позволяет оценить радиус 
электрона, называемый обычно класси
ческим радиусом электрона. Будем ис
ходить из следующих соображений. Счи
таем, что покоящийся в начале системы 
координат электрон, имеющий электри
ческий заряд е, создает сферически-сим- 
метричное электрическое поле, напря
женность которого Е определяется как

£  =  е /4 я е 0г2. (2.13)

Плотность энергии электростатического 
поля в вакууме

w =  v.qE2I2. (2.14)

С энергией электростатического поля, 
согласно (2 .2 ), связана масса. Будем 
считать, что вся масса электрона имеет 
электромагнитное происхождение. Как 
экспериментальное обоснование послед
него можно рассматривать известный 
факт аннигиляции двух частиц — элект
рона и позитрона. Позитрон — это эле
ментарная частица, которая во всем,

т ,с2 8 я е ,/■оГ о

откуда следует

г0 «  ц— — — 2 =  1,4 • 10-13 см. (2.15)
0 8я  г 0тес 2 

Если предположить, что в области 0<:

4 яв„г,
5 =  const, то получим

'0Г о

г 0 = 6 я е 0т ес2
=  1,9 • 10-13 см.

Сравнительно малое различие между 
двумя полученными значениями г0 пока
зывает, что первое приближение, в ко
тором мы пренебрегли интегралом в пре
делах от 0 до г0, можно рассматривать 
как не слишком грубое. Обычно пре
небрегают множителем 1/2 в формуле 
(2.15) и г 0 =  2,8 • 10"13 см. Около 90 /о 
массы электрона сосредоточено в сфере 
радиуса ~  10~12 см. На область про
странства г >  1 см приходится О* Ю-13 
массы электрона.

Таким образом, использование изло
женных представлений об электроне 
показывает, что электрон можно рас



сматривать как частицу малых (10 ”13 
10-12 см) размеров. Такие представ

ления во многих случаях достаточны для 
правильного описания поведения элект
рона в электрическом и магнитном по
лях .

В дальнейшем будет показано, что рас
смотренные характеристики электрона 
не исчерпывают всех его свойств.

§ 2.2. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ  
ЭЛЕКТРОНА

Рассмотрим некоторые закономерности 
движения заряженных частиц, в част
ности, электрона, в электрическом и маг
нитном полях. Полученные результаты 
будут использованы в дальнейшем при 
анализе работы электронных линз, при 
введении понятия электронно-оптиче- 
ского показателя преломления.

На частицу с зарядом ц, движущуюся 
со скоростью v в электрическом и маг
нитном полях, действует сила

F =  q E + q [ 7 ,  В], (2.16)

где Е  — вектор напряженности элект
рического поля, В  — вектор индукции 
магнитного поля. Учитывая (2.7) и (2.16), 
получим

(тИ) =  q~E +  q\v,~B]. (2.17)

Д ля нерелятивистских частиц уравне
ние (2.17) можно представить в виде 
трех скалярных уравнений для компо
нент векторов:

mx =  q{Ex + y B t — zBg), 
т У ~  Я(Еу +  гВ х — x B z), (2.18) 
т г  =  q (E z +  х В у — у В х).

Выясним связь кинетической энергии 
частицы с параметрами электрического 
и магнитного полей. Д ля этого домно- 
жим обе части равенства (2.17) скалярно
на v

d Itnv^\
Й  I t J  = q v E  +  q v [ v ,  В]. (2.19)

В последнем уравнении v [v, В] =  0,
гак как v [v, В\. Отсюда следует, что 
кинетическая энергия заряженной час

тицы не зависит от магнитного поля. 
Сила Лоренца, действующая на заряд
при В  Ф  0, v Ф  0, может изменить 
траекторию движения, но не влияет на 
на его кинетическую энергию.

Принимая во внимание связь напря
женности и потенциала электрического 
поля

~Р " „ A T I  ( d U ~^ , d U - t ,  д и - £ \  
~  ^  I d *  l  +  T y l  +  J F k )

запишем (2.19) в следующем виде:

d_ Imv2''| _____ idU dx . dU dy . dU dz\
dt \  2 j  Q dt dy dt dz dtj  '

(2 .20)
Выражение (2.20) можно упростить, если 
учесть, что

JU _ d U  ^ , ^ d y , d U d z , d U  
dt dx dt  "т" dy dt  "т* dz dt dt

Яг;
и ограничиться условием —  =  0, кото
рое выполняется, когда потенциалы 
электродов (см. рис. 2.1) не зависят от 
времени. В результате имеем

d (mv2\ d . . . .
dt [2 j ~  d t ^   ̂

и после интегрирования

—  +  qU =  const. (2.21)

Таким образом, полная энергия зар я
женной частицы, равная сумме кинети
ческой и потенциальной энергий, оста
ется постоянной при движении заряда 
в стационарных электрическом и магнит
ном полях. Д ля электрона q =  — е 
и уравнение (2.21) принимает вид

m v2l2 — eU =  const. (2.22)

Полученное уравнение является хоро
шим приближением, пока можно пре
небречь зависимостью массы от скорости
(2.3) и испусканием электромагнитного 
излучения при ускоренном (замедлен
ном) движении электрона. В качестве 
иллюстрации к уравнению (2.22) рас
смотрим движение электрона в одном 
из конкретных случаев (рис. 2.1). Р аска
ленный катод имеет потенциал U0 =  0, 
потенциалы сеток и г > 0 ,  U2 <  0, 1 
и 2  — траектории двух электронов, вы
летевших из катода. В первом случае



(траектория 1) считаем, что в уравнении
(2.22) const =  0. (Для второго случая 
Vy Ф 0 ,  следовательно, const ^ 0 ) .  Д ля 
области, ограниченной сетками с по
тенциалом Ult имеем mv\l2 =  eUu  от
куда получаем

Vj, =  ± V 2 e U 1/m. (2.23)

Знак перед корнем в последнем выраже
нии не может быть определен только на 
основании соотношения (2.22). Д ля его 
определения нужны дополнительные 
данные.

Применим уравнение (2.22) к области, 
ограниченной сетками, находящимися 
под потенциалом U2 <  0. По-прежнему 
считаем, что в уравнении а(2.22) const =  
=  0. Отсюда получим m v j 2 =  e i l2 < 0 .

Из последнего равенства видно, что 
в области U 2 v2 приобретает мнимое 
значение. Это значит, что электрон не 
сможет попасть в область U2. В узком 
слое пространства, ограниченном слева 
сеткой с потенциалом Ult а справа — 
сеткой с потенциалом f /2 (такой слой 
называют часто двойным) электрон будет 
двигаться замедленно, так как U2 <11^ 
В точке х' двойного слоя, где U =  0 
(рис. 2.2) он остановится, а затем станет 
двигаться обратно, попадет снова в об
ласть Uu  где его скорость будет опреде
ляться из соотношения (2.23). Таким 
образом, два знака в (2.23) соответствуют 
прямому}и обратному движению элект
рона. Полная энергия электрона Wy =  0 
(рис. 2.2) остается постоянной при пря
мом и обратном движении электрона 
в области 0 <  х  <  х ' .

Рассмотрим второй случай, которому 
соответствует траектория 2 на рис. 2.1. 
Будем считать, что в момент вылета 
электрона из катода, имеющего потен
циал U0 =  0, электрон имел компонен
ты скорости vz =  vx =  0, vy Ф 0 .  Тогда 
в уравнении (2.22) получим const =  
=  mVy/2. И уравнение (2.22) примет вид

m (vl +  v2y +  v* ) /2 = eU + m v* /2 = e l l+ W  г.

В соответствии с геометрией рассматри
ваемого опыта (рис. 2.1) и уравнениями 
(2.18) можем записать г — у  =  0, т. е. 
W 2 =  m v y 2 =  const, vz =  const =  0 и, 
следовательно, получим выражение т  х

У

X/ х5 х----- 1---------------- 1—I------------- 1— —

X v 2x/2 =  ell, которое отличается от (2.23)
лишь формой записи.

Таким образом, компонента vy оста
ется постоянной, a vx ведет себя так 
же, как в первом случае: ох изменит 
свой знак также в точке х ', но W 2 >
>  W-y (рис. 2.2), поскольку во втором 
случае иу ф 0 .  Область движения частицы 
вдоль координаты х также задана усло
вием 0 < х « х ' .  Отметим, что тонкий 
двойной слой Ах в данном случае можно 
рассматривать как электростатическое 
зеркало для электронного луча.

§ 2.3. ЭЛЕКТРОННО-ОПТИЧЕСКИЙ  
ПОКАЗАТЕЛЬ ПРЕЛОМЛЕНИЯ.

ЭЛЕКТРОННЫЕ ЛИНЗЫ

Использованное ранее сопоставлениес 
зеркалом отражающего электроны двой
ного слоя представляет собой частный 
случай электронно-оптической анало
гии, которая во многих случаях оказы
вается практически полезной. Физиче
ские причины, позволяющие проводить
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сопоставление световых и электронных 
пучков, становятся ясными после вве
дения понятия электронно-оптического 
показателя преломления.

Рассмотрим распространение элект
ронного пучка через двойной слой. 

Пусть узкий слой пространства, как 
показано на рис. 2.3, разделяет две об
ласти с постоянными значениями потен
циалов и г и U 2. Считаем U2 >  Ux. На 
основании (2.22) можно записать

т {v\x +  v\y - f  UiJ/2 — eUx =
=  m  (v \x - f  v \y +  v\z)l2 — eU2 =  const.

(2.24)
Слева и справа от двойного слоя Ux =  
=  const и U2 =  const, следовательно,
Е г — Е 2 =  0, и  на основании (2.18) по
лучим vx =  const, v2 =  const, т. е. тра
ектория движения электронов как в об
ласти и ъ  так и в области U 2 представ
ляет собой прямую. В тонком А х  двой
ном слое (рис. 2.3) Еу =  Е г =  0, Е х =  
~ ( U i  — U 2)/Ах, поэтому на основании 
(2.18) получим v lz =  v2z~, v ly =  v2y. По
лагаем, что система координат выбрана 
так, что vl2 =  0. С учетом сказанного 
на основании (2.24) имеем

m v 2lx/ 2 — eU1 =  m v \ j 2  — eU2 =

=  const — m v \y/2. (2.25)

Если const tnv\y/2 =  0, то из (2.25) 
получим

/V 2x =  V U L U 2. (2.26) 
Поскольку vly/v lx =  tg i, v2y/vix =  tg r, 
то на основании (2.26) имеем

tg r / tg i  =  V U2tUx.
Обычно углы г и г  малы (не превыша
ют 1°), и полученное соотношение мож
но заменить на

sin //sin  г =  V U 2iU x. (2.27)

Выражение (2.27) сравним с известным 
в оптике законом преломления Снелли- 
уса—Д екарта sin //sin г =  n j n x, где t— 
угол падения, г — угол преломления 
для луча на границе раздела двух сред 
с показателями преломления и п 2. 
Д ля электронного луча роль показате
лей преломления играют величины VТГХ 
и V U 2. Отмеченная аналогия между за 
конами преломления для оптического и 
электронного лучей может быть исполь
зована для построения электронных 
линз.  В оптике, например, роль соби
рающей линзы выполняет среда (стекло), 
ограниченная двумя сферическими по
верхностями. Д ля электронного луча 
аналогичную роль выполняют сфериче
ские эквипотенциальные поверхности, т.е. 
сферические поверхности равного потен
циала. Одна из возможных электронных 
линз и ее оптический аналог представ
лены схематически на рис. 2.4. Электрон
ная линза в этом случае представляет 
собой два электрода в виде круговых 
цилиндров, к которым приложены по
тенциалы Ux и U2. Вектор напряжен
ности электрического поля Е  направлен 
по нормали к каждой точке эквипо
тенциальных поверхностей. Поскольку 
электрон имеет отрицательный заряд, то 
на него действует сила в направлении,
противоположном вектору Е.  За счет 
горизонтальной составляющей вектора
Е  происходит, в основном, ускорение 
электронов. Вертикальная составляю
щая вектора Е  фокусирует поток элект
ронов в первой части электронной линзы 
и дефокусирует во второй. Дефокуси
рующее действие слабее, так как эту 
область электроны проходят быстрее, 
чем фокусирующую. В результате во

г
( 1 1 -------------- ------

и,<и2 и2

Рис. 2.4



второй части линзы создается действи
тельное изображение А '  объекта А.

Наряду с разнообразными электро
статическими электронными зеркалами 
и линзами разработано большое коли
чество магнитных электронных зеркал 
и линз. Все эти элементы используются 
для построения разнообразных элек- 
тронно-оптических систем, в частности, 
для электронных микроскопов. Совре
менные электронные микроскопы позво
ляют раздельно рассматривать точки 
объекта, расположенные на расстояниях 
Ах  ~  10-8 см, что соответствует разме
рам отдельных атомов.

Необходимо отметить, что предельная 
разрешающая способность электрон
ного микроскопа с физической точки зре
ния ограничена, как и оптического мик
роскопа, явлением дифракции. Д ля оп
тического микроскопа минимальное рас
стояние Да: между точками объекта, кото
рые видны еще раздельно (т. е. еще раз
решаются), определяется из соотно
шения

Ах  ~  Х/п sin ф, (2.28)

где К —  длина волны света, п — пока

затель преломления среды, заполняю
щей пространство между объектом и 
объективом микроскопа, ф — угол меж
ду осью объектива и крайним лучом, 
попадающим от объекта в объектив. 
При оптимальных условиях обычно 

XАх — — ~  200 нм, что значительно пре

вышает аналогичную величину 0,1 нм 
для электронного микроскопа.

В случае электронного микроскопа 
теоретическая разрешающая способ
ность также должна определяться из со
отношения (2.28), в котором К — длина 
волны де Бройля для электронов (см. 
гл. 3). Если ускоряющее напряжение 
составляет ~  105 В, то К ~  4 • 10~3 нм. 
Если бы числовая аппертура (п sin ф) 
для электронного микроскопа имела ту 
же величину, что и для оптического, то 
вполне достижимым было бы разрешение 
Ах ~  2 ■ 10~3 нм. У реальных элек
тронных микроскопов из-за существен
ных аберраций, присущих электронным 
линзам, приходится уменьшать ф, так 
что обычно ф <  1°. За счет этого 
из соотношения (2.28) получим Ах ~  
~  0,1 нм.

Глава — "

3

ВОЛНОВЫЕ
СВОЙСТВА

ЧАСТИЦ

Движение электрона в электрическом 
и магнитном полях рассматривалось вы
ше как движение весьма малой ( ~  10~13 
см) частицы, имеющей заряд — е. По
лученные при этом результаты оказы
ваются в хорошем соответствии с эк
спериментом. Уже тот факт, что резуль
таты расчетов, использованные при кон
струировании электронного микроско
па, блестяще подтверждаются на прак
тике, говорит о справедливости исход
ных положений. И тем не менее, пред

ставления об электроне как о заряжен
ной частице малых размеров не являются 
исчерпывающими. Прямыми экспери
ментами (1927 г.) было показано, что 
при выполнении определенных условий 
может наблюдаться дифракция электро
нов. К тому времени уже сложились 
представления об электроне как о за
ряженной частице малых размеров. По 
этому поводу М. Борн сказал: «Хотя и 
удивительно, что дифракция электро
нов не была открыта раньше, этот факт



все же следует считать чрезвычайно 
счастливой случайностью для зарож
давшейся в то время атомной теории. Ка
кая растерянность овладела бы уче
ными, если сразу вслед за открытием 
катодных лучей вдруг были бы одно
временно поставлены эксперименты по 
определению их заряда и способности 
к отклонению, и по изучению их спо
собности к интерференции!»*

О причине сравнительно позднего от
крытия дифракции электронов прямо 
говорится в высказывании Р . В. Поля. 
«Кажется поразительным, что дифрак
ция электронов была открыта так по
здно: в течение многих десятилетий 
тонкие металлические пленки простре
ливали электронными пучками, не об
наруж ивая дифракционных колец. Ос
новная причина этого заключается в том, 
что экспериментаторы прежних лет не 
располагали достаточно стабильным вы
соким напряжением»**.

Экспериментальному открытию диф
ракции электронов (1927) предшество
вала гипотеза Л уи  де Бройля  (1924), 
согласно которой электрон обладает вол
новыми свойствами. Несколько раньше 
(1921) Рамзауэром были проведены опы
ты по исследованию сечения рассеяния 
электронов в газах, результаты которых, 
как выяснилось позже, также отраж а
ют волновые свойства не только элек
тронов, но и атомов.

§ 3.1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 
ПРОЯВЛЕНИЯ ВОЛНОВОЙ ПРИРОДЫ  

ЧАСТИЦ

3.1.1. Рассеяние электронов 
на атомах газа.

Эф ф ект Рамзауэра

Рассмотрим прохождение пучка элек
тронов через газ. Ограничимся при этом 
следующей моделью. Электроны пред
ставим в виде частиц, которые имеют ра
диус поперечного сечения значительно 
меньше, чем радиус г поперечного сече-

* Б орн  М .  Атомная ф изика.— М.: Мир, 
1970, с. 113.

** Поль Р .  В .  Оптика и атомная ф изика.— 
М.: Н аука, 1966, с. 474.

Рис. 3.1

ния атомов о. Атомы газа считаем не
подвижными и хаотически распределен
ными в пространстве. Соударения элек
тронов с атомами считаем упругими. 
Пусть на атомы падает пучок электро
нов, траектории которых первоначально 
параллельны друг другу (рис. 3.1). В ре
зультате упругих соударений с атомами 
электроны изменят направление своего 
движения, то есть, как говорят, проис
ходит рассеяние электронов. Поскольку 
масса атомов примерно в 104 раз больше 
массы электронов, то атомы практически 
не изменяют своего положения за счет 
соударения с электронами. За счет рас
сеяния число электронов, прошедших 
через слой атомов, будет меньше, чем 
число электронов в падающем пучке.

Если на слой атомов толщиной dx 
падает за единицу времени N  электро
нов, то число рассеянных электронов 
(за единицу времени) будет тем больше, 
чем больше площадь поперечного сече
ния атомов а  и их концентрация п.  
Число электронов, прошедших через 
слой dx, изменится на величину dN

dN  =  —Nandx.  (3.1)

Интегрируя дифференциальное уравне
ние (3.1), получим

N  =  N 0 exp (—anx), (3.2)

где N 0 — интенсивность падающего пуч
ка электронов, т. е. начальное количестве 
электронов в пучке.

Ф ормула (3.2) может быть получена и дру
гим путем. Поскольку атомы газа распреде
лены в пространстве хаотически, то соудар е
ние электрона с атомом газа считаем случай
ным событием. Обозначим через /  (х) вероят
ность того, что электрон пройдет путь х  без 
соударений. Считаем, что вероятность столк
новения электрона с атомом на пути dx  равна 
adx,  где а  — некоторая постоянная величина,



смысл которой будет выяснен позж е. Если 
adx  — вероятность столкновения на пути dx,  
то 1 — adx  — вероятность прохож дения эле
ктроном пути dx  без столкновений. Рассмот
рим теперь вероятность того, что электрон 
пройдет путь x - j - d x  без соударений. С одной 
стороны, вероятность этого события равна 
f (х +  dx),  т. е. просто в функцию /  (х) под
ставляем новое значение аргумента. С другой  
стороны, вероятность прохож дения пути 
х +  dx  без соударений можно рассматривать 
как слож ное событие, состоящ ее из двух  
элементарных: прохож дение пути х  без со
ударений, и затем пути dx.  Вероятность пер
вого — /  (х), второго — (1 — adx),  вероят
ность слож ного события равна произведению  
вероятностей двух элементарных событий, т. е 
/  (х) (1 — adx).  В результате, сравнивая два 
подхода, имеем

f ( x  +  dx) =  f ( x ) ( l  — a d x ) .

Учитывая, что /  (х -f- dx) — / ( * )  =  / '  (*) dx, по
лучим

f  (х) dx  =  —/  (х) a  dx.

Решая данное дифференциальное уравнение, 
найдем

f  (■*) =  ехр (— ах), (1)

где f (0) =  1.
Выясним теперь смысл величины а.  По

скольку вероятность столкновения электрона 
с атомом в слое dx  пропорциональна кон
центрации атомов п, то а =  on , где ст — 
некоторый коэффициент пропорциональности. 
С учетом последнего соотношения получим

f  (*) =  ехр (— апх).

Показатель экспоненты должен быть безраз
мерной величиной, т. е. ст имеет размерность 
площади. П оследнее соотнош ение определяет  
вероятность прохож дения одним электроном  
слоя х.  Если на слой падает Л/0 электронов, 
то число прошедш их будет равно Л/0/  (*), т. е.

N  =  N 0 ехр (— апх).  (2)

Полученное соотнош ение и есть соотношение 
(3 .2).

Из сказанного ясно, что величина, обрат
ная постоянной а,  т. е. X — 11а, долж на иметь 
размерность длины. При этом показатель экс
поненты в (1) будет безразмерны м. Величина X 
должна иметь смысл некоторой характерной  
длины. Перепишем (2) в виде

N =  N 0 ехр (—х/Х) (3)

и используем это выражение для того, чтобы 
найти среднюю длину пробега электрона в га
зе с концентрацией атомов я; считаем при этом 
толщину слоя газа практически неограничен
ной. Среднюю длину пробега х найдем из 

00 00

соотношения ^ x N  0 ex р ( — x /X )d x  — x   ̂ N  „ X  
о о

X ехр (— х/Х) dx.  Учитывая, что интеграл типа 
00

j  ге~г dz  =  1, найдем х =  Х =  1 /а , т. е. харак-
и

терная длина X в формуле (3) — средняя длина 
пробега электрона при заданных условиях 
эксперимента.

Закон ослабления (3.2) пучка электро
нов, распространяющегося в газе, был 
установлен впервые немецким физиком 
Ф. Ленар дом в начале 90-х годов прош
лого столетия. В 1921 г. немецкий 
физик К. Рамзауэр исследовал зависи
мость сечения рассеяния о от кинетиче
ской энергии электронов в пучке.

Чтобы качественно оценить возмож
ную зависимость величины о от энергии 
электронов, используем следующие пред
положения. Атомы газа представим в ви
де сфер, плотность которых сравнитель
но велика в центральной части и быстро 
уменьшается на периферии. Электроны 
будем считать частицами малого разме
ра, которые могут сравнительно легко 
пронизывать периферийные области ато
мов и упруго отражаться от более плот
ных центральных областей.

Если исходить из таких наглядных 
представлений, то можно ожидать, что 
электроны, имеющие большую скорость, 
будут легко пронизывать периферийные 
области атома, практически не отклоня
ясь при этом. Д ля электронов, движу
щихся с меньшей скоростью, доступными 
для «пронизывания» окажутся более да
лекие от центра периферийные области 
атома. По этой причине можно ожи
дать, что эффективное сечение рассеяния 
электронов о будет уменьшаться по мере 
увеличения энергии электронов.

Проведенные эксперименты показали, 
что ожидаемая зависимость о от ско
рости электронов действительно наблю
дается, но только для сравнительно 
больших энергий электронов (рис. 3.2). 
Совершенно неожиданным было умень
шение о почти до нуля при малых энер
гиях электронов. Это уменьшение эф
фективного сечения рассеяния при малой 
скорости электронов получило название 
эффекта Рамзауэра. Степень проявле
ния эффекта Рамзауэра зависит от 
атомов, на которых происходит рассея
ние. Д ля атомов инертных газов Аг, 
Кг, Хе эффект Рамзауэра проявляется 
вполне отчетливо, а для Не и Ne прак
тически отсутствует.

Резкое уменьшение эффективного се
чения рассеяния для электронов малой
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прошедшая +  рассеянная. Уменьше
ние сечения рассеяния соответствует 
усилению суммарной волны за счет 
интерференции. Количественные расче
ты для конкретных атомов согласуются 
с результатами эксперимента.

Можно ожидать, что в результате ин
терференции рассеянных волн, распро
страняющихся под различными углами 
к падающей волне, т. е. к падающему 
потоку электронов, будут появляться 
в зависимости от угла рассеяния коле
бания интенсивности, типичные для слу
чаев интерференции волн. Действитель
но, в экспериментах по исследованию 
углового распределения интенсивности 
электронов, рассеянных на атомах рту
ти, были обнаружены колебания интен
сивности. На рис. 3.3 представлены кри
вые распределения интенсивности в 
зависимости от угла рассеяния для 
электронных пучков с энергией от 80 
до 480 эВ.

Таким образом, в экспериментах по 
рассеянию электронов впервые были 
получены результаты, указывающие на 
волновые свойства электронов.

энергии соответствует увеличению «про
зрачности» газа. Его невозможно объяс
нить, оставаясь на позициях, качествен
но подобных изложенным ранее. Объяс
нение эффекта Рамзауэра было сделано 
позднее, после того как были установ
лены волновые свойства электронов. Ко
личественная сторона объяснения до
статочно сложна. Качественное объяс
нение эффекта Рамзауэра заключается 
в следующем. Падающему на газ потоку 
электронов необходимо поставить в 
соответствие плоскую волну (волну де 
Бройля).  Падающая волна рассеивается 
атомами, так что атомы можно рассмат
ривать как совокупность точечных ис
точников рассеянных волн. Амплитуда 
и фаза рассеянных волн зависят от ско
рости электронов и от сорта атомов, на 
которых происходит рассеяние. Рассеян
ные волны интерферируют друг с другом 
и с волной, прошедшей через газ без 
рассеяния. В зависимости от амплитуды 
и фазы рассеянных волн может усилить
ся или ослабиться суммарная волна —

3.1.2. Гипотеза де Бройля

Эффект Рамзуаэра был первым, хотя 
и не сразу осознанным эксперименталь
ным фактом, в котором проявлялись вол
новые свойства электрона. По-видимому, 
более правильным будет утверждение, 
что первые, хотя и косвенные указания 
на волновую природу электрона уже 
содержались в модели атома Н. Бора 
(1913). Эта модель подробно будет рас
смотрена в гл. 4. Сейчас важно указать 
на одну из главных особенностей моде
ли атома Н. Бора. Этой главной особен
ностью было утверждение, что электроны 
внутри атома могут находиться только 
в некоторых стационарных состояниях, 
которым соответствуют целые числа. По
следнее обстоятельство сыграло немало
важную роль в цепи рассуждений Луи де 
Бройля. «В самом деле,— писал он,— 
мы часто встречаемся с целыми числами 
в тех разделах физики, где рассматри
ваются волны: в теории упругости, акус
тике, оптике. Они появляются при опи



сании стоячих волн, интерференции, ре
зонанса. Поэтому вполне допустимо пред
положить, что интерпретация условий 
квантования может привести к волновой 
Точке зрения на электроны внутри атома. 
Таким образом, попцтаться приписать 
электрону, или вообще всем частицам, 
подобно фотонам, двойственную, при
роду, наделить их волновыми и корпус
кулярными свойствами, связанными меж
ду собой квантом действия,— такая за
дала представлялась крайне необходи
мой и плодотворной».*

В приведенном высказывании Луи де 
Бройля достаточно четко сформулиро
ваны основные положения, которые при
вели его к мысли о волновых свойствах 
электрона.

Остановимся еще на одном высказы
вании де Бройля, в котором намечается 
возможный математический путь описа
ния волновых свойств электрона, равно 
как и любой другой частицы вещества. 
«...Н е связан ли этот странный дуализм 
волн и частиц, примером которого так 
замечательно и несомненно явился свет, 
с глубокой и скрытой природой кванта 
действия? Не следует ли ожидать, что 
двойственность такого типа обнару
жится везде, где только появляется по
стоянная Планка. Но тогда почти сам 
собой возникает вопрос: поскольку свой
ства электрона в стационарном состоянии 
атома описываются с помощью кванта 
действия, не можем ли мы предположить, 
что и электрон также двойствен, как 
и свет?»**

Взгляды де Бройля получили логи
ческое завершение в сформулированной 
им гипотезе, согласно которой соотно
шения (2.11 и 2.12), справедливые для 
фотона, должны быть справедливыми 
для любых материальных частиц.

Таким образом, согласно гипотезе 
де Бройля, для частиц вещества выпол
няются соотношения

W  =Йш,

К =  h/p,

где h  =  2 я Ь, со =  2av, р  =  mv — им
пульс частицы, X —  длина волны д е  
де Бройля. Уравнение (3.4) называется 
соотношением де Бройля.  Соотношение
(3.4) часто используют в виде

р  =  kh. (3.5>

(3.3)

(3.4)

где к =  2 я Д  — волновое число.
Эти идеи были впервые опубликованы 

де Бройлем в трех кратких статьях 
(1923), а затем развиты в его диссерта
ции (1924).

Насколько идеи де Бройля казались 
необычными физикам того времени, мож
но судить по высказыванию А. Эйн
штейна. В 1925 г. он посоветовал М. Бор
ну прочитать диссертацию де Бройля, 
сказав: «Прочтите ее! Хотя и кажется, 
что ее писал сумасшедший, написана она 
солидно.»*

3.1.3. Экспериментальное 
подтверж дение гипотезы де Бройля

Экспериментальные подтверждения 
идеи де Бройля были получены в 1927 г. 
практически одновременно К. Девиссо
ном и Л . Джермером в Нью-Йорке, Д ж . 
П. Томсоном в Абердине (Шотландия) и 
советским физиком П. С. Тартаковским. 
По поводу одновременности и независи
мости опытов К. Девиссон писал следую
щее: «То, что поток электронов обладает 
свойствами волновых лучей, было от
крыто в 1927 г.в большой промышленной 
лаборатории в центре огромного города 
и в лаборатории маленького универси
тета на берегу холодного и пустынно
го моря. Это совпадение тем более пока
жется удивительным, если мы вспомним, 
что средства, необходимые для этого 
открытия, имелись в любой лаборатории 
мира и постоянно употреблялись там уж е 
более четверти века. И все же в этом 
совпадении не было ничего исключитель
ного. Открытия в физике делаются тог
да, когда приходит их время, и не рань
ше. Наступает момент, и неизбежное со
вершается чуть ли не в одно и то же

* Бройль Л .  Революция в ф изи ке.— М. 
Атомиздат, 1965, с. 137.

** Там же, с. 135.
* См.: Льоцци М .  И стория ф изики ,- 

Мир, 1970, с. 399.
М.:
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мгновение даже в самых удаленных 
друг от друга местах».*

Подтверждение волновой природы эле
ктронов могло быть получено в опытах, 
где непосредственно проявляется их 
способность к интерференции и дифрак
ции. Указанные явления, как известно из 
оптики, проявляются наиболее отчетли
во, когда характерные размеры (величи
на отверстия, толщина непрозрачной 
нити, толщина пленки) имеют порядок 
длины волны. Таким образом, выбор 
объектов, на которых могла бы наблю
даться интерференция волн де Бройля, 
должен учитывать это. Оценка длины 
волны де Бройля может быть сделана на 
основании уравнения (3.4). Д ля нереля- 
гивистских электронов можно восполь
зоваться формулой (2.22), положив 
const =  0. Тогда из (2.22) получаем 
mv — V~2emU и (3.4) принимает вид

X =  h / V 2 v n U .  (3.6)

* См.: Льоцци М .  История ф изики.— М.: 
Мир, 1970, с. 404.

Если в формулу (3.6) подставить зна
чения входящих в нее постоянных, то 
получим

Я, (нм) =  1 ,225/V U ,  (3.7)
где U выражено в вольтах.

Приведем несколько значений длин 
волн электронов (табл. 3.1).

Таблица 3.1

Энергия электронов, 
эВ 10 102 10* 10‘ 10'

Длина волны де 
Бройля для элект
рона (10-10 м) 3.9 1,2 0,39 0,12 0,037

Из табл. 3.1 видно, что длина волны 
де Бройля имеет тот же порядок, что 
и длина волны рентгеновского излуче
ния. Поэтому для наблюдения явлений 
интерференции и дифракции удобно ис
пользовать кристаллы так же, как и 
в случае рентгеновского излучения.

В опытах Девиссона и Джермера ис
пользовался монокристалл никеля, име
ющий кубическую гранецентрированную 
кристаллическую решетку. Кристалл вы
резался и устанавливался таким образом, 
что его поверхность, параллельная кри
сталлической плоскости BCD (рис. 3.4), 
была ориентирована нормально к элект
ронному лучу. Расположенные на по
верхности ряды атомов, параллельные 
прямой DC, эквивалентны штрихам 
плоской отражательной решетки с по
стоянной ОА =  Ь.
Экспериментальная установка Девис

сона и Джермера схематически пред
ставлена на рис. 3.5. Кристалл никеля 
можно поворачивать вокруг оси, па
раллельной падающему электронному 
пучку, и выбирать тот или иной азимут 
для исследования. Интенсивность рас
сеянного электронного пучка в зависи
мости от ф изучалась с помощью камеры
В, которая могла перемещаться по ок
ружности, лежащей в вертикальной 
плоскости.

Д ля азимута А ,  указанного стрелкой 
на рис. 3.4, результаты измерений пред
ставлены на рис. 3.6. Здесь использована 
радиальная система координат: длина



радиуса-вектора, проведенного от нача
ла отсчета до кривой, пропорциональна 
интенсивности рассеянного электронного 
потока под углом <р. Максимум, соответ
ствующий ф =  50°, наиболее четко про
является при ускоряющем напряжении 
U =  54 В. Д ля азимута В  (см. рис. 3.4) 
максимум отражения имеет место при 
Ф =  44° и U =  65 В.

Полученные результаты объясняются 
следующим образом. Электронный луч 
проникает в кристалл никеля всего на 
глубину в несколько десятых долей на
нометра. На рис. 3.7 представлены в се
чении два атомных слоя, соответствую
щих кристаллическим плоскостям BCD и 
FGE (рис. 3.4). При этом для азимута 
А I =  ЫЗ, а для азимута В I =  2ЫЗ. На
блюдается дифракция электронного лу 
ча одновременно от двух дифракционных 
решеток — верхней и нижней. Нижняя 
решетка расположена под верхней на 
глубине d  и смещена на расстояние I. 
Известное из оптики условие максимума 
для одной решетки

b sin ф =  kjX (3.8)
должно быть дополнено условием, учи
тывающим действие второй решетки. 
Можем легко показать, что дополнитель
ное условие имеет вид

d  (1 - f  cos ф) — I sin ф =  k 2X, (3.9) 
где klt k 2 — целые числа.

Если учесть, что для кристалла нике
ля 3d = 1 ^ 8 6 , то из условий (3.8) и (3.9) 
получаем для азимутов А  и В  значения 
угла ф =  44° и 39° соответственно. Это 
заметно отличается от результатов эк
сперимента. Причина расхождений ле
жит в том, что в вычислениях не было 
учтено влияние кристалла на длину 
волны де Бройля, соответствующей 
электронному пучку. В самом деле, дей
ствие внутрикристаллического поля, ха
рактеризуемого некоторым потенциалом 
Ф, приведет к изменению энергии элект
ронов, что можно объяснить, вводя поня
тие показателя преломления для элект
ронов (формула (2.27)). Показатель пре
ломления определится из соотношения

n =  V ( U  +  Ф ),и ,  (3.10)
где U — ускоряющий потенциал. Ана
логично применяемому в оптике поня
тию оптической длины пути учтем влия

ние п, подставив в (3.9) вместо d  произ
ведение nd. Учитывая, что для никеля 
Ф »  18 В, из (3.8) и (3.9) получим для ф 
те же значения, которые наблюдались 
экспериментально.

Вычислим теперь значения длины вол
ны де Бройля из соотношений (3.8) 
и (3.7). Д ля никеля b =  0,215 нм, и из
(3.8) для азимутов А и В  получим 0.165 
и 0,149 нм. Из соотношения (3.7) для 
тех же азимутов имеем 0,167 и 0,152 нм. 
Наблюдаемое незначительное расхожде
ние лежит в пределах погрешности эк
сперимента. Таким образом, опыты Д е
виссона и Джермера полностью подтвер
дили гипотезу де Бройля.

Практически одновременно с опытами 
Девиссона и Джермера были проведены 
в Шотландии опыты по дифракции быст
рых (U ~  55 кВ) электронов Д ж . П. 
Томсоном и медленных (U ~  1,7 кВ) 
электронов — П. С. Тартаковским в 
СССР.

Схема эксперимента П. С. Тартаков- 
ского представлена на рис. 3.8. Узкий 
пучок электронов 1 простреливает тон
кую поликристаллическую металличе
скую пленку 2. Пучки дифрагированных 
электронов 3 оставляют свой след на 
фотопластинке 4. Типичная картина — 
электронограмма, получающаяся при 
этом, представлена на рис. 3.9. Онаимеет 
вид чередующихся по определенному за-
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ных кристаллических плоскостей раз
личного типа. Например, для гранецент- 
рированной решетки это могут быть 
плоскости (см. рис. 3.4) BCD, DCG, 
BCGE и другие. Каждое семейство плос
костей характеризуется своим межплос- 
костным расстоянием d. В поликристал- 
лической тонкой пленке кристаллики 
вещества ориентированы хаотически. 
Электронный пучок будет интенсивно 
отражаться от тех плоскостей, для кото
рых выполняется условие Вульфа — 
Брэгга

2d sin 0 =  kX. (3.11)

кону концентрических окружностей. Х а
рактер дифракционной картины зависит 
от типа кристаллической решетки про
стреливаемой пленки, размер колец за
висит от ускоряющего потенциала. Р е
зультат эксперимента объясняется сле
дующим образом. В кристаллической 
решетке какого-либо вещества могут 
быть выделены совокупности параллель-

где 0 — угол скольжения (рис. 3.10), 
\  — длина волны де Бройля, k — целое 
число. В условиях эксперимента d  и % 
постоянны, отражение происходит от тех 
плоскостей, ориентация которых, т. е. 
угол 0, удовлетворяет соотношению
(3.11). В плоскости рисунка 3.8, как 
и в любой другой плоскости, содержа
щей падающий электронный пучок, 
встречается одинаковое число кристал
ликов, от которых происходит отраже
ние. По этой причине в каждую точку 
одного кольца попадает одно и то же 
число электронов. Каждое кольцо имеет 
свою, но постоянную вдоль кольца ин
тенсивность.

Если же путем механической или тер
мической обработки в пленке будут соз
даны преимущественные направления 
ориентации кристалликов, то изменится 
распределение интенсивности между раз
личными кольцами, в каждом кольце 
могут появиться разрывы.

Рассмотренный метод получения элект- 
ронограмм аналогичен методу Дебая— 
Шеррера в рентгенографии. Анализ рас
положения колец в электронограммах, 
которые были получены по этому методу 
для веществе известной кристаллической 
решеткой, подтвердил справедливость 
соотношения де Бройля (3.4).

Отметим, что иногда возникает необ
ходимость учитывать показатель пре
ломления (формула 3.10) для электрон
ного пучка.

Рассмотрим, как должно быть видо
изменено соотношение Вульфа— Брегга
(3.11), чтобы в явном виде был учтен по
казатель преломления (3.10). Д ля этого



воспользуемся известным из оптики со
отношением

2tn cos ф =  kX, (3.12)
которое представляет собой условие мак
симума для интерферирующих лучей
1 и 2 (см. рис. 3.11). Учитывая закон 
преломления, (3.12) представим в виде

2П V  — sin2i =  kX. (3.13)
Если теперь использовать те же обозна
чения, что и в (3.11), и вместо угла паде
ния i ввести угол скольжения 0, то 
получим

2 d V n 2 — cos20 =  kX, (3.14)
где п определяется по формуле (3.10), 
а X — по формуле (3.7) При п =  1
(3.14) переходит в (3.11). Согласно (3.10) 
влияние показателя преломления долж
но быть особенно заметным, когда U ~  
~  Ф. Это иллюстрирует рис. 3.12, на 
котором приведена интенсивность зер
кально отраженного пучка электронов в 
зависимости от V U .  Стрелками пока
заны положения максимумов, вычислен
ные по формуле (3.11). Видно, что рас
хождения становятся заметными при 
малых значениях U.

Соотношение де Бройля (3.4) примени
мо не только к электронам, но и к лю
бым другим частицам: протонам, нейтро
нам, атомам и молекулам.

Дифракция нейтронов впервые на
блюдалась в 1936 г. на монокристаллах 
окиси магния. Явление дифракции 
нейтронов лежит в основе нейтроногра
фии — метода исследования структуры 
веществ в различных агрегатных состоя
ниях. Нейтронография особенно эффек
тивна при исследовании структуры ор
ганических кристаллов, содержащих во
дород. Для таких кристаллов методы 
рентгено- и электронографии оказы
ваются неэффективными, поскольку ато
мы водорода слабо рассеивают как рент
геновское излучение, так и электроны. 
В качестве источника нейтронов ис
пользуются обычно ядерные реакторы. 
Испускаемые реактором нейтроны имеют 
максвелловское распределение по ско
ростям. В соответствии с соотношением 
де Бройля такой пучок является поли
хроматическим, т. е. содержит различ
ные длины волн. При необходимости
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получить монохроматический пучок ней
тронов его направляют на монокристалл 
под определенным углом. Отраженный 
зеркально пучок нейтронов имеет длину 
волны, определяемую из соотношения 
Вульфа — Брегга (3.11).

Явление дифракции для атомов впер
вые наблюдали О. Штерн и его сотруд
ники в 1929 г. Пучок атомов гелия на
правлялся на поверхность кристалла 
LiF, которая действовала как двумерная 
дифракционная решетка, т. е. как плос
кая решетка с совокупностями взаимно 
перпендикулярных штрихов. За счет 
дифракции на такой решетке возникают 
дифракционные пучки, распространяю
щиеся не только в плоскости падения, 
но и под углом к ней. Последнее обстоя
тельство и было использовано в опытах 
по дифракции атомов гелия на кристал
лах LiF. Наиболее интенсивный пучок 
рассеянных атомов гелия наблюдался 
под углом зеркального отражения в 
плоскости падения (а =  0), а менее 
интенсивные наблюдались при откло
нении от плоскости падения (а «= ±12°) 
(рис. 3.13). Расчет положения наблю
даемых максимумов полностью подтвер
дил применимость формулы (3.4) к ато
мам гелия. Практически в то же время 
в аналогичных условиях О. Штерн с со
трудниками наблюдали дифракцию моле
кул водорода также на кристалле LiF. 
Кривая распределения интенсивности
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для молекул водорода имеет такой же 
вид, как на рис. 3.13. Результаты опыта 
также хорошо согласуются с формулой 
де Бройля.

Таким образом, соотношение де Брой
ля применимо ко всем материальным 
частицам и носит универсальный харак
тер. В связи с этим особо следует отме
тить такую материальную частицу как 
фотон, которая имеет нулевую массу 
покоя. Соотношения (3.3— 3.5), как 
было установлено ранее (2.11, 2.12), пол
ностью применимы к фотону, и, таким 
образом, для фотона волна де Бройля 
совпадает с электромагнитной волной.

§ 3.2. СВОЙСТВА ВОЛН ДЕ БРОЙЛЯ

Явление распространения волн, неза
висимо от их природы, описывается с по
мощью волнового уравнения. Рассмот
рим простой идеализированный случай 
одномерной волны. Это значит, что рас
сматривается распространение волны 
вдоль одной координатной оси, например 
х.  Реальные процессы происходят в трех
мерном пространстве, но в указанном 
приближении координаты у  и z не рас
сматриваются. Чаще всего полагают при 
этом, что характер процесса от у  и г 
не зависит.

Одномерное волновое уравнение имеет 
вид

д2и J_  ,о 1Г\
дх2 v2 d t2 ’ lo . i  о ;

где v — постоянная, определяемая фи
зической природой среды, где происходит 
распространение волн. Физическая при
рода волнового процесса зависит от того 
физического содержания, которое вкла
дывается в функцию и. Это может быть, 
например, напряженность электриче
ского или магнитного поля, давление 
в среде, высота гребня волны на поверх
ности воды и т. д. Общее решение урав
нения (3.15) может быть записано в виде

и  =  f  (х — vt) +  g  (х +  vt), (3.16)

где f u g  — произвольные дважды диф
ференцируемые функции. Первое сла
гаемое в общем решении (3.16) описывает 
волну, распространяющуюся в положи
тельном направлении оси х, а второе — 
волну, бегущую в отрицательном на
правлении.

Рассмотрим в качестве примера част
ный случай

и — f  (х — vt) =  ехр [—о{х — vt)*],
(3.17)

где а  — постоянная; g  (х - f  vt) — 0. 
Пусть и представляет собой распределе
ние плотности некоторого тела вдоль 
оси х.  Вся колоколообразная кривая 
(кривая Гаусса) перемещается вдоль оси 
х  со скоростью V. Это соответствует дви
жению тела вдоль оси х  с указанным рас
пределением плотности для него вдоль 
той же оси. Наиболее важным частным 
случаем является следующее решение 
уравнения (3.15)

и =  cos [со (х — vt)/v\ (3.18)

или
и =  cos [to (х — vt)/v\ +
+  i sin [ю (л: — vt)lv)\ =
=  ехр [ш  (х — vt)!v\. (3.19)

Уравнение (3.19) отличается от (3.18) 
наличием мнимой части, в то время как 
действительные части полностью совпа
дают. Во многих физических задачах при 
выборе решения (3.18) или (3.19) ру
ководствуются обычно лишь соображе
ниями удобства при вычислениях. По 
физическому содержанию оба решения 
эквивалентны. Волны, которые описы
ваются выражениями (3.18, 3.19), назы
ваются монохроматическими, поскольку 
им соответствует только одно значение



частоты со. Монохроматическая волна 
распространяется вдоль х  со скоростью 
v, которая в данном случае является 
фазовой скоростью, то есть соответствует 
скорости распространения вдоль х  не
которого фиксированного значения фазы 
волнового процесса.

Особая важность решений (3.18, 3.19) 
заключается в том, что они сравнительно 
легко могут быть использованы для 
«построения» более сложных решений 
волнового уравнения (3.11). При этом 
обычно используется преобразование 
Ф урье. В частности, рассмотренное ра
нее решение (3.17) может быть представ
лено как результат наложения беско
нечного количества гармоник (3.18) с 
определенной амплитудой и частотой.

00
1 fi СО2

e - 0 ( x - v t ) 2  ------- I COS —  ( X  —
У  П О  J  V  4

О

-» * )< * (£ ) .  (3.20)

Из (3.20) видно, что волна (3.17) не яв 
ляется монохроматической, она пред
ставляет собой результат наложения 
большой группы монохроматических 
волн cos [со(х — vt)/v] с распределением 
амплитуд по закону ехр (— со2/4сти2). 
Считаем, что в правой части выражения
(3.20) v =  const, и при этом, согласно
(3.20), получаем, что волна (3.17) — ре
зультат наложения группы монохрома
тических волн — распространяется также 
со скоростью v. В этом случае из усло
вия v =  const вытекает, что групповая 
скорость — скорость распространения 
группы волн (3.17) — совпадает с фа
зовой скоростью отдельных монохрома
тических компонент. Отметим, что в бо
лее сложных случаях, когда v Ф  const, 
групповая скорость отличается от фазо
вой. Запишем решения (3.18) и (3.19) 
в виде

« =  cos(otf — kx), (3.21)
ы =  е х р [—i'(atf — kx)], (3.22) 
k  =  со/у. (3.23)

видеть, что при х  =  const, на- 
, х  =  0, периодически изменя- 

и с циклической _ частотой со,
2 л

Легко 
пример 
ется
период процесса Т  =

сировать некоторый момент времени, на
пример t =  0, то волновое число k  мо
жем рассматривать как «пространствен
ную частоту», а «пространственный пе- 

2л ,
риод»------ y  ~  ^ есть не что иное> как
длина волны.

Возьмем для волнового процесса за 
основу выражение (3.22) и, приняв во 
внимание соотношения (3.3) и (3.5), по
лучим выражение для волны де Бройля

¥ ( * ,  /) =  е х р [— —  2-х) ] =

=  e x p [ _ i - ( r / - p x ) ] .  (3-24)

Это выражение соответствует плоской мо
нохроматической волне де Бройля, т. е. 
поверхность постоянной фазы — фронт 
волны — есть плоскость, параллельная 
плоскости yOz.

Найдем фазовую скорость Уф волны 
де Бройля. Под фазовой скоростью по
нимают скорость распространения по
стоянной фазы волнового процесса. Ф а
зовая скорость может быть найдена дву
мя способами. В первом случае, исполь
зуя соотношения (3.3, 3.5) и (3.23), в ко
тором v имеет смысл фазовой скорости, 
получим

=  “  =  =  (3.25)
k p l \  mv v к ’

Во втором случае исходим из условия 
постоянства фазы

W t  — рх =  const. 

Дифференцируя это выражение, найдем

(3.25а)dx W
dt р v

О) Если зафик-

В (3.25) v —  скорость движения части
цы. Поскольку, согласно теории относи
тельности, всегда v <  с, то из (3.25) 
следует, что иф >  с.

Согласно теории относительности ско
рость передачи в пространстве энергии 
или сигнала не должна превышать ско
рости света с. Несмотря на то, что с> 
т. е. фазовая скорость волны де Бройля 
превышает скорость света в вакууме, 
этот результат не следует считать про
тиворечащим теории относительности. 
Дело в том, что рассмотренная монохро
матическая волна де Бройля, как, впро-
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Рис. 3.14

чем, и любая монохроматическая волна, 
не может переносить в пространстве ни 
энергии, ни сигнала (информации). Свя
зано это с тем, что монохроматическая 
волна вида (3.21) и (3.22) равномерно 
заполняет пространство вдоль оси х  от 
— оо до -f-oo. Любой выделенный объем 
содержит некоторый запас энергии, ко
торый остается постоянным во времени, 
т. е. нет переноса энергии. Передача 
сигнала также невозможна. Чтобы пере
дать сигнал типа «да» или «нет», необхо
димо на одном из «гребней» волны сде
лать «зарубку», чтобы он отличался от 
всех прочих «гребней». Но тогда это уже 
не будет монохроматическая волна, а вы
вод Оф >  с относится именно к ней. Таким 
образом, этот вывод не противоречит тре
бованиям теории относительности.

Тот факт, что монохроматическая вол
на с одинаковой плотностью заполняет 
пространство —оо <  х  <  + оо , накла
дывает ограничения при сопоставлении 
реального физического объекта, напри
мер, электрона, с математическим выра
жением типа (3.24). С одной стороны, 
эксперименты неопровержимо говорят
о волновых свойствах электронов, с 
другой — столь же неопровержимо о их 
локализации в пространстве. Строго 
говоря, не существует такого физиче
ского объекта, который бы полностью 
соответствовал выражению типа (3.24). 
Однако если удовлетвориться более 
скромными требованиями, то можно счи
тать, что выражение (3.24) соответствует 
однородному электронному пучку по
стоянной плотности, протяженность ко
торого вдоль оси х значительно превы
шает размеры электрона. При этом фор
мула (3.24) позволяет с хорошей точ
ностью описать одно из важных свойств 
электронного пучка — его способность 
к дифракции.

Успешное описание явлений, связан
ных с дифракцией электронов, позво
ляет перейти от выражения (3.24) к бо
лее сложным. Рассмотрим задачу на 
построение одномерной модели электро
на. При этом ограничимся двумя требо
ваниями: 1) модель должна правильно 
описывать волновые свойства электро
на; 2) электрон (т. е. его модель) дол
жен иметь ограниченную протяженность 
вдоль оси х.

Д ля выполнения первого условия в ка
честве «строительного материала» для 
модели возьмем монохроматические вол
ны де Бройля (3.24), а для выполнения 
второго, как можно заключить из ана
лиза соотношения (3.20), нужно взять 
группу волн. Возьмем волновой пакет 
из волн де Бройля с распределением 
амплитуды в зависимости от волнового 
числа k, показанным на рис. 3.14. Ре
зультат суперпозиции монохроматиче
ских волн, входящих в волновой пакет, 
может быть найден из выражения

fc0+ A * / 2

ЧГ ^ =  I  ■Eker~m t~kx) dk■ (3 -26>
Ь о— Afc/2

Д ля вычисления интеграла необходимо 
учесть зависимость и  от Л. Это следует 
из выражения (2.10), которое применимо 
к любой частице. Учитывая соотношения
(3.3) и (3.5), из (2.10) получим

со2 =  £2с2 +  т] сЧг~-, (3.27)
из которого следует, что со2 линейно за
висит от k2. Зависимость со от k имеет 
более сложный характер. Полагая, что 
М < С £ , разложим со в ряд по степеням 
(.k — kQ)

со =  со0 +  со0 (k — k0) -f- ~2 соо (k й0)2 -f- 
+  . . .  , (3.28)

du> •  d 2 со , ,

Г Д е  “ » =  d k  ’ ®» =  d£*  В Т 0 Ч К 6  k  ^  ko>

Ч  =  №  +  т ас1Ь.~'2. 
Ограничимся первыми двумя членами 
в правой части выражения (3.28) и под
ставим значение со в подынтегральное 
выражение (3.26). После интегрирования 
имеем

W (х, t) =  А ^  е - |« о .г -ад ( (3.29)



где

l = \ - A k  (jc— ci.O- (3.30)

Из (3.29) следует, что волновой пакет 
из монохроматических волн, имеющих 
распределение амплитуд, представлен
ное на рис. 3.14, можно рассматривать 
как одну волну (3.29) с фиксированной 
частотой со0, но с амплитудой A s in £ /|, 
которая зависит как от координаты х, 
так и от времени t. На рис. 3.15 пред
ставлена волна (3.29) в момент времени 
t =  0. Пунктирная огибающая наглядно 
показывает зависимость амплитуды вол
ны от координаты х. Видно, что волновой 
пакет сконцентрирован, в основном, на 
сравнительно небольшом участке оси х. 
Волна не стоит на месте, каждый из 
максимумов сплошной кривой на рис.
3.15 движется вдоль оси х  с фазовой ско
ростью, определяемой из соотношения
(3.25) уф =  co9/fe0.

Однако высота каждого максимума 
не остается постоянной. Одни максиму
мы растут, другие — уменьшаются по 
мере своего движения вдоль оси х. Х а
рактер изменения высоты максимумов 
таков, что это соответствует движению 
с течением времени пунктирной огибаю
щей на рис. 3.15 вдоль оси х. Перемеще
ние огибающей рассматриваем как дви
жение в пространстве волнового пакета.

Вычислим скорость движения волно
вого пакета, которую называют группо
вой скоростью иГр- Д ля этого нужно вы
числить скорость движения огибающей, 
что можно сделать, положив в (3.30) 
£ =  const и продифференцировав это 
выражение. Выполняя указанные дейст
вия, получим

d , Л dx dcol
Л  (X —  <0.0 -  о, Угр -  dt -  ®  о—  dk  •

(3.31)

Из соотношения (3.27) найдем

do)
dk

kc2 
со

i j k c 2 _ _  рс_

Групповая скорость

Рис. 3.15

является то, что в волновом пакете уда
ется объединить волновые свойства с ло 
кализацией пакета в пространстве. Ос
тановимся на этом подробнее. Рассмот
рим связь таких величин, как прост
ранственная протяженность волнового 
пакета Ах  и протяженность его Ak  по 
оси к (рис. 3.14). Из свойств функции 
sin2£/£2 следует, что около 80 % пло
щади под данной кривой сосредоточено 
в пределах от —п/2 до я /2 , т. е. Д | =  я . 
Следовательно, для количественной ха
рактеристики степени локализации вол
нового пакета можем взять Дх, соот
ветствующее Д£. Д ля некоторого фикси
рованного момента времени t =  const 
из (3.30) получим

Д£ =  я  =  AkAx.

Поскольку волновая функция имеет от
личные от нуля значения и в области 
х  >  Дх, то более правильным будет 
условие

Д к Ах  ^  2я. (3.32)

Принимая во внимание, что р  =  kh, из
(3.32) получим соотношение

(3.33)

откуда следует, что угр =  V, т. е. груп
повая скорость движения волнового 
пакета равна скорости движения части
цы. Этот факт следует расценивать как 
успех рассматриваемой модели. Однако 
основным преимуществом данной модели

которое называется соотношением не
определенностей Гейзенберга. Под не
определенностями понимают степень 
«размытости» координаты Дх и импульса 
Ар. Это соотношение является неизбеж
ным следствием того, что электрону, как 
и другим частицам, присущи волновые 
свойства. Узкому (в пространстве k)



волновому пакету соответствует малое 
Ар и большое Ах. Предельно узкий вол
новой пакет Ak —у 0 соответствует моно
хроматической волне, которая с одина
ковой плотностью заполняет ось х  от 
— оо до + о о . Этот вариант уже рассмат
ривался нами. Согласно (3.33), он соот
ветствует одному из возможных частных 
случаев. Неопределенности Ах  и Ар 
входят в соотношение (3.33) как равно
правные сомножители, поэтому увели
чение одного ведет к уменьшению дру
гого и наоборот.

Соотношение неопределенностей Гей
зенберга коренным образом изменяет 
представления, сложившиеся в классиче
ской механике. Весьма удобным объектом 
исследования была материальная точ
ка, которая в каждый момент времени 
имела вполне определенный импульс 
и координату. Масса материальной точки 
в принципе могла быть сколь угодно ма
лой, в частности, равной массе электро
на. Ранее рассматривали движение элек
трона в электрическом и магнитном по
лях , принимая его, по сути, за матери
альную точку. Теперь выяснилось, что 
такие физические величины, как коор
динаты и скорость (импульс), могут быть 
применены для описания движения 
электрона лишь с оговорками.

Соотношение (3.33) было получено из 
анализа свойств одномерного волнового 
пакета, и это может послужить основа
нием для сомнений в справедливости 
соотношения неопределенностей Гей
зенберга. Кроме того, многие электрон
ные приборы построены на основании 
расчетов, выполненных по правилам 
классической механики. Их работа про
верена практикой. Это также может быть 
причиной для сомнений в справедли
вости соотношения (3.33).

В связи с этим следует более подроб
но обсудить соотношение неопределен
ностей Гейзенберга. Сразу же отметим, 
что это соотношение полностью подтвер
ждается и при более строгом рассмотре
нии. Необходимо выделить два подхода 
к рассматриваемой проблеме. Первый 
может быть сформулирован следующим 
образом. Возьмем потенциальную яму 
для электрона и рассмотрим его движе
ние. Форму, глубину и ширину такой 
ямы можно изменять в широких преде
лах. Оказывается, что строгое решение 
этой задачи приводит к следствиям, 
удовлетворяющим соотношению неоп
ределенностей Гейзенберга. В § 3.3, 
§5 .1  рассмотрим задачи с прямоуголь
ной потенциальной ямой, ямой парабо
лической формы (гармонический осцил
лятор) и кулоновской потенциальной 
ямой (атом водорода). Во всех трех слу
чаях соотношение (3.33) получает полное 
подтверждение.

Второй подход к рассматриваемому 
вопросу о справедливости соотношения 
неопределенностей Гейзенберга заклю
чается в следующем. Вначале в явном 
или неявном виде делается предполо
жение о том, что движение электрона 
можно описать, задавая точные значения 
его координаты и импульса. Затем пред
принимается попытка с помощью экспе
римента, реального или, чаще, мыслен
ного, определить одновременно коор
динату и импульс электрона.

Анализ предложенных эксперимен
тов вновь подтвердил справедливость 
соотношения (3.33). Наибольшую из
вестность среди экспериментов такого 
рода получил «гамма-микроскоп» Гей
зенберга. Суть этого мысленного эк
сперимента заключается в следующем. 
Пусть перед объективом микроскопа по
коится электрон, координату которого 
определим, наблюдая за электроном в 
микроскоп. Погрешность в определении 
координаты связана с разрешающей 
способностью микроскопа

Ах  ^  Vsinqp, (3.34)

где X — длина волны света, которым осве
щаем электрон, ф — аппертурный угол 
для объектива микроскопа (рис. 3.16). 
Погрешность Ах  в определении коорди
наты растет пропорционально X. Чтобы



уменьшить погрешность, нужно умень
шить к, т. е. нужно использовать гам
ма-микроскоп. В мысленном экспери
менте это вполне допустимо. Электрон 
становится видимым благодаря попада
нию в микроскоп квантов света, рассеян
ных электроном. Пусть квант света пер
воначально распространяется вдоль оси 
х. После рассеяния (см. эффект Комп
тона), под углом в пределах от —ф до 
Ф он попадает в объектив микроскопа.

При этом величина проекции импульса 
фотона на ось х  оказывается неопре
деленной. Можно лишь сказать, что 
эта проекция заключена в интервале от
—р sin ф до 4-/7 sin ф, где р — импульс 
фотона. Таким образом, отклонение им
пульса от среднего

Др/2 =  р sin ф. (3.35)

В силу закона сохранения импульса 
(см. эффект Комптона) такая же неоп
ределенность импульса будет и у элек
трона. Учитывая, что для фотона р  =  
=  hv/c  =  h/k,  из (3.34) и (3.35) по
лучим АхАр  ~  h, что согласуется с
(3.33). Стремление уменьшить Дл: за 
счет уменьшения длины волны ведет 
к увеличению Ар, так как вместе с уве
личением разрешающей способности мик
роскопа возрастает неопределенность 
импульса у электронов отдачи. Если же 
брать кванты малой энергии с большой 
длиной волны, то неопределенность им
пульса уменьшится, но одновременно 
уменьшится и разрешающая способ
ность, Ах  увеличится.Обратим внимание 
на то, что классическая физика имела 
дело с объектами сравнительно большой 
массы: звезды, планеты, биллиардные 
шары и т. д. При этом допускалось, что 
наблюдение за объектами никак не влия
ет на состояние их движения. В самом 
деле, световые потоки, которыми нужно 
осветить объект, чтобы вести за ним на
блюдение, практически не оказывают 
на него влияния, так как импульс фото
на существенно меньше импульса клас
сического объекта. Иное положение для 
объектов атомной физики. Попытка из
мерения координаты электрона с по
мощью гамма-микроскопа Гейзенберга 
вносит существенное возмущение в со
стояние самого электрона. С учетом ска
занного можно дать определение поня

тиям большого и малого нев относитель
ном, а в абсолютном смысле. Объект 
называют большим, если возмущением, 
сопровождающим наблюдение, можно 
пренебречь, и малым, если пренебречь 
нельзя. Уместно в связи с этим привести 
следующее высказывание Дирака: «Для 
того, чтобы придать размерам абсолют
ный смысл, как того требует всякая тео
рия наиболее легких частиц вещества, 
следует допустить, что существует пре
дел тонкости наших средств наблюдения 
и малости сопровождающего возмуще
ния — предел, который присущ при
роде вещей и никогда не может быть 
превзойден совершенствованием техники 
или искусства экспериментатора».*

Необходимо отметить, что соотноше
ние (3.33) — одно из частных математи
ческих выражений для соотношения не
определенностей Гейзенберга. В другой 
математической форме это соотношение 
может быть получено на основе таких же 
рассуждений, которые были использо
ваны при выводе неравенства (3.33).

Вновь в качестве исходного берем вы
ражение (3.30) и, как и в предыдущем 
случае, полагаем Д£ =  я .  Но теперь 
считаем х  =  const и находим соответ
ствующее At. Из (3.30) имеем

Д£ =  я  =  к- Ak  ( —со'ДО ; -g- ДсоД/,

откуда, с учетом W =  h со, получим

(3.36)

В этом соотношении знак неравенства 
добавлен из тех же соображений, что 
и при переходе от (3.32) к (3.33). Знак 
минус опущен, во-первых, из-за того, 
что нас интересует соотношение между 
абсолютными величинами A W  и At,
и, во-вторых, по той причине, что изме
нение знака % в выражении (3.29) не изме
няет последнее и приводит к результату
(3.36).

Детальное обсуждение соотношения 
неопределенностей Гейзенберга (3.36) бу
дет проведено ниже (§ 5.3). Сейчас ука
жем лишь на физический смысл, кото

* Д и р а к  П .  Принципы квантовой механи
ки .— М.: Ф изматгиз, 1960, с. 18.



рый вкладывается в величины AW  и 
At. Под At понимают обычно среднее 
время жизни атомной системы в состоя
нии с энергией W. Величину AW  рас
сматривают как степень неопределен
ности W — энергетического запаса атом
ной системы. Позднее покажем, что дан
ное соотношение (3.36) в такой же 
степени справедливо, как и (3.33).

Таким образом, из анализа свойств 
одномерного волнового пакета получе
ны важные физические соотношения
(3.33) и (3.36). Показано, что групповая 
скорость распространения волнового па
кета совпадает со скоростью движения 
частицы.

Такой успех одномерной модели элек
трона позволяет поставить вопрос: 
«Нельзя ли рассматривать электрон как 
волновой пакет из волн де Бройля?». 
Понятно, что рассмотренная упрощен
ная одномерная модель не охватывает 
всех свойств электрона. Заряд и масса 
электрона, собственный механический 
и магнитный моменты электрона (см. 
§ 5.4) — все эти физические величины 
не нашли своего отражения в модели. 
Кроме того, оказывается, что одномер
ный волновой пакет является неустой
чивым, расплывается стечением времени. 
Чтобы доказать это, разделим условно 
волновой пакет (рис. 3.14) на две рав
ные части — правую и левую и покажем, 
что групповая скорость их движения 
различна. Если это так, то различие в 
скоростях выделенных частей пакета 
приведет к полному размытию послед
него с течением времени. Определим 
групповые скорости движения левой 
и правой частей пакета ил и ип и оценим 
характерное время его расплывания 
At.

Согласно (3.31), скорости ил и v„ 
найдем из соотношений

v„ = da> | 
d k ■ - , * (3' 37) IA0—Д6/4 aR |*„+ДА/4

Воспользуемся разложением в ряд пра
вых частей данных соотношений и пред
ставим их в виде

Vj, =  со о 

Рп =  ®0

A k  d 2со

4 d k 2 

A k  d 2со

T 1 F -

Скорость движения правой части пакета 
относительно левой

A k  d2u> I ооч
Уотн — vn ил — 2 dk2 I ' (3.38) 

1*0

Д ля оценки правой части (3.38) продиф
ференцируем дважды (3.27) и получим

или

С00)Л

со„

с 2 —  (coj )2 =  С2 —  V0-

■■ ti (с2 — у2)/Йсо «  h/m0, (3.39)

где использовано равенство W  =  йсо =  
=  т0с2 и условие и2. На основании 
(3.38) и (3.39) имеем

Уотн =  Akhl2m0. (3.40)

Время расплывания пакета определим 
из соотношения

2т0 (Ах)2 
\ A k A x

2т0 (Ах)2 
h : (3.41)

где Ах  — некоторый характерный раз
мер, свойственный той или иной эле
ментарной частице. Сделаем численную 
оценку A t  для электрона. Д ля этого 
в правую часть (3.41) подставим значе
ния т 0 «  10~27 г, Ах ~  10~13 см — клас
сический радиус электрона — и полу
чим At  ~  10~26 с. Таким образом, одно
мерный волновой пакет, сконцентриро
ванный в области пространства, соответ
ствующей классическому радиусу элект
рона, расплывается практически мгно
венно. В силу данного обстоятельства 
и ряда других, указанных раньше, рас
смотренная одномерная модель имеет 
весьма ограниченное применение. Ре
альный электрон не может быть пред
ставлен в виде такого волнового пакета.

В связи с рассмотренным могут воз
никнуть два вопроса. Во-первых, можно 
ли «сконструировать» трехмерный вол
новой пакет и, во-вторых, какой физи
ческий смысл следует вкладывать в вол
новую функцию де Бройля?

Ответ на первый вопрос требует реше
ния трехмерного волнового уравнения. 
Одна из частных, но весьма важных за
дач такъго рода — уравнение Шредин
гера для атома водорода — будет рас
смотрена в гл. 5.

Ответ на второй вопрос был дан 
М. Борном. Прежде чем сформулировать



его, вспомним описанные выше опыты жения (3.42) должен быть равен единице 
по интерференции слабых световых по
токов. Тогда мы пришли к выводу, что 
произведение математического выраже
ния для электромагнитной волны на 
комплексно-сопряженное дает вероят- поскольку вероятность обнаружения 
ность попадания фотона в то или иное электрона во всем доступном ему объеме 
место интерференционной картины. С равна единице. Из (3.42) следует, что 
аналогичной ситуацией имеем дело и в | i j ' |2 имеет смысл плотности вероятности, 
случае дифракции электронов. Том- сказанного ясно, что учет волновых 
сон установил, что в опытах по дифрак- свойств электрона позволяет вычислить 
ции электронов каждый электрон интер- вероятность попадания электрона в то 
ферирует сам с собой. К этому выеоду или иное кольцо электронограммы, полу- 
'tомсон пришел, анализируя опыты, в ко- чающейся в опытах Томсона—Тарта- 
торых тонкая металлическая пленка КОвского. Вместе с тем вероятность по- 
простреливалась одиночными электро- падания электрона в ту или иную точку 
нами. В этих опытах после пролета мало- одного и того же кольца имеет некото- 
го количества электронов на фотоплас- рое постоянное значение. И тем не менее, 
тинке получались отдельные пятна, на всякий раз электрон попадает в какую- 
первый взгляд расположенные хаотич- либо одну точку, а не размазывается 
но. При увеличении экспозиции, т. е. По всему кольцу. Такое поведение элект- 
после пролета большого количества рона объясняется тем, что «траектории» 
электронов за длительный промежуток электрона, падающего и дифрагирован- 
времени, отдельные пятна сливались, ц0го от кристаллических плоскостей не- 
и на фотопластинке возникала точно которого микрокристаллика, лежат в 
такая же картина дифракционных ко- одной плоскости падения, подобно па
лец, как и в случае интенсивных элект- дающему и отраженному лучам свста. 
ронных пучков. И в том, и в другом j_[0 МИКрокристаллики в металлической 
случае рассчитать положение колец мож- пленке ориентированы хаотически, 
но на основании соотношений де Брой- Электроны попадают всякий раз на раз- 
ля и Вульфа—Брегга. Мы видим здесь личные микрокристаллы, а положение их 
полную аналогию между фотоном и крИСТаллических плоскостей в простран- 
электроном: в первом случае интерфери- стве определяет ту точку кольца, в ко- 
рует сам с собой фотон, а во втором торую попадает дифрагированный эле- 
электрон. В первом случае квадрат моду- ктроН-
ля электромагнитной волны дает вероят- Таким образом, ввиду того, что элект- 
ность попадания фотона в то или иное Тр0Н обладает волновыми свойствами, 
место интерференционной картины, а во принципиально невозможно использо- 
втором — квадрат модуля волны (точ- вать классическую механику для описа- 
нее — волновой функции) де Бройля ния поведения электрона. Эту задачу 
дает вероятность попадания электрона выполняет квантовая механика, важную 
в то или иное дифракционное кольцо р0Ль в которой играет уравнение Шре- 
электронограммы. Именно такая интер- дингера. Законы квантовой механики 
претация волновой функции была пред- описывают состояния атомных систем, 
ложена М. Борном. Математическая Применительно к макроскопическим си- 
интерпретация волновой функции может Стемам в квантовой механике можно по
быть представлена следующим образом: Ложить Й -*■ 0, и тогда ее предсказания 

dV =  | *F |2 dV, (3.42) подтверждаются результатами класси
ческой мех-аники.

где dV  — элемент объема, дает вероят
ность нахождения электрона в объеме dV.  § 3  3 . у р а в н е н и е  ш р е д и н г е р а  
Если известно, что где-то в пространстве
находится один электрон, состояние ко- В нерелятивистскои квантовой меха-
торого описывается функцией W, то ин- нике уравнение Шредингера играет та-
теграл по всему пространству от выра- кую же роль, как уравнение движения

(3.43)



Рис. 3.17

Ньютона в классической механике и 
уравнения Максвелла в электродинами
ке. Это уравнение, как и соотношение де 
Бройля, не может быть выведено из за
конов классической механики или элект
родинамики. Оно представляет собой 
строгое математическое развитие идеи, 
высказанной де Бройлем. Уравнение 
Шредингера было предложено им в 
1926 г.

П. Л . Капица в своей книге «Эксперимент, 
теория, практика» рассказывает историю по
явления уравнения Ш редингера, о которой 
слышал от П. Д ебая . «Дебай в то время был 
преподавателем, профессором в Ц ю рихе. У 
него был молодой ученик, тож е преподаватель, 
Ш редингер, тогда еще совсем не известный 
молодой человек. Д ебай познакомил его с ра
ботой де Бройля, в которой де Бройль, вы
двинувший, как вы знаете, гипотезу о сущ ест
вовании волновой структуры электрона, пока
зал, что при известных условиях интерферен
ции можно заменить движ ение электрона вол
новым движением. Идея эквивалентности вол
нового движения и квантовых процессов, 
волнового движения и корпускулярного дви
ж ения была воспринята целым рядом физиков 
весьма отрицательно. Отрицательно отнесся 
к ней и Ш редингер. Когда Д ебай  попросил его 
рассказать молодежи о работах де Бройля, 
Ш редингер сначала отказался. Потом, когда 
Д ебай, пользуясь своим положением профес
сора, снова предложил ему это сделать, Ш ре
дингер согласился, и начал искать, как 
можно объяснить идеи де Бройля в наибо
лее полной и точной математической форме. 
И когда он рассказал о работах де Бройля в том 
представлении, какое он считал наиболее 
точным, Дебай ему сказал: «Послушайте, 
ведь вы ж е нашли новый замечательный вид 
уравнения, который является фундаменталь
ным в современной физике»*.

Рассмотрим трехмерное волновое урав
нение и применим его к волнам де Брой

* Капица П. JI. Эксперимент, теория, 
практика,— М.: Н аука, 1974, с. 136.

ля. Оно имеет вид, подобный (3.15)

(3.44)

Здесь А — оператор Лапласа, явный вид 
которого зависит от выбранной системы 
координат. В декартовой системе коор
динат

д2 д2 дг 
дх? +  а р  +  ' (3-45)

В сферической системе координат (рис.
3.17), связанной с декартовой соотноше
ниями

х  =  г sin 0 cos ф, 
у  =  г sin 0 sin ф, 
z =  /-cos0, (3.46)

оператор Лапласа имеет вид

А =  А, +  - L  Ае,ф, (3.47)

где

A^ i n r e U s i n m ) ’

Де,Ф =  Ае +  ^ г ^ ё ^ .

(3.47а)
Выбор системы координат зависит от 
симметрии рассматриваемой задачи.

В уравнении (3.44) Ч?" (г, t) соответ
ствует волнам де Бройля. Как уже 
упоминалось (см. формулы 3.18, 3.19), 
наиболее важным частным случаем ре
шения волнового уравнения является 
решение вида

Ч; (г, t)  =  г[)(г)ехр(— Ш ) .  (3.48) 

Подставляя (3.48) в (3.44), получим
—> rv)2 —V

Д 'К '- ) + - 55-1>(/’) =  0. (3.49) 

С учетом (3.23) k =  и р =  kti имеем

Дф (г) +  k 2ty (г) =  0, (3.49а) 

А1!5 (0  +  - j r  'Ф (г) =  0. (3.496)

Квадрат импульса выразим через пол
ную и потенциальную энергии частицы. 
Принимая во внимание, что полная



энергия равна сумме кинетическом и по
тенциальной

W  =  р 2/2т  +  V (г), (3.50)

уравнение (3.49) запишем в виде

(3.51)

Это и есть уравнение Шредингера. При 
его получении полагали, что ю не за 
висит от t, следовательно, величины
W  и V (г) также не зависят от t. По этой 
причине (3.51) называют стационарным 
уравнением Шредингера. В научной ли
тературе уравнение Шредингера часто 
встречается в виде

(3.51а)

* 2 —>- 
где Н  = -----A -f- V (г) называется опе
ратором Гамильтона, или гамильто
нианом.

Как уже было сказано, волновая функ
ция 1)5(7 )  (как и ¥  { г ,  t ) )  должна удовлет
ворять условию

5 ж 7) | ^ у = 1,
V

которое называется условием нормиров
ки г|з-функции. Кроме того, волновая 
функция должна быть дважды диффе
ренцируемой, непрерывной вместе со 
своей производной, должна быть конеч
ной во всей области определения и одно
значной.

Пусть в некоторой области про
странства имеется потенциальная яма,
которую характеризует потенциал V (r)<  
<  0. ' При W  >  0 движение частицы 
не ограничено стенками потенциальной 
ямы ( инфинитное движение),  а при 
W  <  0 — ограничено (финитное движе
ние). Если W  >  0, то решение урав
нения Шредингера, удовлетворяющее 
условиям, налагаемым на ■ф-функцию, 
может быть получено при произволь
ных значениях энергии W . Если же 
W  <  0, то решение, удовлетворяющее 
всем сформулированным условиям, мо
жет быть получено только для вполне

определенных значений энергии, а имен
но: W lt W.2, W з, ... .  Wi, ... . Эти значе
ния называются собственными значения
ми энергии, а соответствующие решения 
я|з/ — собственными волновыми функ
циями. Если взять какое-либо проме
жуточное значение W Ф  W t , то реше
ние уравнения (3.51) может быть найде
но (например, методами численного ин
тегрирования дифференциальных урав
нений), но найденное решение не будет 
удовлетворять условиям, налагаемым на 
■ф-функцию. Такие решения не имеют 
физического смысла и в дальнейшем 
рассматриваться не будут.

Укажем (без доказательства) на важ 
ное свойство собственных функций. Ес
ли W t Ф  Wk, то соответствующие собст
венные функции ipf и xj-fe являются орто
гональными, т. е.

J ^ ; ^ d V  =  0. (3.52)

Условия (3.43) и (3.52) можно объе
динить в одном соотношении

\ 4>*i>kdV Jik-> (3.53)

где b ik — символ Кронекера, b ik =  0 ,  
если i ф к ,  8ik=  1, если i =  k. Формула
(3.53) называется соотношением орто
нормировки и заменяет два выражения 
(3.43) и (3.52). На первый взгляд, со
здается впечатление, что решения урав
нения Шредингера (3.51) при условии
(3.53) находятся вполне однозначно. В 
действительности это не так. Каждая 
собственная функция определяется с 
точностью до С — в 1?, который назы
вается фазовым множителем. В самом 
деле, любая из собственных функций, 
домноженная на фазовый множитель, 
будет удовлетворять (3.51) и (3.53).

О совокупности собственных значе
ний принято говорить как о спектре 
собственных значений. Спектр собствен
ных значений дискретен, если W <  0, 
и непрерывен, если W  >  0. В резуль
тате решения (3.51) находят координат
ную часть волновой функции. Полная 
волновая функция с учетом (3.48) и ра- 
венствз W == fi со может быть предстзвле- 
на в виде

Т  (г, о  =  (Г) ехр i \  • (3.54)



Из (3.54) ясно, что умножение волновой 
функции на фазовый множитель эк
вивалентно изменению фазы волны де 
Бройля.

Наряду со стационарным существует 
нестационарное уравнение Шредингера:

HW(r, t). (3.55)

Оно пригодно и в тех случаях, когда 
потенциальная энергия V зависит не
только от г, но и от t. Легко заметить, 
что уравнение (3.55) характеризуется 
большей общностью, чем уравнения
(3.51) и (3.51а). Последние могут быть 
получены из (3.55), если подставить 
в него выражение (3.54) и выполнить 
дифференцирование по t.

Рассмотрим связь некоторых физи
ческих понятий с волновой функцией. 
Нас будут интересовать такие понятия, 
как плотность заряда р и плотность
тока /. Д ля простоты считаем, что вол
новая функция описывает состояние 
оольшого количества электронов. Тогда 
выражение (3.42) определяет количество 
электронов, находящихся в объеме dV. 
Заряд , находящийся в объеме dV, опре
делится как

из объема V за единицу времени. В силу зако
на сохранения заряда справедливо равенство

V s
Согласно теореме Гаусса — Остроградского, 
имеет место следующ ее соотношение

 ̂ (/, n )d S  =   ̂ d iv  /  dV.
S v

С учетом последнего получим

I ( ^  + div^) ^  = о.
V

Так как это соотношение справедливо для 
любого объема V, то в результате приходим  
к выражению (3.58).

Учитывая (3.57), на основании (3.58) 
имеем

div / =  - е  ЦТ - f  цг* ~ L J . (3.59) 

На основании (3.55)
д¥* 1

=  1  HW. dt ^

dV, (3.56)
а для плотности заряда получим выра
жение

р =  eqr*iF. (3 .5 7 )

Чтобы найти плотность т о т  /, восполь
зуемся уравнением непрерывности (не
разрывности)

f -  +  d i v f = 0 .  (3.58)

Уравнение (3.58) представляет собой, по 
•существу, закон сохранения заряда. Пусть 
в некотором объеме V содерж ится заряд с рас
пределением плотности по объему р. И змене
ние заряда, заклю ченного в объеме V может 
быть обусловлено прохож дением тока через 
поверхность S,  ограничивающую объем V. 
Величина тока определится выражением

[ (Т, n )d S ,

где п — нормаль к поверхности. Это выраже
ние определяет величину заряда, уходящ его

(3.60) 

(3.60а)

Учитывая равенство (3.60) и значение Н 
из (3.51а), вместо (3.59) получим

d iv ^ =  ■§-(Ф’ДЧг* — Ф'А'Р*). (3.61)

Как известно, для любой скалярной 
функции Ф справедлива формула

div grad Ф =  Дф,

таким образом, div (Ф’ grad ¥ * _
— 'Г* grad '!') =  4'Д!;* — Ч^ДФ'.

Применяя данное соотношение к 
(3.61), получим окончательное выражение 
для плотности тока

T = - |£ - ( W g rad « F * -

— lF*grad Чг).
(3.62)

Подставляя в (3.62) вместо Ч" его значение 
из (3.48), найдем

/  =  № grad i|)* - 

— ■v|)*grada|;).
(3.62а)



Р а с с м о т р е н н ы е  свойства уравнения 
Шредингера, его решений и полученные 
выражения для некоторых физических 
величин используем в конкретных при
мерах.

3.3.1. Частица в прямоугольной 
потенциальной яме

Рассмотрим решение уравнения Шре
дингера для случая, когда электрон на
ходится в одномерной потенциальной 
яме. Такая ситуация является весьма 
искусственной, однако она позволяет 
достаточно просто проиллюстрировать 
основные особенности уравнения Шре
дингера и его решений. Зависимость 
потенциальной энергии V от х  представ
лена на рис. 3.18:

V(x) =
- ОО <  х <  — I '2 (область 1)
-//2 < х < / / 2  (область 2) (3.63) 

//2 < х <  оо (область 3).

V(x)

О,

- V 0,

0 .

Поскольку задача одномерная, то урав
нение Шредингера (3.51) запишем в виде

Ф" +  [W -  V (Х)1 г|> =  0. (3.64)

Удобно искать решения уравнения Шре
дингера для каждой из трех областей 
в отдельности. Соответствующие урав
нения Шредингера имеют вид

W  +  - S -  ^ 1  =  0 , (3.65)

^  +  2HL (W  +  ш  =  0, (3.65а)

а*
2т
%•
2т

1)‘.ч +  ~ 7 Г  ^ Ф з  =  0 .

ч

~1/2 0 1/2
ж

1 2 5

W2

~V0
Рис. 3.18

где (Oi =  Wv'h. Решение (3.67) представ
ляет собой две волны де Бройля, рас
пространяющиеся навстречу друг другу 
вдоль оси х. Аналогичный вид имеют 
решения для областей 2 и 3. Как видно 
из (3.67), на оо, и, следовательно, на 
Wt не накладываются никакие ограни
чения. Рассмотрим теперь случай, когда 
W  =  — W 2 <  0, кроме того, | W 2| <  
<  | V0|. Уравнения (3.65а, б) примут 
вид

0 ,

(3.656)

Рассмотрим решение для области 1, 
полагая, что W =  W, >  0. Легко ви
деть, что решение уравнения (3.65) в 
этом случае будет

%  =  ехр (— В Д  + е х р  ( а д ,  (3-66)

где /г2 == Д ля этой области
=  p lJ2m  и ki имеет смысл волнового 

числа. Учитывая (3.54) для полной вол
новой функции, получим выражение

х$ (*, t \  =  e - ila<t+k'x) +
_j_ (3.67)

2т
А2
2т

(Vo

3 =  0.

(3.68)

* 0, (3.68а) 

(3.686)

Их решения запишем в следующем виде 
ф =  Д ,exp (—XX) +  В,  ехр (хх), (3.69) 
г|?а =  А 2ехр (—ik2x) +  B 2exp(ife2x), (3-69а) 
фз =  Л 3ехр(—хх) +  В 3ехр(хх), (3.696)

где
х2 =  2

kl  =  2m(V0 -  У Ж - (3.70)

Полученные решения схематически пред
ставлены на рис. 3.19. Решение г|з2 ана- 
логичн9 (3.66), решения "v̂ i и п р е д с т а в -



Рис. 3.20

ляют собой суммы убывающей и воз 
растающей экспонент. Константы Л; 
и B t могут быть найдены из соображений 
нормировки. В областях 1 и 3  физиче
ский смысл имеют решения в виде убы
вающих экспонент. Из этих соображений 
нужно положить для области л: <  — 1/2, 
А г =  0, а для области 1/2 <  х, В 3 =  0. 
С учетом этого решения ^  и г|)3 прини
мают вид

t i  =  5 ,  ехр (кх), (х <  — 112), 
ф3 =  Л 3ехр (—х х ) ,(х >  1/2). (3.71)

Анализ решения ч|з2 является несколь
ко более сложным. Чтобы упростить 
его, для этой задачи введем дополнитель
ные условия. Будем считать, что потен
циальная яма является чрезвычайно 
глубокой и рассмотрим значения энер
гии W 2, расположенные недалеко от дна 
потенциальной ямы, т. е. | V01 >  | V0 1 —

I W 2 1 <с | W 21. При таком условии мож
но считать, что ^  (— 1/2) =  я|)3 (1/2) =  0
и, следовательно,

(— //2) =  г|52 (//2 )= 0 , (3.72)
так как ар-функция должна быть непре
рывной.

Д ля дальнейшего анализа свойств 
ф-функции используем то обстоятельст
во, что потенциальная яма является сим
метричной относительно начала коорди
нат (рис. 3.18). Поэтому вероятность 
нахождения электрона в левой и правой 
частях потенциальной ямы одинаковы, 
т. е.

^2 (X) 1р2 (X) =  я|)* (— X) о|52 (— х).

Ы * )  =  +'Ф2(— х). (3.73)

Таким образом приходим к выводу, 
что в общем случае искомые решения г|за 
можно разбить на два класса — сим
метричные i|js и антисимметричные фа 
относительно начала координат решения. 
Д ля этих функций справедливы соотно
шения

•ф5 (х) =  i|)s (—х), г|)а (х) =  —-фа (—х).
(3.74)

Решение (3.69а), вообще говоря, не 
является ни симметричным, ни анти
симметричным. Оно может удовлетворять 
условиям (3.74), если правильно выбрать 
константы Л 2 и В 2. Полагая Л 2 =  В 2, 
получим симметричную функцию

a|)s =  Л 2 [ехр (— ik2x) - f  ехр (ik2x)] =  
=  2Л а cos k 2x, (3.75)

и, полагая Л 2 =  —В 2, получим антисим
метричную функцию

■ф0 =  В 2 [ехр (ik2x) —  ехр (— ik2x)} =
=  2 iB 2 sin k 2x. (3.76)

Определим допустимые значения k 2 для 
ф5. Д ля этого используем условие (3.72) 
и найдем

k 2 1/2 =  (2л +  1) я /2 , п  =  0, 1, 2, 3, ...
(3.77)

На основании (3.77) и (3.70) получим 
выражение, определяющее спектр соб
ственных значений W 2 для симметрич
ных собственных функций

V° - W* = ^ { 2 n + VK (3'78>

Аналогичным образом для антисиммет
ричных функций

k 2l/2 =  л я , п =  1, 2, 3, . . .  (3.79)

Расположение уровней энергии WI —
=  V0 — W 2, отсчитанных от дна по
тенциальной ямы, показано на рис.3.20. 
Там же показан вид собственных функ
ций, причем за нулевое значение функ
ции принята линия соответствующего



значения энергии W(. Из условия нор
мировки (3.43) найдем значение постоян
ных А 2 и В 2 в формулах (3.75, 3.76). 
Условие нормировки принимает вид

Ф
(j 4Л* cos- k.,x d x  =

- 1/2

№
=  С b B \sm 2 k 2x d x  =  2A ll  =  2B\l  =  1, 

- т
откуда следует

Л2 =  В2 =  К Ш -

Используя полученные решения, прове
рим, выполняется ли соотношение неопре
деленностей Гейзенберга в данном слу
чае. В соответствии с определением Ak 
в (3.26) и Ах в (3.32) имеем

Ах  =  I, А р Д  =  V b W ] .  (3.81)
Выбирая минимальное значение W}, т. е.
ш ' =  , получим АхАр  =  h, что пол-

1 2яг/2
ностью согласуется с выражением (3.33).

Рассмотренный пример убеждает в 
справедливости обших положений, сфор
мулированных ранее: для случая W >  О 
получен сплошной спектр, для случая 
U?' <  О — дискретный спектр собствен
ных значений. Физическая причина 
этого заключается в том, что в случае 
W  <  О пространственное положение 
электрона ограничено, интерференция 
прямой и обратной волн де Бройля при
водит к дискретному спектру собствен
ных значений энергии. Отметим еще 
одно обстоятельство, которое будет иметь 
значение для примера с гармоническим 
осциллятором. Мы получили положи
тельные значения для величин W'i, так 
как они представляют собой значения 
энергии, отсчитанные от дна потенциа
льной ямы. Таким образом, если за на
чало отсчета принять наименьшее зна
чение потенциальной энергии в потен
циальной яме, то будем иметь Wi >  О 
и дискретный спектр собственных зна
чений энергии.

3.3.2. Гармонический осциллятор

Понятие осциллятора может быть при
менено ко многим физическим системам. 
Можно назвать несколько основных при

знаков, позволяющих рассматривать ка- 
кую-либо физическую систему как ос
циллятор. Во-первых, необходимо на
личие периодического колебательного 
процесса, который характеризуется зна
чением некоторой величины q, периоди
чески изменяющейся со временем. Фи
зический смысл, вкладываемый в q, 
может быть различным. Это зависит от 
рассматриваемого физического процес
са. Один из простейших примеров — 
колебания груза, подвешенного на пру
жине. В этом случае q есть отклонение 
от положения равновесия, или просто 
координата центра тяжести. Х арактер
но для осциллятора периодическое из
менение потенциальной энергии. Если 
потенциальная энергия изменяется по 
закону типа

у  =  у 0 +  kq2/2, (3.82)

где k — упругая постоянная, то осцил
лятор называют гармоническим. Если 
в правую часть (3.82) входят слагаемые, 
содержащие более высокие степени q, то 
осциллятор называется ангармониче
ским. Колебательное движение атомов 
в двухатомной молекуле можно рас
сматривать как колебание осциллятора. 
Часто достаточным в этом случае явля
ется приближение гармонического осцил
лятора. Иногда бывает полезным при
ближение, в котором движение электро
на в атоме рассматривается как колеба
тельное движение линейного гармониче
ского осциллятора.

Кроме рассматриваемых весьма на
глядных моделей осциллятора имеются 
и другие. В частности, электрические 
колебания в колебательном контуре то
же могут рассматриваться как колеба
тельное движение осциллятора. В этом 
случае q имеет смысл напряженности 
электрического поля, а энергия элект
рического поля — аналог потенциаль
ной энергии. Существует понятие ра
диационного осциллятора. В этом слу
чае q также выражает напряженность 
электрического поля, однако дополни
тельные детали, такие как конденсаторы 
и катушки индуктивности, даже не под
разумеваются.

Независимо от вкладываемого физи
ческого содержания на языке матема
тики задача гармонического осциллятора



формулируется одинаково. д ля 0пре- 
деленности все же говорим о коирдинате 
q и потенциальной энергии V (3.82). 
Условимся при этом о таком выборе на
чала отсчета для потенциальной энергии 
чтобы в (3.82) можно было считать 
у о — 0. Уравнение движения для гар
монического осциллятора в классической 
механике имеет вид

mq =  F =  —kq. (3.83)

Здесь правая часть равенства говорит 
о том, что возвращающая сила пропор
циональна отклонению от положения 
равновесия и направлена в сторону, про

тивоположную отклонению, левая часть 
равенства соответствует второму закону 
Ньютона. Дифференциальное уравнение 
(3.83) имеет решение

q =  оп cos &>t, (3.84)
где <7q — амплитуда колебаний, w =  
=  V k/m  — циклическая частота коле
баний. Потенциальная энергия опреде
ляется из соотношения

ч

У =  — ^ Pdq =  kq2/2, 
о

что при V0 =  0 согласуется с (3.82). 
Учитывая значение со для V, получим

V =  m a 2q2/ 2. (3.85)
Уравнение Шредингера (3.51) для од
номерного гармонического осциллятора 
принимает вид

- п г  Ы  —  4  \ 2

Способы отыскания решений, имеющих 
физический смысл, можно найти в кни
гах А. С. Давыдова «Квантовая меха
ника» (М., Нау-ка, 1973), А. Зоммерфель- 
да «Строение атома и спектры», т. 2 
(М., ГИТТЛ, 1956). Воспользуемся ко
нечным результатом. Решения, имеющие 
физический смысл, получаются при ус
ловии

W —  ~  ma>2q2j Ijj =  о . (3 .86)

W  =  h a (v  4- 1/2),

0 =  0, 1, 2, 3, ,
(3.87)

которое определяет допустимые значе
ния полной энергии гармонического ос
циллятора. Собственные функции для 
нижних энергетических состояний имеют 
вид

v =  0, "Фо =  (а /я )1/4 ехр (— си/2/2);
о =  1, ^  =  2-> /2( а /я ) ‘/*2У а ?  X

X ехр(— «т*/2); (3.88) 
v  =  2, г(з2 =  6 - 1/2 ( а / л ) 1'* (4а д 2 —

— 2)exp(— aq2/2),
где а  =  mw/h.

В общем виде решения уравнения 
(3.86) могут быть представлены с по
мощью полиномов Эрмита

■фи =  2~0/2 (и!)—'/2 (а /л )1/4 х

X ехр(— aq2/2) H v (V a q ) .  (3.89)



Полиномы Эрмита H v (V  aq) м0гут быть 
найдены по формуле

/М 6 )  =  ( - 1  )^ *  J e - 5’,

(£ =  V a q ) .  (3.90)

На рис. 3.21 представлены зависи
мость потенциальной энергии от q, раз
решенные уровни энергии и несколько 
волновых функций.

Отметим некоторые характерные осо
бенности. В отличие от классического 
у квантового гармонического осцилля
тора минимальная энергия не равна 
нулю. Она составляет W  0 =  Йсо/2 и не 
может быть отобрана у гармонического 
осциллятора. Все разрешенные уровни 
энергии разделены одинаковыми энер 
гетическими промежутками A W  =йю.  
Волновые функции имеют ненулевые 
значения за пределами области, в кото
рой разрешено движение классического 
осциллятора.

Если бы минимальная энергия гармо
нического осциллятора была равна ну
лю, то это было бы нарушением соотно
шения неопределенностей Гейзенберга, 
поскольку величинам q =  0 и р — 0 
соответствевали бы Aq — Ар =  0. Оп
ределим действительные значения Aq =  
=  Ах  и Ар для уровня энергии W0 =  
=  Йсо/2. В классической точке возврата 
имеем V =  W,  таким образом, из (3.85) 
и (3.87) получим при v — 0 ^ ах =

=  (Aq/2)2 =  h/ты, т. е. Aq =  2 J/Vi'mco.
Из соотношения р^  ах =  (А/7/2)2 =  

=  2m W 0 =  hm.(o найдем Ар =  2 \ /ГЙпш 
и в результате ApAq =  4h — h. Если 
учесть, что волновые функции имеют 
ненулевые значения за пределами области, 
ограничивающей движение классического 
гармонического осциллятора, то прихо
дим к выводу, что и в этом случае 
выполняется соотношение неопределен
ностей Гейзенберга.

Гармонический осциллятор .имеет 
большое значение в квантовой механи
ке. Модель его будет неоднократно ис
пользоваться в дальнейшем, в частнос
ти, при анализе колебательных спектров 
молекул и при объяснении лэмбовского 
сдвига атомных энергетических уровней.

3.3.3. П рохождение частицы 
сквозь потенциальный барьер 

(туннельный эффект)

В предыдущем примере, где рассмат
ривался гармонический осциллятор, мы 
видели, что волновые функции имеют 
отличные от нуля значения и в тех 
областях пространства, куда частица не 
может проникать согласно законам клас
сической механики. Это явление — след
ствие того, что частицам присущи волно
вые свойства. Такое поведение волновых 
функций приводит к интересному эф
фекту, который называется туннельным. 
Аналог туннельного эффекта известен 
в оптике. Заключается он в том, что све
товые волны способны проходить через 
«запрещенную» для них область про
странства, если эта область имеет про
тяженность порядка X — длины свето
вой волны. Оптический эксперимент по* 
наблюдению аналога туннельного эф
фекта проводится следующим образом- 
(рис. 3.22). Световая волна испытывает 
полное внутреннее отражение на гра
ни призмы А В ,  находящейся в возду
хе. Ниже, на расстоянии /, находится 
среда с показателем преломления п 2 = 
~  пг >  1. Полное внутреннее отраже
ние наблюдается, если / 2> X. Если же 
/ ~  X, то волна частично проникает 
в среду с показателем преломления п 2. 
Этот эксперимент показывает, что в слу
чае полного внутреннего отражения1 
на грани А В  электромагнитная волна 
в воздухе затухает не мгновенно, а на 
некотором расстоянии порядка X. При 
наличии второй среды с показателем 
преломления п 2 >  1 волна способна 
распространяться в ней.

Нечто подобное оказывается возмож
ным и для волн де Бройля. Д ля конкрет-
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Рис. 3.24

ности будем говорить об электронах. 
Рассмотрим ситуацию, представленную 
на рис. 3.23. При помощи электродов 
в виде сеток (рис. 3.23, а) в некоторой 
области пространства создано распреде
ление потенциала, показанное на рис. 
3.23, б. Если энергия электрона W  <  
<  V 2, то он, согласно законам класси
ческой механики, при своем движении 
отражается от границы раздела областей 
1 и 2.  Этот случай уже рассматривался 
(гл. 2). Если размеры области 2 явля
ются макроскопическими, то проник
новение электрона из области 1 в область 
3 через потенциальный барьер (область 
2) оказывается невозможным. Иное дело, 
если толщина потенциального барьера 
сравнительно невелика. Рассмотрим ре
шение уравнения Шредингера для не
сколько упрощенной ситуации, когда по
тенциальный барьер имеет прямоуголь
ную форму (рис. 3.24). Уравнения Шре
дингера для областей 1, 2 и 3 имеют вид

t i 4 - f £ - W 4 i  =  0, (3.91)

44'— f ^ o - i m a =  0, (3.91а)

Запишем решения этих уравнений:
ifj =  A t ехр (— ikxx) -f- В1 ехр (ikxx),

(3.92)
•ф2 =  А 2 ехр (—кх) +  В 2 ехр (кх),

(3.92а)
г|)3 =  А 3 ехр (— ikЗх) +  В 3 ехр (ik3x ),

(3.926)

где kl =  k 23 =  2т W / h \  х2 =  2т (V0 —
—  w ) /n \
В рассматриваемом случае электрон 
движется слева направо. Этому соот
ветствует волна де Бройля, распростра
няющаяся в положительном направле
нии оси х.  С учетом временной части 
волновой функции для волны падающей 
и прошедшей получим

(х, t) =  В г ехр [— i (соt — kx)], (3.93) 
\|)3 (х, i) =  В 3 ехр [— i (со/ — kx)],

(3.93а)

где k =  kt =  k 3, со =  W/h. А г — А 3 =
— 0, так как мы рассматриваем падаю
щую и прошедшую волны. Понятно, что 
амплитуда прошедшей волны будет мень
ше, чем амплитуда падающей, т. е. 
В 3 <  Вг. Это следует из закона сохра
нения: часть падающей волны отраж а
ется, часть — проходит. Поэтому часть 
падающих на барьер электронов отра
зится от него, а часть пройдет. Посколь
ку волновая функция должна быть не
прерывной, то, во-первых, г|э2 должна 
убывать внутри барьера при изменении 
х  от 0 до /, во-вторых, ее амплитуда при 
этом должна изменяться от до В 3. 
На этом основании полагаем В 2 =  0, 
А 2 — B t и для г|)2 получаем соотноше
ния

г|з2 (х) =  В х ехр (— -кх), i|>2 (0) =  B lt 
г|)2 (/) =  By ехр (—х/) =  В 3. (3.94)

Подобно тому как в оптике оценивается 
прозрачность среды либо светофильтра, 
оценим прозрачность потенциального 
барьера. Коэффициент прозрачности D — 
это отношение интенсивностей, т. е. 
квадратов модулей амплитуд, волн па
дающей и прошедшей, таким образом, 
на основании (3.94) имеем

D =  \В 3 12/| B t |2 =  ехр(— 2х/). (3.95)
Учитывая значение к  в (3.92а), получим

(3.916) D  =  ехр - j V 2 т ( V o - W ) l (3.96)



Для доказательства справедливости левой 
части равенства (3.95) рассмотрим плотность 
тока, соответствующ его падающей и прошед
шей волнам. Воспользуем ся формулой (3.62) 
и подставим в нее для падающей волны 
Вх ехр (ikx), а для прошедшей — В 3ехр (ikx).

В результате вычислений получим /  =

=  ev | B f  |2, / пр =  ev | B 3 |2 , где v —  скорость 
движения электронов. Для коэффициента про
зрачности D  потенциального барьера имеем

D =  \ /п р  I /  I /пал I = l f i 3 l 2 / | B f | 2.

Рассмотрим более подробно те допущ ения, 
при выполнении которых справедлива правая 
часть формулы (3.95). Будем исходить из 
условия непрерывности волновых функций 
(3.92) и их производных в точках х =  0 и 
х  =  I. Д ля  точки х  =  О

А \ +  В 1 — ^2 + £ 2, (•) 
ik (Вх А х) =  х  (В2 — Аз)< (2)

а для точки х — I

А 2 ехр (— у.1) +  В2 ехр (х /) =  В3 ехр (— ik l) ,  (3) 
х  [Л2 ехр (—  у.1) — В2 ехр (х / )] =

=  ikB3 ехр (— ik l) .  (4)

В этих соотнош ениях учтено, что А а =  О, 
т. е. прошедшая волна распространяется в по
ложительном направлении оси х,  а встречная 
волна справа от потенциального барьера от
сутствует.

И з уравнений (1) и (2) получим

B i
х  -f- ik

В ,
у  — ik
~ ш г  ■

В3е(г- Ш)1,

2 ik

а из уравнений (3) и (4)

. _  х  +  ik 
Л2 -  2х из'

R =  У' ~  ik e-l*+ik)l
2х 6

Полагая х /  1, считаем В2 ~  0, и тогда для 
B i  и | B i | 2 имеем

х2- нв, = —  4 iky.

(х 2 +  &2)2
16fe2x 2

В3 ехр [(х — ik) /] ,  

В 3 |2 ехр (2 х /).

Отсюда следует

£> =
1662х 2

(х 2 +  /г2)2 

ехр

ехр (— 2x1) :

Формулу (3.96) можно обобщить на 
случай потенциального барьера произ
вольной формы (рис. 3.25). В этом слу
чае барьер разбивают на ряд узких 
прямоугольных барьеров с шириной

Ал:,-, для каждого из которых справед
лива формула

Dt =  ехр Ĵ— 2-^ - V 2т  (У,—  W)

Прозрачность барьера в целом равна 
произведению коэффициентов прозрач
ности для отдельных узких барьеров, 
т. е.

D =  DxD2. . .Di . . .D n =

=  ехр [ -  ~  А х У  2т (У,—  W) . 
i

Переходя к интегрированию вместо 
суммирования в показателе экспоненты, 
получим

D = ex p

X2

- |  j  У  2 m ( V ( x ) — W) dx

(3 .97)

где х г и х 2 — пределы интегрирования— 
соответствуют точкам У (хх) =  У (х2) =  W . 
Туннельный эффект лежит в основе 
некоторых физических явлений, которые 
не удавалось объяснить в рамках пред
ставлений классической физики. К их 
числу относятся возникновение контакт
ной разности потенциалов, альфа-рас
пад атомных ядер, автоэлектронная или 
холодная эмиссия из металлов и неко
торые другие явления.

Рассмотрим подробнее явление авто- 
электронной эмиссии, т. е. испускание 
электронов металлом при низкой (ком
натной) температуре под действием элек
трического поля. Согласно современ
ным представлениям, металл можно рас
сматривать как кристаллическую ре
шетку из положительных ионов, погру-



Металл

Ум

Рис. 3.26

женную в электронный газ (или элект
ронную жидкость) (см. гл. 10). Д ля на
ших целей достаточно рассмотреть для 
металла одномерную модель в виде пря
моугольной потенциальной ямы, за 
полненной электронами. На рис. 3.26 
показаны уровни энергии электронов, 
находящихся в металле. Согласно моде
ли, чтобы вырвать электрон из метал
л а , необходимо затратить определенную 
энергию. Иная ситуация возникаете том 
случае, когда металл помещен в элект
рическое поле. На рис. 3.27 представле

на зависимость потенциальной энергии 
электрона от координаты х  для двух 
случаев при наличии металла (рис. 
3.27, б) и без него (рис. 3.27, а). На гра
нице металла х 2 для электронов обра
зуется потенциальный барьер, который 
электроны могут преодолевать за счет 
туннельного эффекта. В этом случае нет 
необходимости в затратах дополнитель
ной энергии на вырывание электрона.

Таким образом, эффект Рамзауэра, 
эксперименты по дифракции электро
нов, атомов и молекул, существование 
туннельного эффекта для электронов 
и а-частиц — все это убедительно дока
зывает, что электрону, как и другим 
частицам, присущи волновые свойства. 
Данное обстоятельство приводит, во- 
первых, к соотношению неопределеннос
тей Гейзенберга, во-вторых, к квантова
нию энергетических уровней, т. е. к 
дискретному спектру собственных значе
ний энергии, когда движение частицы 
пространственно ограничено. Можно 
ожидать квантования энергии электро
на, принадлежащего какому-либо ато
му, так как в этом случае его движение 
ограничено в пространстве. В следую
щей главе рассмотрим эксперименты, 
доказывающие существование у атома 
дискретных уровней, и эксперименты, 
которые позволили установить форму 
потенциальной ямы, ограничивающей 
движение принадлежащего атому элект
рона.

Г  л а в а  ■ — ^

4
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 

ИССЛЕДОВАНИЯ СТРУКТУРЫ АТОМОВ.
ТЕОРИЯ БОРА 

ДЛЯ АТОМА ВОДОРОДА

В предыдущих главах рассматрива
лось в основном взаимодействие час- 
[иц с макроскопическими объектами. 
А\ежду тем, значительный практиче
ский и теоретический интерес представ

ляет вопрос о строении частиц и харак
тере взаимодействия их друг с другом.

В начале нашего века было известно, 
что атомы представляют собой сложные 
частицы, в состав которых входят элект



роны. Были выдвинуты предположения 
о строении атома. Одна из первых моде
лей атома была предложена Д ж . Дж. 
Томсоном (1901). Согласно этой модели, 
простейший атом представляет собой 
равномерное сферическое распределе
ние положительного заряда с одним 
электроном в центре. Д ля более слож
ных атомов предполагалось, что элект
роны размещаются внутри положитель
ного заряда по сферическим поверхнос
тям, концентричным границе атома.

Наряду с моделью Томсона существо
вала планетарная модель атома. Пер
вые высказывания о планетарной моде
ли атома были сделаны Кельвином и 
X. Нагаока (Япония) в 1903 г. Согласно 
этой модели положительный заряд рас
полагался в центре атома, а электроны— 
по кольцу вокруг него. Обе модели яв
лялись, по существу, качественными мо
делями, обе испытывали трудности при 
объяснении устойчивости атома.

Д ля решения вопроса о том, какая 
модель соответствует действительности, 
необходим был эксперимент. Ответ на 
этот вопрос дали опыты Резерфорда 
(1911).

§ 4.1. ОПЫТЫ РЕЗЕРФОРДА

В опытах Резерфорда исследовалось 
рассеяние а-частиц атомами. Узкий пу
чок а-частиц, выделенный при помощи 
диафрагм, направлялся на металличе
скую фольгу. В этом отношении опыты 
подобны опытам Томсона и Тартаков- 
ского. Но в качестве снарядов Резер
форд использовал тяжелые а-частицы, 
масса которых примерно на три порядка 
превышает массу электронов, а заряд 
положительный и вдвое превышает за
ряд электрона.

С целью более подробного анализа опы 
тов Резерфорда рассмотрим закономерно
сти движения а-частицы в поле ядра, по
лагая, что выполняется закон Кулона. 
Согласно законам классической механи
ки траектория а-частицы представляет 
собой гиперболу, в фокусе х0 которой 
находится ядро атома (рис. 4.1). Полу
оси гиперболы а и b обозначены на ри
сунке. Расстояние от начала коорди
нат до точки х0 обозначим через е, а рас
стояние от ядра (х0) до вершины (*,)

Рис. 4.1

гиперболы — q. Согласно введенным 
обозначениям запишем соотношения 
между ними

е =  Ыsin 0, (4.1)
q =  b (1/tg 0 +  1/sin 0), 

qtb =  (1 -f  cos 0)/ sin 0. (4.2)

На основании законов сохранения мо
мента импульса и энергии справедливы 
следующие равенства:

m v0b =  m vxq, (4.3)

(4.4)то I _  m v\ 2  Ze2 

2 2 4яеп<?

где и0 и скорости а-частицы вдали от 
ядра и в точке х и т  — масса а-частицы, 
заряд ее + 2 е , заряд атома -f-Ze. Пере
пишем равенства (4.3) и (4.4) в виде

где К  =

vJ vq =  blq,
1 =  v\!vl +  2 K/q,
Z e 2

(4.5)
(4.6)

Величина К  при оди-
2 n e 0mvQ

наковых условиях эксперимента является 
константой. Подставляя в (4.6) вместо 
vv v0 его значение из (4.5) с учетом ( ’ .2), 
найдем

2 co se  ?)
q 1 +  cos 0  v '

Вновь учитывая (4.2) из уравнения (4.7), 
получим

b =  Ktg  0 (4.8)

или, принимая во внимание, что ф/2 +  
+  0 =  я /2

Ь =  К  ctg ф/2. (4.8а)



Ф ормулу (4.8) можно получить другим  
путем, который не требует знания геометри
ческих параметров гиперболической траекто
рии. Запиш ем законы сохранения энергии и 
момента импульса в дифференциальной форме 
дл я  полярной системы координат

т ■ Ч7р2^ . (г2 + , 2ф2) +  ^ 7 = = Г  =  const, (1)

— т г2 ф =  m v0b — const, (2)

где г — расстояние от ядра атома до а-час- 
тицы. Знак минус в левой части формулы (2) 
связан с выбором начала отсчета для угла ф: 
приближение а-частицы к ядру соответствует 
уменьшению ф. Вводя новую переменную  
р =  Иг и учитывая, что

dr dr йф _  d I J_ \ Лр _  , d p  
dt ~~ dq> d t  ~  dtp \  p )  dt  V° йф ’

приводим уравнение (1) к виду

2  W

яннои а-частицы от первоначального направле
ния.

Формулу (4.8) можно было бы непо
средственно использовать для анализа 
экспериментальных данных, если бы 
удалось каким-либо образом определить 
величину b — прицельное расстояние. 
Однако независимого способа определе
ния величины b не существует. По этой 
причине необходимо рассмотреть зако
номерности рассеяния пучка а-частиц, 
для которых в сформированном диаф
рагмами пучке значения b различны. 
На рис. 4.2 представлен пучок а-час
тиц, которые рассеиваются ядром, нахо
дящимся в точке х0. Из всего пучка вы
деляем цилиндрический слой радиуса 
b с толщиной db. После рассеяния под 
углами в пределах от <р до ф +  dcp а- 
частицы, первоначально заключенные 
в указанном цилиндрическом слое, бу
дут распространяться в телесном угле 
dQ, который ограничен двумя кониче
скими поверхностями с углами при вер
шине 2ф и 2(ф +  ^ф)- Величина телес
ного угла dQ определится из отноше
ния площади кольца А В А 'В '  на сфери
ческой поверхности радиуса R  к квад
рату радиуса, т. е.

д о - т (и„й)2

d ^  +  P = _ '

d S  2 n R 2 sin  cpdfp
~R2 £2

Продифференцировав последнее уравнение по 
Ф, получим

d2P
Ь* ‘

Общее решение данного уравнения имеет вид 

р =  —К / Ь г +  A  cos ф - |-  В sin  ф. (3)

Из граничных условий г оо при ф ->  л  полу
чим А =  К /b 2, поскольку при ф л имеем 
г  ■ в т ф - ^ - б ,  то В =  1/Ь и уравнение (3) при
мет вид

=  —К  ctg Ф/2 +  6.

2я sin cpdcp.

(4.9)

Наша задача заключается в том, чтобы 
определить связь между углом ф и чис
лом dti а-частиц, рассеянных в телесный 
угол dQ. Обозначим через п  число а- 
частиц в исходном пучке, пролетающих 
через единицу площади сечения пучка 
за единицу времени. Тогда число частиц 
dti в цилиндрическом слое с толщиной 
db составит

dn =  2я bndb. (4.10)

Учитывая, что согласно (4.8) db =
Kd(p—   получим

г • s in  ф

П олагая для рассеянной а-частицы г  -*■ оо, 
найдем

Ь =  К  ctg ф /2,

что совпадает с (4 .8). Заметим, что в послед
нем уравнении ф — угол отклонения рассе-

2 sin 2 ф/2 ’

dn  =  — ппК 2 ^ ,2r  d<p-sin 39 /2

В формуле (4.11) знак минус появился 
в связи с тем, что увеличению b соответ
ствует уменьшение ф . Чтобы определить 
число рассеянных а-частиц, приходяще
еся на единицу телесного угла, вычис



лим отношение dn/dQ из формул (4.9) 
и (4 .11). В  результате получим формулу

^ s i n 4<p/2  =  const, (4 .12)

которая называется формулой Резерфор
да. Константа, входящая в правую часть

формулы ( 4 .1 2 ) / 4 -2 =  ! ( ^ ^

Параметры п, т , v0 характеризуют пу
чок а-частиц и могут быть определены 
непосредственно из экспериметров с этим 
пучком. Подсчет числа а-частиц, рас
сеянных той или иной металлической 
фольгой, позволяет найти значение про
изведения в левой части формулы (4 . 12). 
Отсюда можно получить следующую 
формулу для Z:

г = ±  ( ? » W j > s in V 2 | .  (413)

Этим способом были найдены заряды 
ядер для меди, серебра и платины, ока
завшиеся соответственно равными 29 ,3 ; 
46 ,3 ; 77 ,3 . Полученные значения вполне 
удовлетворительно совпадают с поряд
ковыми номерами 29, 47 и 78 данных 
элементов в таблице Менделеева. Т а 
ким образом было доказано, что поряд
ковый номер элемента равен заряду 
ядра атома. В этом заклю чается один из 
важ ных результатов, полученных в опы
тах Резерфорда.

Другой важный результат заклю ча
ется в оценке размеров ядер. Рассмотрим 
этот вопрос подробнее. Из формул (4.7) 
и (4 .8) получим

q ^ K  +  V ^  +  b*. (4.14)

Величина q равна минимальному рас
стоянию между а-частицей и ядром. 
Уменьшение b приводит к уменьшению 
q, которое достигает наименьших значе
ний при b =  0 , т . е. при ф =  л ,

ne0mvl
(4 .15)

и зависит от кинетической энергии а - 
частиц. При достижении qmiu а-частица 
должна рассеиваться на угол ср =  л ,  
т . е. должна отскакивать от металли
ческой фольги. Такой результат воз
можен, если для расстояний ~ q m|п

остается справедливым закон Кулона. 
В  опытах Резерфорда случаи рассеива
ния а-частиц на угол действительно 
наблюдались. Оценки qmi„ по формуле
(4.15) дали <7m in~ 10~13 см, что значи
тельно меньше размеров атомов ( 10~8 см). 
Если бы положительный заряд атома 
в соответствии с моделью Томсона имел 
размеры ~  1 0 ~8 см, то на меньших рас
стояниях уже нарушался бы закон 
Кулона. Это обстоятельство привело бы 
к нарушению формулы (4.12) при

q «  b ~  10“® см »  К  ■ Ю4, 
т. е. при ф >  10~4 рад.

Наглядное представление о соотноше
нии размеров атома и атомного ядра 
можно получить, если сопоставить атом 
с полем стадиона, а атомное ядро —  
с маковым зерном.

Опыты Резерфорда сыграли решаю
щую роль в формировании представле
ний о структуре и строении атома. Б л а
годаря им было установлено, что поло
жительный заряд сконцентрирован в 
Еесьма малой области атома, называемой 
ядром атома. Заряд ядра в единицах 
-\-е равен числу электронов в атоме 
и совпадает с порядковым номером эле
мента в таблице Менделеева. Практи
чески вся масса атома сосредоточена 
в его ядре.

§ 4.2. ОПЫТЫ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ
ПОТЕНЦИАЛОВ ВОЗБУЖДЕНИЯ 

И ИОНИЗАЦИИ АТОМОВ

В предыдущей главе, где рассматрива
лись волновые свойства частиц, было 
установлено, что полная энергия элект
рона может приобретать некоторые дис
кретные значения, если электрон нахо
дится в потенциальной яме. Теперь мож
но сделать вывод, что атом состоит из 
ядра малых размеров и электронов. 
Обладая положительным зарядом, ядро 
создает для электронов потенциальную 
яму. Таким образом, можно ожидать, 
что электроны атома могут иметь не 
произвольную энергию, а некоторые 
вполне определенные ее значения, кото
рые должны образовать дискретный 
спектр значений энергии. Этот вывод 
уж е получил косвенное подтверждение 
при знакомстве с формулой П ланка.



Рис. 4.3

Действительно, при выводе формулы 
Планка пришлось допустить, что атомы 
вещ ества, для которых использовалась 
модель осциллятора, могут поглощать 
энергию вполне определенными пор
циями.

Непосредственные указания на кван
тование уровней энергии электронов 
в атоме были получены в опытах Фран
ка и Герца  (1913). Схема опыта представ
лена на рис. 4 .3 . Из трехэлектродной 
трубки удалялся воздух, трубка запол
нялась парами ртути. Между катодом К  
и сеткой С прикладывалась ускоряющая 
разность потенциалов U. Между сеткой 
С  и анодом А прикладывалась неболь
шая, порядка 0,1 В  задерживающая 
разность потенциалов U3. Исследова
лась зависимость анодного тока / от 
ускоряющего напряжения U. Результат 
исследований представлен на рис. 4 .4 . 
Пока ускоряющее напряжение не до
стигло 4 ,9  В , электроны упруго сталки
ваются с атомами ртути и не теряют 
своей кинетической энергии в результа
те соударений, так как масса атома 
ртути на пять порядков больше массы 
электрона. Кинетическая энергия

электронов достаточна для преодоления 
задерживающего потенциала.

С увеличением U растет анодный ток. 
Это соответствует участку АВ  на рис.4 .4 . 
Когда кинетическая энергия электрона 
достигает 4 ,9  эВ , их столкновения с ато
мами ртути становятся неупругими. Пор
ция энергии в 4 ,9  эВ передается атому 
ртути, а энергия электрона уменьша
ется на ту же величину. Такой процесс 
происходит непосредственно перед сет
кой, как только ускоряющее напряже
ние достигает величины 4 ,9  В . Электрон 
теряет всю запасенную кинетическую 
энергию, не может преодолеть задержи
вающей разности потенциалов U 3, и ток 
падает. Участок В С  на рис. 4 .4  соответ
ствует ситуации, когда электроны вбли
зи сетки неупруго сталкиваются с ато
мами ртути, затем вновь ускоряются по 
лем U,  но не успевают приобрести доста
точной энергии для преодоления задер
живающего потенциала U3. Дальнейш ее 
повышение потенциала U приводит к 
более быстрому увеличению энергии 
электронов. Зона, в которой происходят 
неупругие соударения, смещается ближе 
к катоду. За счет этого электрон, поте
рявший энергию, успевает при движе
нии к сетке вновь приобрести энергию, 
достаточную для преодоления Ua, ток 
вновь возрастает. Это соответствует 
участку CD  на рис. 4 .4 . Когда ускоряю 
щий потенциал достигает 9 ,8  В , зона 
первого неупругого соударения распо
лагается посредине между сеткой и ка
тодом. Затем, непосредственно перед сет
кой, электрон вновь приобретает энер
гию 4 ,9  эВ  и вторично сталкивается не
упруго с атомами ртути. Ток вновь на
чинает падать.

Эти опыты показали, что энергия
4,9  эВ является как раз той порцией 
энергии, которая может быть воспринята 
атомом ртути. Таким образом, на ос
новании полученных результатов можно 
сделать вывод о том, что у атома ртути 
есть, как минимум, два энергетических 
состояния: невозбужденное, называемое 
основным, и первое возбужденное энерге
тическое состояние, удаленное от основ
ного на 4 ,9  эВ . В  дальнейшем убедимся, 
что у атома ртути имеются и другие, 
более высокие возбужденные энергети
ческие состояния.



В тех случаях, когда энергия электро
на больше, чем энергия, необходимая для 
перевода атома в одно из возбужденных 
состояний, могут совершаться неупру
гие соударения, при которых атому пе
редается не вся энергия, а лишь часть 
ее. Зная начальную и конечную энергию 
электрона, т. е. его энергию до и после 
неупругого соударения, можно вычис
лить положение возбужденных уровней 
энергии атома. Опыты такого характе
ра были проведены с атомами гелия. 
Принцип работы экспериментальной ус
тановки поясняет рис. 4 .5 . Объем V з а 
полняется гелием. Электронная пушка 
G является источником электронов оп
ределенной энергии. Электроны, рассе
янные атомами гелия под углом 0 , попа
дают в анализатор энергии электронов 
А . В  установке предусмотрена возмож
ность изменения угла 0 и возможность 
измерения числа электронов, рассеян
ных под углом 0. Таким образом, уста
новка позволяла исследовать энергети
ческий спектр рассеянных электронов. 
Максимальную энергию имели электро
ны. испытавшие упругое столкновение, 
чем больше была энергия, переданная 
атомам, тем меньшую энергию имели 
рассеянные электроны.

На графике (рис. 4.6) по горизонтали 
отложено значение энергии, передан
ной от электрона атому гелия, по вер
тикали —  количество рассеянных элект
ронов, т. е. ток. Пик при нулевых поте
рях (упругое рассеяние) представляет, 
по сущ еству, распределение электронов 
по энергии в падающем пучке. Положе
ние остальных пиков по энергетической 
ш кале указы вает на расположение воз
бужденных энергетических состояний 
у атомов гели я. Этот опыт подтверждает 
основной вывод, полученный в опытах 
Франка и Герца: атомы имеют дискрет
ный энергетический спектр возбужден
ных состояний.

Поскольку в падающем электронном 
пучке электроны имеют не строго фик
сированное значение энергии, а значе
ния, заключенные в некотором энерге
тическом интервале AW7, то это наклады
вает ограничения на разрешающую спо
собность этого метода. Фактически на 
диаграмме (рис. 4 .6) видны три пика, 
соответст вующие возбужденным состоя-
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Рис. 4.6

ниям, а затем сплошной спектр. В  дан
ном случае сплошной спектр получился 
из-за невысокой разрешающей способ
ности экспериментальной установки. И с
тинно сплошной спектр энергетических 
состояний должен возникать для сво 
бодных электронов. Если за  счет стол
кновения с быстрым электроном атом 
теряет принадлежавший ему электрон, 
то это можно рассматривать как переход 
электрона атома в свободное состояние 
со сплошным энергетическим спектром. 
При таком процессе различные уровни 
энергии сплошного спектра соответст
вуют тому, что вполне определенная 
часть затраченной энергии, равная по
тенциалу ионизации, пошла на работу, 
связанную с отрывом электрона от ато
ма, а остальная часть на то, чтобы сооб
щить некоторую кинетическую энергию 
электрону. На рис. 4 .7 схематически 
показано расположение энергетических 
уровней атома. Стрелка 1 соответствует 
переходу атома из основного состояния 
в первое возбужденное. При этом за тр а 
ченная энергия по шкале W равна рас
стоянию от основного до первого возбуж-
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денного состояния. Переход, показан
ный стрелкой 3, осуществиться не может, 
так как у атома нет возбужденного со
стояния с соответствующим значением 
энергии. Стрелкой 2  показан переход из 
основного состояния в состояние со 
сплошным энергетическим спектром, 
которому соответствует штриховка на 
рис. 4 .7 . В результате такого перехода 
появляется ион атома и свободный эле
ктрон с кинетической энергией, равной 
разности U 2 —  и 1г где и г —  потенциал 
ионизации. Стрелкой 4 показан переход, 
который возможен, как и переход 2. 
Кинетическая энергия электрона в этом 
случае будет равна е (U 2 —  AU  —  Ux).

Таким образом, при постепенном уве
личении энергии eU  электронов, стал
кивающихся с атомами, наблюдаются 
упругие соударения до тех пор, пока 
U <  U 0. В  дальнейшем соударения ста
новятся неупругими, и атом может пере
ходить в одно из возбужденных состоя
ний. Затем, когда U  >  Иъ  происходит 
ионизация атома, появляются ионы и 
свободные электроны. Дальнейшее уве

личение энергии электронов приводит 
к повторной ионизации, появляются 
свободные электроны за счет многократ
ной ионизации атомов. На рис. 4 .8  пред
ставлена вероятность появления ионов 
ртути в зависимости от энергии электро
нов, сталкивающ ихся с атомами и ио
нами. Отчетливо видно, что для появле
ния ионов заданного заряда необходимо, 
чтобы энергия электронов превышала 
некоторое определенное значение — по
тенциал ионизации. Рассмотренные про
цессы возбуждения и ионизации атомов 
имеют характерные черты, общие для 
всех атомов. Существуют дискретные 
энергетические уровни атомов. Обычно 
уровни сгущаются к границе, соответ
ствующей потенциалу ионизации. Выш е 
потенциала ионизации лежит сплошной 
энергетический спектр. Расположение 
дискретных уровней и их распределение 
специфично для каждого сорта атомов.

§ 4.3. НЕКОТОРЫЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ 
В АТОМНЫХ СПЕКТРАХ

Опытным путем Франк и Герц уста
новили, что электроны способны пере
давать порцию энергии в 4 ,9  эВ  атомам 
ртути. Атом или, точнее, его электрон
ная оболочка переходит в возбужденное 
состояние. Возникает естественный воп
рос о дальнейшей судьбе возбужден
ного атома. Ответ на этот вопрос был 
получен в том же опыте Франка и Герца. 
О казалось, что как только энергия 
электронов достигает 4 ,9  эВ , и атомы 
ртути возбуждаются за счет неупругих 
соударений с ними, возникает свечение 
атомов ртути. Свечение отсутствует, 
пока энергия электронов не достигает
4 .9  эВ . Испускаемые атомами ртути 
кванты света имеют энергию как раз
4 .9  эВ , т. е. в результате испускания 
кванта света атом ртути должен полно
стью потерять свою энергию возбуж 
дения, которую приобрел за счет неупру
гого столкновения с электроном. Таким 
образом, весь процесс совершается в 
два этапа: сначала электрон за счет 
неупругого соударения переводит атом 
в возбужденное состояние, а затем атом 
отдает запасенную энергию в виде кван
та света, а сам возвращ ается, в соответ
ствии с законом сохранения энергии,



в основное состояние. Иными словами, 
атом поглощает энергию при переходе 
из основного состояния в возбужденное, 
квант света атом испускает при переходе 
из возбужденного состояния в основ
ное.

В общем случае, переходы могут про
исходить между двумя возбужденными 
состояниями. Переход с нижнего уров
ня на верхний сопровождается погло
щением энергии, а обратный переход — 
потерей энергии. Те переходы, в кото
рых принимает участие основное со
стояние, называются резонансными. В 
частности, кванты света 4 ,9  эВ , излу
чаемые атомами ртути, соответствуют ре
зонансной линии ртути 253,7  нм. Из 
сказанного ясно, что совокупность спек
тральных линий, испускаемых атомом, 
зависит от относительного расположе
ния энергетических уровней атома. Ис
следование спектров испускания атомов 
дает богатую и ценную информацию о 
расположении энергетических атомных 
уровней.

Наиболее простыми закономерностями 
характеризуются спектры излучения с а 
мого простого атома —  атома водорода. 
В его спектре исследователями были об
наружены совокупности спектральных 
линий, которые получили название 
спектральных серий. Обычно серии на
зывают по именам ученых, исследовав
ших их. Исторически первой была иссле
дована серия Бальмера  (1885)

v =  п =  3, 4, 5 , . . .  ,(4 .1 6 )

где v =  X —  длина волны в санти-

метрах, v —  волновое число, R  —  по
стоянная Ридберга  (R =  109678 см *1). 
Эта серия наиболее доступна для иссле
дований, т. к . ее линии расположены 
в видимой и ближней ультрафиолетовой 
областях спектра (рис. 4 .9 ). П озж е были 
обнаружены и исследованы серии в 
ультрафиолетовой (вакуумный ультра
фиолет) и инфракрасной областях спек
тра

v =  Я  ( 1/1* — 1/л*),
п  =  2, 3, 4 . . . Лайман, 1906, (4 .17) 

v =  Я (1/ 32 —  1/л2), 
л =  4, 5, 6  . . .  Пашен, 1908, (4 .18)

Рис. 4.9

v =  R  (1/42 —  1/л2), 
л =  5, 6 , 7 . . .  Брэккет, 1922, (4 .19) 

v =  R (1/52 —  1/л2), 
л =  6 , 7, 8  . .  . Пфунд, 1924, (4.20)

V =  Я (1/62 —  1/л2), 
л =  7, 8 , 9 . . .  Хемфри, 1953. (4 .21)

Первая линия каждой серии соответ
ствует минимальному значению л и 
имеет минимальную частоту. По мере 
увеличения л линии каждой спектраль
ной серии сгущ аю тся, частота их возрас
тает. Границе каждой серии соответст
вует п —>-оо. С коротковолновой стороны 
к границе каждой спектральной серии 
примыкает сплошной спектр. Интенсив
ность сплошного спектра максимальна 
у самой границы серии, а затем посте
пенно падает до нуля.

Обобщенная формула Бальмера  для 
различных спектральных серий водоро
да имеет вид

v =  R (\ /m 2 —  1/л2),

т =  1 , 2 , 3 . . . ,  л =  Л2 + 1 , т-\- 2 ,

(4.22)

Число т  сохраняет постоянное значение 
в пределах одной серии и изменяется при 
переходе от одной серии к другой.

Из анализа формул (4 .16— 4.21) сле
дует комбинационный принцип Рид
берга— Ритца.  Поясним его сущность 
на примере. Пусть в (4.17) (серия Л ай
мана) л =  3, а в (4.18) (серия Пашена) —  
л =  5 , суммируя полученные частоты, 
получим частоту спектральной линии из 
серии Лаймана для п =  5 . Таким обра
зом, комбинируя частоты линий одних 
серий, можно определить частоты спек
тральных линий из других серий.



Вольты

Формулу (4.22) можно записать в виде

v =  T { m )  —  T (n ) ,  (4.23)

где Т  (т.) =  R /m 2, Т  (п) =  R /n 2. Вели
чины Т  (m), Т  (п) называются термами.  
Отметим сразу, что в этот термин будет 
позже, при более детальном анализе 
спектров, вкладываться иное содерж а
ние, т. е. понятие терма окаж ется не
однозначным.

Займемся выяснением физического смы
сла понятия терм, которое может быть 
определено на основании формулы
(4.23). Учитывая, что hv = hxc, предста
вим (4.23) в виде

hv =  he Т{т) —  he Т  (п) =
— hcR  (1/m2 — 1 in2). (4.24)

Из (4.24) следует, что разность термов 
определяет энергию излучаемого кванта 
или, согласно закону сохранения энер
гии, разность энергий атома до и после 
испускания кванта света. Таким обра
зом, с точностью до множителя he и не
которой аддитивной постоянной, терм 
определяет запас энергии атома. Выбор 
аддитивной постоянной определяется 
началом отсчета энергии. Таким обра
зом, можно считать, что числовое значе
ние терма определяет положение энер
гетического уровня атома. Восполь
зуемся теперь сведениями, изложенными 
в предыдущем параграфе. Как было ска
зано, по мере увеличения энергии на
блюдается сгущение энергетических 
уровней. Это свойство в общих чертах 
характерно для всех атомов. В нашем 
случае для атома водорода расстояние 
между соседними термами уменьшается 
с увеличением числа п, так как Т  (п) =  
=  R /n 2. По этой причине большие значе
ния п должны соответствовать более 
высоким уровням энергии. В результате 
получаем схему расположения энерге
тических уровней, представленную на 
рис. 4 .10 . Эта схема позволяет объяснить 
возникновение серий, комбинационный 
принцип Ридберга— Ритца. Вертикаль
ными линиями показаны переходы, в ре
зультате которых возникают спектраль
ные линии серий Лаймана, Бальмера, 
Пашена, Брэккета и Пфунда. Со
гласно этой схеме к границе каждой 
серии должен примыкать сплошной 
спектр, что и наблюдается при проведе
нии экспериментов. Граница серии со
ответствует такой энергии электрона, 
превышение которой ведет к ионизации 
атома водорода. Таким образом, терм — 
это глубина залегания (см -1) энергети
ческого уровня, отсчитанная от границы 
ионизации. В  § 6 .2  будет дано еще одно 
определение терма.

В заключение отметим основной вы* 
вод, который понадобится в дальнейшем. 
Кванты света возникают при переходе 
атома из высокого энергетического со
стояния в более низкое. Энергия кванта 
равна энергии, потерянной атомом в ре
зультате такого перехода. Исследование 
оптических спектров атомов дает бога
тую информацию о расположении атом
ных уровней энергии.



Отметим, что сделанный вывод пол
ностью согласуется с общим утвержде
нием Планка, согласно которому погло
щение и испускание электромагнитного 
излучения совершается порциями hv.

Перед исследователями вставала зада
ча построения такой модели атома, кото
рая смогла бы объяснить закономернос
ти в оптических спектрах. Естественно, 
построение модели следовало начинать 
для простейшего атома —  атома водо
рода.

§ 4.4. МОДЕЛЬ БОРА 
ДЛЯ АТОМА ВОДОРОДА

Модель Бора —  первая успешная мо
дель для атома водорода, сыгравшая 
исключительно важную роль в развитии 
представлений о строении атомов. Д аж е 
необычно смелая гипотеза де Бройля, 
имевшая большое значение для развития 
квантовой механики, обязана своим воз
никновением модели Бора для атома 
водорода.

В настоящее время модель Бора поте
ряла свое научное значение, однако*ее 
необходимо изучить, чтобы был понятен 
переход к более строгим, но и более 
абстрактным понятиям квантовой ме
ханики. Кроме того, ряд понятий, встре
чающихся в квантовой механике, возник 
в процессе развития модели Бора.

В поисках удовлетворительной модели 
атома водорода физикам необходимо бы
ло направлять свои усилия на создание 
такой модели, которая учитывала бы 
постоянную Планка и квантовый харак
тер излучения.

В 1912 г. Д ж . Никольсон предпринял 
попытку наложить ограничение на воз
можные значения момента импульса 
электрона, вращающегося вокруг ядра. 
Он считал допустимым такое движение, 
когда момент М  импульса электрона 
удовлетворяет условию

М  =  пП, (4.25)

где п —  целое число, h =  hi2п  —  по
стоянная Планка. Частота спектраль
ных линий приравнивалась механиче
ской частоте.

Модель Никольсона успеха не имела, 
поскольку не могла объяснить законо
мерности в спектре водорода. С помощью

модели Бора удалось объяснить законо
мерности в спектре атома водорода. Кро
ме того, она позволила предсказать не
которые новые эффекты, не имеющие 
аналога в классической физике. Модель 
Бора основана на двух постулатах. 
Согласно первому, у атома водорода 
имеются только такие устойчивые орби
ты электрона, для которых момент им
пульса электрона М  =  n h ,  причем, на
ходясь на устойчивой орбите, электрон не 
испускает электромагнитного излучения.

Согласно второму постулату Бора, 
квант света испускается атомом водо
рода при переходе электрона с одной 
устойчивой орбиты на другую. Энергия 
кванта определяется из соотношения

hv =  Wk —  W u (4.26)

где Wk и Wi — полная энергия элект
рона до и после испускания фотона.

Соотношение (4.26) представляет, по- 
сути, закон сохранения энергии. В св я 
зи с этим второй постулат обычно не 
вызывает недоразумений. Что же ка
сается первого, то здесь ситуация более 
слож ная. Обоснованием справедливос
ти (4.25) могло служить лишь совпаде
ние расчета с экспериментом. Позднее, 
когда была высказана гипотеза де Брой
ля, выяснилось, что условие (4.25) эк 
вивалентно требованию, чтобы длина 
орбиты электрона была равна целому 
числу волн де Бройля. В  самом деле, 
имеем М Л=  mvr, к =  hlmv, откуда с 
учетом (4.25) следует пк =  2лг,  т . е. 
при выполнении (4.25) на орбите элект
рона умещается целое число волн де 
Бройля. В  противном случае за счет ин
терференции волны де Бройля могли бы 
иметь только нулевую амплитуду, что, как 
выяснено ранее, эквивалентно отсутствию 
электрона.

На основании двух постулатов (4.25) 
и (4.26) была построена первая успеш
ная модель атома водорода. В  этой мо
дели расчет был проведен для круговых 
орбит электрона.

4.4.1. Круговые орбиты

П оскольку масса электрона, вращаю
щегося вокруг ядра, значительно 
( ~  2 0 0 0  раз) меньше массы ядра атома 
водорода, то можно с хорошим прибли



жением считать ядро неподвижным. 
Ядро поместим в начало системы коор
динат. Потенциальную энергию элект

рона на бесконечно большом расстоя
нии от ядра считаем равной нулю. При 
этих условиях на расстоянии г электрона 
от ядра с зарядом + Z e  его полная энер
гия

W  =  +  <4*27>

Считаем, что электрон вращ ается во
круг ядра по круговой орбите. В  этом 
случае кулоновская сила притяжения 
является центростремительной, для этой 
силы можно записать выражение

Ze2 mv‘ (4.28)
4лепг2

mv*
г

Найдем из выражения (4.28) значение 
mv2 и, подставив его в (4 .27), получим

w  =  ~ Ш 7 -  <4-2 9>

Домножив левую  и правую части (4.28) 
на величину т гъ, получим 

Ze%mr
4яе„ (4.30)

Правая часть равенства (4.30) есть квад
рат момента импульса, поэтому на ос
новании (4.25) можем записать

л2Й2 =  Ze2mr!  4ле0. (4.31)

Теперь, перемножив соответственно пра
вые и левые части равенств (4.29) 
и (4 .31), получим выражение для энер
гии электрона, вращающегося вокруг 
ядра с зарядом + Z e ,

W = -------(4.32)
3 2 jt2e 2 4 2 л 2 V

Полная энергия электрона зависит от 
квантового числа п,  которое приобре
тает значения 1, 2 , 3 , 4 . . .  . В осп ол ьзу 
емся теперь вторым постулатом Бора 
(4.26) и для энергии кванта света запи
шем

hv =  W k - W i = Z*e*m
32я 2е2^2 \п2, tii - j r U 4 -33)

где rii и nk —  квантовые числа, соот
ветствующие верхнему W k и нижнему 
W{ уровням энергии. Формула (4.33) 
с  точностью до обозначений совпадает

с формулой (4 .24), которая получена из 
анализа спектров атома водорода. Из 
сравнения (4.33) и (4.24) получим фор
мулу для постоянной Ридбер га

R =  - ' el т , (4.34)
32л 2е|^3с

в которой необходимо положить Z =  1. 
Постоянная Ридберга была вычислена 
из спектроскопических данных R  =  
=  109678 см -1 . Теперь появилась воз
можность вычислить постоянную Рид
берга по формуле (4 .34), используя зна
чения физических величин, входящих 
в правую часть формулы (4.34). Вычис
ленное значение совпало со значением 
R ,  определенным спектроскопическим 
путем.

Это был большой и несомненный успех 
теории Бора. Теория не только давала 
обобщенную формулу Бальмера (4 .22 , 
4 .24 , 4 .33 ), но и позволила независимым 
путем определить постоянную Ридбер
га . М ало того, поскольку точность опре
деления R  из спектроскопических дан
ных оказалась выше, чем точность для 
значений е, т, Ь, то появилась возмож
ность уточнить последние, использовав 
спектроскопическое значение R  и фор
мулу (4 .34).

Теория Бора позволила вычислить ра
диусы разрешенных орбит. Из формулы
(4.31) получим

_  4я6(Л2 2 
Ze*m П ' (4.35)

Д л я  определения минимального радиуса 
орбиты электрона в атоме водорода по
ложим Z =  1, п — 1 и получим г =  
=  гБ =  0 ,0529  нм —  боровский радиус, 
т . е. размеры атома водорода, которые 
хорошо согласую тся с данными кинети
ческой теории газов.

4.4.2. Учет движения ядра

В  предыдущем параграфе полагалось, 
что электрон вращ ается вокруг покоя
щ егося ядра. Это было бы справедливо 
при бесконечно большой массе ядра. 
В  действительности система ядро +  эле
ктрон вращ ается вокруг общего центра 
масс (рис. 4.11). Обозначим массы ядра 
и электрона соответственно М я и т, 
их расстояния от центра масс —  L  и /.



По определению центра масс справедливо 
равенство

М Л . =  m l.

На основании (4.36) запишем

L ____ l_ L +  /
т Л1я /И +  m ’

Пусть имеем равенство

(4.36)

(4.37)

а
А

Ь
В

Вводя некоторый коэффициент а , определяе
мый из условия

а =  а Ь, А =  а  В,

можем записать 

a a b  Ь ( а + 1)Ь  а +  6
A olB В  (ос 1) В А -{- В

Это доказывает справедливость правой части 
равенства (4.37).

I

На основании (4.37) запишем
М,

Мя + т (L  +  /), L ма

где [х =

М  =  соц, (L +  /)2 =  nti, 

М м

(4.40)

приведенная масса си-

Кинетическая энергия системы, как 

видно из (4 .39), равна Д ля центро-

mt»2 т(а>1)2 
стремительной силы получим ——— —I

Ма>, , , где учтены соотношения (4 .3 8 )L, -j— I
и (4.40). Таким образом, вместо (4 .27)

( L + 1 ) .  и (4-28) имеем

(4.38)

В  рассматриваемой системе суммарный 
момент импульса М  равен сумме мо
ментов импульсов ядра и электрона, 
т . е.

М  =  m/2co +  AfaL 2co, (4.39)

где св —  циклическая частота вращения 
системы вокруг центра масс, так что 
линейные скорости ядра и электрона рав
ны соответственно сoL и со/. Учтем усло
вие квантования М =  nh и подставив 
в (4.39) значения I, L  из (4 .38), получим

W  =  —
Ze2

+4ле0 (L  +  I)
Ze2 Ма>

(4 .42)

4яе0 (L +  / ) 2 =  ( L + 1 )  ' ( 4 ‘4 3 )

В  данных выражениях М  определяется 
из правой части равенства (4.40). Если 
в (4.42) и (4.43) подставить значение М  
из равенства (4 .41), получим соотноше
ния (4.27) и (4 .28). П оскольку (4.40) 
отличается от (4.41) лишь заменой т на 
ц, то в конечной формуле (4 .32), которая 
получена из (4.27) и (4 .28), просто заме
ним т на \i. Иными словами, вместо 
(4.32) имеем

Z V n  1
W =  —

32я2бой2
(4.44)

М я + т

стемы ядро - f  электрон. В  предыдущем 
случае, когда ядро считалось неподвиж
ным, момент импульса с учетом равен
ства v =  сог

М  =  т а г2. (4.41)

Так как г =  L +  I, то (4.40) отличается 
от (4.41) лишь наличием ц вместо т .

Запишем выражение для кинетической 
энергии и центростремительной силы 
через момент импульса.

Обозначим W „  и R „  —  энергию электро
на и постоянную Ридберга для случая, 
когда ядро считалось неподвижным. В е
личины W и R  связаны с и R «, со
отношениями

мя п Мя
w  =  w ~ M - f T S '  R  =  R ‘° K + ^ -

(4 .4 5 )

Из этих соотношений следует, что 
изменение массы ядра при постоянном 
Z должно приводить к смещению спект-



ральных линий. Такое смещение назы
вают изотопическим сдвигом. Дробь

(УИЯ -4- т) тем больше, чем больше 
Л1Я. Таким образом, увеличение массы 
ядра должно приводить к смещению 
спектральных линий в коротковолновую 
сторону. Этот вывод подтверждает экс
перимент. Спектральные линии изото
пов водорода —  дейтерия (D) и три
тия (Т) —  смещены в коротковолновую 
область относительно спектральных ли
ний протия (Н). Смещение линий 
сравнительно невелико. Записав при
ближенную формулу для протия и

дейтерия Я н =  Я »  (1 —  щ ) , R D =

=  Roo  ̂1 —  л!^) - можем оценить сдвиг 

спектральных линий для данного случая

Av =  R d — R H =  Roc (т/Мц  —  ш/Md)

Значительно больше должен быть сдвиг 
для таких объектов, как позитроний 
и мезоатом. В первом случае роль ядра 
выполняет позитрон, имеющий такую же 
массу, как и электрон. Поэтому в фор
муле (4.45) нужно полагать для позитро
ния М„ — т.

Приведенная масса позитрония в два 
раза меньше массы электрона. Значе
ния энергии позитрония вдвое меньше 
по абсолютной величине соответствую
щих энергий атома водорода, а радиусы 
орбит —  вдвое больше. Энергия иониза
ции позитрония вдвое меньше, чем атома 
водорода, и составляет 6 ,8  эВ .

Мезоатом представляет собой атом, 
у которого вместо электрона вокруг 
ядра вращ ается (.i-мезон— частица, име
ющая заряд электрона и массу ~  2 0 0  т. 
Поэтому в формуле (4.45) необходимо 
вместо т подставить 200  т.

4.4.3. Эллиптические орбиты

В модели Бора для атома водорода 
были рассмотрены круговые орбиты 
электрона и условие квантования для 
них. Обобщение модели Бора на случай 
эллиптических орбит и более сложные 
вопросы пространственного квантования 
были рассмотрены А. Зоммерфельдом. 
В  связи с этим часто рассматриваемую 
теорию называют теорией Бора —  Зом- 
мерфельда.

Прежде чем перейти к рассмотрению 
эффектов, возникающих в случае эл
липтических орбит, необходимо обоб
щить условие квантования Бора. После 
того как была высказана гипотеза 
де Бройля, стало ясно, что устойчивы 
лишь такие замкнутые орбиты, длины 
которых кратны длине волны де Бройля. 
Пусть L  —  замкнутая орбита, X — длина 
волны де Бройля. Условие квантования 
можно записать в виде

L/X =  п, (4.46)

где п —  целое число. Если в процессе 
движения по траектории L изменяется 
длина волны де Бройля, то условие 
(4.46) необходимо записать в виде

< j ) y = n .  (4.47)

В этом случае будут учтены изменения X 
в процессе движения электрона по траек
тории L.  Д ля случая круговой орбиты 
dL  =  rdq>, кроме того, учтем, что соглас
но гипотезе де Бройля X =  h ip , и в ре
зультате вместо (4.47) получим

2л

pdl  =  j  prdq> —  nh.  (4.48) 
о

Поскольку в случае круговой орбиты 
р =  const, г =  const, из (4.48) имеем 
рг =  nh или, учитывая, что М  =  рг, 
приходим к выражению (4.25). Из при
веденных рассуждений ясно, что усло
вия квантования в виде (4.47) и (4.48) 
являются более общими, чем условие 
(4.25). Выражения (4.47) и (4.48) пред
почтительны в случае движения элект
рона по эллиптической орбите, так как 
в процессе движения при постоянной 
полной энергии будет изменяться рас
стояние между ядром и электроном, 
а вследствие этого будут изменяться по
тенциальная и кинетическая энергии 
и длина волны де Бройля. Д ля анализа 
сложных механических задач удобно 
использовать обобщенные координаты 
и обобщенные импульсы. Вообще гово
ря, декартовы координаты и соответст
вующие импульсы можно рассматривать 
как частный случай обобщенных коор
динат и импульсов. Каждой обобщенной 
координате д,- соответствует обобщенный 
импульс pi.



V. Говорят, что qt и р, образуют пару 
сопряженных переменных. Хорошо из
вестно, что в декартовой системе коор
динат произведение импульса на коор
динату имеет размерность момента им
пульса. Точно так ж е для обобщенной 
системы координат произведение р#,- 
имеет размерность момента импульса. 
Но размерности р,- и q{ могут быть раз
личными. Если обобщенная координата 
qt безразмерная, то р, имеет размер
ность момента импульса. С таким приме
ром мы имеем дело в соотношении (4 .48), 
где qt — ф, а р,- =  рг. Соотношение 
(4 .48), таким образом, можем предста
вить в виде

(j) pidqi =  m h. (4.49)

В  такой форме условие квантования мо
жет быть применено к любой паре со
пряженных переменных р,- и Целое 
число tii теперь имеет индекс, так как 
для различных пар сопряженных пере
менных pi и qt числа гсг могут иметь 
различные значения.

Выбор обобщенных координат qi дик
туется содержанием физической задачи, 
обобщенные импульсы р,, согласно пра
вилам классической механики, опреде
ляются из соотношения

дТ
Pi =  т ’- . dq{

(4 .50)

Условие квантования (4  49) для пары 
сопряженных переменных рф и ф при
нимает вид

2л
Рфй(ф =  (^/пг2фйф =  \ mvrdcp =  n<ph.

о
(4.54)

Для системы ядро +  электрон справедлив 
закон сохранения момента импульса. 
Поэтому М  — m vr  = c o n s t  и вместо (4 .54) 
получ м выражение

М  =  р9 =  n~Ti, (4 .55)

которое совпадает с условием квантова
ния для круговых орбит (4 .25). Для 
второй пары сопряженных переменных 
рг и г условие квантования приобретает 
вид

(j) prdr  =  (|) m rdr  =  nrh, (4.56)

где интегрирование необходимо провести 
от г mm до г тах и снова до rmin. В вы
ражении (4 .56) удобно сначала перейти 
от интегрирования по л к интегрирова
нию по ф. Затем нужно найти связь 
между параметрами эллиптической орби
ты и квантовыми числами пФ и пг. С этой 
целью преобразуем подынтегральное вы
ражение в (4 .56) следующим образом:

dr . Рф dr 
mr =  m ~  ф =  - г  • г - 1 dtp r i d(p

(4.56а)

где Т  —  кинетическая энергия системы.
Д ля анализа движения электрона по 

эллипсу выберем в качестве обобщенных 
координат полярные координаты элект
рона ф и г. Будем считать, что ядро не
подвижно и находится в одном из фоку
сов эллипса. Д ля элемента орбиты ds 
справедливо соотношение

ds2 =  dr'1 4 - г2с?ф2. (4.51)

Кинетическая энергия электрона

Г  = ^ ( £ ) 2 =  !(/ -*  + r V ) ,  (4 .52 )

^ .И с п о л ь з у я  (4 .50) и

2 \dt_ 

dr
где г =  -£t > Ф

(4 .5 2 ) для обобщенных импульсов рг и р?, 
получим выражения

дТ ,  дТ с ОЧ
рФ =  —  =  i n r \ ,  pr =  ^  =  m r .  (4.53)

<7ф ОГ

где учтено первое из равенств (4.53). 

Учитывая, что dr  =  ~  d(p, выраже

ние (4 .56) запишем в виде

Чтобы исключить г и dr  из подынтегра
льного выражения в (4.57), воспользуемся 
уравнением эллипса в полярных коорди
натах

г = “ " - е г )-, (4.58)1 -j- е cos ф

где а —  большая полуось эллипса, е — 
его эксцентриситет. Напомним, что для 
эллипса е2 =  1 —  Ь2/я2 <  1, где b —  ма
лая полуось эллипса. Из (4 .58) находим

производную ^  , вновь используя (4 .58),

найдем отношение
1 dr е sin Ф
г d(f 1 4- е cos ф



Подставив данное выражение в (4.57), 
получим

2 л
С р е* sin2 ф
1 ------------- ^  dy  =  nrh —

( 1 + 8  COS ф )2

== p<»z‘
1

) р -  (4-59)

Вычислим интеграл, входящий в левую часть 
равенства (4.59).
2л 2л

e2 sin2 (pd<p Г esinfp . /  ■, ------  — 1 --------------- d (е соэф) =1 +  scos ф)2 J  (1+ecosqj) 
о о

2Л

- 2 к  +  j  г

+  к cos ср

Для вычисления последнего интеграла введем 
замену переменных

с“ « р - т т р .  d ( p = T ^ ’ х = ^ 2 -

После замены получим 

2я
dtp Г 2dx

1 +  8 +  (1 — е)*2 

2я

] / Т ^ е

Таким образом,

2я
е2 sin2 фс(ф _  2 П

I (1 +  е cos ф)2 •V'

Из выражения (4 .59), принимая во 
внимание (4 .55), легко можно получить 
соотношение

l - е г =  п*/п2 =  Ь*/а2, (4 .6 0 ) 
п =  п? +  пг. (4 .61)

В (4.60) учтено приведенное выше ра
венство е2 =  1 —  Ь2/а2. Таким образом, 
соотношение (4.60) указы вает на связь 
параметров эллиптической орбиты с 
квантовыми числами л , п 9 и пг, которые 
называются соответственно главным, 
азимутальным и радиальным.

П оскольку три квантовых числа с в я 
заны соотношением (4 .61), достаточно 
задать два числа для того, чтобы эллип
тическая орбита была задана однознач
но. Обратим внимание на то, что круго
вой орбите соответствует одна степень

свободы электрона (угол ф), а эллип
тической —  две степени свободы (г и 
ф). В  связи с этим круговая орбита ха
рактеризуется одним квантовым чис
лом, а эллиптическая —  двумя. Иными 
словами, появлению дополнительной сте
пени свободы соответствует появление до
полнительного квантового числа. Обыч
но используют квантовые числа п и п9. 
Одно из них, а именно главное кванто
вое число п,  определяет энергию элек
трона и величину большой полуоси 
эллипса, а второе —  азимутальное кван
товое число —  определяет эксцентриси
тет, т. е. степень вытянутости эллипса. 
Чтобы показать это, вычислим полную 
энергию W электрона. Д ля этого снача
ла определим значения Т  и V в зависи
мости от ф.

На основании равенств (4.52) и (4.56а) 
равенства (4.53) можем за-и первого 

писать

Т  = 2mr2 (4 .62)

Используя соотношение (4.58) и 
(4 .58а), исключим переменную г из вы 
ражения (4.62), и получим

*  !' +  ' • ------- 1 (4.63,

Ze2 
4л 8 „г

(4 .6 4 )

та* (1 — е2)2 \ 2 + 8 C 0 S (P

Д ля потенциальной энергии V =  

с  учетом (4 .58) имеем

Ze2 1
■ +

8  • COS ф

Т • 84яе0а \ 1

Полная энергия

W =  Т  +  V

и не зависит от переменной ф. В  то ж е 
время выражения для Т  (4 .63) и V  
(4.64) содержат по два слагаемых —  
одно не зависит, а второе зависит от ф. 
П оскольку W не должно зависеть от ф, 
то в сумме Т  +  V приравняем к нул ю 
коэффициент при cos ф, т. е.

„2
Ze2

та2 (1 — е2)2 4яе0а (1  — е2) =  0, (4 .65)

а полную энергию W приравняем к сум
ме членов из (4.63) и (4 .64), не зави ся
щих от ф, т. е.

‘ 1 1 Ze2
(4 .66)W  =

РфО + е 2)
2ma2 (1 — 82)2 4ле0а ( 1 — е2)



Из выражения (4.65) получим формулу, 
определяющую большую полуось эллип
са

а = 4яе0
Zezm 1 — е

Во второй части равенства (4.67) учтено 
соотношение (4 .60). Используя (4.67) 
для W, получим выражение

W = Z*e*m
32я 282̂*2 (4 .68)

которое полностью совпадает с выраже
нием (4.32) для круговых орбит элект
рона. Таким образом, как полная энер
гия, так и большая полуось эллипса 
полностью определяются заданием глав
ного квантового числа л и не зависят от 
азимутального квантового числа п 9. По
следнее, согласно (4 .60), определяет 
форму орбиты, ее эксцентриситет. На ос
новании (4.60) малая полуось эллипса 
определяется из выражения Ыа =  
=  п 91п. П оскольку электрон в своем 
движении не может пронизывать ядро, 
то b >  0  и, следовательно, п 9 >  0 . 
Согласно определению п справедливо 
неравенство л ф <  п.  Отсюда следует, 
что /гф =  1, 2, 3 , . . . ,  п. Фиксированному 
значению п  соответствует вполне опре
деленное значение энергии W и п орбит 
с  различным эксцентриситетом —  по 
числу возможных значений п ? . В се  ука
занные орбиты имеют одно и то же зна
чение большой полуоси а и различные 
значения малой полуоси Ь. Таким обра
зом, одному уровню энергии соответст
вует несколько различных физических 
состояний —  несколько орбит. Такой 
энергетический уровень (или состояние) 
называют вырожденным. Кратность 
вырождения равна числу различных фи
зических состояний (в данном случае 
орбит), соответствующих одной и той ж е 
энергии системы. В  частном случае, 
когда кратность вырождения равна еди
нице, уровень или состояние называют 
невырожденным. На рис. 4 .12  представ
лены возможные орбиты для случая п =  
=  3. В се орбиты имеют одно и то же 
значение большой полуоси а, им соот
ветствует одна и та ж е полная энергия, 
но различные моменты импульса, так как

Рис. 4.12

М  — р 9 =  n<fh. Азимутальное число при
обретает значения =  1,2,3. Уровень 
энергии с п  =  3 трехкратно вырожден.

4.4.4. Пространственное 
квантование

В  предыдущем параграфе при р ас
смотрении эллиптических орбит подчер
кивалось, что увеличение числа степе
ней свободы физической системы ведет 
к увеличению количества квантовых чи
сел. При одной степени свободы в сл у 
чае круговых орбит состояние физиче
ской системы определялось одним числом 
п.  В  случае эллиптических орбит число 
степеней свободы возросло до двух. 
Чтобы однозначно задать состояние фи
зической системы ядро +  электрон, не
обходимы теперь два квантовых числа —  
п и п¥. Однако как круговая, так и эл
липтическая орбиты были плоскими. 
По аналогии можно ожидать, что в слу
чае перехода к неплоским пространст
венным орбитам должно появиться третье 
квантовое число.

Д ля системы с тремя степенями свобо
ды нужно ввести три обобщенных коор
динаты q{. В  связи с этим появятся три 
пары сопряженных переменных p t и q(. 
Д ля них нужно записать три условия 
квантования в виде (4.49), что влечет за 
собой появление трех квантовых чисел.

Прежде чем приступить к рассмотре
нию понятия неплоской орбиты, пока
ж ем , что с механическим моментом М  
электрона, вращающегося вокруг ядра, 
связан магнитный момент ц. Действи
тельно, если орбиту, по которой вращ а
ется электрон, рассматривать как за
мкнутый контур с током, то такой контур 
должен иметь определенный магнитный 
момент. Ток I  равен заряду, протекаю-



2m '

Отсюда получаем

2 т Р<* ~  ~ £ t M ’

(4 .6 9 )

(4.70)

На основании (4 .70) можно записать отно
шение магнитного момента ц, к механи
ческому

м
е

' 2m * (4 .71)

которое называется гиромагнитным от
ношением. По-видимому, правильнее 
было бы это отношение называть «магни- 
тогирическим», так как взято отношение 
магнитного момента к механическому, а 
не наоборот. Знак «минус» в (4.71)

лоявился из-за отрицательного заряда 
электрона, он говорит о том, что векторы

(j, и М  направлены в противоположные 
стороны

(X =
2т М . (4 72)

Возможные значения механического мо
мента определяются как М  =  / тф. Учи
тывая это для магнитного момента, по
лучим

et
^ ~ ~ ы Пгр- (4-73)

Рис. 4.13

щему по контуру за единицу времени, 
т. е.

/ =  —  evil,

где v —  средняя скорость движения элек
трона, / — длина орбиты. Поскольку 
l/v =  Т ,  где Т  —  период обращения, то 
/ =  — е/71. Магнитный момент найдем 
из соотношения

ц =  /S =  — eS /T ,

где 5  —  площадь орбиты. Как для кру
говой, так и для эллиптической орбиты 
имеем

2я т

s  =  у  j* r2dq> =  Y  j  r ^ dt =

Магнитный момент оказывается кратным 
величине, которая называется магнето
ном Бора

eh (4 .74)

Наша задача заключается в том, чтобы 
рассмотреть возможные проекции векто

ра М  на физически выделенное направ
ление. Это направление может быть за
дано при помощи некоторого физического 
фактора, например, с помощью исчезаю

ще малого магнитного поля В .  Рассмот
рим круговую орбиту электрона в таком

поле. Пусть вектор В  ориентирован 
вдоль оси z (рис. 4 .13). За счет действия

сил Лоренца появится момент сил К.

Под действием момента сил К  момент

импульса М  будет прецессировать во
круг оси z

dM
~dt К. (4 .75)

За счет этого электрон будет двигаться 
по сложной пространственной траекто
рии. Если потребовать, чтобы длина 
замкнутой траектории такого рода была 
кратна целому числу длин волн де Брой
л я, то окажется разрешенным такое 
движение, при котором проекция М г

вектора М  на ось z кратна ti, т . е.

М г =  тп,  (4.76)

где т —  магнитное квантовое число. 
П оскольку максимальная и минималь
ная проекции соответственно равны -uМ



и — м ,  то квантовое число m принимает 
значения

т =  0, ^ 1 ,  —2 ........ ±  Лф, (4.77)

т. е. всего 2л ф +  1 значений.
Сложной пространственной траекто

рии можно поставить в соответствие 
волну де Бройля, которая совершает, во- 
первых, круговое движение вокруг оси г 
и, во-вторых, колебательное движение 
вдоль оси г. Круговому движению волн 
де Бройля вокруг оси г должен соответ
ствовать момент количества движения, 
направленный вдоль z и кратный й. По
этому приходим к соотношению (4.76).

С формальной точки зрения при вве
дении трех пар сопряженных перемен
ных два квантовых условия имеют такой 
ж е вид и такое ж е физическое содержа
ние, как в предыдущем случае два кван
товых условия (4 .54), (4.56) для эллип
тических орбит. Третье квантовое усло

вие (при 5  =  0 ) имеет вид

(j) М гй $  =  mh,  (4 .78)

где угол отсчитывается, как показано 
на рис. 4 .13 . Условие (4.78) приводит 
к выражению (4.76) для проекции угло
вого момента на физически выделенное 
направление. На рис. 4 .14 приведены 
схематические диаграммы, на которых 
показана возможная ориентация момен

тов импульса М. различной величины по 
отношению к физически выделенному на
правлению.

Экспериментальное подтверждение 
справедливости сделанных выводов было 
получено в опытах Штерна и Герлаха.  
В этих опытах использовалось прост
ранственно неоднородное магнитное по
ле. Если в пространственно неоднород
ном магнитном поле находится атом, 
обладающий магнитным моментом, то на 
атом будет действовать сила, которая 
определяется по формуле

F  =  (ц grad) В, 

или в развернутом виде
дВх дВ, дВ;

■ дх  ^  ^  дх ^  дх
дВх

: ду
дву  дВг

+  '1-" Ж  +  ^  W  ’

\

Рассмотрим случай, когда в (4 .80 ) все 
частные производные равны нулю, кроме
Я R

ф  0 . Тогда получим

F = v * w
(4 .81)

(4 .79)

(4.80)

дВх . дВ у , дВ  
-4- и — - 
~  ‘ У дг

На рис. 4 .1 5  показана круговая орби
та электрона для атома в неоднородном 
магнитном поле. Силы Лоренца направ
лены по нормали к магнитным силовым 
линиям. За счет составляющ их сил, па
раллельных оси г, будет происходить 
смещение всего атома вдоль оси г.

Схема опыта Штерна и Герлаха пред
ставлена на рис. 4 .16 . Пучок атомов, 
выделенный диафрагмами В В ',  прохо
дит через пространственно неоднородное 
магнитное поле. Неоднородность поля 
создается за счет специальной формы 
полюсов электромагнита. При выклю
ченном магнитном поле на регистрирую
щей фотопластинке Р  появляется узкая 
полоска —  след от узкого пучка атомов. 
При включенном поле на атомы, обла
дающие магнитным моментом, будет дей
ствовать сила. Если проекция щ  мо
ж ет принимать произвольные значения 
за счет хаотической ориентации магнит-



ных моментов, то на фотопластинке вмес
то узкой полоски должна появиться ши
рокая размытая полоса. Если ж е ц2 
может принимать дискретный ряд зн а
чений, то на регистрирующей фотоплас
тинке Р  узкая полоска должна расщ е
питься на несколько узких полосок, 
число которых равно возможному числу 
значений [хг .

В  опытах Штерна и Герлаха наблю
далось расщепление полоски на не
сколько полосок. Они убедительно пока
зали, что сущ ествует пространственное 
квантование для магнитного момента (х. 
П оскольку магнитный момент ц одно
значно связан  с механическим (4 .70),
(4 .71), то, следовательно, в опытах 
Штерна и Герлаха доказано сущ ество
вание пространственного квантования 
и для механического момента.

Таким образом, теорией Бора —  Зом- 
мерфельда было предсказано явление 
пространственного квантования. Оно 
получило экспериментальное подтвер
ждение в опытах Штерна и Герлаха, что 
следует расценивать как успех теории. 
Значение рассмотренного явления осо
бенно велико в связи  с тем, что оно су 
щественным образом изменяет представ
ления, сложившиеся при изучении зако
нов классической механики.

В  дальнейшем еще вернемся к рассмот
рению результатов опытов Штерна и Гер
л аха , полученных для некоторых атомов.

4.4.5. Кризис теории Бора

С момента своего возникновения теория 
Бора столкнулась со значительными 
трудностями. Постулат Бора о сущ ество

вании устойчивых электронных орбит 
противоречил законам классической 
электродинамики. Согласно этим зак о 
нам всякая заряженная частица, у ко
торой вектор скорости не является по
стоянной величиной, должна испускать 
электромагнитное излучение. Электрон, 
вращающийся по орбите вокруг ядра, 
должен терять энергию за счет испус
кания электромагнитных волн и в кон- 
це-концов упасть на ядро. Бор постули
ровал устойчивость некоторых орбит, 
но физические причины устойчивости им 
не были указаны .

Согласно требованиям первого по
стулата Бора, никакие другие орбиты, 
кроме разрешенных, у атома не могли 
сущ ествовать. С этой точки зрения 
процесс перехода электрона с одной ор
биты на другую невозможно описать 
в рамках теории Бора. Из поля зрения 
теории Бора выпадают те процессы, ко
торые связаны  с существованием элект
рона между двумя орбитами в период 
поглощения и испускания квантов света.

Серьезные трудности возникали при 
попытках вычисления интенсивностей 
спектральных линий и их поляризации. 
Неудачей окончились попытки построе
ния модели для атома гелия —  одного 
из наиболее простых атомов.

По теории Бора из-за движения элект
рона по круговой орбите основному со
стоянию атома водорода соответствует 
момент импульса М  — %. В дальнейшем 
увидим, что этот момент, называемый 
орбитальным, равен нулю, что противо
речит теории Бора.

Теория Бора представляет собой ис
кусственное сочетание классических 
представлений об электроне с квантовы
ми условиями. По высказыванию одного 
из специалистов по истории и методоло
гии науки, «атом Бора был абсолютно 
иррациональным и абсурдным с точки 
зрения как ньютоновской механики, так 
и максвелловской электродинамики... 
Был изобретен математический форма
лизм, лишь «описывающий» атомные 
состояния и переходы, но по самой своей 
сути не пригодный для описания самих 
реальных процессов, например, про
цессов переходов».*

* См.: Холтон Д ж . Тематический анализ 
науки,— М.: Прогресс, 1981, с. 174.



Несмотря на указанные недостатки, 
теория Бора сыграла положительную 
роль в развитии науки. Она способство
вала ломке старых и выработке новых 
физических представлений. Анализ осо
бенностей теории Бора явился перво
начальным толчком для разработки 
и формулировки де Бройлем его знаме
нитой гипотезы.

В  более строгой, последовательной и

абстрактной квантовой механике сохра
нились такие понятия, как пространст
венное квантование, орбитальный мо
мент и некоторые другие, впервые по
явившиеся в теории Бора —  Зоммер- 
фельда. Знакомство с теорией Бора —  
Зоммерфельда несомненно полезно, 
так как помогает освоить новые по
нятия, встречающиеся в квантовой ме
ханике.

Глава '

'  5
КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА 

О СТРОЕНИИ АТОМОВ ВОДОРОДА И ГЕЛИЯ. 
СПЕКТРОСКОПИЧЕСКИЕ 

ПЕРЕХОДЫ

Современные представления о строе
нии атомов основаны на результатах 
применения уравнения Шредингера к 
атомным системам. С уравнением Ш ре
дингера мы познакомились в гл . 3 . Как 
известно, оно представляет собой диффе
ренциальное уравнение второго порядка 
в частных производных. Простейшие за
дачи, рассмотренные в гл. 3 , показали, 
что в сл учаях, когда движение электро
на ограничено потенциальной ямой, по
лучаем дискретный спектр собственных 
значений энергии.

Напомним, что из уравнения Шредин
гера и условия ортонормировки вол
новые функции определяются неодно
значно, а с точностью до фазового мно
жителя. Пусть с учетом условия орто
нормировки найдено решение уравнения 
Шредингера —  Пр. Т о г д а е~™ г|з —  такж е 
решение уравнения Шредингера. Мно
житель е- ‘ф называется фазовым.

Применение уравнения Шредингера 
к такой задаче, как атом водорода, 
имеет особое значение. Это одна из 
немногих задач, для которых уравнение 
Шредингера может быть решено точно. 
Сопоставление результатов решения с 
экспериментом позволяет оценить сте
пень соответствия теории реальному 
объекту.

'§  5.1. ТЕОРИЯ ШРЕДИНГЕРА 
ДЛЯ АТОМА ВОДОРОДА

Сразу ж е необходимо сделать ого
ворку. Считаем заряд ядра равным 
_|_Ze. В  зависимости от значения Z ре
зультаты расчета могут быть применены 
к атому водорода или другим, водородо
подобным ионам, содержащим один 
электрон. Д ля конкретности будем го
ворить об атоме водорода. Ядро атома 
считаем неподвижным и расположенным 
в начале координат. Потенциальная 
энергия электрона в поле ядра V  =

=  _  , и уравнение Шредингера при-
43Т8фГ

нимает вид

Дф +  ^ . ( г  +  4- ^ ; ) ф - 0 ,  (5 .1 )

где т 0 —  масса электрона.
Успех решения дифференциального 

уравнения в частных производных во 
многом зависит от удачного выбора сис
темы координат. В  данном случае урав
нение (5.1) целесообразно решать в сфе
рической системе координат, так как 
рассматриваемая задача характеризует
ся сферической симметрией. В  связи 
с этим используем сферическую систему 
координат и соответствующее представ
ление оператора Л апласа (см. гл . 3).



Уравнение Шредингера (5.1) прини
мает вид

( А/- +  72 Де, ф) г1’ +  ^ 2'11) =  0, (5 .2 )

где К 2 = 2 тв W Z  £?2 /С зависит4л е0л /
только от координаты л и не зависит от 
в и ф.

Решение уравнения Шредингера (5.2) 
будем искать в виде произведения двух 
функций

т|з =  Я ( г ) Г ( 0 ,  ф), (5.3)

где R (г) называется радиальной частью 
волновой функции, или просто радиаль
ной функцией, так как зависит только от 
координаты г и не зависит от 0 и ф. 
Функция Y  (0, ф) зависит от угловых 
координат 0 и ф и не зависит от г. Она 
называется сферической, а иногда шаро
вой функцией. Подставим значение гр 
(5 .3) в уравнение (5.2) и получим

7 ( 0 ,  ф) ArR (г) +  Д0, <pF (0, Ф) +

- f  K 2R (r )  Y  (0, Ф) =  0. (5 .4)

В  уравнении (5.4) учтено, что дифферен
циальный оператор Дг действует только 
на радиальную функцию, а оператор 
ДбФ —  на сферическую функцию. По
скольку нас интересуют решения, не 
равные тождественно нулю, то мы мо
жем разделить левую и правую части 
уравнения (5.4) на произведение функ
ций R  (г) Y  (0, ф). В  результате получим

ArR ( г )  

R(r)
1 ле, < / (0. Ф)

+  К 2 =  0. (5.5)г2 У(в,  Ф)

Данное уравнение запишем теперь в 
удобном для нас виде. Д ля этого слева 
от знака равенства запишем члены, за 
висящие только от г, а справа —  только 
от 0 и ф. Уравнение примет вид

. Дг R (г) 
' R(r)

Ае, (0. Ф)+  г*/С2 =  -  =  X.

(5 .6 )

Переменная г может принимать произ
вольные значения 0  «  г <  оо, в то 
время как 0 и ф остаются неизменными, 
и наоборот. Это возможно по той при
чине, что л, 0 , ф —  независимые пере
менные. При любых значениях перемен

ных должен выполняться знак равен
ства. Это возможно лишь в том случае, 
если обе части уравнения, одна из кото
рых зависит только от г, а другая — 
только от 0 и ф, равны некоторой по
стоянной, которая в (5.6) обозначена че
рез X. На основании (5.6) можем вместо 
(5.5) записать два дифференциальных 
уравнения:

A r t f ( 0 + ( t f 2 — ^ )/ ? (г )  =  0 , (5 .7 )

Д е,Ф7 ( 0 ,  ф ) +  Я К (0 , ф) =  0. (5.8)

В  связи с этим постоянная X называется 
постоянной разделения.  Уравнение для 
радиальной части (5.7) содержит только 
одну переменную, а уравнение (5 .8 ) —  
две переменные 0 и ф. Д ля разделения 
переменных 0 и ф воспользуемся тем ж е 
приемом, что и при разделении радиаль
ной и угловых переменных. Представим 
функцию Y  (0, ф) в виде произведения

Г (0 ,  ф) =  0 (0 )ф (ф),

учтем выражение для Де, ф (см. гл. 3), и 
тогда уравнение (5 .8) примет вид

Де +
д 2

0 ( 0 ) Ф ( ф) + ^ 0 ( 9 ) х  

(5.9)
sin2 0 дф2

х  Ф(ф) =  0.
Как и в предыдущем случае, нас инте
ресуют решения, не равные тождествен
но нулю. Поэтому разделим уравнение 
на произведение 0  (0) Ф (ф ). Учитывая, 
что дифференциальные операторы в 
уравнении (5.9) действуют каждый на 
«свою» функцию, получим

■ „ Дй в  (0) 
sin2 0  +  X sin2 00  (0)

д2Ф (ф)
=  т г (5.10)Ф (ф) 5ф2

где т 2 —  постоянная. В  уравнении 
(5.10) выделены 2 части, зависящие одна 
только от 0, а другая —  только от ф. 
Поскольку 0 и ф —  независимые пере
менные, то указанные части равны неко
торой константе, которая обозначена как 
т г. На основании (5.10) запишем два 
дифференциальных уравнения:

Де© (0) -f- X sin2 0 0 ( 0 )  =  0, (5.11)

^ ^  +  ш2Ф ( ф ) = 0 ,  (5.12)



каждое из которых содержит одну неза
висимую переменную 9 и ср соответст
венно. В  данном случае п г  такж е явля
ется постоянной разделения.

Таким образом, удачный выбор сфери
ческой системы координат позволил сде
лать существенный шаг вперед на пути 
к решению дифференциального уравне
ния (5.1). Из дифференциального урав
нения второго порядка в частных произ
водных (5.1) получены три дифферен
циальных уравнения второго порядка —  
(5.7), (5.11) и (5 .12), каждое из которых 
содержит лишь по одной независимой 
переменной г, 0 и <р соответственно. Р е 
шение полученных уравнений удобно на
чать с самого простого (5.12). Его реше
ние имеет вид

ф (ф) =  Ceimv, (5 .13)

где С  — постоянная. Функция Ф(ф), со
гласно требованиям, налагаемым на вол
новую функцию, должна быть однознач
ной, т. е. Ф(ф) =  Ф(ф +  2л). Отсюда 
получим

Qgim<f — С е ‘т (ф+ 2я) =  C eim<s>ei2,lm .

Из требования однозначности вытекает, 
что ei2nm =  1, или е ‘2лт =  cos т 2п  -|- 
- j - { s in /п2л =  1. Функция Ф (ф) будет 
однозначной, если константа т прини
мает значения

т =  0 , +  1 , +  2 , +  3,

Рассуждая аналогичным образом, полу
чим такой же результат для двух дру
гих интегралов

J  |0 (0) |2 sin QdQ =  1
U

2 л

j  |ф (ф)Г2̂ ф 1.

(5.17)

(5.18)

Подставив в выражение (5 .18) значение 
Ф(ф) из (5 .13), получим 2л  |С|2 =  1, от
куда следует С — V 1 2л. Таким обра
зом (5.13) принимает вид

Ф т (ф ) = 1  1 '2лехр(г'тф ). (5 .19)

Необходимо обратить внимание на фи
зическое содержание полученного реше
ния (5 .19). Если учесть выражение Ф(ф) 
и ту часть полной волновой функции

I - WAехр I — которая описывает измене

ния волновой функции с течением време
ни, то получим выражение

ехр —  — (Wt — тйф)
I Ъ

=  ехр [ — i (со̂  —  /пф)], 

которое аналогично

(5 .14 )

ехр 

=  ехр

~ т - р х )  

—  —  kx)\.

(5.20)

(5 .21 )

Значение константы С  может быть оп

ределено из условия нормировки  ̂т|:*ф х  
X dV =  1. Учитывая, что dV  =  г 5 sinO х  
XdQdrdy  (см. гл. 3), интеграл нормировки 

можем записать в виде
оо Л

J  R * ( r ) R ( r )  r 2dr \ 0 * (0 )0  (0) sin 0d0
о о

2л

 ̂ Ф * (ф) Ф (ф)^ ф =  1. (5 .15)
о

В выражении (5 .1 5 ) первый интеграл 
равен вероятности обнаружить электрон 
в интервале 0 <  г <  оо. Поскольку эта 
вероятность равна достоверности, то мо
жем записать

J  \R(r)\2r 2dr =  1. (5 .1 6 )

Формула (5 .21), как известно, описывает 
распространение волны де Бройля вдоль 
оси х. Формула (5.20) соответствует 
волне де Бройля, бегущей вокруг оси г . 
Если т >  0, то волна бежит в направ
лении, соответствующем увеличению 
угла ф (рис. 3 .17), если т  <  0 —  в про
тивоположном направлении. Случай 
/п =  0  соответствует стоячей волне де 
Бройля. Как мы видели ранее (см. гл. 3 ), 
с волной де Бройля (5.21) связан  им
п у л ьс /7 =  Ш ,  который тем больше, чем 
больше волновое число к. Поскольку 
выражение (5.20) соответствует волне, 
бегущей вокруг оси z, то константа т 
определяет проекцию момента импуль
са на ось г. Как и в случае теории Бора 
проекция момента импульса на выделен
ное направление, как выяснится в даль
нейшем, кратна h.



Рассмотрим решение уравнения (5.11). 
Учтем значение Де, введем замену х =  
=  co s0 , 0 (0 ) = ( 1 — x 2)m/2v (x)  и тогда 
вместо (5 .11 ) получим

(1 _ х 2) и " - 2 ( И +  \)xv' +  ( 1 -
—  \т\ —  m 2)v  =  0 , (5 .22)

где v"  и v' —  производные от функции 
и(х) по переменной х.

Введем функцию у — (х2 —  1/, где 
I —  целое положительное число. Л ога
рифмируя, а затем дифференцируя у  по 
х ,  получим дифференциальное уравнение, 
которому удовлетворяет функция у

(1 —  х2) у'  +  2 1ху =  0 .

Дифференцируя это уравнение ( & + 1 )  
раз по х и вводя новую функцию z — 

dki/ dk (х2 — 1)г
=  =  — dx*—  > получим уравнение

(1 —  a'2) z"  —  2(k  —  1 +  \ ) x *  +
+  (2/ —  k )(k  +  l ) z  =  0 , (5 .23)

которое совпадает с уравнением (5 .22) 
при выполнении условий

v =  Cz, \щ\ +  1 =  k —  / +  1 
и (21 —  k)(k  - f  1) =  Я —  |т\ —  т2,

(5.24)

где С  — константа. И з условий (5 .24) 
следует

k =  l+\m \, 1  =  1 ( 1 +  1). (5 .25 )

Решение для функции v (x)  можно 
представить в виде

откуда следует решение

0 ( 0 )  =  С ( 1 —  Х*)\т\/2 х

X
dl+ М

dxl+W
( х 2 —  1)‘ , х  =  co s0 . (5 .2 6 )

Полученное решение часто записывают 
в виде

@ 7 ( Q ) = C ? P ? ( x )  =  p f ,  х  =  c o s 0,
(5 .26а)

где Pi (х ) —  присоединенный полином  
Леж андра,  c f — нормирующий мно

житель, Р п, г —  нормированный полином 
Л еж андра.  Нормирующий множитель

и присоединенный полином Лежандра 
определяются из следующих выражений:

О/ —

Р 7 ( х )  =  ( 1 - х 2)

(21 +  1) ( l - т )I 
2(1 +  т)\

,2\№|/2 dl+ m

1/2

(5 .27)

(х2— 1)1
dx‘+ ml I 2Н\

(5.28)

Из выражения (5 .2 8 )  видно, что Р Т ( х )  =  
=  0, если \т\ >  /. По этой причине до
пустимые значения числа т лежат в пре
делах от —  / до I. Следовательно, т 
принимает значения:

m =  0, ±  1, ± 2 ,  , +  /. (5 .2 9 )

Приведем явные выражения для функций 
РТ  Ос) при I =  0 , 1 , 2 :

Р'о(х ) = \ ,  P°l ( x ) = x  =  COS0,

Р\(х) =  (1 —  х 2)1/2 =  sin 0 ,
Р1(х) =  ( Зх2 —  1)/ 2 =

=  (3 cos 2 0 +  1)/4, (5 .3 0 )

Р 2(х )  =  3 ( 1 — х 2)1/2х  =  у  sin 2 0 ,

Р\(х)  =  3(1  —  х2) =

■ cos 20 ).

Перейдем теперь к уравнению (5 .7 )  
для радиальной части волновой функции 
R (r ) .  Это уравнение может быть запи
сано в виде

+
2 т,

\Л*

з4 ( ' - ! у ) *  +

(5 .31)

где учтено значение Дг и Я =  /(/ -f- 1). 
Вводя обозначения

A = j * W ,  В m°Ze\  (5 .3 2 )
4 j i s 0) 2̂

и выполняя дифференцирование в (5 .31), 
приведем последнее к виду

"  +  7 5 Г  +  [ Л + ¥
/ ( / + 1)

аг R =  0 . 

(5.33)

Наиболее интересной является ситуация, 
когда W <  0  и, следовательно, А <  0 . 
Это соответствует движению электрона



в потенциальной яме, созданной за счет 
электростатического поля ядра. Удобно 
перейти к безразмерной переменной р =

=  — , где г0 =  ( —  А )~ 1/2. Тогда урав- 
г0

нение (5 .33) запишется как
В

R "  +  ~ -R ' + - 1  + V - А X

X
1 / ( / + 1) R  =  0, (5 .3 4 )
Р

dR  D„  d*R 
где R =  ^  , R =  .

Найдем асимптотическое решение урав
нения (5.34) для значений р > 1 .  При 
таком условии уравнение (5 .34) упроща

ется и принимает вид R ” — ~ R  =  0,

решение которого может быть представ
лено как R  =  Сх ехр ( —  р/2) +  С 2 х  
X  ехр (р/2). Поскольку функция R  должна 
иметь конечные значения при p -v o o , то 
необходимо положить С2 =  О, и реше
ние будет иметь вид R  =  С ех р ( —  р/2). 
Чтобы найти решение не только для р 1, 
но и для произвольных значений р, пола
гаем, что С =  С (р ), и решение ищем в виде

R  = С ( р ) е х р ( — р/2). (5 .35)

Подставим (5 .3 5 ) в (5 .34), получим урав
нение для С (р)

C "  +  ( i _ , ) c -  +  [ ( 7 i a _ l ) x

x l _ i i i ± i ! l c  =  0. (5.36) 
р р2 J

Искомое решение должно быть таким, 
чтобы величина С/p2 имела конечные 
значения при р -» -0 . Этому требованию 
могут удовлетворить полиномы вида

k

С (р) =  р‘ £  Ьдр*. (5 .3 7 )
u=o

Подставляя (5.37) в (5 .36), можно опре
делить, каким требованиям должны 
удовлетворять коэффициенты в реше
нии (5 .37). После подстановки С (р) 
в (5.36) получим многочлен, содержащий 
члены с различными степенями р. Р е 
зультат может быть представлен в виде

£  (Ьц+1 [ (/ +  ^ +  1) (/ +  ^ +  2)

- Ь „  [(/ +  Ц + 1) -
__  \р '+м -1 =  о. (5 .38)

У —А})

ц = 0

- / ( / + ! ) ] ■
В

Это выражение должно быть равно нулю 
при любых значениях р. Такое требова
ние может быть выполнено только при 
условии, что множитель при р, + ^ + 1 будет 
равен нулю. Отсюда получаем формулу, 
которая связы вает коэффициенты 
и т . е. рекуррентную формулу

и __и (/ -j- ц +  1) — В / V —А
М+1 ц ( * + И  +  1)(/ +  И + 2 ) - / ( /  +  1 Г

(5 .39)

Таким образом, решение уравнения (5.36) 
может быть представлено в виде (5.37). 
Функция С (р )-> о о  при р -> о о , однако, 
решение (5.35) должно быть конечным 
при больших р и, кроме того, R ^ - 0  
при р ->  оо. Это требование может быть 
удовлетворено, если многочлен (5 .37) со
держит конечное число членов. Это зна
чит, что при некотором ц =  /г коэффи
циенты bk+1, bk+2, ... должны обращаться 
в нуль. Отсюда следует, что величина 
B j\ f— А должна приобретать, согласно 
(5.39), значения, определяемые равенст
вом B / V — A =  I +  К  +  1 • Подставляя 
в данное выражение величины В  я А 
(5 .32), получим значение энергии элек
трона

W =  Wn =  —  -Z- ~ - • ~ , (5 .40)
п  3 2 я 2 е ^ а  п

где п =  k - j. I -j- 1 , т . е. п  >  1 —  целое 
число, называемое главным квантовым 
числом. Собственные значения энергии, 
полученные в результате решения урав
нения Ш редингера, совпадают со значе
ниями, которые давала теория Бора. 
Собственные радиальные функции, как 
было показано выше, зависят от двух 
квантовых чисел п и / .  Радиальные вол
новые функции Rm (т) могут быть пред
ставлены следующим образом:

RndZ) =  N nle - i/2Z‘L 2nl£ ( t ) ,  (5 .41)

где N nl —  нормирующий множитель, 
L̂ n+i —  обобщенный полином J1 агерра,

l = 2lL, а0 =  =  О-529 • 10' 8см —ь па„ ’ 0 те2
атомная единица длины (боровский ради
ус). Нормирующий множитель и



обобщенный полином Ла герра могут быть 
найдены по следующим формулам:

_ ( 2 Z W \ {n - l - X y . W
n/~ W J  [ щ ( п  +  1)\ц >(5 -4 2 '

L2# i = ^ L n + l (l) ,  (5.43)

где L n+i (£) —  полином Лагерра, который 
определяется формулой

L n+i(t) =  e ^ 1{ e ~ 4 n+l). (5 .44)

Приведем явные выражения для функ
ций R nl(r)  для п  =  1, 2, 3, Z =  1. Ар
гумент г при этом измеряется в едини
цах а0, общий множитель (Z/а,,)3/2 опус
каем

Я 10 =  2е~г,
R 20 =  2 ->/2е-'/ 2( 1 -  г/2),

R al =  {2Уб)_~1е - ^ г ,

R 30==2 ( 3 1/ 3 )~1e~ r/3( 1— 2г/ 3+ 2г2/27)( 
R n  =  8  (2 7 J/ б) ; 1 <?-'*» ( i -  г/6)г ,
RS2 =  4 (81 1/30) ~ \ - г1Ъг\ (5 .45)

При г =  0 R ni =  0, если / >  0. Только 
В случае / =  0 при г =  0  функция Rn,^= 
Ф 0 .  Этот факт будет учтен при рас
смотрении лэмбовского сдвига энергети
ческих уровней. Общие черты в поведе
нии радиальных функций удобно рас
сматривать не на функции R nl, а на 
произведении rR nl. Функция rR nl обра
щается в нуль при г == 0  и Г-н»оо для 
любых значений п и / .  Кроме того, 
функция rR nl может принимать нулевые 
значения и при некоторых промежуточ
ных значениях г. Точки на оси г, где 
rRni =  0 , принято называть узлам и ф унк
ции rRnl. Если исключить узлы функ
ции rR nl при г =  0 и г - >  оо, то число

узлов при промежуточных значениях равно 
п —  /— 1. На рис. 5.1 показан вид вол
новой функции rR ni(r)  для двух значе
ний п —  / —  1 = 0  и п —  I —  1 = 3 .  Та
ким образом, решение уравнения Шре
дингера для атома водорода (5.2) зави
сит от трех квантовых чисел п, I, т 
и может быть представлено в виде

Vnlm =  Я „ ,( г ) в Г (9 )  Ф т (ф). (5.46)

Квантовое число п называется глав
ным, I — орбитальным, т —  магнитным  
квантовым числом. Эти числа могут 
принимать следующие значения:

п =  1, 2 , 3, . . . ,
1 = 0 ,  1, 2, 3 ........... п —  1, (5.47)

т =  0 , + 1, +  2, , +  /.

Энергия электрона в атоме водорода, со
гласно выражению (5.40) зависит 
только от главного квантового числа п 
и не зависит от / и т. При фиксирован
ном значении п квантовое число / может 
принимать п различных значений. В  то 
же время каждому значению / соответ
ствует 21 +  1 различных значений кван
тового числа т. Отсюда следует, что 
одному энергетическому уровню с не
которым фиксированным значением кван
тового числа п соответствует несколько 
наборов квантовых чисел / и т. Коли
чество таких наборов g  найдем из выра
жения

1=п—1

g =  £  (2/ +  1) = п 2. (5.48)
1=0

Заданному п соответствует определен
ный уровень энергии, а заданному уров
ню энергии соответствует п2 наборов п, 
I, т, т. е. функций \рП1т или различных 
состояний электрона. Таким образом, 
состояние с заданным п имеет кратность 
вырождения g  =  п 2 (без учета спина 
электрона).

§ 5.2. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 
КВАНТОВЫХ ЧИСЕЛ п, I, т

Решения уравнения Шредингера, име
ющие физический смысл и удовлетворяю
щие всем требованиям, налагаемым на 
■ф-функцию, получают при выполнении 
определенных ограничений, налагаемых 
на возможные значения квантовых чи



сел п,  / и т  (5 .47), которые определяют
поведение функций R nl, в™ и Фт. По
мимо этого, значениями квантовых чи
сел п, I, т определяются некоторые фи
зические параметры рассматриваемой 
системы, т. е. атома водорода. Частично 
физический смысл, т . е. связь  п, I, 
и т с физическими параметрами систе
мы, был раскрыт ранее. Главное кван
товое число п однозначно определяет 
энергию атома водорода, которая я вл я 
ется одним из наиболее важных физиче
ских параметров. Кроме того, от значе
ния числа п, а такж е I зависит распреде
ление плотности электронного облака 
вдоль радиуса. Функция rR nl 2 dr  равна 
вероятности обнаружения электрона в 
области г —i— г - j - d r , a \rRnl\2 —  плот
ность вероятности. Вместо того, чтобы 
всякий раз говорить о плотности ве
роятности, принято говорить о плот
ности электронного облака. Электрону, 
который принадлежит атому водорода, 
ставится в соответствие электронное об
лако. Распределение плотности элект
ронного облака вокруг ядра атома во
дорода полностью определяется величи
ной % 1т\2- Распределение плотности 
электронного облака вдоль радиуса за 
дается функцией \rRnl\2 (рис. 5 .2).

Далеко не всегда электронное облако 
является сферически симметричным. Ве

роятность обнаружения электрона в те
лесном угле dQ =  sin QdQdq> равна J©/ (0 ) X 
X Ф т (ф)12 sin 6 dGd<p. Распределение 

п л о т н о с т и  электронного облака в зави
симости от полярного угла 0 и азиму
тального угла ф дает функция |0 , (0 ) х
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x  ф т(ф) I2- Аналитические выражения для 
некоторых 0 ; (0 ) приведены в формулах 
(5.26а), (5.30). На рис, 5 .3  изображены 
графики функций 0 ®, ©J и (5.30). 
Более употребительными являются гра

фики этих функций в полярной системе 
координат (рис. 54), где длина радиуса- 
вектора, направленного под углом 0 к 
оси г, равна значению функции © Г. По-

у. Ш
скольку 0 ; не зависит от ф, то на 
на рис. 5 .4 кривые представлены сим
метричными относительно оси г.

Из выражения (5.19) следует, что 
I фш (Ф) I2 не зависит от ф. Поэтому рас
пределение плотности электрического 
облака такж е не должно зависеть от ф, 
т. е. электронное облако должно иметь 
«форму» тела вращения, осью симметрии 
которого является ось z.

На рис. 5 .5  представлено распределе
ние плотности электронного облака в 
зависимости от угла 0 . Там ж е указаны 
обозначения, широко распространен
ные в спектроскопии. Каждому значе
нию I соответствует буква латинского 
алфавита

1 =  0,  1, 2, 3, 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , . . .
s p d . f g h . i k l

В соответствии с принятыми обозначе
ниями говорят, что у атома имеется 
s-электрон, если 1 =  0 , р  -электрон 
(/ =  1), d-электрон ( 1 = 2 )  и т. д. Со
стояния с квантовыми числами, напри
мер, п =  1 , / =  0 ; п =  2, I =  1; п =  3 ,
1 =  2  и т. д. обозначаются соответ
ственно Is , 2р, 3d, . . .

У ж е говорилось о том, что Ф т (<р) пред
ставляет собой волну де Бройля, бегу
щую вокруг оси z. Согласно нашему за-



ключению, квантовое число т  должно 
определять проекцию М г орбитального 
момента на ось г. Докажем равенство

М г =  mh. (5 .49)

m0r sin 0

обращается в нуль. В (5 .51) оператор
д
dQ также действует на действительную

Оно определяет возможные проекции 
момента импульса на ось г. Л егко ви
деть, что в теории Шредингера проек
ции момента импульса на ось z прини
мают точно такие ж е значения, как и 
в теории Бора. В  этом отношении явле
ние пространственного квантования про
является так ж е, как и в теории Бора. 
В  дальнейшем укажем на некоторые 
особенности пространственного кванто
вания в теории Шредингера по сравне
нию с теорией Б ор а.

Чтобы доказать справедливость ра
венства (5 .49), вычислим проекцию [а2 
магнитного момента на ось z, а затем 
найдем связанную  с ней проекцию мо
мента импульса М г.

Считаем, что атом водорода находится 
в стационарном состоянии

Ъшт(г, 0. Ф) =  Д „ 1 ( 0 е » Ф т ( ф ) -
Плотность электрического тока, соглас

но (3.62) Т  =  № gfad —  'Ф* grad

Чтобы найти составляющие вектора / —
—  j r, / 9 и в полярных координатах г, 
6 , ф, необходимо учесть, что в этой 
системе координат оператор grad  имеет

компоненты ттпГёЗ ф ’ Л ™  т Рех

проекций вектора j получим

j r  =  Й Г  (%i/m  fa  ^nlm 'Фп/т fa  tynlm)  = 0»
0 V (5 .50)

78 =  ^  (^л/т ае ^nlm —  'Фл/т §0 tn/m) =  0>
° (5.51)

I f  = 2m0r sin в (^п/т Эф ^ * lm ~~

—  'Фп/т "Фп/т) =  m.r cin й I '

функцию 6 г (0), поэтому /в =  0 . Опе

ратор действует на функцию Ф т  =

Ф т = ^ Фт  И 1 \ ф 0 .
Можно представить следующую на

глядную картину, отражающую физиче
ское содержание компонент /V, /е, j9. 
Пусть имеем сферу, на которой, как на 
глобусе, нанесена сетка меридианов и па
раллелей. Тогда j r соответствует току, 
текущему вдоль радиусов сферы, /е —  
вдоль меридианов, а j9 —  току, текущ е
му вдоль параллелей. Именно благодаря 
последнему току возникает магнитный 
момент, точнее, его компонента, направ
ленная вдоль оси г.

Обозначим da элементарную площад
ку, лежащ ую в меридиональном сечении 
сферы, через которую течет ток d l

d l  =  j 9do. (5.53)

Этот ток, обтекающий площадь S ,  со
здаст магнитный момент, параллельный 
оси г, т . е.

d\iz =  j ¥Sda,  (5 .54)

Где 5  =  л  л2 sin2 0. Учитывая (5 .52 ), за
пишем

ehm nr*  sin2 0 1 ^ nlm |2 
d|i, =  - m0r sin 0

da  =

(5.52)

В  выражении (5 .50) оператор ~  дей

ствует только на функцию R nl (г), кото
рая является действительной. Поэтому 
R nl =  R*t и выражение в скобках (5.50)

_  е^ т | 2 ЛГ gin Qda. (5 .5 5 )
2 т„

Полный момент получим из выражения

р* -  ш 01 1 * |2 2лг sin ш = sk mh-
(5 .56)

Интеграл в выражении (5.56) представ
ляет, по сущ еству, интеграл нормиров
ки: множитель при |г|: |2 —  произведе
ние длины трубки на ее сечение, т .е . 
элемент объема. Поскольку 1|з норми
рована, то интеграл в (5.56) равен еди
нице.

Отношение проекции магнитного мо
мента к проекции механического удов
летворяет соотношению

(5.57)
м

е
2/п0 ’



Тогда из зависимостей (5.57) и (5.56) по
лучим

М 2 =  m h,

что доказывает справедливость равен
ства (5.49). Таким образом, магнитное 
квантовое число т  определяет вели
чину проекции момента импульса на 
ось г в единицах %.

Чтобы выяснить физический смысл 
квантового числа /, рассмотрим вспомо
гательную задачу. Она заключается в 
составлении и последующем решении 
уравнения Шредингера для жесткого 
ротатора. Под жестким ротатором пони
маем движение частицы по сферической 
поверхности, имеющей некоторый фик
сированный радиус г0. Потенциальную 
энергию частицы считаем равной нулю. 
В такой формулировке задача о ротаторе 
выглядит абстрактной. Однако такая 
общая формулировка позволяет рас
сматривать вращательное движение мо
лекул как частный случай задачи о дви
жении ротатора.

При составлении уравнения Шредин
гера для ротатора нужно, практически, 
повторить весь тот путь, который был 
проделан при составлении уравнения 
Шредингера для атома водорода, с той 
только разницей, что в случае ротатора 
считаем V =  0. По этой причине урав
нение Шредингера для ротатора может 
быть получено из уравнения Шредин
гера для атома водорода. Необходимо 
лишь в нем положить V =  0. Таким 
образом, уравнение Шредингера для 
радиальной части волновой функции 
ротатора можем получить из (5 .31), в 
котором, чтобы V =  0, полагаем Z  =  0 
и получаем уравнение типа (5 .3 3 )

d^R .__2 dR
dr2 r J"r dr

2 m0
w

I (/ +  1) R =  0 . 
(5 .58)

Поскольку рассматриваем жесткий po_ 
татор, то R (г) =  const, и в результате

такиз (5 .5 8 ) получим W

dR d2R 
Как dr =  dpi ~  0 ’ '  =  
собственных значений энергии приобре 
тает вид

Ц7 =  ^  V *)
2т0Га

Формула для

(5.59)

Величина т 0г входящая в выражение 
(5.59), есть момент инерции ротатора I , 
т. е.

I =  m 0rl.

Рассматриваемый жесткий ротатор об
ладает энергией только за счет вращ а
тельного движения. В классической ме
ханике энергия такого ротатора

Г  - У * .  
21 ’

(5.60)

где М  —  момент импульса. Сопоставляя 
формулы (5.59) и (5 .60), получим выра
жение для квадрата момента импульса

М 2 =  ГгН (I +  1)

или

м  =  \ м \  =  ь  V i ( i +  l).

(5.61)

(5.62)

П ереход от задачи атома водорода к 
жесткому ротатору потребовался лишь 
для того, чтобы в чистом виде выделить 
зависимость энергии вращательного дви
жения от квантового числа I. В  задаче 
атома водорода эта зависимость мас
кируется за счет ненулевой потенциаль
ной энергии. Физический смысл кван
товое число I имеет один и тот же как 
в задаче ж есткого ротатора, так и в за 
даче атома водорода, он отражен в со 
отношениях (5.61) и (5.62).

Теперь необходимо рассмотреть осо
бенности пространственного квантова
ния в теории Шредингера по сравнению 
с теорией Бора. Сопоставляя вы раж е
ния (5.62), (5.49) и (5.29), видим, что 
максимальное из возможных значений 
M z  всегда меньше, чем длина вектора

М .  В  то ж е время в теории Бора эти ве
личины совпадали. Такой результат тео
рии Шредингера в целях наглядности 
можно истолковать как следствие того,

что вектор М  никогда не ориентируется 
строго параллельно оси z даже в том 
случае, когда его проекция на ось z 
имеет максимальное значение. Можно

—У
полагать, что вектор М  всегда прецес- 
сирует вокруг оси г даже в тех случаях, 
когда его проекция на ось г макси
мальна.



Как следует из (5.29) и (5.49), число

возможных проекций вектора М  на ось 
z при заданном I равно 2/ -j- 1. Когда 
изображают графически возможные

ориентации вектора М  и его проекции, 
то обычно на диаграммах для случаев 
максимальной и минимальной проекций

М г изображают М  параллельным и ан- 
типараллельным оси z. Создается иллю
зия, что максимальное значение М г рав

но |М|. Однако это есть следствие 
общепринятого приближения в графи

ческом изображении ориентации М  и его 
проекций М 2. Необходимо помнить, что

во всех случаях M z < | М | .
В се сказанное относительно соотноше

ния между М  и /VI2 можно перенести и на

величины (.1 и |л2, т. е. вектор магнит
ного момента и его проекцию на ось z.

С учетом отрицательного заряда 
электрона формулу (5.57) можем пере
писать в виде

^  =  =  (5 ' 63) 

а соотношение между магнитным и ме
ханическим моментами в виде

Г —
И  =  й г / К / (/ +  1). (5.64)

В  связи с тем, что всегда М г < | М | , 
возникает вопрос о величине проекций 
М х и М у, которые согласно представле
ниям классической физики должны

иметь ненулевое значение, т. е. М г =  
=  М'х +  Му + М 2г. Не будем вычислять 
значений М х и М у. Этот вопрос рассмат
ривается в курсе квантовой механики. 
Укажем лишь на конечный результат.

Если | М  | и М г имеют вполне опреде
ленные значения в соответствии с фор
мулами (5.62) и (5.49), то М х и М у, точ
нее, их средние значения равны нулю. 
Такой результат представляется неожи
данным с точки зрения классической 
физики. Обычно он трактуется следую

щим образом: вектор М  быстро пре- 
цессирует вокруг оси z, так что М г имеет 
вполне определенное значение, а средние 
значения М х и М у равны нулю. Такая

интерпретация не лишена некоторых не
достатков. В  самом деле, если на систему 
не действует момент сил, т. е. сколько- 
нибудь заметное внешнее пол° отсутст

вует, то прецессия вектора при ну
левом моменте сил свидетельствует о на
рушении закона сохранения момента 
импульса. В  действительности кажущ е
еся нарушение закона сохранения мо
мента импульса связано с недостатком 
используемой классической модели пре-

цессирующего вектора М .  Возникшее 
затруднение позволяет преодолеть дру
гая классическая модель. Представим 
себе сферу радиуса г, по поверхности 
которой движутся две материальные точ
ки с массами тх =  /л2. Начало декарто
вой системы координат помещено в центр 
сферы. Каждая из точек движется по 
окружности большого круга сферы с по
стоянной скоростью v. Считаем, что 
обе плоскости орбит проходят через на
чало координат и содержат ось х,  и что 
нормаль к плоскости первой орбиты об
разует с осью z угол ф, а нормаль к 
плоскости второй орбиты —  угол ф. 
Таким образом, нормали к плоскостям 
первой и второй орбит расположены сим
метрично по обе стороны от оси г в плос
кости yz. Вычислим теперь кинетическую 
энергию такой системы, которая одно
временно будет равна полной энергии 
системы

где М х и М 2 —  моменты импульса первой 
и второй материальных точек, /х и /2 —  
их моменты инерции.

Допустим теперь, что детали данной 
модели нам не известны. Известно лишь, 
что вся энергия обусловлена вращатель
ным движением. Тогда можем записать 
для энергии W выражение

W =  (5.66)

где М  —  момент импульса системы, а 
/ =  2/х —  момент инерции. Сопоставляя 
(5.65) и (5.66) и учитывая, что 1Х =  /2> 
М х =  М 2, получим

М  =  2 М х. (5.67)

Представим теперь, что имеется возмож - 
ность независимым образом из какого- 
либо эксперимента определить проек-



ции момента импульса системы на оси 
х, у, г. Они окаж утся равными

М г =  2 М г cos ф, М х — М у — 0 (5 .68)

или, с учетом (5.67),

Л1г =  Л1со5ф. (5.69)

Если теперь допустить, что | cos ф | <  1, 
то, согласно (5 .69), (5 .68), имеем

| М г I <  М , М х =  М у =  0. (5.70)

Таким образом, рассмотренная модель 
позволяет получить соотношения (5.70), 
которые формально напоминают ту си
туацию, с которой мы сталкиваемся 
при анализе соотношений (5 .29), (5.49) 
и (5 .62), полученных при решении кван- 
тово-механической задачи о строении 
атома водорода.

§ 5.3. СПЕКТРОСКОПИЧЕСКИЕ ПЕРЕХОДЫ

В  § 5 .1  были рассмотрены уравнение 
Шредингера для атома водорода, его 
решение и физический смысл квантовых 
чисел п, I, т.  Выраж ения для уровней 
энергии оказались одинаковыми как 
в  теории Бора, так и в теории Шредин
гера. Имеются некоторые расхождения 
в теориях, в частности, в связи с про
странственным квантованием и по вопро
су излучения фотонов атомами. Сейчас 
нашей задачей будет анализ процесса 
испускания квантов света атомами во
дорода в соответствии с теорией Шре
дингера.

Прежде чем непосредственно с этой 
целью использовать полученные реше
ния для волновых функций атома водо
рода, рассмотрим некоторые вопросы, 
связанные с испусканием электромагнит
ного излучения электрическим диполем.

5.3.1. Излучение 
электрического диполя

Рассмотрим испускание электромаг
нитного излучения электрическим дипо
лем. В  качестве основной формулы ис
пользуем известную в электродинамике 
формулу Герца

(5.71)

где W и —  энергия, испускаемая по всем 
направлениям диполем (подразумеваем 
электрический диполь) в единицу време

ни, с —  скорость света, Р  —  вторая про
изводная по времени от дипольного мо
мента. Дипольный момент электрического 
диполя определяется из соотношения

~Р — ёг, (5.72)

где е —  заряд, колеблющийся относитель

но начала координат, г —  его радиус-

вектор. Считаем, что г изменяется по 
гармоническому закону

г =  R  cos <а0/, (5.73)

где R  —  амплитуда колебаний, со0 —  
циклическая частота. И з формул (5.72) 
и (5.73) имеем

Р  =  — eRa>l cos со0/. (5.74)

Подставляя значение Р  в формулу (5 .71), 
получим

6яе0с3 | R  |2 cos2 a 0t. (5.75)

И з (5.75) следует, что излучаемая энер
гия периодически изменяется с течением 
времени с частотой, вдвое превышаю
щей частоту колебаний электрического 
диполя. Проводя усреднение излучаемой 
энергии за период колебания Т =  2я/со 
и учитывая, что cos2 со0t =  1/2 , полу
чим выражение для среднего значения 

излучаемой энергии в единичный 
интервал времени, т. е. средняя мощ
ность излучения

W„ =
■> 4 е2со„

12ле0с3 IR (5.76)

В  связи с тем, что электрический диполь 
непрерывно теряет энергию за счет ис
пускания электромагнитного излучения, 
запас его энергии будет уменьшаться. 
Рассмотрим этот процесс подробнее.

Д ля этого сначала нужно оценить за 
пас энергии электрического диполя. 
Пусть масса заряда, совершающего ко
лебательное движение по закону (5 .7 3 ), 
равна пг. Кинетическая энергия опре
делится из выражения

WK =  ± m r * = у  /псо2/?2 sin2 о у , (5.77)



в котором учтено равенство (5.73). Из вы 
ражения (5.77) видно, что кинетическая 
энергия периодически изменяется от 
нуля до своего максимального значения. 
Полная энергия W диполя при этом 
(если пока отвлечься от потерь за  счет 
излучения) остается постоянной. Счи
таем, что в момент, когда WK достигает 
максимального значения, потенциальная 
энергия равна нулю. Тогда W =  WKmах, 
т. е.

W =  \  т и 0# .  (5 .78)

Скорость, с которой убывает полная 
энергия диполя, зависит от потерь за 
счет излучения. Если за единичный ин
тервал теряется энергия Wu, то за ин
тервал dt

dW  =  —  W~adt. (5.79) 

Подставим в (5 .79) значения W и W w

^лш 5«< й = - п (5-80)

В этом выражении положили \R \2 =  R 2.
—►

Такая замена возможна, если R  —  дей

ствительная величина. Если ж е R  —  ве
личина комплексная, то в выражения

(5 .77), (5.78) вместо R2 должна входить

величина j# | 2. И в том, и в другом 
случае приходим к уравнению типа (5.80). 
Решая уравнение (5 .80), получим

R* =  R l e - U ,  (5.81) 

с учетом (5.78)

Ц7 =  Г 0е - Ч  (5 .81а)

где R 0 —  начальная амплитуда колеба
ний диполя, W0 —  начальная энергия ди
поля. Согласно (5 .81), амплитуда коле
баний диполя убывает по закону

£  =  ^ - ^ / 2. (5.83)

Подставим теперь значение R  в (5.73) 
и получим

~r =  R 0e 2 и * cos a>0t. (5.84)

Таким образом, учет потерь энергии 
диполем за счет испускания электромаг
нитного излучения приводит к зату ха
нию его колебаний со временем. По
скольку амплитуда колебаний умень
шается (5.83), то будет убывать и сред

няя излучаемая энергия W„ (5 .76) про

порционально квадрату амплитуды | R  |2. 

С другой стороны Wa, как известно,

пропорционально | Е  |2, где Е  —  ампли
туда колебаний электрического поля 
электромагнитной волны. Из такого со

поставления следует, что Е  будет изме
няться с течением времени по закону 
типа (5 .84). Излучаемая электромагнит
ная волна затухает со временем, т. е . 
не является монохроматической. Спек
тральный состав испускаемого излуче
ния можно определить по спектру, соот
ветствующему затухающему колебанию
(5.84).

Исследуем спектральный состав коле
баний (5 .84). С подобной процедурой, 
только в обратном порядке/мы уж е стал
кивались, когда анализировали зависи
мость амплитуды волны де Бройля от 
переменных х  и t для прямоугольного 
волнового пакета. В  выражении (5 .84)

г есть функция времени, т . е. г =  г (t). 
Чтобы упростить вычисления, исполь
зуем аналогичное (5.84) скалярное выра
жение в комплексной форме

- - i t  .
г (t) — R 0e 2 “ (5.85)

где действительная часть соответствует
(5 .84). Представим теперь r(t)  как ре
зультат наложения гармоник г (со), каж 
дая из которых имеет частоту со и амп
литуду г (а), независимую от времени

00

г (t) =  Ц г (ю) еш  dco. (5 .86) 

Согласно теореме Фурье,

Л  = 4  e ~ i a > t d t  =

О

=  Я» Г е£(Шо-а))te~  b J  dt'
2л J  

о



r н  =  л

Ло
4 я 2 (co0 —  со)2 -f- Yo/4

. (5.89)

На основании полученного выражения 
запишем

ИМ со) =  ПМ<а0)
Yo/4

(со0 —  со)2 +  То/4 ’
(5 .90)

где W„ (со) —  представляет спектр излу
чения электрического диполя, Û H(co0) =  
=  W„(co) при со =со0. График спектра 
изображен на рис. 5 .6 . Полуширина 
спектра определяется как спектральный 
интервал Асо между точками W (со0 ±  
±  Асо/2) =  W (со0)/2. Из (5 .90 ) получим

Асо =  у0. (5.91)

где интегрирование ведем от / =  0 , т. е. 
полагаем, что г (t) =  0 при / < 0 .  В  ре
зультате интегрирования находим

i (со0 —  со) —  Vo/2 ' 2 л  • ( 5 - 8 8 )

Выполненные только что преобразова
ния аналогичны тем, которые выполняет 
спектральный прибор с анализируемым 
излучением. Спектральный прибор вы
деляет из анализируемого излучения 
монохроматические компоненты и вы 
рабатывает сигнал, пропорциональный 
мощности каждой монохроматической 
компоненты. Совокупность таких сиг
налов есть спектр исследуемого излу
чения.

Выражение (5.88) определяет ампли
туду каждой монохроматической ком
поненты излучения диполя. Чтобы най
ти спектр излучения, нужно определить 
мощность каждой из компонент.

Мощность —  действительная величи
на. Амплитуда в (5.88) получилась ком
плексной по той причине, что мы от 
действительных величин (5.84) перешли 
к комплексным (5 .85). Чтобы выраже
ние для мощности получилось действи
тельным, нужно найти произведение 
г (со)/-* (со) =  | г(со) |2,

Ширина (или полуширина) спектра ока
зывается тем больше, чем быстрее про
исходит затухание колебаний электри
ческого диполя. На этом основании мож
но сделать общее заключение: чем меньше 
длительность светового импульса, тем 
шире его спектр. Здесь подразумевается, 
что бесконечное увеличение длительнос
ти «импульса» приводит к монохрома- 
тичному световому потоку.

Результаты, полученные в данном 
пункте, будут использованы в дальней
шем при анализе испускания света ато
мами.

5.3.2. Суперпозиционные состояния.
Излучение света 

атомами водорода

Решения стационарного уравнения 
Шредингера для атома водорода одно
значно определяются заданием трех 
квантовых чисел п, I и т. Находясь в од
ном из стационарных состояний, атом 
не испускает света. Этот результат мож
но согласовать с представлениями класси
ческой электродинамики следующим об
разом. Распределение плотности элект
ронного облака в каждом из стацио
нарных состояний таково, что не только

\Р2 \ =  0, но и Р  =  0, т. е. как произ
водная дипольного момента, так и сам 
момент равны нулю в силу того, что 
электронное облако симметрично отно
сительно плоскости ху  и любой плос
кости, содержащей ось г. Это справед
ливо для каждого из состояний, кото
рому ставится в соответствие набор 
трех квантовых чисел ti, I и т.

Излучение кванта света сопровожда
ется переходом из одного квантового 
состояния в другое. При излучении 
кванта света атом переходит из высокого 
энергетического состояния в низкое, а 
при поглощении —  наоборот. В  про



цессе перехода из одного стационарного 
состояния в другое атом находится в про
межуточном состоянии, которое часто 
называют суперпозиционным  или сме
шанным состоянием.  Такое состояние 
атома является нестационарным. Чтобы 
подробнее изучить свойства атома водо
рода, находящегося в нестационарном 
состоянии, рассмотрим конкретный при
мер, а именно —  суперпозицию двух 
состояний —  Is и 2р. Волновая функция 
такого состояния может быть представ
лена в виде линейной комбинации вол
новых функций с наборами квантовых 
чисел =  1, /г =  0 , =  0  и п 2 =  2 , 
12 — 1, т 2 =  0. С учетом зависящей от 
времени части волновой функции инте
ресующая нас функция может быть пред
ставлена в виде

" ' Г 'Т  (г, t) =  4 +

+  а 2̂ Р'П0е

W
(5 .92 )

где Wi, W 2—  собственные значения энер
гии для состояний Is и 2р, а1 и а2 —  
константы, указывающие на долю каж

дой из функций в общей функции ^ ( r ,  t). 
Константы а, и а2, кроме того, должны 
иметь такие значения, чтобы выполня
лось условие нормировки для волновой

функции У  (г, t) (формула 3.43).
Волновая функция (5.92), соответст

вующая нестационарному состоянию 
атома водорода, удовлетворяет нестацио
нарному уравнению Шредингера (3.55). 
Чтобы убедиться в этом, подставим
(5.92) в (3.55) и получим

100 '
g-iWtt/A a 2W2ip210e

=  a xe  4 H г|з100 +  а -£ 4 ^ 2io- (5 .9 3 )

Если учесть, что волновые функции ста
ционарных состояний удовлетворяют ста
ционарным уравнениям Шредингера

Я'Фмо =  W'ĵ joo, (5 .9 4 )  

Я'Фгю ^  ^г'Фгю» (5 .95)

то (5 .93) обращ ается в тождество. Таким 
образом, функция (5.92) является одним 
из решений нестационарного уравнения 
Шредингера (3 .5 5 ).

Проанализируем физические свойства 
атома водорода, находящегося в состоя
нии (5 .92 ). Покажем, что атом водорода 
в этом состоянии обладает дипольным 
электрическим моментом, который о с
циллирует с частотой ю =  (W2—  Wx) ti. 
С этой целью вычислим плотность элект
ронного облака для состояния (5.92), 
которая определяется из выражения

1̂ ,  0  I2 =  I а 1 I2 I 'Фюо I2 +  I а 2 |2 I ^ iO  I2 +  

+  +

+  аЛ^1т^*г1оеШ - ( 5 -96)

Подставляя (5.96) в (3 .43) и учитывая, 
что функции удовлетворяют усло
вию ортонормировки, получим

К |2 +  |а2 12 == 1. (5 .9 7 )

Чтобы упростить дальнейшие вычисле
ния, будем полагать, что ах — а*, аг =  
=  а*, кроме того, введем обозначения

2 А =  | а112 1 г|?10012 +  | а 212 1 г|)21012, (5 .9 8 ) 

В  =  0*02^*100^210 Oiflg^lOO^lO'

С учетом сделанных замечаний получим

| (7| t) |2 =  2А +  В (еш  +  е ~ ш ) =
=  2( А +  В  cos at). (5 .99)

Рассмотрим, как зависят величины Л и  В  
от координаты 0 при aj =  а г. Согласно 
(5.98), распределение плотности элект
ронного облака, определяемое величи
ной А ,  будет симметрично относитель
но плоскости ху. Качественно характер 
распределения показан на рис. 5 .7 , а 
в прямоугольной и на рис. 5 .7 , 6  в по
лярной системах координат. Аналогич-



ный график для величины В  представлен 
на рис. 5 .8 . Нужно обратить внимание 
на то, что В  >  0 при 0 =  0 и В  <  О 
при 0 =  я .  В  результате распределение 
плотности электронного облака |i|)(r, t) |2 
в зависимости от 0 будет иметь различ
ный вид в моменты времени t =  0  и 
t =  я/со. Это распределение показано на 
рис. 5 .9 . В  момент времени t =  О 
(cos со/ =  1) электронное облако смеще
но вверх по отношению к плоскости 
ху, а в момент времени t =  я/м (coscot =  
=  — 1) —  вниз. С течением времени 
электронное облако будет колебаться 
относительно плоскости ху  с  частотой 
со =  (W 2 —  W J/fi .  Это колебание мож
но рассматривать как колебание отрица
тельного заряда вдоль оси г, т . е. мы 
имеем по сущ еству колебание электри
ческого диполя. Конечно, колебатель
ный процесс здесь носит более сложный 
характер, чем колебания точечного за 
ряда, но с качественной точки зрения 
такое сопоставление вполне допустимо.

Таким образом, в рассмотренном су- 
перпозиционном состоянии распределе
ние плотности электронного заряда тако
во, что дипольный электрический момент

атома водорода отличен от нуля. Диполь
ный момент не постоянен, он периоди
чески изменяется с частотой со. По этой 
причине рассмотренное состояние яв
ляется нестационарным, и волновая 
функция (5.92) должна удовлетворять 
нестационарному уравнению Шредин- 
гера.

Обратим внимание еще на одно обстоя
тельство. Колебания электрического ди
польного момента должны сопровож
даться испусканием электромагнитного 
излучения, как это было в случае клас
сического электрического диполя. Д ей
ствительно, и в этом случае, если атом 
водорода, находящийся в состоянии
(5.92), будет предоставлен сам себе, то 
он, подобно классическому осциллято
ру, будет терять энергию за счет испу
скания электромагнитного излучения. 
При этом величина коэффициента а 2 
будет уменьшаться, а а х —  увеличи
ваться, так что сумма их квадратов мо
дулей (5.97) будет оставаться постоян
ной.

Однако ранее процесс излучения не 
был нами учтен, и аг, а2 мы считали 
постоянными. Использованное допуще
ние ах =  const, а 2 =  const не является 
грубым и вполне допустимо, т. к. за 
время одного полного колебания ах 
и а 2 изменяются примерно на одну мил
лионную своего значения. Это значит, 
что характерное время затухания коэф
фициента а2 на 6— 7 порядков превы
шает период колебания Т  =  2я/со.

Мы рассмотрели случай, когда атом, 
находящийся в суперпозиционном со
стоянии, будучи предоставлен сам себе, 
теряет энергию за счет испускания 
электромагнитного излучения. Проана
лизируем ситуацию, когда тот ж е атом 
находится в переменном электромагнит
ном поле, частота которого такж е равна 
со =  (W 2 —  W J/f i . Со стороны электро
магнитного поля на колеблющийся за 
ряд действует переменная сила, кото
рая, в зависимости от соотношения фаз 
колебаний поля и заряда, либо увели
чивает амплитуду колебаний колеблю
щ егося заряда, либо уменьшает. В 
первом случае атом совершит переход 
в более высокое энергетическое состоя
ние W 2 и поглотит при этом частично 
энергию электромагнитного поля. Во



втором случае конечное состояние ато
ма WV Запас его энергии будет передан 
электромагнитному полю.

Таким образом, под действием элект
ромагнитного излучения атом может 
перейти из нижнего состояния 
в более высокое состояние W 2. При этом 
поглощается один квант света. Энергия 
кванта света переходит в энергию воз
бужденного состояния атома.

Возможен и обратный процесс: под 
действием электромагнитного излучения 
атом, находящийся первоначально в со
стоянии W2, переходит в невозбужден
ное состояние Wx. Имеющийся у атома 
запас энергии испускается в виде одного 
кванта света. Такой процесс называется 
вынужденным излучением.

Переход с верхнего уровня W 2 на 
нижний Wx может осущ ествляться и са 
мопроизвольно, без всякого внешнего 
электромагнитного поля. Такой пере
ход называется спонтанным. В  резуль
тате спонтанного перехода такж е ис
пускается квант света. Спонтанные пере
ходы с нижнего уровня на верхний не
возможны, т. к . в противном случае был 
бы нарушен закон сохранения энергии. 
О  спонтанных и вынужденных перехо
дах более подробно речь будет идти 
в п. 5 .3 .4 .

5.3.3. Правила отбора

В 5 .3 .2  были рассмотрены свойства 
су п ер  позиционного состояния Is - f  2р. 
О казалось, что такому состоянию соот
ветствует переменный дипольный элект
рический момент. Наличие переменного 
дипольного момента сопровождается ис
пусканием излучения, а при наличии 
внешнего поля последнее может погло
щ аться диполем. В результате атом 
переходит в стационарное состояние 
с нулевым дипольным моментом. Таким 
образом, промежуточное, суперпози- 
ционное состояние играет существенную 
роль в процессе взаимодействия атома 
со светом. Было бы, однако, неправиль
ным считать, что всякое суперпозицион- 
ное состояние характеризуется ненуле
вым дипольным электрическим моментом. 
Рассмотрим этот вопрос подробнее.

Дипольный момент Р  — ег не равен 
нулю, если хотя бы одна из его компо

нент ех, еу или ег не равна нулю. Естест
венно, что в случае симметричного рас
пределения плотности электронного об
лака, например,относительно плоскости 
ху, компонента ег будет равна нулю. 
В общем случае вычисление компонент 
дипольного момента можно провести 
следующим образом. Заряд, содержа
щийся в элементе объема dv, опреде
лится как el i|5 I2 dv. Дипольный момент

такого объема равен ге1г|л2 dv, а диполь
ный момент, создаваемый всем электрон
ным облаком,

Р  =   ̂ ег | ор |2 dv, (5 .1 0 0 )

его компоненты определятся из соотно
шений

/>х =  j  ex\ty\2 dv, Р у = [  ey\ty\i dv,

P z =  <)j ez\ty\2 dv. (5 .101)

Известно, что в стационарных состоя
ниях (в отличие от суперпозиционных, 
их называют такж е чистыми) электрон
ное облако симметрично, и дипольный мо
мент всегда равен нулю. Иная ситуация 
в суперпозиционном состоянии. В  этом 
случае для состояния (5.92) дипольный 
момент отличен от нуля. Если волновую 
функцию (5.92) подставить в выражение 
(5 . 101), то первые два выражения, как 
было только что сказано, дадут в резуль
тате нуль. Отличный от нуля результат 
может дать только интеграл типа

Р г =  J  е г Ц й Л ы  dv =

=  J  ez^100i|)*10du, (5 .102)

что и наблюдается в действительности. 
Если, например, для некоторого супер- 
позиционного состояния ■»!>,■ + %  ди
польный момент равен нулю, то такое 
состояние не взаимодействует с электро
магнитным излучением. Поэтому пере
ход из состояния в %  и обратно с 
излучением или поглощением квантов 
света происходить не может. Говорят, 
что переход из состояния -ф,- в состоя
ние г|̂  запрещен. Д ля таких состояний 
имеем

P ik =  § tyfer dv  =  0. (5.103)



Если же переход разрешен, то

Pik=^ty*er'tykdv=£0. (5.104)

Таким образом, выражения (5 .103) и 
(5.104) позволяют определить, разре
шен или запрещен излучательный пере
ход между состояниями i n k .  Поскольку 
свойства функций, определяющих соб
ственные состояния атома водорода, хо
рошо изучены, то нет необходимости 
всякий раз вычислять интеграл (5 .104). 
Интеграл (5.104) не равен нулю, т. е. 
переход разрешен, если квантовые 
числа п(, rrii и п к, lk, т к удовлетво
ряют определенным правилам, которые 
называются правилами отбора :

—  1 к  =  Д/ =  ± 1 ,  (5.105) 
m i — т к — А т = 0 ,  + 1 .  (5.106)

На квантовые числа п{ и п к никакие 
ограничения не накладываются.

Сформулируем общее правило, кото
рое называется правилом Л  апорта:  
в приближении электрического диполя 
излучательный переход разрешен между 
состояниями различной четности. П ояс
ним это правило. В общем случае состоя
ние называется четным, если ор-функция 
не изменяет знака при инверсии систе
мы координат. Применительно к волно
вым функциям атома водорода можно 
сказать так: г|>функция является четной, 
если она не изменяет знак при замене 
аргумента 0 на — 0. В  противном случае 
функция является нечетной. Из кон
кретного вида функций следует, что 
ф-функция четная, если (— 1)г >  0  и не
четная —  если (— 1)' < 0 .  После того 
как дано определение понятию четности 
функций, рассмотрим применение пра
вила Лапорта к конкретной ситуации. 
П усть, например, ^  и т|)А —  четные 
функции, не изменяющие знака при ин
версии системы координат. Напротив,

г —  всегда изменяет знак при инверсии 
системы координат. Допустим, что для

Pik справедливо выражение

p t k = [ w i e r % d v ,  (5.107)

где P ik =  const. Так как можем выби
рать любую систему координат, произ
ведем инверсию той системы, в которой

определено подыинтегральное вы р аж е
ние в (5.107). В  результате получим

[ V { (— e r ) % d v  =  — P tk. (5.108)

С другой стороны, инверсия системы 
координат эквивалентна просто замене 
переменных, и от этого не должен зави
сеть результат интегрирования. Поэто
му выражения (5.107) и (5.108) должны 
давать один и тот же результат, т. е.

P ik =  — Р 1к или Р Ск =  0, и приходим 
к выводу, что переход между четными 
состояниями невозможен. То же полу
чим для двух нечетных состояний. Л ег

ко видеть, что Pik ф  0, если гр, и г|>А 
имеют различную четность. Тем самым 
приходим к правилу Лапорта.

Выражения «переход разрешен» или 
«переход запрещен» соответствуют двум 
возможным предельным случаям. Часто 
возникает необходимость определить сте
пень разрешенности того или иного пере
хода. При этом используют обычно поня
тия вероятности перехода, а такж е свя
занное с вероятностью перехода понятие 
силы осциллятора. Эти понятия будут 
рассмотрены в следующем параграфе.

5.3.4. Вероятности переходов.
Коэффициенты Эйнштейна

Понятия вероятностей переходов бы
ли введены Эйнштейном еще до возник
новения квантовой механики. Тем не 
менее они весьма важны и широко ис
пользуются в научной литературе. В 
анализе, который проведем позднее, не 
используются какие-либо детализиро
ванные представления о самом процессе 
перехода из одного энергетического со
стояния в другое. Считается, что переход 
того или иного типа может соверш аться 
с некоторой вероятностью. Рассм атри
ваются переходы трех типов: спонтан
ные и два типа вынужденных переходов. 
Более подробно эти переходы рассмот
рим на примере двухуровневой системы, 
рис. 5 .10 . Пусть энергия уровней i 
и к равна соответственно Wt и Wk, 
кратность вырождения, или статисти
ческий вес —  gi и g k, заселенность 
уровней N { и N к. Под заселенностью 
понимаем количество частиц с энергией 
Wc (и соответственно Wk) в единице



объема. В  такой системе могут проис
ходить спонтанные, самопроизвольные 
переходы из верхнего состояния в 
нижнее Wk с излучением фотона hv =  
=  ур{ _  w k. Число переходов в еди
нице объема за единичный временной 
интервал

Ni

Z h  =  A tkN t. (5 .109)

Вы

Здесь A lk =  Z]k IN( —  коэффициент 
Эйнштейна  для спонтанного излучения. 
Он характеризует вероятность спонтан
ного перехода t k.  Кроме спонтанных 
переходов в такой системе могут про
исходить вынужденные переходы под 
действием электромагнитного поля. Обо
значим плотность энергии электромаг
нитного поля на частоте перехода р (v). 
Под действием электромагнитного поля 
могут происходить переходы двух типов—  
с нижнего уровня на верхний с поглоще
нием кванта света и с верхнего уровня 
на нижний. Вынужденный переход с 
верхнего уровня на нижний сопровож
дается, в силу закона сохранения энер
гии, излучением кванта света. Отметим 
различие между квантами света, ис
пускаемыми в результате спонтанного 
перехода i ->• k и вынужденного пере
хода г ->  k. Поляризация, частота и на
правление распространения кванта све
та, возникшего в результате спонтан
ного перехода, определяются только 
свойствами излучающих атомов. В  боль
шинстве случаев излучение деполяризо
вано, кванты испускаются во всех на
правлениях. В случае же вынужденных 
переходов i —> k поляризация, частота 
и направление распространения кван
тов света совпадают с указанными харак
теристиками излучения, вызывающего 
вынужденные переходы. Это обстоя
тельство было использовано при по
строении лазеров (см. гл. 11).

Количество вынужденных переходов, 
возникающих в рассматриваемой сис
теме, определится из выражений

Z"ki =  B kip (v )N k, (5 .110 )

Z]k =  B lko ( v ) N h (5 .111)

где В ш и B kl —  коэффициенты Эйн
штейна  для вынужденного излучения 
и поглощения соответственно, Zik, Z ik

К
Рис. 5.10

число переходов в единичном объеме и за 
единичный интервал времени за счет вы
нужденного излучения и поглощения 
соответственно.

Выясним соотношения между коэф
фициентами Эйнштейна. Будем считать, 
что квантовая система (рис. 5.10) на
ходится в равновесии с черным излуче
нием. Понятие равновесия включает 
в себя следующее. Во-первых, заселен
ность уровней подчиняется больцманов- 
скому распределению

N‘ = H P—h\/kT
Nk gk

(5 .112)

во-вторых, число переходов вверх равно 
числу переходов вниз, т. е.

7 е I 7 В — 7 П L ik "Г L ik— ь  М• (5.113)

Последнее соотношение с учетом (5 .109- 
5 . 111 ) запишем в виде

p(v) =
Aik^i (5 .1 1 4 )

B kiN k -  B i k N i '

Формула (5.114) с учетом (5 .112) может 
быть'представлена в виде

A im
p(v) . (5 .1 1 5 )

gkBki ехР (hv/kT) — giBik

Сопоставим теперь формулу (5 .115) с фор
мулой Планка (1.24)

18 jx/i v 3 
P(v) =  -T T - exp (hv/kT)

. (5.116)

П оскольку обе формулы (5.115) и (5.116) 
характеризуют одну и ту же величину 
p(v), то обе формулы должны давать 
один результат при любых условиях, 
в том числе и в экстремальных. Из 
(5.116) видно, что p (v )-» -o o  при Т ->  
-►оо. Этот ж е результат должен полу
чаться и по формуле (5 .115). Так как 
при Т  ->  оо ехр (hv/kT) 1, получим

6 А - « А . -  <5Л17>



Вновь сопоставляя (5.116) и (5.115) 
с учетом (5 .117), имеем

- 8 jx/i v 3 d  
Si^ik 7з

я _Snhv̂  в
n ik — r i Dik-

(5 .118)

(5.118a)

В соотношении (5.118a) обратим внима
ние на множитель v3 при В ,*> Наличие 
этого множителя свидетельствует о том, 
что при малом энергетическом расстоя
нии между уровнями i, k , т . е. для низ
ких частот v, спонтанные переходы бу
дут играть менее значительную роль, 
чем при больших v при прочих равных 
условиях.

5.3.5. Сила осциллятора.
Ширина спектральных линий

При рассмотрении классического 
электрического диполя мы убедились в 
том, что полуширина спектральных ли
ний связана со скоростью уменьшения 
запаса энергии диполя. Аналогичные ре
зультаты могут быть получены и в сл у 
чае, когда рассматриваются спонтанные 
переходы из верхнего состояния в ниж
нее. Рассмотрим следующую ситуацию.

Пусть некоторым способом, за счет 
электрического разряда или светового 
потока, атомная система переведена в 
возбужденное состояние i (рис. 5 .10 ). 
Затем в некоторый момент времени дей
ствие возбуждения прекращается, а сис
тема за счет спонтанных переходов воз
вращается в основное состояние к. Счи
таем, что вынужденными переходами 
можно пренебречь. Начальный момент 
времени t =  0  соответствует моменту 
прекращения возбуждения. Число спон
танных переходов за  интервал dt опре
делит уменьшение числа возбужденных 
частиц

dN  t — — Z\kdt. (5 .119)

Учитывая (5 .1 0 9 ) из (5 .1 1 9 ), получим 
уравнение

d N t =  — AikN ( dt, (5 .120)

решение которого имеет вид

N i = N ioe x p (— A ikt), (5 .121)

где N i0 —  концентрация частиц на 
уровне i в момент прекращения действия

возбуждающего излучения (или элект
рического тока). Запас энергии в едини
це объема будет изменяться по закону

hvNg =  hvN ю ехр (— Aikt), (5 .122)

так как каждый переход из верхнего 
состояния i в нижнее k сопровождается 
потерей кванта света hv.

Сопоставим полученное выражение 
(5.122) с формулой (5 .81а) для класси
ческого осциллятора. Если в единице 
объема содержится, например, Л^0 ос
цилляторов, то для них запас энергии 
изменяется по закону

N MW =  N l0W oe x p ( ~ y ot). (5 .123)

Формулы (5.122) и (5.123) описывают 
процесс потери энергии за счет излуче
ния единицей объема для случая атома 
и классического электрического диполя. 
Если у0 в (5.123) определяется по форму
ле (5 .82), куда входят, в основном, фи
зические константы, то A ik в (5 .122) 
будет зависеть от волновых функций, 
соответствующих состояниям атома i 
и к. В  некоторых частных случаях, в за 
висимости от правил отбора, Aik может 
быть равно нулю. В  общем случае Ф  
Ф  7 0. В  связи с этим вводится понятие 
силы осциллятора

fik =  4-*/Vo- (5 .1 2 4 )

Сила осциллятора f tk —  величина без
размерная, обычно <  1. Оценим 
среднее время жизни атома в возбужден
ном состоянии. Если с течением времени 
число частиц N ,• в состоянии /' изменя
ется, то среднее время t жизни частиц 
в данном состоянии можно определить, 
используя соотношение 

00 00

t \ N ( dt =  \ tN t dt. (5 .1 2 5 )
о о

Подставляя в (5 .1 2 5 ) значение N t из 
(5 .121), получим среднее время жизни 
частиц в состоянии г, если их концент
рация меняется по закону (5 .121). После 
подстановки имеем

l \  N i0 ех р (— A ikt)dt —
о

=  N i0/ A 2ik  ̂ г ехр (— z)dz,  (5 .126)



где г =  Aikt. Учитывая, что справедливы 
равенства

{  ехр (— Aikt)di -  1/Л,-*,
О

 ̂ г е х р (— z)dz =  1, (5 .1 2 7 )

найдем

t =  1/Л,* - т. (5 .1 2 8 )

Полученный результат можно легко обоб
щить на случай, когда с г-го уровня 
осуществляются переходы не только на 
й-й, но и на другие уровни. В этом слу
чае в уравнение (5 .1 2 0 ) вместо Л,-* под
ставим А г.

А — V  А Mik-к
(5 .129)

Рис. 5.11

В соответствии с (5.132) и (5.131) запи
шем

Av ik '■ 1/т,- +  1/т*. (5 .133)

В  соответствии с этим, время т,- жизни 
частицы на j'-m  уровне определится из 
соотношения, подобного (5 .128)

т,- =  1/Л,, (5 .130)

Когда возможны переходы с k-vo уровня 
на другие уровни, могут быть введены 
величины т* и Л *, связанные соотноше
нием

т* =  1/Л*. (5.130а)

Д о настоящего времени мы говорили 
о стационарных состояниях, для кото
рых точно определена энергия. Стацио
нарные состояния, по самому определе
нию, предполагают длительное существо
вание частиц на определенных уровнях. 
В  соответствии с соотношением неопре
деленностей, ограничение времени ж и з
ни частицы в стационарном состоянии 
приведет к тому, что появится неопре
деленность AW  в энергии стационарного 
состояния

AW A t^ sh .

Для каждого из уровней At =  т, т . е. 
At —  среднее время жизни частицы на 
данном уровне. Для уровней г, k имеем

AWi ~  /г/т,-, AWk ~  /г/т*. (5 .131)

Эте приводит к тому, что спектральная 
линия, возникающая за счет перехода 
i - y k ,  имеет некоторую ширину

/iAv,-* =  А Г.- +  AWk. (5.132)

Несмотря на то, что hvik =  Wi —  Wk, 
в соотношении (5.132) взят нак плюс, 
так как переходы г ->  k могут происхо
дить между внутренними и внешними 
«кромками» уширенных уровней, рис. 
5 .11 . Уширение  (5.133) называют естест
венным., или радиационным, уширением, 
так как оно связано с конечным време
нем жизни частиц на уровне, которое 
ограничено излучательными, т . е. ра
диационными, переходами.

В  реальных условиях, когда исследу
ют излучение газа или плазмы, большую 
роль играет уширение другого типа, 
которое называется допплеровским. 
Допплеровское уширение  возникает за 
счет того, что частоты излучения атомов, 
движущихся хаотически, смещены вслед
ствие эффекта Допплера. Д ля каждого 
атома знак и величина смещения зави
сят от скорости и направления его дви
жения. В  связи с этим допплеровское 
уширение называют неоднородным, в 
отличие от уширения (5 .133), которое 
одинаково для всех атомов данного сор
та и называется поэтому однородным. 
Допплеровское уширение обычно на не
сколько порядков превышает естествен
ное.

Теория Шредингера, в отличие от тео
рии Бора, смогла последовательно рас
смотреть процессы излучения, поляри
зацию спектральных линий, их интен
сивность. Некоторые аспекты этих за
дач уж е были рассмотрены. Не следует, 
однако, считать, что теория Шредингера 
является исчерпывающей. В  § 5 .4  рас
смотрим явления, которых не предсказы
вает ни теория Бора, ни теория Шредин
гера. Речь будет идти о собственном 
механическом и магнитном моментах 
электрона.



5.3.6. Динамика 
спектроскопического перехода

Анализ динамики спектроскопического пе
рехода позволяет получить соотношение, кото
рое связывает феноменологически введенный 
коэффициент Эйнштейна Л ,* с волновыми 
функциями и чрд соответствующих состоя
ний, рис. 5.11.

Рассмотрим динамику спонтанного пере
хода из состояния п =  2 в состояние п =  1 
на примере атома водорода. Волновая функ
ция суперпозиционного состояния имеет вид 
(5.92). Основные свойства этого состояния 
рассмотрены в разделе 5 .3 .2 . Запас энергии 
атома, находящегося в нестационарном супер- 
позиционном состоянии, найдем из выраже
ния (см. § 5.5)

W =  (  V*HVdv  =  a\W, +  a'lW2.

Введем обозначение х =  а\ и на основании вы
ражения для W и (5.97) запишем

dW  — — (W2 — R7,) dx =  — txu> dx.

С другой стороны, обозначив №и усреднен- 
ную по периоду колебания мощность, теряемую 
диполем, имеем

dW  =  — ¥ и dt.

Из последних двух выражений следует 

dx - dt.

Оценим Ц7И, используя формулу Герца (5 .7 1 )  
и выражение для дипольного момента (5.100). 
Для суперпозиционного состояния (5.92) полу
чим

№и =  а х  (1 — х),

О)4 —> —>
гд еа  =  - -------о I Р i 2  i'2» Р 12 определяется из со-

oJTBqC
отношения (5.103). В результате получим урав
нение

4 to dx — а  (1 — х) х dt, 
решая которое, найдем

<h =  [ 1 +  ехр (— a.t/\(£>)]-1,

«2 =  [1 +  ехр (а /Д ш )]-1,

Ww =  а  [2 +  2 ch (а//Дш )]_1.

В этих выражениях моменту t =  0 соответ
ствует равенство а г =  а 2.

Полная энергия, испускаемая за счет 
перехода 2 -*■ 1,

j  Г и^ = Д с о ,

что согласуется с законом сохранения энер
гии. При вычислении учтено, что

j" (1 +  ch z)~l dz — 2.

Для достаточно больших значений f справед-1 
ливо выражение

Wa =  а  ехр (— аЩ ы ).

Скорость затухания излучения, испускаемого 
ансамблем атомов, будет зависеть от множителя 
при t в показателе экспоненты. Сопоставляя 
последнее выражение и (5.122), получаем

Агг =  а/^ш,

откуда следует

А =  /з” а
12 З л е п С 3 /* 12

или, в общем виде.

Таким образом, анализ динамики спектро
скопического перехода позволяет связать фе
номенологический коэффициент Эйнштейна

Aik с матричным элементом  P t*.

§ 5.4. СПИН ЭЛЕКТРОНА

В опытах Штерна и Герлаха было по
казано существование пространствен
ного квантования. Рассмотрим резуль
тат опытов Штерна и Герлаха  для про
стейшего атома —  атома водорода и со
поставим результаты, соответствующие 
предсказаниям теории Бора, теории 
Шредингера с реальными эксперимен
тальными результатами. На рис. 5 .12  
представлены для случаев нулевого

В — 0 и отличного от нуля неоднород

ного магнитного поля В  Ф  0  результа
ты, следующие из теории Бора (а), тео
рии Шредингера (б), и эксперименталь

ные (б). При В  =  0 получаем след от 
пучка атомов в виде одной нерасщеп- 
ленной полоски во всех трех случаях. 
По теории Бора, для атомов водорода 
в основном состоянии п =  \ ,п 9 =  1 и, 
следовательно, возможные проекции 
М г должны принимать значения М г =  
=  0, ±  ti. Пучок в неоднородном магнит
ном поле должен расщепиться на три,



по числу значений М г, что и отражено 
на рис. 5 .12 , а.

По теории Шредингера, для атома во
дорода п =  1 , I =  0 , и, следовательно, 
М г =  0 , т. е. пучок атомов водорода 
расщ епляться не должен,что и показано 
на рис. 5 .12 , б. В действительности про
исходит расщепление пучка на два. Р е
зультат этого эксперимента не ставит 
вопрос о возврате от теории Шредингера 
к теории Бора. Речь идет о том, что 
в дополнение к теории Шредингера долж
ны быть учтены некоторые новые 
факторы. Отличие экспериментального 
результата (рис. 5 .12 , в) от теории 
(рис. 5 .12 , б) может быть связано с тем, 
что не учтено важное свойство либо 
электрона, либо ядра. Если результат 
связан с некоторым неучтенным свой
ством электрона, то, во-первых, резуль
тат опыта Штерна и Герлаха должен 
быть одинаковым для атомов водоро
да, дейтерия и трития, а во-вторых, но
вое свойство электрона должно прояв
ляться и в других атомах, более слож 
ных, чем водород.

Действительно, весь эксперименталь
ный материал позволяет сделать вывод: 
результат опыта Штерна и Герлаха 
(рис. 5 . 12 , б) обусловлен свойствами 
электрона, которые не были учтены 
в начале в теории Шредингера. Впервые 
на новое свойство электрона указал 
в 1924 г. Вольфганг Паули, назвав его 
двузначностью, не поддающейся класси
ческому описанию. В 1925 г. Гаудсмит 
и Уленбек высказали предположение, 
что та двойственность, о которой гово
рится в работах Паули, связана с соб
ственным механическим моментом элект
рона, который назвали спином. Д ля х а 
рактеристики спина было введено новое 
квантовое число s. По правилам про
странственного квантования число воз
можных проекций орбитального момен
та количества движения равно 21 - f  1 . 
Аналогично число проекций для собст
венного механического момента элект
рона, спина — 2s - f  1. Из опыта Штерна 
и Герлаха, поскольку пучок атомов во
дорода расщепляется на два, имеем

В соответствии с общим правилом (типа 
(5 .134)), определяющим число возмож
ных проекций момента на выделенное 
направление, получаем s полуцелое, так 
как имеем четное число возможных про
екций.

Подобно квантовому числу т , связан 
ному с /, вводится квантовое число 

=  +  1/2 , которое определяет значе
ния проекций спина на выделенное на
правление. Чтобы подчеркнуть различие 
между m s и т, последнее часто записы
вают с индексом / —  m t.

Таким образом, помимо трех кванто
вых чисел п, I, т.,, характеризующих 
состояние электрона в атоме водорода, 
появляется четвертое квантовое число 
ms =  ±  1/2 , принимающее, всего два 
значения. Именно от значения данного 
числа зависит, в которой из двух компо
нент расщепления в опыте Штерна и 
Герлаха окажется тот или иной атом 
водорода. Квадрат спина —  собствен
ного момента количества движения 
электрона —  определяется из соотно
шения, аналогичного (5.61)

м : h2s(s  +  !)• (5 .1 3 6 )

С механическим моментом M s связан соб
ственный магнитный момент электрона

который направлен в сторону, про

тивоположную M s.
Были проведены многочисленные экспе

рименты по определению отношения 
fiS/M s. Выяснилось, что в отличие от 
орбитальных моментов — механического и 
магнитного, гиромагнитное отношение для 
спина вдвое больше, т. е.

\ ijM s =  — е,т,

(f^z m (Ms)z

2s +  1 =  2 , 

s =  1/2 .

(5.134)

(5.135)

гд е m  —  масса электрона.

Аномальное гиромагнитное отношение 
для спина играет большую роль при 
объяснении аномального эффекта Зее
мана. Первоначально Гаудсмитом и 
Уленбеком были предприняты попытки 
рассматривать электрон как вращаю
щуюся заряженную сферу. Удавалось 
объяснить аномальное гиромагнитное 
отношение, полагая, что сфера является 
поверхностно заряженной. Однако вы



яснилось, что скорость вращения по
верхности сферы должна во много раз 
превышать скорость света.

В  настоящее время с понятием спина 
не связываю т представлений об электро
не как о вращающейся сфере. Считается, 
что спин и собственный магнитный мо
мент электрона —  такие ж е характерис
тики, как его заряд и масса. Напомним, 
что собственным механическим моментом 
обладает не только электрон, но и фо
тон. Известно, что для электромагнит
ных волн с правой и левой круговой 
поляризацией моменты количества дви
жения фотонов ориентированы в проти
воположные стороны. Чтобы понятие 
спина электрона не представлялось 
слишком абстрактным, можно в целях 
наглядности использовать представле
ние о волнах де Бройля, поляризованных 
по кругу. Здесь используем аналогию 
между электромагнитной волной и вол
ной де Бройля.

§ 5.5. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

Задача об атоме водорода —  одна из 
немногих, для которой уравнение Шре
дингера может быть решено точно. Д ля 
других, более сложных задач прихо
дится использовать приближенные мето
ды. Эти методы часто позволяют полу
чать практически и теоретически важные 
результаты. Такую  задачу —  уравнение 
Шредингера для атома гелия —  рассмот
рим в § 5 .6 . Атом гелия состоит из трех 
частиц —  ядра и двух электронов. Это, 
как  видно, задача трех тел, известная 
своей сложностью в классической фи
зике. Точное решение уравнения Ш ре
дингера для нее не известно. Однако 
приближенное решение получено мето
дом теории возмущений и достаточно 
хорошо согласуется с экспериментом. 
Название метода берет начало из небес
ной механики, где в первую очередь учи
тывается влияние Солнца на планету, 
а затем —  возмущения за счет влияния 
других планет.

В теории возмущений квантовой ме
ханики вместо непосредственного реше
ния сложной задачи вначале рассматри
вается более простая, решение которой 
известно, либо может быть получено. 
Затем переход к более сложной задаче

осущ ествляется учетом возмущений. 
Влияние возмущений учитывается в виде 
поправок к параметрам, полученным при 
решении исходной, упрощенной задачи.

Пусть требуется решить задачу, кото
рую можем записать в виде уравнения 
Шредингера

Щ  =  Щ .  (5.138)
В  этой задаче оператор Гамильтона 
представим в виде

Н  =  Н 0 +  V, (5.139)

где # 0 —  более простой оператор, чем
Н , а V  —■ оператор возмущения. Весьма 
важно выбрать Н 0 так, чтобы известно 
было решение уравнения

H 0% = W 0% .  (5.140)

Пусть оператор V будет малой добавкой 
по сравнению с Н 0. Если это требование 
выполнено, то можно считать, что соб
ственные волновые функции г|з уравнения
(5.138) будут не очень сильно отличаться 
от собственных функций г|)0 уравнения 
(5 .140). Это обстоятельство используем 
для определения собственных значений 
W, считая, что значения W0 определены 
из уравнения (5.140). Если бы 115-функ
ции были известны, то собственные зна
чения W можно было бы найти следую
щим образом. Домножим уравнение
(5.138) слева на гр* и проинтегрируем по 
всему объему. Получим

W =  ^ty*Htydv, (5 .141)

где учтено, что ^-функции нормиро
ваны.

П оскольку точные ор-функции не из
вестны, приближенное значение W по
лучим, подставив в (5.141) вместо г|> 
функций ip0, которые мало отличаются 
от точных гр-функций

W «   ̂ ty*Hty0dv. (5 .142)

Учтем теперь выражение (5 .139), и (5.142) 
примет вид

w ~ I +
+  f  №  =  W0 +  AW,  (5 .143)

где

AW  =  j  i0dv. (5 .144)



Использованный подход позволяет по
лучить величину AW ,  которая называется 
поправкой к энергии в первом порядке 
теории возмущений. Величина W0 —  
собственная энергия системы в нуле
вом приближении, т. е. соответствует
V =  0.

Отметим, что теория возмущений раз
работана в квантовой механике доста
точно строго. Известны формулы при
ближений более высокого порядка. О г
раничимся формулой (5.144) и исполь
зуем ее при решении уравнения Ш ре
дингера для атома гелия.

§ 5.6. АТОМ ГЕЛИЯ

Уравнение Шредингера для атома ге
лия запишем в виде

( H 0 +  V ) y =  Wip, (5.145)
где

=  +  V  =  ^ ,  (5 .146)

<5 -|47>

# 2 =  —  Д., —  г——-  • (5 .148)2 2т 2 4л е0га '  '

Здесь Ах и Д2 —  операторы Л ап ласа, 
которые действуют соответственно на 
координаты первого г1 и второго г2 
электронов; г12 —  расстояние между 
электронами. Ядро расположено в на
чале системы координат, массу ядра 
считаем настолько большой, что его 
движением можно пренебречь. Опера
торы f l j  и //j имеют тот ж е вид, что и 
для атома водорода. Кулоновскую  энер
гию отталкивания двух электронов рас
сматриваем как оператор возмущения 
V.  Соответствующую (5.145) невозму
щенную задачу запишем так:

//0i M l ,  2) =  W V U 1 . 2 ). (5 .149)
Решение уравнения (5.149) ищем в виде 
г|з0 ( 1, 2 ) =if>! ( 1)а|з2 (2 ), где цифры в скоб
ках соответствуют набору координат 
первого ( 1) и второго (2 ) электронов. 
Индексы 1 и 2 соответствуют наборам 
квантовых чисел, определяющих со
стояния первого и, соответственно, вто
рого электронов. Учитывая значение Н 0, 
и подставляя г])0 в (5 .149), получим

г М 2 ) Я Л (  1) +  1) Я  А Д 2 ) =
=  W V M 1 H 2 (2). (5-150)

Здесь учтено, что операторы и Я 2 
действуют только на «свои» функции. 
Разделим обе части (5.150) на iM l)4 '2(2} 
и получим

Hltyl П) I ^ 2^2 (2) _ , _ . _.

В  уравнении (5.151) сталкиваемся с 
такой ж е ситуацией, как при решении 
уравнения Шредингера для атома водо
рода. Первое слагаемое в левой части 
(5 .151) зависит от координат первого 
электрона, а второе —  от координат вто
рого, которые являю тся независимыми. 
На этом основании запишем

(5-152>

W ^ W ^ W o .  (5 .153 )

Уравнения (5.152) —  это, по сути, у р ав
нения Шредингера для атома водорода, 
что следует из выражений для Н 1 и # 2. 
Их решения нам известны. Индекс 1 
соответствует набору квантовых чисел 
nlt llt mlt а индекс 2 —  набору кванто
вых чисел я 2, /2, т 2. Известны такж е 
выражения для собственных значений 
Wx и W2, которые определяются в з а 
висимости от чисел и я 2. Таким обра
зом, казалось бы, найдено решение не
возмущенной задачи, и можно исполь
зовать его для определения поправок 
к энергии по методу теории возмущений 
(5.143, 5 .144). Однако прежде чем ис
пользовать теорию возмущений проана
лизируем, каким общим требованиям 
должны удовлетворять функции я|)0( 1, 2 ) 
и г|з (1, 2). Прежде всего необходимо 
учесть, что электроны, обозначенные 
как 1 и 2 , ничем не отличаются друг от 
друга. В  атоме гелия ничего не изме
нится, если электроны поменять места
ми. Это значит, что решение

% ( 1 ,  2) =  а Ы 1 )г Ы 2 ) (5 -154 )

в такой же степени удовлетворяет урав
нению (5.149), как и

г|)0(2, 1) =  гМ2) 1|)2(1).
Таким образом, сталкиваемся с новым 
видом симметрии, а именно —  с пере
становочной симметрией. Анализируя ра
нее уравнение Шредингера для прямо
угольной потенциальной ямы видели, 
что г|>функции должны быть либо сим



метричными, либо антисимметричными 
по отношению к пространственной опе
рации симметрии. Аналогичное требо
вание, только по отношению к операции 
перестановки, должно быть выполнено 
здесь. Волновая функция ор0, как и вся 
кая волновая функция, определяется из 
уравнения Шредингера с точностью до 
фазового множителя С.  Применение опе
рации перестановки Р 12 к волновой 
функции эквивалентно умножению ее на 
фазовый множитель, т. е.

РиУо  =  ^2 =  c to-

Повторное применение операции Р 1а 
даст исходную функцию

Р г Ж  =  СЦ'о =  С Ч о  =  'Фо-

Отсюда следует С =  1, т . е. все воз
можные решения могут быть разбиты 
на два класса: симметричные по отно
шению к Р 12 и антисимметричные.

Чтобы выполнить это требование, нуж 
но взять линейную комбинацию выра
жений типа (5.154), так как само выра
жение (5.154) не является ни симмет
ричным, ни антисимметричным по от
ношению к операции Р 12.

Правильные линейные комбинации 
имеют вид

г|)8 =  1 /К 2 Ь Ы 1 )я Ы 2 )  +

+  i M 2 ) i M l ) l .  (5 Л 5 5 ')
ярс =  1/ К 2  № ( 1) 11)2 (2 ) -

—  “фх (2) г|>2 (1)]. (5 .1 5 6 )

.Легко видеть, что

Р ц У,  =  ~Ф а-
Множитель 1/1^2 в выражениях (5.155) 
и (5.156) взят для того, чтобы выполня
лись условия ортонормировки. Прове
рим это, подставив в интеграл

j  =  1 (5 .157)

значение ips из (5 .155). В выражении 
(5 .157) d 3x 1 и d 3x 2 обозначают, что ин
тегрирование ведется по трем координа
там первого электрона и трем координа
там второго. После подстановки имеем

j  j  M)i ( 1) |2 d3x x j  11|>2 (2 ) |2 d3x 2 +

+

X  1|4 ( 2 ) d 3x 2 +  -I J ip^l)  ip*(l ) d ix 1 X  

X  J  яра (2 ) г|?Т(2 )d ®*2 =  1. (5 .1 5 8 )

В  этом выражении два первых слагаемых 
дадут в сумме единицу, так как входя
щие в них интегралы представляют собой 
условие нормировки. Каждое из двух 
последних слагаемых равно нулю, по
тому что каждый из входящих в них 
интегралов равен нулю в силу ортого
нальности волновых функций, соответ
ствующих различным наборам кванто
вых чисел: пъ  1г и т 1 соответствуют ин
дексу 1, п 2, 12 и т 2 —  индексу 2. В це
лом условие нормировки (5.157) оказы 
вается выполненным. Аналогичное выра
жение для гра будет отличаться от (5.158) 
лишь знаком перед двумя последними 
слагаемыми.

Функции ips и гр0 используем для вы
числения поправок к энергии по формуле 
(5.143) теории возмущений. Подставляя 
в (5 .143) выражения ips и гра, получим

(5 .159)

где

К =  ]\xpl (\)\2V \ ^ 2( 2 ) \ 4 3x id3x 2, (5 .160) 

А =  $ гр? (1) ip2 (1) V\p* (2) if ! (2) ^ х ^ 3х 2 =

=  J ip1 ( l ) i p J ( l ) V 1ps (2 ) ^ ( 2 )d sx 1d % .

(5 .161)

В подынтегральном выражении (5.160) 
|грх ( 1)|2 и |гр2 (2)|2 характеризуют плот
ность электронного облака первого и 
второго электронов, К  соответствует 
энергии кулоновского взаимодействия 
первого облака со вторым. Поэтому К 
называется кулоновским интегралом. 
Второй интеграл (5.161) не имеет клас
сического аналога и называется обмен
ным интегралом. Е го  возникновение св я 
зано с возможностью перестановки двух 
электронов, т. е. с возможностью «об-’ 
мена» неразличимыми электронами. Учет 
перестановочной симметрии привел нас 
к важному выводу: во-первых, все воз



можные состояния атома гелия можно 
разбить на два класса —  симметричные 
и антисимметричные по отношению к 
перестановке пары электронов; во-вто
рых, специфическое для квантовой ме
ханики обменное взаимодействие приво
дит к расщеплению уровней энергии, 
полученных в нулевом приближении, 
то есть уровень энергии, полученный 
в нулевом приближении, смещается за 
счет кулоновского взаимодействия (5.160) 
и расщепляется за  счет обменного взаи
модействия (5 .161), рис. 5 .13.

Полученные результаты, как будет 
показано в дальнейшем, правильно от
ражают реальные закономерности. Од
нако до сих пор не была учтена такая 
важ ная характеристика, как спин элект
рона. Волновые функции иг|>а зависят 
только от пространственных коорди

нат гх и г2 первого и второго электронов. 
Состояние каждого из электронов опре
деляется, как уж е было сказано, набо
ром трех квантовых чисел пи  lx, mit 
для первого электрона и п 2, 12, т 1г 
для второго. Эти наборы квантовых чи
сел ничего не говорят об ориентации 
спина каждого из электронов. Ориен
тация спина электрона может быть за 
дана при помощи квантового числа 
т  =  =£ 1/2. Таким образом, для пол
ной характеристики состояния каждого 
электрона, которая учитывает как вол
новую функцию, зависящую от про
странственных координат, так и спин 
электрона, должны быть заданы четыре 
квантовых числа —  п, I, mi и ms. При
ходим к выводу, что пространственная 
волновая функция г|)5>а (5 .155 , 5 .156), 
зависящ ая только от пространственных

координат гх и г2, не полностью характе
ризует состояние каждого электрона. 
Д ля полной характеристики состояния 
каж дого электрона необходимо учесть 
возможность двоякой ориентации спина. 
Формально это можно представить как 
зависимость состояния электрона от спи
новой координаты, принимающей всего 
два значения, одно из которых соответ
ствует m s =  + 1/2 , другое — m s =  — 1/2 . 
Подобно тому, как пространственная

функция i|5s- а =  (гх, г2), зависящая от

гх и г ,, была представлена в виде про-

Рис. 5.13

изведения функций, зависящих только от

гх —  ^(г^) и от г 2 —  1р ( г 2), полную функ
цию Y  можно представить в виде про

изведения пространственной \(; (rlt г2) 
и спиновой % функций

^  =  X- ( 5 . 1 6 2 )

Функция х зависит только от спиновых 
координат электронов и, в свою очередь, 
может быть представлена в виде произ
ведения спиновых функций для первого 
и второго электронов. Д ля спиновых 
функций каждого из электронов введем 
такие обозначения:

а ( 1) —  если m Sl =  4 - 1/2 ,
Р ( 1 )  — если m St =  — 1/2,  

а  (2 ) — если m Sz =  4 - 1/2 ,
Р ( 2 ) —  если m Sr =  — 1/2.

Из этих функций сконструируем %s и 
Ха, подобно тому как из пространствен- 
ных функций %  ( 1) и я)-2 (2 ) были состав
лены симметричные и антисимметричные 
линейные комбинации по отношению к 
перестановке электронов. Требованиям 
симметричности или антисимметричнос
ти по отношению к перестановке элект
ронов отвечают следующие спиновые 
функции:

Xs =  а ( 1 ) а ( 2 ) ,

Х,= Р(1 )Р(2 ),
Xs = а ( 1 ) Р ( 2 ) 4 - « ( 2 ) Р ( 1 ) ,  ( 5 . 1 6 3 )  
Х0 = а ( 1 ) Р ( 2 ) - а ( 2 ) Р ( 1 ) .

Из ( 5 . 1 6 3 )  ВИДНО, ЧТО P 12Xs =  Xs. P l 2la  =

=  - х „ .
В связи с тем, что x s и %а зависят толь

ко от двух квантовых чисел тч и т ч , 
определяющих проекции спинов каждого 
электрона на физически выделенное на
правление, появляется возможность на



глядного толкования набора спиновых 
функций. Первые две функции %s
(5 .163), согласно определению функций 
а и р ,  соответствуют суммарной проек
ции спинов + 1  и — 1 на выделенное на
правление. Третья функция %s соответ
ствует нулевой проекции двух спинов 
на выделенное направление. Этот ре
зультат можно интерпретировать сле
дующим образом. Д ва спина, два векто

ра Sj и s2 ориентируются так, что обра

зуют суммарный спиновый момент S =

=  si +  s2> которому соответствует кван
товое число S  =  sx +  s2 =  1 • Этот 
суммарный спиновый момент может, 
согласно правилам пространственного 
квантования, давать три проекции на 
выделенное направление, которые равны
О, =!= 1. Этим трем проекциям и соответ
ствуют три функции Xs (5.163).

Если предположить, что физически вы
деленное направление определяется од

ним из спинов, например, вектором slt 

то вектор s2 может двояко ориентиро

ваться относительно sx. Первая возмож

ность S  =  Si +  s2, когда S  =  1, назы
ваемая параллельной ориентацией спи
нов, уж е рассмотрена. Вторая возмож

ность —  S = s 1 + s 2 =  0, S  =  О —  
называется антипараллельной ориента
цией спинов. Этому случаю соответст- 
вует Ха из набора спиновых функций
(5.163). Таким образом, спины двух 
электронов атома гелия могут быть ори
ентированы как параллельно, так и ан
типараллельно. В  первом случае сум
марный спин дает три возможные проек
ции на выделенное направление, которым 
соответствуют три функции %s (5 .163). 
В  случае антипараллельной ориентации 
спинов получаем только одну нулевую 
проекцию. Ей соответствует %а из на
бора (5.163).

Использованные наглядные векторные 
представления являю тся частью вектор
ной модели атома. Более подробно век
торная модель атома будет рассмотрена в 
следующей главе. Теперь перейдем к рас
смотрению свойств полной волновой функ
ции, зависящей как от пространственных, 
так и от спиновых координат электрона.

В  соответствии с (5.162) имеется, фор
мально, возможность получить полную 
функцию как симметричную, так и 
антисимметричную по отношению к пе
рестановке пары электронов. Действи
тельно, произведения т|зд8 и ■фдХа будут 
симметричны по отношению к переста
новке пары электронов, а произведения 
г|эд0 и i|)axs —  антисимметричны. Здесь 
сталкиваемся с одним из тех случаев, 
когда количество математически воз
можных решений превышает количество 
решений, физически реализуемых. Мно
гочисленные эксперименты показываю т, 
что физически реализуется только одна 
возможность: полная волновая функция 
для электронов, зависящ ая как от про
странственных, так и от спиновых коор
динат, всегда антисимметрична по отно
шению к перестановке пары электронов. 
Это значит, что соотношение (5.162) 
может быть реализовано только в виде

У  =  t o .  V  =  4>eXs- (5 .1 6 4 )

В  тех случаях, когда рассматривается 
атомная система, содержащая более чем 
два электрона, оказывается математи
чески возможным формирование таких 
полных волновых функций, характер 
симметрии которых должен описываться 
на языке теории групп и не может счи
таться просто симметричным либо анти
симметричным по отношению к переста
новке пары электронов. Тем не менее 
в природе всегда реализуются только те 
состояния, которые антисимметричны по 
отношению к перестановке пары элект
ронов.

То, что полная волновая функция
(5.164) всегда должна быть антисиммет
ричной по отношению к перестановке 
пары электронов, приводит к весьма 
важному выводу, который называется 
принципом Паули.  Прежде чем сформу
лировать принцип Паули, рассмотрим 
некоторые свойства функций a|)s и i|:a 
(5 .155) и (5 .156) с учетом выражений
(5 .164) и ( 5 .163). Из выражения (5 .155) 
для ips следует, что я)'5 ф  0  как в тех 
случаях, когда индексы 1 и 2 соответ
ствуют различным наборам квантовых 
чисел п и  /ъ mi,  и п 2, /2, т ; 2, так и в 
том случае, когда пх =  п2, =  /2, m t, =



=  m i2. Напротив, из выражения (5 .156 ) 
для i[)a следует, что \j)t ^ 0  в тех слу
чаях, когда набор квантовых чисел п и 

.1Х, т х отличается от набора п 2, 1.2, т и 
хотя бы одним из квантовых чисел п, I, 
m t. В том случае, когда п х =  п 2, 1Х =  
=  1.2, m it = m i i, согласно (5 .156) полу
чим гра — 0, чего не было для Если 
т|)а =  0 , это значит, что указанные со
стояния не существуют, т. е. вероятность 
обнаружить электрон в данном состоя
нии равна нулю. Согласно (5 .164) г|)а 
реализуется только в случае, когда % =  
=  x s, а это соответствует параллельной 
ориентации спинов, т. е. случаю, когда 
m Sl =  m s„. В  итоге приходим к выводу: 
у атома не может быть двух электронов, 
состояния которых характеризовались бы 
одинаковыми наборами четырех кванто
вых чисел п, I, m h m s. Это утверждение 
представляет собой одну из возможных 
формулировок принципа Паули. Принцип 
Паули может быть сформулирован не
сколько иначе, что не меняет его сути: 
каждому электрону атома соответствует 
свой набор четырех квантовых чисел. 
Состояние одного электрона отличается 
от состояния другого хотя бы за счет 
одного из четырех квантовых чисел. 
Указанный набор квантовых чисел, 
вообще говоря, не является единственно 
возможным. Иногда бывает удобно ис
пользовать другой эквивалентный набор 
четырех квантовых чисел. Сущность прин
ципа Паули при этом также не меняется.

Рассмотрим самое низкое энергети
ческое состояние атома гелия. В  нуле

вом приближении его энергия равна 
(см. 5 .153). В  первую очередь 

должна быть учтена эта сумма, а затем 
уже поправки на кулоновское и обмен
ное взаимодействие (5.159). Минималь
ные значения Wx и W 2 получим для на
бора квантовых чисел пх =  1, =  О, 

=  0, п 2 =  1, / 2 =  О, /п/, =  0. Все 
три квантовых числа, характеризующих 
пространственную волновую функцию 
каждого из электронов, оказались оди
наковыми. Чтобы не был нарушен прин
цип Паули, необходимо положить т$хФ  
Ф т $2. Состояние, для которого =  
=  т $2, не реализуется. Таким образом, 
для самого низкого энергетического 
состояния атома гелия полная волновая 
функция может быть представлена в 
виде

^  =  t o .

т. е. спины электронов антипараллель- 
ны, как первый, так и второй электрон 
находятся в состоянии Is, что записы
вают в виде Is2. Напомним, что s озна
чает I — 0 , число 1 перед s означает 
п =  1, индекс 2 говорит о том, что име
ется два электрона в состоянии Is. Со
стояние типа 4" =  i|)a%s для конфигура
ции Is2 запрещено по принципу Паули 
(см. рис. 6 . 6).

Принцип Паули особенно важ ен, ког
да рассматриваются возможные состоя
ния электронов многоэлектронных ато
мов. Эти вопросы подробно будут рас
смотрены в следующей главе.

Глава

6
СТРОЕНИЕ 

ЭЛЕКТРОННЫХ ОБОЛОЧЕК 
И СПЕКТРОСКОПИЯ 

АТОМОВ

Порядковый номер элемента в перио- ства атомов таблицы Менделеева число
дической системе элементов Менделеева электронов достигает нескольких десят-
равен заряду ядра и, соответственно, ков. Точное решение уравнения Шре-
числу электронов атома. Д л я  большин- дингера для такого количества взаимо-



действующих частиц невозможно. По
этому особенно важно как можно полнее 
использовать результаты, полученные 
при решении уравнений Шредингера для 
атомов водорода и гелия.

Состояние каждого электрона как у 
атома водорода, так и у атома гелия 
можно определить, задав четыре кван
товых числа —  я , /, mt и m s. Такой 
способ определения состояния отдель
ных электронов с успехом может быть 
применен в случае многоэлектронных 
атомов. Анализируя возможные состоя
ния электронов сложного атома, необ
ходимо учитывать принцип Паули. Со
гласно принципу Паули любая пара 
электронов многоэлектронного атома 
должна иметь наборы из четырех кван
товых чисел я , /, m-i, ms, отличающиеся 
хотя бы одним квантовым числом.

Наряду с указанными двумя положе
ниями следует руководствоваться также 
еще одним правилом. По мере увеличе
ния заряда ядра и, соответственно, числа 
электронов будет происходить заполне
ние электронами наиболее низких энер
гетических состояний. Указанные поло
жения представляют собой естественное 
обобщение полученных ранее результа
тов. Они будут использованы для объяс
нения периодичности химических свойств 
элементов, а такж е при систематике 
электронных состояний атомов.

§ 6.1. ЗАПОЛНЕНИЕ 
ЭЛЕКТРОННЫХ ОБОЛОЧЕК АТОМОВ.

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ СИСТЕМА
ЭЛЕМЕНТОВ МЕНДЕЛЕЕВА

Понятие электронной оболочки атома 
нельзя считать строго определенным. 
Чаще всего термин «электронная оболоч
ка» используется в трех значениях:
1) как совокупность всех электронов 
атома; 2 ) как совокупность таких 
электронов атома, состояния которых 
характеризуются одинаковым значением 
квантового числа я . Остальные кванто
вые числа —  /, m t, ms —  могут иметь 
различные значения. Иногда я-оболочку 
называют я-слоем; 3) как совокупность 
таких электронов атома, у которых со 
стояния характеризуются одинаковыми 
значениями двух квантовых чисел —  
п, I, а остальные —  mt и ms могут иметь

произвольные значения. Необходимо 
отметить, что электроны, для которых 
я  и I одинаковы, называются эквива
лентными. В  противном случае элект
роны называют неэквивалентными.

Выясним, каково максимальное число 
электронов, которые могут содержаться 
в электронной оболочке с фиксирован
ным значением квантового числа / при 
заданном п. В  соответствии с обозначе
нием s, р, d., f  и т. д. для значений / =  
=  0 , 1, 2 , 3 , . . .  говорят о s-, d-, р-, /-обо
лочках и s-, р-, d-, f-электронах.

Д л я  фиксированного значения / кван
товые числа и ms принимают значе
ния

m t =  0 , + 1, + 2 , . . . ,  +  /, 
m s =  + 1/2 .

Отсюда следует, что максимальное число 
электронов в /-оболочке равно 2 ( 21 +  1). 
Конечно, каж дая /-оболочка может со
держать и меньшее число электронов, 
что зависит от конкретных условий. Если 
/-оболочка содержит максимальное чис
ло электронов, то она называется за 
полненной. Оболочки s, р , d, / могут 
содержать не более чем 2, 6 , 10, 14 элект
ронов соответственно. Заполненные 
электронные оболочки обозначают обыч
но ns2, п р в, nd10, я/14, . . . ,  где п  —  глав
ное квантовое число.

Рассмотрим, какое максимальное чис
ло электронов может содержать «-обо
лочка. Д ля фиксированного п квантовое 
число / принимает значения / =  0 , 1, 2 ,
3 ........... я  —  1. Поскольку каждому /
соответствует 2 (21 - f  1) состояний, то 
максимальное число электронов в п-обо
лочке определится из выражения

1~П—1
Е  2 (2 / +  1) =  2я 2,
1=0

т. е. оболочки я =  1, 2 , 3, 4, . ..  могут 
содержать по 2, 8 , 18, 3 2 ...  электронов. 
Подобно /-оболочкам я-оболочки такж е 
имеют буквенные обозначения. Кванто
вым числам я =  1, 2 , 3, 4, . ..  соответст
вую т буквенные обозначения К , L, М ,  
N , . . . .  Эти обозначения обычно исполь
зуются при систематике рентгеновских 
спектров. Подробнее об этом речь будет 
идти в гл . 8 .

Поскольку каж дая электронная обо
лочка может содержать ограниченное



число электронов, то по мере увеличения 
числа электронов в атоме будут запол
няться новые электронные оболочки. 
Количество заполненных электронных 
оболочек будет расти вместе с числом 
электронов в атоме. В  первую очередь 
должно происходить заполнение обо
лочек с минимальной энергией. В  св я 
зи с этим необходимо располагать сведе
ниями об энергии, соответствующей р аз
личным оболочкам. Как было показано 
при анализе уравнения Шредингера для 
атома водорода, энергия его электрона 
зависит только от главного числа п 
и не зависит от I. Этот факт специфичен 
только для атома водорода. О казалось, 
что если бы потенциальная энергия 
электрона в поле ядра соответствовала

1не кулоновскому закону V —  — , а на

пример, закону V , где 6 Ф  0 , то

энергия электрона уже зависела бы как 
от п, так и от /. В  частности, в случае 
атома гелия можно задачу рассматривать 
следующим образом. П усть один элект
рон находится в состоянии Is. Электрон
ное облако Is  имеет сферическую сим
метрию, плотность его быстро убьшает 
по мере увеличения г. Поэтому для вто
рого электрона потенциальная энергия 
будет изменяться по закону V' —
_  —  (Z 1)ег если г велик0 Множитель 

4.Т е0г
Z —  1 есть эффективный заряд системы 
ядро +  1 s-электрон. Напротив, на очень 
малых расстояниях от ядра наличием 
электронного облака Is можно пренебречь, 
и потенциальная энергия второго элект
рона в поле ядра будет изменяться по

7р 2
закону V" — —  \т.г~} ■ Д ля средних рас
стояний зависимость потенциальной энер
гии не будет соответствовать ни V',  ни 
V". Она может быть представлена в виде

л г (Z — °) еV =  — —  , где а  —  величина, зави- 4яе0г
сящая от г, характеризует степень экра
нирования ядра 1 s-электроном. Таким 
образом, в целом потенциал оказывается 
не кулоновским. Это приводит к тому, 
что потенциальная энергия второго элект
рона зависима не только от п,  но и от /. 
Все сказанное распространяется, в свою 
очередь, и на первый электрон. Тот факт, 
что для атома водорода энергия не зави
сит от /, называется иногда случайным  
вырождением. Случайное вырождение не 
наблюдается для многоэхектронных ато
мов. Д ля них энергия электронов зави
сит от квантовых чисел п и / ,  она воз
растает как при увеличении п, так и при 
увеличении I.

В соответствии с этим Маделунгом 
было сформулировано правило заполне
ния электронных оболочек атомов. З а 
полнение идет в порядке возрастания 
суммы п + / . Д ля каждого значения 
суммы п  +  I заполнение идет в порядке 
возрастания п. Порядок заполнения обо
лочек атомов указан в табл. 6 .1 . Там 
ж е указаны периоды таблицы Менделее
ва. Каждый период из таблицы Менде
леева начинается с заполнения s-обо
лочки и заканчивается (за исключением 
первого и последнего) заполнением 
/7-оболочки.

В  табл. 6 .2  показано заполнение элек
тронных состояний с ростом порядко
вого номера элемента. Д ля каждого пе
риода заполнение /7-оболочек, соответ
ствующих главным квантовым числам 
от 2  до 6 , происходит регулярно, то есть 
при увеличении порядкового номера 
элемента на единицу в /7-оболочку до
бавляется один электрон, пока она не 
заполнится полностью. Д ля 4-го, 5-го 
и 6 -го периодов заполнение d-оболочек 
нейтральных атомов нерегулярно. Здесь 
отчетливо видна конкуренция между

Таблица 6.1

П +  1 1 2 3 4 5 6 7 8

Электронные состояния Is 2s 2 Р 3s 3 Р 4s 3d4p 5s 4d5p 6s 4[5d&p 7s 5 f

Периоды 1 2 3 4 5 6 7



Пери
оды

Одолон
ки

1
Is

1 i  
H He 
S s l

2 2s
2р

3 4
a  Be 5 В 7 8 9 10 
S S2 В С N O  FN e 

p вг P3 P* P PB

3 3S
Эр

11 12
Na Mg 13 14 15 IB 17 18 
s  s* Al Si P S Cl At

p pZ p3 p* pS PS

4
4s
3d

1K Ca 21 22 23 24 25 26 27 26 23 30 
S s2 Sc Ti V Cr Mn Fe Co Ni Си Zn 

31 32 33 14 35 36 d^ d^dVd^dVdVd’s2 dV tfsdY  
Os Ge As Se Br Kr 
P P2 Ps P* P5 P6

5
5s
4d

5р

37 38
Rb Sr 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 
s s2 Y Zr Nb Mo Tc Rи Rh Pd Aa Cd 

49 50 51 52 53 54 is Y m r ta 'W r tf r tr t’ 
Jn Sn Sb Те J  Xe 
p p 2 p3p* p5p e

В
6s
4 f
5d
Bp

55 5B
Cs Ba 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 
s sz 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 La Ce Pr Nd Pm Sm Ea Od Tb Ни Ho Er Tu Yb 

81 82 83 84 85 .86 Lu Hf Та W Re Os Ir Pt Aa Ha d s ^ V fY fV fV fV fo m w fe m V f'Y fV  
Tl Pb Bi Po At Rn ds! dVd3s2dVdVdVd’s!d3sd msdV  1 
p p2 p3 p* p5 pl

7 7s
S f
Bi

87 88
Fr Ra 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100101102 
s s2 103 W4 W5 Ac Th Pa U Up Pu Am Cm Bk Cf Es Fm Md No 

I f, Ku ^  is2 d ^ f W f ^ f W f i f V f W f W f Y f V f s ’f'Vfs1 
ds d s

Т аблица 6.3

Номер 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

И он
О болочка

S c 2+
3d

T i 2+ 

3d2
V 2+ 
3d3

Cr2+
3d*

M n 2+
3d6

F e 2+ 
3d6

C o 2+ 
3d7

N i2+ 
3 ds

C u 2+ 
3d9

Zn2+
3d10

Номер 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

Ион
О б о л о ч к а

у 2+  
4 d

Zr2+
4d2

Nb2+ 
4 ds

Mo2+ 
4 d4

Tc2+ 
4 d b

Ru2+ 
4 d e

Rh2+
4d7

Pd2+
4d»

Ag2+
4ds

Cd2+ 
4 dl°

Номер 71 72 73 74 75 76 77 7 8 79 80

Ион
О б о л о ч к а

Lu2+
6s

Hf2+ 
5 d2

Ta2+ 
5 d 3

w 2+ 
5 d4

Re2+
5d6

Os2+ 
5 d°

Ir2+
5 d?

pt2+
5d8

Au2+ 
5 d»

Hg2+ 
5 d1»

d- и s-электронами. Регулярность за 
полнения d-оболочек для указанных 
элементов наблюдается не для нейтраль
ных атомов, а для двукратно заряж ен

ных ионов,. В  табл. 6 .3  приведены элек
тронные конфигурации для двукратно 
заряженных ионов d-элементов 4-го, 5-го 
и 6-го периодов таблицы Менделеева,



Из табл. 6 .3  видно, что для ионов ме
таллов Ме2+ d-оболочка заполняется ре
гулярно, за исключением одного эле
мента Lu2+. У него энергия бя-электрона 
оказывается меньше, чем энергия 5d- 
электрона. Указанные отклонения от 
правила Маделунга позволяют говорить
о том, что оно выполняется лишь в об
щих чертах.

Еще более значительные отклонения от 
правила Маделунга  наблюдаются для 
элементов с заполняющейся /-оболочкой. 
В  этом случае с /-электронами конкури
руют s- и d-электроны. Эти элементы от
носятся к группам редкоземельных эле
ментов —  лантаноидам —  57— 70 и ак
тиноидам —  89— 102. Регулярное за 
полнение оболочки с ростом порядкового 
номера элемента наблюдается для трех
кратно заряженных ионов (табл. 6 .4 ).

ных групп определены по-разному. Одни 
к группе лантаноидов относят 14 эле
ментов —  с 57-го по 70-й, а другие —  
с 58-го по 71-й. Иными словами, отно
сительно элементов от Се (58) по Y b (70) 
включительно нет разногласий. Р асхож 
дение касается двух элементов —  La (57) 
и Lu (71). Один из них должен быть вклю
чен в группу лантаноидов так, чтгн'ы их 
полное число составляло 14 —  по чис
лу электронов в заполненной /-оболоч
ке. В табл. 6 .2  элемент, La (57) отнесен 
к группе /-элементов. Согласно правилу 
Маделунга этот элемент должен был 
бы содержать один /-электрон, но вместо 
/-электрона имеется d-электрон. Не
смотря на такое отклонение от правила 
Маделунга, La в табл. 6 .2 отнесен к груп
пе /-элементов лантаноидов, что не нару
шает общих закономерностей в таблице.

Таблица 6.4

Номер 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

Ион Се3+ ргз+ Nd3+ Рш3+ Sm3+ Eu3+ Gd3+ Tb3+ Dy3+ Ho3+ E r3+ Tu3+ Y b3+
Оболочка 4/ 4/2 4 /з ,4/4 4/s 4/e 4 Г 4 /8 4/9 4/i° 4 / n 4 /12 4 /13

Номер 90 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102

Ион
Оболочка

Th3+ 
5 f

р аз+
5 /2

LJ3+

5Р
Np3+
5 /4

р„8+
5 /5

А т 3+ 
5/«

С т 3+ 
5 Г

Вк3+ 
5 /8

Cf3+ 
5 р

Es3+ 
5 f10

Fm 3+
5 /11

Md3+
5 /12

No3+ 
5 F

Элементы периодической системы при
нято делить на четыре семейства в за 
висимости от заполняющейся электрон
ной оболочки. Семейства s-, р-, d-, /- 
элементов образуют атомы, у которых 
происходит заполнение соответственно 
s-, р-, d- , /-оболочек. К s-элементам от
носятся, например, Na и Mg, к р-эле- 
ментам —  Zn, Sn, к d-элементам —  Fe, 
Со, к /-элементам Nd, Ей и т .д .  Однако 
в таком делении элементов имеется неко
торая неоднозначность. Она связана, 
в частности, с элементами La (57) и 
Lu (71) и с определением групп /-эле
ментов. Д ве группы элементов, у кото
рых происходит заполнение /-оболочек, 
называются соответственно лантанои
дами и актиноидами. В различных лите
ратурных источниках' границы указан-

С другой стороны, фактически эле
мент La не содержит /-электронов. На 
этом основании вместо La в группу лан
таноидов включают элемент L u , у кото
рого 4/-оболочка полностью заполнена. 
Элемент Ас (89) с внешней электронной 
оболочкой 6  d7s2 по отношению к ак
тиноидам находится в таком ж е положе
нии, как La —  к лантаноидам.

Анализ химических свойств элементов 
такж е не позволяет отдать предпочтение 
той или иной классификации. Л ан та
ноиды совместно с элементами Sc и Y  
на основании общности химических 
свойств относятся к группе редкоземель
ных элементов (РЗЭ). Физические и хими
ческие свойства лантана и лютеция не за 
висят, естественно, от того, к какому 
семейству элементов они будут отнесены.



Атомный номер 

Рис. 6.1

Химические свойства элементов, как 
известно, связаны со строением внешней 
электронной оболочки атома. Одинако
вое строение внешней электронной обо
лочки приводит к одинаковой химиче
ской активности элементов. Наименее 
активны химически инертные газы, у 
которых внешняя электронная оболочка 
полностью заполнена. Внутренние элек
тронные оболочки оказывают незначи
тельное влияние на химические свойства 
элементов. Это обусловлено тем, что 
внутренние электроны весьма прочно 
связаны с ядром и по этой причине в хи
мических связя х  не участвуют. Немало
важную роль играет такж е то обстоя
тельство, что суммарный орбитальный 
момент и суммарный спиновый момент 
электронов, образующих замкнутую обо
лочку, равны нулю. В  качестве примера 
рассмотрим заполненную рь-оболочку. 
Д ля электронов такой оболочки числа 
п и /  одинаковы. Принцип Паули выпол
няется за  счет различных значений чисел 
т{ и ms. Д ля оболочки р в эти числа при
нимают значения

1, 1, 0 , 0 , — 1, — 1; 

m s. =  1/2, - 1/2, 1/2, - 1/2, 1/2, - 1/2,

что дает 6  наборов для фиксированных 
л и / .  Д л я  оболочки /?6, когда все воз
можные состояния заняты электрона
ми, имеем

X  mi  =  О, У ] m s =  0 ,
£ 1 1

то есть суммарный орбитальный момент 
и суммарный спиновый момент равны 
нулю.

Аналогичным образом можно пока
зать, что этот вывод справедлив для за 
полненных s-, d - и /-оболочек.

Заполненные оболочки оказываются 
наиболее прочными. Этим объясняется 
химическая инертность благородных га
зов и высокий потенциал ионизации —  
энергия, необходимая для отрыва элект
рона от атома. Значения потенциала 
ионизации представлены на рис. 6 . 1 . 
Электрон, присоединяющийся к атому 
сверх заполненной электронной обо
лочки инертного газа , связан с атомом 
сравнительно слабо. Об этом говорят 
низкие потенциалы ионизации для ато
мов щелочных металлов и их высокая 
химическая активность. По мере увели
чения числа электронов у атома проис
ходит последовательное заполнение элек
тронных /-оболочек. Каждый период



начинается с заполнения s-оболочки 
и заканчивается (за редким исключе
нием) заполнением р-оболочки. Это 
приводит к периодическому повторе
нию структуры внешней электронной 
оболочки и, следовательно, к периоди
ческому повторению химических свойств 
элементов. Наблюдается такж е перио
дичность в физических свойствах, в 
частности, в значениях ионизационного 
потенциала (рис 6 . 1).

Таким образом, использование прин
ципа Паули позволяет объяснить перио
дичность в химических и физических 
свойствах атомов периодической систе
мы элементов Д . И. М енделеева.

§ 6.2. СИСТЕМАТИКА 
АТОМНЫХ СОСТОЯНИЙ

Заполнение электронных состояний 
у многоэлектронных атомов происхо
дит в соответствии с принципом Паули 
и правилом М аделунга. Д ля каждого 
атома можно указать состояния всех его 
электронов, т. е. электронную конфи
гурацию. Например, электронные кон
фигурации Na (11 электронов) и К  
(19 электронов) могут быть записаны 
в следующем виде:

ls 22s22pe3s, ls22s22p 63s23p64s.

Т акая полная запись употребляется ред
ко. Как уж е было показано, заполненные 
электронные оболочки обладают нуле
вым суммарным орбитальным и спино
вым моментами. В  связи с этим ограни
чиваются обычно указанием состояний 
электронов, имеющихся сверх заполнен
ных электронных оболочек. Сокращен
ная запись имеет следующий вид: для 
Na —  3s, для К —  4s, а для ртути, на
пример,—  6s2, для свинца —  6р г и т. д.

Указание электронной конфигурации 
для внешних электронов атома пред
ставляет значительную, но все ж е не
полную информацию об электронном 
состоянии атома. Неполнота информа
ции не связана с наличием внутренних 
электронов. Она связана с тем, что 
указание состояний отдельных электро
нов, в частности, их орбитальных момен
тов, не позволяет зачастую сделать од
нозначный вывод об орбитальном и спи
новом моментах всего атома. Например,

у атома свинца (6р2) суммарный орби
тальный момент атома будет зависеть от 
относительной ориентации орбитальных 
моментов р  электронов, т. е. от их век
торной суммы. То ж е самое можно ск а
зать и о спинах этих электронов —  сум 
марный спин атома определяется вектор
ной суммой спинов отдельных электро
нов. Кроме того, в результате различной 
относительной ориентации спинового мо
мента атома и его орбитального момента 
полный момент атома такж е может быть 
различным. Полный момент представля
ет собой векторную сумму орбиталь
ного и спинового моментов атома.

Рассмотренное только что определе
ние полного момента количества движе
ния атома не является единственно воз
можным. Существуют и другие способы. 
Наиболее распространенными являются 
два способа классификации атомных 
состояний: 1) связь Рессела— Саундерса,
2) j j-связь.

6.2.1. Связь Рессела —  Саундерса

Этот тип связи называют такж е систе
матикой Рессела —  Саундерса, нормаль
ной связью, или L S -связью . Д ля рассмот
рения связи Рессела —  Саундерса будем 
использовать векторную модель атома. 
Это значит, что каждому моменту коли
чества движения ставится в соответствие 
вектор. Затем определяется векторная 
сумма отдельных векторов с учетом пра
вил пространственного квантования. 
Указанные общие положения будут вы
яснены более детально в процессе описа
ния связи Рессела —  Саундерса.

Будем считать, что сверх заполненных 
электронных оболочек у атома имеется 
еще несколько электронов, которые не 
образуют заполненной электронной обо
лочки. Квантовым числам /,• этих элект

ронов соответствуют векторы /,-, а спи

новым числам s, —  векторы st. Элект
роны внутренних оболочек не рассмат
риваются, так как моменты их электро
нов полностью скомпенсированы до сум
марного нулевого значения.

С вязь Рессела— Саундерса соотгетст- 
вует такому случаю, когда в первую 
очередь необходимо учесть взаимодейст

вие моментов /,• друг с другом и таким ж е



образом взаимодействие моментов s,-. 

Полный орбитальный L и полный спи

новый S  моменты атома определяются 
из выражений

(6 - 1)
i

(6 -2)

Полному орбитальному моменту L  атома 
соответствует квантовое число L,  кото
рое принимает только целочисленные 
значения. Если у атома сверх заполнен
ных электронных оболочек имеется два 
электрона с квантовыми числами и /2, 
то значения L определяются из выраже
ния

L  =  Zj +  / 21 h  +  2̂— +
+  1 - 2 ,  . . . ,  | /х - / 2 |. (6.3)

Если у атома имеется три электрона, то 
вначале определяют V  по правилу (6 .3), 
а затем число L  по аналогичному пра
вилу

L =  L' +  l3, L '  +  h -
-  1, \ L ' - l 3 \. (6 .4 )

Такой метод может быть распространен 
и на большее число электронов.

Вектору S  ставится в соответствие 
квантовое число S ,  которое определяется 
по правилам, аналогичным (6.3) и (6 .4). 
П оскольку, в отличие от чисел /,-, все 
квантовые числа st =  1/2 , то возможные 
значения S  определяются лишь числом 
электронов и могут быть сведены в таб
лицу (табл. 6 .5 ).

Число S  принимает полуцелые значе
ния для нечетного и целые —  для чет
ного числа электронов в атоме. Величина

k =  2S + 1  (6 .5 )

определяет возможное число проекций

вектора S  на выделенное направление. 
Совокупность состояний атома с данной 
электронной конфигурацией при за 
данном значении чисел L  и 5  называется 
термом (Второе определение терма). 
Величина х  определяет мультиплет- 
ность терма. Сопоставление названий 
с численным значением х дано в табл. 
6 .6.

Ч
и

сл
о

эл
ек

тр
о

но
в

S

1 1/2
2 0  1
3 1/2 3/2
4 0  1 2
5 1/2 3/2 5/2
6 0  1 2 3
7 1/2 3/2 5/2 7/2
8 0 1 2 3 4
9 1/2 3/2 5/2 7/2 9/2

10 0  1 3 4 5

X 1 2 3 4 £ 6 7 8 9 10 11

Т аблица 6.6

X Название терма X Название терма

1 синглет 7 септет
2 дублет 8 октет
3 триплет 9 нонет
4 квартет 10 дектет
5 квинтет 11 ундектет
6 секстет

Состояния, относящиеся к одному тер

му, отличаются значениями J  —  пол
ного момента атома, который определя
ется как векторная сумма

Г = Т + 5 .  (6 .6)

Вектору J  ставится в соответствие кван
товое число J ,  которое можно найти из 
соотношений типа (6.3)

J  =  L +  S ,  L +  S —  1, L +  S  —  2, 
. . . , : L  —  S  I. (6.7)

Д л я  связи Рессела —  Саундерса разра
ботана специальная система обозначе
ний, которая широко используется в 
спектроскопии. Числам L , как и в слу
чае чисел I, ставятся в соответствие бук
венные обозначения L  =  0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6 , 7 , 8 , 9 , 10, ...

S ,  Р, D , F ,  G, Н , I ,  К,
L, М , N , . ..



Состояние атома по систематике Р ессе
ла __Саундерса определяется заданием
чисел х , L, J .  Вместо L  записывается 
соответствующее буквенное обозначение. 
Значение х ставится в виде индекса 
вверху слева, a J  —  в виде индекса 
внизу справа. Запись 3Р 2 означает, 
чх0 х  =  3 , L =  1, J  =  2 для состояния 
2р з,2 _  х  =  2 , L =  1, J  =  3/2 и т. д.

Важной характеристикой атомного 
состояния является его четность. Р а 
нее было изложено правило Лапорта, 
согласно которому в дипольном при
ближении разрешены переходы между 
состояниями различной четности (§ 5 .3 ) . 
Это правило справедливо и для много
электронных атомов. В  случае атома 
водорода, содержащего всего один элек
трон, четность состояния определялась 
по числу /: четным I соответствовали 
четные состояния, нечетным —  нечет
ные. Д ля атома гелия четность одноэле
ктронных функций определяется так 
ж е, в зависимости от четности чисел

и 1г. Четность полной волновой функ
ции гелия, содержащей произведение 
одноэлектронных волновых функций 
для первого и второго электронов, оп
ределяется следующим образом: если 
(_ _ !)/ ,+ * !=  1, состояние чётное, если 

=  — 1 —  состояние нечетное. 
Аналогично для многоэлектронных ато-

?'£
мов: состояние четное, если (— 1) '  =

=  1 , и нечетное, если (— 1 ) 1 - — 1 .
Другими словами, четной сумме /,

i
соответствует четное состояние атома и 
наоборот. Иногда нечетные состояния 
отмечаются специальным индексом справа 
вверху, например 3Р\. Этот индекс соот
ветствует начальной букве английского 
слова «odd» —  нечетный Все термы, воз
никающие из заданной электронной кон
фигурации, имеют одинаковую четность. 
Отметим, что состояние 3P lt приведенное 
в качестве примера нечетного состояния, 
может быть, вообще говоря, и четным, 
и нечетным. Это зависит от электронной 
конфигурации.

Важной характеристикой электронного 
состояния является его статистический 
вес, или кратность вырождения. К аж 
дому состоянию соответствует вектор

J ,  который может давать различные 
проекции на выделенное направление. 
Кратность вырождения g  определяется 
числом возможных ориентаций вектора

7 и
g = 2 J  +  l,  (6 .8 ) 

где J  —  квантовое число, соответствую 

щее вектору J .
Рассмотрим теперь несколько приме

ров электронных конфигураций и опре
делим состояния атомов в соответствии 
с систематикой Рессела —  Саундерса. 
Пусть имеем электронную конфигурацию 
pd.  Д ля двух электронов, согласно 
табл. 6 .5 , имеем S  =  0  и 1, и =  1 и 3. 
В соответствии с (6.3) для L получим 
значения L =  3, 2 , 1. Отсюда ясно, что 
электронной конфигурации pd  соответ
ствуют следующие состояния:

1 P lt W 2, XF 3, 3Р 0, 3P lt SP „  3D U 3D 2, 
3D 3, 3F 2, 3F 3, 3F 4.

Иными словами, получим три синглет- 
ных терма lP D F  и три триплетных тер
ма 3P D F .  Каждый триплетный терм 
содержит по три уровня, которые отли
чаются значениями квантового числа J .

Определим теперь состояния атома 
с электронной конфигурацией pdf.  В 
соответствии с общим правилом вначале 
найдем значения L ' , S ' . Они, фактически, 
определены в предыдущем примере:
V  =  3, 2 , 1, S '  =  0, 1. Теперь исполь
зуем соотношения (6.4) и получим при
V  =  3, / 3 =  з  L =  6 , 5 , 4 , 3, 2 , 1, О, 
т . е. термы

I, Н ,  G, F ,  D ,  Р ,  S ;  (6.9)

при L' — 2 , /3 =  3 L =  5 , 4 , 3 , 2 , 1, 
т . е. термы

Я , G, F ,  D ,  Р\ (6.9а)

при L'  =  1, 13 — 3 L =  4 , 3, 2 , т . е. 
термы

G, F ,  D .  (6 .96)

Значения квантового числа 5  найдем 
аналогичным образом:

при S '  =  1 и s3 =  1/2 5  = 3 / 2 , 1/2; 
при S'  =  0 и s3 =  1/2 S  =  1/2. (6.10)

Т ак  как значение S  =  1/2 получаем 
дважды, то дублетных термов (S  =  1/2)



будет вдвое больше, чем квартетных 
(S  =  3/2). Следовательно, из каждого 
терма, определенного выше (6 .9 , а, б), 
получим один квартетный и два дублет
ных терма. В  (6 .9 , а, б) термы G, F ,  D  
встречаются трижды, Н  и Р  —  два
жды, I я S  —  один раз. В  итоге полу
чим набор термов

2S P D F G H 1 *SP D FG H I.
2 4 6 6 6 4 2  2 3 3 3 2

Числа под термами указы ваю т, сколько 
раз встречается данный терм, единица 
при этом опускается.

Рассмотренные термы электронных 
конфигураций образованы неэквива
лентными электронами. В  этом случае 
выполнение принципа Паули обеспе
чено за счет неэквивалентности электро
нов. Д л я  электронных конфигураций, 
состоящих из эквивалентных электро
нов, положение более сл о ж н о е.,

В  случае неэквивалентных электро
нов вначале находим возможные значе
ния квантового числа L .  Д ля каждого 
L квантовое число m L , определяющее 
пространственное квантование вектора 

L,  принимает значения

m L = 0 ,  + 1 ,  ± 2 ,  . . . ,  ± L .  (6.11)

Возможен и другой путь. Квантовое 
число m.L можно найти из соотношения

m L =  '£i m i ,  (6 . 12)
i

где mi.  —  квантовые числа, соответствую-

щие проекциям векторов /,■ отдельных 
электронов. Затем нужно сгруппировать 
числа mL таким образом, чтобы каждому 
набору чисел m L можно было поставить

в соответствие вектор L.
Оба способа дают в итоге один и тот 

ж е результат. Первый способ проще, 
поэтому он применяется в случае неэк
вивалентных электронов. Д л я  эквива
лентных электронов предпочтение сле
дует отдать второму способу, хотя он 
более сложен. Применение второго спо
соба позволяет проследить за значе
ниями чисел т 1{ и m s. для каждого 
электрона и избежать нарушений прин
ципа Паули.

В  качестве примера рассмотрим со
стояния для конфигурации р 2, т . е. для

двух эквивалентных р-электронов. В о з
можные значения m L (6 . 12) удобно 
свести в табл. 6 .7 .

Таблица 6.7

ml1
1 0 —1

1 2 1 0

0 1 0 — 1

— 1 0 — 1 —2

наборы (0) (1) (2)

Аналогичную таблицу (табл. 6 .8 ) со
ставим для чисел ms,  определяющих

возможные проекции вектора 5  на вы 
деленное направление. Числа ms  могут 
быть определены по аналогии с (6 . 12) 
из выражения

ms = S ms." (6 ‘ 13)
i

В се девять чисел m L (табл. 6.7) сгруп
пируем в три набора 2 , 1 , 0 , — 1 , 
— 2 —  набор (2 ) (верхняя строка и пра
вый столбец), 1, 0 , — 1 —  набор ( 1), 
0 —  набор (0). Наборам (2), (1) и (0) 
можно поставить в соответствие кван
товые числа L  =  2, 1 , 0 .  В се  три набора 
не противоречат принципу Паули, если 
ms  =  0. Если ж е m s =  ±  1, то диаго
нальные значения m L — 2, 0 , — 2  из 
табл. 6 .7  нужно исключить, так как 
в этом случае они противоречат принципу 
Паули. Каждому из значений ms =  
=  +  1 соответствуют только наборы 
(1). Наборы (1), отличающиеся переста
новкой электронов, считаем за один на-

Т аблица 6.8

ms, - 1/21/2
ms,

1/2 1 0

- 1/2 0 —1



бор. В результате получаем габоры для 
каждого из значений m s , представлен
ные в табл. 6.9. Согласно этой таблице 
состояние Р  реализуется при трех зна
чениях проекции суммарного спина, а 
состояния S и D  — только при нулевой 
проекции суммарного спина. Поэтому 
получим тринлетный 3Р-терм и синглет- 
ные *S- и Ш-термы: ^ о , 3Рол.2,

Если два р-электрона неэквивалентны, 
т. е. принадлежат электронной конфигу
рации n^pn.zp, то получим большее число 
термов, а именно

1S0, !£>,, и aSlf 3Р0. 1. 2, *£>1.2.3.
Обратим внимание на то, что в отли
чие от 3Р -  и З0-термов терм 3S  содер
жит не три уровня, а лишь один. В об
щем случае число уровней меньше его 
мультиплетности, если L <  S .  Такие 
термы называются неполными.

Таблица 6.9

ms Наборы Состояние

1 (О р

0 (2), (1), (0) D, Р,  S

—  1 (1) Р

Систематика Рессела — Саундерса 
наиболее широко применяется в спект
роскопии. В некоторых случаях, в осо
бенности для тяжелых элементов, ис
пользуется //-связь.

6.2.2. j j -связь

В этом случае в первую очередь учи
тывается взаимодействие между орбиталь-
ным моментом /,• и спином s,- одного и 
того же электрона. Вначале определяют 
полный момент г-го электрона

(6.14)

Вектору /',- ставится в соответствие кван
товое число Д. Полный момент атома J 
находим как векторную сумму моментов

7 =  S i .  (6-15)

Рис. 6.2

Вектору J  ставится в соответствие кван
товое число J.

В качестве примера рассмотрим кон
фигурацию sp. Для данной конфигу
рации имеем Д =  0, sx =  1/2 и /2 ~  1> 
s2 =  1/2. Для s-электрона квантовое 
число Д =  1/2, для /?-электрона — 
/ а =  1/2, 3/2. В случае //-связи состоя
ния обозначают как (Д, j 2) j ,  т. е. ука
зывают в скобках значения Д и / 2, 
значение J  — в виде индекса. Для 
рассматриваемой s/5-конфигурации по
лучаем четыре состояния

(1/2, 1/2)0, (1/2, 1/2)!, (1/2, 3/2)!,
(1/2, 3/2),.

Количество возможных состояний 
атома для заданной электронной кон
фигурации не зависит от типа^ связи. 
Действительно, число состояний опре
деляется по возможному числу значе
ний квантового числа J.  В случае свя
зи Рессела — Саундерса возможные
значения J определяются из формулы

7 = l  +  s =  £ 7 ,  +  (6.16)
i i

Правая часть формулы (6.16) может быть

записана в виде J =  £  (U +  s») — S  jt>
i 1

что совпадает с формулой (6.15).
Найдем состояния s/7-конфигурации 

для случая связи Рессела — Саундерса 
и сопоставим их с найденными ранее. 
Получим L =  1, S =  0,1, возможные 
состояния — 3Р 0,1,2 и ^ i .  Сопоставле
ние состояний показано на рис. 6.2.

На практике, вместо того чтобы для 
тяжелых элементов применять //-связь, 
используют систематику Рессела — 
Саундерса. В частности, для атома



ртути (порядковый номер 80) первые воз
бужденные электронные состояния 
имеют s/5-конфигурацию. Их обозначают 
по систематике Рессела — Саундерса, 
как показано на рис. 6.2.

Наряду с рассмотренными двумя ти
пами связи существуют и другие, про
межуточные. Например, для атомов 
инертных газов часто применяется 
(/, /)-связь.

Применение того или иного вида свя
зи зависит от типа взаимодействия, ко
торое должно быть учтено в первую 
очередь. Об этом уже говорилось, когда 
рассматривались связи L S  и //. Не
смотря на то, что общее число состояний 
получается одинаковым, один из видов 
связи может оказаться более удобным, 
чем другой. Если для систематики со
стояний используются квантовые числа 
L и S, то правила отбора для переходов 
между состояниями также формулиру
ются для чисел L и S. Найденные пра
вила отбора будут нарушаться, если 
фактическая связь не соответствует LS- 
связи. В частности, для //-связи кван
товые числа L и S не имеют смысла, 
поэтому правила отбора должны фор
мулироваться без использования чисел 
L и S. Более подробно эти вопросы 
рассмотрим в следующем параграфе.

§ 6.3. СПЕКТРЫ АТОМОВ С ОДНИМ
- И ДВУМЯ ВНЕШНИМИ ЭЛЕКТРОНАМИ

В классической электродинамике рас
сматриваются системы, которые харак
теризуются сложным распределением за
рядов в пространстве. Для таких сис
тем принято вводить понятия диполь
ного, квадрупольного и более высоких 
моментов системы. Можно привести 
примеры, когда отличен от нуля только 
один из моментов системы. Если система 
состоит всего из двух зарядов + е  и —е,

расположенных в точках гг (хи  у ъ  z j
и г2 (х 2, у г , za), ф г 2, то у такой сис~ 
темы отличен от нуля только дипольный
момент Р .  Все остальные моменты рав
ны нулю. Дипольный момент опреде
ляется из соотношения Р  =  е (гх — г2), 
направлен вектор дипольного момента, 
как известно, от отрицательного заряда

к положительному. Если с течением вре
мени изменяется дипольный момент 
системы, то система будет испускать 
электромагнитное излучение. Мощность 
его определяется формулой Герца (5.71).

Рассмотрим другой пример. Пусть 
четыре заряда расположены в верши^ 
нах квадрата. Два из них с зарядом +  е 
расположены на одной диагонали, а 
другие два с зарядом —е — на другой. 
У такой системы отличен от нуля только 
квадрупольный момент. Если с течением 
времени размеры квадрата периодически 
изменяются, то система будет испускать 
электромагнитное излучение, называе
мое квадрупольным, в отличие от пре
дыдущего дипольного. Для видимой об
ласти спектра интенсивность дипольного 
излучения на 7—8 порядков превышает 
интенсивность квадрупольного.

Электромагнитное излучение может 
испускаться не только при изменении 
электрических моментов системы, но и 
при изменении ее магнитного момента. 
Излучение, возникающее за счет послед
него процесса, примерно на 6 поряд
ков слабее, чем электродипольное излу
чение.

У сложных атомных систем испуска
ние электромагнитного излучения воз
можно за счет любого из рассмотренных 
процессов. Поскольку электродипольное 
излучение наиболее интенсивно, то в 
дальнейшем ограничимся приближением 
электрического диполя.

Рассмотрим один из частных случаев 
электрического дипольного излучения. 
Пусть в плоскости ху  имеем два электри
ческих диполя, колеблющихся с одной 
частотой оз. Первый диполь ориентиро
ван вдоль оси х, а второй — вдоль оси у .  
Считаем, что между колебаниями дипо
лей есть сдвиг по фазе я/2. Такая система 
двух диполей эквивалентна ротатору 
и обладает моментом количества движе
ния. В процессе испускания такой сис
темой электромагнитного излучения ее 
запас энергии и момент количества дви
жения уменьшаются до нуля. Как энер
гия, так и момент количества движения 
уносятся электромагнитным излуче
нием.

Электромагнитное излучение, распро
страняющееся в плоскости ху, будет 
линейно поляризованным, а распростра-



някмцееся вдоль оси г — поляризовано по 
кругу. Момент количества движения ро
татора передается циркулярно поляризо
ванному электромагнитному излучению.

Поскольку в реальной ситуации элект
ромагнитному полю соответствуют кван
ты света, то необходимо сделать вывод: 
момент количества движения передается 
квантам света. Квантам циркулярно 
поляризованного света соответствует 
проекция момента импульса фотона =£ ft 
на направление распространения. Знак 
проекции зависит от направления вра
щения вектора Е. Кванты линейно 
поляризованного света можно рассмат
ривать как результат суперпозиции пра- 
во- и левополяризованных квантов. 
Каждый циркулярно поляризованный 
квант света, возникший в результате 
электрического дипольного излучения, 
имеет момент импульса, которому соот
ветствует квантовое число I' — 1. Если 
квант света возникает в результате 
квадрупольного излучения, то его мо
менту импульса соответствует квантовое 
число /' =  2. Для более высоких элект
рических моментов момент импульса фо
тона будет еще больше.

6.3.1. Правила отбора

Учет момента импульса фотона позво
ляет получить правила отбора по кван
товому числу J для состояний и J 2, 
между которыми возможен электричес
кий дипольный переход. Из закона сохра
нения момента импульса следует, что
векторная сумма моментов атома J x

и фотона /' до акта поглощения кванта
должна быть равна моменту атома У2 
после поглощения. То же равенство 
должно выполняться и в случае испус
кания, с той лишь разницей, что про
цесс идет в обратном направлении. Со
гласно сказанному

7  =  ^ + ? .  (6.17)
На основании векторного равенства 
(6.17) с учетом правил пространствен
ного квантования можем записать выра
жения для квантовых чисел

J 2 =  J 1 -{- / , J х i  1» ..•»
| A - Z ' l .  (6.18)

Используя (6.18), определим возможный 
набор значений У2 Для нескольких 
значений J x при I' =  1 -

— 0. ^2 =  1 >
Л  =  1/2, J 2 =  1/2, 3/2,
^ = 1 ,  У2 =  0, 1, 2,

=  3/2, / 2=  1/2, 3/2, 5/2.

На основании полученных результатов 
можем правило отбора по квантовому 
числу J записать в следующем виде:

AJ  = 0 ,  2= 1, А  =  0**» J 2 =  0, (6.19)

где последнее выражение говорит о том, 
что электрический дипольный переход 
запрещен из состояния J l =  0 в состоя
ние J 2 =  0.

Рассмотрим правила отбора для кван
товых чисел L и S -Эти числа имеют смысл 
для атомов, у которых реализуется связь 
Рессела— Саундерса. Состояние атома 
зависит от состояний отдельных элект
ронов, входящих в его состав. В наи
более общем случае допустимо предпо
ложить, что при переходе атома из од
ного состояния в другое может меняться 
состояние всех его электронов. В дейст
вительности такой процесс требует боль
ших затрат энергии и в оптической спект
роскопии не наблюдается. Весьма мала 
вероятность такого процесса, когда од
новременно у атома два электрона пере
ходят из верхнего возбужденного со
стояния в нижнее. Чаще всего в спектро
скопии совершаются такие переходы, 
когда атом переходит из одного состоя
ния в другое за счет того, что изменяется 
состояние лишь одного электрона, в то 
время как состояния других электронов, 
определяемые набором четырех кванто
вых чисел, остаются неизменными. Такие 
переходы называются одноэлектрон
ными. Как правило, остальные электро
ны находятся в невозбужденных состоя
ниях. Встречаются случаи, когда один 
из «остальных» электронов также на
ходится в возбужденном состоянии. Тер
мы, которые получаются в этом случае, 
называются «смещенными». Будем рас
сматривать переходы, которые связаны 
с изменением состояния лишь одного из 
электронов атома. У атомов бывает 
несколько электронов, которые могут 
изменять свое состояние под действием 
оптических квантов различной энергии.



Их называют иногда оптическими элек
тронами.

Когда оптические электроны атома 
взаимодействуют с электромагнитной 
волной, можем выделить два типа взаи
модействия — электрическое и магнит
ное. Электрическое поле волны взаимо
действует с электронным облаком. В ре
зультате такого взаимодействия может 
измениться характер орбитального 
движения одного из электронов, что 
приведет к изменению квантового числа 
I. На спиновый магнитный момент 
электронной оболочки атома, определя
емый квантовым числом S, будет дейст
вовать магнитное поле волны. Величи
на магнитного взаимодействия примерно 
на 6 порядков меньше электриче
ского. Важно и другое обстоятельство. 
Длина волны оптического излучения на 
2—3 порядка превышает размеры ато
мов. При взаимодействии электромаг
нитной волны с атомом последний нахо
дится практически в однородных элект
рическом и магнитном полях.Магнитное 
поле волны действует одинаково на спи
новый магнитный момент каждого эле
ктрона. Поэтому оно не может изменить 
ориентацию спина одного из электронов 
по отношению к спинам других электро
нов. Таким образом, полный спин элект
ронной оболочки атома не изменяется 
за счет взаимодействия с электромагнит
ным полем. Это приводит к правилу от
бора для квантового числа S

AS =  0. (6.20)

Из-за малой величины магнитного взаи
модействия сохраняется неизменной и 
ориентация спина, т. е.

Ams — 0. (6.21)

Поскольку вектор 5 практически не 
взаимодействует с электромагнитной вол
ной (в используемом нами приближении 
дипольного электрического взаимодей
ствия), то изменения вектора /"должны 
происходить за счет изменения вектора
L.  В результате правило отбора для 
квантового числа L имеет вид такой же, 
хак для квантового числа J,

Рассмотрим еще правила отбора для 
проекций моментов на выделенное на
правление. Эти правила важно учиты
вать при анализе эффекта Зеемана. 
Вначале определим правила отбора для 
квантового числа т  в случае одноэлект
ронных ВОЛНОВЫХ функций 1|5nimir, 0, 
ф) =  Rni(r)QT(Q) Ф т(ц>). Как было пока
зано, переход между состояниями Tpf и 
■ф* разрешен, если не равен нулю ин
теграл

P t k =  ^ * e r ^ kr2 sin в dr dQd(p. (6.23) 
Удобно вычислять интеграл (6.23) не для
компонент х, у , г вектора г, а для ли
нейных комбинаций

§ =  х +  i y  =  г sin Qe{f,
Т) =  X — iy  =  rsine<?-(>, £ =  Z. (6.24)

Интегрирование выражения (6.23) по 
координате г  не приводит к каким-либо 
ограничениям на значения квантовых чи
сел ni и nk. Проинтегрировав (6.23) по 0, 
получим уже известное правило отбора 
Al =  ±  1, а по ф — правила отбора для 
числа т. Используем явные выражения 
Для Фт (ф), подставим выражения (6.24) 
в (6.23), и интегралы, зависящие от ср, 
примут вид

2я

j  =  2л6т . т +и
о R

2я
j  e- im‘fe- ‘feim^d ip  =  2п6т . т  ,, (6.25) 
о *

2л

j  =  2 л 8 „ , ,  щ .
о *

Запишем правила отбора для кванто
вого числа т  на основании (6.25).

Ат  =  0, +  1. (6.26)

Из выражений (6.24) и (6.25) следует, 
что переход Ат =  0 совершается за 
счет z-компоненты дипольного момента. 
Переходам Ат  =  +  1 соответствуют 
компоненты х  +  iy. Каждая из них 
отвечает паре диполей, ориентирован
ных по осям х  и у  и имеющих сдвиг по 
фазе +л;/2. В этих случаях вдоль оси 
г  испускается электромагнитное излу
чение, циркулярно поляризованное по 
правому и левому кругу соответствен-



но. Так как для многоэлектронных ато
мов ограничиваемся одноэлектронными 
переходами, то правила отбора для кван
товых чисел m t  и m j  имеют тот же вид, 
что и для квантового числа т:

AmL =  0, ± 1 , Anij =  0, + 1 . (6.27)
Подытожим правила отбора для излу

чательных переходов в многоэлектрон
ных атомах в приближении электриче
ского дипольного излучения: 1) прави
ло Лапорта: 
четность меняется,
2) Д /  =  ±  1; 6) Д./ =  0 ,  ±  1;
3) Ат, =  0, ±  1; 7) У2 =  0;
4) AS =  0; 8) Am j  =  0, ±  1;
5) Ams =  0; 9) AL  =  0, +  1;

10) ArtiL =  0, ± 1 .
Правило 4 выполняется только в слу

чае связи Рессела — Саундерса. Для 
тяжелых атомов, например, для ртути, 
где систематика Рессела — Саундерса 
является приближенной, это правило 
нарушается. Если правило отбора 
AS =  0 выполняется, то это доказывает, 
что реализуется LS-связь.

6.3.2. Спектры атомов 
с одним оптическим электроном

К группе атомов с одним оптическим 
электроном относятся атом водорода и 
атомы щелочных металлов, которые со
держат один оптический электрон сверх 
заполненных оболочек.

Используем связь Рессела—Саундер
са для систематики состояний атома во
дорода и рассмотрим переходы между 
состояниями в соответствии с правилами 
отбора. Основные закономерности в спе
ктре атома водорода были проанализи
рованы ранее. Для более детального 
анализа возьмем первую линию из серии 
Бальмера На , которая возникает при 
переходе из состояния п =  3 в состоя
ние п =  2. Для оболочки, состоящей из 
одного электрона, согласно табл. 6.5, 
имеем только дублетные состояния. 
Квантовому числу п =  2 отвечают сос
тояния с / =  0,1. Для атомов с одним 
электроном L =  / ,  т. е. получим

L =  / =  0, 2S 1/2,
L  = ■ /  =  1, 2Л /2 ,  2Р з/2.

Для квантового числа п =  3 имеем I =  
=  0, 1, 2, отсюда

L =  I =  0, 2S 1/2 
L =  l = l ,  2Л /2, 2/ V
L — 1 =  2, аОз/2, 2£*5/2-

Таким образом, три состояния соответ
ствуют значению п =  2 и пять — значе
нию п =  3. Число возможных перехо
дов между состояниями могло бы до
стичь 15, если бы все они были разре
шены правилами отбора. Учет правил 
отбора сокращает число возможных пе
реходов почти вдвое. Разрешенные пра
вилами отбора переходы показаны на 
рис. 6.3. Согласно полученному' резуль
тату, одной линии Н а соответствует 7 пе
реходов. По теории Шредингера, все 
уровни с одинаковыми значениями п 
имеют одинаковую энергию. Поэтому при 
каждом из семи переходов возникает 
фотон с одной и той же энергией. Распо
ложение уровней на рис. 6.3 учиты
вает вывод теории Шредингера.

Впоследствии были проведены более 
глубокие как теоретические, так и эк
спериментальные исследования струк
туры линии На.  Они показали, что все 
семь переходов, за счет которых возни
кает линия На,  характеризуются раз
личными энергетическими интервалами. 
В действительности линия Н а  состоит 
из семи очень близко расположенных 
компонент, которые обычными методами 
спектроскопии не могут быть разреше
ны, т. е. зафиксированы раздельно. По
дробнее структура линии Н а будет рас
смотрена в § 6.4.

Атомы щелочных металлов Li, N а, 
К, Rb, Cs, Fr содержат один оптический 
электрон сверх заполненных оболочек. 
Оптические спектры этих элементов свя
заны с переходами внешнего электрона, 
который находится в электрическом поле



атомного остатка. В невозбужденном 
состоянии каждый из атомов щелочных 
металлов содержит один ns-электрон. 
Главное квантовое число принимает по
следовательно целочисленные значения 
от я  =  2 для Li до л =  7 для Fr. Для 
спектров атомов щелочных металлов ха
рактерны общие закономерности, кото
рые рассмотрим на примере атома Na. 
Отметим две особенности, которые, в от
личие от атома водорода, проявляются 
в расположении термов для Na. Во-пер- 
вых, энергия уровней Na зависит от 
л и / .  Для атома водорода энергия уров
ней не зависит от квантового числа /. 
Этот факт, называемый часто случайным 
вырождением, связан с тем, что зависи
мость потенциальной энергии электрона 
у  атома водорода от г имеет вид V =  

Z e 2=  — 4яе т . Для атома натрия эта зави
симость более сложна. Потенциальная 
энергия внешнего электрона Na из-за 
влияния электронов атомного остатка мо
жет быть представлена в виде

где Z эф также зависит от г. На больших 
расстояниях Zэф =  + 1 , т. е. суммарному 
заряду ядра и остальных электронов. 
На малых расстояниях потенциальная 
энергия

У = - Щ &  +  С’ (6-29)

где Z — заряд ядра (для Na Z =  11), 
С — постоянная величина. Таким обра
зом, потенциал атомного остатка отли
чается от кулоновского. Это приводит 
к снятию случайного вырождения, т. е. 
энергия уровней для Na зависит не толь
ко от л, но и от /.

Во-вторых, в спектрах атомов щелоч
ных металлов проявляется тонкая струк
тура. Ее появление связано с мульти- 
плетным расщеплением термов. В част
ности, два уровня Na 2Р 1/2 и 2Р 3/2, кото
рым соответствует электронная конфигу
рация 3р,  имеют различную энергию. 
Уровень 2Р 3/2 расположен выше уровня 
2Я1/2 на 17 см-1. Различие в энергиях 
обусловлено взаимодействием орбиталь
ного магнитного момента со спиновым 
магнитным моментом электрона. За счет 
орбитального движения электрона соз

дается магнитное поле, величина которо
го пропорциональна орбитальному мо-

—>
менту электрона, т. е. длине вектора L. 
Энергия спинового магнитного момента 
в этом магнитном поле зависит от отно
сительной ориентации векторов L и S,
т. е. от скалярного произведения LS.

Рассмотрим подробнее, как может быть 
учтено влияние квантового числа / на 
энергетические уровни атомов щелочных 
металлов.

Заполненные электронные оболочки 
характеризуются сферической симмет
рией. Поэтому внешний электрон ще
лочного металла находится в сфериче- 
ски-симметричном электрическом поле. 
Для него уравнение Шредингера будет, 
в общих чертах, такое же, как для элек
трона атома водорода; электрическое 
поле имеет сферическую симметрию, но 
его зависимость от г более сложная, чем 
в случае атома водорода. Разделение 
переменных может быть проведено тем 
же способом. Уравнения, зависящие от 
переменных 0 и ср, имеют такие же реше
ния, как в случае атома водорода. От
личие заключается в том, что уравнение 
для радиальных функций R nl (г) не мо
жет быть решено точно. В таких случаях 
используют обычно приближенные мето
ды, в частности, теорию возмущений. 
С этой целью вместо (6.29) для потен
циальной энергии запишем выражение

^ >  =  - < w [ ‘ + C- ( 7 )  +
+  с , ( ^ ) ! +  с , ( й ) ’ + " . ] ,  (б.зо)

где г х — боровский радиус, С,- — констан
ты, которые зависят от реального хода 
потенциала атомного остатка. Величину

Д1, “ - 4 ^ [ С . 7  +  С . ( ? ) ’  +

+  с ,  (£)*+•••] (6.31)

будем рассматривать как малое возмуще
ние по сравнению с кулоновским потен
циалом. В качестве волновых функций 
нулевого приближения можно использо
вать известные функции R ni(r), полу
ченные при решении уравнения Шредин-



гера для атома водорода. Поправку к 
энергии найдем из выражения

A W ni =  J R*ni{r)AVRni(r )r* d r .  (6.32) 
о

Проведем качественный анализ выраже
ния (6.32). Величина АУ принимает макси
мальное значение при 0, а при г-*  сю 
AV —► 0. Из такого поведения АУ можно 
заключить, что поправка | AWni | будет 
велика для тех состояний, у которых 

имеет сравнительно большие зна
чения при малых г. В области малых г 
большими значениями | R ni |2 хара1#гери- 
зуются s-состояния. С увеличением кван
товых чисел п и / значение \R ni\2 в об
ласти малых г уменьшается, вместе с тем 
уменьшается и |А№„;|.

Экспериментальные исследования и 
количественные расчеты позволяют полу
чить формулу для энергии состояний с 
заданными п и /

. chR
A W n t  —  _  Д ,)2  >

где Я — постоянная Ридберга, п — глав
ное квантовое число, А/ — поправка, ко
торая называется квантовым дефектом. 
В зависимости от значений / =  0, 1, 2 ... 
она обозначается A s, А р, Ad, ... Экспе
риментальные значения квантового дефек
та для состояний s, р , d, f различных 
щелочных элементов приведены в табл. 
6.10.

Таблица 6.10

п Z
Эле
мент i d Ч

2 3 Li 0,412 0,041 0.002 0,000
3 11 Na 1,373 0,883 0,010 0,001
4 19 К 2,230 1,776 0,146 0,007
5 37 Rb 3,195 2,711 1,233 0,012
6 55 Cs 4,131 3,649 2,448 0,022

Излучательные переходы между уров
нями атомов удовлетворяют правилу от
бора А/ =  ^  1. Для щелочных металлов 
L =  I, поэтому излучательные перехо
ды удовлетворяют правилу отбора AL =  
=  =£ 1. В спектрах атомов щелочных 
металлов наблюдается несколько серий. 
Каждой спектральной серии, как и у 
атома водорода, соответствуют один ниж
ний уровень и группа верхних уровней. 
Но, в отличие от атома водорода, где 
со всех верхних уровней (с заданным п) 
происходят переходы на избранный ниж
ний, у щелочных металлов каждой серии 
соответствует своя группа верхних 
уровней. Известны следующие серии ще
лочных металлов:

1. Главная серия. Пренебрегая дуб
летным расщеплением, определим поло
жение спектральных линий

R R (6.34)v = («1- Ар)2 ’(Я — Д5)2
где, в зависимости от элемента п. А,

(6.33) А определяются из табл. 6.10, а п х =  п,

Хотя для каждого элемента величина 
квантового дефекта не зависит от п, 
однако его влияние на что следует 
из формулы (6.33), будет уменьшаться 
с увеличением п. Из табл. 6.10 видно 
также, что А, уменьшается с ростом I. 
Это, в целом, согласуется с приведен
ными ранее качественными соображени
ями.

п +  1, п +  2 и т. д. Переходы соверша 
ются из возбужденных состояний пгр 
2Pi/2, 3/2, а основное состояние ns 2S \р.

2. Первая побочная (или диффузная) 
серия. Переходы совершаются из состоя
ний nxd 2D3/2, 5/2 в состояние пр 2Р \/2, 3/2. 
Положение линий определяется формулой

( 6 '3 5 )

где п, Ар и Ad даны в табл. 6.10, пх =  
=  п, п - \ - \ ,  п +  2, ...

3. Вторая побочная (резкая) серия. 
Нижнее состояние то же, что и в преды
дущей серии — пр%Р  i/г, 3/2- Переходы 
происходят из расположенных выше со
стояний nxs2Si/2. Сериальная формула

5 =  <6 -36> 
где п, А„ и А, даны в табл. 6.10, пх =  
=  п +  1, П +  2, п +  3, ...

4. Фундаментальная серия. Нижний 
терм — nd2Dz/2 , 5/2- Верхние термы nxf 
2F 5/2, 7/2- Сериальная формула 

R Rv = ( n - A d ) 2 («!— А/)2
(6.37)

где п, Ad, Af даны в табл. 6.10, пх — 
=  п +  1, п +  2, п +  3......... Переходы
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для первых трех серий Na показаны на 
рис. 6.4, дублетное расщепление термов 
на рис. 6.4 преувеличено.

Действительные величины дублетного 
расщепления для уровней 2Р г /2 — 2Рз/г 
атомов щелочных металлов приведены 
в табл. 6.11. Расщепление растет с уве
личением заряда ядра. Для каждого 
элемента расщепление падает с ростом 
п. Увеличение квантового числа I так
же приводит к уменьшению расщепле
ния. Для 2D- состояний расщепление 
настолько мало, что переходы из состоя
ний 2D 3/2 и  Ю 5/2 в  состояние 2Я 3/2 видны 
в виде одной линии, лишь слегка уши
ренной за счет дублетного расщепле
ния 21>з/2 — 2D 5j2. По этой причине ли
нии серии выглядят диффузными, что 
и объясняет ее название. Напротив, для 
термов 2Si/2 расщепления быть не долж
но, переходы 2S l/2— 2P i/2, 3/2 дают резкие 
линии, поэтому серия названа резкой. 
■Спектроскопические обозначения s, р,
4 ,  /  соответствуют начальным буквам 
английских названий серий: principal — 
главная, sharp — резкая, diffuse — диф-

Таблица 6.11

д (см- ’) = W(*P3/i) — W (*я, /.)
гг

Li Na к Rb Cs

2 0,34
3 17,2
4 5,49 57,9
5 2,49 . 18,7 237,6
6 1,50 8,1 77,5 554

фузная, fundamental — фундаменталь
ная. Иногда для описания сериальных 
закономерностей в спектрах атомов ще
лочных металлов вводится так называе
мое относительное квантовое число п ' . 
Для атомов любого щелочного элемента 
оно вводится одинаковым образом. Все 
s-состояния внешнего электрона, начи
ная с самого низкого, обозначаются как 
Is, 2s, 3s, 4s и т. д. Аналогичным обра
зом, начиная с самого низкого, и с 
п' =  2 обозначаются ^-состояния: 2р, 
3р,  4р  и т. д., для d- и /-состояний — 
3d, id ,  5d, ..., 4/, 5/, ... . Использование 
относительного квантового числа по
зволяет единым способом задать поло
жение уровней энергии. Вместо форму
лы (6.33) запишем

=  ' <6 '38) 
вместо I ставятся соответственно значе
ния поправок, обозначаемых s, р , d . . . ,  
которые находят из равенств

п' -f- s =  п — Д5,
п' +  р  — п — Д р, (6.39)
п' +  d — п — Ad.

Поправки имеют положительные значе
ния в пределах 0,5— 1 для всех щелочных 
элементов.

Одна из рассмотренных ранее серий, 
а именно главная серия, возникает за 
счет переходов между состояниями, из 
которых нижнее является основным. 
Поэтому линии главной серии принято 
называть резонансными. Название от
ражает тот факт, что линии главной се
рии можно наблюдать не только в спек
тре излучения атомов Na (или другого 
щелочного металла), но и в спектре 
поглощения. В спектре поглощения ли
нии других серий не наблюдаются, так 
как в обычных условиях заселено только 
основное состояние, с которого и совер
шаются переходы на верхние состояния.

В общем случае всякая спектральная 
линия называется резонансной, если 
она возникает за счет перехода между 
состояниями, одно из которых является 
основным.

Наиболее интенсивными линиями в 
спектре атомов Na являются желтые ре
зонансные D-линии с длинами волн 
589,0 и 589,6 нм — натриевый дублет.



Они возникают, соответственно, в ре
зультате переходов Зр2Рз/г 3s 2Si/2 
и 3/?2P i/2-> 3s 2Si/2. Цвет излучения на
триевых ламп и пламени, в которое вве
дены соли Na, определяется, в основном, 
резонансными D -линиями.

Были рассмотрены спектры нейтраль
ных атомов, имеющих один оптический 
электрон. Те же закономерности в спек
трах наблюдаются и у ионов, содержащих 
один электрон сверх заполненных обо
лочек. Например, ион гелия Не+ содер
жит всего один электрон, поэтому в его 
спектре должны проявляться те же за
кономерности, что и в спектре атома 
водорода. Линии в спектре Не+ груп
пируются, как и для атома водорода, в 
серии. Им соответствуют, в частности, 
формулы

v =  п =  4 ,5 , 6, . . . , ( 6 . 40)

v =  4 п =  5 , 6 , 7 , . . .  (6.41)

В этих формулах множитель 4 =  Z2 со
ответствует заряду Z =  2 ядра гелия. 
Серия (6.40) впервые была обнаружена 
Фаулером в смеси водорода и гелия. Се
рия (6.41) была открыта Пикерингом 
в спектре планетарной туманности 
(£-Кормы). Значение постоянной Рид- 
берга в данных формулах не совпадает 
точно со значением R  для атома водоро
да. Это связано с различием масс ядер 
водорода и гелия. Учет конечной массы 
ядра, как уже было показано, приводит 
к некоторому изменению величины R  
по сравнению с /?„.

6.3.3. Спектры атоллов
с двумя оптическими электронами

Перейдем к рассмотрению основных 
закономерностей в спектрах элементов, 
содержащих два оптических электрона. 
Ограничимся двумя элементами — гелия 
и ртути. На примере атома гелия, имею
щего электронную оболочку Is2, можно 
рассмотреть основные закономерности, 
проявляющиеся в спектрах легких эле
ментов с внешней оболочкой /is2.

Атом ртути относится к тяжелым эле
ментам _  z  =  80. На его примере мож
но увидеть отступления от правил отбо-

Рис. 6.5

ра, справедливых в случаях связи Рес- 
села — Саундерса.

Согласно табл. 6.5 состояния атома 
гелия делятся на синглетные — 5 =  0 
и триплетные — S =  1. Правило отбора 
AS =  0 запрещает переходы с триплет- 
ных уровней на синглетные и обратно. 
Таким образом, спектр атома гелия как 
бы разбивается на два. Поскольку пере
ходы между термами различной мульти- 
плетности не происходят, то у одной 
группы атомов гелия спины электронов 
все время остаются антипараллельными, 
а у другой — параллельными. Первона
чально это обстоятельство явилось ос
новой для заключения о существовании 
двух сортов атомов гелия — парагелия 
и ортогелия. Поздйее выяснилось, что 
парагелию соответствует антипараллель- 
ная ориентация спинов электронов, а 
ортогелию — параллельная (рис. 6.5). 
(Мнемоническое правило: парагелий — 
пара сил).

Все электронные конфигурации атома 
гелия могут быть представлены в виде 
«j/j л 2/2. Однако одновременное воз
буждение двух электронов весьма мало
вероятно, поэтому будем рассматривать 
случаи, когда один электрон находится 
в невозбужденном состоянии Is. Возбуж
денным состояниям отвечают электрон
ные конфигурации 1 snl. Каждой элект
ронной конфигурации соответствует два 
терма — синглетный и триплетный, за 
исключением конфигурации основного 
состояния Is2. Электроны конфигура
ции Is2 являются эквивалентными. По
скольку /i =  /2 — 0 и тп  =  т '2 =  
то принцип Паули может быть выполнен 
при условии msl =  1/2, m S2 =  1/2, 
т. е. возможно лишь синглетное состоя
ние ^ о . Таким образом, основное со
стояние атома гелия является синглет- 
ным. Среди триплетных состояний само
му низкому соответствует конфигурация
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ls2s и терм 3Sb т. е. второй электрон 
находится в возбужденном состоянии 
2s. Самый низкий триплетный терм 3Sj 
за счет энергии возбуждения конфигура
ции ls2s расположен выше самого низ
кого синглетного 25 0 (конфигурация 
Is2) на 19, 82 эВ. Поскольку электроны 
конфигурации ls2s неэквивалентны, то 
для нее реализуются и синглетный и 
триплетный термы. Синглетный терм 
ls2s 1S0 расположен выше триплетного 

на 0,8 эВ (6421 см-1). Различие 
в энергиях термов ^  и 35 х одной и той 
же электронной конфигурации обуслов
лено обменным взаимодействием. Оно 
проявляется и для термов Р, D , F, но 
резко уменьшается с увеличением кван
тового числа L. Например, расщепление 
за счет обменного взаимодействия термов 
гР  и 3Р  конфигурации \s2p составляет 
2048 см-1. К такому же эффекту приве
дет рост квантового числа п возбужден
ного электрона. Схема уровней гелия 
и переходы между ними приведены на 
рис. 6.6. Триплетные термы 3SX являются 
неполными, т. к. S >  L, и состоят из 
одного энергетического уровня. Три
плетные термы 3Р , 3D  и т. д. состоят из 
трех уровней 3/ >0,ll2> 3£)1,2.з и т. д. Каждо
му из уровней триплетного терма соот
ветствует своя энергия. Различие в 
энергиях есть результат спин-орбиталь- 
ного взаимодействия, т. е. энергия каж
дого уровня данного терма зависит от 
относительной ориентациии орбиталь
ного и спинового магнитных моментов. 
Для атома гелия величина расщепления 
уровней триплетного терма весьма мала. 
Наибольшее расщепление наблюдается

для терма ls2p3P ,  между крайними 
уровнями 3Р 0 — 3Р 2 этого терма энер
гетическое расстояние составляет все
го 1,07 см-1. Уровни триплетных термов 
с более высокими значениями квантовых 
чисел п и L  практически сливаются 
в один.

Уровни энергии, с которых излуча
тельный переход на уровни, располо
женные ниже, запрещен, называются 
метастабильными. В качестве примера 
можно указать два метастабильных 
уровня атома гелия ls2s г5 0 и ls2s 
Для обоих уровней переход в основное 
состояние Is2 1S0 запрещен по правилу 
Лапорта, кроме того, для первого уров
ня переход запрещен по правилу =  
=  0 +*■ J 2 =  0, а для второго — по пра
вилу AS =  0. Вследствие этого время 
жизни атома гелия на каждом из этих 
уровней весьма велико по атомным мас
штабам. Если излучательный переход 
разрешен, то время жизни атома в воз
бужденном состоянии составляет 10~8— 
Ю“7 с. Для метастабильных состояний 
это время возрастает на 6—8 порядков. 
Переход из метастабильного состояния 
в основное совершается обычно под влия
нием соударений. Частота соударений 
зависит от давления газа. Увеличение 
частоты соударений приводит к умень
шению времени жизни атома в метаста- 
бильном состоянии.

Термы атома ртути, как и гелия, де
лятся на триплетные и синглетные. Ос
новному состоянию соответствует элек
тронная конфигурация 6s2, синглет
ный терм ^ о . Электронные конфигу
рации возбужденных состояний в общем 
виде могут быть записаны как 6snl,
где п =  6, 7, 8.........  I =  0, 1, 2, 3 ....
Поскольку атом ртути относится к тяже
лым элементам (Z =  80), то связь 
Рессела—Саундерса нарушается. След
ствием этого являются два фактора: во- 
первых, величина мультиплетного рас
щепления триплетных термов на несколь
ко порядков больше, чем у атома гелия, 
во-вторых, в отличие от атома гелия, 
правило отбора AS =  0 не выполня
ется. Наблюдаются переходы между 
термами различной мультиплетности, 
которые называются интеркомбинацион
ными переходами, или просто интерком
бинациями. Самые низкие возбужденные
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состояния атома ртути возникают 
из электронной конфигурации 6s6p.
Ей соответствуют два терма — 
синглетный 1Р 1 и триплетный, со- 
стоящий из трех уровней — 3Р 0,
3P lt 3Р 2. Расположение уровней для 
различных электронных конфигу
раций показано на рис. 6.7. На
иболее мощными в спектре ртути 
являются две резонансные линии:
184,9 нм переход гР х -*■ ^ о  и 
253,7 нм переход 3Р г ->- ^ q . По
следняя возникает в результате 
и н т еркомбинационного перехода.
На рис. 6.7 сгруппированы линии, 
возникающие за счет переходов 
между синглетными термами, три- 
плетными и за счет интеркомбина
ционных переходов.

О величине расщепления терма 6s6p Р 
можно получить представление, сопоста
вив длины волн линий, возникающих за 
счет переходов из состояния 6s7s 3SX на 
уровни 3Р 0,1,2 данного терма. Интервал 
между этими линиями охватывает почти 
всю видимую область спектра: 3S 1-*-3P 0

~ К =  404,7 нм, 3Si -*■ 3Р 1 — X
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=  435,8 нм, 3SL -> 3Р 2— к =  546,1 нм.
Мультиплетное расщепление термов 

атомов Na и Не рассматривали как при
чину тонкой структуры спектров. Стру
ктура спектра атома ртути, обуслов
ленная мультиплетным расщеплением 
термов, может быть названа тонкой 
лишь весьма условно. Рассматривая 
мультиплетное расщепление термов у 
атомов щелочных металлов, пришли к 
выводу, что величина расщепления про
порциональна скалярному произведе-
нию~ЙГ. Используя это, можем получить 
правило интервалов Ланде, выполнимость 
которого может быть проверена на при
мере терма 6s6р 3Р 0,1,2 атома ртути.

Согласно правилу Ланде, расстояние 
между соседними уровнями одного муль- 
типлета пропорционально большему из 
чисел J.  Выражение для энергии уровня 
запишем в виде

в константу А — все прочие виды взаимо
действия. Учитывая векторное равенство
J =  L  +  S,  имеем

72 = Г2 + S 2 + 2LS,  (6.43)

откуда следует

LS =  1/2(7* —t 2 - S 2). (6.44)

Учитывая выражения для L2, S2 и J2, 
последнее выражение запишем в виде

L S ^ [ J ( J  +  \ ) - L ( L  +  1 ) -

— ( S + l ) ] .  (6.45)

Разность энергий между уровнями W y+i 
и W j  найдем из (6.42), подставив (6.45)

W j =  А +  BLS,

A W j+ u j =  Wj+ i — W j =  В (J +  1 )Й*.
(6.46)

В частности, для пары уровней SP 2 и 3Р 1 
получим AW 2, 1 =  2Bh2, а для пары 3Р Х 
и зро_  д ^ 1>0 =  вй 2. Отсюда следует, 
что энергетический интервал 3Р 2 — 3Р 1 
должен быть вдвое больше интервала 
зр  __ зр„ Реальные их значения для 
ртути 0,58 эВ и 0,22 эВ, что указывает 
на отклонение от правила интервалов 
Ланде. Это связано с отклонением типа 

(6 42) связи от нормальной для атома ртути.

где А и В — константы для заданного § 6 4- с в е р х т о н к а я  с т р у к т у р а  с п е к т р о в  
терма, определяемого значениями кван
товых чисел L и 5 . В константу В вклю- Тонкая структура спектров связана 
чено спин-орбитальное взаимодействие, а с мультиплетным расщеплением термов.



В некоторых случаях, например для 
атома Hg, это расщепление настолько 
велико, что термин «тонкая структура» 
может применяться лишь условно. Ис
следования структуры спектральных ли
ний показали, что наряду с мультиплет- 
ным расщеплением имеются и другие 
причины, которые приводят к тому, что 
вместо одиночной линии наблюдается 
две или более линий. Одна из причин — 
зависимость постоянной Ридберга от 
массы ядра — фактически была рас
смотрена. В экспериментальных иссле
дованиях спектра элемента исследуется 
в действительности смесь его изотопов. 
Если даже спектральные линии отдель
ных ИЗОТОВ являются одиночными, то 
в спектре смеси изотопов эти линии за 
счет различия постоянных Ридберга не 
наложатся друг на друга. Это проявится 
как сверхтонкая структура линии. Имен
но таким образом был впервые обнару
жен тяжелый изотоп водорода — дейте
рий. Для более тяжелых элементов от
носительное различие в массах ядер 
невелико. Поэтому изотопическое сме
щение оказывается весьма малым. Та
кая тонкая структура спектральных ли
ний является результатом смещения ли
ний одних изотопов по отношению к дру
гим, в то время как спектральная линия 
каждого изотопа в отдельности может 
оставаться одиночной.

Более интересными с физической точки 
зрения оказываются случаи, когда обна
руживается сверхтонкое расщепление 
уровней и спектральных линий для одно
го изотопа. Причины, приводящие к та
ким расщеплениям, могут быть различ
ными.

6.4.1. Ядерный спин 
и сверхтонкая структура уровней

Изучение закономерностей в сверх
тонкой структуре спектров привело Пау
ли к выводу, что собственным механичес
ким моментом обладают не только элек
троны, но и ядра атомов. С собственным 
механическим моментом ядра, ядерным 
спином, связан магнитный ядерный мо
мент. Гиромагнитное отношение для 
ядра существенно меньше, чем для 
электрона, так как масса ядра намного

превышает массу электрона. Ядерный 
магнитный момент протона

_  1
~  1840 ^Б>

т. е. отношение магнетона Бора к 
ядерному магнетону  равно отношению 
масс протона и электрона. Спину про
тона, как и электрона, соответствует 
квантовое число 1/2. В общем случае 
спин ядра определяется квантовым чис
лом I . Оно для различных ядер может 
принимать как целые, так и полуцелые 
значения. Для ядерного спина справед
ливы общие правила пространственного
квантования. «Длина» вектора /  опреде
ляется аналогично другим векторам из
соотношения | / 1 =  h V I {I +  1). Различ
ная относительная ориентация векторов
L и S  приводит к появлению тонкой 
структуры. Каждому уровню соответст
вует вектор J =  L +  S.

Учет взаимодействия векторов J и /  
приводит к сверхтонкой ст рукт уре  
уровней. В результате векторного сло
жения J  и /  получаем вектор F, кото
рый представляет полный момент коли
чества движения атома с учетом ядерного 
спина

F ~ = 7 + T  (6.47)

Вектору F соответствуют квантовые чис
ла F, которые принимают значения

F =  J +  / ,  J +  I — l, . . .  , | У — / 1.
(6.48)

Схематически результат векторного сло
жения (6.47) с учетом пространственного 
квантования показан на рис. 6.8 и 6.9. 

Правила отбора для полного момента
количества движения F имеют тот же
вид, что и для момента J:

AF =  0, ± 1 , 
f 1 =  0 ^ F 2 =  0. (6.49)

Из соотношения (6.48) следует, что число 
компонент сверхтонкого расщепления 
зависит не только от / ,  но и от J . Уровни



Рис. 6.8

с J =  0 являются одиночными. Для 
больших J число компонент сверхтон
кого расщепления равно числу возмож
ных проекций вектора /  на выделенное 
направление.

В качестве примера рассмотрим сверх
тонкую структуру одной из D -линий 
атома Na. Впервые сверхтонкая струк
тура D -линий была измерена в 1928 г.
А. Н. Терениным и Л . Н. Добрецовым. 
Для изотопа Na23 I =  3/2 основное 
состояние 2S1/2 расщепляется на два 
уровня с F =  2 и F =  1. Возбужденное 
состояние 2Рз/2 расщепляется на 4 уров
ня, для которых F =  0, 1, 2, 3.

В результате переходов, удовлетворя
ющих правилу отбора AF =  0, + 1 , 
спектральная линия 589,0 нм расщеп
ляется на 6 компонент, рис. 6.10. Рас
щепление нижнего уровня составляет 
всего 0,03 см"1. Расщепление верхнего 
уровня существенно меньше. Практи
чески верхние уровни сливаются в 
один.

Рассмотренный пример показывает, 
что по результатам исследований сверх
тонкой структуры линий можно опреде
лить спин ядра.

6.4.2. Лэмбовский сдвиг уровней

В теории Шредингера не учитывается 
спин электрона. Уровни энергии атома 
водорода вырождены, поскольку энер
гия не зависит от квантового числа /.
В добавление к сказанному отметим 
еще одно обстоятельство. Нестационарное 
уравнение Шредингера имеет вид

ih ^  =  Яг|>. (6.50)

В этом уравнении имеется первая про
изводная по времени. Оператор Я со
держит вторые производные по коорди
натам. С этой точки зрения пространст
венные координаты и время входят в 
уравнение Шредингера неэквивалент
ным образом. На основании этого можно 
сделать вывод, что нестационарное урав
нение Шредингера является нереляти
вистским, так как в него пространствен
ные и временные координаты входят 
неэквивалентным образом. Следователь
но, оно не может быть использовано для 
расчета релятивистских эффектов.

В 1928 г. П. Дирак получил реляти
вистское волновое уравнение, пригодное 
для описания движения частиц со спи
ном 1/2. Эта работа Дирака по праву 
относится к числу крупнейщих физиче
ских достижений нашего века.

Волновое уравнение Дирака  представ
ляет собой систему четырех дифферен
циальных уравнений первого порядка 
для четырех функций. Явный вид 
уравнения Дирака, как и уравнения 
Шредингера, зависит от рассматривае
мой физической задачи.

Для кулоновского поля, в котором по
тенциальная энергия электрона V =  

Ze2=  — г----- , можно записать волновое
4яе„/- ’

уравнение Дирака в виде системы четы
рех уравнений:

— ~~ V~ +  

+ t - ' t  +  t = 0’ <6-51>
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Решение системы уравнений (6.51) по
зволяет получить выражение для уров
ней энергии атома водорода, которое 
можно записать в виде

WnJ =  W n —  A WnJ, (6.52)
где

hcRZ2Wn =  — '- (6.53)

есть значение энергии, которое дает 
теория Шредингера. Добавка определя
ется из уравнения

A W nj  =  —Rhc
J +  1/2

где
a  = 4ne„ch 137

(6.54)

(6.55)

постоянная тонкой структ уры.
Из выражения (6.54) следует, что уровни 

с одинаковыми квантовыми числами п и J 
имеют одну и ту же энергию независимо 
от квантового числа L.  В связи с полу
ченным результатом, в рис. 6.3 должна 
быть внесена поправка. Уровень энергии 
п — 2 расщепляется на два: нижней ком
поненте расщепления соответствуют со
стояния 2S1/2 и 2Л /2,- а верхней — 2jD3/2- 
Уровень Энергии с п — 3 расщепляется 
на три компоненты:-’ нижней соответст
вуют состояния 2Sj/2 и 2А /2, средней —

2Рз/ 2 и 2D з/2, верхней — 2D 5/2. За счет 
расщепления уровней п =  3 и п =  2 ли
ния Н а оказывается не одиночной. Ре
зультаты экспериментальных исследова
ний (1932 г.) подтвердили, что линия Н а 
состоит из нескольких компонент. В то 
же время, результаты эксперимента по
зволили высказать предположение, что 
уровни 25 1/2 (п — 2) и 2Р \ / 2  (п =  2) не 
совпадают по энергии, как того требует 
теория Дирака. По предварительным дан
ным, уровень 2Si/2 расположен выше 
уровня 2Р\/2 . Точное определение распо
ложения уровней 2S 1/2 и 2Л /2 оказалось 
невозможным из-за уширения линии На 
вследствие эффекта Допплера.

Непосредственное измерение сдвига
УРОВНЯ 2Si/2 О ТН О С И ТеЛЬНО  урО В Н Я  2Р 1/2
было выполнено У. Лэмбом и Р. Ризер- 
фордом в 1947 г. Выяснилось, что уро
вень 25,/2 расположен выше уровня 2А /2 
на 0,035 см-1. Относительное расположе
ние уровней для квантовых чисел п =  1 
и п =  2 представлено на рис. 6.11, рас
щепление уровня п — 2 преувеличено.

Прежде чем рассматривать экспери
мент У  Лэмба и Р Ризерфорда, про
анализируем свойства возбужденного 
(п — 2) состояния атома водорода. В одно 
из трех состояний 2P lf2, 2S i/2 и 2Рз/2 
(п — 2) атом водорода может быть пере
веден различными способами, например, 
за счет соударения с достаточно быст
рыми электронами. Из состояний 2Р ]/2 и 
^Рз/2 разрешен излучательный переход в 
основное состояние 2Si/2 (п =  1). Поэтому 
время жизни атома водорода в возбуж
денных СОСТОЯНИЯХ 2Р \ / 2 И 2Я з /2  состав- 
ляет — 10-8 с.

Иная ситуация для состояния 2S 1/2 (п =  
== 2). Из этого состояния переход в ос
новное состояние 25 1/2 (п =  1) запрещен 
по правилу Лапорта. Казалось бы, что 
из состояния 2Si/2 (п =  2) возможен кас
кадный переход: сначала спонтанный из
лучательный переход 2S i/2 (п =  2)-> 
-► Р \ / 2 (п — 2), а затем — 2Р ]/2 (п =  2)-> 
-»-25i/2 (п — 1). Но оказывается, что ве
роятность спонтанного перехода 2 S 1/2 (п — 
=  2)—>-2Pi/2 (п =  2) весьма мала. Вспом
ним связь между коэффициентами Эйн
штейна для спонтанных и вынужденных 
переходов

. 8яИхл п
Si^ik — тз £k kii Si îi! =  Sk^ki-



Для рассматриваемой пары уровней g t =  
=  g k =  2, поэтому запишем

Коэффициент В не зависит от частоты, 
но согласно (6.56) вероятность спонтан
ного перехода будет мала, если мала час
тота. Действительно, расстояние между 
уровнями 2Si/2 и  2Р ц  2 мало Av =
=  0,035-1 см, поэтому спонтанный переход 
из состояния 2S i/2 (п =  2) в состояние 
2Р 1/2 (п =  2) весьма маловероятен. Таким 
образом, уровень 2Si/2 (п =  2) оказыва
ется метастабильным, т. е. долгоживущим.

Хотя спонтанный переход 2S i/г (п =  2)-> 
-> 2Pi / 2 (п =  2) маловероятен, этот пере

ход может легко осуществляться как 
вынужденный при воздействии внешнего 
электромагнитного поля резонансной час
тоты.

Рассмотренные особенности состояния 
п =  2 были использованы в опыте 
У. Лэмба и Р. Ризерфорда. Схема опыта 
представлена на рис. 6.12. Пучок не
возбужденных атомов водорода из ис
точника 1 направляется на мишень 4. 
Энергии атомов недостаточно для выби
вания электронов из мишени, поэтому 
во внешней электрической цепи 5 тока 
нет. Ситуация меняется, если атомы во
дорода переводятся в возбужденное со
стояние п — 2 с помощью пучка элект
ронов 2.  За счет столкновения с электро
нами атомы водорода переходят в воз
бужденные состояния 2S 1/2, 2Р ц о и 2Р 3/2 
(п =  2). Те атомы, которые возбужде
ны в состояния 2 Р 1 / 2  и 2 Рз/2, практически 
мгновенно теряют энергию возбуждения 
за счет излучательных переходов. Они 
попадают на мишень 4 в невозбужден
ном состоянии и не выбивают из нее 
электронов. Но те атомы, которые 
возбуждены в метастабильное состояние 
2S 1/2 (п =  2), попадают на мишень 4, 
находясь в возбужденном состоянии. 
Энергия возбуждения расходуется на 
выбивание электронов из мишени 4, 
в результате во внешней цепи 5 возни
кает ток. По прохождению тока можно 
судить о том, достигают ли мишени ато
мы водорода в возбужденном состоянии.

Чтобы измерить энергетический интер
вал между уровнями 2Si/2 и 8Л /2 пучок 
атомов пропускался через область 3, в

которой создавалось радиочастотное элек
тромагнитное поле. Когда частота этого 
электромагнитного поля соответствовала 
энергии перехода 22S\p~>- 2 2Р\/2 , совер
шался вынужденный переход 2Si/2-> гР\п, 
а вслед за ним, практически мгновенно, 
спонтанный переход 22Pi/2-> Г ^ /г , то 
есть атомы из состояния 22S \p  за счет 
каскадного перехода вынужденный -f 
+  спонтанный переводились в основное 
состояние п =  1. При этом на мишень 
попадали только невозбужденные атомы. 
Ток в цепи 5 прекращался. Таким обра
зом, резонансная частота фиксировалась 
по минимуму тока в цепи 5. По измере
ниям У. Лэмба и Р. Ризерфорда, резо
нансная частота равна 1063 Мгц, что соот
ветствует 0,035 см-1.

В 1972 г. Т. Хэншу удалось методами 
лазерной спектроскопии разрешить 
структуру линии Н а - На рис. 6.13 пред
ставлены: переходы, за счет которых 
возникает линия На (а), ее контур, уши
ренный за счет эффекта Допплера (б), 
и структура линии На, полученная при 
помощи одного из методов лазерной 
спектроскопии (в).

Сдвиг уровня 25i/2 (п =  2) по отноше
нию к уровню 2Р i/2 (п =  2) получил на
звание лэмбовского сдвига. Физической 
причиной лэмбовского сдвига является 
взаимодействие электрона с нулевыми ко
лебаниями радиационных осцилляторов, 
т. е. с электромагнитным вакуумом.

Анализируя законы излучения чер
ного тела, мы рассматривали электро
магнитное излучение в полости L3 с ли
нейным размером*L >'Я,. Форма и раз
меры полости, при оговоренном усло
вии, существенной роли не играют. 
Энергия электромагнитного поля с час
тотой о  может быть выражена как ийю, 
где у — число квантов /ш . Каждому чис
лу v соответствует свой уровень энер-
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гии электромагнитного поля. Любая 
пара соседних энергетических уровней 
разделена энергетическими интервала
ми йю. С подобной ситуацией, когда 
пара соседних энергетических уровней 
разделена энергетическим интервалом 
А/со, мы уже встречались в случае гар
монического осциллятора. По аналогии 
можно представить, что уровни энергии 
электромагнитного поля есть энергети
ческие уровни некоторого радиацион
ного осциллятора. Появление дополни
тельного кванта Йсо в полости L3 соот
ветствует переходу радиационного ос
циллятора на соседний, более высокий 
уровень энергии. Ранее нами была рас
смотрена квантово-механическая задача 
о гармоническом осцилляторе. Положе
ние энергетических уровней определя
ется формулой

1Р„ =  Й <»(0+1/2), (6.57)
из которой следует, что при v  =  0 гар
монический осциллятор обладает энер
гией нулевых колебаний W 0 =  Trn/2. 
Сопоставление электромагнитному по
лю радиационных осцилляторов приво
дит к тому, что при отсутствии реаль
ных фотонов, т. е. при v =  О, энергия 
радиационного осциллятора W 0 Ф  0. Это

значит, что существование нулевых ко
лебаний радиационных осцилляторов, 
имеющих различные собственные час
тоты, может сказаться на некоторых 
физических явлениях. Взаимодействие 
электрона с нулевыми колебаниями ра
диационных осцилляторов приводит к 
лэмбовскому сдвигу уровня 2S1/2.

Приближенная оценка величины лэм- 
бовского сдвига может быть сделана по 
методу Вельтона. Сущность метода за
ключается в следующем. Взаимодейст
вие электрона с нулевыми колебаниями 
радиационных осцилляторов приводит 
к его «дрожанию» или эффективному 
«размазыванию». Это обстоятельство 
можно учесть в виде поправки к энер
гии, которая получалась для «нераз- 
мазанного» электрона.

На сравнительно больших расстоя
ниях от ядра потенциал «размазанного» 
и «неразмазанного» электрона будет 
один и тот же. Нона малых расстояниях, 
сравнимых с радиусом «размазывания», 
и меньших, чем этот радиус, потенциал 
для точечного электрона будет значитель
но больше (по модулю). Для тех состоя
ний, у которых велика вероятность об
наружить электрон в области г ~  0, 
указанный эффект приведет к повышению 
энергии. Отличную от нуля вероятность 
обнаружения электрона в области г ~  0 
имеют s-состояния. Поэтому лэмбовский 
сдвиг будет наблюдаться в основном 
для s-состояний.

Выполним количественную оценку для 
величины лэмбовского сдвига. Обозначим
вакуумное поле £ вак, а 6 г — смещение 
электрона под действием вакуумного по
ля. Тогда уравнение движения можно 
записать в виде

mbr -еЕ  в (6.58)

Действием магнитной составляющей пре
небрегаем. Вакуумное поле представим 
в виде суммы гармоник различных частот

/*вак — S£fcCOscDfc/. (6.59)
k

Решая (6.58) с учетом (6.59), получим



Среднее значение (6г) =  0, т. к. cos a t  =  
=  0, а для среднего квадрата смещения 
имеем

(6.61)

Здесь учтено, что cos2 a t  — 1/2, cos со,/ X 
X cos со4  =  0, если со,- ф  со*. Восполь
зуемся теперь выражением для плотности 
состояний электромагнитного поля (гл. 1) 
на единицу объема (в (1.17) дана спект- 

„ co2dcoральная плотность) и определим
энергию нулевых колебаний в объеме L3, 
приходящуюся на интервал частот da:

(6.62)

С другой стороны, для частоты со из 
формул классической электродинамики 
следует, что энергия будет равна

(6.63)j -  L 3E 2.

Сравнивая выражения (6.62) и (6.63), по 
лучим

(6.64)__1\(£>3da>
л  2 с3

В выражение (6.61) подставим значение
~Е2 из (6.64) и перейдем от суммирова
ния к интегрированию

0)"
(6.65)(С\2 _  в**

— 2т2п 2с3 ,

со = 16я2боЛ3̂ 3 ‘

С учетом таких пределов интегрирования1 

запишем выоажение для (бг)2

(6.68>(бг)2 =  2Н-2а тс
Ь со 

(£> ’

(6.66)

е 2 1где а  =  т- =  — постоянная тонкой
7\С 1о/

структуры. Теперь необходимо оценить 
отклонение 6У потенциала от кулонов- 
ского, а затем поправка к энергии может 
быть найдена по формуле теории возму
щений.

Обозначим ф(г) потенциал, создавае
мый ядром. Потенциальная энергия то
чечного электрона в кулоновском поле 
ядра

У =  — ец> (г) .

В силу размазанности электрона необхо
димо учесть значения потенциала в точ
ках г +  бг. Потенциальная энергия опре
деляется из выражения

у + 6У = —еф (7 + б7) = —е х
х Н-(бЛ?) +  l(6Tv)2 +  --- ф(г)-

(6.69)

где <р (г +  бг) разложили в ряд по степе
ням бл Проводя усреднение по дрожа
нию электрона, получим

Пределы интегрирования оценим из сле
дующих соображений. О дрожании 
электрона имеет смысл говорить в том 
случае, если частота дрожания выше, 
чем частота вращения электрона по 
боровской орбите. Учитывая результа
ты теории Бора, найдем частоту вра
щения электрона и будем считать ее 
нижним пределом со' в (6.65)

Z2e*m

у +  6У =  — е 

где учтено

1 + 1 ( 6  r)2V2 Ф(г), (6.70>

Верхний предел может быть оценен из 
условия/ico" =  тс2, т. е. энергия кванта ha" 
не должна превышать энергии покоя 
электрона

бТ= 0, фх)2 =  (6У)2 =  (бг)2 = 1  (бТ)2,

(6>V)2 =  1- (бг)2 V2.

Учитывая уравнение Пуассона  для ядра 

У2ф (г) =  Дф(г) =  —Ze8(r),

где б (г) — дельта-функция, получим для- 
6У следующее выражение:

6У = ± 1 е 2 ( Й * Ь Й -  (6-71>
Добавка к энергии может быть опреде
лена из формулы

Ш  =  J у  (г) 6У̂ (Т) dv. (6.72>



Подставляя (6.71) в (6.72), получим

№  = |2 е 2(б7)2|г|)(0)]2. (6.73)

Так как | гр (0) |2 Ф  0 только для s-состоя
ний, то для s-состояний 8 W  Ф 0 .  Для

остальных состояний с / > 0  =  0 в 
использованном приближении.

Вычисления лэмбовского смещения по 
формуле (6.73) дают значения, близкие 
к экспериментальным. Более точные рас
четы приводят к лучшему согласованию 
результатов теории и эксперимента.

Глава

7
АТОМ

ВО
ВНЕШНЕМ

ПОЛЕ

В этой главе рассмотрим влияние на 
атом и его спектр внешнего магнитного 
(эффект Зеемана)  и электрического (эф
фект Штарка) полей.

В опытах Штерна и Герлаха магнит
ное поле приводит к пространственному 
квантованию момента количества дви
жения атома. Вследствие неоднород
ности поля происходит расщепление пуч
ка. Число компонент расщепления рав
но 2J - f  1. Квантовое число J соответ
ствует моменту импульса J .  Они свя
заны соотношением

\J \  =  h V J ( J +  1).
Для J Ф  0 уровень вырожден, если 
внешнее поле отсутствует. Вырождение 
уровня будет полностью снято во внеш
нем магнитном поле. Поскольку меха
ническому моменту импульса соответст
вует магнитный момент ц, то различным 
проекциям механического момента им
пульса на магнитное поле В будут соот
ветствовать различные добавки к энер
гии за счет взаимодействия внешнего 
магнитного поля с магнитным моментом 
атома. Добавка к энергии AW  опреде
лится из выражения

A W  =  —JiB: ■ (7.1)
Чтобы найти AW, нужно знать, ка

кой' величины магнитный момент \ij

соответствует заданному механическому
моменту J.

Механический и магнитный моменты 
связаны, но гиромагнитное отношение 
для орбитального момента электрона 
вдвое меньше, чем для спинового.

Поскольку полный момент атома пред
ставляет векторную сумму орбитальных 
и спиновых моментов, связь магнитного 
момента атома с его механическим мо
ментом, в общем случае, неоднозначна. 
Величина магнитного момента атома за
висит не только от J,  но и от типа свя
зи, существующей в атоме. В общем слу
чае связь магнитного момента атома 
с его механическим моментом может 
быть представлена в виде

S  =  <7 ' 2 >

где g — множитель Л ан д е  ( фактор  
Ланде,  g-фактор). Множитель Ланде 
g  =  1 для орбитального момента, если
•/ =  L, и g  =  2 — для спинового момен-

— V ■ >
та, при J  -f  S. В общем случае для атома 
определение g  довольно сложно. Сравни
тельно просто множитель Ланде может 
быть определен для случая LS-связи.

§ 7.1. МНОЖИТЕЛЬ ЛАНДЕ

Пусть для атома реализуется LS-связь. 
Для определения множителя Ланде вос
пользуемся векторной моделью атома.



Механические моменты J, L и S связаны 
соотношением

7 = 7 + S . (7.3)

Результат векторного сложения пред
ставлен на рис. 7.1. Векторы L и S син
хронно прецессируют вокруг вектора J.
Моментам L и S соответствуют следую
щие магнитные моменты:

Ml = 

M's

___L г
2 т ’

= — -  S.т

(7.4)

(7.5)

i *

Магнитные моменты и [is , вместе с мо

ментами L и 5 , также прецессируют 
вокруг вектора J. На рис. 7.2 представлены
векторы L, S  и соответствующие им маг
нитные моменты. Учтено то обстоятель
ство, что в случае равных по модулю
векторов L и S вектор |is будет вдвое

длиннее вектора \iL. Это следует из соот
ношений (7.4) и (7.5). Если не учитывать 
прецессии векторов \^L и [xs , то результат 

их векторного сложения, вектор [х, может 
быть найден по обычному правилу ц =  

=  +  Ms- Б СИЛУ того> чт0 гиромагнит
ные отношения для спинового и орбиталь
ного моментов отличаются вдвое, угол
между векторами i  и ц не равен я. Век
тор (д. может быть представлен в виде 
векторной суммы

М' =  Му +  М'1> (7-6)

где вектор [х7 антипараллелен вектору J , 

а вектор |х L перпендикулярен как векто

ру 7, так и (V рис. 7.2. Учет прецессии 

векторов \iL и \is  вокруг направления, 

заданного вектором J, приводит к тому, 
что вектор (х будет прецессировать вокруг 
вектора J. Анализируя поведение компо
нент и (7.6), видим, что (ij оста
ется неизменным, а усредненное по вре

мени значение |х± будет равно нулю за

счет прецессии вокруг J.
Найдем длину вектора Из рис. 7.2 

видно, что длина вектора |х, равна сумме 

проекций векторов |xL и |is на направле

ние, заданное вектором J. Исходя из 
этого, запишем

I^T, I =  Icos (7Г ) +  I Ms Ioos (J S )- (7-7) 
На основании равенства (7.3) имеем

Ъ  =  7 2 + S 2 — 2 1711S |с os (У S),

S2 = 72 + L2-2|7||L |cos(7L).
Отсюда получим следующие выражения

7* +  s * — l?

(7-8)

cos (J S) =
21У11SI 

+  +  S ( S + \ ) - L ( L + l )

“  2 V  J (J  +  I) b ( S +  1)

.-Г7Х J* +  ?  -  &  cos (J L) = ----- ■ =
2 \ J \ \ L \

J ( J  +  \) +  L ( L + l ) - S { S + l )

~  2 V J ( J +  l ) L ( L + l )

(7.9)



Эти равенства однозначно определяют 
длину вектора ^  и могут быть исполь
зованы для нахождения значения множи
теля Ланде, входящего в выражение (7.2). 
Используя выражения (7.2), (7.4) и (7.5), 
перепишем (7.7) в таком виде:

^  "-ч
g  IJ  | =  IL | cos (J L) +  2 1SI cos (J S).

(7.10)

Отсюда, используя формулы (7.9), най
дем выражение для множителя Ланде

8 =  1 + J ( J + l ) + S ( S +  п —  1 (1 + 1 )  
2J (У+1)

.или в несколько иной форме

3 S ( S + 1 ) - L ( L -
2 2J (J +  1)

1)

(7.11)

(7.12)

Для случая L  =  0 получим g  =  2, а в 
случае 5  = 0  — g  =  1. Для некоторых 
уровней, например, 4Di/2 или '°t\ из фор
мулы (7.12) следует g- =  0. Это значит, 
что в использованном приближении для
таких уровней fiy =  0.

§ 7.2. ЭФФЕКТ ЗЕЕМАНА

В 1896 г. голландский физик П. Зее
ман исследовал спектры излучения ато
мов, находящихся в магнитном поле. 
Он обнаружил расщепление спектраль
ных линий, которое было обусловлено 
взаимодействием атомов с магнитным 
полем. Это открытие позднее было назва
но эффектом (или явлением) Зеемана. 
Различают нормальный и аномальный

Продопьный

Поперечный.

L-
т

Рис. 7.4

эффекты Зеемана. Если спектральная 
линия расщепляется на три компонен
ты, то это нормальный эффект Зеемана. 
Если же число компонент расщепления 
больше, чем три, то это аномальный 
эффект Зеемана.

Обратим внимание на некоторые эк
спериментальные особенности проявле
ния нормального эффекта Зеемана. Если 
исследуется излучение, которое испу
скается атомами вдоль магнитного поля, 
то говорят о продольном эффекте Зее
мана, если же исследуется излучение, 
испускаемое атомами в плоскости, пер
пендикулярной вектору 5 , то говорят 
о поперечном эффекте Зеемана. Схемы 
экспериментального наблюдения попе
речного и продольного эффектов Зеема
на представлены на рис. 7.3. В случае 
нормального поперечного эффекта Зее
мана наблюдаются три спектральные 
линии, которые называются я- и ©-ком
понентами. Центральная я-компонента 
занимает в спектре то же положение, 
которое занимала спектральная линия
при 5  =  0. Симметрично относительно 
я-компоненты расположены в спектре 
по обе стороны a-компоненты. Все три 
компоненты линейно поляризованы: ко
лебания вектора Е  для я-компоненты
параллельны вектору 5  магнитного по
ля, а для ст-компонент — перпендику
лярны.

В случае продольного нормального 
эффекта Зеемана я-компонента не видна, 
т. е. ее интенсивность равна нулю. Вид
ны лишь 0-компоненты. В этом случае
о-компоненты имеют одна правую, а 
другая левую круговую поляризацию. 
Рассмотренные особенности продоль
ного и поперечного эффектов Зеемана 
иллюстрирует рис. 7.4.



Расщепление спектральных линий в 
магнитном поле является следствием 
расщепления энергетических уровней. 
Чтобы определить положение компо
нент расщепления, воспользуемся фор
мулой (7.1). Полагая, что \i =  ю , эту 
формулу с учетом (7.2) запишем в виде

AW =  f m g J B. (7.13)

Из (7.13) видно, что дополнительная 
энергия A W  зависит от величины проек

ции момента J на направление, заданное 
вектором В.  Будем считать, что вектор 
В направлен вдоль оси z. Тогда вместо 
(7.13) имеем

A W е
2т gflBrrij, (7.14)

где tirrij— проекция вектора J на выде
ленное направление. Квантовое число m.j 
принимает значения =  0, + 1 , ± 2 , ..., 
+  J в случае целочисленного У и trij =  
=  ±1/2,  ± 3 /2 , . . . ,  ± J  —  в случае по
лу целого. Если учесть, что \iB =  eh/2m, 
то формула (7.14) принимает вид

(7.15)

Согласно (7.15) каждый энергетиче
ский уровень атома расщепится в маг
нитном поле на число компонент, рав
ных числу возможных ориентаций век
тора J . Таким образом, в магнитном по
ле вырождение энергетического уровня 
будет полностью снято.

Рассмотрим в качестве примера рас
щепление в магнитном поле уровней 
*D2 и 1/ Э1 и переходы между компонен
тами расщепления. Энергии уровней
для случая В =  0 обозначим W 02 и 
W 0i, квантовые числа m j  — т 2 и т1 
соответственно. Картина расщепления 
уровней представлена на рис. 7.5. В со
ответствии с значениями J 2 — 2 и =  \ 
верхний уровень расщепляется на пять, 
а нижний — на три компоненты. Доба
вочная энергия для каждой компонен
ты определяется из (7.15). Для полной

% —

о+

/1?2 
■2 
. /
■О Щ
■-!

т,

. О Щ

Рис. 7.5

энергии компонент запишем такие соот
ношения:

W 2 = W 02 +  m 2[iBB, (7.16)

=  №oi +  т №ъ^-

В этих соотношениях множитель g  опу
щен, так как согласно формуле (7.11) 
для синглетных термов (S =  0) имеем 
g-=  1. Энергия квантов света, которые 
будут испускаться при переходах между 
компонентами уровней, найдем из выра
жения hv =  W 2 — W 1, или, учитывая 
соотношения (7.16),

hv — hv0 +  (m2 — В, (7.17)

где hv0 =  W 02 — №01.
Соотношение (7.17) перепишем в виде

V =  v„ +  Av, (7.18)

где
Av =  ^ - \ iBB A m ,  (7.19)

Am =  т 2 — тг. (7.20)

Электрические дипольные переходы под
чиняются правилу отбора Ат  =  0, ±  1. 
Случаю Ат =  0 соответствует несме
щенная п-компонента: v =  v„, A v =  0. 
Она возникает, как показано на рис. 7.5, 
за счет переходов между тремя парами 
уровней, причем т 2 =  для каждой 
пары. Две о-компоненты возникают при 
переходах Ат — ±  1. Согласно (7.18, 
7.19) они расположены симметрично от
носительно л-компоненты. В рассмот
ренном случае одна спектральная линия
v0 при ~В =  0 расщепилась на три: v0 и
Vп +  4  и п р и  ~Вф  0. Таким образом,

и —  fa » Ь  1

имеем нормальный эффект Зеемана.
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В качестве примера рассмотрим расщеп
ление основного 2S i/2 и первого возбуж
денного 2Л/о, з/2 термов щелочного ме
талла. Возможные значения квантового 
числа rrij, множителя Ланде g  и произ
ведения rrijg, которое входит в формулу 
для энергии (7.21), представлены в 
табл. 7.1.

Таблица 7.1

5 '
Рис. 7.6

Рассмотрим теперь аномальный эф
фект Зеемана. Уже из сопоставления 
формул (7.15)—(7.17) можно сделать 
вывод, что число компонент, на которое 
расщепится спектральная линия, будет 
больше трех, если множители Ланде 
для верхнего и нижнего уровня имеют 
неодинаковые значения.

Как и в предыдущем случае, обозна
чим W ot и W01 энергию уровней при
В =  0 и W 2 и W-! — при В Ф О .  Учи
тывая формулу (7.15), запишем

W2  =  W0 2  - f -  gtftl^hB,
W 01 + g im in bB. (7.21)

Для я-компонент, когда Am =  0, m2 =  
=  тъ  значения частот получим из вы
ражения hv  =  W 2 — то есть

Av« =  hv0 +  (g2 — g t) цъВ т 2. (7.22)

Из (7.22) видно, что число я-компонент 
в спектре будет равно количеству уров
ней с различными значениями т 2, с ко
торых возможен переход на уровни 
т \ =  т 2. Следовательно, число я-ком
понент равно числу пар уровней с оди
наковыми числами т.], т. е. т 2 =  т х. 
Для a-компонент Ат =  ±  1, и частоты 
определяются из выражения

hva =  hv0 +  lg2m 2 —

Уро
вень г gm ,

2 S l/2 1 1
Т  ’ ~ ~ 2

2 ± 1

2^1/ 2 1 1
2 ’ 2

2
3

1
±  3

' h ,  2 3 1 1 3  
2 - 2 ’ 2 ’ 2

4 2 6 
±  т *  ± т
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Компоненты расщепления энергетиче
ских уровней и спектральные линии, 
возникающие при переходах между ними, 
представлены схематически на рис. 7.6. 
Линия расщепляется на че
тыре (рис. 7.6, а), а линия 2/53/2“> 2Si/2 
на шесть компонент. Всего вместо двух 
резонансных линий щелочного металла 
(например, D-линий натрия) возникает 
в магнитном поле десять линий, четыре 
из них относятся к я-компонентам 
(Ат = 0 ) ,  а остальные — к о-компонен
там (А т =  +1).

Экспериментальные исследования 
нормального и аномального эффектов 
Зеемана выполняются обычно с исполь
зованием спектральных приборов вы
сокой разрешающей способности, на
пример, интерферометра Фабри — Перо 
в сочетании со спектрографом. Такие 
исследования позволяют правильно оп



ределить тип уровня, значение кванто
вого числа J , величину множителя Лан
де, степень отступления от LS-связи.

В слабых и средних магнитных полях 
расстояния между компонентами рас
щепления спектральных линий меньше, 
чем расстояния между компонентами 
мультиплета, т. е. расстояние между л- 
и ст-компонентами, например, для D -ли
ний натрия меньше, чем расстояние 
между D -линиями. Увеличение магнит
ного поля приводит, согласно форму
лам (7.21), к увеличению расстояния 
между компонентами расщепления. При
нято считать магнитное поле для данно
го сорта атомов сильным, если расстоя
ние между компонентами магнитного 
расщепления превышает расстояние меж
ду компонентами мультиплетного рас
щепления. Величина мультиплетного 
расщепления обусловлена спин-орби- 
тальным взаимодействием. Если магнит
ное расщепление превышает мульти
плетное, то это значит, что взаимодейст
вие магнитных моментов и |is друг 
с другом стало меньше, чем взаимодей
ствие каждого из них с внешним маг
нитным полем В. В таких случаях маг
нитное поле разрывает связь LS, век
торы (V и |xs начинают прецессировать

вокруг вектора В независимо друг от 
друга.

Скорость прецессии механического мо
мента М  определяется из уравнения

dM
! Г  =  К ' (7.24)

Из (7.26) видно, что скорость прецессии 
векторов и |дх при условии jj,s =■ 
будет различной, так как для них неоди
наковы гиромагнитные отношения. В до
статочно сильном магнитном поле можно 
пренебречь взаимодействием двух момен
тов \iL и и считать, что они прецес

сируют вокруг В  независимо друг от 
друга. При таком условии следует рас
сматривать пространственное квантование
векторов L и S  также независимо. До
бавки к энергии, с учетом значений мно
жителя Ланде, за счет взаимодействия
с полем В  векторов u.L и будут равны 
m L[iBB и 2т3ц вВ, а суммарная добавка

AW  =  (m L +  2ms) цБЯ. (7.27)

где К  — момент сил, действующих на 
момент импульса М .  На магнитный мо
мент ц в магнитном поле В действует 
момент сил, определяемый векторным 
произведением

К  =  [£  В]. (7.25)

Поскольку магнитный и механический
моменты связаны соотношением \а --= у  М,  
где у  — гиромагнитное отношение, то из 
(7.24) и (7.25) получим 

ф

В качестве примера рассмотрим, как и в 
случае аномального эффекта Зеемана, 
уровни 25 1/2, 2Р \ /2 и Рг/2 - На рис. 7.7 
представлено расщепление этих уровней
при В =  0 в слабом и в сильном магнит
ном полях. Слева дано положение уров
ней в пренебрежении мультиплетным рас
щеплением. Пунктирными линиями пока
зан «ход» компонент расщепления при 
постепенном увеличении магнитного поля
В. Справа указаны значения суммы m L +  
-f  2m s . Сопоставление квантовых чисел 
m L, m s  и их сумм приведено в табл. 7.2 
для уровней 2Р  i/г и 2Р з/2. Для нижнего 
уровня 2Si/2 m s — + 1 /2 , m L =  0. Энер
гетическое положение компонент расщеп
ления для верхнего и нижнего термов 
дается выражениями

(7.28)

dt =  V [М-> В]- (7.26)

W 2 =  W 02 +  {mL +  2m s) цъВ,

W'i =  W'o, +  2 m s H B -
Переходы между компонентами расщеп
ления иерхнего и нижнего термов подчи
няются правилам отбора

Д т 5 =  0, A m L — 0, ± 1 . (7.29)

С учетом правил отбора (7.29) и значе
ний m L (табл. 7.2) получаем частоты л- 
и о-компонент

hvя =  hv0, hv<, =  h \ 0 ± ц Б£,  (7.30)
т. е. веего три спектральных линии.



m L m S
m j  = m L + 

+ m L  +  2mS

1 1/2 3/2 2

0 1/2 1/2 1

— 1 1/2 -1/2 0

1 -1/2 1/2 0

0 -1/2 -1/2 — 1

— 1 -1/2 —3/2 —2

Таким образом, в сильных полях ано
мальный эффект Зеемана переходит в 
нормальный. Это явление называется 
эффектом Пашена — Бака. Напомним, 
что поле считается сильным, если рас
стояние между компонентами магнит
ного расщепления превышает таковое 
для мультиплетного расщепления.

В промежуточных магнитных полях 
картина оказывается сложной. В местах 
пересечения пунктирных линий энергия 
различных компонент оказывается оди
наковой (рис. 7.7). Такое совпадение

энергии различных компонент называют 
случайным вырождением.

Согласно табл. 7.2 два уровня т 3 =  
=  +  1/2 совпадают в сильном магнитном 
поле, для них m L +  2m s =  0. Определить, 
какие из уровней с заданными значениями 
rrij будут совпадать в сильном магнитном 
поле, помогает правило непересечения  
Н еймана  — Вигнера. Согласно этому 
правилу «ход» компонент расщепления 
е увеличением магнитного поля должен 
быть таким, чтобы компоненты, соответ
ствующие одинаковым значениям m Jt не 
пересекались.

Впервые эффект Пашена — Бака на
блюдался в 1912 г. для линий атомов 
Li, у которых мультиплетное расщепле
ние весьма мало. Как правило, для 
наблюдения эффекта Пашена — Бака 
требуются очень сильные магнитные по
ля, поэтому в чистом виде этот эффект 
проявляется весьма редко.

§ 7.3. ЭФ Ф ЕКТ  ХАНЛЕ.
КВАНТОВЫЕ БИЕНИЯ

Проанализируем нормальный эффект 
Зеемана с точки зрения классической 
теории. Реальному атому сопоставим 
линейный осциллятор с собственной час
тотой колебаний v0. В декартовой систе
ме координат магнитное поле В напра-



вим по оси г. Направление колебаний 
линейного осциллятора образует угол 
0 с осью г, рис. 7.8. Вектор, соответст
вующий линейному осциллятору, разло
жим на два: на вектор, параллельный 
оси г, т. е. z-компоненту, и вектор, лежа
щий в плоскости ху, т. е. хг/-компонен- 
ту. Затем вектор, лежащий в плоскости 
ху, длина которого меняется по сину
соидальному закону с частотой v0, пред
ставим в виде векторной суммы двух век
торов постоянной длины, которые вра
щаются в плоскости ху в противополож
ные стороны с циклической частотой 
(о0 =  2лл’0. Следовательно вектор, ле
жащий в плоскости ху, разложили на 
два ротатора — правый и левый. Таким 
образом, вместо осциллятора с собст
венной частотой v0, который образует 
угол 0 с осью z, имеем z-компоненту 
осциллятора и два ротатора. Первому 
соответствует движение заряда, напри
мер, отрицательного, вдоль оси z, а 
вторым — встречные круговые движе
ния заряда в плоскости ху. В отсутствие 
магнитного поля все движения совер

шаются с частотой v0. Если В Ф  0, то 
влияние магнитного поля будет сказы
ваться по-разному. Магнитное поле не 
оказывает влияния на заряд, движу
щийся вдоль оси z, т. е. параллельно
вектору В. Поэтому частота колебаний 
заряда вдоль оси г не изменится. Излу
чение, испускаемое z -компонентой, бу
дет поляризовано вдоль оси z. Оно соот
ветствует я-компоненте. Поскольку мощ
ность излучения всякого линейного ос
циллятора вдоль собственной оси равна 
нулю, то я-компонента не должна на
блюдаться в случае продольного эффек
та Зеемана, что согласуется с экспери
ментом.

Рассмотрим влияние магнитного поля 
на правый ротатор. Будем считать, что 
отрицательный заряд вращается в плос
кости ху  так, что его движению соответ-

ствует вектор со, параллельный вектору
В. На этот заряд будет действовать сила 
Лоренца, направленная к центру ок
ружности. Появление дополнительной 
силы, направленной к центру, приведет 
к увеличению нормального ускорения, 
то есть частота вращения возрастет до

величины vn =  v0 -f- Av. Излучение с 
данной частотой, распространяющееся 
вдоль оси z, будет поляризовано по кру
гу. В плоскости ху  ротатор виден «с реб
ра», поэтому в плоскости ху  излучение 
будет линейно поляризованным — век
тор Е  колеблется в плоскости ху. Излу
чение, испускаемое в других направле
ниях, будет эллиптически поляризо
ванным.

Для левого ротатора сила Лоренца 
направлена от центра окружности. Его 
частота в магнитном поле будет Vj, =  
=  v0 — Av. Поляризация излучения бу
дет аналогична поляризации излучения 
правого ротатора. Рассмотренная кар
тина позволяет объяснить особенности 
продольного и поперечного нормального 
эффекта Зеемана и поляризацию я- и 
д-компонент.

Представления классической теории, 
использовавшиеся для объяснения нор
мального эффекта Зеемана, дают на
глядное толкование эффекту Ханле, от
крытому в 1923 г. Эффект Ханле заклю
чается в деполяризации излучения па
ров, находящихся в магнитном поле.

Первый эксперимент был выполнен 
с парами ртути. Исследовалась поляри
зация излучения К =  253,7 нм переход 
3Р 1 -> XS0. Пары ртути помещаются в 
магнитное поле, направленное вдоль 
оси z, рис. 7.9, а. Они освещаются ли
нейно поляризованным светом (X =  
=  253,7 нм) от ртутной лампы. Для 
возбуждающего потока Е х =  Е у =  О, 
Ег Ф  0. Такая поляризация обеспечи* 
вает возбуждение состояния c m j = 0 -
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Зависимость степени поляризации 
от магнитного поля резко изменя
ется, если в возбуждающем излу
чении Е у =  Е г =  О, Е ХФ 0. Теперь 
исследуется люминесцентное излу
чение, испускаемое вдоль оси г, 
рис. 7.10. Степень его поляризации 
определяется из соотношения р =
Е й — Е “х У

Е 2 + Е 2
Отличие второго экспери-

Рис. 7.9

*Р,

8=0 8*0

Рис. 7.10

Расщепление уровня ЪР Х и соответству
ющий переход показаны на рис. 7.9, б. 
В результате обратных спонтанных пере
ходов возникает резонансная люминес
ценция. Исследуется степень поляриза
ции р потока люминесценции, распро
страняющегося вдоль оси х. Степень 
поляризации определяется из соотно

шения р =
Е г — Е

Е 1 + К
где Е \  и  Е \  про

порциональны интенсивностям потоков 
люминееиенции в соответствующей поля
ризацией. В этом случае, согласно клас- 
сичеекой интерпретации, возбуждается 
линейный осциллятор, ориентированный 
по оси г. На него магнитное поле не дей
ствует. Поэтому степень поляризации 
не завиеит от величины магнитного поля, 
как показано на графике, рив. 7.9, в. При
В — 0 р «  0,9, частичная деполяризация 
связана о соударением атомов ртути, на
ходящихся в возбужденном состоянии.

мента от первого заключается лишь 
в том, что в первом случае люми
несцентное излучение испускалось 
перпендикулярно направлению маг
нитного поля, а во втором — парал
лельно. В данном случае степень 
поляризации быстро уменьшается 
до нуля при возрастании магнитного 
поля. Эффект начинает проявляться 
уже в магнитных полях, не намно
го превышающих магнитное поле 
Земли.

Выбор поляризации (Ех Ф  0) воз
буждающего излучения приводит 
к одновременному возбуждению со
стояний с m j  =  +  1. Колебания
вектора Е  электромагнитной вол
ны в начале координат вдоль оси 
х можно представить как резуль
тат сложения двух встречных ро
таторов, за счет которых и возбуж

даются состояния с m j =  =£ 1. Небольшое 
различие в энергиях этих состояний су
щественной роли для возбуждающего из
лучения не имеет, так как допплеровское 
уширение возбуждающего излучения с 
X =  253,7 нм значительно больше, чем 
расстояние между компонентами m j =  
=  ^  1. Итак, за счет электромагнит
ного поля возбуждаются одновременно 
два встречных атомных ротатора, имею
щих частоты v0 Av.

Известно, что линейный осциллятор 
с фиксированным направлением коле
баний может быть представлен двумя 
встречными ротаторами одной частоты. 
Если частоты ротаторов слегка разли
чаются, то в результате суммарный ди
поль не будет сохранять направление 
колебаний. Если v0 -j- Av — частота 
правого ротатора, a v0 — Av — левого, 
то в результате векторного суммирова
ния вращающихся векторов получим 
линейный осциллятор, вращающийся в



плоскости ху  вправо с частотой Av. 
Рассмотрим этот вопрос подробнее. Пра
вому R n и левому R„ ротаторам соот
ветствуют равенства

R„ =  i a  cos («о +  Дсо) t +

-j- j a  sin (©о +  A®) U (7 3 1 )

R„ =  i a c o s  (со0 — Aco) t —

— j  a sin (co0 — Дю)/,

где o)0 =  2jxv0, Aco =  2nAv. В результате 
сум м ирования этих Еекторов

Р  =  4 . =  2а cos ш0/ X 

X (Tcos Асо/ +  / sin Асо/) (7.32)

получаем диполь Р ,  который вращается 
в плоскости ху  с частотой Асо и осцил
лирует с частотой щ .  Колебания дипо
лей Р  возбуждаются за счет поглощения
квантов света. Каждый из диполей Р  
теряет энергию за счет излучения, ам
плитуда колебаний уменьшается одно
временно с вращением Р  в плоскости ху. 
В случае, когда скорость вращения ди
поля Р  мала по сравнению со скоростью 
уменьшения амплитуды колебаний, из
лучение еще будет частично поляризо
ванным (рис. 7.11, а). Излучение будет 
полностью деполяризовано, если ско
рость вращения диполя Р  значительно 
больше скорости уменьшения амплиту
ды колебаний диполя Р  (рис. 7.11,6). 
Рассмотренные процессы объясняют с 
позиций классической физики законо
мерности эффекта Ханле.

Используя рис. 7.11, б, можно также 
объяснить явление квантовых биений, на
блюдавшееся сравнительно недавно. Ди
поль Р  испускает вдоль оси г линейно 
поляризованное излучение, плоскость 
поляризации которого вращается с той
же скоростью, что и диполь Р .  Если 
на пути такого излучения поместить 
призму Николя, или поляроид, то ин
тенсивность прошедшего излучения бу
дет изменяться по закону /  =  / 0 cos2Aco/, 
т. е. с частотой

Рис. 7.11

где A W — энергетический интервал меж
ду уровнями m j =  + 1  и m j =  — 1.

Квантовые биения наблюдались в 
1964 г. Е. Б . Александровым на парах 
кадмия и независимо от него Дж. Дод
дом на парах ртути. Атомы Cd и Hg 
имеют подобные электронные оболочки 
5s2 и 6s2. Но так как энергетические 
уровни кадмия характеризуются мень
шей радиационной шириной, чем уровни 
ртути, то квантовые биения проявились 
значительно лучше в экспериментах с 
парами кадмия. Это связано с техниче
скими трудностями подобных экспери
ментов. Расстояние между компонента
ми m j  =  +1 и m j — — 1 должно быть 
больше радиационной ширины уровней. 
С увеличением AW  растет частота бие
ний 2Дсо и значительно возрастают тех
нические трудности регистрации биений 
высокой частоты.

§ 7.4. ЭФФЕКТ ШТАРКА

Расщепление спектральных линий в 
сильных электрических полях было от
крыто И. Штарком в 1913 г. Оно возни
кает вследствие расщепления вырож
денных энергетических уровней в элект
рическом поле. Явление расщепления 
в электрическом поле энергетических 
уровней и связанное с ним расщепление 
спектральных линий называют эффек
том Штарка.

Расщепление уровней наблюдается как 
в однородных, так и в неоднородных 
электрических полях со сложной про
странственной конфигурацией. Наличие 
меняющегося со временем электриче
ского поля также приводит к расщепле
нию уровней энергии.

В естественных условиях и в условиях 
физического эксперимента часто возни-



кает расщепление энергетических уров
ней вследствие эффекта Штарка. Рас
щепление уровней атомов и ионов в плаз
ме может быть вызвано близко проле
тающей заряженной частицей. К такому 
же эффекту может приводить электри
ческое поле световой волны. Атомы и 
ионы, внедренные, например, в кристал
лическую матрицу, находятся в сильном 
электрическом поле окружения. В этом 
случае по характеру расщепления энер
гетических уровней атома или иона мож
но судить о симметрии его ближайшего 
окружения.

Энергетическое расстояние между ком
понентами расщепления уровня в од
нородном электрическом поле растет с 
увеличением его напряженности. Р аз
личают линейный и квадратичный эф
фекты Штарка. В первом случае рас
стояние между компонентами пропорцио
нально Е,  а во втором — Е 2. Квадра
тичный эффект наблюдается для всех 
атомов, а линейный — для водорода и 
водородоподобных ионов. Квадратич
ный эффект Штарка для атомов водоро
да при сравнительно небольших элект
рических полях незаметен на фоне ли
нейного эффекта Штарка.

Классическая теория, которая сопо
ставляет атом с набором линейных ос
цилляторов, не могла объяснить явле
ние расщепления уровней энергии в 
электрическом поле. Наложение на ли
нейный осциллятор постоянного одно
родного электрического поля приводит 
к смещению равновесного положения 
осциллятора, но не изменяет частоты 
собственных колебаний.

Исчерпывающее объяснение эффекта 
Штарка' было дано квантовой механи
кой. Рассмотрим лишь некоторые вопро
сы, связанные с физической сущностью 
явления.

Для определения добавочной энергии 
в электрическом поле используем фор
мулу, аналогичную (7.1),

AW  =  j  dW  =  — j ~Pd~E =
E

= — J P zd E ,  (7.34)
o

где Р г — проекция электрического диполя 
Р  на ось г, Еектор Е  параллелен оси г.

Для Есех атомов, имеющих нулевой ди
польный момент при Е — 0, справедливо 
соотношение

Р  =  Р г =  е0а  Е, (7.35)

где а  — поляризуемость атома. После 
подстановки (7.35) в (7.34) получим

AW =  — ±  г 0а Е \  (7.36)

Отсюда следует, что квадратичный эф
фект Штарка может наблюдаться, если 
поляризуемость а  различна для различ
ных состояний атома с одной и той же 
энергией. Квантовомеханический расчет 
показывает, что для поляризуемости 
справедливо выражение

а  =  А +  Вт ), (7.37)

где А и В — постоянные для уровня 
энергии с заданным квантовым числом 
J . То, что а  не зависит от знака m j,  сви
детельствует о двукратном вырожде
нии компонент расщепления для всех 
п и ф О .  Таким образом, в случае штар- 
ковского расщепления вырождение сни
мается не полностью, в противополож
ность эффекту Зеемана, где происходило 
полное снятие вырождения.

Факт двукратного вырождения уров
ней с m j Ф О  можно пояснить, проведя 
аналогию с некоторыми закономерно
стями, установленными для атома водо
рода. Исходя из общих соображений, 
можно считать, что поляризуемость а  
должна зависеть от «формы» электрон
ного облака атома. «Форма» электрон
ного облака при заданном J одинакова 
для ±  m j.  Подобное наблюдалось в слу
чае атома водорода: там «форма» элект
ронного облака при заданном I была 
одинакова для ±  т ; .  Знак перед mi 
определяет направление бегущей вокруг 
оси z волны де Бройля, а от этого не за
висит взаимодействие электрического 
поля с электронным облаком.

Из формулы (7.37) следует, что невы
рожденный уровень с У  =  0 и т у  =  0 
не расщепляется, для него наблюдается 
смещение, зависящее от напряженности 
электрического поля.

Рассмотрим некоторые закономерно
сти линейного Штарк-эффекта, наблю
дающегося для водорода и водородо
подобных атомов.



Анализируя выражение (7.34), можно 
сделать вывод: AW' будет линейно зави
сеть от Е, если Р г =  const. Таким обра
зом, существование линейного Штарк- 
эффекта для атома водорода доказывает, 
что у атома водорода имеются энергети
ческие состояния, харатеризующиеся 
значениями Р г Ф  0 даже в отсутствие 
внешнего электрического поля. Такое 
заключение вовсе не означает, что ранее, 
когда решалось уравнение Шредингера 
для атома водорода, были получены не 
все решения. Состояния, характеризую
щиеся ненулевым дипольным моментом, 
могут быть получены в результате ли
нейной комбинации уже известных нам 
функций для атома водорода. Выбор не
обходимых линейных комбинаций дикту
ется соображениями симметрии.

Хотя однородные магнитное и элект
рическое поля имеют осевую симмет
рию — симметрия эта различна. Магнит
ное поле имеет такую же симметрию, как 
кольцо с током, т. е. магнитный момент, 
а электрическое — как электрический 
диполь. Симметрия задачи накладывает 
ограничения на симметрию решений. При 
анализе эффекта Зеемана использовались 
такие решения, которые описывали со
стояния с определенными проекциями 
магнитного момента на ось г. Аналогич
ным образом при анализе эффекта Штар- 
ка используются решения, описываю
щие состояния с определенными про
екциями электрического дипольного 
момента на ось г. Соответствующие ре
шения могут быть найдены для атома 
водорода благодаря тому, что его энер
гетические уровни, согласно теории 
Шредингера, вырождены по квантовому 
числу /.

Более подробно рассмотрим состоя
ние атома водорода с п =  2. Ему соот
ветствуют четыре волновые функции: 
■Фгоо. ^ 21- 1. ^ 2ю. ''Nu. т - е. уровень п =  2 
вырожден четырехкратно. Из указан
ных волновых функций составим четыре 
линейных комбинации, опуская норми
ровочный множитель

а) ^  =  г|?,00 +  г|>210,
^2 =  ^200 2̂10> 

В) Ь  =  ^211 +  
г) г|>4 =  ф211 — i k n .

(7.38)

Каждая из этих линейных комбинаций 
удовлетворяет уравнению Шредингера 
для атома водорода. Поскольку справед
ливы равенства Н \|)200 =  U72i|:200, Н \|)210 =  
=  W ^ 210, то решением уравнения Hty =  
=  W2\j; будет также линейная комбина
ция гр =  гр! =  i|)200 +  т|)210. Аналогичным 
образом можно рассмотреть и остальные 
линейные комбинации.

Значениям квантовых чисел т1 Ф  0 
соответствуют волны де Бройля, бегу
щие вокруг оси г. С ними связаны маг
нитный и механический моменты им
пульса. При операциях симметрии вол
новые функции преобразуются подобно 
х iy. Это согласуется с симметрией 
магнитного поля. С симметрией элек
трического поля согласуются решения, 
соответствующие стоячим волнам де 
Бройля.

В формулах (7.38, в, г) взяты линейные 
комбинации функций, соответствующих 
бегущим волнам де Бройля, чтобы полу
чить стоячие волны де Бройля. В этом 
случае выражения (7.38, в, г) при до
пустимых в задаче пространственных 
операциях симметрии преобразуются 
подобно координатам х, у .  Выражения 
(7.38, а, б) преобразуются подобно ко
ординате z. Линейные комбинации 
(7.38, в, г) соответствуют электронному 
облаку, которое симметрично относи
тельно плоскости ху, поэтому в данном 
случае проекция дипольного момента на 
ось z равна нулю (Р г =  0). Следова
тельно, два состояния (7.38 в, г) не изме
няют своей энергии при Е Ф  0.

Иначе обстоит дело в случае линейных 
комбинаций (7.38 а, б). Если учесть, что 
зависимая от 0 часть волновой функции 
г|з210 меняет знак в точке 0 =  я/2, то 
получим угловое распределение элект
ронной плотности для линейных комби
наций (7.38, а, б), которое несимметрич
но относительно плоскости ху, рис. 7.12.



Электронное облако (комбинация 
(7.38 а) смещено вверх, т. е. Р г <  О, 
а для комбинации (7.38, б) — вниз, т. е.
Р г >  0. В электрическом поле Е, кото
рое направлено вдоль оси г, для 
получим AW'i >  0 , для гр2 — A W  2 <  0. 
для грз и 1(74 — А 1̂ з ,4 =  0. Таким обра
зом уровень п =  2 расщепится вследст
вие линейного эффекта Штарка на три 
компоненты: две невырожденных — 
%  и гр2, и одну двукратно вырожден
ную — 1|з3 и ij)4.

Положение компонент расщепления и 
ход потенциальной энергии электрона 
схематически показаны на рис. 7.13. 
Наличие потенциального барьера делает 
вероятным туннельный эффект. За счет 
туннельного эффекта может произойти 
ионизация атома— автоионизация. Ве
роятность туннельного эффекта зависит 
от двух факторов: от степени прозрач
ности барьера, которая определяется 
его высотой и шириной, и от плотности 
электронного облака на внутренней сто
роне потенциального барьера. Вероят
ность туннельного эффекта растет с уве
личением прозрачности потенциального 
барьера и с ростом электронной плот
ности на внутренней стороне его. Оба 
фактора меняются при переходе от од
ной компоненты расщепления к другой. 
Сравним их для состояний %  и г|э2. Про
зрачность барьера для выше, чем 
для г|з2, но плотность электронного обла
ка, как видно из рис. 7.13, выше на 
внутренней стенке потенциального

барьера для состояния if2. Количествен
ные оценки показывают, что вероятность 
туннельного эффекта для состояния я|>2 
выше, чем для состояния % . Это значит, 
что рост электронной плотности на внут
ренней стороне барьера с избытком ком
пенсирует уменьшение прозрачности по
тенциального барьера при переходе от 
t i  к 'Фа-

Спектральные линии в случае эффек
та Штарка возникают в результате пере
ходов, подчиняющихся таким же прави
лам отбора, как и при эффекте Зеемана:

Ат =  0 я-компоненты,
Ат  =  1 а-компоненты.

Исходя из качественных соображений, 
можно прийти к заключению, что вели
чина расщепления должна возрастать с 
ростом главного квантового числа п. 
С увеличением п возрастает среднее рас
стояние электронного облака от ядра и, 
следовательно, будет возрастать Р г , а 
вместе с тем и A W.

Вычисления показывают, что энерге
тическое расстояние между соседними 
компонентами расщепления растет при- 
порционально п. Число компонент рас- 
щепления равно 2п ■— 1. Таким образом, 
энергетическое расстояние между край
ними компонентами расщепления уве
личивается пропорционально /г2.

Поскольку величина расщепления для 
верхнего уровня больше, чем для ниж
него, то длинноволновые компоненты 
расщепленных электронных линий воз
никают за счет переходов с нижних ком
понент расщепления верхнего уровня.

Из рис. 7.13 видно, что с повышением 
напряженности электрического поля 
уровни энергии, начиная с больших зна
чений W, будут попадать в зону сплош
ного энергетического спектра. Соответ
ствующие спектральные линии не будут 
наблюдаться. Этот эффект иллюстрирует 
рис. 7.14, на котором представлена се
рия Бальмера. Напряженность поля воз
растет снизу вверх и затем резко падает. 
Коротковолновые линии серии исчезают 
при меньших напряженностях электри
ческого поля. Длинноволновые компо
ненты расщепления спектральных линий 
исчезают несколько раньше, чем ко
ротковолновые. Этот эффект является 
следствием того, что, в частности, для



п =  2 вероятность туннельного эффек
та для состояния i|)2 больше, чем для 
состояния "фх-

Эффект Штарка оказывает существен
ное влияние на энергетические уровни 
атомов и ионов, внедренных,например, 
в кристаллическую среду. В этом случае 
поле, действующее на атом или ион, явля
ется неоднородным. Особенно важен при 
этом учет симметрии поля, которое опре
деляется симметрией ближайшего окру
жения. Поскольку определяющую роль 
играет симметрия ближайшего окруже
ния, то состояние остальной части окру
жения — кристаллическое или аморф
ное — будет иметь второстепенное зна
чение. Знание симметрии поля позволя
ет определить число компонент расщеп
ления того или иного уровня. Задача 
решается без сложных вычислений с 
использованием методов теории групп. 
Рассмотрение этих методов не входит 
в нашу задачу. Ограничимся лишь сведе
ниями общего характера. Если симмет
рия поля соответствует симметрии куба 
или тетраэдра, то в этом случае степень 
вырождения отдельных компонент, на 
которые расщепился исходный уровень, 
не превышает трех. Когда симметрия 
поля соответствует симметрии призмы, 
у которой в основании лежит правиль
ный многоугольник — треугольник, квад
рат, шестиугольник,— то максималь
ная степень вырождения компонент рас
щепления равна двум. Если же в основа
нии призмы лежит ромб или параллело- 
грам, то все компоненты расщепления 
не вырождены. Это справедливо для 
атомов и ионов, имеющих четное число 
электронов. В случае нечетного числа 
электронов сохраняется как минимум 
двукратное вырождение.

Кроме того, что вырожденные энер
гетические уровни могут расщепляться 
на несколько компонент, влияние поля 
заданной симметрии может приводить к 
изменению правил отбора. Некоторые 
переходы, которые были запрещены для 
свободного иона, становятся разрешен
ными за счет влияния поля определен
ной симметрии. Переходы, разрешенные 
для свободного иона, остаются разрешен
ными и после внедрения иона в матрицу.

Рассмотренные закономерности эффек
та Штарка проявляются в стационарных

1' " 1} тч-f-l-j. i j  :t.-”. I I : I i : i t .LvVJli
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полях, не изменяющихся со временем. 
Эффект Штарка проявляется и в пере
менных полях, в частности, в полях, из
меняющихся с высокой частотой, отно
сящейся к оптическому диапазону. Одно 
из характерных проявлений — штарков- 
ское смещение энергетического уровня 
в поле мощной электромагнитной вол
ны, полученной при помощи лазера. Ве
личина смещения пропорциональна плот
ности мощности электромагнитного из
лучения. Смещение возрастает по мере 
приближения частоты электромагнит
ного излучения к резонансной частоте, 
т. е. к частоте перехода.

§ 7.5. РЕЗОНАНСНЫЕ 
МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЙ

Анализируя эффект Зеемана, мы рас* 
сматривали переходы между компонен
тами зеемановского расщепления, кото
рые относились к различным электрон
ным состояниям. Расщепление верхнего 
и нижнего электронных состояний про
являлось в оптическом спектре как рас
щепление спектральной линии на я- 
и ст-компоненты.

В течение ряда лет ученые нескольких 
стран изучали вопрос — можно ли за
фиксировать в магнитном поле переходы 
между компонентами расщепления од
ного и того же электронного состояния. 
Предварительные оценки показывали, 
что реализация такого метода могла 
дать обширную информацию о свойст
вах атомов.

В магнитном поле электронный уро
вень расщепляется на несколько подуров
ней, если J Ф  0, и не расщепляется,



если J =  0. Чтобы исследовать пере
ходы между компонентами зеемановского 
расщепления, удобно выбрать такие ве
щества, у которых основному электрон
ному состоянию атомов соответствует 
J ф  0, т. е. парамагнитные вещества.

Вообще говоря, исследуемое электрон
ное состояние с J Ф- 0 может быть воз
бужденным состоянием, но при этом 
предварительно должна быть решена 
сравнительно сложная задача — пере
вод значительного числа атомов в воз
бужденное состояние.

7.5.1. Электронный 
парамагнитный резонанс

Впервые переходы между компонен
тами зеемановского расщепления на
блюдались в 1944 г. Е. К. Завойским 
в Казани. В качестве объектов иссле
дования использовались соли элементов 
группы железа — с заполняющейся 
d-оболочкой. Открытый Завойским спо
соб наблюдения указанных переходов 
получил название электронного пара
магнитного резонанса, сокращенно ЭПР. 
Название отражает то обстоятельство, 
что переходы совершаются между ком
понентами зеемановского расщепления 
электронного состояния с J Ф 0 ,  т. е. 
парамагнитного состояния. Явление на
зывается резонансным в связи с некото
рыми экспериментальными особенно
стями его наблюдения. Обычно в спект
роскопии оптического диапазона для 
наблюдения резонансных переходов из
меняют частоту электромагнитного излу
чения, вто время как расстояние между 
уровнями сохраняется неизменным. 
Для наблюдения электронного парамаг
нитного резонанса поступают наоборот. 
Расстояние между компонентами рас
щепления для обычно применяемых маг-

нитных полей соответствует частотам 
Ю8 — Ю11 Гд.

Технически сложно изменять частоту 
электромагнитного излучения, принад
лежащего данному диапазону. Поэтому 
изменяют магнитное поле. За счет этого 
изменяется расстояние между компонен
тами расщепления. В момент, когда 
расстояние между компонентами рас
щепления соответствует частоте элект
ромагнитного поля, т. е. в момент резо
нанса, наблюдается интенсивное погло
щения электромагнитного излучения, 
что фиксируется радиотехническими 
средствами.

Основные элементы эксперименталь
ной установки, позволяющей исследо
вать явление электронного парамаг
нитного резонанса (ЭПР), представлены 
схематически на рис. 7.15. Исследуемое 
вещество помещается в радиочастот
ный резонатор 4, который находится 
между полюсами магнита 2, 5. Магнит
ное поле может изменяться в некото
рых пределах за счет тока, пропускае
мого через обмотки 3, от генератора 
магнитной развертки 8. В резонаторе 4 
создаются колебания радиочастотного 
электромагнитного поля при помощи 
генератора 1. Мощность электромагнит
ного поля в резонаторе 4 измеряется 
детектором и усилителем 6. Момент 
резонанса, наступающий при опреде
ленной величине магнитного поля,сопро
вождается поглощением энергии этого 
поля, что фиксируется регистратором 7.

Рассмотрим некоторые особенности 
переходов, которые происходят между 
компонентами зеемановского расщепле
ния. Компоненты расщепления имеют 
различную энергию в магнитном поле, 
так как соответствуют различным

проекциям вектора У, т. е. компоненты 
отличаются друг от друга значениями 
квантового числа m j.  В остальном ком
поненты имеют одинаковые характерис
тики, поскольку принадлежат одному 
электронному состоянию. Следователь
но, все компоненты расщепления уровня 
с заданным J имеют одинаковую чет
ность. По этой причине электрические 
дипольные переходы между компонен
тами происходить не могут, они запре
щены правилом Лапорта.



Экспериментально наблюдаемые пере
ходы относятся к магнитным дипольным 
переходам. Они совершаются за счет 
взаимодействия магнитной компоненты 
электромагнитной волны с магнитным 
моментом электронной оболочки атома. 
Магнитные дипольные переходы раз
решены между состояниями одинаковой 
четности и запрещены между состояния
ми разной четности. Правило отбора для 
квантового числа m j  имеет вид A m j =  
=  1, т. е. разрешены переходы меж
ду соседними компонентами.

Поскольку в магнитном поле вырож
дение снимается полностью, то соотно
шение между коэффициентами Эйн
штейна А и В  можно записать в виде

При фиксированном значении В  коэф
фициент А пропорционален v3. Частоты, 
используемые в технике ЭПР, на не
сколько порядков меньше оптических. 
В связи с этим обычно Л -С В, и спон
танные переходы между компонентами 
расщепления практически не наблюда
ются. Все переходы, как с нижнего уров
ня на верхний, так и обратно, являются 
вынужденными переходами.

Отмеченное обстоятельство проявля
ется в экспериментах по ЭПР. Радиа
ционная ширина уровней, связанная 
с величиной коэффициента А ,  оказы
вается пренебрежимо малой. Повышение 
мощности радиочастотного поля срав
нительно легко приводит к проявлению 
эффектов насыщения, которые обуслов
лены выравниванием заселенностей раз
личных компонент расщепления. Ре
лаксационные процессы, восстанавли
вающие больцмановское распределение 
по энергетическим уровням, характе
ризуются специфическими особенностя
ми, зависящими от агрегатного состоя
ния вещества.

Электронный парамагнитный резонанс 
наблюдается для веществ, находя
щихся в газообразном, жидком и твер
дом состояниях. Чувствительность ме
тода весьма высока. Иногда достаточно 
бывает 1012— 1013 атомов на 1 см3, что
бы можно было зарегистрировать сиг
нал ЭПР.

Агрегатное состояние вещества накла
дывает свои особенности на характер 
ЭПР. В частности, для ионов и атомов, 
находящихся в кристаллической матри
це, необходимо учитывать влияние бли
жайшего окружения. Одно из прояв
лений такого влияния — расщепление 
уровней за счет кристаллического поля. 
Если влияние кристаллического поля 
велико, то квантовое число J теряет 
смысл. Конфигурация электронной обо
лочки определяется симметрией кристал
лического поля и почти не зависит от 
внешнего магнитного поля. В этом случае 
допустимо рассматривать квантование
спина атома S в магнитном поле, прене
брегая орбитальным моментом электрон
ной оболочки.

7.5.2. Ядерный магнитный резонанс

В 1946 г. был открыт ядерный магнит
ный резонанс (ЯМР). Это открытие было 
сделано одновременно двумя независи
мыми группами ученых под руководст
вом Ф. Блоха и Э. Парселла.

Связанный с ядерным спином магнит
ный ядерный момент может давать, по
добно электронному моменту, квантован
ные проекции на направление магнит
ного поля. Каждой проекции в магнит
ном поле соответствует свое значение 
энергии, т. е. образуется система уров
ней, отличающихся ориентацией маг
нитного момента.

Под действием радиочастотного поля 
может происходить переход из одного 
энергетического состояния в другое, ко
торый сопровождается изменением ори
ентации ядерного магнитного момента.

С подобной ситуацией мы уже встре
чались в случае ЭПР, с той лишь раз
ницей, что тогда происходила пере
ориентация электронного магнитного мо
мента.

Методы экспериментального наблюде
ния ЯМР качественно подобны методам, 
применяемым в случае ЭПР. В связи 
с тем, что величина ядерного магнит
ного момента меньше, чем электронного, 
часто для регистрации ЯМР использу
ются менее высокие, чем в ЭПР, частоты 
порядка 107— 108 Гц. Схема эксперимен
тальной установки для регистрации ЯМР



Рис. 7.16

в основном такая же, как и для ЭПР, 
рис. 7.15.

Как и в случае ЭПР, переходы осуще
ствляются за счет взаимодействия маг
нитной компоненты электромагнитного 
поля с магнитным моментом, но не 
электронной оболочки атома, а его ядра. 
Спонтанные переходы в случае ЯМР так
же не наблюдаются.

Наличие у ядра спина и магнитного 
момента приводит к сверхтонкой струк
туре линий ЭПР. Исследование этой 
структуры позволяет изучать магнит
ные свойства ядер. Такой способ изуче
ния ядер дает, однако, точность значи
тельно меньшую, чем метод ЯМР. Мето
дом ЯМР изучают не только магнитные 
свойства ядер, но и свойства электрон
ных оболочек, что делает его особенно 
ценным для прикладных исследований.

Влияние электронной оболочки на 
ЯМР проявляется, в частности, следую
щим образом. Внешнее магнитное поле, 
в которое помещен исследуемый обра
зец, действует на электронные оболочки 
атомов или молекул образца. В случае 
диамагнитного образца в электронных 
оболочках его атомов внешним полем 
В0 индуцируются такие токи, которые 
создают вторичное магнитное поле В',  
направленное в сторону, противополож
ную полю В 0. Это вторичное поле также 
действует на ядро атома. Складываясь 
с внешним полем, оно уменьшает дейст
вие последнего на ядро. Величина В' 
пропорциональна В 0, поэтому результи
рующее поле, действующее на ядро, мо
жет быть представлено формулой

в  =  Яо 0  — о),
где о  — безразмерная постоянная, на
зываемая постоянной экранирования. 
Чем больше электронов содержит элек
тронная оболочка атома, тем большее 
значение принимает о. Ее значения

изменяются от 10 “5 для легких атомов 
до 10“2 для тяжелых атомов. Таким обра
зом, за счет постоянной экранирования 
поле, действующее на ядро, уменьшает
ся. Чтобы компенсировать экранирую
щее действие электронной оболочки, 
нужно увеличивать В 0. Экранирующее 
действие электронной оболочки зависит 
от типа химического соединения, от 
того, в какую часть молекулы входит 
один и тот же атом. По этой причине 
значение поля В 0, при котором наблю
дается резонанс для ядер определенного 
сорта, оказывается зависимым от типа 
химического соединения. Переход к дру
гому химическому соединению приведет 
к резонансу при новом, смещенном от
носительно прежнего значении В 0. Сме
щение резонанса по шкале В 0, обус
ловленное экранирующим действием 
электронной оболочки, называется хи
мическим сдвигом.

В качестве типичного примера рас
смотрим сигнал ЯМР для этилового 
спирта, связанный с магнитным момен
том протона. В этиловом спирте 
СН3СН2ОН содержится три группы про
тонов, имеющих различное химическое 
окружение. Это группы ОН, СН2 и СН3, 
содержащие 1, 2 и 3 протона. Протоны 
каждой группы оказываются в резонан
се с внешним радиочастотным полем при 
различных значениях В 0. Спектр про
тонного резонанса приведен на рис. 7.16. 
Площади пиков относятся как 1 : 2 : 3 ,  
т. е. соответствуют числу протонов в 
каждой группе.

Ядро атома водорода, протон, имеет 
механический момент импульса — спин, 
которому соответствует квантовое число 
/  =  1/2. С ядерным спином протона свя
зан магнитный момент, величина кото

рого в ядерных магнетонах
равна 2,79. В магнитном поле двум 
проекциям спина — 1/2 соответствуют 
два уровня энергии. Для магнитного 
поля 10+4 Гс резонансная частота 
42,577 мГц. Появление трех пиков в 
спектре ЯМР для протонов этилового 
спирта, как уже говорилось, связано 
с влиянием химического сдвига. Каж
дый из пиков соответствует переходу 
между состояниями с проекциями спина 

1/2. В отличие от электронной обо



лочки, где положительным проекциям 
механического момента соответствовала 
большая энергия, чем отрицательным 
для ядер водорода наблюдается обрат
ная картина. Уровень с проекцией ядер- 
ного спина — 1/2 расположен выше, 
чем уровень с проекцией 1/2. Отмечен
ное различие связано с тем, что механи
ческий и магнитный моменты электрона 
антипараллельны, а у протона па
раллельны. У нейтрона, как и у элект
рона, магнитный и механический момен
ты антипараллельны. Для сложных ядер, 
состоящих из протонов и нейтронов, 
наблюдаются оба случая.

7.5.3. Классическая интерпретация 
магнитного резонанса

Рассмотрим поведение магнитного мо
мента [х в магнитом поле В 0. Уравнение 
движения для магнитного момента (7.26) 
имеет вид

(7.39)

Чтобы выяснить поведение вектора [х
в магнитном поле В0, удобно перейти 
к вращающейся системе координат. Ла
бораторную систему координат считаем
неподвижной. Обозначим ю угловую 
скорость вращения системы координат, 
вращающейся относительно лаборатор
ной системы отсчета. Если в лабора
торной системе отсчета имеется некото
рый постоянный вектор А ,  то, во вра
щающейся системе координат он уже 
не будет постоянным. Производная по
времени от вектора А  во вращающейся 
системе координат

дА

ного момента во вращающейся системе 
координат

dt =  — [ю, А].

д и. Г-*
аГ =  П ^ 5 o +  f (7.41)

Выберем такую вращающуюся систему 
координат, чтобы выполнялось соотно
шение

о  =  — у В 0, (7.42)

В общем случае, когда вектор А в лабо
раторной системе не обязательно явля
ется постоянной величиной, производ
ные от вектора в лабораторной и враща
ющейся системах координат связаны со
отношением

(7.40)

Комбинируя выражения (7.39) и (7.40), 
получим уравнение движения магнит

т. е. ось вращения совпадает с направ
лением В 0, направление вращения за
висит от знака гиромагнитного отноше
ния у. Если выполняется (7.42), то, со

гласно (7.41) ^  =  0, т. е. во вращаю

щейся системе координат (i =  const.
Отсюда следует, что вектор ц прецесси- 
рует в лабораторной системе отсчета 
с угловой частотой (7.42), которая назы
вается ларморовской частотой прецессии 
магнитного момента в магнитном по
ле В0-

При выполнении условия (7.42) маг
нитный момент ц, ведет себя во вращаю
щейся системе координат так, как будто 
магнитное поле В 0 отсутствует. В связи 
с этим при переходе к вращающейся 
системе отсчета используют иногда сле
дующий прием. Полагают, что при таком 
переходе возникает фиктивное магнит

ное поле В =  — ©• Оно складывается 
V

с полем X  и эффективное поле В ^  рав
но их векторной сумме Вэф =  В 0 +  В 
Специальный выбор фиктивного поля
(7.42) приводит к нулевому эффектив
ному полю. Поэтому при условии (7.42)
[Г =  const во вращающейся системе ко
ординат. Будем считать, что поле В ь

направлено вдоль оси г. Вектор со также 
направлен по оси z лабораторной систе
мы отсчета. Ось г' вращающейся систе
мы координат также направим вдоль 
оси г. Считаем, что плоскость х'у' совпа
дает с плоскостью ху. В области, занятой 
образцом, имеющим магнитный момент
^  создадим колебания радиочастотного 
электромагнитного поля таким образом,



чтобы вектор В х электромагнитной волны 
колебался, например, вдоль оси х. Пусть
частота колебаний вектора В х совпадает 
с частотой (7.42). Колебания вектора
В у можем представить в виде векторной 
суммы двух векторов, вращающихся в 
противоположные стороны вокруг оси z,

B L =  B[ +  B l  

При этом, один из Еекторов, например 
В х, окажется неподвижным во вращаю
щейся системе координат, а второй, Вх, 
вращается с удвоенной частотой. Усред
ненное действие со стороны В х на век
тор (л будет равно нулю. Напротив, вза
имодействие векторов [х и В'х приведет
к прецессии Еектора вокруг В'х. Это 
означает, что под действием радиочастот
ного поля произойдет переориентация
вектора ц, т. е. изменится его проекция 
на ось г.

Если частота колебаний вектора В х 
не совпадает с частотой (7.42), то ни один
из векторов В[ и В'[ не будет неподвиж
ным во вращающейся системе координат. 
Усредненное действие со стороны векто
ров В х и В х на Еектор ц. будет равно 
нулю, следовательно, не будет происхо
дить переориентация вектора |i относи
тельно поля В 0.

Таким образом, классическая интер
претация позволяет наглядно представить 
процессы, происходящие при магнитном 
резонансе.

7.5.4. Мазеры

Этот термин составлен из первых 
букв английского названия — micro
wave amplification by stimulated emis
sion of radiation, что означает: микро
волновое усиление с помощью вынуж
денного излучения. Рассмотрим прин
цип работы мазера, используя те сведе
ния, которые были изложены при ана
лизе особенностей ЭПР и ЯМР.

Пусть в магнитное поле помещены 
атомные ядра со спином /  =  1/2. Два 
энергетических уровня с проекциями

спина =t 1/2 будут заселены неодинако
во. Обозначим число частиц на нижнем 
уровне пх, а на верхнем п%. Соотношение 
заселенностей

п 2/пх =  ехр (—AW /kT), (7.43)
где A W  — энергетическое расстояние 
между уровнями 1 и 2. Величина AW
зависит от магнитного поля В 0. Если 
очень быстро изменить значение поля
В п, то столь же быстро изменится энер
гетический зазор A W  между уровнями. 
Число частиц на уровнях п2 и пх с те
чением времени также изменится таким 
образом, чтобы выполнялось соотноше
ние (7.43) уже для нового значения AW.

Но в первые моменты времени после
внезапного изменения В 0 соотношение
(7.43) окажется нарушенным. Процесс, 
в результате которого восстанавлива
ется соотношение заселенностей, удов
летворяющее выражению (7.43), назы
вается релаксационным или релаксацией. 
Для его протекания необходимо опре
деленное время Т х, называемое време
нем релаксации. Выражение «быстро 
изменить значение поля В0» обозначает, 
что изменение поля совершается за ин
тервал времени A t <с Т х.

Рассмотрим теперь такую ситуацию, 
когда за интервал времени At <  Т х 
произошло, как принято говорить, вне
запное обращение поля, т. е. новое зна
чение поля В ‘й связано с прежним В 0 со
отношением

%  =  ~ в 0.
За счет обращения поля энергетические 
уровни поменяются местами. Теперь на 
верхнем уровне число частиц будет 
больше, чем на нижнем. Если по-преж
нему нижний уровень обозначить 1, 
а верхний 2, то отношение заселенностей

п2/пх =  ехр (AW /kT). (7.44)
Такое соотношение называют инверсией, 
или инверсной заселенностью. Формально 
от соотношения (7.43) можно перейти к
(7.44), положив, что абсолютная темпе
ратура Т  <  0. Поэтому считают, что
(7.44) соответствует состоянию с отри
цательной абсолютной температурой.

Поместим среду с инверсной заселен



ностью в резонансное электромагнит
ное поле. За счет вынужденных перехо
дов будут совершаться, в основном, пере
ходы с верхнего уровня, поскольку его 
заселенность выше. При этом энергия 
будет передаваться электромагнитному 
полю. Таким образом получим резонанс
ный квантовый усилитель электромаг
нитного излучения. Если коэффициент 
усиления инвертированной среды до
статочно высок, то такая система может 
за счет усиления спонтанного излуче
ния превратиться в генератор излуче
ния — мазер.

Использование такого рода усилите
лей, называемых также квантовыми уси
лителями, позволило повысить в 100

раз чувствительность приемной аппара
туры. Естественно, что такие усилители 
открывают широкие перспективы во 
всех областях, где сталкиваются с не
обходимостью приема и усиления радио
частотного излучения.

Мы рассмотрели только один из воз
можных способов получения в среде 
инверсной заселенности. В настоящее 
время существует много других спосо
бов, которые успешно применяются на 
практике.

Идеи, лежащие в основе работы мазе
ров, успешно реализуются и в оптиче
ском диапазоне. Многие особенности ра
боты оптических квантовых усилителей 
и генераторов будут изложены в гл. 11.

— — —  Глава

8
РЕНТГЕНОВСКИЕ

ЛУЧИ

Рентгеновские лучи имеют такую же 
физическую природу, как и видимые или 
ультрафиолетовые лучи. Они одновре
менно проявляют как волновые, так 
и корпускулярные свойства. Отличие 
состоит в том, что рентгеновское излу
чение характеризуется очень короткими 
длинами волн (Я =  Ю н- 10-2 нм). Та
кие границы для рентгеновского излуче
ния являются условными. Реально имеет 
место непрерывный переход от инфра
красного, видимого, ультрафиолетового 
к рентгеновскому и у-излучениям (7_лу- 
чи характеризуются длиной волны еще 
более короткой, чем рентгеновские), 
хотя механизм возникновения каждого 
из них может быть различным.

§ 8.1. СПЛОШНОЙ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ 
СПЕКТРЫ РЕНТГЕНОВСКИХ ЛУЧЕЙ

Как известно, рентгеновское излуче
ние возникает при бомбардировке бы
стрыми электронами поверхности ано

да. Различают два типа рентгеновского 
излучения. Если энергия электронов, 
которые тормозятся в результате удара
об анод, меньше чем определенная ве
личина для данного вещества анода, то 
возникает только тормозное излучение. 
Исследования этого излучения с помо
щью рентгеновских спектральных при
боров показали, что спектр тормозного 
излучения является непрерывным и 
имеет характерные особенности.

Зависимость интенсивности от длины 
волны в этом спектре характеризуется 
кривой с максимумом при определенной 
длине волны (рис. 8.1). Характерно, что 
падение интенсивности от максимума в 
сторону длинных волн происходит мед
ленно. Такая кривая асимптотически 
приближается к нулю при увеличении 
длины волны. Наоборот, в сторону ко
ротких волн интенсивность спектра па
дает быстро и спектр резко обрывается 
при определенной длине волны. Корот
коволновую границу непрерывного спек-



Рис. 8.1

тра называют граничной длиной волны, 
-она зависит от ускоряющего потенциа
ла электронов U.

Согласно законам классической эле
ктродинамики неравномерное движение 
электрона должно сопровождаться ис
пусканием электромагнитных волн 
(5.71). Тормозное рентгеновское излу
чение возникает в результате торможе
ния электрона в веществе анода. Ки
нетическая энергия электрона частич
но или полностью переходит в энергию 
электромагнитного излучения.

Наибольшую энергию имеют кванты 
рентгеновского излучения /ivrp, соот
ветствующие граничной, минимальной 
длине волны в спектре тормозного рент
геновского излучения. Они возникают, 
когда кинетическая энергия электрона 
полностью переходит в энергию кванта 
электромагнитного излучения. Полагая 
в соотношении (2.22) const =  0, можем 
записать

t. mv2 , ,h vrp — —Гр — eU.

Если U  представить в киловольтах, то 
граничная длина волны в нанометрах 
определяется формулой

К р =  1,24 IU. (8.1)

Существенно, что характер непрерыв
ного спектра не зависит от природы 
анода, а полностью определяется уско
ряющим потенциалом U. Однако интег

ральная интенсивность сплошного спек
тра растет при увеличении порядкового 
номера элемента атомов вещества, из 
которого изготовлен анод.

Если энергия электронов равна либо 
больше определенной для данного анода 
критической величины, то возникает 
излучение, называемое характеристиче
ским, поскольку оно характеризует ве
щество анода. Спектр характеристиче
ского излучения — линейчатый. Инте
ресно, что в отличие от оптических спек
тров газов, которые также характе
ризуют вещество, каждый химический 
элемент дает определенный характерис
тический рентгеновский спектр незави
симо от того, возбуждается ли этот атом 
в свободном состоянии, или он входит 
в состав химического соединения. Этим 
рентгеновские спектры существенно от
личаются от оптических. Однако влия
ние окружающей среды может привести 
к некоторой деформации и сдвигу спек
тра без изменения его структуры.

На рис. 8.2 показано возникновение 
характеристического излучения для ро
диевого анода. При ускоряющем потен
циале 23,2 кВ, спектр еще непрерывный, 
но при 31,8 кВ на фоне непрерывного 
спектра возникает линейчатый, который 
состоит из нескольких четких линий. 
При 40,0 кВ характер спектра не из
меняется, но интенсивность линий резко



увеличивается. Этот линейчатый спектр 
и характеризует спектр элемента родия 
(Rh). Спектральные линии характерис
тического излучения образуют опреде
ленные группы линий или серии. Их 
обозначают буквами К , L, М ,  N  и т. д.

На рис. 8.3 представлена схема рент
геновских спектров для некоторых ме
таллов (по оси ординат отложены атом
ные массы элементов). Они очень просты 
по структуре и одноптипны. При пере
ходе от легких элементов к тяжелым про
исходит лишь смещение линий в сторону 
коротких волн. Характеристические 
рентгеновские спектры отражают сугубо 
атомные свойства и практически не из
меняются при вступлении атомов в хи
мическое соединение.

Линии в рентгеновских спектрах, как 
уже указывалось, образуют несколько 
серий. Наиболее коротковолновую из 
этих серий условились называть серией 
К, следующую, более длинноволновую, 
серией L, дальше идут серии М \ N , О, 
Р ,  которые проявляются лишь в случае 
тяжелых элементов. Из всех серий рент
геновских спектров наиболее простой 
по своей структуре является серия К.  
Она состоит из трех линий, которые 
условно называют К а , К$  и К л (послед
нюю линию часто обозначают как /Ср2). 
Линия Ка — наиболее длинноволновая и 
наиболее интенсивная. Она дублетная 
и состоит из двух компонент — а х и а 2. 
Линия /Ср — следующая по длине волны 
и интенсивности. Она также дублетная, 
но компоненты дублета расположены 
близко и н е ю  всех случаях их удается 
разделить. Линия K^ — наиболее корот
коволновая.

Типичным примером серии К  может 
быть спектр родия (рис. 8.2). Эта серия 
состоит из трех линий — К а ,  Яр, K v  
Дублетная структура линий здесь не про
является из-за слабой разрешающей спо
собности спектрального прибора, с помо
щью которого получен этот спектр.

При исследовании рентгеновских спек
тров Г. Мозели в 1913 г. установил про
стой закон, который связывает частоту 
спектральных линий с атомным номером 
элемента излучающим эти линии. Было 
показано, что квадратный корень от 
обратной длины волны У 1 /X линейно
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Рис. 8.3

связан с атомным номером. Особенно 
интересный и теоретически важный вид 
принимает эта закономерность, если вве
сти универсальную постоянную Рид- 
берга R .  Мозели показал, что, например, 
для линии К а  некоторое число QKat 
которое определяется формулой

Qk, - 1f  ̂ L .
■ V 3 /4 R ' (8.2)

где vK =  \ /XK , на единицу меньше 
атомного номера элемента, т. е.

QKa =  Z - 1 .  (8.3)

Учитывая выражения (8.2) и (8.3), легко 
показать, что

R ( Z  —  1)2 (1/12 — 1/22). (8.4)

Аналогичные соотношения имеют место 
и для линий других серий рентгеновского 
спектра. Например, для серии L  соот
ношение Мозели принимает вид

v L =  R ( Z  — о)2 (1/22 — 1/32). (8.5)

где о — некоторое постоянное число.
Таким образом, закон Мозели  для всех 

серий рентгеновского спектра устанав
ливает линейную связь между величи
ной У  MX и атомным номером или заря
дом ядра (рис. 8.4). Этот закон имеет 
большое значение, поскольку он дает 
возможность точно расположить эле
менты в периодической системе элемен-
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тов, что не всегда удается сделать на ос
новании атомной массы и химических 
свойств элементов. До установления за
кона Мозели в некоторых частях перио
дической таблицы элементов были пус
тые места, которые соответствовали не
известным элементам, сомнительным бы
ло расположение редкоземельных эле
ментов (от Z  =  58 до Z  =  71), так как 
их химические свойства мало различа
ются, да и определение атомной массы 
не всегда было точным. Закон Мозели 
помог ликвидировать указанные труд
ности. Было точно установлено,что меж
ду элементами водорода и урана долж
но существовать только 92 типа атомов 
с различными атомными номерами. Сле
довательно, предсказано количество эле
ментов, которые еще не были открыты. 
Кроме того, этот закон объяснил пра
вильность расположения тех элементов, 
которые Д. И. Менделеев разместил в по
следовательности, нарушающей законо
мерность расположения элементов по их 
атомным массам (Со — Ni, Аг — К 
Те — J).

Наконец, этот закон впервые показал, 
что не атомная масса, а атомный номер, 
который равен заряду ядра, определяет 
химические особенности атома. Этот вы
вод был подтвержден открытием изото
пов. Простота и монотонный характер 
(отсутствие периодичности) изменения 
рентгеновских спектров с увеличением 
атомного номера, подтверждают тот факт, 
что рентгеновские спектры возникают 
во внутренних частях атома. Осо
бенность рентгеновских спектров по
глощения дает возможность объяснить 
их происхождение. Если пропустить 
сквозь слой некоторого элемента тор
мозное рентгеновское излучение, кото
рое характеризуется непрерывным спек
тром, то в спектре поглощения не будут 
наблюдаться, как можно было бы ожи
дать, характерные для этого элемента 
темные линии, а возникают непрерывные 
широкие полосы, имеющие резкий край 
с длинноволновой стороны. На рис. 8.5 
схематически изображено поглощение 
и линейчатый спектр излучения серии 
К ■ Из рисунка видно, что с уменьшением 
длины волны поглощение падает,4однако 
при определенной длине волны, близкой 
к длине волны линии К т, оно резко уве
личивается, а затем, при дальнейшем 
уменьшении, снова плавно падает. Гра
ница полосы поглощения в действитель
ности несколько смещена в коротковол
новую сторону относительно линии К-, 
и точно совпадает с границей серии К- 

Непрерывный характер спектра по
глощения свидетельствует о том, что 
одно из комбинирующих состояний при 
поглощении не квантовано. Поскольку 
полоса поглощения с длинноволновой 
стороны имеет резкий край, который со
впадает с границей серии, то можно 
предположить, что процесс поглоще
ния состоит в ионизации атома. При 
больших длинах волн энергии кванта 
fix еще не достаточно для освобождения

Т Р «/«2
Длина волны



электрона, а при меньших — энергия 
идет не только на отрыв электрона, но 
и на придание ему определенной кинети
ческой энергии. Учитывая, что рентге
новские лучи возникают во внутренних 
частях атома, можно сделать вывод, 
что при поглощении происходит осво
бождение одного из внутренних элек
тронов.

Если под влиянием электрона опре
деленной энергии, или рентгеновского 
кванта, который попадает на атом со 
стороны, выбивается один из двух элект
ронов внутренней оболочки (^-оболоч
ки), то освобожденное место может быть 
заполнено электроном из внешней обо
лочки (L, М , N), при этом возникает 
рентгеновское излучение. В первом 
случае излучается линия К а > во вто
ром — в третьем — /Ст. Волновое 
число линии К а (vка) является резуль
татом комбинации двух термов, один из 
которых соответствует главному числу 
п =  1 (терм К), а второй — п =  2 
(терм L). Эти термы, как видно из фор
мулы (8.4), напоминают термы водоро
доподобных атомов. Различие состоит 
лишь в том, что вместо атомного номера 
Z в формулу терма входит Z — 1. Это 
обусловлено тем, что для серии К  имеет 
место экранирование полного заряда 
ядра Z одним электроном, который ос
тается в К -оболочке после выбивания 
одного из двух электронов.

Возникновение серий L, М ,  ... можно 
объяснить аналогичным образом: L-се
рия, например, смещена по сравнению 
с /(-серией в длинноволновую часть 
спектра, для ее возникновения необходим 
более низкий критический потенциал. 
Следовательно, она возникает при за
полнении менее глубоких слоев элект
ронов, т. е. уровней двухквантовой 
(п =  2) оболочки. Линии этой серии 
La, L$ и т. д. обусловлены переходами 
из третьей, четвертой и т. д. электрон
ных оболочек (см. формулу 8.5). Ана
логичным образом серия М  возникает 
при переходах электронов из более вы
соких оболочек на вакантные места в 
трехквантовой оболочке (п =  3) и т. д.

Известно, что линия К а имеет наи
большую интенсивность среди линий 
серии К. Далее по интенсивности распо

лагается линия К$, затем К г  Такую 
закономерность в интенсивности после
довательных линий этой серии можно 
легко понять. Действительно, следует 
ожидать, что вероятность занять вакант
ное место на определенной оболочке 
является наибольшей для электрона, 
расположенного на соседней (высшей) 
оболочке. Чем дальше находится элект
рон от оболочки с вакансией, тем меньше 
соответствующая вероятность. Поэтому 
число фотонов, составляющих линию Ка, 
является максимальным, за ним следует 
число фотонов, соответствующих линии 
/Ср и т. д.

Векторная модель атома, рассмотрен
ная ранее, позволяет объяснить струк
туру рентгеновских спектров. Каждый 
рентгеновский терм характеризует со
стояние оболочки, из которой удален 
один электрон. С помощью векторной мо
дели можно найти число различных энер
гетических состояний, которые могут 
возникнуть при вырывании из заполнен
ной оболочки одного электрона. Зам
кнутая оболочка характеризуется тем, 
что для нее результирующие моменты
T,L,S равны нулю. Если из замкнутой 
оболочки удалить один электрон, кото
рый характеризуется определенными
значениями моментов /, /, s, то конфигу
рация оставшихся электронов будет х а 
рактеризоваться моментами J ' , L , S , 
численные значения которых совпадают
с численными значениями моментов /,
I, s удаленного электрона. Только в 
этом случае суммы моментов

j -f  J' — J , I +  L' =  L, s -f- S' =  S

будут равны нулю. Поскольку совокуп
ность моментов, характеризующих один 
электрон, соответствует дублетным тер
мам, то схема рентгеновских термов 
должна быть подобной оптическим дуб
летам. Действительно, оба электрона 
одноквантовой оболочки являются эле
ктронами, для каждого из которых 

=  0, st =  1/2, j t = 1 / 2 .  Какой бы 
электрон из этих двух ни был вырван, 
оставшаяся часть оболочки будет харак
теризоваться квантовыми числами L =  0; 
5 = 1 / 2  и J — 1/2 или термом 2S i/2. В
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рентгеноспектроскопии это состояние 
обозначают символом /(. Двухквантовая 
оболочка состоит из двух ^-электронов 
и шести 2/ьэлектронов, два из которых 
имеют =  1/2, а четыре— j { = 3 / 2 .

Если из двухквантовой оболочки вы
рывается один из р-электронов, то воз
никает терм 2Р 1/2, 3/2- Следовательно, 
здесь возможны три различные состояния. 
В рентгеноспектроскопии три указанные 
состояния обозначаются символами Ц ,  
L\\, L iu ■ Аналогичным образом можно 
показать, что при вырывании одного 
электрона из трехквантовой оболочки 
возникает один из пяти уровней 2S j /2, 
гР \ / 2 , 2Рз/2 , 2£>3/2, 2D 5/2. При вырывании 
одного электрона из четырехквантовой 
оболочки возникает семь различных со
стояний.

Разрешенные переходы между термами 
определяются теми же правилами отбо
ра, что и в оптической области:

А/ =  =t= 1, АУ =  0, ^  1.

Схема уровней с учетом правил отбора 
дает возможность разобраться в струк
туре рентгеновских спектров, обуслов
ленных дипольными переходами. На 
рис. 8.6 приведены схема уровней и 
переходы для отдельных линий. Наи
более коротковолновой является К -се
рия, возникающая во время переходов 
электронов на одноквантовый /(-уро
вень с более высоких. Эта серия анало
гична главной серии оптических дубле
тов 12S i /2 — п2Р i/г, з/2. Далее следуют 
L- и .W-серии. Из рис. 8.6 видно про
исхождение дублетных ЛИНИЙ К а  и /Ср.



Структура линий других серий более 
сложная.

Исследования характеристических 
спектров с помощью точных рентгенов
ских спектральных приборов показа
ли, что помимо основных линий иногда 
возникают вблизи от них еще дополни
тельные мало интенсивные линии, кото
рые называют спутниками (сателлита
ми). Одно из объяснений появления та
ких дополнительных линий вытекает из 
предположения, что в отдельных слу
чаях под действием падающих электро
нов достаточно большой энергии воз
можна двукратная ионизация в ре
зультате вырывания двух электронов из 
заполненных оболочек. Например, могут 
образоваться ^ L -состояния, в которых 
одна вакансия расположена на К -обо
лочке и одна на L-оболочке. Возникно
вение дополнительной вакансии обозна
чает уменьшение экранирования куло- 
новского поля ядра и приводит к уве
личению его эффективного заряда. По
этому переходы электронов с более вы
соких оболочек на более низкие дол
жны сопровождаться освобождением не
сколько большей энергии, которая соот
ветствует смещенным в стороны высоких 
частот дополнительным линиям. Су
ществование структуры уровней обус
лавливает количество таких спутников. 
Могут возникать спутники и высших 
порядков, если из внутренних оболочек 
атома вырывается одновременно более 
чем два электрона. Не исключено, что 
причиной появления спутников могут 
быть и некоторые другие внутриатомные 
процессы.

§ 8.2. СПЕКТРЫ ПОГЛОЩЕНИЯ 
РЕНТГЕНОВСКИХ ЛУЧЕЙ

Во время прохождения направленного 
пучка рентгеновских лучей сквозь ве
щество интенсивность его ослабляется 
по двум причинам: за счет вырывания 
фотоном электрона при поглощении и за 
счет изменения начального направления 
движения фотона, т. е. из-за рассеяния.

Исчезновение фотона в процессе по
глощения происходит в результате фото
эффекта, когда энергия фотона тратится 
на ионизацию атома. Фотоэлектрон, воз
никающий при этом, движется с кинети

ческой энергией, которую он получил 
в момент отрыва его от атома. Через 
определенное время атом возвращается 
в нормальное состояние путем различ
ных квантовых переходов, которые при
водят к излучению серий линий. Так, 
например, если из атома был вырван 
/(-электрон, то первым переходом может 
быть переход электрона из L-оболочки 
в /(-оболочку с излучением фотона Ка, 
(рис. 8.6). Вследствие этого у атома воз
никает вакансия в L-оболочке и возмо
жен переход М \  -*■ Ьщ  с излучением 
фотона Lttl; последующим переходом 
может быть переход N vu  —у М у  с излу
чением фотона М а, и т. д. В других слу
чаях возвращение атома в нормальное 
состояние возможно путем других кас
кадных переходов. Однако не всегда 
такой переход сопровождается излуче
нием фотона; при определенных условиях 
наблюдается эффект Оже, на котором 
мы остановимся позже.

Рассмотрим ослабление интенсивно
сти рентгеновского излучения, которое 
проходит сквозь вещество вдоль оси х. 
Пусть на поверхности вещества х  =  О 
и /  =  / 0. Обозначим интенсивность пуч
ка на глубине х  через 1 х. Тогда относи
тельное изменение интенсивности

=  — \idx, (8.6)
'X

где ^ — коэффициент пропорциональ
ности, или линейный коэффициент ос
лабления. Он зависит от поглощающего 
вещества и длины волны. После интег
рирования (8.6) получим

ц = 1 / х 1 п  /„//*, (8.7)

откуда
/*//„ =  ех р(— цх). (8-8)

Из выражения (8.7) находим коэффи
циент ослабления [д, при прохождении 
рентгеновского пучка сквозь слой ве
щества толщиной х. По формуле (8.8) 
можно определить относительную ин
тенсивность пучка после прохождения 
слоя вещества, если известен коэффи
циент ослабления.

Рассмотрим рентгеновский пучок се
чением 1 см2. Пусть мощность этого 
пучка численно равна интенсивности / . 
Найдем ослабление такого пучка после



прохождения единицы массы вещества. 
Если р — плотность вещества, то на 
пути dx  встретится масса dm '  =  рdx. 
Относительное изменение интенсивности 
d l Х/1Х на пути dx  равно

dlx/Ix =  — V-m-dm' =  — \im'pdx, (8.9)
где коэффициент пропорциональности 
\im' называют массовым коэффициентом 
ослабления. Сравнивая (8.9) и (8.6), 
получим

Pm' =  /р. (8.1 0)
Из (8.9) следует, что характери

зует относительное ослабление интен
сивности единицей массы вещества. Обо
значим интенсивность пучка после про
хождения массы т' через I т> и проин
тегрируем (8.9) в пределах от 0 до т '. 
Тогда получим

1т'Но =  ехр (—- jw m '), (8.11)

где т' поверхностная плотность. Пос
ледняя формула дает возможность най
ти относительную интенсивность рент
геновского пучка после прохождения 
слоя вещества, который содержит т' 
граммов на 1 см2, если известен массо
вый коэффициент ослабления \хт-. Ха
рактерной особенностью массового ко
эффициента ослабления является его 
независимость от физического состояния 
вещества.

Определим ослабление, которое при
ходится на один атом вещества. Если 
пучок рентгеновских лучей сечением
1 см2 проходит слой массы dm, то на 
своем пути в этом слое пучок встречает 
dn атомов, имеющих массу dm

где А  — масса одного моля вещества, 
N  — число Авогадро. Относительное ос
лабление интенсивности при прохожде
нии пути dx,  пропорционально количе
ству атомов dn,  которые находятся в этом 
слое
d lx/ Ix  =  —  Hadn =  —  p N A ^ H a d x ,  ( 8 . 12 )

где ра — коэффициент пропорциональ
ности, который называют атомным  
коэффициентом ослабления. Этот ко
эффициент измеряется в сантиметрах 
квадратных (см2), поскольку d n  харак

теризует число атомов на 1 см2 слоя 
вещества. Сравнивая (8.12) и (8.6), най
дем связь между ца и цт>:

pa =  А (pN )_1 |j, =  A N ~l \in (8.13)

Обозначим эффективное сечение атома 
для поглощения или рассеяния буквой 
S a. Под эффективным сечением понимают 
такое максимальное сечение атома, про
ходя сквозь которое фотон обязательно 
будет поглощен или рассеян. Посколь
ку на пути dx рентгеновский луч сече
нием 1 см2 встречает dn атомов, общая 
эффективная площадь этих атомов для 
поглощения или рассеяния фотонов рав
на S adn.

Вероятность поглощения или рассея
ния для каждого фотона равна отноше
нию эффективного сечения S adn ко всей 
площади (1 см2) поперечного сечения 
пучка. Следовательно, эта вероятность 
численно равна S adn. Умножая интен
сивность 1Х пучка на вероятность S adn, 
найдем изменение d l x этой интенсивнос
ти на пути dx. Таким образом, после 
прохождения dn атомов d l x =  —IXS dn. 
Сравнивая это соотношение с (8.12), 
видим, что ра =  S a, т. е. атомный коэф
фициент ослабления характеризуется 
площадью эффективного сечения атома 
для поглощения или рассеяния рентге
новских лучей. Если на 1 см2 сечения 
рентгеновского пучка приходится один 
фотон за секунду, а на единицу площади 
слоя вещества приходится один атом, то 
вероятность поглощения или рассеяния 
этого фотона за единицу времени числен
но равна (ла. Считая, что акты поглоще
ния и рассеяния независимы, можно 
утверждать, что атомный коэффициент 
ослабления ца равен сумме атомных 
коэффициентов действительного погло
щения Та И рассеяния Оа На =  Та +

По аналогии можно представить мас
совые линейные коэффициенты ослабле
ния суммой соответствующих линейных 
коэффициентов реального поглощения и 
рассеяния цт =  хт -f- ат, р =  т -f- ст.

Атомный коэффициент действитель
ного поглощения %а можно рассматри
вать как сумму отдельных коэффициен
тов т,- для отдельных уровней I атома

Та =  £  Т{, 
i



где т,- определяется фотоэффектом толь
ко одного i-уровня атома. Атомный 
коэффициент действительного поглоще
ния уровнем i атома характеризуется 
площадью эффективного сечения атома 
для ионизации i-уровня вследствие за
хвата фотона.

Если известны атомные коэффициенты 
поглощения для отдельных атомов, ко
торые входят в состав некоторого хими
ческого соединения, то можно определить 
молекулярный коэффициент действи
тельного поглощения тмол для молекулы 
этого вещества. Коэффициент тмол свя
зан с массовым коэффициентом погло
щения тт  этого вещества формулой, ана
логичной (8.13) для простого вещества

Тмол =  Ч т ,

где /VI — масса моля вещества. Считая, 
что процессы поглощения отдельными 
атомами молекулы независимы друг от 
друга и, следовательно, допуская спра
ведливость аддитивности для атомных 
коэффициентов поглощения, можно опре
делить молекулярный коэффициент по
глощения

Тмол =  L ( а̂)/>
/

где пj — число атомов /-го типа в моле
куле. Справедливость закона аддитив
ности в основном подтверждается экс
периментом. Экспериментальные иссле
дования показали, что атомный коэффи
циент поглощения та различными уров
нями атома зависит от атомного номера 
и длины волны

т 0 = C Z 4P ,  (8.14)

где £  — коэффициент, который явля
ется постоянной величиной для опреде
ленной области длин волн.

Из последнего соотношения можем 
сделать вывод, что поглощение опреде
ленной длины волны очень быстро рас
тет при увеличении атомного номера. 
Это и используется при просвечивании 
в медицине. Так, массовые коэффициенты 
поглощения костей и ткани человече
ского тела отличаются примерно в 68 
раз, в результате чего на рентгенограм
мах тени от костей четко видны.

Формула (8.14) показывает также, 
что поглощение рентгеновского излуче-

ния существенно увеличивается при уве
личении длины волны. На рис. 8.7 по
казана зависимость атомного та и массо
вого тщ коэффициентов поглощения 
платины от X. Из рисунка видно, что 
полоса поглощения L распадается на три 
близко расположенные полосы, одна из 
которых характеризует вырывание из 
атома 25-электронов, две другие — выры
вание 2/?-электронов. Пользуясь схемой 
рентгеновских уровней (рис. 8.6) мож
но объяснить причину такой структуры 
полосы поглощения L. Кроме того, из 
указанной схемы уровней вытекает, что 
полосы поглощения М  к N  имеют соот
ветственно 5 и 7 компонент. Заметим, 
что при облучении некоторого элемента 
монохромотическими рентгеновскими 
лучами, длина волны которых постепен
но уменьшается, элемент, начиная с оп
ределенной X, излучает с б о и  собственные 
характеристические лучи в виде флуо
ресценции, которая имеет место и при 
дальнейшем уменьшении длины волны. 
Критические длины волн, при которых 
происходит скачок поглощения, как раз 
совпадают с критическими длинами волн 
для возбуждения характеристического 
излучения определенной длины волны. 
Возникновение скачка в поглощении 
(рис. 8.7) необходимо учитывать: в фор
муле (8.14) коэффициент С имеет раз
личные значения с обеих сторон крити
ческой длины волны.

8.2.1. Эффект О же

Фотографируя с помощью камеры 
Вильсона треки фотоэлектронов, кото
рые возникают при облучении рентге-



новскими лучами тяжелых инертных га
зов (например, криптона), П. Оже обна
ружил, что в некоторых случаях в одной 
точке берут начало два следа, т. е. из 
некоторого атома вырывается не один, 
а два электрона. Это явление, получив
шее название эффекта Оже, является 
типичным случаем автоионизации. Для 
объяснения этого эффекта обратим вни
мание на то, что энергия W l — Wk , ко
торая освобождается атомом при пере
ходе электрона с L-оболочки на ва
кансию в /(-оболочке больше, чем \ W l \— 
энергия связи электрона в L-оболочке. 
Например, для молибдена W l — Wk  =  
=  37,7 ■ 10-19Дж, тогда как | W l \ — 
=  9,7 • 10-19Дж. Следовательно, энер
гия перехода L - +  К  оказывается до
статочной, чтобы удалить один из элек
тронов L-оболочки за пределы атома, 
т. е. здесь возможен процесс автоиони
зации, который состоит в ионизации не 
с помощью внешней энергии, а за счет 
внутренней энергии возбуждения са
мого атома. Кинетическая энергия Т  
вырванного электрона равна разности 
энергии возбуждения и работы иониза
ции L-электрона

T = (WL- W K) - \ W b\.
Поскольку W l — ^  определяет энер
гию фотона К а-линии, то это уравнение 
принимает вид Т  =  hvKa — \ W L \. Это 
означает, что электрон, вырванный в 
результате автоионизации атома, имеет 
такую кинетическую энергию, которую 
он получил бы в результате фотоэф
фекта под воздействием рентгеновского 
/Са-фотона, возникшего внутри того же 
атома. Однако количественные иссле
дования эффекта Оже показали, что в 
действительности такой промежуточный 
фотон не возникает, а энергия возбуж
дения передается электрону непосред
ственно.

Автоионизация возможна также при 
участии других квантовых состояний 
внутренних электронов. Например, энер
гия W l — Wк может передаваться од
ному из Л1-электронов, при этом на
чальное возбужденное состояние может 
быть L-состоянием и т. д. На рис. 8.8 
схематически показаны последователь
ные этапы эффекта Оже. Фотон 1 вы
рывает из атома электрон 2 из К -обо
лочки, после чего одновременно проис
ходят два процесса: электрон 3  перехо
дит из L-оболочки на свободную ва
кансию /(-уровня, а электрон 4 за счет 
энергии этого перехода вырывается из 
атома. Таким образом, два электрона 
оставляют атом и он становится дву
кратно заряженным ионом. Следователь
но, энергия возбуждения рентгеновских 
уровней может выделяться во время од
ного из процессов: излучения рентге
новского фотона или автоионизации.

§ 8.3. РАССЕЯНИЕ 
РЕНТГЕНОВСКИХ ЛУЧЕЙ

Ослабление рентгеновских лучей при 
прохождении сквозь вещество обуслов
лено не только их поглощением, но и 
рассеянием. Экспериментальные иссле
дования такого рассеяния показали, что 
его закономерности существенно отли
чаются от рассеяния света. В оптиче
ской области спектра, где длина вол
ны намного больше размеров атома, вы
полняется закон Рэлея, согласно кото
рому интенсивность рассеянных лучей 
пропорциональна 1/Х4. Интенсивность же 
рассеянных рентгеновских лучей с дли
ной волны порядка атомных размеров 
оказалась независимой от X.

Такую закономерность впервые объя
снил Дж. Томсон. Он предположил, что 
рассеяние рентгеновских лучей обуслов
лено их взаимодействием с отдельными 
электронами рассеивающего вещества. 
Исходя из классической электродинами
ки, можно показать, что электромагнит
ная волна большой частоты при попада
нии на атом вызывает вынужденные ко
лебания его электронов с той же часто
той. Это приводит к возникновению вто
ричных электромагнитных волн, кото
рые, излучаясь во всех направлениях



движущимися электронами, создают рас
сеянные рентгеновские лучи.

Не останавливаясь на рассмотрении 
классической теории рассеяния, приве
дем лишь окончательную формулу, кото
рая характеризует классическое, или 
томсоновское» рассеяние

/  =  /„ 16я2е „ т 2с4/?2
• 1+ cos29> (8.15)

где /„ — интенсивность падающей эле
ктромагнитной волны, / — мгновенная 
интенсивность в некоторой точке Р  на 
расстоянии R от электрона (рис. 8.9), 
0 — угол между направлением к точке 
наблюдения и направлением колебаний 
электрона. Если рассеяние происходит 
не на одном, а на п независимых элект
ронах, то интенсивность рассеянного 
пучка в точке Р (R, 0) будет

, е4 1 +  cos 0 
l s =  n l  =  n l 0 ------------

16 n 2e0m2c4i?2

(8.16)

меньших чем 30°, объясняется тем, что 
при выводе формулы (8.16) не учитыва
лась интерференция волн, рассеянных 
соседними электронами атома.

Для малых длин волн (А. =  0,0017 нм) 
экспериментальная кривая везде отли
чается от теоретической: вблизи 90° она 
не имеет минимума, предсказанного тео
рией, к тому же экспериментально изме
ренная интенсивность рассеяния для 
всех углов значительно меньше теорети
ческой. Это расхождение показывает, 
что для очень малых длин волн класси
ческая волновая теория рассеяния рент
геновских волн становится вообще не
удовлетворительной .

Рассчитаем всю энергию Ws, которая 
рассеивается п независимыми электро
нами во всех направлениях. Для этого 
проинтегрируем / 5 по сфере радиуса R 
(рис. 8 . 11)

W.. / S2jt#2sin0d9 =  — j3 лвл
10е*п

(8.17)
где п — количество электронов в единице 
объема. Тогда отношение W J10 характе-

Экспериментальная проверка показала, 
что для рентгеновского излучения не 
очень короткой длины волны формула
(8.16) дает результаты, которые удовлет
ворительно совпадают с опытом. На 
рис. 8 .1 0  непрерывная кривая характе
ризует распределение интенсивности, 
вычисленной с помощью формулы (8.16); 
пунктирные кривые показывают экспе
риментальные результаты для двух су
щественно разных по величине длин 
волн. Из рисунка видно, что для боль
ших длин волн (0,071 нм) и для не очень 
малых углов рассеяния эксперименталь
ные результаты хорошо совпадают с 
теоретической кривой. Большое рас
хождение между экспериментальными и 
теоретическими результатами для углов,

ю
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ризует часто интенсивности первичного 
пучка, который рассеивается единицей 
объема, т. е. в 1 см3. Поскольку интен
сивность / 0 характеризует энергию пер
вичного пучка с сечением 1 см2, то 
Ws/ I 0 характеризует часть интенсивного 
первичного пучка, рассеянную на пу
ти в 1 см. Если пучок сечением в 1 см2, 
который попадает на вещество, имеет 
интенсивность / 0 на поверхности (х=0), 
то после прохождения слоя вещества тол
щины х интенсивность его вследствие 
рассеяния на электронах (поглощением 
пренебрегаем) уменьшится до величины 
1Х. Рассмотрим дальнейший путь лу
ча, начиная от глубины х. При прохож
дении пути dx (начиная от х  до х +  dx) 
интенсивность пучка уменьшится от 1Х 
до значения l x -j- d l x ( d lx <  0). Измене
ние интенсивности 1Х на единицу пути 
d l x/dx  равно энергии W s рассеянных 
лучей (с обратным знаком). Следова
тельно, W s =  — d l x/dx, откуда в соот
ветствии с формулой (8.17) получим на 
глубине х (полагая / 0 =  1Х)

_1_ d lx __ 2 пе4
dx зле *т2с1

Интегрируя последнее равенство, полу
чим

/* =  / 0 ехр (— ах).

Величину а называют линейным коэф
фициентом рассеяния. Как видно из
(8.18), а не зависит от длины волны 
падающего пучка. Электронный коэф
фициент рассеяния ое определяется отно
шением ст к числу электронов п

-а. (8.18)

а * = 2е4
Зя е 0/п2с4

(8.19)

Если р — плотность вещества, то объем, 
который занимает один грамм вещества, 
равен 1/р, и число электронов на еди
ницу массы п/р  =  N Z IA , где N  — число 
Авогадро, Z — атомный номер (коли
чество электронов в одном атоме), А — 
масса одного моля. Отсюда легко найти 
массовый коэффициент рассеяния

о 2 e*NZ 
От — * -----------о------- — .

Р Зле0т 2сМ

Положив ZIA =  0,5 (для легких эле
ментов такое соотношение выполняется

достаточно точно), получим от — 0,20, 
т. е. от является универсальной пос
тоянной, независящей от рассеиваю

щего вещества, длины волны и интен
сивности первичного пучка.

Умножив электронный коэффициент 
рассеяния на число Z электронов атома, 
получим атомный коэффициент рассея
ния

2 e*ZСГд -- 2 “ •
Зле 0т2с4

Заметим, что приведенные формулы для 
коэффициентов рассеяния являются 
приближенными, поскольку они полу
чены для свободных независимых эле
ктронов, а не для электронов, которые 
входят в состав атома или твердого тела.

В несоответствии волновой теории 
рассеяния рентгеновских лучей экспе
рименту убедились при рассмотрении 
интенсивности рассеянного света очень 
коротких волн. Это несоответствие осо
бенно четко проявляется при исследо
вании спектрального состава рассеян
ных пучков. Согласно волновой теории 
механизм рассеяния состоит в «раска
чивании» электронов электромагнитным 
полем падающей волны. Естественно 
ожидать, что частота рассеянного излу
чения должна совпадать с частотой 
падающего излучения. Однако исследова
ния показали, что длина волны изменя
ется. В 1922— 1923 гг. А. Комптон, вос
пользовавшись рентгеновским спектро
графом, изучил это явление и показал, 
что оно связано с самим механизмом рас
сеяния. Опыт был поставлен так. Излу
чение рентгеновской трубки с молибде
новым анодом направлялось на кусочек 
графита. Рассеянное излучение после 
прохождения ряда щелей попадало на 
кристалл рентгеновского спектрографа. 
Смещая и поворачивая вокруг верти
кальной оси трубку вместе с кусочком 
графита, можно было изменять угол 
рассеяния 0, оставляя неподвижными 
другие части установки.

На рис. 8.12 представлены результа
ты таких исследований. Здесь А харак
теризует распределение интенсивности 
падающего пучка (линия К а молиб
дена), В, С и D  — показывают спект
ральный состав излучения при различ
ных углах рассеяния. Как видно, в рас-
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сеянном излучении четко проявляются 
как длина волны возбуждающего излу
чения, так и длина волны, смещенная 
в сторону больших длин волн. Харак
терно, что величина смещения растет 
с увеличением угла рассеяния. Этот экс
периментальный результат можно объ
яснить, если учесть основные законо
мерности эффекта Комптона, рассмот
ренного в гл. 1.

Согласно (1.26) кинетическая энергия 
электрона (электрона отдачи)

W K =  h ( v — ve). (8 .20 )
Учитывая соотношение (1.32) и реляти
вистское изменение массы электронов 
отдачи (рис. 1.3), можно получить вы
ражение

w K =  h v { l + j ; ™ Z s 2 r  (8.21)

где K =  hvlm 0c2. Из (8.21) следует, что 
W K =  0 при у  =  я/2. В этом случае 
0 =  0 .

Соотношения между углами 0 и 7 , 
а также зависимость энергии hve рас
сеянного фотона и W K (кинетической 
энергии) электрона отдачи от углов 0 
и v иллюстрируется полярной диаграм
мой рис. 8.13. На этой диаграмме 
верхняя часть характеризует энергию

/ive рассеянных под углом 0 фотонов, 
а нижняя —■ WK электронов отдачи, ко
торые вылетают под углом 7 . Величины 
энергий пропорциональны длинам соот
ветствующих радиусов-векторов. Р а
диусы-векторы верхней и нижней частей 
диаграмм, которые имеют один номер, 
соответствуют одному акту рассеяния, 
т. е. например, когда рассеянный фо
тон вылетает в направлении верхнего 
радиуса-вектора 6, т© одновременно 
электрон отдачи вылетает в направле
нии нижнего радиуса-вектора 6. Пер
вичный (падающий) фотон должен дви
гаться в направлении слева направо. 
Его энергия hv равна радиусу пунктир
ного полукруга. Как видно из этой 
диаграммы, сумма соответствующих ра
диусов-векторов верхней и нижней час
тей равна радиусу пунктирного полу
круга, как это и должно быть согласно 
закону сохранения энергии.

При увеличении угла у  вылета элек
тронов отдачи кинетическая энергия 
электронов уменьшается в соответствии 
с формулой (8 .21) и полярной диаграм
мой (рис. 8.13). Это предсказание теории 
подтверждается исследованиями длины 
пробега электронов отдачи в камере 
Вильсона. При уменьшении длины вол
ны К энергия электронов отдачи увели
чивается, как это вытекает из формулы 
(8.21). Эту зависимость изучали путем 
определения энергии электронов по 
длине их пробега в камере Вильсона. 
Она также получила экспериментальное 
подтверждение.

Таким образом, экспериментальные 
исследования убедительно обосновали 
правильность квантовой теории рассея
ния для рентгеновских лучей.
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СТРОЕНИЕ

И
СПЕКТРЫ
МОЛЕКУЛ

§ 9.1. ПРИРОДА МОЛЕКУЛЯРНОЙ СВЯЗИ

Исследования атомных спектров пока
зали, что все основные закономерности, 
наблюдаемые в них, обусловлены особен
ностями структуры электронной обо
лочки и электронных состояний атома. 
Химические свойства атомов — способ
ность к образованию тех или иных моле
кул — объясняются также свойствами 
их электронных оболочек. Однако ре
зультат проявления химических свойств, 
а следовательно, и сами эти свойства 
принадлежат не одному, а совокупнос
ти атомов, взаимодействие которых при
водит к образованию молекулы. В про
цессе химического взаимодействия, в 
механизме химической связи важное зна
чение имеют те электроны атома, кото
рые характеризуются сравнительно ма
лыми энергиями при изменении их со
стояний. Такими электронами являются 
внешние электроны атома. Действитель
но, электроны, находящиеся на внутрен
них заполненных оболочках, в образо
вании химической связи практически 
участия не принимают.

В отдельных случаях можно химиче
ское взаимодействие свести к электро
статическим силам. Так, в ионных со
единениях валентные электроны атомов 
при взаимодействии переходят от од
ного атома к другому. При этом ато
мы превращаются в ионы с различ
ными электрическими зарядами, взаи
модействие которых описывается за
коном Кулона. Образуется так назы
ваемая ионная, или гетерополярная 
связь.

Поскольку кулоновекое взаимодей
ствие в первом приближении не иска
жает электронную структуру ионов, то 
можно считать, что при наличии ионной

связи ионы в основном сохраняют свою 
индивидуальность в молекуле.

Однако часто при образовании моле
кул не наблюдается переход электронов 
от одного атома к другому, и, следова
тельно, ионная связь отсутствует. К та
ким молекулам относятся, например, мо
лекулы 0 2, N2, С12 и др. Естественно, 
что для таких молекул характерным 
является другой тип связи — гомеопо- 
лярный, или ковалентный, в котором 
природа сил взаимодействия не может 
быть объяснена законами электроста
тики.

Следовательно, мы можем разделить 
все химические связи на два класса — 
ионную и гомеополярную. Такая класси
фикация, безусловно, является опреде
ленным упрощением. Реальные химиче
ские связи могут характеризоваться раз
личными степенями «ионности» и «го
меополярности».

9.1.1. Ионная связь

Общую теорию ионных молекул на ос
новании классических модельных пред
ставлений разработали М. Борн и В. Гей
зенберг (1925). В предельном случае 
ионной связи до развития квантовой 
механики пользовались полуэмпириче- 
ским способом расчета энергии связи, 
который базировался на электростати
ческих представлениях.

Два иона (например Na+ и С1"), ко
торые достаточно удалены друг от дру
га, по закону Кулона притягиваются 
в первом приближении, как точечные за
ряды. Энергию этого взаимодействия 
можно определить по формуле



В следующем приближении необхо
димо учесть взаимную поляризацию 
ионов. Ядро каждого иона имеет поло
жительный заряд и поэтому притягива
ется или отталкивается в зависимости 
от знака суммарного заряда соседнего 
иона. Электронное облако иона имеет 
отрицательный заряд, и поэтому на 
него действует сила со стороны сосед
него иона в противоположном направле
нии. Вследствие этого в каждом ионе 
происходит деформация электронных 
оболочек, которую можно представить 
как относительное смещение ядра и 
электронного облака на расстояние d 
(рис. 9.1). В результате смещения от
рицательных и положительных зарядов 
в ионе возникает дипольный момент Р.  
Величина индуцированного дипольного 
момента каждого иона определяется на
пряженностью электростатического поля

Р  =  ed =  г0а Е ,  (9.2)

где а  характеризует деформационные 
свойства электронной оболочки иона 
и называется поляризуемостью.

Следовательно, к энергии Vе кулонов- 
ского взаимодействия добавляется энер
гия Vp взаимодействия дипольного мо
мента каждого иона с суммарным за
рядом соседнего иона

+  <9-3) 
К этому следует добавить энергию, кото
рая тратится на образование диполей. 
Эту энергию можно представить как 
работу, затраченную на смещение заря
дов

е , я2
Vа =  в® ^ E - id E  1 “I- £о ^ сс2Е 2d Е 2 *

Р1
+геоа, 1 2е0а 2' (9.4)

Vp tp2 = 2 л 80Г3

рода этих сил достаточно сложная, » 
в классической теории для энергии от
талкивания Vn используется эмпириче
ская формула

Vn =  В /гп. (9.6)

В квантовой механике отталкивание 
проявляется в виде обменных интегра
лов для заполненных электронных обо
лочек, поскольку при взаимопроникно
вении электронных оболочек ионов в 
поле каждого из ядер попадают допол
нительные электроны.

В первом приближении энергию свя
зи V ионной молекулы можно опреде
лить из выражений (9.1) и (9.6), прене
брегая энергией поляризации

"  + 4 -  (9-7)V =  +  Vn =  - 4ле0г

В равновесном состоянии энергия V  
минимальна, и г =  г0. Поэтому 

/dV\ е2 пВ
\drr г=г„ 4яе0г0

откуда

В — 4ле 0п

Таким образом, при г
z>2

Vr-Г. =

rn+ 1

п—1 
r0 •

=  0 .

Следует также учесть энергию взаимо
действия диполей

PlP2 (9.5)

Только притяжение ионов должно было 
бы привести к полному слиянию. Этого 
не происходит, так как на малых расстоя
ниях оболочки ионов перекрываются, 
и возникают силы отталкивания. При-

4ле0г0
Величины г0 и п определяются из экспе
риментальных исследований других 
свойств молекул. Так, для кристаллов 
г0 обычно находят методом рентгеногра
фии или электронографии, а п — опре
деляют по сжимаемости кристалла. Для 
всех известных кристаллических реше
ток п имеет значение от 6 до 10, увели
чиваясь с ростом количества электро
нов в ионе.

Используя численные значения г0, 
по формуле (9.8) можно получить для



ряда ионных молекул значения энергии 
связи, которые совпадают с результа
тами эксперимента с точностью 5— 15 %. 
Учитывая поляризационные эффекты, 
можно улучшить совпадение экспери
ментальных и рассчетных данных. Ана
логичные электростатические представ
ления об ионной связи в применении 
к многоатомным молекулам позволили 
в ряде случаев объяснить пространст
венную конфигурацию этих молекул.

9.1.2. Ковалентная связь

Если электростатическая теория дает 
наглядное (хотя и не точное) представ
ление о природе химических сил в ион
ных молекулах, то для гомеополярных, 
или ковалентных молекул, эта теория 
неприменима.

Простейшим примером ковалентной 
связи является молекула водорода. В 
1927 г. В. Гайтлер и Ф. Лондон сделали 
попытку квантово-механически рассчи
тать основное стационарное состояние 
молекулы Н2. Успех этой попытки 
стал основой для всего дальнейшего раз
вития квантовой химии.

Все молекулы, как известно, состоят 
из атомных ядер и электронов. Посколь
ку различие между массами ядер и эле
ктронов велико, то можно считать, что 
относительное движение ядер происхо
дит в сотни раз медленнее, чем движе
ние электронов. Поэтому задачу о ста
ционарном состоянии можно решать, 
пренебрегая движением ядер, то есть 
рассматривать только движение элект
ронов в поле силовых центров. Относи
тельное расположение этих силовых 
центров (атомных ядер) определяет про
странственную конфигурацию молеку
лы, причем устойчивое равновесие соот
ветствует минимуму энергии молекулы. 
Относительное движение ядер (колеба
ние ядер) и вращение молекулы как це-

лого — это отдельные задачи, которые 
будут рассмотрены несколько позже.

Квантовая химия исходит из уравне
ния Шредингера, вид которого опреде
ляется степенью сложности молекулы. 
Так, для молекулы водорода Н 2 волно
вое уравнение можно записать в сле
дующем виде:

=  0, (9.9)

где V — потенциальная энергия моле
кулы, которая состоит из трех членов

V =  Vx +  V t +  V ,  (9.10)

причем F j =  —e2/4Jte0rOl — энергия пер
вого электрона в поле ядра a, V2 =  
=  — е2/4ле0гьг — энергия второго элект
рона в поле ядра b (рис. 9.2),

Члены со знаком + ,  которые входят 
в формулу (9.11), определяют энергию 
отталкивания электронов и ядер между 
собой, R  — расстояние между прото
нами.

Мерой химической связи является не 
потенциальная, а полная энергия сис
темы — W. Если потенциальная энер
гия — это непрерывная функция рас
стояний г и R, то полная энергия W 
для определенных расстояний при
нимает только определенные значения, 
из которых нас будет интересовать самое 
низкое, соответствующее устойчивому 
состоянию системы.

Не излагая детально решения этого 
уравнения, остановимся лишь на неко
торых его особенностях. Точно решить 
задачу четырех тел невозможно. По
этому обычно пользуются приближен
ным методом. В нулевом приближении 
можно считать, что молекула водорода 
состоит из двух атомов водорода, кото
рые не взаимодействуют и находятся 
в состоянии Is (Я =  °о). Поэтому в ну
левом приближении потенциальная энер
гия Vго =  Vx +  V2. Первый и второй 
атомы характеризуются своими волно
выми функциями гра (1) и "фь(2). Волно
вая функция системы двух невзаимодей-



ствую щ и х атомов есть произведение 
функций этих атомов Ч х =  г|)а (1) ^  (2).

Полная энергия системы в нулевом 
приближении равна сумме одинаковых 
энергий двух атомов водорода в основ
ном ls-состоянии:

№(0) =  w J +  W i =  2 W 0.

Однако функция ЧГХ не единственная для 
системы двух атомов. Квадрат этой 
функции характеризует плотность веро
ятности нахождения первого электрона 
вблизи ядра а и одновременно второго 
электрона вблизи ядра Ь. Как извест
но, из-за своих волновых свойств элек
троны, принадлежащие одной системе, 
неразличимы. Поэтому не произойдет 
никаких изменений в системе, если элек
троны поменять местами. Функция Ч 2 =  
=  г|за(2)гр*(1) с переставленными элект
ронами является также решением за
дачи в нулевом приближении. Ей соот
ветствует также энергия №(0' =  2W'0. 
Следовательно, тому же значению энер
гии W<0) соответствуют две собственные 
функции, два состояния. Такие состоя
ния называются вырожденными. В дан
ном случае говорят об «обменном» вы
рождении.

Указанные состояния, безусловно, не 
характеризуют реальных состояний мо
лекулы. Функции ¥ г и ЧГ* — функции 
нулевого приближения — соответствуют 
состояниям, которые характеризуют
ся одинаковой энергией W (0>. В этом 
случае, как показывает теория, произ
вольная линейная комбинация функций 
Ч^ и также является решением волно
вого уравнения в нулевом приближении. 
Таким образом, решение уравнения Шре
дингера можно представить в виде

¥ ( 1 ,  2) =  С1Ч?-1 +  С2̂ 2 =
=  (1) 'фь (2) +  G $ a  (2) tyb (l)i

где Ci и С2 — коэффициенты, которые 
удовлетворяют физическим условиям за
дачи. Действительно, квадрат функции 
Ч' (1,2)  характеризует плотность ве
роятности одновременного пребывания 
первого и второго электронов на тех 
или иных расстояниях от ядер. Посколь
ку электроны неразличимы, то должно 
выполняться условие

Ч'2 (1, 2) =  Ч‘2 (2, 1). (9.12)

(9.13)

Это будет иметь место лишь тогда, 
когда С2 =  С2, следовательно, для 
¥ ( 1 , 2 )  существует два значения

¥ + ( 1 , 2 ) = С ( ¥ х +  ¥ 2) =
=  С h M l )  %  (2) +  ^  (2) %  (1)].

W_(l ,  2) = С '  ( ¥ , - ¥ , )  =
=  С' [г]?а (1)а|з6 (2) — -фо (2) %,(1)].

Можно показать, что при других значе
ниях Сх и С2 условие (9.12) не выполня
ется.

Функция 4 + (1.2) симметричная, она 
сохраняет свое значение при переста
новке электронов:

W+( 1, 2) =  ¥ + (2, 1).

Функция ЧГ_ (1.2) — антисимметрич
ная, при перестановке электронов она 
меняет знак

(1, 2) =  —ЧГ_ (2, 1).

Квадраты обеих функций удовлетворяют 
условию (9.12). Таким образом, вместо 
начальных функций Ч^ и ЧГ2 получили 
функции W+ (1.2) и ¥ .(1 .2 ) ,  которые 
удовлетворяют физическому содержа
нию задачи.

Заметим, что симметричная функция 
ЧГ соответствует взаимной компенсации 
электронных спинов и, следовательно, 
синглетному состоянию, а антисиммет
ричная W_ — параллельной ориентации 
спинов, то есть трипленому состоянию.

Перейдем к последующему приближе
нию, которое учитывает потенциальную 
энергию взаимодействия V' (9.11). Вве
дение возмущающего взаимодействия 
V’ должно изменить значение полной 
энергии. Расчет, проведенный вариа
ционным методом, показывает, что вслед
ствие взаимодействия значения энергий, 
соответствующие двум функциям Чг+ и 
Ч'_, оказываются различными. Для сим
метричной функции ЧГ+ энергия

(9.14)

а для антисимметричной функции ЧГ_

(9.15)W_ =  2W„ + К
1 — S2 ’



где

к  =  - ш г  I f  ^ (1) ( i  +  ^ ~
— ^ -----т—) 'Ф* ( 2 ) d v 1d v 2.

ь , а ъ 1

Интегрирование распространяется на 
все три координаты как первого, так и 
второго электрона. Интеграл К  характе
ризует электростатическое взаимодейст
вие электронов и ядер. Величину

л = - 4 Й г Й  ' М П ' М 1 ) ( т Г +  £ -  

— у------г ~ )  ■фв (2) Уь (2) d v xd v 2Ь, 1аг )

называют обменным интегралом', она 
не имеет наглядной интерпретации, как, 
например, кулоновский интеграл К. 
В подынтегральное выражение А  входят 
произведения 1)),,%, которые в отличие 
от 1|>а и о)i\ не характеризуют плотности 
вероятности. Обменный интеграл возник 
вследствие того, что из-за неразличимос
ти электронов и учета принципа Паули 
введены симметричная и антисимметрич
ная приближенные волновые функции, 
отличающиеся друг от друга поведением 
при перестановке координат электрона. 
Строго говоря, квантово-механическое 
среднее значение кулоновского взаимо
действия атомов равно сумме кулонов
ского и обменного членов, и их разделе
ние является результатом приближен
ного метода. Однако выделение обмен
ного интеграла имеет положительное

значение, так как здесь наглядно разде
лены классические и квантово-механи- 
ческие черты химической связи.

Само название интеграла «обменный» 
не совсем удачное, поскольку во время 
поверхностного изучения теории оно 
дает неправильное представление о том, 
что как будто при обмене атомов элект
ронами возникают новые обменные си- 

r лы, которые приводят к химической 
связи. В действительности в уравнении 
Шредингера учтено электрическое взаи
модействие электронов и ядер и, следо
вательно, квантовая теория молекул 
не вводит никаких новых сил.

Наконец, интеграл перекрытия

s  =  \  ' M O i M O d U j  =

=  j 4 a  (2) %  (2) dv2.

Обе величины К  и А на равновесном 
расстоянии отрицательны. Безразмер
ная величина S на равновесном ядерном 
расстоянии равна 0,56. По абсолютным 
значениям | А | >  |5 |.

На рис. 9.3 представлены рассчитан
ные по формулам (9.14) и (9.15) зависи
мости энергии от межъядерного расстоя
ния для симметричного и антисимметрич
ного состояний. Разные знаки перед А 
в этих формулах приводят к качествен
ному отличию обоих состояний. Кривая 
W_, которая соответствует антисиммет
ричной функции *F_, т. е. параллельной 
ориентации спинов, характеризует от
талкивание атомов на произвольных рас
стояниях R .  Кривая W+ имеет минимум 
в точке R 0 и характеризует отталкивание 
атомов на расстояниях, меньших чем 
R 0, а на расстояниях, больших R 0, 
характеризует притяжение. При увели
чении R  обе кривые асимптотически 
приближаются к значению 2W 0, по
скольку на больших расстояниях взаи
модействие атомов исчезает, и энергия 
равна сумме энергий изолированных ато
мов.

Наличие минимума на кривой W+ 
означает, что при приближении атомов 
с антипараллельными спинами электро
нов возможно образование устойчивой 
молекулы Н 2 с энергией связи D, рав
ной глубине минимума. Сравнение кри
вых W+ и W_ наглядно показывает, что



гомеополярная связь объясняется нали
чием обменного интеграла. Более того, 
выясняется, что сама величина энергии 
связи практически равна величине об
менного интеграла. Действительно, если 
в формулах (9.14) и (9.15) отбросить об
менный интеграл и интеграл перекрытия
S , сохранив лишь кулоновский член, 
то соответствующие подсчеты дают ре
зультаты, представленные на рис. 9.3  
пунктирной кривой Wк- Как видим, 
эта кривая имеет слабо выраженный ми
нимум вблизи R 0. Это еще раз подчер
кивает квантовую природу ковалентной 
связи.

Рассмотрим пространственное распре
деление электронов в молекуле во
дорода. Плотность вероятности нахож
дения электрона в произвольном эле
менте объема определяется величиной 

(1, 2) =  (2, 1). Согласно (9.13) 
имеем

Т 2+ =  С2 (Ч̂  +  ^2 +  2 ^ !^ ) ,
:С 'г ( ¥ ;  +  ? 2 - 2 В Д .

При взаимодействии двух атомов водо
рода электронная плотность в зависи
мости от состояния уменьшается или 
увеличивается на величину 2 ЧГ1ЧГ2 по 
сравнению с Ч' 2 +  Ч^. Наибольшее зна
чение Ч^Ч^ имеет в пространстве между 
ядрами водорода. При образовании свя
зи (функция ХР+) плотность электронного 
облака в области между ядрами увели
чена, при отталкивании (функция ¥ _ )  — 
уменьшена. Распределение плотности —■ 
значения 4f2 — представлено на рис. 9.4 
и 9 .5 , где показаны линии одинаковых 
значений ЧГ2 (одинаковых плотностей), 
причем большая цифра около линии 
означает большую плотность вероятно

сти нахождения электрона. Из рисунка 
видно, что образование молекулы Н2 
из атомов водорода сопровождается уве
личением плотности электронного обла
ка между ядрами.

9.1.3. Природа сил 
Ван дер Ваальса

Во всех случаях межмолекулярного 
взаимодействия определенное значение 
имеют так называемые силы Ван дер 
Ваальса. Предположим, что в молекулах 
полярных веществ действуют ориента
ционные силы между электрическими 
диполями, которые стремятся взаимо
действующую систему свести к положе
нию минимума потенциальной энергии. 
Как при взаимодействии двух диполей 
между собой, так и диполя с неполярной 
молекулой, происходит поляризация од
ной частицы в электрическом поле дру
гой, что приводит к взаимному притяже
нию. Наконец, для неполярных молекул 
основную роль играют так называемые 
дисперсионные силы, характеризующие 
взаимодействие мгновенных электриче
ских диполей, возникающих в моле
кулах вследствие вращательного дви
жения электронов. Рассмотрение этих 
двух типов сил Ван дер Ваальса пока
зывает, что во всех случаях взаимодей
ствия потенциальная энергия является 
обратно пропорциональной шестой сте
пени межмолекулярного расстояния, 
т. е.

V =  —  а /г6 (9.16)

Для различных случаев взаимодействия 
величина а имеет следующий вид

а =  — ^ —  (ориентационный эффект). 
24л2ё akT



as = -------г  (поляризационный эффект).
16л 2ео

0,68а3/2 п he , а3 =  —-------- „ — (дисперсионным
32л  2е0 у т

эффект),

где Р  и а  — соответственно дипольный 
момент и поляризуемость молекул; т — 
масса электрона; п — число внешних 
электронов.

Отрицательный знак потенциала сил 
Ван дер Ваальса в формуле (9.16) пока
зывает, что все молекулы, независимо 
от химической природы, взаимно при
тягиваются. Однако в случае насыщен
ных молекул, или молекул, которые не 
способны создавать между собой хими
ческую связь, на силы Ван дер Ваальса 
накладываются силы отталкивания. По
этому взаимную потенциальную энер
гию таких молекул в первом приближе
нии можно представить суммой двух чле
нов

V =  V0 - a / r * ,  (9.17)
где У0 характеризует энергию отталки
вания. Из (9.17) вытекает, что в резуль
тате сложения энергии сил Ван дер 
Ваальса и положительной энергии оттал
кивания кривая зависимости V (г) может 
иметь неглубокий минимум, который 
обуславливает определенную устойчи
вость ассоциированной, или Ван дер 
Ваальсовой, молекулы. Эксперименталь
ные и теоретические данные показыва
ют, что в этом случае равновесное рас
стояние г0 имеет величину нескольких 
десятых нанометра. Таким образом, рав
новесное расстояние г0 для Ван дер 
Ваальсовой молекулы в несколько раз 
больше равновесного расстояния обыч
ной молекулы. Величина энергии дис
социации Ван дер Ваальсовых молекул, 
которая определяется глубиной мини
мума потенциальной кривой, в 100— 
Ю00  раз меньше, чем энергия диссо
циации обычных молекул.

§ 9.2. ВРАЩАТЕЛЬНЫЕ 
И КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СПЕКТРЫ МОЛЕКУЛ

Характерной особенностью молеку
лярных спектров, в отличие от атомных, 
является то, что для всех как двухатом

ных, так и многоатомных молекул (обыч
но многоатомными называют молекулы, 
состоящие не менее чем из трех атомов) 
характер движения их составных частей 
значительно более сложен, чем для ато
мов. Действительно, наряду с движением 
электронов существенное значение имеют 
периодические изменения относительного 
расположения ядер — колебательное 
движение молекулы — и периодическое 
изменение ориентации молекулы как 
целого в пространстве — вращательное 
движение. Таким образом, в отличие от 
атомов, у которых возможны лишь 
электронные энергетические переходы, 
у молекул наблюдаются три типа перехо
дов — электронные, колебательные и 
вращательные.

Безусловно, все эти три типа движе
ний связаны между собой — при изме
нении состояния электронной оболочки 
молекулы изменяются колебательные и 
вращательные состояния; при изменении 
колебательного состояния изменяется и 
вращательное. Однако приближенно 
можно считать все эти движения неза
висимыми, так как движение тяжелых 
ядер происходит в тысячи раз медлен
нее, чем движение электронов.

Спектры молекул, в отличие от линей
чатых спектров атомов, состоят из ши
роких полос, которые не всегда распада
ются на отдельные тесно расположенные 
линии. Большая сложность молекуляр
ных спектров объясняется изменениями 
энергетических состояний молекул в ре
зультате указанных трех типов движе
ния. На основании исследований и соот
ветствующих расчетов, приходим к вы
воду, что при малых энергиях (0,125 — 
1,25 кДж/моль) молекула может пере
ходить в возбужденные вращательные 
состояния. Колебательные и электрон
ные состояния их при этом не изменяют
ся. Вследствие такого возбуждения воз
никают вращательные спектры излуче
ния или поглощения, которые располо
жены в области длин волн порядка
1— 0,1  мм и больше или частот (волновых 
чисел) порядка 10— 100  см -1 и меньше. 
Таким образом, сугубо вращательное 
движение характеризуется полосами, 
расположенными в далекой инфракрас
ной области и даже в области радио
частот, При увеличении энергии до



1,25— 50 кДж/моль возбуждаются и ко
лебательные состояния, что приводит 
к возникновению колебательного спект
ра. Естественно, что вместе с колеба
ниями возбуждается и вращение моле
кул, поэтому возникают колебательно
вращательные спектры, расположенные 
в инфракрасной области, примыкающей 
к видимому спектру. Для возбуждения 
электронов необходимы, как правило, 
значительно большие энергии и, следо
вательно, электронные спектры будут 
расположены в видимой и ультрафио
летовой областях спектра. Электронное 
возбуждение, безусловно, сопровож
дается переходами между колебатель
ными и вращательными состояниями. 
И, как следствие, возникает сложный 
электронный спектр, который называ
ют электронно-колебательно-вращатель
ным. Заметим, что спектральные зако
номерности для двухатомных молекул 
сравнительно просты, так как у них 
имеется лишь одна возможность коле
бательного движения — колебания двух 
ядер молекулы около положения равно
весия. Спектры многоатомных молекул 
значительно сложнее.

Рассмотрим закономерности враща
тельных и колебательно-вращательных 
спектров молекул, причем начнем с про- 
тейших — вращательных спектров.

9.2.1. Вращательные спектры

Вращение молекулы как твердого тела 
характеризуется определенной кинети
ческой энергией, принимающей дискрет
ные значения, что подтверждается 
структурой вращательных спектров. 
В таком приближении атомы, например 
двухатомной молекулы, находятся на 
постоянном расстоянии г0ДРУг от друга. 
Молекула в этом случае способна вра
щаться вокруг осей, которые проходят 
через ее центр масс. Следовательно, 
движение такой молекулы рассматри
вается как движение жесткого ротатора 
со свободной осью (рис. 9.6). Кинетиче
ская энергия вращения двухатомной 
молекулы

Tj  =  ф  +  ^  =  j  ( m s l  +  т 2г\).

Поскольку гх и г2 — расстояния от ато
мов до центра масс, то должно выпол
няться условие т 1г1 =  т 2г2. Учитывая, 
что гх +  г2 — г0, момент инерции моле
кулы

тхтг 
т1 +  т2 г*о =  ^ о .

(9.19)

где [х — приведенная масса. Тогда выра
жение (9.18) можно переписать в виде

Гу =  ^  =  -  =  Г у , (9.20)

поскольку полная энергия молекулы оп
ределяется в этом случае ее кинетической 
энергией. Здесь М  — момент количества 
движения.

Легко убедиться, что для произволь
ной линейной молекулы формула для 
энергии вращения будет иметь вид вы
ражения (9.20). Действительно, в по
следнем случае кинетическая энергия 
вращения

N N

Ts = \ Y i т =  т  S  m,r,? ®2 =  
i=i 1=1 

= I ( I > ^ ) “2 =  j 7®*’
i=i

где со — угловая скорость, N  — число 
атомов, которые входят в состав моле
кулы. Момент количества движения

N N

М  =  2  т г т  -  (Ц  rriirl) ш =  /со,
i=i £=i

или
/со2 =  / (M/I)2 =  М 2//.

Из последнего выражения получим фор
мулу (9.20).



Квантование квадрата вращательного 
момента количества движения в соот
ветствии с законами квантовой меха
ники определяется формулой

М2 =  У (У + 1 )Й а, (9.21)

где J  — вращательное квантовое число, 
которое принимает следующие значения:
J  =  О, 1, 2, 3 ............. Одновременно
квантуется и проекция орбитального 
момента количества движения на выде
ленное направление z

М г =  mjh, (9.22)

где my =  0, + 1 ,  ± 2 ,  . . .  , +  J  и при
нимает 2 J  -(- 1 значение.

Подставляя формулу (9.21) в (9.20), 
получим для энергии вращения следую
щее выражение:

где

В =  Г г ' 4л/

(9.23)

(9.24)

Квантование вращательной энергии 
связано с квантованием момента коли
чества движения и зависит от числа вра
щательных степеней свободы и от вели
чины моментов инерции. При этом энер
гия молекулы зависит от величины мо
мента количества движения и является 
функцией вращательного квантового чис
ла, но не зависит от величины проекции 
этого момента, то есть от квантового 
числа mj. Поэтому вращательные уров
ни свободной молекулы вырождены (за 
исключением уровня J  — 0). Вращатель
ному движению линейных молекул со
ответствуют две степени свободы. Для 
характеристики состояния вращатель
ного движения достаточно двух кванто
вых чисел J  и mj. Вращение в этом слу
чае происходит вокруг оси, перпенди
кулярной к оси молекулы, на которой 
расположены ядра. Момент инерции от
носительно последней, которую обозна
чим через z', равен нулю, а моменты 
инерции относительно осей, перпен
дикулярных к ней, равны, то есть 1Х> =

— Iy> =  I, 1г’ =  0. Для нелинейных 
молекул вращательному движению со
ответствуют три степени свободы, по
этому для его характеристики нужны 
три квантовых числа. Вращение нели
нейной молекулы возможно вокруг про
извольной оси, которая проходитчерез 
центр масс. Все три момента инерции 
отличны от нуля, и возможны три слу
чая квантования вращательной энергии 
в зависимости от соотношения между 
величинами моментов инерции 1Х>, 1у- 
1г>. Соотношение моментов для заданной 
молекулы зависит от ее симметрии.

Простейшим случаем вращения нели
нейных многоатомных молекул является 
вращение молекул типа сферического 
волчка, т. е. молекул, для которых 1Х■ =  
=  1у’ — 1г>. Вращательные уровни моле
кулы типа сферического волчка легко 
найти, если исходить из классического 
выражения для энергии вращения моле
кулы с тремя моментами инерции, отлич
ными от нуля. Это выражение имеет 
вид

W, К  , к  , М1
7 7  +  7 7  +  Т г

где М Х', М У', М г> — составляющие ме
ханического момента по подвижным осям, 
которыми являются главные оси инер
ции: /*', 1у> и I г> — соответствующие 
моменты инерции относительно этих 
осей.

Выражение для энергии в этом случае 
принимает такой же вид, как и в случае 
линейной молекулы. Действительно, 
поскольку /*» =  /у- =  1 ?  =  /, то, учи
тывая (9.21) и (9.24), получим

Wj =  §  =  % J {J +  1) =  h B j  ( J  -f- 1).2 Г

Однако молекула типа сферического вол
чка, как и любая нелинейная молекула, 
имеет не две степени свободы, а три, и 
для полной характеристики ее враща
тельного движения необходимо задание 
трех квантовых чисел. Третьим кванто
вым числом, характеризующим враща
тельное движение (наряду с квантовыми 
числами J  и mj, сохраняющими свой 
смысл), для сферического волчка явля
ется квантовое число К, определяющее 
значение проекции момента количества



движения на одну из подвижных осей. 
Направление этой оси в рассматривае
мом случае может быть выбрано произ
вольно; существенно лишь то, что эта 
ось закреплена в молекуле, то есть 
вращается вместе с молекулой. Проек
ция момента количества движения на 
подвижную ось, которую выберем за 
ось г ', квантуется так же, как и проек
ция на неподвижную ось г, а именно

М г. — ЬК, где К  =  0 , + 1, + 2 , . . .  
. . .  , ±  J ,

то есть принимает 2 J  -f- 1 значение. 
Поскольку энергия Wj не зависит от 
квантового числа К, то получается до
полнительное вырождение уровней крат
ности 2 J  - f  1. Это вырождение имеет 
место наряду с вырождением по mj 
кратности 2 J  +  1. Общая степень вы
рождения g  =  (2J  +  I)2. Энергия вра
щения нелинейной молекулы, все три 
момента инерции которой различны, 
описывается довольно сложным выра
жением. В более простом случае, когда 
два момента инерции совпадают (модель 
симметричного волчка) 1Х' =  1у' =  1\, 
I г. =  /2. Энергия вращательных уров
ней имеет вид

Л ' + !>  +  ( £ - £ ) * ■Wj

Рассмотрим свойства вращательных 
спектров, опираясь на выражение для 
энергии вращения линейной молекулы. 
Заметим, что вращательное движение 
двухатомной молекулы описывается ура
внением Шредингера такого же типа, 
как и для атома водорода

Лг|> +  ^ГС 7 ф =  0 .

Решение этого уравнения приводит к вы
ражению (9.23).

Энергетические уровни вращающейся 
молекулы, в соответствии с (9.23) рас
положены не на одинаковых расстоя
ниях: при увеличении значения враща
тельного квантового числа J  расстояние 
между уровнями растет. Частоты, кото
рые поглощаются или излучаются моле
кулой при вращении, определяются 
формулой

=  (Wj- — Wj) /Г1 =

5 M i l l  I T T T V
0

Рис. 9.7

где Wj' и Wj — вращательные энергии 
верхнего и нижнего состояний.

Для вращательного квантового числа, 
как и для квантовых чисел, которые оп
ределяют энергетические состояния ато
мов, выполняются определенные правила 
отбора. Поскольку число J  определяет 
волновую функцию такого же типа, что 
и орбитальное квантовое число /, то 
правила отбора для обоих чисел должны 
быть одинаковыми. Таким образом, для 
числа J  имеем

А/ =  ±  1. (9.26)

Итак, полагая, что У' >  У, и учиты
вая (9.26), из (9.25) получим

vj 2 В ( J +  1), (9.27)

где J  =  0 , 1, 2, ... Таким образом, в 
случае модели жесткого ротатора враща
тельный спектр молекулы состоит из 
серии равноотстоящих линий. Первая из 
них (J  =  0) расположена при 2 В, a 
расстояние между последующими лини
ями также равно 2 В. Соответствующие 
переходы представлены на рис. 9 .7 , а, 
спектр схематически изображен на рис. 
9 .7, б. Экспериментальные исследования 
в далекой инфракрасной области спект
ра дают возможность установить для 
многих молекул наличие равноотстоя
щих полос. Так, например, для молеку-
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лы HC1 расстояние между линиями рав
но 20,68 см-1. Если этот спектр враща
тельный, то число 2 0 ,6 8  см -1 должно 
быть равно 2 В, тогда В  =  10,34 см-1. 
Отсюда следует, что в соответствии с
(9.24) момент инерции молекулы НС1 
/ =  2,71 • 10 ~47 кг • м2. Если восполь
зоваться значением приведенной массы 
(х =  1,63 • 10~27 кг, то расстояние меж
ду ядрами молекулы НС1 будет z0 =  
=  1,29 • 10- 8 см. Это значение совпа
дает по порядку величины с теми, кото
рые определены по вязкости газов и 
структуре кристаллов. Поэтому можно 
считать доказанным, что наблюдаемый 
инфракрасный спектр является враща
тельным.

Выражение (9.23) для вращательной 
энергии молекулы получили предпола
гая, что расстояние между ядрами не 
изменяется. В действительности же 
вследствие центробежной силы происхо
дит некоторое растяжение молекулы; 
оказывается, что равновесное расстоя
ние зависит от значения J . В этом слу
чае расчет вращательной энергии моле
кулы (во втором приближении) приво
дит к формуле

Wj =  h B J ( J +  1 ) — h D J2{ J +  l )2, (9.28)

где D — постоянная (D <С В). Так как 
D  — величина малая, то различие меж
ду формулами (9.28) и (9.23) при не 
очень больших J  невелико.

Рассмотрим свойства вращательных 
уровней, которые обусловлены симмет
рией соответствующих волновых функ
ций. Если ij-'e характеризует электрон
ную волновую функцию, a i jv — враща

тельную, то произведение этих функций 
'Р =  — волновая функция, описыва
ющая вращательный терм, принадлежа- ' 
щий определенному электронному состо
янию молекулы. Каждая из функций 
г|зе и я|'у может быть положительной или 
отрицательной. Поэтому в случае поло
жительной электронной функции (aj?e+) 
все вращательные термы, соответствую
щие четным значениям J ,  будут поло
жительными: W+ =  aj)e+i|50l г|зн .яр2, . . .  , 
а термы, соответствующие нечетным J  — 
отрицательными W'_ =  i|3e+i|j3, . . .
Для отрицательной электронной функ
ции (i|)g_ ) наблюдается обратное явление: 
отрицательные термы для четных J :  
'F- =  • • • и положитель
н ы е— для нечетных J :  ЧГ+ =  ■фе_'ф1,

.. .
В отличие от молекул с разными ядра

ми, у молекул с одинаковыми ядрами 
наряду с изменением знака координат 
электронов и ядер, что приводит к поло
жительным и отрицательным электрон
ным волновым функциям (г[зс+, \fe_) и со
ответственно к С  - f  >  и < — »электрон- 
ным термам, возможна замена знака ко
ординат только для ядер (перестановка 
ядер). Это приводит к четным (g) и не
четным (и) электронным термам моле
кулы. Для вращающихся молекул вво
дится понятие симметричных (s) и ан
тисимметричных (а) вращательных тер
мов, при этом первыми являются все 
положительные и четные и все отрица
тельные и нечетные, а антисимметрич
ными — все положительные и нечетные 
или отрицательные и четные. Таким 
образом, вращательные термы, соответ
ствующие определенному электронному 
терму, поочередно симметричны (s) и 
антисимметричны (а):

■фн-ё̂ О.г, • • • ; 'фе-ы'ф0,2, . • • ;
’Фе+и'ФиЗ, > 'Фе—gU’l,3> ••• S>

■фе+Л.з, • • • ; ^-и%,3, • • • ;
'фе+и'фо.г, • • • ; "фе—й'фо.г, • • • —  о .

Для иллюстрации особенностей враща
тельных термов на рис. 9.8, а приведена 
схема уровней для случая, когда сим
метричны положительные термы (i^e+g), 
а на рис. 9.8, б — отрицательные (ij^-g).

Для выяснения возможных переходов 
между вращательными термами вос



пользуемся соответствующими правила
ми отбора. Мы уже указывали на пра
вила отбора для вращательных уровней 
(9.26). Важными правилами отбора яв
ляются правила для комбинации поло
жительных и отрицательных вращатель
ных термов, согласно которым перехо
ды с излучением или поглощением света 
возможны лишь между положительны
ми и отрицательными термами, т. е. 
возможны переходы

+  . (9.29)

а также правило о возможности комбина
ций четных термов (g) только с нечет
ными (и).

g+>u. (9.30)

Из рис. 9 .8  видно, что правило (9.29) 
не противоречит правилу A J — 1 
(9. 26). Для молекул с одинаковыми 
ядрами на основании правил отбора

— и g  <-*■ и возникает следующее 
правило: симметричные термы могут 
комбинировать только с симметричными, 
а антисимметричные — только с анти
симметричными термами

s -о- s и а о  а. (9.31)

Из этого правила отбора, учитывая, что 
вращательные термы молекулы пооче
редно являются симметричными и ан
тисимметричными, вытекает невозмож
ность комбинаций вращательных тер
мов для молекул с одинаковыми ядрами. 
Следовательно, такие молекулы, как 
H W , 0 160 16, С135С135 не могут иметь 
чисто вращательного спектра, в отличие 
от молекул HD, 0 1в0 18, С135С137.

Заметим, что с точки зрения класси
ческой теории отсутствие вращатель
ного спектра в молекулах с одинаковы
ми ядрами обусловлено их симметрией, 
в результате чего дипольный момент мо
лекулы во время перехода из одного сос
тояния в другое не изменяется. Для мо
лекул, которые имеют различные ядра, 
электронный центр молекулы не совпа
дает с ее центром масс. Поэтому при 
изменении состояния молекулы в ре
зультате вращения ее дипольный мо
мент изменяется, что и приводит к реа
лизации соответствующих переходов.

9.2.2. Колебательные спектры

Если характер связи в молекуле про
извольный, то зависимость потенциаль
ной энергии ее ядер от межатомного 
расстояния имеет вид, представленный 
на рис. 9 .9  Потенциальная энергия 
ядер является, по сути, полной энер
гией электронов молекулы. Действи
тельно, при смещении ядер из положе
ния равновесия сила химической связи 
стремится возвратить их в это положе
ние. Сила, возвращающая ядра молеку
лы в равновесное состояние, возникает 
в результате изменения полной энергии 
электронов при смещении ядер.

Для упрощения рассмотрим двухатом
ную молекулу и разложим ее потенци
альную энергию по степеням малой ве
личины г — г0

V{r) =  V { r 0) +  %

4 - 1  —
'' 2 dr2 {г-

(Г — Г0) +/"—Го

г0?  +  • • • . (9.32)

где г0 — равновесное межатомное рас
стояние. Поскольку при r =  rQ имеем

минимум функции V (г), то

Следовательно,

=  0 .
г = г  О

I d2V
V { r ) - V ( r 0) =  ^ ^ ( r - r 0f  +  ...

Если амплитуды колебаний малы, можно 
ограничиться в правой части последнего 
равенства квадратичным членом. Отсчи
тывая энергию от значения V (г0) и обо- 

d2Vзначая k — , получим

V (г

г=г О

,  л _  k ~  го)2 
■ Г о ) — 2 (9.33)

Следовательно, вблизи минимума кри^ 
вой при малых смещениях г — г0 мож
но заменить реальную потенциальную 
кривую параболой (рис. 9 .9), то есть ма
лые колебания двухатомной молекулы 
можно рассматривать как колебания 
гармонического осциллятора. В ка
честве модели молекулы можно рассмат
ривать систему в виде двух частиц массы 
т1 и т2, соединенных пружиной с коэф
фициентом жесткости k. Тогда, обозна
чив положение первого и второго ато
мов относительно центра масс соответ,-



ственно через гх и г2, получим следую
щие уравнения движения: т{гг =  
=  — k (r  —  Го), m 2r2 =  — k (r  — r0), где 
ri +  гз — г. Поскольку колебания про
исходят относительно неподвижного 
центра масс тггх =  т2г2, то получим 
уравнение движения гармонического 
осциллятора

g  =  ^  =  - * ( i  +  J L ) ( f - ro,

Таким образом, осциллятор совершает 
колебания с частотой

=  <9 -ЭД

где [г — приведенная масса молекулы.
В квантовой механике колебания 

двухатомной молекулы также можно 
свести к колебаниям гармонического 
осциллятора с массой [г. Д ля этого в 
уравнение Шредингера

t ^ 1 +  % [ W v- V ( r ) } ^ { r )  =  Q (9.35)

подставляем значение потенциальной 
энергии, воспользовавшись выражением
(9.33).

Анализ уравнения (9.35) показывает, 
что его решения существуют не для 
всех значений колебательной энергии 
Wv, а лишь для тех, которые удовлетво
ряют условию

Wv =  hvk( v +  1/2), (9.36)

где колебательное квантовое число v 
может принимать только целые положи
тельные значения 0 , 1, 2 , . . .  и характе
ризует различные энергетические уров
ни. Разность между энергиями двух 
соседних уровней всегда равна h\\, 
В соответствии с формулой (9.36) ми
нимальное значение колебательной энер

гии двухатомной молекулы W0 =  h v j 2 . 
Величину Г 0 называют нулевой коле
бательной энергией.

Для колебательных переходов в моле
кулах, которые описываются моделью 
гармонического осциллятора, правило 
отбора для квантового числа v принимает 
вид

Ли =  ±  1. (9.37)

Учитывая формулу (9.37), определим 
частоту перехода между колебательны
ми уровнями молекулы =  (Wv —
— l^„_i)/i-1 =  Vfc. Следовательно, при 
переходе молекулы из одного колеба
тельного энергетического состояния в 
другое в спектре возникает лишь одна 
частота, которая равна собственной 
частоте гармонического осциллятора
(9.34). Подтверждается ли это экспери
ментально? Исследования спектра по
глощения в ближней инфракрасной об
ласти показывают, что в тонком слое 
поглощающего газа, состоящего из двух
атомных молекул, во всей области на
блюдается одна интенсивная полоса по
глощения, которая состоит из двух мак
симумов (дублет Бьерума). На рис. 9.10 
показана такая полоса для НС1. Ана
логичных полос нет в случае молекул 
N2, 0 2, Н 2 и др. Эти молекулы не погло
щают во всей инфракрасной области 
спектра. С точки зрения классической 
теории это объясняется тем, что при 
колебаниях, как и при вращении, у мо
лекул с одинаковыми атомами не про
исходит изменение дипольного момента, 
которое обусловило бы излучение или 
поглощение.



Если исследовать поглощение в тол
стых слоях, то интенсивность полосы 
поглощения будет увеличиваться, и во
зникнет вторая полоса подобной формы, 
но значительно меньшей интенсивности 
и с частотой примерно в два раза боль
шей, чем у первой полосы. Если про
должать увеличивать поглощающий 
слой, то можно обнаружить третью, 
четвертую, пятую и. д. полосы, частоты 
(волновые числа) которых будут в три, 
четыре и пять раз больше частоты пер
вой полосы. Условились первую полосу 
поглощения называть основной полосой 
или основным тоном, а все другие— 
обертонами. Так, например, для мо
лекулы НС1 волновое число основного 
тона v =  2885,9 см-1, а для первого, 
второго и третьего обертонов —  соот
ветственно 5668,0; 8347,0; 10922,7 см-1.

Воспользовавшись спектральными 
приборами большой разрешающей спо
собности, можно убедиться, что полосы 
в ближней инфракрасной области сос
тоят из некоторого числа отдельных 
линий, расположение которых подчине
но простой закономерности. На рис. 9.11 
приведена структура основной полосы 
молекулы НС1. Как видим, полоса по
глощения НС1 состоит из серии почти 
равноотстоящих линий, причем в цент
ре полосы одна линия отсутствует.

Приведенные экспериментальные за
кономерности в колебательных спектрах 
легко объяснимы, если считать, что 
колебания молекул приближенно опи
сываются моделью гармонического ос
циллятора и что одновременно с коле
баниями происходит и вращение моле
кулы. Действительно, при больших ам
плитудах колебаний нет основания счи

тать двухатомную молекулу гармониче
ским осциллятором. У гармонического 
осциллятора возвращающая сила рас
тет неограниченно при неограниченном 
увеличении амплитуды колебания, по
этому гармонический осциллятор (моле
кула) не может быть разорванным. 
Реальная же молекула достаточно лег
ко достигает границы прочности. Если 
энергия колебаний достигает значения 
энергии диссоциации D,  то молекула 
разрывается на составные ионы или 
атомы. Реальные колебания молекулы 
ангармонические, причем ангармонич
ность особенно проявляется при увели
чении их амплитуды. Следовательно, для 
больших амплитуд надо рассматривать 
не параболическую потенциальную 
кривую (9.33), а реальную V (г), кото
рая изображена на рис. 9.9.

Если подставить выражение (9.32), 
как уравнение потенциальной энергии 
в волновое уравнение Шредингера, то 
для небольшой ангармоничности соб
ственные значения волнового уравнения, 
т. е. значения энергии ангармонического 
осциллятора можно описать следующим 
выражением:

Wv =  hvk{ v +  1/2 ) — hvkxk( v +  1/2 )2 +  
+  hvkyk( v + 1 / 2 ) 3 . . .  , (9.38)

где х1 и ук — постоянные ангармониз- 
ма, причем для них выполняется нера
венство 1 •§> х к Ук- Формула (9.38) 
показывает, что уровни энергии ангар
монического осциллятора не являются 
равноотстоящими: расстояние между 
ними постепенно уменьшается при уве
личении v (см. рис. 9 .9 ), и при Wv =  D 
уровни сливаются.



Для ангармонического осциллятора, 
кроме правила отбора Av =  1 (в ре
зультате которого возникает основная 
колебательная полоса), возможны пере
ходы и при изменении и на 2, 3, 4 и т. д. 
Соответствующие переходы и обуслав
ливают возникновение обертонов. З а
метим, что интенсивность полос резко 
уменьшается при увеличении Aw.

Как показывает опыт, для выяснения 
особенностей ангармонического осцил
лятора достаточно воспользоваться пер- 
ьыми двумя членами равенства (9.38), 
то есть колебательную энергию можно 
описывать с определенной точностью 
формулой

Wv =  hvk(v +  l/2) — hvkxk( v + l / 2 ) \
(9.39)

При обычных температурах, если пред
положить больцмановское распределе
ние молекул по колебательным уровням, 
молекулы газа в основном находятся на 
нижнем колебательном уровне (v =  0 ). 
Поэтому будем рассматривать переходы 
молекулы с нулевого колебательного 
уровня (у =  0 ) на более высокие (и =  
=  1, 2 , 3, ...) . Именно такие переходы 
осуществляются при поглощении моле
кулами света при комнатных темпера
турах.

Учитывая (9.39), частоту перехода 
между уровнями можно определить так:

x v.v =  (WV' - W v)/h =
=  xk{\ — xk){v' — v) — XkXk{v'2 — V*).

(9.40)

Для этого случая v =  0, v' — 1, 2, 3 , . . .  . 
Тогда V'v'v =  vkv' [1 — x k(l +  г/)]. Следо  ̂
вательно, для основной полосы имеем 
vio =  Vfc(l — 2xk), а для обертонов

v20 =  2v*.(l— 3xk), v30 =  3v* (1 — 4xk),...

'Таким образом, если колебания моле
кул рассматривать как колебания ан
гармонического осциллятора, в колеба
тельном спектре должны проявляться, 
кроме основной частоты, еще и оберто
ны, частоты которых приближенно крат
ны частоте основного тона, что и под
тверждается экспериментально.

Как было сказано ранее, колебатель
ные спектры в чистом виде практически 
не встречаются, поскольку наряду с ко

лебаниями молекул всегда происходит 
их вращение, вследствие чего возника
ют вращательно-колебательные спектры. 
Общий характер структуры этого спек
тра определяется соотношением между 
колебательными и вращательными кван
тами молекулы. Первые характеризуют
ся величиной vk, а вторые — В. По
следняя величина определяет расстоя
ние между соседними вращательными 
линиями. Эксперимент показывает, что 
для разных молекул величина отноше
ния vk/B — 100 — 1000, иначе говоря, 
вращательный квант по порядку вели
чины в 100 — 1000  раз меньше колеба
тельного. Следовательно, наличие вра
щения практически не нарушает коле
бательной структуры молекулярного 
спектра. В результате наложения малых 
вращательных квантов на колебательные 
переходы последние дают спектры в 
виде полос. Таким образом, вращательно
колебательный спектр должен иметь 
линейчато-полосатую структуру.

Для рассмотрения вращательно-коле
бательных спектров необходимо знать 
величину энергии одновременного вра
щения и колебания молекулы. Эту ве
личину можно получить из решения 
общего уравнения Шредингера. Так, 
для двухатомной молекулы было по
лучено следующее выражение:

W =  W е +  h [vft (v +  1/2) —
— vkxk(v +  1/2)2 +

+  vkyk(v+  1/2 )3 . . . 1  +
-f- h [BvJ (J  -f- 1) — D VJ 2 (J  - f  l)2, (9.41)

где

B v =  В  —  a (o  +  1 /2) +  у (v +  1 /2)2 — . . .
(9.42)

и

D v =  D +  f , ( v +  1/2)+  . . .  . (9.43)

Выражение (9.41) можно условно пред
ставить в виде W =  We +  Wv +  Wj. Ho 
здесь вращательная энергия
Wj =  h [ B vJ ( J +  1) — D VJ 2 (J  - f  l )2 +  ...]

зависит не только от вращательного 
квантового числа У, а и от колебатель
ного квантового числа v (см. (9.42) и 
(9.43)), т. е. является сложной функцией 
чисел J  и V. Эта зависимость вращатель



ной энергии от обоих квантовых чисел, 
что обусловлено изменением момента 
инерции молекулы при возбуждении ко
лебаний (поскольку при этом изменяется 
равновесное расстояние между ядрами), 
является причиной того, что отсутствует 
аддитивность для колебательной и вра
щательной энергий молекулы.

Однако для выяснения общего харак
тера вращательной структуры молеку
лярных спектров можно воспользовать
ся упрощенной формулой, которая до
пускает аддитивность колебательной и 
вращательной энергии, а также жест
кость молекулы (D v =  0). Заметим, что 
из-за малых значений постоянных D,  
а,  р, 7  пренебрежение ими приводит к 
значительному искажению реальной кар
тины спектра лишь при достаточно боль
ших значениях квантовых чисел v и J .
В таком приближении полная энергия 
молекулы определяется суммой

W =  We +  Wa +  Wj. (9.44)

В случае вращательно-колебательного 
спектра электронная энергия молекулы 
We не изменяется, и для частот линий 
этого спектра получаем выражение

v„y =  (Wv> -  W0)/h +  (Wj> -  Wj)/h =
=  v„ +  В \J' (J' +  \)— J ( J +  1)]. (9.45)

Рассматривая распределение враща
тельных линий в некоторой полосе, ха
рактеризуемой определенными значе
ниями чисел v и v', т. е. v„ =  const, ос
тановимся на анализе второго члена ра
венства (9.45), который определяет тон
кую вращательную структуру полосы. 
Учитывая правила отбора для кванто
вого числа J  (AJ  =  — 1), получим две 
группы линий. При ./' =  / - г  1 из 
(9 .45 ) имеем первую группу линий

v+ =  vv +  2 B ( J  +  \), (9.46)

которая характеризуется значениями
v >  v„. Эту группу линий называют 
положительной, или ^-ветвью полосы. 
При J '  — J — \ возникает вторая груп
па ЛИНИЙ С V <  Vo

v_ =  v„ — 2 BJ,

которую называют отрицательной, или 
Р-ветвью. Линии этой группы начина
ются с J  =  1, поскольку J  =  0  соот-
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Рис. 9.12

ветствует J '  -  J  — 1 =  — 1» что не име
ет физического смысла. Таким образом 
получаем линии, образующие R- и Р- 
ветви колебательной полосы

J  0, 1, 2, 3
R v„+  2В, v„ +  4В, \0 +  6 В, \v +  8 В , ..., 
р  —  v„ — 2В, vv —  4 £ , v0 — 6 В , ...,

т. е. имеем ряд равноотстоящих линий 
с выпадающей линией v„ =  v*. (ее на
зывают нулевой линией полосы) ,  причем 
расстояние между соседними линиями 
равно 2В.

Схема возникновения ветвей г  и к  
приведена на рис. 9.12. Таким образом, 
экспериментальные особенности прояв
ления тонкой структуры в колебательной 
полосе легко объяснимы. На рис. 9.10 
приведена полоса поглощения молекулы 
НС1 А =  3500 нм {и =  0 у' =  1), ко
торая имеет минимум интенсивности на 
месте отсутствующей нулевой линии 
(vft) и два максимума интенсивности (по 
одному в каждой из ветвей Р и R). Эти 
максимумы обусловлены распределе
нием интенсивности вращательных ли
ний полосы, которое определяется больц- 
мановским распределением молекул по 
вращательным уровням и вероятностями 
соответствующих переходов.

Если распределение молекул по вра
щательным уровням равновесное (теп
ловое), то число молекул, находящихся 
на уровне, определяется законом распре
деления Больцмана



n {J )
(2J  +  1) exp

hBJ  (J  +  1)
kT

2  (2J +  1) exp
hBJ (J +  1)

kT

n,

(9.47)
где n (J) — количество молекул, кото
рые находятся на J -м вращательном 
уровне; п —  общее количество молекул. 
Здесь учтен тот факт, что согласно кван
товой теории каждое состояние, которое 
характеризуется квантовым числом J ,  
имеет степень вырождения 2 J  - f  1. По
этому заселенность такого состояния 
будет в 2 У +  1 раз большей, чем состоя
ния J  =  0. Сумму в знаменателе выра
жения (9.47) можно заменить интегра
лом

j* (2J  +  1) exp k B J ( J  +  \)
kT d J kT  

: hB '
тогда

hB hBJ (J  + 1)
kT >]n.n ( J )  = ^ (2 J+ l ) e x p

(9.48)
Мерой интенсивности линий в спектре 

поглощения является ее коэффициент 
поглощения ji. =  ц0п(У), который вхо
дит в формулу

I =  10 ехр (— fid),
где / 0 и / — соответственно интенсив
ности падающего света и света, который 
прошел через поглощающий слой тол
щиной d. Коэффициент поглощения мож
но представить в виде

, hBn
11 =  цОп (J)  =  fi° —  (2J  +  1) exp х

где |г° —  коэффициент поглощения, от
несенный к одной молекуле. Поскольку 
величина практически постоянная 
для всех линий, то из формулы (9.49) 
вытекает, что в случае теплового равно
весия распределение интенсивности меж
ду отдельными линиями вращательного 
спектра определяется законом Больц
мана.

На рис. 9 .13 представлена функция 
п (J ). Поскольку величина 2J  -f- 1 уве
личивается линейно с ростом J ,  то коли
чество молекул в различных вращатель
ных состояниях, учитывая изменения 
экспоненциального члена в (9.49), с 
увеличением J  проходит через макси
мум. Следовательно, распределение ин
тенсивности в каждой ветви колебатель
ной полосы совпадает с распределением 
молекул по вращательным уровням. Это 
объясняет характер распределения ин
тенсивности и структуру дублета Бье- 
рума.

Ранее мы отмечали, что колебание 
двухатомной молекулы можно рас
сматривать как колебание ангармони
ческого осциллятора. Однако уже трех
атомная молекула имеет не одно, а 
несколько колебательных движений. Ко
лебательный спектр многоатомной мо
лекулы всегда имеет целый набор полос, 
частоты, интенсивности и поляризации 
которых характеризуют строение и свой
ства молекул.

Механическая задача малых колеба
ний может быть решена и в случае много
атомной молекулы. Из ее решения сле
дует, что в общем случае молекула, со
стоящая из N  атомов, имеет 3/V — 6  раз
личных колебательных частот. Действи
тельно, TV-атомная молекула имеет 3 N  
степеней свободы, из которых три явля
ются поступательными степенями сво
боды и три —  вращательными. Следова
тельно, получим 3N  — 6 колебательных 
степеней свободы и в общем случае 
3N  — 6  различных частот. В случае ли
нейной молекулы, имеющей лишь две 
вращательные степени свободы, число 
колебательных частот равно 3N  — 5. 
Анализ колебательного движения много
атомной молекулы проводится, в общем 
случае, с учетом всех 3N  степеней сво
боды. Определим смещение каждого ато
ма молекулы из положения равновесия



с помощью трех декартовых координат. 
Для N  атомов нужно задать 3N  коорди
нат, которые обозначим х1г где i =  1,
2 , 3 .........3N.

В теории малых колебаний, когда 
смещения х{ из положений равновесия 
считаются малыми, потенциальная V 
и кинетическая Т энергии молекулы мо
гут быть представлены в виде

з  N з  N

V = - [  VikXiXk, Т =  у  'YjM iXt, 
k=\ i

где Mi — массы атомов, коэффициенты
у  _  (>2V— характеризуют силы вза- 

dxfix  ̂ 0
имодействия между атомами молекулы. 
Удобно преобразовать приведенные выра
жения к такому виду, чтобы обе фор
мулы не содержали перекрестных членов 
под знаком суммы. С этой целью вво
дятся новые координаты

qn =  \i LniXi. 
i

Коэффициенты Lni выбираются так, чтобы 
для V и Т были справедливы выраже
ния

3 N 3 JV

т. 1 V  2 2 rp 1 V л2
V  = ~ 2  2 j  Т  = ~2 2 - q i '

1=1 »= 1

Полная энергия молекулы может быть 
представлена в виде

3 N

w  = Т +  v  =  Y  Х (?‘2 +  
i=i

Координаты ft называются нормальны
ми координатами, <о,- — частоты нор
мальных колебаний, число которых рав
но 3N . Из общего числа 3N нормальных 
колебаний 3N  —  6  называются собст
венными, а шесть колебаний, соответ
ствующих поступательному и вращатель
ному движению молекулы, называются 
несобственными колебаниями. Частота 
несобственных колебаний свободной мо
лекулы равна нулю. Линейные молеку
лы имеют 3N  —  5 собственных и 5 ̂  не
собственных нормальных колебаний.

Таким образом, малые колебания мно
гоатомной молекулы можно рассматри
вать как колебания 3N —  6  (3N — 5)

сог

Рис. 9.14

невзаимодействующих гармонических ос
цилляторов. Каждому осциллятору ста
вится в соответствие частота нормаль
ного колебания со,-. Если возбуждено одно 
нормальное колебание, то все атомы мо
лекулы совершают колебательное дви
жение с одной и той же частотой и фа
зой. Амплитуды колебаний атомов при 
этом могут быть различными.

Каждому нормальному колебанию со
ответствует определенный тип колеба
тельных движений ядер молекулы. На 
рис. 9.14 показаны типы колебательных 
движений для молекул углекислого газа 
(С 02) и воды (Н 20 ) .  Для линейной моле
кулы С 0 2 число нормальных колебании 
равно 4  : (ох — симметричное колеба
ние; со3 —  антисимметричное и а>2 
двукратно-вырожденное деформационное 
колебание, соответствующее колебаниям 
молекулы в двух взаимно перпендику
лярных плоскостях.

Двукратно-вырожденному ^деформа
ционному колебанию линейной симмет
ричной молекулы соответствует простое 
(невырожденное) колебание симметрич
ной трехатомной молекулы треуголь
ной формы, какой, например, является 
молекула воды Н 20 .  Такая молекула 
имеет три вращательных степени свобо
ды и, следовательно, три (а не четыре) ко
лебательных степени свободы. Три нор
мальных колебания такой молекулы 
представлены на рис. 9.14. Из девяти



нормальных колебаний молекулы СН4 
одно является простым, одно — дву
кратно-вырожденным (два нормальных 
колебания) и два — трехкратно-вырсж- 
денным (шесть нормальных колебаний). 
Следовательно, вместо девяти получим все
го четыре различные частоты колебаний.

Отметим, что характерной особен
ностью колебательных термов много
атомных молекул является случайное ш -  
рождение, обусловленное совпадением 
энергии двух термов. Такое совпадение 
имеет место, например, в случае молеку
лы С 0 2, которая ввиду сох =  1337 см -1 
и 2со2 =  1334 см -1 имеет почти совпадаю
щие уровни i>i =  1, v2 =  0 , v3 =  0  и
vi =  0, и2 =  2, v3 =  0. Вследствие это
го резонанса, называемого резонансом 
Ферми, происходит взаимное возмуще
ние колебательных термов, проявляю
щееся в их смещении в противополож
ные стороны и «взаимном отталкивании» 
термов. В результате этого смещения 
наблюдаются отклонения колебательной 
энергии молекул от закономерностей, 
описываемых соответствующими урав
нениями. Следует иметь в виду, что вза
имное возмущение колебательных тер
мов имеет место только в тех случаях, 
когда эти термы принадлежат к одному 
и тому же типу симметрии. Например, 
два колебания молекулы Н 20  имеют 
близкие частоты со2 =  3614 см -1 и си3 =  
=  3709 с м '1, однако ввиду того, что 
эти колебания принадлежат к различ
ным типам симметрии, резонанс Ферми 
здесь не наблюдается.

В заключение отметим, что определе
ние термов многоатомных молекул пред
ставляет собой довольно сложную за
дачу. Для этого всю совокупность су
ществующих молекул разделяют по 
структуре на определенные типы симмет
рии и, воспользовавшись теорией групп, 
находят закономерности колебаний моле
кул. В настоящее время колебательные 
термы изучены лишь для сравнительно 
небольшого количества трехатомных мо
лекул, а молекул с числом атомов боль
ше, чем три, для которых установлена 
полная схема колебательных уровней, 
известно мало. Однако полный набор ко
лебательных частот, которые проявля
ются в спектрах, известен для достаточ
но большого количества молекул.

9.2.3. Спектры комбинационного 
рассеяния

Как известно, свет с частотой v0, по
падая на вещество, рассеивается. Изуче
ние рассеянного света показало, что 
в его спектре наряду с линиями v0 (рэ- 
леевское рассеяние) проявляются новые 
линии с другими частотами. Это явление, 
которое обнаружили Ч. Раман в Индии 
и одновременно с ним Г. С. Ландсберг 
и Л . И. Мандельштам в СССР в 1928 г., 
получило название комбинационного 
рассеяния или эффекта Рамана. Сме
щенные линии называют линиями комби
национного рассеяния vp.

Исследования спектров комбинацион
ного рассеяния показали, что разности 
частот v0 — vp практически совпадают 
с частотами, соответствующими колеба
тельным квантам молекулы. Так, для 
двухатомной молекулы v0 — vp =  
=  v* (1 — 2xk)- Часто линии комбина
ционного рассеяния располагаются сим
метрично по обе стороны рэлеевской ли
нии. При этом линии с частотами, мень
шими v0, т. е. линии vp =  v0 — vv на
зывают стоксовыми, а линии с частота
ми vp =  v0 +  v„ —  антистоксовыми. В 
процессе комбинационного рассеяния 
света происходит взаимодействие света с 
веществом, в результате чего в одном 
случае за счет энергии кванта hv0 воз
никают колебания молекулы с энергией 
hvv и рассеянный квант света hvр, в 
другом случае происходит взаимодей
ствие первичного кванта hv0 с молеку
лой, совершающей колебания с частотой 
v„, вследствие чего возникает рассеян
ный квант света с энергией hvр =  hv0 -f- 
+  hvv. Воспользовавшись классически
ми представлениями, можно сравнитель
но просто объяснить эффект комбина
ционного рассеяния. Действительно, под 
действием электрического вектора па
дающей световой волны Е  =  Е 0 sin 2jxv0* 
в молекуле возникает индуцированный 
дипольный момент, который совершает 
колебания с частотой v0. Эти вынужден
ные колебания молекулярного диполя 
и являются причиной обычного релеев- 
ского рассеяния света. Однако на вынуж
денные колебания электронов с частотой 
v0 вследствие взаимодействия с ядрами
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молекулы накладываются колебания 
этих ядер. Колебания ядер, значительно 
более медленные, чем колебания эле
ктронов, приводят к изменению поляри
зуемости молекулы, вследствие чего из
меняется частота рассеянного света. Так, 
обозначая поляризуемость молекулы 
при наличии колебаний через

а  =  а 0 +  а , sin 2 л;vvt, (9.50)

где а 0 — поляризуемость молекулы при 
отсутствии колебаний и а х —  амплитуда 
изменения поляризуемости при колеба
ниях, для индуцированного дипольного 
момента молекулы получим

Р = а 0Е 0 sin 2nv0/ + a 1£ 0sin2nv0tein2nv[li, 

или
Р  =  сt0E 0 sin 2 nv0t +

+  ~  сс^д [cos 2л  (v0 +  v„) t —

— cos2 k (v0 — vv)t\. ( 9 . 51 )

Из формулы (9.51) видно, что при из
менении поляризуемости молекулы рас
сеянный свет будет иметь не только 
частоту v0 (релеевское рассеяние), а и 
комбинационные частоты v0 - f  v0 и 
v0 — v„. Следовательно, согласно клас
сическим представлениям, в спектре 
рассеянного света каждая линия с час
тотой v0 сопровождается парой линий 
с частотами vp =  v0 +  vu.

Рассмотрим квантово-механическую 
теорию комбинационного рассеяния. 
Пусть квант света hv0 попадает на мо
лекулу. При этом возможны три случая 
взаимодействия. Молекула будет рас
сеивать квант света hv0 без изменения 
энергии в результате «упругого» рас
сеяния кванта — это обычное рассея
ние. Но возможно и «неупругое» рас
сеяние. Квант hv0 отдает часть своей 
энергии и рассеивается с меньшей час
тотой. При этом полученная молекулой

энергия переходит в энергию ее коле
бательного движения, которое является 
квантованным. Уменьшение энергии 
рассеянного кванта точно будет соот
ветствовать энергии, необходимой для 
колебательного перехода данной моле
кулы. Для случая первого колебатель
ного перехода имеем

hv0 -j- Wv=о =  hvp (9.52)

откуда vp =  v0 — vv. Возможен, наконец, 
и третий процесс — «сверхупругое» столк
новение кванта с молекулой. Если мо
лекула перед этим находилась в возбуж
денном колебательном состоянии, напри
мер в состоянии W.J= i, то энергия 
рассеянного кванта hvp увеличится за 
счет присоединения энергии колебания 
молекулы. В этом случае частота рас
сеянного света будет

hv0 +  =  hv р +  №и=0, (9.53)

откуда vp =  v0 - f  v„.
Таким образом, мы получили объясне

ние возникновения стоксовых и анти
стоксовых частот в спектре комбина
ционного рассеяния. На рис. 9.15 при
ведены соответствующие схемы энергети
ческих переходов. Заметим, что обычно- 
комбинационное рассеяние исследуют 
вне области собственного поглощения 
молекулы. Падающий квант hv0 при 
этом значительно меньше энергии, не
обходимой для возбуждения электрон
ной оболочки, и одновременно значитель
но больше энергии, которая необходима 
для непосредственного возбуждения ко
лебаний или вращений. Поэтому квант 
hv0 не поглощается молекулой. Действи
тельно, спектры комбинационного рас
сеяния обычно исследуются для веществ, 
которые имеют ультрафиолетовые и ин
фракрасные полосы поглощения при ос
вещении видимым светом. В связи с этим 
переходы на верхние энергетические
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уровни, показанные пунктиром на 
рис. 9.15, не соответствуют возможным 
энергетическим состояниям молекулы, 
а показывают лишь энергию падающего 
кванта, и поэтому не характеризуют про
цесс поглощения света.

Рассеяние света не сводится к двум 
последовательным актам —  поглощению 
и излучению, как в случае флуоресцен
ции, а происходит как один акт и при
том практически мгновенно.

В колебательном комбинационном рас
сеянии двухатомными молекулами сох
раняется то же правило отбора,что и для 
инфракрасного поглощения, а именно: 
возможны лишь переходы между сосед
ними уровнями Дк =  ±  1.

Исследования спектров комбинацион
ного рассеяния особенно важны для тех 
молекул, для которых колебательные 
(или вращательно-колебательные) пере
ходы запрещены. Это имеет место, на
пример, для симметричных двухатомных 
молекул Н 2, Na, С12. Для этих молекул 
не существует инфракрасных спектров, 
они характеризуются интенсивными ли
ниями комбинационного рассеяния. Для 
многоатомных молекул в зависимости от 
их симметрии возможны такие случаи, 
когда отдельные колебательные частоты 
не проявляются в инфракрасной области 
спектра, однако их легко зафиксировать

при исследовании спектров комбина
ционного рассеяния. Следовательно, 
спектры комбинационного рассеяния су
щественно дополняют инфракрасные 
спектры, облегчая этим анализ термов 
сложных молекул.

Наряду с линиями комбинационного 
рассеяния, соответствующими определен
ным частотам собственных колебаний 
молекулы, рассеивающей свет, в спектре 
рассеяния при достаточно большой раз
решающей способности спектрального 
прибора можно обнаружить линии, ха
рактеризующие вращательные кванты 
молекулы. Таким образом, явление ком
бинационного рассеяния света дает воз
можность перенести изучение структу
ры вращательных термов молекулы из 
далекой инфракрасной в видимую об
ласть спектра.

Структура линий комбинационного 
рассеяния определяется соответствую
щими правилами отбора для вращатель
ного квантового числа, которое для мо
дели ротатора записывают в виде

A J =  0, 2. (9.54)

На рис. 9.16 в соответствии с этим 
правилом отбора показаны возможные 
(стоксовы) переходы в колебательно-вра
щательном комбинационном спектре. 
Воспользовавшись рассмотренной тео
рией комбинационного рассеяния для 
колебательных спектров и применив ее 
к вращательным спектрам комбинацион
ного рассеяния, достаточно легко можно 
определить вращательную структуру 
релеевской и стоксовой (антистоксовой) 
линий в спектре комбинационного рас
сеяния. Так, для релеевской линии вра
щательная структура определяется фор
мулой

vD= v 0 ±  В [ Г  (У '+ П  -  / (/ + 1 )1 , (9.55)

а для колебательных комбинационных 
линий (например, стоксовых) вращатель
ную структуру можно описать выраже
нием

vp =  vo —  v„ +  В [J' ( J '  - f  1) —
— J ( J + 1 ) ] .  (9.56)

Учитывая правила отбора (9.54), из (9.55), 
получим формулу для двух ветвей вра
щательной полосы:



ветвь S  :vp =  v0 +  2 В (2J  +  3), 
ветвь 0 :  v-p =  v0 —  2 B ( 2 J — 1).

Кроме того, образуется линия vp =  v0, 
которая соответствует ДУ =  0 (Q-ветвь). 
В соответствии с приведенными форму
лами, расстояние между соседними ли
ниями в полосе Av =  4В  вместо 2В в 
инфракрасном спектре. Для молекул, 
у которых проекция полного момента 
количества движения на направление 
оси отлична от нуля, правила отбора 
для вращательных спектров комбина
ционного рассеяния несколько другие, 
а именно:

A J  =  0, ±  1, 2.

Поэтому в комбинационном спектре та
ких молекул кроме ветвей S  и О возни
кают известные нам ветви Р и R (A J  =
=  нн 1)

Р :  Vp =  v0 —  2В (J  +  1),

R: Vp =  v0 +  2 B J .

Благодаря простой методике исследо
вания спектры комбинационного рассея
ния имеют ряд преимуществ по сравне
нию с инфракрасными спектрами. Из 
спектров комбинационного рассеяния 
можно найти частоты собственных коле
баний молекул и их моменты инерции. 
Непосредственное определение частот 
колебаний, неактивных в ИК спектрах, 
подчеркивает особую важность метода 
комбинационного рассеяния.

§ 9.3. ЭЛЕКТРОННЫЕ 
СПЕКТРЫ МОЛЕКУЛ И МЕТОДЫ

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭНЕРГИИ ДИССОЦИАЦИИ

Как известно, состояние каждого 
электрона, который входит в состав 
атома, характеризуется четырьмя кван
товыми числами п, I, mh ms. Атомы 
в целом также характеризуются сум

марными значениями орбитального L
и спинового S  моментов. Двухатомная 
молекула (рассмотрим закономерности 
электронных спектров на примере двух
атомных молекул) имеет осевую симмет
рию, а не шаровую, как в случае изо
лированного атома. Поэтому в случае 
молекул не говорят о значении суммар

ного орбитального момента L безотно'- 
сительно к оси молекулы. Проекция, 
орбитального момента на ось молекулы, 
которую обозначают через Л , имеет 
определенный физический смысл. Обыч
но электронное состояние молекулы 
классифицируют по значениям кванто
вого числа Л. Подобно тому, как в слу
чае атома состояния с квантовыми чис
лами L  =  0, 1, 2, 3, ... обозначают бук
вами S , Р , D, F ,  .. . ,  состояния молеку
лы с квантовыми числами Л =  0, 1,. 
2 , 3 , ... условились обозначать соответ
ственно греческими буквами 2 ,  П, А,

Таким образом, молекула, проекция 
орбитального момента которой на ли
нию связи атомов равна нулю, нахо
дится в 2 -состоянии. Все электронные 
уровни с отличным от нуля значением А 
дважды вырождены, т. е. одному и тому 
же значению энергии соответствуют два 
состояния с различными знаками проек
ции орбитального момента на ось моле
кулы (энергия молекулы не изменяется 
при изменении направления вращения 
электронов). Если проекция орбиталь
ного момента А =  0, то есть электрон
ная оболочка молекулы находится в  
состоянии 2 , то вырождение отсутст
вует. Однако различают положительные 
и отрицательные электронные функции 
(см. § 1 этой главы). Их обозначают со
ответственно 2 * и 2 ”.

Если двухатомная молекула состоит 
из одинаковых атомов, то соответствую
щие электронные состояния могут быть 
четными или нечетными.

Рассматривая молекулу водоро
да, установили, что для энергии связи 
W+ имеет место устойчивая связь атомов- 
водорода (см. рис. 9.3). Это электронное 
состояние описывается термом х2 +, по
скольку для него Л =  0 и S  =  0. Состоя
ние молекулы с энергией W_ — неустой
чивое, это состояние молекулы Н2 с па
раллельными спинами описывается тер
мом 32 +.

При переходе молекулы из одного сос
тояния в другое происходит излуче
ние или поглощение. Так как энергия 
различных электронных состояний от
личается на значительную величину, то 
электронные полосы возникают в види
мой и ультрафиолетовой областях спект



ров. Квантово-механическая теория 
приводит к таким общим правилам, кото
рые определяют возможные оптические 
переходы АЛ =  0, 1; AS  =  0. В о з
можные переходы: 2 + S +, Е-  -о- Е- , 
u *+ g .  Запрещенные переходы: £ +<->■ £ “, 
g * + g ,  и**  и. Электронные переходы 
возникают не только в процессе погло
щения или излучения света, но и при 
столкновениях с другими молекулами, 
обладающими большой кинетической 
энергией; такие переходы происходят 
также в электрическом разряде при 
столкновении молекулы с электронами. 
В этих случаях ударного возбуждения 
приведенные правила отбора не соблю
даются.

9.3.1. Электронно-колебательный 
спектр

При переходе молекулы из одного 
электронного состояния в другое одно
временно происходит изменение колеба
тельного и вращательного состояний. 
Полагая, что в первом приближении 
имеет место аддитивность трех видов 
энергии, частоты отдельных линий эле
ктронного спектра можно описать фор
мулой

V =  ( W t> +  W 0> +  Wj> —  Wt —
— Wv — Wj)/h  =  ve +  v0 +  у ,. (9.57)

Здесь величина v„ характеризует коле
бательную, a vj — вращательную струк
туру спектра. Для двухатомной молеку
лы, учитывая (9.40) и (9.25), имеем

v0 =  v* (v' +  1/2 ) — Vkxk (v' +  1 /2 )2 —
-  V* (V +  1/2) +  vtX k (V +  1/2)*, (9.58) 

vJ =  B ' J ' ( J , +  l) — B J ( J + l )  (9.59)

(штрихом обозначены величины, отно
сящиеся к верхнему электронному со
стоянию). Сравнивая выражения (9.58) 
и (9.59) с аналогичными выражениями
(9.40) и (9.25), видим, что первые два 
имеют разные частоты v* и v* и две 
вращательные постоянные В'  и В. На
личие большего числа констант при оди
наковом приближении обусловлено тем, 
что здесь имеем дело с двумя электрон
ными состояниями, которые характери
зуются собственными значениями v*, 
Xk, а также своими значениями равновес

ного расстояния г0 между атомами, опре
деляющего величину В.

Без учета вращательной энергии мож
но сравнительно просто выяснить осо
бенности колебательной структуры эле
ктронного спектра двухатомной моле
кулы. Действительно, для линий каж
дой полосы спектра на основании (9 .5 7 ) 
и (9.58) найдем

v =  v, +  v*(v ' +  1/2) — vkx ’k ( » '+  1/2)2—
— v*(»+1/2) +  v***(i>-|-1/2)2. (9.60)

Обозначая каждую частоту, которая ха
рактеризует колебательную структуру, 
индексами v v, можно всю систему полос 
свести в табл. 9.1. Из этой таблицы вид
но, что полосы, образующие такую сис
тему, распределяются сериями, которые 
соответствуют горизонтальным и верти
кальным столбцам. Первые получили 
название поперечных, а вторые про
дольных серий Деландра.

Таблица 9.1

X
и 1 | 2 3 4

0 Voo V io v 20 v 30 V 40

1 V o i VH V a j V 3 I V « 1

2 V 02 V is V22 v 32 V 42

3 v 03 v 13 v 23 V 33 v 4 3

4 v 04 v 14 V24 v 34 •V44

...

Поперечные серии соответствуют 
v =  const и описываются формулой

V =  v c +  V fc (w ' - f  1/2) —
■— v'kXk (v' +  1/2 )2 — const. (9.61)

Из (9.61) вытекает, что поперечная се
рия определяет собой группу полос, 
сходящихся к некоторой границе, рас
положенной в области больших частот. 
Эта серия возникает при переходах с оп
ределенного колебательного уровня v, 
характеризующего нижнее электрон



ное состояние, на все возможные колеба
тельные уровни верхнего состояния. По
перечные серии возникают в спектрах 
поглощения.

Продольные серии, которые описыва
ются формулой

v =  ve +  const — v* (v +  1 /2 ) +
+  vkxk( v + l / 2 ) \  (9.62)

обусловлены переходами с определен
ного колебательного уровня верхнего 
электронного состояния молекулы на все 
возможные колебательные уровни ниж
него электронного состояния. Эти серии 
характерны для спектров излучения, 
особенно для спектров флуоресценции.

При возбуждении спектров излучения 
в сложных условиях электрического 
разряда, а также при температурном 
возбуждении, серии обычно наклады
ваются и создают сложную картину. Х а 
рактерной постоянной каждой системы 
полос является v00, которая обусловлена 
переходом э =  0 « и '  =  0 и называется 
нулевой полосой. Как видно из формулы 
(9.60), отличие значений частоты нуле
вой линии нулевой полосы и частоты 
сугубо электронного перехода ve обус
ловлено нулевой колебательной энер
гией молекулы.

В случае колебательных спектров, 
как известно, интенсивность полсе быст
ро уменьшается при увеличении Ди. Кро
ме того, такой спектр отсутствует для 
молекул, у которых дипольный момент 
равен нулю. В электронных спектрах 
колебательные полосы, которые имеют 
разные значения Ли, мало отличаются 
по интенсивности, причем они возни
кают и для молекул, не обладающих 
дипольным моментом. Это объясняется 
тем, что вероятность переходов в элек
тронных спектрах определяется измене
нием переходного момента молекулы, 
возникающего в результате изменения 
электронной конфигурации молекулы во 
время перехода. Поэтому для незапре- 
щенного электронного перехода, вооб
ще говоря, возможны произвольные зна
чения Ли.

Для объяснения распределения ин
тенсивности в сериях Деландра обычно 
пользуются принципом Франка— Кон
дона. Франк предположил, что наиболь
шую интенсивность имеют полосы, обус

ловленные такими переходами, при кото
рых не изменяются расстояния между 
ядрами и их импульсы. Такое предпо
ложение базируется на том, что при 
поглощении или излучении света элект
ронные переходы совершаются настоль
ко быстро, что положение и скорость 
ядер за время перехода не успевают за
метно измениться, следовательно, при 
таких переходах расстояние между ядра 
ми г остается неизменным.

На рис. 9.17 приведены кривые по
тенциальной энергии двухатомной мо
лекулы в основном и возбужденном со
стояниях. Возбуждение молекулы, по 
Франку, совершается при постоянном 
значении г, то есть происходят пере
ходы, соответствующие вертикальным 
стрелкам. Пусть после такого перехода 
потенциальная энергия возбужденной 
молекулы равна V ' . Этой энергии соот
ветствует расстояние между ядрами, 
которое, вообще говоря, отлично от рав
новесного расстояния возбужденного 
электронного состояния г'0. Следователь
но, положение ядер в момент возбужде
ния не будет равновесным, и молекула 
начнет колебаться. Энергия этих коле
баний WV' равна разности V' — V'0, чис
ло v , определяющее эту колебательную 
энергию, вместе с v нижнего электрон
ного состояния и будет характеризовать 
полосу, обусловленную этим переходом.

Однако предположение Франка не 
объясняет причин, которые приводят 
к возникновению других полос серии 
v — const. Квантово-механическая трак
товка принципа Франка, которую дал 
Кондон, дает возможность понять меха-



Рис. 9 .18

низм возникновения колебательных по
лос серий Деландра.

В квантовой механике вероятности 
комбинаций термов v **■ v' определяются 
величиной псевдомомента соответствую
щего перехода

q w  =   ̂ 'ф* (О ?1|V (г') dv. (9.63)

Функции г|50(г) и ijv (r ') для различных 
значений v или v' показаны на рис. 3.21 
пунктиром. Там же приведены плотности 
вероятностей (непрерывные линии) для 
v — 1, 2, 3, 4 и 10. Из рис. 3.21 видно, 
что колебательные волновые функции 
имеют заметную величину в некотором 
интервале значений г. Вследствие этого 
они перекрываются в интервале А г, что 
и приводит согласно (9.63) к возможности 
перехода с уровня v не только на уро
вень и', который расположен выше, 
но и на соседние уровни, как показано 
на рис. 9.17. На этом рисунке толщины 
стрелок соответствуют определенной 
вероятности перехода, т. е. интенсивнос
ти соответствующей полосы. Рис. 9.17 
характеризует случай, когда начальным 
состоянием молекулы является нулевой 
колебательный уровень (и =  0). В  этом 
случае в серии v =  const проявляется 
один максимум интенсивности. Легко 
убедиться, что при v Ф 0  в поперечных 
сериях Деландра, как правило, возни
кают две полосы с максимальной интен
сивностью соответственно максимумам 
функции я|)0 в двух точках поворота ядер 
(рис. 9.18). Поэтому в этих сериях воз
никает два максимума интенсивности. 
Аналогичная картина имеет место и для 
продольных серий.

Если провести линию через полосы 
максимальной интенсивности на диа
грамме системы полос (табл. 9 . 1), то

получим параболу, форма которой опре
деляется взаимным расположением кри
вых потенциальной энергии верхнего 
и нижнего электронных состояний мо
лекулы. Эту параболу называют парабо
лой Кондона (рис. 9 .18).

Распределение интенсивностей, соот
ветствующее параболе Кондона, при 
излучении будет тогда, когда возбужде
но достаточное число колебательных 
уровней верхнего электронного состоя
ния с примерно одинаковой заселенно
стью этих уровней. При поглощении та
кое распределение интенсивностей может 
проявиться при возбуждении большого 
количества колебательных уровней ниж
него электронного состояния,что возмож
но при достаточно высокой температуре.

Парабола Кондона будет более уз
кой, когда потенциальные кривые ком
бинирующих электронных состояний 
мало сдвинуты по отношению друг к 
другу. Заметим, что принцип Франка — 
Кондона определяет только общий ха
рактер распределения интенсивностей в 
системе полос. Интенсивности отдельных 
полос при изменении v и v’ изменяются 
неравномерно. Некоторые полосы могут 
быть аномально слабыми, а другие ано
мально интенсивными.

9.3.2. Общая характеристика 
вращательной структуры 

электронно-колебательных полос

Ранее не учитывали влияния враща
тельной энергии на частоты электрон
ных переходов и рассматривали лишь 
изменения этих частот под влиянием ко
лебательной энергии. Рассмотрим враща
тельную структуру электронно-колеба
тельных полос, обусловленную измене
нием вращательного состояния для этого 
перехода.

В уравнении

v =  ve +  v0 +  V/ =  v0 +  vy (9.64)

величина v0 =  уе -f- v„ постоянна для 
определенного колебательного перехода, 
а V/ — переменная, соответствующая 
различным значениям квантовых чисел 
верхнего и нижнего вращательных со
стояний. Все возможные переходы при 
постоянном значении v0 образуют вместе 
одну полосу. Структура этой полосы



определяется изменением вращательной 
энергии при соответствующих переходах 
AWj =  Wj—  Wj, где Wj- =  h B 'J '  x  
X (J'  +  1) и Wj =  h B J { J  +  1). Таким 
образом

Vy =  B ' J ' ( J '  +  1) — B J ( J  +  1). (9.65)

Вращательные постоянные В' к В  для 
верхнего и нижнего состояний, как пра
вило, различны и лишь в некоторых слу
чаях приблизительно совпадают. Основ
ное отличие этих состояний определяется 
изменением равновесного расстояния г0 
между ядрами при переходе молекулы из 
одного электронного состояния в другое. 
При электронном возбуждении молекулы 
г0 обычно увеличивается. Это приводит 
к увеличению момента инерции и умень
шению вращательной постоянной. По
этому обычно В' <  В. Возможен, в 
частности, и противоположный случай: 
В ’ <  В.  Во время электронных перехо
дов, в общем случае, для вращательного 
квантового числа J  выполняется обыч
ное правило отбора

для Q-ветви

A J  =  0, ^  1. (9.66)

Учитывая (9.64), (9.65) и (9.66), получим 
три параболические ветви, которые ха
рактеризуют вращательную структуру 
электронно-колебательных полос, а 
именно:
R -ветвъ (AJ  — 1)

v =  v0 +  (B' +  B ) J  +  ( B ' - B ) J \

Р-ветвь (AJ  =  — 1)

v =  v0 -  (В ' +  В) J  +  (В ' -  В) У2, (9.67)

Q-ветвь (AJ  =  0)

v =  v0 +  (В' — В) J  (J  +  1).

Если ввести целое число т, где
для R-ветви, т — 1, 2, 3, . . .  ;
для Р-ветви, т =  — 1, —2, — 3, . . .  ;
для Q-ветви, т — 1, 2, 3, . . .  ,
формулы (9.67) принимают следующий
вид:
для R- и Р-ветвей

=  v0 +  (В' +  В) т +  (В'  — В) т 2,

v =  v0 +  (В'  —  В ) т ( т +  1). (9.69)

Напомним, что v0 — частота элект
ронно-колебательного перехода, соот
ветствующая т =  0  (частота нулевой 
линии). Вообще говоря, для случая ко
лебательных спектров их вращательная 
структура определяется также формулой
(9 .6 8 ), поскольку при колебательных 
переходах возможно некоторое измене
ние постоянной вращения.

Отличие вращательной структуры 
электронно-колебательных спектров от 
вращательной структуры колебательных 
спектров состоит в том, что величина 
В'  — В  в случае электронных спектров 
может быть достаточно большой ( ~  1 0 %). 
Поэтому при увеличении т квадратич
ный член (В' —  В) т2 в формуле (9.68) 
может стать большим по абсолютной 
величине по сравнению с линейным чле
ном (В' 4 -В)т.  Это приводит к сгуще
нию линий для одной из ветвей и ее по
вороту, что удачно иллюстрируется с 
помощью так называемой диаграммы 
Фортра. Каждая ветвь согласно (9.68) 
и (9.69) образует параболу. При этом, 
если В' <  В, то для Я-ветви знаки ли
нейного и квадратичного членов проти
воположны, и при некотором т значе
ние частоты достигает максимума, а 
затем начинает уменьшаться (рис. 9.19). 
Возникает коротковолновая граница по
лосы в виде резкого края, в котором 
происходит сгущение линий — кант по
лосы. Поэтому эта полоса имеет отте- 
нение в сторону больших длин волн 
красное оттенение.

Если В ’ >  В, то кант образуется для 
Р-ветви и соответствует длинноволновой 
границе полосы (рис. 9 .19, б). В этом 
случае происходит оттенение в сторону 
меньших длин волн — фиолетовое отте
нение.

Положение канта можно получить из
(9 .6 8 ), положив clv/dm =  0 , тогда

в ~^В . Подставляя это

(9.68)

^кант — g _В)
выражение в (9.68), получим расстояние 
канта от нулевой линии

и Р-ветви).''’кант V0 4 (S ' — В) ’



Рис. 9.19

Экспериментально частоту нулевой ли
нии, если полосу не удается разделить 
на отдельные компоненты, непосред
ственно определить невозможно, и по
этому приходится измерять положение 
канта. Даже тогда, когда не удается 
разделить полосу на компоненты и опре
делить вращательную структуру, по от- 
тенению полос в красную или фиолето
вую сторону можно судить, реализует
ся ли случай В' <  В  или В' >  В.

И з рис. 9 .19  видно, что в полосе 
вблизи канта происходит наложение 
линии ветви, которая образует кант. 
Около нулевой линии при наличии Q- 
ветви (заметим, что Q-ветвь возможна 
для всех переходов, за исключением
2 <-> 2 ) при небольшом отличии В' и В 
наблюдается сгущение линий этой ветви, 
что образует второй кант. Из (9.69) 
и рис. 9.19 вытекает, что оттенение 
второго канта, как и первого, при 
В' <  В  в сторону малых частот (канты 
для ветвей R  и Q) и при В' >  В  в сто
рону больших частот (канты для ветвей 
Р и Q).

Заметим, что электронные спектры 
сложных молекул характеризуются боль
шим числом постоянных и поэтому, 
естественно, характеризуются более 
сложной колебательной и вращатель

ной структурой в сравнении со структу
рой спектров двухатомных молекул. 
Лишь в случае симметричных линейных 
молекул (например, С 0 2) в р а щ а т е л ь н а я  
структура близка к структуре полос 
двухатомных молекул. Из-за сложности 
структуры анализ электронных спектров 
сложных молекул проведен лишь для 
ограниченного количества случаев.

9.3.3. Сплошные спектры 
и границы схождения полос; 

диссоциация молекул

Наряду с молекулярными спектрами, 
имеющими дискретную структуру, часто 
(особенно в случае сложных молекул) 
наблюдаются сплошные спектры. Р аз
личают две основные причины отсутствия 
линейчатой структуры в спектре.

Одна из них обусловлена сугубо внеш
ними причинами. Речь идет о расшире
нии спектральных линий, которые воз
никают при высокой температуре или 
большом давлении. При повышении дав
ления ширина отдельных вращательных 
линий может стать больше ширины про
межутка между отдельными полосами; 
тогда будем иметь полностью сплошной 
спектр. Однако такое превращение ди
скретного спектра в непрерывный воз
можно лишь при очень высоких давле
ниях (температурах), которые не имеют 
места в обычных условиях. Тем не менее 
опыт показывает, что сплошные спектры 
довольно часто возникают и при низких 
температурах и давлениях. Эти спектры 
обусловлены внутренними причинами. 
Такой причиной может быть отсутствие 
квантования хотя бы для одного из 
электронных термов молекулы, которые 
принимают участие в переходах. Следо
вательно, сплошной спектр возникнет, 
если одно из комбинирующих состояний 
будет неустойчивым. Отсутствие дискрет
ных колебательных и вращательных 
уровней в этом случае и обуславливает 
непрерывный характер спектра. Однако 
в случае комбинаций устойчивых состоя
ний спектр при определенных условиях 
также может быть непрерывным. Дей
ствительно, взаимное расположение кри
вых потенциальной энергии, характери
зующих комбинирующие состояния мо
лекулы, может быть таким, что для опре-



деленных квантовых переходов потен
циальная энергия молекулы будет боль
шей, чем энергия диссоциации D ',  то 
есть F ' — V' >  D',  где V'0 — энергия, 
соответствующая минимуму кривой по
тенциальной энергии молекулы в воз
бужденном состоянии (рис. 9.20). Такое 
возбужденное состояние не будет устой
чивым, и процесс поглощения света 
должен привести к диссоциации (фото
диссоциации) молекулы, причем избы
точная энергия V' — V„ — D' перейдет 
в кинетическую энергию атомов, появ
ляющихся вследствие диссоциации. Е с
ли дискретные уровни энергии в области 
кривой возбужденного состояния, рас
положенные в,ыше асимптоты V‘0 - fD \  
отсутствуют, то спектр в этом случае 
будет сплошным.

Опыт показывает, что в ряде случаев 
непрерывный спектр примыкает к гра
нице схождения полос, представляющих 
поперечные серии Деландра. На рис. 
9 .2 1  дискретная и непрерывная части 
спектра обусловлены переходами на од
ну и ту же кривую потенциальной энер
гии с тем лишь различием, что дискрет
ные полосы возникают при переходах 
на часть кривой, расположенную ниже 
асимптоты Уд +  D'  (рис 9.20, пунктир
ная линия), а непрерывный спектр — 
на часть кривой, расположенную выше 
этой асимптоты. Такой тип спектров на
блюдается для молекул С12, С102, В г2, 
12, 0 2 и др.

Часто в спектре поглощения возникает 
либо только дискретная часть, либо толь
ко непрерывная. Первый случай наблю-

Рис. 9.21

дается, когда равновесные расстояния 
в основном и возбужденном состояниях 
молекулы мало отличаются друг от дру
га, вследствие чего переход молекулы 
на часть кривой, которая находится вы
ше асимптоты Vg - f  D ' , имеет малую 
вероятность.

Если величина г'0 значительно больше, 
чем г0, то переходы со всех реально воз
можных уровней v кривой основного 
состояния (рис. 9.20) попадают на часть 
кривой возбужденного состояния, рас
положенную над асимптотой V ‘0 -f- D ' . Это 
и приводит к возникновению только не
прерывного спектра поглощения. Безу
словно, спектр будет также сплошным, 
когда кривая возбужденного состояния 
соответствует неустойчивому состоянию 
молекулы (кривая отталкивания).

Сплошные спектры поглощения на
блюдаются для двухатомных молекул 
типа МеХ (X — атом галоида), а также 
для большого количества более сложных 
молекул, например N20 ,  Н 20 ,  S 0 3, H 2S 
и т. д. Заметим, что для сложных моле
кул соотношение между равновесными 
расстояниями и энергией молекулы зна
чительно сложнее, однако большая часть 
приведенных рассуждений приближен
но применима и к этим молекулам.

Кроме сплошных спектров поглощения 
часто возникают сплошные спектры 
излучения. Такими являются спектры 
температурного свечения молекул га
лоидов, возникающие в результате ре
комбинации атомов. Непрерывный 
спектр излучения наблюдается также 
при бомбардировке электронами моле
кулы Н 2. Этот спектр, занимающий 
область от 500 до 160 нм и широко ис
пользуемый для разнообразных экспери
ментальных исследований, обусловлен 
переходом молекулы из устойчивого три- 
плетного состояния 32 g, которое возбуж
дается электронным ударом, в неустой
чивое состояние 32 * .  Отсутствие непре
рывного спектра Н 2 при возбуждении 
светом обусловлено тем, что уровни



2 *  (основное состояние Н 2) и 32+  не 
комбинируют между собой (интеркомби
национный запрет — AS =  0). При бом
бардировке молекул Н 2 электронами 
возможен следующий обмен:

1 23 12 • 3
+ +1 ++ 1 
е +  (» £ + )  +  *.

(Вертикальными стрелками показана ори
ентация спинов свободного электрона и 
электронов молекулы Н2). Вследствие 
этого интеркомбинационный запрет сни
мается и уровень 3V +  может быть воз
бужден, после чего возникает процесс 
излучения спектра +  ^v-
Аналогичные процессы наблюдаются и 
при возникновении сплошных спектров 
гелия, ксенона и других газов.

Исследования сплошного спектра и 
сгущений электронно-колебательных по
лос позволяют сделать некоторые вы
воды о процессах диссоциации, а также

определить энергию диссоциации моле
кул. Отметим, что существует ряд экс
периментальных методов (термические, 
метод ударных волн и др.) для определе
ния энергии химической связи. Кратко 
остановимся на спектроскопических ме
тодах определения энергии диссоциа
ции молекул. Из них наибольшую точ
ность имеет метод, основанный на опре
делении границы схождения полос в 
спектре поглощения этого газа (попе
речные серии Деландра). Из теории мо
лекулярных электронных спектров сле
дует, что граничная частота vr, характе
ризующая границу схождения, связана 
с энергией возбуждения и энергией 
диссоциации возбужденной молекулы 
D'  соотношением

hv г =  hve +  D' =  W +  D'.

С помощью этого выражения можно 
определить энергию диссоциации воз
бужденной молекулы с точностью оп
ределения величин vr и W.

Глава

1 0

основы
ФИЗИКИ 

ТВЕРДОГО 
ТЕЛА

В основу классификации твердых тел 
могут быть положены различные крите
рии. Один из наиболее важных — со
стояние твердого тела: кристаллическое 
или аморфное. Физика твердого тела 
значительно больше уделяет внимания 
кристаллическим твердым телам, чем 
аморфным, строение и свойства которых 
пока изучены недостаточно.

Кристаллическими называют твердые 
тела, у которых пространственное рас
положение атомов (ионов, молекул) по
вторяется периодически и которые, бу
дучи монокристаллами, ограничены 
плоскостями, образующими друг с дру
гом вполне определенные углы.

Аморфные тела, как и жидкости, ха
рактеризуются лишь ближним поряд
ком, который проявляется в связях с 
ближайшими соседями. Определенная 
согласованность в расположении сосед
них частиц исчезает уже на расстояниях 
~  1 нм. С термодинамической точки зре
ния аморфное тело всегда находится в не
котором неравновесном (метастабиль- 
ном) состоянии и со временем должно 
кристаллизоваться. Однако время пере
хода в равновесное состояние может 
быть столь большим, что неравновес
ный характер системы в обычных усло
виях практически не проявляется, и 
аморфное тело неограничено долгое вре-



мя является устойчивым. Такая отно
сительно стабильная внутренняя струк
тура характерна для стеклообразного 
состояния вещества. Вещество в таком 
особом состоянии часто называют стек
лом.

Взаимосвязь между жидким, кристал
лическим и стеклообразным состоянием 
можно показать на диаграмме зависи
мости удельного объема от температуры 
(рис. 10.1). Медленное охлаждение жид
кости, уменьшение объема, которое ха
рактеризует прямая А В,  вызывает крис
таллизацию, возникающую при темпе
ратуре Т к с типичным для этого процес
са резким изменением объема вещества 
(ВС). Если скорость охлаждения доста
точно велика, и в расплаве отсутствуют 
центры кристаллизации, то кристалли
зация при температуре Т к не происхо
дит, и, следовательно, жидкость пере
охлаждается. В определенном темпера
турном интервале — вблизи Т с — из 
переохлажденной жидкости может об
разоваться стекло. Как правило, это 
имеет место для веществ, расплавы кото
рых характеризуются большой вязко
стью. При температуре Т  <  Т с прямая 
E F  зависимости объема от температуры 
проходит почти параллельно линии CD, 
которая описывает кристаллическое 
состояние.

Наличие в кристаллах дальнего по
рядка в расположении частиц подтверж
дается результатами исследования диф
ракции рентгеновских лучей, которая 
приводит к возникновению четких диф
ракционных колец. На рентгенограм

мах стекла или жидкости наблюдаются 
размытые дифракционные кольца, что 
обусловлено отсутствием в этих объек
тах дальнего порядка.

§ 10.1. КЛАССИФИКАЦИЯ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 
ПО ТИПАМ ХИМИЧЕСКОЙ СВЯЗИ

Силы, связывающие между собой ато
мы или молекулы в твердых телах, прак
тически электрического происхождения. 
Роль магнитного взаимодействия, как 
правило, незначительна. Энергия взаимо
действия двух элементарных магнитных 
диполей составляет величину Vц — M-о X 
X  И б г _ 3  (М-б — магнетон Бора, г —  рас
стояние между диполями), а энергия 
взаимодействия двух элементарных заря
дов е — величину V — е2/4 яе0г. Реальные 
расстояния между атомами кристалла 
г >  10~8 см, следовательно, V^/V <  10“\ 
т. е. магнитное взаимодействие действи
тельно проявляется слабо. Однако если 
твердые тела состоят из нейтральных 
частиц, которые имеют магнитные момен
ты, как например молекулярные кристал
лы 0 2 и N 0 , то относительная доля 
магнитного взаимодействия оказывается 
достаточно существенной.

По типам связи кристаллы делятся на
5 классов. Такая классификация услов
на, поскольку не всегда удается четко 
определить преобладающий тип связи в 
кристаллах. Вследствие этого много ве
ществ, например B i, As, Sb и др., труд
но отнести к тому или иному типу. Каж
дый тип связи характеризуется опреде
ленным распределением электронов в 
атомах или молекулах. Поэтому класси
фикацию по типам связи можно рассмат
ривать как выделение некоторых пре
дельных распределений электронов, ко
торые качественно отличны друг от 
друга. Рассмотрим каждый тип связи 
отдельно.

10.1.1. Ионные кристаллы

Ионная связь обусловлена кулонов- 
ским притяжением противоположно за
ряженных ионов. Атомы металлов легко 
теряют свои внешние электроны, а ато
мы неметаллических элементов, как 
правило, стремятся присоединить до
полнительные электроны. Таким обра-



сг

зом, возникают стабильные анионы и ка
тионы, которые при сближении в основ
ном сохраняют свои электронные струк
туры. Электронные оболочки стабиль
ных ионов подобны электронным обо
лочкам инертных газов, например, ионы 
L i+ и F -  имеют такие же электронные 
конфигурации, как и атомы Не и Ne, 
ионы Na+ и C l" — как Ne и Аг соответ
ственно.

Поскольку для замкнутых электрон
ных оболочек характерной является 
сферическая симметрия распределения 
заряда, то и для ионов ионного кристал
ла следует ожидать, по крайней мере 
приближенно, такой же симметрии. В 
связи с этим взаимодействие между 
ионами кристалла в первом приближе
нии можем рассматривать как электро
статическое взаимодействие между сфе
рически симметричными зарядами. Е с
тественно, что ионы в кристалле распо
ложены так, что кулоновское притяже

ние между ионами противоположных зна
ков является более сильным, чем куло
новское отталкивание между ионами 
одинакового знака. Расположение ато
мов в кристалле хлористого натрия пока
зано на рис. 10.2. Пространственная 
решетка этого кристалла — кубическая 
гранецентрированная. В узлах решетки 
расположены один ион Na+ или С1~, 
каждый из которых окружен шестью 
ближайшими ионами противополож
ного знака.

Кроме хлористого, бромистого, йоди
стого цезия, все галогениды щелочных 
металлов кристаллизуются в решетке 
хлористого натрия. Бромистый и иодис- 
тый цезий (а при высоких давлениях 
хлористый, бромистый, иодистый руби
дий) кристаллизуются в решетке хло' 
ристого цезия (рис. 10.3).

Для большинства ионных кристаллов 
расстояния между центрами соседних 
ионов с точностью до 1— 3 % совпадают 
с суммой радиусов отдельных изолиро
ванных ионов. Это говорит о плотной 
упаковке атомов в кристалле.

Вследствие сферической симметрии 
электронных конфигураций взаимодей
ствие иона с другими ионами не зависит 
от направления. При этом можем прене
бречь поляризацией иона в поле дру
гих ионов, поскольку в большинстве 
случаев силы притяжения, обусловлен
ные этой поляризацией, очень слабы по 
сравнению с кулоновским притяжением 
или отталкиванием. Поэтому потенциаль
ную энергию двух ионов можем записать 
в таком виде:

где qc и qj — заряды ионов, гц — рас
стояние между ионами. Второй член 
этой формулы характеризует энергию 
специфичных сил отталкивания (см. 
§ 9.1), которые быстро уменьшаются 
при увеличении г. Силы отталкивания 
противодействуют силам кулоновского 
притяжения между положительным и 
отрицательным ионами и приводят к 
установлению равновесия при некотором 
конечном значении межъядерного рас
стояния. Потенцальную энергию ион
ного кристалла со структурой, напри
мер NaCl, получим, определив сумму



от Vn по всем парам ионов в кристаллах. 
При этом все межионные расстояния 
определяют через минимальное расстоя
ние R между ионами. Тогда потенциаль
ную энергию кристалла в расчете на 
одну молекулу запишем в следующем ви
де:

где а  — постоянная Маделунга. Для 
изолированной молекулы NaCl а  =  1, 
тогда как для кристалла NaCl с тем же 
межионным расстоянием а  =  1,75. Сле
довательно, энергия «молекулы» крис
талла почти в два раза больше.

Постоянная Маделунга определяется 
структурой кристаллической решетки и в 
теории ионных кристаллов является су
щественным параметром. Формально а  —

£2
это коэффициент при члене 4ле^ , кото
рый характеризует кулоновскую энергию 
взаимодействия произвольно выбранного 
иона со Есеми другими ионами кристалла. 
Энергия кулоновского взаимодействия

кристалла в целом будет равна N  ,
где N  — число ионов, при этом следует 
иметь в виду, что при вычислении пол
ной энергии решетки каждая взаимодейст
вующая пара должна учитываться только 
один раз. Таким образом, величина

------ это кулоновская энергия одной
4 л е 0/?
пары ионов или одной молекулы.

Если в формуле (10.1) пренебречь 
вторым членом, то рассчитанная по
тенциальная энергия притяжения будет 
примерно на 10 % больше эксперимен
тально полученного значения (табл. 
10.1).

Таблица 10.1

Кристалл

у Р а с ч  
кул * 
к Д ж  
м оль

ууЭКСП
пол н ’ 

к Д ж  
моль

NaCl 862 766
N aBr 816 724
N al 752 695
КС1 775 686

Эти данные показывают, что полная 
энергия взаимодействия почти полно

стью обусловлена кулоновским взаимо
действием. Из них можем определить 
показатель п. Действительно, в состоя
нии равновесия dV/dR  =  0, и поэтому 

а е 2 пВ'е2 

4л е0Л02 =  £"+> '

Воспользовавшись этим соотноше
нием, исключим постоянную В'  из 
( 10 . 1), тогда энергия кристаллической 
решетки в состоянии равновесия будет

K0 =  _ _ 2 £ l ( l _ l  „).
0  4 я е 0Я 0 1

Теория согласуется с экспериментом, 
если считать, что п — 10. Показатель п 
можно оценить также из данных по сжи
маемости кристалла, которая зависит от

Оказывается, что для большинства
кристаллов п имеет Ееличину, близкую  

к 9.

10.1.2. Валентные кристаллы

Ковалентная (атомная, гомеополяр- 
ная) связь возникает между одинаковым» 
атомами как результат квантово-меха
нического взаимодействия, которое на
зывают обменным. Обменное взаимодей
ствие, как сугубо квантовый эффект, 
полностью исчезает при переходе к клас
сической механике. Само название это
го явления, как было указано в §9 .1 ,. 
обусловлено классическим представле
нием о силах, возникающих в результате 
непрерывного обмена валентными элект
ронами взаимодействующих атомов. Ти
пичными примерами вещества с кова
лентной связью являются алмаз, кар
бид кремния, кремний, германий и др.

Важной особенностью обменных сил 
является их резкая зависимость от на
правления спинов электронов, которые 
образуют связь. Связь будет сильной, 
когда спины антипараллельны. С этим 
связана резкая пространственная на
правленность ковалентной связи.

В кристаллах С, Si, Ge и некоторых 
других каждый атом расположен в цент
ре тетраэдра, в вершинах которого рас
положены четыре наиболее близких к 
нему атома. Элементы V, V I, V ll  групп 
имеют кристаллическую структуру бо
лее низкой симметрии.



В лучшем случае это ромбоэдрическая 
•сингония (Sb, B i); обычно это ромбиче
ская или моноклинная (S), или даже 
триклинная сингония. Тоже самое мож
но было бы сказать о элементах I, II 
и I I I  группы. Однако в этом случае ва
лентные электроны слабо связаны с ато
мами, и структура кристаллов этих эле
ментов не зависит от их валентности. 
Как правило, для них характерны до
статочно симметричные структуры с ме
таллическим типом связи.

10.1.3. Металлическая связь

Металлы образуются из атомов, ва
лентные электроны которых легко отде
ляются. При образовании твердого тела 
электроны легко переходят от одного 
атома к другому, образуя подвижную 
среду, которая смещается под действи
ем внешних электрических полей. М е
талл можно представить как решетку из 
положительных ионов, погруженную в 
электронную жидкость. Высокая элект
ропроводность металлических тел объяс
няется наличием свободных электронов. 
Наличием свободных электронов в ме
талле объясняется также характерный 
металлический блеск, высокая тепло
проводность и другие свойства.

У некоторых металлов, в частности 
у щелочных, взаимодействие ионных ос
товов с электронами проводимости обус
лавливает энергию связи. Энергия связи 
щелочных металлов значительно меньше 
энергии связи щелочногалоидных кри
сталлов. Это объясняется тем, что связь, 
обусловленная свободными электронами, 
слабая. У некоторых металлов, например 
у переходных (Fe, W ), важную роль игра
ет ковалентная связь, которая реализу
ется электронами незаполненных внут
ренних оболочек. Вследствие этого у воль
фрама энергия связи ~  880 кДж/моль, 
что в несколько раз больше типичной 
металлической энергии связи.

Большинство металлов кристаллизу
ется в объемно- и гранецентрированную 
кубические решетки, а также в решетки 
с  гексагональной плотной упаковкой. 
Кристалл лития, например, состоит из 
атомов лития, которые расположены в 
углах объемно-центрированной куби

ческой решетки. Каждый атом имеет 
8  ближайших соседей, расположенных 
в вершинах куба.

10.1.4. Молекулярные кристаллы

Молекулярные кристаллы состоят из 
нейтральных атомов или молекул. Для 
них характерна малая энергия взаимо
действия между частицами (молекулами 
или атомами), образующими твердое 
тело. Если структурными частицами 
кристалла являются атомы, то энергия 
межатомного взаимодействия будет зна
чительно меньше, чем энергия связи 
электронов в атоме. Если же имеем мо
лекулярный кристалл в полном понима
нии этого слова, т. е. структурными 
элементами его являются молекулы, то 
энергия межмолекулярного взаимодей
ствия должна быть значительно мень
ше, чем энергия связи атомов в моле
куле.

Молекулярные кристаллы наиболее 
распространены среди ряда органических 
соединений: метан, бензол, нафталин, 
антрацен, фенолы, углекислые соли ме
таллов типа кальцитов—  C aC 03, M gC03, 
и др. Образуют их и некоторые другие 
вещества, например Н 2, Na, 0 2, галоиды 
(F2, Cl2, B r2, I 2), S , Se, СО, NO, НС1 и др. 
К молекулярным кристаллам относятся 
также структуры из атомов инертных 
газов, которые существуют при низких 
температурах: Аг ( <  84 К), Кг ( <  117К) 
Х е ( <  161 К).

Молекулярные кристаллы слабо про
водят электрический ток. Большинство 
из них является диэлектриками, но не
которые органические соединения имеют 
полупроводниковые свойства. Почти все 
молекулярные кристаллы диамагнитные, 
так как состоят из насыщенных молекул, 
которые не обладают результирующим 
магнитным моментом. Исключением яв
ляются, например, кристаллы 0 2, N 0 , 
N 0 2 и СЮ2.

Связь между атомами в молекулярных 
кристаллах осуществляется слабыми 
электростатическими силами, обуслов
ленными взаимной поляризацией. Эти 
силы называют силами Ван дер Ваальса, 
хотя современное понимание их природы 
имеет мало общего с той упрощенной мо-



дслью межмолекулярных сил, которэя 
позволила Ван дер Ваальсу получить 
уравнение состояния резльных газов.

Различают несколько типов сил Ван 
дер Ваальса: ориентационные, дефор
мационные и дисперсионные. Ориента
ционные силы возникают между поляр
ными молекулами: две молекулы — два 
диполя — оказывают друг на друга 
ориентирующее воздействие, поскольку 
их разноименные полюсы притягиваются, 
а одноименные отталкиваются. Дефор
мационные силы возникают между по
лярной и неполярной молекулой: элек
тронная оболочка неполярной молеку
лы в поле молекулы-диполя дефор
мируется, вследствие чего возникает 
наведенный дипольный момент. Диспер
сионные силы объясняют взаимодействие 
неполярных молекул; наглядного клас
сического объяснения эти силы не имеют. 
Их возникновение можно объяснить 
взаимодействием «мгновенных диполей», 
образующихся в молекулах в процессе 
движения электронов.

Энергия связи частиц в молекулярных 
кристаллах на 1— 2 порядка меньше, 
чем в кристаллах других типов. Этим 
объясняется ряд специфических свойств 
молекулярных кристаллов: малая твер
дость, большая сжимаемость, большие 
коэффициенты теплового расширения, 
низкие температуры плавления и испа
рения.

Теплота сублимации типичных моле
кулярных кристаллов ~  1 кДж/моль, что 
почти на порядок меньше энергии дис
социации отдельных молекул.

10.1.5. Кристаллы 
с водородными связями

В конце X IX  в. химики обратили 
внимание на то, что определяемое экспе
риментально значение молекулярной 
массы веществ, которые содержат гидро
ксильные группы ОН, значительно боль
ше, чем значение, полученное на осно
вании соответствующих химических фор
мул данного соединения. Это свидетель
ствует о наличии сильной ассоциации 
молекул. Было сделано предположение, 
что атом Н в определенных условиях 
способен присоединять два атома О ,

которые входят в две разные молекулы. 
В результате возникает устойчивый ком
плекс и молекулярная масса как бы 
увеличивается, так как в эксперименте 
имеем дело не с отдельными молекула
ми, а с их ассоциатами.

Межмолекулярную связь, обуслов
ленную гидроксильными группами ОН 
(гидроксильная связь), схематически изо
бражают так: О — Н ... О. Она является 
частным случаем водородной связи. Кро
ме кислорода, с помощью водородной 
связи эффективно связываются азот и 
фтор. Например, благодаря водородной 
связи фтористоводородная кислота обра
зует полимеры (Н — F)„. Здесь каж
дый атом Н притягивается одновре
менно двумя атомами F: Н — F ... 
... Н — F .. .  Н — F ...  Таким образом, 
атом Н создает между двумя ато
мами кислорода, фтора и др. специфи
ческую связь, откуда и возник термин 
«водородная связь» или «водородный 
мостик». Рентгенографическим анали
зом установлено, что водородный мос
тик, как правило, прямолинейный. Три 
атома, принимающие участие в водород
ной связи, по возможности располага
ются на прямой, к тому же молекулы в 
кристалле располагаются таким обра
зом, чтобы образовалось как можно боль-, 
ше водородных связей. Эти два фактора 
часто определяют структуру молеку
лярных кристаллов, хотя она и не явля
ется компактной. Типичным примером 
кристалла с преобладающей водородной 
связью является кристалл льда. Нали
чие водородных связей приводит к умень
шению плотности льда по сравнению с 
плотностью воды. Когда лед тает, часть 
водородных связей разрывается, и плот
ность увеличивается.

Энергия водородных связей невелика. 
Ее значение можно оценить, исходя из- 
теплоты испарения вещества, у которого 
преимущественной межмолекулярной 
связью является водородная. Так,для 
воды молекулярная теплота испарения 
равна 43,5 кДж/моль. Эту величину 
необходимо разделить на два, ибо каж
дая молекула воды связана с другими 
двумя водородными мостиками. Таким 
образом, энергия разрыва одного из них 
порядка 22 кДж/моль.



§ 10.2. КРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ РЕШЕТКА

При изучении свойств кристаллов ба
зируются на понятии о кристаллической 
решетке — пространственно периодиче
ском расположении атомов, ионов, моле
кул в идеальном кристалле. Причем 
обычно исследуются монокристаллы бес
конечных размеров, чтобы исключить 
влияние поверхности. Наименьшая часть 
кристалла, пространственным повторе
нием которой образуется весь кристалл, 
называется элементарной ячейкой, в 
-состав которой может входить одна 
или несколько молекул (атомов или 
■ионов).

Очевидным условием симметрии та
ких кристаллов является их периоди
ческая структура или трансляционная 
■симметрия. Последняя проявляется в 
том, что каждой точке одной элементар
ной ячейки можно сопоставить эквива
лентную точку другой элементарной 
ячейки.

Положения таких элементарных точек
в кристалле принято характеризовать 

— з
■векторами решетки п =  V  а,-п,- (л,- —

1 —  1

целые числа, равные 0 , =i= 1, — 2 , ...) , 
которые представляют собой комбина
цию трех некомпланарных векторов аи
а 2, а3, называемых векторами основных 
трансляций. Совокупность всех векторов 
решетки образует пространственную ре
шетку или решетку Браве. Параллеле
пипед, построенный на векторах аъ
а2, а3, концы которых определяют поло
жение узловых точек в решетке, назы
вают примитивной ячейкой кристалла.

Заметим, что одной и той же простран
ственной решетке можно сопоставить раз
ные векторы основных трансляций 
(рис. 10,4). Выбор элементарной ячейки
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Рис. 10.5

в кристалле также неоднозначен. Н е
сколько способов выбора элементарной 
ячейки для прямоугольной двумерной 
решетки представлены на рис. 10.4. 
Ячейки А, Б , В, Г — примитивные. 
Ячейка D — не примитивная.

Исходя из свойств симметрии, раз
личают решетки: 1) простые, у кото
рых узлы расположены в вершинах па
раллелепипеда; 2) базоцентрированные, 
у которых узлы расположены в верши
нах параллелепипеда и в центрах двух 
противоположных граней; 3) объемно- 
центрированные — узлы расположены в 
вершинах и в центре параллелепипеда;
4) гранецентрированные — узлы рас
положены в вершинах и в центрах всех 
граней параллелепипеда.

Не рассматривая операции симметрии, 
что выходит за рамки настоящей книги, 
кратко остановимся на описании трех
мерных кристаллических систем.

Наиболее общим случаем решетки 
в трехмерном пространстве является 
триклинная решетка, которая может 
быть представлена простейшей прими
тивной ячейкой в виде параллелепипеда



со сторонами а, b, с и углами а  (между 
а и b), Р (между b и с) и v (между с и а).

В случае триклинной решетки все 
углы параллелепипеда отличны от 90°, 
а стороны а, Ь, с имеют различную дли
ну. При выполнении некоторых специ
альных соотношений между сторонами 
и углами ячейки получается еше тринад
цать особых типов решеток, таким обра
зом, всего существует 14 типов трехмер
ных решеток (решеток Бравэ), которые 
показаны на рис. 10.5. Одни из них пред
ставлены примитивными ячейками, дру
гие — непримитивными, с целью более 
заметно выразить симметрию решетки. 
Из табл. 10.2 видно, как можно эти ре
шетки разделить на 7 кристаллических 
систем (сингоний).

элементарную ячейку кристалла, обла
дающей симметрией решетки Бравэ. Эта 
элементарная ячейка называется сим
метричной, или элементарной ячейкой 
Вигнера—Зейтца. Она представляет со
бой объем кристалла, ограниченный 
плоскостями, которые делят пополам 
и перпендикулярны линиям, соединяю
щим один узел решетки со всеми близ
лежащими. На рис. 10.6 изображена 
ячейка Вигнера—Зейтца (а) и прими
тивная ячейка (Ь) в двумерной гексаго
нальной решетке. Можно убедиться, что 
объемы всех примитивных ячеек и ячей
ки Вигнера— Зейтца одинаковы.

Заметим, что в кристаллографии час
то пользуются другим определением эле
ментарной ячейки кристалла, при кото-

Таблица 10.2
Семь трехмерных кристаллических систем и четырнадцать решеток Бравэ

Система
Характеристики общепринятой 

элементарной ячейки. 
Размеры и углы

Реш етки Бравэ в данной системе

Триклинная а Ф Ь ф с 
а  ф $ Ф у

Р (примитивная:

Моноклинная а ф b ф с 
а  =  7  =  90° Ф р

Р (примитивная)
С (базоцентрированная)

Ромбическая а ф Ь  Ф с 
а  =  р =  v =  90°

Р (примитивная)
С (базоцентрированная)
/ (объемноцентрированная) 
F  (гранецентрированная)

Тетрагональная ОО05

и
 

1
11 

*
?

 
8

Р (примитивная)
1 (объемноцентрированная)

Кубическая а =  Ь =  с 
cl ~  р =  у =  90°

Р (примитивная или простая куби
ческая)
1 (объемноцентрированная)
F  (гранецентрированная)

Тригональная или ром
боэдрическая

а =  Ь =  с 
120° >  а  =  Р =  у =£ 90°

R ром боэдрическая примитивная»

Гексагональная а =  Ь Ф с 
а  =  Р =  9 0 ° , у =  120°

Р (примитивная ромбоэдрическая)

Симметрия примитивной ячейки часто ром основное внимание обращается на 
не полностью отражает симметрию ре- отражение свойств симметрии. Здесь 
шетки Бравэ. Однако можно построить элементарную ячейку определяют как



Рис. 10.6

наименьший объем, ограниченный век
торами основных трансляций и облада
ющий симметрией данного кристалла. 
Такую элементарную ячейку обычно на
зывают кристаллографической.

Рассматривая периодическую струк
туру кристаллов, целесообразно ввести 
понятие абстрактного обратного прост
ранства волновых векторов k и обратной
решетки. Волновые векторы &-прост- 
ранства имеют размерность обратной

длины, так как обратная решетка в k- 
пространстве для идеального монокрис
талла представляет собой бесконечное 
трехмерное распределение точек, рас
стояния между которыми обратно 
пропорциональны расстояниям между 
плоскостями в прямой решетке. Сово
купность точек обратной решетки опре
деляется векторами обратной решетки

з
= V

£ = 1
qib(, где qc — целые числа 0 , +  1,

+  2 , . . . ,  Ьс — элементарные векторы 
обратной решетки, связанные с векторами

а,- основных трансляции в прямой ре
шетке с помощью равенств

- f  2л -*■. 2л ,
b i  =  ^~ \a i ’ а з1. b 2 =  — \а3, a j ,

~t 2л г*- 
ь з = —  [а1; йо],

где v — а1 [а2, а3] — объем элементарной 
ячейки прямой решетки.

Элементарные векторы Ь( обратной ре
шетки образуют параллелепипед основной 
ячейки обратной решетки. Его объем

b i l b 2, b 3] = ( 2 л ) 3/V.

Заметим, что параллелепипед основ
ной ячейки обратной решетки так ж ег 
как и примитивная ячейка основной ре
шетки, не всегда отражает свойства сим
метрии решетки монокристалла. По
этому вместо него выбирают ячейку в ви
де многогранника, грани которого яв
ляются плоскостями, проходящими через 
середины линий (перпендикулярно к

ним), соединяющих точку k — 0  с бли
жайшими узлами обратной решетки. 
Такая ячейка называется первой зоной 
Бриллюэна или зоной Бриллюэна.

В качестве примера приведем зону 
Бриллюэна для кубической решетки. Про
стая кубическая решетка описывается Еек-

торами основных трансляций ах, ау, аг
{\ах \ =  \ау \ =  \аг \). Обратная решетка 
характеризуется элементарными векто
рами

7*- 2л  -*■ 2л 2л -*■
X ~q2 а х> b y  - ^ 2  а у, Ь г —  — 2 f l 2.

Следовательно, зона Бриллюэна представ
ляет собой кубе ребром 2л/а  (рис. 10.7).

§ 10.3. ДИНАМИКА 
КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ

Известно, что нулевая и тепловая 
энергия твердого тела связана с непре
рывными сложными колебаниями ато
мов. Под воздействием внешнего возму
щения возникает дополнительное дви
жение. В области упругих деформаций 
можно считать, что при наличии не
скольких возмущений выполняется прин
цип суперпозиции.



Для получения дисперсионного соотно
шения между частотой и длиной волны 
рассматривают уравнение движения при 
смещении атомов из положения равно
весия с учетом возвращающих сил, дей
ствующих на этот атом. При классиче
ском рассмотрении волна, удовлетворя
ющая такому дисперсионному соотно
шению, может иметь произвольное зна
чение амплитуды. Квантовое рассмот
рение колебаний решетки, так же как 
и для квантов электромагнитного излу
чения, приводит к необходимости вве
дения понятия кванта поля решеточных 
колебаний — фонона. Распространение 
волны смещений в кристалле следует 
рассматривать как движение одного или 
многих фононов. Причем каждый фонон 
переносит определенную энергию и им
пульс.

Одной из важных характеристик твер
дого тела является его теплоемкость 
и ее зависимость от температуры. Рас
сматривая кристалл, состоящий из N  
атомов, как совокупность 3N  независи
мых гармонических осцилляторов с энер
гией k0T,  в классической физике полу
чено значение для молярной теплоем
кости при постоянном объеме Су =  3/?= 
^  6  кал К -1 моль-1, что является из
вестным законом Дюлонга и Пти.

Однако элементарная проверка этого 
закона в широком температурном ин
тервале показала существенное несо
ответствие теории с экспериментом, 
особенно в области низких температур, 
что потребовало учета квантовой при
роды колебаний решетки.' Это различие 
существенно для частот, соответству
ющих энергии фононов hv ^  k0T*,  т. е. 
корпускулярный аспект приобретает зна
чение, начиная с некоторой пороговой 
частоты vnop =  k0Tlh.

10.3.1. Колебания решетки

Для анализа энергетического спектра 
колебаний кристаллической решетки 
воспользуемся модельными представ
лениями. Вначале рассмотрим одномер
ную задачу распространения плоской 
монохроматической волны в одномер
ном кристалле (линии) с плотностью

массы р, распространяющуюся вдоль 
оси х. Пусть сила F  в точке х  в соответ
ствии с законом Гука пропорциональна
напряжению , где и  (х , t) характери
зует смещение точки х  из положения 
равновесия:

с- ди F  ----- с-т- .дх

Полная сила, действующая на элемент 
линии Ах, принимает вид

F { x  +  A x )— F (x )  =  c ^ A * .

Следовательно, уравнение движения за
пишем так:

d*U _ дЮ 
С дхг Р ~д№ '

( 10.2)

В  10 гл аве  k0 —  постоянная Больцм ан а.

Решение будем искать в виде ехр [ i х  
X (соt +  kx)]. Тогда

U =  U0exp[i  (соt +  kx)], k =  сo/vs,

vs = V c / p .  (10.3)

Следовательно, в однородной линии мо
гут существовать волны с фазовой ско
ростью vs =  У с/р. Дисперсионное урав
нение имеет вид со =  kvs. Поскольку 
vs — постоянная, дисперсия в линии от
сутствует.

Общим решением (10.2) является супер
позиция частных решений

оо

U (х, i) =  j ' U (со) ехр ш  (t — da.

В отличие от идеальной упругой сре
ды (линии), в которой возможно беско
нечное число колебаний, в кристал
лической решетке, состоящей из дис
кретных атомов и имеющей конечные 
размеры, число различных колебаний 
ограничено.

Рассмотрим цепочку частиц с массами 
М,  расположенных на расстоянии а друг 
от друга и соединенных невесомыми пру
жинами с коэффициентом упругости |3 
(рис. 10.8). Если обозначить смещение 
я-го атома из положения равновесия 
через qn, то уравнение движения и-го 
атома примет вид

М.Цп — Р (Яп+1 Яп) Р (Яп Яп-1)
=  Р (<7п+1 +  <7«-1 —  2?„). (1 0 .4 )



Рис. 10.8
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Рис. 10.9

По аналогии с однородной линией счи
таем, что основное гармоническое реше
ние представляет собой волну с эффектив
ной постоянной распространения, соот
ветствующей фазовому сдвигу ka между 
синусоидальными колебаниями двух со
седних частиц

^ >п =  ^ ехР [1' И  +  *ла)]. (Ю.5)

Подставив это выражение в формулу
(10.4), получим

—(о2тИ =  Р (eika +  e~ika — 2) =
— Р (g‘Ae/2__g—ika/2yi

Поскольку фазовая скорость волны
(10.5) равна a/k, можно рассматривать 
волны, распространяющиеся в положи
тельном и отрицательном направлениях, 
считая ш положительной величиной и 
придавая постоянной распространения k 
положительные и отрицательные значе
ния. При этом дисперсионное уравнение 
примет вид

ю =  1/4 Р/М  | sin (ka, 2) | =  V $ / M  X

X  1 / 2 (1 — cos ka). (10.6)

Графически эта зависимость представлена 
на рис. 10.9.

Если взять qk п для одной волны и 
увеличить k на 2 л l/а, где / — целое чис
ло, то из уравнения ( 10 .6 ) получим

(o(k +  2л l/a) =  (o(k).

Воспользовавшись последним равенством, 
с помощью (10.5) получим

4(k+2М/а), п =  ^ еХР V iat +  kna^  X
X ехр (i2nnl) =  £*ехр [г (cot +  kna)] =

=  п-

Так что всем возможным волнам соот
ветствуют значения k в интервале 2л/а. 
Обычно принимают — л/а  <  k <  л/а  
(см. рис. 10.9). Этот интервал, как 
мы уже знаем, называется первой зоной 
Бриллюэна. Для кубической решетки 
при а =  b =  с, например, первая зо
на Бриллюэна соответствует области 
—л/а  <  kx, ky, kz <  л/а  в £-простран- 
стве. Фазовая скорость при ka <  1 за
пишется выражением

vs =  V W l a .  (10.7)
Заметим, что эта величина совпадает 

с фазовой скоростью для однородной 
линии, если заменить р на М/а  и С на ра. 
Условие ka 1 означает, что длина 
акустической волны X — 2я/£ на много 
больше расстояния между атомами а, 
поэтому при исследовании волновых 
процессов цепочку, состоящую из от
дельных частиц, можно рассматривать 
как однородную линию.

Запишем выражение для групповой 
скорости

Vr ~  Ж ~  У  ̂  ̂  а cos №а‘ ^

Из этого равенства видно, что на краях 
первой зоны Бриллюэна (ka =  ±  я)иг =  
=  0. Заметим, что наличие частоты от
сечки и равенство нулю групповой ско
рости, когда сдвиг фаз на период (в на
шем случае ka) равен л  радиан, явля
ется общим свойством всех периодиче
ских абсолютно упругих структур.

Существенное различие между одно
родной линией и дискретной цепочкой 
частиц состоит в том, что в последней 
существует верхний предел по частоте, 
равной в соответствии с ( 10 .6) сот =  
=  21/ Р/М. Оценим численное значение 
этой частоты для типичных твердых тел. 
Из (10.7) следует, что эта частота раЕна 
2vsia. Принимая значение для vs =  3 х  
X  10® м/с и а =  3-  10-10 м, получим 
vm =  о)т /2л 3 • 1012 Гц, что соответ
ствует длине электромагнитной волны 
0,1  мм. Следовательно, если в акусти
ческих экспериментах использовать часто
ты микроволнового диапазона, то еще 
будет выполняться условие отсутствия 
дисперсии ka < с 1.

Частное решение (10.5) называется 
акустической модой. Число независимых



мод дискретной цепочки должно быть 
равным числу частиц в цепочке. Разре
шенные значения можно определить, 
рассматривая граничные условия, на
пример, в виде условия, что в цепочке, 
состоящей из N  атомов, первый и послед
ний закреплены. Полное движение л-го 
атома можно записать в соответствии 
с (10.5) в виде

Яп ( 0  =  £  Ik exp [г (соt — kna)].

Периодическое граничное условие qn+N =  
=  q„ удовлетворяется при k =  2mn.Na, 
где т — целое число. Таким образом, рас
стояние между соседними модгми в k- 
пространстве одинаково и равно А/г =  
=  2n/Na. Поскольку изменение k огра
ничено первой зоной Бриллюэна —л а <
<  k < л  а, то полное число мод 2 л, Aak =  
=  N, что и следовало ожидать.

Известно, что решетки большинства 
кристаллов содержат различные атомы. 
Например, в случае кристалла NaCl 
имеет место решетка, в которой соседние 
узлы заняты поочередно ионами Na+ 
и С1-. Оказывается, что в спектре коле
баний кристаллов с базисом, состоящим 
из двух и более атомов, появляются до
полнительные характерные особенности. 
Для их выяснения рассмотрим цепочку, 
в которой каждый атом массы М  рас
положен рядом с атомами массы т. 
Пусть /И-атомы занимают нечетные узлы 
решетки, а m-атомы — четные.

Воспользовавшись предыдущими обо
значениями, можно записать уравнения 
движения двух соседних атомов

т Ячп ~  Р i.Qin+1 ~Ь Я2п-1 2^2л)* (10 8) 
Щ-Ш+1 =  Р (Я2п+2 +  Ч2П —  2?2

Решения этих уравнений представлены 
в виде

<72п.*  =  £ *ехР [ ‘ (®* +  2  nka)], 

</2П+1.* =  т1*ехР{*И +(2л+1)А а]}.
Подставив формулы (10.9) в (10.8), по
лучим

—со 2m lk =  Рт)4 (eika +  e~ika) — 2Р£*,
—со2Мт]* =  (eika +  e~ika) —

Характеристическое уравнение, обеспе
чивающее нетривиальное решение для £
И Г],

(2Р  — /псо2) (2Р  —  Ма>2) — 4р2 cos2 (ka) =  0 

определяет

' т ' м  —

+ ( 10.11)

Анализ последнего уравнения показывает, 
что каждому k соответствуют дие часто
ты. При 4 а < 1  с точностью до первого 
порядка по ka имеем

0 ) 2  =  +  ж )  ±  Р  Ц  +  З й )  х

X f i — 2{ka)2L Мт (1/т +  1/М)2_ ’
откуда

щ  =  У 2 $ ( Ш  +  ИМ ), (kaX l ( W ] 2 )  
оз2 =  k a V 2 p /(M  +  m).

При ka =  л /2

<ох =  У 2 Р/т, со2 =  У  2{5М.

Верхняя Еетвь дисперсионной кривой 
называется оптической. Ее наибольшая 
частота равна ]/2р(1/т +  l /М) и прини
мает это значение при ka 0 , а наимень
шая — \г2 р/m при т < М ,  или УЩ5/М 
при М  <  т.

Нижняя ветвь дисперсионной кривой 
соответствует рассмотренному ранее слу
чаю распространения волн в цепочке из 
одинаковых атомов. Эта ветвь называ
ется акустической. При низких частотах 
(ka <С 1) дисперсия в нижней диспер
сионной ветви отсутствует, а фазовая 
скорость может быть определена из вы
ражения ( 1 0 . 12)

^2ф =  а У  2Р/(М  +  т).

Максимальная частота акустической ветЕИ 
принимает меньшее значение из двух 
величин У 2 $ /т  и ]/ 2 Р/М при ka =  л/2 . 
Акустические 1 и оптические 2 Еетви 
изображены на рис. 10.10. Пунктирная 
прямая соответствует закону дисперсии 
для света в кристалле.



Рис. 10.10

Для выяснения природы акустических 
и оптических мод (типов колебаний) 
рассмотрим движение атомов более де
тально. Исходя из (10.9) относительное 
движение двух соседних атомов описы
вается выражением

Ягпи/Чап =  (V S * )  exp(tfca),

где в соответствии с ( 1 0 . 10)

y\k/ l k =  (2Р — (o2m)/2P cos(ka). 

Используя это, получим

(42n+l'Qiin)ka<gl

=  ехр (ika) для акусти
ческой Еетви
— ( —m /M )exp(ika)  для 
оптической ветви,

ская природа различия между оптиче
скими и акустическими колебаниями ста
новится ясной при схематическом изоб
ражении поперечных колебаний. На рис. 
1 0 . 11 , а показаны оптические и акусти
ческие (рис. 10 . 11 , б) колебания при 
прохождении поперечной волны с неко
торым промежуточным значением вол
нового вектора в двухатомной цепочке.

Колебания решетки можно возбудить 
электромагнитной волной с такой же 
фазовой скоростью. Равенство фазовых 
скоростей изображено на рис. 10 .10  
точкой пересечения кривых со (k) для 
электромагнитной и звуковой волн. По
скольку фазовая скорость света пример
но в 105 раз больше фазовой скорости 
акустической волны, то пересечение с 
оптической ветвью возможно только при 
ka =  0. Моды акустической ветви не 
взаимодействуют с электромагнитным 
излучением в силу указанного различия 
фазовых скоростей.

При описании волнового движения 
линейной цепочки, состоящей из атомов 
одного сорта, были рассмотрены только 
продольные смещения. В случае трех
мерного кристалла также возможно су
ществование чисто продольных волн 
(например для кубических кристал
лов). Однако в общем случае волна в 
трехмерном кристалле состоит из про
дольной и поперечной компонент. По
этому соотношение дисперсии для коле
баний в реальном кристалле значитель
но сложнее. Это объясняется тем, что в 
уравнение волны должны входить чле
ны, описывающие коэффициенты упру
гости и скорости как для продольных, 
так и для поперечных смещений. Значи-

где для оптической Еетви было исполь
зовано соотношение

со2 =  20 (1/т +  ММ).

Акустической ветви при ka ■С 1 соот
ветствуют равные по амплитуде и почти 
синфазные отклонения соседних атомов, 
а оптической — противофазное движение 
атомов с амплитудами, обратно пропор
циональными массам атомов. Физиче



тельно усложняется картина для реаль
ных кристаллов, состоящих из различ
ных атомов.

Деление колебаний на акустические 
и оптические применимо и к колебаниям 
в реальных кристаллах. В этом случае 
(как и в случае одноатомного базиса) 
число поперечных колебаний в два раза 
больше числа продольных. В кристалле, 
например с двумя атомами, на элементар
ную ячейку существуют, вообще говоря, 
три акустические 1 и три оптические 2 
ветви (рис. 10.12). Этим трем оптическим 
или акустическим ветвям соответствуют 
смещения атомов вдоль направления 
распространения волны и под прямым 
углом к этому направлению.

В простых случаях это одна продоль
ная и две поперечные волны. Пример
ный вид зависимости а» (к) для такого 
кристалла приведен на рис. 10.12. Од
нако в кристалле, состоящем из pN  
атомов (где р — число атомов в элемен
тарной ячейке, а N  — число базисных 
групп во всем кристалле), может суще
ствовать N  продольных акустических ко
лебаний, 2N  поперечных акустических 
колебаний, (р — 1)/V продольных оп
тических колебаний, 2 (р — \)N попе
речных оптических колебаний. Отсюда 
следует, что спектр оптических колеба
ний в тех кристаллах, для которых 
р >  2, очень сложен. Эта сложность 
обусловлена и тем, что на колебания 
периодической решетки накладываются 
незвуковые колебания в пределах от
дельных групп, составляющих базис.

10.3.2. Теплоемкость решетки

Для изложения теории теплоемкости 
твердого тела необходимо напомнить 
закон распределения Больцмана, позво
ляющий вычислить средние значения 
физических характеристик системы час
тиц, находящейся в тепловом равнове
сии. Так, вычисление средней энергии 
частицы и теплоемкости ансамбля сво
бодных частиц массы М  при тепловом 
равновесии и температуре Т  сводится 
к следующему.

Вероятностный множитель Больцма
на в этом случае

ехр (— Wfk0T) =  ехр (— Mv2/2k0T),

где v — скорость частицы. Средняя ки
нетическая энергия для такой системы

k0T f  х4 ехр (— -с2)

W = - J _________

 ̂ х2 ехр (— х2) dx

dx

(.х =  у м . 2 k0T v). (10.13)

Воспользовавшись значениями стоящих 
в формуле (10.13) интегралов и выпол
нив соответствующие вычисления, можно 
показать, что

W =  4  k0T.

Этот результат находится в полном 
соответствии с известным положением 
теории идеального газа и классической 
механики, что средняя энергия, прихо
дящая на одну степень свободы, равна 
1/2  k0T.

Перейдем к рассмотрению теории теп
лоемкости для нескольких упрощенных 
моделей твердого тела. В первом при
ближении, как известно, можно считать, 
что тепловое движение в многоатомном 
кристалле представляют собой колеба
ния атомов относительно положений рав
новесия по законам гармонического ос
циллятора.

Энергия осциллятора W =  Mv2/2 +  
+  М а 2х2/2, где со =  2nv — угловая ча
стота, а х  — смещение атома из положе
ния равновесия.

Вычислим среднюю энергию осцилля
тора при тепловсм равновесии

__  (M/2) f f (v2 -j- со2*2) exp [—M (v2 4*
W = ------ :Ы-------------------------------

j"  ̂ exp [—M (v2 +

4 -  а>2х2)/2к0Т] dxdv _ M w 
*  4 -  b>2x2)/2k0T] dxdv ~~ ~2 X

f v2 exp (— Mv2/2k0T) dv
X ^ -------------------------------- h

1 exp (— Mv2/2 k llT) dv

to2 j  x2 exp (— Mco2x2/2k0T) dx

 ̂ | exp (— Mu>2x2/2k0T) dx

Обозначим в первом интеграле Mv2 2 X 
X k0T  =  у2, а во втором M<>)2x2;2k0T  =

+



=  у2. Тогда для одномерного гармони
ческого осциллятора получим

оо

2 *0 Т j  У2 ехр С— г/2) dy

w  = ----- ==-----------------------  k0T,
^ ехр (— г/2) ау

откуда энергия системы из N  трехмерных 
осцилляторов U =  3Nk0T, или на один 
моль вещества UM =  3RT. Таким обра
зом, теория показывает, что вклад решет-

г  (диАки в молярную теплоемкость L v =
для моноатомного твердого тела Су  =  
=  3R  =  6  кал моль ■ град. Это известный 
закон Дюлонга и Пти, который хорошо 
выполняется при относительно высоких 
температурах и часто вплоть до комнат
ной. Однако при низких температурах 
этот закон существенно нарушается.

Эйнштейн предложил другую модель 
твердого тела, которая позволила объяс
нить наблюдаемое при низких темпера
турах падение теплоемкости решетки по 
сравнению с 3R. Воспользовавшись пред
положением Планка о том, что энергия 
осциллятора с частотой v излучается 
дискретными порциями (квантами ве
личиной hv), Эйнштейн рассмотрел мо
дель, согласно которой тепловые свой
ства решетки, состоящей из N  колеблю
щихся атомов, можно трактовать как 
свойства 3N  независимых одномерных 
гармонических осцилляторов, имеющих 
одну и ту же собственную частоту.

Выражение для средней энергии ос
циллятора по квантовой теории отли
чается от выражения средней энергии, 
равной по классической теории k0T. 
Согласно закону распределения Боль
цмана, при тепловом равновесии сред
няя энергия осциллятора представляется 
выражением (см. гл. 1)

При высоких температурах k0

ехр6 & ) ~  1 Т.

Следовательно, W ^  k0T.
Таким образом, при высоких темпера

турах из (10.14) следует, что средняя

энергия гармонического осциллятора 
близка к классической средней энергии, 
равной k0T. Однако при низких темпе
ратурах, когда k0T  <С ha, ехр (hajkT) >  1, 
средняя энергия принимает вид

W ha  ехр (—ha,’k0T)
и при Т  0 теплоемкость системы из N 
осцилляторов (атомов) стремится к нулю 
соответственно равенству
Су =  Nk0 (hak^T)2 ехр (— fia/k0T). (10.15)

Хотя согласие между теорией и экспе
риментом оказалось не идеальным, мо
дель Эйнштейна явилась значительным 
шагом вперед по сравнению с класси
ческой моделью. С физической точки 
зрения модель Эйнштейна не отражает 
реальной действительности, поскольку 
она предполагает, что все колебания име
ют одну и ту же частоту. Это было бы 
возможно, если бы все атомы твердого 
тела имели независимые колебания, что 
в действительности не наблюдается.

Более правдоподобным приближением 
явилась модель Дебая. Она обеспечи
вает лучшее согласие теории с экспери
ментом в отношении низкотемператур
ной теплоемкости. Установлено, что при 
низких температурах теплоемкость Су 
для многих твердых тел меняется по за
кону Т 3, а не по экспоненциальному за
кону, как это предсказывает выражение 
(10.15).

Дебай предположил, что акустический 
спектр твердого тела, состоящего из оди
наковых атомов, можно рассматривать 
как спектр однородной упругой среды, 
но считать при этом, что число незави
симых упругих волн равно 3N, чем со
храняется соответствие с числом 3N 
степеней свободы атомов.

Обычно считают, что твердое тело яв
ляется упругоизотропным, и скорости 
Vi и vt продольных и соответственно 
поперечных волн не зависят от направ
ления распространения волны в крис
талле.

Рассмотрим сначала для дебаевской 
модели вклад в теплоемкость твердого 
тела, обусловленный только продоль
ными упругими волнами. Кристалл, со
держащий N  атомов, будет описываться 
уравнением продольных упругих бегу
щих волн вида ехр [г (akt — kr)].



Внутреннюю энергию системы пред* 
ставим как сумму энергий Эйнштейнов
ских осцилляторов

U, =  Yi Йю* [exp (Йо^/ЙоГ) — I]-1, (10.16)
k

где каждый член этой суммы соответст
вует собственному колебанию с частотой 
<йк. Для дебаевской модели дисперсион
ный закон имеет простой вид cofe =  vtk, 
где vt — скорость продольных звуковых 
волн.

Формулу (10.16) запишем в следующем 
виде:

Ui =  X  hvtk [exp (hvtk/k0T) — I]-1. (10.17) 
k

Для вычисления этой суммы по k 
обычно заменяют ее интегралом по все

му трехмерному пространству векторов k

=  i  i  I  ^е х Р  ^  1  х

Х р  (k)dkx dkydkz. (10.18)

Величину интеграла Ut можно опре
делить, если известен вид функции р(/е), 
которая представляет собой число соб
ственных колебаний в единице объема
^-пространства. Граничные условия, при

которых вычисляют р (k) —  это перио
дические граничные условия, согласно 
которым колебательное движение в точ
ке х, у, г должно быть точно таким же, 
что и в течке х L, у +  L, z +  L, 
где L — некоторая макроскопическая 
величина. Так, для кубического крис
талла за длину L можно взять ребро 
куба. Другими словами, граничные ус
ловия требуют, чтобы имело место ра
венство

exp(i'& г) =  ехр [I (k r  +  kxL +  kyL-f  kzL)\.

Общее решение этого уравнения для 
kx, ky, kz имеет вид kx =  2nljL, ky =
— 2ят/L, kz =  2л я /L, где I, m, h — 
положительные или отрицательные целые 
числа.

Таким образом, периодические усло
вия сводятся к требованию, чтобы отно
шение kiL/2n выражалось целыми чис
лами.

Следовательно, компоненты вектора 
k для каждого элемента объема в й-про-

странстве величиной (2я/L)3 могут при* 
нимать лишь дискретные значения, крат
ные 2л/L, а число точек в этом элементе 
объема, удовлетворяющих указанному 
требованию (это и есть плотность со
стояний р (k) для данного случая) будет 
величиной, обратной объему, т. е.

Р Сk) =  (L/2л )3 =  У/(2л)3, (10.19) 

где V — L 3 — объем образа.

(Д ругим и словам и , каж дом у значению  векто

ра k  со ответству ет в ^ -п р остр ан стве объем 
( 2 я /L)3, сл едо вательн о, в единичном объеме 
^-п ростран ства со дер ж и тся  (L!2 я ) 3 векторов

Т ,  т . е . р ( ? )  =  (L/2n)3).

Подставим значение р (k) в выражение 
(10.18) для внутренней энергии

Ul =  (2лр" Я  j  hvik te x P (hvfikj) —

—  I ] " 1 dkx dky dkz.

В сферических полярных координатах 

^-пространства (dkx dkydkz =  4лk2dk)

*т

Ul =  I P "  j  hv‘kS [exP (KviklhT) —
о

— 1 r ' d k ,  ( 1 0 .2 0 )

где Еерхний предел интегрирования km 
можно определить путем учета тех зна
чений k, для которых отношение £Д,/2 л —

целые числа внутри сферы в 6 -простран
стве, имеющей радиус, определяемый из

4 з —̂
условия - j  л £ т р (k) =  N. Отсюда, учиты

вая выражение (10.19), получим k3m => 
=  6 n 2N/V.

Вернемся теперь к выражению (10.20). 
Обозначив х  =  fivtk; k0T , запишем

xml
j ,  _  V (k0TY С x3 dx 
U ‘ 2Я2 (f tf ;)3 J  

0

hvtk
где x mi =  - k ^ — новый верхний предел 

интегрирования.



Рис. 10.13

Внутренняя энергия поперечных соб
ственных колебаний выражается анало
гичной формулой

хщ
( V _ \  ( k 0T)« С dx 

Ui Z \2it2 j  (hvtf  J  e* _ r  
0

Множитель 2 возник потому, что на каж
дое продольное колебание приходится 
два поперечных.

Если ввести среднюю скорость упру
гих волн v (обычно v определяют из 
соотношения 3/у3 =  I 'd* +  2 /и®), то для 
полной внутренней энергии решетки 
можно записать

хт

и  =  7 - < 1 0 ; 2 1 )0

Характеристическую температуру Дебая© 
обычно вводят соотношением хт =  0/Г, 
тогда

в  =  е ( ^ Г -  < 1 0 - 2 2 >

Теплоемкость получается путем диффе
ренцирования ( 10 .2 0 ) по температуре. 
Заметим, что при высоких температурах 
(х <  1) экспоненту в подынтегральной 
функции ( 10 .2 1 ) можно разложить в 
ряд

*3 ~  * 3 _  2 
ех — 1 ! + * + • • • —  * Х

и полная внутренняя энергия решетки 
U ~  3Nk0T,  что соответствует класси
ческому результату. При очень низких 
температурах энергию U можем при
ближенно определить, положив верхний

предел интеграла в ( 10 .2 1 ) равным бес
конечности, тогда имеем

00 во

Г х3 dx , .. . V I  1 л 4
. ) 7 3 Т = 6^(4) =  6  1 ^  =  1 5 ’ 
о 1

где £ (4 )— функция Римана.
Итак, при Т  <  О U =  (Зл 4̂ ОГ 4)/(503), 

и для теплоемкости Су получим

(10.23)

Эта приближенная зависимость извест
на как закон Г 3 Дебая. При достаточно 
низких температурах, когда возбужда
ются только длинные акустические вол
ны, закон Дебая соблюдается достаточ
но хорошо. Именно такие волны рас
пространяются в непрерывной упругой 
среде, характеризующейся макроскопи
ческими упругими постоянными. При 
промежуточных температурах теплоем
кость твердых тел вполне удовлетвори
тельно описывается либо моделью Эйн
штейна, либо моделью Дебая.

Если при низких температурах тепло
емкость подчиняется соотношению
(10.23), то измерение при одной темпера
туре позволяет определить 0  и предска
зать значение Су и при других темпера
турах. Экспериментальные результаты 
исследования теплоемкости диэлектрика 
и металла при низких температурах при
ведены на рис. 10.13. Для КС1 зависи
мость Су/Т от Т°~ выражается прямой 
линией, которая проходит через начало 
координат. Это означает, что предусмат
риваемый моделью Дебая закон Т 3 вы
полняется, и величина © может быть оп
ределена из наклона экспериментальной 
прямой. Для меди связь между величи
нами Су/Т  и Т 2 также выражается пря
мой линией. Однако в этом случае пря
мая не проходит через начало коорди
нат. Отсюда следует, что

Су =  А Т  +  В Т 3. (10.24)

Второе слагаемое соответствует тепло
емкости кристаллической решетки (по 
модели Дебая), а первое слагаемое описы
вает теплоемкость свободных электро
нов. Более точная модель теплоемкости



твердых тел обязательно должна учиты
вать наличие электронного газа.

Заметим, что дебаевская частота сод =  
=  k0S/h  сравнима с циклической часто
той фононов, волновой вектор которых 
достаточно близок к границам зоны 
Бриллюэна. Большая часть таких фоно
нов возбуждается при температурах, 
превышающих 0 .  Наоборот, при темпе
ратурах ниже © в кристалле существуют
лишь те фононы, волновой вектор k 
которых мал по сравнению с величинами, 
соответствующими границам зоны Брил
люэна. Поэтому такие физические про
цессы в твердом теле как теплопровод
ность, которая определяется энгар
монизмом фонон-фононных взаимодей
ствий, и электропроводность, которая 
определяется рассеянием электронов 
проводимости на колебаниях решетки, 
существенно различны при температурах 
выше и ниже 0 .

При температурах, превышающих 0 ,  
большей части фононов соответствуют 
длины волн порядка нескольких меж
атомных расстояний. Однако при тем
пературах ниже 0  наиболее вероятная 

длина волны фонона приблизительно 
равна, как можно показать, а<д/Т. Отсю
да следует, что при достаточно низких 
температурах в кристалле существуют 
лишь фононы с длиной волны порядка 
нескольких сотен и даже тысяч межатом
ных расстояний. Вместе с тем для неко
торых материалов (например, алмаза) 
с большими силами взаимодействия тем
пература Дебая 0  оказывается очень 
высокой. Поэтому эффекты, вызванные 
отсутствием коротковолновых фононов, 
в таких материалах можно наблюдать 
и при не слишком низких температурах.

§ 10.4. МОДЕЛЬ 
СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНОВ 

И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ К МЕТАЛЛАМ

Основываясь на модели свободных 
электронов, можно объяснить ряд важ
ных физических свойств металлов и в 
особенности простых одновалентных ме
таллов. Согласно этой модели валент
ные электроны атомов металла могут 
почти свободно перемещаться в пределах 
объема образца, слабо взаимодействуя 
с ионными остовами атомов металла.

Именно валентные электроны обуслав
ливают электропроводность металла, и 
по этой причине их называют электро
нами проводимости в отличие от элект
ронов, заполняющих оболочки ионных 
остовов.

Теория свойств металлов, основанная 
на модели свободных электронов, появи
лась задолго до разработки квантовой 
механики. К успехам этой теории сле
дует отнести вывод в аналитической 
форме закона Ома, подтверждение за
кона Видемана — Франца, устанавли
вающего связь между электро-и тепло
проводностью металлов; к недостаткам— 
расхождение между наблюдаемым и 
предсказанным значением электронной 
теплоемкости, а также неудовлетвори
тельное объяснение парамагнитной вос
приимчивости электронов проводимости.

Напомним, что воспользовавшись рас
смотрением действия электрического по
ля на классический газ свободных элек
тронов, можно получить для электро
проводности следующее выражение:

где N  —  число электронов в единице 
объема газа; х — время релаксации, ко
торое связано со средним интервалом 
времени между двумя соударениями 
электрона и со средней длиной свобод
ного пробега электронов проводимости; 
m —  масса электронов. Физический 
смысл формулы (10.25) заключается в 
том, что переносимый электрический 
заряд пропорционален плотности заряда 
Ne\ множитель ettv входит в формулу, 
поскольку ускорение при данном элект
рическом поле пропорционально заряду 
е и обратно пропорционально массе т; 
т описывает время, в течение которого 
поле действует на свободно движущийся 
зар я д — носитель тока.

Квантовая теория не меняет резуль
тат (10.25) сколько-нибудь существен
ным образом; она, однако, указывает 
путь для теоретического расчета време
ни релаксации, основанный на самых 
общих принципах рассмотрения подоб
ного рода систем.

На основе модели свободных электро
нов и статистики Ферми — Дирака для



коэффициента теплопроводности х была 
получена следующая формула:

л  —  ----------  . \--------- /о т

Тогда из формул (10.25) и (10.26) найдем 
х/ст =  (д/г0)2773е2.

Такое соотношение называется законом 
Видемана— Франца.

Согласно классической теории, элект
роны проводимости в металле должны 
бы дать вклад в молярную теплоем-

з
кость металла величиной Сэл =  у

где R  — газовая постоянная, a Z — 
число валентных электронов на один 
атом. Однако нет экспериментальных 
доказательств того, что вклад электронов 
в теплоемкость даст что-либо похожее 
на эту величину. Теплоемкость боль
шинства металлов при комнатной тем
пературе и выше обычно близка к
6 кал/моль • град. Это расхождение 
указывало на неправомерность класси
ческой теории, основанной на модели 
свободного электронного газа.

Классическая теория свободных элек
тронов не дает также удовлетворитель
ного объяснения парамагнитной вос
приимчивости электронов проводимости. 
Электроны проводимости должны обла
дать парамагнитной восприимчивостью 
% =  V-oN\iykaT, которая является частью 
магнитной восприимчивости металла в 
целом. Однако опыт показывает, что % 
обычных неферромагнитных металлов 
не зависит от температуры, а величина 
ее при комнатной температуре может 
составлять лишь 0,01  ожидаемого по ука
занной теории значения.

Трудности, с которыми столкнулась 
классическая теория свободных элек
тронов, легко преодолеваются, если 
учесть требования, вытекающие из прин
ципа Паули. Напомним, что в наиболее 
простой формулировке в применении 
к изолированным атомам этот принцип 
утверждает, что два электрона одного 
и того же атома не могут иметь одинако
вые наборы четырех независимых кван
товых чисел п, I, mt и tps. Поскольку 
энергия электрона, входящего в свобод
ный атом, определяется величиной я 2, 
то, пользуясь принципом Паули, легко

расположить все электроны по энерге
тическим уровням. Легко убедиться, что 
при абсолютном нуле температуры для 
остова атома все уровни ниже некоторого 
будут заполнены электронами, а все 
более высокие вообще не будут содер
жать электронов. Уровень, отделяющий 
заполненные уровни от вакантных, назы
вается уровнем Ферми при абсолютном 
нуле и обозначается Wf (0 ).

Из элементарной классической теории 
газов мы знакомы с законом распределе
ния Максвелла— Больцмана. Этот за
кон применим к молекулам газа при 
обычных условиях. Электроны значи
тельно легче, чем молекулы, кроме того, 
концентрация валентных электронов в 
металле в 104 раза больше концентрации 
молекул в газе при нормальных усло
виях. Поэтому для электронов в метал
ле классическая статистика уже не яв
ляется правильным приближением и 
должна быть заменена квантовой статис
тикой.

Классическое распределение будет хо
рошим приближением для описания 
свойств системы лишь в том случае,если 
среднее расстояние между частицами 
велико по сравнению с дебройлевской 
длиной волны, которую можно вычис
лить, пользуясь величиной тепловой 
скорости частиц.

В применении к электронам кванто
вая статистика требует, чтобы электроны 
считались неразличными, и чтобы в каж 
дом состоянии системы мог находиться 
не более чем один электрон.

Воспользовавшись квантовой статис
тикой, удобно представить функцию 
распределения в виде

=  ехр[(Ц7 — Гр)/6„Т] +  1 ‘ О 0 -2 7 )

Функция распределения f(W )  харак
теризует вероятность того, что данное 
энергетическое состояние занято. Эта 
функция называется функцией распре
деления Ферми — Дирака. График ее для 
двух значений температуры изображен 
на рис. 10.14. Энергия Wf называется 
энергией Ферми. При абсолютном нуле 
/ =  1 при W <  WF и / =  0 при W >  WF. 
Таким образом, при абсолютном нуле 
Wf  имеет смысл предельной энергии; 
гее состояния с энергией, меньшей WF,



заняты, а все состояния с энергией, 
больше Wf, вакантны. По мере возра
стания температуры график распределе
ния становится более пологим (пунктир
ная кривая на рис. 10.14); состояния 
с энергией порядка k0T, меньшей WF, 
начинают частично освобождаться, а со
стояния с энергией порядка k0T,  но 
большей №f, начинают частично «засе
ляться». Распределение называется вырож
денным, когда k0T  <С WF, и невырож
денным, когда k0T ^ > W F (предел, соот
ветствующий классическому случаю).

В состоянии теплового равновесия число 
электронов в единице объема с энергиями 
в интервале между W и W +  dW выра
жается формулой

1 (2m\s/2
•dn =  fg (W )d W  =  ± [ f 2) х

W1/2dW 
Х  ехр [(W —  WрУ б о П  +  I ’

что непосредственно следует из получен
ного ранее для функции распределения 
Ферми — Дирака (10.27) и выражено 
для плотности состояний g  (W), которая 
для данного случая имеет вид

g(W ) =  T, (10.28)

Часто оказывается удобным ввести обо- 
1 12т\3̂ 2

значение С =  2^5 (r j  I и записать dn

в виде 

dn =

2i?  \h* 1 

CWVi dW
exp[(W — WF)/k j J + T  ’ <10-29)

причем Wf определяется из условия, 
что интеграл от dn равен числу частиц 
в единице объема, т. е. N. Как мы знаем, 
при абсолютном нуле / =  1, когда W <  
<  W;F (0 ) (здесь WF (0 ) обозначает 
при 0  К) и / =  0 для W >  WV(0). Таким 
образом, все состояния вплоть до WF 
заняты, а значение Wf  определяется 
через число электронов в единице объе
ма (N)

N =  С j  W1>2d W = ~ C [  (7f (0)]3/2

и, следовательно,

/

0,5

о

-
wF ^ ' ,

г=о

\v  -
W

Рис. 10.14

Можно показать, что в металле энер
гия Ферми Wf  для любой конечной тем
пературы связана с энергией Ферми при 
Т =  0 соотношением

WF ~  WF (0 ) 1 (я£0Л 2
i2 i r ; ( 0)

(10.31)

h 2

Второй член в квадратных скобках явля
ется малым, независимо от того, запишем 
ли мы в знаменатель №р(0 ) и л и  Wр. 
Таким образом изменение энергии Wf 
с температурой очень мало и она обычно 
называется просто энергией Ферми без 
указания температуры, к которой она 
относится.

10.4.1. Удельная теплоемкость 
вырожденного газа

Известно, что при обычных темпера
турах энергия большей части электро
нов электронного газа в металле ниже 
энергии Ферми на несколько k0T.  Эти 
электроны не испытывают рассеивающе
го соударения, слабо изменяющего 
энергию, поскольку все состояния с 
близкими значениями энергии уже за
няты, а дополнительное их заполнение 
запрещено принципом Паули. Таким 
образом, только самая высокая энергети
ческая часть всех электронов порядка 
Ak0Tl ^F имеет возможность реагировать 
на приложенный извне электрический или 
температурный градиент. Поэтому можно 
утверждать, что только электронные 
состояния, лежащие вблизи Wf , опреде
ляют свойства металла.

При абсолютном нуле полная энергия 
электронного газа согласно (10.28) имеет 
минимум

г "гиу W%* (0) М 3/2\ W g ( W ) d W = - ^ r - [ ^ J  .
о

и п

Wf (0) — 2m (Зя2Л02/з. (10.30) Используя выражение (10.30), запишем



эту энергию в виде U0 =  3/ 5N W f (0) .  
Следовательно, в отсутствии теплового 
возбуждения на каждый электрон при
ходится средняя энергия 3/5 l^F (0). 
Поскольку некоторое количество элект
ронов термически переведено из состояний 
с энергией ниже Wp в состояния с энер
гией выше WF, то энергия электронов 
при любой температуре выше абсолют
ного нуля несколько больше, чем U0.

Учитывая равенства (10.27) и (10.28), 
при любой конечной температуре имеем

X

U = § W g ( W ) d W  =  J ^ X
о
оо

/2т\з/2 Г Г 3/2 dW

И  У ехр[(Г— Г р)/А07’] +  1 '

Используя выражение (10.31), можем по
казать, что

00

1
И73 /2 dW 2И7р/2 (0)

e x p [ ( W - W p) /k 0T] +  \ ~  Е X

X ; Wp^$>kaT.

Таким образом, 

Г */2 (0)_  Г У 2 (0) /з*\»/.Г Ц  яй0г\2] _  
5 я 2 \НЧ  . +  12 V W 7 J  J  “

U0 +
Nn4\T*

4WF

Следовательно, в первом приближении 
удельная электронная теплоемкость

(dU\ n*Nk*T  
с . =  \ ~ )  =  0 . (10.32)дТ 21ГС

Сравним Се с выражением для класси
ческого электронного газа: Силасс =  
=  3/2Nk0. Квантовые ограничения при
вели к изменению электронной доли 
полной удельной теплоемкости

С .=

Этот результат часто формулируется 
так: электронная теплоемкость в металле

вырождена, то есть она меньше ее клас
сического значения в WF/3k0T  раз. Элек
тронный газ, для которого k0T  <  WFf 
называют вырожденным газом. Здесь 
термин «вырожденный» использован в 
том смысле, что электронная теплоем
кость вырождается (деградирует) по 
сравнению с ее большим значением, 
вытекаемым из классических моделей.

Выражение (10.32) дает величину и 
температурную зависимость, которые 
хорошо подтверждаются экспериментом. 
Поскольку Се зависит от абсолютной 
температуры линейно, а теплоемкость 
решетки изменяется приблизительно 
пропорционально Т 3, то электронную 
долю теплоемкости легче всего измерять 
при очень низких температурах. Таким 
образом, температурная зависимость 
полной удельной теплоемкости может 
быть представлена в виде суммы

Св =  A T  + В Т 3. (10.33)

10.4.2. Термоэлектронная 
и автоэлектронная эмиссии

Электроны проводимости — «свобод
ные» носители электрического заряда — 
прочно удерживаются в кристалле. Это 
значит, что потенциальная энергия элек
трона в твердом теле меньше, чем вне 
его. Другими словами, в твердых телах 
электроны находятся в некоторой потен
циальной яме. Оставить кристалл могут 
лишь электроны с достаточно большой 
кинетической энергией. Такие электро
ны при Т  >  0 К в определенном коли
честве всегда имеются в кристалле, по
скольку функция распределения Ф ер м и - 
Дирака отлична от нуля для произволь
но больших энергий. Этим и обусловле
но явление термоэлектронной эмиссии — 
излучение электронов нагретыми тела
ми. Термоэмиссия электронов в большин
стве случаев значительна лишь при вы
соких температурах, намного больших 
нормальной. Заметная термоэлектрон
ная эмиссия наблюдается для тугоплав
ких металлов при температурах ~  2 0 0 0  — 
2500 К.

Если на термоэмиссию не влиять изв
не, то над поверхностью нагретого тела 
будет электронный газ определенной 
плотности. Плотность электронного газа



растет с повышением температуры, и в 
состоянии равновесия количество элек
тронов эмиссии равно количеству кон
денсированных за тоже время электро
нов.

При исследовании термоэлектронной 
эмиссии в вакуумном промежутке между 
нагретой проволокой (катод) и цилинд
рическим коллектором (анод) создается 
разность потенциалов. Ток между ка
тодом и анодом с увеличением разности 
потенциалов сначала быстро растет, а 
затем стремится к насыщению.

Воспользуемся моделью свободных 
электронов для получения формулы Ри
чардсона — Дэшмана, которая дает вы
ражение для плотности тока эмиссии 
с поверхности металла. На рис. 10.15 
представлена энергия электрона внутри 
металла и в вакууме, окружающем ме
талл. Потенциальные барьеры 1 и 2 
получаем в пренебрежении и с учетом 
электростатического взаимодействия вы
летевшего электрона с металлом соот
ветственно. Приложенное внешнее элек
тростатическое поле (слабое — 3 и силь
ное — 4) приводит к уменьшению высо
ты потенциального барьера и изменению 
его формы. Предположим, что W — рабо
та, необходимая для того, чтобы один 
из свободных электронов в металле, 
находящийся в нижнем энергетическом 
состоянии, удалить в бесконечность 
(рис. 10.15). Если этот электрон нахо
дится на уровне Ферми, то соответст
вующая работа Ф =  W — Wf- Э т о  соот
ношение и определяет так называемую 
работу выхода Ф. Расчеты делаются в 
предположении, что электроны движутся 
совершенно свободно по всему объему, 
наталкиваясь на потециальный барьер 
только у поверхности металла. Таким 
образом, для участия в явлении термо
электронной эмиссии — излучении эле
ктронов нагретыми телами электро
ны должны обладать кинетической энер
гией, не меньшей Ф +  Wf-

Количество электронов, которые при 
Т  >  0 К имеют энергию W ^  0  и могут, 
следовательно, вырываться из металла, 
можно найти в результате интегрирова
ния элемента

ДАТ =  JL fApxApyApzAxAyAz

Расстояние от поверхности 
металла (снаружи)

Рис. 10.15

в энергетических границах от 0  до оо, 
где f — вероятность заполнения состоя
ний. Фактически AN означает количество 
электронов, импульсы и координаты ко
торых заданы неравенствами

Рх  <  Рх  <  Рх  +  Арх, х  с  х  +  Ах’ 
р у с  р'у <  ру+  Ару, у < у '  < У  +  Ау,
рг <  р ’г <  pz +  Apz, Z <  z' «  2 +  Az.

Если ось z направить из металла в 
вакуум нормально к поверхности раз
дела, то оставить металл могут лишь 
электроны с положительным значением 
рг. Позже при интегрировании в сфе
рической системе координат это обстоя
тельство будет учтено тем, что интегри
рование по 0  осуществляется в интер
вале от 0  до п/2, т. е. только по положи
тельной полусфере.

Для элемента плотности тока имеем 
следующие соотношения: Д i =  Aiz =

еАN 2е f  Az . л .  _
=  Д^Д^Д? =  ¥  f  At Ь Р * Ь р у Ь р г  -

__ fBi/S.3p, где элемент объема Арх Х 
h.3 т

х А р уАрг в пространстве импульсов обо
значен через А3р.

В сферической системе координат А3р —
=  р2Ар sin 0сШср, Pz =  Р cos 9- Тогда

д ; — _?1 fn3Ap sin 0 cos 0Д0Дср. Учитывая, 
КЛт1 г

что кинетическая энергия электрона р2/2/и,
последнее равенство дает возможность ■ 
определить значение плотности тока

Я/2 2л

i =  fWdW cos 0  sin 0 d0 j  dy =
0 0 0

fWdW.
0



Как уже известно, для электронов 
с большой энергией справедлива статис
тика Больцмана f  ^  exp [(Wp— W)/k0T]. 
Таким образом, с больш ой  то ч н о сть ю  
найдем

ОО

i s  ^  j  exp [(WF -  W)lk0T) X
о

X WdW.
Это и есть формула Ричардсона—Дэш- 
мана, которую приведем к виду

I =  Л Г е х р ( — 0 / k oT),  (10.34)

где А =  4 я mekl/h3.
Одним из методов определения работы 

выхода является метод Ричардсона. Суть 
его состоит в том, что значение лога
рифма тока насыщения i„ наносят на 
график в соответствующих единицах как 
функцию от 1/Т. Тангенс угла наклона 
равен А [1п(гн/Т2)]/Д (1/Т)  =  — Ф/к0. Од
нако график указанной зависимости от
личается от прямой, поскольку, строго 
говоря, работа выхода Ф несколько за
висит от температуры. Для металлов она 
изменяется всего на 10_24Дж/К ( 10- 5эВ/К), 
но для некоторых полупроводников эта 
поправка в 10— 100 раз больше. Таким 
образом, ричардсонова, или эффективная 
работа выхода не является истинной.

Второй термоэлектронный метод оп
ределения работы выхода базируется на 
измерении абсолютного значения тока 
эмиссии и дальнейших вычислениях по 
формуле (10.34). Недостатки этого, так 
называемого метода полного тока, свя- 
заны с тем, что, во-первых, теоретиче
ские и экспериментальные значения А 
отличны (табл. 10.3), а во-вторых в фор
муле (10.34) не учтено отражение элек
тронов на границе металл— вакуум. От
ражение уменьшает ток эмиссии в 
(1 —  R)~* раз, где R —  средний коэф-

Таблица 10.3

Металл А,  А ■ см—2К—2 Ф, 10— 19 Дж

W 75 7.2
Та 55 6,7
Ni 30 7,4
Cs 160 2,9
Pt 32 8,5

фициент отражения термоэлектронов от 
поверхности катода.

Широко используется также фото
электрический метод измерения работы 
выхода, который базируется на уравне
нии Эйнштейна

(my2/2)max =  hv — Ф.

В эксперименте измеряют кинетиче
скую энергию самых быстрых фотоэлек
тронов, которые вырываются с поверх
ности твердого тела фотонами с энергией 
hv. Заметим, что величина работы выхода 
в значительной степени зависит от чис
тоты поверхности эмиттера. Например, 
тонкая пленка Cs или Ва уменьшает 
работу выхода во много раз. Это исполь
зуется в электронных лампах, где явле
ние термоэмиссии нашло широкое приме
нение.

В очень сильных электрических полях 
наблюдается холодная (автоэлектрон- 
ная) эмиссия, когда электроны освобож
даются из металла лишь под действием 
электрического поля. При напряженно
сти поля порядка 106 В/см около поверх
ности металла плотность тока автоэлек- 
тронной холодной эмиссии во много раз 
превышает плотность термоэлектрон
ной эмиссии при 2 0 0 0  К.

Явление автоэлектро'нной эмиссии 
обусловлено прохождением электронов 
через потенциальный барьер благодаря 
туннельному эффекту. При увеличении 
электрического поля вблизи поверх
ности металла уменьшается не только ши
рина барьера, но и его высота. Величина 
тока при этом увеличивается в соответ
ствии с законом:

i =  С1Е 2 exp (—C.JE),

где Съ  С2 — постоянные, которые спе
цифичны для каждого тела, Е  — напря
женность электрического поля.

Явление автоэлектронной эмиссии ши
роко используется з ионных и элек
тронных проекторах.

§ 10.5. ОСНОВЫ ЗОННОЙ ТЕОРИИ 
ТВЕРДЫХ ТЕЛ

Квантовая теория свободных электро
нов хорошо объясняет многие свойства 
металлов: Однако наряду с этим имеются 
и такие свойства, для интерпретации



которых модель свободных электронов 
оказывается совершенно бесполезной. 
Эта модель не может объяснить, почему 
одни химические элементы в кристалли
ческом состоянии являются хорошими 
проводниками, а другие оказываются 
изоляторами; необъяснимыми остаются 
и полупроводники, электрические свой
ства которых резко изменяются с тем
пературой.

Все эти закономерности находят хоро
шее подтверждение, если рассматривать 
твердые тела с точки зрения зонной тео
рии, в основе которой лежат законы 
квантовой механики.

10.5.1. Уравнение Шредингера 
для кристалла

Стационарное уравнение Шредингера 
в квантовой механике обычно записы
вают так:

HW =  W ,  (10.35)

где Н  — оператор Гамилыпона.
h2 Ze3

Если, например, Я  =  — — 4^ .

то уравнение (10.35) принимает вид 
уравнения Шредингера для атома водо
рода.

Состояние кристалла как квантово
механической системы описывается 
уравнением (10.35) с оператором Г а
мильтона

]/ (/*j, Tg, • • • , Г{> • • • » ^ 1» -^2» ■ • • »

R k , . . . ) ,  (10.36)

где т —  масса электрона, М к — масса

ядра k-то атома, г, R — радиусы-векторы 
электронов и ядер соответственно.

Первые два члена в (10.36) являются 
операторами кинетической энергии эле
ктронов и ядер, третий член — это сум
марная энергия кулоновского взаимодей
ствия электронов с ядрами и ядер^с яд

рами. Собственные функции Ф’ (г, R) 
уравнения (10.35) полностью определяют 
электрические, оптические, тепловые и 
другие свойства твердого тела. Мини
мальной энергии W0 из всевозможных

энергий соответствует собственная функ
ция, которая описывает основное состоя
ние системы, т. е. наиболее устойчивую- 
кристаллическую структуру.

Как известно, атомы кристалла обра
зуют пространственно-периодическую- 
решетку. Решить точно уравнение (10.35) 
для кристалла в целом практически не
возможно, ибо оно содержит огромное 
количество переменных ( ~  Ю23 для 
макроскопического образца). Поэтому 
для объяснения физических свойств твер
дого тела пользуются приближенным» 
методами, которые упрощают и саму 
задачу и общий вид ее решений. Приме
нение, например, адиабатического и одно
электронного приближений преобразует 
уравнение для всего кристалла в уравне
ние для одной частицы.

Адиабатическое приближение базиру
ется на том, что средняя скорость элек
тронов, как легких частиц, намного! 
превышает скорость ядер. За время, 
когда электроны проходят большой путь, 
положение ядер практически не изменя
ется, поэтому считаем, что ядра при 
этом неподвижны. Удобно условно фик
сировать их в узлах кристаллической 
решетки, что соответствует состоянию 
идеального кристалла при температуре 
абсолютного нуля. В этом случае опе
ратор Гамильтона (10.36) упрощается, 
поскольку второй член равен нулю. Точ
ность адиабатического приближения по 
энергии достаточно велика — порядка 
т/М. Однако при таком подходе оста
ются не учтенными некоторые важные 
эффекты, например, сопротивление элек
трическому току. Этот недостаток можно 
устранить, если предположить, что ядра 
совершают незначительные колебания 
около положения равновесия. Тогда 
волновую функцию кристалла предста
вим как произведение двух функций

W (?, R) =  У (п ,  Rok) % ( R k -  Rok), где i|) - -  
волновая функция электронов, зависящая 
от равновесных координат ядер Rok как 
от параметров; % — волновая функция, 
которая описывает движение ядер вблизи 
положений равновесия. Таким образом, 
адиабатическое приближение само по себе 
не устраняет многоэлектронной задачи, 
но оно создает возможность для введе
ния одноэлектронного приближения.
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Рис. 10.16

Одноэлектронное приближение явля
ется одним из фундаментальных методов 
теории твердого тела. В нем выражение 
для энергии взаимодействия электронов 
существенно упрощается. Энергию по
парного электронного взаимодействия N
электронов запишем так: 1/4пг0У£ ле2,'гц —

£>/
=  Neil (г), где eQ — энергия взаимодей
ствия электрона с полем всех других 
электронов.

Поле й называют самосогласованным 
полем. Оно отражает результат усреднен
ного действия всех других электронов 
на данный.

Понятие о самосогласованном поле 
впервые ввел А. Р . Хартри (1923 г.) 
при рассмотрении задачи о строении 
сложных атомов. С помощью этого поля 
система взаимодействующих частиц заме
няется системой невзаимодействующих, 
вследствие чего многоэлектронная зада
ча сводится к одноэлектронной.

Волновую функцию и энергию про
извольно выбранного электрона находят 
из уравнения

h2
- ^ А г М г )  +  [0(г) +  У ( г ) Ж г )  =

=  W W ) ,  (10.37)

где V(r) — энергия этого электрона в по
ле неподвижных ядер. Поле Q (г) зависит 
(не линейно) от волновых функций всех 
других электронов. Поэтому уравнение 
все же остается сложным. Решение 
этого уравнения, которое называют само
согласованным, найдем следующим обра
зом. Вычислим Q на основе одноэлект
ронных волновых функций нулевого 
приближения, подобранных интуитив
но. После этого из системы уравнений 
типа (10.37) определим волновые функ
ции в первом приближении. Эти волно
вые функции дают возможность точнее 
вычислить Q, затем волновые функции 
во втором приближении и т. д. Процеду

ра самосогласования громоздкая даже 
для атомов. В теории твердого тела поле 
Q часто рассматривают как постоянную 
величину, считая, что она равна нулю. 
Таким образом, задача об электронных 
свойствах кристалла сводится к задаче
о движении одного электрона в перио
дическом поле кристаллической решетки.

Рассмотрим некоторые особенности дви
жения электрона в кристалле на примере 
линейной модели кристаллического тела, 
которую называют моделью Кронига— 
Пенни. Эта модель определяется по
тенциальной энергией электрона V (х ), 
график которой приведен на рис. 10.16. 
Функция V (х) является периодической 
с периодом с =  a +  b; V (х +  с) =  V{x). 
Модель Кронига — Пенни является до
статочно искусственной, однако ее ис
пользуют потому, что в ней задачу мож
но решить точно. Уравнение Шредингера 
для этой задачи имеет вид

д2г|)(л:)
дх2

2 т
р-[№  — V(x)]ty{x)  =  0 .

Нетрудно видеть, что решением этого 
уравнения будет

(л:) =  0  (х) exp (ikx), (10.38)

где 0  (х) —  периодическая функция с 
периодом (a -f- b). Экспоненциальный 
множитель описывает плоскую волну, 
которая распространяется вдоль оси х. 
Наличие модулирующего множителя 0(л:) 
говорит о том, что периодическое поле 
решетки влияет на характер движения 
электрона. При вещественном и положи
тельном значении волнового числа k 
движение, определяемое формулой 
(10.38), можем представить как равно
мерное поступательное движение вдоль 
оси х, возмущенное колебательным дви
жением. Последнее характеризуется 
функцией 0  (х).

В теории твердого тела показано, что 
функции типа (10.38) описывают движе
ние электрона в периодическом потен
циальном поле произвольной формы. Эти 
функции называют функциями Блоха. 
Таким образом, движение электрона в 
твердом теле подобно движению свобод
ного электрона, хотя и отличается от 
движения в вакууме. Влияние периоди
ческого поля проявляется, например,



в том, что электроны приобретают массу, 
которая отличается от массы свободного 
электрона и называется эффективной. 
Энергетический спектр электрона в крис
талле также отличается от спектра сво
бодного электрона. В  этом легко убе
диться. Действительно, подставляя вы
ражение для функции Блоха в волновое 
уравнение, получим уравнение для 
функции &(х)

Л  +  2 i k ^  +  ^ ( W  — Wk- V ) e  =  0,
дх2 1 d x h 2 

w;

В области 0 <  х <  а общее решение этого 
уравнения будет 0  (х ) =  Ael _  k) х +  
+  Ве~н$+к)х при условии, что р =  
=  У  2~Ш,П. В области — Ъ <  х  <  О 
имеем © (*) =  Ceb~ik)x +  De~^+ik)x при 
условии, что у =  V~2m(V0 — W) fi. По
стоянные А, В, С, D определяются из 
условий, согласно которым функция 0  и 
ее производная должны быть непрерыв
ными и периодическими, например

© ( —J-0) = 0 ( —0), 0 ( — Ь) = в(а),
9 0  ^ 1
дх х =  -t-О дх |х =  —о, дх |х =  — ь дх \х=а

В явном виде А +  В  =  С +  D,

i (Р  — k) А — i (Р  +  k) В  =  {у — ik) С —
— (Y +  ik) D,

A eil$~~k)a +  Ве~ f(S+*)a =  Ce~^—ik)b +
- f  De^+ik)b,

% (p _  k) A e ^ - v *  — i (p +  k) Ber-ч3+*>“=  
=  (7  — ik) C e -^ ~ ik)b — (y +  ik) D e ^ w  ■

Нетривиальные решения этой системы 
линейных уравнений существуют лишь 
тогда, когда определитель из коэффи
циентов при неизвестных равен нулю. 
Отсюда имеем 

' 2£ $ у 2' ^   ̂ ' s*n ^  ' cos$а =
=  cos [k (а +  b)]. (10.39)

Более простое уравнение можем полу
чить, представляя потенциал в виде очень 
узких, но высоких барьеров: Ь ->  0, 
Уц-уоо. Эти 6-подобные барьеры будут 
физически эквивалентны барьерам конеч
ной высоты и ширины, если их коэффи
циенты прозрачности остаются неизмен

ными. Поэтому величина р =  y2ab/2 не
должна изменяться: lim (y2ab/2) =  р.

Ь-+  0 , -+оо
Следовательно, уравнение (10.39) приоб
ретает следующий вид:

р S‘^ a- +  cos Pa =  cos ka. (10 .40)

Волновые функции будут удовлетворять 
уравнение Шредингера только для тех 
значений р, которые являются реше
ниями этого уравнения. Отсюда опреде
ляют разрешенные значения энергии в 
одномерной решетке.

Уравнение (10.40) можно решить и 
графически, как это показано на рис. 
10.17. На нем представлен график ве
личины, которая стоит в левой части ра
венства, в зависимости от pa при про
извольно выбранном значении парамет
ра р =  Зя/2. Поскольку член cos ka, 
который стоит в правой части уравнения
(10.40), может принимать значения толь
ко в интервале от + 1  до — 1, то действи
тельными значениями будут лишь те, 
для которых величина (josin pa/pa +  
-f- cos pa) не выходит за пределы ука
занного интервала. Эти возможные зна
чения Ра показаны на рис. 10.17 
жирными линиями. Они определяют до
пустимые значения энергии в соответ
ствии с обозначением $ =  V 2m W /h.  
Итак, получили ряд зон, разрешенных 
значений энергии электрона. С увеличе
нием энергии они расширяются, а за 
прещенные зоны, наоборот, сужаются, 
при больших значениях энергии следует 
ожидать сплошного спектра разрешен
ных энергий.

Если в уравнении (10.40) заменить k 
на — k, то оно практически не изменится, 
так как cos ka =  cos (— ka). Поэтому 
не изменяется и решение этого уравне
ния. Отсюда вытекает, что энергия W 
является четной функцией волнового 
числа k, т. е. W (—k) =  W (k). Уравне-



ние (10.40) также не изменяется при 
замене k-+k +  2лп/ а (п =  0 , 1, 2 , ...) . 
Следовательно, энергия является еще 
и периодической функцией k

W (к) =  W (k +  2пп/а).

Таким образом, все особенности энер
гетического спектра электрона проявля
ются в интервале, ограниченном нера
венством

— я < £ а < я ,  (10.41)

где а — период одномерной решетки.
В трехмерной решетке (кристалле) ин

тервал значений к, ограниченный не
равенством (10.41), зависит от направле
ния в той степени, в какой периодич
ность кристалла зависит от направления. 
Полная область изменения волнового
вектора k, определяемая неравенством
(10.41), как уже известно, называется
первой зоной Бриллюэна. вХ п р о ст- 
ранстве это геометрическое тело, форма 
которого определяется кристаллической 
структурой. Вторая зона Бриллюэна 
охватывает область волновых чисел k 
электрона, которая определяется нера
венствами типа л <  <  2я , — 2л <
<  ka <  —л .  Границы зон Бриллюэна 

соответствуют значениям ka =  ±  пл, 
где п целое число. При таких k =  
=  — я  п/а и возникают разрывы в функ
ции W (к).

Таким образом, в модели свободных 
электронов волновой вектор волны

де-Бройля, описывающей электрон, удов
летворяет соотношению W =  h2k2/2m 
и при этом для любого значения энергии 
существует вещественное значение к.

Если свойства кристалла описаны с 
помощью волнового уравнения Шредин- 
гера, то, каков бы ни был вид периоди
ческого потенциала, оказывается, что 
одним энергиям соответствуют вещест
венные значения k, а другим только 
мнимые значения к.

Когда к вещественно, решение пред
ставляет бегущую волну, модулирован
ную с периодом решетки. Эта волна рас
пространяется по всему кристаллу без 
затухания, и средняя плотность элект
рического заряда — е |а()|2 имеет одно и 
то же значение в каждой единичной ячей
ке кристалла. Об электроне, находя
щемся в состоянии Блоха, говорят, что 
он обладает энергией, лежащей в одной 
из разрешенных энергетических зон 
твердого тела.

Как следует из равенства (10.38),
для мнимых значений k функция Блоха
не пригодна. Подстановка мнимого ~к 
приводит к тому, что для одного из на
правлений реального пространства вол
новая функция расходится. Таким обра
зом, электрон, энергия которого удов
летворяет волновому уравнению для
мнимого значения к, не может свободно 
перемещаться в кристалле. Интервалы 
электронной энергии, для которых k 
должно быть мнимым (для точного по
тенциала), представляют собой энерге
тические щели или запрещенные зоны.

Сказанное иллюстрируется рис. 10.18, 
на котором представлены графики зави
симости энергии от волнового вектора 
для свободного электрона (а) и для ли
нейной цепочки из одинаковых атомов 
(б), расстояние между которыми равно 
а. На графике показана энергетическая 
щель, обусловленная первым брэггов
ским отражением при к =  +  л/а.

10.5.2. Эффективная масса электрона

Во всех предыдущих расчетах в ка
честве массы электрона рассматривалась 
масса т свободного электрона. Однако



измерение параметров энергетических 
зон реальных металлов и другие измере
ния показывают, что электрон в состоя
нии трансляционного движения ведет 
себя не так, как если бы его масса точно 
равнялась т. Такому электрону необ
ходимо приписать другое значение мас
сы, зависящей от природы рассматривае
мого материала. Эта величина, имеющая 
вполне определенное значение для дан
ного материала, называется эффектив
ной массой электрона т*.

Исследование полного энергетического 
спектра электронов в твердом теле яв
ляется сложной задачей как в теорети
ческом, так и в экспериментальном отно
шениях. В обычных условиях электроны 
проводимости находятся вблизи мини
мума W (k), и для многих практических 
задач можем ограничиться данными об 
энергетическом спектре электрона в ок
рестности этого минимума. Предполо
жим, что минимум энергии расположен 
при k =  0, то есть в центре зоны Брил- 
люэна. Разложим функцию W (k) в ряд 
Маклорена, ограничившись для малых 
значений k квадратичным членом

^  ( * ) -  *  (0 ) +  ( " ) „ „ • ' *  +
'd W \
dk2 jk= o' 2 ‘

Равенстю { ^ ) k_ 0= 0  является обяза
тельным условием наличия экстремума 
при k =  0. Сравним это выражение с со
отношением для свободного электрона 
W (k) =  const +  trk-;2m.

Как видим, закон дисперсии W (k) 
электрона в твердом теле подобен закону 
дисперсии свободного электрона. Роль 
массы здесь играет величина

т' (10.42)

Наиболее непосредственным методом 
определения эффективной массы явля
ется метод циклотронного резонанса. 
Подобно свободным электронам, элек
троны в твердом теле под влиянием маг
нитного поля движутся по спирали с пе
риодом вращения Т  =  2л:т*/еВ, где В  — 
индукция магнитного поля. При этом на 
циклотронной частоте поля наблюдается 
максимум поглощения электромагнит
ных волн. По частотному положению 
максимума поглощения определяют т * .

В общем трехмерном случае эффектив
ная масса является тензором второго 
ранга

— d2W d2W 
У

h2

dkl dkxdky 

d2W

dkl
d2W

X

d*W
dkydkx

d2W

d2W
d k x d k z

d2W
dkydkz

d2W
dkzdkx dkzdky gk2

Лишь в случае сферических поверх
ностей постоянных энергий W (k) тен
зор вырождается в скалярную величину.

Для германия и кремния, например, 
поверхности постоянных энергий элек
трона являются эллипсоидами вращения, 
поэтому тензор эффективной массы мо
жем привести к диагональному виду

о

о

о

Л  о

dk2 *= о ’

которую и называют эффективной мас
сой.

Эффективная масса является одной из 
основных характеристик электрона в 
твердом теле как квазичастицы. Количе
ственно она равна радиусу R кривизны 
зоны W (р)

т* - о -  г а -1т -  Н -  Idp2 !р=о’
где р — квазиимпульс электрона.

где т* и т* соответственно поперечная 
и продольная эффективные массы. Для 
германия т * =  1 ,5 8 т , т * =  0 ,0 8 2 т , а 
величина анизотропии т *  т * =  19,3. Для 
кремния т * = 0 ,8 8 т ,  т * =  0 ,1 9 т , вели
чина анизотропии т*;т* =  5 ,2. Здесь 
т — масса свободного электрона. Заме
тим, что W{k) =  W (kF), где kF опреде
ляется из уравнения Wf — W h y  2т, то 
такая поверхность постоянных энергий 
называется поверхностью Ферми

В заключение еще раз подчеркнем, 
что различие между m и т* обусловлено 
взаимодействием электрона с решеткой.



10.5.3. Металлы, полупроводники 
и диэлектрики

Если изолированный атом, пред
положим, имеет невырожденные уров
ни энергии для электрона, то в системе 
из N  независимых, т. е. расположенных 
на большем расстоянии один от другого 
атомов эти уровни будут Л,7-кратно вы
рождены. В кристалле вследствие вза
имодействия атомов вырождение снима
ется, и вместо /V-кратно вырожденных 
уровней образуются зоны энергии, кото
рые содержат N  тесно расположенных 
уровней. Полная ширина разрешенной 
для электронов зоны энергий равна 
~  1 0 '19Дж ( ~  1 эВ), кристалл имеет 
~  1023 атомов, следовательно, энерге
тическое расстояние между уровнями 
энергии в зоне порядка 1 0 -42Дж 
(10~23 эВ). Так как эта величина малая, 
то говорят о квазинепрерывном энерге
тическом спектре электрона в пределах 
одной зоны, и во многих задачах указан
ной дискретностью пренебрегают. Од
нако, как и в изолированных атомах, 
электроны в кристаллах подчиняются 
принципу Паули, поэтому при расчетах 
распределения электронов по уровням 
дискретность энергетического спектра и 
конечное число уровней в зоне необхо
димо учитывать.

Зоны, соответствующие заполненным 
оболочкам атома, будут согласно прин
ципу Паули полностью заполненными. 
Поскольку в таких зонах нет свободных 
состояний, то электроны здесь не могут 
приобретать кинетическую энергию во

л\чччччччччччччул 
-уй-состояния, мня-: 
\мые ж т ж (гт \  

\̂\\\\\\\\\\sS3

Незанятые
Зз-состояния

г Заполненные 
Zs-uZp-

I состояния

Заполненные 
' Is-состояния

внешнем электрическом поле, и, следо
вательно, они не являются электронами 
проводимости. Частично заполненнь ми 
могут быть зоны, которые соответ
ствуют внешним, или валентным элект
ронам. Такие зоны обусловливают хоро
шую проводимость металлов. Атомы ще
лочных металлов имеют один валентный 
s-электрон. Эти электроны образуют ши
рокую, наполовину заполненную 5-го
ну. В качестве примера на рис. 10.19 
показана одномерная зонная модель ме
таллического Na.

Некоторые данные о структуре зон мо
жем получить, рассматривая спектр из
лучения рентгеновских лучей. На рис. 
10.19 большой стрелкой показан отрыв 
электрона из К,-оболочки металла вслед
ствие электронного столкновения. Об
ратная стрелка показывает переход 
35-электрона на свободный /(-уровень 
(зоной его, видимо, еще называть не сле
дует). Так возникает рентгеновское из
лучение из металла. Ширина полосы 
излучения определяет ширину заполнен
ной части зоны проводимости. Для Na 
она равна (4,8 =•= 0,3) • 10" 19 Дж (3,0 ±
-  0.2 эВ), для Mg — (6,7 =£ 0,5) X 
X 10 19 Д ж  (4,2 ±  0 ,3  эВ). Простейший 
спектр излучения дает литий, он пред
ставлен на рис. 10.20. Как видно, ши
рина заполненной части зоны проводи
мости для него ей 3,8 • 10~1э Д ж  (2,4эВ).

Расстояние /(-уровня от зоны прово
димости приблизительно равно 0,83 X 
X 10 17 Дж (52 эВ). Металлы Ag, Au 
и Си — также одновалентные. Они от
личаются от щелочных тем, что в атомах 
этих металлов валентная s-оболочка рас
положена^ сразу же за заполненной d- 
оболочкой. Если у щелочных металлов 
размеры ионов составляют лишь малую 
часть большого атомного объема, то у 
благородных металлов заполненные обо
лочки почти соприкасаются друг с дру-



гом, причем d- и s-зоны перекрываются. 
Красноватый цвет меди обусловлен по
лосой поглощения, которая захватывает 
коротковолновую часть видимой облас
ти спектра. Поглощение обусловлено 
переходами электронов между Зй-зоной 
и незаполненной частью 4s-30Hbi.

Из зонной теории, казалось бы, сле
дует, что металлы Be, Mg, В а, Sr, Са, 
Zn, Cd, Hg не должны проводить ток. 
Валентная оболочка свободных атомов у 
этих элементов содержит два s-электрона. 
Этого как раз достаточно, чтобы за
полнить зону. Однако в кристаллах этих 
элементов s-зона перекрывается с более 
высокой свободной зоной. Электроны 
частично переходят на дно верхней зоны, 
вследствие чего в кристалле возникают 
электроны, которые могут проводить 
электрический ток. Таким образом, ме
таллы являются хорошими проводни
ками потому, что у них одна из зон 
(зона проводимости) лишь частично за
полнена электронами. Более низкие за
полненные зоны не принимают участия 
в перенесении электрического заряда. 
Этим объясняется плохая проводимость 
диэлектрика (изолятора), зонная схема 
которого представлена на рис. 1 0 .2 1 . 
Валентная зона в диэлектрике полно
стью заполнена и не может быть зоной 
проводимости. Прекрытых зон также 
нет, поэтому ток может возникнуть лишь 
при возбуждении электронов в более 
высокую пустую зону, которая теперь 
будет зоной проводимости. Так как для 
изоляторов ширина запрещенной зоны 
составляет свыше 5 -  10~19 Д ж  (3 эВ), 
то термическая активизация проводи
мости заметна лишь при очень высоких 
температурах. При обычных условиях 
удельное сопротивление изоляторов до
стигает 1013 Ом • см. Примеси несколь
ко уменьшают сопротивление изолято
ров, однако не столь значительно, как 
это имеет место для полупроводников.

Зонная модель полупроводников по
добна зонной модели изоляторов, но для 
них ширина запрещенной зоны мень
ше 5 • 10 ~19 Д ж  (З эВ ). Специфической 
особенностью полупроводниковых мате
риалов является их способность в широ
ких границах изменять концентрацию 
носителей заряда по самым разным при
чинам: введение примесей, нагревание,

изолятор Полупроводник

Рис. 10.21

световое возбуждение, инжекция элек
тронов и т. д.

Полупроводниками считаются провод
ники электричества, которые имеют ве
личину проводимости, среднюю между 
изоляторами и металлами. Этим опреде
лением удобно пользоваться как исход
ным, однако оно не является полным, 
поскольку не дает представления о том, 
какие вещества относятся к полупровод
никам. Действительно, большинство по
лупроводников характеризуется проме
жуточными значениями проводимости. 
Однако удельная проводимость полупро
водников может быть достаточно разной 
по величине: от 104— 105 Ом -1 • см _^ 
обычно присущей металлам до Ю 1 
Ом" 1 - см-1, типичной для изоляторов. 
Некоторые из полупроводников почти 
также хорошо проводят электричество, 
как и металлы (особенно металлические 
сплавы). Между тем имеется ряд ве
ществ, обладающих промежуточной про
водимостью, которые можно считать 
полупроводниками. К ним относятся 
ионные проводники — растворы элек
тролитов, органические вещества, содер
жащие воду, стекло и др.

Основной характеристикой, которая 
отличает полупроводники этого класса 
от металлов, является отрицательный 
температурный коэффициент электросо
противления. Иначе говоря, в отличие 
от металлов электросопротивление полу
проводников, как правило, уменьшается 
при повышении температуры.

Проводимость о вещества обусловли
вают два фактора: концентрация носи
телей тока п и  их подвижность b : о =  
=  ebn. При повышении температуры



подвижность, как правило, уменьшается. 
Для металлов п не зависит от темпера
туры, чем и объясняется уменьшение 
электропроводности металлов с повыше
нием температуры. В  случае же полу
проводников число носителей тока быс
тро увеличивается при повышении тем
пературы. В этом и состоит основное 
отличие металла от чистого полупровод
ника. Большое количество примеси мо
жет привести к исчезновению этого от
личия.

М еталл— это главным образом про
водник с постоянным количеством носи
телей тока; чистый полупроводник — 
это проводник, в котором количество 
носителей тока быстро увеличива 
при повышении температуры.

10.5.4. Концентрация 
свободных носителей заряда 

в металлах и полупроводниках

В одноэлектронном приближении каж
дый электрон движется в поле самосо
гласованного потенциала как бы незави
симо от других. С точки зрения статисти
ки одноэлектронное приближение отве
чает модели идеального газа, а идеаль
ный газ электронов в состоянии термо
динамического равновесия подчиняется 
функции распределения Ферми — Ди
рака

 ̂ ^  =  е х р [ ( Г - ц ) / й 0Г ]  +  1 ’ ( 1 0 - 4 3 )

где ц, — химический потенциал, из рас
чета на 1 электрон, который представля
ет собой парциальный термодинамиче
ский потенциал Гиббса.

При абсолютном вырождении, возни
кающем при Т =  0 К, уровень хими
ческого потенциала совпадает с уровнем 
Ферми, который является энергетиче
ской границей между полностью запол
ненными и абсолютно пустыми состоя
ниями. Часто за уровень Ферми прини
мают положение уровня химического 
потенциала, когда абсолютное вырож
дение электронного газа отсутствует, 
и в этом случае формулы (1 0 .43 ) и 
(10.27) тождественны (т. е. WF =  \а).

Функция распределения / (W) дает 
вероятность того, что состояние с энер
гией W занято. График функции пред

ставлен на рис. 10.14. Независимо от 
температуры при W =  ц f  =  0 ,5 .

Когда в системе имеется уровень энер
гии, совпадающий с положением уровня 
химического потенциала, то он будет на
половину заполнен электронами. Это 
следствие того, что сам уровень хи
мического потенциала определяется из 
условия независимости полного числа 
электронов в кристалле от их распреде
ления по энергиям. При этом условии 
не нарушается нейтральность кристал
ла в целом: полный электронный заряд, 
который нейтрализует положительный 
заряд ядер кристаллической решетки, 
остается неизменными.

В зонной модели полупроводников 
(изоляторов) электрон при переходе в 
зону проводимости оставляет вакантное 
место в валентной зоне —  дырку. Из 
условия нейтральности вытекает, что дыр
ка должна иметь положительный заряд. 
Оказывается, что такая дырка ведет себя 
как свободный носитель заряда. Функ
ция распределения для дырок /', оче
видно, равна 1 — /. Действительно, каж
дое из энергетических состояний занято 
либо электроном, либо дыркой, поэтому 
сумма вероятностей заполнения f 4-  

+  /' =  1 .
В чистом полупроводнике число элек

тронов в зоне проводимости равно числу 
дырок в валентной зоне. При этом на
блюдается так называемая собственная 
проводимость, значение которой

а =  е (nb\ +  пПЬ°р),

где п, пр — концентрация электронов и 
дырок соответственно, а Ь°п, Ь° — их под
вижности. В этом случае п =  пр.

Количество электронов проводимости 
N  можем найти, проинтегрировав ве
роятность заполнения состояний по всем 
возможным состояниям Z

N = ' i j fdZ. (10.44)

Значение dZ  выразим через элементы 
фазового пространства dT

n dT
d Z = 2 w . ( 1 0 .4 5 )

Здесь определяет объем элементарной 
ячейки фазового пространства, в котором 
могут расположиться не больше чем два



электрона с противоположными спинами: 
d T  =  dpxdpydpzdxdydz,  где р х, р у, р г— 
проекции импульса на оси х, у, z со
ответственно. Учитывая (10.44) и (10.45),

N
для концентрации электронов п =  -dxdydz 

имеем
+̂ °

— оо

или в сферической системе координат
«, я 2л

п =  ~  j  / p 2dp  j* sin QdQ j* dq>.
0 0  0

Пользуясь соотношением W — W n — 
=  p 2l%m*, где W n — энергия зоны про
водимости, можем перейти к интегриро
ванию по энергиям. При этом имеем

п =  8 / 2Г *  ' \ f ( W  — W n)]/2dW.h3
Wn

(10.46)

Величина

является энергетической плотностью 
состояний зоны, которая равна числу 
состояний на единичный интервал энер
гии D n =  d r / d W .

Как видно, плотность состояний рас
тет в направлении глубины зоны. Ана
логичное выражение имеем для плот
ности состояний дырок в валентной зоне

причем спад происходит в интервале 
W  — ц порядка k0T.

Если f  =  1, то после интегрирования 
уравнения (10.46) в пределах от W n до 
[I получим

,3 /216/ 2 :
( |л -№ „ )3 /2 .  (10.47)

где W p — энергетическое значение мак
симума валентной зоны, а т* — эффек
тивная масса дырок.

Рассмотрим два важных случая, ког
да интеграл (10.46) можем легко подсчи
тать. Первый случай, когда имеем дело 
с вырожденным электронным газом. При 
этом, как уже известно, для W <  |д, 
функция распределения / =  1, а для 
W  >  ц она резко падает до нуля

3h3

Соотношение (10.47) справедливо для 
металлов, где концентрация электронов 
п «  Ю22 см"3, а также для легированных 
полупроводников, особенно для тех, 
где т * <С т. Действительно, малая 
эффективная масса, как и большая кон
центрация электронов, содействует вы
рождению. Вообще, математически сос
тояние вырождения можем задать усло
вием [д, — W n >  k0T.
Вырождение считаем значительным, когда 
(,и — Wn),k0T  s 5 - r 7 .  Для типичного ме
талла с п =  1022 см-3 и т* =  т при 
комнатной температуре (|i — Wn)!k0T  
»  102. Для полупроводника InSb, где 
т* =  0,013т,  вырождение возникает уже 
при п — 1017 см-3 (Т  =  300 К). При бо
лее низких температурах вырождение 
возникает для меньших п.

Второй случай — это так называемый 
классический случай. Он реализуется в 
полупроводниках при высоких темпера
турах и малых концентрациях электро
нов. При таких условиях вероятность за
полнения / <  1, а это означает, что кван
товая статистика может быть заменена 
классической. Функция /  будет намного 
меньше единицы, если 
exp [(W — \i)!k0T] »  1. Тогда /  es exp [(ц—
— W)'k0T],  т. е. функция распределения 
переходит в классическое распределение 
Максвелла — Больцмана с постоянной 
нормирования exp(ji'fe07’)- Теперь запи
шем выражение для концентрации элект
ронов

п =  Г (W _  Wn)m  еХр [(|1 _
h3

Wn
8 1 /2  л (m*kaT )3/2

W— W),'k0T] d W  = X



Интеграл, который входит в (10.48), 
является интегралом Эйлера или Г-функ
цией; Г (3/2) =  У  я/2. Таким образом,

n =  V„e№- w .r ,  л  =  2 (2- ^ ) 3' ! .

(10.48а)

Для концентрации дырок в валентной 
зоне полупроводников по аналогии с 
(10.48) запишем

I2пт *k 0T  \ 3/2
пр =  Np =  2 ( ---- i J L  ) .

Интересно отметить, что произведение 
ппр не зависит от положения уровня хи
мического потенциала. Для полупровод
ника с собственной проводимостью ппр=  
=  я 2 =  п2р., а это означает, что концент
рация свободных невырожденных носи
телей заряда в полупроводнике с собст
венной проводимостью (tii, nPi) определя
ется по формуле
щ  =  npi =  V W P e -^ n -w p )i2 k 0 Т> ( 10.49)

где W n — W'p — ширина запрещенной 
зоны Wg. Таким образом, температурная 
зависимость концентрации электронов и 
дырок имеет экспоненциальный характер. 
Произведение N nN p в первсм приближе
нии можем считать независимым от тем
пературы.

Температурная зависимость подвиж
ности электронов и дырок в электричес
ком поле также слабая в сравнении с за
висимостью экспоненциального множи
теля, поэтому для удельной электропро
водимости можно записать

Oi а0ехр ( ~ W g/2k0T).

Из наклона графика зависимости lncr* 
от 1/Т, который приблизительно является 
прямой линией, можем определить Wg.

В реальных полупроводниках элект
ропроводность определяется наличием 
примеси в кристалле, особенно при низ
ких температурах. Примеси, поставляю
щие электроны в зону проводимости, на
зываются донорами, а те, которые захва
тывают электроны из валентной зоны, 
увеличивая число дырок в ней, называ
ются акцепторами.

В широких пределах изменения кон
центрации электронов и дырок сохра

няется справедливость соотношения (за
кон действующих масс) ппр =  щпр. =  
=const как для донорных (я-типа), так 
и для акцепторных (р-типа) полупровод
ников. Итак, увеличение я за счет доно
ров приводит к уменьшению пр и на
оборот.

Проводимость /г-типа возникает, на
пример, тогда, когда собственные атомы 
кристалла, относящиеся к элементам
IV группы (Ge, Si), частично замещены 
примесями, относящимися к элементам
V группы (Р, As, Sb). Тогда четыре из 
пяти валентных электронов примеси об
разуют валентные связи с четырьмя бли
жайшими атомами кристалла, а пятый 
оказывается слабо связанным с положи
тельно заряженным ионом примеси. Сила 
этой связи будет в е раз (е — диэлект
рическая постоянная) меньше, чем для 
точечных зарядов в вакууме.

Электрон, вращающийся вокруг при
месного иона, имеет намного большую 
орбиту, чем в атоме водорода. По анало
гии с последним для энергии примесей 
водородоподобной системы можем за
писать следующее уравнение:

Wd (n') — Wn =
3 2 л % е Ч 2п'

где я ' означает, как и для атома водоро
да, главное квантовое число. Знак «—» 
перед выражением свидетельствует о том, 
что уровни энергии примесных состояний 
расположены в запрещенной зоне.

Энергия ионизации W d (l)  примесного 
Ini'

т
гия ионизации атома водорода. При иони
зации электроны переходят с примесных 
уровней в зону проводимости, т. е. при
нимают участие в проводимости. Для 
Ge (е =  16, т* ~  0,25 т) Wd (1) ^  2 х  
X 10 21 Дж (1,2 • 10“2 эВ). Таким обра
зом, примесные уровни, созданные эле
ментами V группы в Ge, расположены 
близко около дна зоны проводимости. 
При комнатной температуре (k0T  ^  4 х  
X l O  21 Дж) все они будут ионизирова
ны. Поэтому уже 10~6% примеси дадут 
1016 см 3 электронов в зоне проводимости. 
Одновременно концентрация собственных 
носителей заряда в Ge при комнатной



температуре составляет щ  =  пщ =  2,5 х  
X Ю13 см-3. Следовательно, незначитель
ное количество примеси делает примес
ную проводимость полупроводникового 
материала преобладающей. При низких 
температурах, когда (1) > /г07\ кон
центрацию электронов проводимости, 
обусловленную донорами, определяют по 
формуле

п =  V W n  exp [ - W d (1 )/2k0T ], (10.50)

где Nd — концентрация примесных ато
мов — доноров. Обычно в этих условиях 
п <  N d, причем, что интересно, п ~  N d 2. 
Формула (10.50) аналогична (10.49), ко
торая определяет концентрацию собствен
ных свободных носителей заряда. Срав
нивая эти формулы, видим существенное 
количественное отличие между п и щ.  
Для типичных полупроводников Wg при
близительно на два порядка больше Wd. 
Так как эти параметры являются пока
зателями экспоненты, то даже при малой 
концентрации доноров, когда Na на не
сколько порядков меньше N n (для ком
натной температуры N n — Ю19 см-3), при
месная проводимость будет преобладаю
щей. Заметим, что формула (10.50) спра
ведлива лишь при низких температурах.

Элементы III группы (В, А1) в Ge 
и Si являются акцепторами. Примесный 
атом с тремя валентными электронами 
стремится захватить один электрон со
седних атомов кристалла, чтобы запол
нить четвертую ковалентную связь. Для 
этого необходима энергия ~  10 ~19 Дж 
(0,6 эВ). Вследствие этого в валентной 
зоне возникает дырка. Система акцеп
торных водородоподобных уровней опи
сывается формулой

W p- W a ( n ' )  =
т у

3 2 n 28„82h 2n ' 2

Уровни располагаются вблизи валент
ной зоны, как показано на рис. 10.2 2 .

Рассматривая свойства полупроводни
ков с точки зрения зонной теории, следу
ет иметь в виду, что для случая реаль
ных полупроводников необходимо учи
тывать сложный характер строения зон
ной структуры. Многие эффекты в полу
проводниковых материалах существен
но зависят от реальных форм изоэнерге- 
тических поверхностей в трехмерном

Wa
-П=2

■П-1

I
- у -

Ь
_ _ 1 _ ^

"5 о я

Рис. 10.23

^пространстве. В идеализированной 
простой зонной структуре (рис. 10.23) 
одиночный минимум зоны проводимости 
реализуется при значении волнового
вектора k =  0. Для энергий, больших
W n(k ф 0), можем нарисовать сфериче
скую изоэнергетическую поверхность, 
концентрическую по отношению к цент
ру зоны. В этом случае эффективная 
масса электрона в зоне проводимости 
т*п будет скалярной. Она не зависит от 
энергии, если энергия, т .е .  W  — Wn
возрастает пропорционально /г2.* Оче
видно, что должны существовать другие 
незаполненные зоны при более высоких

* Указанны е предположения следую т из 
формул для энергии электронов проводи
мости и дырок для параболических зон при

Г =  0
W n ( k ) = W g +  A ! * L ;  W„ { k )  =  . 

2/и„
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значениях энергии, чем самая низкая 
зона проводимости. Предполагаем, что 
эти незаполненные зоны должны быть 
достаточно высокими и не нарушают 
простоты изображенной зоны. Подоб
ным же образом полупроводник должен 
иметь некоторое число заполненных зон 
(на рис. 10.23 показана только самая 
верхняя из них). Предполагается, что 
она должна иметь форму, сравнимую с 
формой поверхности зоны проводимос
ти, причем эти две зоны должны быть 
симметричны по отношению друг к дру
гу (ось симметрии — ось волнового век
тора). Максимум валентной зоны рас
положен также при k =  0. Состояния 
с меньшими энергиями характеризу
ются скалярной эффективной массой 
т 'р , не зависящей от энергии.

В действительности полупроводники 
всегда имеют более сложные зонные
структуры. Точки в ^-пространстве, со
ответствующие максимуму энергии ва
лентной зоны Wp, могут соответствовать
или не соответствовать точкам в 6 -про
странстве, в которых расположен мини
мум энергии зоны проводимости Wn. 
Когда же такое совпадение (в центре или 
вне зоны Бриллюэна) существует, то го
ворят, что полупроводник обладает пря
мыми межзонными переходами валентная 
зона — зона проводимости. Например, 
сульфид кадмия и арсенид галлия обла
дают прямыми межзонными перехо
дами, как и многие другие полупровод
ники, у которых Wn и Wp лежат в од
них и тех же эквивалентных точках в 7i- 
пространстве, но не в центре зоны Брил
люэна. Сущность термина «прямые меж- 
зонные переходы» в том, что фотон с 
энергией hv =  Wg =  Wn ~  Wp может

возбудить электрон из наивысшей за* 
полненной валентной зоны прямо в одно 
из состояний, расположенное у самого 
дна зоны проводимости с помощью вер
тикального (в ^-пространстве) перехода, 
как изображено на рис. 10.24, а.

Фотон с энергией, превышающей Wg, 
тоже может принимать участие в прямых 
вертикальных переходах, как это пока
зано пунктирными стрелками на рис. 
10.24, а. Созданные таким образом сво
бодная дырка и свободный электрон об
ладают избыточной энергией hv — Wg 
и, чтобы сохранить постоянство волно
вого вектора, должны будут несколько
сместиться по шкале k.

Такие полупроводники, как германий, 
кремний, обладают непрямыми меж
зонными переходами, поскольку мини
мум зоны проводимости в /г-пространстве 
отдален от максимума валентной зоны. 
Прямые оптические переходы показаны 
на рис. 10.24, б  как возможный случай, 
когда энергия фотонов превышает Wd — 
Wp , но электронно-дырочные пары с ми
нимальной энергией образования не мо
гут возникать в одноступенчатом (пря
мом) оптическом процессе. Однако не
прямые или невертикальные переходы 
происходят в таких случаях через проме
жуточное виртуальное состояние, а по- 
этому поглощение фотона сопровожда
ется либо рождением, либо аннигиляцией 
решеточного колебания (фонона).Эта мо
дель требует минимальной энергии фотона 
Wg +  kaQ Для непрямого перехода, кото
рый создает электронно-дырочную пару 
и фонон с энергией k0Q и импульсом
h (kn — kp). Этот процесс может проис
ходить при любой температуре. При ниж
нем значении пороговой энергии Wg—
— k0Q происходит другой процесс, в ко
тором наряду с поглощением фотона по
глощается фонон с импульсом Ti(kn —

kp). Однако такой процесс ослабляется 
при низких температурах, когда нелегко 
получить необходимый фонон.

10.5.5. Сверхпроводимость

При охлаждении некоторых металлов 
и сплавов до достаточно низкой темпе
ратуры (обычно лежащей в области тем



т,к

Рис. 10.25

ператур жидкого гелия) их сопротивле
ние скачком падает до нуля. На рис. 
10.25 приведены результаты эксперимен
тов со ртутью. Заметим, что температур
ный интервал, в котором сопротивле
ние уменьшалось до нуля, чрезвычайно 
узок. Температура, при которой проис
ходит фазовый переход из состояния 
с нормальным электросопротивлением в 
сверхпроводящее, называется критиче
ской температурой Тс.

Электрическое сопротивление в сверх
проводящем состоянии равно или на
столько близко к нулю, что не наблюда
лось ослабление тока в сверхпроводящем 
кольце более года, вплоть до прекраще
ния эксперимента. В некоторых сверх
проводящих материалах, особенно в тех, 
которые используются для сверхпрово
дящих магнитов, наблюдалось более 
быстрое уменьшение тока вследствие не
обратимых перераспределений магнит
ного потока в сверхпроводнике.

Магнитные свойства сверхпроводников 
столь же нетривиальны, как и электри
ческие. Нулевое электрическое сопро
тивление достаточно хорошо характери
зует сверхпроводящее состояние, но не 
объясняет его магнитных свойств. Эк
спериментально показано, что сверхпро
водник в слабом магнитном поле ведет 
себя как идеальный диамагнетик, в объ
еме которого магнитная индукция равна 
нулю.

Если поместить образец в магнитное 
поле и охладить его ниже температуры 
перехода в сверхпродящее состояние, то 
магнитный поток, первоначально про
низывающий образец, окажется вытолк
нутым из него. Этот эффект называется 
эффектом Мейснера. На рис. 10.26 схе
матически показано различие в поведе

нии идеального проводника и сверхпро
водника в магнитном поле. Эти магнит
ные свойства играют важную роль в 
описании явления сверхпроводимости. 
Известно, что сверхпроводящее состоя
ние представляет собой упорядоченное 
состояние электронов проводимости ме
таллов. Упорядочение заключается в 
том, что электроны, свободные при тем
пературах выше температуры перехода 
в сверхпроводящее состояние, при ох
лаждении ниже этой температуры свя
зываются в пары. Природа процесса 
образования электронных пар впервые 
была объяснена в 1957 г. Бардиным, Ку
пером и Шриффером. Эту теорию сокра
щенно называют теорией БКШ.

Остановлено, что сверхпроводи
мость — широко распространенное яв
ление. Любой чистый металл ниже не
которой достаточно низкой критической 
температуры становится сверхпроводя
щим, хотя до настоящего времени не 
было, например, выявлено признаков 
сверхпроводимости для одновалентных 
щелочных и благородных металлов, не
смотря на то, что исследования проводи
лись до температур меньших, чем 0,1 К. 
Сверхпроводимость отсутствует также у 
ферромагнитных металлов. Магнитные 
примеси оказывают разрушающее воз
действие на сверхпроводимость тела, 
в которое они вводятся. Сверхпроводи
мость может быть разрушена дасгахш- 
но сильным магнитным полем. Пороговое 
или критическое магнитное поле, не-

Идеальный
проводник

Сверхпроводник.

Т<ТС 
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Не

обходимое для разрушения сверхпро
водимости, обычно обозначают через 
Н с СП; величина критического поля 
зависит от температуры. При критиче
ской температуре критическое поле рав
но нулю: Нс (Тс) =  0.

Для всех сверхпроводников энтропия 
при охлаждении ниже Тс уменьшается. 
Это показывает, что сверхпроводящее со
стояние является более упорядоченным, 
чем нормальное, так как энтропия явля
ется мерой «разупорядочения» системы. 
Большинство электронов, термически 
возбуженных в нормальном состоянии, 
упорядочивается при переходе в сверх
проводящее состояние.

Для металлов в нормальном состоянии 
полная теплоемкость представляет собой 
сумму СР= А Т  -f- ВТ3, состоящую из чле
на, пропорционального Т3, обусловлен
ного колебаниями решетки, и члена, про
порционального Т,  отражающего темпе
ратурную зависимость для фермиевского 
электронного газа. Вклад фононов в 
сверхпроводящем состоянии остается не
изменным, однако электронная составля
ющая при этом более сильно зависит от 
температуры. Для некоторых сверх
проводников зависимость теплоемкости 
от температуры описывается формулой 
Св =  А е - м  +  в , т3, г ц е А ' ,  А"к В' —

некоторые постоянные для данного мате
риала. Наличие в первом члене экспонен
ты с показателем, пропорциональным — 
1/Т, говорит о том, что в данном случае 
возбуждение электронов связано с их 
переходом через энергетическую щель.

На рис. 10.27, а представлена зонная 
структура для металлов в нормальном 
состоянии, а на рис. 10.27, б  — энер
гетическая щель вблизи уровня Ферми 
в сверхпроводящем состоянии. Энергети
ческая щель является характерной (но 
не универсальной) особенностью сверх
проводящего состояния. Теория БКШ 
позволяет объяснить наличие этой осо
бенности. Энергетическая щель в сверх
проводниках отличается по своей при
роде от запрещенной зоны в диэлектри
ках. В диэлектриках наличие запрещен
ной зоны связано с кристаллической 
решеткой, в сверхпроводниках — с осо
бенностью ферми-газа.

Эффект Мейснера показывает, что 
сверхпроводник ведет себя во внешнем 
поле В так, как если бы внутри образ
ца В =  0. Этот важный результат 
не может быть получен из того факта, 
что сопротивление сверхпроводника рав
но нулю. По закону Ома Е  =  рj  при ко
нечном /  и р —>■ 0 поле отсутствует. Из

/i Rуравнения Максвелла =  — crot£ =
at

=  0 следует, что при нулевом сопротив- 
йФ

лении И Г  ~  Т- е ' магнитный поток
не изменится при переходе металла в 
сверхпроводящее состояние. Эффект 
Мейснера противоречит этому резуль
тату и дает основание считать, что иде
альный диамагнетизм и отсутствие со
противления являются двумя существен
но независимыми свойствами сверхпро
водящего состояния.

На рис. 10.28 показана кривая намаг
ничивания для сверхпроводника, изго
товленного в форме длинного твердого 
цилиндра и помещенного в продольное 
магнитное поле. Образцы, изготовленные 
из чистых материалов, которые описы
ваются этой кривой, называются сверх
проводниками, I рода,  или мягкими сверх
проводниками.

Другие материалы описываются кри
вой, показанной на рис. 10.29, и назы
ваются сверхпроводниками И  рода.



Обычно это сплавы или металлы пере
ходной группы с большим электрическим 
сопротивлением, т. е. имеющие малую 
длину свободного пробега электронов в 
нормальном состоянии. Сверхпроводни- ^  
ки II рода обладают сверхпроводящими 
электрическими свойствами вплоть до 
поля Н С2. Между нижним критическим 
полем Я с, и верхним Я с, плотность 
потока В Ф  0 и эффект Мейснера явля
ется неполным. Значение НСг может 
более чем в 100 раз превышать значение 
критического поля Нс. В области напря
женности полей между Я с, и Л Сг линии 
потока пронизывают сверхпроводник, 
и он находится в вихревом состоянии.

В отличие от электрического поля, 
которое совсем не проникает в сверхпро
водник, магнитное может проникать в 
сверхпроводник на глубину Kl , которая 
обычно имеет порядок 10 ' 6— 10"° см.
В соответствии с феноменологической 
теорией электродинамики сверхпрово
дящего состояния глубина проникно
вения дается формулой XL =  ns >
где ns —  плотность электронов в сверх
проводящем состоянии. При нулевой 
температуре сюда входят все электроны, 
однако по мере приближения темпера
туры к Тс число сверхпроводящих 
электронов падает до нуля.

Глубина проникновения XL является 
фундаментальным параметром, характе
ризующим сверхпроводник. Другим не 
менее важным независимым параметром 
является собственная длина когерент
ности | 0> определяемая по формуле 

2nvp Где vp — скорость электронов
~и Я  IV  g

на поверхности Ферми.
Длина когерентности представляет со

бой расстояние, на протяжении которого 
в магнитном поле, меняющемся в про
странстве, ширина энергетической щели 
не изменяется. Для существования про
межуточного состояния у сверхпровод
ников II рода необходимо, чтобы длина 
когерентности, связанная с волновыми 
функциями сверхпроводящего состояния, 
была меньше, чем выведенная глубина 
проникновения kL. Волновые функции 
сверхпроводника I рода когерентны на 
расстояниях гораздо больших, чем глу
бина проникновения.

сберхпрободник
iipoda

HCt Нс нс2 
Внешнее магнитное поле Ва ---»-

Рис. 10.29

Заметим, что сверхпроводимость на
блюдается преимущественно у тех твер
дых тел, у которых обычная проводи
мость не слишком велика (т. е. электро
ны существенно рассеиваются фононами). 
Существует модель электрона, движуще
гося по решетке и непрерывно испускаю
щего и поглощающего виртуальные фо- 
ноны. Согласно этой модели предпола
гается, что электрон в металле возмущает 
в своей окрестности атомы, приводя их 
в колебательное движение, а возмущение 
решетки в свою очередь воздействует на 
электрон. Это позволило утверждать, 
что такой тип взаимодействия мог бы 
дать основное состояние с меньшей энер
гией, чем полностью невзаимодействую
щие электроны, и что такое сверхпро
водящее основное состояние должно 
быть отделено от состояния с нормальной 
проводимостью энергетической щелью.

Если электрон-фононные взаимодей
ствия существенны, то Т с будет пропор
циональна температуре Дебая 0  для изо
топа данного элемента. Это означает, что 
Тс будет изменяться как М 1/2, где М  — 
масса изотопа. Действительно, такой 
изотопический эффект был подтвержден 
экспериментально.

Купер рассмотрел последовательность 
событий, начинающуюся с того, что̂  эле
ктрон деформирует решетку в своей ок
рестности. Это приводит к рождению фо- 
нона, который распространяется по крис
таллу. Затем второй электрон включа
ется во взаимодействие, поглощая фонон. 
Если обозначить начальный и конечный 
волновые векторы первого электрона че
рез k^w ft*, а соответствующие волновые 
векторы для второго электрона — через



kb и k;  , TO ka — k'a =  k'b — kb —  /гфон. 
На первый взгляд, можно было бы пред
ставить аналогичный закон сохранения 
и для энергии, приобретаемой одним 
электроном за счет ее убыли у второго 
электрона. Однако, поскольку процесс 
обмена фононами виртуальный, энергия 
сохраняется для всего кристалла, но 
энергия пары электронов не обязана 
после обмена оставаться такой же. Сле
довательно, было показано, что для пары 
электронов, находящихся под самой по
верхностью Ферми, фононный обмен, 
приводящий к сколь угодно слабому 
притягивающему взаимодействию, бу
дет давать связанное состояние.

В теории БКШ показано, что при нуле
вой плотности тока преимущественные 
условия для конденсации в связанные па
ры имеют электроны с противоположно 
направленными спинами и противопо
ложными значениями волнового векто
ра. В спаривание вовлекаются электро
ны, энергии которых отличаются от энер
гии Ферми не более чем на k0@.

Таким образом, взаимодействие элек
трон — решетка — электрон представ
ляет собой притяжение и ведет к появле
нию энергетической щели такой ширины, 
что ее можно обнаружить эксперимен
тально. Критическое поле, тепловые 
свойства и большинство электромагнит
ных свойств зависят от наличия этой 
щели. В специальных условиях сверх
проводимость может иметь место и без 
энергетической щели.

Куперовская пара симметрична отно

сительно k =  О для сверхпроводника 
с нулевой плотностью тока. Для случая, 
когда имеется отличный от нуля постоян
ный ток, вся поверхность Ферми сдви
нута как целое (вместе с окружающей ее 
энергетической щелью), и каждая купе
ровская пара обладает отличным от ну
ля количеством движения. В отличие от 
обычного электрического тока в нормаль
ном проводнике этот сверхпроводящий 
ток не может быть ослаблен рассеиваю
щим действием фонона или какого-либо 
локализованнного дефекта. Энергетиче
ская щель стабилизирует куперовские 
пары, препятствия малым изменениям 
полного количества движения. Таким 
образом, бесконечная проводимость

сверхпроводника для постоянного тока 
также хорошо объясняется теорией.

Согласно теории БКШ, энергетическая 
щель уменьшается до нуля по мере того, 
как температура приближается к Тс, по
скольку доля электронов, находящихся 
в спаренных состояниях, падает с рос
том температуры, что также подтвержда
ется экспериментально.

§ 10.6. КВАЗИЧАСТИЦЫ 
В ТВЕРДЫХ ТЕЛАХ И ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
С КОЛЕБАНИЯМИ 

КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ

Как известно, атомная динамика иде
ального кристалла описывается коллек
тивными движениями. Примером таких 
движений служат как тепловые волны, 
так и движения обобществленных 
электронов. С квантовой точки зрения 
коллективное движение в кристалле эк
вивалентно газу некоторых частиц с

энергией W  =  Йа> и импульсом р  =

=  Tik. Эти частицы называют в общем 
случае элементарными возбуждениями, 
или квазичастицами.

Следует отличать квазичастицы от тех 
реальных частиц (электронов, атомов, 
ионов), из которых в действительности 
построен кристалл. Квазичастицы — 
корпускулярная модель коллективных 
волновых движений. Формально они 
возникают в результате квантования 
волн, распространяющихся по периоди
ческой структуре; естественно, что они 
отражают специфику конкретной струк
туры. Квазичастицы существуют по
стольку, поскольку существует сама 
структура. Они не могут быть «вынуты» 
из кристалла, с разрушением кристалла 
они исчезают.

Представление кристалла в виде газа 
квазичастиц — сущность так называе
мого метода возбуждений. Этот метод 
является основным в современной теории 
твердого тела, так как он позволяет 
свести крайне сложную динамику боль
шого коллектива сильно взаимодейст
вующих реальных частиц к относитель
но простой динамике газа квазичастиц.



10.6.1. Типы квазичастиц

Коллективные движения могут иметь 
разную физическую природу, в связи 
с чем существуют различные типы час
тиц. Их можно разбить на две группы: 
квазичастицы коллективного и индиви
дуального происхождений. В первом 
случае квазичастицы не имеют ничего 
общего с реальными частицами; «появ
ление» одной такой квазичастицы обус
ловлено движением всего коллектива 
реальных частиц. Во втором случае 
квазичастица «происходит» от отдельной 
реальной частицы, характеристики ко
торой объясняются в результате ее обоб
ществления коллективом.

Тепловые колебания решетки по
рождают упругие волны в кристалле. 
Квантование этих волн приводит к ква
зичастицам, называемым фононами.  В 
упорядоченной магнитной структуре, на
пример в ферромагнетике, возникают 
коллективные движения в виде так назы
ваемых спиновых волн, связанных с из
менениями ориентации спиновых момен
тов ионов магнитной структуры. Кван
тование спиновых волн приводит к ква
зичастицам, называемым магнонами.  
В электронно-дырочном коллективе 
(электронно-дырочной плазме) возни
кают коллективные движения в виде 
так называемых плазменных волн, свя
занных с изменениями плотности плаз
мы. Квантование плазменных волн при
водит к квазичастицам, называемым 
плазмонами. Фононы, магноны, плаз- 
моны — примеры квазичастиц коллек
тивного происхождения.

Примером квазичастиц другой группы 
могут служить электроны проводимости 
и дырки. Каждая такая квазичастица 
«происходит» (в одиночестве или в паре 
с другой квазичастицей) от определен
ного реального электрона, который со
вершил соответствующий квантовый пере
ход. Здесь ярко проявляется соответ
ствие между квазичастицей и «породив
шей» ее реальной частицей. Однако и 
в этом случае движение квазичастиц 
имеет коллективный характер, хотя и 
не столь очевидный, как в случае, на
пример, фононов. Коллективный харак
тер движения электронов проводимости 
или дырок проявляется в «размазаннос

ти» по пространству их волновых функ
ций, в невозможности локализации их 
вблизи какого-либо узла решетки, т. е. 
в обобществлении этих квазичастиц всем 
атомным коллективом, образующим 
кристалл.

В отличие от реальных частиц квази
частицы «живут» в дискретном про
странстве, в периодической структуре. 
Дискретность пространства квазичастиц 
приводит к тому, что их импульс прини
мает физически различные значения 
лишь в пределах зоны Бриллюэна. Кро
ме того, пространство квазичастиц ог
раничено объемом кристалла; это приво
дит к квантованию импульса (правда, 
дискретность импульса относительно не
велика и не всегда принимается во вни
мание).

Особенно велики различия между ре
альными частицами и квазичастицами 
коллективного происхождения. Для ре
альных частиц закон дисперсии универ
сален: W =  р 2/2т (для нерелятивист
ских частиц), W — рс (для фотонов).

Что же касается квазичастиц коллек
тивного происхождения, то для них за
кон дисперсии существенно зависит от 
свойств того конкретного «пространства», 
в котором эти квазичастицы «живут», 
т. е. от структурно-динамических осо
бенностей данного кристалла. При этом 
закон дисперсии квазичастиц зависит 
также и от направления в кристалле.

К фононам приходят в результате 
квантования упругих волн. Если со, k, 
а  — частота, волновой вектор и поляри
зация упругой волны, то соответствую
щие этой волне фононы имеют энергию

=  ^со, импульс р =  hk и поляриза
цию а.  Закон дисперсии со =  соа (к) для 
таких волн превращается в закон дис
персии фононов. В соответствии с нали
чием нескольких ветвей упругих коле
баний говорят о наличии нескольких фо- 
нонных ветвей; в частности, используют 
термины «акустические» и «оптические 
фононы».

Фононы могут возбуждаться в одном 
и том же состоянии в большом коли
честве, причем полное число фононов 
в системе не является постоянной вели
чиной. Следовательно, с точки зрения 
статистики, фононы являются бозона-
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независимо от статистики атомов, обра
зующих кристалл, при этом ^ == 0). 
Таким образом, равновесный фононный 
газ описывается функцией

f ( W ) = { e x p ( W / k 0T ) — i r 1.
Различия между фононами и фотона

ми сводятся к следующему. Эти квази- 
частицы имеют разную физическую при
роду: фотон — квант поля электромаг
нитной волны, фонон — квант поля ре
шеточных колебаний. Фононы «сущест
вуют» в кристаллической решетке, бес
смысленно говорить о пучке фононов, 
выходящем из кристалла. Импульс фоно- 
на квантуется и ограничен пределами 
зоны Бриллюэна; импульс фотона мо
жет принимать, в принципе, любые зна
чения. Энергия фонона имеет предель
ное, характерное для выбранного крис
талла, значение; для фотона не вводится 
понятие предельного значения энергии. 
Закон дисперсии фонона зависит от вы
бора кристалла и от выбора направле
ния в данном кристалле. Безусловно, 
между фотонами и фононами имеется ряд 
аналогий. Фотон и фонон имеют одина
ковые статистические свойства: они явля
ются бозонами с химическим потенциа
лом, равным нулю. Фотон и фонон не 
имеют электрического заряда и массы по
коя, локализованы в пространстве с 
точностью до длины волны.

Особенно много сходства между фото
нами и дебаевскими фононами, т. е. фо
нонами, рассматриваемыми в рамках мо
дели Дебая. Длина волны таких фононов 
много больше параметра решетки, что 
позволяет заменить кристалл изотроп
ной непрерывной средой. Поэтому закон 
дисперсии таких фононов (W ~  %k) ока
зывается аналогичным закону дисперсии 
фотонов в вакууме (W  =  рс).

В заключение целесообразно сопоста
вить характерные величины энергий и 
импульсов фотонов и фононов. При дли
не волны света в 1 мкм энергия фотона со
ставляет 1,2 эВ. Характерная максималь
ная энергия фонона порядка 0,01 эВ. От
сюда следует, что в области видимого и

особенно ультрафиолетового диапазона 
энергия фотона намного больше энергии 
фонона. В инфракрасной области эти 
энергии могут оказаться сопоставимыми 
(при К света порядка и выше 102 мкм).

Обратимся к импульсам фотонов и фо
нонов. При % =  1 мкм волновой вектор 
фотона составляет примерно 105 см-1. 
Характерная величина волнового век
тора фонона соответствует размерам зоны 
Бриллюэна и, следовательно, равна 
я /а  108 см-1. Отсюда следует, что в 
области видимого, ближнего ультрафио
лета и особенно инфракрасного диапазо
нов импульс фотона намного меньше им
пульса фонона. При этом предполагае
тся, что роль фононов с волновыми век- ~ >
горами |£ | <  я /а обычно несущест
венна. Таким образом, если энергия фо
тона оказывается намного больше энер
гии фонона, то справедливо обратное 
утверждение: импульс фотона, как пра
вило, меньше импульса фонона.

10.6.2. Взаимодействие 
квазичастиц

Взаимодействие квазичастиц обуслав
ливает ряд физических явлений и при
водит к появлению новых квазичастиц.

Фонон-фононное взаимодействие. От
сутствие взаимодействия между фоно
нами соответствуют гармоничности коле
баний атомов (ионов) кристаллической 
решетки. Фонон-фононные взаимодей
ствия объясняются ангармоничностью 
колебаний решетки. Они обуславливают 
ряд макроявлений, например, тепловое 
расширение кристаллов, появление ли
нейного члена в теплоемкости кристал
лов и др.

Электрон-фононное взаимодействие. 
В адиабатическом приближении колеба
ния решетки и движения обобществлен
ных кристаллом электронов рассматри
ваются порознь; иными словами, не 
учитывается электрон-фононное взаимо
действие. При этом удается корректно 
рассмотреть энергетические состояния 
кристалла. Однако из рассмотрения вы
падает ряд важных эффектов, обуслов
ленных взаимодействием электронов и 
фононов. Это взаимодействие проявля
ется в поглощении и испускании элект
роном фонона, что приводит, в част-



ности, к затуханию в кристаллах зву
ковых волн и к теплосопротивлению; 
в рассеянии электрона на фононе, что 
следует рассматривать как один из ос
новных механизмов электросопротивле
ния кристаллов; в обмене виртуальными 
фононами, происходящем между двумя 
электронами, что приводит к эффектив
ному притяжению электронов и обуслав
ливает эффект сверхпроводимости; в эф
фекте сопровождения электрона «обла
ком» фононов, которое может сущест
венно изменить эффективную массу и 
привести к появлению новой квазичас
тицы — полярона.

Электронно-дырочное взаимодействие 
приводит к появлению квазичастиц, 
представляющих для квантовой элект
роники особый интерес. Эти квазичас
тицы называют экситонами.

Поглощение фотонов диэлектриками 
и полупроводниками может приводить, 
как известно, к рождению электронно
дырочных пар. При этом возможны две 
качественно различные ситуации:

1. Энергия фотона больше ширины за
прещенной зоны (ftco >  W gy, образовав
шиеся электрон и дырка ведут себя са
мостоятельно — каждая из этих квази
частиц самостоятельно участвует в пе
реносе электрического заряда.

2. Энергия фотона меньше ширины за
прещенной зоны (ft (о <  Ĥ g); родившийся 
электрон проводимости и дырка могут 
образовать в этом случае связанную пару 
с энергией связи W e =  Wg — ft®.

Эту связанную пару называют экси- 
тоном. Экситон электронейтрален и не
посредственно в переносе электрического 
заряда не участвует. Образование эк- 
ситонов объясняет поглощение света в 
диэлектриках, не приводящее к фотопро
водимости (экситонное поглощение). 
Энергия связи W e экситона квантуется 
как энергия любого связанного состоя
ния. Кулоновское взаимодействие между 
электроном и дыркой позволяет рассмат
ривать экситон приближенно, как свое
образный водородоподобный «атом», 
уровни энергии которого определяются

. т'е4
по формуле ^  =  - 32л ^ ф р -  где

* $ т .т „
т ' — — приведенная масса элект-

те + т р

Рис. 10.30

рона и дырки, п' — целое число, — 
диэлектрическая проницаемость кри
сталла.

На рис. 10.30 показана структура 
экситонных уровней энергии вблизи дна 
зоны проводимости. Нижний экситон- 
ный уровень п =  1 расположен на

гп' 6̂расстоянии We( 1) =  g2̂  от дна
0 d

зоны проводимости. Величина W e (1) — 
энергия, необходимая для разделения 
экситона, находящегося в основном со
стоянии, на свободные электрон и дырку.
В кристалле с sd =  5 и ш' =  0,5 m 

(i) =  0,25 эВ. Экситон можно рас
сматривать как «возбужденный элект
рон», который все время остается вбли
зи образовавшейся дырки и характери
зуется временем жизни ^ Ю -8 с При 
определенных условиях, например, 
столкновении экситона с примесным ато
мом, возможна рекомбинация электрона 
и дырки и, как следствие, освобождение 
энергии возбуждения. Возможно также 
освобождение энергии с излучением при 
переходе экситона из возбужденных со
стояний ( n '>  1) в основное (л' =  1). Та
ким образом, экситоны — это своеоб
разные «атомные аккумуляторы энер
гии», способные переносить энергию от 
одних точек кристалла к другим. Имен
но это свойство является важным для 
участия экситонов в различных процес
сах в кристаллах.

Степень пространственной локализа
ции волновой функции экситона зависит 
от типа кристалла. Обычно «размеры» 
экситона существенно больше расстоя
ния между узлами решетки. Однако в 
случае молекулярных кристаллов «раз
мер» экситона может стать порядка ука
занного расстояния — здесь экситон



следует рассматривать как переходящее 
от молекулы к молекуле возбужденное 
состояние молекулы (так называемый 
экеитон Френкеля).

Зкситон-фононное взаимодействие. 
Весьма важен учет взаимодействия эк- 
снгонов и фононов. Так, например, без 
учета этого взаимодействия трудно было 
бы объяснить экситонное поглощение 
света в кристалле. В самом деле, пусть 
при поглощении фотона возникает экси- 
тон, который не взаимодействует с фо- 
нонами (а также с другими экситонами 
и примесями). Такой экеитон, сохраняя 
импульс фотона, будет двигаться по 
кристаллу, дойдет до границы и в конеч
ном итоге выйдет наружу, превратив
шись в фотон той же частоты. В дейст
вительности же порожденный фотоном 
экеитон взаимодействует с другими ква
зичастицами и прежде всего с фононами. 
Наблюдаются случаи слабой экситон- 
ной связи, сильной и промежуточной. 
Эти взаимодействия и определяют харак
тер поведения экситона в кристалле.

Фононы участвуют также и в самих 
процессах рождения и уничтожения эк
ситона. В связи с этим различают экси- 
тоны, родившиеся при прямых и непря
мых переходах. При прямом переходе 
уничтожается фотон, рождается экси- 
тон. При непрямом переходе уничтожа
ется фотон, рождается экеитон, кроме 
того, уничтожается либо рождается фо- 
нон. Условия сохранения энергии и им
пульса частиц имеют следующий вид:
для прямого перехода hu>v =  W3, hk =
== р э,. для непрямого перехода '/cov 4-
-Ь =  1ГЭ, h k  +  рф =  р э либо /;cov =
=  W? +  h k  =  р э +  рф, здесь hw v

и h k  энергия и импульс фотона, /шф и
рф — энергия и импульс фонона, W v и

Рэ — энергия и импульс экситона (не 
следует путать с энергией связи эк
ситона We(l), так как в случае прямых 
переходов W3=  WR— We ( l)  (рис. 10.30)).

Участие фонона весьма мало влияет на 
энергию экситона, но зато может су
щественно увеличить его импульс. Ес
тественно, что уничтожение такого эк
ситона возможно лишь в результате не
прямого перехода путем рождения фо

тона и рождения либо уничтожения фо
нона (фонон заберет «избыток» импульса 
экситона). Поскольку непрямые пере
ходы менее вероятны, чем прямые, то 
отсюда следует, что «непрямые» эксито- 
ны «живут» дольше. Если время жизни 
«прямых» экситонов порядка 10~8 с, 
то для «непрямых» оно может возрасти 
до 10~3 с. Это позволяет создавать боль
шие концентрации экситонов, нако
плять их.

10.6.3. Взаимодействие 
электромагнитного излучения 

с колебаниями 
кристаллической решетки

До сих пор рассматривались процессы, 
при которых происходит исчезновение 
фотонов и возникновение фононов. Од
нако существуют явления, в которых 
взаимодействие электромагнитного излу
чения с веществом сводится к процессам 
рассеяния фотонов с созданием (или 
уничтожением) фононов. Такие эффекты 
очень слабы, поскольку они определя
ются ангармоническими взаимодейст
виями электромагнитного поля с кристал
лической решеткой. Примером рассея
ния фотонов на колебаниях решетки яв
ляется известное явление комбинацион
ного рассеяния (КР). Поскольку КР 
происходит с участием колебаний крис
таллической решетки, с помощью этого 
явления можем получить важную ин
формацию о динамике движения атомов 
и молекул кристалла.

При изучении КР в кристаллах это 
рассеяние обычно представляют как 
процесс взаимодействия квазичастиц. 
Например, стоксово КР можно описать 
как процесс распада кванта света \ со0 
на оптический фонон /j.Q и фотон 
антистоксово рассеяние — как столкно
вение кванта света fm„ и оптического 
фонона hQ, в результате которого воз
никает квант света /ш". Законы сохра
нения энергии и квазиимпульса для 
этих процессов имеют вид

Гт0 =  Г/со' +  FtQ, hk0 =  h P  +  hh,

b(o0 -j- HQ =  hсо", hk0 -)- hk  =  hk".

Здесь kn, k ' , k" — волновые векторы 
квазичастиц падающего и рассеянного



излучения, k — волновой вектор опти
ческого фонона. Отметим, что вместо 
оптического фонона в процессе рассея
ния могут участвовать и другие квази
частицы кристалла, например акустиче
ские фононы, магноны, плазмоны и т .д .

Из приведенных уравнений следует, 
что модуль волнового вектора оптиче
ского фонона, участвующего в рассея
нии, имеет тот же порядок величины, что 
и модуль волнового вектора фотона,
т. е. | k I <С п/а,  где а  — линейный размер 
элементарной ячейки. Таким образом, 
изучение спектров КР — первого по
рядка (здесь при рассеянии фотона со
здается или уничтожается один оптиче- 
кий фонон), по существу, является изу
чением спектра длинноволновых опти- 

—►-
ческих фононов (|ft| ss 0).

В дальнейшем были обнаружены также 
спектры КР второго порядка, дающие
ценную информацию о фононах с ft =^0 , 
т. е. о фононах всей зоны Бриллюэна. 
Однако ввиду больших эксперименталь
ных трудностей (особенно из-за малой 
интенсивности) спектры КР второго по
рядка были исследованы лишь для не
большого числа кристаллов. Открытие 
лазеров — источников монохроматиче
ского направленного поляризованного 
излучения — привело к совершенно но
вым возможностям в спектроскопии КР. 
В КР второго порядка участвуют одно
временно два фонона. При этом осущест
вляются следующие процессы:

1. Фотон /ш 0 (падающее излучение) 
распадается на фотон fm' (рассеянное 
излучение) и два фонона и fiQ2. 
Законы сохранения энергии и квазиим
пульса для такого процесса имеют вид

Ткло =  Tim' 7?Qj -f- 

hk0 — tik' +  /?&] +  ftk2.

2. Фотон /ш 0 взаимодействует с фо- 
ноном Ш 1. В результате рассеяния по
лучается фотон /ко" и фонон Ш 2. Законы 
сохранения имеют вид

й с о 0  - f -  =  / г ю "  +  Ш 2 , 

hk0 +  Щ  =  Ш  +  Ьк2.

3. Фотон Йш0 взаимодействует одно
временно с двумя фононами hQ1 и Ш 2.

Законы сохранения принимают вид 
h(o0 - f  /г£2х -f- Й Я 2 =  h(o",

hk0 +  ftkj +  Tik2 — Hk"

Поскольку при этих процессах абсолют
ная величина волновых векторов фото
нов мала по сравнению с размерами пер
вой зоны Бриллюэна, то для волновых 
векторов фононов, участвующих в про
цессах рассеяния, приближенно выпол
няется соотношение ft, 4 - ft2 =  0 или

fti — =  0 .
Из последних равенств следует, что 

в процессе комбинационного рассеяния 
второго порядка могут принимать уча
стие фононы не только начала первой 
зоны Бриллюэна, но и любой ее точки, 
в частности, лежащей на границе зон. 
Таким образом, изучение спектров вто
рого порядка позволяет получить ин
формацию о фононном спектре всей пер
вой зоны Бриллюэна.

Некоторые типы оптических колеба
ний кристаллической решетки вызывают 
в кристаллах появление электронной по
ляризации. Такие колебания называют
ся полярными. Полярные колебания 
ионов кристаллической решетки сопро
вождаются возникновением электромаг
нитных волн, сильно взаимодействующих 
с механическими колебаниями. Урав
нения движения для полярных колеба
ний поэтому должны описывать как сме
щение ионов друг относительно другаг 
так и компоненты электромагнитного 
поля. Совместное решение уравнений для 
относительных смещений ионов и урав
нений Максвелла для случая кубического 
ионного кристалла позволило установить 
для этого случая зависимость частоты о> 
от величины волнового вектора. Полу
ченный закон дисперсии в области малых 
значений волновых векторов и соответ
ствующий центру зоны Бриллюэна
(|ft"| <  л/а, где а — период кристалли
ческой решетки) представлен на рис. 
10.31. Горизонтальная сплошная линия 
1 представляет собой ветвь продольного 
оптического фонона Сплошные кри
вые 4 и 5 соответствуют решению для 
поперечных колебаний. Штриховые ли
нии 2 и 3  представляют собой дисперсию 
электромагнитной волны (фотонов) и



Рис. 10.31

поперечных оптических фононов <вг =  
=  со0 соответственно, при неучете взаимо
действия между ними (со0 — собствен
ная частота дипольно-активного коле
бания кристаллической решетки).

Интересной особенностью закона дис
персии фотонов и фононов является то, 
что их графики (пунктирные линии 2 
и 3 на рис. 10.31) пересекаются. В точке 
пересечения (со =  (о0 и k — k pea) частоты 
и волновые векторы (длины волн) колеба
ний различной природы совпадают. По
этому при наличии даже малого взаимо
действия между этими колебаниями 
должен наблюдаться некий резонанс, 
существенно влияющий как на электро
магнитные, так и на механические про
цессы в изучаемой системе.

Действительно, взаимодействие между 
фотонами и фононами в кристалле при
водит к возникновению двух ветвей 4 
и 5 (рис. 10.31). Из рисунка видно, что 
при частотах со >  coL верхняя диспер
сионная ветвь переходит в дисперсион
ную ветвь фотонов в кристалле, описы
ваемую выражением со =  kc/V ( s „  —  

диэлектрическая постоянная на часто
тах, значительно больших со0, но мень
ших, чем частоты электронных перехо
дов). Возникающие в кристалле элект
ромагнитные волны с такими частотами 
не могут вовлечь в движение решетку 
вследствие ее инертности Энергия ко
лебаний в этом случае носит электро
магнитный характер. При k 0 частота 
поперечных колебаний решетки, описы
ваемых верхней дисперсионной кривой 4, 
стремится к частоте продольного опти

ческого фонона (и -v  (0 i), и энергия 
квантз в этом случае носит в основном 
механический характер.

При частотах со <С со0 нижняя ветвь 5 
описывается законом дисперсии электро
магнитных волн с некоторой статиче
ской диэлектрической проницаемостью 8 
(рис. 10.31). При столь низкочастотных 
колебаниях решетка успевает полностью 
подстраиваться к электромагнитному по
лю, вызывая лишь уменьшение скорости 
электромагнитной волны. Но поскольку 
частота далека от резонансной, механи
ческие смещения ионов малы, и энергия 
возбуждений в основном носит электро
магнитный характер. Наоборот, при со 
-► со0, >  k pe3 смещения ионов велики, 
и энергия квантов возбуждения носит 
механический характер. Область частот 
между со0 и соответствует е <  0 ; 
электромагнитное излучение, частота 
которого попадает в данный интервал, 
не проходит через кристалл — в этой 
области наблюдается полоса сильного оп
тического отражения. Однако в области 
промежуточных значений волновых век
торов k (k — /гРез) поперечные колебания 
решетки смешиваются с электромагнит
ными колебаниями. Энергия такого сме
шанного состояния имеет электромаг
нитно-механическую природу, и соот
ветствующие кванты называются поля- 
ритонами.  Таким образом, фотоны и фо- 
ноны в среде могут рассматриваться как 
предельные случаи поляритонов. В об
щем случае поляритоны описывают дис
персию реальных фотонов в среде при 
наличии в ней полярных(дипольноактив- 
ных) колебаний.

Заметим, что исследование рассеяния 
света на поляритонах необходимо про
водить под малыми углами <р по отноше
нию к возбуждающему излучению. При 
изменении угла рассеяния <р будет 
изменяться и величина волнового век

тора k поляритона, участвующего в рас
сеянии, а следовательно, и частота рас
сеянного света. Безусловно, для наблю
дения КР света на поляритонах необ
ходимо, чтобы в кристалле существовали 
фононы дипольно-активные (что необ
ходимо для возникновения поляритонов) 
и комбинационно-активные. Такими 
свойствами обладают оптические фо-



ноны в кристаллах без центра симмет
рии.

Впервые КР света на поляритонах эк
спериментально наблюдалось в 1965 г. 
В настоящее время КР света является 
эффективным методом исследования ха
рактеристик спектра поляритонных воз
буждений и их изменений в результате 
взаимодействия поляритонов с другими 
элементарными возбуждениями и много
частотными состояниями в твердом теле.

Рассеяние фотонов, при котором воз
никают или уничтожаются акустические 
фононы, называется эффектом Мандель
штама — Бриллюэна. Из-за большого 
различия скоростей звука и света изме
нение энергии фотонов при таком рассе
янии ничтожно мало. Поэтому для на

блюдения рассеяния Мандельштама — 
Бриллюэна необходимо использовать ап
паратуру высокого разрешения и источ
ники света с высокой степенью монохро
матичности.

Ангармонические члены, которые от
ветственны за рассматриваемое рассея
ние, весьма малы, поэтому эффективность 
такого рассеяния света также ничтожно 
мала. Применение мошных источников 
излучения — лазеров позволяет созда
вать условия для возникновения так на
зываемого вынужденного рассеяния Ман
дельштама — Бриллюэна, при котором 
наблюдается когерентное усиление ульт
развуковых колебаний за счет искусст
венного увеличенного рассеяния фото
нов.

— — Г лава —

11
ОПТИЧЕСКИЕ
КВАНТОВЫЕ
ГЕНЕРАТОРЫ

(ЛАЗЕРЫ)

В 1964 г. за разработку и создание 
«вантовых генераторов (лазеров) со
ветским ученым, сотрудникам Физиче
ского института им. П. Н. Лебедева 
АН СССР Н. Г. Басову и А. М. Прохо
рову и американскому ученому Ч. X . Та
унсу была присуждена Нобелевская пре
мия по физике.

Название «лазер» представляет собой 
аббревиатуру от английских слов — 
Light Amplification by Stimulated Emis
sion of Radiation, что означает: усиле
ние света с помощью вынужденного 
излучения.

Как по физическим принципам ра
боты, так и по названию лазер яв
ляется оптическим аналогом мазера 
(§7.5).

Лазерное излучение, в отличие от шу
мового, характеризуется высокой коге
рентностью и монохроматичностью. С 
помощью лазеров можно создавать по
токи поляризованного света достаточно

большой мощности и острой направлен
ности. Перечисленные особенности лазер
ного излучения определяют основные 
направления использования оптических 
квантовых генераторов. Большое значе
ние имеет изучение различных нели
нейных эффектов. Возможность их экс
периментального исследования обуслов
лена большой интенсивностью лазерного 
излучения, которое при фокусировке 
может создавать поля с напряженностью 
порядка 108 В/м и более.

В результате исследований оптических 
квантовых генераторов и эффектов, свя
занных с использованием лазерного из
лучения, возникло относительно новое 
направление в физике — лазерная спект
роскопия. Высокие темпы ее развития 
обусловлены возможностью использова
ния достижений квантовой электроники 
оптического диапазона для решения прин
ципиально новых проблем науки и тех
ники.



§ 11.1. основы теории
ОПТИЧЕСКИХ КВАНТОВЫХ УСИЛИТЕЛЕЙ 

И ГЕНЕРАТОРОВ (ЛАЗЕРОВ)

Раеемотрим процесс распространения 
параллельного пучка света в некоторой 
среде, которая характеризуется коэффи
циентом поглощения k (v). Интенсивность 
светового потока изменяется согласно 
закону Бугера — Ламберта — Бера

/  (v) =  / 0 exp (— k (v)xJ, (11. 1)
где v — частота.

Коэффициент поглощения k (v) мо
жем связать с вероятностью перехода 
между соответствующими уровнями 
энергии и их заселенностью. Пусть сре
да, в которой распространяется свет, 
содержит центры поглощения, характе
ризующиеся двумя уровнями энергии

и W 2, между которыми возможен оп
тический переход на частоте v (рис. 11).

Роль таких центров поглощения вы
полняют атомы, ионы, молекулы, экси- 
тоны и др. частицы. Эти центры пред
ставляют собой газ или центры актива
ции некоторой матрицы, которая мо
жет быть жидкостью или твердым телом.

Обозначим коэффициенты Эйнштейна 
для спонтанных и вынужденных пере
ходов через А и В,  а вероятности не
оптических переходов между уровнями 
/  и 2  — Р Х2 и Р 21; уровни считаем не
вырожденными. Таким образом, имеем 
В 12 =  В 21 =  В и А 21 =  А.

Если отсутствует внешнее возбужде
ние, частицы находятся в равновесии 
с окружающей средой и фоном теплового 
излучения с плотностью р0. Заселен
ность уровней 1 и 2  со временем не из
меняется, хотя частицы непрерывно со
вершают переходы из основного состоя
ния в возбужденное и наоборот. При 
этом выполняются соотношения

N t + N 2 =  N,  (11.2)
N 2 =  jVj exp (—hv/kT), (11 .3) 

~ ( p i2 + B p 0)N l(i t  +
+  (^ 2i +  A +  Bp0) N 2dt  =  0. (11.4)

Уравнение (11.2) отражает постоян
ство общего количества частиц N  в еди
нице объема, часть которых находится 
в состоянии 1 (N t), а другая(/У2) — в со
стоянии 2. Соотношение (11.3) соответст
вует распределению Больцмана по уров
ням 1 и 2, разделенным энергетическим 
интервалом hv  =  W 2 — Wt , при темпе
ратуре Т.  Равенство (11.4) характеризует 
динамическое равновесие, поэтому d N , =  
=  — d N 2 =  0.

Из соотношений (11.3) и (11.4) выте
кает, что

Р 12 +  Вр0 —
~  (̂ *21 +  А +  Вр0) exp (—hv/kT).

Исходя из того, что последнее соотно
шение выполняется и при А =  В —
— Ро =  0. можем записать равенства

Вр0 =  (А +  Вр0) exp (— hv/kT),  (11.5) 
Л 2 =  Р п  exp (—hv/kT),  (11 .6)

которые являются следствием принципа 
детального равновесия.

Облучим систему светом частоты v 
и плотности р, что обусловит дополни
тельные вынужденные переходы между 
уровнями /  и 2.  Если облучение прово
дить достаточно долго, то установится 
новое стационарное распределение час
тиц по уровням 1 и 2.  Для этого случая 
уравнение баланса запишем так:

d N 2 =  (А -)- Вро -f- Bp  -f- Р) N 2dt  -f-
hv

+  (Вр0 +  Bp +  Pe~*t)  Wjttf =  о, (11.7)

где Р  =  Р 21. Из этого выражения легко 
получить соотношение между заселен
ностями уровней 1 и 2 в  режиме ста
ционарного облучения

Вро +  Bp  - f  Р  exp (—hv/ kT)N 2 ^ N , -
Л +  ф 0 +  £р  +  Р ( 11.8)

Рис. 11.1

Обозначим в выражении (11 .8) числитель 
дроби через X ,  а знаменатель через Y.  
Учитывая соотношение (11 .2 ), получим

N t  =  N Y l ( X  +  Y), N 2 =  N X / ( X  +  Y).
(11.9)

Из уравнений (11.8), (11.9) следует, 
что при действии возбуждающего излу
чения нарушается больцмановское рас
пределение частиц по уровням. При этом 
под действием падающего излучения воз



никают вынужденные переходы вверх 
Zi2 и вниз Z21. Количество таких пере
ходов в единице объема за единичный 
отрезок времени (в соответствии с (5.110)) 
определяется из равенства

Z12 =  B pN lt Z21 =  B p N 2. ( 11.1 0
Если сечение светового потока, рас

пространяющегося в среде, обозначить 
через о, то на пути dx  в объеме odx  по
глотится энергия h \ Z 12adx  и выделится 
hv Z2lcdx.  Определим интенсивность све
тового потока как энергию, которая 
проходит через площадку о за единицу 
времени. Связь между интенсивностью /  
и плотностью энергии р определяется 
соотношением /  =  рса, где с — скорость 
света в среде. Отсюда следует, что /  чис
ленно равно энергии, содержащейся в 
объеме площадью о и высотой с • 1с. 
Переходы, которые происходят в объеме 
odx под действием падающего излуче
ния, приведут к изменению интенсив
ности падающего потока на величину 
d l ,  определяемую из соотношения d l  =  
=  — hvZ12odx ~^hvZ2lodx.  Это равенство, 
учитывая (11. 10), запишем так:

d l  = ( —jVj +  N 2) B pca— dx,  (11.11)
или

d l  =  (N2 — N l) ^ I d x .  (11.11a)

Продифференцировав выражение (11.1), 
получим d l  =  — k (v)Idx. Приравняв 
последнее соотношение к формуле (11.11), 
найдем

7Г

k ( v ) =  ( N ^ N j B h v / c .  ( 11. 12)

Если плотность падающего излуче
ния не очень велика, то в уравнении
(11.7) пренебрегаем значением Вр, и 
формула (11.7) переходит в (11.4). При 
этом с достаточной точностью выполня
ется соотношение (11.3), согласно кото
рому >  N 2. Выполнение условия 
N t >  N 2 соответствует k (v) >  0 , т. е. 
в этом случае световой поток ослабля
ется.

Если создать такие условия, что 
N 2 >  N lt то k (v) <  0, и интенсивность 
светового потока будет увеличиваться. 
Формально условие N 2 >  будет вы
полнено, если в выражении (11.3) счи
тать абсолютную температуру Т  отрица-

Рис. 11.2

тельной. Это понятие часто используют 
для анализа работы генераторов СВЧ 
диапазона. Особенностью состояния си
стемы при Т  <  0 является повышенная 
концентрация частиц (атомов) в возбуж
денном состоянии. Поскольку при Т <  
<  0 имеем N  2 >  N u что не соответствует 
обычному больцмановскому распределе
нию, говорят об инверсной заселенности 
состояний 1 и 2 при отрицательной тем
пературе. Инверсию заселенностей мо
жем получить методом накачки.

Существует несколько методов накач
ки. Наиболее существенные из них: а} 
сортировка, вследствие которой проис
ходит разделение атомов, находящихся 
в состоянии 1 и 2 (она применяется в ос
новном в приспособлениях, использую
щих атомные или молекулярные пучки); 
б) электрический разряд; в) химическая 
реакция; г) действие электромагнитного 
поля.

Очень часто последний метод исполь
зуется в оптических квантовых генера
торах. Рассмотрим случай, когда атомы, 
характеризуемые двумя уровнями 1 и 2,  
(рис. 11. 1) освещаются светом с частотой 
v =  v12, т. е. hv  =  W 2 — WV Пусть р 
велико, поэтому в выражении (11.7) 
величинами А ,  В р0, Р  по сравнению с 
В р можем пренебречь. Тогда N 2 ~  N u 
что соответствует Т  —»- °о. Таким обра
зом, в двухуровневой системе при боль
ших р нельзя создать инверсию засе
ленностей, которая соответствует Т  < 0 . 
Инверсию заселенности для уровней 1 
и 2 можем получить в т р е х у р о в н е в о й  
системе. Пусть имеем, кроме уровней 
1 и 2, еще уровень 3, расположенный 
выше уровня 2  (рис. 11.2). Будем об
лучать атомы светом с частотой, соот
ветствующей переходу / —>3. Прежде 
чем написать уравнение, описывающее 
стационарную заселенность при наличии 
накачки, сделаем некоторые упрощения»
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Рис. 11.3

которые справедливы в тех случаях, ког
да расстояния между уровнями 1—2 и 
2— 3  соответствуют оптическому диапа
зону. Считаем, что переходы вверх со
вершаются только под действием облу
чения. Через Р  в этом случае обозначим 
полную вероятность переходов между 
уровнями, которая равна сумме вероят
ностей переходов с излучением и без 
него. Для системы из трех уровней 
(рис. 11.2), на которую действует источ
ник накачки, будут справедливы урав
нения

d N 2 =  ( - N 2P 21 +  N 3P 32) d t  =  О, 
dN  з =  (р B13N 1 pB31N 3 P 31N 3 

- P 32N 3)d t  =  О,
N ,  +  N 2 +  N 3 =  N.

Пусть выполняется неравенство 
Р 31 -С Р 32, тогда величиной Р 31 можем 
пренебречь. Введем обозначения Р 21=  
=  1/г2, Р за =  1/т3. Величины т2 и т3, 
обратные вероятностям Р 21 и Р 32, яв
ляются средними временами существо
вания атомов в состояниях 2 и 3  соот
ветственно (глава 5). Считаем, что ста
тистический вес уровней 1 и 3 одинаков. 
Учитывая, что В 13 =  В 31 =  В,  из пре
дыдущей системы уравнений получим

N l  =  ' 1 +  (2тз +  т 2) рВ N ’ ( 1 1 Л З )

1 +  (2i 3 + т2) pS N > (11Л4)

1 (11Л5>
N2 — N l  =  (т2 — т3) рВ — 1 

N  1 -f- (2т3 -f- Т2) |

Анализируя эти выражения, легко 
прийти к выводу, что для 5-уровневой 
системы можно получить инверсную за

N 2 =

N  3 =

селенность, т. е. N 2 >  при выполне
нии условий

т3 <  т2, т2рВ  > 1 .  (11-17)

Из полученных условий вытекает, что 
эффективность накачки возрастает с 
увеличением т2. Возникновению инвер
сной заселенности в рассмотренном слу
чае можно дать следующее объяснение. 
За счет накачки устанавливаются не
прерывные последовательные переходы
1 ->  3  ->  2 -> 1. В этом замкнутом цик
ле переход 2 -*■ 1 имеет малую вероят
ность, если %2 велико. Вследствие этого 
частицы накапливаются в состоянии 2 
за счет обеднения состояния 1.

Для лазеров большое значение имеют 
4-уровневые системы. Схема переходов 
в таких системах представлена на рис.
11.3. Основному состоянию соответст
вует нулевой уровень. Накачка совер
шается за счет освещения образца светом, 
частота которого соответствует переходу
О -v  5. Переход 3 - у  2  совершается с 
большой вероятностью (Р 32), как и пере
ход 1 -> О (Я10). Эти переходы могут про
исходить без излучения. Рабочим пере
ходом является переход 2 - * - 1 .

Будем считать, что расстояния между 
уровнями 1, 2 и 3  достаточно велики, и 
при обычных температурах заметной мо
жет быть заселенность лишь уровня 1. 
Предположим, что все уровни имеют оди
наковый статистический вес. По анало
гии с 5-уровневой схемой запишем сис
тему уравнений

d N 3 =  [рВ (N0 -  N 3) -
— ЯззА^з] dt  = 0 ,

d N 2 =  [P32N 3 ~
— P ^ N ^ d t  =  0 , 

d N i =  [Р2JN 2 -)- Р 10N о —
— Pio N Jd t  = 0,

N 0 N i  -\- N  2 -\- N  3 =  N,

которая соответствует стационарной на
качке. В третьем уравнении этой систе
мы можно пренебречь членом P 2lN  2, по
скольку он слабо влияет на заселенность 
уровня 1. Решая эту систему уравнений, 
получим выражение для разности засе
ленностей уровней 2 п 1:



^3 =  1/^32. ^  =  P5  +  ^7 • т3 T3
Заселенность уровня 3 (N 3) определяется
из соотношения

=  ( дат + 1 +  ‘Г " '
Анализируя (11.18), можем сделать 

вывод, что инверсия заселенности су
ществует ПрИ рВ >  Г|Т3/т2Тд. Если т3 и  
«  Тз, то условие инверсной заселенности 
запишем так:

рВ  >  г)/%2. (11 .19)

Сравним полученное выражение с усло
вием инверсной заселенности для 3- 
уровневой системы. Это условие в соот
ветствии с формулой (11.17) приведем к 
виду рВ  >  1/т2. Оно отличается от
(11.19) отсутствием фактора Больцмана 
г]. Значение г| зависит от разности энер
гий уровней 1 н 0. Если 
»  kT,  то т) <С 1, и инверсии заселеннос
ти можем достичь при меньших уровнях 
накачки, чем для случая 5 -уровневой 
системы. Вообще говоря, если предполо
жить в случае 4 -уровневой системы, что 

~  w 0, то г] =  1, т. е. приходим к 
случаю трех уровней.

Рассмотрим интересный случай 4-уров
невой системы. Это касается центров 
люминесценции молекулярного или ква- 
зимолекулярного типа. В таких центрах 
уровни 0 к 1 принадлежат основному 
электронному состоянию, уровни 2—3 
возбужденному. Энергетическое разли
чие между уровнями 0— 1 и 2—3  обус
ловлено тем, что они характеризуются 
разным запасом колебательной энергии 
в основном электронном состоянии 
(уровни 0 и /) и в возбужденном состоя
нии (уровни 2 и 3). Общие закономерно
сти, которые содержатся в формулах 
(11.18) и (11.19), остаются справедливы
ми и в этом случае. Однако в связи с тем, 
что оптические переходы совершаются 
между двумя электронными состояниями, 
такую систему иногда называют 2 -уров
невой со стоксовым смещением. В этом 
названии отображено то обстоятельство, 
что согласно правилу Стокса максимум 
спектра люминесценции (переход 2-*~1 
рис. 11.3) смещен в длинноволновую

t, t2 t3 и

Рис. 11.4

сторону относительно максимума спек
тра поглощения (переход 0 - > 3 ) .

Ранее были рассмотрены некоторые ме
тоды накачки, которые дают возмож
ность создать в среде инверсную засе
ленность. Такую среду часто назы
вают активной средой. Если сквозь 
активную среду проходит свет, для кото
рого hv =  W 2 — W i, то согласно выра
жению (11 .1) будет происходить усиле
ние света, поскольку при Т  <  0 для 
активной среды коэффициент поглощения 
k (v) <  0. Таким образом, активная сре
да с отрицательным показателем погло
щения действует как квантовый усили
тель света.

Интенсивность света, распространяю
щегося в активной среде, должна расти 
в соответствии с (11.1) по экспоненциаль
ному закону. Это будет справедливым 
лишь тогда, когда сквозь среду с инвер
сной заселенностью проходит импульс 
света с бесконечно малой длительностью. 
Если импульс света имеет конечную дли
тельность, то необходимо учитывать, что 
при прохождении его конечной части 
заселенность среды изменится под дей
ствием начальной части импульса. Про
цесс усиления оказывается более слож
ным и описывается нелинейными уравне
ниями. Качественно прохождение импуль
са света сквозь слой активного вещества 
толщиной L можем объяснить на при
мере прямоугольных импульсов. На 
рис. 11.4 изображена форма импульса 
на входе в активную среду ( /Вх) и на 
выходе ( / в „ ,х ) .  Интенсивность переднего 
фронта импульса возрастает соответст
венно формуле (11. 1) при k (v) <  0 ,



а задний фронт имеет меньшую интен- Тогда d l / l  4  a d l  =  k„ (v)dx. Интегри- 
сивность. При этом спад амплитуды им- руя это выражение и учитывая началь- 
пульса от переднего фронта до заднего ные условия (/ =  / 0 при г =  0 ), полу- 
оказывается тем большим, чем выше бы- чим 
ла начальная амплитуда импульса света
до входа в активную среду. Рассмотрим, 1/а (In I — In / 0) +  /  =  / 0 +  xk0 (v)/a. 
что происходит, когда световые импуль- (11 .21)
сы проходят сквозь активную среду
большой длины. В этом случае, когда L При больших усилениях разностью лога- 
достаточно велико, интенсивность пере- рифмов можно пренебречь. В этом слу- 
днего фронта импульса на выходе будет чае / «  / 0 +  ft0 (v) х/а .  Отсюда вы- 
пропорциональна L. Сначала, когда им- текает, что даже при малых значениях 
пульс недостаточно интенсивен, его пе- на выходе (х =  L) получаем значи- 
редний фронт возрастает экспоненциаль- тельную интенсивность светового пото- 
но. Затем интенсивность увеличивается ка. Обязательное условие для этого — 
настолько, что под действием переднего большое значение коэффициента усиле- 
фронта происходят все возможные пере- ния и большая протяженность (L) ак- 
ходы из возбужденного состояния. У про- тивной среды. Если выполняются эти 
щенный анализ этого процесса можно условия, то роль / 0 играет спонтанное 
сделать следующим образом. Пусть, на- излучение возбужденных атомов. Это 
пример, в 3-уровневой системе с помощью излучение, распространяясь в произ- 
накачки достигнуто условие N г >  N t . вольных направлениях, усиливается ак- 
Такая среда облучается светом, который тивной средой.
отвечает переходу 2 -*■ 1. Согласно вы- Так как в рассмотренном случае / 0 
ражению (11.12) ft (v) <  0. Следова- мало, то для создания интенсивных по- 
тельно, будет происходить усиление све- токов необходимы большие слои актив- 
та. Учитывая (11.9) для ft (v), напишем ной среды. Однако это энергетически не- 
уравнение выгодно. Выгоднее увеличить путь луча

Y  —  X  h \  в активной среде за счет многократного
* =  у  _|_ х  ~с ’ отражения от зеркальных поверхностей

слоя. В ряде случаев эту идею можно 
зависящее от р соответственно формуле реализовать, ограничив активную среду
(11.8). Подставляя вместо X  и Y  их плоскими зеркалами, параллельными 
значения, получим Друг другу. Таким образом, получим

интерферометр Фабри — Перо, запол-
(11 .2 0 ) ненный средой, в которой при достаточ

ном уровне накачки достигают инверсии 
заселенностей уровней 1 и 2.

В этой формуле через а  обозначен коэф- Если в таких условиях уровень на- 
фициент, который можно найти, группи- качки недостаточен для достижения 
руя все члены с р и учитывая соотно- инверсии заселенностей, то будет иметь 
шение /  =  pea. Формула (11.20) отра- место люминесценция вещества, которая 
жает зависимость коэффициента погло- соответствует переходу 2 - ^ 1 .  Эта лю- 
щения от интенсивности / .  При малых минесценция отличается от люминесцен- 
значениях /  имеем k (v) =  — k0 (v). Вели- ции того же вещества вне интерферомет- 
чина k0 (v) полностью зависит от внут- ра Фабри — Перо. Вместо обычного 
ренних свойств среды. Если k (v) =  спектра люминесценции в направлениях,
~  ^ o(v )> то согласно (11 .1) получим близких к направлению оси интерферо- 
экспоненциальный рост по закону Бу- метра, наблюдаются дискретные наборы 
- Р ?  ~  •/,амбеРта — БеРа - узких линий, которые расположены в

чтобы выяснить, как влияет зависи- пределах контура полосы люминесцен- 
мость ft (v) от /  на усиление света, запи- ции и отвечают резонансным частотам 
шем закон Бугера в дифференциальном интерферометра. Этот эффект проявля- 
виде d l  ft (v)Idx и подставим вместо ется при произвольных интенсивностях 
ft (v) его значение из формулы (11 .20). возбуждения и не связан с наличиемуси-

ft(v) —kg (У) 
1 +  a /



ления в среде. Его можно объяснить 
на основании классического рассмотре
ния взаимодействия излучателя с полем 
собственного излучения. Возможен и 
другой подход к выяснению этого про
цесса . Интерферометр Фабри — Перо бу
дем рассматривать как резонатор для 
электромагнитного излучения. Характер 
электромагнитного поля в резонаторе за
висит от параметров последнего. Су
ществуют открытые и закрытые резона
торы. Если в резонаторе нет потерь 
электромагнитного излучения, то такой 
резонатор называют идеальным. Реаль
ные резонаторы могут в определенной 
степени приближаться к идеальным.

Рассмотрим для простоты закрытый 
идеальный резонатор в виде прямоуголь
ного параллелепипеда с длиной L и сто
ронами сечения а, Ь. Поместим начало 
координат в одной из вершин параллеле
пипеда. Ось 2 направим вдоль ребра L, 
а оси х  и у  — вдоль ребер а, b (рис. 11.5).

Волновое уравнение для однородной 
диэлектрической среды имеет вид

Д Е е д*Е 
с2 dt2 0 . (11.22)

где Д — оператор Лапласса; Е  — вектор 
напряженности электрического поля. Ре
шение волнового уравнения должно удов
летворять определенным граничным ус
ловиям. Для абсолютно проводящих 
стенок, которые идеально отражают, гра
ничные условия имеют вид

Е х =  0 при у  =  0 , z =  0 
и при у  — b, z =  L,

Е , - 0 при * - 0 ,  г =  0 
и при х =  а, г =  L, v 

Е г =  0 при х  =  0 , у  =  0 
и при х — а, у  — Ь.

Решения уравнения (11.22) представим 
в виде

Е х =  Eqx cos kxx • sin ky ■ у  sin kz ■ z sin сat,
(11.24)

Eu =  £ o v s in  kxx • cos k y  у  ■ sin kz ■ z sin at  
y (11.25)

E,  =  £o2sin kxx • sin kyy  ■ cos kz • z sin tot,
(11.26)

где: kx =  л,пх!а, ky — nny/b, kz =  ntiz/L,  
nx, ny, nz— целые числа. При этом 
должно выполняться соотношение

п2х/а2 +  n2/b2 -t- n2j L 2 — 4v2e/c2 =
=  4/Я,2. (11.27)

Это решение (11.24)—(11.27) определяет 
спектр частот закрытого резонатора и 
описывает три системы стоячих волн в 
направлениях х, у, г. В технике сверхвы
соких частот применяют обозначения 
ТМ, ТЕ и ТЕМ  для разных типов ко
лебаний. которые устанавливаются в ре
зонаторе. Эти обозначения используют 
и для частот оптического диапазона. 
Символом Т  обозначают трансверсаль- 
ную, т. е. поперечную волну. Таким об
разом, ТЕ  — поперечная электрическая 
волна; ТМ  — поперечная магнитная 
волна; ТЕМ  — поперечная электромаг
нитная волна. Такие колебания электро
магнитного поля называют модами. Та
ким образом, количество мод ^определя
ет количество типов колебаний электро
магнитного поля. В многолучевом ин
терферометре Фабри — Перо, в котором 
зеркала перпендикулярны к оси г, 
устанавливаются волны, когда пх и пу 
имеют величину порядка нескольких 
единиц; п г при этом велико и его можно 
определить из (11.27). Пренебрегая вели
чинами пх!а и п у /b2, получим

п2 =  2LA, (11.27а)

т. е. п2 равно количеству полуволн, ук
ладывающихся в интервале L. Возник
ший тип колебаний можно характеризо
вать набором чисел пх, п у и пг. В соот
ветствии с этим для волн типа ТЕМ  ука-
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Рис. 11.6

зывают индексы, другими словами, тип 
колебаний обозначают T E M mnq. Здесь 
величины т и п  соответствуют количе
ству узловых линий, которые можно 
определить из решения системы уравне
ний (11.24) — (11.26), если заданы пх и 
пу. Как правило, q =  пг и очень велико 
для случая интерферометра Фабри — 
Перо. Поэтому часто ограничиваются 
только индексами т и п .

Если в (11.24) — (11.26) положить 
Е г =  0, пх =  0 и пу — 1, то получим 
волну Т Е М 00. Давая другие значения 
величинам пх и пу, получим другие 
типы колебаний. На рис. 11.6 приведены 
конфигурации электрических полей для 
некоторых типов колебаний, которые 
устанавливаются в интерферометрах 
Фабри — Перо с круглыми и прямо
угольными зеркалами.

Различают два вида потерь, характе
ризующих каждую оптическую моду ре
зонатора. Потери при отражении обу
словлены несовершенством зеркал и тем, 
что часть пучка лазера выходит за его 
пределы. Потери за счет дифракции 
обусловлены тем, что часть световой 
энергии проходит мимо зеркал. Этот вид 
потерь непосредственно связан с отсут
ствием боковых стенок в интерферомет
ре Фабри — Перо, который, таким обра
зом, является открытым резонатором.

Дифракционные потери минимальны для 
мод типа Т Е М 00. Потери увеличиваются 
с уменьшением числа Френеля, которое 
определяется из соотношения

Ф =  rVZA, (11.28)

где г — радиус зеркал; L — расстояние 
между ними. Число Ф приблизительно 
равно количеству зон Френеля, которые 
наблюдаются на одном зеркале из цент
ра другого зеркала. Его можно пред
ставить также как отношение угловых 
размеров зеркала к угловым размерам 
первого дифракционного максимума.

Дифракционные потери в значитель
ной степени зависят от типа резонатора. 
В резонаторе с плоскими зеркалами они 
больше, чем в конфокальном. Конфо
кальный резонатор состоит из двух сфе
рических зеркал одинаковой кривизны. 
Фокусные точки зеркал совмещены. 
Расстояние между зеркалами равно ра
диусу кривизны их поверхностей.

Преимущества конфокального резона
тора можно обосновать в приближении 
геометрической оптики. С этой точки 
зрения мода представляет собой луч, 
который «захвачен» в пространстве меж
ду двумя зеркалами. В резонаторе с 
плоскими зеркалами лучи, непараллель
ные оси, выходят за пределы резонатора



(рис. 11.7, а). В конфокальном резона
торе лучи, близкие к оси, остаются 
«захваченными» при достаточно больших 
углах наклона (рис. 11.7,6).

В случае резонатора с плоскими зер
калами спектр собственных частот опре
деляется из равенства (11.27). Можно 
показать, что в отличие от резонаторов 
с плоскими зеркалами спектр собствен
ных частот конфокального резонатора 
определяется равенством

2q -f  (1 +  т  +  п) =  4LA,. (11.29)

Потери в реальных резонаторах за 
счет несовершенства зеркал, неодно
родности среды, неточности в юстировке 
могут существенно повлиять на моды 
резонатора. Потери мощности в резо
наторе характеризуют с помощью поня
тия добротности. Добротность тесно 
связана со временем затухания электро
магнитных волн в резонаторе. Обозначим 
энергию, накопленную в резонаторе, 
через W.  Вследствие неминуемых по
терь наблюдается уменьшение накоплен
ной энергии, что можно описать уравне
нием,

dW  =  — i n t W d t  (П-30)

интегрируя которое, получим

W =  W0 exp (—t /Хф). (11.31)

В этих формулах величину хф можно 
рассматривать как среднее время су
ществования фотона в резонаторе. Доб
ротность связана с соотношением

(11.32)Q — (от ф.

Оценим значение %ф для интерферометра 
Фабри — Перо с плоскими зеркалами. 
Будем считать, что основные потери 
обусловлены неполным отражением от 
зеркал. Коэффициент отражения зеркал 
обозначим через R,  а расстояние между 
ними — через L. Потери при однократ
ном отражении составляют (1 — R ) W , 
а за единицу времени увеличатся про
порционально количеству отражений 
d L  (с — скорость света). Таким обра
зом, потери в единицу времени

dW _  c ( \ - R ) w  (11.33)
dt L

Рис. 11.7

Сравнивая выражения (11.30) и (11.33), 
получим

t* =  L/c (1 — Я). (П-34)

Положив L =  0,3 м, R  =  0,98 для газо
образной среды имеем Тф =  5 ■ 10-8 с. 
Для длины волны X =  632,8 нм, на ко
торой обычно совершается генерация 
гелий-неонового лазера

Q =  1,5 ■ 108.

Если в рассмотренном интерферометре 
диаметр зеркал равен примерно 0,02  м,. 
то потери за счет дифракции оказыва
ются на порядок меньше и, следователь
но, ими можно пренебречь.

Приведенная оценка потерь касается- 
случая, когда активную среду, которая 
заполняет резонатор, можно считать 
нейтральной. Если за счет накачки в 
среде получают отрицательный коэффи
циент поглощения, то, пренебрегая по
терями в резонаторе, получим соотно
шение

d W  =  ( N 2 — N J B h vW d t .  (11.35V

Это выражение можем получить из урав
нения (11.11), учитывая, что / =  рсо, 
dx/c =  dt, W = p V ,  где V —  объем ре
зонатора. Учитывая одновременно по
тери и возрастание энергии в резонаторе 
за счет активной среды, вместо выраже
ний (11.30) и (11.35) получим более об
щее уравнение

d W  =  (N t — N J B h v W d t  —
— 1/тф Wdt.  (11-36)

Из последнего равенства найдем выра
жение для минимальной разности за
селенностей (N 2 — Ni)n, которая необ
ходима для возникновения генерации 
в резонаторе. Пороговым условием для 
возникновения генерации является ра
венство потерянной и излучаемоймощ-



ностей, т. е. d W  — 0. При этом из 
(11.36) получим

( Л ^ - Л М  п =
1

h \ B i Ф hBQ (11.37)

Выполнение соотношения (11.37) гово
рит о том, что потери мощности в резо
наторе полностью компенсируются вы
нужденными переходами в активной 
среде.

Следует обратить внимание на то, что 
мы использовали так называемый спек
тральный коэффициент Эйнштейна В. 
Этот коэффициент зависит от v, чем, в 
основном, и определяется зависимость 
коэффициента поглощения k (v) от час
тоты в выражении (11.12). Коэффициент 
В приобретает наибольшее значение в 
области максимума полосы излучения, 
которая соответствует переходу 2 - > 1 .

Так как в выражении (11.37) В нахо
дится в знаменателе, то постепенный рост 
разности N 2 — N x приводит в первую 
очередь к возникновению генерации на 
собственных частотах резонатора, кото
рые соответствуют максимуму полосы 
излучения. Интегральный коэффициент 
Эйнштейна связан со спектральным ко
эффициентом соотношением

Ви =  J В (v) dv  =  В (v0) Av. (11.38)

Здесь интегрирование проводится по 
всему контуру спектральной линии; 
В (vn) — значение спектрального коэф
фициента в максимуме линии; Av — 
полуширина линии (полосы).

Если переходы совершаются между 
уровнями ! и k, которые имеют опреде
ленную ширину, то используют спект
ральные коэффициенты Эйнштейна

Aik(v) ,  B ik(v), B k l (v).

Для спектральной вероятности спон
танного излучения запишем выражение

A i k =  Aik (v0) фл  (v).

Функция фa (v) определяет контур линии 
излучения, если рассматривать зависи
мость от частоты количества излученных 
фотонов на единицу интервала частот. 
Для спектральной вероятности поглоще
ния

В и  (v) =  Вы (v0) ф в  (v),

где соответствует контуру линии
поглощения; Л и (v0) и Bu (v0) — макси
мальные значения спектральных коэффи
циентов Эйнштейна. На функции <рд (v) 
и фВ (v) накладываются следующие ус
ловия:

Фа  Ы  =  фВ (v0) =  1.

Для спектральных коэффициентов вы
полняется соотношение Эйнштейна (см. 
гл. 5)

Для достаточно узких спектральных ли
ний v можно заменить на v0. Учитывая 
связь между B ki (v) и B ki(v0) и то, что 
предыдущее соотношение выполняется 
для всех значений v, получим

фл (v) =  ф в ^ ) .

Это означает, что контуры линий погло
щения и излучения совпадают. Исполь
зуя предыдущее соотношение, а также 
связь между спектральными и интег
ральными коэффициентами Эйнштейна 
(11.38), найдем

Aik
Вы

Aik(v)
Вы(у)

8 n h v n

gi
Отсюда вытекает, что интегральные A lk 
и Bik коэффициенты для линий и узких 
полос (для которых v я* v0) связаны так 
же, как и спектральные. Это утвержде
ние, как и уравнение (11.38), справед
ливо также по отношению к коэффици
ентам Вн  и В^ {у ).

Учитывая соотношение (11.38), ус
ловие пороговой заселенности (11.37) 
для возникновения генерации в макси
муме линии можно записать в виде

Av
hvnz dlB,Ф  И

(11.39)

Количество мод, на которых одновре
менно возникает генерация, зависит от 
потерь в резонаторе и от инверсии засе
ленностей. Сказанное иллюстрирует 
рис. 11.8. На нем изображен контур ли
нии Ne X =  632,8 нм. Вдоль оси ординат 
отложена в относительных единицах мощ
ность, которая выделяется в активной 
среде за счет отрицательного поглоще-



ния. Уровень потерь взят примерно 
постоянным для разных мод резонатора, 
созданного двумя плоскими зеркалами 
интерферометра Фабри — Перо. Зерка
ла находятся на расстоянии L =  0 ,6  м. 
В верхней части контура вертикальными 
линиями изображены собственные час
тоты резонатора, соответствующие ак
сиальным модам. Расстояние между час
тотами аксиальных мод, соответствую
щих числам nz , которые отличаются на 
единицу, можно определить из уравне
ния (11.27, а)

с cAnz С

2 L 2 L '

Для L =  0,6 м получим 6V =  250 МГц. 
Проведенная количественная оценка 6V 
показывает, что в пределах полуширины 
линии могут расположиться несколько 
мод резонатора. Если принять специаль
н ы е меры для увеличения потерь на всех 
модах, кроме одной, то можно получить 
одномодовый режим генерации.

В реальных резонаторах различные 
моды в режиме генерации являются 
взаимосвязанными. Это приводит к пе
редаче энергии от одной моды к другой. 
Связь между различными типами коле
баний обусловлена рядом причин. Одна 
из них — несовершенство резонатора 
(дефекты в активной среде, аберрации 
зеркал). У твердотельных лазеров, где 
атомы активной среды зафиксированы 
в пространстве, связь мод может быть 
обусловлена пространственной модуля
цией инверсной заселенности. Это явле
ние состоит в том, что стоячая электро
магнитная волна в резонаторе обедняет 
уровень 2 в местах, соответствующих 
пучностям напряженности электриче
ского поля. Такое состояние содействует 
возникновению новых типов колебаний, 
для которых полученное пространствен
ное распределение инверсии является 
благоприятным.

Многомодовый характер генерации, 
который часто наблюдается в случае 
твердотельных лазеров, часто затруд
няет теоретическое описание зависимо
сти интенсивности лазерного луча от 
времени.

Излучение лазера, как уже подчер
кивалось, характеризуется высокой сте-

Рис. 11.8

пенью направленности и монохроматич
ности. Если требуется иметь особо моно- 
хроматичный источник света, то необхо
димо, чтобы в лазере возбуждалась 
только одна мода, например, Т Е М 00.

Теоретическая спектральная ширина 
излучения, созданного с помощью одно
модового лазера непрерывного действия, 
имеет нижнюю границу, обусловленную 
спонтанным излучением (люминесцен
цией) в ту же моду, на которой наблю
дается генерация. Граничная ширина 
линии Avz, определяется выражением

а 2 л /tv (б v c) 2 . . .  а п
A v l >  р ц  — exp (hv l kTj )  ’ ( П ' )

Гд0 р  — мощность спектральной линии; 
8vc — ширина полосы пассивного ре
зонатора, которая практически всегда 
значительно меньше, чем ширина линии 
люминесценции; Т е— эффективная от
рицательная температура, которая оп
ределяет заселенность состояний 2 и 1. 
Оценка AvL с помощью выражения 
(11.41) дает величину порядка 10-3 Гц 
и меньше.

Однако на практике ширина полосы 
оказывается значительно большей. Она 
имеет, в лучшем случае, несколько 
герц. В газовых лазерах уширение обус
лавливается флуктуациями плотности и 
оптических характеристик газа. Влияют 
также тепловые колебания механических 
элементов конструкции лазера, что при
водит к изменению L и, соответственно, 
к изменению частоты моды. Кроме 
этого, к уширению линии приводят слу
чайные колебания конструкции и тем
пературный дрейф, изменяющие темпе
ратурные параметры лазера.

У твердотельных импульсных лазе
ров ширина линии определяется дли
тельностью импульса.



Рассмотрим световой импульс как 
волновой цуг длительностью г. На 
рис. 11.9 графически изображен цуг 
волны. Он представляет собой гармо
ническое колебание Е  (t) частоты v0 на 
отрезке —т/2  <  t  <  т /2 , или в комплекс
ном виде

Е (t) =  £ 0 exp (i‘2nv0*), | / |< т / 2 ,  (11.42) 
E ( t )  = 0, |*| >  т/2.

Согласно теореме Фурье, такой цуг мо
жем представить в виде непрерывной 
суммы бесконечного количества синусоид, 
не ограниченных во времени. Согласно 
последнему утверждению запишем 

00

E ( t ) =  J  f ( v ) e x p ( + i 2 n v t ) d v ,  (11.43) 
---- 00

где f  (v) распределение по амплитуде 
монохроматических компонент. Распре
деление этих составляющих по энергиям 
определяется выражением | / ( v ) |2. Вели
чины /(v), согласно свойствам преобра
зований Фурье, находят из соотношения 

00

/  (v) =  J Е  (t) exp (— i2n vt ) d t .  ( 11 .44)
00

Подставляя в выражение (11.44) значе
ние E { t )  из равенства (11.42), имеем

т/2

f ( v )  =  E 0 J  exp [—/2я  (v — v0) /] dt —
— Т /2

r- sin и
=  £оТ— , (11.45)

где и =  л (v — v0) т. Распределение энер
гии по частотам найдем из выражения

|/ (v )|* =  £ ST»£!5!fft (1L46)

а полуширину кривой распределения — 
из условия первого минимума | / ( v ) | 2 =
— U при и =  ±  л ,  откуда имеем

A v 1/т. (П -4 7 )

Таким образом, спектральная полуши
рина цуга волн (светового лазерного 
импульса) обратно пропорциональна его 
длительности.

Длительность цуга т называют также 
временем когерентности. С этим поня
тием тесно связано понятие длины коге
рентности /, которая определяется ра
венством

1 = ю ,  (11.48)
где с — скорость света. С понятием дли
ны когерентности связана предельно 
допустимая разность хода интерфери
рующих лучей. Для того чтобы интер
ференционная картина была контраст
ной, разность хода должна быть меньше 
длины когерентности. Пользуясь соот
ношениями (11.47) и (11.48), можно оце
нить длину когерентности, если извест
на полуширина линии Av. В качестве 
примера возьмем очень узкую линию 
естественного излучения кадмия X =
— 643,8 нм. Полуширина этой линии 

=  0,0013 нм, или в единицах частоты

Av =  ~A A  =  103 МГц.

Д*™, этого значения Av из формул
(11.47) и (11.48) имеем / s ;  0,3 м. В слу
чае лазерного излучения, согласно ска
занному ранее, полуширина линии может 
быть Av я= 102 Гц, что соответствует 
длине когерентности / =  3000 км.

Приведенная численная оценка свиде
тельствует о значительно большей ( ~  в 
10 раз) временной когерентности лазер
ного излучения по сравнению с естест
венным светом. Указанная оценка от
носится к излучению газовых лазеров.
В случае твердотельных лазеров длина 
когерентности имеет величину от 1 м 
(для лазера с модулированной доброт
ностью) до нескольких десятков метров.

Для характеристики лазерных систем 
часто пользуются такими понятиями, 
как квантовый выход и коэффициент 
полезного действия (к. п. д.) лазера. Вы
бор схемы уровней активного центра и 
метода накачки в существенной мере 
влияет на величину к. п. д. лазера.

Предположим, что активный центр 
описывается схемой из четырех уровней 
(рис. .3). На рисунке: 0 — основной 
уровень; /  и 2 —  соответственно нижний



и верхний рабочие уровни: 3  — уровень, 
заселяющийся под действием накачки. 
Допустим, что вся мощность накачки 
поглощается активными центрами. В 
этом идеальном случае к. п. д. лазера 
оказывается максимальным, он равен 
отношению энергии hv  высвечиваемого 
фотона к энергии W B03б, затраченной на 
возбуждение одного активного центра 
ц ' =  h v / W возб- Величину г)' называют 
квантовым выходом лазера. В действи
тельности не вся мощность накачки по
глощается активными центрами. Часть 
мощности рассеивается, а часть погло
щается неактивными частицами. Поэ
тому в выражении для к. п. д. лазера 
должен быть множитель, характеризую
щий долю мощности накачки, поглощае
мую активными центрами; обозначим 
эту долю через у. Кроме того, не 
все возбуждаемые активные центры по
падают на верхний рабочий уровень 2 ; 
часть из них перейдете уровня 3  на уро
вень 1 или уровень 0. В результате 
в выражении для к. п. д. лазера по
явится множитель, характеризующий 
долю поглощаемой активными центрами 
мощности накачки, затраченную на «по
лезное» возбуждение, т. е. на возбужде
ние тех активных центров, которые по
падают в итоге на уровень 2. Обозначим 
эту долю р. Наконец, не все активные 
центры, оказавшиеся на уровне 2, прой
дут через рабочий переход; часть из них 
перейдет с уровня 2  сразу на уровень 
0.  В результате выражение для к. п. д. 
лазера пополнится еще одним множи
телем — отношением числа активных 
центров, прошедших через рабочий 
переход, к числу активных центров, 
возбужденных на уровень 2. Обозначим 
это отношение через /. Таким образом, 
выражение для к. п. д. лазера имеет вид

Г] =  yfifhv/W возб-

При увеличении доли мощности накач
ки, поглощаемой активными центрами, 
увеличивается множитель у. Применяя 
активные среды, где маловероятны «пара
зитные» переходы типа 3 —у 0,  2 —v 1,
2  ->  0, можно увеличить множители (3 
и f. Обычно используется накачка, ха
рактеризуемая высокой селективностью, 
которая обуславливает заселение только 
уровня 3.

§ 11.2. КЛАССИФИКАЦИЯ ЛАЗЕРОВ

Традиционно лазеры классифицируют 
по типу активной среды, распределяя их 
по четырем основным группам: газовые, 
жидкостные, твердотельные, полупро
водниковые. Более точная классифика
ция должна учитывать еще и используе
мый метод накачки. В настоящее время 
наиболее широко используются следую
щие типы накачки: оптическая, с исполь
зованием самостоятельного электриче
ского разряда, электроионизационная, 
тепловая, химическая и рекомбинацион
ная.

Следует, однако, иметь в виду, что во
просы создания инверсии должны рас
сматриваться с учетом не только про
цессов возбуждения, но и процессов ре
лаксации (опустошения) энергетических 
уровней.

Заметим, что в некоторых типах лазе
ров избирательность релаксации рабо
чих уровней играет особо важную роль 
в создании инверсии. Так, например, в 
ионных лазерах принципиально важно 
относительно быстрое радиационное 
опустошение нижних рабочих уровней, 
в молекулярных и электроионизаци- 
онных важна релаксация нижних ра
бочих уровней за счет неупругих 
столкновений, а в газодинамических — 
за счет адиабатического расширения 
газа.

Следует также принимать во внимание 
режим генерации. Вопросы опустоше
ния уровней приобретают особую остро
ту в случае непрерывной генерации 
(стационарная генерация), тогда как в 
импульсных лазерах на первый план 
выдвигаются обычно вопросы, связан
ные с избирательностью заселения рабо
чих уровней.

При импульсной накачке, когда ин
версия реализуется лишь в течение не
которых промежутков времени, быстрое 
опустошение нижнего рабочего уровня 
может оказаться несущественным. Пред
положим, что при включении импульса 
возбуждения скорость заселения верх
него рабочего уровня оказывается выше 
скорости заселения нижнего уровня. В 
этом случае лазер может работать за счет 
инверсии, возникающей в начале им
пульса возбуждения.



Отсюда следует, что в режиме импульс
ной накачки возможно получение гене
рации в большем числе сред и наиболь
шем числе переходов в данной среде, не
жели при стационарной накачке. В част
ности, реализуется генерация на так 
называемых самоограниченных перехо
дах. Самоограниченными переходами 
называют переходы, где верхним ра
бочим уровнем служит первый резо
нансный уровень активного центра, а 
нижним является метастабильный уро
вень.

Отношение скоростей заселения рабо
чих уровней в случае самоограничен
ных переходов особенно благоприятно, 
причем именно вследствие метастабиль
ности нижнего рабочего уровня. Дело 
в том, что эффективные сечения возбуж
дения электронами по оптически запре
щенным переходам, как правило, много 
меньше, чем по разрешенным. В резуль
тате вероятность электронного возбуж
дения первого резонансного (верхнего 
рабочего) уровня оказывается сущест
венно более высокой, чем вероятность 
возбуждения метастабильного (нижнего 
рабочего) уровня. Именно поэтому ла
зеры, работающие на основе самоогра
ниченных переходов, отличаются весь
ма высокими значениями коэффициента 
Усиления. Благодаря этому обстоятель
ству указанные лазеры могут работать 
в режиме сверхсветимости, т. е. без 
использования зеркал резонатора или 
же с одним зеркалом.

Импульсная накачка позволяет реали
зовать импульсные режимы генерации. 
При этом удается осуществить исключи
тельно сильную концентрацию во време
ни и пространстве излучаемой световой 
энергии. Так, например, реализованы 
режимы генерации мощных сверхкорот
ких световых импульсов длительностью 
10 Ю' 12 с и пиковой мощностью до 
Ю12 Вт.

В практике применения лазеров 
импульсные режимы генерации встреча
ются заметно чаще, чем непрерывные. 
Твердотельные и жидкостные лазеры 
работают обычно в импульсных режи
мах; при этом используется как импульс
ная, так и непрерывная накачка. Непре
рывная генерация характерна для га
зовых лазеров, однако и тут наблюдается

повышение интереса к импульсной гене
рации.

В заключение отметим весьма эффек
тивный механизм опустошения нижнего 
рабочего уровня, основанный на исполь
зовании в качестве активных центров 
так называемых разлетных молекул. 
Разлетная молекула — это молекула, 
основное состояние которой является не
устойчивым. Такая молекула может су
ществовать лишь в электронно-возбуж
денных состояниях. При переходе из 
электронно-возбужденного состояния 
в основное она диссоциирует (происхо
дит разлет молекулы на атомы).

Известно, что атомы инертных газов 
не образуют молекул. Для создания мо
лекул Аг2, Кг2, Хе2, которые сущест
вуют только в возбужденных состоя
ниях, необходимо затратить энергию.

Активная среда на разлетных молеку
лах — это среда с постоянно пустующим 
нижним рабочим уровнем. Генерация на 
переходах из устойчивого электронно
возбужденного в неустойчивое основное 
состояние реализована на молекулах 
инертных газов и галогенидах инертных 
газов (так называемые эксимерные ла
зеры). Использовались молекулы Кг2, 
Хе2, XeF, XeCl, KrF, ArF и др. Экси
мерные лазеры интересны, в частности, 
тем, что позволяют получать генерацию 
в ультрафиолетовой области спектра. 
Например, в лазере на молекулах ArCl 
наблюдалась генерация на X =  0,175 мкм, 
а в лазере на Аг2 — на X — 0,126 мкм.

11.2.1. Оптическая накачка.
Твердотельные лазеры

Оптическая накачка предполагает 
возбуждение активных центров при по
глощении активной средой излучения от 
некоторого специального источника све
та. Метод оптической накачки широко 
применяется в различных типах твердо
тельных и жидкостных лазеров. Он ис
пользуется также в газовых лазерах.

Различают некогерентную и когерент
ную оптические накачки. При некогерент
ной накачке используется некогерент
ное накачивающее излучение; его ис
точником могут служить газоразрядные 
импульсные лампы, лампы непрерывного 
горения (газоразрядные и накалива



ния), искровые разрядники, пламя и 
т. д. При когерентной накачке источ
ником накачивающего излучения служит 
вспомогательный лазер.

Для повышения эффективности опти
ческой накачки стараются использовать 
в качестве «уровня возбуждения» доста
точно широкую энергетическую полосу 
или группу уровней и обеспечить при 
этом соответствие полосы перехода в ка
нале возбуждения максимуму в спектре 
излучения лампы накачки. Применяют 
также метод сенсибилизации, заключа
ющийся в добавлении в матрицу наряду 
с основными (генерирующими) ионами 
ионов другого типа — ионов-сенсиби
лизаторов, которые могут достаточно эф
фективно поглощать излучение накач
ки и затем передавать поглощенную 
энергию основным ионам-активаторам.

Лазер на рубине. Впервые лазерная 
генерация была осуществлена на руби
не. Благодаря большой механической 
прочности и теплопроводности кристал
лов рубина, возможности выращивания 
кристаллов высокого оптического ка
чества лазеры на рубине до сих пор ши
роко используются на практике.

Рубин —окись алюминия А120 3 (матри
ца) с примесью ионов Сг3+ (активные цент
ры). В лазерах обычно используют розо
вый рубин с содержанием хрома 0,05 %.

На рис. 11.10 показана схема уровней 
иона хрома в рубине. В процессе накач
ки возбуждаются состояния 4F1 и iF2. 
Каждое из них изображено на рисунке 
в виде некоторой энергетической поло
сы, что связано с «размытием» соответ
ствующих энергетических состояний 
(следствие малости времени жизни ак
тивных центров в указанных состояни
ях). Активные центры быстро пере
ходят из состояний 4FX и 4F 2 на два 
близко расположенных метастабильных 
уровня, обозначаемых как 2А  и Е  (рас
стояние между уровнями составляет 
29 см-1)*. Эти уровни играют роль 
верхних рабочих уровней. При пере
ходе из состояний 4/г1 и *F2 на верхние 
рабочие уровни ионы хрома передают

* Приведенные обозначения термов для 
иона Сг3+ в рубине получены на основании  
классификации электронных состояний иона 
в кристаллическом поле определенной симмет
рии.

{/Я,тм~г

часть своей энергии кристаллической 
решетке (неоптические переходы пока
заны на рисунке волнистыми стрелка
ми). Нижний рабочий уровень обозна
чен как М 2; он является также основ
ным уровнем (нижний рабочий уровень 
состоит из двух подуровней с расстоя
ниями между ними 0,39 см-1). Из рисун
ка видно, что лазер на рубине может 
быть описан трехуровневой рабочей 
схемой. На рис. 11.11, а представлен 
спектр поглощения рубина для случаев, 
когда излучение накачки распростра
няется параллельно (кривая 1) и пер
пендикулярно (кривая 2) оптической оси 
кристалла. В спектре поглощения наблю
даются две широкие линии с максимума
ми при 0,41 мкм и 0,55 мкм, отвечающие 
возбужденным состояниям i F1 и 4F2 
соответственно. Штриховой линией по
казан спектр излучения источника на
качки — ртутной лампы, откуда видно, 
что спектр поглощения рубина и излу
чение ртутной лампы сильно перекры
ваются, что обеспечивает высокую се
лективность возбуждения и увеличивает 
долю полезно расходуемой мощности 
излучения накачки.

На рис. 11.11, б  приведен спектр лю
минесценции ионов хрома в рубине. 
В спектре наблюдаются две линии 
0,6943 мкм (#! — линия, соответствую
щая переходу £ - > М 2) и 0,6929 мкм 
(£>2 _  линия, соответствующая пере
ходу 2А -> М 2).
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Лазер на иттрий-алюминиевом грана
те с неодимом. Одним из наиболее ши
роко используемых в настоящее время 
твердотельных лазеров является лазер, 
в котором матрицей служит иттрий- 
алюминиевый гранат Y3A150 12, а ак
тиватором — ионы Nd3+.

Этот кристалл (обычно его обознача
ют НАГ : Nds+) имеет сравнительно низ

кий порог возбуждения и высокую тепло
проводность, что позволяет реализовать 
генерацию при большой частоте следова
ния импульсов, а также генерацию в не
прерывном режиме. К. п. д. лазера до
стигает нескольких процентов. Основные 
переходы иона неодима в гранате пред
ставлены на рис. 11. 12. Здесь показаны 
в виде «энергетических полос» уровни 
иона Nd3+. Каждой полосе соответствует 
группа относительно узких энергетиче
ских уровней, возникших в результате 
расщепления данного уровня в электри
ческом поле кристаллической решетки 
граната.

В процессе накачки ионы Nd3+ пере
ходят из основного состояния, соответ
ствующего уровню 4/ 9/2, в три группы 
состояний А, Б,  В  (см. рис. 11.12). 
Этим трем группам состояний отвечают 
три полосы в спектре поглощения, пред
ставленном на рис. 11.13, а. Тонкая 
структура полос отражает эффект штар- 
ковского расщепления уровней. яв
ляется верхним рабочим «уровнем». Ионы 
неодима излучают кванты света, переходя 
с этого «уровня» на уровни 4/ 9/2, 4/ 11/2, 
4/ i3/2, 4/ i 5/2- Основная доля энергии (60%) 
излучается в переходе *F3/2- + 4 n /2. На 
рис. 11.13, б представлен спектр лю
минесценции для перехода 4£ 3/2 -> 4/ и/2, 
который состоит из 7 линий, наиболее 
интенсивные из них 1,0615 и 1,0642 мкм.

При упрощенном рассмотрении лазера



И А Г :Ш 3+ можно пользоваться 4-уров
невой рабочей схемой. Основной «уро
вень»— 4/9/2) нижний рабочий «уровень»— 
Чп/ 2 , верхний — *F3/2, «уровни» возбуж
дения— 4F7/2 и 4^ 5/2- Заметим, что для 
свободного иона переходы F /  запре
щены в дипольном приближении, по
скольку при таких переходах орбиталь
ное квантовое число иона неодима изме
няется на 3; следовательно, состояния, 
соответствующие F-термам, являются ме- 
тастабильными.

Для накачки лазеров ИАГ : Nd3+ час
то применяются криптоновые лампы. 
В отдельных случаях в решетку грана
та вводят сенсибилизатор — ионы хро
ма — и используют ксеноновые лампы. 
Хром в гранате имеет две широкие по
лосы поглощения (при длинах волн 
0 ,43  и 0 ,59  мкм), хорошо согласующиеся 
со спектром излучения ксеноновых ламп. 
Возбужденные ионы хрома передают 
энергию возбуждения активным цент
рам — ионам неодима. Относительно 
большое время передачи энергии от 
хрома к неодиму (около 6 мс) позволяет 
использовать такой метод повышения 
эффективности накачки лишь в режиме 
непрерывной генерации.

11.2.2. Лазеры 
на органических красителях

Оптическая накачка используется так
же для возбуждения жидкостных лазе
ров. Наиболее широкое распространение 
получили лазеры на жидких растворах 
органических красителей. Кроме того, 
в качестве жидких активных сред ис
пользуют жидкости, активированные 
ионами редкоземельных элеменов (на
пример, Eu3+, Nd3+). Различают два 
типа таких жидкостей — металлоор
ганические (хелатные) и неорганические 
(апротонные).

В настоящее время лазерная генера
ция получена более чем на 200 различ
ных красителях. Общий диапазон длин 
волн, генерируемых различными краси
телями, 0,3— 1,3 мкм. Существенно, что 
ширина полосы люминесценции у кра
сителей достаточно велика — она имеет 
порядок 0,1 мкм. Ширина же генерируе
мой линии может быть порядка всего 
лишь 10~4 мкм и даже меньше. Положе-

Рис. 11.14

ние генерируемой лазером длины волны 
в пределах ширины полосы люмине
сценции можно плавно варьировать, т.е. 
можно осуществлять в пределах при
мерно до 0,1 мкм плавную перестройку 
длины волны генерации. При этом может 
быть использована зависимость положе
ния линии генерации красителя от кон
центрации молекул красителя в рас
творе, температуры раствора, коэффи
циентов отражения зеркал резонатора. 
Чаще всего для перестройки длины вол
ны генерации применяют селективный 
резонатор, т. е. резонатор, внутри кото
рого наряду с активной средой на
ходится спектрально-селективный эле
мент (дисперсионная призма, дифрак
ционная решетка, интерферометр Фаб
ри — Перо). На рис. 11.14 изображен 
лазер на красителе с плавной пере
стройкой длины волны генерации при 
помощи дисперсионной призмы. Здесь
4 — кювета с красителем, 3  — накачи
вающее излучение (от вспомогательного 
лазера), 6  — выходное излучение, 5 — 
выходное зеркало резонатора, 2  — приз
ма, 1 — поворачивающееся относитель
но призмы отражающее зеркало.

Для возбуждения красителя чаще 
всего применяют когерентную накачку 
излучением твердотельных лазеров 
(ИАГ : Nd3+, стекло с неодимом, ру
бин), работающих в импульсном ре
жиме. К. п. д. лазеров на красителях 
достигает десятков процентов. Для эта- 
нольного раствора родамина 6 G при 
накачке второй гармоникой лазера на 
стекле с неодимом был реализован 
к. п. д., равный 75 %.

Наряду с импульсной применяют так
же непрерывную когерентную накач
ку. Для этого обычно используют арго
новый лазер. Применяется также неко- 
геретная оптическая накачка лазеров 
на красителях — при помощи, например, 
трубчатых и коаксиальных импульсных 
ламп. Лазеры с ламповой накачкой име
ют к. п. д. порядка 1 %.



При рассмотрении механизма созда
ния инверсии в лазере на красителе 
пользуются предельно упрощенной, в оп
ределенном смысле условной рабочей 
схемой, отражающей лишь некоторые 
принципиальные стороны картины 
квантовых переходов в молекуле краси
теля. Эта схема дана на рис. 11.15. Здесь 
колебательные уровни показаны тол
стыми, а вращательные — тонкими го
ризонтальными прямыми. Колебатель
но-вращательные состояния сгруппиро
ваны около электронных состояний, ко
торые на рисунке обозначены как S0, 

^ 2> Т ъ Т 2. Состояние S 0 — основ
ное. При возбуждении происходит пе
реход одного из электронов молекулы 
в возбужденное состояние. Если спин 
этого электрона остается антипараллель- 
ным спину остальной части молекулы, то 
говорят о синглетных электронных со
стояниях (50, S u  5 2). Если же при воз
буждении спин электрона переворачи
вается и оказывается параллельным 
спину остальной части молекулы, то го
ворят о триплетных электронных со
стояниях (Тъ Т 2). Синглет-триплетные 
переходы менее вероятные, нежели син- 
глет-синглетные или триплет-триплет- 
ные переходы. На рис. 11.15 переходы 
показаны стрелками: прямые стрелки 
обозначают оптические переходы (жир
ная стрелка — лазерный переход), а 
волнистые — неоптические переходы.

Оптическая накачка переводит моле
кулу из электронного состояния S 0 
в состояние S x. Возбужденная моле

кула быстро (за время порядка 10-11 с) 
безызлучательно релаксирует на ниж
ний колебательный уровень состояния 
Sj, отдавая избыток энергии раствори
телю. Далее молекула может совершать 
либо излучательный переход (лазерный), 
либо один из следующих: переход 5, ->•

S 2, связанный с дополнительным по
глощением излучения накачки; безызлу- 
чательный переход Sx ->  S 0 (внутренняя 
конверсия); безызлучательный переход 
5] 7 \ (синглет-триплетная конвер
сия). Синглет-триплетная конверсия мо
жет приводить затем к дополнительному 
поглощению излучения накачки на пе
реходе Т j Т 2. Наряду с последним 
переходом возможны также безызлуча
тельный и излучательный переходы 
T’i -^ S q . С точки зрения создания ин
версии важен учет всех указанных пере
ходов. Переходы S x —»- S.z приводят к до
полнительному расходованию энергии 
накачки. Безызлучательный переход 
Si  -> S 0, а также переходы -v  Тг -*• 
->- S0 уменьшают число молекул, вы
свечивающихся в рабочем переходе.

11.2.3. Накачка с использованием 
самостоятельного 

электрического разряда 
в разреженных газах

Для возбуждения газовых лазеров 
широко применяется метод накачки, 
использующий самостоятельный элект
рический разряд в активной среде. Та
кие лазеры принято называть газораз
рядными.

Различают три типа газоразрядных 
лазеров: генерирующие на переходах 
между уровнями ионов — ионные ла
зеры (длина волны генерации от 0 ,3  
до 1 мкм); генерирующие на переходах 
между уровнями нейтральных атомов; 
(Я, генерации от 0,4 до 100 мкм и больше); 
генерирующие на переходах между уров
нями молекул — молекулярные лазе
ры. Последний тип лазеров имеет наи
более широкий диапазон длин волн 
генерации. Молекулярные лазеры, рабо
тающие на переходах между вращатель
ными уровнями одного и того же элек
тронного и колебательного состояния, 
генерируют в области от 10 до несколь
ких сотен микрометров. Молекулярные



Рис. 11.16

лазеры, работающие на переходах между 
колебательными уровнями одного и того 
же электронного состояния, генерируют, 
в основном, в диапазоне 5—50 мкм. В 
случае генерации на электронных пере
ходах молекулярные лазеры дают дли
ну волны излучения от 0 ,2  до 1 мкм.

Аргоновый лазер. В качестве примера 
рассмотрим лазер, генерирующий на пе
реходах Ar II (Аг+). На рис. 11.16 пока
заны основные переходы иона Аг+, иг
рающие роль в создании инверсии в ар
гоновом лазере; штриховые стрелки — 
переходы, связанные с электронным воз
буждением, непрерывные — оптические 
переходы. На рисунке изображены 5 
групп состояний, каждое из которых 
характеризуется определенной элект
ронной конфигурацией, а именно: 
3/?44s, ЗрЧр,  3р*3р (3р ъ), 3p43d, 3p4d .  
Группа состояний с электронной конфи
гурацией 3 p 4 s  соответствует нижнему 
рабочему «уровню» (4s-уровень). Группа 
состояний с конфигурацией ЗрЧр  соот
ветствует верхнему рабочему «уровню» 
(4/?-уровень). Группа состояний с кон
фигурацией Зр^Зр соответствует основ
ному «уровню» (3 /7-уровень). Термин 
«уровень» употребляется здесь в ка
вычках, так как каждой электронной 
конфигурации отвечают несколько энер
гетических уровней иона.

На рабочем переходе 4р  -> 4s излу
чаются 8 линий. Наиболее интенсивны
ми являются голубая линия с длиной вол

ны 0,488 мкм и зеленая — 0,515 мкм. 
Верхний рабочий «уровень» возбуждает
ся за счет нескольких процессов: а) пе
рехода Зр Ad -> 4р,  б) перехода 3р  ->

3d Ар-, в) перехода Зр -v  Ар (соот
ветственно каскадное, ступенчатое и 
прямое электронное возбуждения). Ин
версия возникает за счет того, что 
нижние рабочие состояния релаксируют 
значительно быстрее, чем верхние. Ре
лаксация рабочих уровней происходит 
главным образом за счет спонтанного 
испускания. При этом существенно, 
что переход Ар Зр запрещен в диполь- 
ном приближении и что рабочие уровни 
расположены достаточно высоко по от
ношению к основному состоянию. Таким 
образом, в аргоновом лазере инверсия 
возникает не за счет преимущественного 
заселения верхних рабочих состояний, 
а за счет преимущественного опустоше
ния нижних рабочих состояний.

Лазер на гелий-неоне. Лазер на ге
лий-неоне явился исторически первым 
газовым лазером. Генерация происходит 
на переходах между уровнями нейт
ральных атомов неона. Наряду с неоном 
в состав активной газовой среды входит 
буферный газ — гелий. Давление газо
вой смеси имеет порядок 1 мм рт. ст., 
причем парциальное давление гелия 
примерно в 5— 10 раз выше давления 
неона.

На рис. 11.17 показаны основные пере
ходы в активной среде гелий-неонового 
лазера. Здесь штриховые стрелки —
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переходы, связанные с электронным 
возбуждением или девозбуждением, не
прерывные — оптические переходы, пун
ктирная стрелка — переход, связан
ный с пристеночным девозбуждением, 
полукруглые стрелки — резонансная пе
редача энергии возбуждения от атомов 
гелия к атомам неона. Изображенные на 
рисунке энергетические полосы для ато
ма неона соответствуют, как и в случае 
аргонового лазера, определенным элек
тронным конфигурациям и, следователь
но, состоят из нескольких уровней. На 
рисунке использованы обозначения элек
тронных конфигураций (обозначения по 
Пашену): ls-полоса соответствует кон
фигурации 2pb3s, 25-полоса ■— конфигу
рации 2p5is ,  Зя-полоса — конфигурации 
2p55s, 2/7-полоса — конфигурации 2ръ3р,  
3/?-полоса — конфигурации 2рЧр,  Все 
s-полосы состоят из четырех уровней, 
а /7-полосы — из десяти. Роль верхних 
рабочих уровней играют полосы 3s и 
2s, а нижних — полосы 2р  и 3р.  Основ
ные рабочие переходы 3s 3р  (3,39  мкм), 
2 s - у 2р  (1,15 мкм), 3s—>-2/7 (0,6328 мкм— 
красная линия). Инверсия в гелий-нео
новом лазере возникает за счет того, что 
скорость заселения верхних рабочих 
уровней значительно выше заселения 
нижних. Решающим фактором явля
ется при этом резонансная передача 
энергии от гелия к неону. Столкновение 
атома неона с атомом гелия, находящим
ся на уровне 215 0, может привести к воз
буждению одного из уровней атома неона 
в 35-полосе; столкновение с атомом ге

лия в состоянии 235 х может привести 
к возбуждению уровня атома неона в 
25-полосе. Релаксация нижних рабочих 
уровней (полосы 2р и 3р) происходит за 
счет спонтанного испускания — с пе
реходом атомов неона в полосу Is. Спон- 
тайные переходы в полосу Is с верхних 
рабочих уровней (полосы 3s и 2s) за
прещены в дипольном приближении. 
Релаксация уровней в Is-полосе проис
ходит за счет процессов электронного 
девозбуждения, а также за счет столкно
вений атомов неона со стенками трубки. 
Последние процессы весьма существен
ны; не случайно мощность генерации ла
зера на гелий-неоне обратно пропорцио
нальна диаметру газоразрядной трубки.

Лазер на парах меди. В качестве еще 
одного примера газоразрядного лазера 
на атомных переходах остановимся на 
лазере на парах меди. Он интересен, в 
частности, тем,что относится к типу ла
зеров, генерирующих на самоограничен- 
ных переходах. Для образования паров 
меди и для создания инверсии исполь
зуется импульсный разряд.

Схема уровней атома меди показана 
на рис. 11.18. Штриховые стрелки — 
переходы, связанные с электронным воз
буждением; непрерывные — оптические 
переходы, на которых наблюдается ла
зерная генерация (0,51 и 0,58 мкм). Вер
хний рабочий уровень (атомные уровни 
гР ц <1 и 2Р 3/2 конфигурации 3dl04p) есть 
первый резонансный уровень атома 
меди. Нижние рабочие уровни 2£>3/2 и 
2A v 2> им соответствует конфигурация 
3d94s2,— метастабильные; переходы меж
ду этими уровнями и основным уровнем 
2S1/2 оптически запрещены. Напомним, 
что вероятность электронного возбуж
дения по оптически запрещенным пере
ходам много меньше, чем по разрешен
ным. Поэтому электроны газоразрядной 
плазмы будут весьма эффективно возбуж
дать верхние рабочие состояния меди, 
практически не возбуждая при этом 
нижние. В результате на этапе началь
ного развития импульса возбуждения 
возникает сильно выраженная инвер
сия на рабочем переходе.

Молекулярный лазер на двуокиси уг
лерода (С02-лазер). Молекулярные ла
зеры на двуокиси углерода позволяют 
получать высокие мощности в непрерыв-



ном режиме (до 10 кВт и выше), они ха
р а к т е р и зу ю т с я  исключительно высоким 
значением к. п. д. (до 40 %). Активная 
среда С 02-лазера — смесь нескольких 
компонентов: двуокиси углерода, моле
кулярного азота и различных добавок 
(гелий, пары воды и др.). Активные цент
ры — молекулы С 02, излучающие на 
переходах между колебательными уров
нями основного электронного состояния. 
Азот играет роль буферного газа, моле
кулы которого резонансно передают энер
гию возбуждения молекулам С 02. Для 
возбуждения С 02-лазеров обычно приме
няют тлеющий разряд; используется так
же импульсный разряд. Молекула С 02, 
как известно, характеризуется тремя 
типами колебаний: симметричными (ох, 
деформационными со2 и антисимметрич
ными (о3. Обозначим колебательные со
стояния молекулы С 0 2 набором трех ко
лебательных квантовых чисел v2, v3. 
Эти числа равны кратности возбуждения 
соответственно симметричных, деформа
ционных и антисимметричных колебаний 
молекулы С 02.

Механизм возникновения инверсии в 
С 02-лазере поясняет рис. 11.19, где 
показаны уровни молекулы С 02, отве
чающие трем типам колебаний, а также 
первый возбужденный колебательный 
уровень молекулы азота. Верхним рабо
чим уровнем является уровень (001), 
нижним — уровни (020) и (100). На пе
реходе (001) ->  (100) генерируется излу
чение с длиной волны 10,4 мкм, а на пе
реходе (001) (020) — с длиной вол
ны 9,4 мкм. Возбуждение уровня (001) 
происходит за счет неупругих столкно
вений молекулы С 0 2 с электронами (эле
ктронное возбуждение) и с возбужден
ными молекулами N 2 (резонансная пере
дача энергии). Последние возбуждаются 
в столкновениях с электронами.

Релаксация уровней (020) и (100) 
происходит в основном за счет резонанс
ной передачи энергии невозбужденным 
молекулам С 0 2 — с накоплением моле
кул С 0 2 в состоянии (010) (см. переходы, 
обозначенные на рис. 11.19, буквой г)

С 0 2(020) +  С 0 2(000) ->  2С02(010),

С 0 2(100) +  С 0 2(000) -> 2С02(010). 

Релаксация уровня (010) — наиболее

Рис. 11.19

слабое место системы. Основной меха
низм релаксации этого уровня — газо
кинетический механизм передачи энер
гии молекулам Н 20  или атомам Не (см. 
переход, обозначенный на рис. 11.19 
буквой g). Таким образом, неупругие 
столкновения молекул С 0 2 (010) со спе
циально вводимыми в газовую смесь 
добавками играют важную роль в со
здании инверсии.

Рассмотренные ОКТ характеризуются, 
как известно, остронаправленным пуч
ком когерентного излучения. Острая 
направленность пучка, обусловленная 
наличием резонатора, широко исполь
зуется для решения ряда практических 
и теоретических задач. Между тем, в 
отдельных случаях желательно иметь 
источник когерентного монохроматиче
ского излучения, равномерно расходя
щегося в радиальных направлениях от 
оси прибора или по всем направлениям 
внутри сферы, центром которой является 
центр активной среды. Так, в последнее 
время был создан новый лазер на моле
кулах красителя — «плоский» или «гало»-’ 
лазер.

«Гало»-лазер представляет собой уста
новленный на плоской кварцевой плас
тине стеклянный цилиндр с частично 
прозрачными внутренними стенками, на
полненный красителем и освещаемый 
снизу светом от лазера накачки (530 нм). 
«Гало» излучается тонким придонным 
слоем раствора красителя, возбужден
ного светом накачки в плоскости этого 
слоя. Таким образом, такой «гало»-лазер 
дает двумерное, в форме диска (отсюда 
и название),равномерно расходящееся в



радиальных направлениях от оси при
бора когерентное монохроматическое из
лучение. Длина волны «гало»-излучения 
зависит от вида красителя. Излучение 
возникает, когда мощность накачки пре
вышает некоторое пороговое значение, 
зависящее от диаметра цилиндра и кон
центрации красителя; порог умень
шается с уменьшением диаметра и уве
личением концентрации.

Излучение накачки состоит из цепочки 
(протяженностью ~ 1  мкс) импульсов 
длительностью от 15 пс до 25 нс каждый 
с пиковой мощностью ~  450 кВт. В свою 
очередь «гало»-излучение возникает так
же в виде последовательности импуль
сов с длительностью от 1,5 до 4 нс и мощ
ностью 100 кВт. Когда краситель возбуж
дается одиночными импульсами накачки, 
то генерация исчезает и наблюдается 
лишь «гало»-сверхизлучение (т. е. коге
рентно усиленное спонтанное излуче
ние) с теми же пространственными пара
метрами, что и у лазерного «гало», но 
большей длительности и спектральной 
ширины.

Предполагается, что такой лазер мо
жет стать основой для системы оптиче
ской связи одновременно между несколь
кими объектами, расположенными в одной 
плоскости. В литературе имеются сведе
ния о возможности создания сферического 
лазера (лазер-«лампа»), излучающий ко-
1 ерентный монохроматический свет рав
номерно по всем направлениям,внутри 
сферы, центр которой совпадает с цент
ром активной среды.

В заключение отметим, что в настоя
щее время разработан и используется, 
кроме ранее рассмотренных, еще ряд 
различных методов накачки лазерных 
систем. Все они имеют определенную 
специфику и являются полезными при 
получении генерации на определенных 
длинах волн. Речь идет, например,
о газовых лазерах с широкополосной оп
тической накачкой, у которых газовые 
активные среды характеризуются узки-
То-б линиями поглощения — шириной
10 мкм и менее (лазеры на парах це
зия).

Интересные результаты получены на 
газовых лазерах высокого давления, ис
пользующих электроионизационный ме
тод накачки. Достаточно сказать, что

электроионизационный СО-лазер ха
рактеризуется высоким к. п. д. — до 
50 %. Практически важные параметры 
получены на газодинамических лазерах.  
Например, существующие газодинами
ческие С 02-лазеры дают рекордную мощ
ность излучения, достигающую в не
прерывном режиме 100 кВт. К сожале
нию, к. п. д. газодинамических лазеров 
невысок — он не превышает 1 %. Неосла
бевающий интерес к химическим лазе
рам объясняется как практической важ
ностью эффективного прямого преобра
зования химической энергии в световую, 
так и возможностью использования этих 
лазеров для изучения химических про
цессов и кинетики реакций.

В настоящее время активно исследу
ются вопросы теории и практической 
реализации лазеров на рекомбинирую
щей плазме. Эти лазеры называют плаз
менными или рекомбинационными. Им
пульсные плазменные лазеры созданы, 
в частности, на ионизированных парах 
щелочноземельных металов. В качестве 
примера^ отметим плазменный лазер на 
стронций-гелии, генерирующий на пере
ходах между уровнями ионов Sr+. Ос
новными линиями генерации являются 
линии 0,416 мкм и 0,413 мкм.

Достаточно широкое применение по
лучили лазеры, у которых в качестве 
активной среды используя полупро
водниковые материалы. В таких систе» 
мах используется инжекция носителей 
тока через р —я-переход в полупровод
никах. Этот способ позволяет непосред
ственно превращать электрический ток 
в когерентное излучение с высоким к.п.д. 
Такого типа оптический квантовый ге
нератор построен на арсениде галлия 
л см о ’ К0Т0Рый генерирует в области 

’ мкм- Генерация излучения наблю
далась и на других1 Полупроводниковых 
материалах, например в InAs — на дли
не волны 3,100 мкм, в InP — на длине 
волны 0,910 мкм, в InSb — на длине 
волны 5,200 мкм.

Заметим, что в полупроводниковых ге
нераторах кроме инжекционного мето
да накачки используют и другие, на
пример, оптическую накачку и ударную 
ионизацию. Последний метод был ис
пользован на образцах ZnTe и C-aAs 
с примесью марганца.



§ 11.3. ПРИМЕНЕНИЕ ОПТИЧЕСКИХ 
КВАНТОВЫХ ГЕНЕРАТОРОВ

Использование лазеров как источни
ков света дало возможность достичь 
излучательной мощности на единицу 
частоты, единичный телесный угол и на 
единицу площади на много порядков 
больше мощности существующих теп
ловых источников. В связи с этим были 
обнаружены различные так называемые 
нелинейные эффекты, которые ранее 
не наблюдались. Вместе с тем, эти не
линейные эффекты не были для ученых 
полной неожиданностью. Академик 
С. И. Вавилов — один из наиболее вы
дающихся советских физиков — уже в 
1944 г. отмечал, что реальная оптика 
вещества нелинейна. В своей известной 
книге «Микроструктура света» он писал, 
что нелинейность в поглощающей среде 
должна наблюдаться не только в абсорб
ции. Последняя связана с дисперсией, 
поэтому скорость распространения света 
в среде, вообще говоря, также долж
на зависеть от световой мощности. По 
той же причине, в общем случае, должна 
наблюдаться зависимость от световой 
мощности, т. е. нарушение суперпози
ции и в других оптических свойствах сре
ды — в двойном преломлении, дихроиз
ме, вращательной способности и т. д.

Первые опыты, в которых было обна
ружено уменьшение коэффициента по
глощения при высокой плотности мощ
ности светового излучения, были прове
дены С. И. Вавиловым (совместно с 
В. Л . Левшиным) в 1925 г. При достиг
нутых в то время плотностях мощности 
величина обнаруженного эффекта со
ставила всего 1,5 %. В настоящее время 
эффект просветления поглощающей сре
ды широко используется для модуля
ции добротности резонатора лазера и ге
нерации «гигантских» импульсов.

С точки зрения классической теории 
нелинейные эффекты обусловлены не
линейными характеристиками диэлек
триков в достаточно сильных полях. Для 
сравнительно слабых полей справедли
вым является соотношение

Р  == г 0а Е ,  (11.49)

где а  — диэлектрическая восприимчи
вость; Р  — наведенная электрическая

поляризация; Е —  напряженность элек
трического поля. В сильных полях соот
ношение (11.49) становится непра
вильным, так как величина а  оказыва
ется зависимой от Е.  Нелинейные свой
ства среды можно описать, если разло
жить Р  в ряд по степеням Е.  Соответст
вующее выражение будет иметь вид

Р  =  е0 {а  Е  +  а  х£ 2 +  а гЕ 3 + • • . ) •  (11-50)

Для изотропной среды а — скалярная ве
личина; в общем случае, когда необхо
димо учитывать анизотропию среды, а  
является тензором второго ранга. Ве
личины ^  и а ,  в общем случае явля
ются также соответственно тензорами 
третьего и четвертого рангов. Первый 
член выражения (11.50) характеризует 
обычные линейные эффекты, а второй 
и третий ответственны за нелинейные 
эффекты второго и третьего порядков.
К ним относятся такие процессы, как 
двухфотонное поглощение, генерация 
гармоник, вынужденное комбинацион
ное рассеяние и др. — эти эффекты ис
следуются в нелинейной оптике.

Процессы второго и третьего порядков 
наблюдаются лишь под влиянием очень 
сильных полей. Вероятность процессов 
второго порядка так относится к вероят
ности процессов первого порядка, как 
(Е/Еа) \  где Е а ~  1010 В/м — электри
ческое поле внутри атома. Подобные ве
личины электрических полей, как мы 
уже знаем, могут быть созданы с по
мощью ОКГ. Фокусировка луча, соот
ветствующего гигантскому импульсу 
лазера, дает возможность достичь на
пряженности порядка 107— Ю10 В/м.

С точки зрения квантовой теории в 
процессах первого порядка принимает 
участие один фотон. В таких явлениях 
может поглощаться (или излучаться) 
один фотон при переходе системы из од
ного энергетического состояния в дру
гое. В процессах второго порядка пере
ходы происходят с одновременным учас
тием двух фотонов.

Например, во время двухфотонного 
поглощения система из начального со
стояния 1 переходит в конечное состоя
ние 2 через промежуточное «виртуаль
ное» состояние, которое на рис. 11.20 
обозначено пунктиром.
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Рис. 11.20

Правила отбора для одноквантового 
перехода и двухквантового различны. 
В случае одноквантового электрического 
дипольного перехода разрешенный пе
реход возможен между состояниями раз
личной четности. В случае двухкванто
вого перехода разрешенный переход 
возможен между состояниями одинако
вой четности. Экспериментально двух
фотонное поглощение наблюдалось, на
пример, в парах цезия. Излучение руби
нового лазера обуславливало переход 
6 5 1/2 -v  92D 3/2. Энергетическое расстоя
ние между этими уровнями в два раза 
больше энергии фотона рубинового ла
зера и составляет около 5,6- 10-19Дж. 
В дипольном приближении однокванто
вый переход между указанными уров
нями запрещен.

11.3.1. Вынужденное 
комбинационное рассеяние

К процессам второго порядка отно
сится явление вынужденного комбина
ционного рассеяния (ВКР). Этот про
цесс (рис. 11.21) состоит из одновремен
ного поглощения фотона hvp и излучения 
фотона h \ a при условии, что

vp- v a ^ v 21 =  (W2~ W 1)/h.
Схема экспериментальной установки, 

с помощью которой можно наблюдать 
явление В К Р ,  представлена на рис. 
11.22, а. Свет от лазера /  с модулиро
ванной добротностью, который дает мощ
ное излучение, фокусируется на кювете
I I  с исследуемой жидкостью (исследуе-

з --------------------
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мыми веществами могут быть жидкости, 
газы, кристаллы и даже порошки). Под 
действием светового потока большой ин
тенсивности возникает вынужденное ком
бинационное рассеяние, которое отли
чается от спонтанного комбинационного 
рассеяния: 1) оно возникает только при 
интенсивности возбужденного пучка, 
превышающей некоторую пороговую ве
личину; 2) компоненты выходного излу
чения весьма монохроматичны, особен
но если спектр падающего лазерного из
лучения содержит одну частоту: 3) эф
фективность преобразования частоты v 
в частоту va достигает очень высоких 
значений — порядка 10— 20 % при до
статочно высоких входных мощностях.

Стоксовы компоненты излучаются в 
основном в направлении возбуждающего 
излучения. Антистоксовы компоненты 
излучаются не в направлении возбуж
дающего излучения, а под некоторым 
углом к нему, по поверхности конуса, 
осью которого является возбуждающий 
пучок. Эти две особенности углового 
распределения показаны на рис. 11.22 ,а. 
Характерно, что интенсивность антисток
совых линий в спектре ВКР приблизи
тельно равна интенсивности стоксовых 
линий (рис. 11.22 , б).

Качественно генерацию стоксовой и 
антистоксовой линий ВКР можно объяс
нить, исходя из представления о моду
ляции падающей световой волны коге
рентными колебаниями молекул. Коли
чественные оценки показывают, что под



действием светового импульса рубино
вого лазера с плотностью мощности 
10 МВт/см2 может возникать растяже
ние или сжатие связей в молекулах. При 
этом относительное изменение длин свя
зей может достигать величин порядка 
Ю"4 от их равновесного значения. Ко
лебания молекул совершаются синхрон
но. Вследствие этого в рассеивающем 
объекте возникают упругие волны с час
тотой, которая равна собственной час
тоте v21 колебаний молекулы. Это при
водит к пространственным изменениям 
диэлектрической проницаемости. Чере
дование сжатий и растяжений в упру
гой волне соответствует изменениям 
диэлектрической постоянной. Такие 
чередования образуют пространствен
ную фазовую решетку.

На фазовой решетке возникает рассея
ние света. Поскольку изменение диэ
лектрической проницаемости зависит 
от времени, то и амплитуда рассеянной 
волны будет зависеть от времени. Рас
сеянную световую волну с амплитудой,

. которая изменяется по синусоидальному 
закону, можно представить в виде двух 
волн с частотами vp =£ v21. Действитель
но, можно записать рассеянную волну 

с изменяющейся амплитудой в виде

Е =  Е 0 cos ш21/ [cos ((Opt — k px ) \ , (11.51)

где со21 =  2 nv21, (Op =  2 n v p, kp — 2n/Kp• 
Выражение (11.51) можем записать 

еще и так:
Е =  112Е 0 cos [2л (vp — v21) t — k px] +

- f  1/.2E 0 cos [2я (vp +  v21) — k px ] . ( 11.52)

Таким образом, получим стоксову (v„—
— v21) и антистоксову (vp +  v21) компо
ненты комбинационного рассеяния. Рас
сматривая каждуя из этих компонент 
как возбуждающее излучение, согласно 
(11.52) получим компоненты v p +  m v 21, 
где т — 1, 2 , 3 . . .  .

11.3.2. Генерация гармоник

Еще один нелинейный процесс — ге
нерация второй гармоники — показан 
на рис. 11.23. Фотоны с энергией /ivx 
поглощаются за счет даухфотонных пере
ходов, тогда как фотон с энергией h \ 2 — 
=  2h \ i  излучается во время третьего

------------ 3

V, V2-2V,

V,

Рис. 11.23

однофо’гонного перехода. Ранее при ана
лизе двухфотонного поглощения было 
показано, что такой процесс возможен 
между состояниями с одинаковой чет
ностью. Следовательно, основное со
стояние 1 и «виртуальное» состояние 2 
(рис. 11.23) должны иметь одинаковую 
четность, если рассматривать этот про
цесс как двухфотонное поглощение. С 
другой стороны, эти же состояния долж
ны иметь разную четность, чтобы был 
возможен однофотонный переход с из
лучением фотона hv2. Эти два требова
ния, которые являются взаимоисклю
чающими, одновременно можно удовлет
ворить лишь тогда, когда к рассматри
ваемым уровням понятие четности не
применимо. Это возможно в системах, 
у которых нет центра инверсии, в част
ности, в кристаллах, решетки которых 
не имеют центра инверсии, а также в 
системах, к которым приложено внеш
нее электрическое поле, которое нару
шает симметрию системы относительно 
операции инверсии.

Еще одно условие, необходимое для 
генерации второй гармоники, состоит 
в том, что кристалл должен быть про
зрачным как для основной частоты, так 
и для частоты второй гармоники. С точ
ки зрения классической теории процесс 
генерации второй гармоники можно 
объяснить следующим образом. Для 
плоской световой волны, которая па
дает от квантового генератора, запишем 
следующее выражение:

Е  =  Е 0 ехр [/ (м^ — к гх)].

В соответствии с (11.50) эта волна воз
буждает в кристалле волну поляриза
ции. Поскольку напряженность поля 
в луче лазера очень велика, то необхо
димо учитывать нелинейность характе
ристик диэлектрика. Наличие нелиней
ности приводит к тому, что волна поля-



ризации оказывается ангармоничной. 
Второй член выражения (11.50) имеет 
вид

Результат сложения всех колебаний по
лучим, интегрируя выражение (11.56)

a i^o ехр [г (2со^ — 2k1x)]. (11.53) Е 20 exp ( ia>2t) J  ex p i ^ ( n 2 — n ^ d x  =

Итак, волна поляризации включает в 
себя гармонику с частотой 20^. Эта 
волна поляризации излучает электро
магнитную волну с частотой v2 =  2v1. 
Иными словами, слой диэлектрика, че
рез который проходит луч лазера, мож
но рассматривать как совокупность вто
ричных источников, излучающих свет 
с частотой v2 =  2vx, причем между ис
точниками, расположенными на перед
ней грани кристалла (х =  0) и в его 
глубине на расстоянии х  от грани по 
ходу луча, существует разность фаз

Дф! =  2&1х =  Апх/Х^ (11.54)

где — длина волны с частотой 
в диэлектрике. Между волнами с часто
той v2, которые излучаются источни
ками, расположенными на передней гра
ни кристалла и в его глубине на рас
стоянии х от грани, также существует 
некоторая разность фаз Аф. Она зависит 
от расстояния л: и от разности фаз ис
точников (11.54). Учитывая эти обстоя
тельства, выражение для Лер запишем 
в виде

Аф =  2ях/Х2 — 4 nx/Xlt

где Я2 — длина волны света с частотой 
v2 =  2vx в диэлектрике. Если щ  и п 2—  
показатели преломления для волн и 
К ,  то К  — Ъ/2п2, /-! =  У п ъ где Я/2  и 
^ длины волн света с частотами v2 
и Vj в вакууме. Учитывая значение Л2 
и Я1( для Аф получим

4 л х
Аф = т -(п2 — п1). (11.55)

На выходе из диэлектрика, в котором 
луч проходит путь х0, электромагнит
ные колебания от его разных слоев 
складываются со сдвигом фаз, зависимым 
от х (11.55). Амплитуда колебаний будет 
пропорциональна Е 20 (см. 11.53), час
тота колебаний — v2, сдвиг фаз Аф.

С точностью до постоянной каждое 
колебание, которое пришло от слоя dx, 
можем записать в виде

=  £ о * о ^ р ехр[г(со2* +  0)], (11.57)

л 2т1Хп . .где 0 =  -j;-" (п2 — пх).

Из последнего уравнения следует, что 
амплитуда второй гармоники периоди
чески изменяется при сравнительно ма
лых изменениях х0. Действительно, ам
плитуда второй гармоники А определя
ется множителем при экспоненте в вы
ражении (11.57)

А =  E 20x0 sin 0/0. (11.58)

Интенсивность (мощность) второй гармо
ники зависит от квадрата амплитуды

А 2 =  Е \х \  sin2 0/02. (11.59)

Анализ функции sin20/02 показывает, что 
она имеет максимум при выполнении 
условия 0 = 0 , откуда вытекает

п2 =  пи  (11.60)

или условия 0  =  я | ,  откуда получим

где m — нечетное число. Соотношения 
(11.60) и (11.61) представляют собой ус
ловия согласованности фаз при генера
ции второй гармоники. В большинстве 
случаев п 2 Ф п х и условие (11.61) может 
быть выполнено путем изменения на
клона кристалла относительно луча.' 
Условие (11.60) выполняется в одноос
ных кристаллах, у которых двойное лу
чепреломление больше величины дис
персии. В одноосном кристалле выби
рают такое направление, при котором 
п 2 — Щ- При этом плоскости поляриза
ции для соответствующих лучей взаим
но перпендикулярны.

11.3.3. Самофокусировка 
излучения

К нелинейным эффектам относятся 
и явления самофокусировки или само  ̂
канализации лазерного луча. Схема-



тически эффект самофокусирования пред
ставлен на рис. 11.24. Пучок света 1 от 
лазера попадает в среду 2. Сначала пучок 
при определенных условиях самофоку- 
сируется, а затем распространяется в 
виде нити диаметром 2— 100 мкм. Ины
ми словами, влияние среды на пучок ла
зерного света приводит к уменьшению 
его поперечного сечения. Это явление 
связано с тем, что в условиях сильных 
полей, которыми характеризуются ла
зеры, показатель преломления оказы
вается зависимым от напряженности по
ля Е.  Эта зависимость имеет вид

я =  п0 +  пгЕ \  (11-62)

Она обусловлена действием нескольких 
эффектов, в частности, эффекта Керра 
в переменном поле пучка лазера. Вслед
ствие этого происходит переориентация 
анизотропных молекул, поэтому показа
тель преломления п при действии силь
ного поля отличается от показателя п0 
для слабых полей. Аналогичным обра
зом влияет электрострикционный эф
фект, вследствие которого в поле ̂ возни
кают изменения макроскопической плот
ности вещества. Кроме того, при силь
ных полях электронная поляризуемость 
молекул будет нелинейной.

Эффект Керра проявляется в основном 
в жидкостях. В твердых телах преобла
дающим является электрострикционный 
эффект. Действие указанных эффектов 
приводит к увеличению п в областях 
большой интенсивности пучка. В этих 
областях фронт волны будет отставать от 
фронта волн в областях с меньшей ин
тенсивностью света. Искривление фрон
та и соответствующее изменение направ
ления распространения лучей и приво
дит к самофокусировке пучка лучей. 
Фокусирование обуславливает увеличе
ние интенсивности света и возрастание 
п в соответствии с (11.62). За пределами 
пучка показатель преломления заметно 
меньше, что создает условия для пол
ного внутреннего отражения на гра
нице пучка. Последнее и обуславливает 
его самоканализацию.

Экспериментально явление самофоку
сировки наблюдалось при исследовании 
вынужденного комбинационного рассея- 
ни я . Формирование светового шнура
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малого сечения приводит к возникнове
нию ВКР при энергиях заметно ниже
пороговой.

11.3.4. Голография

Голография — метод когерентной оп
тики, основанный на использовании из
лучения лазеров.

Высокая пространственно-временная- 
когерентность излучения лазеров сделала 
их незаменимыми источниками света 
в голографии. Метод голографии, от
крытый в 1947 г., получил значительное 
развитие в связи с открытием лазеров. 
Подобно фотографии, голография дает 
возможность фиксировать на фотоплас
тинке или другом фоточувствительном 
слое информацию о совокупности пред
метов. Однако голографический метод 
отличается от фотографического спосо
бом записывания информации на фото
пластинку, количеством этой информа
ции, способом восстановления изобра
жения.

Обычно описывают поле световой вол
ны в некоторой плоскости (х, у) при 
помощи комплексной скалярной функ
ции
Е ( х ,  у,  t) =  E 0(x, у,  / ) ехр [t-ф(дс, у ,  О]-

В амплитуде Е 0 (х, у,  i) содержится ам
плитудная, а в фазе г|з (х, у, t) — фазо
вая информация, переносимая световой 
волной через плоскость (х, у). Напом
ним, что форма волнового фронта опре
деляется фазой г|> (х, у,  t). Например, в 
случае плоской волны, распространяю
щейся вдоль оси г, функция г|э не зави
сит от координат х, у. Для получения 
оптического изображения объекта поме
щают в плоскости (х, у) некоторый фото
детектор (фоточувствительный слой) и 
облучают его световой волной, отра
женной от объекта или прошедшей 
сквозь него. Световая волна, попадаю
щая, например, на фотопластинку, со
держит как амплитудную,.так и фазовую-
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информацию. На фотопластинке фикси
руется интенсивность волны

1 =  ЕЕ* =  Е \ { х ,  у ,  t )  ~  е \  (х , у)

(если /  зависит только от пространствен
ных координат, то предполагается, что 
усреднение по времени экспозиции уже 
выполнено). Таким образом, регистри
руется только амплитудная информа
ция. Тем не менее современная оптика 
утверждает, что если световая волна 
обладает достаточно высокой когерент
ностью, то можно записать на фото
пластинке как амплитудную, так и фа
зовую информацию, применив метод го
лографии, впервые предложенный Га
бором.

В основе метода голографии лежит 
интерференционный принцип. В ре
зультате  ̂ интерференции исследуемой 
(объектной) волны со вспомогательной 
(опорной) возникает результирующая 
волна, амплитуда которой содержит 
информацию как об амплитуде, так и 
о фазе объектной волны. Когерентность 
световых волн требуется для создания 
интерференционной картины в плоскос
ти с}ютопластинки.

Рассмотрим пример (рис. 11.25, а): 
объектная волна 1 есть сферическая 
волна от точечного объекта (на рисун
ке показаны два луча — под углами 
Pi и Р2), опорная волна 2  — плоская 
волна, падающая нормально к поверх
ности фотопластинки 3.

В общем случае опорная волна может 
падать наклонно и не быть плоской.
В результате интерференции указанных 
волн на поверхности фотопластинки бу
дет наблюдаться тонкая система интер
ференционных полос; эта система полос

фиксируется, после чего фотопластинка 
превращается в голограмму рассматри
ваемого здесь точечного объекта. За
метим, что расстояние между соседни
ми темными полосами на голограмме 
равно A,/sin р, где (3 — угол, под кото
рым падает волна на данный участок 
голограммы, X — длина волны объект
ной и опорной (тонкость интерферен
ционной картины требует применения 
фотоматериалов с высоким разрешением 
порядка 103 мм-1 и выше).

Информация об объекте хранится в 
виде интерференционной картины, за
фиксированной на голограмме. Чтобы 
восстановить эту информацию, необхо
димо осветить голограмму опорной вол
ной (рис. 11.25, б). При этом возникнут 
две дифрагированные волны (голограм
ма играет роль своеобразной дифрак
ционной решетки), причем в каждой 
точке голограммы угол дифракции будет 
равен тому углу р, под которым в эту 
точку падал при записи голограммы 
объектный луч. Из рис. 11.25, б видно, 
что одна дифрагированная волна фор
мирует мнимое изображение объекта 4, 
а другая — действительное изображе
ние 5. Заметим, что дифрагированная 
волна, формирующая мнимое изобра
жение, является исходной объектной 
волной, восстановленной с голограммы.

В методе голографии информация пе
редается по «цепочке»: объект —*■ свето
вая волна объекта — фотопластинка 
(голограмма) -> световая волна объек
та -> глаз. Таким образом, в глаз на
блюдателя приходит световая волна фа
ктически от самого объекта; это означа
ет, что на голограмме удается зафикси
ровать всю информацию, содержащуюся 
в объектной волне.

Рассмотрим используемую на стадии 
записи голограммы (рис. 11.26, а) ин
терференцию в плоскости(х , у) объектной 
волны Е0 (х, у)  ехр [п(> (х, у ,  t) и опор
ной волны ехр \ikysin р). Последняя 
выбрана плоской, падающей на голо
грамму под углом р, ее амплитуда при
нята равной единице. На фотопластинке 
фиксируется интенсивность
/  (х, у ) — \ Е 0 exp(nf>) +  ехр ( iky  sin Р) |2=  

=  1 +  +  £о ехр (й|э — iky  sin Р) -j- 
- f  Е 0 ехр (— п|з -f- iky  sin Р).



Пусть на стадии считывания (восста
новления.) через голограмму проходит 
волна ехр (iky sin (5) (рис. 11.26, б). 
Непосредственно за голограммой поле 
волны описывается функцией Е' (х, у ) =
— I (х, у) ехр (iky sin Р). Учитывая 
предыдущее уравнение, получим

Е' (х, у )  =  ( 1 -h Е%) ехр ( i ky  sin &) +
4 - £ 0ехР (г,Ф) +  Е„ехр (—гг|) +  2 ik y sm  Р).
Второе слагаемое в правой части по
следнего уравнения — восстановленная 
объектная волна, дающая мнимое изо
бражение; третье слагаемое — волна, 
дающая искаженное действительное 
изображение. Искаженность изображе
ния заключается в его псевдоскопич- 
ности, оно как бы «вывернуто наизнан
ку» — точки объекта, расположенные 
дальше от наблюдателя, представляются 
ему находящимися ближе. Для получе
ния неискаженного действительного 
изображения необходимо восстанавли
вать голограмму волной ехр (—i%sinP), 
т. е. волной, направленной навстречу 
начальной опорной волне (рис. 11.26, в). 
В этом случае световое поле за голограм
мой имеет вид

Е'  =  (1 +  Е \ )  ехр (— iky  sin Р) +
+  Е 0 ехр (гг]: — 2iky  sin Р) +  Z^exp (—1-,Ф)

Таким образом, возможны две схемы 
восстановления: в схеме на рис. 11.26,6 
получают неискаженное мнимое, а в схе
ме на рис. 11.26, « — неискаженное 
действительное изображение объекта.

До сих пор предполагалось, что фото
детектор, используемый для записи го
лограммы, представляет собой двумер
ную среду. Это справедливо до тех пор, 
пока толщина светочувствительного 
слоя сравнима с расстоянием между со
седними интерференционными поло
сами. Если же толщина слоя много боль
ше, то проявляются специфические свой
ства фотодетектора как трехмерной сре
ды. В связи с этим различают обычную, 
или двумерную голографию (плоские 
голограммы), и трехмерную гологра
фию (объемные голограммы). Метод 
трехмерной голографии предложен Де- 
нисюком.

Если в область пересечения объект
ного и опорного световых пучков внести
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светочувствительную плоскость, то на* 
ней будет зафиксирована система ин
терференционных полос; если же в ука
занную область внести светочувствитель
ный объем, то в нем будет зафиксирова
на система интерференционных поверх
ностей. В первом случае имеем плоскую 
голограмму, а во втором — объемную. 
Система интерференционных поверхно
стей объемной голограммы способна от
ражать световые пучки, что и наблю
дается на стадии считывания голограм
мы. Пучки, отраженные от этих поверх
ностей, будут усиливать друг друга- 
лишь при условии синфазности. Отсюда 
следует, что объемная голограмма прояв
ляет избирательность по отношению к 
длине волны считывающего светового 
пучка: условие синфазности выполня-' 
ется лишь для той длины волны, которая 
использовалась на стадии записи голо
граммы. Следовательно, возможно вос
становление объемной голограммы в бе
лом свете — голограмма сама «выберет» 
из сплошного спектра ту длину волны, 
которая сможет восстановить записан
ное изображение. Если на стадии записи 
использовалось несколько определенных 
длин волн, то при считывании голограм
мы в белом свете в восстановленном 
изображении будут присутствовать со
ответствующие длины волн; это дает 
возможность получать цветные изобра
жения.

Методы голографии быстро развива
ются и сейчас их широко используют



в научных исследованиях. Так, гологра
фическими методами исследуются раз
личные деформации и неоднородности, 
создан метод голографической спектро
скопии.

* * *

Лазеры используются в дальномерах 
локаторах, следящих системах и систе
мах связи. Для успешного использова
ния ОКГ в этих системах необходимо 
применять модуляцию лазерного излу
чения. Модулировать излучение ОКГ 
можно с помощью изменения его ампли
туды, фазы, частоты или поляризации.

Среди амплитудных методов модуля
ции широко используют модуляцию по 
уровню накачки, модуляцию добротнос
ти резонатора, интерференционную мо
дуляцию с использовани ем эффектов 
Керра (квадратичный оптический эф
фект) и Поккельса (линейный электро- 
оптический эффект, который наблюда
ется в кристаллах, не имеющих центра 
инверсии). Частотная модуляция может 
происходить с помощью использования 
эффектов Штарка и Зеемана.

Используется модуляция различного 
характера. Например, в дальномерах 
применяют как импульсную, так и си
нусоидальную модуляцию. В системах 
связи модуляция может быть без под- 
несущей и с поднесущей частотами. 
В первом случае луч лазера модулирует
ся непосредственно сигналом, который 
несет информацию. Во втором случае сиг
нал, несущий информацию, модулирует 
колебания СВЧ, которые затем исполь
зуются для модуляции оптического из
лучения. Этот способ дает возможность 
полнее использовать преимущества оп
тических систем связи. Такая система 
модуляции расширяет полосу передачи 
частот до десятков гигагерц и больше. 
Если считать ширину полосы 5 • 109 Гц, 
то этого будет достаточно для обеспече
ния 106 одновременных телефонных раз
говоров, так как передача одного раз

говора может быть обеспечена полосой 
ширины 5 кГц.

Использовать ОКГ для локации целе
сообразно по ряду причин. Острона
правленное излучение лазера дает воз
можность значительно повысить разре
шающую способность по углам. Теоре
тическая разрешающая способность по 
углам у оптических локаторов в 1010 
раз больше, чем у локаторов СВЧ-диа- 
пазона. Лазерные локаторы практически 
мало подвержены влиянию искусственных 
помех. Они могут работать непосредст
венно вблизи друг друга и не создавать 
взаимных помех. Положительной ха
рактеристикой их является малая масса 
и габариты.

Основным недостатком лазерных ло
каторов является большое затухание 
излучения в неустойчивую погоду (ту
ман, дождь, снег).

Параллельно с разработкой методов 
модуляции излучения ведутся исследо
вания по созданию методов управления 
направлением распространения луча. 
Такие системы называют дефлекторами.  
Их применяют в локации, вычислитель
ной технике. Одно из возможных приме
нений дефлектора — замена электрон
ного луча в телевидении световым лучом.

Широко используется лазерное излу
чение для обработки материалов. С по
мощью сфокусированного излучения 
сваривают различные материалы и про
изводят их микрообработку. Таким спосо
бом обрабатывают различные материа
лы, в частности, биологического проис
хождения.

Высокая монохроматичность лазер
ного излучения дает возможность исполь
зовать его для создания эталонов длины 
и частоты, а также как источник для 
спектроскопических исследований с боль
шой разрешающей способностью. При
менение лазеров как источников света в 
интерференционных исследованиях зна
чительно повышает их точность. Боль
шая интенсивность излучения дает воз
можность вести исследования по рассея
нию света на свете.



■ ПРИЛОЖЕНИЕ

Люминесценция.
Основные закономерности

Термин люминесценция происходит от ла
тинского Lumen (Lum enis) — свет. Явление лю
минесценции заключается в свечении вещества 
под действием какого-либо источника энергии, 
воздействующего на данное вещество. Такой 
источник называют источником возбуждения  
люминесценции.

Принято классифицировать люминесценцию  
по типу возбуждения, что имеет большое прак
тическое значение. В частности, катодолюми- 
несценция, рентгенолюминесценция и ионолю- 
минесценция возникают при облучении веществ 
катодными, рентгеновскими и ионными пуч
ками соответственно. Свечение, появляющееся 
при химических реакциях, называется хемилю- 
минесценцией. Если химические реакции, вызы
вающие свечение, протекают в биологических 
объектах, то свечение называют биолюминес
ценцией. Электролюминесценция возбуж дается  
электрическими сигналами, триболюминесцен- 
ция возникает при растирании или раздавлива
нии некоторых кристаллов. Один из важных ви
дов люминесценции — фотолюминесценция — 
возбуж дается потоками световых квантов.

Люминесценция отличается от других типов 
свечения, например, от теплового излучения, 
рэлеевского и комбинационного рассеяния. Лю 
минесценцией называют излучение света телами, 
избыточное над тепловым при той ж е темпе
ратуре и имеющее длительность, значительно 
превышающую период колебаний световых 
волн.

. По характеру физических процессов, проис
ходящих в люминесцирующем веществе, удобно  
выделить внутрицентровую и рекомбинацион
ную люминесценцию. П од центром люминесцен
ции понимают обычно такое образование из 
атомов или ионов, которое характеризуется опре
деленным набором электронных энергетических 
состояний. Роль центра люминесценции могут 
играть отдельные атомы, ионы, молекулы и бо
лее сложные их ассоциаты типа комплексов или 
кластеров. Электронные переходы меж ду энер
гетическими состояниями центра люминесценции 
обусловливают поглощение возбуждаю щ его из
лучения и испускание люминесцентного излуче
ния. В случае внутрицентровой люминесценции 
акт поглощения возбуждаю щ его кванта света и 
испускание люминесцентного излучения проис
ходят в одном и том ж е центре люминесценции.

В случае рекомбинационной люминесценции 
в процессе возбуждения могут появляться элек
троны и ионизованные центры люминесценции. 
Люминесценция возникает за счет последующей 
их рекомбинации. В результате такого процесса 
пространственно разделенные центры люмине
сценции «обмениваются» электронами.

В исследование закономерностей явления 
люминесценции большой вклад внесли советские 
ученые С. И. Вавилов и В. Л. Левшин.

Энергетический 
и квантовый выходы люминесценции

Понятие выхода люминесценции впервые 
было введено С. И. Вавиловым. Выход люми
несценции определяет эффективность преобра
зования возбуж даю щ его излучения в люминес
центное. Энергетический выход люминесценции 

определяется отношением излучаемой веществом 
энергии И7Л к поглощенной энергии возбуж де
ния W  п

Ч.Н =  ^л/^п- (»
П од квантовым выходом люминесценции по

нимают отношение числа квантов люминесцен
ции, излученных веществом к числу погло
щенных квантов возбуждаю щ его света N n

Чкв =  * л /* п -  (2)

Энергетический и квантовый выходы связаны 
простым соотношением. Поскольку №л =  h v nN n 

и W n = h v nN n, то

Ч эн  =  Ч кв V V  (3)

где Ул и v n — средние значения частот квантов 
люминесцентного и поглощенного излучений 
соответственно.

Для определения Т1энит1кв по формулам (1) 
и (2) необходимо измерить абсолютные значе
ния величин, входящих в правые части формул 
(1) и (2 ). В связи с этим часто и riKB опре
деляемые по формулам (1) и (2 ), называют 
абсолютным энергетическим и квантовым выхо
дами соответственно. Их экспериментальное 
определение представляет трудную задачу. 
Наиболее точные первые измерения вы
полнил С. И. Вавилов. Он установил, что в



пределах полосы поглощения энергетический 
выход люминесценции растет пропорционально 
длине волны возбуж даю щ его излучения. Из 
соотношения (3) следует, что при этом кван
товый выход остается постоянным. С. И. Вави
лов сформулировал закон, согласно которому 
люминесценция может сохранять постоянный 
квантовый выход, если возбуж даю щ ая волна 
преобразуется в среднем в более длинную, чем 
она сама. Выход люминесценции резко умень
шается при обратном преобразовании длинных 
волн в короткие.

Значительный интерес представляет опре
деление не абсолютного выхода, а его относи
тельных изменений в зависимости от какого- 
либо физического параметра, например темпе
ратуры. Выход при этом измеряется с точно
стью до некоторой константы и называется от
носительным выходом.

Квантовый выход люминесценции зависит от 
соотношения вероятностей излучательных А и 
безызлучательных Q переходов

г!кв =  Л /(Л  +  <Э). (4)

В ряде случаев вероятность безызлучательных 
переходов зависит от температуры по закону

Q =  Q0 exp (—AW /kT) ,  (5)

гдеДЦ 7— энергетический барьер, через который 
осуществляются безызлучательные переходы. 
Формула (4) с учетом (5) приобретает вид

т1кв =  4 / H  +  Q0 ex p (— ДЦ7/ЙГ)! (6)

и называется формулой Мотта. Исследования 
зависимости квантового выхода от температуры 
позволяют определить величину энергетического 
барьера для безызлучательных переходов по 
графику

1п (пГв1 ~  1) =  In (Qo/Л ) -  A W / k T .

Законы затухания люминесценции

Если люминесцирующее вещество облучать 
потоком возбуж даю щ его излучения постоянной 
интенсивности, то мощность люминесценции бу
дет иметь также постоянное значение. Мгно
венное прекращение возбуждения приведет к 
затуханию люминесценции. Затухание люминес
ценции длится некоторое время, которое часто 
называют временем послесвечения. Это время 
варьируется в широких пределах в зависимости 
от конкретного вещества — от 10 “9 с для мно
гих красителей типа родамина и флуоресцеина 
до нескольких суток для некоторых кристалло- 
фосфоров.

Кристаллофосфорами (или люминофорами) 
называют обычно кристаллические вещества 
способные люминесцировать под действием воз
буждения. Они часто представляют собой син
тетические кристаллические вещества, в кото
рые специально введены примеси —- активаторы.

Д ля внутрицентровой люминесценции харак
терен экспоненциальный закон затухания люми
несценции

Величина т характеризует длительность после
свечения и равна среднему времени жизни цент
ра люминесценции в возбужденном состоянии. 
Оно зависит от вероятностей излучательных 
и безызлучательных переходов

т = 1  /(Л  +  Q). (8)

Из выражений (4) и (8) следует, что г)кв и т  
связаны соотношением

г)кв =  Ат.

Когда возбуж денное состояние центра люми
несценции имеет сложную структуру, закон  
затухания люминесценции принимает более 
сложный вид и может быть представлен фор
мулой

7л =  S  (aifri) exp {— t/Xi). (9)
i

Закон затухания рекомбинационной люми
несценции часто соответствует эмпирической 
формуле

/ = / „ / (  (Ю)

где 1 <  а  <  2. Эту формулу называют иногда 
формулой Беккереля. Особенность закона зату
хания (10) состоит в том, что скорость падения 
интенсивности люминесценции уменьшается с воз
растанием/. Действительно, интервал времени At,  
в течение которого интенсивность люминесценции 
упадет вдвое, определяется, согласно (10), из 
выражения

At  — (1 /а  + 1) (21/а — I). (П )

В то ж е время, в случае экспоненциального за
кона затухания (7) для уменьшения интенсив
ности люминесценции вдвое требуется интервал 
времени Д  ̂=  т 1 п 2 , который в отличии от (II)  
не зависит от t.

Закономерности 
в спектрах поглощения 

и люминесценции
Многие закономерности в спектрах погло

щения и люминесценции могут быть объяснены  
в рамках модели, применимой к таким люми- 
несцирующим объектам, как растворы краси
телей и некоторые кристаллофосфоры. Рас
смотрим наиболее важные процессы в центре 
люминесценции, имеющем два электронных 
состояния —  основное и возбуж денное. К аж 
дому из электронных состояний соответствует  
большое количество колебательных состояний. 
У сложных центров люминесценции число коле
бательных степеней свободы весьма велико, так 
что колебательные уровни в энергетической 
шкале расположены весьма плотно. При фикси
рованной температуре центры люминесценции, 
находящиеся в основном электронном состоя
нии, заполняют колебательные уровни в соот
ветствии с распределением Больцмана. Таким 
образом, имеется равновесное распределение 
центров люминесценции по колебательным уров
ням основного электронного состояния.

За счет поглощения квантов возбуж даю щ его  
излучения центры люминесценции переходят на 
колебательные уровни возбуж денного электрон-



кого состояния. Обычно при таком переходе 
заполняются высокие колебательные уровни 
возбужденного электронного состояния, что 
соответствует высокой температуре центра лю
минесценции. По этой причине после поглоще
ния кванта света центр люминесценции отдает  
избыточную колебательную энергию окруж е
нию т. е. происходит колебательная релакса
ция центров люминесценции, находящихся в 
возбужденном электронном состоянии. Процесс 

колебательной релаксации совершается за  время 
- К Г 11 с, которое соизмеримо с периодом ко
лебаний <— 10-12 с). Время колебательной релак
сации значительно меньше, чем время жизни 
центра в возбужденном состоянии. Это позво
ляет считать, что испускание люминесцентного 
излучения происходит после окончания процес
сов колебательной релаксации.

В связи с тем что и основному и воз
буж денному электронным состояниям соответ
ствуют довольно широкие (в шкале энергий) 
наборы колебательных уровней, переход в воз
буж денное электронное состояние может осу

ществляться за счет поглощения квантов различ
ной энергии. Этим объясняется большая шири
на полос поглощения и люминесценции у  рас
сматриваемых объектов. Существование про
цесса клебательной релаксации в возбуж ден
ном электронном состоянии приводит к тому, 
что распределение центров люминесценции по 
колебательным уровням возбужденного элек
тронного состояния не зависит от энергии по
глощенных квантов. Вследствие этого спектр 
люминесценции не зависит от энергии погло
щенных квантов возбуж даю щ его излучения. 
Установленную особенность спектра люминес
ценции часто называют законом независимости 
спектра люминесценции от длины волны воз
буж даю щ его света.

Люминесценция возникает за счет излуча- 
тельных переходов из возбужденного электрон
ного состояния в основное. Характерно, что и в 
этом случае переходы осуществляются в основ
ном на высокие колебательные уровни, но уж е  
основного электронного состояния. Сразу ж е  
после излучательного электронного перехода  
происходит колебательная релаксация центров, 
находящихся в основном электронном состоя
нии.

Таким образом, в процессе возбуждения и 
люминесценции можно выделить следующие 
этапы: поглощение возбуждаю щ его кванта, ко
лебательная релаксация в возбужденном элек
тронном состоянии, испускание кванта люми
несценции, колебательная релаксация в основ
ном электронном состоянии. Отсюда следует, 
что часть энергии возбуж даю щ его кванта пере
ходит в тепло вследствие процессов колебатель
ной релаксации в основном и возбужденном  
электронных состояниях. Этим объясняется тот 
факт, что спектр люминесценции сдвинут в 
длинноволновую сторону по отношению к спек
тру поглощения. Данный сдвиг часто называ
ют стоксовым сдвигом, а рассмотренную зако
номерность в относительном расположении 
спектров поглощения и люминесценции — зако
ном Стокса — Ломмеля.

При более детальном рассмотрении законо
мерностей, характеризующих спектры погло

щения и люминесценции, следует учитывать два 
обстоятельства: во-первых, статистический х а 
рактер процессов релаксации и, во-вторых, 
принципиальную возможность наблюдения в 
спектре поглощения переходов, которые попа
дают в спектральную область, соответствую
щую полосе люминесценции. Такие переходы  
принципиально возможны, что следует из 
соотношения (5.118), связывающего коэффи
циенты Эйнштейна для спонтанных и вынуж
денных переходов. Однако их интенсивность 
может быть весьма малой и даж е исчезающе 
малой, так как заселенность сравнительно вы
соких колебательных уровней основного элек
тронного состояния обычно мала.

У сложных молекул длинноволновый край 
полосы поглощения перекрывается с коротко
волновым краем спектра люминесценции, так 
что графики спектров поглощения и люминес
ценции пересекаются в точке, соответствующей 
частоте v0. Особенность расположения энергети
ческих уровней у многих сложных молекул та
кова, что спектры поглощения и люминесценции 
оказываются зеркально симметричными по от
ношению к их точке пересечения на частоте v 0. 
В этом заключается установленное В. Л. Лев- 
шиным правило зеркальной симметрии спектров 
поглощения и люминесценции. Отметим, что 
графики спектров поглощения и люминесценции 
должны быть построены в шкале частот с ис
пользованием единиц измерения k (v ) /v  и 
/  (v ) /v 4, где k (v) — коэффициент поглощения. 
/ л ( v ) — спектральная плотность энергии люми
несцентного излучения.

Ранее отмечалось, что для растворов слож 
ных молекул выполняется закон независимости 
спектра люминесценции от длины волны возбу
ждающего света. П оэтому весь спектр люминес
ценции может быть получен при использовании 
монохроматического возбуж даю щ его излучения. 
Выберем частоту возбуж даю щ его излучения v' 
несколько меньшую, чем v0. При этом получим 
весь спектр люминесценции, простирающийся 
в область частот v ' , v0 и v < v 0. Часть спектра лю
минесценции, расположенную в области vv", 
называют антистоксовой люминесценцией. С 
энергетической точки зрения появление анти
стоксовой люминесценции возможно за счет ча
стичного перехода колебательной энергии мо
лекул в энергию световых квантов люминесцент
ного излучения.

Поляризация люминесценции
Для изучения степени поляризации люмине

сценции часто используется схема, приведенная 
на рис. 7.9,о. При исследовании степени поляри
зации люминесценции веществ, находящихся в 
конденсированном состоянии, обычно В — О 
(рис. 7.9,а ) . Применительно к схеме, представ
ленной на рис. 7.9,а, степень поляризации лю
минесценции определяется из соотношения

р =  ( E l - E 2y) / ( El  +  E $ ,  (12)

где Е \  и  Е гц пропорциональны интенсивностям 
потоков люминесценции с соответствующей поля
ризацией.



Н еобходимо сделать некоторые замечания 
относительно соотношения (12). Световой по
ток люминесцентного излучения можно рас
сматривать независимо от процессов его воз
никновения и определять степень поляризации 
по общим правилам. В соответствии с приняты
ми соглашениями степень поляризации потока 
определяется соотношением типа (12), но ось 
г  должна быть направлена так, чтобы величина 
E z имела максимальное значение. Поэтому всегда 
будет р 0.

Тем не менее, при исследовании поляризации 
люминесценции пользуются соотношением (12) 
в соответствии с геометрией опыта (рис. 7.9,а).  
В зависимости от исследуемого вещества можно 
получить р > 0 ,  р =  0 и р < 0 .

Исследования степени поляризации люминес
ценции позволяют судить о типах элементар
ных излучателей, о характере процессов ре
лаксации и о взаимодействии центров люми
несценции с окружением. Основополагающие 
работы в этом направлении были выполнены 
С. И. Вавиловым, П. П. Феофиловым, В. Л. 
Левшиным и Ф. Перреном.

Рассмотрим в качестве примера один из 
важных частных случаев. Пусть условия экспе
римента соответствуют схеме на рис. 7.9,а. Б у
дем исходить из предположения, что центры

люминесценции можно рассматривать как сово
купность хаотически ориентированных непод
вижных диполей. Определим степень поляри
зации люминесценции в данном случае.

'Амплитуда колебаний диполей, образующих 
угол 0 с осью 2, будет равна га/1/2 cos 6, где 
а  — коэффициент пропорциональности, /  —  ин
тенсивность возбуждающего излучения. В ком
поненту Е г  люминесцентного излучения они дадут  
вклад a / '^ c o s 2 0, а в компоненту Е у  — 
a / 1/ 2 cos 0 s in  0 s in  ср, где cp — угол между  
осью х  и проекцией диполя на плоскость ху .  
Интенсивности Е г  и Е* найдем после интегриро
вания по телесному углу (dQ =  sin 0 dOd<p):

2Я Я

E \ =  \  \ cos4 в s ’n ® dQdy  — 4 я а 2/ /5 ,  
о о 

2л я
Е* =   ̂  ̂ a 2/  cos2 0 sin3 0 sin 2 ср dddip =

0 о
=  4 я а 2//1 5 .

Подставив значения Е 2г  и Е г в (12), найдем 
р =  1/2.
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