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В В Е Д Е Н И Е

Основные направления экономического и социального разви
тия СССР на 1986— 1990 годы и на период до 2000 года преду
сматривают всемерное ускорение научно-технического прогресса. 
При этом планируется поднять машиностроение, важной частью 
которого является  электромашиностроение, на качественно более 
е ы с о к и й  уровень. В двенадцатой пятилетке предполагается увели
чить вы пуск продукции электромашиностроения с темпом прироста 
в 1,3— 1,6 р аза  выше, чем по машиностроению в целом.

П остоянно увеличивается мощность электроэнергетических ус
тановок и услож няю тся системы электроснабжения. Мощность со
временных тепловы х электростанций достигает 4 млн. кВт, гидро
электростанций — 6 млн. кВт. Непрерывно повышается удельное 
использование материалов мощных синхронных машин. Мощность 
единичных агрегатов достигает 640 МВт в гидрогенераторостроении 
и 1200 МВт в турбогенераторостроении. Проектируются гидрогене
раторы мощностью 800— 1000 МВт и турбогенераторы мощностью 
2000 МВт.

При всяком  изменении напряжений, приложенных к обмоткам 
электрических машин, параметров контуров обмоток или при из
менении моментов на валу ротора возникают быстропротекающие 
переходные процессы, неизбежно сопутствующие эксплуатации 
электрических машин. Несмотря на ограниченность во времени, 
переходные процессы оказываю т значительное влияние на состоя
ние и работу электрических машин.

Переходные процессы, связанные с изменением токов в обмот
ках электрической машины при постоянной частоте вращения ро
тора, а такж е  при взаимно неподвижных обмотках, например в 
трансформаторах, называют электромагнитными переходными про
цессами. Электромагнитные переходные процессы имеют место, на
пример, при включении трансформатора в сеть, самовозбуждении 
генераторов постоянного или переменного тока.

Если переходные процессы в цепях обмоток электрической ма
шины сопровож даю тся изменениями частоты вращения ротора, то 
такие переходные процессы называют электромеханическими. Элек
тромеханические переходные процессы имеют место при пуске элек
трических двигателей, их реверсе или торможении и при различ
ного вида регулировании рабочего процесса: изменении частоты



вращения, сбросе или увеличении нагрузки. Электромеханическим 
I переходным процессам стали уделять особое вним ание в связи с 

развитием автоматизированного электропривода.
Ясное понимание физических явлений, имею щ их место при пе

реходных процессах электрических машин, ум ение давать количе
ственную оценку изменениям значений токов, нап ряж ений , момен
тов, прогноз поведения машины в таких реж имах, к а к  пуск, наброс 
и сброс нагрузки, работа при выпадении из синхронизм а, необхо
димы современным инженерам для осуществления рационального 
проектирования электрических машин, надежных в любом режиме 
работы и выдерживающих аварийные ситуации.

Электрические машины и трансформаторы имею т много общего. 
Общность заключается в том, что все они основаны на использова
нии закона электромагнитной индукции. Л ю бая электрическая 
машина и трансформатор м огут быть представлены  в виде сово
купности магнитосвязанных электрических контуров. Это позво
л яет  проводить математический анализ процессов в машине на базе 
теории обобщенной электрической машины. В развитие этой тео
рии большой вклад внесли советские ученые М. И. Алябьев, 
А. А. Горев, Л . Н. Грузов, Е . Я- Казовский, И. П . Копылов.

В большинстве задач анализа машин переменного тока уравне
ния имеют периодические коэффициенты. При аналитических ис
следованиях переходных процессов в машинах переменного тока 
ш ироко применяют методы замены переменных или методы преоб
разования координат. В результате преобразования из уравнений 
исключаются периодические коэффициенты, что сущ ественно упро
щ ает систему уравнений и ее решение. Заслуги советского ученого 
А. А. Горева в разработке теории преобразования уравнений ма
шин переменного тока отмечены тем, что преобразованны е уравне
ния синхронных машин называю т уравнениями П а р к а  — Горева.

Дифференциальные уравнения, описывающие электромеханиче
ские переходные процессы, как  правило, нелинейны, что сопряже
но с определенными трудностями при их решении. П рименение вы
числительных машин дает возможность без сущ ественных упроще
ний и допущений интегрировать нелинейные дифференциальные 
уравнения.

Авторы не ставили себе целью  осветить все возмож ны е переход
ные процессы каж дого типа электрических машин. Наибольшее 
внимание уделено принципам составления систем дифференциаль
ных или операторных уравнений, описывающих переходные про
цессы; методам упрощения исходных уравнений, выделению глав
ных явлений, определяющих поведение электрической машины в 
рассматриваемом режиме; преобразованию  полученны х уравнений 
к виду, удобному для решения; установлению начальны х условий 
и, наконец, решению систем уравнений.

Теория переходных процессов электрических маш ин в настоя
щее время разработана достаточно глубоко в трудах  советских уче
ных. Кроме отмеченных выше ученых большой в к л а д  в развитие 
теории внесли А. И. Важнов, И. А. Глебов, Д . А. Городский,
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А. Г. И осиф ьян, М. П. Костенко, Р. А. Лютер, Г. Н. Петров, 
И. М. П остников, И. И. Трещев и др. Исследованию переходных 
процессов посвящ ено большое количество работ зарубежных ав
торов, из которых отметим работы Б . Адкинса, Ч. К онкордиа, 
Г К рона, Т . Л ай б ля , Р. П арка, Р . Рихтера и Р. Рюденберга. В кни
ге использованы  не только труды названных авторов, но и многие 
другие, приведенные в списке литературы.

Работоспособность машин постоянного тока, в большинстве 
случаев работаю щ их в переходных режимах (частых пусков, ре
версов, торм ож ения, широкого регулирования частоты вращения), 
во многом определяется состоянием их коллекторно-щеточного 
узла. П оэтому при проектировании машин постоянного тока, осо
бенно маш ин больших мощностей, расчет процесса коммутации 
обязателен. В книге приведены нашедшие наибольшее признание 
аналитические методы исследования коммутации, разработанные 
в трудах советских ученых О. Г. Вегнера, М. Ф. Карасева и др.

Р азвитию  методов расчета электромагнитных полей и парамет
ров электрических машин большое внимание уделили в своих тру
дах Г. А. Гринберг, Я- Б. Д анилевич, В. В. Домбровский, К- С. Де- 
мирчян, А. В. Иванов-Смоленский, О. В. Тозони, а такж е зарубеж 
ные ученые К. Бинс, Г. Б ухгольц , П. Лауренсон, Д . Тегопулюс, 
М. Ш трафль.

М агнитное поле электрической машины трехмерное, перемен
ное во времени. Д ля  аналитического решения общая система урав
нений м агнитного поля слишком сложна. Поэтому при исследова
нии электрических машин, как  правило, единое магнитное поле 
машины разбивается условными границами на ряд локальных обла
стей (воздуш ного зазора, паза с обмоткой, торца статора или лобо
вых частей обмотки). М агнитное поле в каждой из областей рас
сматривается независимо. Если нельзя пренебречь нелинейностью 
сред, применяю тся численные методы решения уравнений магнит
ного поля, которые могут эффективно использоваться и для реше
ния линейны х задач в случаях, когда аналитические методы оказы
ваются слиш ком  сложными. Н а расчете магнитных полей базиру
ется определение параметров электромагнитных сил и потерь в 
электрически х машинах.



Раздел первый
ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ЭЛ ЕКТРИ ЧЕСКИ Х М АШ ИН

ГЛАВА 1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ

§ 1.1. Основные допущения, принимаемые при математическом
исследовании электрических машин

Явления, происходящие в электрических м аш инах при пере
ходных процессах, настолько сложны, что их математическое опи
сание и исследование без ряда упрощений практически невозмож
но. Сложность исследования обусловлена тем, что кривая намаг
ничивания нелинейна, параметры машины зави сят  от значения то
ков в обмотках, магнитодвижущие силы (МДС) обмоток распреде
лены в пространстве несинусоидально и изменяю тся в зависимости 
от режима работы машины. Учет этих слож ны х взаимодействий 
приводит к громоздким системам нелинейных уравнений и делает 
задачу аналитического исследования процессов в электрической 
машине практически неразрешимой. Поэтому при исследованиях 
задачи решаются с некоторыми приближениями путем выявления 
главных факторов и пренебрежения второстепенными. В настоя
щее время при исследовании переходных процессов делается ряд 
общепринятых допущений, которые позволяю т вместо реальной 
электрической машины рассматривать некоторую  идеализирован
ную.

Идеализированная электрическая машина характеризуется:
1) отсутствием насыщения магнитной цепи, гистерезиса, потерь 
в стали; 2) отсутствием вытеснения тока в меди обмоток; 3) сину
соидальным распределением в пространстве кри вы х М ДС и маг
нитных индукций; 4) независимостью индуктивны х сопротивле
ний рассеяния обмоток электрических машин от положения ро
тора; 5) полной симметрией обмоток статоров маш ин переменного 
тока и якорей машин постоянного тока.

Пренебрежение насыщением магнитной цепи и потерями в стали 
позволяет пользоваться линейной зависимостью между потоками 
и МДС. Результирую щ ий поток нескольких кон туров в этом слу
чае можно определить как сложением МДС кон туров и нахожде
нием его по результирую щ ей МДС, так и слож ением  потоков, 
созданных каждой МДС в отдельности. При отсутствии потерь в 
стали потоки совпадают по фазе с создающими их М ДС и токами. 
Пренебрежение высшими гармоническими составляю щ ими потока 
облегчает математическое исследование электрических машин.

Если необходимо учесть влияние одного из перечисленных фак
торов, то аналитическое исследование проводят с учетом этого фак-
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тора. Н апри м ер , влияние насыщения в ряде случаев учитывается 
выбором парам етров машины, соответствующих насыщенному со
стоянию ее магнитной цепи. В пределах рассматриваемого режима 
работы маш ины  ее параметры считаются неизменными, что позво
ляет и сп ользовать принцип налож ения. Влияние высших гармони
ческих потоков, индуцирующ их в обмотках ЭДС основной часто
ты, учиты вается в расчетах изменением значения индуктивного во- 
противления рассеяния обмоток.

О днако указан ны е допущ ения не всегда могут быть приняты. 
Н апример, насыщ ение должно учитываться при исследовании яв
ления сам овозбуж дения и форсированного возбуждения электриче
ских маш ин, рассмотрении влияния реакции якоря машины по
стоянного то к а , определении тока включения трансформатора в 
сеть и т. д ., т ак  к ак  в ином случае погрешности расчетов принимают 
недопустимые значения.

И деали зированная машина отличается от реальной тем, что 
каж дая обмотка реальной машины или ее часть, образующ ая от
дельную  сам остоятельную  цепь, представлена в идеализированной 
машине одной катуш кой. Этим катуш кам  в действительной машине 
может соответствовать большое число витков, распределенных под 
многими полю сами. Н апример, трехфазная обмотка статора машин 
переменного тока заменяется тремя катуш ками, расположенными 
относительно д р у г  друга под углом 2 я /3 . Демпферная обмотка 
синхронны х машин (СМ), состоящ ая из большого числа стержней, 
в которых протекаю т различные по значению токи, заменяется 
двумя катуш кам и , сдвинутыми относительно друг друга на 
угол л / 2 .

У казанны е замены и допущ ения, идеализируя машину, позво
ляю т, однако , сохранить в пределах допустимых отклонений дей
ствительную  картин у  процессов, протекающих в реальной машине. 
А налитические исследования можно упростить за счет следующих 
дополнительны х допущений: 1) основная сеть постоянного или пе
ременного тока , связанная с машиной, является сетью бесконечной 
мощности; 2) переменные нап ряж ения, приложенные к зажимам 
обмоток, синусоидальны , а постоянные — неизменны. В тех слу
чаях, когда это допущение неприемлемо, приложенные напряж е
ния представляю тся в виде ряда составляющих и исследования 
производятся д ля  каж дой составляющ ей напряж ения в отдельно
сти с последующ им применением принципа наложения; 3) при на
личии в цепи токов нулевой последовательности их действие иссле
дуют с помощ ью самостоятельной системы уравнений. При приня
тых ранее допущ ениях токи нулевой последовательности не влияют 
на результирую щ ие потокосцепления и на момент вращ ения ма
шины.

Опыт показы вает, что аналитические исследования переходных 
процессов, выполненные на основе идеализированной машины, да
ют результаты , достаточно хорошо совпадающие с результатами 
экспериментов, а это позволяет использовать их для практических 
целей.



При математическом описании процессов, происходящ их в элек
трических машинах, составляются уравнения равновесия напря
жений обмоток и уравнения равновесия моментов на валу машины. 
Форма записи этих уравнений долж на обеспечить наибольшую прос
тоту и точность исследования различ
ных режимов работы электрической 
машины. Во многом это определяется 
выбором системы координатных осей.
З а  положительное направление тока 
в обмотках идеализированной маши
ны принимается направление от кон
ца катушки к ее началу; за положи
тельное направление оси обмотки или 
отдельных ее частей, образующих са
мостоятельные цепи, — направления 
векторов МДС катуш ек при протека
нии токов в положительном направ
лении (рис. 1. 1, а).

При питании симметричной трехфазной обмотки симметричным 
трехфазным напряжением векторы МДС фаз образую т трехлуче
вую звезду. При направлении вращения результирую щ ей МДС об
мотки против часовой стрелки, которое принимается за положи
тельное, чередование векторов МДС фаз будет следующее: а, Ь, с. 
За положительное направление осей фаз трехф азной обмотки при
нимаются положительные направления МДС соответствующих ка 
тушек идеализированной машины, как это п оказано  на рис. 1.1, б.

П оложительные направления фазных осей многофазных рото
ров электрических машин определяются так ж е, как  и в многофаз
ном статоре. В случае явнополюсного ротора применяется ортого
нальная система осей. При этом различаю т продольную  ось (I ро
тора, совпадающую с положительным направлением  вектора МДС 
обмотки возбуждения, и поперечную ось д. Положительное на
правление оси </ принимается опережающим продольную  ось рото
ра на угол п/2 .

Если на роторе имеется демпферная обмотка, то она представ
ляется двумя контурами. При положительном направлении тока в 
контурах демпферной (успокоительной) обмотки вектор МДС и 
ось контура уй  совпадают с осью й ротора, а вектор МДС и ось 
контура уд — с осью ц ротора.

Проекции векторов всех величин, совпадаю щ ие с полож итель
ными направлениями координатных осей, считаю тся полож итель
ными. За положительное направление вращ ения ротора машины 
принимают его вращение против часовой стрелки , а за полож итель
ное направление отсчета углов — направление, совпадающее с по
ложительным направлением вращения ротора. Т екущ ий угол 7 пово
рота ротора отсчитывается от оси фазы а до продольной оси й  ротора.

Выбор координатных осей а, Ь, с для обмотки статора машины

Рис. 1.1. Координатные оси 
отдельной катуш ки (а) и элек

трической машины (б)



переменного тока не является единственно возможным. Чтобы по
лучить дифференциальные уравнения равновесия напряжений с ' 
постоянными коэффициентами при неизвестных, рекомендуется 
применять такую  ортогональную  систему координатных осей, в ко
торой преобразованны е контуры обмоток статора и ротора взаимно 
неподвижны. Н апример, для СМ используется преобразованная си
стема координат, неподвижная относительно осей с1 и <?, жестко 
связанных с ротором. Д л я  электрических машин с постоянным 
воздушным зазором , например асинхронного электродвигателя 
(АД), в зависимости от частоты вращения координатных осей кро
ме осей й , 9 , ж естко связанных с ротором, возможны следующие 
системы ортогональны х осей:

1) оси а ,  В, неподвижные в пространстве, при этом ось а совпа
дает с осью ф азы  а статора;

2) оси и, V, вращающиеся синхронно.
В маш инах постоянного тока принимают ось й направленной 

по оси основных полюсов машины, а ось ^ — по линии щеток, стоя
щих на геометрической нейтрали.

П одробная классиф икация координатных осей и анализ их при
менения при исследовании переходных процессов электрических 
машин выполнены М. И. Алябьевым [2].

§ 1.3. И зображ аю щ ие векторы

При питании трех фаз, сдвинутых в пространстве относительно 
друг друга на 2 л /3  эл. рад, симметричным напряжением в фазах

возникают токи, сдвинутые от
носительно друг друга на 2 л /3  
эл. рад во времени и создающие 
в воздушном зазоре машины 
круговое вращающееся магнит
ное поле. Частота вращения 
магнитного поля и распределе
ние поля в пространстве строго 
соответствуют закону изменения 
токов в фазах.

Из центра трехфазной систе
мы координат проведем вектор, 
направленный в сторону поло
ж ительного максимума кривой 

распределения магнитного поля, причем длину вектора примем про
порциональной амплитуде фазного тока (рис. 1.2, а). При синхронном 
вращении этого вектора с вращающимся магнитным полем в поло
жительном направлении проекции вектора на координатные оси 
(рис. 1.2 , б) будут  соответствовать закону изменения фазных токов:

=  Л m COS (ш1̂ “Ь ®о)> 
h  =  Л т  cos (<!),* +  0to — 2тс/3); ( 1. 1)
ir =  Л т  C0S +  а0 "Ь 2и/3) ,

Рис. 1.2. П ространственные диаг
раммы распределения магнитного 
поля (а) и определение токов фаз с 
помощью изображ аю щ его вектора (б)



где / 1т — амплитуда фазного тока; со( — частота изменения тока, 
равная угловой частоте вращ ения вектора 13; ао — фазный угол 
тока га в момент времени / =  О, одновременно это угол смещения 
вектора 16 относительно оси фазы а.

Таким образом, с помощью вектора 18 можно получать (изоб
ражать) симметричные синусоидальные токи фаз. Этот вектор на
зывается вектором пространственной волны тока или просто изоб
ражающим вектором тока и его можно записать в виде

1. =  Л т е х р  [/(«>,< +  «„)]• ( 1-2)

В то же время
18 =  (2/3) (1а +  а1„ +  а\ ) , (1.3)

где а =  ехр[/'2тс/3]; а2 =  ехр1/4я/3].
Если обмотка имеет нулевой провод и по нему протекаю т токи 

нулевой последовательности, го мгновенные значения токов фаз 
можно представить в виде сумм га +  /о, Iь +  /о, 1С +  го, подстав
ляя которые в (1.3) получим, что вектор 18 не зависи т от тока в 
нейтрали, так как г'о =  (1 4  а 4- а2) =  0. С ледовательно, ток ну
левой последовательности необходимо учитывать особо.

Результирую щ ий вектор МДС трехфазной обмотки в 3/ 2 раза 
больше МДС отдельной фазы и по направлению  совпадает с изобра
жающим вектором тока. А налогично, результирую щ ее потокосцеп- 
ление трехфазной обмотки в 3/ 2 раза больше потокосцепления фа
зы. Поэтому изображающий вектор потокосцепления

Ф , =  (2 /3) (¥ „  +  аТ *  +  а ’Ч'с), (1.4)

где 'Рц, гР ь, — потокосцепление фаз.
В идеализированной маш ине векторы 18 и Ф „ совпадают по 

фазе, поэтому

=  ^ 1т  ехр [у Ы  4  а0)1- (I*5)

Зн ая величину изображаю щ его вектора потокосцепления, по 
формулам, аналогичным ( 1. 1), можно определить потокосцепления 
фаз в любой момент времени. Аналогичным образом  можно ввести 
понятия изображающих векторов напряж ения и ЭДС. П ринятая 
система векторного изображ ения токов, потокосцеплений, напря
жений позволяет производить сложение или разлож ени е соответ
ствующих величин по правилам  действий с векторам и. В двухфаз
ной системе координат изображ аю щ ие векторы сохраняю т свой 
смысл.

§ 1.4. Системы относительных единиц

При анализе различных режимов работы электрических машин, 
особенно при теоретических исследованиях переходны х процессов, 
пользуются относительными единицами (о. е.). Если в системе фи
зических единиц (в настоящее время обязательной является  М еж
дународная система единиц — СИ) величины вы раж аю тся в имено



ванных единицах (ампер, вольт, ом, ватт, вебер и т. д.), облегчаю
щих раскры тие физического смысла полученных при расчете 
результатов, то в системе о. е. величины безразмерны и вы раж а
ются в долях  базисных единиц.

П рим енение о. е. дает ряд преимуществ: 1) система уравнений 
электрической машины более проста по виду; 2) расчеты ведутся 
с числами, близкими к единице, что особенно важно при использо
вании ЦВМ ; 3) облегчается контроль за правильностью расчета; 
4) упрощ аю тся сравнение поведения электрических машин в раз
личных реж им ах работы, сравнение машин различных мощностей 
и типов. П оявляется  возможность установить общие закономерно
сти поведения электрических машин в переходных режимах; 5) мно
гие различны е по своей сути физические величины выражаются 
одним и тем же числом. Н априм ер, зависимости напряж ения, по- 
токосцепления, потока, индукции в воздушном зазоре машины от 
МДС или тока возбуждения вы ражаю тся одной и той же кривой. 
В системе о. е. производная по времени одновременно является 
производной по текущему углу вращения ротора. Индуктивные 
сопротивления, коэффициенты самоиндукции и взаимной индукции 
вы раж аю тся одними и теми ж е числами.

В качестве базисных величин для первичной обмотки трансфор
матора и обмотки статора электрической машины в системе о. е. 
вы бираю тся номинальные значения фазных величин. Наиболее рас
пространена следующая система базисных величин:

1. З а  базисные единицы напряж ения и тока принимаются амп
литуды ф азны х номинальных величин соответственно в вольтах и 
амперах:

^ б  ^ б  =  У  т  ном> ^б =  I т  ном •

2. З а  базисную  единицу мощности принимается номинальная 
полная мощ ность всех фаз статора в ваттах:

ш^ном^пом (т/2) и т ном/ т  ном =  (т/2) и

3. З а  базисную  единицу частоты принимается номинальная час
тота сети в герцах:

/ б  $ ном-

4. З а  базисную  единицу угловой частоты принимается

шб =  2тс/б =  с о ,,

где о)1 —  синхронная угловая частота, выражаемая в эл. рад. При 
этом б ази сн ая  частота вращ ения ротора (рад/с)

£2б  =  ш б //7 ,

где р  — число пар полюсов.
5. З а  базисную  единицу времени принимается время, в течение 

которого синхронно вращ аю щ ийся ротор повернется на 1 эл. рад:

¿6 =



Единицу базисного времени выражают в электрических радиа
нах, называемых часто электрическими секундам и, при этом 1 с =  
=  2я/о  эл. с. Удобство выбора этой единицы времени заключается 
в том, что время и углы поворота ротора двухполю сной машины 
или результирующ их векторов ЭДС, потокосцеплений и т. п. сов
падают, а это придает анализу  переходных процессов большую 
наглядность.

6 . За базисную единицу момента принимаю т момент, создаю
щий базисную мощность при базисной частоте вращ ен ия. Базисный 
момент выражается в ватт-секундах или в ватт-радианах:

М б =  Р б/£20 =  (Рб/шб) р.

В этих же единицах вы раж ается энергия, за  единицу которой 
принимается энергия, вырабатываемая при базисной мощности и 
базисной угловой частоте в течение времени, равн ого  времени по
ворота ротора на 1 рад. Это время для многополю сной машины рав
но р /с . тогда

=  — (^б ^о ) Р-
7. За базисную единицу сопротивления приним ается ом:

^б =  У 6 ^ 6  ~  ^ном^аом •
Базисное сопротивление используется при определении отно

сительных величин как  активны х, так и ин дукти вны х сопротив
лений.

8. За базисную единицу индуктивности приним ается генри:

¿-б =  2б/и>б .

9. За  базисную единицу потокосцепления приним ается потоко- 
сцепление, индуцирующее в обмотке статора б ази сн о е  напряж ение 
при базисной угловой частоте,

Чгб =  (Уб/шб =  Ьа16 .

Базисное потокосцепление выражается в вольт-секундах или 
веберах.

И зложенная система относительных единиц предназначена для 
операций с параметрами обмотки статора электрической  машины 
или первичной обмотки трансформатора. П ри вы боре базисных ве
личин для обмотки ротора (или вторичной обмотки трансформато
ра) следует стремиться, чтобы математические преобразования бы
ли простыми и не терялся  физический смысл уравнений машины.

Наиболее полно этим требованиям удовлетворяет применение 
для обмоток ротора (вторичной обмотки трансформатора) той ж е 
системы о. е., что и для статора (первичной обмотки трансформа
тора). Д ля  этого роторные обмотки долж ны бы ть приведены к 
обмоткам статора, а вторичная обмотка трансф орм атора— к первич
ной. В тех случаях, когда коэффициенты приведения обмотки ро
тора по какой-либо причине найти не удается, наиболее часто при
меняют систему с равными взаимными индуктивностям и. В такой



\

системе индуктивны е сопротивления взаимоиндукции между ста
торными и роторными обмотками, а такж е между обмоткой возбуж 
дения и демпферной обмоткой принимаются равными индуктивно
му сопротивлению  реакции якоря х аЛ. Из этого условия получают 
выражения для базисных единиц. Существуют и другие системы
о. е., излож енны е подробно в [21. В дальнейшем, чтобы не вводить 
дополнительных индексов для обозначения величин и парамет
ров в о. е ., применение индексов будет оговариваться.

ГЛАВА 2. ПРИВЕДЕНИЕ ОБМОТОК ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ МАШИН

§ 2.1. Коэффициенты приведения

Ц елесообразность приведения обмоток электрических машин и 
трансформаторов определяется: а) удобством расчета (для обмоток 
статора и ротора применяется одна система о. е.); б) возможностью 
составления эквивалентных электрических схем замещения элек
трических маш ин и трансформаторов; в) возможностью построения 
круговых диаграм м  и т. д.

Обмотки статора и ротора электрических машин имеют в общем 
случае разны е число фаз, число витков в фазе, распределение об
мотки в пространстве. Д ля практических расчетов более удобно 
приводить обмотки ротора к статорной. Приведение обмоток з а 
ключается в том, что роторные обмотки пересчитывают на число 
фаз и число витков статорной обмотки. При этом энергетические 
соотношения в машине остаются без изменения. Чтобы обмотку 
ротора привести к обмотке статора, необходимо определить коэф
фициенты приведения токов m h  напряж ений т и и сопротивлений т г.

Коэффициенты приведения определяем из условия, что /'2 — 
=  т ;/ 2; U'2 =  т и и ъ; г2 =  т гг%. Тогда m t =  / ' / / 2; т и =  U ‘J U 2; 
т г =  т и /т  ¡.

В настоящ ее время используют два способа определения коэф
фициента m t приведения токов [181, исходй из равенства основных 
гармонических: 1) МДС приведенной и реальной обмоток; 2) индук
ций в воздуш ном зазоре, созданных приведенной и реальной об
мотками.

Н аибольш ее распространение получил первый способ, так  как 
нет необходимости в расчете магнитных полей, созданных ротор
ными обмотками. Этот способ используется при приведении ротор
ных обмоток асинхронных машин (AM), демпферных обмоток СМ, 
обмоток преобразователей частоты. Вторым способом пользую тся 
при приведении обмоток возбуждения СМ.

Определение коэффициента /я ,  приведения тока из равенства 
основных гармонических МДС. П усть обмотка статора многофаз
ная (тС^- 3) и равномерно распределена по окружности расточки 
статора. А мплитуда основной гармонической МДС этой обмотки

F im =  (m,/2) (4/*) [w j(2p )\  k o6lI im , (2.1)



где — число последовательно соединенных витков обмотки фазы 
' статора; 1гоб, — обмоточный коэффициент обмотки статора; р  — 
/  число пар полюсов машины.

В случае многофазной обмотки (тг >  3), например фазного 
или короткозамкнутого ротора трехфазного АД, амплитуда основ
ной гармонической МДС его обмотки

Р-т =  ( " У 2) (4/тс) 1̂ ( 2Р)1 * о б А в  • (2-2)
где —  число последовательно соединенных витков обмотки ф а
зы ротора; ¿„62 — обмоточный коэффициент обмотки ротора; / 2т — 
амплитуда тока, протекающего по обмотке фазы ротора.

В связи с тем что процесс приведения обмоток состоит в зам ене 
реальной обмотки некоторой эквивалентной, в которой число фаз, 
число витков и обмоточный коэффициент соответствуют той обмот
ке, к которой производится приведение, основная гарм оническая 
МДС приведенной обмотки ротора

¥ гт =  (т{/ 2) (4 /т ) [ы»,/(2р)] к оЫ Г'2т , (2 .3 )

где / 2т — амплитуда приведенного тока ротора.
Приведенный ток ротора Г2, протекая по приведенной роторной 

обмотке, должен создать такую  ж е М ДС, как и МДС реальной об 
мотки ротора. Поэтому коэффициент приведения т 4 определяется 
из равенства выражений (2.2) и (2.3):

т  _  (/Да/2) (4 /я ) |шг /(2р)] /г„ог _  т ^ 2к0аг ^  „
1 / 2 (т,/2) (4 /я) [ш,/(2р)] /го0, т ^ к об1 ‘

В случае однофазной обмотки ротора амплитуда основной гар 
монической МДС

Р 2т =  (4/тс)[ш2/(2 р)] к оЪг1ш  . (2 .5 )

Коэффициент приведения тока такой обмотки

т, =  (2 / т , )  ■ (2 .6)

Определение коэффициента т л приведения тока из равенства 
основных гармонических индукций. П усть обмотка статора много
фазная (т х >■ 3) и равномерно распределена по окруж ности  расточ
ки статора. Основная гармоническая МДС этой обмотки распреде
ляется вдоль полюсного деления по синусоидальному закон у , ее 
амплитуда определяется по (2.1). Ротор машины явнополю сный, 
воздушный зазор под полюсным наконечником постоянен, об
мотка ротора сосредоточенная, однофазная, ее М ДС распределена 
на протяжении полюсного наконечника в воздушном за зо р е  маши
ны по закону прямоугольника. Распределение индукции магнит
ного поля в воздушном зазо р е  на полюсном делении т (, создавае
мой М ДС обмоток статора (рис. 2.1, а) и ротора (рис. 2 .1 , б), опре
деляется проводимостью воздуш ного зазора. А мплитуда основной 
гармонической индукции в воздуш ном зазоре, создан ная обмоткой 
статора,



(2.7)

где Л,е —  магнитная проводимость воздушного зазора машины;
=  В 1т\ / В аа —  коэффициент формы поля статора по продоль

ной оси, равный отношению амплитуды основной гармонической

Рис. 2 .1 , Распределение индукции в воздушном зазоре 
машины

индукции к максимуму индукции поля обмотки статора при усло
вии, что воздушный зазор постоянен.

П одставляя в (2.7) значение амплитуды основной гармониче
ской М ДС (2.1), получим

\ к а ( т 4/2) (4/те) [ш4/(2/?)] ^ 0 6 1 ^ 1  т • ( 2 - 8 )

О сновная гармоническая индукции магнитного поля в воздуш
ном зазо р е  явнополюсной СМ, созданная сосредоточенной обмоткой 
возбуж дения,

где ¿у =  В/Ш/ В , т — коэффициент формы поля ротора по продоль
ной оси, равный отношению амплитуды основной гармонической 
индукции к значению м аксимальной индукции поля обмотки ротора; 
ы>, — число витков обмотки возбуждения на полюс; — ток воз
буж дения.

О сновная гармоническая индукции в воздушном зазоре машины, 
созданная приведенной обмоткой ротора,

в 1т 1 =  (т 1 / 2 ) (4/1Г) 1® |/ ( 2р )1 /гоб1/ '  . ( 2 . 1 0 )

П риведенный ток ротора Г{, протекая по приведенной роторной 
обмотке, должен создать такую  ж е амплитуду основной гармониче
ской индукции, какую создает реальный ток ротора, протекающий 
в реальной обмотке возбуждения. Исходя из этого условия, прирав
ниваем  выражения (2.10) и (2.9) и определяем коэффициент приве
д ен и я  тока возбуждения:



т.1 =  ¡'¡Ц, =  \ ik fW fli  и к а  ( т 4/2) (4/тс) [0̂ / ( 2/?)] &об1} =

=  к р ^ и ) , / ( т ^ к об1ка). (2. 11)

Определение коэффициента приведения напряж ений . Коэффи
циент приведения напряж ений находим из условия, что полная 
мощность приведенной обмотки остается без изменения, т. е.

т2и 212 =  т ^ 2 1 2. (2. 12)

Отсюда

т и =  и'2/ и ъ ----- т 2/ г/ ( т , / о )  =  ( т 2/ т 4) (1 / т 4) . (2 .13)

В том случае, когда гпч <. 2, коэффициент приведения напря
жений

ти =  ( 2 / т () ( 1 / т ;). (2.14)

Определение коэффициента приведения сопротивлений. Рас
смотрим систему уравнений равновесия напряж ений д вух  магнито
связанных контуров, зам кнуты х на периодически изменяю щиеся 
напряж ения:

¿ 1== (г1 +  /о)!,,) 1, +  /« ¿ 12 12; 1)2 =  ¡ « К Х  +  (га+ /и > £22) 12. (2.15)

Умножая правую и левую части второго равенства на коэффи
циент приведения напряж ений т и и в обоих уравн ен и ях  зам еняя
ток Ь  на получим

0 , =  (г1 +  /ш1 и) I, +  /о)1 12 ( \'2/  т 1); 

т ай 2 =  /<«¿21 т и I, +  (г2 +  /а)1 22) т и ( \ 'г / /пг) .

Обозначим

%  =  ш1н> X22 =  ш1 22 ( т ц/ш г) ;

Гг =  г2 ( т ц/ т ;) ; дс,г =  ш1 12/ т г =  ш1 21т а,

где и я'г — приведенные активное и индуктивное сопротивле
ния вторичного контура; х \2 — приведенное сопротивление взаим
ной индукции контуров.

Тогда уравнения (2.16) примут вид

1Л =  (Л +  1х ч) +  1Х12 I =  /я ,2 +  ( г'2 +  /лггг) ^  • (2.18)

По изложенной методике можно определить коэффициенты при
ведения токов, напряжений и сопротивлений обмоток любой элек
трической машины.

(2.17)

(2. 16)



§ 2 .2 . Замена короткозамкнутых обмоток 
ротора эквивалентными контурами

Е сли не ставится задача определения токов в стерж нях ротора, 
то  короткозамкнуты е обмотки роторов машин переменного тока 
лри  составлении уравнений обычно заменяются двумя эквивалент-

.  . Ь и +Ьй*Ш
'  ! Ч ¿м ¡'Ы+Ы ± Аи ! Ч. I^ IЧ

ными короткозамкнуты ми контурами, расположенными по продоль
ной и поперечной осям.

Синхронные явнополюсные машины. Рассмотрим схему распре
делен ия токов в демпферной (успокоительной) обмотке по продоль
ной (рис. 2 .2 , а) и поперечной (рис. 2.2, б) осям на двойном полюс
ном делении. Н а рисунке обозначено: /ы . — продольная и по
перечная составляющ ие токов в £-м стержне, протекающие по 
стерж ням , образующим пары 1— 2—2', 3—3'  (по продольной 
оси) и 1— 2—2", 3—3" (по поперечной оси). При замене реальных 
демпферных обмоток эквивалентными исходят из равенства основ
ных гармонических МДС. Д л я  определения МДС, создаваемых 
реальными демпферными обмотками, необходимо знать простран
ственное распределение токов в стерж нях обмотки. Создаваемые 
демпферными обмотками идеализированной машины МДС можно 
определить на основании схемы, представленной на рис. 2.3.

Если применить теорию двух реакций, то основную гармониче
скую  М ДС, созданную обмоткой статора, можно разлож ить на две 
составляю щ ие: продольную и поперечную Р ч .

Составляю щ ие токов в стерж нях демпферной обмотки по про
дольной оси возникают под влиянием пульсирующего магнитного 
поля, созданного МДС И а. П ри синусоидальном распределении 
М ДС вдоль поверхности ротора максимальное значение тока будет 
в стер ж н ях , смещенных от оси поля на расстояние половины по
лю сного деления т1/2 .  В первом приближении можно принять рас
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Рис. 2.2. Схема демпферной обмотки



пределение составляющих токов по оси сI в стер ж н ях  демпферной 
обмотки синусоидальным. Тогда ток в любой паре стержней, сме
щенных от оси полюса на расстояние т*/2 и образую щ их коротко- 
замкнутый контур, равен максимальному току , умноженному на 
в ¡п [ (л /т !) (тй/ 2) ]:

Кат =  (т* /2 )] . (2.19)

Рис. 2.3. Составляющие МДС обмотки 
статора

Ток I hdm, протекая в k - ñ  паре стержней, создает МДС, которая 
изменяется в пространстве по закону прям оугольника. Амплитуда 
основной гармонической этой МДС

F h d m  =  —  K d m  sin K ^ l )  (Tfe/2)] =  —  ¡ y d m ^  U ^ l )  ( V 2)]- ( 2 - Щ
% n

Амплитуда основной гармонической МДС на один полюс, со
зданная продольными составляющими токов в стерж н ях , опреде
ляется как сумма МДС всех короткозамкнутых контуров демпфер
ной обмотки по продольной оси:

пс/2 ”с/2
F y d m =  2  F U m - — l y d m  2  Sin3 [(тс/Т,) (Tfc/2)] . (2.21)

k=l  те k =\

Стержни на полюсах ротора, как правило, распределяю тся рав
номерно. Угол между двумя соседними стерж нями обозначим через 
а с. В этом случае независимо от числа стерж ней на полюсе (четном 
или нечетном)

" с / 2
V  sin2 (—  — 1 =  —  — sin (Пг-ас> . (2 22)

j U  [ х ,  2 I  4 4 sin а0

Тогда уравнение (2.21) представим в виде



Fydm =  (4 /*) ¡vdm l «с/ 4 — sin (лсас)/(4 sin ас) ] . (2.23)

Если п ри н ять , что по эквивалентной демпферной обмотке рото
ра по оси d  протекает ток, максимальное значение которого I  ydm, 
то ам плитуда первой гармонической МДС, создаваемая этой об
моткой,

F*dm =  í4^ )  hdnPzd  - (2-24)

где w 3d —  число витков эквивалентной демпферной обмотки по 
продольной оси на один полюс.

П р и р авн и вая , согласно принятым условиям приведения, урав
нения (2.23) и (2.24), найдем

=  (пс ^ )  [ 1 — Sin (ncCLc) /(n c sin ас) ] . (2.25)

А налогично, составляющие токов в стерж нях обмотки ротора 
по поперечной оси возникают под влиянием пульсирующего маг
нитного п о л я , созданного М ДС F q (рис. 2.3). При косинусоидаль
ном распределении токов в стерж нях обмотки ток в любой паре 
■стержней, образую щ их короткозамкнуты й контур по оси q,

Kqm ~  Iyqm COS [(^/ т () (тЛ/2 ) ] . (2.26)

А мплитуда основной гармонической М ДС, созданная токами, 
протекаю щими в /г-й паре стерж ней,

Fhqm =  (4М  ! yqm COS2 [(tc /tJ  ( t ft/2)] . (2.27)

При четном числе стержней на полюсном наконечнике ампли
туда основной гармонической М ДС на один полюс, созданная по
перечными составляющими токов, определяется как сумма основ
ных гарм онических МДС короткозамкнутых контуров по оси q:

"с/8 V 2
F V4m =  У, Fhqm =  ~  1учт У, COS2 [(тс/т,) ( t ft/2)] , (2.28)мшЛ tz jemá

k=I k~\

или после соответствующ их преобразований

Fyqm =  (4/тс) ¡yqm [«с^4 +  sin («cac)/(4 sin otc)]. (2.29)

М ожно д о казать , что при нечетном числе стержней на полюс 
уравнение (2.29) остается без изменений. Амплитуда основной гар
монической М ДС, созданная эквивалентной обмоткой ротора по 
оси <7 при протекании по ней тока, максимальное значение которо
го равно I yqm, определяется уравнением

«я. =  (4 /*) . (2.30)
где w 3q — число витков эквивалентной обмотки ротора по попе
речной оси на один полюс.

П ри равн и вая  уравнения (2.29) и (2.30), найдем

=  (яс/4 ) 11 +  sin (nca c)/(n c s in a 0) ] . (2.31)



Полученные формулы для определения числа витков эквива
лентных обмоток позволяют заменить реальную  распределенную 
по полюсному делению демпферную обмотку ротора СМ двумя экви
валентными катуш ками с шириной, равной полюсному делению, 
и расположенными по продольной и поперечной осям ротора.

Асинхронные машины с короткозамкнутым ротором. В асин
хронных машинах (АМ) с короткозамкнутым ротором приведение 
реальных роторных обмоток к эквивалентным производится так ж е, 
как и в СМ. При этом необходимо иметь в виду, что пазы коротко- 
замкнутой обмотки расположены равномерно по окружности ро
тора. Тогда число стержней, приходящ ихся на одно полюсное де
ление,

где 1 г — число пазов ротора.
Подставляя (2.32) в (2.25) и (2.31), а такж е  учитывая, что в АМ 

а с — л / п с, находим число витков эквивалентны х обмоток по осям 
( ¿ и д :

т. е. число витков эквивалентных обмоток по обеим осям одинаково.

§ 2.3. Параметры эквивалентных роторны х обмоток

Чтобы при аналитических исследованиях мож но было восполь
зоваться уравнениями эквивалентных роторны х обмоток, необхо
димо найти параметры этих обмоток. При определении параметров 
эквивалентных обмоток достаточно найти их активны е сопротив
ления и индуктивные сопротивления рассеян ия, так как сопротив
ления взаимоиндукции между эквивалентными обмотками ротора и 
обмотками статора равны сопротивлениям взаимоиндукции между 
реальными обмотками ротора и статора.

Синхронные явнополюсные машины. А к т и в н ы е  с о п р о 
т и в л е н и я .  При определении активного сопротивления исхо
дят  из равенства потерь в эквивалентной и реальной обмотках ро
тора. Если обозначить активные сопротивления эквивалентных 
демпферных обмоток по продольной и поперечной осям соответст
венно через 1^уЛ и Я у г  то потери в этих обмотках

где 1у ат> 1учт — амплитудные значения токов в эквивалентных об
мотках.

Потери в реальной демпферной обмотке ротора от составляю 
щих токов по продольной оси определяю тся к а к  сумма потерь в 
отдельных элементах обмотки. При синусоидальном  распределении 
токов вдоль поверхности ротора потери в элем енте обмотки от про
дольной составляющ ей тока

п с =  г 2/(2р) (2 .32)

а =  =  «с/4 =  2 2/(8/7), (2 .33)

(2 .34)

(2.35)



Phd ~  0,5/fa/m f  kd< (2.36)

где Ihdm — м аксимальное значение продольной составляющей то
ка (2.19) в k -м стерж не; rk<¡ — активное сопротивление /г-го стерж
ня и приведенного сопротивления прилегающих элементов корог- 
козамыкаю щ их колец.

Полные потери в демпферной обмотке ротора по продольной оси

"с/2

Рул =  2р С п, У ,  Г“  Sin2 [(r/T l) (т*/2)Ь (2-37)
k = \

П риравнивая правые части (2.34) и (2.37), найдем выражение 
для активного сопротивления эквивалентной обмотки по продоль
ной оси:

"с/2
R yd =  Ар V  rhd sin2 [(ic/т ,) (xfe/2 ) l . (2.38)

4=1

А налогично определим активное сопротивление эквивалентной 
обмотки по поперечной оси. Потери в элементе обмотки от попереч
ной составляю щ ей тока

P kq =  0,5 ¡ lqmr M , (2.39)

где Ikqm — максимальное значение поперечной составляющей то
ка (2.26) в к -м стерж не; rkq — активное сопротивление k-то стержня 
и приведенного сопротивления прилегаю щих элементов короткоза- 
мыкающих колец.

Полные потери в демпферной обмотке ротора от поперечных 
составляю щ их токов

2 V 2
Р„Ч =  2plyqm ^  r M C0S’2 К’' /'tj) (Tft/ 2)]. (2.40)

k=\

П риравнивая правые части (2.35) и (2.40), найдем активное со
противление эквивалентной обмотки по поперечной оси:

«с/2

R yq =  4/° 2 d ГкЧ C0S2 1̂ /Т^ (Т*/2 )Ь ^2 ‘4 ^
*=1

Ф ормулы (2.38) и (2.41) позволяют вычислить активные сопро
тивления эквивалентны х обмоток ротора, когда на полюсных на
конечниках одинаковы е стержни, а такж е когда стержни имеют 
различную  конф игурацию  или выполнены из разного материала.

Чтобы найти значения активных сопротивлений эквивалентных 
обмоток ротора, приведенных к обмотке статора, необходимо R yd 
и R yq ум нож ить на коэффициенты приведения сопротивлений т г. 
Коэффициенты приведения контуров эквивалентной демпферной 
обмотки к статорной определяются исходя из равенства основных



гармонических М ДС приведенной и эквивалентной обмоток. Выбор 
этого способа приведения значительно упрощ ает расчет т и так как  
отпадает необходимость в исследовании магнитны х полей, созда
ваемых обмотками ротора. В этом случае коэффициенты приведе
ния токов эквивалентных демпферных обмоток определяю тся по
(2 .6) с учетом, что =  2рш зй или хю2 — 2ры>Эч:

Коэффициенты приведения напряж ений определяю тся по (2.14). 
Таким образом, приведенные значения сопротивлений

И н д у к т и в н ы е  с о п р о т и в л е н и я  р а с с е я н и я .  
При определении индуктивных сопротивлений рассеяния необхо
димо исходить из условия равенства энергий магнитных полей рас
сеяния в эквивалентной и реальной обмотках ротора. Если обозна
чить индуктивность рассеяния эквивалентны х обмоток ротора по 
осям й  и с/ соответственно через Ь ау(/ и то энергии магнитных 
полей рассеяния

Д л я  реальной демпферной обмотки ротора по аналогии с у р ав 
нениями (2.37) и (2.40) запишем

где Ь аЬа, 1-ак1/ — индуктивности рассеяния &-го стержня и приве
денной индуктивности рассеяния прилегаю щ их элементов коротко- 
замыкающих колец.

П риравнивая правые части формул (2.44) и (2.46), (2.45) и (2.47), 
найдем выражения для индуктивностей рассеян ия эквивалентных 
обмоток ротора:

т =  («> I  ]ЦА „> =  (2 / т 1) 2/га»*, 61)- (2 -42)

Гус1 (д) ^ у й  (д) т ий (д)1т ш  (¡/) ' (2 .43)

(2 .44)

(2 .45)

(2 .46)

(2 .47)

« с /2

Куд  = 4/> 2  соэ2 [(тт/т,) (тй/ 2)].

(2 .48)



Чтобы найти значения индуктивных сопротивлений рассеяния 
эквивалентных обмоток ротора, приведенных к обмотке статора, 
необходимо Ь ауа и Ь ауч умножить на угловую  частоту тока статора 
и коэффициенты приведения сопротивлений:

Хиуй (д) =  I (д) тиа (д)/т {а (и) • (2.49)

Асинхронные маш ины  с короткозамкнутым ротором. В АМ ак
тивное сопротивление и индуктивное сопротивление рассеяния 
эквивалентных обмоток можно рассчитать по тем же формулам, что 
и в СМ. Но так к ак  в АМ эквивалентные обмотки по продольной и 
поперечной осям  одинаковы , то можно рассчитать лишь параметры 
для обмотки по продольной оси.

Если учесть, что сопротивление гкЛ для всех стержней одина
ково и равно г2, то уравнение (2.38) для АМ примет вид

"с/ 2
Я 2 =  4р г2 ^  51п3 (тд/2)] =  4ртшъЛгг. (2.50) 

*=1

Учитывая (2.33), получим

/?2 =  (^а/2) г2. (2.51)

Коэффициенты приведения токов, напряж ений и сопротивле
ний АМ в соответствии с (2.42) и (2.14) и с учетом (2.33) запишем 
в виде

т 1 =  г 2/(2т ,ш , /гоб1); т и =  4ш1йоб1/2 2; 

т г =  8 т 1 (ш,*об1)2/ г 2 .

Приведенное активное сопротивление

г' =  т  Д ,  =  |4 т ,  (ау,/гоб1)2/2 2] г2. (2 .53)

А налогично, приним ая равными индуктивности ¿ ао всех 
стержней, из (2 .48) получим

¿=,2 =  4рт'^Цо =  ( г 2/2) . (2.54)

Индуктивное сопротивление рассеяния, приведенное к обмотке 
статора 117, 561,

хл  =  т г21г/ , ^ 2 =  [2тс/,4т1 (ш1йоб1)а/2 а] ¿ с . (2.55)

Коэффициенты приведения сопротивлений т г двухфазных экви
валентных обмоток отличаю тся от рассматриваемых в общем курсе 
тогда, когда в А Д с короткозамкнутым ротором число фаз обмотки 
принимается равным Z 2, а число витков фазы  — 1/2 [30].

(2.52)



§ 3.1. Схемы обобщенной электрической машины

Электрические машины принято подразделять на пять типов: 
машины постоянного тока, трансформаторы , асинхронные, с и н 
хронные и коллекторные машины переменного тока. Во всех ти п ах  
электрических машин, кроме трансформаторов, осущ ествляется 
преобразование энергии из электрической в механическую или н а 
оборот. Д еление электрических ма
шин по роду питающего напряж ения 
и по относительной частоте вращ ения 
ротора и поля условно. При опреде
ленных условиях, например, СМ мо
жет работать как асинхронная, кол 
лекторная машина переменного тока 
может подключаться к источнику по
стоянного тока, заторможенная асин
хронная машина с фазным ротором 
может работать как трансформатор.
Одноякорный преобразователь часто
ты переменное напряж ение преобра
зует в постоянное или, наоборот, по
стоянное в переменное.

В качестве модели обобщенной 
электрической машины используют 
различные физические объекты: маш ину постоянного то к а  с 
двумя взаимно перпендикулярными щ еточными системами, р асп о 
ложенными по осям с1 и <7, и соответственно двумя парами обмоток 
на станине [15]; многообмоточный трансформатор, у которого в 
эквивалентных схемах первичная обмотка представляет собой 
обмотку статора, а вторичные обмотки — обмотку ротора [2 1 ]; 
двухфазную  двухполюсную маш ину, имеющую по паре обмоток 
на роторе и статоре [27, 28].

Принимаем в качестве обобщенной электрической маш ины  
двухполюсную двухфазную симметричную идеализированную  э л е к т 
рическую машину, имеющую по две взаимно перпендикулярны е 
обмотки на роторе и статоре (рис. 3.1). Д вухполю сная м аш ина 
выбрана потому, что все процессы в многополюсной и двухп олю с
ной машинах аналогичны, однако в двухполю сной машине эл ек тр и 
ческие радианы совпадают с геометрическими. Это упрощает соп о
ставление положения ротора относительно фаз статора для р а зл и ч 
ных моментов времени от начала переходного процесса. В д в у х 
фазной машине круговое поле создается, когда обмотки сдвинуты  
в пространстве на л /2  и токи в этих обмотках сдвинуты во врем ени 
на л /2 . Сдвиг обмоток в пространстве на угол л /2  позволяет при 
равномерном воздушном зазоре маш ины считать, что эти обмотки 
лишены взаимно индуктивной связи  д р у г  с другом, что упрощ ает 
уравнения машины. Трехфазные маш ины принято преобразовы 
вать к двухфазным.

Рис. 3.1 Схема обобщенной 
электрической маш ины



Обобщенная эл ектри ческая  машина имеет гладкий воздушный 
зазор, пазы на статоре и роторе отсутствуют. Обмотки в обобщен
ной машине представляю т в виде токовых слоев, имеющих синусо
идальное распределение МДС. Так как зазор в машине равномер
ный и магнитная цепь машины не насыщена, то при питании обмо
ток синусоидальным напряж ением  распределение поля в воздуш
ном зазоре будет синусоидальным. Обобщенная машина — это 
математическая модель, позволяю щ ая перейти к анализу процессов, 
протекающих в реальной машине. К обобщенной машине, пред
ставляющей собой комбинацию взаимно перемещающихся пар об
моток, можно свести большинство электрических машин, а затем 
при наличии математического описания обобщенной машины ана
лизировать рабочие и переходные процессы в этих машинах.

Рассмотрим, как  из схемы обобщенной машины получают рас
четные схемы основных типов электрических машин.

1. Расчетная схема синхронной машины. Схему СМ можно по
лучить из модели обобщенной электрической машины при питании 
обмоток статора напряж ением  II,л , 11-с с частотой а обмоток 
ротора — напряж ением ¿/ар, 11:№ с частотой /г =  0 (постоянным 
напряж ением). Р езультирую щ ая МДС обмоток ротора будет равна 
геометрической сумме М ДС каждой обмотки. Большинство се
рийных СМ имеют на роторе только одну обмотку возбуждения. 
Тогда вторую роторную  обмотку обобщенной машины можно оста
вить разомкнутой и в расчетах не учитывать. При наличии на ро
торе полной демпферной обмотки по осям а р, |Зр добавляют по ко
роткозамкнутому кон туру. Н а статоре и роторе по осям а и р  мож
но добавлять любое число обмоток. В синхронных машинах частоты 
вращ ения ротора и поля статора равны, поля статора и ротора вза
имно неподвижны.

2. Расчетная схема асинхронной машины. Если к обмоткам ста
тора обобщенной машины подвести переменное напряж ение, как в 
первом случае, а обмотки ротора замкнуть накоротко, то получим 
расчетную схему АМ с короткозамкнутым ротором. В АМ в роторе 
частота токов /2 =  ¡ ф , где 5 — скольжение ротора. Частота враще
ния ротора О =/= СО1//? . Если обмотки ротора не замы кать накоротко, 
а подвести к ним нап ряж ен и я  ¿У„р и частотой / 2, то получим 
схему АМ двойного питания. Везде угловые частоты вращения по
лей статора и ротора АМ в пространстве равны друг другу, поля 
статора и ротора взаим но неподвижны.

3. Расчетная схема трансформатора. Схему трансформатора 
можно получить, если затормозить ротор обобщенной машины 
при совпадении осей а с и а р. При этом достаточно рассмотреть 
пару обмоток по оси а  или р.

4. Расчетная схема маш ины постоянного тока. В режиме рабо
ты двигателя постоянное напряж ение, подаваемое на щетки машины 
коллектором, являю щ им ся механическим преобразователем час
тоты, преобразуется в переменное напряж ение секций якоря, и, 
наоборот, в режиме работы  генератора переменное напряжение 
обмотки якоря преобразуется в постоянное, снимаемое со щеток.



В соответствии с этим в схеме машины постоянного тока обмотки 
ротора включены на преобразователь частоты. На обмотку статора 
по оси а , представляющ ую собой обмотку возбуждения машины 
постоянного тока, подается постоянное напряж ение Uос. Обмотка 
статора по оси р представляет собой обмотки дополнительных по
люсов. М агнитное поле якоря машины постоянного тока вращ ается 
против направления его вращения и остается неподвижным отно
сительно поля статора.

Таким образом, во всех электрических машинах поля статора 
и ротора взаимно неподвижны. Это основное условие, без которого 
не может осущ ествляться электромеханическое преобразование 
энергии. Если поля ротора и статора взаимно перемещаются, то 
средний электромагнитный момент равен нулю .

§ 3.2. Переход от трехфазной системы 
координат к двухфазной

Предположим, что в момент времени t — 0 изображающий в ек 
тор тока I s совпадает с осью фазы а, причем с этой же осью совпада
ет ось а с ортогональной системы коорди
нат (рис. 3.2). Значения фазных токов 
определяем по ( 1. 1) или проецируя 18 на 
координатные оси:

=  t'é = / lmco s(— 2к/3); 

г' с  =  h m  cos (2*/3). (3 .1)

С учетом (1.3)

/ ,„  =  (2/3) [ia +  ib cos ( -  2ic/3) +  i c cos (2«/3)]. (3 .2 )

С помощью этого же изображаю щ его вектора тока находим 
значения токов в ортогональной системе координат:

г’о с =  Лт'> Ы  — (3 .3 )

Сопоставляя (3.3) и (3.2), установим связь  между током iac и 
фазными токами г0, i b, i с:

í«c =  (2/3) \ia -  0,5 (г„ +  Q ], (3 .4 )
Совмещая изображающий вектор тока  с осью (Зс, получим

1а =  ° ; 1Ь =  OS (я /6); i c =  / lmCOS (5тс/6).
В случае определения модуля изображ аю щ его вектора тока

/ 1т =  (2/3) [ib cos (тс/6) +  ic cos (5тс, 6)}. (3 .5 )
В ортогональной координатной системе

í« c = 0 ; i,* = 1 Ш. (3 .6 )

Рис. 3.2. Координатные 
оси о, 6, с и ас,



Сопоставляя (3.6) и (3.5), установим связь между током t'íc и 
фазными токами i a, i b, i с:

/ре =  (2/3) [ ( У з  /2  ) (i„ -  у ]  =  (ib -  у / у Т .  (3.7)

В общем случае, когда не выполняется равенство i a +  i b +  
+  i  с — 0, к токам  i ac, tpc добавляют ток нулевой составляющей

*0 =  ( 1 / 3 )  ( i а +  i b +  t e) .  ( 3 .8 )

С помощью вы раж ений, аналогичных (3.4), (3.7) и (3.8), осу
ществляется переход от значений напряж ений и потокосцеплений 
в осях а, Ь, с к их значениям  в осях а с, Р с.

При переходе от токов tac, tPc, ¿o к токам в трехфазной системе 
координат имеем

i  а —  i «  _Ь í 0; ib  =  —  0 ,5 ía o  +  (V a  3  / 2 )  ipc -j- í'„;

i c =  — 0 , 5 i ac — (V ^ 3  /  2 ) i'pc +  г0. ( 3 .9 )

Таким образом, полученные зависимости позволяют провести 
замену трехфазной машины эквивалентной двухфазной.

§ 3.3. У равнения обобщенной электрической машины

Независимые координатны е оси. У равнения обобщенной элек
трической машины представляю т собой систему дифференциальных 
уравнений, состоящ ую  из уравнений равновесия напряж ений об
моток машины и уравнени я движения (уравнения равновесия мо
ментов на валу машины). Считаем, что обмотки ротора приведены 
к обмоткам статора (знаки приведения опускаем). Тогда в осях 
а 0, Р 0 и а р, Рр уравнени я обобщенной машины (см. рис. 3.1) имеют 
вид

U к  =  /у '«  +  d 'Ir,c ldt\ Ufa =  г i ¿3c +  eW зс /dt; j

í^ap “  *v'a/? - \ ~ d xVa p i d t \  U$p =  r 2i pp / dt .  J  ̂ ^

В этих уравнениях потокосцепления обмоток

Ч**etc Lac iac “1“ iacap ¿ap 4“ i<xc¡ipÍ$p i
Y *  C ¿Be ificapiap I" /-С.Зp¿jp f

ap rv— ¿ap ¿ap “l” âpaĉ ac ~f" /apfic t  ̂ ^
' E'ip  ¿3p "I-  iflpac iac ”4” ifípfte í'pc »

ÍA«> í/p c. í/.p, ^ p p — нап ряж ения, подаваемые на обмотки машины; 
4 с ,  ¿р0, *«Р. гРр — токи , протекающие по обмоткам; ru п ,  L ac, 
Lpc, La.р, ¿p p — активны е сопротивления и индуктивности само
индукции обмоток статора и ротора; /„cap, /<íp, /зс«Р, — вза
имные индуктивности обмоток статора и ротора.

Так как воздушный зазор  машины постоянен по всей окруж нос
ти статора и м агнитная цепь машины не насыщ ена, то коэффициен-



ты самоиндукции обмоток машины — величины постоянные. С им
метрия машины по осям а , р и синусоидальное распределение М Д С  
обмоток позволяю т записать равенства

taCap /ар ас  р':С ^ т  COS ^ ,

Aicfip “  ¿¡Зрссс =  Sin Т» î-сар —  /ар|Эс —  L т s in  ■[,

где Lm — коэффициент взаимной индукции при совпадении осей 
обмоток.

У равнение движения ротора

М  =  М с +  J (dQ/dt),  (3 .13)

где М — электромагнитный момент, развиваемый машиной; М с — 
момент сопротивления; J  — момент инерции ротора и момент 
инерции привода, приведенный к валу  ротора; Я — частота вр ащ е
ния, Я =  to при 2р  =  2.

Электромагнитный момент вращ ения, выраженный через по- 
токосцепления и токи,

M =  Y«C/?e — V p cí.c . (3 .14)

Уравнения (3.10) — (3.14) полностью определяю т динам ические 
и статические процессы в обобщенной электрической машине, и 
их решение сводится к нахождению токов в обмотках и частоты 
вращения ротора при заданных н ап ряж ен и ях . Проецируя вектор 
напряжения

u s =  U ш  ехр I/ (ш^ -|- а0)] =  Uim [cos((olt +  а0) +  /  sin (tot/ +  а0)] (3 .15 )

на соответствующие оси, где ао — фазный угол вектора н ап р яж е
ния относительно оси а с в момент t =  0 , получим

Uac =  ReUs =  U lm eos (ü)jt -h а0); U ?c =  Im Us =  U lm sin (u>4¿ +  a0).
(3 .16)

Аналогично, для обмоток ротора

UаР =  Re Up =  U 2m cos (w2t +  <х2); Í /Pp =  Im Up =  U 2m sin (<o2t  +  a 2).
(3 .1 7 )

В этих выражениях: <üt — угловая частота напряж ения сети,
о)2 — угловая частота вращения вектора Up относительно осей 
ротора; аг  — фазный угол вектора н ап ряж ения Up относительно 
оси а р в момент t =  0 .

При питании обмоток ротора постоянным напряжением <02 =  0. 
Однако система дифференциальных уравнений (3.10) реш ения в 

общем виде не имеет, так как коэффициенты при токах в вы р аж е
ниях потокосцеплен и й являются периодическими функциями (3.12).

Единые координатные оси, вращающиеся с произвольной час
тотой. Взаимная неподвижность полей статора и ротора сохран и т
ся, если вращающиеся обмотки ротора условно затормозить или 
неподвижные обмотки статора вращ ать с частотой вращ ения ротора

j (3 .12)



(с соответствующим изменением частот токов). П ри этом, чтобы 
сохранить инвариантной мощность и иметь дело с реальными ампли
тудами напряж ений и токов, применяют два метода:

1. Изменяют сопротивление псевдонеподвижных или псевдо- 
вращаю щихся обмоток. Н апример, в схеме замещения А Д индук

тивное сопротивление роторных обмоток рас
считываю т для основной частоты, а их актив
ное сопротивление делят на скольжение. 
Этот способ используется при расчетах и 
построении круговых диаграмм АД.

2. Вводят в уравнения равновесия на
пряж ений обмоток ЭДС вращения. Этот 
способ широко используется при рассмот
рении переходных процессов электрических 
машин [2, 14, 15, 27, 29, 38, 50, 52].

Рассмотрим уравнения обобщенной элек
трической машины в системе координат х, 
у , вращающихся с произвольной частотой 
ых (рис. 3.3). Все члены уравнения равнове
сия напряжений обмоток статора, записан
ного через полные (изображающие) векторы

Us =  d V j d t  +  г,1„ (3.18)

умножим на множитель ехр[— j(v>xt 4  уж0) I, 
учитывающий относительную разность частот 

вращ ения координатных систем, и получим

U.exp I— j  К *  +  т*о)1 =  (d'VJdt)  exp [— / К t +  т*0)) +  

r tIs exp [ — / К г - Н ж0)].

Обозначим:

(х, у) =  Us exp f—  j  (oJjc t +  lx0) | =  UUn exp [i ((cut — wx) t 4 - 

+  ч  —  w )i;
Ф 8 (x, у) =  Ф8 exp [ —  j (Шх t 4 - Tl0)| =  Ф 1т exp [/ ((«*>, —

— +  «о — T*o — (p)l; 

U *>  У) =  *s exP I— H<ox t +  Тж0) I =  Ля, exp l / K  — ««>,)< +

+  a () —  I x u  —  Ф) I.

где ф — угол смещения векторов Ф „  I s относительно вектора U , 
в момент времени t  =  0 .

П роизводная

d ^ s i x ,  у )/ dt =  e x p [ — / (шх t 4  Т:, 0)| j =

Рис. 3.3. Системы ко
ординат и изображаю
щие векторы напря

жений

(3.19)

(3.20)

=  ( d \ V s/ d t )  exp | 

30

■ i  К *  -г 7*o)l — / Ч 41. exp | — / (a>J +  Тя0)]. (3.21)



Отсюда

№ J d t )  ехр[— j  ( fa j  +  Тзе0)1 =  (х, У)'di +  /<«>« Ч». (х, у). (3.22)

П одставляя (3.22) в (3.19) и учитывая (3.20), получим

Us (х, у) =  d4¡s (х, у ) /d i  +  j<ax4>s (х , у) +  r t ls (х, у). (3 .23)

Д ействительная и мнимая части этого уравнения даю т уравне
ния равновесия напряж ений в осях х, у:

U хс — d xVxc/d i  ^ос^ус “Ь r^ixc,
Uyc =  d W J d t  +  * хЧ хе +  г {iyc. (3.24)

Н апряж ения, потокосцеплен и я и токи находим из (3.20)

U xc =  R e Us (*, У) =  U ш  eos [(ш, —  шх) t +  <х0 —  7 ж0],

U yc =  IiiiU, (х, у) =  U im sin [ К  — 0>я) t +  «о — ‘í.rol;

XYXC =  Re 4^s (л:, у) =  ^ c o s  [(со, — wx) t  4 - а0 — у х0 — ф], \ (3 ^  

'F,,c =  lm  Ф 8 (х, у) =  'F lm sin [(и», — шх) t 4- «0 — 7*о — Ф1; J

/ * с  =  R e l s ( * .  У )  =  ^ í m C o s l K  —  “> * ) *  + « о  —  Т д - о  —  Ф 1. 1 ^ 3  2 7 )

/ у с  =  I in  h  ( х ,  У)  =  Л т  s i n  [ (“ i —  w x) 1 +  а 0 —  7*0  —  ф ]. I

Аналогично, все члены уравнения равновесия нап ряж ения об
моток ротора

Up =  d V v/dt +  г21р (3.28)

умножим на множитель ехр[у((ы — +  Yo — у ж0)Ь учитываю
щий относительную разность частот вращения координатны х си
стем, и после преобразований получим

Up (х, У) =  ¿4% (х, y) ld t +  j  (со — шх) Ф р (х, у) 4- г21р (х, у). (3 .29)

Действительная и мнимая части этого вы раж ени я даю т уравне
ния равновесия напряж ений контуров ротора в о ся х  х, у.

и хР =  dxYxv/dt — (tu —  шх) 'F yp +  r2 ixp; Uyp =  d V yp/dt  +

+  (w —  “>*) 'Fxp -1- ré y r  (3 -30>
Н апряж ения обмоток ротора

U xp =  R e  Up (x, y) =  U 2m eos [(u>2 - f  u> —  шх) t +  y0 +  ot2 —  -;Л.0];

V y p =  Im  U p (л:, y) =  U 2m s in  [((og 4 - ш —  wx) t +  To +  cca —  ^ 0]. (3 .31)

Принимая значения частот со,, шг, ш, ш,., мож но рассмотреть 
любую электрическую маш ину в любой системе координат.

О бращ аясь к уравнениям (3.10), видим, что они являю тся част
ным случаем уравнений (3.24) и (3.30), когда частоты  вращ ения 
координатных осей совпадаю т с частотами вращ ен и я обмоток ма
шины. Отличительная черта уравнений (3.24) и (3.30) — наличие 
в них ЭДС вращения а>Л1Р у0, (oxW xc, (ш — о>ж) lF yp, (и  — to J 'F ^ .

(3.25)



Т ак к а к  в системе координат х  , у  (единой для обмоток статора 
и ротора) обмотки машины являю тся псевдонеподвижными, то по- 
токосцепления обмоток оказы ваю тся без периодических составляю 
щих:

П оследнее позволяет получать решение уравнений идеализи
рованной машины в общем виде.

§ 3.4 . Методы анализа переходных процессов 
в электрических машинах

Электромагнитны е переходные процессы при постоянном насы
щении или при ненасыщенной магнитной цепи машины описываются 
линейными дифференциальными уравнениями с постоянными ко
эффициентами, решение которых не встречает затруднений. При 
изменяю щ емся насыщении магнитной цепи дифференциальные урав
нения электрических машин становятся нелинейными и решаются 
численными методами.

У равн ения, описывающие переходные процессы, могут быть з а 
писаны в дифференциальной или операторной форме. Совпадая по 
сущ еству, они имеют различные способы решения. Линейные 
диф ференциальны е уравнения при малом числе уравнений в систе
ме реш аю тся методом редукции системы с помощью дифференциро
вания и исклю чения. Системы сводятся к одному уравнению более 
высокого порядка, решение которого, как правило, не представляет 
трудности. П ри большом числе дифференциальных уравнений в 
системе используется метод сведения неоднородной системы урав
нений к однородной. Решение уравнений в дифференциальной форме 
записи назы вается классическим методом

О перационное исчисление базируется на специальном инте
гральном преобразовании функций вещественной переменной, по
зволяю щ ем заменить интегральные операции над этими функциями 
алгебраическими операциями над их интегральными преобразова
ниями.

В результате  удается значительно упростить решение линейных 
дифференциальных уравнений. В операционном исчислении обычно 
применяют преобразование

называемое преобразованием Карсона  — Хевисайда. Величина 
Р(р) — изображ ение функции /(0 , ' называемой оригиналом. И зобра
ж ения некоторы х функций, наиболее часто встречающихся в тео
рии электрических машин, представлены в табл. 3.1.

(3.32)

(3.33)
о



Оригинал И зображ ение Оригинал Изображение

P l ( P  + “) ( 1 — a O e - “' Р 2/ ( Р  +  а )2
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вого рода ~\/~ р г - |-  а2

P l ( P  +  ° f „ / а  _  /*  п ри  i > 0  
0 '  '  \ 0  п ри  / < 0

1

Достоинством преобразования Карсона — Х еви сай да является 
то, что изображение рассматриваемой физической величины  имеет 
размерность оригинала.

Решение обратной задачи — определение о р и ги н а л а  функции 
по ее изображению — можно получить с помощью теорем  разло
ж ения. Если изображение задан о  в виде степенной функции, то 
оригинал ищется в виде степенного ряда, располож ен ного  по сте
пеням t:

оо оо

с3 -3 4 )
к=0 /¡=0

Это первая теорема разлож ения.
Если изображение представляет собой отнош ение д вух  полино

мов

р  ( р)  =  F i  (Р> =  Ь»РП +  Ь1Р"1' 1 +  • • • +  Ьт  (3 .35)
F2(p) аоРп +  a iPn~l +  • • - +  ап

то оригинал функции

 ̂^  ^1 ^  | l(pk) е*Р (рк 0  20^
F* (0) Ph f \  (ph)



где / г1(0), /•'г(О) — значения полиномов выражения (3.35) при под
становке в них значения р  =  0 ; /^(р) — производная полинома 
знам енателя; р к — ¿-й корень уравнения р 2(р) =  0 .

В торая теорема разложения в форме (3.36) справедлива лишь в 
том случае, когда уравнение Рг(р) — 0 не имеет нулевого корня. 
Степень полинома Р^р)  не долж на превышать степени полинома 
Р%(р). П ри наличии нулевого корня оригинал функции ищется ме
тодом вычетов.

У казанны е методы решения применимы для любой электрической 
машины, однако машины и соответственно их дифференциальные 
уравнения несколько отличаю тся друг от друга по сложности. 
В связи  с этим электрические машины могут быть разделены на 
две основные группы [15]:

1) электрические машины с взаимно неподвижными осями об
моток. К этой группе относятся машины постоянного тока, некото
рые коллекторны е машины переменного тока и трансформаторы;

2) электрические машины с взаимно перемещающимися осями 
обмоток и явно выраженными полюсами. К этой группе принадле 
ж ат синхронны е и асинхронные машины, одноякорные преобразо
ватели и т. д.

С точки зрения математического исследования электрических 
машин эти группы отличаются коэффициентами при неизвестных. 
В маш инах с взаимно неподвижными осями обмоток при неизмен
ном насыщ ении магнитной цепи коэффициенты само- и взаимоин
дукции обмоток могут считаться постоянными, а следовательно, 
уравнения машины являю тся линейными уравнениями с постоян
ными коэффициентами. В машинах с взаимно перемещающимися 
осями обмоток коэффициенты взаимоиндукции, а при наличии явно 
вы раж енны х полюсов — и коэффициенты самоиндукции, являю тся 
тригонометрическими функциями угла поворота ротора. При от
сутствии нелинейностей решение уравнений выполняется изложен
ными ранее методами после преобразования координатных осей, 
в результате  которого осущ ествляется переход от уравнений с 
периодическими коэффициентами к уравнениям с постоянными 
коэффициентами при неизвестных.



Раздел второй
И ССЛ ЕДО ВАН И Е П Е РЕ Х О Д Н Ы Х  П РОЦЕССОВ  
В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ М АШ И Н АХ  
С ВЗАИ М Н О  Н ЕП О ДВИ Ж Н Ы М И  ОСЯМИ ОБМ ОТОК  
И ПОЛЮ СОВ

ГЛАВА 4. КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

§ 4.1. Дифференциальные уравнения 
электрических машин

К группе электрических машин с взаимно неподвижными о ся 
ми обмоток относятся машины постоянного тока, трансформаторы , 
ряд коллекторных машин переменного тока.

Дифференциальные уравнения двухобмоточного трансформатора. 
Однофазный двухобмоточный трансформатор — это простейш ий 
случай электрической машины, имеющей всего два индуктивно 
связанных контура. Дифференциальные уравнения равновесия 
напряж ения обмоток трансформатора имеют вид

и  1 =  г i ц +  <№п !(И\ — и 2 =  г 2(2 +  <№гг/<й, ( 4 .1)

где и 1г — напряж ения на заж и м ах  первичной и вторичной об
моток; I,, /г — токи, протекающие по обмоткам; ги п  — активны е 
сопротивления обмоток.

Потокосцеплен и я обмоток равны  сумме собственных потокосцеп- 
лений, создаваемых токами, протекаю щ ими по рассматриваемой 
обмотке, и потокосцеплений взаим оиндукции:

=  L^^l  ̂ +  ¿ 12**2’ ^22  =  ¿ 21*1 “Ь ¿ 22(2> (^*2)

где ¿ и , ¿22 — полные индуктивности первичных и вторичных об
моток; ¿ 12 =  ¿21 — взаимные индуктивности обмоток.

Полные индуктивности обмоток представим в виде суммы ин
дуктивностей рассеяния и взаимных индуктивностей:

¿11 =  ¿13 ¿ 12» ¿22 =  ¿ 2з “Ь ¿ 21* (4 .3)

Уравнения равновесия нап ряж ений (4.1) с учетом вы раж ений 
(4.2) запишем следующим образом:

^1 =  г1*1 +  ¿п  (сИ^сМ) +  ¿ , 2 (сИ2/Ш);
— и 2 — г 2̂ 2 +  ¿22 №ъ/&О +  ¿21 (<*1 /п о 

принимаем , что насыщение магнитной цепи в идеализированном 
трансформаторе отсутствует, поэтому коэффициенты ¿ ц ,  ¿га, ¿ 12<21)
— постоянные величины. П ри таком допущении реш ение 
системы уравнений (4.4) не представляет затруднений.

Дифференциальные уравнения маш ины  постоянного тока. М ето
дику составления системы дифференциальных уравнений машин 
постоянного тока рассмотрим на примере двигателя параллельного

(4.4)



возбуж дения (рис. 4.1, а). В этой машине имеется два контура: 
контур обмотки возбуж дения и контур якоря, состоящий из по
следовательно соединенных обмоток — компенсационной, добавоч
ных полюсов и якоря. Щ етки установлены строго на геометрической

нейтрали. У равнения равно
весия напряж ений контуров 
машины принято записывать 
в системе неподвижных ко
ординатных осей а , р (рис. 
4.1, б). Обмотка вращающего
ся якоря идеализированной 
машины постоянного тока за 
меняется псевдонеподвижной 
катушкой Я ,  ось которой на
правлена по линии щеток (по 
оси р). Поэтому при записи 
уравнения равновесия напря
жений для контура якоря 
следует помнить, что в ка

туш ке якоря кроме ЭДС само- и взаимоиндукции наводится при- 
вращ ении якоря в поле главны х полюсов ЭДС вращения (см. 
§ 3.3)

е =  - ^ аа, (4.5)

где — потокосцепление обмотки возбуждения с обмоткой 
якоря.

Т аким  образом, уравн ен и я равновесия напряж ений контуров 
маш ины  постоянного тока имеют вид

и  =  г„ 1Ь +  с№ Ьш/си- и  =  Па +  <№Ш  +  (4.6)

где и  — напряж ение, прилож енное к зажимам машины; ¿ь, г'ц — 
токи , протекающие по обмоткам; г ъ, г — активные сопротивления 
контуров обмоток возбуж дения и якоря, причем г ь =  гш +  лрег, 
г =  гк +  лд +  г а (гш, г к, гд , г а — активные сопротивления шун- 
товой, компенсационной обмоток и обмоток добавочных полюсов и 
яко р я ; грег — регулировочное сопротивление); Чгг,ш — потокосцеп
ление обмотки параллельного  возбуждения; Чг — полное потоко
сцепление обмоток кон тура якоря  идеализированной машины.

Потокосцепления обмоток машины постоянного тока параллель
ного возбуждения

*£>> 1-ай *6>
Ч* =  (¿к  +  +  ^ а )  1а +  ^  (£„д —  ^ка  —  ^Да) га>

где ¿ ш — полная индуктивность обмотки параллельного возбужде
ния; ¿ д, 1*а — полные индуктивности обмоток: компенсацион
ной, добавочных полюсов и якоря; ¿ кд, Ь ка, ¿ д „ — взаимные ин
дуктивности обмоток: компенсационной и добавочных полюсов, 
компенсационной и я к о р я , добавочных полюсов и якоря (знак ми-

} (4-7)

5) к
О-------------

и ов
о-----

а к» ми я

га* иа

Рис. 4.1. Схема машины постоянного 
тока (а) и ее условное изображ ение 

(б) в осях а, р



нус перед коэффициентами Ь ка, ¿ да обусловлен тем, что обмотки 
добавочных полюсов и компенсационная включены встречно по 
отношению к обмотке якоря); Ь аа — взаимная индуктивность о б 
мотки яко р я  по продольной оси и обмотки возбуждения.

При этом имеется в виду действительная обмотка як о р я , а не 
псевдонеподвижная катуш ка яко р я  идеализированной машины. 
П оследняя не имеет взаимоиндуктивной связи с обмоткой возбуж 
дения, так  как  их оси сдвинуты на угол я / 2 .

При исследовании электромеханических переходных процес
сов частота вращения якоря не постоянная и систему уравнений
(4.6) следует дополнить уравнением  (3.13) равновесия моментов 
(или уравнением движения якоря)I

M  =  M a +  J ( d £ l / d f ) = * M e +  J^(^fa/dt), (4 .8)

где J i — момент инерции на пару полюсов.
Электромагнитный момент вращ ения (3.14)

М = У а а 1а. (4 .9)

В общем случае система уравнений (4.6), (4.8) маш ины по
стоянного тока нелинейна, так  как  содержит следующие нелиней
ные величины:

а) взаимные и полные индуктивности обмоток маш ины, являю 
щиеся нелинейными функциями токов обмотки возбуж дения и як о 
ря и изменяющиеся в зависимости от насыщения магнитной цепи 
машины;

б) ЭДС вращ ения, являю щ ую ся нелинейной функцией тока воз
буж дения и угловой частоты;

в) электромагнитный момент вращ ения, являю щ ийся нелиней
ной функцией тока возбуждения и тока якоря;

г) момент сопротивления, являю щ ийся, как правило, нелиней
ной функцией частоты вращ ения якоря.

Д аж е  в том случае, когда изменением насыщ ения магнитной 
цепи пренебрегают и считают параметры обмоток постоянными 
величинами, при исследовании режимов работы, характери зую 
щихся переменной неизвестной частотой вращ ения, рассм атривае
мые уравнения будут нелинейны, так  как  в уравнения (4.6) равно
весия напряж ений входят произведения переменных. У казан н ы е 
нелинейности делают решение системы уравнений (4 .6), (4.8) в 
общем виде невозможным. О днако в некоторых частны х случаях  
эту систему можно свести к линейной рядом допущ ений.

§ 4.2. Безреостатный пуск двигателя
параллельного возбуждения

В качестве примера решения задач классическим методом рас
смотрим безреостатный пуск дви гателя постоянного тока парал
лельного возбуждения (рис. 4.1). В настоящее врем я мож но осу
щ ествлять в отдельных сл у чаях  безреостатный пуск двигателей 
мощностью до 30 кВт. Пуск происходит в такой последовательности:



вн ачале в сеть включают обмотку возбуждения, а затем замыкают 
цепь обмотки якоря. А нализ переходных процессов может быть зна
чительно проще, если пренебречь взаимными индуктивностями 
обмоток добавочных полюсов и компенсационной. Пренебрежение 
влиянием  обмотки добавочных полюсов не вносит каких-либо по
греш ностей при рассмотрении электромеханического переходного 
процесса, так как добавочные полюсы влияют только на процессы 
в короткозамкнуты х коммутирующих секциях обмотки якоря. 
П ренебрегая влиянием компенсационной обмотки, одновременно 
не учитываем и размагничиваю щ ее действие реакции якоря, пола
гая , что их влияние на переходный процесс взаимно уравновешено. 
А ктивны е сопротивления и собственные индуктивности обмоток 
добавочны х полюсов и компенсационной складываем с соответст
вующими параметрами обмотки якоря: г =  г к +  гд +  ra, L — 
=  JL к “Ь ¿ д  L a.

Рассмотрим наиболее простой случай безреостатного пуска 
д ви гателя , включаемого в сеть без нагрузки. Моментом холостого 
хода пренебрегаем. П олагаем , что включение цепи якоря в сеть 
контактором  К  (рис. 4.1) осущ ествляется по окончании переходного 
процесса в цепи обмотки возбуж дения. Учитывая, что реакция яко
ря не влияет на основной поток машины, можно считать магнитный 
поток при пуске двигателя постоянным. Следовательно, постоян
ным будет и потокосцепление по продольной оси обмотки якоря и 
основны х полюсов: аа ~  const. Постоянство потокосцепления де
лает  линейными ЭДС вращ ения (4.5), которая становится линей
ной функцией частоты, и момент вращения (4.9), который становит
ся линейной функцией тока якоря. Неизменное насыщение маг
нитной цепи позволяет считать индуктивность постоянной. Таким 
образом , система уравнений (4.6), (4.8) становится линейной. 
С деланны е допущения обеспечивают достаточную точность реше
ния.

Система уравнений, описываю щая поведение двигателя при 
безреостатном пуске, примет вид

и  =  п'а +  L (d i jd t )  - f  ш ¥ ай; 4rad ia =  J i (du>/dt). (4.10)

Н аиболее просто эта система дифференциальных уравнений 
реш ается методом редукции.  Дифференцируем уравнение равнове
сия напряж ений цепи якоря:

L (d- i j d t 2) +  г (d i j d t ) +  Watl (dm/dt) =  0. (4.11)

И склю чаем из полученного уравнения производную dio/dt, 
определив ее значение из второго уравнения системы (4.10). Норма
лизуем  уравнение, разделив все его члены на L, и получим одно
родное дифференциальное уравнение второго порядка:

d* i j d t 2 +  (r/L) d i j d t  +  [ ^ / ( . / ¿ H i 'a  =  0. (4.12)

Отнош ение J i / ^ 2ad обозначаю т через Сэ и называю т эквивалент
ной динамической емкостью якоря. Решение дифференциального

за



уравнения (4.12) зависит от вида корней его характеристического 
уравнения:

р2 +  (r/L) р  +  1 / (СЭЬ) =  0. (4 .13)

Корни характеристического уравнения

А.2 =  — г / (2L) ±  ] / “[/-/(2L)]2 — 1/(C,L). (4 .14)

Введем следующие обозначения:

Ь — г / (2L) и ш0 =  У I / ( C . L ) ,  (4 .15)

тогда

/>1>2 =  — 8 ±  / 8 я — ш* . (4 .1 6 )

Если корни характеристического у р авн ен и я  действительны е и 
разные (б >  too), то решение уравн ен и я (4.12) запиш ем в общем 
виде:

ia =  A i exp (p¿) +  A 2 exp (p2t). (4 .17 )

При действительных равных корн ях  (б =  шо)

*„ =  (A i +  A ¿)  exp (— U). (4 .18 )

В случае комплексно-сопряженных корней (б <  шо)

ia — cos $t +  Л 2 sin ßO ех р (— 8/), (4 .1 9 )

где ß =  — 82 ,
О пределяем постоянные ин тегрирования, исходя из н ачальн ы х 

условий: 1) í'o =  0 при t — 0 ; 2) i a — 0 и со =  0 при t  =  0 .
Рассмотрим определение постоянны х интегрирования д ля  п ер 

вого случая (4.17). Подставим значения t„ =  0 и Í =  0 в вы р а
ж ение (4.17), тогда 0 =  A¡ +  Лг, откуда Л г =  —Л 4 и

ia =  A i lexP (AO — exP W )  1- (4 .20)
Постоянную интегрирования A¡  определим, подставляя в у р а в 

нение (4.10) (при начальных условиях  t =  0, i a =  0 и со =  0) 
значение производной тока от вы раж ени я (4.20): d i j d t  =  Л t(/?i—
—pí); U  =  L ( d i j d t ) ,  откуда A t =  (U /L ) / (p i  —  рг). Т аким  о б р а 
зом, ток яко р я

L  =  l(U /L)/(pl —  /?2)] [exp (PiO — exp (p2Q]. (4 .2 1 )

Изменение частоты вращения як о р я  определим из уравнени й  
(4.10):

* =  C¥<u,/Jd j i a dt. (4 .2 2 )
9



Подставив под знак интеграла выражение (4.21) тока якоря и 
проинтегрировав его, получим

О) =  WadU . Pi [1 — ехР (РаО] — Ра Г1 — ехР (PiOl (4.23)
J P i  Pt  (pi  p2)

Учитывая, что р хрг =  (o20=  1 / ( C aL) получим

«о =  (U /xYad) ^  (1 — exp (p .J))— p2 (1 — exp (/V ))]''(A  — />,).

П ри t =  О имеем со =  0, а в установившемся режиме при t =  
=  оо о» =  U /XY ad, т. е. частоту вращения идеального холостого 
хода.

Кривые изменения тока яко р я  и частоты вращ ения представле
ны на рис. 4 .2 ,а. П роцесс пуска двигателя в этом случае характе-

Рис. 4.2. Кривые изменения тока и частоты вращ ения якоря 
при безреостатном пуске двигателя постоянного тока в слу

чае апериодического (а) и колебательного (б) режимов

ризуется резким нарастанием  тока якоря до своего максимального 
значения и медленным спаданием  тока благодаря затуханию  сво
бодных составляю щ их тока яко р я  и уменьшению его под действием 
ЭДС. Частота вращ ения яко р я  плавно приближ ается к своему 
установивш емуся значению . Аналогично решаем задачу в случае 
равны х вещественных и комплексных корней соответственно:

ia =  (V IL )  t exp (— It), (4.24)

ia — [U /ф Ц ]  sin pi • exp (— 8/). (4.25)

Ч астоту вращ ения определяем  по (4.22). В случае равных ве
щ ественных корней получаем  предельный случай апериодического 
процесса. Кривые изм енения тока якоря и частоты вращения ана
логичны кривым, показанны м  на рис. 4.2,а. П ри комплексных кор
нях  характеристического уравнения переходный процесс носит 
колебательный характер , отличаю щийся колебаниями частоты вра
щ ения и тока относительно их установившихся значений (рис. 4.2,6). 
Колебательный х арактер  изменения частоты вращ ения при пуске



двигателя является нежелательным. Во избежание колебательно
го характера изменения частоты  вращения следует повысить ди
намическую емкость якоря за  счет увеличения момента инерции 
якоря или снижения потока основных полюсов.

Рассмотренный способ реш ения системы дифференциальны х 
уравнений типичен для исследований переходных процессов кл ас
сическим методом. Аналогично можно решать задачи при внезап
ном увеличении и сбросе н агр у зк и , коротком зам ы кании генера
тора, а такж е при исследовании переходных процессов в трансф ор
маторах.

ГЛАВА 5. ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

§ 5.1. Операторные уравнения

Операторные уравнения двухобмоточного трансформ атора. У р ав 
нения равновесия напряж ения первичной и вторичной обмоток 
трансформатора при нулевых начальны х условиях

b \(/?) =  'V i( /7) +  p 'l '1,(p); —  U 2 (p) =  r2i2 (p) +  p xV.M (p), (5 .1)

где изображ ения потокосцеплен ий обмоток

¥ „  (р) =  L lli l (р) +  Ln lt  (р)\ vF , 2 (р) =  1 21г, (р) +  L22£2 (р)\ (5 .2)

U t(p), Ü 2(p) — изображения нап ряж ений , прилож енны х к обмот
кам; i t(p), h{p) — изображения токов первичной и вторичной об
моток.

На практике расчеты ведут, как  правило, в системе o .e ., зам е
няя идентификаторы само- и взаимноиндуктивностей равными им 
в системе o.e. при базисной частоте индуктивными сопротивлени я
ми. Д л я  обмоток трансформатора (ш трихи у приведенных парам ет
ров опущены) L u  =  Х ц \  Lu. =  лггг; L n  =  L 2i =  x i2, где jch , х 22 —  
полные индуктивные сопротивления обмоток трансф орм атора, рав
ные сумме индуктивных сопротивлений рассеяния и взаим ной ин
дукции; х 12 — сопротивление взаимной индукции обмоток.

Тогда систему уравнений (5.1) можно представить в виде

Ui СР) =  (rt +  р хп) ii (р) +  p x n i2 (р);

— U 2 (Р) =  pxl2'h  (Р) +  (rt  +  р х22) i2 (p).

Система операторных уравнений решается как  система обычных 
алгебраических уравнений, поэтому систему операторны х уравн е
ний более удобно записывать в матричной форме и реш ать по п р а
вилам матричной алгебры [54]. У равнения равновесия н ап р яж е
ний обмоток трансформатора в матричной форме при и сп ользова
нии параметров, записанных в о .  е ., имеют вид

U { (Р) '
. — U 2 (р)

rt +  р х п p x i2 

р х  12 Г2 “Ь р х 22
(Р) 

(Р)
(5 .4 )

(5 .3)



В рассматриваемом случае  система операторных уравнений 
представлена в виде трех матриц: матрицы напряж ений \U (p)I, 
матрицы  сопротивлений (г(р)] и матрицы токов [/(/?)]. Матрицы 
нап ряж ен и й  и токов являю тся матрицами первого ранга, а матри
ца сопротивлений — второго ранга.

О т матричной формы запи си  легко перейти к обычной форме в 
виде системы уравнений (5.3). Уравнение для Ui(p) получается в 
виде суммы произведений элементов первой строки матрицы сопро
тивлений на соответствующие элементы матрицы токов. Аналогич
но, Uz(p) равно сумме произведений элементов второй строки мат
рицы  сопротивлений на соответствующие элементы матрицы токов.

О пределение операторных изображений целесообразно находить, 
исп ользуя теорию определителей. По правилам матричной алгебры 
реш ение системы (5.4) запиш ем  следующим образом:

i i(p)  =  [Ut ( p ) A u (p) —  U 2(p )A i2(p)]/D(py, |  

i 2 (р) =  [(/, (р) А 21 (р) —  U 2 (р) А 22 (p)}/D (р), |  

где определитель матрицы сопротивлений

D  (р ) =  Г‘ +  рХн pXii =  (г, +  р х и) (г2 +  рх22) — р2х\2 ; (5.6)
12 “Г" Р%22

алгебраические дополнения

A h}{p) =  ( - l f J D h j (p). (5.7)

М иноры матрицы сопротивлений D kj(p) определяю тся путем 
вы черкивания k-x  столбцов и /'-х строк определителя матрицы, 
тогда

А и (р) =  г2 +  р х 22; Л21 (р) =  — р х 12;

A t  (P) =  —  Рх42; А г  (р) =  г, +  р хп . (5.8)

В результате подстановки в (5.5) значений D(p)  и А ь }{р) полу
чим операторны е изображ ения токов:

.• _  U \ (Р ) ( '2  +  РХ 22) +  U 'i (Р) РХ12 , 
*1 \Р) — :

(Г 1 +  рхп ) (г, +  рх22) — Р2Х12

_  — Uj (р) РХу — и 2(р) (Г, +  рхи )
(Г1 +  рхл ,) \г2 +  ркг2) — р-х\2

(5.9)

П ри  изменяю щихся зн ач ен и ях  *и , х22 и х 12 система оператор
ных уравнений, так ж е к ак  и система дифференциальных уравне
ний трансформатора, не имеет решения в общем виде.

Переход от операторных уравнений к уравнениям установивше
гося режима. Часто приходится осуществлять переход от оператор
ных уравнений электрических машин к уравнениям установивш е
гося реж има работы. У равн ения установившегося режима дают 
частное решение системы дифференциальных уравнений — выра



жения для установившихся составляющих токов. Комплексные 
уравнения установившегося режима работы трансформатора имеют 
вид

Ü i =  (г, +  /*и ) / ,  +  / Л 2 / 2; —  i / 2= № 2 / i +  (r^ +  i ^ V а- (5 -Ю )

С равнивая комплексные уравнения (5.10) с операторны ми урав
нениями (5.3), приходим к выводу, что уравнения установивш егося 
режима при синусоидальных прилож енных н ап ряж ен и ях  и постоян
ных параметрах обмоток м огут быть получены из операторных 
уравнений заменой р  на j и изображений функций их комплексны
ми значениями. Если частота приложенного н ап ряж ения отлична 
от частоты, принятой за базисную , то в системе o .e . / / / 5  =  s.

Д л я  этого общего случая при переходе от операторны х уравне
ний к комплексным уравнениям установившегося реж има необхо
димо подставить р  =  js. Эта подстановка используется при получе
нии уравнений установившегося режима машин переменного тока, 
например АД.

При переходе от операторных уравнений машин постоянного 
тока к уравнениям установивш егося режима следует иметь в виду, 
что частота тока сети равна нулю ; следовательно, s =  f/ft, =  0 и 
уравнения установившегося реж има могут быть получены подста
новкой р =  0 .

§ 5.2. Внезапное короткое замыкание 
двухобмоточного трансформатора

На примере определения тока внезапного короткого замы кания 
(ВКЗ) двухобмоточного трансформатора рассмотрим особенности 
операторного метода решения задач. При рассмотрении короткого 
замы кания (КЗ) трансформатора его магнитная цепь м ож ет считать
ся ненасыщенной; следовательно, индуктивные сопротивления об
моток будут постоянными величинами. П редполож им, что В КЗ 
вторичной обмотки трансформатора произошло при работе трансфор
матора в режиме холостого хода (X X ). У читы вая, что ток XX 
трансформатора на два порядка ниже тока К З, можно пренебречь 
его значением и рассмотреть задачу  при нулевых начальны х усло
виях. Считая напряжение ¿/г(р) =  0 из (5.4), получим следую
щую систему операторных уравнений, описывающую процесс ВКЗ:

(5.11)h  +  РХц р хн  1 ii(p) 
p x l2 r2 + p x 22\  Lч  (р)

Реш ая систему уравнений относительно ii(p) и h(p),  получим

^1 (р)'
0

следующие операторные вы раж ения токов В К З:

h (Р) =

h(P)

U\ (р) (г2 +  рх22)

,2 Г12(г , +  р х г1) (/•„ +  р х 22) —  р2 *■

________ — Ul (р) РХ12_______
( ' I  +  Р Х ц )  {г 2 +  р х 22) —  р 2 Х 212

и  1 (р) .
Ч(р)

—  G2 ( p ) U l{p),
(5.12)



где полное операторное сопротивление первичной обмотки

*1 (р) = ri +  рхи — Р2х 212/ ( г г +  рх22) =  Г, +  р хи (р)\ (5 .13) 

оп ераторная проводимость вторичной обмотки

Q  ф ч  _  ____________PXy¿l ( r ,  +  рх22)_________  _  __________ рх 12____________  .

2 Г1  +  Рх 11  —  Р2 *12/  (Л2 " Ь  Рх 2а) (Г1 + Р Х п ( Р ) ) ( Г 2 +  р Х22) ’
(5.14)

операторное индуктивное сопротивление первичной обмотки

*11 (Р) =  *и —  РХ212/  (г2 +  Р*22). (5.15)

П ри р  со, т. е. в первый момент времени после начала пере
ходного процесса, а такж е при гч =  0 , операторное индуктивное 
сопротивление

* н  (Р)  =  *11 —  * У  *22 =  *'ц . ( 5 - 16 )

где —  переходное сопротивление трансформатора.
Н а основании (5.16) Х ц (р ) называю т операторным переходным 

сопротивлением трансформатора.
Е сли напряж ение, прилож енное к зажимам первичной обмотки 

трансф орм атора, изменяется по синусоидальному закону

U t (т) =  U lm sin (<у  +  <х0) =  Ui sin (т +  а0), (5.17)

где т  —  относительное значение времени; ао — фазный угол на
п ряж ен ия в момент В К З; Ui —  амплитуда напряж ения, выражен
ная в системе o .e ., то изображ ение напряж ения (см. табл. 3.1) бу
дет иметь вид

Ui (р) =  U i (p  cos <х0 +  р2 sin а 0)/(р2 +  1). (5.18)

С учетом зависимостей (5.13), (5.14) и (5.18) изображ ения токоз 
В К З  трансформатора запишем в виде

р COS a (i +  р 2 s in  а 0
h  (Р) =  U  i

(Р2 +

,2 <j2 (J,) _  _  ¡Ji (P cosa0 + P a sin a0) pxl2
2 '  +  p x 11{p) ) ( r2- t - p x 22)

(5.19)

Д л я  окончательного реш ения задачи необходимо перейти от 
изображ ений токов к их оригиналам . Учитывая идентичность ре
ш ения, этот переход выполним только для тока ¡±{р). В первом 
приближ ении пренебрегаем активными сопротивлениями обмоток 
трансформ атора, так как они значительно меньше индуктивных 
сопротивлений. П ренебрегая сопротивлениями, по сути дела, не 
учитываем затухания переходного процесса, поэтому полученное 
решение справедливо только д л я  первых периодов переходного 
процесса е момента В К З. Д л я  большинства задач, когда необходимо 
оценить амплитуду тока В К З , этого решения вполне достаточно.



С  учетом допущений г1 =  0 и гг =  0 вы раж ение д ля  тока упрощ а
ется:

Оригинал функции находим по таблицам формул операционного 
исчисления (см. табл. 3.1) или с помощью второй теоремы Хевисайда

После ряда тригонометрических преобразований, в которых 
произведены замены:

[ехр (уЧ) +  ехр (— ут)]/2  =  « к  т; [ехр (/т) — ехр (—  /т )] /(2у) =  э т  т; 

ЭШ т - э т а , ,  — сое т*соз а0 =  — соэ (т +  а0),

В соответствии с (5.24) кривую  тока В К З  можно представить 
в виде двух составляющ их; апериодической (постоянной) га и пе
риодической 1п, изменяющейся с частотой н ап ряж ен и я  сети. Из 
(5.24; видно, что значение апериодической составляющ ей тока 
В КЗ зависит от значения фазного угла ао н ап ряж ен и я , т. е. от мо
мента В К З трансформатора. Возникновение апериодической со
ставляющей тока В К З отвечает закону электромагнитной индук
ции, согласно которому всякий короткозамкнуты й контур стремит
ся сохранить свое потокосцепление постоянным. Если В К З произо
шло при ао =  0 (напряж ение на заж имах первичной обмотки транс
форматора проходит через нуль; поток, пронизывающ ий обмотки 
трансформатора, максимален), то апериодическая составляющ ая 
максимально возможная и равна амплитуде периодической состав
ляющей тока В К З. Если ж е В К З  произошло при ао =  я /2  (напря
жение У 1 максимально; поток в сердечнике трансформатора равен

Н (Р) =  (соз а0 +  р  зш *0)1[х'п  (р2 +  1)]. (5.20)

(3.36).

(5.21)

корни

Р 1.2 -Ь /» (5.22)
производная

Р2 (Р) =  2Р- (5.23)

Оригинал функции (5.20)

ехр(—/т) .

получим

ч  (т ) =  а л /* ; ,)  [с° 5 ао — со5 (т +  «о)]- (5.24)



нулю), то апериодическая составляю щ ая тока В К З отсутствует. 
Очевидно, что в самом неблагоприятном случае (В К З при ао =  0) 
наибольшее значение тока, называемое ударным током , достигает 
удвоенной амплитуды периодической составляющей тока ВКЗ:

Ч т а х  =  \ т ! Х 1 \ ■ ( 5 . 2 5 )

При В К З  реального трансформатора, имеющего активные сопро
тивления обмоток, отличные от нуля, переходный процесс затухает 
во времени. О пределение оригинала тока В К З с учетом активных 
сопротивлений обмоток трансформатора производится по изложен
ной выше методике, однако выражения токов получаются громозд
кими. Реш ение можно упростить, если принять ^(р) =  — 12(р) 
(так как ток намагничивания в сотни раз меньше тока В К З транс
форматора;. П ри расчетах пользуются приведенными параметрами 
и токами вторичной обмотки. В этом случае уравнения (5.3) примут 
вид (ш трихи у приведенных параметров опущены)

¿Л (Р) =  (г \ +  Рхи) ¿1 (Р) —  р хп  I, (р); 1 (5 >2б)
О =  р х п  I, (р) — (г2 +  рх22) г, (р). )

Вычитая из первого уравнения второе, получим и 1(р )= (г1+ р х н +  
+  г% +  р х 22 —  2рж12)ц(р), откуда

ь(р)  = ------------------------- {р) -  -------
Г1 + Г г + Р  (JCU  —  х 12) +  р  ( х 22 —  х 12)

_  _________ Ui (¿>)__________
( '’1 +  г г) +  Р  (•*,! +  ^ 2 ) ’

(5.27)

где *«,, =  Хц —  x i2; х ^  =  х22 — х 12 — индуктивные сопротивления 
рассеяния обмоток трансформатора.

Обозначим r t +  п  — г к; х а\ +  хаг =  х н. Сопротивления г к и 
называют активным  и индуктивным сопротивлениями корот

кого замыкания трансформатора.
С учетом н ап ряж ения (5.18) формула (5.27) примет вид

h  (Р) =  Ui (Р а0 +  р2 sin а0)/[(р2 - f  1) (гк +  рхк)\. (5.28)

Переход от изображ ения тока к оригиналу производим по изло
женной ранее методике. Из характеристического уравнения

Л  (Р) =  (Р2 +  О (rk +  / 0 = 0  (5.29)
определим корни:

Р\ ,2 /> Рз ~  r J x K =  I/T’ki (5.30)

где Т к — постоянная времени короткозамкнутого трансформатора. 
П роизводная знам енателя (5.28)

?2 (р) =  (3р2 +  1) хк +  2ргк. (5.31)

4G



Оригинал функции

^  11 i  ( Ph  COS а0 -f- р \  sin аи)  exp (phT)

к = \

п

í'l (т) =  2
[ P k ( 3 p 2k +  l ) j £ K +  2 p ft/-K]

(cos a0 -f- p h sin a„) exp (p,,z) 

' (3P * +  1)хк +  2Рцг»
( 5 . 3 2 )

После подстановки корней характеристического уравнения и 
ряда преобразований получим

г, (т) =  U l [г к/ (  г« +  4 )] Isin  (т +  <х0) —  ( x J r K) cos (т +  <х0) —

— (sin а0 — (xK/r ft) cos а„) • exp (— т /Г к)]. (5.33)

Учитывая, что

x J r K =  t g  Фк =  sin Фк/cos Фк; r „ l  У  r'i +  xt  =  cos ф„, (5.34)

где ф к — фазный угол тока установивш егося КЗ, в окончательном 
виде получим

I, (т) =  ( { / , / /  г«2 +  x l  ) Isin (т +  а0 — фк) —

— sin(a0 — фк) е х р ( — т /Г к)]. (5.35)

Так как  индуктивное сопротивление К З  трансформатора значи
тельно больше активного, то ф азны й угол фк ~  л /2  и ток В КЗ

г',(т) =  [ u t j  У  г« +  x l  ) I — cos (т +  <х0) +  cos <х0 - exp (— i / T K)\.

Это выражение для тока В К З  трансформатора отличается от 
(5.24) затуханием апериодической i a составляющей тока и уменьше
нием амплитуд апериодической 
и периодической t'n составляю- i uü¡, 
щих тока за счет активных со- о.е. 
противлений (рис. 5.1). г

Переходное сопротивление х и 
трансформатора и индуктивное j 
сопротивление К З равны при 
условии х 12 -> оо, что соответст
вует допущению равенства тока ос о ад 
XX нулю: х'п =  х п  — х22/хю  =
=  Хц\ +  ( \ /x i2  4- 1/Xrf) 1 =  дг,1 +  j
+  JCj 2 —  ^ К -

В трансформаторах малых 
мощностей переходный процесо Рис. 5.1. Кривая изменения тока 
затухает за один два периода В К З трансформатора



нап ряж ен и я  сети, в трансформаторах большой мощности — 
за  пять-ш есть периодов, после чего по обмоткам трансформатора 
п ротекает ток установивш егося К З, достигающий (1 0 ч -15) / ном.

ГЛАВА 6. ГРАФОАНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

§ 6.1. Самовозбуждение генератора постоянного тока

Операторный и классический методы решения задач широко 
применяю тся в тех случаях , когда системы дифференциальных урав
нений равновесия напряж ений контуров и уравнения моментов — 

линейные. Если хотя бы одно уравнение не
линейно, то такая система уравнений реше
ния в общем виде не имеет. Нелинейные си
стемы дифференциальных уравнений реша
ются численными методами. В ряде случаев 
реш ение нелинейных дифференциальных 
уравнений можно упростить, применяя гра
фоаналитические методы реш ения, например 
при исследовании самовозбуждения генерато
ра постоянного тока.

П ервое необходимое условие самовозбуж
дения машины постоянного тока — наличие 
поля остаточного намагничивания. Второе 
условие —  такое соединение обмоток возбуж
дения и якоря, при котором ЭДС обмотки 
як о р я  вызывает в обмотке возбуждения ток, 
усиливаю щ ий поле остаточного намагничива
ния. И третье — требование, чтобы сопротив
ление цепи обмотки возбуждения было 

меньш е некоторого критического значения, при котором вольт- 
ам перная характеристика этой цепи касательна к характеристике 
X X  машины.

Рассмотрим самовозбуж дение генератора постоянного тока па
раллельного возбуждения при XX машины (рис. 6.1). Уравнения 
равновесия ЭДС для цепей обмотки якоря и возбуждения:

и ь =  гьН +  <ЮЬт1М\ Е  — и  — га1а +  (№ аШ .  (6.1)

Т ак  как цепь обмотки як о р я  замкнута только на обмотку воз
буж дения и, следовательно, V  ь — V , 1ь =  га, то систему уравне
ний (6 . 1) можно преобразовать к одному уравнению:

Рис. 6 .1 . Схема гене
ратора параллельного 

возбуж дения

Е =  (га +  Гь) 1й +  <НаШ  +  с№Ьт/(И .

Учитывая, что =  Ь ш гь, 
=  Ь а1ь, получим

гъ =  гт +  г,реп

(6.2)

¥ «  =  £«/«  =

Е  —
<и

+  Еа) гь] +  (гв +  гь) гй. (6.3)



Электродвижущ ая сила, наводим ая в обмотке я к о р я , м ож ет 
быть представлена в виде суммы Э Д С  ен якоря от потока остаточ
ного намагничивания и ЭДС е1 от потока, созданного обмоткой 
возбуждения в процессе сам овозбуж дения, т. е. Е  =  еЛ+ е г.

При ненасыщенной магнитной цепи и постоянной частоте в р а 
щения якоря ЭДС самовозбуждения прямо пропорциональна току  
возбуждения: е г =  /Сгь.

Коэффициенты £ а и ¿ ш при ненасыщенной магнитной цепи по
стоянные. Следовательно, уравнение (6.3) линейное и имеет реш е
ние в общем виде относительно тока. Е сли выполняю тся условия са
мовозбуждения, то генератор самовозбуж дается и при ненасы щ ен
ной магнитной цепи процесс самовозбуж дения имеет н езату х аю 
щий характер, т. е. ЭДС якоря  бесконечно возрастает. О днако  в 
реальных машинах этого не происходит. При увеличении тока в 
обмотке возбуждения и, следовательно, потока м агнитная цепь 
машины насыщается. При насыщ ении магнитной цепи Э Д С  як о р я  
становится нелинейной функцией тока возбуждения и и н дукти в
ности ¿ а и Ьш не будут постоянными величинами. С ледовательно, 
уравнение (6.3) становится нелинейны м и решения относительно 
тока в общем виде не имеет.

Рассмотрим графоаналитический метод решения этой задачи . 
Так как г  & и ¿ а «  ¿ ш, то в уравнении (6.3) этими величинам и 
пренебрегают. Пренебрегают т ак ж е  размагничивающ им вли ян и ем  
поперечной реакции якоря, тогда

Е  =  с((£шд/<*/ +  г ь1ь =  &уш (<ХЪШЩ  +  гь1„

или

Е  —  гь1ь =  гюш {йФ ш1сИ) =  Ае. (6 .4)

Зн ая  кривую XX и вольт-амперную  характеристику цепи во з
буждения, можно определить графически разностную  ЭДС Ае 
и рассматривать ее как известную функцию  ЭДС Е  я к о р я . У читы 
вая линейную зависимость й Ф ш/ й (  от Ае, можно косвенным путем 
определить время самовозбуждения и построить зависим ость Е  — 
=  /(/). Известно, что ЭДС обмотки яко р я  всегда пропорциональна 
потоку; следовательно,

Е / Е 0 =  Ф ш/Ф ш0) (6 .5)

где Ф ш0, Е 0 — установившиеся значения потока возбуж дения и 
ЭДС якоря  по окончании процесса самовозбуж дения при грег =  0.

Определяем скорость изменения потока

с1Фт1си =  (Ф ш0/ Е 0) [йЕ/М) ( 6 .6)

и, подставляя полученное вы раж ени е в (6.4), имеем

Ае -- шш {йФш/сО) =  (шшФ ш0/ £ 0) (йЕ/<И) =  Т ш (йЕ/йГ),  (6 .7)



где постоянная времени обмотки возбуждения

Т ш ^0 ^ЬшО^О  " '̂Ш*6о/(^ш*"ьо) 'Гш

П оскольку  Де зависит только  от ЭДС якоря, уравнение (6.7) 
мож но проинтегрировать, разделив предварительно переменные:

<И/ТШ =  йЕ/Ае. (6.8)

Р еш ая  уравнение относительно времени, прошедшего с момента 
подклю чения обмотки як о р я  к обмотке возбуждения, получим

Е

И Т Ш =  |  йЕ/Ае.  (6.9)

е п
В ходящ ий в это вы раж ение интеграл называю т относительным 

временем возбуждения. По кривы м, изображенным на рис. 6.2, а,

/  «с
■Мы

г)

^ ^

т

!\
1-  

и  •/_4----Г 1

Ь Е, 

1- /

Ч

% Ч ец йе,Ле / 2.‘г 5 8 10 Т„, Де, Же '
Рис. 6.2. Графическое определение функций Е  =  /(¿/Гщ)

и ¿ь =  Ш1Тш)

построим зависимость Е  =  /(Де) (рис. 6.2, б) и характеристику 
Е =  /(1 /Д е) (рис. 6.2, в). Относительное время находится путем 
графического интегрирования функции 1/Д е, т. е. определения для 
задан ны х значений ЭДС, например Е и площади, ограниченной 
ординатами кривой 1/Де, еЛ и заданной Е й  площадь 5  заш трихо
вана (рис. 6 .2 , в).

О тносительное время

а Т ш= т Ет х /Л5, (6.Ю)

где т Ет , /Де — масштаб относительного времени.
П олученные значения Е  и / / Г ш представим в виде зависимости 

Е  — Ш / Т ш), характеризую щ ей нарастание ЭДС якоря  во времени 
в процессе самовозбуждения генератора (рис. 6 .2 , г).

П остроив кривую н арастан и я  ЭДС во времени, можно получить 
кри вую  нарастания тока возбуждения. Д ля каж дого значения



ЭДС якоря определяем по характеристике XX Е  =  /(£ ь) соответ
ствующие значения тока возбуж дения (кривая 2). Зависим ость 
¡ь =  Ш / Т т) (кривая 2) представлена на рис. 6.2, г. Построенные 
кривые нарастания ЭДС якоря и тока возбуждения показы ваю т, 
что начальная стадия процесса самовозбуж дения характеризуется  
резким возрастанием ЭДС и тока возбуж дения. О кончание процес
са самовозбуждения замедлено, кривы е Е и ¿ь медленно асимпто
тически приближаются к своим установивш имся значениям.

§ 6.2. Пуск двигателя постоянного тока 
параллельного возбуждения под нагрузкой

При рассмотрении безреостатного пуска двигателя постоянного 
тока в уравнении равновесия моментов (4.8) момент сопротивления

а) 5) в) г )  д)

Рнс. 6.3. Графическое определение ф ункций V =  /(¿ /7 \,| и ¡а =  К И Т М)

был принят равным нулю. О днако в практике электропривода 
часто требуется осуществлять пуск двигателей под нагрузкой . 
Момент сопротивления на валу д ви гателя , как правило, нелиней
ная функция частоты вращения. В этом случае уравнение равнове
сия моментов и система уравнений (4.6), (4.8), описывающая пере
ходный процесс, становятся нелинейными и решение системы у р ав 
нений в общем виде невозможно.

Пуск двигателя в ход относится к классу электромеханических 
переходных процессов. Д лительность электромагнитного переход
ного процесса при включении обмотки якоря в сеть определяется 
электромагнитной постоянной времени, зависящ ей от и н дук ти в
ности и активного сопротивления цепи якоря. Д лительность ме
ханического переходного процесса определяется моментом инер
ции вращаю щихся масс, моментом сопротивления и вращ аю щ им 
электромагнитным моментом. Т ак к а к  время электромагнитного 
переходного процесса в обмотке яко р я  значительно меньше врем е
ни разгона двигателя под нагрузкой, то можно считать, что м еха
нический переходный процесс протекает при установивш ихся зн а 
чениях параметров и электрических величин, т. е. можно пренеб



речь влиянием электромагнитны х переходных процессов в обмотке 
яко р я  на пуск двигателя.

Предположим, что электромагнитный момент и момент сопро
тивления — функции только  частоты вращения двигателя — и что 
эти зависимости известны и имеют, например, вид, представленный 
на рис. 6.3, а, т. е. будем пользоваться статической механической 
характеристикой дви гателя . Рассматривая только механический 
переходный процесс, по известным характеристикам  М  =  /(со), 
М с — /(со) можно графически определить момент ДМ  — М  — М с, 
являю щ ийся причиной ускорения вращения якоря , и построить 
зависимость со =  /(Д М ). Учитывая линейную связь  между ДМ 
и угловой скоростью изменения со, следующую из равенства

ДМ  =  М  — М е =  ^(<1а>Щ , (6.11)

можно определить время разгона двигателя и построить зависи
мость со =  /(/)• О чевидно, что выражение (6.11) можно проинте
грировать, разделив переменные:

О)

,/&!№(<»)) с1и>. (6 .1 2 )
о

Д л я  графического интегрирования удобно преобразовать подын
тегральное выраж ение так , чтобы его числитель и знаменатель были 
отвлеченными числами. С этой целью угловую частоту выражаем 
в долях  номинальной: V =  со/соном, а разность моментов — в долях 
номинального момента: т  =  Д /И/М ном. Учитывая, что со =  
=  /(Д М /М ном), а следовательно, \  — / ( т ) ,  получим

СО V

I =. J  Н̂ОМ С ^ (о> /**>ном) _ J  №НОМ Г /0 | 0\
^ н о м J  А М  (ш) / /и пом ^ н о м  3  « ( V )  '

О Ч

Величина Л ю Ном /М ном =  Т м — постоянная времени разгона  
двигателя. Тогда относительное время разгона двигателя

</7м =  | ( 1 / / я М ) Л .  (6.14)

По известным механическим характеристикам двигателя и на
грузки  строим зависимости со =  /(ДМ ) и V =  /(1 /т(у)) (рис. 6 .3 ,6 ,
в). Д л я  заданны х значений относительной частоты вращения путем 
графического интегрирования функции V =  /(1 /т(у)),  т. е. опре
д ел яя  площадь, заклю ченную  между осями координат, функцией 
1 /т (у ) и заданной частотой V,  определяем относительное время, 
за  которое двигатель наберет эту частоту вращ ения. На рис. 6.3, в 
в качестве примера заш три хован а площадь, даю щ ая относительное 
время разгона дви гателя  до Полученные значения частот враще



ния и относительного времени можно представить в виде кривой 
v =  ¡ У /Т м) (рис. 6.3, д, кривая 7).

Кроме зависимости частоты вращ ения двигателя от времени 
при пуске двигателя часто бы вает необходимо знать значение пус
кового тока и изменение тока во времени, например д ля  оценки 
нагрева электрической машины за  время пуска. Д ля  построения 
зависимости ¿а — Ц ( /Т м) требуется знать скоростную х ар актер и с
тику двигателя, т. е. зависимость V =  /(/<,) (рис. 6.3, г). И спользуя 
полученную ранее зависимость V =  ? У /Т М), для каж дого значения 
частоты вращ ения по скоростной характеристике определяем  соот
ветствующее значение тока якоря  и откладываем в ф ункции от
носительного времени (рис. 6.3, д, кривая 2). П олученная зави си 
мость Iа — ¡(¿/Тм) характеризует изменение тока якоря д ви гател я  
в процессе пуска.



Раздел третий
И С С Л ЕД О ВА Н И Е П ЕРЕХО ДН Ы Х П РО Ц ЕССО В
В ЭЛ ЕК ТРИ Ч ЕС К И Х  МАШ ИНАХ
С ВЗАИМ НО ПЕРЕМ ЕЩ АЮ Щ ИМ ИСЯ ОСЯМИ  
ОБМОТОК

ГЛАВА 7. УРАВНЕНИЯ СИНХРОННОЙ МАШИНЫ В
СИСТЕМЕ КООРДИНАТ а, Ь, с СТАТОРА И й, д РОТОРА

§ 7.1. Уравнения реальных обмоток

В общем случае будем рассматривать трехфазную СМ с явнопо
люсным ротором (см. рис. 1.1). Т акая машина имеет симметричную 
трехф азную  обмотку на статоре. На роторе имеются обмотки воз
буж дения и демпферная. В синхронных двигателях (СД) демпфер
н ая  обмотка является пусковой обмоткой, обеспечивающей асин
хронны й пуск двигателей. В синхронных генераторах (СГ) демп
ф ерная обмотка служ ит в основном для успокоения колебаний 
ротора, облегчения условий втягивания в синхронизм и устранения 
перенапряж ений в обмотках статора при несимметричных нагруз
ках .

Система дифференциальных уравнений, описывающих переход
ные электромеханические процессы в СМ, состоит из уравнений 
равновесия напряж ений всех электрических контуров на статоре 
и роторе и уравнения моментов (уравнения движ ения ротора).

В соответствии с принятой в § 1.2 системой координатных осей 
и полож ительных направлений фазных токов оси фаз для симмет
ричной трехфазной обмотки статора представляют собой трехлу
чевую звезду (см. рис. 1.1). Положительное направление продоль
ной оси й  ротора совпадает с осью обмотки возбуждения. Н аправ
ление поперечной оси д ротора опережает ось (I на я /2  эл. рад.

З а  основной режим работы СМ можно принять работу в режиме 
двигателя или генератора. В первом случае электромагнитный мо
мент вращения, угол н агрузки  и скольжение принимаются положи
тельны ми в режиме работы двигателя. Во втором случае эти вели
чины принимаются полож ительными в режиме работы генератора.

Д л й  обмотки статора трехфазной СМ дифференциальные урав
нения равновесия нап ряж ений  имеют вид

и а =  № а/(Н  +  г,»,; и ь =  <ШЬ/<И +  г 11й;
^  с =  ( № С/ Л  +  гус, (7.1)

где и а, и  ь, и с — н ап р яж ен и я  на зажимах обмоток статора; 
'Р'а, Т ь ,  с, / а , 1ь, ¿ с — соответственно полные потокосцепления 
и токи  обмоток фаз статора; г4 — активное сопротивление обмотки 
фазы.

У равнение равновесия напряж ений для цепи обмотки возбуж
ден ия

и ,  =  с№,1 <и +  г,1„  (7.2)



где и ^  — напряж ение на зажимах обмотки возбуждения; Ч^,
— потокосцепление и ток обмотки возбуж дения; г} — акти в

ное сопротивление обмотки.
Ротор явнополюсной СМ имеет магнитную  и электрическую не- 

симметрию. М агнитная несимметрия обусловлена различной м аг
нитной проводимостью воздушного зазо р а  по продольной и попе
речной осям ротора. Электрическая несимметрия имеет место в 
том случае, когда ротор имеет только обмотку возбуждения или 
когда стержни демпферной обмотки располож ены  только в полюс
ных наконечниках и объединены по каж дом у полюсу отдельно. 
Демпферная обмотка выполняется, как  прави ло, полной и симмет
ричной относительно осей ротора й, <?. В соответствии с этим она 
представляется двумя системами короткозамкнуты х контуров. 
Контуры одной системы имеют магнитную  ось, совпадающую с 
осью с1, второй системы — с осью <?.

На рис. 2.2, а показаны пути продольных составляющих токов 
(т. е. токов, протекающих по контурам продольной оси), а на 
рис. 2.2, б — пути поперечных составляю щ их токов. Д ействитель
ное распределение токов в стержнях и кольц ах  демпферной обмот
ки определяется наложением продольных и поперечных составляю 
щих токов. Т ак как  оси ^ и д перпендикулярны , взаимная индук
ция между системами контуров демпферной обмотки по осям й  и 
9 отсутствует.

Пусть на полюсном наконечнике находится я 0 стержней. Тогда 
при четном я с демпферная обмотка будет иметь по осям <1 и с? р а в 
ное число короткозамкнутых контуров, т. е. я  =  я с/2. Д ля  каж дого 
контура демпферной обмотки составляю тся уравнения равнове
сия напряжений по продольной и поперечной осям соответственно:

О =  с2Ч' ы ! си +  г +  г ш 1 .1а +  • ■ • +  г 4

О =  (1'¥ге1/ё 1  +  +  г 2а+  ■ • • +  г  2па1па; 

® 4" ^ ’ ~Ь Гпп^пй’
О =  (1ХУ 1д/Ш +  Г +  Г 12д12д + ----+  Г 1пд1пч;

О == 4~ Г21д1*1д 4" Г229̂ 29 “Ь * ‘ * “Ь ^2пЯ^пЯ »

О =  (1 ^пд/си 4  гп 1<гг1д +  гп.2ч 1.гч 4  • • • 4  Гппд^пя*

(7 .3 )

(7 .4 )

где Чгл<г, 1па, ЧГЛ?, — потокосцепление и ток я-го контура демп
ферной обмотки по продольной и поперечной осям; гппа, гпщ — а к 
тивное сопротивление я-го контура току  я-го контура; г(п±к)пЛ, 
г (п±к)пч — активное сопротивление (л ±  £)-го контура току я -го  
контура, к — 1, 2 , 3, ... .

Общее число уравнений равновесия напряж ений СМ будет 
« 1 4 - 1  +  2я , где т 4 — число фаз обмотки статора, 2я  — су м 
марное число контуров демпферной обмотки по продольной и поп е
речной осям. Использование такой системы уравнений встречает 
известные трудности.



Если не ставится задача расчета токов в стерж нях демпферной 
обмотки, то последняя с достаточной точностью учитывается двумя 
эквивалентными контурами: по продольной и поперечной осям 
(см. § 2.2). Поэтому при исследовании пусковых и нестационарных 
переходных процессов СМ многоконтурные демпферные обмотки 
заменяются двумя эквивалентными обмотками по осям d  и q. Тогда 
уравнения равновесия напряж ений для эквивалентных демпфер
ных обмоток записы ваю т в виде

О =  d yY yd/d t  -f- rydiyd; 0 =  d.Vyqldt  - f  ryqi yq, (7.5)

где VF yd, iyd, V y?, i y4 — потокосцепления и токи эквивалентных 
демпферных обмоток по продольной и поперечной осям соответст
венно; ryd, ryq — активны е сопротивления эквивалентных обмо
ток.

При необходимости исследования переходного процесса с уче
том изменения частоты  вращения ротора к уравнениям равновесия 
напряжений необходимо добавить уравнение электромагнитного 
момента (Н-м)

М  =  М с +  J  (dSl/dt), (7.6)

где М с — момент сопротивления на валу, Н-м;  J  — момент инер
ции вращ аю щ ихся масс, кг*м2.

При работе в генераторном режиме знаки моментов М  и М с 
изменяются на противоположные. Чтобы уравнение (7.6) записать 
в o .e., необходимо обе его части разделить на базисный момент 
М б =  (Р6/ш б)р.

Примем преж ние обозначения

М  =  М с +  М л , (7.7)

где динамический момент

М л =  [ Л ( р М ъ)\ ( d ^ d t )  =  [Лоб /(/ЛРб)] (iW ift).

Умножим числитель и знаменатель этого выражения на м?, 
тогда

М  =  (7.8)
р*Рс d (a,0i) d i

где Т j  — Jti)S/(pzP ö) —  инерционная постоянная вращающихся 
масс, эл. с; v =  (o /w 6 — угловая частота вращ ения, o .e.; х =  a l t — 
время, эл. с.

§ 7.2. Потокосцепления и индуктивности 
обмоток синхронной машины

П отокосцепления, входящ ие в уравнения равновесия напряж е
ний, выразим через токи и параметры обмоток. Если насыщение 
магнитопровода маш ины постоянно, то потокосцепления обмоток —



линейные функции токов. Поэтому потокосцепления обмоток СМ 
можно записать в виде

^ а  =  IJ-a "Ь ^аЬ^ь а̂с*с ~Ь ^а/*'/ ""H layd^yd "Ь ^ауд^уЯ >

b =  U J a  "Ь  l ^ b  "Ь  i - b J c  ~Ь K f 4  " Ь  ^ b y d ^ y d  “Ь  ^ Ь У Я 1УЯ  >

=  а1'а "Ь +  ^<7 "Ь ^с/г/ K .y d iy d  “Ь ¡сУЯ^УЯ » gv

^Г/ =  i f a } а +  “Ь I f J c  H-  ^7f/ ~Ь L f y d îy d  ,

^ffrf =  Kdaia +  lydbh “Ь !̂/rfclc ~Ь ^ydf l f "Ь ^Udhd'
=  ^ у я а ^ а  ^УЯЬ^Ь  "I“ ^(/<?cl c ~l" ^ y q l i/ Я '

Так как при выводе уравнений м агнитная проницаемость стали 
принимается бесконечно большой по сравнению  с магнитной про
ницаемостью воздуха, то 
взаимные индуктивности с пе
реставленными подстрочными 
индексами равны 1аЬ =  h a \
I а / i f  а* l a y d  ~  ' l y  da  ^ Т. Д- 
Кроме того, все индуктивнос
ти в уравнениях (7.9) — функ
ции геометрических коорди
нат. При этом одни из ин
дуктивностей зави сят  от по
ложения ротора в простран
стве, другие — не зависят и 
поэтому имеют постоянное 
значение. Постоянными будут 
индуктивности и взаимные 
индуктивности тех контуров, 
относительно которых кон
фигурация магнитной систе
мы остается неизменной при 
любом положении ротора.

Индуктивности обмоток 
фаз статора. Индуктивности 
обмоток фаз статора — периодические функции у гл а  у  между осью фа
зы и продольной осью ротора. Рассмотрим, к ак  изменяется индуктив
ность фазы а. П ри у =  0 (рис. 7.1) проводимость магнитного пути 
потоку Ф 0 фазы а максимальна. При повороте ротора магнитная 
проводимость уменьшается и при у  =  я / 2  достигает своего наи 
меньшего значения, так  как по оси фазы а  будет расположен участок 
межполюсного пространства с большой величиной воздушного 
зазора. Поэтому при одном и том же значении тока, протекающего 
по обмотке фазы а  статора, магнитный поток, создаваемый фазой, 
в первом случае (у =  0) будет больше, чем во втором (у =  я / 2). 
При дальнейшем вращении ротора, т. е. при у  >  я /2 ,  проводи
мость магнитного потока возрастает и при у  =  л  вновь достигает 
максимума. Таким  образом, потокосцепление фазы , а следователь

Рис. 7.1. К артин а изменения индук
тивности обмотки фазы а статора



но, и ее индуктивность будут максимальны, если ось фазы совпа
дает с продольной осью d  ротора, и минимальны, если ось фазы 
совпадает с поперечной осью q ротора (рис. 7.2).

Зависимость 1а от положения ротора в пространстве — перио
дическая ф ункц ия, период изменения равен я . Это объясняется 
тем, что при повороте ротора на л  радиан воздушный зазор в любой

точке расточки статора становится 
равным первоначальному, т. е. 
1а =  Я 27).

Учитывая, что обмотка статора 
симметрична и оси обмоток фаз 
смещены относительно друг друга 
на 2 я /3 , индуктивности обмоток 
фаз Ь и с статора представим пе
риодическими функциями 1Ъ =  
= /[2(Т -  2 я /3 )], / с =  /[2(у +  
+  2л /3)]. Рассматриваемые индук
тивности — четные функции угла 
у, поэтому имеют одинаковое зн а
чение как  для положительного, 
так и для  отрицательного угла. 
Это объясняется тем, что магнит
ная проводимость для потока об

мотки фазы постоянна независимо от того, в какую сторону от 
оси фазы поворачивается ротор на угол у.

В сякую  периодическую  функцию можно разлож ить в ряд Ф урье. 
Четные периодические функции содерж ат при разложении в ряд 
Ф урье только косинусные члены. Поэтому индуктивности обмоток 
фаз представим в виде

к =  ¿0 +  k cos 2т +  ¿4 cos 4? +  . • • ;

lb — l0 +  к  cos 2 (7 — 2тс/3) +  /4 cos 4 (7 — 2тс/3) -I------;

lc — к  +  l2 cos 2 (7 -f- 2it/3) -)- к  cos 4 (7 +  2ir/3)

Обычно ограничиваю тся рассмотрением только двух первых 
членов р азлож ен и я  в ряд, тогда

к  =  к  +  к  cos 2т ; к  =  ¿о +  к  cos 2 (т — 2-пг/З) ; 

к  ~  к  ~Ь к  GOS 2 (т +  2-ге/З).

Эти вы раж ени я можно преобразовать, вводя обозначения L d =  
=  L m a x ,  L q —  L m \a .  В соответствии с рис. 7.2 среднее значение 
индуктивности фазы

к  =  (¿ш ах +  ¿ ш .п ) /2  =  ( L d  +  L q) / 2 , ( 7 . 1 1 )

а амплитуда изм енения 1а по отношению к среднему значению

к  =  ( ¿ n , a * - ^ . „ V 2  -  ( L d - L q) / 2 .  ( 7 . 1 2 )

(7.10)

1а , мГн

Рис. 7.2. Зависим ость индук
тивности обмотки фазы стато
ра от полож ения ротора в 

пространстве



В отличие от обмоток фаз статора для обмотки возбуждения и 
демпферной при вращении явнополюсного ротора магнитная про
водимость потока этих обмоток не изменяется. Следовательно, ин
дуктивности роторных обмоток возбуждения и демпферной не з а 
висят от положения ротора относительно статора и являются по
стоянными (если не учитывать изменение насыщения магнитной 
цепи) величинами:

Lf — const; Lyd =  const; Lyq =  const. (7.13)

Взаимные индуктивности обмоток фаз статора. Магнитные по
токи взаимной индукции между обмотками фаз статора, так же как

Рис. 7.3. Картина изменения взаим- Рис. 7 .4 .  З ависимость  взаимной Ин
ной индуктивности обмотки фаз а и Ь дуктивности  обмотки фаз а и 6 ста- 

статора тора от положения ротора в про
странстве

и потоки самоиндукции, зависят от положения ротора в простран
стве. Взаимная индуктивность фаз максимальна тогда, когда поток, 
созданный током одной из фаз и связанный с обеими фазами, будет 
максимальным, т. е. когда магнитная проводимость потока взаим
ной индукции этих фаз наибольшая. Это имеет место при таком 
положении ротора в пространстве, когда продольная ось ротора 
перпендикулярна линии, проведенной между магнитными осями 
рассматриваемых фаз (рис.7.3). При повороте ротора на л/2 эл. рад 
на пути потока Ф оЬ взаимной индукции фаз лежит большой воз
душный зазор межполюсного пространства, поэтому проводимость 
магнитного потока, а следовательно, и взаимная индуктивность 
фаз будут минимальны. Взаимная индуктивность между обмотками 
фаз статора отрицательна, так как угол сдвига фаз больше л/2, и 
является четной функцией угла между осью с1 и линией, проведен
ной между магнитными осями рассматриваемых фаз. Например,



взаимная индуктивность фаз а  и b — четная функция угла у аЬ. 
Очевидно, что при повороте ротора на угол я  взаимная индуктив
ность 1аЬ (рис. 7.4) имеет такое ж е значение, как и в исходном по
ложении ротора. Наибольшая величина 1аЬ имеет место при у аЬ =  
=  я/2, что соответствует положению ротора на рис. 7.3. При 
7аЬ =  0 взаимная индуктивность между фазами а  и b минимальна. 
Ограничиваясь двум я первыми членами разложения в ряд Фурье, 
запишем

lab =  — т 0 +  m 2COs2l ab  ̂ (7-14)
где то  — постоянная составляющая взаимной индуктивности об
моток статора; т г  — амплитуда периодической составляющей 
взаимной индуктивности.

Рассматривая индуктивности (7.10) и взаимные индуктивности
(7.14), приходим к выводу, что глубина изменения этих величин, 
т. е. разность между наибольшими и наименьшими значениями, 
в обоих случаях одинакова [26], так как  причина изменения 1а и 
1аЬ одна и та ж е. Из этого следует, что тг — к .

Знак минус при то  в выражении (7.14) обусловлен тем, что оси 
обмоток фаз сдвинуты относительно друг друга на угол 2л/3 рад, а 
следовательно, поток взаимной индукции ориентирован против 
положительного направления оси контура.

Чтобы найти выражения для взаимных индуктивностей 1ас и 
1Ьс, необходимо в (7.14) вместо угла у а ь подставить соответственно 
у аЬ +  2я/3 и у аЬ — 2я/3. Так как у а ь =  V — п/3, то выражения 
для взаимных индуктивностей обмоток фаз статора представим в 
виде

U  =  — т о +  к  cos (2-f — 2тг/3); l bc =  — m 0 +  l2 cos 2v;] _ч 

ha  =  — m o +  l 2 cos (2f  +  2u/3). J
Взаимные индуктивности обмоток фаз статора с обмотками ро

тора. Так к ак  обмотки ротора СМ перемещаются относительно об
моток статора, то взаимные индуктивности любой обмотки ротора 
с обмоткой статора изменяются при вращении ротора периодиче
ски, достигая наибольшего значения при совпадении магнитных 
осей обмоток. Учитывая лишь основные гармонические простран
ственного распределения магнитного потока, взаимные индуктив
ности между обмоткой возбуждения и обмотками фаз статора за
пишем в виде

h f  =  La f dC0Sr> lbf  =  La f d c o s  (т — 2W3); h f  =  Lafdcos (f +  2*/3),
(7.16)

где LaJd — взаимная индуктивность фазы a  обмотки статора и 
обмотки возбуждения при совпадении их магнитных осей.

Взаимная индуктивность демпферной обмотки по продольной 
оси с обмотками фаз статора

h y d  ~  L a yd COS Т» h i id  ~  ^ ayd  C0S ( ï  2 я/ 3 ) ,
h y d  =  Layd cos (7 +  2it/3), (7.17)



где 1~ауй — взаимная индуктивность демпферной обмотки по про
дольной оси с обмоткой фазы а  статора при совпадении их магнит
ных осей.

Взаимные индуктивности демпферной обмотки ротора по попе
речной оси с обмотками статора (учитывая, что ось <7 опережает 
ось с1 на угол п/2)

Взаимная индуктивность между обмотками возбуждения и 
демпферной по продольной оси постоянна: — const. Взаимные 
индуктивности демпферной обмотки по поперечной оси с обмоткой 
возбуждения, а такж е с демпферной обмоткой по продольной оси 
отсутствуют, так как магнитные оси обмоток сдвинуты на угол л/2 , 
а магнитная проводимость воздушного зазора обмоток постоянна.

Таким образом, в явнополюсной СМ индуктивности обмоток фаз 
статора и взаимные индуктивности между обмотками — периоди
ческие функции угла Y- При постоянной частоте вращения ро
тора эти величины — гармонические функции времени, что затруд
няет анализ переходных процессов. Подставив выражения для ин
дуктивностей и взаимных индуктивностей в уравнении (7.9), полу
чим, например, для потокосцеплений статора

Из (7.19) следует, что потокосцеплен и я — это сложные функ
ции угла у .  Если подставить потокосцепления в уравнения равно
весия напряжений, то получим систему дифференциальных уравне
ний с периодическими коэффициентами. Решение таких уравнений 
возможно лишь численными методами и связано с большой вычис
лительной работой.

layq — ^a yq COS (7 -f- те/2) Lai/q 51П 
Ibyq =  Layq Sin (7 2ir/3); l c yq — I-ayq Sin (7 -|- 2lt/3)

=  Vo +  k  cos 27) ia +  [— m 0 +  I, COS (2T — 2ir/3)] i b +  
+  [— Щ +  k  COS (27 -f 2it/3)] i c +  Lafd cos 7 • i f  +  

K y d  C0S 7 ‘ l JId Layq sin 7 • i yq\
'F j =  [— m 0 -f- /2 cos (2^ — 2it/3)] ia -f- [/0 +

+  /2 cos 2 (7 — 2tt/3)] i„ +  [— m 0 - f  /2 cos 2T] i c +
+  L  o - / * w  , I  o - / q w  _ ( 7 .1 9 )

^ ayq (T 2lt/3) iyqt 
X¥c = [ — m 0 +  l2 cos (2T +  2tc/3)] i a +  [— m 0 +
+  4  cos 27] i b -f- [/0 +  /2 cos 2 (7 -(- 2it/3)] i c +

+  K i d  cos (7 +  2^/3) if +  Layd cos (7 +  2it/3) i yd  —
^ayq Sifl (T 2ir/3) i yq.



§ 7.3. Численные методы решения системы 
дифференциальных уравнений синхронной машины

Численные методы решения систем дифференциальных уравне
ний основаны на разложении в ряд Тейлора искомой функции в 
окрестностях каждой точки, образованной последовательностью 
шагов решения. Если ограничиться двумя членами ряда Тейлора, 
то получим формулу Эйлера. Усовершенствованный метод Эйлера— 
Коши использует значения трех первых членов ряда. Наиболее 
точным является метод Рунге — Кутта, позволяющий получать 
значения первых пяти членов ряда Тейлора. Среди других методов 
приближенного интегрирования дифференциальных уравнений сле
дует отметить экстраполяционный метод Адамса и метод последо
вательных интервалов. Метод Адамса требует меньше вычислений 
на один шаг, чем метод Рунге — Кутта, однако для запоминания 
значений необходимых разностей для всех переменных он требует 
большого числа ячеек памяти ЦВМ [25].

На примере расчета тока В КЗ однофазного неявнополюсного 
СГ, имеющего на роторе только обмотку возбуждения, рассмот
рим применение численных методов. Ротор генератора полагаем 
шихтованным. Дифференциальные уравнения напряжений обмоток 
статора и ротора (7.1) — (7.2) для рассматриваемого генератора 
(при Uа =  0) следующие:

0 =  (T YJd t  + г,г0; U, =  dW f /dt +  r f i f . (7.20)
Потокосцепления обмоток (7.9) с учетом (7.16) принимают вид 

=  LJ a  +  Lafd  C0S 7 * «/5 / =  Lafd  COS f  • ta +  Lf i f . (7.21) 
Решая (7.21), найдем значения токов:

i _  _  XVfLa — VgLgfdCOSI 22
L.a L.f ( L afd  COS ■y)2 L a L,ß co s f)

Рассчитываем в o .e., при этом у =  т. Частота вращения ротора 
постоянна и равна синхронной.

Метод Эйлера. Записываем систему уравнений (7.20) в форме 
Коши:

d W J d x  =  — r (i0; dVf/dx =  Uf — r f i f . (7.23)

Численное интегрирование выражений (7.23) выполним по фор
мулам [25]:

¥2 =  Wn~l— А т г / Г 1; V? =  ¥ Г ' +  Ат ( U , — r t/ f - x) , (7.24)

где Y", —потокосцепления на п-м шаге решения;
/”—1, —потокосцепления и токи на предшествующем (п— 1)-м 
шаге решения; Ат — величина шага

Определив потокосцепления Wf, находим по (7.22) токи 
на п-м шаге решения, причем

7 =  f  =  т"-' +  ДТ. (7.25)



При измерении текущего угла поворота ротора Д у= Д т (эл. рад). 
Значения токов и потокосцеплений на первом ш аге решения опре
деляются начальными (граничными) условиями задачи. Например, 
при В КЗ при т =  0 имеем

~  0; I { — I№> 4*0 =  4х/ =
где / |0 — ток возбуждения в момент КЗ.

Структурная схема алгоритма решения задачи на ЦВМ показа
на на рис. 7.5. Величина шага решения определяется желаемой

I
ввод исходных данных:

1паи ; /;-'=/*;
йТ-ЛЬ-О^л, Uf^*"f'L'f|lлa ' L̂a',Lafd

♦
Расчет Величин 

----- т» на текущем шаге
ФЦ-.Ф?; г " ; ! ! ! ; ! 1}:

‘ ♦
Печать у ";1 ^ :1Г 'Ф а : ^

____ Нет / ------ ч
< >  <Гта у > -- - { Останов)

____________ ________________
Образование исходных деличин для нового шага
Фа'- Фд ; Ф Г ’-- *1 ’ !а  ’1=1д • °

Рис. 7 .5 . С тр уктур н ая  схема программы р ас 
чета методом Эйлера

точностью решения и соображениями минимума расхода машинного 
времени на ЦВМ. Д ля учебных задач достаточно принять Ду =  
=  Ат =  0, In. Окончание решения задачи контролируется задан
ным значением у max- После каждого шага расчета на печать выда
ются текущие значения времени (угла у), токов и потокосцеплений.

Метод последовательных интервалов. Метод позволяет перейти 
от системы дифференциальных уравнений к алгебраическим урав
нениям относительно малых приращений переменных. Примени
тельно к электрическим машинам такой метод разработал
В. Т. Касьянов. По сравнению с другими численными методами 
он при одинаковой точности получаемых результатов требует зна
чительно меньшего количества вычислительных операций. Под
ставляя производные потокосцеплений (7.21) в уравнения (7.20), 
получим

0  =  L a  ( d i j d x )  +  Lafd  cos T{di, I d i )  — Lafd s in r  • i f 4- r tia\ )

Uf =  Lf  (d i ^ d i ) +  Lafd cos т (,d i j d i ) — Lafd sin x • i a +  r f i t . j



В зависимости от требуемой точности задаемся интервалом 
времени Дт. Обозначим значения токов статора и ротора в начале 
любого рассматриваемого интервала времени через г' и 1{, а 
средние значения токов на интервале — через

где Аг0 и Д ^  — приращения токов на интервале.
Заменим в системе уравнений (7.26) значения производных на 

отношения <Иа/(1 х =  Д/а/Дт, сИ^/йх =  Д/^/Ат, а мгновенные значе
ния токов — на их средние значения на интервале. После группи
рования членов с одинаковыми неизвестными получим

Периодические функции на рассматриваемом интервале рассчи
тывают как

где т ' — момент времени, соответствующий началу рассматривае
мого интервала.

Начальные значения токов обмоток статора и ротора для мо
мента замы кания (т =  0) известны: /' =  0; Это позволяет 
однозначно определить приращение токов на первом интервале. 
Значения токов в конце первого интервала

*« сР = ¿а + Д»«/2; ч  ср = ч  + Д*7 2> (7-27)

=  —  Г / а  + Ь а , а 8 т х  ■ ¿ ¡ ;
(7.28)

=  ~  Г1Ч +  К / й  5'п Т • 1'а-
Решим систему (7.28) относительно приращений токов:

(7.29)

в т  т  =  вш (х' +  Ат/2); соэ х =  сое (т' +  Ат/2), (7.30)

1а\ ~  1а +  А 1а ’> 4 1  —  Ч +  & Ч (7.31)



являются одновременно начальными значениями токов для второго 
интервала. Это позволяет найти приращение токов на втором интер
вале, затем определить конечные значения токов в конце второго 
интервала и т. д.

Расчет методом последовательных интервалов выполняется на 
ЦВМ. Структурная схема программы решения задачи представлена 
на рис. 7.6. Построение кривых токов статора и ротора показано 
на рис. 7.7.

Метод последовательных интервалов позволяет рассчитывать 
токи с учетом нелинейности коэффициентов, например с учетом 
влияния насыщения магнитной цепи на параметры машины. При

Рис. 7 .6 .  С труктурн ая  схема программы рас
чета методом последовательных интервалов

Рис. 7 .7 . Приращения токов статора (а) и ротора (б) 
на интервале Дт



этом вид уравнений остается неизменным, однако для каждого 
интервала в (7.29) подставляют свои значения коэффициентов 
¿о , ¿у., ¿ а/<г, т. е. при расчете необходимо знать зависимости Ь а — 
=  /(¿о), и — /(£/), полученные заранее опытным
или расчетным путем.

При расчете приращений токов вместо постоянных индуктивнос
тей необходимо подставлять их средние значения, например ¿ аср=

*= (Ь'а + и а)/2 (рис. 7.8). Но так 
как значения индуктивностей в кон
це интервала неизвестны, делаем два 
приближения. В первом приближении 
принимают ¿ аср =  £\, ¿ /ср =  1 Ь 
¿ а/й0р =  1-'а/а и рассчитывают прира
щения токов. Затем находят значе
ния индуктивностей и, 
определив средние значения этих 
коэффициентов на интервале, пере
считывают значения токов во втором 
приближении.

Для второго и последующих ин
тервалов вместо двух приближений 
используют экстраполяцию коэффи
циентов индуктивности. По известно
му значению тока в начале интервала 
принимают приращение тока на ин

тервале равным предыдущему приращению и определяют по кри
вой некоторое приближенное значение средней индуктивности на 
интервале. Если коэффициенты после уточнения отличаются от

принятых незначительно, 
то второго приближения 
не требуется.

Типичные кривые из
менения токов обмоток 
однофазного СГ при В КЗ 
представлены на рис. 7.9.

Д ля расчета ограни
чимся одним положитель
ным всплеском тока. При 
повороте ротора в преде
лах от у =  0 до у =  л ,/2 
проекции векторов потока 

возбуждения на ось обмотки фазы статора и, наоборот, потока ста
тора на ось обмотки возбуждения положительны. Поток реак
ции якоря стремится проникнуть в тело ротора в направлении, 
совпадающем с направлением потока возбуждения. Аналогичное 
явление наблюдается и в последней четверти периода у  >  (3/2)я  
при положительном значении тока якоря. В эти периоды 
времени в кривой тока возбуждения отчетливо видны провалы

и?
* /(г  - Л Л  А\)\] ^ V \у\

40 '  . V— I 1 I____
^  о 71 2% 471 571 871 эл.рад. 

Рис. 7 .9 . Кривые ЭДС и токов га , ^

Рис. 7.8. Определение и ндук
тивности обмотки статора



по сравнению с начальным значением тока if o (рис. 7.9). В зависи
мости от параметров обмоток генератора в эти периоды ток возбуж
дения может снижаться почти до нуля. Объясняется это тем, что 
проникновение потока реакции якоря в контур обмотки возбужде
ния в положительном направлении оси ротора вызывает ЭДС ре
акции якоря, снижающую ток возбуждения. Генератор развоз- 
буждается. Это видно из сравнения значений ЭДС обмотки статора 
е  и тока if  (после отключения тока статора в момент его перехода 
через нуль) соответственно с £ о и  ifо до короткого замыкания. Ток 
возбуждения и ЭДС якоря нарастают с постоянной времени цепи 
возбуждения. Таким образом, развозбуждение генератора под дей
ствием потока реакции якоря происходит в первой и особенно в 
последней четвертях периода вращения при положительном зна
чении тока якоря.

В табл. 7.1 приведены амплитуды первых всплесков тока обмо
ток статора и возбуждения при В КЗ (в момент у  — 0) однофазного 
СГ, имеющего следующие параметры (o.e.): L a — 1,32; Lafd = 0 ,85 ; 
Lf  =  1,24; г, =  0,057; rf  =  0,094.

Т а б л и ц а  7. 1

Шаг
реш ения,

рад

М аксимальные фоки, %. е . . при использовании метода

Эйлера последовательны х
интервалов Р у н ге - -Кутта

/о l t
/о /а

■к/12 17,7 19,0 19,7 21,1 19,6 21,0
тс/24 18,6 19,9 19,5 21,0 19,5 21,0
it/36 18,9 20,3 19,5 20,9 19,5 21,0
л /60 19,1 20,5 19,5 20,9 19,5 20,9

Метод последовательных интервалов менее критичен к выбору 
шага решения, чем метод Эйлера.

Расчет токов в обмотках однофазного синхронного генератора 
по полной системе дифференциальных уравнений. Современные 
ЦВМ позволяют выполнять исследования переходных процессов 
с учетом реального числа и параметров демпферных контуров. 
Используя метод смежных контуров, запишем

dW„>dx =  — г Лl l a>

d xY f/di =  Uf — r t i f \ 
d^Ypi/dx — i D| r 2 Г cM l D N  '

dVDi/dx =  

d'VoN/dx —

r D i 1 D i r  с «+1> l D  «+ l>  +  r c (¿—1) l O ( i - 1)’

' Г DN l DN ' Гс1гО! "f* Гс (N —  1) 1Г> (Ai— 1) •

(7 .32)



демпферных контуров (рис. 7.10); гш — активные сопротивления 
демпферных контуров; г  с1 — активные сопротивления стержней 
демпферной обмотки; N — номер последнего контура демпферной 
обмотки на полюсном делении.

Потокосцепления обмоток

Ч; а =  L J a  +  L afd  COS Т  î,  +  У  LaD COS ( f  +  а ,)  • iD( ]
i—L

N
4F, =  Lf i f +  Lafd eos 7 ■ ia +  У  LaD cos аг • i Di ;

¡=i
=  LD\ in. +  ¿ an cos (T + a i) la +aD 

¿C2̂ D2

COS a . I f  —

+  К" cN DN  ’

'V Di = ¡-Di iD[ L aD COS ('( -f а г) ia +  L aD c o s  а г • if

(7.33)

‘Di
Lc (/—l) г’д (i+i) (i+i) >

V ON — Lqn i DN +  LaD COS (~[ +  0^) • ia +  Lao  cos 

Lc (Л/—!) ¿Д (/V—1) ^  ¿cl JD1 »

где LaD— взаимная индуктивность демпферного контура с обмот
кой статора или возбуждения при совпадении осей; а г — угол

смещения ¿-го контура
f t  IЯ

000 о ОсЬп1ц 1 
1

}0 2
2 3 f t * ^D5

5
Бы lj)7

8 м

%/г %/г

Рис. 7.10. Схема демпферной обмотки

демпферной обмотки от
носительно оси d  рото
ра; Lci — индуктивнос
ти стержней демпферной 
обмотки; LDi — полные 
индуктивности демпфер
ных контуров.

Рассмотрим влияние 
пространственного рас
пределения стержней 

демпферной обмотки на токи в стержнях и на ток обмотки ста
тора при В КЗ. Схема полной  д емпферной  обмотки приведена на 
рис. 7.10. На полюсном делении стержни распределены равномер
но. Полагаем, что В КЗ произошло при у  =  0. Кривая 1 тока ста
тора первого периода показана на рис. 7.11. Кривые изменения 
токов в стержнях демпферной обмотки приведены на рис. 7.12. 
Нумерация кривых соответствует нумерации стержней на рис. 7.10. 
Расчеты показывают, что амплитуды токов в отдельных стержнях 
демпферной обмотки примерно равны.

Д ругая картина наблюдается при неравномерной полной 
(рис. 7.13,а) или неполной продольной (рис. 7.13,6) демпферной



обмотке, когда в пазах с обмоткой возбуждения, прилегающих к 
оси <7, стержни отсутствуют (стержни 1, 2 и 7 , 8  на рис. 7.10) или 
имеется разрыв короткозамыкающих колец по линии оси </. Н ерав
номерность распределения стержней полной демпферной обмотки 
ведет к возрастанию в 1,5—2 раза тока в стержнях, лежащих на

Рис. 7.11. Ток статора при раз- Рис. 7 .12 .  Токи в стержнях р авн о 
личных демпферных обмотках мерной демпферной обмотки

границе зоны с удаленными стержнями, и к существенному сниже
нию амплитуды ударного тока (кривая 2 на рис. 7.11). При непол
ной продольной демпферной обмотке с разрывом короткозамыкаю-

5)

Рис. 7.13. Токи в с тер ж н ях  неравномерной демпферной обмотки: полной 
при отсутствии стержней 1, 2, 7 и 8 (а)', неполной продольной (б)

щих колец по линии оси  ̂ степень неравномерности распределения 
токов в стержнях значительно возрастает — до 5—8 раз, а кривая 
тока статора становится пикообразной (кривая 3 на рис. 7 .11).

Таким образом, наилучшим исполнением демпферной обмотки 
является конструкция полной обмотки с равномерным распределе
нием стержней по полюсному делению.



§ 7.4. Преобразование системы дифференциальных 
уравнений синхронной машины к виду, 
удобному для моделирования на АВМ

Подготовка задачи к решению на АВМ включает следующие 
этапы! 1) преобразование исходных уравнений к виду, удобному

для моделирования; 2) составление 
структурной схемы модели; 3) вы
бор масштабов независимых перемен
ных и времени; 4) расчет коэффици
ентов передачи нелинейных решаю
щих элементов и таблиц настройки 
функциональных преобразователей.

На примере однофазного неявно
полюсного СГ с тремя контурами на 
роторе (рис. 7.14) рассмотрим сос
тавление математической модели. Си
стема дифференциальных уравнений 
(7.1), (7.2) и (7.5), описывающая ре
жим В КЗ однофазного генератора 
(при Uа =  0) в форме Коши, имеет 
вид

d W j d n  =  — r,ta; dWydl d i  =  — r ydi yd;
(TVf/dx =  Uf — r f if ; dWyq/dx =  — r yqi yq.

Потокосцеплен и я обмоток (7.9) для генератора с равномерным 
воздушным зазором при использовании о.е. и с учетом того, что 
параметры контуров ротора приведены к обмотке статора

¿af =  l<iyd =  ^ ad COS Т » iаЯ =  Т> ^ Ivd  ^ad L ag,

равны:
ll fa =  L J a  +  L a d  OOS y  • ( i ,  +  ¿ y d ) —  L a d  s in  7 • í y q  \

t =  Lf i f  -f- Lad eos i  • ia 4- Ladi yd ,
(/.00)

^ u d ’ ~  Lyd^yd ~b Lad eos 7 • ia +  Lad¿f ,
^ y q  ~  Lyqiyq Lad Sin 'J • Ía.

Учитывая, ЧТО ¿ a  ¿ao -I” 4" ¿ed» I'yd
t= Lyd„ 4  Lad , Ly4 =  Lyqa +  Lad, где La — индуктивности рас
сеяния соответствующих обмоток, а также что Ladi a =  Lad( co szy +  
4- sin2 y ) i a, выражение (7.35) преобразуем путем выделения пото- 
косцеплений взаимоиндукции [42,52]!

== Lad (i j  4- i yd 4  ia eos f),
=  Lad (iyq ia sin f).

} (7.34)

Рис. 7.14. Р асчетная  схема 
однофазного синхронного 

генератора



Получим
Ч'а =  Laa ia -f  Lad (i f +  i yd +  i a cos 7) cos 7 —

— Lad (iyq — la sin T) Sm 7 =  LaJ a +  COS 7 — WSg SiU 7;
'̂ / i f  "f ^ad (i f  “b iyd ~b ia COS 7) “  Lfvif i (7-37)

V y d  L y d a i y d  ~f" L a d  ( i f  *f" i y d  +  i a  COS 7) =  L, /ds i yd  4" V̂Sd i
^ 1/9 =  Lyqaiyq Lad (iyq ta Sin 7) =  Lyg3i yq -|- .

Эти уравнения позволяют получить устойчивую математиче
скую модель СГ с простой структурной схемой (рис. 7.15). Из

^ ____d ! ¡ í si lX .

- i.

4 ,
A s ; с

-La C0SY

-¿yí гъ 5 ?S>— №

HE>£££2:%>n¿n 
1—

Рис. 7 .15 . С труктурная  схем а  математической 
модели для  решения на АВМ

выражений (7.37) определим токи i а и i yd , а из (7.36) — токи if  и i yq i 
ia =  (1 /Lao) (Va -  Vu  eos 7 +  4%  sin 7); |

iyd =  ( l / ^ ) ( T „ d - T M); (7.38)

Ít =  VbdUad ~  iyd — la COS ¿¡/g =  +  *a SÍn T- '
Рассматриваемые системы уравнений (7.34) и (7.38) состоят из



восьми уравнений и при заданных значениях параметров обмоток 
и напряжения возбуждения 1)г содержат девять переменных, при
чем время х (угол у) является независимой переменной. Реализа
ция математической модели осуществлена с помощью четырех 
блоков умножения (БП1—БП4), шести интеграторов (3, 4, 9, 14, 
17 и 18), шести сумматоров (1, 6, 8, 11, 13 и 16) и семи инверторов 
(2, 5, 7, 10, 12, 15, 19).  Составление структурной схемы модели, 
выбор масштабов независимых переменных и расчет коэффициен
тов передачи изложены в 142].

ГЛ А ВА  8. УРАВНЕНИЯ СИНХРОННОЙ МАШИНЫ
В СИСТЕМЕ КООРДИНАТ а, р СТАТОРА И <1, г/ РОТОРА

§ 8.1. Преобразование переменных

Д ля уменьшения числа дифференциальных уравнений и коли
чества составляющих в выражениях потокосцеплений трехфазную 
обмотку статора заменяют двухфазной, оси а ,  р которой образуют 
ортогональную систему (см. § 3.1—3.2). Такие обмотки при нена
сыщенной магнитной цепи не имеют взаимоиндуктивной связи 
друг с другом. Обмотки ротора остаются непреобразованными. 
Оси обмоток ротора совпадают с осями ротора с/, <7.

Система координат а ,  Р для обмоток статора в сочетании с систе
мой координат к, ц для обмоток ротора наиболее часто используется 
при исследовании несимметричных режимов СМ, таких, например, 
как однофазные и двухфазные В КЗ

Переход от трехфазной системы координат к ортогональной 
а ,  Р рассмотрен в § 3.2, и для токов получены уравнения 

¿ас =  (2/3) 1а — (1/3) (¿ь +  ¿с);
Ьс =  (1/1^3 ) (¿6 — ¿с); ¿о = (1/3) (га +  г,, +  ¿с ) .

Аналогично, для напряжений и потокосцеплений 
и ае =  (2/3) и а -  (1/3) (II ь +  и с);

(8.1)

(8.2)

(8.3)

U ^ ( l / V 3 ) i U b - U e) ;

U0 =  (1/3) (1)а +  и ь 4- и с)\
=  (2/3) Va -  (1/3) (Y* +  Ve); V, =  ( 1 / у Т ) (Vb-  4fc);

Y 0 =  ( l/ 3 )(Y e 4  V b +  V e).
Подставим в (8.3) значения T , ,  с потокосцеплений

(7.19), после преобразований получим
Y* =  Uo +  т 0 +  (3/2) 1.г cos 2Т] ia 4- (3/2) /2 sin 2-¡ . i? +

Lafd COS 7 • ¿j "I- LaydC OS 7 ' ¿í/d Layq SÍn 7 * iyq ,
4^  =  (3/2) /2 sin 2-f ■ i a +  [/„ + m 0 — (3/2) ¿2 eos 2^] ¿9 +

4" ¿ü/tí Sin ■ ¿f 4  I*aijd Sin 7 * iyd 4  Layq COS 7 ' íyqt
'¥0 =  do Iq.



Обозначим

=  /0 ~Ь т0 +  (3/2) /г; Ьц =  10 т 0 — (3/2) /2;
¿о ~  — 2 т 0. (8 .5 )

Индуктивности I  й, ¿ 0 обмоток статора имеют простой фи
зический смысл. Индуктивность представляет собой индуктив
ность обмотки фазы статора при протекании по этой обмотке сим
метричных синусоидальных токов прямой последовательности, 
во время вращения ротора с синхронной частотой, при совпадении 
оси симметрии поля статора с продольной осью ротора. Соответст
вующее индуктивное сопротивление х а называют с и нхронным  и н 
дуктивным сопротивлением п о  п р о д о л ь н о й  оси.  Индуктивность

— это индуктивность обмотки фазы статора в случае совпаде
ния оси симметрии поля статора с поперечной осью ротора при 
указанных выше условиях. Соответствующее индуктивное сопро
тивление хд называют синхронным ин д уктивным с о п р о т и в л е н и е м  
по  по п ер е чн ой  о си.  Индуктивность ¿о — это индуктивность обмот
ки фазы статора при протекании по обмотке токов нулевой последо
вательности, а хц — индуктивное сопротивление нулевой последова
тельности.

Из выражения (8.5) получим

lo +  Щ =  (Ld + Lq) l 2; (3/2) /2 =  (Ld -  Lq)/2 

Тогда потокосцепления статорных контуров 

V . =  \(Ld + Lq)/2 +  cos 2Т • (Ld -  Lq)/2] i .  +

+  [(¿ d — L q) /<¿] S in  2T • h  +  L a fd  COS 7 ■ 4  +  L ayd  COS 7
^ayq  S*n 7 ' 1 yq'

=  |(Ld -  Lq)/2] sin 2T • U +  \(Ld +  Lq)/2 -  
— eos 2? • (Ld — Lq)/2] i? +  Lafd sin y ■ i f +

(8-6)

l y d

+  L a y d ^ T  i  y d  +  L ayq  «> S ?  

'Fq =  ¿o*o-
'VQ 1

(8 .7 )

Потокосцепления роторных обмоток получим, преобразовав 
токи статора ¿ь, /с (7.9) к токам , ц  . Например, для обмотки 
возбуждения

'  ">(7 Н ~  )1 +■%  =  L,ad i a  co s  т  +  i „  COS ( у  —  - у -  j  +  i c  COS

-f- L f i f  -f- L f y d ^ y d  L l a d ia ros 7 +  h cos

. . . 2it . . . 2л . .+  i b s in -----sin 7 + ic  cos ------ cos 7 — ic  sin
3 3

2n
~

2n
+

+  L fh  +  Ltvdi yd = (3/2) Lfad j —  |ia + i b cos — (-



, . 2it I , 2 Г- • 2* . . 2л 1 . 1+  íc COS —  I COS if +  —  i ifeSin —  —  tc s in  — j  s i n Tj

+  Lf i f  +  L)y d i yd =  (3/2)Lfad (4 cos 7 +  i3 sin 7) +

- f  Lf if  +  LfVdiyd.

Аналогично, для демпферной обмотки

^ yd =  (3/2) Lyda (ta cos 7 -(- sin 7) -|- Lfydi f  -j- Lydiyd,
Wvg =  (3/2) Lyqa (— fa sin 7 + i f  cos T) +

Уравнения равновесия напряжений CM в осях a , 
и d ,  q ротора имеют вид

+

Ua =  сГ¥а !d t  +  r , i a ; 
U0 =  (P¥0/dt +  r ¿ 0\

U¡¡ = dxV9 /dt - f  r 4ip ; 
Uf  = dWf/dt - f  r f if-,

0 =  d 4 uJ d t  +  r udi vd-, 0 = d W U d t  +  f J ,

(8.8)

(8.9)

P статора

(8. 10)

Представленная система уравнений содержит периодические 
коэффициенты и не имеет решения в общем виде. Решение можно 
найти численными методами с помощью ЦВМ или моделированием 
на АВМ. Возможно такж е упрощенное определение токов в об
мотках.

§ 8.2. Двухфазное внезапное короткое замыкание
синхронного генератора

Рассмотрим метод упрощенного нахождения тока при ВКЗ 
двух фаз (например, Ь и с )  обмотки статора трехфазного СГ g  одним 
контуром на роторе (обмоткой возбуждения). До ВКЗ возбуждений 
генератор работает в режиме XX, т. е. при начальных условиях 

=  0 ;  1ь  —  0 ;  i  с  =  0 ;  =  L f Le .
В координатах a ,  р из (8.1) и (8.7) получим

iа =  0; ¿о =  0; i:9 =  (2 / у Т )

Тро =  K ]d  sin TÍO • i/o; =  K id  cos To i/o •

Сущность метода заключается в том, что неизвестные токи на
ходят не из системы дифференциальных уравнений (8. 10), а из си
стемы уравнений потокосцеплений (8.7) — (8.9), используя прин
цип постоянства потокосцеплений короткозамкнутых контуров с 
последующей корректировкой токов с помощью коэффициентов 
затухания. Приравнивая 'Fp из (8.7) и Чг/ из (8.8) соответственно 
значениям ¥ ро и и учитывая, что ia — 0, а i yd  и i yq отсутству
ют, получим

[(Ld +  К ) /2 — tos 2Т (Ld — Lq)/2\í3 +  Ktd sin 7 • «/ =  1

=  K td  sin  7o • y .  ( <8 ,1 2 )
(3/2) Lfad sin 7 • íp +  Lfif =  L fif0. )

(8.11)



Для приведенной обмотки ротора в системе o.e. введем обоз
начения L d =  x d , Lq = xq, Lf  =  xf , La/d/m,  =  (3/2)Lf a d m u — 
— xad . Электродвижущая сила обмотки фазы статора Ео =  xad if о. 

Умножая второе уравнение системы (8.12) на xnd/xf , получим

[(ха +  Хд)/2 — cos 2у (xd — хд)!2\ iß +  xad sin 7 • i f

= E0 sin То! (8.13)

( x 2ad/xt ) sin 7 • í3 +  xadt f =  E0,
откуда

L £ 0 (sin Y,, — sin f)

(•*<( +  xq)/2 — ((jed — xq) /2 ] eos 2 f  — (  * ad/*/) sin2 7  

или, учитывая, что xd — x2adlx f  =

tp =  2 £ 0 (sin 7o — sin t)/{ xd +  xg — ( xd — xq) eos 27 }. 

Ток обмотки возбуждения

Eo I (xd +  xg)l2  — {(xd — xg) /2 ] eos 2 7  — (  jrad/xf ) sin 7  • sin 7 0 }

(8.14)

(8.15)

h  =
(Xd +  xg)¡2  — \(xd — xg) /2 ] eos 2 f  — ( x?ad/xf ) sin2 7 

( xld/ xf )  (sin2 T — sin 7 • sin Tf0)

(Xd +  xq)/2 — [(xd — xg) /2 J eos 2 7  — (  ¡ Z j x f  ) s in2 7 

Учитывая, что

xld/xl =  xd - ( xd — xl d/x f) =  xd — xd> 

получим

2 (xd — xd)  (sin2 7 — sin 7 • sin 7o)
i, — E,4 1 +

xd +  x q —  ( xd —  x q) cos 2T

(8.16)

(8.17)

(8.18)

Если и /у: из (8.15) и (8.18) разложить в ряд Фурье,то полу
чим токи обмоток без учета затухания [5, 26]. Например,

xd +  x.¿
■ [cos (x + 7o — тс/2) +  b cos 3 (x +  70 — u/2) +

-f  ft2 cos 5 (x +  7o — я/2) + . . . 1 +  cos (To -  л/2> [ 1 + 2 6 COS 2 (x + To—
*2

— ic/2) +  2b2 cos 4 (x +  To — ic/2) +  2&3 cos 6 (x +  Y0 — 1Ĉ 2) +  • • • ] ,
(8.19)

где x2 =  ]/ xäxq — индуктивное сопротивление обратного следова
ния фаз; __  __  __  __

Ь =  ( У х ,  - V  xd)/  ( j/ ^ 7  +  Y  x'd) . (8.20)



Ток ВКЗ фаз Ь и с

^  =  *6 =  - < ',  =  ( К З '/2) 13 . (8.21)
Учитывая амплитудное значение тока установившегося двух

фазного короткого замыкания /т  = |/3 Е0/(ха +  х2), а также за
тухание переходного процесса, с помощью коэффициентов 
ехр(—т/ Г '2) и ехр(—т/Т а2) уравнение (8.19) преобразуем к виду

1 1
Ьс =  - V T e 0

ха +  х2 Xd+X-.
exp ( — т/Т'а2)

Н------- 1----- ] Icos (т +  70 — л/2) 4* b cos 3 (т -f- y0 — тс/2) +
Xd+X 2 J

+■ ¿>2cos5 (t +  То — тс/2) + •••]  +  []/3 focos(7o —
— tc/2)/(2*2)] exp (— т/Га2) 11 + 26 cos 2(т +  ?„ — тс/2) -f

+  262 cos 4 (т +  -у,, — тс/2) +  263 cos 6 (t +  f 0 — тс/2) -f  • • • ], (8.22)

где постоянные времени затухания переходной периодической и 
апериодической составляющих тока ВКЗ

Td2 ~  Тd0 ( X¿ -f- X2)/(X¿ -)- * 2)» Тdo ~  Xf!r f> Tаг ~  *21r i- (8.23)

Результаты расчета тока ВКЗ генератора СГ-12-46-6А при 
Yo =  л/2 и /с =  1000 А представлены на рис. 8.1. Нечетные гармо
нические в периодических составляющих и четные гармонические 
в апериодической составляющей исказили форму кривой тока. 
Наличие высших гармонических в кривой тока и соответственно 
магнитного поля в воздушном зазоре машины, возникающих при

несимметрии ротора (х'йФ х ч), 
обусловливает появление пере
напряжений на обмотке свобод
ной фазы статора:
—Uа— d m j d x — d xYa / dx. (8.24)

Перенапряжения связаны со 
сжатием и неравномерностью 
частоты вращения магнитного 
потока в воздушном зазоре ма
шины. После возникновения 
ВКЗ (при у Ьс =  0, Ubc =  0) 
частота вращения потока, а 
следовательно, и ЭДС на сво
бодной фазе вначале снизились 
примерно в два раза (рис. 8. 1). 
Это происходит при повороте 

Рис. 8 .1 .  Кривые тока и Э Д С  при ротора на угол до у Ьс — 
двухфазном коротком зам ы кан и и  = л—Ду ~  0,9 л , аналогично



при y bc > л  -)■ Ay. В промежуток 2Ау , когда ротор проходит точку 
у Ьс =  л , наблюдается пик перенапряжения, связанный с ускорен
ным вращением потока в воздушном зазоре машины. Амплитуда 
импульса перенапряжения в четыре раза больше амплитуды фаз
ной ЭДС в режиме XX.

Амплитуда перенапряжений примерно равна

i/„ 2xq!x'd - \ ) .  (8-25)

Максимум перенапряжений возникает при уо =  л/2, т. е. 
когда потокосцепление замыкающихся обмоток в момент короткого 
замыкания максимально.

ГЛАВА 9. УРАВНЕНИЯ СИНХРОННОЙ ЯВНОПОЛЮСНОЙ
МАШИНЫ В СИСТЕМЕ КООРДИНАТ d И q, ЖЕСТКО
СВЯЗАННОЙ С РОТОРОМ

§ 9.1. Преобразование переменных и уравнений

Чтобы убрать периодические коэффициенты в уравнениях явно
полюсной СМ, записанных в системе координат а, Ь, с ,  необходимо 
произвести линейные преобразования урав
нений. Дифференциальные уравнения име
ют постоянные коэффициенты тогда, когда 
магнитные оси обмоток статора и ротора, 
а также магнитные оси обмоток и явно 
выраженные полюсы неподвижны относи
тельно друг друга. Для этого неподвиж
ная система координат, связанная со ста
тором, заменяется ортогональной коорди
натной системой, вращающейся вместе с 
ротором (оси d и q). Переменные в системе 
координат (а, Ь, с),  например токи /„, 
i b, i с , преобразуются в новые перемен
ные, связанные с системой координат d, q 
(токи i d , iq, to).

На примере преобразования токов рас
смотрим связь между переменными в системе координат а,  Ь, с  и 
преобразованной системе. Пусть выполняется условие i a +  ¿ь 4- 
4- i c =  0. Тогда токи фаз найдем как проекции изображающего 
вектора тока (см. § 1.3) на оси фаз (рис. 9.1):

1а =  h m cos ос; i b =  /„„ cos ( a  — 2к/3);

h  =  hrn cos (a +  2it/3). (9 .1)
В то ж е время

id =  /imcos(7 — a); i q — sin (y a). (9 .2)

Чтобы выразить токи i d , iq через токи фаз (9.1), воспользуемся 
равенствами

Рис. 9 .1 . Определение 
токов с помощью изоб

ражаю щ его  в екто р а



eos (7 — а )  =  —  [eos y  eos а  + eos (V — 2ir/3) x 

X eos (a  — 2n/3) -j- eos (7 -f 2tc/3) eos ( a  +  2u/3)];
o

sin (Y — a) =  —  [sin Y eos a +  sin (Y — 2ic/3) x  

x  eos (я — 2n/3) -f- sin (7 -)- 2n/3) eos (a -f- 2tc/3)].
Подставляя (9.3) в (9.2) и учитывая (9.1), получим

2
id =  —  U‘0 eos Y +  í ft eos (7 — 2tc/3) +  iccos (7 +  2u/3)]; 

3

iq = ------\  [Ía sin Y +  Íb sin (7 — 2it/3) +  icsin (7 +  2ir/3)].O
(9.4)

Чтобы осуществить обратный переход, т. е. по известным зна
чениям токов i d, iq определить токи в фазах, необходимо спроеци
ровать токи id, iq на оси фаз. На основании рис. 9.1 запишем:

i а =  id eos 7 — iq sin 7; i b — id eos (7 — 2ir/3) — iq sin (7 — 2ir/3);

Если обмотка статора СМ соединена в звезду в нулевым прово
дом или треугольником, то может оказаться, что / 0 4- /ь +  ¿ с 0. 
Тогда необходимо в (9.5) ввести переменную ¿о (см. § 3.2).

Равенства (9.4) и (9.5) устанавливают прямую и обратную связь 
между действительными токами в обмотках фаз статора и новыми 
переменными в осях (1, д. Аналогично записываются выражения 
для напряжений и потокосцеплений статорной обмотки.

Потокосцепления обмотки статора

=  (2/3) [Ч^ eos Y 4- 'Fj, eos (7 — 2тг/3) -f  Y ,eos (7 +  2ic/3)]; 

Ч ', =  — (2/3) [4 ^  sin 7 +  sin (7 — 2u/3) +
+  4rc sin (7 - f  2x/3)];

¥ 0 =  (l/3) ( 4 a +  Wb + Vc ) .

Подставляя потокосцепления фаз (7.19) в уравнения (9.6) и учи
ты вая (9.4), получим

С учетом обозначений (8.5) потокосцепления обмотки статора

ic — id eos (7 4- 2u/3) — iq sin (Y - f  2ic/3). (9.5)

— ÍA> + m u 4  (3/2) l2\ id 4  Lafd i 1 - f  La¡)di vd ; 

4rg =  [/0 +  m 0 — (3/2) /2] i q 4  Layqi vq\
Yo =  (lo — 2m 0) t0.

(9.7)



Потокосцепления роторных обмоток получим, преобразовав 
в уравнениях (7.9) токи статора 1 а, ¿ь, ¿ с к токам ¿д, Например, 
для обмотки возбуждения

(9.9)

(9-Ю)

Преобразование переменных позволяет избавиться от периоди
ческих коэффициентов в дифференциальных уравнениях СМ. Я вля
ясь формально математическим приемом, преобразование перемен
ных, однако, имеет простое физическое объяснение. При преобразо
вании переменных трехфазная обмотка статора заменяется эквива
лентной двухфазной, жестко связанной с осями й  и ротора. Так 
как преобразованные обмотки статора неподвижны относительно 
ротора, то индуктивности и взаимные индуктивности этих обмоток 
постоянны, если не учитывать изменения насыщения магнитной 
цепи. При этом в двухфазной обмотке сохраняются значения ам
плитуды тока и число витков обмотки фазы трехфазной машины, 
так как изображающие векторы тока, потокосцеплений и нап
ряжений одни и те же для осей а,  Ь, в  и й,  (?.

Уравнения равновесия напряжений СМ в осях с1, получим из 
уравнений (3.24) обобщенной электрической машины в осях х, у ,  
принимая ых =  со, ось й  вместо х и д  вместо у:

В (9.11) в отличие от (7.1) появились дополнительные члены, 
пропорциональные произведению потокосцеплений на угловую 
частоту вращения ротора, которые представляют собой ЭДС враще
ния (см. § 3.3). Уравнения равновесия напряжений роторных 
контуров сохраняют свой вид (7.2) и (7.5) при потокосцеплениях, 
определяемых выражениями (9.9) и (9.10).

Таким образом, переход от системы координат а, Ь, с  к осям 
й, ц позволил исключить периодические коэффициенты. При по
стоянном насыщении магнитной цепи дифференциальные уравне
ния равновесия напряжений СМ являются уравнениями с постоян
ными коэффициентами, а при постоянной частоте вращения рото
ра — линейными дифференциальными уравнениями. Аналитиче
ские исследования уравнений СМ упрощаются, если использовать 
систему о.е.

и а =  -  <Л'9 + г,* ,; и д =  М ЧШ  +  +  ГН -  (9 -1 О

Уравнение нулевой составляющей напряжения

(У0=  ё х¥0/(И +  г4г 0. (9 12)



§ 9 .2 . Уравнения равновесия напряжений 
синхронной машины
с параметрами в относительных единицах

Чтобы записать уравнения СМ в относительных единицах, не
обходимо все составляющие уравнений разделить на базисные 
величины. Базисные величины будут одинаковыми для обмоток 
статора и ротора, если рассматривать приведенную СМ. Д ля при
ведения обмоток ротора к статорным необходимо определить ко
эффициенты приведения токов т  I, напряжений т и и сопротивлений 
т г (см. § 2.1). В уравнениях равновесия напряжений СМ заменя
ют токи роторных обмоток их приведенными значениями, а сами 
уравнения дополнительно умножают на т и. Тогда уравнения (7.2) 
и (7.5) равновесия напряжений обмоток ротора с учетом (9.9) и
(9.10) представим в виде

и , т и, =  ти/ (3/2) ¿ ¡ ай (сИа /Ш) +  (ти11тц ) +

4  (тщ 1ти ) Ь/уа ( й ( уц1й0 +  (ти/1тИ) /у',;

0 =  т иа (3/2) 1 Ыа (<Иа /Ш) +  (тиа/т1}) ((И\Ш) 4- 

4- (т ца1ты ) Ьуа ((И'уа/(И)+ {тиа/ты) Гуй{уЛ ;

0 =  Шид (3/2) 1*уда ((Ид/Й) -)” (Щцд! Ь,у д (с( (уд/ (1 /) 4"

4- {тид/т1д) г уя1м ,

(9.13)

или

(9.14)
и\ =  с1у¥'¡/Ш  4 -  г\ 'ц ;

0  =  ¿4** уй! Ш 4" Г уй I 0  “  ¿¿'Р' уд/с1( 4 - Гуд Iуд , 

где приведенные значения потокосцеплений роторных обмоток

Чг/ =  ¿а м г ’й 4 -  Ц  1{ 4 -  Ц уа ;

УуЧ “  ¿[ 4- 1у(1 , (9.15)
^уа Е Сп„1„ 4 ” ¿ у а  I

При этом введены следующие обозначения:

Ьаы =  т и, (3/2) 1 1ай =  Ьа и 1ти \ ^  =  ^ ш ^ / т ^ ; 

1 'ауч =  т ий (3/2) 1 Ыа =  1 ауа1ти \ г\ =  г ,т^/т„\

^ауц — т ия (3/2) 1̂ уда 1̂ ауд/т1я, Ьуа Еуат иа/т^’, 

1*!у<1 — {т ил1т ц) Lyaf ~  (т м1т 111) уй> г уй ~  г улт ш 1т 111'
¿ЗД Е у д Ш ид /Ш 1 д , Гуд ГудП1.ид/ 1П(д.

(9.16)

Уравнения (9.8) потокосцеплений обмоток статора в приведен
ной СМ примут вид



^ й  ~  +  К ы  *'/ +  1уй ,

1 Я ^9*9 Т" ^ аУЯ 1УУ * и’ ' '

Чтобы записать уравнения СМ в относительных единицах, не
обходимо потокосцепления разделить на =  £/б/оаб, а напряже
ния — на и  в- В дальнейшем рассматриваются только приведен
ные СМ, поэтому штрихи в обозначении величин опускаю тся. После 
соответствующих преобразований уравнения равновесия напря
жений примут вид

У(1 =  сГ¥а /(1х — Ч >  4- г , и д =  ¿¿Ч у^т +  Ч у »  +
£/„ =  dW^dx -f  rti 0; t/, =  d'Vfldx +  r t i f -, 

О =  dVad/dx +  r uäi y d ; 0 =  dWuq/dx +  r m i
(9.18)

r УЯ'УЯ’
где r vd =  r ' J Z 6, ryq
ления обмоток ротора, o.e.

Уравнения равновесия 
напряжений СМ в относи
тельных единицах записы
ваются так же, как и в 
системе физических еди
ниц. Однако дифференци
рование производится по 
времени, выраженному в 
электрических радианах. 
Потокосцепления обмоток 
в относительных единицах 
определяются выражения
ми

= ryq/Z6, гj  =  r'f /Z6 — активные сопротив-

Рис. 9 .2 . Векторная д и а г р а м м а  устан о ви в
шегося режима недовозбуж ден н ого  СД

—  xd l d  x a f d 4  ’ l-  X ayd i yd*

+  xauq‘ауЯ'уЯ’

4>yd A a y d l d 
vir — %*■ Hfl *V

X g  t0!

afd^d Xf l f "Ь XfVdl Vd> 

V 1Vdl 1

УЯ ayqiq "Ь хуя1уя>

(9.19)

где xd =  Ld/Lö =  Lda)6/(L6co6); xq =  Lq / Ц  =  
синхронные индуктивные сопротивления по осям
=  K J Lа yd' б’ * a yQ = Layq/LC> Хa f  d

^?®бА^с®б) —
d и q; хауй =  

сопротивления вза-
имоиндукции между обмотками статора и ротора; х/уа =  /Ьб — 
сопротивление взаимоиндукции между обмотками ротора по про
дольной оси; хуа =  ¿ .^ Д  б. х„ч =  с, */ =  ¿-//¿-б — полные 
индуктивные сопротивления обмоток ротора.

Уравнения (9.18) равновесия напряжений называют у р а в н е н и ям и  
Парка — Горева.  Они основные при исследовании различных ре
жимов работы электрических машин переменного тока. Уравнения



(9.18) и (9.19) составлены для СМ, работающей в исходном уста
новившемся режиме как двигатель. На зажимы СМ подается на
пряжение сети и й и и ц\ по обмотке статора протекают токи 
и в положительном направлении координатных осей (рис. 9.2).

Уравнения для СГ многие авторы записывают по-разному [2, 15]. 
Запись уравнений СГ наиболее целесообразно оставить в том же

Рис. 9 .3 .  В екто рн ая  диаграм ма установившегося режима СГ, работающего 
при недовозбуж дении  на сеть (а) и на активно-индуктивную н а гр у з к у  (б)

виде, что и СД, заменяя в левой части проекции напряжения сети 
1/а , и д  на проекции напряжения — I ! л, — и ч генератора и учи
тывая режим работы машины при подстановке начальных условий. 
В генераторном режиме работы СМ в выбранной системе коорди
нат ток всегда отрицательный, а в двигательном режиме — всег
да положительный. Направление тока г<* зависит от того, перевоз
буждена иди недовозбуждена СМ, работающая параллельно с 
сетью. При автономной работе СГ знак тока зависит от характе
ра нагрузки  — емкостной или индуктивной. Векторные диаграммы 
СГ, работающего с недовозбуждением параллельно мощной сети 
и на индивидуальную активно-индуктивную нагрузку, представле
ны на рис. 9 .3 , а, б.

§ 9 .3. Параметры синхронных машин

В СМ синхронные индуктивные сопротивления
Х(1 - ■ ~  *а<7' (9.20)

где х а<1 , х а<] — индуктивные сопротивления обмотки статора, соот
ветствующие полям продольной и поперечной реакции якоря при 
симметричной нагрузке и называемые соответственно индуктивны
ми сопротивлениями продольной и поперечной реакции якоря;

— индуктивное сопротивление рассеяния обмотки етатора.
Индуктивное сопротивление продольной реакции якоря (Ом)

ХаЛ= 2 « 1 ( У ш /1а), (9.21)



где потокосцепление, создаваемое основной гармонической индук
ции в воздушном зазоре при протекании по обмотке статора тока
и ,
* 0,1 ~  =  (2 т 1/тс2)[(ш1 ^0б()2/р] т,/ ^<*8)1 Ы- (9 .22)

После подстановки (9.22) в (9.21) получим

=  (4/1С) /т 11(^^об1)2/Р1 V  *¿/(*8 ¿ ^ 8)]. (9 .23)
Индуктивное сопротивление поперечной реакции якоря (Ом)

Хад =  (4/тс) ^  КЩк об\)2/Р] V  №о /(*« ¿ м 8)1- (9 .24)
Здесь кч — коэффициенты формы поля якоря по продоль

ной и поперечной осям; — коэффициенты насыщения 
магнитной цепи по продольной и поперечной осям.

Нетрудно доказать, что принятые коэффициенты приведения 
позволяют рассчитывать сопротивления взаимной индукции меж ду 
обмотками статора и обмотками ротора по осям <1,  ̂ по формулам 
(9.23) и (9.24). Индуктивное сопротивление (Ом) взаимной индук
ции обмотки статора и обмотки возбуждения, приведенной к об
мотке статора,

Хаы = 2,гс/: [Чгау(у1/(/у/пгу)1, (9 .25)

где потокосцепление обмотки статора, созданное основной гармони
ческой индукции в воздушном зазоре и возникающее при проте
кании по обмотке возбуждения тока 11л

=  =  (2/тс) X

X т,/ [^„^/(/гг 6^5)] г',. (9 .26)

После подстановки (9.26) в (9.25) получим

Х'а1а — 2тс/ (2/тс) [р,0/г,/(/г8 ^ ¿ 8)] (4/тс) (т,/2) х

X ш1* об1̂ / (2/7ш/ к,) =  (4/тс) ^  Ко»!к ш )Ур| х,/ х

X [Цо̂ /(^8  ^м8)1- (9 .27 )
Индуктивное сопротивление (Ом) взаимной индукции обмотки 

статора и демпферной обмотки по продольной оси, приведенной к 
обмотке статора,

* ; *  = 2*П Г .* и / (* 1«,'Пм)]. 0 -2 8 )

где потокосцепление обмотки статора, созданное основной гармо
нической индукции в воздушном зазоре и возникающее при про
текании по продольной демпферной обмотке тока /уй,

~ ^ 1̂ 061 ®ауй1 == (8/тс2) С£),&об1Х

X и>яа 1%1 к».а 8)] 1ил- (9 .29)



После подстановки (9.29) в (9.28) запишем

Хау, = (4/гс)//т, 1(^об1)2/р] т ^ 8)1- (9.30)

Индуктивное сопротивление (Ом) взаимной индукции обмотки 
статора и демпферной обмотки по поперечной оси, приведенной к 
обмотке статора,

К уя =  (4/тс) / т 4 [(0У4 ^об!)*//>] * м 8)1- ( 9 - 3 1 )

Сравнивая уравнения (9.23), (9.27), (9.30), а также (9.24) и 
(9.31), видим, что при принятых коэффициентах приведения индук
тивные сопротивления взаимной индукции между обмотками ста 
тора и ротора по осям й  и ^ рассчитываются по тем же формулам, 
что и индуктивные сопротивления продольной и поперечной реак
ции якоря, т. е

К ы  =  =  х ; *  = х -^  =  х Л . (9.32)

Т а б л и ц а  9.1

Значения параметров

П араметры
Турбогенераторы Синхронные явнополюсные 

машины
Синхронные

компенсаторы
двухполюс

ные
четы ре х- 
полюсные

в демпфер
ными обмот

ками
без демпфер
ных обмоток

xd, o.e. 1 .6 1,2 1,2 1,2 1.8
0 ,9 —2,0 0 , 9 — 1,5 0 ,7—1,6 0 ,9 —1,6 1,5—2,2

xq, o.e.
1,35 1,5 0,75 0,75 1,1

0,85—1,90 0 ,8 5— 1,45 0 ,4 5 - 1 ,0 0 ,45— 1,0 0 ,9—1,4

x'd, o.e.
0,24 0 ,24 0,37 0 ,35 0,40

0 ,14—0,34 0 ,2 0 —0,28 0,20—0,50 0 ,2 0—0,45 0 ,3 0 - 0 ,6 0

x"d, o .e .
0,15 0 ,15 0,22 0 ,30 0,25

0,10—0,24 0 ,1 2 —0,17 0,13—0,30 0,18—0,40 0,18—0,38
x0, o .e . 0,01—0,08 0 ,015—0,14 0,02—0,20 0 ,04—0,25 0 ,02—0,25
x9. o .e . (1 ,0—1 ,3 ) ^ — ( 1 . 0 - 1 ,  Dxd 2 .3  х\ xd

*2, o .e . 1,22 хй 1,22 хй 1,05^ ( 1 . 4 - 1 . в)* ; Ч
5,5 6 ,2 5,6 5 ,6 8,0

Tao, с 3—12 4 ,0 —9 ,2 2 ,0—9,0 2 ,0 —9 ,0 5 ,0 —14,0

T d, с 

K .  с

0,7 1.1 1,3 1,3 1,5
0 ,4 —1,6 

0,06
0 , 9 — 1,6 

0 ,04
0 , 8 - 2 , 5  

0,03
0 ,8 —2,5 1 , 0 - 2 , 8  

0,03
0 ,03—0,18 0 ,0 2 —0,08 0,01—0,08 0 ,02—0,08

T'at С
0,32 0 ,20 0,15 0 ,30 0,17

0 ,04—0,50 0 ,1 5 —0,35 0,03—0,35 0 ,1 0 - 0 ,5 0 0 ,1 0 - 0 ,3 0



Аналогично, в системе относительных единиц

x a f d  =  x a y d  ~  x 1yd  ~  x a d ’> x a y q  =  ХаЧ~ (9.33)
Тогда полные индуктивные сопротивления эквивалентных демп

ферных обмоток ротора представим в виде

x y d  =  X3 ,jd Xa d '  x y q  ~  x „yq +  Ха<1’ (9.34)

где xzyd, xzyq — сопротивления рассеяния эквивалентных демп
ферных обмоток по осям d и q.

Полное индуктивное сопротивление обмотки возбуждения

Xf =  x , i  +  Xad> (9-35)

где Xjf — сопротивление рассеяния обмотки возбуждения.
В табл. 9.1 приведены значения индуктивных сопротивлений и 

электромагнитных постоянных времени обмоток различных типов 
СМ, причем в числителе даны средние значения параметров, а в 
знаменателе — пределы их изменения [18, 21].

§ 9.4. Электромагнитный момент вращения
синхронной машины в осях d ,  q

Переходные процессы в СМ сопровождаются изменением часто
ты вращения ротора. Если изменение частоты вращения ротора 
оказывает заметное влияние на протекание переходного процесса, 
то необходимо совместное исследование процессов в электрических 
цепях и механическом движении ротора. Тогда к уравнениям рав
новесия напряжений добавляется дифференциальное уравнение дви
жения ротора (уравнение моментов), которое для работы в режиме 
двигателя (o.e.) будет иметь вид (7.6). Мгновенное значение мощ
ности (o.e.), потребляемой СМ от сети, при условии, что ток нуле
вой последовательности равен нулю,

Р, =  Ud id +  Uq iq, (9.36)
или, подставляя значения напряжений,

Р, =  (dWd/dx — со¥ 9 + г ^ а) i d + (d'Yq/dx +  w4'd +  / у ,) iq =

=  (dxYa/dx) id +  (dxYq idx) iq +  (xYäiq — xYqiä) ш +  ( i d+  i\) л,. (9.37)

Следовательно, мощность, потребляемая двигателем из сети, 
равна мощности, идущей на изменение запаса электромагнитной 
энергии в машине, плюс мощность, передаваемая через воздушный 
зазор (электромагнитная мощность), плюс потери в активном со
противлении обмоток статора. Если электромагнитную мощность 
разделить на угловую частоту вращения ротора, то электромагнит
ный момент вращения СД

M = xYd iq ~ xYq id. (9.38)
Это выражение получено для ненасыщенной СМ с постоянными 

параметрами.



§  9 .5. Комплексные дифференциальные уравнения 
синхронных машин

При исследовании переходных режимов СМ иногда встречается 
комплексная форма записи дифференциальных уравнений. Переход 
к комплексной форме записи уравнений равноценен переходу от 
двух составляющих потокосцеплений, направленных по координат
ным осям, к вращающимся потокосцеплениям. При этом вводятся 
комплексные значения напряжения, тока и потокосцепления ста
торной обмотки:

С . — Ц , +  /и в ; 18— !<* + /¡9; Ч',, — Ч^ +  ¡Уд. (9.39)

Переход от уравнений машин переменного тока, записанных в 
осях с1 и ¿7 (9.18), к комплексным уравнениям производится следую
щим образом. Все величины (токи, потокосцепления, напряжения), 
относящиеся к продольной оси, рассматриваются как реальные 
части некоторых комплексов, а величины, относящиеся к попереч
ной оси, — как мнимые части этих комплексов. Умножая второе 
уравнение (9.18) на / и складывая с первым уравнением, получим

Ц* +  /и , =  й У а/й% — +  г^а +  / (<Г¥ч/с1т) +  , 0)4^  +

+  ;>!*'<? =  А СУа +  +  /«> (Ч^ — ч у / )  +  г4 +  /¿,) =

где Г> =  с1/йт — оператор дифференцирования.
Из (9.40) следует, что форма записи уравнений упростилась, 

так как  число уравнений сократилось вдвое. Однако это преиму
щество ощутимо лишь для машин, имеющих симметричные обмотки 
и равномерный воздушный зазор Для машин с несимметричным ро
тором, например явнополюсных СМ, в выражения для потокосцеп
лений Чг , входят не только векторы токов I „  но и сопряженные 
им векторы. Поэтому число переменных и уравнений при решении 
не уменьшается.

§ 9.6. Уравнения синхронных машин 
при работе от источника 
с переменными напряжением и частотой

Составим уравнения, описывающие работу машин переменного 
тока при работе от иеточника с изменяющимися напряжением и 
частотой. Д ля этого в уравнения (9.18), (7.6) введем относительные 
значения напряжения а  и частоты V-

=  (Г¥а/йт +  /соЧга+ г1/8,

или

П3 — (О +  8 + г,13, (9.40)

(9.41)



При условии, что к обмотке статора подводится симметричная 
система напряжений, из векторной диаграммы СД (см. рис. 9.2,а) 
найдем напряжения U d =  — Uim sin0 и Uq =  Uimcos© или в от
носительных единицах:

Ua =  — (Uim/Uб) sin 0  =  — a sin 0 ; Uq =  (Uim/U6) cos 0  =  a cos0 .
(9.42)

I
Д ля любого момента времени угол нагрузки 0  — |(ш1—“ )Л  +

о
0 О. Отсюда следует, что dQ /d t  =  Wj —  w.
Угловая частота вращения ротора

<о =  ш, — dQ/dt. (9.43)

Разделив (9.43) на базисную угловую частоту, получим

ш/ш0 == (Bj/(o6 —  dQ/d (w0t) =  v —  dQ/dx.

Следовательно, в относительных единицах

tu =  V — dQ/dx или dQ/dx — v — <o. (9.44)

С учетом вышеизложенного систему уравнений (9.18) запишем 
в виде

d W j d x  =  <t>Wq — г^ а — a sin  0 ; d ,4q/dx =  — <u4fd —

— г i iq +  a cos 0 ; 

dVf/dx — Uf  — r f  i¡\ dVyj/dx  =  — r yd i yd;

d'Vyq/dx — r yq i yq\

dio/dx =  ( l/T j )  (M  —  M c ); d Q ,dx =  v —  <o.

(9.45)

Здесь потокосцепления VF d , 4^, 4fy¿, Чгу(? определяются 
выражениями (9.19), причем индуктивные сопротивления, входя
щие в (9.19), рассчитаны для базисной частоты. Система уравнений 
(9.45) нелинейна, так как в ней имеются произведения переменных 
и нелинейные зависимости sin© и cos©

При исследовании работы СМ предполагаем, что а  и v известны 
для любого момента времени. Наиболее простым при частотном 
управлении является за кон  пр о п о рци он ал ьн о г о  р е г у л и р о в а н и я ,  кото
рый характеризуется равенством а  — v.

Уравнения (9.45) справедливы для всех режимов работы. В слу
чае установившегося режима работы СМ все величины в осях d,  q 
постоянны, поэтому уравнения (9.45) запишем в виде

—  a0 sin 0 О =  —  ш0 Чг, 0 +  r ,id0; aocos 00 =  +  r \ 4 ¿  | ^  4 6 j

У -¡о — О  *'/**' — М со, <°о —  V

где М о — У ¿¿ф . ~  (величины с индексом 0 характеризую т
заданный установившийся режим работы).

/



Т ак к ак  =  0 и /у?0 =  О , то формулы потокосцеплений при
мут вид

Реш ая уравнения (9.46) и (9.47) относительно токов в обмотке 
статора, получим

Из (9.48) видно, что при определении токов установившегося 
режима работы индуктивные сопротивления ха, хц, ха рассчи
танные для базисной частоты, умножаются на относительное значе
ние частоты V. В выражениях для потокосцеплений этот множитель 
отсутствует. Это говорит о том, что при переходе к уравнениям 
СМ, работающей от сети с переменным напряжением и частотой, 
нельзя все индуктивные сопротивления автоматически изменять 
прямо пропорционально частоте.

§ 9 .7 . Операторные уравнения и параметры 
синхронной машины

При исследовании режимов работы СМ часто требуется опреде
лять только токи в обмотке статора. Поэтому целесообразно опери
ровать лишь уравнениями равновесия напряжений статорных об
моток. Токи роторных контуров, содержащиеся в потокосцеплениях 
У й и ЧГ<7, можно исключить. Эти преобразования выполним, пе
реходя к операторным уравнениям СМ, которые, согласно (9.18), 
представим в виде

и й  (Р) =  РХУ(1 (Р) ~  (Р) +  г 1 ф)\ и ч ф)  =  р Ч ч (р) +  

+  <*>Чс1 (Р) +  ФУ,

где и а(р) ,  и ч(р), и<>(р), и ^ р )  — изображения напряжений, при
ложенных к обмоткам машины; Ч ф )— изображения потокосцепле
ний обмоток машины; Цр) — изображения токов.

Потокосцепления обмоток:

(9.47)

1<1о —
К  ССК в„ — Ч0 ха¡а  </0) — Д0 « п  Й0 • Г1 '

2 , 2  ’ '1 +>о Х* ХЧ
(а0 С05 В0 — У„ Ха ¡/0) Г1 ЭШ в 0. ч0 Х^

г\ + ^0 *й ‘

(9.48)

и  о (Р) =  р Ч  о (Р) +  '¿О (Р)> и 1 (Р) = Р^> (Р) +  Г, I, (РУ, 

о =  Р^ИЧ (Р) +• ГУ<1 ы  (р ); 0 =  РУуч (Р) +  тт 1УЧ (р)>



Чл (Р) =  Ч Ч  (р) + ХаЛЧ (р ) +  Хал Ч<1 (Р)\
Уд (Р) =  Хд ¿д (Р) + Хад I уд (/?)*, ^  „ (р) =  *0 1„ (/>) ',

V/ (/>) =  *вЛ  (Р) + Х,1, (Р) + Хас1 Ы  (Р)1 

Ууй (Р) =  Хай Ч  (Р) + Ха<1 Ч (Р) + хуй Ч<1 (Р)’

Чуд (Р) = Хад Ч (Р) + * (р).

(9.50)

Чтобы из (9.49) исключить токи г'̂ /?) и 1ус1(р),  необходимо ре
шить систему из трех уравнений: равновесия напряжений обмотки 
возбуждения, равновесия напряжений демпферной обмотки по про
дольной оси и уравнения, связывающего потокосцепление обмотки 
статора по оси с/ с параметрами и токами обмоток. Представим 
эту систему уравнений в матричной форме:

“ ' З Д  ‘ ха хай хаЛ Ч (Р )  ~

и  г (р) : Рхаа г , +■ рх,  рхаЛ Ч (Р) . (9.51)

о _ Рхаа рхаа Гуа + РХуа _
Определим из этой системы уравнений ток:

^  (р ) =  (р) Ли (р) +  11; (р) А1г 0?) 1/0 (р), (9.52)

где определитель матрицы сопротивлений

о  (р) =  хй [(г, + рх,) (гиа  +  рх уа) — Р2х2ы ] — рхаа [(г,1(1 +

+ РХуй) ХаЛ -  РХ1Л] — рхаа I(г, +  рх,) хай — рх2аа\\ (9.53) 

алгебраические дополнения (см. § 5.1)

(Р) =  (г ,  +  рх, ) ( г уа +  рхуй)—р-х2а<1;

(Р) =  — [(г ва +  рх уа) хаЛ— рх\й\.

Из уравнения (9.52) находим потокосцепление:

У а (Р) =  ха (р) (р) +  б (р) и ,  (р),

где

Ч  (Р) = °  (Р)/А и  (Р) =  4  —
рхад [ (г уа +  рху<1) хад — р х ^ ]+ р х ад [ { г ,  +  рх,)хаа—рх2а(1] 

(г/ 4" рх/) {гу¡х !’хуи) Р хаа

^ 12  (р) ( гус1~\~Рху(1) хад Рха4 
и ( р )  =- -

(9.54)

(9.55)

(9.56)
Ац(Р) (  Г/ +  рх} ^Гуц+рхуц) — р-х?аЛ

Чтобы из (9.49) исключить ток 1уч(р),  необходимо решить си
стему из двух уравнений: уравнения равновесия напряжений



демпферной обмотки по поперечной оси и уравнения, связываю
щего потокосцепления обмотки статора по оси </ с параметрами и 
токами обмоток:

(9.57)Уд(Р )  '

1

в* «о Л  (Р) '

0 РХаЧ Гуд ""Ь РХуд . . 1УЯ(Р) -
Определим из этой системы уравнений ток:

Ч (Р) = V , (Р) Ац (Р)Ю (Р) =  Ч'д (Р) (Гуд +

+  РХуд)/[(Гуд +  РХуд) Х д - р х \ \  . 

После преобразований получим 

Ч'д (Р) =  Хд (р) I, (Р),
где

хд (Р) =
( Г у „  +  Р Х у д )  Хд —  рХ,

=  Х„
рх,

(9.58)

(9.59)

(9.60)
гуц Рхуд гуд~\~Рхуд

Функции х й(р), Х д ( р ) ,  й ( р )  — соответственно операторные ин
дуктивные сопротивления по продольной и поперечной осям и 
операторная проводимость. Если демпферная обмотка на роторе 
отсутствует, то операторные индуктивные сопротивления и опера
торная проводимость примут вид

(9.61)ха (Р) =  ха — р х 7ай/(у, +  рх()\
Хд (Р) =  Хд\ в  (р)  =  Хаа/{Г( +  рх/).

Часто операторные индуктивные сопротивления и операторную 
проводимость представляют в другой форме записи, заменяя пол
ные индуктивные сопротивления обмоток их значениями через 
соответствующие индуктивные сопротивления рассеяния и индук
тивные сопротивления реакции якоря (9.20), (9.34) и (9.35). Напри
мер, в случае СМ без демпферной обмотки на роторе операторное 
индуктивное сопротивление х а(р)  (9.61) преобразуется к виду

* л  (Р ) =  * Л  +  [Х аа  —  р х ] ,а1 ( р  (Хз1 +  хаЛ) +  г , ) ]  =

=  * л  +  [хач (г,  +  рх3,) +  рх2а(1 -  Рх1а\/[(гг \г рхаГ) +  рха(1)] =

х„ +  [ ! / ^ +  1 !{гг/р +  хн) ]- (9.62)

Аналогично преобразуются операторные индуктивные сопро
тивления (9.55) и (9.60) для СМ с полным числом обмоток на роторе:

ха (Р) =  хл +  [ 1 /хай +  1 /(гг/р +  хз1) +  1 /(ги /р +  хяуй ) Г  ; (9.63)

Хд (Р) =  +  [ ! / * „ *  +  У (гуЧ/р +  х а/п)] (9.64)

Если принять, что обмотки СМ — идеальные проводники (гуй
— г у д =  г г =  0), то выражения (9.63) и (9.64) упрощаются:



**  (Р)  =  Х.1 +  ( :1 ! * а й  +  1 +  1>Х. у Л Г  =  * ;  ; )
| (9.65)

(Р) =  +  (1 !хаЧ +  1 !хауЛ г =  х\ , \

где х'а, х — сверхпереходные индуктивные сопротивления по про
дольной и поперечной осям.

Указанные допущения применяются в том случае, когда при ис
следовании переходных процессов используется теорема о по
стоянстве потокосцеплений обмоток. Если на роторе имеется одна 
обмотка возбуждения и /у =  0, то (9.62) преобразуется к виду

ха(Р) =  Х,1 +  ( 1/ха,1 +  1/х,г) =  хл • (9 -66)

где х’а— переходное индуктивное сопротивление по продольной 
оси.

Иногда операторные индуктивные сопротивления записывают 
через постоянные времени обмоток машины. Переход к такой фор
ме записи рассмотрим на примере х а(р) (9.61) для СМ с одним кон
туром на роторе:

ха (Р) =  ха — рх\й!{г, +  рх г) =  [х/,  + рх,(ха — */)]/(/> +

+  рх,) =  [ха +  р (х г 1гг )х'а]/[ 1 4- р х г/г,)] =  хи [\ 4-

4- рТао (х'а/ хл) ]/(1 4- р Т ао) =  ха (1 +рТ'а)/(1 + р Т м ), (9.67)

где Т Лй =  Xf|тf  — постоянная времени обмотки возбуждения при 
разомкнутой обмотке статора; Тй — постоянная времени обмотки 
возбуждения при замкнутой обмотке статора и разомкнутой демп
ферной обмотке или постоянная времени затухания переходной со
ставляющей тока статора по продольной оси:

Та =  Т\ =  Тао х ‘а1ха =  х)!г,\ (9.68)

х| — переходное сопротивление обмотки возбуждения.
Действительно, хгхл/хл =  х, (х4 — х^/х^/ха =  х/ — хгаа/ха =  

=  х'у Аналогично, для СМ с полным числом обмоток на роторе 
уравнения (9.55) и (9.60) примут вид

ха (Р) = ** К1 + РТЛ) (1 + Р Г ЛМ ( \  4 - р Т ,0)( 1 4 - РТ'Л0)У, (9.69) 
Хд (р) =  Хд (1 4 - рТ')/( 1 4- рТд„). (9.70)

где Т’а — постоянная времени демпферной обмотки по продольной 
оси при замкнутых обмотках статора и возбуждения, или постоян
ная времени затухания сверхпереходной составляющей тока ста
тора по продольной оси:

Та =  Тао ха/ха та хуЛ1гуа\ (9.71)

х'уй — сверхпереходное индуктивное сопротивление демпферной 
обмотки по продольной оси:



х'ил =  Х°у*  +  ( 1/Ха а  +  V х *, +  > 4  ,) -1 ; ( 9 -7 2 )

 ̂ — активное сопротивление демпферной обмотки по продольной 
оси; Г '0 — постоянная времени демпферной обмотки по продоль
ной оси при замкнутой обмотке возбуждения и разомкнутой обмот
ке статора:

Тю — х^ т])й< (9.73)

х 'а — переходное индуктивное сопротивление демпферной обмотки 
по продольной оси:

хуа =  хуч — хУ Ч ’ (9-74)
Т'ч — постоянная времени демпферной обмотки по поперечной оси 
при замкнутой обмотке статора, или постоянная времени затуха
ния сверхпереходной составляющей тока статора по поперечной 
оси:

Ту — Тч о Х̂ /Хд — Х̂ /Г у д\ (9.75)

Тч0 — хуч/гуц — постоянная времени демпферной обмотки по по
перечной оси при разомкнутой обмотке статора; х" — сверхпере- 
ходное индуктивное сопротивление демпферной обмотки по попе
речной оси:

Хуц ~  ХУ<1 Х\дХЯ ~  Х<зуд +  ^^ХйЧ +  % * (9.76)
г уП — активное сопротивление демпферной обмотки по поперечной 
оси.

При наличии демпферной обмотки на роторе ее параметры влия
ют на значение Т'а [5, 12, 431:

П  =  7’; +  г ; <г- г ; ,  (9.77)

где Т  й =  хуй/г уй— постоянная времени демпферной обмотки при 
короткозамкнутой обмотке статора и разомкнутой обмотке возбуж
дения:

х'ул =  хчл ~  х1ч,хч- (9 -78>
Используя выражения для определения индуктивных сопротив

лений и операторных проводимостей, запишем уравнения Парка — 
Горева в виде

и  а (р) =  (р) — шЧ'д (р) +  г, 1а (р);

Уд (Р) =  р Ч ч (р) +  <оУа {р) +  г4 £д (/?);

^  (р) =  ^  (р) 1а (р) +  С (р) и ,  (/?);

(р) =  хя (р) I, (р).

Уравнение равновесия напряжений для нулевой составляющей

(9.79)



рассматривается независимо от уравнений (9.79). Это объясняется 
тем, что напряжение и потокосцепление нулевой составляющей 
зависят только от значения нулевой составляющей тока io(p) и не 
зависят от других токов.

ГЛАВА 10. ВНЕЗАПНОЕ ТРЕХФА ЗН О Е КОРОТКОЕ
ЗАМ Ы КАНИ Е СИНХРОННОГО ГЕНЕРАТОРА

§ 10.1. Физическая картина процесса
при внезапном коротком замыкании

От момента возникновения В КЗ до момента перехода к устано
вившемуся КЗ генератор работает в переходном режиме. Х арак
терной особенностью этого режима является то, что амплитуда 
тока обмотки статора изменяется во времени, вследствие чего из
меняющийся во времени поток реакции индуцирует ЭДС и соот
ветственно токи в обмотках ротора. В свою очередь, токи в обмот
ках ротора влияют на токи статора.

Ввиду сложности явлений, сопровождающих ВКЗ, рассмотрим 
физическую картину процесса при некоторых допущениях. Счита
ем, что симметричное ВКЗ, т. е. замыкание всех фаз обмотки ста
тора, произошло непосредственно на зажимах генератора, работаю
щего автономно, причем до ВКЗ генератор работал в режиме XX. 
При симметричном ВКЗ картина протекания переходного процес
са во всех фазах в принципе одинакова, поэтому достаточно про
вести анализ для одной фазы.

В ходе исследования ВКЗ необходимо решить две основные 
задачи: 1) определить максимальный всплеск тока и 2) найти 
закономерность его изменения во времени Д ля решения первой 
задачи пренебрегаем активным сопротивлением обмоток СГ, т. е. 
полагаем обмотки статора и ротора сверхпроводящими. Это допу
щение не вносит существенной погрешности в результаты расчета, 
так как активное сопротивление обмоток СГ обычно очень мало 
по сравнению с индуктивным. При решении второй задачи учи
тываем активные сопротивления обмоток, так как они определяют 
постоянные времени затухания токов.

В основу анализа ВКЗ положена теорема о п о с т о я н с т в е  п оток о -  
сц епл ения :  полный п оток  с в е р х пр о в о д ящ е г о  к о н т у р а  о с т а е т с я  п о  
стоянным в любых у словиях и  в  любом режиме .  Действительно, 
для любой электрической цепи, в которой нет посторонних источ
ников ЭДС, справедливо дифференциальное уравнение dW/dt  =  
=  —п.

Д ля сверхпроводящего контура г  — 0, тогда d 4 / d t  =  0, о тку
да ¥  =  const.

Внезапное трехфазное короткое замыкание при =  0. Рас
смотрим физическую картину процесса ВКЗ, возникшего в момент, 
когда основной поток не пронизывает катуш ку А — X (потоко
сцепление обмотки возбуждения с рассматриваемой фазой статора 
равно нулю), а ЭДС в катушке А — X равна максимальному зна



чению, т. е. ¥„0 =  0, е =  Ет, /а =  0 при / =  0. Положение полю
сов относительно катушки АХ,  соответствующее этому условию 
(рис. 10. 1 , а), принимается за исходное, и от него отсчитываются 
углы  поворота ротора.

Через четверть периода после начала ВКЗ ротор повернется 
от исходного положения на л /2  эл. рад, при этом по мере измене-

Рис. 10.1. Потокосцепления ВКЗ при ¥ „ 0  =•■ 0

ния положения ротора относительно фазы а  его поток стремится 
войти в контур обмотки статора. Если считать обмотку статора 
сверхпроводящим контуром, то в ней в силу закона о постоянстве 
потокосцепления будет наводиться ЭДС и потечет по величине и 
направлению такой ток, при котором собственное потокосцепление 
фазы =  Ч'м +  Ч1̂  (кривая 1, рис. 10.2, а) в любой момент 
времени равно по величине потокосцеплению в обмоткой возбужде
ния Ч^а (кривая 3, рис. 10.2 , а),  но противоположно направлено, 
т. е. для любого момента времени Чга + Чг/а =  0.

Картина распределения силовых линий потоков для момента 
времени (о£ =  л/2 показана на рис. 10.1, б, где Чго =  Ч ^  — ос
новной поток, создаваемый обмоткой возбуждения и являющейся 
потоком взаимной индукции для обмотки статора; Хал — магнит
ная проводимость пути основного потока; Ч ’аа — поток реакции 
якоря в сверхпереходном режиме; К’аЛ — магнитная проводимость 
пути потока Чг"<г; Чгм — поток рассеяния обмотки статора; К а — 
магнитная проводимость пути потока рассеяния обмотки статора.

Т ак как  магнитное сопротивление пути потока Ч ^  значитель
но больше магнитного сопротивления потоку Ч ^  по сердечнику 
ротора, то для создания потока Ч ^  требуется значительно боль
ший ток гк, чем ток установившегося КЗ. Ток 1К совпадает по фазе 
в потоком Чг̂ г и в данном случае достигает своего максимума через 
четверть периода после ВКЗ (кривая 2, рис. 10.2,а). Всплеск тока 
в обмотке статора увеличивает ток в обмотке возбуждения и вызы
вает ток в демпферной обмотке (рио. 10.2,6, в).

В случае сверхпроводящих обмоток процесс, изображенный на 
рис. 10.2 ,а,  при синхронном вращении ротора повторялся бы пе



риодически и амплитуда суммарного тока фаз статора и токи в 
обмотках ротора оставались бы неизменными (рис. 10.2 ,6, в), т. е. 
процесс ВКЗ носил бы незатухающий характер. Но так  как  реаль
ные обмотки современных машин обладают активными сопротивле
ниями, то наведенные в них токи затухают. Сверх переходная по

стоянная времени демпферной об
мотки невелика, поэтому ток в этой 
обмотке резко снижается (кривая 
3, рис. 10.3). Это вызывает соответ
ствующее увеличение апериодиче
ской составляющей тока возбуж
дения (кривая 2, рис. 1 0 .3 )(началь
ные значения токов соответственно 

и ¿;0 1431). Д ля сравнения пока
зан ток возбуждения (кривая 1, 
рис. 10.3) при отсутствии демпфер
ной обмотки при условии, что ток 
статора тот же (начальное значе-

Рис. 10.2. Токи ВКЗ при
Ч'аО = 0, Г, = 0

Рис. 10.3. Апериодические 
токи в обмотках  ротора

ние тока I'¡0). После затухания сверхпереходного процесса токи в 
обмотках ротора затухают с постоянной времени Т'л (9.77),  опре
деляющей протекание переходного процесса. Таким образом, как в 
сверх переходном, так и в переходном режимах участвую т обе об
мотки ротора.

По мере затухания переходного процесса поток статора входит 
в «тело» ротора. При этом магнитная проводимость пути потока 

статора, который можно рассматривать как поток реакции 
якоря в переходном режиме, определяется величиной Х'аа. Когда 
переходные составляющие тока в обмотках ротора затухн ут, поток



статора полностью войдет в «гело» ротора, после чего наступит 
режим установившегося КЗ, при котором ток, не затухая, проте
кает по обмотке статора до момента устранения КЗ.

При синхронной частоте вращения ротора МДС, создаваемые 
токами обмоток статора и ротора, вращаясь в пространстве с оди
наковой частотой, остаются неподвижными относительно друг

друга. Это означает, что при симметричном В КЗ, когда =  О, 
МДС, создаваемые токами в обмотках ротора, неподвижны отно
сительно ротора, т. е. токи обмоток возбуждения и демпферной 
имеют нулевую  частоту. Таким образом, ток ВКЗ при =  О 
представим в виде суммы трех периодических составляющих:

£к =  1кп =  +  *’п +  гп- ( * 0 .1 )

Сверхпереходная составляющая тока

С  =  Г т  еХР t,T ’ä) • Sin wt (  1 ° - 2 )

затухает с постоянной времени T'd, определяемой в основном сверх- 
переходными параметрами демпферной обмотки.

Переходная составляющая тока

К =  г,„ ехР (—  t/Td)-sin  a>t (Ю.З)

затухает с постоянной времени T'd, определяемой переходными 
параметрами обмоток ротора.

Установившийся ток КЗ

ia =  I m sin mt. (Ю.4)



Построив кривые отдельных составляющих и сложив их орди
наты, получим результирующую кривую тока ВКЗ, симметрично 
расположенную относительно оси абсцисс (рис. 10.4). Своего наи
большего значения ток ВКЗ (кривая 1) достигает при Ы  =  л/2. 
Продолжив огибающую (кривая 2) до пересечения с осью ординат, 
получим начальную амплитуду симметричного тока ВКЗ:

Гтс == Гт +  1'т +  1 т- (10.5)

Подставив в (10.1) значения токов (10.2) — (10.4) с учетом 
(10.5), получим

*И =  ¿mi =  [ Гп  exP (— t/T"d) +  / ; exp (— t/T'd) +  I m ] sin (0/. (10.6)

Внезапное трехфазное короткое замыкание при =  Yma*. 
Всплеск тока в обмотке фазы статора достигает наибольшего зна-

чения, если ВКЗ происходит в момент, когда магнитный поток, 
сцепленный с рассматриваемой фазой, максимален, т. е. ¥<,„ =  
=  'Ртах, е  — 0, £„ =  0 при t  =  0. Положение полюсов относи
тельно катушки А — X , соответствующее этому условию 
(рис. 10.5,а), принимается за исходное и от него ведется отсчет 
углов поворота ротора.

Рассмотрим качественную картину процессов, происходящих в 
СГ в течение времени Ы  =  0 — я/2, после замыкания обмотки 
накоротко. При вращении ротора основной поток выходит из 
сцепления с фазой а, вследствие чего в ней наводится ЭДС, появля
ется ток и соответственно поток который возрастает по 
мере уменьшения потокосцепления фазы с основным потоком таким 
образом, что суммарное потокосцепление контура А — X остается 
постоянным. К моменту времени Ы  =  я /2  ротор повернется на 
я /2  эл. рад и потокосцепление фазы а  с основным потоком равно 0.



В этот момент весь поток, сцепленный с фазой а, будет потоком 
самоиндукции, равным по величине начальному значению основ
ного потока (рис. 10.5,6) при отсутствии затухания:

Потокосцепление имеет постоянное направление и поэтому 
может быть создано только постоянным током 1ка, нарастающим от 
0 при / =  0 до 1та при со/ — л/2. Начиная с момента времени

Рис. 10.6. Составляющие тока  ВК З при Ч’д,, =  Ч ^ ах  и п  — 0

со/ =  л /2  апериодический ток оставался бы неизменным по значе
нию, если бы активное сопротивление обмотки статора было равно 
нулю (рис. 10.6, а).

При со/ =  я/2 положение ротора относительно фазы а  (см. 
рис. 10.5,6) соответствует исходному положению ротора в рас
смотренном ранее случае, когда ВКЗ начиналось в момент нулевого 
потокосцеплен и я (см. рис. 10.1, а) .  Поэтому при дальнейшем враще
нии ротора физическая картина подобна рассмотренной выше. 
Через каж ды е полпериода основной поток, пронизывающий фазу 
а , изменяется по знаку, в фазе а  наводится переменная ЭДС, по
является периодическая составляющая гКптока ВКЗ. В отличие от 
периодического тока, представленного на рис. 10.2, а, в данном 
случае периодический ток появляется спустя четверть периода 
после начала ВКЗ (рис. 10.6, б).

Сложение составляющих ¿ка и г'Кп дает результирующий ток г'к 
ВКЗ (рис. 10.6,в). Хотя в действительности в течение первой чет
верти периода по обмотке статора протекает только ток гко, нарас
тающий от нуля при / =  0 до /тп при со/ =  л/2, удобно математи
чески описывать изменение тока ВКЗ, предполагая, что обе состав
ляющие /ка и /Кп имеют место с момента ВКЗ. При этом считают, 
что при / =  0 апериодическая составляющая сразу имеет наиболь-

=  ¥ а0.

Iа

I % \ гк  шь.эл.рай



шее значение 1та, а периодическая — изменяется по косинусои
дальному закону с амплитудой 1^с =  —1та. Принятое условное 
изменение составляющих тока В КЗ в течение первой четверти 
периода представлено на рис. 10.6, в  штриховыми линиями. Оче
видно, что картина результирующего тока от принятого допущения 
не изменяется. В то же время математическое описание кривой 
тока

Г т с  C0S ^ (10.7)

становится очень прос
тым. Таким образом, 
принимаем, что при 
t =  0 мгновенно возни
кают равные друг дру
гу максимальные значе
ния апериодической 1та 
и периодической 1 ^  со
ставляющих тока (10.5).

Так как реальные об
мотки обладают опреде
ленным активным соп
ротивлением, то состав
ляющие тока В КЗ бу
дут затухать. Аперио
дическая составляющая 
тока

exp (— ИТа) 
( 10.8)

Рис. 10.7. Ток В К З при 'Р'д,, =

затухает по экспоненте 
с постоянной времени 
Т и (кривая 1, рис. 10.7).

Периодическая сос
тавляющая тока(кривая 
2 , рис. 10.7) содержит 
незатухающую (устано
вившийся ток КЗ) и две затухающие составляющие соответствен
но с постоянными времени Г" и Т'й:

iKB =  \Гт exp ( -  t/T'd) +  f m exp ( -  t lTd) +  / J s in  И  -  «/2). (10.9)

Результирующий ток ВКЗ (кривая 3, рис. 10.7)

*н =  1 т а  е х Р ( —  t/ T a ) ~  1Гт  е х Р ( ~  t/T d) +  С  Х

X exp (— t/T'd) +  I m\ cos u)i. ( 10. 10)

Результирующий ток расположен несимметрично относительно 
оси времени и достигает максимального значения при w t  =  я .



Если не учитывать затухания, то максимальное значение резуль
тирующего тока равно двойной амплитуде периодической состав
ляющей тока. Под влиянием активных сопротивлений апериодиче
ская  и периодическая составляющие токов затухают с соответст
вующими постоянными времени до установившегося значения 
тока КЗ.

Следовательно, при ВКЗ, когда =  Чгтах, результирующий 
магнитный поток, сцепленный с фазой а, можно рассматривать 
как  сумму основного потока и потока самоиндукции, созданного 
апериодической и периодической составляющими тока ВКЗ. По

ток самоиндукции, создавае-
ч)

fa

Л Л
7 * L  / у * '*  /
/ А г ш у  *

/ 1 \|/ j -У"Т
------

ТСУ'ЗЯ 5ÏÏ сo t ,  эл.рад

мыи периодическои составля
ющей тока симметричного 
КЗ, вращается синхронно с 
ротором и вызывает появле
ние апериодических токов в 
обмотках ротора (см. рис. 
10.2, б,  в). Поток самоиндук
ции, создаваемый апериоди
ческой составляющей тока 
ВКЗ, будучи неподвижным в 
пространстве, индуцирует 
ЭДС основной частоты в об
мотках вращающегося рото
ра, в результате чего на апе
риодические всплески токов в 
обмотке возбуждения 11а и

o ) t l эл. р а д  демпферной 1у а налагаются 
периодические'токи основной 
частоты, соответственно г/п и 
г'̂ п (рис. 10.8, а, б).  Эти токи 
создают магнитные потоки, 
вращающиеся с синхронной 
частотой относительно ротора 
в сторону, противоположную 
вращению ротора. Поэтому 
потоки периодических токов 

ротора неподвижны относительно статора и направлены навстре
чу потоку статора. В результате сложного процесса взаимодейст
вия апериодических токов статора и периодических токов ротора 
кратность токов в обмотках дополнительно возрастает. При этом 
если апериодические составляющие токов в обмотках ротора зату
хают с постоянными времени соответствующих обмоток: в демпфер
ной обмотке — с постоянной времени Т"а, в обмотке возбуждения — с 
постоянной времени Т'а, — то периодические составляющие токов в 
обмотке возбуждения и в демпферной затухают с постоянной вре
мени Т а обмотки статора.

Рис. 10 .8 . Переходные токи в обмот
к а х  ротора при ХРС — 4fmax



§ 10.2. Трехфазное короткое замыкание 
синхронного генератора

Полученные в предыдущих главах уравнения, описывающие 
работу СМ, можно использовать для исследования различных ре
жимов работы. В качестве примера использования уравнений 
Парка — Горева рассмотрим расчет тока В КЗ СГ. Чтобы избежать 
нелинейных зависимостей в системе уравнений, частоту вращения 
ротора в течение всего периода В КЗ принимаем постоянной и рав
ной синхронной частоте. Насыщение магнитной цепи машины так 
же принимается постоянным.

Операторные уравнения Парка — Горева для СГ, работаю
щего на активно-индуктивную нагрузку, имеют вид

^  а (Р) =  ха (р) (р ) +  в  (р) и г (р); (р) =  хд (р) 1Я (р). (10.12)

Д ля СМ с одним контуром на роторе операторные параметры 
определяют по (9.61), а в случае трех контуров на роторе — по

Подставив (10.12) в уравнения равновесия напряжений и учи
тывая, что в системе относительных единиц со4 =  1 , получим

Обозначим через 1 л(р) =  r i р х л{р), 7.ц(р) =  Г1 +  рхд(р) со
ответственно полные операторные сопротивления СМ по продоль
ной и поперечной осям. Решим (10.13) относительно токов:

В цепях с постоянными параметрами, к которым прикладыва
ется постоянное напряжение, ток обычно представляют в виде 
суммы двух составляющих!

где ¿о — вынужденный ток, характеризующий начальный устано
вившийся режим до какого-либо изменения в схеме; ¿' — переход
ный ток.

Используя этот принцип наложения, рассмотрим токи в об
мотках СГ ¡ ¿(р)  и ¡ а(р) как сумму токов, протекающих до В КЗ,

— (р) =  р Ч л (р) — со,'?, (р) +  г ( р ) ;  

—УЧ(Р) =  Р ^ Ч(Р) (Р) +  г^д (р),
(10.11)

где

(9.55), (9.56) и (9.60).

*« <Р)= —
ц  а  ( р ) г ч  (р )  +  Цд  ( Р ) Хд  (р ) + и  г (р )  [ р р  (р )  ( р ) + 0 ( р )  дс„ (р ) ]  >

^ й ( р ) 2 „  (р )  +  х а  (р )  Хд (р )

и  Л (Р) Хд. (Р) — и д (Р) ¿ а  (Р) — и /(Р) |0 (Р) Т-а (р) — рв(р) Х<1 (Р)1
£<1 (Р )  г д ( Р ) + Х а (р )Х д  (Р )

(10.14)

(10.15)



и переходных токов, появляющихся в результате изменения на
пряжения на зажимах обмоток:

id iP) =  'do +  id (P); i q (P) =  t> +  í ' (P)- (10.16)

Начальные значения токов i d0, i qQ определим из уравнений 
установившегося режима, полагая в (10.14) U d(p) — U dо; Uq(p) =  
=  Uq0; Vf{p) — í)/0; p  — 0. Например, для СГ с одним контуром 
на роторе

ido =  — [Udor i +  Uq0xq +  U/о ( x j r ¡ )  xq]!(r\ +  xd xq)\

iqO =  [U d0 Xd —  Uq0r  1 —  U f0 (Xa J r f)  Г1V (i] +  Xd Xq)-

Н апряжения Ud0, Uq0 зависят от режима работы СГ до В КЗ. 
В соответствии с векторной диаграммой СГ (см. рис. 9.3,6)

— Ud0 =  Uim sin© 0; — U д0 =  Uim cos 0О, (10.18)

где 0 О — угол нагрузки синхронного генератора.
Обычно при исследовании ВКЗ предполагают, что оно произо

шло при работе СГ в режиме XX, т. е. при 0 О =  0 и i =  0. В этом 
случае

I¿0 =  0| iq о =  0, U do ~  0, Vq0 ~  U lm =  Ео- (10.19)
При симметричном КЗ — U d =  0 и —Uq =  0. Следовательно, 

можно рассматривать процесс ВКЗ как внезапное приложение к 
обмоткам статора СМ напряжений, равных по значению первона
чальным, но противоположно направленных: —AUd =  U do =  0; 
—AUq — Uqо =  — Ео. Полагая, что процесс ВКЗ происходит при 
постоянном напряжении возбуждения (без форсировки возбужде
ния), имеем Uf  =  Uf0 =  const и M J f  — 0. Подставляя в (10.14) 
значения изменений напряжения контуров СМ, получим прираще
ния токов:

. ______AUd Z q (р ) +  &Uq x q (р ) +  \ U f [pG (р ) Z q (р) +  G (р) x q (р)]

d Z d ( P ) Z q ( p ) + X d ( p ) x g (p)

AUd xd (p) — AU qZd ( p ) —  M J f \G (p) Zd (p) —  p G { p ) x d (p)\
l (p) = -------------------------------------- ------------------------------------ -
q Z d (p) Z g (p ) +  xd (p) Xq (p)

( 10.20)
Учитывая нулевые начальные условия (10.19), запишем токи

(10.16) в окончательном виде:

‘ d (Р) =  — E0Xq (p) l[Zd (p ) Z q (р) +  xd (р) Xq (/;)] ; j  (10 2 п 
iq (Р) =  — E0Zd (p)/[Zd (P) Zq (р) +  xd (P) X q  (/?)]. j

С помощью теоремы разложения (см. § 3.4) осуществим переход 
от операторных выражений токов к временным. Определим корни 
уравнения!

Е г (Р) = ¿ d  (P)Zq (Р) + xd (Р) Ч  (Р) =  °- (Ю.22)

(10.17)



Так как ха(р), хд(р) — сложные операторные функции, преобра
зуем ( 10.22) следующим образом:

Р г (Р) =  х„ (р ) хд (р) [р2 +  р г 1 (ха (р) +  хя (р))/(хл (р) х

X Хд (р)) +  г\!(хй (р) ■ Хд (р)) +  1) =  0. (10.23)

Отношение

2ха (р) Хд {р)1\ха (р) +  Хд (р)] =  х 2 (р) (10.24)

представляет собой операторное индуктивное сопротивление об
ратной последовательности. Зависимость х2(р)  от индуктивных 
операторных сопротивлений по продольной и поперечной осям 
обусловлена тем, что магнитное поле обратной последовательности 
движется относительно ротора с двойной синхронной частотой и 
его амплитуда поочередно совпадает с осями ё  п ц ротора, т. е. 
х2(р) поочередно равно х а(р) или хя(р). Корни характеристического 
уравнения (10.23) находятся приравниванием нулю индуктивных 
операторных сопротивлений х а(р), хд(р) и выражения в квадрат
ных скобках.

Короткое замыкание синхронного генератора с одним контуром 
на роторе. Корни выражения (10.23) в квадратных скобках найдем 
при условии, что переходный процесс не затухает, т. е. р  =  оо или 
г(  — 0. Операторные сопротивления х а(р) =  ха, хя (р) =  хц и

*г (Р) =  2хл хч ^ х'й +  хп) =  *2- (10.25)

В этом случае (10.23) принимает вид

Р2 (Р) =  Х<1 (Р) хч [Р2 -г Р (2г,/л:2) + АЦх'аХд) \- 1 ] =  0. (10.26)

Воспользуемся выражением операторного индуктивного со
противления ха(р) через постоянные времени Т'а и Та0 (9.67):

*¿0°) =  +рТ 'а)/( 1 + р Т а о). (10.27)

Приравнивая х а(р) и выражение в квадратных скобках (10.26) 
нулю, соответственно получим

Л  =  (Ю.28)

Р2 3 =  — г 1/х2 ±  V  (г,/х2)2 — 1 — гТ/( хахд)  . (10.29)

Так как хг/г1 =  Т а и (/ч/хг)2 — ^/(х'^д) ж  0, получим

Р2>3 =  — 1/^« ±  (10.30)

Зная корни характеристического уравнения, по теореме разло
жения определим оригиналы токов /¿(т), »' (т). После ряда преобра
зований, пренебрегая влиянием активного сопротивления обмотки 
статора на амплитуды и фазы токов г' ,̂ получим



Ч  (т) =  — ^0 [ 1 ! ч  +  (1 Ix'd — 1 /Xd) exp (— т/Та) —

— (l/xd )exp (— t/ T J cost]; (10.31)

iq СО — — E0 (1 /Xg) exp (— %/Td) sin т.

Переход к токам фаз осуществим по (9.5). Например,

г‘а  =  Ч  (Т) COS 7  —  iq  (т) s in  V. (10.32)

Д ля нахождения токов фаз Ь и с  заменим угол у соответственно 
на (у — 2л/3) и на (у  +  2л/3). Подставляя (10.31) в (10.32) и учи
тывая, что т =  "с +  То и

cos т • cos (т +  то) =  0 ,5  [cos т0 +  cos (2т +  То)]; 1
sin т • sin (т +  Yo) =  0.5 IcosYo — cos (2т +  Y0)l, J

получим

ia =  — E0 [1 /ха +  (1 /x'd— l/xrf)e x p (— r/T'd)] cos(t -f  y0) +

+  0 , 5 £ 0 (1/Xd +  l/ * ,,)ex p (— т /Td) c o sy 0 +

+  0,5E0 (l/x'd— l l x g ) e x p  (— т/Та) cos (2t -j- Y0). (10.34)

где Eo/xd — Im — амплитуда установившегося тока КЗ; Eo(\/x'd —
— l/xd) — амплитуда переходной составляющей тока КЗ; 0,5 х  
х £ о (1/л:̂  +  1/х') — /та — максимальное значение апериодической 
составляющей тока КЗ; Q,bEo(\/x'q — l/xd) — L a — амплитуда 
составляющей двойной частоты тока КЗ.

С учетом этих обозначений

ia =  — ( J m +  Ап exp ( — т /Та)) cos (т +  То) +

+  Jma exp (— х/Та) cos Y0 +  I 2n e*P(— x/Ta) cos (2 t +  To)- (Ю.35)
Кривые изменения составляющих тока фазы при ВКЗ в осях 

d, q и а, Ь, с  представлены на рис. 10.9. На рис. 10.9, а  кривые 1, 2,
3 — это составляющие тока i d соответственно: затухающая с по
стоянной времени T'dt незатухающая и затухающая с постоянной 
времени Т а . На рис. 10.9,6 кривые 1 — 4 — составляющие тока 
i 0 соответственно: периодические (переходная и установившаяся) 
и апериодические (постоянная и изменяющаяся с двойной частотой).

Короткое замыкание синхронного генератора с тремя контурами 
на роторе. Д ля трехфазного СГ, имеющего на роторе обмотки воз
буждения и демпферную, выражения для токов i d(p) и i (р) имеют 
тот же вид (10.21), что и для СГ без демпферной обмотки. Однако 
параметры x d(p) ,  xq{p) рассчитывают по (9.69) и (9.70). Выражение 
в квадратных скобках (10.23) преобразуем при условии равенства 
нулю активных сопротивлений контуров машины, т. е. согласно 
(9.65) и (10.24):

Xd (fl) =  Xd\ Xq (p) =  Xq\ Х.г (р) =  2x"dx"„!{x'd +  x"q) =  X2. (10.36)



Характеристическое уравнение (10.26) принимает вид 

$ (Р) =  ха (р) хч (р) [/з2 +  р (2г^/х2) +  г?/( хл х"д)  +  1 ] =  0. (10 .3 7 )

Приравниваем операторные индуктивные сопротивления (9.69) 
и (9.70) нулю:

ха (Р) =  * Л 0  +  РТч) (1 +  рТ'л) Щ  1 +  рТао) (1 +  рТло)] =  0;

Хд {р) =  Хд( 1 +  рГ')/(1 +  рТд0) =  0. (10 .3 8 )
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Рис. 10.9. Кривые составляющих тока фазы при В К З :  а) в осях й, 
б) в осях а ,  Ь, с; в) полный ток

Тогда получим

д  =  — 1/7л р . =  — 1/Т ;̂ />,= — 1 / т ;. (10.39) 

Приравнивая нулю выражение в квадратных скобках (10.37),
получим

Р  4,5 = — /у*2 ± |/ (гА /  — 1 — г?/( дс^) (10.40)



a x j r i  — Т а , получим

р4)5 =  --1/ Т а ± / . (10.42)

Зная корни характеристического уравнения, по теореме разло
жения определим оригиналы токов i d(т), i„(x). После преобразо
ваний, пренебрегая влиянием активного сопротивления обмотки 
статора на амплитуды и фазы токов i d , iq, получим

td ( i )  =  — E0 [l/xd -f  {Mx'i— l/xd)e x p (— %/Td) +

+  ( Mxd —  l/xd)e x p (— i/Td) —  {\ !xd) exp ( — т / Г а ) c o s t ] ;

i q (t )  =  (— E0/x„) exp (— т /Ta) s in  т .  (10.43)

По (10.32) определим ток фазы а:

ia =  — [ I m +  l'm exp( — т /Та) +  /„,exp (— т/Td)] c o s ( t+ t0) +

+  1ma exp (— T ! T a) • cos To +  12„ exp (— T / ra) • cos (2t +  To), (10.44)

где Гт =Ео(  l/x’d — l/x’d) — амплитуда сверхпереходной составляю
щей тока; l ma =  (E J2 ) ( l/xd +  l/xq) — максимальное значение апе
риодической составляющей тока; /2п =  (Eo/2)(llx"d — 1/х") — амп
литуда составляющей тока двойной частоты.

В СМ с демпферной обмоткой на роторе (см. § 9.7) ее параметры 
влияют на переходный режим и величины x'd и Т'й отличаются 
от аналогичных величин генератора с одной обмоткой возбуждения 
на роторе. Обмотка возбуждения такж е влияет на сверхпереход- 
ный режим:

T'd =  T'f +  T'ud — Тл \ Т„ =  f ud/{ 1 +  T J T ' f ) , (10.45)

где Т у  — постоянная времени демпферной обмотки при замкну
тых обмотках статора и возбуждения.

Кривая тока фазы а  с учетом затухания переходного процесса 
при уо =  0 имеет вид, аналогичный представленному на рис. 10.7 . 
Амплитуду первого наибольшего всплеска тока В КЗ с учетом апе
риодической составляющей называют у д арны м током.  При трех
фазном ВКЗ в нуль ЭДС (уо =  0) ударный ток

I ya =  2E0k3lx'd, (10.46)

где kà — коэффициент затухания тока.



Ударные генераторы — это специальные СГ, у которых режим 
ВКЗ является не аварийным, а рабочим. От турбогенераторов 
ударные генераторы отличаются тем, что имеют минимальную ве
личину индуктивного сопротивления рассеяния обмоток, а такж е 
усиленное механическое крепление обмоток статора.

Импульсная электроэнергетика характеризуется прерывистой 
посылкой отдельных порций энергии к потребителю. Необходи
мость в импульсном питании потребителей объясняется либо 
невозможностью обеспечения непрерывного питания из-за ограни
ченной мощности источника энергии, либо невозможностью работы 
потребителя в непрерывном режиме [13, 43].

Наряду с такими установками для научных исследований, 
как устройства для получения сверхсильных магнитных полей, 
плазматроны, лазеры и т. д ., импульсная электроэнергетика у с 
пешно используется в технологии промышленного производства, 
например, при испытаниях высоковольтной коммутирующей аппа
ратуры, в устройствах для магнитоимпульсной и электрогидравли- 
ческой обработки металлов и изделий, при импульсно-дуговой 
сварке, при электрогидравлической сейсмической разведке и др. 
[43].

Область потребления импульсной мощности непрерывно расши
ряется. Диапазон используемой при этом энергии колеблется от 
десятков джоулей до сотен мегаджоулей при длительности импуль
сов от долей миллисекунд до сотен миллисекунд. Д ля многих по
требителей ударные генераторы оказываются самыми необходимы
ми источниками энергии, поскольку накопление энергии во вращаю
щихся маховых массах наиболее эффективно и экономично. Роторы 
современных крупных турбогенераторов при частоте вращения 
50 об/с способны запасать в единице объема кинетическую энергию 
порядка 10“ Дж/м3.

С физической стороны работу электромашинного источника 
импульсной мощности можно представить как процесс упругого 
сжатия магнитного потока, захваченного обмоткой якоря в у з 
ком пространстве между поверхностями статора и ротора, что вы 
зывает увеличение магнитной энергии поля якоря. При этом ротор 
генератора, теряя кинетическую энергию, тормозится. В зависи
мости от соотношения параметров генератора и нагрузки, началь
ного запаса электромагнитной энергии поля возбуждения и кинети
ческой энергии маховых масс возможны следующие режимы пре
образования энергии:

1) а п е р и о д и ч е с к и й ,  при котором частота вращения 
ротора уменьшается, достигая минимума, не равного нулю в мо
мент наибольшего всплеска тока, и затем, по мере уменьшения 
тока, вновь возрастает;

2) к р и т и ч е с к и й ,  когда вся первоначально запасенная 
кинетическая энергия маховых масс расходуется на создание элект
ромагнитных полей;



3) к о л е б а т е л ь н ы й ,  при котором частота вращения ро
тора уменьшается до нуля и затем ротор реверсируется, совершая 
вращательные колебания подобно маятнику.

Таким образом, при критическом режиме от ударного генера
тора можно передать в нагрузку за время одного импульса порядка 
50% запасенной кинетической энергии ротора. Однако практиче
ски удается преобразовать лишь значительно меньшую часть ки
нетической энергии ротора.

В настоящее время уж е имеется опыт отбора энергии до 8 МДж 
от ударного генератора ТИ-75-2 при работе на дуговую нагрузку. 
Удельная реализуемая энергия при этом составляет 30 Дж/кг [13]. 
В работе, выполненной фирмой «СЕМ» (Франция), излагаются 
сведения об испытании синхронного импульсного генератора на 
энергию 500 кД ж , при создании которого ставилось условие полу
чения высокого коэффициента преобразования энергии. За счет 
эффективной форсировки, доводящей магнитную индукцию в за 
зоре генератора до 2,4 Тл, и низкого значения сверхпереходного 
индуктивного сопротивления удельная реализуемая энергия дос
тигает 84 Д ж /кг за время импульса 0,01 с.

Форсировка магнитного потока перед началом каждого импуль
са хотя и приводит к существенному повышению эффективности 
преобразования энергии, однако требует больших затрат энергии 
на возбуждение. Сам процесс форсировки при этом получается 
весьма длительным, что по условиям нагрева генератора приводит 
к уменьшению частоты следования импульсов.

Эффективность преобразования кинетической энергии в электро
магнитную можно повысить, применяя продольно-поперечное воз
буждение с емкостным подмагкичиванием. При этом в зависимости 
от принятой схемы и параметров генератора и нагрузки можно 
программировать форму импульса тока.

ГЛАВА 11. ИССЛЕДОВАНИЕ АСИНХРОННЫХ РЕЖИМОВ РАБОТЫ
МАШИН ПЕРЕМЕННОГО ТОКА
ПО СТАТИЧЕСКИМ ПУСКОВЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ

§ 11.1. Метод исследования и основные уравнения

Асинхронные режимы СМ имеют место при включении машины 
в сеть по методу самосинхронизации, а такж е при выпадении из 
синхронизма, перегрузках или при потере возбуждения и т. п.; 
СД и компенсаторы обычно запускаются как асинхронные, причем 
обмотка возбуждения замыкается на добавочное активное сопро
тивление. Работая к ак  асинхронный, СД достигает частоты, близ
кой к синхронной, и после подачи напряжения на обмотку возбуж
дения втягивается в синхронизм. Таким образом, пуск СД можно 
разбить на два этапа: асинхронный режим и синхронизацию.

Пуск машин переменного тока представляет собой переходный 
электромеханический процесс и полностью описывается системой 
уравнений Парка — Горева. Так как частота вращения ротора



СД при пуске переменная и неизвестна, то эти уравнения нелинейны 
и решаются только численными методами или на АВМ (см. гл. 13). 
Наиболее распространенным методом приближенного расчета п ус
ковых процессов СД и АД является метод, основанный на рассмот
рении статических пусковых характеристик. Применение его поз
воляет все исследования и расчеты выполнять в предположении, 
что в любой момент времени частота вращения ротора постоянна.

Токи и потокосцепления СД в асинхронном режиме можно 
определить, преобразуя (9.79) к системе комплексных уравнений 
установившегося режима заменой оператора р  на j s  и учитывая, 
что Uf =  0, а со =  1 — s, где s — скольжение ротора относительно 
поля статора:

Ud =  j sWd -  (1 -  s) Y , +  г tId; U5 =  j sWq +

+  ( 1 - s )  +  /•.!*; ( » - I )

— Xd (js) \d, Vg =  X q  ( j s)  Ig.

В уравнениях (11.1) токи, потокосцепления, напряжения и ин-
дуктивные сопротивления — комплексные величины, 
становки потокосцеплений получим

=  ( j sxd (js) +  г,) l d — (1 — s) xq (js) lq ; 

Ug =  (1 —  S )  X d  (js) l d +  ( j S X q  ( j s)  +  Г4) I,.

После под-

(11.2)

Комплексные индуктивные сопротивления х лЦз), х ^ )  получим 
заменой в выражениях (9.69) и (9.70) оператора р  на ¡я:

хл (ув) =  хл (1 +  уэТ'а) (1 +  1зТ’М ( \  +  ¡эТао)  (1 +  /вТм) ] ;

хд (js) =  xq ( l  + j s T ’q)/( 1 +  j s T qо).
(11.3)

Комплексные полные сопротивления имеют вид

2<г (у'в) =  г, +  (/а); гд (ув) =  г, +  узхч (ув).

Решая систему уравнений (11.2), найдем комплексные значения 
токов в осях й и (/:

!</ =

^dzq Ф) + IV g (js) (1 —  S)

2d  (/S) Zq ( i s )  +  Xd ( j s )  Xq ( j s )  (1 —  s)2

иqZd(js) — Udxd 0's) (1 — s)
zd  ( /S) Zq ( j s )  +  Xd ( j s )  Xq ( j s )  (1 — S)2

(11.4)

Вещественные части выражений равны мгновенным значениям 
токов и г ,  в обмотках, причем 1 а =  ( 1 <г 4- 1^/ 2; 1д =  ( I ,  +  1*)/2 . 

При исследовании установившегося асинхронного режима удоб-



но оперировать векторами пространственных волн (см. § 1.3) на
пряжения, тока, потокосцепления. Принимая мгновенные значения 
величин, относящихся к оси d,  как вещественные, а относящиеся к 
оси q — как мнимые, изображающие векторы, запишем в виде 
результирующих комплексных функций:

U .=  Ud +  /U, ;  l s =  id +  j\q ; Ч' , =  ¥ „ + / % . (П .5 )

Определим напряжения U d, U,- 
Пусть к трехфазной обмотке стато" 
ра приложены симметричные на
пряжения. Угол, образованный 
изображающим вектором напряже
ния U, относительно оси фазы а 
(рис. 11 . 1), а  =  т +  ао, где ао — 
начальный фазный угол напря
жения.
- Положение оси d  ротора относи
тельно оси фазы а  определяется у г 
лом у =  О —  s)t +  уо, где у» — 
начальный угол между осями а 
и d.  Тогда угол между изобража
ющим вектором напряжения и осью 
ротора d  будет 6 =  а  — y =  st +  
+  ао — Yo =  sr +  8о, где 6о =  
=  ао — уп — значение угла в на-

Проекции вектора напряжения U, на оси d  и q ротора запишем 
так:

Ud =  Uim cos (ст +  8о); U? =  Ulm sin (ST +  So)- О *-6)
В показательной форме записи (11.6) принимает вид

Ud =  0,5Uim [exp (/ (st - f  80))+  exp (— / (s t  +  80))];

Ug =  (U 1|П/(2/)) [exp (/' (s t  +  80)) — exp (— / (s t  +  80))]. (11.7)

Учитывая (11.7), изображающий вектор напряжения имеет вид

U* =  и ш  ехР I/ (ST +  So)] =  Usl, (11.8)
где — вектор напряжения прямой последовательности. 

Подставляя (11.7) в (11.4), после преобразований получим
j _  W  — / (1 — 2s) \xd (js) +  xq (js)} /2} Ulm exp [/ (st +  6„)]

Zd Ф ) (js) +  xd (js) xg (js) <1 — s)2

 ̂ { - / (1  — 2 s ) [ x d ( j s )  —  X g ( j s ) ) / 2 } U l m e x p [ - j ( s x  +  b0)] _  .  ̂ ^

4  Us) (js) +  xd (js) xq (js) (1 — s)2

Из (11.9) следует, что составляющие изображающего вектора 
тока статора при постоянной частоте вращения ротора имеют не

Рис. 11.1. Картина определения 
у гл а  между  вектором н а п р я ж е 

ния и осью й ротора

чальныи момент времени.



изменные модули и вращаются относительно ротора в противополож
ные стороны с угловой частотой s. При этом вектор тока i si прямой 
последовательности вращается в положительном направлении, а 
вектор тока ij2 обратной последовательности — в отрицательном. 

Подставляя сопротивления x d(js) и xq(js) в (11.9), получим
Is =  / т1 ехр [/ (st +  80 — ф4)] +  / т2 exp [— / (st +  80 — ф2)], ( 1 1 . 10)

где /т1, /т2 — амплитуды векторов токов i 8l и i s2-, фь фг — фазные 
углы между векторами напряжения и тока прямой и обратной по- 
следова тел ьности.

Изображающий вектор потокосцепления обмотки статора, по 
аналогии с (11.9), запишем в виде

Y s =  V s1 +  V s2, ( 11 . 11)

где Ч^,, 4rj2 — вектор потокосцепления соответственно прямой и 
обратной последовательности.

После соответствующих преобразований векторы потокосцеп
лен ий
^  _  {rAxg (¡s) +  Xq (/s)j/2 — / (1 — 2s)xd(js) xq (js)} Ulm exp [/ (эт +  80)] , 

Sl 4  (¡s) zg (js) +  xd (js) xq (js) (1 — s)2
( 11. 12)

{'I I Xd (is) -  xQ (js)] /2} Ulm exp [— j (st +  50)]
x — “ 1-1 * f 1 I * I О J

4  ( j s )  z Q (i s)  +  Xd ( j s)  Xg ( j s )  (1 — s)-

Изображающий вектор потокосцепления обмотки статора

' F s  =  е х Р  I/  ( ST +  8о —  <h)] +  е х Р  l ~  / ( S T  +  8о —  Ф а )) .
(11.14)

где Чгт1, Ч^г — модуль вектора потокосцепления соответственно 
прямой и обратной последовательности; фг — фазные углы
потокосцеплений 4f5l и Ч* -̂

Как следует из (11.14), составляющие изображающего вектора 
потокосцепления обмотки статора при постоянной частоте враще
ния ротора имеют неизменные модули и вращаются относительно 
ротора в противоположные стороны с угловой частотой s.

При рассмотрении асинхронного режима работы СМ целесооб
разно исследовать законы изменения токов, МДС и магнитных по
лей. Изображающий вектор тока статора (11.10) после несложных 
преобразований приведем к виду

I, == /s (т) ехр ф ) ,  (11.15)

где временная амплитуда вектора тока

f s (т) =  V  /ml +  I'm2 4 - 2/miIтг  cos (2sx +  2o0 —  ф, —  фа) ;

P — угол, образованный вектором 14 с осью d  ротора:
1т\~1 m2 I a «Pi +  TaM _ _ 'Pi—?2



Из (11.15) следует, что амплитуда вектора тока не остается 
постоянной во времени, а пульсирует с частотой удвоенного сколь
жения s.  Угловую частоту вращения вектора Is относительно ро
тора определим как производную:

d ? _______________ ( т̂\ ~ ^тг) s_____________ | |0^

dT 'L  + 'т2 +  21 milmz “ S (2st + 2\ — ?1 — <f2)

Исследование этого уравнения показывает, что изображающий 
вектор тока статора вращается относительно ротора с переменной 
угловой частотой. Так как токи и МДС (o.e.) выражаются одними 
и теми ж е векторами, то уравнения (11.10) и (11.15) представляют 
собой такж е  закон изменения МДС, созданной обмоткой статора. 
Следовательно, МДС статора при несимметричном роторе в асин
хронном режиме вращается относительно ротора с переменной 
угловой частотой, одновременно изменяясь по значению.

Изображающий вектор потокосцепления (11.14) представим в 
виде

ЧГ.= Vs ( T ) e x p ( r t ) ,  (11.17)

где временная амплитуда вектора потокосцепления

V* (т) =  V < 1  +  < 2+  2'Fml'Fm2 cos (2 st  +  2S0 -  t l -  ф2) ;

<J> — угол, образованный вектором с осью d  ротора:

„lrml ~  1Ifm2 tg / +  g .’Ь. + .'Ь ] ]  _  ~  ̂ 2 
* « !  +  * « .  V 2 )\ 2

Потокосцепления и магнитные потоки (o.e.) определяются од
ними и теми ж е величинами, поэтому уравнение (11.17) представ
ляет собой такж е закон изменения магнитного поля статора.

У гловая частота вращения вектора относительно ротора

#  _  ( К х - К * ) * (11.18)

Из уравнений (11.17) и (11.18) следует, что магнитное поле ста
тора в асинхронном режиме вращается относительно ротора с пе
ременной частотой, одновременно изменяясь по величине. На 
рис. 11.2  приведены кривые изменения амплитуды магнитного поля 
и его частоты вращения в зависимости от времени. Амплитуда маг
нитного поля изменяется от максимального значения ¥ 8т аХ =  
=  'Рт1 +  Ч'т2 до минимального ят, п =  Чгт , — Ч;т2 с частотой 
удвоенного скольжения. Частота вращения магнитного поля от
носительно ротора в это же время изменяется от минимума 
О^т) —Чгт 2)5/(Чгт 1+Ч 'т2) до максимума ! + ¥ т 2)з/(Ч'т Ч'т2) . 
При этом максимум магнитного поля совпадает во времени с мини
мумом частоты вращения, и наоборот. Частота (11.18) вращения 
магнитного поля — функция периодическая. Нетрудно доказать,



что ее среднее значение равно скольжению, причем скольжение 
определяет частоту вращения ротора относительно синхронной 
частоты вращения магнитного поля статора. Исследование уравне
ний (11.17) и (11.18) показывает, что пределы изменения амплиту
ды и частоты вращения магнитного поля зависят от степени и вида 
несимметрии ротора, а также от значения активного сопротивления

Рис. 11.2. Изменение амплитуды пото- 
косцепления статора Чг8(/) и частоты 
его вращения в зависимости от

времени

Рис. 11.3. Пределы  изменения 
частоты вращ ения м агнитного  по
ля  в зависимости от частоты 

вращения ротора

обмотки статора. Наибольшие пределы изменения этих величин 
имеют место в случае электрической несимметрии ротора, например 
когда на роторе СМ имеется только обмотка возбуждения. Х арак
тер изменения угловой частоты вращения магнитного поля статора 
в пространстве определяется уравнением

Шф =  со +  (¿ф/йт. (11.19)

Следовательно, частота вращения магнитного поля в простран
стве изменяется во времени с частотой удвоенного скольжения в 
пределах от со +  0Рт , +- Чгт 2)5/(Чгт1 — ¥тг) до со +  (Чгт1 —
— +  Ч'тз). Чтобы показать, насколько значительны
изменения частоты вращения магнитного поля, на рис. 11.3 пред
ставлены пределы изменения частоты, рассчитанные для А Д  с 
однофазным ротором, имеющего следующие параметры: г , =  0,042; 
Хц == х ¡1 Хп 2,6, Т*2 х^/гч 82 эл. с, х^  Хул Ху^, 
х'и — *11 — х\/Хю =  0,14; хт — хаЛ =  хач. Как видно из графика, 
пределы изменения частоты вращения магнитного поля увеличи
ваются при со—>- 0,5 и уменьшаются при ш >  0,5 . При со =  0,5 
имеют место наибольшие пределы изменения частоты вращения. 
Объясняется это зависимостью пределов изменения частоты от амп
литуд магнитных полей прямой и обратной последовательностей. 
При со =  0,5 поле обратной последовательности неподвижно отно
сительно статора, поэтому статорная обмотка не оказы вает демп
фирующего влияния на Ч ^ , которое в этом случае достигает наи
большего значения.



Зная выражения для токов и потокосцеплений, можно опреде
лить все интересующие нас характеристики машины, работающей в 
асинхронном режиме: потребляемую мощность, потери в обмотке 
статора, электромагнитный момент вращения. Мгновенное значение 
мощности, потребляемой машиной переменного тока при работе в 
установившемся асинхронном режиме,

Р , =  R e f U sI * ] .  (1 1 .2 0 )

Подставляя в это уравнение сопряженный вектор тока (11.10) 
и вектор напряжения ( 1 1 .8) и используя действующие значения 
величин, получим P t =  Re{¿У±Уt exp (/<р4) +  U t /2 exp[/(2 s t -f 
+  26o—фг)]}. Или, учитывая, что ехр(/ф) =  cos ф +  / sin ф, за
пишем

Р, =  U J  ,cos ф, +  i71/2cos(2st +  280 — ф2). ( 11 .21)

Из уравнения (11.21) видно, что мгновенную мощность, потреб
ляемую  СМ от сети, можно представить в виде суммы двух состав
ляющих: постоянной, пропорциональной активной составляющей 
тока прямой последовательности, и переменной, пульсирующей во 
времени с удвоенной частотой скольжения.

Электромагнитный момент вращения СМ при работе в устано
вившемся асинхронном режиме из-за несимметрии ротора также 
изменяется во времени. Его можно представить как сумму двух 
составляющих:

М  =  Re =  Re [/(Wsi +  V M)( ¡‘„ +  i’* )] =

=  Re [ / (ЧГ„& +  ^ ¡ ; 2) +  /(ЧГ„1в + V sli ; ,) ]  =  M cp +  М пул, (11.22)

где M c p — средний (постоянный во времени) момент, равный сум
ме моментов прямой A it =  4 V iS in (tp ,— ф4) и обратной Мь — 
=  Ч^/гвш ^г — орг) последовательностей:

М сР =  Re [ jV j's i  +  j'lrs/ s2] =  Re l/Yj/jexp (/ (<p, —  <W)) +

+  /Та/, exp (/ (ф2 — ф^)] =  M t +  М г; (11.23)

M nyn — переменный момент, пульсирующий во времени с час
тотой удвоенного скольжения:

М пул =  Re Г/Ч^й 4- /4̂ s2isi3 =  R et/T ^exp ]/  (2sx +  230 —

—  Ф а  — Ф>)) +  Л У 1 е х Р  ( —  / ( 2sT +  2 so —  Ф ) —  % ) ) l  =

=  — Ч У 2 sin (2st +  2S0 — Ф2 — <W) + V J i  sin (2sx +  250 -  ф, — ф2).
(11.24)

Полученные уравнения токов, потокосцеплений и электромаг
нитного момента позволяют исследовать асинхронный режим ра
боты машины переменного тока и рассчитывать статические пуско
вые характеристики.



Если известен изображающий вектор тока Is, то токи в обмот- 
| ках фаз статора определим как  проекции вектора 15 на оси фаз. 

Так как вектор тока Is найден во вращающейся системе осей d, q
( 1 1 . 10), то математически определение проекций сводится к 
умножению вектора 1̂  на множитель ехр(/у), учитывающий враще
ние осей координат d, q относительно неподвижной системы фазных 
осей, при этом от полученной величины берется вещественная 
часть. Следовательно, мгновенные значения тока в фазах статора

ia =  Re [Is exp [/ ((1. — s) т -f- 7o )ll; 1
ib =  Re[Is exp [j ((1 — s ) t  +  To — 2-/3)]]; 1(11.25)

ic =  Re [1, exp [/' ((1 — s) т +  y 0 +  2я/3)]]. J
Учитывая (11.10), ток i a представим в виде суммы двух  сину

соидальных составляющих с различными частотами:

i a =  Re [/ml exp ]/ (s t  +  30 — cp,)] 4- / m2 exp [ — / x

X (s t  +  50 — <p2)]] exp [/ ((1 — s) т +  To)] =  Imi x

x  cos (t  +  a0 — cpi) +  Im2 cos l(2s — 1) т - f  a0 — 2v0 — Ф2]. (11.26)

При частоте вращения 
ротора, близкой к синхрон
ной, осциллограмма тока в 
фазе статора приведена на 
рис. 11.4,а. Огибающая то
ка представляет собой из
менение амплитуды l s(т), 
которая пульсирует с час
тотой удвоенного скольже
ния от своего максималь
ного ЗНачеНИЯ / атах  =
=  ¡ml  +  Лп2 Д° минималь
ного /amin Лп1 Лп2’
Учитывая это, из осцилло
граммы определим ампли
туды токов прямой и об
ратной последовательнос
тей:

1  т.\ —  (A jrn ax  +  A m iln )^ !  max m l n ) / 2 .  (1 1 .2 7 )

При уменьшении частоты вращения ротора получим другую  ха
рактерную форму кривой тока (рис. 11.4,6). Огибающая тока i a 
является током обратной последовательности. Вписанная между 
огибающими кривая представляет собой ток прямой последователь
ности. При изменении частоты вращения ротора форма кривой 
тока изменяется и при определенной частоте вращения появляется 
более сложная кривая тока (рис. 11.4, в), из которой нельзя опреде-



лить составляющие l mi и 1т2. При скольжениях 1,0; 0 ,5; 0 токи в 
обмотках статора будут синусоидальными.

Действующее значение тока в фазе статора (o.e.) при любых 
значениях скольжения, кроме s =  0 и s =  1,0, определяется по 
формуле

Ia =  V  Г\ +  я  . (11.28)

При s =  1,0 фазный ток зависит от положения ротора в про
странстве.

§ 11.3. Расчет пусковых характеристик

Под пусковыми характеристиками понимают зависимости сред
него момента и тока статора от скольжения.

Точный метод. Уравнения для потребляемой мощности (11.21), 
электромагнитного момента вращения ( 1 1 .22) и тока (11.26) в об
мотке статора получены точным методом решения системы уравне
ний равновесия напряжений и могут быть использованы для рас
чета пусковых характеристик двигателей с несимметричным рото
ром. Т ак  как  электромагнитный момент вращения двигателей с 
несимметричным ротором изменяется во времени, то при исследо
вании пуска необходимо знать амплитуду пульсирующей состав
ляющей момента в зависимости от скольжения.

Д л я  уменьшения объема вычислительной работы целесообраз
но (11.23) и (11.24) выразить через токи и параметры двигателя. 
Д ля этого из уравнений моментов необходимо исключить потоко- 
сцепления. Решая уравнения (11.1) относительно потокосцеплений
’Fd. Ч'д* после соответствующих преобразований запишем 

=  — j Ü d — [r,/( 1 — 2s)] [/sld+ ( l— s) i , ] ;

^ = - ^  +  ^ / ( 1 - 2 5 ) 1 1 ( 1 - 5 )  l d — j s  i g], (11.29)

Тогда из уравнения моментов прямой и обратной последова 
тельностей

М,  -  R e l/ V ,,!; ,]  =  0,5Re [ ( ;  ) ¡ ¡ , ]=  i/,/, cos Ф,

М ,  _  Re [ , т  J i ]  _  0 ,5 R e [(  j  Ф ; -  4i , j  Г ]  -

=  - l r t/(l — 2s)\H,  

получим уравнение среднего момента вращения:

М сР =  M i +  м г =  cos Ф1 -  r A  -  [rt/(l -  2s)] /1. (11.32)

Пульсирующий момент, учитывая I d — i sl +  I ,  =
— —/(* si—¡¡2 )> запишем в виде

— r jx\ 
(11.30)

(11.31)



М пул =  0,5Re [w d \д -  Wq IJ  =  UJ2 cos (2st +  28„ -  cp2) -  

—  [2rl (l —  s)/(l —  2 s ) ] /1/ 2cos(2st +  280 — Ф1 — ф2). (11.33)
Из (11.33) определим амплитуду пульсирующего момента:

м т пул =  I2V u ‘i +  4 R 4i -  4 и  f i l l  cos Ф1 , (11.34)

где R =  r4( l—s)/(l— 2s).
Амплитуду пульсирующего момента можно рассчитать из (11.34) 

при любых значениях скольжения, кроме s =  0,5. При s =  0,5 
ток обратной последовательности в обмотке статора отсутствует 
(/2 =  0), так как магнитное поле обратной последовательности не
подвижно относительно обмотки статора и не индуцирует в ней 
ЭДС. Правая часть (11.33) превращается в неопределенность, од
нако амплитуда пульсирующего момента Мтпул =#= 0. Из совмест
ного анализа выражений (11.9) и (11.33) следует, что при s =  0,5 
пульсирующий момент

м  _  ° ' 5rM m  <x d (ft) —  x q (/s)) cos ( X  +  280 —  <P1  —  <p2) 3

ПУЛ IZd (js) Zq (js) +  (1 /4 ) xd (is) Xq (js)]2
Полученные формулы для составляющих электромагнитного 

момента вращения достаточно просты. Для расчета по известным 
параметрам необходимо определить лишь токи (11.9) прямой и 
обратной последовательностей.

Приближенный метод. При расчете пусковых характеристик СД 
приближенным методом допускается раздельное рассмотрение яв
лений по продольной и поперечной осям ротора. Комплексные токи 
и индуктивные сопротивления по осям d и д соответственно запи
шем так:

Id =  W(jxd(js) +  rt)l exp [/ (ST +  80)1; j  (П .3 6 )

I, =  [ 1 l(jxq (js) +  ri)]U i exp [/ (ST +  80)]; j 
jxd (js) =  Rds +  jX ds; jxq (js) =  Rqs - f  jX qs, (11.37) 

тогда (11.36) представим в виде

id =  ЛгехР[/ (sx + 80)— фй)]; I3 =  Iq exp [/ (s t  +  \  — ф,)], (11.38) 
где

td - U lml ] / ( r i +  Rdsr  +  X 2ds; Iq =  Ulm/ V ( ri +  Rqs)> +  X 2qs.
(11.39)

Средний момент вращения при принятых допущениях

Мер =  0.5 {Мй +  М ч) =  0,5 ( R j l  +  RqsI 2q) , (11.40)



М а =  1}е[ / ' ! ' ,  I*] =  Ие [¡хё ф )  1,1;] =  я „, /* ;  (11.41)

М д =  Ие [; У , I';] =  Ие [ /* , (¡з) I ,г ]  =  /? ,5Г  . (11.42)
Из приведенных уравнений следует, что зависимости М а — /(я) 

и /И , =  /(в) ничем не отличаются от механической характеристики 
АД с симметричным ротором. Следовательно, применяя эти урав
нения при расчете, нельзя проанализировать влияние несимметрии 
ротора на пусковые характеристики. Даже в предельном случае 
электрической несимметрии, когда на роторе двигателя имеется 
обмотка только по одной оси, провала в кривой среднего момента 
не обнаруживается. Точность приближенного метода возрастает с 
уменьшением активного сопротивления обмотки статора и несим
метрии ротора.

§ 11.4. Влияние несимметрии ротора
на пусковые характеристики
При проектировании СД, удовлетворяющих заданным условиям 

пуска, необходимо знать влияние различных параметров и несим
метрии ротора на пусковые характеристики. Синхронные явно
полюсные двигатели имеют магнитную и электрическую неснм- 
метрию ротора. Поэтому целесообразно рассмотреть влияние маг
нитной и электрической несимметрии отдельно.

Магнитная несимметрия ротора. Примером наличия в машине 
только магнитной несимметрии ротора служит синхронный реак
тивный двигатель без пусковой обмотки и с шихтованным сердеч
ником ротора. При исследовании асинхронного режима синхрон
ных реактивных двигателей без пусковой обмотки могут быть ис
пользованы формулы из предыдущих параграфов с учетом того, 
что комплексные индуктивные сопротивления

хй (/я) =  ха; хч Ць) = х д. (11.43)
Исследования токов, МДС и магнитных полей показывают, что 

при работе машин, имеющих только магнитную несимметрию ро
тора, в асинхронном режиме: 1) МДС и магнитное поле статора 
вращаются с неравномерной частотой, одновременно изменяясь 
по величине; 2) ток в обмотке статора несинусоидальный; 3) элект
ромагнитный момент вращения изменяется во времени, и его мож
но представить как сумму среднего момента и переменного, пуль
сирующего во времени с частотой удвоенного скольжения.

Момент прямой последовательности (11.30) с учетом (11.43)

М 1 = _______ ..  (П .44)
[ '  1 - М 1 —  2в) х их(, ] 2 +  [/-^ ( % +  х„)Г

Преобразование уравнения (11.31) позволяет установить, что 
М.г =  М 1. Следовательно, средний момент синхронного реактив
ного двигателя без пусковой обмотки на роторе



Мер =  м 4 +  =
0,5/-! (1 2s) (xd — x qfU\

[ r\ +  (1 —  2s) xdx q J2 +  rj's2 (x d +  x qf
(11.45)

M cp,o.e.

0,25

-0 ,2 5

Из анализа этого уравнения следует, что в синхронном реак
тивном двигателе без пусковой обмотки на роторе при работе в 
асинхронном режиме (s =  const) возникает постоянный во времени 
момент вращения. Речь идет о 
среднем значении асинхронного 
момента, значение которого не за
висит от положения ротора в про
странстве. Так как при принятых 
допущениях ток в сердечнике ро
тора отсутствует (сердечник ротора 
выполнен шихтованным), то воз
никновение момента М гр объясня
ется лишь деформацией магнитно
го потока из-за явнополюсности 
ротора и наличием активного со
противления обмотки статора.

Из (11.45) следует, что при 
скольжении s — 1,0ч-0,5 момент

0,5 S,ae.

М сР положительный, а при s <  0,5
Зависи-

Рис. 11.5. Механическая харак
теристика си н х р он н ого  реактив
ного двигателя без пусковой об

мотки на роторе

момент отрицательным, 
мость момента УИср от скольжения для рассматриваемого случая 
представлена на рис. 11.5. Следовательно, синхронная реактивная 
машина без пусковой обмотки на роторе при изменении частоты 
вращения от нуля до полусинхронной работает в режиме двигателя 
и при дальнейшем увеличении частоты вращения — в режиме ге
нератора. Независимый пуск синхронных реактивных двигателей 
с достижением синхронной частоты вращения возможен только 
при наличии на роторе пусковой обмотки.

При синхронной частоте вращения (я =  0) средний момент вра
щения синхронного реактивного двигателя без пусковой обмотки

М ср =  — 0,5 и\ л, (хй — хч)2 / (г\ +  хйх ч)2. (11.46)
Электрическая несиммегрия ротора. Примером наличия в маши

не только электрической несимметрии служит АД с несимметрией 
роторной обмотки. В двигателях с короткозамкнутым ротором элект
рическая несимметрия может возникнуть в результате обрыва 
стержней роторной обмотки, а в АД с фазным ротором —  при 
включении в цепь ротора несимметричного сопротивления. Предель
ным случаем электрической несимметрии является АД с однофаз
ным ротором.

При расчете пусковых характеристик АД с несимметричной 
обмоткой на роторе могут быть использованы формулы из преды
дущих параграфов при условии, что комплексные индуктивные 
сопротивления



*л a  s) =  xd — jsxld/(rvd +  jsxyd); 1

xq (is) =  xd — jsx2ad/(ryq +  jsxyq). j ( n -47)

Если на роторе имеется обмотка только по продольной оси, то
xq ( i s ) = x d. (11.48)

Электрическая несимметрия приводит к тому, что электромаг
нитный момент вращения при работе в установившемся асинхрон

ном режиме изменяется во вре
мени. Его можно представить в 
виде суммы среднего момента 
Мср и переменного, пульсирую
щего во времени с частотой уд
военного скольжения. Из пуско
вых характеристик АД с одно
фазным ротором (рис. 11.6) вид
но, что при наличии только 
электрической несимметрии мо
мент обратной последователь
ности при скольжении s =  1,0 -f- 
-r- 0,5 положителен, а при s <  
<  0,5 — отрицателен. В кривой 
момента Mi прямой последова
тельности при частоте вращения 
около полусинхронной наблюда
ется провал. Поэтому в кривой 
среднего момента имеет место 

провал и при s — 0,5-^-0,35 момент Мср отрицателен. При наличии 
такой зависимости между моментом и скольжением двигатель с 
однофазным ротором при разбеге не может достигнуть частоты вра
щения более полусинхронной. Это явление называется явлением 
одноосного включения или явлением Гергеса. Провал в кривой сред
него момента можно уменьшить за счет увеличения активного со
противления в цепи обмотки ротора. При достаточно большом 
активном сопротивлении и небольшом моменте сопротивления на 
валу АД с однофазным ротором во время пуска может достигнуть 
частоты вращения, близкой к номинальной.

Магнитная и электрическая несимметрия роюра. Синхронные 
двигатели в общем случае имеют магнитную и электрическую не- 
симметрию ротора. Исследование пусковых характеристик двига
телей с несимметричным ротором показало, что вид пусковых 
характеристик в основном определяется отношением значений комп
лексных индуктивных сопротивлений x d(js) и x q(js) по продоль
ной и поперечной осям. Если разница в значениях комплексных 
индуктивных сопротивлений велика, то при частоте вращения 
несколько более полусинхронной в кривой среднего момента имеет 
место провал. В результате этого возникает опасность «застрева
ния» ротора.

Рис. 11.6. Механическая характе
ристика асинхронного  двигателя с 

однофазным ротором



На примере синхронного явнополюсного двигателя, у которого 
по продольной и поперечной осям имеется по одной обмотке, рас
смотрим зависимость пусковых характеристик от параметров. Для 
синхронных реактивных двигателей значения комплексных сопро
тивлений (11.3) представим в виде

ха И5) =  (ха +  /вд:" Та)/(1 +  /вТ^); х„ (¡8) =  (х„ +

+  У « ;7 ’,) /(1 + У 5 7 >  (П .49)

где Т л =  хуЛ1г

10 эл. с. Анализируя

:р>о.е.

ол-

yd. Тд — Худ/Гуд — постоянные времени пусковых 
(демпферных) обмоток по осям d и q при разомкнутых обмотках 
статора; * ' =  x d— x2adlxyd\ х" =  x q — x^q/xyq —  переходные ин
дуктивные сопротивления по осям d и q при отсутствии обмотки воз
буждения.

На рис. 11.7 представлены пусковые характеристики синхрон
ного реактивного двигателя, имеющего x d =  2,3 o.e.; x q =  0,45 o.e.; 
x"d =  x"q =  0,2 o.e.; T d — 40 эл. с.; T q 
вид пусковых характерис
тик, отметим следующее.
Магнитная несимметрия 
ротора приводит к тому, 
что кривая момента М с„ в 
отличие от момента АД с 
симметричным ротором 
проходит нулевое значение 
при s >  0 , а когда частота 
вращения равна синхрон
ной, то М ср <  0. Средний 
момент при синхронной 
частоте вращения опреде
ляется уравнением (11.46), 
из которого следует, что 
значение М ср отрицатель
но и зависит от степени 
магнитной несимметрии 
ротора, определяемой раз
ностью синхронных индуктивных сопротивлений по осям d и q, и 
от активного сопротивления г j обмотки статора. В машинах с не
явнополюсным ротором x q — x d и Afcp =  0 независимо от значе
ния г,.

Рассмотренные свойства пусковых характеристик существенно 
влияют на пуск СД, особенно при втягивании в синхронизм. При
ближенные методы расчета пусковых характеристик, основанные 
на раздельном рассмотрении процессов по осям d и q, не позволяют 
выявить эти особенности.

На рис. 11.7 приведены для сравнения пусковые характеристи
ки синхронного реактивного двигателя, рассчитанные точным и 
приближенным методами. Сравнивая кривые момента Л4ср, видим,

г

И

/

V /

- — =\
Г , = 0 ,2

0,2 0,4- 0,8 s, o.e.
~0М

Рис. 11.7. П уск овы е  характерис
тики си н хр он н ого  реактивного 

двигателя



что пренебрежение активным сопротивлением обмотки статора в 
рассматриваемом примере (кривая при г4 =  0 ,2) приводит к недо
пустимо большим погрешностям при малых значениях скольже
ния. Приближенный метод (штриховая кривая) при скольжениях 
в =  0,2-г-1,0 дает результаты, удовлетворительно совпадающие с 
точным методом, несмотря на то что значение п сравнительно ве-

о.е. 
2,01

1.5 

1,0 

0‘,5 

0

------- — ------ 7“
(̂is)

ч

s) Xq \■
0,2- ¿7,4- 0,6 0,8 S,0.e.

Рис. 11.8. Зависимости модулей комп
лексных индуктивных сопротивлений 

от скольж ения

Рис. 11.9. Механические 
характеристики синхрон

ных двигателей

лико. Объясняется это тем, что при принятых значениях парамет
ров комплексные индуктивные сопротивления двигателя по осям 
й и q при s >> 0,2 практически равны между собой (рис. 11.8), а при 
Xd(js) =  x 4(js), как было показано ранее, приближенный метод 
становится точным. При s <  0,2 различие в комплексных индук
тивных сопротивлениях по осям d и q увеличивается, что приводит 
к расхождению результатов расчета момента Мср точным и прибли
женным методами.

Исследования показали, что обмотки по продольной и попереч
ной осям ротора по-разному влияют на пусковые характеристики. 
На рис. 11.9 приведены пусковые характеристики явнополюсных 
СД, имеющих на роторе обмотки только по продольной или попе
речной осям (общие параметры: ха =  2,3 o.e.; x q =  0,45 o.e.; rt =  
=  0,06 o.e). При наличии на роторе обмотки только по поперечной 
оси (x"q =  0,2 o .e .; T d =  0; Tq =  10 эл.с.) момент Aicp (кривая 1) 
при скольжениях s =  0,23^0,5 отрицателен. Если же на роторе 
имеется обмотка только по продольной оси (x"d =  0,2 o.e.; T d =  
=  40 эл. с; T q =  0), то в зоне полусинхронной частоты вращения 
механическая характеристика (кривая 2) имеет провал, однако 
при этом момент УИ(,р положителен. Объясняется это тем, что в 
первом случае (кривая 1) разность комплексных индуктивных со
противлений по осям d и q велика при любых значениях скольже
ния, в то время как для второго случая (кривая 2) эта разность 
при s >  0,1 значительно меньше.

Провал в кривой среднего момента вращения при частоте вра
щения, близкой к полусинхронной, объясняется следующим. Мо-



мент обратной последовательности М 2, как это видно из уравнения
(11.31), при скольжении в =  1,0ч-0,5 положителен, а при $<0,5 — 
отрицателен. При несимметричном роторе в кривой момента М х 
прямой последовательности имеет место провал. Провал при полу- 
синхронной частоте вращения зависит от степени несимметрии ро
тора и значения активного сопротивления обмотки статора. При 
определенных соотношениях параметров момент М х при в <  0,5 
может даже изменить знак на противоположный.

Обычно явнополюсные СД выполняются с полной демпферной 
обмоткой на роторе. При пуске обмотка возбуждения замыкается 
на разрядное сопротивление. Как показала практика эксплуата
ции СД, провал в кривой среднего момента практически не наблю
дается.

§ 11.5. Влияние возбуждения на пусковые
характеристики синхронных двигателей

До сих пор рассматривался момент, развиваемый невозбужден
ной СМ, вращающейся с постоянной частотой в асинхронном ре
жиме. Когда в процессе пуска частота вращения ротора приближа
ется к синхронной, на обмотку возбуждения подается напряжение, 
следовательно, до втягивания в синхронизм СМ работает при на
личии возбуждения. Такой же режим имеет место и при выпадении 
СМ из синхронизма.

Выражения токов, потокосцеплений и момента вращения при 
наличии возбуждения можно получить тем же методом, что и при 
отсутствии возбуждения. Поскольку частота вращения ротора в 
установившемся асинхронном режиме принимается постоянной, 
уравнения (9.79) линейные. Пусковые характеристики СД с по
стоянно включенным возбуждением получим путем суммирования 
характеристик двух режимов: асинхронного невозбужденной ма
шины, питающейся от сети с постоянным по амплитуде напряже
нием; генераторного возбужденной машины, работающей в режиме 
установившегося КЗ. В этом случае средний момент вращения

А*ср, =  М СР +  М „  (11.50)
где М ср — средний момент вращения невозбужденной машины
(11.32); М!  — тормозной момент генераторного режима:

М ( — — I* г4/( 1 — я). (11.51)

Ток генераторного режима при установившемся КЗ определя
ется из (9.79) при условии, что IIа — 0; V ч — 0 и р — 0. Полный 
ток в обмотке статора складывается из суммы трех токов: / ( — ос
новной частоты; /г — изменяющегося с частотой ( 1— 2х) и обуслов
ленного несимметрией ротора; / 3 — изменяющегося с частотой 
(1— и обусловленного возбуждением со стороны ротора. Дейст
вующее значение тока в обмотке фазы статора при любой частоте 
вращения ротора (кроме частот, соответствующих скольжениям



в =  0; 2/3 и 1,0, когда частоты отдельных токов совпадают) опре
делим по формуле

/ =  / / ? + / *  +  /* . (1 1.52)

Наличие возбуждения со стороны ротора приводит к тому, что 
дополнительно к составляющей переменного момента, пульсирую

щего с частотой удвоенного сколь
жения, возникает переменная сос
тавляющая момента, пульсирую
щая с частотой скольжения в.

Кривые момента СД при посто
янном возбуждении со стороны ро
тора показаны на рис. 11.10. В 
кривой результирующего момента 
имеется провал, обусловленный 
наличием возбуждения со стороны 
ротора, так как составляющая мо
мента при 5 =  0 -Ч-1 отрицатель
на. Это может сделать невозмож
ным пуск СД при нагрузке. По
этому СД пускают в ход без воз
буждения, а обмотка возбуждения 
замыкается на дополнительное со
противление для уменьшения про

вала в кривой момента, обусловленного электрической несиммет- 
рией ротора.

§ 11.6. Расчет пуска асинхронного электродвигателя 
по статической пусковой характеристике

При симметричном роторе нет необходимости рассматривать 
токи и потокосцепления по продольной и поперечной осям. Однако 
уравнения (11.9) —  (11.13) справедливы и для АД с симметричным 
ротором, когда x d(js) — x q(js). Из этих уравнений следует, что в 
АД с симметричным ротором ток ija и потокосцепление обрат
ной последовательности равны нулю, а ток и потокосцепление 
прямой последовательности

i«i =  [ 1 / ( ix d (js) +  г ,) ]  Uim exp [ /  ( s t  +  80) ] ;  ( 11.53)
=  [Xd (js)/(jxd (js) +  r,)l Ulm exp [ /  ( s t  +  80)]. (11.54)

В этом случае электромагнитный момент вращения

М =  R e l / ^ g .  (11.55)

В асинхронном двигателе

xd (js) =  хл +  [ 1 /хт +  1 /(r2/js +  x ^ Y 1. (11.56)

Рис. 11.10. Кривы е составля
ющих момента и результиру
ющая кривая момента воз
буж денного си н хр он н ого  дви

гателя



Так как хт Хаг +  /’г/О«) при « =/= 0, то комплексное сопротив
ление

ха (/«) =  ггЩв) +  (хв1 +  ха2). ( И .57)

С учетом принятых допущений электромагнитный момент вра
щения

М У 1т +  Г̂ ) 2 (*<,. +  х ,2)2]- (11.58)

Это выражение полностью сов
падает с известной зависимостью 
электромагнитного момента АД от 
скольжения [ 12].

Если известны зависимости мо
мента вращения и момента сопро
тивления на валу от частоты вра
щения (рис. 11. 11), то можно оп
ределить время пуска и зависи
мость частоты вращения АД от вре
мени. Для этого уравнение (7.8) 
движения ротора запишем в виде

М,о.е.

1,6

0,8

О

Рис. 11.11. График уск ор яю щ е
го момента при пуске А Д  (за

штриховано)

Т, ((Ы<к) =  Д М , (11.59)

где АМ =  М — М  с — ускоряющий момент, равный разности 
электромагнитного момента и момента сопротивления на валу. 

Время пуска получим интегрированием (11.59)

=  Т , Г (1 /Д М )^ .
о

(11.60)

Уравнение (11.60) может быть решено графоаналитическим ме
тодом (см. § 6.2). Если необходимо определить лишь длительность 
пуска, то, вводя среднее значение

I
АМ СР

I а 1
АМ

сЬ,

уравнение (11.60) представим в виде
Тпуо =  ^ ^ ( 1/АМ) ср- (11.61)

Если принять, что (1 /АМ) ср 1/ДМ
с р ’ тогда

*лус ср’ (11.62)

ы вра-
ср —  среднее значение ускоряющего момента за период

1—Ба — установившееся значение угловой частоты вра-где V,, 
щения; ДМ 
пуска.

В (11.62) инерционная постоянная выражена в электрических 
секундах. Чтобы перевести время в секунды, необходимо постоян-



ную Г7 умножить на == 1/2л/б. Из формулы (11.62) следует, что 
длительность пуска тпус будет тем больше, чем меньше ЛМ,,р. 
Аналогично можно рассчитать реверс двигателя и торможение.

ГЛАВА 12. ЧАСТОТНЫ Й МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ МАШИН
ПЕРЕМЕННОГО ТО К А

§ 12.1. Общие положения

При исследовании ВКЗ трехфазного СГ методом преобразования 
координат было получено выражение для расчета тока статора 
(10.44). В общем случае ток ВКЗ представлен в виде апериодиче
ской и периодической составляющих. В свою очередь, периодиче

ская составляющая тока 
рассматривается как сум
ма затухающих свободных 
составляющих и устано
вившейся составляющей. 
При наличии на роторе 
демпферной обмотки выде
ляются сверхпереходная и 
переходная свободные со
ставляющие тока, затуха
ющие во времени, и уста
новившаяся составляющая. 
Таким образом, периоди
ческая составляющая тока 
ВКЗ рассматривается как 
совокупность трех или двух 
(при отсутствии демпфер
ной обмотки) составляю
щих. В действительности 
кривые периодического то
ка ВКЗ имеют большее 
число затухающих состав
ляющих, что наглядно 

видно при изображении огибающей кривой периодической состав
ляющей тока ВКЗ в полулогарифмической сетке координат 
(рис. 12.1). Кривая затухающей апериодической составляющей 
тока ВКЗ, построенная в полулогарифмической сетке координат, 
также с большими допущениями аппроксимируется одной прямой. 
Практика требует все большего повышения точности расчетов пе
реходных процессов электрических машин, в частности уточнен
ного расчета тока ВКЗ, потерь и усилий, действующих на обмотки 
машины. Все это требует уточнения широко распространенных ме
тодов исследования машин переменного тока на базе уравнений 
Парка — Горева. Математика позволяет произвести такие уточ
нения с помощью частотного метода, основанного на свойствах 
интеграла Фурье и преобразований Карсона — Хевисайда. Если

1,о.е.

Рис. 12.1. О гибающ ая периодической 
составляющей тока статора при ВКЗ 

синхронной  машины



в (3.33) /(/) — некоторая функция, характеризующая переходный 
процесс, например функция тока ¿(¿). то для единичного постоян
ного напряжения будет справедливо выражение

со
\!х{р) — р ^ехр(—р()Ц1)<и, (•2 . 1)

8

где х(р) — операторное индуктивное сопротивление.
Обратная зависимость имеет вид

I  +У<»
»(0  =  - г - г  I’ [1/(рх(р))] ехр(р/)с1р. ( 12.2)2г./ J 

—/°°
Аналогичную связь между током в цепи при включении ее на 

единичное напряжение и ее индуктивным сопротивлением устано
вим с помощью интеграла Фурье:

-)-00
‘ [ 1 /(}эх Цв) Л ехр0 '50<&, (12.3)

где хЦэ) — комплексное индуктивное сопротивление; я — относи
тельная частота питающего напряжения постоянной единичной 
амплитуды.

Обратная зависимость называется частотной характеристикой 
цепи:

00
1/х (ух) =  /5 ^ I (¿) ехр(—/«/)<#. (12.4)

Сравнивая между собой (12.2), (12.3) и (12.1), (12.4), приходим 
к выводу, что переход от операторных функций и параметров к 
частотным характеристикам и параметрам можно осуществить за
меной оператора р на /5.

§ 12.2. Частотные характеристики машин
переменного тока
При исследовании частотных характеристик машин переменного 

тока используют комплексные индуктивные сопротивления, от
личающиеся от операторных индуктивных сопротивлений под
становкой р =  /в.

Из (9.63) и (9.64) получим выражения

(/«) =  х„, +  +  1/ ( У / «  +  *„/) +

+  ЩГвиФ +  Х '^ Г 1; (12.5)

Х 9  ( /« )  =  +  \ M X a q  +  ! / ( '■ » , / / *  +  Х °УЯ  )1- 1 - ( 12 -6 )

Очевидно, что при 5 =  0 комплексные индуктивные сопротивле



ния становятся равными синхронным индуктивным сопротивле
ниям:

хА Ф )  =  хл +  хай =  ха\ хп ( /5) =  х„, +  ха9 =  хг  (12.7) 

а при в =  сю —  сверхпереходным индуктивным сопротивлениям: 

ха О'в) =  ^  ; х„ {¡5) =  х" . ( 12.8)

При промежуточных значениях скольжений параметры при
нимают текущие значения между сверхпереходными и синхронны
ми индуктивными сопротивлениями машины. Для расчета частот
ных параметров удобно записывать комплексные индуктивные со
противления, полученные из (9.69), (9.70), в виде

хй (/«) =  х'й №  +  лл) (¡5 +  а^ )/[(/5  +  <хЛ)(/5 +  (12.9)

Хд (/«) =  х\ 0 $ +  « '» )/(/«  +  “*0 . ( 12. 10)

где ай1 =  1/7^; аа2 =  1/7^, «¿1 =  \ / Т а ц 2 =  ^ /^ о ’ а ?1 ~  
а д1 =  1/ Г 90 —  коэффициенты затухания;

ха =  хаГлГа/{ТаТаоу, х ; =  х?г / г 90.

Расшифровка приведенных обозначений постоянных времени 
дана в § 9.7. При наличии на роторе большего числа контуров 
комплексные индуктивные сопротивления машины имеют вид

(/5 +  3)) (/5 +»;)■■ .(/5 +  «„)
(/« +  а1> (/« +  аг) • • -(/* +  ал)=  хЛ(9) . Л . . . , _ 2:  , - ( 1 2 - п )

где ха( ) —  сверхпереходное индуктивное сопротивление машины 
по оси й или  ̂ при наличии в машине короткозамкнутых контуров; 
а'п, ап —  коэффициенты затухания соответственно для контуров 
по осям <1 и <7-

Для явнополюсных машин переменного тока частотные харак
теристики строятся раздельно для осей й или д и имеют вид

1 _  I . (/$ +  а1) (/* +  аз) ■ - ■ (¡ь +  Д/г) ^12 12)
х й (д )  ( И  * " ,« ? )  ( ¡ Э  +  а [ )  ( , 5  +  4 ) . . .  ( / 5  +  а п)

Для АД  с короткозамкнутым ротором, имеющего магнитную и 
электрическую симметрию, параметры по осям й и д не делят, по
этому для них частотная характеристика (при одном короткозамк
нутом контуре на роторе) имеет вид

1 /Хц (¡б) =  (1/х;,) (/5 +  а)/(/5 +  а'), (12.13)

где х'и —  переходное индуктивное сопротивление обмотки ста
тора:



а, а — коэффициенты затухания переходных процессов в обмотке 
ротора при разомкнутой и короткозамкнутой обмотке статора:

ос =  1 /Тг =  г2/хм ; а '  =  1/Т' =  г2/(ах.2г) =  г 4/Х щ  ; (12.15)

*з1. ^2 — индуктивные сопротивления рассеяния обмоток статора 
и ротора; хт — индуктивное сопротивление взаимоиндукции об
моток; с т = 1 — х2т/(хцхъг) — коэффициент рассеяния.

Все параметры обмотки
ротора приведены к обмотке . о.г . о^ к д,в ш__ом >
статора. ‘ 1 '

Частотной характеристи
ке (12.13) соответствует токо
вая диаграмма (рис. 12.2), 
представляющая собой ок
ружность, построенную на 
диаметре, равном

1/лги (/5 =  /оо) — Мхн (/5 =

=  0) =  1/ж',, — 11хц. (12.16)

На рис. 12.2 активная со
ставляющая тока г 8 — проек
ция вектора тока на напряжение, ьсли постоянная времени у 2 
(12.15) выражена в электрических радианах, то а' равна критическо
му скольжению, при котором максимально:

а' =  г.г/х'22 «  г,/(хв| +  х л) =  яв. (12.17)

Зная значение вц, нетрудно проградуировать шкалу скольже
ния, построенную над окружностью токов (рис. 12.2). Для рассмот
рения пускового режима АД достаточно шкалу проградуировать 
в пределах от 0 до1.

Построение частотной характеристики машины переменного 
тока по осциллограмме затухания постоянного тока в обмотке ста
тора. Непосредственное снятие частотных характеристик асинхрон
ной или синхронной машины при разных скольжениях ротора, вра
щаемого посторонним двигателем, и питании обмотки статора на
пряжением номинальной частоты имеет следующие основные не
достатки: 1) искажены результаты измерений за счет напряжения, 
имеющего частоту ( 1—я), так как испытательное напряжение, по
даваемое на обмотку статора, значительно понижено; 2) затруд
нено разделение параметров по осям й и в явнополюсной машине; 
3) затруднено поддержание постоянства скольжения при малых 
его значениях из-за имеющих место качаний ротора первичного 
двигателя, и т. д.

Частотные характеристики рекомендуется определять при пи
тании обмоток статора неподвижной машины синусоидальным на
пряжением разной частоты [57]. Схемы питания фаз обмотки ста
тора синусоидальным напряжением разных частот (от значения,

Рис. 12.2. Токовая  диаграмма (частот
ная характеристика) асинхронного дви

гателя



близкого к 0 , до /  =  / ном) при двух положениях ротора относи
тельно потока якоря Фя представлены на рис. 12.3. Источник пи
тания ¿/(/я) переменной частоты должен обеспечивать практически 
синусоидальное напряжение и заданное значение тока. Обмотка 
возбуждения (ОВ) замкнута накоротко.

Распространен метод построения частотных характеристик ма
шин переменного тока по осциллограммам затухания постоянного

Рис. 12.3. Питание фаз обмотки статора 
по продольной (а) и поперечной (б) осям

□ОВ

Рис. 12.4. Схема питания фаз 
статора постоянным током

тока в обмотке статора при неподвижном роторе и закороченной 
обмотке возбуждения ОВ [18, 21J. Схема питания фаз обмотки 
статора постоянным током представлена на рис. 12.4. Замыкание 
контактов К1 закорачивает обмотку статора. Так как сопротивле
ние цепи закоротки имеет конечное значение, ток в обмотке статора 
не затухает до нуля. Установившуюся составляющую тока статора 
следует вычесть из ординат кривой затухания постоянного тока. 
При питании обмотки статора единичным напряжением начальное 
значение тока

г„ =  1/г, (12.18)
где г — омическое сопротивление (o.e.) короткозамкнутого контура 
обмотки статора

Момент замыкания контактов K l (t = 0 ) в математической за
писи отвечает подаче на статор единичного напряжения — 1 проти
воположного знака, вызывающего добавочный ток, операторное 
изображение которого таково: — !/(/• +  рх(р)).

Используя метод наложения, получим операторное изображение 
затухающего переходного тока:

i (р )=  1 //• — 1 /(/• +  рх (/?)). (12.19)

Известно, что затухающий ток аппроксимируется суммой экспо
нент ¿(т) =  г1ехр(— ajt) +  1гехр(—а'т ) -f ... +  гпехр (— аЧ ), или 
в операторной форме записи (см. табл. 3.1)



/ (р) =  ¿{ р/(р +  а;) +  г> /(р  +  а2) +  . . . +  гпр/{р +  ап), ( 12.20)

где /( +• 1г -I- ... +• /„ — /о.
Первая производная во времени от переходного тока

(Щт) йх =  — ехр(— а^)— а' ехр(— а'т)— ...

<ехр(— аЧ), ( 12. 21 )

или в операторной форме

Р1 (Р) =  — р!\г +  р х ( р ) )  =  —  1&\-р!(р  +  <*;) —

— ' > 2 • Р!{Р +  а2) — ••• • ( 12.22)

Отбрасывая знак минус в обеих частях уравнения, получим

Р1[г +  р х Ш  =» £>; • р/(р +  л[) +  1.1а2-р/(р+  а2) +  ... . (12.23)

Делая замену р =  /в, переходим к комплексной форме записи:
/я/1г +  /вд: (/я) 1 =  -уя/О'в +  «¡) +  ¿2а' • / 5/ ( /5+ а ')  +  .. . .  (12.24)

Выражение (12.24), являющееся по форме законом Ома, пред
ставим как некоторый ток зависящий от скольжения 5 ротора:

=  //[г /е  +  ¡х ( /8)1 =  (, я', • м / х  +  ^ ) +

+  1 4а2 • /я/(/в а2) +  ... =  а +  ¡Ь,

где

(12.25)

+
*2 “ 2

+ ...

Ь — Б

+ ( а1)2 ^ + (  “г)*

!'| ( “¡)2 , (г ( аг)‘

2+  ( “¡)2
Ч"

ч - ю *
+

Находим из (12.25) комплексное индуктивное сопротивление: 
4/5) =  I/ — (Ф )(а  +  ¡Ь)\/[Ца +  ¡Ь)\ =  [/ — откуда
уравнение частотной характеристики

1«п -- / (а  +  ¡Ь)
х (¡я) / — (г/я)(а -(- IЪ) 1 — '«'/(/¡О

(12 26)

Значения составляющих токов и коэффициентов затухания оп
ределим с помощью кривой затухания постоянного тока (рис. 12.5), 
перестроенной в полулогарифмическом масштабе координат 
(рис. 12.6). Для нахождения составляющей тока ¿1 проводим ка
сательную от конца кривой 1 до пересечения с осью ординат. Из 
ординаты, соответствующей е =  2,71, проводим линию а, парал
лельную касательной к кривой 1, до пересечения с осью абсцисс



в точке А. Отрезок АО, деленный на / б. определяет постоянную 
времени затухания Т\ (эл. с) составляющей тока ¿1 и соответствен
но коэффициент затухания а\ =  \/Т'у Далее в полулогарифмиче
ском масштабе строим разность токов г'(т) — г,ехр(—а[х) (кривая 2) 
и аналогично определим следующую составляющую тока /г и ее

коэффициент затухания а ' и т. д. 
Зная составляющие токов / 1( /2,... 
... , 1п и коэффициенты затуха
ния а'х, а2, ... , а'п, определим 
ток 1 ая (12.25) и частотную ха
рактеристику машины (12.26).

Графический метод построе
ния частотной характеристики. 
На примере построения частот
ной характеристики синхронной 
явнополюсной машины по оси с1 
рассмотрим графический метод 
построения частотной характе
ристики. Пусть из разложения 
кривой затухания постоянного 
тока в обмотке статора по оси с1 
известны составляющие тока 1ь 
¿2 и г3 (о. е.) и соответствующие 

коэффициенты затухания а|, а ' и а̂ . Например, =  3,5; гг =  5,1; 
г3 =  10; а[ =  зк1 =  0,25; а ' =  — 0,11; а'3 =  $кз =  0,036.

На отрезках, пропорциональных i^av гга' и г3а ' и исходящих 
из одной точки (предварительного начала координат О'), строим

Рис. 12.5. К ривая  затухания посто
янного тока в обмотке статора

1з 1
1
иг
1

4 '
0,1 о,г

Рис. 12.6. Картина изменения составляющих тока и коэф
фициентов затухания



окружности (рис. 12.7). Для каждой окружности по соответствую
щему значению определим масштабы скольжения по известной 
методике. Задаваясь значениями скольжений, для каждого из них 
строим векторы токов по всем окружностям и определяем их гео
метрическую сумму. На рис. 12.7 построены составляющие (У 
0'ь, О' вектора тока для скольжения я =  0,125. Геометрическая

сумма этих векторов дает точку А'. Совокупность точек, получен
ных изложенным методом, дает геометрическое место конца вектора 
тока. Перенесем начало координат влево на значение установивше
гося тока КЗ

1 „=  Мхй. (12.27)
Вектор 0А111б3 =  \/\хёЦз) +  г/(ув) 1 характеризует значение и 

фазу установившегося тока при заданном скольжении ротора и 
питании обмотки статора номинальным напряжением номинальной 
частоты. Геометрическое место концов векторов тока дает гра
фическое изображение действительной частотной характеристики 
машины по оси с1 118, 2 1 ].

§ 12.3. Определение параметров переходных токов
и электромагнитных моментов

Частотная характеристика электрической машины позволяет 
определить важнейшие параметры и электромагнитные величины 
машины в переходных режимах.



Определение сверхпереходных и синхронных индуктивных со
противлений. Для явнополюсных СМ кривую затухания тока сни
мают при совпадении оси обмотки статора с осями d и q ротора и 
получают две совокупности составляющих токов ids и i и коэффи
циентов затухания:

l äl'< ld2 > ••• » ldn и adi ’• a d2 • ••• ’ adrt * 

i-qü iqi* < tqn и лд\ > ая2 ’ ‘ --г aqn ' (12.28)

Формулу сверх переходного индуктивного сопротивления по оси 
d получаем из действительной частотной характеристики машины 
по оси d, выражение для которой запишем с учетом (12.24) и (12.25) 
следующим образом:

'dss= Т " а /— гТ  ~  lrfl а<н — -----  ̂ г<<2 а 2̂----- ---------  ̂ (I2-29)
'■ / s  +  i J C r f O s )  / S  +  adx js  +  a di

При подстановке в (12.29) s -> оо получим неопределенность 
типа оо/оо. Поэтому определяем предел idss при s ->  оо:

lim idss =  lim ljl(jxd (js) +  л/s)] =  l/xd . (12.30)
S->OC

В то же время

lim idss =  lim | idi ad] — +  »'« X
s->oo s-+oo ' js -|- а d\

X 4^ ' 4 - . . . )  ¿,¡¡1 /¿2 *¿2 "Ь ••• *'<¿71 а л̂ ’ (12.31) 
/8 +  “¿2

откуда
а£/1 +  гй2ай +  ■•• +  ¿¿па<гп) =  xd ■ (12.32)

Аналогично,

+  г?2а?2 +  ^  • (12.33)
Синхронные индуктивные сопротивления по продольной и по

перечной осям определим следующим образом. При протекании по 
обмотке статора постоянного тока <о, согласно схеме на рис. 12.4, 
при разомкнутой обмотке возбуждения потокосцепление обмотки 
статора

У *  = (3 /2 )  (12.34)

Относительное значение постоянного тока /о =  1 /г, где г =  
=  (3/2)г, — относительное сопротивление обмотки статора, тогда

=  (3/2) хл [2/(3/-,)] =  хй!гк. (12.35)

Из уравнения равновесия напряжения короткозамкнутого кон
тура обмотки статора



получим

откуда

oo oo
j  dxYa =  ^so =  (3/2) rt | idx, (12.37)
0 0

oo
(3/2) r\ j  idx =  xd. (12.38)

Затухающий ток обмотки статора представим в виде суммы 
составляющих

С(«) =  J'i ехР (— а! т) +  h  ехР (— “г т) +  •••
... -f  in exp (— а' т), (12.39)

амплитудные значения которых и коэффициенты затухания опреде
лены в § 12.2.

Интегрируя (12.38), запишем

хй =  (3/2) r\ [idil*dl +  id2lad2 +  ... +  idn/<t'dn]. (12.40)

Аналогично получим синхронное индуктивное сопротивление 
по поперечной оси:

xq =  (3/2) r]\iq{/a  ̂ +  iq2!<t'q2 +  ... +  iqJ * Qn). (12.41)

Определение токов обмогки стагора при переходных процессах.
Переходные токи при включении электрической машины в сеть 
или при ВКЗ связаны с частотной характеристикой машины. При 
s =  оо определим сверхпереходные токи i’d =  l/x"; i" =  1/х", а 
при s =  0 — установившиеся токи КЗ id — \/Xd'< iq =  1/хч.

Используя эквивалентность частотной характеристики

is0 = l /x ( / s )  (12.42)

и переходной операторной функции
i(p )= \ / x (p ), (12.43)

можно определить экспоненциальные составляющие тока статора 
при переходных процессах и построить огибающую периодической 
составляющей тока статора.

Определение пускового тока и статический механической (пус
ковой) характеристики синхронного двигателя. Частотный метод 
удобен для расчета токов и моментов СМ, работающих в асинхрон
ном режиме, например при асинхронном пуске СД. Определим за
висимость тока статора и электромагнитного вращающего момента 
трехфазного СД от скольжения ротора. Обмотка статора двигателя 
питается номинальным трехфазным напряжением, обмотка возбуж-



дения замкнута накоротко. На роторе двигателя имеется демпфер
ная обмотка. Частотные характеристики двигателя по осям d и q 
известны и представлены в виде графиков (рис. 12.8).

Вектор тока статора 121] запишем в виде

=  1* +  К ехР (— /2st) =  Аж +  /В , +  (А  ̂ —
— /В„) exp (— ¡ 2 s t ) ,  (12.44)

Рис. 12.8. Частотные характеристики синхронного двига
теля

где средний ток статора и составляющая тока статора двойной 
частоты соответственно

К =  А* +  /В , =  (isx0 +  [/>1/(1 — 2s)] ¡sdo iS9o}/D (/s); ( 12.45) 

С =  Аг/— №y =  £yo /D(js); (12.46)
D (js) =  1 +  [j2srl/(\ — 2s)] isx0 +  [r]l( 1 — 2s)] i5d0 ¡S1?0; (12.47)

Uxo =  0,5 (isoio *sço)> *sj/0 0.5 (isd0 ¡sgo)- (12.48)
По частотным характеристикам машины для заданных значений 

скольжения определим токи:

¡«¿о =  l /* d 0‘s); is?0 =  l/xQ (js). (12.49)
По (12.45) построим частотную характеристику среднего тока 

1Ж статора, имеющего номинальную частоту (рис. 12.9). Кривая 
среднего тока статора при скольжении в пределах s =  0,4-=-0,5 
имеет петлю, вызванную наличием магнитной и электрической 
несимметрии ротора и влиянием активного сопротивления цепи 
статора. Эта петля характеризует известный одноосный эффект 
в машинах с несимметричным ротором. Эффективное значение 
среднего тока статора в зависимости от скольжения представлено 
на рис. 12.10 (кривая 1). При скольжении ротора s =  0,5 ток ста
тора имеет провал, значение которого определяется степенью не
симметрии ротора.



Амплитуда тока I*, изменяющегося во времени с двойной час
тотой, для каждого скольжения в определяется по (12.46). Значе
ние 1* зависит от составляющих \8М, ¡5?0 и скольжения. При 
скольжении 5 =  0,5 амплитуда тока I* = 0 .  Так как I* наклады
вается на средний тока статора 1Х, то на частотной характеристике

Рис. 12.9. Частотная характеристика среднего тона статора 
явнополюсного синхронного двигателя

тока можно показать для каждого скольжения окружность тока 
I* с центром в конце вектора тока 1х. По отношению к неподвиж
ному вектору тока 1ж ток \у име
ет частоту (1—2s). На рис. 12.9 
эти векторы показаны для сколь
жения s — 0,2. Конец полного 
вектора тока Is обегает во вре
мени окружность тока I*.

Электромагнитный вращаю
щий момент машины (o.e.) в ус
тановившемся режиме при дан
ном скольжении ротора

= (13— is) / (2/ ) — r,is i ; .

(12.50)

При несимметрии ротора 
электромагнитный вращающий 
момент состоит из двух состав
ляющих: среднего электромаг
нитного момента и пульсирующего момента, имеющего частоту 
пульсации 2s. Средний электромагнитный момент

М ср =  Вя -  г, (А? +  А1 +  В* +  В2,), (12.51)

где Ах, Ау, Вж, В у — коэффициенты, определяемые по (12.45) и 
(12.46).

Рис. 12.10. Эффективное значение 
среднего тока статора и среднего 
электромагнитного момента при 

пуске с и н х р о н н о го  двигателя



Зависимость среднего электромагнитного момента от скольже
ния представлена на рис. 12.10 (кривая 2). Пульсирующий элект
ромагнитный момент

М пул =  V [B „  +  г, (АХА У— В ж В„)]*+ [ А у— гД А ^ В у + А ^ В ^ ) ] 2. (12.52)

Если пренебречь влиянием потерь в активном сопротивлении 
обмотки статора, то выражение для момента упрощается:

M s =  Вж 4 V  A l +  ВI cos 2s т;

где

В т  —  ÖsdO +  

Ау =  (¡sdo

Bv =  (is

*$<70 sdO
• * 
1 )/(4/);

^S(/0 + hdO 's^O ) /4;

*5(70 'sdO +  «]*> )/4.

(12.53)

(12.54)

' у  \*sd0 ’

Средний электромагнитный момент

М СР =  im [{Mxd (js) 4  \!х„ (/s))/(2/)]. (12.55)
По частотным характеристикам можно определить М ср (o.e.) 

как полусумму проекций комплексов тока i sd и i SQ на ось /.

Г Л А В А  13. ЭЛЕКТРОМ ЕХАНИЧЕСКИЕ ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
В АСИ Н ХР О Н Н Ы Х  ЭЛЕКТРОДВИГАТЕЛЯХ

§ 13.1. Исследование процессов пуска
асинхронного электродвигателя на ЦВМ

Переходные процессы в АД представляют собой сочетание 
электромагнитных переходных процессов, вызванных коммутаци
онными операциями, и механических переходных процессов, 
обусловленных быстрыми изменениями частоты вращения ротора. 
Скорость затухания электромагнитных переходных процессов за
висит от параметров обмоток, а механических —  от моментов 
инерции вращающихся масс и величины нагрузки. Можно выделить 
два случая, когда: 1) постоянные времени затухания электромаг
нитных и механических переходных процессов примерно одинако
вы; 2) электромагнитные переходные процессы затухают значи
тельно быстрее по сравнению с изменением частоты вращения ро
тора. При исследовании и расчете пусковых характеристик АД в 
первом случае рассматриваются электромеханические, а во вто
ром — механические переходные процессы.

Учитывая разнообразие используемых на практике координат
ных осей, из-за возможности перехода к любой из рассмотренных 
систем уравнения, описывающие электромеханические переходные 
процессы в АД, рассмотрим в системе координат х и у, вращаю
щихся с произвольной угловой частотой соя. Токи статора в систе-



ме координат х, у  определим по формулам, аналогичным (9.4), 
принимая, что при t =  0 ось х  совпадает с осью фазы а статора:

l*i =  (2/3) [ial cos шх t +  ibi cos К /  — 2ir/3) 4 -
+  icl cos (mJ  2тс/3)];

¿j/i =  — (2/3) [tal sin и** +  tMs in K í  — 2it/3) +  (13.1)
4  ici sin (u>xt -f- 2rr/3)];

*'oi =  (1/3) (íal +  iM +  icl).

Чтобы перейти от переменных в осях х , у к действительным 
значениям токов в обмотках фаз статора, воспользуемся выраже
нием

Íai íx i COS 1 0 i yj  S in  Wx t  - f -  l'oi,

¿M — ixi cos (w>xt — 2тс/3) —  iy1 sin (iuxi +  2tc/3) +  t01; 

гс1 =  ixl cos (w j +  2ir/3) —  iyl sin (ioxt +  2tc/3) +  t01.

(13.2)

Уравнения (13.1) и (13.2) устанавливают прямую и обратную 
связь между действительными токами в обмотках фаз статора и 
новыми переменными в осях х, у. Аналогично можно записать 
уравнения для напряжений, потокосцёплений и ЭДС статорной 
обмотки. При преобразовании трехфазной обмотки статора к новой 
системе координат (х, у) необходимо учитывать, что в любой момент 
времени угол, образованный осью фазы а ротора с осью х,

h  =  * ¿ -  ъ  О 3-3)
Тогда формулы преобразования для роторных токов 

ix2 =  (2/3) [ia2 cos (со J  — -() 4- i b2 cos (ioxt — T — 2ic/3) 4- 

4  iC2 cos W  — T +  2^/3)I; 
iy-2 — — (2/3) [ia2 sin (wxt — y) 4* ibi s¡n ((°*i — T — 2т:/3) 4* *|3-4> 

4- ic2 sin (u>x t — 7 4  2tr 3) ];

<02 =  ( I '3) (ia2 +  «62 +  JC2)-
Таким же образом преобразуются напряжения и потокосцепле- 

ния обмоток ротора. Уравнения равновесия напряжений (o.e.) 
обмотки статора, если выполнить преобразования, аналогичные 
приведенным в гл. 3, запишем в виде

Uxl= d V xi/dx — шх j+  г, ixl; Uyl =  dWyJdx +  (0*4^ +  r j yi, (13.5)

где
(13.6)х\ ~  •''И ix  ̂ 4 "  Хт *х2> —  Хп  1^) 4 "  Хт ¿у2.

Пусть обмотка ротора замкнута накоротко. Так как она вра
щается относительно выбранной системы координат с частотой,



равной производной от (13.3), то преобразованные уравнения рав
новесия напряжений для обмотки ротора, по аналогии с (3.30), 
имеют вид

где

0  =  ¿ 4  „/ й т  —  (со —  шж) +  г2(ж2; 0 =  <№п !йх 
+  (со — шя) ^  +  га!у2,

^ * 2  =  •*"22 ^x2  +  ^ у 2  =  Х 21^Ц2  4 "  Х т 1у

ff.fi! 0),0.е.‘ 

3  I 11 . .  I----------------------------------------------- ---------------  1,2
„  м
Л'ЛлА

/̂чЧ 2

0,8

0,4-

Рис. 13.1. Кривые М  и о  при пуске А Д  при

(13.7)

(13.8)

м с =  о

Напряжения, подводимые к обмотке статора, определяются в 
преобразованной системе координат соотношениями

и х1 =  и ш  соэ [(со4 — со*) т +  а0]; IIу1 =  и 1т X 
X вШ [(а>1 —  и>х)т +  а0], (13.9)

где ао — угол, образованный вектором напряжения с фазой в на
чальный момент времени.

Анализируя (13.5), (13.7) и (13.9), видим, что при <ох =  со эти 
уравнения ничем не отличаются от уравнений СМ в осях й, <7. При 
й)ж =  Шь т. е. в случае, когда преобразованная система координат 
вращается с синхронной частотой, приложенные к обмотке стато
ра напряжения (13.9) — постоянные величины, что облегчает ре
шение уравнений.

Электромагнитный момент вращения АД определим из (9.38), 
учитывая, что Ч' ж1 =  Чг<г; гж1 =  Тогда

М  = ■ ^ 1̂ . (13.10)

При исследовании электромеханических переходных процес
сов АД  совместно с уравнениями равновесия напряжений необхо-



димо рассматривать уравнение (7.7) движения ротора. Если частота 
вращения переменная, то такая система дифференциальных уравне
ний нелинейная. Поэтому общим методом анализа электромехани
ческих переходных процессов АД  являются численные решения 
дифференциальных уравнений с использованием ЭВМ [28].

Типичные кривые М =  /(¿) и со =  /(¿) при пуске АД без на
грузки (М  с =  0) приведены на рис. 13.1. На рис. 13.2 приведены 
динамическая (кривая 1) и статическая (кривая 2) механические 
характеристики исследуемого АД. Динамическая механическая ха
рактеристика — это механическая 
характеристика двигателя, определен
ная с учетом электромеханических 
переходных процессов. Статическая 
механическая характеристика —  ха
рактеристика, построенная без учета 
электромагнитных переходных про
цессов. В результате влияния свобод
ных токов, а также изменения часто
ты вращения ротора электромагнит
ный момент периодически в течение 
переходного процесса становится как 
больше, так и меньше момента, опре
деляемого по статической механиче
ской характеристике. Это обусловли
вает колебательный характер измене
ния электромагнитного момента АД  во времени со значительными 
амплитудами на начальном участке переходного процесса. Из рис. 
13.2 видно, что динамическая механическая характеристика АД 
значительно отличается от статической. Максимальное значение пус
кового момента более чем в три раза превышает его значение, 
найденное по статической характеристике. Эта разница моментов 
объясняется тем, что значения токов в переходном процессе су
щественно больше токов в установившемся режиме.

Для многих электроприводов большой интерес представляет 
анализ результатов решения системы дифференциальных уравне
ний АД в общем виде. Аналитическое решение дифференциальных 
уравнений АД возможно при условии их линеаризации, т. е. при 
исследовании только электромагнитных переходных процессов, 
когда частота вращения может быть принята постоянной. Допуще
ние постоянства частоты вращения ротора вполне приемлемо, на
пример, при определении максимальных (ударных) значений пе
реходных токов и моментов, особенно в электроприводах с большим 
моментом инерции вращающихся масс, когда за отрезок времени 
до установления максимальных значений тока и момента частота 
вращения ротора изменяется незначительно. В этом случае линей
ные дифференциальные уравнения решаются операторным или 
классическим методом.

Как показали многочисленные эксперименты и расчеты на ЭВМ, 
на начальном участке переходного процесса реальные зависимости

Рис. 13.2. Д инам ическая  и 
статическая механические ха 

рактеристики А Д



M (i) весьма близки к полученным при условии постоянства часто
ты вращения.

Электромагнитные переходные процессы, возникающие при 
пуске АД без нагрузки, практически затухают по мере разгона 
двигателя до частоты вращения, соответствующей критическому 
скольжению на статической механической характеристике 1461. 
При дальнейшем увеличении частоты вращения отличие динами
ческой механической характеристики от статической объясняется 
следующим образом. Если увеличение частоты вращения велико,

то из-за влияния индуктив
ностей обмоток машины изме
нение токов отстает от изме
нения частоты вращения. Чем 
больше постоянные времени 
обмоток и чем меньше момент 
инерции вращающихся масс, 
тем в большей степени это 
проявляется. Поэтому при до
стижении синхронной частоты 
вращения токи в обмотке ро
тора еще не будут равны ну
лю. Следовательно, не равен 
нулю и электромагнитный мо
мент вращения и АД разго
няется до частоты, превыша
ющей синхронную. При уве
личении частоты вращения 
выше синхронной момент ста
новится отрицательным (рис. 

13.2), частота вращения уменьшается. Таким образом, в конце 
переходного процесса частота и момент вращения двигателя со
вершают затухающие колебания.

Динамическая механическая характеристика зависит от пара
метров обмоток АД и нагрузки (момент инерции вращающихся 
масс, значение нагрузки), а также от характера переходного про
цесса. Изменение момента инерции или момента сопротивле
ния влечет за собой изменение динамической характеристики 
(рис. 13.3).

Аналитическое решение дифференциальных уравнений АД мо
жет быть приближенно получено и при переменной частоте враще
ния ротора. В этом случае закон изменения скольжения во време
ни принимается известным (линейным, экспоненциальным, сину
соидальным или любым другим), а активным сопротивлением обмотки 
статора пренебрегают. Тогда дифференциальные уравнения рав
новесия напряжений — линейные с переменными коэффициентами. 
Сложность решения зависит от принятого характера изменения 
частоты вращения. Если решение не выражается через известные 
функции, то оно может быть получено с использованием быстро- 
сходящихся рядов |2 1].

Рис. 13.3. Динамическая механическая 
характеристика АД при М с =  M tl и 

J1 = 5Jрот



§ 13.2. Исследование переходных процессов
асинхронных электродвигателей с помощью АВМ
Прежде чем составить структурную схему математической мо

дели переходных процессов АД, необходимо привести дифферен
циальные уравнения равновесия напряжения контуров статора и 
ротора и уравнение движения ротора к виду, удобному для моде
лирования. Используют различные формы записи дифферен
циальных уравнений, которые можно получить из уравнений рав
новесия напряжений обмоток статора и ротора, движения ротора, 
формул для составляющих потокосцеплений статора и ротора, 
электромагнитного момента.

Рассмотрим переход от исходных уравнений (13.5) — (13.8) к 
одной из наиболее рациональных для математического моделиро
вания систем уравнений, где переменными являются потокосцепле- 
ния статора и ротора. Составляющие токов статора и ротора за
пишем в виде

»*1 =  [-»W(*11*22 — -O l — l*m/(*ll*22 — O '

~  1* 22̂  (*11*22 *m)l ^yl l*m/(*ll*22 *m) 1 ^J/2>

=  I*11 ̂ (*11*22 *m)l '^*2 l*m^(*ll*22 *m^ 0

h i ~  1* 11̂  (*11*22 *m)l ^¡/2 [*m/,(*ll*22 *rn)l ^ ¡/1'
Подставив составляющие токов в (13.5) и (13.7), получим 

dW Jdx =  Uxi — aj +  k2a\ Wx2\

dx¥yl/dx =  Uyi — 'Fj,, — +  /г2а, 4 ^ ;  

dxYx2/dx =  — a' 4 ^  -(- (сож — со)Wy2 +  'I'*,;
(13,12)

dWy2/dx =  — a2 Ч иг — (w* — <o) Wx2 +  k fyW yt 

dw/dx =  (M -  M c)/Tj ; M =  k2(Wyi Wx2 -  У *  X 

x xVy2)/(oXll),

где aj =  at/ст, a2 =  a 2/a  — коэффициенты затухания токов в об
мотках статора (ротора) при замкнутой роторной (статорной) об
мотке; ki — xm/xiU 62 =  хт/хг% — коэффициенты связи обмоток 
статора и ротора; a t =  r j x iu аг =  гг/хи — коэффициенты зату
хания токов в обмотках статора (ротора) при разомкнутой ротор
ной (статорной) обмотке; a =  1 — x*j(xuxw )— коэффициент рас
сеяния.

Возможны другие формы записи систем уравнений для матема
тического моделирования переходных процессов в АД, которые 
можно получить путем линейных преобразований исходных урав
нений (13.5) — (13.8). Например, применяют следующую систему 
уравнений:



d W J d x  =  —  r 2 ix2 +  (co; °)
у %!dx  — г t)ilt' 2ly2 (“ ж u)) ^Ж2>

d i x$/dx (®| -)- otg) ix 2 -f-  (oCj/x22) Tj .2  о)Ч^у2/(од:22) -f-

"h шж*£/2 (-^Лг0)] ^xi>
diy2/dx (gCj -f~ ^2)  2~Ь (а 1̂ 2г) ^*у2 0)^ 'x 2^^*^22)

шзс *эс2 [-^т^^Н^«*0)] ^ yi'i
dv/dx = (М -  Мс)/ти ; М = *1# -  ¥х2 t„2.

_ / %

1_г
г^ 4

5/7/

-й>&
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- * л

Рис. 13.4. Структурная  схема математической 
модели системы уравнений (13.12)

Математические модели, полученные на основании указанных 
систем уравнений, в той или иной мере соответствуют критериям 
рациональности, которые приняты в виде следующих условий} 
устойчивость работы АВМ, минимальное количество операционных 
усилителей и нелинейных блоков, удобство ввода внешних возму
щений.



Задание внешнего возмущения в математическую модель не за
висит от формы системы уравнений и связано только с выбором 
частоты вращения системы координатных осей. Чтобы исследо
вать режимы симметричного повторного включения, пуска, ревер
сов и торможения коротким замыканием обмотки статора, жела
тельно использовать синхронно вращающуюся систему координат

Рис. 13.5. Зависимости момента М  и частоты вращения от времени при 
М .  =  0 (а); М с =  1 (б); М с =  1,12 (в); М с =  1,39 (г); М с =  1,45 (<?); М с =

=  1,455 (е)

(а>х =  <»! =  1,0). В этом случае Uxl =  Uul =  Uimcos ao =  const; 
Uyl — Uvl — i / imsin ao =  const. Рассмотрим, например, матема
тическую модель, составленную для системы уравнений (13.12) в 
синхронно вращающейся системе координат. Для этого в (13.12) 
подставим ых =  1,0. Структурная схема модели показана на 
рис. 13.4. Усилитель В 1, три потенциометра П1— ПЗ и диоды по
зволяют моделировать знакопеременный статический момент на
грузки на валу двигателя. С помощью делителей Д 4— Дв набирают 
соответствующие коэффициенты перед переменными: Д х =  aj; 
Да =  kza\\ Д3 =  а,; Д4 =  kiа[, Д» =  а ', Д в =  kxa'2, Д 1 = а ' ) 
Дв =  kia'7, До =  1 / T j . Операционные усилители 1, 3, 5, 7, 10 яв
ляются интеграторами, и с их помощью решаются уравнения, за
писанные относительно первых производных для потокосцеплений



ч и  ^„2  , Чго2 и частоты вращения ш. Выходной сигнал с этих 
усилителей позволяет установить значение и характер изменения 
потокосцеплений и частоты вращения. Операционный усилитель 9 
является сумматором. Он позволяет вычислить разность между 
электромагнитным и статическим моментами. Посредством блоков 
перемножения Н1 — Н4 получают произведения частоты враще
ния и потокосцеплений. Блоки 2 , 4, 6, 8, 11 выполняют функции 
инверторов. С помощью этой модели (рис. 13.4) можно решить ряд 
задач, например определить влияние статического момента нагруз
ки, момента инерции, параметров электродвигателя и т. д. на 
электромеханические переходные процессы.

На рис. 13.5 показаны зависимости частоты вращения и элект
ромагнитного момента во времени при различных значениях М для 
двигателя МАП1-21.5. Анализ осциллограмм пуска от пуска АД 
без нагрузки (рис. 13.5, а) и до пуска под нагрузкой, превышаю
щей значение пускового момента (рис. 13.5, е), показывает следую
щее:

1. Время пуска увеличивается от 0,086 с при М с — 0 до 0,30 с 
при М с =  1,40.

2. Ударный электромагнитный момент во время пуска дости
гает своего максимума при всех нагрузках на валу примерно в 
одно и то же время ? =  0,016 с. Максимальное значение ударного 
электромагнитного момента изменяется в зависимости от нагрузки 
незначительно от 2,62 при М с =  0 до 2,88 при М с =  1,455. Так 
как максимум ударного электромагнитного момента при пуске 
достигается за очень малый промежуток времени (в течение одного- 
двух периодов), то частоту вращения ротора в этом интервале 
можно считать постоянной. Тогда появление подобных пиков 
в моменте объясняется условиями взаимодействия токов коммута
ции при включении двигателя в сеть. Это подтверждается тем, что 
при всех нагрузках электромагнитный момент достигает своего 
ударного значения за один и тот же промежуток времени, несмотря 
на то что характер изменения частоты вращения при различных 
нагрузках неодинаков. Таким образом, ударные моменты АД с 
достаточным приближением можно определять при условии по
стоянства частоты вращения ротора аналитическими способами.

3. Установившиеся значения частоты вращения изменяются от
носительно синхронной от 1,0 (М — 0) до 0,757 (М =  1,45). 
При М =  1,455 пуск АД невозможен. При подаче напряжения 
частота вращения ротора начинает колебаться с затуханием и ста
новится равной нулю.

4. Увеличение нагрузки на валу двигателя приводит к увели
чению пульсаций момента, которые имеются в течение времени 
достижения ротором частоты вращения 0,4—0,5 синхронной В 
конце переходного процесса наблюдаются незначительные колеба
ния момента, которые с увеличением нагрузки уменьшаются, а 
затем исчезают.

На рис. 13.6 приведены зависимости электромагнитного момен
та и частоты вращения от времени при различных значениях мо-



мента инерции для электродвигателя АР-53-6. Анализируя эти 
зависимости, отметим, что с увеличением момента инерции приво
да количество значительных по амплитуде бросков электромагнит
ного момента в начале переходного процесса увеличивается, коле
бания частоты вращения и электромагнитного момента вблизи 
синхронной частоты уменьшаются. Это объясняется тем, что ко-

а) 5) в)
М,о.е. 
4

2

Рис. 13.6. Зависимости электромагнитного момента и частоты вращения 
от времени при моментах инерции: Гу =  0,5 (а); Ту =  2 (б) ;  Ту =  5 (в)

эффициенты затухания свободных составляющих электромагнитного 
момента при малой частоте вращения малы.

Таким образом, пуск АД при наличии на его валу значительных 
дополнительных маховых масс протекает неблагоприятно, так как 
изменение электромагнитного момента носит колебательный ха
рактер со значительными амплитудами и медленным затуха
нием.

При уменьшении суммарного момента инерции количество пи
ков электромагнитного момента в начале переходного процесса 
уменьшается, но резко увеличиваются колебания момента и частоты 
вращения вблизи синхронной частоты. Из зависимостей (рис. 13.6) 
видно, что длительность переходного режима (времени пуска) воз
растает почти пропорционально увеличению суммарного момента 
инерции. Ударные значения переходного момента в пусковом ре
жиме при суммарных моментах инерции, превышающих в 2— 5 раз 
момент инерции ротора, можно практически считать постоян
ными.

При малых маховых массах (меньших 2 /  ротора) уменьшение 
момента инерции приводит к уменьшению ударного момента, так 
как при малых маховых массах ротор получает большое ускорение 
и за время, когда момент достигает своего максимума, частота 
вращения успевает измениться весьма существенно. При этом воз
растают коэффициенты затухания медленнозатухающих свобод
ных составляющих переходного момента, что приводит к более 
быстрому затуханию электромагнитного переходного процесса и 
к уменьшению ударных моментов.

Исследование влияния параметров АД на протекание переход
ных процессов легко провести на модели (см. рис. 13.4), варьируя 
значениями коэффициентов, набранных на делителях Д 1 —  Д».



Изменить эти коэффициенты следует согласно тому, какое предпо
лагается изменение активных сопротивлений обмоток статора и 
ротора в отдельности или вместе. Расчеты показали, что при уве
личении активного сопротивления обмотки статора затухание 
электромагнитных процессов происходит быстрее, влияние их на 
электромеханические переходные процессы уменьшается. Это при
водит к уменьшению пульсаций в кривой момента и более плавному 
нарастанию частоты вращения. При малых значениях активного 
сопротивления обмотки ротора и пуске АД без нагрузки наблюда-
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Рис. 13.7. Зависимость момента и частоты вращения от времени при ревер
се двигателя: TJ — 0 ,5  (а); Ту =  2 (б); 77 =  5 (в)
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Рис. 13.8. Зависимость момента и частоты вращения от времени при М г - 
=  0,5 (а); М с =  1 (б); М с =  1,45 (в)

ется разгон двигателя до сверхсинхронной частоты вращения. 
Ударные значения моментов уменьшаются при увеличении активных 
сопротивлений как статорных, так и роторных обмоток.

С помощью АВМ можно исследовать не только влияние пара
метров привода и двигателя на электромеханические переходные 
процессы АД при пуске, но также влияние этих параметров на пере
ходные процессы при реверсе электродвигателя и его торможении. 
Чтобы осуществить с помощью математической модели реверс дви
гателя, достаточно задать значение частоты wo вращения ротора 
на операционном усилителе 10 (рис. 13.4).

Зависимости электромагнитного момента и частоты вращения 
ротора от времени при различных значениях моментов инерции и 
нагрузки на валу при реверсе двигателя АР-53-6 приведены на



рис. 13.7, 13.8. Анализ зависимостей показывает, что при увеличе
нии момента инерции (рис. 13.7) количество пульсаций электромаг
нитного момента возрастает. Максимальные броски моментов при 
реверсе АД достигают особенно больших значений. Как и при 
пуске, в конце переходного процесса при малых моментах инерции 
наблюдаются колебания электромагнитного момента и частоты 
вращения около установившихся значений, сглаживающиеся по 
мере увеличения момента инерции. В режиме реверса АД даже при 
малых моментах инерции наблюдается постоянство ударного мо
мента. Объясняется это тем, что в начальный момент переходного 
режима ротор сохраняет постоянство частоты вращения дольше 
из-за приобретенной приводом кинетической энергии.

При реверсе (рис. 13.8) увеличение момента нагрузки приводит 
к более медленным затуханиям пульсаций электромагнитного мо
мента, чем при пуске (см. рис. 13.5). Это объясняется тем, что ротор 
двигателя под действием его тормозного электромагнитного мо
мента и момента сопротивления резко замедляется, а вращение 
ротора в обратную сторону происходит с небольшим (в зависимос
ти от М с) ускорением и колебаниями. Нагрузка на валу АД в этом 
случае не влияет на значение ударного момента. Амплитуда пуль
саций момента при реверсе значительно больше, чем при пуске 
АД.

Влияние параметров на переходные процессы, возникающие 
при реверсе АД, характеризуется тем, что увеличение активных 
сопротивлений обмотки фазы статора ведет к резкому уменьшению 
ударных значений момента и к увеличению времени реверса двига
теля. Изменение же активных сопротивлений обмотки ротора дей
ствует наоборот — при увеличении сопротивления увеличиваются 
пульсации момента и уменьшается время реверса.

Г Л АВА 14. МЕТОДЫ АНАЛИЗА УСТОЙЧИВОСТИ 
СИНХРОННЫХ МАШИН

§ 14.1. Общая характеристика устойчивости 
синхронных машин

Одно из основных свойств, отличающих СМ от других электри
ческих машин, — строгое соответствие частоты вращения ротора 
частоте напряжения сети, к которой она подключена. Однако при 
работе СМ от сети с заданным напряжением и частотой может воз
никнуть возмущение нормального режима вследствие изменения 
параметров самой машины и напряжения на зажимах обмоток, а 
также моментов на валу. Переходный процесс, сопровождающий 
возмущение, может либо заканчиваться установлением нового 
нормального режима, либо нормальный режим оказывается невоз
можным. В соответствии с этим все нормальные режимы синхрон
ной работы разделим на две категории. Если в результате возник
шего возмущения исходного режима устанавливается новый нор



мальный режим, то исходный режим называется устойчивым; если 
же после возмущения нормальный режим невозможен, то — не
устойчивым.

Возможны два вида возмущений: 1) величина сколь угодно 
мала; 2) величина конечна. Устойчивость при малых возмущениях 
называется устойчивостью в малом или статической устойчи
востью; устойчивость при конечных возмущениях — устойчиво
стью в большом или динамической устойчивостью.

Так как статическая устойчивость СМ связана с достаточно 
малыми возмущениями, то она однозначно определяется парамет
рами исходного режима. Рассмотрение статической устойчивости 
позволяет определить, осуществим заданный режим работы машины 
или нет. Аналитические исследования статической устойчивости 
основаны на анализе линеаризованных уравнений машины. Нару
шение статической устойчивости СМ, работающих в сети с посто
янными частотой и амплитудой напряжения, может быть трех 
видов:

1) с п о л з а н и е  — апериодическое нарушение устойчивости, 
характеризующее собой предел статической перегружаемости при 
определенных соотношениях параметров СМ и нагрузки;

2) с а м о р а с к а ч и в а н и е  — самовозбуждающиеся пе
риодические колебания частоты вращения ротора СМ. Суть этого 
явления заключается в том, что ротор, получив случайное беско
нечно малое возмущение извне, в дальнейшем вращается с колеб
лющейся частотой;

3) с а м о в о з б у ж д е н и е  — электромагнитная неустойчи
вость, возникающая при работе СМ с емкостным сопротивлением, 
включенным на ее зажимы; характеризуется самопроизвольным 
ростом токов и напряжений, что приводит к недопустимому возрас
танию тока статора.

При исследовании статической устойчивости определяют пара
метры машин, исключающие возникновение самораскачивания и 
самовозбуждения, а также максимальную нагрузку, исключающую 
сползание. Это позволяет правильно проектировать СМ, работаю
щие устойчиво в заданном режиме работы, или разрабатывать меры 
по устранению самораскачивания и самовозбуждения.

Нарушение статической устойчивости СМ при сползании или 
самораскачивании связано с изменением частоты вращения ротора 
и представляет собой электромеханический переходный процесс. 
Поэтому поведение СМ в этом случае описывается полной системой 
уравнения Парка — Горева. Для переменной частоты вращения 
эта система уравнений нелинейная. При исследовании статической 
устойчивости СМ достаточно разбить пространство их параметров 
на области, соответствующие устойчивой и неустойчивой работе. 
Теоремами Ляпунова строго обосновано, что решить такую задачу 
можно с помощью линеаризованных уравнений [6 , 8 ].

Динамическая устойчивость зависит не только от условий 
исходного режима, но и от значения и характера возмущения. 
В общем случае при исследовании динамической устойчивости



частота вращения ротора — переменная величина. Поэтому строгое 
рассмотрение динамической устойчивости связано с решением 
системы нелинейных дифференциальных уравнений [21 , 26].

§ 14.2. Линеаризация основных уравнений
при исследовании статической устойчивости

Пусть СМ включена в сеть бесконечно большой мощности. Ак
тивные и индуктивные сопротивления соединительных проводов 
при необходимости учитываются соответствующим увеличением 
г i и х,\. За основной режим принимаем работу СМ в режиме двига
теля Принимая возмущения бесконечно малыми и гармонически
ми, положение ротора в любой момент времени определим углом

0  =  0 О +  Д0 , (14.1)

где 0 о — угол, характеризующий исходный установившийся ре
жим; Д0 =  A 0mcos G)v т — малые изменения угла; tov — угловая 
частота колебаний ротора.

Когда угол ©о принимается положительным в режиме дви
гателя, частота вращения ротора

ш == (о, — d^Q 'dT =  id, -\- u>v Д0 т sin cov т. (14.2)

где t»! — синхронная частота вращения (ы, =  1,0 o.e.); dAQ/d% — 
отклонение частоты вращения ротора от синхронной.

Частоту вращения ротора выразим через скольжение. Прини
мая скольжение положительным в режиме двигателя, определим в 
относительных единицах

s =  (1/со,) (¿/Д0 /с?т) =  — cov Ä0 m sin cuv х; ui =  1 — s. (14.3)

Отклонение ротора на угол А 0 от своего исходного положения 
приведет к соответствующему изменению всех электрических ве
личин, напряжений и потокосцеплений, которые входят в уравне
ния Парка — Горева. Все величины, входящие в эти уравнения, 
удобно записать в виде суммы двух составляющих, соответствую
щих значению угла 6 о и изменению угла на А0. Поэтому при ис
следовании режима малых колебаний в исходные уравнения не
обходимо подставить

0  =  00 +  Д 0 ; U i  =  ^(¿0 +  ^ d ’ *d =  ldo +  A (d'>

Ъ  =  ^do +  Uf =  Uf0 +  W f; ... , (14.4)

где величины с индексом 0 характеризуют исходный установив
шийся режим, величины со знаком Д обусловлены малыми колеба
ниями ротора. При этом необходимо иметь в виду, что М — const. 
Подставляя потокосцепления, токи и напряжения из (14.4) в (9.18), 
получим



(14.5)

Udо +  W d =  d C¥d0 +  Д Ч ^  /dx -  (1 -  s) (Wqo +  ДЧР,) +  

+  ri ((do +  Aid);
<̂J0 +  =  d (4*50 +  ¿^¥q)/dx +  (1 — s) OFdo ”b A'P'd) ~b

+  r  i t t q o  +  A iq .);

Uf0 +  &Uf =  d(W fо +  &XYf)/ch, +  rf (if0 +  At/);
0 =  d (*¥yd0 4 - AWyd)/dx +  ryd (iyd0 +  At'yd);

0  ^  O ^ f /g o  “ 1“  A XY  y q ) / d T  -| - Г y q  ( l y q o  “ 1“  A i y q ) .

Исключая в (14.5) члены, соответствующие установившемуся 
режиму, и пренебрегая произведениями приращений величин, имею
щих второй порядок малости, получим

AUd =  dtfVJdx -  Д V , + sY ,о +  r,Aíd; 

A t/, =  dAY ,/**1 +  AYd -  s4rrf0 +  rtMq\

&Uf =  dA¥,/dx
0 =  d±'Yydfdz 4 - rudM vd\ 0 =  dAY^/dx +  rUQAtm yq“ lyq-

(14.6)

Обставляющие напряжений AUd и AUq определим следующим 
образом. При условии, что к обмотке статора подводится симмет
ричная система напряжений, по векторной диаграмме СД (см. 
рис. 9.2) находим

Ud =  — Uim sin 0 ; Uq =  UimcosQ. (14.7)
Учитывая (14.4), преобразуем эти равенства:

Ud0 +  AUd =  — Uim sin (0 „ +  Л0 ) =  — í ; tmsin0 o-cosA0  —
— Ulm eos 0 o sin Д0  =  — Um sin 0 O — Ulm eos 0 O • Д0 ;

í/qo 4“ ДU q 1 U ifti COS (0o 4" A0) — U COS 0q ■ cosA0
— t /lmsin0 o sin Д0  =  Ulm eos 0 o — Uim sin 0 o • Л0 .

Здесь ввиду малого значения А0 принято cos Д0 «  1; sin Д0 
Д0. Следовательно, составляющие напряжений U d и Uq, вызван

ные отклонениями угла на Л0 , будут
Ш а =  — U lm cos 0 о • Д0 =  — Ugо Д0 ;

AUq =  — U im sin 0 o -Д0  — Ud0 Д0 . (14.8)

Аналогично, подставляя в (7.7) выражения (14.4) и учитывая, 
что электромагнитный момент определяется (9.38), получим

(^do +  A^d) (iqo +  Дiq) — (’PgO +  ^^q) (¿do +  &d) ^
=  M c +  Tj • d (l — s)/dx.



Отбрасывая члены, соответствующие установившемуся режиму, 
пренебрегая произведениями приращений и учитывая, что йэ/йт =  
=  й2А®/<1%2, для режима малых колебаний уравнение движения 

’ ротора запишем в виде
Г , (* Д 0 /* * )  +  ДЧ% 0 +  ЧаоМч -  ДЧ> Й0 -  М а =  0. (14.9)

Уравнения (14.6) и (14.9) — линейные дифференциальные урав
нения с постоянными коэффициентами, поэтому они называются 
линеаризованными. Установившиеся значения величин, входящих 
в эти уравнения, определяются из решения уравнений установив
шегося режима.

§ 14.3. Методы исследования статической устойчивости
на основе малых гармонических возмущений

Известно несколько методов исследования статической устой
чивости СМ.

Точный метод. Наиболее полиый и глубокий анализ статической 
устойчивости можно получить путем исследования уравнений
(14.6) и (14.9). Решение линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами относительно какой-либо перемен
ной (например, Д0) в конечном выражении имеет вид Д0 == 
=  Л,ехр(/7!т) +  Лгехр^ат) +  ... +  Ллехр(/?„т), где ри рг, ... , рп— 
корни характеристического уравнения, составленного из опреде
лителя системы уравнений.

Движение устойчиво, если приращения Д0 и других перемен
ных остаются во времени сколь угодно малыми величинами. Это 
выполняется, если все вещественные корни и вещественные части 
комплексных корней ри рг, ... , рп отрицательны, тогда при т -> о о  
все приращения переменных стремятся к нулю.

Если хотя бы один вещественный корень или вещественная 
часть комплексного корня положительны, то при т оо прираще
ние Д0 -> оо и движение неустойчивое. Таким образом, области 
устойчивой и неустойчивой работы могут быть определены путем 
анализа корней характеристического уравнения исходной системы 
уравнений.

Допустим, что возбуждение не регулируется (АС/̂  =  0). Харак
теристическое уравнение системы уравнений (14.6) и (14.9) полу
чим, подставляя значения приращений потокосцеилений, выражен
ные через параметры обмоток и составляющие напряжений (14.8). 
Раскрывая определитель этой системы уравнений, получим харак
теристическое уравнение седьмого порядка:

а0/?7 +  +  а2ръ +  а3р* +  а4р3 +  а^р1 +  а%р +  а, =  0 . (14.10)
Если на роторе располагается только обмотка возбуждения, 

то порядок характеристического уравнения снижается на две еди
ницы.

Анализируя корни характеристического уравнения, можно



определить, что при переходе через границу области устойчивости 
возможны два случая:

а) один корень характеристического уравнения равен нулю. 
Это возможно, если в (14.10) свободный член ш =  0. В этом слу
чае при выходе СМ из области устойчивости наступает апериоди
ческая неустойчивость (сползание);

б) два корня чисто мнимые. В этом случае при переходе СМ 
через границу устойчивости возникает колебательная неустойчи
вость.

Таким образом, границу сползания СМ определим из условия

а7 =  0 . (14.11)
Установлено, что свободный член сп пропорционален синхрони

зирующему моменту /Их0 установившегося режима работы СМ. 
Следовательно, условие (14.11) выполняется, если М л,0 =  0, т. е. 
граница сползания соответствует пределу статической перегружае
мое™ СМ [5].

В идеализированной машине (при л, =  0) характеристическое 
уравнение (14.10) путем несложных преобразований приведем к 
виду

(Р1 +  1) (а0 ръ +  а\ р1 +  а, р3 +  а' р2 +  а\ р +  а'5) =  0. (14.12)

Из анализа уравнения (14.12) следует, что характеристическое 
уравнение имеет два сопряженных мнимых корня (р\,2 =  ± / ) .  
Таким образом, в СМ при л, =  0 обнаруживаются незатухающие 
колебания с синхронной частотой. Как показали исследования 
А. А. Горева, эти колебания не имеют практического значения из-за 
малой величины их амплитуды и быстрого затухания в реальной 
машине, когда г Ф 0. Однако наличие такого явления вызывает 
необходимость рассчитывать статическую устойчивость с учетом 
реальных значений активных сопротивлений цепи обмотки статора. 
В то же время, как показали исследования, наличие активного 
сопротивления может привести к самораскачиванию СМ 16, 14, 21, 
301.

Учитывая порядок характеристического уравнения (14.10), при 
нахождении границ области статической устойчивости удобно 
пользоваться специальными критериями, дающими возможность 
определить устойчивость синхронной машины, не вычисляя корни 
характеристического уравнения. Наиболее распространены крите
рии Гурвица и Рауса [6 , 81. Они основаны на том, что при опреде
ленных соотношениях между коэффициентами характеристического 
уравнения все его вещественные корни отрицательны, а комплекс
ные корни имеют отрицательную вещественную часть.

’В соответствии с критерием Гурвица для этого необходимо и 
достаточно, чтобы определители, составленные специальным обра
зом из коэффициентов характеристического уравнения (определите
ли Гурвица), были положительны. Определители Гурвица состав
ляются следующим образом В определителе высшего порядка по 
диагонали сверху вниз и слева направо должны разместиться ко-



эффициенты от щ до а:. В строках определителя слева от диагонали 
записываются коэффициенты с увеличивающейся нумерацией, а 
справа от нее — с уменьшающейся. За коэффициентами ао, сп с 
предельной нумерацией свободные места заполняются нулями. 
Для характеристического уравнения (14.10) определитель высшего 
порядка имеет вид

«1 а0 0 0 0 0 0

а3 а* а, ап 0 0 0

« 5 а4 аз а2 а, й„ 0

а7 а* а ъ а4 а< а.г а.
0 0 аь а, а3

0 0 0 0 «7 аь
0 0 0 0 0 0 а7

Последующие определители получаются из предыдущих вычер
киванием правого столбца и нижней строки. Последний определи
тель равен й!- Условием отсутствия положительных корней явля
ется выполнение неравенств

А, >  0; Д „>  0 ;. . . ; Д , > 0 .  (14.14)

Так как Д, =  а7Дв, а Дв >  0, то первый критерий в (14.14) 
заменим неравенством а7 >  0 .

Т а б л и ц а  14.1

а» а2 о 4 а«

ах «з аъ а ,

С ,3 =  аг —  °ойз / а 1 ^23 =  Я4 <30Об/а) ^33 =  0(1 --- °0а7/°1

£-14 = а 3 —  Я ^ г з / ^ з С24 =  о6 —  а]Сзз/С1з «7

С15 =  С2з — с 13с г4/ с к Сга =  С33 —  а7С13/ С 14

С1в =  С24 ^14^25 /^“15 «7

(-17 =  С25 0,С]5/ С 16



При расчетах статической устойчивости СМ удобнее пользо
ваться критерием Рауса из-за единообразия вычислений. Крите
рий Рауса для уравнения (14.10) запишем в виде табл. 14.1.

Для устойчивости системы, соответствующей характеристиче
скому уравнению (14.10), необходимо и достаточно, чтобы коэффи
циенты первого столбца таблицы Рауса были положительными. 
Если хотя бы один из этих коэффициентов отрицательный, то устой
чивая работа СМ нарушается. Следовательно, граница устойчивой 
работы СМ соответствует таким значениям параметров уравнения 
(14.10), при которых один из коэффициентов первого столбца 
табл. 14.1 обращается в нуль.

При исследовании статической устойчивости СМ необходимо 
найти пределы изменения основных параметров машины и нагруз
ки, при которых машина работает устойчиво. Границы устойчивос
ти просто определять в плоскости двух параметров, от которых 
зависят коэффициенты характеристического уравнения. Для этого 
выделяются два варьируемых параметра, например угол нагрузки 
Во и ток /уо. При заданных значениях 0о и ijo рассчитывают коэф
фициенты табл. 14.1. Изменяя в о  при ifo — const, расчеты повторя
ют до тех пор, пока один из коэффициентов первого столбца табли
цы не станет отрицательным. При этом возможны два случая, ког
да первым проходит через нуль и становится отрицательным: 1) сво
бодный член а7 (точка перехода этого коэффициента через нуль 
определяет величину ©о, соответствующую границе области спол
зания для данного г/0); 2) любой другой коэффициент первого столб
ца (это характеризует переход через границу самораскачивания). 
При этом если первым станет отрицательный коэффициент С1в или 
С)5, то шаг изменения 0о выбран большим и его необходимо умень
шить. Расчеты повторяют для различных значений другого варьи
руемого переменного (в данном случае //0) и находят области устой
чивой и неустойчивой работы в плоскости параметров ifо и в о  при 
постоянных остальных параметрах СМ. Аналогично рассчитывают 
границы устойчивости при других варьируемых параметрах.

Так как коэффициенты а0, аи аг, ... , а7 характеристического 
уравнения — сложные функции параметров СМ, возможности рас
чета статической устойчивости вручную весьма ограничены. По
этому расчеты статической устойчивости данным методом целесооб
разно выполнять на ЦВМ.

Приближенный метод. Наряду с точным методом исследования 
статической устойчивости при сползании и самораскачивании ши
роко распространен приближенный метод. Этот метод основан на 
рассмотрении режима малых колебаний ротора и сводится к ана
лизу синхронизирующего и демпферного моментов машины. При 
малых гармонических колебаниях ротора электромагнитный момент 
вращения

ДМ =  Д Ч у д0 +  -  Д ^qid0 -  Wq0Aid. (14.15)
Чтобы выразить момент в зависимости от параметров, нагрузки 

и характера колебаний ротора, необходимо из (14.6) определить



токи и потокосцепления и подставить найденные значения в (14.15). 
Сущность приближения заключается в том, что при малых гармо
нических колебаниях частоты вращения ротора переходят от диф
ференциальных уравнений (14.6) к комплексным, характеризующим 
установившиеся колебания, заменой оператора й/йх на /соч [6 ]. 
Вместо действительных значений А0, Дг'^ и т. д. необходимо
оперировать комплексами Д 0, А\а, Д ^  и т. д. Так как действи
тельное значение Д0 изменяется во времени по закону косинуса, 
оно соответствует вещественной части комплекса

Д0  =  Д0 т  (соэ сод +  } в т  о^г). (14.16)

Аналогично определяют действительные значения токов и дру
гих параметров. Если возбуждение СМ не регулируется, то АН{  — 
=  0 и система комплексных уравнений после исключения из нее 
токов ротора (см. § 9.7) с учетом (14.8) будет иметь вид

— и чОД0  <= /ш, ДЧ  ̂— ДЧ', +  /о^Дв'Р,,, +  /уМ * 

и ао Д© =  /шуД¥д +  ДЧ^ — /о)ч Д0 ¥ ЙО +  г1 А 15; 

ДЧ'й =  ха 0 Ч )Д 1а*. ДЧ^ =  Хд (¡Шу) А 19,

(14.17)

где )> х дЦ(оч) — комплексные индуктивные сопротивления
машины.

Из совместного решения уравнений (14.17) комплексные зна
чения токов

Д1,« =

Д1, =

(—  Ц\т 51П (">о +  /<■>, ^ о )  Хд ( К  ) —  (Ц щ  СОЭ вр +

(К  хй (/“ , ) +  'I) ( К  хц (/Ю, ) +  г{) +

+  К  % > ) ( /Ч  Х д ( 1 < » , + Г 1) _ _

+  хи (Г ,) ( К  )
( и ш  СОБ в 0 +  /<о, Ч > )  х а (/а ), ) +  ( —  1/1т 5 Ш в 0 +

( / “ ,  ХЛ ( / « ,  )  ' Г  г,  ( / . о ,  Хч ( / с о ,  )  +

+  К  Ч̂ и) (/“>, ха (/о>, ) +  /•,)
Д0 .

(14.18)

+  +  *4 (К  ) (/“ V )

Электромагнитный момент вращения (14.15) примет вид 

ДМ =  (хй (/(о,) г90 — 4% ) А \а +  (Ч;й0 —  хд ( К ) г'<го) А I,. (14.19) 

Подставляя (14.18) в (14.19), находим комплексный момент: 

ДМ =  (Мв) +  / ш М а) А 0  . (14.20)

Электромагнитный момент вращения как функция времени пред



ставляет собой действительную часть (14.20). Учитывая, что Д0 
определяется по (14.16), получим

ДМ =  Re [ (Aís +  l^ ^ d )  Д в ]  =  M s&Qm eos íuvt  —

— u M dA@m sin шчт =  M SA© +  M d (dAQ/dx) =  AMS +  AMd. (14.21)

Следовательно, действительный момент ДМ, обусловленный ма
лыми гармоническими колебаниями частоты вращения ротора, со
стоит из двух составляющих. Первая составляющая момента про
порциональна углу отклонения Д0  и называется синхронизирую
щим моментом, а М а — коэффициентом синхронизирующего мо
мента. Вторая составляющая пропорциональна скорости измене
ния угла Д0, т. е. скольжению, и называется демпферным или 
асинхронным моментом, a M d — коэффициентом демпферного мо
мента.

В соответствии с (14.20) коэффициенты синхронизирующего и 
демпферного моментов

=  R e [A M / Д © ]; M d =  (l/w v) Im ^Д м/ Д ©] • (14.22)

Уравнение (14.9) движения ротора с учетом (14.15) и (14.20) 
после сокращения на Д0 запишем в виде

—  7 > 2  4  M s 4 - /ü)vMd =  0. (14.23)

Это выражение — характеристическое уравнение системы (14.17) 
и (14.9), а коэффициенты M s и Md в общем случае — функции ш, . 
Приравнивая нулю вещественные и мнимые части (14.23), запишем

_  Tj со* 4 - M s =  0; (uv M d =  0. (14.24)

Уравнения (14.24) справедливы в том случае, когда веществен
ная и мнимая части равны нулю при одном и том же значении ре
зонансной частоты cúv =  too. Частота свободных колебаний ротора 
(резонансная частота) определяется из уравнения — Tj wj 4  Ms =  
=  0. При определенных условиях частота свободных колебаний 
ротора может быть равна нулю. Это возможно при условии

M s =  0. (14.25)

В этом случае нарушение статической устойчивости происхо
дит при апериодическом изменении угла 0 ; уравнение (14.25) ха
рактеризует границу сползания. Граница самораскачивания опре
деляется равенством

M d =  0. (14.26)

Убедимся в справедливости критерия самораскачивания. В со
ответствии с (14.3) и (14.21) на рис. 14.1 представлены кривые из
менения моментов A M d, ДЛ45 и скольжения СМ для случая, когда 
коэффициент демпферного момента отрицателен. Согласно приня-



тым допущениям, момент и скольжение положительны в режиме 
двигателя. Тогда из рисунка следует, что демпферный момент 
АМа (14.21), обусловленный гармоническими колебаниями ротора, 
при Ма <  0 всегда действует в направлении движения ротора, т. е. 
стремится увеличить любые случайные колебания частоты враще
ния ротора. Если Ма >  0, момент АМ а изменит знак на противо
положный и в любой момент време
ни будет действовать против направ
ления движения ротора, что препят
ствует возникновению колебаний [2 1 ,
301.

Таким образом, физическая кар
тина работы СМ в процессе гармони
ческих колебаний позволяет сделать 
вывод о том, что необходимое и доста
точное условие самораскачивания — 
возникновение отрицательного дем
пферного момента.

Критерий устойчивости СМ сфор
мулируем так: СМ работает устой
чиво, если коэффициент демпферного момента при резонанснсй час
тоте положителен, т. е.

М л>  0. (14.27)

Для определения влияния какого-либо параметра СМ, например 
X, на область устойчивой работы необходимо решить уравнения 
(14.24) с двумя неизвестными: К и соо. Рассматриваемый параметр X 
и резонансная частота шо — положительные вещественные числа, 
исключение составляет угол во, который в режиме генератора от
рицателен. Остальные параметры СМ считаем известными и постоян
ными. Варьируя параметрами СМ, можно определить границы ус
тойчивой работы, которые целесообразно строить в плоскости 
двух параметров, как и при точном методе.

Демпферный момент с учетом активного сопротивления обмотки 
статора в первой степени [5, 21] представим в виде двух составляю
щих Одна составляющая не зависит от активного сопротивления 
обмотки статора и положительна, другая — обусловлена активным 
сопротивлением обмотки статора и отрицательна. Следовательно, 
появление отрицательного демпферного момента объясняется на
личием активного сопротивления в цепи обмотки статора. С увели
чением активного сопротивления отрицательная составляющая 
демпферного момента возрастает. Если результирующий демпфер
ный момент отрицателен, то это приводит к возникновению само
раскачивания.

Недостаток приближенного метода исследования статической 
устойчивости — громоздкость выражений для синхронизирующего 
и демпферного моментов, особенно в части, зависящей от актив
ного сопротивления цепи обмотки статора. Это приводит к тому, 
что в выражениях для М5 и М а члены, зависящие от активного

Рис. 14.1. Изменение э л е к т 
ромагнитного момента и с к о л ь 
жения при гармонических к о 

лебаниях ротора



сопротивления, учитываются приближенно. Обычно учитывают со
ставляющие моментов, зависящие только от г1 и реже от г\ [21]. 
Поэтому приближенным методом удобно пользоваться только при 
качественной оценке статической устойчивости. Для получения 
количественных зависимостей, характеризующих границы устой
чивой работы, необходимо пользоваться точным методом.

§ 14.4. Влияние параметров на статическую устойчивость 
при сползании и самораскачивании

Чтобы спроектировать СМ, работающую устойчиво в заданном 
режиме, необходимо знать влияние конструктивных параметров,

нагрузки и возбуждения на область статической устойчивости. 
Исследования показали, что параметры влияют на устойчивость 
работы следующим образом. Перегрузочная способность (сполза
ние) СМ зависит только от параметров установившегося режима 
работы. С увеличением магнитного потока возбуждения или воз
душного зазора при постоянном потоке возбуждения перегрузочная 
способность возрастает, а с увеличением активного сопротивления 
в цепи обмотки статора — уменьшается. Область самораскачива-



ния СМ определяется параметрами установившегося и переходного 
режимов работы.

Рассмотрим СМ без демпферной обмотки на роторе. Наиболее 
существенное влияние на самораскачивание СМ оказывает актив
ное сопротивление в цепи обмотки статора. На рис. 14.2, а приве
дены области устойчивой работы СМ (x ad — 2,1 o.e.; x aq =  0,9 o .e .; 
x„i =  0,1 o.e.; x af =  0,2 o.e.; rf  — 0,015 o.e.) в координатах © 0, 
rt. Положительные значения угла 0o 
и электромагнитного момента Mo со
ответствуют работе в режиме двига
теля, а отрицательные — в режиме 
генератора. Из рисунка видно, что 
рост активного сопротивления в цепи 
обмотки статора расширяет зону само- 
раскачивания, и наоборот. Более пол
но нагрузку СМ характеризует элек
тромагнитный момент. Поэтому на 
рис. 14.2, б приведены области устой
чивости ( /  — самораскачивание; II  — 
устойчивая работа; III  — сползание) 
той же СМ, но в координатах М с0, 
г i при двух значениях тока в обмот
ке возбуждения: iyl — кривые 1 и 
ifi >  if ! — кривые 2 .

Увеличение тока возбуждения 
расширяет область самораскачивания, 
но при этом растет перегрузочная 
способность машины. На рис. 14.3 
приведена область устойчивой работы 
(II) в координатах М со, ifо для СМ 
без демпферных обмоток (кривые 1) на 
роторе и при их наличии (кривая 2). В режиме перевозбуждения о б 
ласть (I) самораскачивания расширяется. Демпферная обмотка 
на роторе не влияет на границу (III) сползания, но смещает область 
самораскачивания в сторону больших токов возбуждения. Прак
тически самораскачивание возникает в СМ , не имеющих демпфер
ных обмоток на роторе, при неполной нагрузке, а также в машинах 
небольшой мощности, работающих от сети частотой меньше 50 Гц. 
Увеличение момента инерции сужает область самораскачивания.

При исследовании статической устойчивости иногда допускают, 
что переходные процессы в обмотке статора при малых возмуще
ниях практически не влияют на условия самораскачивания и ими 
можно пренебречь. Тогда трансформаторные ЭДС dAllr d/dx; 
dAWq/dT, ... и ЭДС скольжения s'Fd0; s'?-90 в (14.6) приравнивают 
нулю, благодаря чему степень характеристического уравнения 
уменьшается на две единицы. Выражения для коэффициентов ха
рактеристического уравнения упрощаются, что облегчает расчеты. 
Исследования показали, что границы сползания не зависят от пе
реходных процессов в обмотке статора, однако переходные процес

м с о-o.e.

Рис. 14.3. Область са м о р а с 
качивания синхронной м аш и 
ны в зависимости от н а г р у з 

ки и тока возбуждения



сы в обмотке статора, как правило, значительно расширяют область 
самораскачивания. Следовательно, при расчетах статической ус
тойчивости СМ необходимо учитывать влияния переходных процес
сов в обмотке статора.

Область устойчивой работы СМ в значительной степени зависит 
от параметров демпферных обмоток. Надлежащим выбором пара
метров демпферных обмоток практически при любых режимах ра
боты можно исключить возможность появления самораскачивания 
СМ.

Наличие демпферных контуров по продольной оси оказывает 
преобладающее влияние на возможную область самораскачивания 
СМ. При полной демпферной обмотке область самораскачивания 
перемещается в сторону большего возбуждения и большего актив
ного сопротивления, благодаря чему создаются условия полного 
устранения самораскачивания.

Устранение самораскачивания возможно также и при примене
нии автоматического регулирования возбуждения СМ по току или 
напряжению статора или по углу 0 нагрузки. На измерительный 
элемент регулятора может воздействовать также комбинация этих 
величин или их производных.

§ 14.5. Самовозбуждение синхронной машины
при наличии емкости в цепи обмотки статора

Самовозбуждение возможно при работе СГ на длинную линию 
электропередачи, так как линия электропередачи обладает естест
венной емкостью относительно земли. Возможны случаи непосред
ственного включения конденсаторов в цепь статора. При работе 
СМ на емкостную нагрузку периодически изменяющиеся индуктив
ности ее обмоток фаз и емкость образуют колебательную систему, 
в которой при определенном соотношении параметров могут воз
никнуть самопроизвольные колебания тока с возрастающей ампли
тудой. Для возникновения самовозбуждения достаточно наличия 
остаточного намагничивания стали машины. Поэтому самовозбуж
дение возможно и при работе СМ в асинхронном режиме.

Для обеспечения нормальной работы СМ в системах электро
передачи важно знать соотношения параметров цепи «машина — 
емкостная нагрузка», при которых возникает самовозбуждение, 
делающее невозможной нормальную работу СМ. Поэтому можно 
рассматривать только условия возникновения процесса самовоз
буждения. Для решения этой задачи необходимо исследовать 
характеристическое уравнение, составленное для дифференциаль
ных уравнений равновесия напряжений СМ [5, 6 , 8].

Рассмотрим работу СМ с последовательно включенным в цепь 
статора емкостным сопротивлением хс при условии, что на роторе 
нет демпферных обмоток и напряжения сети, возбуждения и часто
та вращения ротора постоянные. При составлении дифференциаль
ных уравнений равновесия напряжений необходимо учитывать, 
что падение напряжения на сопротивлении хс определяется инте



гралом | хс1(1т. Чтобы исключить интегралы из уравнений равно
весия напряжений обмоток статора, эти уравнения необходимо 
продифференцировать. Тогда систему уравнений равновесия на
пряжений обмоток СМ представим в виде [14]

dUd/d% — шС/д =  —  [d4(d/dx — -f- r,id] —

(14.28)

dx
— (О (d4qldi +  0)4;d +  r,i'q) 4 - xcid; 

dUq/dx 4- w(Jd =  —  \dyYq/dT +  4 - r j q] 4-

4- Ш (dyYd/dT — (ulK4 4- rtid) +  xciq;
U t =  dVf/dx +  rfif .

Если сеть, к которой подключена СМ, бесконечно мощная, а 
ротор машины вращается с синхронной частотой, то в (14.28) не
обходимо подставить dUd/dx =  0 ; dUq/dx =  0 ; w =  со, =  1.

Характеристическое уравнение системы (14.28) является урав
нением пятой степени

(14.29)а0рь 4- а У  +  а2р3 +  а3р2 4 - акр +  afl =  0. 
Коэффициенты (14.29) определяются через параметры 

О-0 XqXjTdo > 

fll =  r i ( * »  +  К )  T d0 +  X dX q ;

<h =  ( 2хях'а +  xcx 'd +  V ? )  t <jo +  r'iTM +  rt (xd 4- xq)\ 
a3 =  r, (2xc +  xq +  x'd) Td0 4- xcxd +  xcxq +  2xdxq 4- r\;

a4 =  (xc — x<i) (xc — x'd)Tdo +  r\Tdo +  r, (2xc +  xd 4- xqy, 
°6 =  (xc —  x d) (x c — xq) +  rf .

Возможность возникновения самовозбуждения определяется на
личием корней с положительной вещественной частью в (14.29). 
Последнее, согласно критерию Гурвица, будет при

(14.30)

Предпоследний
уравнения

аъ < 0 ;  Д4 <  0. 
определитель Г урвица

(14.31)

характеристического

«1 а 0 0 0  '

а з а , а о
«5 «4 а з а*
0 0 а ъ а 4_

Первое условие (14.31) означает наличие одного положитель
ного корня в характеристическом уравнении и определяет зону



синхронного самовозбуждения. Трехфазные токи самовозбуждения 
в статоре образуют магнитное поле, которое вращается с синхрон
ной частотой, т. е. неподвижно относительно ротора. Второе усло
вие (14.31) соответствует появлению пары сопряженных комплекс
ных корней с положительной частью или двух положительных

действительных корней и характеризует зо
ну асинхронного самовозбуждения. Харак
тер развития самовозбуждения свидетель
ствует о возникновении биений, присущих 
асинхронным колебаниям, когда магнитное 
поле статора перемещается относительно 
ротора с некоторой скоростью. Границы 
зон самовозбуждения получим из условий 
(рис. 14.4): аъ =  О для зоны /  (синхронно
го самовозбуждения); Д4 =  0 для зон / /  
и III  (асинхронного самовозбуждения).

На границе зоны синхронного самовоз
буждения характеристическое уравнение 
содержит один нулевой корень. Условие 
са мовозбужден ия
а ъ =  (хс —  ха) (хс — хч) +  г\ =  0 , (1 4 .3 2 )

ХЦ~ХЛ- или— —
(Хе — (Хё +  *ч)/2 )2 +  г\ =  \(хй — хч)/2}2.

Рис. 14.4. Зоны самовоз
буждения явнополюсной (1 4 .3 3 )  
синхронной машины без 

демпферной обмотки Ясно, что (14.33) — это уравнение ок
ружности с радиусом (хв — х ч)/2 и с ко
ординатами центра х с =  ( (̂( +  х ч)/2, г1 — 0 . 

На рис. 14.4 изображена половина окружности (зона /), соответст
вующая физически реальному, т. е. положительному, значению 
активного сопротивления. Окружность пересекает ось координат 
в точках х с — х а и х с =  х ч, т. е. при г, =  0 зона синхронного 
самовозбуждения определяется значениями емкостного сопротив
ления внешней сети согласно неравенству

хС1< х с < .х л. (1 4 .3 4 )

Радиус окружности (а% =  0) определяется максимальным зна
чением активного сопротивления

1̂ тах х ч)' (1 4 .3 5 )

при котором возможно появление синхронного самовозбуждения. 
Если г  ̂ >  г 1тах, Т0 синхронное самовозбуждение не происходит 
при любых значениях х с. Граница зоны синхронного самовозбуж
дения не зависит от постоянной времени Т поэтому синхронное 
самовозбуждение возникает, когда обмотка возбуждения либо замк
нута, либо разомкнута

Зоны самовозбуждения / /  и Ш , полученные при Д4 =  0



(рис. 14.4), называют зонами асинхронного самовозбуждения. 
В этом случае частота вращения магнитного поля статора отлича
ется от частоты вращения ротора. Самовозбуждение в этих зонах 
возможно лишь при замкнутой обмотке возбуждения. Построить 
зоны асинхронного самовозбуждения можно с помощью любых 
критериев устойчивости, в том числе и критерия Рауса [6, 14, 52]. 
Из рис. 14.4 видно, что асинхронное самовозбуждение возникает 
в случае изменения емкостного сопротивления внешней сети от О 
до х ч при малых значениях гх.

Для СМ без демпферных обмоток зона III узка и ограничивает
ся малыми значениями активного сопротивления, лежащими в пре
делах значений активного сопротивления цепи обмотки статора, 
поэтому зоной III  пренебрегают. В этом случае границу асинхрон
ного самовозбуждения определим приближенно из условия равен
ства нулю предпоследнего коэффициента характеристического урав
нения (14.29):

а4 — 0. (14.36)
Зона II  асинхронного самовозбуждения, найденная по (14.36), 

ограничивается дугой эллипса. Если постоянная Тм (14.30) доста
точно велика (Таи >  4с), то можно принять, что зона / /  ограничи
вается половиной окружности. Радиус этой окружности равен 
(хч — х'а)/2, а центр расположен на оси х с на расстоянии (хя -|- 
-Ь х'а)/2 от начала координат. Максимальное значение активно
го сопротивления цепи статора, при котором еще возможно асин
хронное самовозбуждение,

^ т̂  =  (хя — хл)/2. (14.37)

При малых значениях постоянной времени обмотки возбужде
ния зону асинхронного самовозбуждения необходимо находить по 
точному критерию Д4 =  0. В случае синхронного самовозбуждения 
колебания тока и напряжения статора нарастают медленно, по
этому они поддаются управлению автоматическими регуляторами 
возбуждения. Асинхронное самовозбуждение наиболее опасно для 
электрических систем, так как колебания обычно нарастают в те
чение нескольких периодов до максимального значения, а сущест
вующие автоматические регуляторы возбуждения не в состоянии 
подавить этот быстро развивающийся процесс.

Строгий анализ условий самовозбуждения машины с демпфер
ной обмоткой можно провести по методике 114], т. е. исследуя ха
рактеристическое уравнение машины. Характеристическое уравне
ние для СМ, имеющей на роторе полную демпферную обмотку, при 
условии постоянства частоты вращения ротора является уравне
нием седьмой степени. Анализ этого уравнения позволяет опреде
лить зоны самовозбуждения и сделать следующие выводы: демпфер
ные обмотки на роторе не влияют на границу зоны синхронного 
самовозбуждения; мало влияют на границу зоны II  и существенно 
расширяют зону III. Явление самовозбуждения возникает и при



работе АМ с симметричным ротором, когда в цепи обмотки статора 
включено емкостное сопротивление.

В общем случае явление самовозбуждения машин переменного 
тока, работающих параллельно сети, нарушает нормальную ра
боту системы. Однако явление самовозбуждения получает и про
мышленное применение. В АД применяется способ торможения, 
использующий явление самовозбуждения при замыкании обмотки 
статора на батарею конденсаторов. В ряде отраслей промышленнос
ти используются самовозбуждающиеся генераторы переменного тока 
(синхронные, реактивные и асинхронные). Специальные генераторы 
с емкостным самовозбуждением перспективны в силовых импульс
ных системах [6, 421.

§ 14.6. Расчет динамической устойчивости
синхронной машины методом площадей

При конечных возмущениях ротор СМ может испытывать коле
бания значительной амплитуды. Когда СМ работает параллельно 
с сетью, колебания угловой частоты вращения ротора происходят 
относительно синхронной угловой частоты. Одновременно с коле
баниями частоты вращения ротора происходят также колебания 
угла нагрузки.

При конечных возмущениях характер протекания переходного 
процесса зависит не только от исходного режима машины, но и 
от вида возмущения. Простейшее возмущение — это внезапное 
изменение какой-либо величины, остающейся затем постоянной, 
например внезапное увеличение или снижение нагрузки на валу 
СД, отключение участка линии передачи между генератором и 
приемной системой, обусловливающие скачкообразное изменение 
индуктивности цепи статора, и т. п. На практике встречаются воз
мущения в виде импульса (кратковременная нагрузка). В общем 
случае возмущение может иметь сложный характер во времени.

Колебания СМ бывают вынужденные и свободные. Вынужден
ные колебания возникают в тех случаях, когда механический момент 
на валу не постоянен и содержит пульсирующие составляющие, 
например при соединении СМ с поршневыми машинами (дизельны
ми двигателями или поршневыми компрессорами). Вынужденные 
колебания особенно опасны, если их частота близка частоте сво
бодных или собственных колебаний. Возникающий при этом ре
зонанс колебаний может привести машину к выпадению из синхро
низма. Для уменьшения вынужденных колебаний СМ снабжают 
маховиком или ротор машины выполняют с повышенным маховым 
моментом. Наличие полных демпферных обмоток способствует сни
жению амплитуды вынужденных колебаний.

Свободные колебания ротора обусловлены самой природой СМ, 
так как она при работе параллельно с сетью представляет собой 
колебательную систему. Физическую картину свободных колеба
ний рассмотрим с помощью статической угловой характеристики, 
представленной на рис. 14.5,а. При постоянной частоте вращения



ротора электромагнитный момент СМ уравновешивается момен
том сопротивления, приложенным к валу машины. Если это ра
венство нарушается, то в уравнении равновесия моментов появится 
динамический момент вследствие изменения угловой частоты вра
щения ротора.

Пусть момент нагрузки СД быстро увеличился от до Мг. 
Под действием АМ — М 2 — М 1 избыточного момента сопротивле-

а)
* )

11 tг íj- 
|  ̂ i цикл | ¿цикл Зцикл

Рис. 14.5. Колебания угловой частоты и угла нагрузки при внезапном из
менении момента сопротивления на валу СД двигателя

ния (рис. 14.5,а) ротор двигателя тормозится, угол © и электромаг
нитный момент увеличиваются. Запас кинетической энергии вра
щающихся масс уменьшается. Если бы вращающиеся массы не 
обладали моментом инерции, то переход к новому установившему
ся режиму, характеризуемому углом 02, произошел бы мгновенно. 
Но вследствие инерции ротор вращается некоторое время с замед
ленной частотой. В момент времени h (рис. 14.5,6) электромагнит
ный момент возрастает от до значения М 2, соответствующего 
углу ©2. Однако частота вращения ротора в этот момент меньше 
синхронной, скольжение s максимальное, угол 0  увеличивается и 
соответственно увеличивается электромагнитный момент. Под влия
нием избыточного положительного момента частота вращения уве
личивается. В момент 4  частота вращения ротора равна синхрон
ной (s =  0), электромагнитный момент равен М 3, угол 0  и избыточ
ный положительный момент максимальны. Из-за избыточного 
электромагнитного момента частота вращения ротора увеличивает
ся выше синхронной (скольжение s <  0), угол 0  уменьшается. 
В момент времени í4 0  =  02, электромагнитный момент Мг =  М сг, 
избыточный момент равен нулю, но со >  coi и угол © продолжает 
уменьшаться. Если бы на ротор не действовали успокаивающие 
силы, то угол 0  снизился бы до ©! и в дальнейшем ротор продолжал 
бы вращаться с колеблющейся частотой бесконечно долго. В СМ



имеются успокаивающие силы, уменьшающие амплитуду колеба
ний ротора, — это демпферные моменты, создаваемые роторными 
обмотками или массивными частями ротора. Под действием демп
ферных моментов амплитуда колебаний частоты вращения ротора 
со временем уменьшается до нуля и наступает установившийся 
режим, характеризуемый углом 02 нагрузки и электромагнитным 
моментом Мг =  Мс2.

При исследовании динамической устойчивости СМ частота вра
щения ротора — неизвестная переменная величина. Поведение СМ 
в этих режимах описывается полной системой нелинейных диффе
ренциальных уравнений (9.18) и (7.7), которая решается числен
ными методами на ЦВМ или моделированием на АВМ.

Наиболее простой метод исследования динамической устойчи
вости —  метод площадей, позволяющий в первом приближении 
определить предельно допустимые возмущения, соответствующие 
границе динамической устойчивости без расчета исходной нелиней
ной системы уравнений. Сущность метода в следующем. Определим 
энергию, расходуемую ротором при торможении:

в,
Лторм =  f A MdQ. (1 4 .3 8 )

0.
Представим ее графически в виде площади ABC (рис. 14.5, а). Энер
гия, запасаемая ротором при ускорении,

в,
Луск =  j  AM de (1 4 .3 9 )

в2

и численно 
CD'D".

Если Л,

равна площади

то СД=  Ауск ^*торм>
удерживается в синхронизме. 
В точке О" вся потерянная 
ранее кинетическая энергия 
(рис. 14.5, а) оказывается 
восполненной. При наличии 
потерь колебания ротора со 
временем затухают (рис.
14.5, б) и зависимость э =  /(0 ) 
принимает вид спирали (рис.
14.5, а). Рассмотрим случай, 
когда энергия торможения 
уравновешивается энергией,

полученной при ускорении ротора, не в точке О ", а в точке И. 
Точку И называют критической, так как при дальнейшем увеличе
нии угла 0  на ротор действуют не ускоряющие, а тормозящие си
лы и двигатель выпадает из синхронизма. Возможен случай, когда 
■^ускО^торм (Рис- 14.6), зависимость х =  /(0 ) неограниченно растет.

Рис. 14.6. Графическое определение 
устойчивости  режима работы СД при 

внезапном набросе нагрузки



Рассматривая внезапное изменение внешних сил при быстрых 
изменениях угла 0 , нельзя пренебрегать наведенными токами в 
обмотках ротора при его перемещении относительно потока ре
акции якоря. Поэтому для повышения точности расчета динамиче
ской устойчивости в первом цикле колебаний необходимо пользо
ваться динамическими угловыми характеристиками 138). При расчете 
последних учитывают влияние электромагнитных переходных про
цессов на работу СД, а это усложняет расчеты. По мере затухания 
качаний ротора затухают и свободные составляющие токов в об
мотках ротора, поэтому динамическая характеристика СД снижает
ся в сторону статической. Затухание колебаний происходит по слож
ному закону.

Может оказаться, что после нескольких качаний СД выпадает 
из синхронизма, так как для нового режима работы он статически 
неустойчив, хотя динамическая угловая характеристика за счет 
свободных токов в первые циклы качаний обеспечивает его син
хронную работу.

Определим динамическую угловую характеристику СД без демп
ферной обмотки на роторе. Применяя принцип постоянства потоко- 
сцеплений к обмотке ротора, допустим, что при колебаниях час
тоты вращения свободные токи, возникающие в обмотке ротора, 
компенсируют изменения продольной составляющей тока статора, 
а магнитный поток, сцепленный с обмоткой возбуждения, остается 
постоянным:

Wt =  Xflf +  xadid. (14.40)
Тогда из формулы (14.40) находим

if =  (xVf — xadid)/xf. (14,41)

Потокосцепление обмотки статора по продольной оси
Wd =  xdid +  xadi,. (14.42)

При установившемся режиме работы (со =  ю, =  1) и при г, =  0 
xYd =  Uq =  Ulm cos©. (14.43)

Подставляя и if в (14.42), получим

i7tmcos0  =  (xad/xf)W f +  (xd — x 'fjx f) id. (14.44)

где (xad/xf)xYf =  Ed =  const; x d — x2J x f =  x'd), тогда

(7lmcos0  =  Ed +  xdid (14.45)

или
Ed =  U\m cos 0  — xdid. (14.46)

Электродвижущая сила Е'д представляет собой величину, про
порциональную потокосцеплению обмотки возбуждения. В первый 
момент нарушения режима работы СМ она остается постоянной.



При введении этой ЭДС можно применять одну и ту же схему за
мещения СМ как в установившемся, так и в переходном режиме 
работы. Тогда динамическая угловая характеристика СД

М =  ( и ш Еа/  х'а) йп 0 . (14.47)

Это выражение находим из уравнения для электромагнитного 
момента вращения СД, если пренебречь активным сопротивлением 
обмотки статора и реактивным моментом, заменяя Е0 на Е'а, а х л 
на хл. Обычно принимают £ ' =  и Хт =  1,0, тогда при х'й =  0,25 
момент М тах =  4,0, т. е. СД имеет четырехкратный запас устойчи
вости по сравнению с расчетами по статической характеристике при 
и  1т =  1,0; Е0 =  2,0; х й =  2,0. Динамическую устойчивость мож
но исследовать на основании полной системы дифференциальных 
уравнений (9.18). Общим методом решения в этом случае будет 
метод численного интегрирования с использованием вычислитель
ных машин.

§ 14.7. Расчет переходных процессов
при исследовании динамической устойчивости на АВМ
При исследовании динамической устойчивости СМ на АВМ воз

можны различные формы записи полной системы дифференциальных 
уравнений. Наиболее простая и устойчивая математическая модель 
получается при использовании дифференциальных уравнений, за
писанных в координатных осях d и q, жестко связанных с ротором 
(9.18) и (7.7). Если напряжение, подводимое к обмотке статора, 
симметрично, то составляющие напряжения по осям d и q предста
вим в виде

Ud =  — U imsin@; Uq =  Uim cos0 . (14.48)

При электромеханических переходных режимах частота враще
ния не остается постоянной: со =  со1( 1 — 5), причем

s =  (l/<ot) (d£>/dx). (14.49)

Тогда уравнения (9.18) равновесия напряжений обмоток статора 
и ротора и уравнение (7.7) моментов СД при условии, что tot =  
*= 1 o.e., запишем в виде

<T¥d/dx =  — Ulm sin 0  +  (1 — s) — r,td;
■r.idxYq/dx =  Ulm cos 0  — (1 — s) 4^ ■ 

d№fldx =  Uf — rfif ;
(FPud/dx =  — rvdiyd; dWyg/dx =  - 

ds/dx =  (1/7V) (Mc — Wdiq +  4 y d); dQ/dx =  s,

l l <7>

' г у ч 1уч<

(14.50)

где



1(1 —  ^ д ! х (I —  (х аб.1х л) ( Ч  "Ь ¿¡/й)»

1д =^¥д1Хд {ХаЯ̂ Хч) 1У9'
*, =  4 {1х, -  (хаЛ/х^ (1а +  *„„); (И .51)

1ус1 —  Л̂ус1^Х}/<1 (Ха ^  х уй) (гй "Ь *'/).
Ья ~  ^уя^хуя (хая̂ хуя) Не

структурная схема (рис. 14.7) математической модели СД реа
лизует операции, необходимые для решения системы (14.50). Она

Рис. 14.7. Структурная схема математической 
модели СД

содержит интеграторы 1—6, 12, инверторы 7— 11, сумматоры 13 
17. Произведения токов и потокосцеплений, скольжения и потоко- 
сцеплений получают с помощью блоков Н1 Н4 перемножения.



Изменения угла 0 , возникающие при колебаниях ротора СД, реа
лизуются нелинейными типовыми блоками синуса и косинуса. Для 
расширения диапазона изменения угла 0  схема дополнена устрой
ством периодизации угла, собранным на высокочувствительном 
поляризованном реле П.

Для иллюстрации результатов решения на АВМ переходных 
процессов СД на рис. 14.8 приведены осциллограммы изменений

угла 0  и скольжения s при 
внезапном приложении на
грузки М с на вал двига
теля. Эти осциллограммы 
сняты при постоянном на
пряжении обмоток статора 
и номинальном напряже
нии обмотки возбуждения. 
Длительность возмущаю
щего воздействия, которым 
является внезапное прило
жение момента М с нагруз
ки на валу двигателя, со
ставляет At — 2,2 с. Мо
мент нагрузки показан в 
виде прямоугольника 
сплошной линией.

Анализируя процесс, 
изображенный на рис. 14.8, 
видим, что при внезапном 
приложении нагрузки воз
никают колебания угла 0  

и скольжения s, которые уменьшаются с течением времени. При 
внезапном снятии нагрузки колебания угла 0  и скольжения ме
няют свой знак. Амплитуды колебаний угла © и скольжения s 
в течение времени действия нагрузки на валу уменьшаются. Сле
довательно, СД не выпадает из синхронизма. Задавая значения мо
ментов нагрузки на валу с помощью делителя Д 15 и меняя длитель
ность их действия, установим, при каких условиях СД выпадает 
из синхронизма и когда его работа неустойчива. Время действия 
момента задают с помощью дополнительного реле, которое можно 
включать и выключать в любой момент времени.

Осциллограммы кривых 0  и s (рис. 14.8) представляют собой 
выходные сигналы с усилителей 6 и 12. Если необходимо знать 
характер изменения потокосцеплений или токов, то достаточно 
снять осциллограммы выходных сигналов с усилителей 1—5, 13— 
17. Иногда при исследовании динамической устойчивости и втяги
вания в синхронизм можно пренебречь влиянием электромагнит
ных переходных процессов и рассматривать только механические 
переходные процессы с учетом статических механических характе
ристик. При этом исходным уравнением является уравнение (7.7) 
движения ротора. Обычно при исследовании уравнения движения

Рис. 14.8. Переходный процесс син
хронного двигателя при Ui =  const; 
Uf =  ^ /н о м : М с =  0,8 о. е .; At =  2,2 с



ротора считают, что электромагнитный момент вращения, разви
ваемый СМ, представляется суммой среднего и пульсирующего 
моментов (11.22). При исследовании динамической устойчивости 
и втягивания в синхронизм рассматриваются процессы, протекаю
щие при небольших отклонениях частоты вращения ротора от син
хронной. В этом случае принимаем, что пульсирующая составляю
щая момента /И(0 ) не зависит от скольжения и определяется при 
установившемся синхронном режиме работы. Среднюю составляю
щую момента СМ, имеющей на роторе полную демпферную обмот
ку, при изменении скольжения в пределах от 0 до 0,1 представим в 
виде

Мср =  Кс1в!(1т, (14.52)

где К — коэффициент пропорциональности.
Тогда уравнение движения ротора

Ти (сРв/йт*) -|- К (йв!йх) +  М  (0 ) =  М с. (14.53)

Рис. 14.9. График движения ротора в устойчивом  ( / )  и неустойчи
вом (2) режимах

Выражение (14.53) — нелинейное дифференциальное уравнение 
второго порядка, его можно исследовать с помощью построения 
семейства интегральных кривых на фазовой плоскости. Так как 
время т не входит явно в (14.53), его можно исключить. Тогда по
рядок уравнения (14.53) снижается на единицу. Принимая сколь
жение за новую переменную, запишем

¿ 0 /с/т =  с!2&/йх2 =  £&/с?т =  « (ск/¿0), (14.54) 

тогда (14.53) представим в виде

Т ^ ^ /Л Э )  +  К5 +  Л1 (0 ) =  А*С, (14.55)

или

<&/<*е =  [Мс — я « — м ( 0 ) ] / ( г ^ ) .  (14.56)
Наиболее наглядно решение (14.56) выглядит в виде семейства 

интегральных кривых на фазовой плоскости (в координатах в, 0 ).



Если непосредственное интегрирование (14.56) невозможно, то се
мейство интегральных кривых можно построить графически или 
найти с помощью АВМ. При решении уравнения движения ротора 
неявнополюсного СД в первом приближении предположим, что 
электромагнитный момент имеет вид

М (0 ) =  М т sin 0 . (14.57)

Решение (14.56) на АВМ можно получить в виде осциллограмм 
как в фазовых координатах s, 0  (рис. 14.9, а), так и во времени 
(рис. 14.9, б). Анализ процесса на фазовой плоскости позволяет 
наглядно представить физику процесса.

§ 14.8. Вынужденные и свободные колебания

Уравнение движения ротора можно использовать при анализе 
вынужденных и свободных колебаний СМ. В этом случае удобно 
пользоваться линеаризованными уравнениями, так как при иссле
довании колебаний линеаризация не вносит существенной погреш
ности даже при значительных амплитудах колебаний угла 0 . Для 
неявнополюсного СД момент сопротивления уравновешивается сум
мой следующих моментов: Т / d2AO/di2—динамического; Aímsin 0о — 
электромагнитного; М SA0 — синхронизирующего; MddAQ/dx — 
демпферного.

Момент сопротивления на валу содержит постоянную М с0 и 
периодические Aíov составляющие:

v= oo

М с =  М с0 +  ^ M Cvcos К  т  +  gv), (14.58)
*=i

где , £» — угловая частота и фазный угол гармонических со
ставляющих момента сопротивления.

Следовательно, уравнение движения ротора в режиме синусои
дальных колебаний частоты вращения

Tj dlAQ¡dx2 +  M ddA@/dx +  MsA0  +  sin 0 O =
v= oo

=  M aa +  2  ^ cv cos K T +  &)• (14.59)
v=l

Если рассматривать такие колебания частоты вращения ротора, 
при которых средний момент сопротивления за один оборот оста
ется постоянным и уравновешивает электромагнитный момент вра
щения, то (14.59) примет вид

v = oo

Т. +  M d +  M sA0  =  2  Mr, cos К  т +  I , ).
dx dz S

(14.60)
В общем случае решение уравнения (14.60), позволяющего опре

делить амплитуду и частоту колебаний угла А0, состоит из част



ного решения при установившемся режиме, определяющего вы
нужденные колебания ротора,

v— 00 ■ . , г

д0| _  V  (14.61)
- I  „ , | /  Г , - . 4 , / . .  , )*

и из решения однородного уравнения, определяющего свободные 
затухающие колебания ротора при воздействии возмущающего им
пульса,

Л0 2 =  Л, exp (p(t) +  А.г ехр (р.2т). (14.62)
Рассмотрим свободные колебания ротора при отсутствии затуха

ния, т. е. при M d =  0, тогда (14.60) представим в виде
d2A 0 /d t2 +  (MJT. , ) Д0 =  d2Á@/dx2 +  ш^Д© =  0, (14.63)

где <о0 =  \rM jT j  — угловая частота свободных механических ко
лебаний.

Решение уравнений (14.63) относительно Д0 имеет вид
Д0 2 =  A, sin ш0т +  /42cos ш0т ,  (14.64)

где Ai и Аг — постоянные, определяемые из начальных условий. 
Скорость изменения угла

dAQ2ldx — u)„A cos (d0t  — <*><И2 sin ü>0t .

Принимая для начального момента т =  0, получим Д0г =  
=  Д0т ; dAQz/dx =  0, откуда А, =  0; А2 =  Д0т . Следовательно,

Д0 2 =  A0 mc:oso)ox . (14.65)

Из (14.65) следует, что колебания ротора имеют гармонический 
вид и амплитуда колебаний Д0 т  равна тому максимальному углу, 
на который ротор выводится внешним воздействием из своего поло
жения равновесия. Частота свободных колебаний ротора

/ 0 =  »„(2*)=  11 /(2тг)] V M J T J ,  (14.66)

период свободных колебаний

т0 =  1 //о =  2* V T J M 3. (14.67)
Если демпферный момент не равен нулю, то частоту и коэффи

циент затухания свободных колебаний определим из выражения
cPAQ/dx2 +  (Md/Tj) (dAQ/dx) +  шоД0  =  0, (14.68)

характеристическое уравнение которого
p* + { Mdl T j ) p  +  ш0 =  0 (14.69)

имеет корни



где а =  M d/(2TJ) — коэффициент затухания; шсв =  У  шо — “2 — 
частота свободных колебаний.

Этими формулами можно пользоваться, если известны М 8 и 
М а. Необходимо иметь в виду, что коэффициенты синхронизирую
щего и демпферного моментов — функции частоты свободных 
колебаний. Как видно из (14.61), частота вынужденных колебаний 
ротора равна о)ч , поэтому при

с ,  =  ш0 =  (14.71)

наступает резонанс колебаний.
Модуль резонанса (т. е. коэффициент возрастания колебаний) 

при отсутствии успокоения равен бесконечности. Наличие демпфер
ного момента существенно снижает модуль колебаний, особенно 
в наиболее опасной зоне, когда (о0/о)» =  0,8 1 ,2 .

§ 14.9. Критерий втягивания в синхронизм

Синхронные двигатели запускаются в ход в асинхронном режи
ме. Работая в процессе пуска как асинхронный, СД должен раз
вить частоту вращения, близкую к синхронной, и после включения 
тока возбуждения войти в синхронизм. Втягивание в синхронизм — 
это тот промежуточный режим работы за время пуска, когда СД 
уже перестал работать в чисто асинхронном режиме, но еще не ра
ботает в синхронном. Период втягивания в синхронизм начинается 
с момента подачи напряжения на обмотку возбуждения и закан
чивается при достижении двигателем синхронной частоты враще
ния.

Условия втягивания в синхронизм характеризуются входным 
моментом УИВХ. Обычно при проектировании СД используются 
специальные критерии синхронизации, основанные на определении 
критического скольжения, которое изменяется в широких пределах 
в зависимости от нагрузки на валу двигателя. В качестве критерия 
втягивания в синхронизм при проектировании и эксплуатации СД 
следует принимать значение М вк, равное максимальному моменту 
сопротивления на валу, при котором двигатель достигает синхрон
ной частоты вращения, работая от сети с номинальным напряже
нием и частотой. Для данной конструкции СД момент М вх зависит 
лишь от момента инерции вращающихся масс.

Чтобы проанализировать влияние различных параметров СД на 
втягивание в синхронизм, необходимо исследовать электромехани
ческие переходные процессы (14.50). С практической точки зрения 
важно, втянется двигатель в синхронизм при определенной нагруз
ке или нет. При синхронной частоте вращения средняя составляю
щая момента (11.46) отрицательна или равна нулю. Следовательно, 
она не может быть причиной втягивания в синхронизм даже при 
работе в режиме X X , причина втягивания СД в синхронизм — пуль
сирующая составляющая момента при условии, что ротор под дей-



ствием среднего момента достигает частоты вращения, близкой к 
синхронной.

Если момент сопротивления М с меньше максимального момен
та, развиваемого двигателем в синхронном режиме, то СД втяги
вается в синхронизм. При этом избыточный момент, развиваемый 
СД в асинхронном режиме, должен быть достаточным для того, 
чтобы придать ротору ускорение до синхронной частоты. Руковод
ствуясь этими соображениями, можно вывести упрощенный крите
рий втягивания в синхронизм. Если пренебрегать электромагнит
ными переходными процессами, то для исследования процесса 
синхронизации достаточно рассмотреть уравнение движения ро
тора, записанное в виде (14.53). В первом приближении считаем, 
что средняя составляющая момента при втягивании в синхронизм 
полностью уравновешивает момент сопротивления. Тогда (14.53) 
упростится и примет вид

Tj dT-Q/dx2 +  М т sin 0  =  0. (14.72)

Умножим обе части уравнения (14.72) на d®, тогда получим
Tj (d20  d-c2) d e =  — М т sin 0  • d e  (14.73)

или
0,5Tj d (dQ/dx)2 =  M md (eos 0 ). (14.74)

Так как dQ/dx =  s, то
0,5Tj d(s)2 =  M md (cos Q). (14.75)

Из (14.75) следует, что 
изменение квадрата сколь
жения маховых масс за пе
риод втягивания в синхро
низм равно работе синхро
низирующих сил. Эта ра
бота при изменении угла 
нагрузки, например от 0 ( 
до 0 2 , пропорциональна 
заштрихованной площади 
(рис. 14.10). Максимальная 
работа равна всей площа
ди, ограниченной кривой.

Обозначим наибольшее скольжение, при котором еще возможно 
втягивание в синхронизм, через sKp. Для втягивания двигателя в 
синхронизм максимальная работа синхронизирующих сил должна 
быть достаточной, чтобы придать ротору ускорение от скольжения
S =  Л’ „р ДО S —  0 .

Интегрируя левую часть уравнения (14.75) в пределах s =  sKp-j- 
■f- 0, а правую часть — в пределах 0 = 0  -f- л, получим — 0 ,5  X
X T J S KD =  _  Ш ' П '  0 Т К У Д а

s„p -  2 К  Mm¡Tj . (14.76)



Это уравнение дает возможность определить, что под действием 
среднего электромагнитного момента ротор должен достичь часто
ты вращения не меньше (1 — sKp)a>i, тогда двигатель втянется в 
синхронизм. Уравнение (14.76) получено при допущении, что сред
ний электромагнитный момент уравновешивает момент сопротивле
ния, а реактивный момент равен нулю. Реактивный момент на ве
личину sI!p не влияет, так как его работа за период 0  =  0 -4- л 
равна нулю. Однако равенство среднего момента и момента сопро
тивления имеет место только при скольжении sKp. При изменении 
скольжения от sKp до 0 средний момент изменяется от М с до 0. Мо
мент сопротивления в этом случае можно считать постоянным, так 
как частота вращения ротора изменяется незначительно. Поэтому 
при значениях скольжения меньше sKp появляется дополнительная 
составляющая момента, обусловленная разностью среднего момента 
и М с, которая препятствует втягиванию в синхронизм. Чтобы 
учесть эту дополнительную составляющую момента, необходимо 
оперировать с (14.53). Домножая его на dQ, после преобразования 
получим

d (s)2 =  (2M J T .,) d (cos 0 ) +  (2!T j ) (Mc — Ks) dQ. (14.77)
Для решения (14.77) необходимо знать зависимость s =  /(0 ). 

Интегрируя (14.75), найдем 0,5TjS2 »  Atfmcos0 +  С, где С — по
стоянная интегрирования, определяемая из условия, что при 0  =  я 
скольжение s =  0, т. е. С =  Мт\ тогда скольжение

s =  2 cos (0/2) =  sKpcos(0 '2). (14.78)

При 0  =  0 имеем /<s1(p =  М с и, следовательно, К =  M c/s Kp, 
тогда средняя составляющая момента

Ks =  (M c/sKp)sKpcos(0/2) =  М с cos (0/2). (14.79)

Подставляя (14.79) в (14.77) и интегрируя левую часть уравне
ния в пределах s =  sKp ч- 0 , а правую — в пределах 0  =  0 -f- л, 
найдем

sKp =  2 V  [Л4т  — /Wc (rc — 2)/2\/Tj =  2 /  (Ми -  0,6МС)/Г , .
(14.80)

Э т о  уравнение дает возможность определить максимальную ве
личину скольжения, при которой ротор СД, работающий в асин
хронном режиме, под действием синхронизирующих сил может до
стичь синхронной частоты вращения. Уравнение (14.80) соответ
ствует условиям втягивания в синхронизм полностью возбуж
денного СД при максимальной работе синхронизирующих сил. На 
практике требуется определять критическое скольжение, при ко
тором обеспечивается втягивание в синхронизм в случае включе
ния возбуждения в относительно невыгодный момент времени. 
Для этого случая критическое скольжение получается значитель
но меньшим, чем определенное по (14.80). Если вместо коэффици



ента 2 в (14.80) ввести коэффициент 1,05 133], тогда критерий втя
гивания в синхронизм (при М с <  Мт) представим в виде

5 „р <  1,05 ] / ( М т - 0 , 6 М с) /Г ,  . (14.81)
При проектировании СД важным вопросом является выбор па

раметров пусковой обмотки по условиям втягивания двигателей в 
синхронизм. Критерий (14.81) втягивания в синхронизм позволяет 
спроектировать двигатель, удовлетворяющий техническим усло
виям. Так как наиболее полно синхронизирующую способность 
СД характеризует входной момент, то выражение для Л4ВХ получим 
из (14.81). Учитывая, что представляет собой максимальный 
момент сопротивления на валу СД, при котором еще возможно 
втягивание в синхронизм, запишем

5КР =  М с/К =  М „/ К . (14.82)
В (14.81) момент сопротивления М с, при котором двигатель 

втянется в синхронизм при данном критическом скольжении, ра
вен входному моменту М вх. Следовательно, подставляя (14.82) в
(14.81) и решая относительно /Ивх, найдем

Мвх =  [ — 0,66 +  \ П Ш Т Т Щ ^ Г Т 7 Ю г ]/(2Гу /К2). (14.83)
Полученное уравнение позволяет рассчитать входной момент 

для СД при заданных значениях напряжения и частоты питаю
щей сети и определить, как будет зависеть момент УИВХ от измене
ния момента инерции вращающихся масс.



Раздел четверт ый
К О М М УТАЦ И Я  КОЛЛЕКТОРНЫ Х МАШ ИН
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§ 15.1. Сущность процесса коммутации

Под коммутацией коллекторных электрических машин пони
мают совокупность явлений, связанных с последовательным пере
ходом секций якорной обмотки из одних параллельных ветвей в

другие. В процессе этого перехода 
/  ток в коммутируемой секции меня

ет направление на противополож
ное. На рис. 15.1 показано взаим
ное расположение коммутируемой 

Ь̂ С'ьг ^  секции аЬ и щетки в различные
периоды коммутации. Во время 
коммутации секция аЬ замкнута 
накоротко щеткой. Ток I, проте
кающий по секции, называют то
ком коммутируемой секции.

Ток коммутируемой секции 
уменьшается от -И а до нуля, из
меняет знак на противоположный 
и вновь возрастает до тока парал
лельной ветви — Процесс изме- 

2 ¿а нения тока в коммутируемой сек
ции при ширине щетки, равной 
ширине коллекторной пластины, в 
общем виде описывается дифферен
циальным уравнением

S) 2 Ln

Z'
¿а

и з

I)

1 з -ш

'Г у

У  ‘Y  Y
1 2 1 J  1 -

1 Lu

Lc (di/dt) +  Rci -f- i%r2 — itrt — ±  eK,

(15.1)

где LB — индуктивность коммути
руемой секции; Rc — активное соп
ротивление секции и петушков; г,, 
п  — сопротивление щеточного кон
такта набегающего и сбегающего 
краев щетки; it, 12—токи, проте

кающие через набегающий и сбегающий края щетки; ек — ЭДС 
внешнего поля, или коммутирующая ЭДС.

Коммутация —  это сложный процесс, зависящий от большого

Рис. 15.1. Процесс коммутации 
секции аЬ при ширине щетки, 
равной ширине коллекторной 

пластины



числа различных факторов. Труднее всего поддается математиче
скому описанию процесс изменения сопротивления щеточного кон
такта набегающего и сбегающего краев щетки при движении щетки 
по коллектору. Сложность заключается в том, что удельное сопро
тивление щеточного контакта — функция многих переменных 
(плотности тока, атмосферных условий, продолжительности рабо
ты машины, температуры коллектора, площади контакта и т. д.). 
Многочисленные исследования вольт-амперных характеристик ще
ток показали, что сопротивление щеточного контакта — нелиней
ная функция плотности тока. Следовательно, (15.1) — нелинейное 
дифференциальное уравнение и решения в общем виде не имеет.

Точное решение (15.1) возможно только численными методами, 
приближенное — путем аппроксимации действительной зависимос
ти сопротивления щеточного контакта от плотности тока какой- 
либо простой зависимостью, причем точность приближения во мно
гом зависит от принятых допущений. В настоящее время имеются 
следующие теории коммутации: 1) классическая; 2 ) на основе 
допущения At/щ =  const; 3) оптимальной коммутации. Общие 
допущения для этих теорий: 1) полное механическое совершенст
во щеток и коллектора при любых частотах вращения; 2) толщина 
изоляционной прокладки между коллекторными пластинами бес
конечно мала.

§ 15.2. Природа щеточного контакта

Одной из первых появилась гипотеза непрерывного контакта, 
т. е. контакта, при котором ток равномерно распределяется по 
всей поверхности щетки. Основное допущение, вытекающее из ги
потезы и положенное в основу классической теории коммутации, 
следующее: постоянство удельного сопротивления щеточного кон
такта и независимость его от плотности тока, т. е. гщ — const. 
Однако эта гипотеза не могла объяснить характера зависимости 
падения напряжения в щеточном контакте от плотности тока; кро
ме того, удельное сопротивление щеточного контакта, как пока
зали эксперименты, — явно выраженная функция плотности тока 
под щеткой.

В 30-е годы И. Нейкирхен выдвинул гипотезу точечного кон
такта, согласно которой скользящий контакт рассматривается как 
совокупность точек перебегающего непосредственного контакта, 
действительная поверхность которых в десятки раз меньше всей 
поверхности щетки. Передача тока от щетки к коллектору и обрат
но осуществляется через: 1) непосредственный механический кон
такт между щеткой и коллектором; 2 ) мельчайшие частицы медной 
и графитной пыли; 3) ионизированные воздушные щели между 
щеткой и коллектором. Площадь непосредственного механического 
контакта состоит из отдельных контактных точек. Так как при ра
боте машины происходит механическое стирание щетки, то кон
тактные точки непрерывно смещаются в различных направлениях. 
Площадь контактных точек значительно меньше расчетной поверх



ности щетки, поэтому плотности тока в этих точках очень велики. 
С действительной поверхностью контакта граничит клиновидное 
пространство между поверхностями щетки и коллектора, причем на 
некотором участке этого пространства частицы угольной или ме
таллической пыли образуют пылевую зону. Пылевая зона проводит 
ток при наличии напряжения между поверхностями щетки и кол
лектора. При протекании тока через скользящий контакт в резуль
тате электрического износа происходит выделение мелких зерен 
диаметром 0,5— 1,5 мкм, причем количество зерен пропорционально 
плотности тока. Следовательно, с увеличением плотности тока 
проводимость переходного слоя между щеткой и коллекторной плас
тиной должна возрастать. С пылевой зоной граничит зона пробоя, 
в которой расстояния между поверхностями щетки и коллектора 
настолько малы, что ток проводится путем ионной и электронной 
эмиссии, но лишь при условии предварительного соприкосновения 
поверхностей. Эта проводимость преобладает при больших плот
ностях тока под щеткой.

В последние годы большое внимание уделяется изучению кон
тактной поверхности коллекторных пластин. В воздухе всегда 
есть влага и всегда содержатся различные оксиды. Поэтому при 
прохождении тока через слой щеточного контакта возникает явле
ние электролиза. В результате электролиза на коллекторе образу
ется блестящая пленка оксидов меди, называемая политурой кол
лектора. Пленка оксида меди имеет повышенную твердость и теп
ловую устойчивость. Исследования показали, что собственное 
электрическое сопротивление поверхностной пленки оксида меди 
велико и, когда пленка не нарушена механически, ток протекает 
через нее путем пробоя. Электрический пробой пленки оксида меди 
получил название фриттинга. Напряжение пробоя определяется
толщиной пленки. При толщине пленки оксида меди в 50—400 А
напряжение пробоя составляет 0,5— 1,5 В (I А =  10~10 м).

Разрушение пленки оксида меди вследствие фриттинга приводит 
к образованию металлических мостиков. Исследования поверх
ности коллектора показали, что поверхностная пленка оксида 
меди испещрена малыми пятнами эллиптической формы, вытянуты
ми в направлении вращения коллектора. Электрическое сопротив
ление таких токопроводящих пятен по сравнению с сопротивлением 
пленки оксида меди практически равно нулю.

Особенность скользящего контакта состоит в том, что токопро
водящие пятна при перемещении коллекторной пластины от одной 
щетки к другой успевают окисляться кислородом воздуха. Окис
ление ускоряется под действием высоких температур в точках 
электрического контакта. Исследования, проведенные Е. Холь
мом, показали, что окисление почти полностью уничтожает токо
проводящие пятна в течение одного или нескольких оборотов кол
лектора.

Таким образом, прохождение тока через пленку оксида меди 
происходит при протекании двух взаимно противоположных про-



цессов: разрушения пленки путем механического стирания и фрит- 
тинга, сопровождающихся образованием токопроводящих пятен; 
окисления токопроводящих пятен кислородом воздуха. Эти процес
сы находятся в динамическом равновесии. Количество и размеры 
токопроводящих пятен определяются значением тока и временем 
формирования политуры коллектора. С увеличением плотности 
тока количество токопроводящих пятен растет, следовательно, 
сопротивление скользящего контакта уменьшается. Ф. Шретер 
обнаружил полупроводящие свойства коллекторной пленки. Полу- 
проводящие свойства оксидной пленки меди во многом определяют
ся температурой коллекторных пластин. При нагревании коллек
тора до 70° С токопроводящие свойства пленки резко увеличива
ются, сопротивление пленки стремится к нулю.

Изложенная теория щеточного контакта подтверждается экспе
риментами. Она позволяет объяснить характер вольт-амперных 
характеристик скользящего контакта и характер зависимости
гщ =  ДО-

В результате последних исследований в промышленность начали 
внедряться коллекторы из углеграфитовых материалов. В комму
тационном отношении углеграфитовый коллектор работает лучше, 
так как из-за отсутствия оксидной пленки увеличивается действи
тельная площадь контактирования. Он допускает увеличение но
минальных нагрузок в 1,5— 2 раза. Применение коллектора из анти
фрикционного графита снижает износ контактной пары более, 
чем на порядок. Специальные марки антифрикционных графитов 
и углепластиков по своим электрическим, физико-механическим и 
тепловым свойствам приближаются к меди.

§ 15.3. Вольт-амперные характеристики
скользящего контакта
Для теоретического анализа коммутации очень важен выбор 

правильной аппроксимации свойств щеточного контакта. Наиболее 
наглядно свойства щеточного контакта отражены в его вольт- 
амперных характеристиках, представляющих собой зависимости 
падения напряжения между щеткой и коллекторной пластиной 
от значения протекающего тока (или плотности тока). Эксперимен
тальные исследования показали, что на форму вольт-амперных 
характеристик щеток влияют многие факторы: материал щеток, 
состояние коллекторной оксидной пленки, степень и характер 
вибрации щеточно-коллекторного узла, температура щеток и кол
лектора, удельное давление в щеточном контакте, полярность ще
ток и т. д.

На рис. 15.2 приведены вольт-амперные характеристики щеток 
МГС-8, снятые с различными выдержками времени от начала рабо
ты, штриховой линией показана кривая температуры коллекто
ра. Снятие вольт-амперных характеристик установившегося ре
жима работы, получивших название статических вольт-амперных 
характеристик (кривая а), начинают с плотности тока 0,5—
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Рис. 15.2. Вольт-амперные 
характеристики щеток МГС-8

1 А /см2, увеличивая ее ступенями через 3— 4 А/см2. Выдержка 
времени на каждой ступени должна быть 20—30 мин, при этом 
политура коллектора полностью сформируется для фиксирования 
практически установившихся значений падения напряжения на 
сопротивлении щеточного контакта.

Четырехсекундные вольт-амперные характеристики щеток (кри
вая б на рис. 15.2) снимаются при прохождении через скользящий

контакт импульсов тока указанной 
длительности. В течение столь корот
кого времени политура коллектора 
существенно не изменяется. Темпера
тура коллекторных пластин постоян
ная, в то время как при снятии ста
тических вольт-амперных характе
ристик каждая точка характеристики 
снимается при качественно различной 
политуре коллектора и разной темпе
ратуре коллекторных пластин.

Падение напряжения под катод
ными щетками, если материал не со
держит примесей металла, выше, чем 
под анодными. Это ведет к различию 
хода коммутации в секциях, замыкае
мых разнополярными щетками. Вслед

ствие естественной нестабильности скользящего контакта получа
ется неудовлетворительная воспроизводимость вольт-амперных 
характеристик при повторном их снятии. Поэтому статические 
вольт-амперные характеристики снимают для группы параллельно 
включенных щеток и получают усредненные характеристики.

Динамические вольт-амперные характеристики скользящего кон
такта представляют собой зависимость мгновенных значений 
падения напряжения на сопротивлении щеточного контакта от 
мгновенных значений плотности тока. Широко распространен ме
тод определения динамических характеристик щеток с помощью 
контактного кольца с использованием переменного тока стандарт
ной частоты. Однако более близкими к действительности будут 
вольт-амперные характеристики щетки, снятые при импульсном 
характере изменения тока на специально выполненном коллекторе. 
Чтобы учесть неидентичность процесса коммутации под различны
ми коллекторными пластинами, вольт-амперные характеристики 
щеток рекомендуется снимать при таких длительностях импульсов 
тока, в течение которых коллектор делает 2—4 оборота. На рис. 15.3 
показаны типичные динамические вольт-амперные характеристики 
щеточного контакта. Наличие восходящей и нисходящей ветвей 
определяется свойствами политуры коллектора (опыты без поли
туры показали отсутствие петли).

Нелинейность восходящей ветви динамической вольт-амперной 
характеристики связана с пробоем оксидной пленки коллектора. 
Меньшая нелинейность нисходящей ветви объясняется тем, что по



достижении наибольшего значения тока на поверхности коллектора 
образовались токопроводящие пятна, достаточные для протекания 
данного тока. При последующем уменьшении тока эти пятна, не 
успевая заметно окислиться, продолжают пропускать ток, обеспе
чивая этим приближение к линейной обратной ветви. Существенное

Рис. 15.3. Вольт-амперные характеристики щеточного контак
та (щетка ЭГ-74-А) при различной температуре коллектора

влияние на характер вольт-амперных характеристик оказывает 
температура поверхности коллектора.

Вольт-амперная характеристика скользящего контакта угле
графитовой пары носит линейный характер.

§ 15.4. Классическая теория коммутации

Отличительной особенностью 
классической теории, разрабо
танной Е. Арнольдом, является 
допущение: удельное сопротив
ление щеточного контакта счи
тается постоянным независимо 
от плотности тока в контакте и 
от контактной поверхности. Это 
равносильно аппроксимации 
вольт-амперной характеристики 
щеточного контакта прямой ли
нией, исходящей из начала ко
ординат (рис. 15.4). Несмотря 
на то что такая аппроксимация 
довольно приближенная и спра
ведлива только при малых плот
ностях тока, выводы классичес
кой теории коммутации исполь
зуются в настоящее время очень 
широко. Основное значение

Рис. 15.4. Аппроксимация вольт- 
амперной характеристики щеточного 
контакта функцией, соответствую

щей допущению гщ =  const



классической теории коммутации состоит в том, что на ее базе про
водится расчет дополнительных полюсов, дающий результаты, 
близкие к действительности.

Если искусственно создать условия работы контакта по харак
теристике гш =  const (что можно осуществить посредством резкого 
снижения максимальной плотности тока в контакте), то все выводы 
классической теории окажутся в полном соответствии с опытом.

Расчет тока в коммутируемой секции. Чтобы упростить анализ 
процесса коммутации, ширину щетки считаем равной ширине кол
лекторной пластины. Обозначим — L c(di/dt) — ер и перепишем 
(15.1) в виде

e v ± e K =  Rci +  ri it —  rlil, (15.2)

где ер — реактивная ЭДС.
В первом приближении сопротивлениями секции и петушков 

пренебрегаем, а сумму ЭДС принимаем равной нулю. Тогда (15.2) 
упростится:

r2i2 — rlii =  0. (15.3)

При условии постоянства удельного сопротивления щеточного 
контакта сопротивления rt и г% становятся линейными функциями 
и изменяются обратно пропорционально площадям касания щетки 
с коллекторными пластинами. Эти сопротивления выражают через 
полное время Т  коммутации и текущее время от начала процесса 
коммутации /:

г, =  RmSm/Sl =  RmT/t\ r2 =  RluSm/S2 =  RmT/(T - 1), (15.4)

где R m — полное сопротивление щеточного контакта; S 4, S2, Sm — 
площади контакта набегающего, сбегающего краев щетки и всей 
поверхности щетки.

Из рис. 15.1 видно, что

h  —  ia  —  г‘> h  =  1а "Ь h  +  ¿2 =  2ta. (15.5)
Решая (15.3) и (15.5) совместно относительно тока коммутируе

мой секции и учитывая (15.4), получим

i =  г'а (Г1 — гг)!{гх +  Гг) =  ia (1 — 2ИТ). (15.6)
Коммутация, соответствующая этому закону изменения тока в 

коммутируемой секции, называется прямолинейной, т. е. ток в 
секции изменяется линейно от времени. Плотность тока при прямо
линейной коммутации постоянна под всей поверхностью щетки. 
Если сумма ЭДС в коммутируемом контуре не равна нулю, то, 
решая (15.2) и (15.5) относительно тока в коммутируемой секции, 
при допущении R c =  0 получим

i =  la (Ti — г4)/(г4 +  г2) +  (ер ±  е„)/(г, +  г2). (15.7)
Учитывая (15.4), представим ток в коммутируемой секции как 

функцию времени



1 =  |в (1 - а / Л  +  |(ер ± е к)//?щ1 (1 — / / л и / л .  О 5 -8 )

Второе слагаемое представляет собой добавочный ток /к, на
кладываемый на ток прямолинейной коммутации. Реактивная ЭДС 
ер, являясь ЭДС самоиндукции, замедляет процесс изменения 
тока в секции. Коммутирующая ЭДС ек может быть одного знака с 
ер или разных. В первом случае, когда ери е„ одинаковых знаков

Рис. 15.5. Кривые изменения тока в коммутируемой секции при за
медленной (а), ускоренной (б), сильно ускоренной (2) и сильно замед

ленной ( /)  коммутациях (в)

или ер >  ек, коммутация замедлена. Во втором случае, когда 
ек >  ер, коммутация ускорена. Кривые изменения тока в комму
тируемой секции представлены на рис. 15.5, а, б, в. Во всех слу
чаях при отклонении от прямолинейной коммутации происходит 
перераспределение плотности тока под краями щетки. О плот
ности тока под краем щетки можно судить по тангенсу угла а : 
Л =  (2i'a/Sm)tg сч; J2 =  (2ia/S UJ)tg а2, где а,, а.г — углы наклона 
касательной к кривой тока соответственно под набегающим и сбе
гающим краями щетки.

При замедленной коммутации под набегающим краем щетки 
плотность тока резко падает, а под сбегающим возрастает. При 
ускоренной коммутации, наоборот, под набегающим краем щетки 
плотность тока возрастает, а под сбегающим падает. Уменьшение 
плотности тока под сбегающим краем щетки позволяет добиваться 
безыскрового размыкания индуктивного контура коммутирующей 
секции. Следовательно, процесс нормально ускоренной коммута
ции наиболее благоприятен.

Принятое в классической теории допущение гщ =  const может 
привести к неправильному представлению процессов в коммутирую
щей секции. Согласно классической теории, независимо от значе
ния и знака суммы ЭДС добавочный ток г'к в конце периода комму
тации (t — Г) в соответствии с (15.8) равен нулю. Однако это рас
ходится с реальной картиной процесса коммутации. На рис. 15.5, в 
представлены экспериментальные кривые тока коммутируемой 
секции при сильно замедленной (кривая 1) и сильно ускоренной



(кривая 2) коммутации, из которых следует, что в обоих случаях 
г'„ в конце периода коммутации не равен нулю; появляется ток 
разрыва /раз, вызывающий искрение.

§ 15.5. Теория коммутации на основе допущения 
постоянства падения напряжения 
в щеточном контакте

О. Г. Вегнер провел многочисленные эксперименты по опреде
лению динамических вольт-амперных характеристик щеток (ти

па ЭГ-73 и ЭГ-74 [9]) и пришел к 
выводу, что эти характеристики 
не соответствуют классическому 
допущению постоянства удельного 
сопротивления щеточного контак
та, а гораздо больше соответству
ют допущению постоянства паде
ния напряжения А 11ш — const на 
сопротивлении щеточного контак
та. Поэтому вольт-амперная харак- 

5 10 15 20 j ,A/cm2 теристика щеточного контакта ап
проксимируется прямой линией, 

Рис. 15.6. Аппроксимация вольт- параллельной оси абсцисс (рис. 
амперной характеристики щеточ- 15.6). Такое допущение приемлемо, 
ного контакта функцией Д£/щ =  так как плотность тока под щеткой 

=const в существующих электрических ма
шинах достигает 10 А/см2 и более

О. Г. Вегнер предположил, что падения напряжения в сбегающем 
AUlц2 =  r2t2 и набегающем AUmt — rtit краях щетки в процессе 
коммутации остаются постоянными и равными друг другу. В этом 
случае, согласно (15.1), они взаимно уравновешивают друг друга и 
не оказывают влияния на процесс коммутации. Уравнение (15.1) 
упрощается и становится линейным:

Lc(di/dt) +  Rci =  ±  ек. (15.9)

Если коммутирующая ЭДС отсутствует, то ток в коммутируемой 
секции не изменяет знака до конца периода коммутации, умень
шаясь только вследствие влияния активных сопротивлений секции 
и петушков (рис. 15.7, а, б) по экспоненциальному закону

i =  ia exp (— t/Tc), (15.10)

где T о =  Lc/Rc — постоянная времени секции.
Процесс коммутации заканчивается дуговой стадией с различ

ным временем горения дуги Тд.
Введение в контур коммутируемой секции ЭДС ек, направлен

ной встречно ЭДС самоиндукции, увеличивает скорость изменения 
тока. Можно так подобрать значение ек, чтобы к концу периода 
коммутации ток в секции достиг — ia и даже получилась ускорен
ная коммутация (рие. 15.8). При екф 0  решение (15.9) имеет вид



i =  ia exp (— t/Tc) — (e„/Rc) [ 1 — exp (— t/Te)\. (15.11)
Скорость изменения тока в секции в течение периода коммута

ции определяется ЭДС е„ и постоянной Т с времени контура. Если 
ток в секции при сверхускоренной коммутации превысил по модулю 
значение тока параллельной ветви — ¿в, то изменяется направле-

Рис. 15.7. Коммутация с большим остаточным 
током при использовании щеток с Д£/щ =  const: 

а — при R c — 0; б — при R t >  0

+ in,v,e.

Рис. 15.8. Кривые изменения Рис. 15.9. Кривая измене-
тока в коммутируемой сек- ния тока в коммутируемой
ции: 1) ек — 0; 2) екШ с — (а; секции при ускоренной 

3) ек/Яс =  3(а коммутации

ние тока во втором петушке и, «ледовательно, меняется знак 
Д(У1Ш>. Таким образом, падения напряжения в щеточном контакте 
на сбегающей и набегающей частях щетки имеют один знак. Уравне
ние (15.1) преобразуется к виду

Ьс (сШ сО ) /?сг =  е к —  (Д £ /щ1 +  Д(УЩ2). ( 1 5 .1 2 )



Очевидно, что падение напряжения в щеточном контакте, дей
ствуя встречно ек, препятствует дальнейшему увеличению тока 
коммутируемой секции. Кривая изменения тока в коммутируемой 
секции при ускоренной коммутации представлена на рис. 15.9. 
Видно, что сбегающий край щетки на нагружен током с момента 
достижения током секции значения—1а и до конца периода замыка
ния секции щеткой. Этот отрезок времени То О Г. Вегнер назвал 
периодом малого тока.

Недостаток теории О. Г. Вегнера в том, что, принимая ускорен
ную коммутацию, в которой до момента размыкания секции ток 
в сбегающем крае щетки равен нулю, за оптимальную, в уравне
нии коммутируемой секции для сбегающего практически обесто
ченного края щетки принимаем Д£/щ2 =  AUmi. Это вносит по
грешность при определении тока на завершающей стадии процес
са коммутации. Более правильно принять падение напряжения на 
сбегающем крае щетки в течение периода малого тока равным 
нулю. Кроме того, некоторые из существующих типов щеток име
ют вольт-амперные характеристики, аппроксимирующиеся к AUm=
— const с большими погрешностями.

§ 15.6. Теория оптимальной коммутации

Две предыдущие теории коммутации в части допущений относи
тельно свойств щеточного контакта представляют собой две край

ности. В реальных условиях, 
как это вытекает из очертания 
вольт-амперных характеристик 
щеточного контакта, свойства 
контакта заключены в проме
жутке между этими предельны
ми характеристиками.

Под руководством М. Ф. Ка
расева разработана теория ком
мутации на основе аппроксима
ции вольт-амперных характе
ристик щеточного контакта по 
двум участкам [241. Статическую 
вольт-амперную характеристику 
щеточного контакта аппрокси
мируют к двум различным функ
циям: при малых плотностях то

ка J < . 8 А/сма —  к зависимости, отвечающей условию гш =  const, 
а при больших плотностях тока — к функции AUm =  const (рис. 
15.10), или же аппроксимируют гиперболическими функциями. 
Считая нормально ускоренную коммутацию наилучшей, оптималь
ной, для набегающего края щетки принимаем допущение А£/щ1=  
= r 1t, =  const, а для сбегающего края щетки А£/щ2 =  kJ или 
гщ2 =  const, при этом т̂ =  R mT/(T — ().

Эти допущения физически оправданы, так как при ускоренной

Рис. 15.10. Аппроксимация статиче
ской вольт-амперной характеристи

ки щетки по двум участкам



коммутации плотность тока в набегающей части щетки повышена 
в несколько раз относительно средней плотности тока, а на сбе
гающем крае щетки — значительно снижена. Дифференциальное 
уравнение (15.1) коммутируемого контура, учитывая эти допуще
ния, а также =  / +  ¿а, запишем в виде

¿ с (Л/с*0 + Я С1 +  Яш[Т / (Т - ( ) ] (1  +  »«) =  А и ш - е к. (15 .13)

Для упрощения решения уравнения принимаем /? с =  0 и 
77? щД о =  « ,  тогда при а =  1

» =  |а ( 1 -  2 //Т ) -  [(Ли т - <?к)//?щ] (1 -  ИТ) • 1п(1 -  1/Т), (15.14) 
а при а =£ 1

/  =  1а (1 -  2// Г )  -  { 2 /а -  а  ( А и т  -

- в „ ) / [ Я ш (а — 1)1} (1—  ИТ) [1 — (1 //ТУ- *1. (15 .15)

Первый член правой части (15.14) и (15.15) представляет со 
бой ток прямолинейной коммутации, а второй— добавочный ток 
/к. Теория оптимальной коммутации предполагает, что в сбегающем 
крае щетки, еще до момента завершения коммутации, выполняются 
условия /2 «  0 и {И2/<и «  0 , т. е. в кривой тока коммутируемой 
секции имеет место период (или ступень) малого тока.

Опыты по снятию кривых тока ускоренной коммутации на экс
периментальной установке с машинами ПН-145 показали, что тео
рия оптимальной коммутации ближе к действительности, чем пред
шествующие теории [24]. Теория оптимальной коммутации 
может быть также построена на базе аппроксимации динамических 
вольт-амперных характеристик скользящего контакта.

§ 15.7. Применение ЭВМ для расчета процесса коммутации

Дифференциальное уравнение (15.1) несложно решить на АВМ  
и на ЦВМ. Недостаток АВМ в том, что они дают решение в виде 
осциллограмм, требующих дополнительной обработки, поэтому 
ЦВМ наиболее перспективны для расчетов коммутации. Точность 
решения зависит от того, как полно представлена физическая сто
рона процесса в алгоритме решения. ЦВМ позволяют учесть в 
расчетах не только нелинейность сопротивлений гх и г2, но и осо
бенности вольт-амперных характеристик анодных и катодных 
щеток. При первых решениях на ЦВМ использовались статические 
характеристики щеточного контакта [ 10 ], но при этом не учитыва
лось различие в работе набегающего и сбегающего краев щетки. 
Кроме того, использование статических характеристик неправо
мерно для расчета коммутации машин постоянного тока, работаю
щих в таких переходных режимах, как пуск, реверсы, изменение 
частоты вращения и т. д. В настоящее время широко исследуется 
возможность применения в расчетах динамических вольт-амперных 
характеристик щеток.



Аналитические исследования коммутации при Ьщ >  Ьк, как 
правило, проводятся со значительными допущениями при учете 
взаимоиндуктивных связей между коммутируемыми секциями. 
И только при расчетах на ЭВМ наиболее полно учитываются эти 
связи. Дифференциальное уравнение для каждой коммутируемой 
секции запишем в виде, удобном для программирования:

П
Ьс (сИ/<Н) +  2  Ш (Л'т /Л) =  ±  ек +  /у , —  г2/2, (15.16)

т =  1

где ¿ с т — коэффициент взаимоиндукции рассматриваемой секции 
с т-й одновременно коммутируемой секцией; п — количество одно

временно коммутируе
мых секций.

Число дифференци
альных уравнений опре
деляется числом одно
временно коммутируе
мых секций под анодны
ми и катодными щетка
ми. При составлении ал
горитма расчета по 
(15.16) необходимо учи
тывать последователь
ное вступление в процесс 
коммутации секций, ле
жащих в одном пазу. 

Расчетные кривые 
токов коммутируемых секции машин постоянного тока, полу
ченные на ЦВМ при использовании реальных вольт-амперных 
характеристик щеток, с учетом взаимоиндуктивных связей одно
временно коммутируемых секций достаточно хорошо совпадают с 
экспериментальными кривыми. На рис. 15.11 приведены экспе
риментальные и расчетные (штриховые линии) токи трех ком
мутируемых секций, лежащих в одном пазу, при коммутирова
нии их катодной щеткой [45]. Кривые получены при исследова
нии электромашииного усилителя. Расчеты проводились по участ
кам, время каждого участка составляет у з периода коммутации 
одной секции. Исследования показывают, что секции, коммути
рующие последними в пазу, имеют замедленную коммутацию, а 
в предыдущих секциях паза коммутация ускорена.

Рис. 15.11. Кривые тока коммутации сек
ций паза



§ 16.1. Оценка коммутирующей способности
электрощеток

Коммутирующая способность электрощеток определяется двумя 
факторами: 1 ) каждая щетка для обеспечения удовлетворительной 
коммутации должна создать хороший в механическом отношении 
контакт, зависящий в основном от упругих свойств щетки и ее 
фрикционных характеристик; 2 ) щетка 
должна оказывать воздействие на ток 
коммутируемого контура и в завершаю
щей фазе процесса обеспечивать отсут
ствие тока в сбегающей части щетки к 
моменту окончания коммутации.

Экспериментальные исследования по
казали, что на завершающих стадиях 
коммутационного процесса резко умень
шается добавочный ток коммутации. На
личие коммутирующей способности у 
щеток ясно видно при рассмотрении ос
циллограмм добавочного тока (рис. 16.1).
Если бы щетка выполняла роль рубиль
ника, то ток разрыва соответствовал бы 
;'кшах. Таким образом, щетки положи
тельно влияют на процесс изменения то
ка при ускоренной и замедленной ком
мутациях, этого невозможно добиться 
другими методами. Коммутирущую спо
собность щеток можно связать с ее вольт-амперной характеристи
кой. Вводим понятие о вынуждающей коммутирующей ЭДС:

Ь =  А ищ2 -  А и щ1. (16.1)

При замедлении коммутации плотность тока под сбегающей 
частью щетки больше, чем под набегающей, и А1/щ2 >  Аи щ1. В этом 
случае вынуждающая коммутация ЭДС действует встречно доба
вочному току коммутируемой секции, т. е. стремится ускорить 
процесс изменения тока. Зависимость е> от свойств щетки, ярко 
выраженных в характере ее вольт-амперной характеристики, по
ясняется рис. 16.2, а, б. Влияние различных марок щеток на ха
рактер процесса коммутации видно из сравнения безыскровых зон, 
построенных в виде зависимости тока / п подпитки в долях номи
нального тока / ном якоря от тока якоря (рис. 16.3) [24]. Одна и 
та же машина ПН-145 при щетках ЭГ-14 и Г-20 коммутирует за
медленно, а при щетках ЭГ-74А и ЭГ-4 — ускоренно. Сравнение 
безыскровых зон свидетельствует о большой коммутирующей спо
собности щетки Г-20.

Рис. 16.1. Изменение тока 
в коммутируемой секции на 
последних стадиях комму
тационного цикла при за
медленной ( /)  и сильно у с 
коренной (2) коммутациях



Рис. 16.2. Направление добавочного тока гк и вынуж
дающей коммутирующей ЭДС ен (а) и зависимость зна
чения ЭДС ек от вида вольт-амперных характеристик ще

ток (б):
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Рис. 16.3. Безыскровые зоны машины, снятые при 
работе с разными марками щеток ( / иом =  30 А, 

п =  1250 об/мин)



Составные щетки, используемые в настоящее время, делятся 
на следующие группы:

1. Разрезные щетки, предназначенные для уменьшения допол
нительного тока от ЭДС ер самоиндукции, обеспечивают более 
благоприятную работу контакта в механическом отношении. Щет
ки данной группы широко распространены в реверсируемых ма
шинах.

2. Комбинированные щетки представляют собой комбинацию 
из двух частей различного материала, при этом элемент щетки, 
расположенный со стороны набегающего края, выполнен из мате
риала с малым сопротивлением щеточного контакта (металлогра- 
фит), а элемент сбегающего края щетки — из материала с повы
шенным сопротивлением (электрографит).

Широко распространены, например, такие пары:
а) МГ-64 гщ=  0,04 Ом, Д£/щ= 0 ,4 6  В

ЭГ-4 
б) МГ-2 

ЭГ-74

гщ =  0,1 Ом, 
гщ =  0,02 Ом, 
гш=  0,15 Ом,

Д (Ущ =  1 В 
Аиш =  0,2 В 
Лищ =  1,2 В

Комбинированные щетки ускоряют 
коммутацию за счет разности пере
ходных сопротивлений в набегающей 
и сбегающей частях щеточного кон
такта. Комбинированные щетки целе
сообразно использовать в машинах 
малой мощности, которые не имеют 
дополнительных полюсов. На рис.
16.4, 6 представлена кривая тока ком
мутируемой секции для щетки, со
ставленной из двух равных по шири
не частей: пары МГ-2 (часть А) и 
ЭГ-74 (часть В). Двухступенчатость 
кривой выражается тем ярче, чем 
контрастнее щетки. Ускоряющее дей
ствие составных щеток объясняется 
следующим образом. Первый этап 
коммутации проиеходит при перекры
тии коллекторных пластин 1— 2 ме
таллосодержащей частью А щетки (рис.
16.4, а). Щетка работает с постоян
ным падением напряжения Д^ щ1 =
=сопгЛ, кривая изменения тока соот
ветствует штриховой кривой 1.

Если составные части щетки рав
ны, то второй этап коммутации на
чинается при / =  0,5 Т. В момент перекрытия коллекторных 
пластин частью В щетки в коммутируемом контуре скачкообразно

Рис. 16.4. Схема коммутируе
мого контура (а) и кривые то
ка при составных щетках (б)



увеличивается Л^щ, так как А£УЩ2 значительно больше А(УЩ1. Это 
равносильно тому, что в контур вводится добавочная коммутирую
щая ЭДС е'к =  Аи ш2 — А£/щ), которая имеет направление, встреч
ное по отношению к ЭДС самоиндукции, что вызывает резкое уско
рение коммутации тока секции (кривая 2 на рис. 16.4). Чем боль
шую ЭДС самоиндукции необходимо скомпенсировать, тем более 
контрастными должны быть составные части щетки. Очевидно, 
что при составных щетках изменение направления вращения яко
ря недопустимо.

§ 16.3. Вентильно-механическая коммутация 
машин постоянного тока

Развитие полупроводниковой техники дало толчок новому на
правлению поисков средств улучшения коммутации машин постоян
ного тока. Созданы многочислен
ные схемы на полупроводниковых 
элементах, которые расширяют бе
зыскровую зону, а следовательно, 
повышают коммутационную надеж
ность и мощность машины. На 
рис. 16.5 показана одна из схем 
вентильно-механической коммута-
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Рис. 16.5. Схема вентильно-механиче- Рис. 16.6. Кривые изменения 
ской коммутации тока в петушке и вентиле при

ускоренной коммутации

ции. Щетка состоит из двух частей, основной А и вспомогатель
ной В, соединенных между собой вентилем (неуправляемым 
диодом). Расстояние между щетками такое, что когда основная 
щетка сходит с коллекторной пластины, вспомогательная уже на
бежала на нее, т. е. обе щетки в течение некоторого времени пере
крывают одну пластину. Ширину вспомогательной щетки В вы
бирают меньше толщины изоляции между коллекторными пласти
нами, чтобы щетка В не замыкала секцию накоротко.



Коллектор должен иметь специальную конструкцию с боль
шими изоляционными промежутками. Чтобы вспомогательная щет
ка не провалилась в изоляционный промежуток, в изоляционную 
прокладку встраивают холостые медные пластины, не имеющие 
контакта с коллекторными пластинами.

Пусть щетка А перекрывает коллекторные пластины 1 и 2 , 
ток в коммутирующей секции изменяется ускоренно. Ток в петуш
ке второй коллекторной пластины изменяется от 2 га до нуля 
(рис. 16.6). Период коммутации из расчета, что ширина эквива
лентной щетки определяется расстоянием между набегающим А и 
сбегающим В краями щеток, равен Т. При сбегании щетки А с 
коллекторной пластины 2 сопротивление сбегающего края щетки 
резко возрастает. Под действием возрастающего напряжения на 
сбегающем крае основной щетки в момент времени (1 вентиль от
крывается и ток переходит во вспомогательную ветвь щетки В.

Таким образом, в момент времени ¿2, когда основная щетка сбе
гает с коллекторной пластины 2, ток во вспомогательной ветви 
становится равным /2 и сбегающий край щетки А оказывается обес
точенным. В интервале времени — / 2 ток в сбегающем крае щет
ки А уменьшается по прямой ей, а ток / д щетки В растет по прямой 
е/ и становится равным г2, который щетка А должна была бы разор
вать при отсутствии щетки В. С момента времени 12 вентиль оказы
вается включенным последовательно в контур коммутируемой сек
ции и дальнейшее изменение тока в секции и коллекторной пласти
не 2 определяется действующими в коммутируемом контуре ЭДС.

В момент времени /3 ток в сбегающей коллекторной пластине 
проходит через нуль и вентиль закрывается. Цепь коммутируемой 
секции оказывается разомкнутой, а щетка В — обесточенной. 
При прямолинейной коммутации момент времени 13 совпадает с 
окончанием периода коммутации Т. При ускоренной коммутации 
ток в коммутируемой секции быстрее достигает значения —га и 
ток в пластине 2 проходит через нуль в момент времени (3, меньший 
периода коммутации Т. Таким образом, при /3 •< Г  отключение, 
т. е. разрыв короткозамкнутого контура, осуществляется вспомо
гательным вентилем, а не щеткой. Обе части щетки размыкают 
обесточенные цепи. В момент времени / 3 к вентилю прикладывает
ся напряжение контура в обратном направлении. Это напряжение 
должно быть меньше напряжения пробоя вентиля и не менять 
знак до схода щетки В с коллекторной пластины. Если напряжение 
сменит знак, то через щетку В в момент окончания коммутации 
будет идти ток и щетка может искрить. Исследования показали, 
что применение вентилей позволяет существенно улучшить комму
тацию и при замедленном ее характере.

При сходе основной щетки с коллекторной пластины происхо
дит форсировка процесса коммутации, как это имеет место у со
ставных щеток (см. § 16.2). Однако если в момент сбегания щетки 
В с коллекторной пластины ток йг не стал равным нулю, то возмож
но искрение. Экспериментальная проверка на двигателе серии Г1 
мощностью 4,7 кВт, 1500 об/мин, с увеличенным числом витков в



секции в шесть раз по сравнению с заводской машиной (реактивная 
ЭДС возросла до 15— 20 В) показала, что при номинальной нагруз
ке ширина зоны безыскровой работы составляет примерно 15%, 
тогда как лучшие машины в заводском исполнении (реактивная 
ЭДС порядка 2 В) имеют зону не шире 7—9% [20]. При этом мощ
ность вентиля составляет не более 5— 10 % мощности машины,

90—95% токовой нагрузки 
несут главные щетки.

Еще более управляемым 
становится процесс коммута
ции при использовании уп
равляемых полупроводнико
вых элементов. Одна из воз
можных схем тиристорных 

■ коммутаторов для машин пос
тоянного тока представлена 
на рис. 16.7 [36]. Особенность 
схемы с тиристорным комму
татором — наличие двух спе
циальных совмещенных кол
лекторов, каждый из которых 
выполнен в виде чередую
щихся медных и изоляцион
ных (заштрихованных) плас
тин. Две группы щеток одной 
полярности объединены пос
ле тиристорных коммутаторов 
А и В. Пусть якорь вращает

ся против часовой стрелки. В исходном состоянии обе щетки груп
пы А находятся на коллекторной пластине 1 , а щетки группы 
В —  на изоляционной пластине.

Тиристор Л открыт, а В закрыт. Токи параллельных ветвей 
протекают через коллекторную пластину 1. Ток коммутируемой 
секции + 1а течет от Ь к а. Коммутация происходит следующим 
образом. При движении коллекторов одна из щеток группы А за
ходит на изоляционную пластину, а щетка группы В — на мед
ную пластину 2 второго коллектора. В этот момент управляющее 
устройство (УУ) открывает тиристор В и начинается электромаг
нитный переходный процесс, связанный с реверсированием тока 
в коммутируемой секции. Ток перераспределяется между пласти
нами 1 и 2 коллекторов. Уменьшение тока ¿1 заканчивается рань
ше, чем начинается переход второй щетки группы А на изоляцион
ную пластину. Тиристор А  закрывается, и щетка группы А сходит 
с коллекторной пластины 1 обесточенной. Ток параллельных вет
вей протекает через коллекторную пластину 2. Ток в секции аЬ 
протекает в обратном направлении от а к Ь, т. е. равен (— г0). Про
цесс коммутации тока в рассматриваемой секции закончен. При 
дальнейшем движении коллекторов одна из щеток группы А на
бегает на коллекторную пластину 3, а щетка группы В сходит с

Рис. 16.7. Схема вентильно
механической коммутации на 

тиристорах



пластины 2 на изоляционную пластину. В это время УУ открывает 
тиристор А и начинает коммутировать секция Ьс.

Механическое переключение секций, связанное с вращением 
якоря, происходит при обесточенном состоянии скользящих кон
тактов и не влияет на электромагнитные процессы в коммутирую
щих секциях и параллельных ветвях обмотки якоря. Тиристоры 
переключаются специальным У У  с помсщью искусственной ком
мутации.

Тиристорная схема вентильно-механической коммутации поз
воляет отказаться от добавочных полюсов, что упрощает кон
струкцию машины. Достоинство схемы — в надежности коммута
ции при малых частотах вращения, а также в переходных режимах 
работы машины. Тиристоры должны быть рассчитаны на полный 
ток якоря. Недостаток метода —  значительное усложнение кон
струкции щеточно-коллекторного узла машины.



Р а здел  пятый
М Е ТО Д Ы  РАСЧЕТА М АГНИ ТН Ы Х ПОЛЕЙ 
В Э Л ЕКТРИ Ч ЕСКИ Х М АШ И Н АХ

ГЛАВА 17. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

§ 17.1. Уравнения электромагнитного поля

Электромагнитное поле в электрической машине описывается 
системой уравнений Максвелла

rot Н =  Jn0J1H; rot Е =  — <?В/<?/;
div В =  0; div D =  р,

дополненной уравнениями связи
В =  цН; D =  еЕ; Jnp =  уЕ, (17.2)

где Н — напряженность магнитного поля; В — магнитная индук
ция; Е — напряженность электрического поля; D — электриче
ское смещение (электрическая индукция); ЛП0Лн — полная плот
ность тока; р — объемная плотность электрического заряда; ¡j. =  
=  [íoja,. — абсолютная магнитная проницаемость; ¡ло=4л>10~7 Гн/м— 
магнитная постоянная; — относительная магнитная проницае
мость; е =  eos, — абсолютная диэлектрическая проницаемость; 
ео =  1/(4л-9-109) Ф/м — электрическая постоянная; ег — относи
тельная диэлектрическая проницаемость; Jnp — плотность тока 
проводимости; у — удельная электрическая проводимость.

В общем случае полная плотность тока состоит из плотностей 
тока проводимости, смещения в диэлектрике, переноса и сторон
него. Применительно к электрическим машинам плотностями тока 
смещения в диэлектрике и переноса можно пренебречь и полную 
плотность тока записать в виде

•1долн =  -*ст +  п̂р- (17.3)
Сторонний ток, как правило, является первопричиной возник

новения электромагнитного поля. Значение и характер распреде
ления JCT известны и не зависят от электромагнитных процессов, 
происходящих в электрической машине.

Система уравнений (17.1) упрощается в частных случаях, имею
щих место в электрических машинах. К таким частным случаям 
относятся магнитостатические, стационарные и переменные магнит
ные поля. Магнитостатическое поле представляет собой поле не
подвижных постоянных магнитов и описывается системой уравне
ний

(17.1)



Первое уравнение указывает на то, что магнитное поле носит 
безвихревой потенциальный характер. Второе уравнение выражает 
принцип непрерывности магнитного потока, показывает, что маг
нитное поле не имеет истоков и соленоидально. Магнитная прони
цаемость [а характеризует свойства среды. Различают среды ли
нейные, в которых ¡а не зависит от значения магнитного поля, и 
нелинейные, в которых при изменении магнитного поля изменя
ется ¡а. Все реальные среды —  нелинейные. Кроме того, среды 
делятся на однородные (изотропные), в которых свойства среды 
одинаковы во всех направлениях, и неоднородные (анизотропные), 
в которых [J* — функция координат.

Первопричина возникновения стационарного поля — сторон
ние токи, постоянные во времени, причем положение проводников 
в пространстве не изменяется. Система уравнений электромагнит
ного поля приобретает вид

r o tH = J CT; d i v B = 0 ;  В =  цН. (17.5)

Переменные во времени (квазистационарные) электромагнит
ные поля описываются системой уравнений

rotH =  JCT+  Jnp; r o t E = — <5В/dt\ 
div В =  0; В =  цН; Jnp =  7Е.

В (17.5) и (17.6) сторонний ток считается известным и все про
цессы, связанные с его возникновением, не рассматриваются.

Количественные оценки электромагнитного поля — это напря
женность Е для электрического поля и напряженность Н или ин
дукция В для магнитного поля. В определении этих величин обыч
но заключается расчет электромагнитного поля. Для большого 
класса задач расчет магнитного поля существенно упрощается с 
введением вспомогательных функций — скалярного или вектор
ного потенциала. Это позволяет получать известные дифферен
циальные уравнения магнитного поля (Пуассона, Лапласа и т. д.) 
и пользоваться известными методами решения этих уравнений 
[3, 4, 16, 35, 49, 51, 55].

§ 17.2. Скалярный магнитный потенциал

С помощью скалярного магнитного потенциала описываются 
магнитные поля, удовлетворяющие условиям потенциальности

rotH =  0 (17.7)

и соленоидальности
div В =  0. (17.8)

Таким условиям удовлетворяют магнитостатические поля в 
средах с линейными магнитными характеристиками. Потенциаль
ность магнитного поля позволяет ввести вспомогательную функцию

(17.6)



скалярного магнитного потенциала <рм, удовлетворяющую равен
ству

Н =  —  gradqv (17.9)

Подставив (17.9) в (17.8), получим уравнение Лапласа в век
торной форме:

div grad ф м =  0. (17.10)

В большинстве практических задач магнитное поле принимает
ся плоскопараллельным. Если пренебречь изменением магнитного 
поля, например вдоль оси г, то в декартовой системе координат 
(в плоскости ху) уравнение (17.10) запишется в виде

д \ м/дх* +  d ^ j d f  =  о. ( 17. 11)
Скалярный магнитный потенциал определяется из (17.11) и 

является функцией координат (х , у). Линии, соединяющие точки 
с одинаковыми потенциалами, называются линиями равного магнит
ного потенциалах ФмО̂ . У ) =  const. Картина магнитного поля ста
новится наглядной при изображении силовых линий магнитного 
поля. Ими являются линии, направление касательных к которым 
совпадает с направлением вектора напряженности поля Н. Урав
нение для силовых линий магнитного поля имеет вид 1711:

дх/Нх =  ду/Ну или Hvdx =  Нхду. (17.12)

Составляющие напряженности магнитного поля Нд. и Ну, со
гласно (17.9), запишем в виде

Нх =  — д(рм/дх; Ну =  — d y jd y . (17.13)

Подставляя (17.13) в (17.12), получим (дц>м/ду)дх — (д<рм/дх)ду= 
=  0 , интегрирование которого дает общее уравнение для линий 
магнитного поля

д х _ - ° & д у^ =  const.

Согласно (17.9), линии равной напряженности магнитного поля 
ортогональны линиям равного потенциала. Они являются функ
цией координат х, у и могут быть представлены в виде у) =  
=  const, где фм — функция магнитного потока.

Из-за ортогональности линий с равными потенциалами и напря
женностями магнитного поля функции <рм(лс, у) и ф„(л:, у) — сопря
женные и связаны условиями Коши — Римана

d y jd x  =  — dtyjdy; дцi jd y  =  difjdx. (17.14)

Как и скалярный магнитный потенциал, функция магнитного 
потока удовлетворяет уравнению Лапласа

d ^ J d x 2 +  дЦ м/ду2 =  0. (17.15)

Зная значения <рм или фм, определенные из (17.11) или (17.15),



в любой точке плоскости определяются составляющие напряжен
ности магнитного поля:

н х =  — дц>м/дх =  д$„/ду, Н у ^  — дц>ы/ду =  —  д<!/„/дх. (17.16)
В теории функций комплексного переменного функции магнит

ного потока и скалярного магнитного потенциала объединяют в 
одну функцию комплексного переменного, которая называется 
комплексной потенциальной функцией магнитного поля:

им =  Фм +  /Фм- (17.17)
Применяя теорию функций комплексного переменного к анали

зу магнитных полей, можно найти решение многих задач, которые 
трудно определить другими методами.

§ 17.3. Магнитное поле линейного тока
На примере расчета магнитного поля линейного тока вне про

водника с током рассмотрим понятия скалярного магнитного по-

Рис. 17.1. Картина поля линейного тока

тенциала срм и функции магнитного потока фм. Такое магнитное 
поле будет в однородной среде вокруг бесконечно длинного про
водника круглого сечения, по которому течет ток 1. Пусть провод
ник совпадает по направлению с осью г, а ток по проводнику те
чет в положительном направлении (рис. 17.1). В какой-либо точке 
а на плоскости ху с координатами ха, уа вектор напряженности 
магнитного поля Н направлен по касательной к окружности, про
ходящей через точку а, с центром в начале координат.

В цилиндрической системе координат точка а на плоскости 
определяется радиусом га и углом 0 Я, отсчитанным от оси х  против 
движения часовой стрелки. Напряженность магнитного поля во
круг проводника по закону полного тока

г 2?
фнл - н | яле =  н а д  =  I.
« о

Отсюда Н =  1/(2я/?). В однородной магнитной среде с прони
цаемостью (а вектор магнитной индукции В совпадает по направле



нию с вектором магнитной напряженности В =  ¡хН =  \>.l/(2nR). 
Очевидно, что вектор В имеет только касательную составляющую 
Вв =  (а1/(2я/?); B r  — О

Напряженность магнитного поля и магнитный потенциал вне 
области с током связаны формулой (17.9), которая в цилиндриче
ской системе координат для касательной составляющей принимает 
вид Нв =  — (1/Л)(дфм/д 6 ) =  I/(2nR), откуда

фм =  — / 0 /(2л:) +  const. (17.18)

Благодаря симметрии магнитного поля при перемещении точки 
в пространстве вокруг проводника с током против направления 
вектора напряженности магнитного поля (против положительного 
направления отсчета углов 0 ) потенциал точки возрастает прямо 
пропорционально изменению ее углового положения относительно 
тока. Изменение потенциала при движении вокруг проводника с 
током, происходит непрерывно, причем функция фм определяется 
однозначно при изменении угла 0  в пределах от 0 до 2п. Прираще
ние потенциала при полном обороте вокруг тока равно / .  Линиями 
равного потенциала являются радиальные линии, проведенные 
через центр проводника. Окружности, проведенные вокруг провод
ника с током, являются линиями равной индукции. Между двумя 
окружностями радиусами Ri и Rt на единицу длины проводника 
заключен магнитный поток

Ф =  - ^ - Г  —  =  - ^  In г| 2 =  ^ 1 п - ^ . .
2it J R 2л I 2п Rj

R,
Из определения функции магнитного потока Y M (см. § 17.2) 

запишем

ф „= 1 //(2* )]1п г. (17.19)

Линиями функции магнитного потока (фм =  const) являются 
окружности, приращение радиусов которых соответствует постоян
ной величине приращения потока АФ =  const. Совокупность 
линий фм =  const и фм =  const дает картину магнитного поля 
(рис. 17.1, а), построенную следующим образом. С определенным 
шагом Д0 проводим радиальные линии равного магнитного потен
циала. Окружности проводим так, чтобы между ними был заклю
чен поток ДФ =  const. Для этого радиусы соседних окружнос
тей должны относиться как Rn+t/Rn — exp [2лДФ/(|л/)1, где 
п — порядковый номер окружности.

На рис. 17.1, а показана картина магнитного поля при Д0 =  
=  л/4 и ехр |2лДФ/(|х/)| =  2. Комплексный потенциал магнитного 
поля вне области с током

шм =  Фм +  /Фм =  (Inr +  /0 ) =  l//(2*)] In г,
где z =  г exp (у'0 ) — комплексная переменная.



С помощью векторного потенциала А описываются как потен
циальные, так и вихревые поля, удовлетворяющие условию соле- 
ноидальности. Интеграл векторного магнитного потенциала по 
любому замкнутому контуру равен магнитному потоку, проходя
щему через поверхность S, охватываемую этим контуром:^) Adi =  Ф.

i
Разделив обе части равенства на S, получим ((j) Ac/l) jS  =  Ф/S, 
или при S ->  0 '

rot А =  В. (17.20)

Так как вихрь градиента любой функции равен нулю, то А в 
(17.20) определяется неоднозначно, потому что ему удовлетворяет 
любой другой вектор вида U =  А +  grad 8, где 8 — произвольная 
скалярная функция.

Поэтому для соленоидальных магнитных полей дополнительно 
принимают условие div А =  0. Воспользовавшись (17.5) и (17.20) 
для стационарного магнитного поля в средах с линейными магнит
ными характеристиками (¡а =  const), получим rot rot А =  (xJCT. 
Левую часть этого выражения представим в виде

rot rot А =  grad div А — div grad A.

С учетом условия соленоидальности магнитного поля запишем 
div grad А =  — fxJCT.

Последнее выражение является уравнением Пуассона в вектор
ной форме. Пусть вектор сторонней плотности тока JCT, а следова
тельно, и векторный потенциал А для двухмерного поля в декарто
вой системе координат имеют составляющие только по оси г. Тогда 
уравнение Пуассона для двухмерного магнитного поля имеет вид

дгАг!дхг +  д2Аг/дуг =  — y j г ст, (17.21)

где А г, JZCT — проекции векторов А и JCT на ось г.
При Угот =  0 получим уравнение Лапласа, списывающие маг

нитное поле в областях без тока:
д2Аг/дх2 +  д2Аг/ду2 =  0. (17.22)

Для двухмерного магнитного поля составляющие вектора ин
дукции

Вх =  дАг !ду\ Ву =  — дАг!дх. (17.23)

Значения векторного потенциала определяются из решения 
(17.22) и являются функцией координат х, у. Так как векторный 
магнитный потенциал обладает свойствами функции потока, то 
линии, соединяющие точки с одинаковыми значениями А г, явля
ются магнитными линиями (силовыми линиями магнитного поля) 
Совокупность линий равного магнитного потенциала, построенных



с определенным шагом изменения значения векторных потенциа
лов, образует картину магнитного поля. По картине магнитного 
поля можно судить об интенсивности магнитного потока на от
дельных участках области.

Из (17.16) и (17.23) установим связь между скалярными функ
циями потенциала и векторным потенциалом в областях без тока:

дАг/ду =  — д (цф J /дх =  д ( ^ м)/ду; 

дАг/дх =  д (цфм)/дг/ =  д (ц^м)/дх. (17.24)

В средах с нелинейными магнитными характеристиками уравне
ние Пуассона для стационарного магнитного поля приобретает 
вид rot l(l/p*)rot А] =  JCT.

В декартовой системе координат для двухмерного поля при / гст

—  (— — ) +  =  —  (17.25)
дх  V, |* дх )  ду \ [л ду )

Двухмерное переменное во времени (квазистационарное) маг
нитное поле описывается уравнением

—  — ) =  — JZCT- J ap- (17.26)дх \ fx дх )  ду \ [I ду )

Для расчета / пр воспользуемся законами электромагнитной 
индукции и Ома в дифференциальной форме. На основании закона 
электромагнитной индукции (17.1) и (17.20) запишем rot Е =  

д
=  — ~  (rot А) или rot (Е +  <ЗА/dt) =  0. Последнее говорит о по

тенциальности функции (Е +  д\/dt)\ сле
довательно, справедливо равенство Е +  
+  dA/dt = —gradф, или

Е =  — (dkidt +  grad ф), (17.27)

где ф — скалярный потенциал электриче
ского поля.

Воспользовавшись (17.2) и (17.27), най
дем

Jnp — — У (d\/dt +  grad ф). (17.28)
В зависимости от решаемых задач гра

диент скалярной функции ф принимает раз
личные значения. Например, для класса 
задач, связанных с расчетом переменного 
во времени магнитного поля в пазах элек
трических машин с обмоткой, выполненной 

из массивных стержней (короткозамкнутая обмотка ротора АД, 
демпферная обмотка СМ и т. д.), градиент скалярной функции ф по
лучим из следующих соображений. При протекании стороннего тока 
1СТ, изменяющегося во времени, возникает поперечно-пазовый поток 
рассеяния Ф3 , который наводит ЭДС в контуре активной части мае-

Рис. 17.2. Пример рас
чета вихревого тока в 
стержне, лежащем в

пазу



сивного стержня. Под действием этой ЭДС в массиве стержня про
текает вихревой ток 1пр (ток проводимости) (рис. 17.2). Не изменяя 
стороннего тока, вихревой ток приводит к перераспределению 
1 СХ в поперечном сечении стержня, вытесняя его в верхнюю часть 
стержня. Контуром для вихревого тока является активная часть 
массивного стержня, поэтому значение результирующего вихре
вого тока через поперечное сечение активной части стержня будет 
равно нулю [401, т. е.

j  Jnpds =  0 или Y j  (<ЭА/dt -f- grad cp)ds =  0.
S S

Из последнего выражения найдем

j  (dA/dt) ds =  — §  grad yds. (17.29)
S

Если в сечении активной части стержня grad ф =  const, то

grad ф =  — А | а * ) S =  —  д А  c p / d t ,

где Аор — среднее значение векторного потенциала в поперечном 
сечении активной части стержня.

Окончательно плотность тока проводимости
Зар =  - у д ( А - А ср)Ш . (17.30)

Когда векторы, характеризующие переменное во времени маг
нитное поле, изменяются по гармоническому закону с круговой 
частотой со, то (17.26) для плоскопараллельного поля принимает 
вид

+ - 1  ( ±  Л к . ) ' , - 1„ '  +  м  (А ,  — Аср)

(17.3!)

и расчет ведется с помощью комплексных амплитуд векторов поля.
В некоторых задачах расчета магнитных полей в электрических 

машинах невозможно пренебречь кривизной отдельных активных 
или конструктивных элементов машины, поэтому удобно расчет
ную модель представлять в полярных координатах; (17.31) запи
шем в виде

_à_fJ_dÀz_\ ,_1_(дАж\ , J _  =
d R  l  (х d R  )  |л/? \ d R  )  R * д в \  у. дв  j

=  - J , . CT + / « > 7 (Аг - А ор) .  (17.32)

Уравнения (17.31), (17.32) о нелинейными коэффициентами не 
имеют аналитических методов решения и поэтому определяются 
численными методами.



§ 17.5. Магнитное поле у границы раздела двух сред

При переходе из одной среды в другую с различными магнит
ными характеристиками на границе раздела сред магнитная про
ницаемость (а претерпевает скачок, а вектор напряженности поля 
Н — разрыв. Дифференцирование векторов там, где они терпят раз
рыв, незаконно и уравнения Максвелла в дифференциальной форме 
теряют смысл. Поэтому целесообразно рассмотреть поведение век
торов Н и В на границе раздела сред. Для этого используем ин
тегральную форму записи закона полного тока

$H dl =  j j n0J1Hds (17.33)
I  S

и принцип непрерывности магнитного потока

(j)Bds =  0. (17.34)
S

Выделим на границе раздела двух сред 
контур abed (рис. 17.3), применительно к ко
торому воспользуемся выражением (17.33). 
Считая, что внутри контура ток отсутствует, 
а стороны ad и Ъс стремятся к нулю, полу
чим H4sin ai-dc — Н2 sin a2-ab — 0, или с 
учетом, что ab =  de,

Hit =  H2t. (17.35)

Условие (17.25) свидетельствует о равен
стве тангенциальных составляющих напря
женностей магнитного поля на границе раз

дела двух сред. Предположим, что ad и be — образующие цилинд
ра, тогда при стремлении ad и Ьс к нулю с учетом (17.34) получим 
(В, cos a t — В2 cos a2)As =  0, или

В1п =  В2п, (17.36)

где В1п и Вгп —  нормальные составляющие векторов индукции В 
по отношению к поверхности раздела.

Согласно (17.36), на границе раздела двух сред нормальные 
составляющие индукции изменяются непрерывно. Отношения (17.35) 
и (17.36) для В и Н называются граничными условиями. Из гра
ничных условий запишем Ht sin a i/(B, cos a у) — H2 sin a, /(B 2 X 
X  cos a.¿), откуда

tg “ i/tg a2 =  (17.37)
Согласно закону преломления магнитных линий на границе 

двух сред (17.37), линии магнитного поля на границе воздух — же
лезо нормальны к ферромагнитной поверхности, так как ¡j.ct »  
>  f*o-

Если электропроводность сред не равна нулю, то вдоль гранич
ной поверхности раздела сред будет распределен поверхностный

Рис. 17.3. Определе
ние граничных усло

вий (ui »  II2)



ток. В этом случае нормальные составляющие индукции по обе 
стороны границы раздела сред остаются одинаковыми, а танген
циальные составляющие напряженности магнитного поля отлича
ются друг от друга на значение поверхностных плотностей тока. 
Пусть электропроводность поверхности 2 не равна нулю, тогда

Н^ша! =  Н2 Бтя2 +  Лпов. (17.38)

При решении задач соотношения, связывающие значения век
торов поля по обе стороны поверхности раздела сред, согласно 
(17.35) и (17.36), выражаются через соответствующие производные 
функций потока, скалярного или векторного потенциалов магнит
ного поля. Например, при совпадении линии раздела сред с осью х  
равенство тангенциальных составляющих напряженности магнит
ного поля областей 1 и 2 выразим одним из трех уравнений:

•<Эсрм1/ д * = — д у ш!дх\ д ь ^ д у  =  д \ ,г!ду\ , ( 17  39)
( 1 /|*1) (дА,/ду) =  (\/ц2)(дА 2/ду).

Равенство нормальных составляющих индукции магнитного 
поля областей 1 и 2 выразим следующим образом:

— д (Ц1ФМ1 )/ду =  — д (ц 2 ф м2)/ду;

— д ( ^ М,)/Лк =  — д (М.2фм2)/дх;
— дА1!дх  =  — дАг!дх.

(17.40)

Однозначность решения дифференциальных уравнений в част
ных производных, описывающих с помощью функций скалярного 
или векторного потенциала магнитные поля, определяется гранич
ными условиями. В качестве граничных условий принимаются зна
чения потенциальной функции, а также ее производные на грани
цах расчетной области. На практике встречаются следующие гра
ничные условия: 1 -го рода ( у с л о в и я  Д и р и х л е ) ,  когда на 
границах рассматриваемой области имеются только значения функ
ции; 2-го рода ( у с л о в и я  Н е й м а н а ) ,  когда на границах 
имеются только производные от функции; 3-го рода (смешанные 
граничные условия), когда на одной части границ задана функция, 
а на другой — производные от функции. Если на всех границах 
заданы граничные условия только 1 -го или 2 -го рода, то они назы
ваются однородными.

Согласно (17.24), линии равного векторного и скалярного по
тенциалов ортогональны; следовательно, для скалярного и вектор
ного потенциалов граничные условия различны. Если для вектор
ного потенциала имеют место граничные условия 1-го рода, то 
для скалярного потенциала — 2-го рода, и наоборот. Это учитыва
ется при выборе функции, с помощью которой будет проводиться 
расчет магнитного поля.

При расчете магнитного поля особое внимание уделяется вы
бору расчетной модели, границы которой выбираются с учетом



симметрии и периодичности магнитного поля. Выбор расчетной 
модели и задание граничных условий рассматриваются в дальней
шем на конкретных примерах.

§ 17.6. Зеркальные отображения

В электрических машинах магнитное поле, создаваемое токами, 
протекающими по проводникам, замыкается в пространстве, про-

5)

I ¡1/''
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Рис. 17.4. Поле проводника с током у 
поверхности

ферромагнитной

ходя через немагнитные и ферромагнитные среды. Магнитные ли
нии поля циклически распределяются вокруг токов и непрерывно 
переходят из одной среды в другую. Вхождение линий потока в 
ферромагнитную среду или выход из нее вызывает появление на 
граничных поверхностях кажущейся магнитной полярности. При 
этом магнитную напряженность поля можно рассматривать как 
совокупность магнитной напряженности, создаваемой непосред
ственно самими токами, и напряженности, вызываемой кажущей
ся магнитной полярностью, распределенной на пограничных участ
ках области, заключающей данную точку.

Влияние граничной поверхности на область, ограниченную 
ею, можно учесть системой токов, создающих то же распределение 
магнитной напряженности в заданном пространстве при удаленной 
границе раздела областей в бесконечность. Этот метод называется 
методом отображений [3, 4]. На рис. 17.4, а параллельно беско
нечной плоскости, ограничивающей ферромагнитную среду, распо
ложен проводник с током /. Картина магнитного поля показывает, 
что линии напряженности поля перпендикулярны поверхности 
ферромагнитной среды, которая является поверхностью равного 
магнитного потенциала. Аналогичная картина поля в левой полу
плоскости имеет место в случае, когда поле образовано двумя про
водниками с равными токами, протекающими в одном напра
влении, при расстоянии между осями проводников 21 
(рис. 17.4, б).

Если относительная магнитная проницаемость ферромагнитной 
среды щ =7̂ =00, то значение отображенного тока



(17.41)

На практике встречается задача определения поля проводника 
с током, расположенного в пространстве между двумя ферромаг
нитными поверхностями (рис. 17.5, а).

Картину, аналогичную полученной, в области АВСЭ имеет 
поле, образованное бесконечно большим числом равно отстоящих

друг от друга проводников, находящихся 
в воздухе и несущих равные токи в одном 
направлении. Линии ферромагнитных по
верхностей (рис. 17.5, б) заменены линия
ми равного магнитного потенциала. Все 
поле делится на одинаковые части эквипо
тенциальными прямыми. Таким образом, 
поле прямолинейного проводника с током

а)
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Рис. 17.5. Поле про
водника с током в 
пространстве между 
ферромагнитными по

верхностями

Рис. 17.6. Диаграмма инверс
ных точек в круге

/ ,  проходящим между ферромагнитными плоскостями, совпадает 
с полем, образованным действительным током I и бесконечным р я 
дом его зеркальных отображений / '  в ферромагнитных поверх
ностях с бесконечно большой магнитной проницаемостью.

Практический интерес также представляет задача определения 
отображения проводника с током относительно поверхности круго
вого ферромагнитного цилиндра. В этом случае исчезает тождест
венность между электромагнитным и оптическим отображения
ми. Из оптики известно, что отражение в цилиндрическом зеркале 
не дает линейного отображения — объект становится искривлен
ным, расплывчатым. Поэтому при анализе электромагнитных ото
бражений отказываются от законов оптики и пользуются понятием 
инверсных точек.

Рассмотрим окружность с центром О (рис. 17.6). На ее диаметре 
£)С выберем какую-либо точку А. Затем на продолжении радиуса 
ОС окружности строим точку В так, чтобы выполнялось равенство



Точки Л и В называются инверсными. Графически точку В стро
им так: через точку А проводим хорду перпендикулярно ОС и 
через точки пересечения хсрды с окружностью — касательные к 
окружности, точка их пересечения даст точку В.

Пусть проводник с током /  расположен в точке А внутри ферро
магнитного полого цилиндра. Напряженность магнитного поля в 
плоскости цилиндра можно рассчитать, принимая, что поле созда
ется током / в точке А и током / '  — в точке В, инверсной по от
ношению к точке А.

Если проводник с током расположен вне ферромагнитного ци
линдрического тела, например в точке В , то напряженность маг
нитного поля вне цилиндра определяется из условия, что поле 
создается током / '  в точке В и его двумя отображениями: в инверс
ной точке А (ток / ')  и в центре окружности (ток /"), причем ток в 
точке О принимается равным току в точке Л, но с противоположным 
знаком. Когда радиус цилиндра стремится к оо, т. е. когда ци
линдр переходит в плоскость, то отображение в точке О сдвигается 
в бесконечность и в расчете поля не учитывается.

§ 17.7. Электродинамические усилия, 
энергия магнитного поля, индуктивность

Рассмотрим выражения для энергии, индуктивности и усилий 
применительно к стационарным магнитным полям. Внешнее маг
нитное поле действует на проводник, по которому течет электриче
ский ток, с силой

с1Р =  (Л х В) <1и, (17.43)

где ¿и — элементарный объем проводника, равный произведению 
его сечения 5 на длину с11

При интегрировании по сечению проводника получим силу на 
единицу длины:

Р =  (Л х  В) БсИ =  (I х В)(И =  / (¿1X В), (17.44)

где I =  — вектор тока, направление которого совпадает с на
правлением тока в проводнике.

Уравнение (17.44) — это закон Ампера в векторной форме. 
Воспользовавшись теорией векторной алгебры, запишем

^ В  =

)

Вг в„

=  (JyBz - J !By) i  +  (JzBx -  

~  •! х^г) I  “Ь (•/ хВ ц  — ^ у В х )  к»
(17.45)

где |, к — единичные векторы, направленные по осям координат 
х ,у ,г -^ х, Jу, J г — проекции вектора плотности тока на соответст
вующие координатные оси; Вх, Ву, В г — проекции вектора маг
нитной индукции на соответствующие координатные оси.



По аналогии с (17.45) запишем
1 X В =  (1уВг -  1гВу) i +  ( / Д ,  -  I XBZ) j +  (IxBy -

- 1 VB X) к, (17.46)

где Iх, ¡y, I г — проекции вектора тока на соответствующие коор
динатные оси.

Воспользовавшись (17.44) с учетом (17.45) или (17.46), опреде
лим проекции вектора силы F, действующей на проводник конеч
ного сечения с током на координатные оси х, у. Рассматривая двух
мерные магнитные поля, совместим вектор плотности тока J (или 
вектор тока I) с одной из координатных осей, например с z.

Для проводника конечного сечения

Fx = - l ¡ J zByds-, Fy =  I \ J¿ Bx ds. (17.47)
S S

Для проводника в виде токовой нити

Fx=  -  f ¡ tB„dl\ Fy =  j  l z В ja .  (17.48)

Результирующая сила, действующая на проводник с током,

F =  V f I +  f I .  (17.49)

Выражения (17.47), (17.48) исходные при расчетах электродина
мических усилий, действующих на обмотки электрических машин.

Векторное произведение двух векторов запишем в виде
mod (1 х В) =  IB sin (1, В); (17.50)

mod (J X В) =  JB sin (J, В). (17.51)

Тогда, воспользовавшись (17.44), найдем значения сил, дейст
вующих на проводник конечного сечения:

mod F— | J B s m  (J, В) dv (17.52)
О

и на токовую нить:

mod/7 =  f IB sin (I, В) di. (17.53)
i

Выражения (17.52), (17.53) показывают, что абсолютное значе
ние сил максимально при ортогональности векторов J и В или 
I и В.

Возьмем прямоугольную бесконечно малых размеров рамку ео 
сторонами а, Ь и током /  и поместим ее в однородное магнитное 
поле с индукцией В (рис. 17.7). Рамку бесконечно малых размеров 
с током называют магнитным диполем. Рамка в пространстве 
размещена так, что ее центр совмещен с началом координат, а ось г



проходит через середину сторон Ь. Вектор п — это нормаль к по
верхности рамки, он образует с осью у угол а. Индукция магнит
ного поля имеет составляющую только по оси у, т. е. В =  Ву. 
Направление сторон а рамки параллельно оси г, поэтому для них 
I =  /  г- Силы Z7, и F2» действующие на стороны а рамки, имеют 
составляющие только по оси х  и определяются согласно (17.48):

а/2
Fl =  — Fi = —  J 1гВу <И= - c t I zBy. (17.54)

—а}2

Эти силы создают вращающий момент, 
действующий в положительном направле
нии (против часовой стрелки):

М  =  alz Ву b sin а =  mВу sin а =  m X В,
(17.55)

где m — магнитный дипольный момент:
ш =  Iabn =  ISn, (17.56)

5  —  площадь рамки.
Направление сил F3 и F4, действующих 

на стороны b рамки, определим по прави
лу левой руки, а их модуль — по (17.53): 

ь, 2
F3= - JF4 =  -  f IBy sin (1,Ъ) di.

-Ь /2

Силы равны и противоположны по знаку и не оказывают влия
ния на перемещение рамки. При перемещении рамки под действием 
вращающего момента на угол da энергия системы (рамки с током 
в стороннем магнитном поле) уменьшается на

dWc =  — Md а =  — ISBy sin а • da — íd(SBy eos а) =  МФ.

Магнитный поток, проходящий через рамку,
Ф =  SBy eos i — SBn, (17.57)

где Вп — проекция вектора В на нормаль п к плоскости рамки.
При повороте рамки (рис. 17.7) от оц =  —л /2  до а 2 =  0 сцеп

ленный с ней магнитный поток внешнего поля изменяется от Ф4 = 0  
до Ф2 =  Фщах =  SBy.  При этом энергия системы изменилась на

W g  =  /  J  ¿ ф  =  /  (ф 2 _  ф 0  =  / ф тах . (1 7 .5 8 )

ф,
Выражение (17.57), используя теорему Стокса, которая уста

навливает связь между поверхностным интегралом нормальной 
составляющей ротора вектора А с циркуляцией этого вектора по 
контуру, ограничивающему поверхность [18], перепишем таш

Рис. 17.7. Силы, дейст
вующие на рамку с то

ком в магнитном поле



Ф =  [ Вп ds =  J* (rot A)n ds =  (j) Adi.
S S

Учитывая это, (17.58) запишем в виде

где линейный элемент тока Ы1 заменен объемным Ми. 
Из (17.59) найдем плотность энергии системы:

Ш ^дю =  А.». (17.60)

Энергия магнитного поля в некотором объеме, ограниченном 
поверхностью 5 , охватывающей данный контур с током,

При удалении поверхности 5  в бесконечность, а также в случае 
равенства векторного магнитного потенциала на поверхности я 
нулю (17.61) сводится к (17.59).

При отсутствии стороннего поля векторный потенциал собствен
ного магнитного поля рамки с током пропорционален плотности 
тока:

где & — коэффициент пропорциональности.
В этом случае изменение плотности энергии определяется изме

нением плотности тока контура. Например, при изменении плот
ности тока от У, =  0 до =  У плотность энергии контура изме
няется на

По аналогии с (17.59), магнитную энергию изолированного 
контура с током определим как

Наряду с (17.64) для расчета энергии контура с током приме
няют формулы (17.65) — (17.67), полученные из следующих со
ображений. Известно 149], что A rot Н =  НВ +  div (Н х  А). Это 
позволяет записать (17.64) с учетом (17.5) в виде

—  j  A rot Н do =  —  j  ВН dv-\- —  j  div (Н х A) dv. (17.65)
2  о  2  V 2  и

Согласно теореме Гаусса, устанавливающей связь между объем
ным интегралом от дивергенции вектора с интегралом от этого

(17.61)
V

А =  k-J, (17.62)

(17.63)

(17.64)



вектора по поверхности, окружающей его, справедливо равенство 
| сИу (НхА)  е1и=ф  ( Нх А)  с1з. Тогда
V  Б

Г к =  —  | ВНйо +  — (| )(Н хА )^ . (17.66)
2 и 2 я

Если отнести границу поверхности 5 на такое расстояние от ис
точника поля, где магнитное поле отсутствует, то

((> (Н х  А) *& =  О, Г к =  —  |внА>. (17.67)
я 2 V

Интегрирование в (17.67) распространяется на весь объем су
ществования магнитного поля независимо от источников поля. 
Потокосцепление контура определяется произведением потока Фк 
на число витков контура. Связь между потокосцеплением и током 
контура устанавливается через индуктивность контура. Собствен
ная индуктивность уединенного одновиткового контура

К  =  Ч у /  =  Фк/ /  =  <^Ай\ =  - р  | \ Ш .  (17.68)

Связь между магнитной энергией контура (17.64), индуктив
ностью (17.68) и потокосцеплением устанавливается следующим 
соотношением:

Г к =  ( 1 / 2 ) ^ / 2 = ( 1 / 2 ) ¥ к/. (17.69)

В магнитосвязанных 
контурах магнитный поток, 
сцепленный с каким-либо 
контуром, вызван током 
данного контура и сово
купностью токов других 
контуров. Пусть в среде 
с линейными магнитными 
характеристиками распо
ложены произвольно два 
контура с токами 1Х и / 2 
(рис. 17.8). Потокосцепле

ние второго контура запишем в виде

^ 2 1 - ( 1 / / 2) | Л3А , ^ 2. (17.70)
щ

Векторный потенциал А, определяет магнитное поле второго 
контура, созданное током первого контура /,. Плотность тока 
и вектор А! в среде с магнитной проницаемостью [а0 «вязаны соот
ношением

А 1 =  ~ -  ]  Л —  • (17.71)
4л I  г

Рис. 17.8. Пример расчета коэффициен
тов взаимной индукции



После подстановки (17.71) в (17.70) получим

т « = т т - 1 ( ,7 -72) 4л/2 £ Г

Коэффициенты взаимной индукции второго контура с первым

‘ ■»•‘ Т - - 1 Г Г Г  <17'73>' 1  П 'г  и,и , г

Коэффициент взаимной индукции первого контура со вторым

< 1 7 - 7 4 >'з ' 1'г и, и, г

Полное потокосцепление к-го контура, обусловленное собст
венным потоком и потоком взаимной индукции т контуров, равно

П П

^  =  ¿ „ / „ + 2  - ‘ 1 тК1т, т ф к . (17.75)
¿=1 ш=!

Таким образом установлена взаимо
связь между энергией, электродинамичес
кими усилиями и индуктивностями конту
ров.

Поток электромагнитной энергии, пе
редаваемой в единицу времени через еди
ницу поверхности, нормальной к направле
нию распространения волны электромаг
нитного поля, называют вектором Умова —
Пойнтинга и обозначают

5П — [Е ■ Н]. (17.76)
Рассмотрим произвольно выбранный 

объем V, ограниченный замкнутой поверх
ностью 5. Мощность потока электромагнитной энергии через по
верхность 5  запишем в виде

Р =  (|) 8П =  (|) [Е • Н] сЙ. (17.77)
£ 5

Направление потока энергии определим по правилу правого 
винта, если головку винта вращать от вектора Е к вектору Н по 
кратчайшему пути (рис. 17.9). Поток энергии перпендикулярен 
плоскости, содержащей векторы Е и Н.

Внутри области V могут существовать источники электромаг
нитной энергии, в которых механическая работа преобразуется в 
электромагнитную энергию. Обозначив через Ре мощность этих 
источников, запишем на основании закона сохранения энергии сле
дующее равенство 116, 49, 51]:

5П

)
Рис. 17.9. Определение 
направления вектора 

Умова — Пойнтинга



Р е = т (^ 9 +  Гм ) + 1 1 Е Ч У  + 1 Ес1у+

+  ^  [Е - Н] ¿¿в. (17.78)
¿'

Умножая (17.78) на <и, получим, что работа, совершаемая все
ми источниками за время <И, идет на: изменение энергии магнитного 
и электрического полей в объеме V (первое слагаемое правой части 
уравнения); выделение теплоты в этом объеме — активные потери 
(второе слагаемое); увеличение кинетической энергии находящихся 
в объеме свободных заряженных частиц (в теории электрических 
машин этим слагаемым пренебрегают — третье слагаемое) и пере
дачу части энергии (последнее слагаемое) за пределы рассматривае
мой области сквозь поверхность 5.

ГЛАВА 18. АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

§ 18.1. Метод разделения переменных

Метод разделения переменных (метод Фурье — Эйлера) явля
ется одним из наиболее распространенных методов расчета потен
циальных магнитных полей в областях, ограниченных поверхнос
тями, параллельными координатным поверхностям или совпа
дающими с ними при однородных граничных условиях. Потен
циальные магнитные поля описываются уравнением Лапласа, 
которое для двухмерного поля в декартовой системе координат за
пишем в виде

д21//дх2 +  д2и/ду*=0 , (18.1)

где I/ — функция скалярного илн векторного потенциала, или 
функция потока.

Искомую функцию С/(х, у) представим в виде произведения двух 
функций, каждая из которых зависит только от одной переменной 
[551:

и  (х, у) =  Х (х)-У (у). (18.2)

После дифференцирования (18.2) по х  и у  и подстановки в (18.1) 
получим

У (*/) - - --- -  +  X (дс) =  0 . (18.3)
<Ихг йу2

Разделив слагаемые в (18.3) на Х(*) У(у), запишем

—! _  . — |------. _Ё1ЛМ_ =  о (18 4)
Х ( х )  У  (у) (1у'г ' ’

При изменении аргументов слагаемые выражения (18.4) будут 
оставаться, например, равными к, но с разными знаками. Это поз-



воляет из (18.4) получить два простых дифференциальных уравне
ния:

dlX  (x)/dx2 +  кХ (х) =  0; (18.5)

(PY (y)/dy2 —  k Y  (у) — 0, (18.6)

где к — любое положительное или отрицательное число, одинако
вое для обоих уравнений.

Знак к выбирается с учетом граничных условий и возможности 
существования ненулевых решений. В зависимости от к корни ха
рактеристических уравнений получатся действительными или комп
лексными. Общие решения дифференциальных уравнений (18.5), 
(18.6) будут следующими: 
при к <  0 _

Л' (*) =  С, ехр (У  к х ) +  С2ехр (— У  к х  ) ;

Y (у) =  С\ cos { у  к у  ) +  С'2 sin \У к у ) \

при к > 0

X (х) =  Cj cos ¡У  к х  ) +  С2 sin ( У  к х  ) ;

У (У)=С\ ехр [У  к у  ) +  С'2 ехр(— У к у  ) ;

при к — 0

X  (*) =  С10 х  +  С20;

У (У)~С  ю У +С го.
Ненулевые решения могут получиться при нескольких значе

ниях X. Тогда решения уравнения Лапласа получим как сумму 
частных решений:

U ( x , y ) ^ n y ¡ 0°X n{x ) .Y n (y). (18.10)jímd
n=K—

На примере определения конфигурации полюсов машин пере
менного тока, обеспечивающих синусоидальное распределение ин
дукции на поверхности расточки статора, рассмотрим использо
вание метода разделения переменных. Принимаем следующие до
пущения: длина машины бесконечно велика по сравнению с 
воздушным зазором и магнитное поле — плоскопараллельное; про
цессы, связанные с образованием магнитного поля в зазоре машины, 
не рассматриваем, задавая относительные значения потенциалов 
поверхностей, ограничивающих рассматриваемую область магнит
ного поля; статор и ротор неподвижны относительно друг друга; 
пренебрегаем кривизной и зубчатостью поверхности статора, крае
выми эффектами на торцах машины, насыщением железа магнито- 
провода. Это позволяет свести расчет магнитного поля к решению

(18.7)

(18.8)

(18.9)



уравнения Лапласа для магнитостатического поля (17.11), записан
ного в декартовой системе координат. Используем скалярный 
магнитный потенциал срм. Учитывая периодичность распределения 
магнитного поля по расточке машины, ограничимся расчетом маг
нитного поля в пределах т4 полюсного деления (рис. 18.1).

Наименьшее значение воздушного зазо
ра 8о имеет место под серединой полю
са (х  — т,/2). Магнитная индукция на 
поверхности расточки статора изменя
ется по гармоническому закону
Ву (У — 0) =  Bi sin (kx/tj). (18.11)

Расчет поля проведем в области по
лосы, ограниченной линиями х =  0, 
х =  %i и у =  0. Из-за периодичности 
магнитного поля и того, что магнитная 
проницаемость железа бесконечно вели
ка по сравнению с воздухом, линии маг
нитного поля нормальны к линиям х — 

=  0, х =  xt и у =  0. Эти линии для магнитного скалярного по
тенциала будут эквипотенциалями. В качестве граничных условий 
на линиях дг =  0 ил: =  т1 и на линии у =  0 (поверхность стато
ра) соответственно имеем

Hy =  - № J d y )x=о =  °; (18.12)

Н у = —  (04Vdí/)i/=o — (1 /Цо) sin Ых!х,);
Нх — — {d^Jdx)y=0 =  0. (18.13)

Ферромагнитная поверхность якоря эквипотенциальна, поэтому 
и меем

Ф м ( л ,  0) =  0. (18.14)
Согласно граничному условию (18.13), напряженность магнит

ного поля на поверхности якоря представляет собой гармоническую 
функцию координаты х. Следовательно, общее решение (18.5) 
должно также быть гармонической функцией, т. е. иметь вид (18.8), 
соответствующий X >  0 .

Сумма частных решений уравнения Лапласа для функции ска
лярного магнитного потенциала ф„(х, у) имеет вид (18.10). Так как 
Фм(л;, 0) =  0; Нх(х, 0) =  0; Н у(х, 0) =  (l/¡x0)B5 sin (ях/т*), то 
С 10 =  0; C¡0 =  0; С.20 =  0; С'ж =  0. Функция скалярного магнит
ного потенциала с учетом (18.10)

оо

Фы(х, У) =  ^ X n(x)-Yn(y). (18.15)
П= 1

При у =  0, согласно граничному условию (18.14), Фм(х, 0) =  
=  '^i X n (x)-Y n (y)=Q. Так как Х п(х)=/=0, то

П—)

Рис. 18.1. Расчетная схе
ма



Тогда общее решение Yn(y) (18.8) при у  =  0 с учетом (18.16) 
имеет вид Yп(0) =  С\ +  С'2 =  0, откуда

С', =  — Ci.  (18.17)
С учетом (18.17), A in =  CjC¡, Агп =  С2С' и общих решений 

для Х п(х) и Кп(х) выражение (18.15) запишем в виде
оо

Фм (*> /У) =  2Ü ( Ain C0S Х +  Л2п ЬШ У  1п х )  X
я=1

х  [ехр { у  кпу ) —ехр(— V к пу ) ] .  (18.18)

Определим составляющую напряженности магнитного поля Ну\ 

Ну =  — <Эсрм (х, у)/ду =  — V k { Ain eos V  К  х  +  Л271 х

xsin V K X ) [ехр [ у  Хп у )— ехр(— V К У  )]• (18.19)

Используя граничное условие (18.13), получим А 1п — 0;
— 2 V К  А*п sin / ¡л,,) B¡ sin [т.х!х1 ) . Отсюда

V  К  =  1 Г /Т ,;

А2п= - В ь  т,/(2-ц0). (18.20)

Учитывая, что О ^ехр^г/Д ,)— ехр(— лг//т,)1 =  8Ь(лг//т,), полу
чим в конечном виде

В . sin (ад/х,) . „
Фм (х ,У )= ---------------;------ sh (^ /T ,). (18.21)

Fo TC/Xi
Определим составляющие напряженности магнитного поля 
Ну =  — 5фм (л:, «/)/&/ =  [fí8 sin (ъх/х^) ch (я г //^ )]/^ ;

. (18.22)
=  — дфм (x, y)/dx =  \Вь cos (lur/Tjsh (ку/х^У^.

Уравнение для линии магнитного поля (см. § 17.2)

ch (ttíz/Tj) cos (ях/т,) — k =  const. (18.23)

На рис. 18.2 построена картина магнитного поля при изменении 
й от — 1,8 до 1,8 с шагом Ak =  0,2. Силовые линии магнитного поля 
и эквипотенциали ортогональны. Воспользовавшись (18.21), за
пишем уравнение для эквипотенциальных линий
Ф м  (х, у) —  —  ( В о  T i / ( f x 0 J t ) )  sin ( t t j c / x , )  sh (ку/xj =  & t =  const. (18.24)

При достаточно большой магнитной проницаемости стали полю
са (¡i. >  ро) его поверхность эквипотенциальна. Чтобы при внесе-



нии полюса картина силовых линии магнитного поля не исказилась 
(распределение индукции в воздушном зазоре подчинялось сину
соидальному закону), конфигурация поверхности полюса должна 
удовлетворять уравнению (18.24). Постоянная kt равна потенциалу 
точки с координатами х  =  х4/ 2  и у =  8о (рис. 18.1): й, =  
=  — (5s Tj/([j.on)) sh (noo/Tj). Таким образом, конфигурация поверх

ности полюса описывается уравнени
ем

sin (т.х/х,) sh Ыу/х  ̂— sh (^ V tJ .
(18.25)

Решение этого уравнения при 
Во/т! =  0,05 представлено на рис. 18.2 
в виде кривой аЬ. В реальных слу
чаях я§о <  х1,пу т4, что позволяет 
принять эЬ (лу/хх) пу/х!*, вЩл&о/ 

и существенно упростить
(18.25). Для пределов изменения ши
рины полюсной дуги 0,2 <  х/хх <  0,8 

уравнение (18.25) запишем в виде

Рис. 18.2. Картина силовых 
линий магнитного поля на 

полюсном делении

У =  o0/sin (itx/tt). (18.26)

Эта зависимость используется при выборе конфигурации по
верхности полюсов, обеспечивающих синусоидальное распределе
ние индукции в воздушном зазоре явнополюсных машин перемен
ного тока.

§ 18.2. Метод Роговского

Метод Роговского используется при расчете стационарных 
магнитных полей Расчет проводится с помощью векторного магнит
ного потенциала, удовлетворяющего уравнению Пуассона в облас
тях с токами и уравнению Лапласа в областях без тока. Сущность 
метода заключается в том, что функция векторного магнитного 
потенциала определяется в виде ряда Фурье, аналогичного ряду, 
который получится при разложении тока в рассматриваемой облас
ти (в пределах заданных границ) [3, 4, 551. Этим методом решаются 
задачи определения: поля проводников с током, лежащих в беско
нечном равномерном воздушном зазоре; поля рассеяния в пазу 
электрической машины; поля рассеяния обмоток стержневого тран
сформатора и т. д.

На примере расчета поля рассеяния в пазу электрической ма
шины рассмотрим реализацию метода Роговского. Пусть машина 
имеет открытые пазы с параллельными ферромагнитными поверх
ностями стенок. Ферромагнитная среда имеет бесконечно большую 
магнитную проницаемость. Обмотка — стержневая, однослойная. 
Ток, протекающий в стержнях обмотки, стационарный, равномер
но распределен по сечению стержня. Расчетная схема представле-



A(y=hn)=l 
J

на на рис. 18.3. Бесконечно большая магнитная проницаемость 
ферромагнитных стенок паза позволяет воспользоваться методом 
зеркальных отображений и заменить проводник с током, лежащий 
в пазу, системой бесконечного ряда токов. Удобно рассматривать 
поле в трех областях. Разделение по областям проводится таким 
образом, чтобы получить наиболее 
простое выражение, описывающее 
распределение плотности тока.

В областях 1 и 3 токи отсутствуют 
и магнитное поле описывается урав
нением Лапласа. В области 2 лежат 
проводники с током и магнитное поле 
описывается уравнением Пуассона.
Бесконечная система токов является 
периодической функцией координаты 
х  и может быть представлена в виде 
ряда Фурье с периодом 2л, соответст
вующим ширине паза Ьп. При выб
ранном положении начала координат 
ряд Фурье для расчета плотности то
ка У содержит только составляющие, 
являющиеся функциями косинуса:

А
Ьп

Jz z=J0 ±  ' y j ncosnkx, (18.27)

0

где коэффициенты ряда Фурье
h  *̂СТ JП *̂СГГ (

Рис. 18.3. Пример расчета 
электромагнитного поля в па

зу
1)Л Х

У.(\1п)&т(пкЬ^12)\ (18.28)

п — порядковый номер гармонической; & =  2п/ЬП.
Из (18.27) следует, что в выражении для векторного потенциала 

все члены, зависящие от х, должны быть косинусоидальными 
функциями. На основании (18.10) общее выражение Аг для облас
тей без тока и с током запишем соответственно в виде

Л из =  р-о (Cj +  Q / )  +  Ио У  Уп (У) cos (nkx), (18.29)
П=1

А ̂  =  Mo (Di - ь  D2 у -ь D3if)  +  Ho V y n (y) cos (nkx). (18.30)
П— \

Постоянная D 3 =j= 0 только при наличии постоянной составляю
щей плотности тока, т. е. при Jо =f= 0 .

В областях без тока, где распределение векторного потенциала 
описывается уравнением Лапласа (17.22), для функции Y n(y) спра
ведливо (18.6) при к =  n2k2:

d2Yn{y)tdy2- n 2k2Y n (y) =  0. (18.31)



Общее решение (18.31) в соответствии с (18.8) запишем в виде 

Уп (У) =  с п ехр {nky) +  С'п ехр (— nky). (18.32)

В областях с током, где справедливо уравнение Пуассона (17.21), 
функция У п(у) описывается уравнением

й2Уп (y)ldy2 -  n W У п( у ) ~  — Jп, (18.33)
общее решение которого имеет вид

Уп (У) =  Dn ехр (nky) +  D ; ехр (— nky) +  Jn/(n2k2). (18.34) 

Для непериодической составляющей

Ai =  n,0 (Di - \ - D ¡ y D ^ )  (18.35)

справедливо уравнение д гА'2/дхг -г д2А'2/ду2 =  — fio/o, откуда

Но =  fio >Л> =  Но *̂ ст bn. (18.36)
Найдем постоянную интегрирования D 3 =  —0,5JCTbt/ba, или, 

учитывая, что / п =  JCTbJiu

£>3 =  - 1 а!(2Ь М . (18.37)

Общие решения уравнений для векторного потенциала с учетом 
(18.32) и (18.34) для любой из областей: 

для области 1
СЮ

А  =  Но (Сi +  с гу) +  Но V  [Сп ехр (nky) +
n=i

+  С'п ехр (— nky)] cos (nkx)\ (18.38)
для области 2

00

А г =  Но +  D-гУ +  Atí/2) +  !Ао XjímdП—\

X exp (nky) +  Dn exp (—  nky) +  Jn/(n2 k2)] cos (nkx); (18.39) 

для области 3
00

Л3 =  fio (E í +  E2y) +  (i0 V  I En exp (nky) - f
n=I

4- En exp (— nky)] eos (nkx). (18.40)
Для определения постоянных используются граничные условия 

и условия непрерывности силовых линий магнитного поля на гра
ницах зон. Ось координат х  направлена по ферромагнитной по
верхности дна паза. При ¡л >  |ло имеем



в х (í/ =  °) =  (д А^дУ)у=о =  Но С* +  Но У/ik X
Л=1

X (С„— С'п) cos (nkx) — 0. (18.41)

Отсюда Сг — 0; Сп — Сп. С учетом вышеизложенного
оо

А ,=  w0C i+  Но 'У Сп [exp(tiky) + е х р ( — nky)]œs(nkx). (18.42)¿md
п—\

Считаем, что высота hK, занятая клином паза и изоляцией, 
достаточно велика, и пренебрегаем выпучиванием силовых линий 
магнитного поля паза в сторону воздушного зазора. Это позво
ляет принять линию при у  =  hn, параллельную оси х, за силовую 
линию магнитного поля. При использовании векторного потен
циала эта линия является также линией равного векторного потен
циала. Примем значение векторного потенциала на этой линии

А Л У - h  п) =  0. (18.43)

В этом случае из (18.40) получим E t +  Е2у =  0; E nexp(nkha) -f- 
+  Enexp(— nkhn) =  0, откуда

El — — hn Е2\ Еп =  —  Е'п ехр (— 2nkha).

Векторный потенциал в области 3
оо

Лч =  — Но (К  — У) +  м-о У[Е'п [ехР (— пкУ) —JmdП—1
— ехр(— 2nkhn) ехр (nky)] eos (nkx). (18.44)

При у  =  ha индукция имеет только тангенциальную составляю
щую, которую можно найти из закона полного тока. При магнит
ной проницаемости зубцов ^ (л° и интегрировании по направле
нию вектора индукции

,  - V 2
—  f Вх (у =  hn)) di — 1а, 
н  V 2

откуда ВХ(У =  К )  =  — н0/ п /ЬП.
Тогда с учетом (18.44)

Вх =  {dAJdy)y=hn =  Ho^2 =  —  Но I J b a, (18.45)

откуда Е2 =  — 1а/Ьа.
Постоянные в выражениях векторного потенциала (18.42), 

(18.39) и (18.44) определим, воспользовавшись принципом непре
рывности магнитных линий поля. Согласно этому принципу, на 
границах областей должно выполняться равенство периодических



и непериодических членов в выражениях для векторного потен
циала и его первых производных по х  и у. При у  =  b на границе 
между областями 1 и 2 из условия A t =  Л2 найдем

D, +  Dtb +  D3b2 =  Ct; (18.46)
С„ [ехр (я&й) +  exp (— «£&)] =  Dn exp х

х (nkb) - f  Dn exp (— nkb) +  JJ{n2k2) (18.47)

и из условия dAi/dy — дАг/ду имеем
D2 +  2D.J) =  0; (18.48)

Сп [exp (nkb) — exp (— nkb) | =  Dn exp (nkb) — D'n exp ( _  пщ _  (18.49)

При у  =  b +  hi на границе между областями 2 и 3 из условия 
А 2 =  А 3 найдем

Dt +  D2 (b +  /zt) +  D3 (b -f- /г,)2 =  — E% (hn — b — /ц); (18.50) 

Dn exp (nk (b +  h ^ ) +  Dn exp (— nk (b +  /г,)) +

+  J7i/(n2k2) == En [exp (— nk (b - f  /zj)) — exp (2 nkhn) x

x  exp (nk (b +  hi))]', (18.51)
а из условия дАг/ду =  dAJdy  имеем

D2 +  2D3(b -p hi) — E2‘, (18.52)

Dn exp (nk (b +  hi)) — Dn exp (— nk (b +  /?,)) =

=  — En [exp (— 2nkhB) exp (nk (b +  hi) - f  exp (— n k x
x ( b  +  hi))]. (18.53)

Таким образом, получили систему уравнений (18.46), (18.48), 
(18.50) и (18.52) для коэффициентов непериодических членов и 
систему уравнений (18.47), (18.49), (18.51) и (18.53) для коэффициен
тов периодических членов выражений для векторных потенциалов.

Из (18.48) с учетом (18.37) определим Dt — — 2bD3 =  I nbi/(bnhi).
Из (18.50) находим D t =  — lln'(2bnhi)][(b +  hi)2 — 2Ьфп\.
Из (18.46) определим ¿ 1  — (IrJbn)(hn — b — hi/2).
Из системы уравнений для коэффициентов периодических чле

нов получим выражения для постоянных:

Сп =  Dn +  [JJ(2n2k2)] exp (nkb)\

Dn =  Dn +  \JJ(2n2k2)] sh (nkb)\

E'n —Dn +  [Jn/(2n2k2)] exp (nk (b +  /г,));

Dn=  — [Jn/(2n2k2)] [ch (nkhK) +
+  exp (nkha) sh (nkb)]/ch (nkha).



Подставив в (18.38) — (18.40) полученные коэффициенты, за
пишем выражения для векторных потенциалов:

А  =  (IJ b n) (ha — b — h j 2) +  ji0 V (y „ /(n 2/i2)) • N (п) х
п— I

х ch (nky) соь (nkx)\

А  =  Но ( /n/(2ön /г,)) [2/it (Л„ — ö — /г,/2) — (г/ - 6 ) * 1

+  Но ) I*— (У — b))+N(n)ch(nky)]cos(nkxy,
П~1

оо

-4:) =  Но(IJ b n)(hu— y) -t-H-o V  (JnnnW ))\N(ti) х
1

X ch (nky) — ch (nk (y — b )) ch (nk (у — b — /г,))] cos (nkx)\ 

где коэффициент

N (n) =  Ich (nk (ha —  b ) ) — ch (nkhK)]/ch (nkha). 
Выражения (18.54) позволяют рассчи- __

(18.54)

тать распределение векторного потенци
ала в области паза. Линии, соединяю
щие точки с одинаковыми значениями 
векторных потенциалов, являются сило
выми линиями магнитного поля. Типич
ная картина магнитного поля, имеющая 
место в пазу электрической машины, 
представлена на рис. 18.4. Соотношение 
между высотой и шириной паза ка = 2 Ьп.
Как следует из рис. 18.4, искривления 
силовых линий магнитного поля, за ис
ключением нижней части паза, практи
чески незаметны.

Искривление силовых линий в ниж
ней части паза показывает наличие по
тока рассеяния через дно паза. В инже
нерной практике искривлением силовых 
линий магнитного поля в пазу с парал
лельными стенками пренебрегают и не 
учитывают потоки рассеяния через дно паза, что может привести 
к заметной ошибке при /гп/6п<  1. Найдем формулу для коэффици
ента проводимости пазового рассеяния на основании расчетов маг
нитного поля:

Рис. 18.4. Картина сило
вых линий магнитного по

ля в пазу

1

НчА Но 'п J  5 Jt А2 dxdy, (18.55)
-ь„г>



где /, — длина активной части стержня.
Если принять, что толщина изоляции между медью и стенкой 

паза стремится к нулю, то =  Л  и в Лг (18.54) будут только не
периодические составляющие Л2 =  цо[/п/(2&пА1)][2А1(/г11— Ь—/г(/2 )—
— ( у — Ь)Ц\ в этом случае после интегрирования (18.55) полу
чим известную зависимость

Если использовать Л2 (18.54) без упрощений, то из (18.55) по
лучим

где слагаемые, учитывающие искривление силовых линий магнит
ного поля,

Для сравнения ниже приведены расчетные значения проводи
мости пазового рассеяния, полученные по упрощенной зависимости
(18.56) и по формуле (18.57) для /¡п =  ¿,ЬП; кк =  Ьп/3; Ь =  0,26П:

Приведенные данные показывают, что расхождение между зна
чениями проводимостей, рассчитанных по точной и упрощенной 
формулам, незначительны. В электрических машинах отношение 
И.п/Ьп, как правило, больше двух, поэтому погрешность в определе
нии по упрощенной методике не превышает 1—2%. Следователь
но, принимаемое на практике при расчете проводимости рассея
ния пазовой части обмотки допущение о прямолинейности силовых 
линий поля рассеяния справедливо.

В высоковольтных машинах с относительно большим отноше
нием Ь/Ьа, а также в специальных машинах с малым отношением 
На/Ьп [431 поток рассеяния через дно паза может стать соизмеримым 
с потоком рассеяния через боковую стенку паза. В этом случае 
Яп рассчитывают по (18.57).

Для надежного крепления обмотки необходимо знать значения 
электродинамических усилий, действующих на стержни обмотки. 
Составляющие индукции в области проводника с током имеют 
вид

=  Л,/(3 Ьп) +  АК/ 6П. (18,56)

Хп =  А,/(3Ьа) +  Ггк/Ь„ -I- ф1 (п) +  ср4 (п), (18.57)

*п\2^  1

^ 1 ..............
Хп по (18.56)
А* по (18.57)

0,377 0,544 0,711 1,706 
0,416 0,559 0,721 1,710 

10,3 2,8 1,4 0,23

1 1,5 2 5

Расхождение, %



-I Н-о "У, U J ( n k)  1 [ N  (n) sh (nky) —  sh (tik (у —  6))] eos (nkx);
П— 1

Bv =  — dAJdx =  — fi0 ^  [JJ(nk)) [1 — ch (nk(y— ¿>)) +
n—1

+  N (n) ch (nky)} sin (nkx).

С учетом этих выражений для радиальной составляющей элект
родинамического усилия справедливо выражение

b + h t У 2 IÍ
р у =  (’ | == — Но — Фз( « ) ) ,  (18.59)

'ь - V 2

где коэффициент

Фз(/г) =  2  1̂/п6) в'т2(тЬ11Ьп) (я) сЬ (пк (ь +  Л0) —

— А' (п) сЬ (пкЬ) — сЬ (пШ^ +  1 ].
Под действием радиальной составляющей электродинамического 

усилия проводник прижимается к дну паза. На Ру влияет искривле
ние силовых линий магнитного поля. Искривление силовых линий 
магнитного поля в пазу приводит к появлению тангенциальных 
составляющих Рх электродинамического усилия, сжимающих про
водник с током на оси симметрии паза. Из-за симметрии магнит
ного поля относительно оси паза тангенциальные составляющие 
электродинамического усилия уравновешивают друг друга, поэтому 
при симметричном расположении проводника результирующая со
ставляющая электродинамического усилия

S + f t ,

j  f JCT By dxdy =  О,
Ь - Í j 2

(18.60)

действующая на проводник с током, отсутствует.

§ 18.3. Метод Рота

В отличие от предыдущего метода, когда поле делим на несколь
ко областей и в каждой находим потенциал, метод Рота дает одно 
выражение векторного потенциала для всего поля [3, 41. Это выра
жение является решением уравнения Лапласа в пространстве, 
свободном от тока, и Пуассона для области, занятой проводником. 
Векторный потенциал магнитного поля — функция координат х, 
у  и выражается в виде двойного ряда Фурье. Векторный потенциал



должен удовлетворять начальным условиям, присущим данной 
задаче.

На примере расчета поля рассеяния стержневого трансформа
тора рассмотрим метод Рота. Чтобы сделать задачу двухмерной, 
предполагаем, что сердечник имеет весьма большой диаметр. Ка
тушки обмоток трансформатора заменим прямоугольными шинами

с высотой и к  и того же 
сечения. Решение, полученное 
при этих условиях, будет со
ответствовать полю внутри 
окна трансформатора (рис. 
18.5).

Пусть железо имеет беско
нечно большую магнитную 
проницаемость, линии маг
нитного поля входят в ярмо и 
сердечник нормально к их 
поверхностям. Поскольку оба 
стержня имеют совершенно 
одинаковую обмотку, плос
кость х — а является плос
костью симметрии, поэтому 
достаточно рассмотреть поле 
в одной половине окна. По 
обе стороны плоскости сим
метрии расположены катушки 
с одним и тем же направле
нием тока, поэтому линии по
ля пересекают плоскость сим
метрии под прямым углом. 
Решение уравнений Пуассона 
и Лапласа определяется в 
виде функций двойного ряда 
Фурье:

Рис. 18.5. Пример расчета электро
магнитного поля в окне трансформа

тора

Аг =  v  V  Сjh cos trijX ■ cos nhy. (18.61)
/ = i  k = \

Так как ферромагнитные поверхности имеют бесконечно боль
шую магнитную проницаемость, то запишем следующие три гранич
ных условия:

^  (х  =  0) =  0; (у =  0) =  0; —2 (у =  Ь) =  0. (18.62) 
дх ду ду

Так как линии поля перпендикулярны плоскости симметрии, 
запишем четвертое граничное условие:

(dAz/dx){x=a) =  0. (18.63)



Выражение (18.61) векторного потенциала удовлетворяет пер
вым двум уравнениям (18.62). Чтобы выполнить третье и четвертое 
граничные условия, необходимо для всех значений х  и у  соответст
венно иметь

cosm,jX-s'mnhb =  0 , cos/zfe i/-sin m /z =  0 .
Эти равенства выполняются при nh — (л/b)(k —  1); т, =  

=  (я/a)(i — 1).
Постоянный коэффициент Cjk определяется из условия, что 

функция А г удовлетворяет уравнению Лапласа во всех точках 
области, свободной от проводников, и уравнению Пуассона в пре
делах поперечного сечения проводников. В соответствии с этими 
требованиями вторые производные д2А г/дх2 и дгА г/ду2 подставим 
в (17.21) и (17.22),тогда соответственно для областей с током и сво
бодных от тока получим

оо со

'ViCjh(m2. -f- n2)co sm ¡х -cosпьу  =  ц / г; (18.64) 
/=1 *=i 

оо оо

\  'V C lh(m2. cos rrij х ■ cos п hy — 0. (18.65)
/= i k=\

Домножим обе части (18.64) и (18.65) на cos т ¡х ■ cos nhy  и про
интегрируем первое выражение в пределах

<  jc <  а\; bt с  и <  Ь\ ; 

а2 <  х <  а' ; Ьъ <  у  , (18.66)

а второе выражение — в пределах 0 < ^ : < а и 0 < | / <  b за вы
четом областей, определяемых условием (18.66).

Просуммируем результаты интегрирования левых и правых 
частей этих уравнений:

оо со а Ь

V V f j С jh (т2 -f- п2) cos2 ttijX • cos2 nky ■ dx ■ dy =
/= 1  /¡= 1 о 0

oo oo

=  (ab/4) V  V  c jk (m) +  n\) ; (18.67)
/=i fc=i

b\ ao bo1 1  2 2

j   ̂ [iJiCosnij x ■ cos tikу -dx-dy +  j* j* \iJ2co$,mjX X
fli hi a2 b?

X cos nhy ■ dxdy °°i 00 i Г i =  V  V  | jj.«/, -------(sin nij a. —  sin т 7а4) x
1^, f r i  1 im Jnhi=i k=i



x ( s i n « fc b\ —  sinnft ¿>t)J+(xy2 — (sin trijO.̂  — sin rttja2) x

x  (sin nk b'2 —  sin/ift 62) j j . (18.68)

Приравнивая (18.67) и (18.68), определим

C Jk =  — “ Г — Гч í - ^ -  (s in  m i a 'i — sin m i  n h b \ —ab (m ¡ +  nk )  [ mi nh

— sin nh bt) H----- —  (sin rrij a' — sin trij a2) (sin nh b' —
m¡ nh

— sinnft62) j .  (18.69)

Коэффициент CJk рассчитывают в зависимости от значений т, 
и nh. Возможны следующие варианты:

1) т, =  0 ; nh =f= 0 , т. е. / =  1 ; k Ф  1 , тогда
2а

Сlft =  — Hr {А  (а| — a,) (sin пк Ь\ — sin пк í>t) +  / 2 (а2 — 
аЬп*

— а2) (sin tifo b'2 — s in«h 62));

2) m.j Ф  0 ; nh =  0 , т. e. j Ф  1 ; k =  1 , тогда

Cn =  — -  \Ji (b\ — b) (sinm ^í — sinmya,) +
abm?.

-\-J2(b'2 — fc2)(sinm¿ a2 — sinmyújj));

3) trij =f= 0; nk Ф  0, т. e. j  Ф  1; 1, тог
да коэффициент C,h рассчитывается согласно 
(18.69);

4) nij =  0; nk =  0, т. е. / =  1, k =  1, тог
да векторный потенциал магнитного поля равен 
А г =  Cjh =  const для всей области окна транс
форматора. Поскольку нас интересуют всегда 
производные векторного потенциала (т. е. ин
дукции Вх, Ву, которые при Аг =  const равны 
нулю), этот случай практического значения не 
имеет.

Задаваясь значениями А г =  const, строим 
линии поля в окне трансформатора (рис. 18.6). 
Из выражения для потенциала магнитного поля 
легко получить составляющие магнитной индук

ции Вх, Ву и, зная их, определить механические усилия, действую
щие в обмотках. Например, определим силы, действующие на пер
вичную обмотку трансформатора. Силы, действующие на едини
цу длины проводника вдоль оси г,

Рис. 18.6. Карти
на поля в окне 
трансформатора



j  J iB y dxdy\ Fy, =  j  Г J tBx dxdy.
Oi bt at bt

Взяв производные от (18.61) и проинтегрировав в заданных 
пределах, получим

ОО ОО Q
Fxi— — У, У  У  -^ - (s in  nh b[ — s i n n ^ )  (cos m,já.— cosm^oj);

ТА SA Пк
ОО ОО

Fvx=  J -^У У  -----(s in tn¡á. — s in ttij¿z,)(cos nh b'.— cosnk b^.
/ Й Й  m}

В этих выражениях все величины известны и определяются 
размерами обмоток и окна трансформатора. Однако арифметиче
ские вычисления сил занимают значительное время, так как ряды 
сходятся очень медленно.

§ 18.4. Метод конформных преобразований

Применение теории функций комплексного переменного к ан а
лизу полей позволяет найти простое решение многих задач, которые

Рис. 18.7 . Конформные п р еобразования: а  — в плос
кости Ъ =  X -ф- ¡ у ,  б  —  в плоскости м =  ¡и

трудно или вообще невозможно решить другими методами. К т а 
ким задачам относятся задачи построения поля в областях, о гр а
ниченных криволинейными или многоугольными границами, н а
пример определение поля в воздушном зазоре электрической м а
шины с учетом пазов.

Сущность конформного преобразования заключается в замене 
действительного поля, которое в силу сложности очертания границ 
не поддается непосредственному расчету, эквивалентным полем, 
каждый бесконечно малый элемент площади которого подобен



соответствующему ему бесконечно малому элементу действитель
ного поля, но очертание границ имеет простую форму, для которой 
расчетные уравнения поля известны. Определение функциональной 
зависимости, правильно отражающей такую  замену, является ос
новной трудностью.

Действительное поле обычно рассматривается в системе коорди
нат х, у. Будем рассматривать плоскость, в которой расположены 
линии потока и эквипотенциальные линии, как плоскость комплекс
ного переменного г =  х +  ¡у. Каждой точке этой плоскости соот
ветствует определенное число Ъ, каждой линии на плоскости — 
определенное уравнение, связывающее координаты ее точек. На
пример, точке А соответствует число Zл =  1 + / • 1, точке В — 
число 2 В =  5 +  /-3, точке С — число 2 е— 5 4- /-1 (рис. 18.7). 
Уравнению у =  х  соответствует прямая, проведенная из начала 
координат под углом я/4, гиперболе х2 — у 2 =  4 —кривая V =  4, 
гиперболе 2ху = 1 6  — кривая и =  16 и т. д.

Подобную картину образуют линии потока и линии равного 
магнитного потенциала магнитного поля внутри угла между двумя 
бесконечными ферромагнитными плоскостями, проекции которых 
совпадают с осями координат х, у. Пусть имеется некоторая функ
ция комплексной переменной со =  V 4 - /и, вещественная и мнимая 
составляющие которой — однозначные функции х, у: и =  /1(дс, у), 
и — /2(х, у), т. е. функция комплексной переменной ы =  /(V, и) 
является в то ж е время функцией координат х, у  плоскости г: 
со =  ¡(г). В этом случае каждому значению г =  х +  ¡у, определяю
щему положение какой-либо точки на плоскости г, соответствуют 
некоторое значение со =  у +  /м и определенная точка на комплекс
ной плоскости с». Примем, что V — хг — у 2 и и =  2ху. Тогда точка 
А на плоскости г (рис. 18.7, а) соответствует точкеан а плоскости м 
с координатами соа =  0 +  /2 (рис. 18.7, б), точка В — точке Ь 
с с«)ь =  16 +  /30 и точка С — точке с с «о с =  24 +  /10. Каким- 
либо отрезкам на плоскости г, например АС  и СВ, на плоскости ы 
соответствуют отрезки ас и сЬ. Очевидно, что конфигурация отрез
ков претерпела изменение, однако угол, под которым отрезки 
пересекаются, остался неизменным. Криволинейные области, за 
ключенные между V и и на плоскости г, превратились в прямо
угольники на плоскости о.

Равномерное поле в плоскости со — наиболее простое из всех 
лапласовых полей и, к ак  правило, выбирается за основу, с которой 
связывают решение задачи. Процесс определения любого поля ме
тодом конформных преобразований сводится в конечном счете к 
выводу уравнения со =  /(г), которое связывает точки исследуемого 
поля в плоскости г с точками в плоскости о . В простейших случаях 
можно найти зависимость

IЫ!<1г =  М ехр (/0 ), (18.70)

где Л4ехр(/0) — линейный коэффициент преобразования.
Иначе говоря, преобразование малого отрезка ¿ 2  при переносе



его с плоскости ъ на плоскость со заключается в изменении его дли 
ны в М раз и в повороте против часовой стрелки на угол 0 :

М — )/ (ди/дх)2 +  [dvidxf — У  (ди/ду)2 +  (dv/dy)2 ; 

tg 0  =  (ди/дх)/(dv/dx) =  — (dv/dy)/(du/dy).

Бесконечно малому треугольнику в плоскости z будет соответ
ствовать в плоскости со бесконечно малый подобный треугольник, 
так как соответственные углы этих треугольников, согласно свой
ству консерватизма углов при конформном преобразовании, равны , 
а отношения соответственных сторон (с точностью до бесконечно 
малых высшего порядка) равны одному и тому же постоянному 
числу М. Однако из этого не следует, что при конечных размерах 
форма линий не изменяется.

Напротив, коэффициент М, называемый коэффициентом рас
тяжения, меняется от точки к точке, поэтому изменяется и форма 
отрезков. Например, прямоугольный треугольник ABC  (рис. 18 .7 ,а) 
на плоскости со трансформировался в криволинейный треугольник 
abc (рис. 18.7 б). Изменились соотношения длин сторон, однако 
углы при вершинах сохранились неизменными. В большинстве 
задач область исследуемого поля ограничена линиями потока и 
эквипотенциальными линиями поля. Во многих случаях границы 
рассматриваемой области представляют совокупность прямолиней
ных отрезков или могут быть ими аппроксимированы. При н ахож 
дении функции «о =  /(z) часто вводят промежуточные плоскости и 
переменные. Так, например, при решении задач определения поля 
в областях, ограниченных на плоскости z многоугольными границами, 
используют вспомогательную комплексную плоскость t. При этом 
вещественная ось | плоскости t связы вается уравнением преобра
зования с границей многоугольника, ограничивающего рассматри
ваемую область поля в плоскости г. В результате преобразования 
верхняя полуплоскость плоскости t отображается во внутреннюю 
область многоугольника. Затем поле верхней полуплоскости, в 
свою очередь, отображается в полосу между двумя бесконечными 
плоскостями с потенциалами срм =  0 и UM комплексной плоскости 
со (рис. 18.7, в). Любая точка поля полосы является комплексным 
потенциалом ым =  фм + /срм соответствующей точки на плоскостях 
¿ u z .  Таким образом, устанавливается связь между координатами 
точки поля z и соответствующим ей комплексным потенциалом по
лосы (ом. Модуль напряженности магнитного поля

Н =  | d m jd z \ = | (d«ûM/dt) (dt/dz) \ =  |

Расчет магнитного поля в зазоре явнополюсной маш ины. На
примере задачи построения кривой индукции воздушного зазора, 
создаваемой обмоткой возбуждения явнополюсной СМ, и определе
ния коэффициента формы поля рассмотрим применение метода кон
формных преобразований.



Д ля упрощения считаем, что воздушный зазор под полюсом 
равномерен и равен зазору у краев полюсного наконечника; пре
небрегаем кривизной ферромагнитных поверхностей, ограничиваю
щих воздушный зазор машины, принимаем магнитную проницае
мость стали равной бесконечности. При определении поля полюсов 
предполагаем, что поверхность якоря не имеет пазов, а воздушный

зазор между поверхностями якоря 
и полюса равен 6' =  6& . Коэффи
циент воздушного зазора считаем 
известным. Полученное при этих до
пущениях значение индукции под по
люсом будет соответствовать индук
ции Вр создаваемой реальным пото
ком при зубчатом якоре. Так как вы
сота полюса больше ширины межпо- 
люсного пространства, принимаем при 
расчетах ярмо машины удаленным от 
воздушного зазора в бесконечность. 
Расчеты показывают, что это допуще
ние не вносит существенных погреш
ностей, если высота полюса больше
0,7—0,8 ширины межполюсного про
странства. Учитывая, что задачей яв
ляется исследование распределения 
магнитного поля по расточке статора 
машины, можно не рассматривать по
ле рассеяния в межполюсном прост
ранстве. Это позволяет принять ток 
возбуждения сосредоточенным у ярма 
машины, а ширину полюса — равной 
ширине полюсного наконечника Ьр — 
= а т 1( где а  — коэффициент полюсной 

Рис. 18.8. Пример расчета  по- Дуги. Предполагаем, что длина актив- 
л я  в  зазоре машины ной части машины велика и можно не

учитывать краевые эффекты, т. е. по
ле в зазоре машины плоскопараллельное. Расчетная схема машины 
показана на рис. 18.8, а.

Учитывая симметрию машины, рассмотрим поле в области 
АОРБСВ, ограниченной линиями равного потенциала и линиями 
потока, а именно: поверхностью расточки статора В А, имеющей 
нулевой потенциал; линией потока Ай, совпадающей с осью симмет
рии полюса; поверхностью полюса в Р о , имеющей потенциал С/м; 
линией ярма ИС, удаленной в бесконечность, и линией СВ, совпа
дающей с осью симметрии межполюсного пространства и являю
щейся линией равного магнитного потенциала <р =  0. Так как 
поле в воздушном зазоре при удалении от кромки полюса к его 
середине равномерно, линию потока Ай  принимаем удаленной в 
бесконечность. Таким образом, две пары сторон многоугольника 
АйРОСВ  уходят в бесконечность. Стороны В А и ГО в +ао обра-

и.

№



зуют вершину А' с углом при вершине оц =  0. Стороны ВС и FD 
в +оо по оси / образуют вершину С’ с углом при вершине а 3 =  0. 
Д ве другие вершины многоугольника имеют углы при вершинах 
в долях л : для вершины F угол а 4 =  3/2, для вершины В угол 
<Х2 =  1/2. Координаты вершин: ZF =  0,5(1 — а )т ( 4- /6'  и ZB =  0. 
Сложная конфигурация границ исследуемой области поля не 
позволяет сразу найти функцию, описывающую это поле в осях 
х, у. Поэтому устанавливаем связь  между исследуемым полем на 
плоскости 2 (рис. 18.8, а) и известным равномерным полем о>м =  
=  фм +  /фм в бесконечной полосе комплексной плоскости <о 
(рис. 18.8, в) посредством введения вспомогательной комплексной 
плоскости t =  | +  /т) (рис. 18.8, б) и преобразования верхней по
луплоскости плоскости t во внутреннюю область многоугольника 
AGFDCB и бесконечную полосу плоскости со.

Совмещение вещественной оси £ плоскости t с границей много
угольника AGFDCB выполним следующим образом. Возьмем к а 
кую-либо вершину многоугольника, например А, и найдем для нее 
соответственную точку а на оси £ . В принципе местоположение 
соответственной точки, с которой начинается совмещение оси | с 
границами многоугольника, может быть выбрано совершенно 
произвольно в любой точке положительной или отрицательной 
части действительной оси £. Примем положение точки а, как по
казано на рис. 18.8, б, с координатой i a =  £„ =  00 ■ При обходе 
многоугольника ABCDFG по часовой стрелке соответственные 
точки многоугольника располагаются на оси в порядке убывания 
координат: а >  Ь >  с >  ... .

Математически преобразование вещественной оси плоскости t 
в многоугольную границу на плоскости г осуществляется интегри
рованием дифференциального уравнения Кристоффеля — Шварца]

где а, Ь, с, ... — координаты точек на вещественной оси | плоскос
ти соответствующие вершинам многоугольника; а , ,  а г , а 3, .. . — 
внутренние углы при вершинах многоугольника в долях л .

Уравнение(18.71)определяет длину и наклон отрезка вещест
венной оси плоскости / при преобразовании его на плоскость г. 
Так как направление всех элементов М, образующих веществен
ную ось плоскости одинаково, то аргумент выражения (18.71) 
определяет наклон элементов йг. При движении вдоль оси | [ +  оо;
— оо] элементы йг описывают границу многоугольника. Например, 
при движении по вещественной оси плоскости / в пределах 6< ;/< а в 
плоскости г получим соответственные перемещения йг по прямой 
АВ, образующей с вещественной осью х угол <р̂  =  л . Значение 
угла (рд определяется аргументом функции (18.71) в заданных 
пределах изменения и

••• * (18.71)

arg (dz/dt) =  argS  +  (aj — 1 ) arg (t — a )+  (<*2 —
— 1 ) arg (t — b) +  ...



Аргументы множителей (t — а), (t — b), (t — с ) , . . . ,  являю
щихся действительными числами, могут быть равны нулю, если 
знак числа положительный, или л, если знак отрицательный. 
Очевидно, что при изменении t в пределах b <  t <  а аргументы 
множителей остаются постоянными. В точке b функция теряет 
регулярность. При движении по оси £ эту точку необходимо обой
ти по малой полуокружности радиуса г, расположенной в верхней 
полуплоскости, причем радиус г можно сделать сколь угодно малым 
г 0. Точка b является соответственной точкой вершины В на 
плоскости z. Как только будет осуществлен переход на участок 
с <  t «< b, величина (t — b), которая на предыдущем участке 
была положительной, становится отрицательной, что равносильно 
тому, что аргумент множителя (t — b) изменяется на п. Аргументы 
других сомножителей не изменяются. Следовательно, аргумент 
функции dz/dt получит приращение Дер =  (аг — 1)я, т. е. в точке 
В происходит смена направления перемещений отрезка dt на угол 
(—л/2). При перемещении по вещественной оси плоскости t в пре
делах с <  t <  b в плоскости z получим соответственные перемеще
ния по прямой ВС'. При переходе через точку С' аргумент функции 
dz/d\ получит приращение на величину Дф =  (а 3 — 1)л, т. е. в 
точке С происходит смена направления перемещения на угол —я 
и отрезки d\ укладываются на сторону C'F многоугольника и т. д. 
Таким образом, вся действительная ось плоскости t переходит в 
контур многоугольника A'BC'F.

Положение начала координат в плоскости t выбирается незави
симо от выбранного начала координат в плоскости z. Можно при
нять, что началу координат на плоскости t соответствует любая 
вершина многоугольника или любая другая точка на его сторонах.

Так как полуплоскость можно отобразить саму на себя и при 
этом три произвольные точки перевести в три наперед заданные 
точки, то при определении функции г можно всегда принять извест
ными три соответственные точки, лежащие на вещественной оси 
Е плоскости t. Обычно за известные координаты принимают Е = 0, 
± 1  и ± оо. Если вершине многоугольника плоскости z на плоскос
ти t соответствует бесконечно удаленная точка, то относящийся 
к этой вершине множитель выпадает из уравнения Кристоффеля — 
Ш варца. Это часто используют для упрощения интеграла Кристоф
феля — Шварца. Обычно принимают на плоскости t, равной бес
конечности, координату точки, которая соответствует вершине 
многоугольника, удаленной в бесконечность на плоскости z. На 
действительной оси плоскости / (рис. 18.8, б) помещены точки, 
соответствующие вершинам многоугольника A'FC'B  в плоскости z: 
вершине С' с координатой Z c , =  /оо —  точка с с координатой 
t c =  0; вершине А' с координатой ЪА, — оо — точка а с ta =  оо. 
Координату одной из двух оставшихся вершин можно выбрать на 
оси g плоскости t такж е произвольно. Принимаем, что вершине F 
соответствует точка f  с координатой t} =  — 1 . Можно было бы вы
брать известной точку, соответствующую вершине В. Тогда ее коор



дината была бы равна 1Ь — 1- Неизвестную координату вершины 
В на плоскости t обозначим через Ь. В дальнейшем она будет опре
делена через геометрические размеры области. Таким образом, 
уравнение Кристоффеля — Шварца

после подстановки известных координат соответственных точек, 
значения углов а  и исключения множителя, соответствующего 
вершине (имеющей координату =  оо), принимает вид

dz/dt =  S ( t  — b) l/2t - 4 t + l )3/2 ‘ =  (SIX) V (\  +  l)/(t — b), (18.73)

Задача определения неизвестных соответственных точек по з а 
данным координатам вершин многоугольника в плоскости z встре
чает на практике очень большие трудности, за исключением редких 
случаев, когда интеграл Кристоффеля — Шварца выражается че
рез элементарные функции. В большинстве задач константы опре
деляют численными методами. Постоянные 5  и b наиболее просто 
определяются методом вычетов или равносильным ему методом 
представления уравнения Кристоффеля -— Шварца в полярных ко
ординатах, заменой t =  /?ехр(/0 ) и определения интеграла при 
R -► О и R оо. Если t =  /?ехр(/0), тогда di =  jRexp(j®)-dO  и

В вершине А' плоскости г при переходе от поверхности расточки 
статора к поверхности полюса функция г делает скачок на =
=  /б'. Вершине А' на плоскости / соответствует точка а, удаленная 
в бесконечность; следовательно, радиус А? -*■ оо . Тогда йг — jSd<Э. 
Переходу от поверхности статора к поверхности полюса в точке а  
соответствует изменение угла 0  на л. Таким образом, при У? =  оо 
получим =  /б' =  /5л, откуда 5  =  б'/л.

В вершине С  плоскости г при переходе от линии нулевого по
тенциала ВС к поверхности полюса функция г делает скачок на
М с, =  — (1 — а )т !. Вершине С' на плоскости t соответствует

точка с, лежащ ая в начале координат. Следовательно, радиус 
Я =  0. Переходу от линии ВС к поверхности полюса в точке С  
соответствует изменение угла 0  на л . Таким образом, при ^  =  О
получим д 2 с  =  (1 — а) т,/2 =  утсЗ |/ — 1 !Ь ,

или при разделении переменных

dz =  S |/ (t + l)/(t — b) (dt/t). (18.74)

dz =  jS  ]/ (R exp (/0 ) +  !)/(/? exp (/0 )—b) d@. (18 .75)



dz/dt =  (Ь'Ы) (l/t) Ÿ (t +  1) / (t — b), (18.77)

где b определяется по (18.76).
После интегрирования (18.77) запишем

z = (S'/ir) j ‘ j/ ( t+  1) / (t — è) (dt/t) + st.
*o

Постоянную S t находим из соответствия точек В и b. Имеем 
ZB =  0 (рис. 18.8), т. е.

ZB =(Ь'/к) 1 1 Ÿ (t +  1) / (t — b) (dt/t) +  S t =  0, откуда

S i =  -  —  f  V (t +  l)/(t -  b) (dt/t) =  —  Г |/(t +  l ) ( t - 6) (dt/t).
71 J  71 Jt*

Следовательно, 

Z =  —
7C

(18.78)

Полученное уравнение удобно интегрировать методом подста
новки, вводя новую переменную

р =  — Ь)1{\ +  1) или р2 =  а  — 6)/0 +  1), (18.79)

откуда 1 =  (Ь +  Р2)/(1 — р2); dt =  [2р(1 +  ¿»)/(1 — р2)2Ир. 
Значению / =  Ь соответствует р =  0. После подстановки (18.78) 
запишем

г= (Ъ 'Ы )\  (2 ( 1  +  г>)/[(1 - Р 2)(& +  Р2) 1М р. (18.80)
о

Подынтегральное выражение представим в виде суммы простей
ших дробей:

2 ( 1  +  Ь)/\{ 1 -  р 2)  ( Ь +  р 2)1 =  Л / ( 1  - р )  +  В/( 1 +  р )  +

+  (Ср +  Ц)/(Ь +  Р2).

Из тождества 2(1 +  Ъ) =  Л(1 + Р)(6 +  р2) +  В{\ — Р)(6 +
+  Р2) +  (Ср +  /))(1 — р2) запишем систему уравнений

А — В — С =  0; ЬА — ЬВ +  С =  0;
А +  5  — 0  =  0; М  +  ЬВ +  й =  2 (1  +  Ь),



решая которую получим постоянные А  =  1, В =  1, С =  0, 0  — 2. 
Выражение (18.80) принимает вид

г  =  (8 '/ * ) ( [1 / (1  - р )  +  1/(1 +  Р) +  2 /(Ь +  р2М .
о

Отсюда

п

где р определяется по (18.79), а Ь — по (18.76).
Таким образом, получено уравнение, устанавливающее связи  

между параметрами на плоскостях г и /. Связь между известным 
равномерным полем в бесконечной 
полосе комплексной плоскости (и и 
полем вспомогательной плоскости £ 
устанавливается путем преобразо
вания вещественной оси плоскости 
t в многоугольник, образуемый 
бесконечной полосой.

Преобразование вещественной 
оси плоскости t  в многоугольник, 
образуемый бесконечной полосой.
Равномерное поле между двумя 
бесконечными плоскостями разного 
потенциала описывается * наиболее 
простыми функциями. Поэтому 
равномерное поле используют в 
качестве эталона при конформных 
преобразованиях. Примем, что на 
комплексной плоскости со = и +  ¡и  
расположена бесконечная полоса, 
одна из границ которой имеет по
тенциал фм =  0 и совпадает с ве
щественной осью V плоскости со, 
а вторая граница, имеющая по
тенциал фм =  и ы, расположена параллельно первой (рис. 18.9). 
Эта полоса образует прямоугольник АВСБ. Координаты у г 
лов у прямоугольника А ВСЕ) на плоскости со принимаем сле
дующим образом: координата угла В сов =  оо, угла С сос — 
=  оо + ¡ и м, угла О со0 =  —оо +/£/„ и угла А =  — оо.
Задача значительно упрощается, если принять, что стороны ВА  
и СИ, параллельно уходящие в бесконечность, образуют в беско
нечности вершины многоугольника А ' с координатой сол, =  — оо 
и б '  с координатой сов, =  оо. Углы при вершинах А' и В '  равныз 
сц =  а.2 =  0. На комплексной плоскости /, вещественную ось 
которой необходимо преобразовать в многоугольник, образуемый 
бесконечной полосой, выбираем соответственные вершинам много

В)

<►-
с

©

ь Ъ

Рис . 18.9. Полоса в п л о ско с 
ти о> =  V -#■ /и, соо тветствую 
щ ая  равномерному полю ( а ) ,  и 
вспомогательная п лоско сть  

< (б)

1п (18.81)



угольника точки: вершине В' — соответственную точку Ь с коор
динатой и  =  оо, вершине А' — точку о с 10 =  0.

Учитывая, что из уравнения Кристоффеля — Шварца выпадают 
множители, относящиеся к вершинам, удаленным в бесконечность 
на вещественной оси плоскости ¿, а также что угол а 1 =  0 и а =  0 , 
уравнение (18.71) примет вид

е1а/Л =  5  (1 — а)“1 -1  =  5/1. (18.82)

После интегрирования получим

(О . 5  | а т  +  5^ (18.83)

Постоянная интегрирования 5 ( представляет собой точку на 
плоскости со, соответствующую началу координат / =  0. Определим 
постоянную 5 4 из соответствия точек Л ' и о на плоскостях ш и /:

а)л , =  5  о[ М  +  5 £ = — оо;

0̂
о и

5 ,  =  —  оо  —  5  <ш\ =  —  о о + 5 1 '  а т .
К о

Подставляя полученное значение 5 ! в (18.83), запишем

(18.84)

Д ля определения постоянной 5  преобразуем (18.82), делая 
подстановку 1 =  #ехр(/0 ) и й\. =  /£ехр(/0 )гЮ, получим

<1ы =  5  (сН/Ц =  /5с/0. (18.85)

В плоскости м при пе
реходе от А В к СО потен
циал получает приращение 
йы =  ¡ и ы. Вершине В в 
плоскости ? соответствует 
точка Ь, удаленная в бес
конечность, в которой осу
ществляется переход от по
верхности нижней полосы 
к поверхности верхней по
лосы поворотом на угол 
с/0 =  я . Таким образом, 
йы =  ¡ и м =  ¡Бп, откуда 
5  =  и „!п .

Рис. 18.10. Картина поля в воздушном 
зазоре явнополюсной машины

принимает вид 
ю =  (и ы/к) 1п



Задаваясь различными значениями линий потока и линий рав
ного магнитного потенциала, можно определить t и по его значе
нию — координаты х, у на плоскости z. Таким образом, можно 
построить линии потока и линии равного потенциала исследуе
мой области (рис. 18.10).

Значение магнитной индукции в какой-либо точке исследуе
мого поля

Bf =  НоН =  Но (dm/dz) — Ho (dw/dt) l(dz/dt).

При этом, согласно (18.82) и (18.73),

d«o/dt =  (í/M/i:)(l/t); dz/dt =  (87ic)(l/t) V (t +  l)/(t — b ).

Следовательно,

в ,  =  Ho ( U J V )  V ( t  - b ) / ( t +  1) =  (HoÍ/m/SOP. ( 1 8 .8 7 )

Рис. 18.11. Зависимости относи- Рис . 18.12. К ри вая  индукции воздуш- 
тельного перемещения от Ь и р  ного зазора

Выразить dft>/dz непосредственно через параметры плоскости г 
невозможно, поэтому для получения зависимости изменения маг
нитной индукции в функции г производится подстановка значения 
1 в (18.87) и (18.81), что дает значения В} и г, связанные друг с дру
гом. Д ля расчетов можно использовать кривые, связывающие от
носительное перемещение х /Ъ' вдоль полюсного деления машины с 
коэффициентом р (рис. 18.11). Например, для построения кривой 
распределения индукции воздушного зазора вдоль расточки ста
тора от линии симметрии межполюсного пространства до линии 
симметрии полюса необходимо изменять 1 от Ь дооо. При 1 =  Ь 
В} — 0, точке Ь в плоскости г соответствует В. При / =  оо В г = 
= Вь — ¡ао (У „/8' ,  точке { =  оо соответствует в плоскости г точка
A. Задаваясь значениями координаты х (рис. 18.11), находим соот
ветствующее значение Р и индукцию в воздушном зазоре по (18.87). 
В качестве примера на рис. 18.12 построена кривая индукции в 
воздушном зазоре при а  =  0 ,7  и Ь — 0,04. Рассчитанные значения
B, получены при изменении х  от 0 до т 4/2. Вторая половина кривой 
индукции на полюсном делении построена по законам симметрии.



Зная распределение индукции вдоль полюсного деления, можно 
определить основную гармоническую индукцию B fmi и коэффициент 
формы поля обмотки возбуждения kf =  BfmJ R fm. Д ля определе
ния B fmi разлагаем функцию B f в ряд Фурье:

оо
f  (х) =  а0/2 +  У  (а„ eos (пкх/Tt) +  bn sin (п tcx/tj)).

п —1

Так как кривая Bf  при выбранном начале координат — нечет
ная периодическая функция, то коэффициенты а0 и ап равны нулю. 
Коэффициент Ьп определим из равенства

bn =  (2 /tj) f (х) sin (пях/tj) dx,
о

где п— порядок гармонической.
Так как функция f(x) =  Bf(x) 

задана в виде таблицы соответст
венных значений Bf  и х, то Ьп оп
ределим методом численного инте
грирования, например с помощью 
формулы прямоугольников:

т —1

Ьп — (2/т) У  Bfl sin (m ilm ),
1 = 0

где т  — число участков, на кото
рые разбит интервал; i — номер 
участка; Bfi — индукция на рас
сматриваемом участке.

При п — 1 расчет Ьп дает значение основной гармонической 
индукции Bfmi. Расчеты коэффициента формы поля для ряда зна
чений 8'/xj в функции а  представлены на рис. 18.13. Значения 
коэффициента (}юрмы поля для неравномерного зазора под полюсом 
приведены в [18].

§ 18.5. Расчет переменных электромагнитных полей
в токопроводящих средах

Переменные магнитные поля характеризуются наличием в токо
проводящих элементах поверхностного эффекта, заключающегося 
в том, что магнитное поле и вызванные им вихревые токи сосре
доточиваются у поверхности токопроводящих сред. При поверх
ностном эффекте увеличиваются добавочные потери, для снижения 
которых предусматриваются различные меры: магнитопровод ма
шины набирается из отдельных листов электротехнической стали, 
а стержни обмоток подразделяются на изолированные друг от дру
га элементарные проводники малого сечения. В то же время явле
ние поверхностного эффекта применяется, например, для улучше-

Рис . 18.13. Зависимость коэффи
циента формы поля во збуж ден и я  

от а



ния пусковых характеристик АД с короткозамкнутым ротором. 
Повышение активного сопротивления стержней в момент пуска 
из-за поверхностного эффекта приводит к увеличению кратности 
пускового момента при одновременном снижении пускового тока.

Рассмотрим расчет переменного магнитного поля, создаваемого 
током, протекающим по массивному стержню, лежащ ему в откры
том пазу с параллельными сторонами. Примем 
допущения: магнитная проницаемость стали 
ярма и зубцов бесконечно велика; силовые ли
нии магнитного поля нормальны к боковым 
стенкам и параллельны дну паза; магнитное 
поле за линию ей (рис. 18.14) не распростра
няется; сердечник набран из тонких листов 
электротехнической стали, где вихревые токи 
отсутствуют; температура по сечению стерж
ня одинакова; распределение магнитного по
ля в пазу вдоль активной части машины не 
изменяется; векторы магнитного поля изменя
ются во времени периодически.

Принятые допущения позволяют ограни
читься расчетом одномерного магнитного по
л я , изменяющегося только по координате у\

Рис. 18.14. Расчет
н ая  схема

rot Н =  -  dW Jdy  =  (V * n) (J„p +  J c t )  =  ( V 6„) J* . ( 18-88)

Результирующая плотность тока J l складывается из плотностей
токов проводимости J np и стороннего J CT, направленных по оси г.

Считаем распределение сторонней плотности тока по сечению 
стержня равномерным. Так как  силовые линии магнитного поля
параллельны дну паза, то дЗг/дх =  0. Тогда на основании операции 
ротора любого вектора запишем

rot jg  =  д j г/ду =  д ( j np +  Кт)/дУ =  д ‘з цр/ду. (18.89)

Так как J ,.T =  const, то и напряженность стороннего электри
ческого поля ЕСт =  const. Тогда обобщенный закон Ома запишем 
в виде

rot i z =  7 (rot Е -|- rot Ест) =  7 rot Е , (18.90)

где Ё — напряженность электрического поля, вызванного пере
менным магнитным полем стержня с током.

Из закона электромагнитной индукции rot Е =  — d b x/dt —
— — /tojxHj., где В*, Нж — индукция и напряженность магнитного 
поля, созданного током, протекающим по стержню, и закона Ома 
(18.90) запишем

digldy =  — ju>ii0yi\x. (18.91)



Продифференцировав (18.88) по у  и подставив в него (18.91), 
получим уравнение для расчета поля в токопроводящей области

д2Нх/ду2 =  ¡шц0уНхЬ^Ьи =  й2 Нж, (18.92)

где коэффициент k — (1 -f- j) Y — (1 -f- /)/Д; 
глубина проникновения магнитного поля

А =  V  2bn/(U>li0ybi) . (18.93)

Общее решение уравнения (18.92) имеет вид

Ня= С j exp (ky) -\- С2 exp (— ky). (18.94)

Зам ы каясь в пределах активной части стержня, ток проводимос
ти не влияет на значение полного тока в пазу, а приводит к его 
перераспределению по высоте стержня, поэтому

л ‘  !  ■ \~  j" ( ^ст ^пр J dy 1СТ.
о

Д л я упрощения расчетов примем, что комплексная функция
стороннего тока имеет только вещественную часть 1 ст =  /ст, тогда
полный ток в пазу 1п =  /ст.

Воспользовавшись законом полного тока, найдем постоянные
интегрирования Сг и С2 из (18.94). При у — 0 ЬпН(0) =  0; следова
тельно, Сг =  —С2; при у  — hi ènH(/ix) =  — /ст и CJexpi^AJ —
— ехр(—khj)] — — ICT/bw откуда

Ci =  — I J \bп (exp (к^) — exp(— khi))]. (18.95)
После подстановки (18.95) в (18.94) получим

H  =  - - 1 s t .  . ехР (feÿ) — exp ( — ky) _  _  _/çt_ _ sh ky , j g
ba exp (khi) — exp (— khi) bu sh

Плотность тока найдем с помощью (18.88), дифференцируя Н:

j * =  Vcr/bi) k ch ky/sh kh^

М одуль напряженности магнитного поля имеет вид

|н| = К н н *  = (7 СТ/ 6 П) - ch (2ÿ/A) — cos (2y/A)
ch (2/ц/Д) — cos (2hi/A)

I

где Н* — функция, комплексно сопряженная Н.
М одуль плотности тока представим в виде

1 /  I _  У   ̂ л *  =  /пт | сЬ (2у/Д) + с о 5 ( 2 у / д )
I * '  г  ‘  АЬ1 у  сЬ {2/хг/Д) — С08(2й1/Д) '



где I* — функция, комплексно сопряженная Л г; /^/Д =  £ — при
веденная или относительная высота проводника.

Активные потери на единицу длины стержня запишем в виде

/ > „ = - ! [  - А  Ь г ш Ш  -  - ^ - ( ' а ь а  +  5|п^  -  г А .
2? )  2  2-г J  1 1сЬ28 — С052^ “ ст’

Б О
где га — активное сопротивление единицы длины стержня.

В предположении равномерного распределения тока по сече
нию определим омические потери на единицу длины стержня 
р ом =  ^ом е̂т’ где гом — омическое сопротивление
единицы длины стержня.

Влияние поверхностного эффекта на сопротивление стержня 
оценивается отношением

к „ =  =  Е-ь..2£.± 1‘п .2£ . (18.97)
Г,ом Р ом ch 25 — eos 25

Определим энергию магнитного поля в области стержня:
Й1

__ Г / бЬ 25 5{п 2 5 \
м 2 }  4Ьа \сЬ 25 —  соб 2 5 / '

о
Энергия магнитного поля и внутренняя индуктивность стержня 

связаны соотношением (17.69), из которого имеем
2Ц7М __ ^ 0 ^ 1  /5 Ь 2 5  —  Э!!! 2£

£ =с /2 256,, Vch 2
¿e — sin \ 
25 — eos 25/СТ

Без учета поверхностного эффекта

¿о  =  ]i0V i/(3¿>n).

Влияние поверхностного эффекта на индуктивность стержня 
оценивается отношением

¿ с  3 /sh 25 — sin 25\к =  —  =  —  /— — (18. 98)
ь  25 \сИ 25 — со? 25/

В области клина /гк (рив. 18.14) при у  >  удельная проводи
мость у — 0 и (18.92) приобретает вид д2Нх/ду1 =  0, общее реше
ние которого

Нх =  С,у +  С.2. (18.99)

Для определения постоянных С1 и С2 воспользуемся граничны
ми условиями для напряженности магнитного поля Н на линиях 
у  =  Н1 и у =  /гх Н- /гн. Из (18.96) при у =  к, получим



Пренебрегая затуханием магнитного поля в области клина, 
из закона полного тока запишем напряженность магнитного поля 
на линии у  == Лх +  Лк:

Н ,------ IС'Г̂ П — Q Уг1 +  ^к) + ( 18. 101)

Из уравнения (18.100) и (18.101) следует, что С1 =  0; С2 =  
—1Ст/^п- После подстановки этого выражения в (18.99) получим

Н , — А:т ^ir 

Энергия магнитного поля в области клина

(18.102)

Г нян dÿ = üs-^s./L
J  * * *  2 6П

Внешняя индуктивность стержня на единицу длины паза 

1̂ ь =  211/ м//ст = (х0/1/гк/ ¿п.

Полная индуктивность стержня в пазу с учетом поверхностного 
эффекта

Ь =  |х<Л +  Аи/бц).
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Рис. 18.15. Пример расчета переменного электромагнит
ного поля в стержне

Значения функций kL и от £ представлены на рис. 18.15, а. 
Очевидно, что с увеличением £ активное сопротивление массив
ного стержня будет возрастать, а индуктивность — уменьшаться. 
При £ >  1 без большой погрешности принимаем kR =  £, kL =  
=  3/(2g).

Важной характеристикой поля является глубина проникнове
ния (18.93), показывающая, на каком расстоянии от поверхности 
стержня по координате у индукция магнитного поля уменьшается 
в е  раз. При частоте со =  314 1/с и параметрах у =  5 ,7 -107 1/(Ом-м), 
¡х0 =  1,25б-10~в Гн/м для медного стержня в пазу глубина про
никновения Д »  0,01 м. Расчетная схема, кривые распределения



в относительных единицах напряженности магнитного поля |Н|
и плотности тока | Л | по высоте медного стержня (5 — А — 3) 
представлены на рис. 18.15, б. За базисные величины приняты 

' Нб =  /ст /Ьп — 1; J 6 — ^ст =  1. Из рис. 18.15 следует, что боль
шая часть потока рассеяния и тока стержня сосредоточена на гл у
бине проникновения. Здесь же будет выделяться и большая часть 
потерь в стержне.

Аналогичные зависимости имеют место, когда в пазу лежит 
несколько изолированных друг от друга проводников, тогда важ 
ное значение имеет относительная высота каждого отдельного про
водника. Поверхностный эффект при рассмотрении группы провод
ников в каждом отдельном проводнике зависит не только от разме
ров самого проводника, но и от общего тока всех проводников, 
лежащих под ним. Ниже приведены значения критической высоты 
проводников при условии, что добавочные потери в проводниках 
не превышают 33% основных потерь 1561:

Число проводников на высоте
паза .......................................................1 2 3 4 5

Предельная высота проводника, 
мм ............................................................17,0 10 ,5  8 ,5  7 ,4  6 .6

Расчеты электромагнитного поля в пазу со сложной конфигу
рацией стенок затруднительны На практике оценку влияния по
верхностного эффекта на параметры стержня сложной конфигура
ции проводят приближенно или решают задачу численными мето
дами.

§ 18.6. Исследование влияния
электропроводящего экрана на электромагнитное поле,
гармонически изменяющееся во времени

На примере исследования 
влияния электропроводящего 
экрана на электромагнитное по
ле, созданное проводником при 
протекании по нему переменно
го тока, рассмотрим метод ре
шения задач электродинамики с 
помощью функции векторного 
магнитного потенциала. Пусть 
проводник параллелен беско
нечной плоскости экрана и дли
на его бесконечно велика. Это 
позволяет рассматривать поле 
плоскопараллельным. Расчетная 
схема показана на рис. 18.16.
Рассматриваемое пространство разделим на зоны. Зона 1, в которой 
находится проводник с током, простирается в области изменения 
х от — со до 0. Магнитная проницаемость среды этой зоны цо, элект-

Т О Н *

Рис. 18.16. Кривые распределения 
индукции вдоль оси х при наличии 

экраЕ 1а (/) и без экрана ( I I )



ропроводность y  =  0 , за исключением точки х — —а, у =  0 , в 
которой лежит проводник. Пусть по проводнику протекает перемен
ный ток с постоянной амплитудой. Д ля рассматриваемой области 
этот ток является сторонним. Зона 2 соответствует области, зани
маемой токопроводящим экраном, и простирается от х = 0 до 
х =  d, где d — толщина экрана. Электропроводность экрана у ., 
магнитная проницаемость (ао. Зона <3 расположена по другую сто
рону экрана по отношению к проводнику с током. Электропровод
ность этой зоны 7  =  0, магнитная проницаемость ¡хо. В зонах 1, 3 
электромагнитное поле описывается уравнением Лапласа

д2 'кг !дх2 +  d2Áz/dtf =  0, (18.103)

а в зоне 2 — уравнением Гельмгольца

д2к г /дх2 +  д2 к г/ду2 =  /(Uv#oAr . (18.104)

Решение вихревого поля в зоне 2 ищем в виде функции

Á2 =  / 2 (X, х) сш Ху. (18.105)

В зоне 1 векторный потенциал магнитного поля представим в
виде двух составляющих: Ai =  А10 +  Ai2, где А)0 описывает поле 
проводника с током в однородной изотропной среде, А 12 учитывает 
влияние вихревого поля зоны 2 [3]. В декартовой системе координат 
векторный потенциал

Á,o =  [Щ 1Ст/ (2тс) 1 ,п +  Q)2 +  У' ■

Аналогично (18.105), находим векторный потенциал:

Á t2 — /1 (Я, x)cosky. (18.106)

Векторный потенциал магнитного поля в зоне 3

Á3 — /з(Я-. x)coshy. (18.107)

Искомые функции А) и А3 должны удовлетворять уравнению
Лапласа, а А2 — уравнению Гельмгольца. Определим общее
выражение векторного потенциала Ái2. Д ля этого (18.106) 
продифференцируем дважды по х, у  и подставим в (18.103): 
[d2f í(k, х)/дх2) cos Ху — /,(>-, х)Х2 cos Ху — 0. После сокращения 
на cos Ху получим однородное уравнение второй степени 
d2f l(X, х)/дх2 — fi(X, х) X2 =  0, решение которого имеет вид

Д (Л,, х) =  С, ехр (Хх) + С2 ехр (— Хх).

Так как при бесконечном удалении от источника поля (х->---- с»)
векторный потенциал имеет конечную величину, то коэффициент
С2 должен быть равен нулю. Следовательно, А(2 =  Ciexp(Xx)cosXí/. 
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Более общее решение получим при интегрировании по параметру X
оо

А ,2 =  (’ С (к) exp (кх) cos kydk.

Интегрирование производим в пределах 0 <  к <  оо, так к ак  
cos к у — функция четная; С (к)— некоторая функция к. Таким 
образом,

ОО

д  =  jV c t .  1п }/(х + а)2 +  у- +  Г С (к) exp (кх) cos kydk.
2 к Jо

Аналогично определим векторный потенциал зоны 2  (18.105):
ОО

Á2 =  [  [£\ (Я) exp (рх) +  D2 (к ) exp (— рх)] cos kydk,

где
р  =  V к- +  ¡ к - ; к,2 =  о)|107.

Так как  при бесконечном удалении от источника поля (х -*■ +  оо) 
векторный потенциал имеет конечную величину, то в зоне 3

Á3 =  j‘ Е (к) ехр (— кх) cos kydk.

Коэффициенты С(к), D^k), 0 2(к), Е(к) определим из условия 
равенства нормальных и тангенциальных составляющих индукции 
на границах сред, т. е. в плоскостях х  =  0 и х =  d. Если х =  О,
то dAi/dx — дА.г/дх\ dAi/dy =  d Ä Jd y  и тогда

;х0 / г т  

2л
------- ---------h ?  С (к) к cos kydk =  Г lpDt (к) ■

а* +  r  J i
— pD^(k)] cos kydk\

-------y---------- ?  С (к) к sin kydk =
а 2 +  Ф J

=  — f [D, (к) +  D% (Я)] к sin kydk.

(18.108)

Отношения а/(а2 +  у2) и у/(а2 +  у 2) выразим следующими ин
тегральными функциями!

00
а/(а2 +  у2) =  (' ехр (— ка) cos kydk",

у/(а2 +  у2) =  J  ехр (— ка) sin kydk.



Тогда равенства (18.108) преобразуем к виду

[|io/CT/(2*)] ехр ( -  к а )  +  ХС (X) = PDt (X) -  pD2 (X); J

[|i0/CT/(2n)] exp (— Ха) — ХС (X) =  -  XDi (X) — XD2 (X). I

Если x — d, то dA J d x  =  дА 3/дх\ d A Jd y  =  дА 3/ду и тогда

pD{ (X) exp (pd) — pD2 (X) exp (— pd) = — XE (X) exp (— Xd); |
XDi (X)exp(pd)-]-XD2 (X)exp(— pd) = XE(X)exp(— Xd).

Решая систему уравнений (18.109) — (18.110), получим следую
щие значения коэффициентов:

В Д )

ст (р — X) ехр (— \а — pd)
7С ^  _  X)2 ехр (— pd)  — (р+Х)2 ехр (pd)

l V  ст ( р + Х )  е х р (— Xa +  pd)
тс ( р  — X)2 ехр (— pd)  — (р +  Х)а ехр (pd)

МчУ ст 2рехр (— Xa +  Xd)
л (р — X.)3 exp (— pd)  — (р +  X)2 exp (pd)

ехр ( — Ад) (р—X) ехр(— Хй—prf)+(p-f-X)exp ( — Xa +prf)
2Х (р — X)2 exp (— pd)  — (р +  X)2 exp (pd)

Общие выражения для векторных потенциалов магнитного поля 
по областям следующие:

1 / /., | „ \2  I . .2 _] J^Vct (* f  ехР (—Ха)д 4 =  jV c t_  1п |/ (Х +  а )2 +  у* +  jV c r .  7Г
2тс J Iо L

+
(р  — X) ехр (— Ха — pd)-\-(p-\-\) ехр (— Xa+pd)

j  • ехр (Xx)-cosXydk',
(р — X)2 ехр ( — pd )  — (р  +  X)2 ехр (pd)

(18.111)

д  _  M-q/г.т Г (Р—X) ехр ( —Xa—prf) ехр (p .t)+ (p-f X) ехр (—Ха+prf) ехр (—рх)
2 J  (р X)2 ехр (— pd) — (р +  X)2 ехр (pd)

X cos XydX, (18.112)

lHj , T ~ 2p exp ( -  la +  U) • exp ( -  \x) . cos %yd% ( , g  , , 3 )
2я .) (р — X)2 ехр (— pd)  — (р +  X)2 ехр (рс() ъ

При анализе электромагнитного поля вблизи токопроводящего 
экрана представляет интерес определение влияния экрана на маг
нитную индукцию в областях 1 и 3. Амплитудное значение индук
ции определим через составляющие индукции по осям х, у:

В* =  dkz!dy, Ву =  — дАг/дх; В =  V I Вж | +  | В„ 

252



Дифференцирование выражений (18.111) — (18.113) по х, у  
не представляет сложности, однако вычисление интегралов воз
можно только приближенно, например методами численного инте
грирования на ЦВМ. Кривая 1  распределения индукции вдоль 
оси х представлена на рис. 18.16 для случая, когда толщина экрана 
й =  А =  "|/2/(<«р.0у ) . Штриховой линией II показана кривая из
менения поля в однородной среде (воздухе) при отсутствии экрана.

ГЛАВА 19 ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ

§ 19.1. Сущность численных методов

Уравнения электромагнитного поля, описывающие его с по
мощью скалярного или векторного магнитного потенциала в облас
тях со сложной конфигурацией границ или с нелинейными харак
теристиками сред, обычно не имеют аналитического решения. 
Такие уравнения решаются численно, например с помощью метода 
конечных разностей. Метод конечных разностей предполагает за
мену непрерывного распределения скалярного или векторного маг
нитного потенциала дискретным. С этой целью область, где рассчи
тывается магнитное поле, покрывается сеткой. В зависимости от 
системы координат, в которой записаны уравнения электромагнит
ного поля, форма ячеек сетки мо
жет быть прямоугольной, квадрат
ной (прямоугольная система коор
динат) или в виде сегментов (по
лярная система координат). Систе
ма координат и соответствующая 
ей форма ячеек сетки выбираются 
такими, чтобы наиболее точно ап
проксимировать границы расчет
ной области. Точность аппрокси
мации границ отдельных участков 
может иногда потребовать исполь
зования сетки с различной формой 
ячеек для одной и той же расчет
ной области.

Равномерная сетка с прямоугольной формой ячеек представ
лена на рис. 19.1. Для удобства расчетов каждый узел сетки обоз
начен двойным индексом /, к. Индекс /' обозначает порядковый 
номер вертикальной линии сетки (столбца), а индекс к — порядко
вый номер горизонтальной линии сетки (строки). Если один из 
узлов принимает индексацию /, к, то относительно него узлы  будут 
иметь индексацию, представленную на рисунке. Узел с индексами 
/, /г по отношению к соседним узлам называется центральным. 
Центральный узел и окружающие его соседние узлы образуют 
«шаблон» сетки.

Связь потенциалов каждого узла сетки с соседними описыва

Я , К 3,х 3+1,к

3,к-1

2 3 4  5  6
I I

Рис. 19.1. Р авном ерная  пр ям о 
угол ьн ая  сетка



ется конечно-разностными уравнениями, образующими систему. 
Порядок системы определяется количеством внутренних узлов сет
ки. Решение уравнения электромагнитного поля сводится к реше
нию системы конечно-разностных уравнений. Предположим, что 
независимая величина, например координата х центрального узла 
{рис. 19.1), получит малое конечное приращение Дл: =  а. Соответ
ствующее приращение потенциальной функции ср называется раз
ностью первого порядка или первой разностью функции:

81 =  Дф =  ф (у— 1, к) — ф (у, к). (19.1)

Величина Ъ1 /а — Дф/Дх называется разностным отношением 
первого порядка и при Дл: ->• О

Ь1/а(Ах —*■ 0) =  дф/дх. (*9.2)

Первые разности функций ф, в свою очередь, являются функ
цией независимой переменной х. Разности первых разностей на
зываются разностью второго порядка или второй разностью функ
ции:

811 =  8 ‘ ( У +  1, к) — Ь\,, к). (19.3)

Величина 8и/а2 =  Дф2/Дх2 называется разностным отноше
нием. второго порядка и при Ах ->- О

8й/а2 (Ах 0) = д2ц>/дх2. (19.4)

В двухмерных задачах величины поля являются функциями 
координат х, у. Сделаем приращения координат равными. Тогда 
по осям х, у

8 "  =  [ ф (У +  1,  к )  —  Ф ( / ,  А ) ]  —  1ф(У, к )  —  ф ( /  —  1, А ) ]  =

=  ф (у +  1, *) +  Ф (/ — 1, к) — 2ф (у. к);

8" =  [ф(1, к +  1 ) —  ф (/, к)\— |ф(у, к)— ( , 9 '5)
— Ф (/; к — 1)1 =  ф (/, й 4- 1) 4- Ф 0 , * — 1) — 2ф (у, к).

Распределение потенциала в безвихревом поле подчиняется 
уравнению Лапласа д2<р/дх2 4- д2<р/ду2 =  0. Подставим значения 
производных из (19.4) с учетом (19.5). После сокращения постоян
ной величины а2 получим расчетное уравнение Лапласа в разност
ной форме для некоторой узловой точки с координатами /, к.

Ф (/ +  1, к) +  ф (у — 1, к) 4- Ф ( 1 , к +  1) +  ф (у, к — \) —

— 4ф(у, /г) =  0. (19.6)

Отсюда потенциал центрального узла

Ф (у, к) =  0,25 1ф (у 4- 1, к) 4- Ф (/ — 1, к) 4 -

+  Ф(/, к 4- 1) 4- ф(/, к — 1)]. (19.7)



Решение, полученное методом разностей, представляет собой 
совокупность частных значений функции, описывающей магнит
ное поле в дискретных точках, равномерно распределенных по всей 
области поля. Значения функции в точках находят путем замены 
дифференциального уравнения в частных производных, которым 
описывается поле, системой алгебраических уравнений в конечных 
разностях, связывающих значение по
тенциала в любой точке области поля 
со значениями потенциалов смежных 
точек поля [3). При этом можно выб
рать произвольное пространственное 
распределение точек. Однако при вы
боре равномерного распределения то
чек задача значительно упрощается.
Равномерное распределение обеспечи
вается расположением точек в «узлах» 
любой равномерной сетки.

Когда количество расчетных точек 
невелико, потенциалы узловых точек 
легко найти путем решения системы, 
составленной из уравнений типа (19.6) 
для каждого узла. Пусть известны 
значения потенциала на границах квадрата (рис. 19.2). Требует
ся определить потенциалы в точках 1 , 2 , 3  и 4. Д ля каждой из 
этих точек, как для узловых, составим уравнения Лапласа в раз
ностной форме:

100 +  Ф2 +  100 -|- ф3 — 4ф, =  0;
Ф, +  50 + 100 +  Ф4 — 4ф.г =  0;
50 +  ф4 +  Ф1 +  0 — 4 ^ з  =  0;
Ф3 +  0  +  ф2 -|- 0  —  4ф4 =  0 .

Решая систему, находим: ф! =  75; фг =  62,5; ф3 =  37,5; ф4 =
=  25.

В задачах расчета магнитных полей используют сетки, содер
жащие сотни узлов. Такой же порядок, равный числу внутренних 
узлов сетки, имеют системы конечно-разностных уравнений. Д л я  
решения систем уравнений используют прямые и итерационные 
методы. Выбор прямых или итерационных методов зависит от вида 
матрицы. Матрицы системы конечно-разностных уравнений я в л я 
ются редкими, т. е. содержат большое количество нулевых элемен
тов. Д ля таких матриц прямые методы решения, например метод 
исключения Гаусса, нецелесообразны, так  к ак  для своей реализа
ции требуют хранения в памяти ЦВМ большого количества матрич
ных элементов, что может оказаться выше возможностей некоторых 
ЦВМ. Прямые методы находят применение в основном для реше
ния систем уравнений с плотными матрицами.

Д ля решения систем уравнений с редкими матрицами удобны 
итерационные методы. Итерационные методы не требуют хранения

■100 100 100 100

1 2

3 4

...

о о г о
Рис. 19.2 . Пример расчета ре

лаксац и он н ы м  методом



многих матричных элементов, они самокорректирующиеся, что 
минимизирует ошибки округления. Д ля решения систем конечно
разностных уравнений широко используется метод последователь
ных смещений (метод Гаусса — Зейделя). Д ля ускорения схо
димости итерационного процесса при решении уравнений в ко
нечных разностях методом Либмана вводится релаксационный 
параметр В [3, 4, 35].

Рассмотрим простой итерационный метод. Начальные значения 
потенциалов узлов 1 —4 обычно принимают равными нулю. По 
(19.7) находим потенциал 1 узла и вписываем его вместо началь
ного. Затем при обходе по строкам находим потенциал 2 узла, ис
пользуя найденное значение ф(, и вписываем его вместо началь
ного. После вычисления потенциалов первой строки переходим к 
расчету потенциалов второй строки и т. д. до полного обхода всех 
узловых точек. Затем производим вторую, третью, ... , п-ю итера
цию, пока потенциалы узлов не будут отличаться от значений в 
предыдущем цикле на некоторую величину, определяющую точ
ность расчетов, например Д<р =  0,1 (табл. 19.1).

Т а б л и ц а  19.1

Помер
узла

Потенциал узла  при итерациях

1 2 3 4 5

1 50 68,75 73,4375 74,6093 74,9023
2 50 59,375 61,7187 62,3046 62,4521
3 25 34,375 ,36,7187 37,3046 37,4511
4 18,75 23,4375 24,6093 24,9023 24,9755

Недостаток этого метода — медленная сходимость. Существует 
ряд итерационных методов с быстрой сходимостью, наиболее прос
той из которых экстраполяционный метод Либмана. Сущность 
метода в том, что новое значение потенциала узла определяется 
как сумма старого значения и некоторой доли остатка, найденного 
по (19.6). Потенциал некоторой узловой точки при обходе узлов 
по строкам (рис. 19.1):

Ф" (/. Щ =  ф "-' (у , /г) +- р • 0 ,2 5  [фп' г (у +  1, /г) +  ф" (у —  1, к) +

+  Ф" (/, /г +  О +  Ф " '1 (У. & —  1) —  4фл-1 (у, /г)], (1 9 .9 )

где п — номер итерации.
В остальном метод аналогичен простому итерационному методу 

последовательных смещений. Значение коэффициентов релаксации 
принимают в пределах 1 <; |3 <  2. При (3 =  1 уравнение (19.9) 
переходит в (19.7), а при (} 2 процесс решения становится не
устойчивым (табл. 19.2). Сходимость решения существенно зависит 
от принятого релаксационного параметра, однако оптимальное



Р различно для каждой из задач и найти его можно лишь прибли
женно, часто только путем подбора.

Потенциал узла при итерациях
Релакса

ционный па
раметр 1 2 3 4 5

м 55 72,943 77,0648 71,1221 75 ,0228
1,2 60 76,8 75,888 74,8204 74 ,9860
1,3 65 80,3562 76,3751 73,9886 75,3933
1,4 70 83,65 75,8135 72,5797 75.9336
1,5 75 86,7187 73 ,3886 71,0174 78,0240
1.9 95 97,4937 95 ,6583 96 ,7339 207,837

Продолжение  табл .  19.2

Релакса - 
ционный п а

раметр

Потенциал узла при итерациях

6 7 8 9 ю 11

м
1,2
1,3 74,995
1,4 74,970
1,5 74,233 .  70,1088 76,1957 73 ,970 75,454 74 ,907
1,9 Переполнение

П р и м е ч а н и е .  Итерационный процесс прекращ ается при достижении требуемой точ
ности.

Из табл. 19.2 видно, что при р >• 1 процесс схождения носит 
периодический характер с затухающими колебаниями относительно 
истинного значения в отличие от апериодического процесса просто
го итерационного метода. Срыв колебаний и, как следствие, ускоре
ние сходимости решения возможны принятием р =  1 после 
перехода потенциалов через их максимальные значения; например, 
в рассматриваемом примере при р =  1,5 максимум потенциала 
достигается во второй итерации. Принимаем р=  1 после третьей 
итерации или при достижении минимального значения после чет
вертой итерации (табл. 19.3).

Т а б л и ц а  19 .3

Исходные данные 
при р—1,5

Потенциалы узлов при дополнительных 
итерациях с  (3=1

номера потенциалы
итераций узлов С?!

3 73,3886 71,«078 74,4938 74,8734 74,9680
4 71,0174 75,6885 75 ,0670
5 78,0240 75,4967 75,0639



Другие методы ускорения сходимости решения рассмотрены 
далее.

§ 19.2. Конечно-разностные уравнения 
для областей с разными магнитными 
харакгери сти ками

При замене производных конечно-разностными отношениями 
на границах раздела сред с разными магнитными характеристиками 
необходимо предусмотреть выполнение граничных условий (17.35) 
и (17.36). Различия в магнитных и электрических характеристиках 
сред для одной и той же расчетной области приводят к различию 
конечно-разностных уравнений, что затрудняет их совместное ре
шение. Эти недостатки автоматически устраняются, если для полу
чения конечно-разностного уравнения использовать закон полного 
тока в интегральной форме. Уравнению (17.31) соответствует 
запись закона полного тока в интегральной форме:

ф н й 1 =  | Лст& +  /о7 | (Аср -  А) <Ь. (19.10)
/ Я  в

Сетка должна удовлетворять линейному изменению потенциалов 
между соседними узлами и постоянству магнитных свойств среды 
в пределах каждой ячейки. Линейное изменение векторных потен
циалов между соседними узлами достигается уменьшением шага

сетки в областях быстрого из
менения значений векторного 
потенциала. Однородность 
магнитных свойств среды в 
пределах каждой ячейки сет
ки автоматически выполняет
ся, если ферромагнитные об
ласти изотропные и в них от
сутствуют потери на гистере
зис и вихревые токи. В этом 
случае в ферромагнитных об
ластях для переменных и по
стоянных полей устанавлива
ется с помощью основной кри
вой намагничивания одноз
начная зависимость между 
максимальными значениями 

(комплексными амплитудами) индукции и напряженности магнит
ного поля:

ц = в / Й ,  (19.11)

где [х — действительное значение магнитной проницаемости.
Рассмотрим сетку с прямоугольной формой ячейки (рис. 19.3). 

Разделим ячейки сетки средними линиями и получим контур инте-

А(й,к+1) Аи+1,к*1)
р.и-1, к)

г-1 эи-1,к) 
Ц--------

м и , *)
7

ли-и К) I. . Аи,к) I А(и*1,к)I зи-1,к-1)
Б ------

м и - 1, *■-'!)■
*7

.Ми,к-1)
я

г /

АЦ-1,к-1) , АЦ.к-1) Аи+1,к-1) 
I р и -0  I РЦ) I

Рис. 19.3. Шаблон прямоугольной сет
ки



грирования 8—2—4—6—8. Д ля контура интегрирования левую  
часть уравнения (9.10) в конечных разностях запишем в виде

2 4 6 8

ф ш  =  С Ш/ + [ Н (И +  | Ш1 +  Г нм, (1 9 .1 2 )
/ 8 2 4 6

причем

(  Ш  -  - М .  ( - 1 ! ^  +  - Щ - )  ( А Ц. *> -  А (, +  I, *>);
Л р(1)  0 .  * — 0  Iх (/. А) / '

8 (1 9 .1 3 )

Гш / =  Г-(/" Л  )(*</■ * > - А ( / , * + ! ) ) ;и я Ш \ ¡1(1, к) IX О — 1, к) I ' '
(1 9 .1 4 )

Г н л  =  — ( ^ - 1>—  +  — ) ( Ау ,  ¿) _
J  Р (/ — 0 (у — 1 . * — 1) М- (/ — 1 , * )/ '
4

— А(/ — 1, /е)); (1 9 .1 5 )

Г Ней =  ■ ° ^  - (----- ---------+ ------Р » - 1)—  ( а  (у, А) -
и <7(* — 1) \  — !) ^  (/ — 1. А — 1) '
6

- А ( / ,  Л — 1) ) .  (1 9 .1 6 )
Обозначим 1

Т (у, £) =  0,5(7 (*)/(/> 0 ) И (/. ¿ ) ) ; 5  (/. *) =  0.5 X
X (/)/(<? (/г),и (у, £)). (1 9 .1 7 )

Введем коэффициенты:

С, =  Г (у, Л) +  Г (у, к  -  1); С* =  Я (у, к ) +  Э (/ -1 , Л);
Сз =  Г ( у - 1 ,  й)  +  Г ( / - 1 ,  Л - 1 ) ;  С 4 =  5  (у, А - 1 )  +

+ 5  (/ — 1 , й — 1);
Сь =  С) +  С2 -4- С3 +  с*.

Тогда (19.12) с учетом (19.13) — (19.18) запишем в виде

фЙсИ =  С БА(у,  /г) — 0  0 ,  к) ,  (1 9 .1 9 )
I

где

й  0'. ^) =  С 4А ( у -(- 1, 6) 4- С2А ( / ,  Аг +  1 )4 -  С3А (у —  1. /г) 4-

+ С4А (у, к — 1) (1 9 .2 0 )

(1 9 .1 8 )



Контур интегрирования 8—2—4—6—8  (рис. 19.3) ограничивает 
токопроводящую область площадью

5 М (/, * )= О ,25  0о(/) + р(/-1))(< 7(А ) +  ^ (Л - 1 ) ) .  (19.21)

В пределах 5 М(/, к) плотность вихревого и стороннего токов 
постоянна. Плотность стороннего тока задают в виде веществен
ного числа J cт. Д ля конечно-разностной аппроксимации правой 
части выражения (19.10) определим ограниченные контуром ин
тегрирования 8—2 —4 —6 —8  соответственно сторонний и вихревой 
токи:

I 0'. к) =  J cтds =  J cт(j, А)5М(/, к), (19.22)

1, (/, к) =  М  | (Аср— а )  йз = /Св (Аср -  А (у, Л )), (19.23)

где коэффициент

Св =  шТ5 и (/, *). (19.24)

Границы токопроводящей области 
могут совпадать с линиями сетки или 
проходить строго посередине между 
ними. Целесообразно использовать 
сетку со средним разделением, когда 
границы токопроводящей области 
проходят строго посередине между 
линиями сетки (рис. 19.4). В этом 
случае (19.22) и (19.23) будут справед
ливы для всех узлов сетки, находя
щихся в токопроводящей области и 
на ее границе. Если гоаницы токо
проводящей области будут совпадать 
с линиями сетки, то для расчета эле
ментов тока в узлах сетки на границе 

токопроводящей области потребуются выражения, отличные от за
писанных выше. При этом разнотипность выражений для расчета 
элементов тока в узлах сетки в токопроводящей области и на ее 
границе затрудняет составление программы и увеличивает время 
расчета на ЦВМ из-за необходимости использования логических 
выражений.

Формулы (19.19), (19.22) и (19.23) позволяют получить уравне
ние в конечных разностях для расчета комплексного векторного 
потенциала в любом /, к-м узле сетки:

А (у, к) =  ( 0  (у, к) +  I (], к) +  уС6Аср)/(С5 +  /Св). (19.25)

В линейных задачах целесообразно комплексный векторный 
потенциал представить в виде

/ 1К
I *

*
ОВматка

Ь
Ъ
Ь
ъ
ъ Уу /

\ У. У/. У/, V/. У/. >/У.У/,УЛУА
N
ч Желе з о

Рис. 19.4. Сетка со средним 
разделением в области то ка



и вести отдельно расчет для его действительной А, и мнимой Аг 
частей.

Для этого в (19.25) все комплексные величины запишем в виде 
действительной и мнимой частей:

и  (/, к) =  и л и  Ь) +  ДМ /. * ) ;  Аср =  Л)с 4  уЛ20. (19 .27)

С учетом (19.27) уравнение (19.25) представим в виде 

А (у, к) — (II, (у, /г) 4  /(У2 (у, к) +  I (у, й) 4  /СвЛ1с —

-  СвЛ2с)/(С5 +  /Св). (19 .28)

Домножив числитель и знаменатель (19.28) на комплексно-со
пряженное число знаменателя, получим

А(У, к) =  [С6С/1а ,  й) -(- СЬ1 (у, &) — СьСьА.гс 4  Сй(У2 (у, /г) +

4" СбЛ1с / (Сь1/г (у, к) -¡- СвС в Л1с Сви, (у, /г)

-  Св/ (у, к) +  С? Лас)1/(С| 4  С62) . (19.29)

Из (19.29) выделим два уравнения для расчета соответственно 
действительной и мнимой частей векторного потенциала:

А\ (/• =  1^5 (^1  (У. / (У. — ^вАс) +  х

х  (Ц.А), к) +  СвЛю)]/(С25 +  С §), (19 .30)

(У- =  1^5 (^г(У. +  С6Л,с) — Св (¿У, (у, /е) +

4  I (У, Л) — С6Л2с) ] / ( а  4" Св) ■
Подразделение (19.29) на

3 и (и,к) 
Г —  —----- » ?

М/ц,1-1)1 _

два независимых уравнения 
позволяет проводить расчеты 
переменного магнитного поля 
с помощью действительных 
величин, что существенно 
уменьшает затраты машинно
го времени на ЦВМ и в не
которых случаях упрощает 
составление программы на ал
горитмических языках.

Уравнения (19.25) и (19.29) 
также справедливы и для по
лярной сетки, где координа
ты любого у, 6-го узла — 
функции радиуса (к) и по
лярного угла ф(у'). Шаблон полярной сетки представлен на рис. 
19.5. Целесообразно использовать сетку со средним разделени-

’* '0

Рис. 19.5. Шаблон полярной сетки



ем, когда граница токопроводящей области проходит посередине 
между линиями сетки. Площадь, ограниченную контуром инте
грирования 8—2—4—6 —8, определим по формуле 5 М(/, к) =  
=(С(/ -  1) +  <20')) (Щк + 1) +  2Я (к) +  /? (к -  1)) • (Я (к +  1) -
— #(&— 1)/16. Д ля расчета коэффициентов С2, С4 (19.18) находим

Т а , к) =  0 ,5  (Я (к +  1)-Я (Л ))/«2(У )ц (/ , к))-

Б (/, к)  =  0,25(2 (у) (Я  ( к  +  1) +  Я (*))/[(/? (к  +  1) -  Я  (к)) ц (/, к)}, 
(19.32)

Д ля коэффициентов С 1 и С3 справедливы выражения

С, =  (Т У  щ +  т ц ,  * - 1 ))/Я(Л);

С, =  (Т Ц — 1, к) +  Т Ц -  1, * — !))//?(*). (19.33)

Уравнение (19.25) с учетом (19.19) приведем к виду, удобному 
для решения системы уравнений методом верхней релаксации!

А" (/. 6) =  (1 — Р) А 4-1 (у, А) +  Р|С1А"_ ‘ (У +  1, *) +

+  С 2А п- '  (/', к +  1) +  С3А" (/ -  1, А) +  С4А п (У, к -  1) +

+  / (/, А) +  /СвАср]/(С6 +  /С,). (19.34)

По порядковым номерам итераций при векторных потенциалах 
можно заключить, что расчет ведется по столбцам, так как для рас
чета А"(/, к) на п-й итерации используются значения векторных 
потенциалов соседних узлов (ниже и левее узла к, рис. 19.3 и 
19.5), полученные на этой же п-й итерации.

Приведем уравнения (19.30) и (19.31) к виду, удобному для ме
тода верхней релаксации:

Л? (у, к) =  (1 -  р) Л Г 1 а , к) +  р [С5 (С И Г 1 (/ +  1, к) +

+  С2Л" 1 (/, /г +  1) +  С3Л" (/ — 1, к) С4Л? (у, А — 1) +

■+ I (/. А) — СвЛ2с +  Св (СИ" 1 (У +  1, к) С2Л2 1 (/, к + 1) +

+ М З(У- 1. /г) +  С*Л2(/, й -  1) + С,Л1о)]/(С§ + с!); (19.35) 

л г (/, Щ =  (1 -  р) Л Г 1 (у, А) 4  Р [С , (С И Г 1 (/ +  1 , /г) +

+  С2Лг 1 (/, /г +  1) 4- С3Лг(У— 1, /г) 4- С4Л"(/, к — 1) 4- 

"Ь СвЛ10) — С6 (С И ? 1 0  +  1» А) 4- С2Л" 1 (/, & 4" 1) +

+  С3Л™ (у — 1, к) 4- С4Л" (/, к — 1 ) 4- / 0 .  А) —

— С6Л2с) 1/(С| +  Сь2) .  (19.36)

Уравнения (19.34) — (19.36) справедливы для расчета перемен
ных магнитных полей на сетках в прямоугольной и полярной систе-



мах координат. При расчете стационарных магнитных полей (со =  О, 
поэтому С6 =  0) уравнение (19.34) упрощается:

А- (}, к) =  (1 -  р) Л«-1 (/, к) +  р [СИ"-1 (/ +  1, *) +  с 2 X 

х  ап~х а , к + 1 ) +  с 3ап а  - 1 , к) +  с 4л п (у, 6 — 1 ) +  / (/, й)1/ сб.

(19.37)

При решении систем конечно-разностных уравнений методом 
верхней релаксации возникают трудности в выборе оптимального 
значения релаксационного параметра ¡3, обеспечивающего сходи
мость итерационного процесса за приемлемое число итераций. 
В линейных задачах расчета стационарных магнитных полей на 
прямоугольных сетках с числом узлов (р +  1)(<7 +  1) для опреде
ления оптимального р используем формулу [3]

р =  2(1 — и / 1  /р2 +  1/<72) . (19 .38)

Чаще используют разного рода автоматические корректировки 
релаксационного параметра Р в ходе итераций. Автоматическую 
корректировку осуществим следующим образом. Предварительно 
по (19.38) определим начальное значение р. Затем в ходе каждой 
итерации рассчитываем коэффициент [39]

( а п+1 к ) — а" ( ¡ ,  £))

т) =  --------------------------------------  (19.39)
V  V  шос! (ап (/, к) — ап~х (у, к))
/' к

где а(/, /е) =  Л ((у, к) и аЦ, к) =  Л (у, к) при расчете соответственно 
неременных и стационарных магнитных полей.

В зависимости от коэффициента т] проводится следующая кор
ректировка релаксационного параметра: если 11 <  1, то Рп+1 =  
=  Р" +  б(; если т| >  1, то рл+| =  Р" — 62. Величины б! и ба 
задаются в пределах б! =  0,002ч-0,003, 62 =  0,01-^0,02. Целесооб
разно ограничить изменение релаксационного параметра пределами 
1,10 <  р <  1,8. Если указанная корректировка малоэффективна, 
то можно воспользоваться корректировкой р по [35].

Эффективный метод ускорения сходимости итерационного про
цесса — применение закона полного тока в интегральной форме. 
Практическая реализация такого ускорения рассматривается в 
примере расчета магнитного поля в пазу электрической машины 
(см. § 19.5).

§ 19.3. Учет реальных м агнитны х характеристик
ферромагнитных сред

При расчете магнитных полгй методом конечных разностей 
реальная характеристика сред учитывается коэффициентами Т(], к) 
и 5(/, к), в которые входит магнитная проницаемость [см. (19.17),
(19.32)]. В случае переменных магнитных полей, изменяющихся



по гармоническому закону, магнитная проницаемость — комплекс
ная величина, она может быть найдена из отношения

I, -  А  _  1  f  (1л*Л - (ВгН ,-В ,н л *
Н У  1

- i  =  (>9.40)

где Вт  и Нт  — амплитуды индукции и напряженности магнитного 
поля; В 1, Н| и В%, Яг — действительные и мнимые части комплекс
ных гармонических индукции В и напряженности Н магнитного 
поля; (д. и [а' — действительная и мнимая части комплексной маг
нитной проницаемости ¡л,.

Если P iv — гистерезисные потери на единицу объема, a Qiv — 
намагничивающая мощность магнитной цепи, то действительную 
и мнимую части магнитной проницаемости определим по форму
лам [51J

fi =  2 Q j^ H l) -  ц' =  2PJ(o>Hl). (19.41)

3  первом приближении пренебрегаем потерями в ферромаг
нитных областях. При P iv =  0 комплексная магнитная проводи
мость равна Ц (19.11). В ферромагнитных областях связь между 
магнитной проводимостью и амплитудными значениями Вт  и Нт  
устанавливается однозначно с помощью основной кривой намагни
чивания р. =  f(Bm) или (х =  f(Hm). При расчете магнитных полей 
методом конечных разностей обычно используют зависимость 
ji(/, к) = f(B (j, k)), где [х(/, k) и B(j, k) — соответственно магнитная 
проницаемость и модуль магнитной индукции в пределах одной и 
той ж е ячейки сетки.

Воспользуемся шаблоном сетки в декартовой системе коорди
нат (см. рис. 19.3). Здесь в центре ячейки с координатами у, k
указаны  направления составляющих индукции Вж(у, к) и В„(у, k) 
с учетом направления тока. Согласно принятому направлению ко
ординатных осей определим составляющие индукции:

В* (/> k) =  дк/ду =  ( А (у, k) — А (у, к +  1 ) +

+  А (у +  1, k) — А (у +  1, k -f- \))l(2q (k))\

(/, к) — — дк/дх  =  ( A  (у, k)— A (у +  1 , к) -f  

+  А (у, к +  1) -  А (у +  1 , k +  l ))/(2/>(/)).

Модуль магнитной индукции

В (у, к) =  V (mod Вж (у, k )f +  (mod Bj, (у, k ) f  . (19.43)

(19.42)



(19.45)

В,, модуль магнитной

В случае стационарных магнитных полей (19.43) упрощается и 
приобретает вид

в а, к) = V в\ а, к) + в2и а, к) . < 19.44)
Для сетки в полярной системе координат (рис. 19.5) тангенци

альную Вс? и радиальную В « составляющие индукции определим 
по формулам

Во (У, к) — 0,5 [А (у, к) — А (/, к -)-1) +А (У + 1, к) —
— А (У +  1 ,* +  1)1 /(/?(*+  1 ) - / ? (* ) ) ;

Вк (/, к) =  0,5 [(А (у, к) -  А (у +  1, Л))//? (к) + (А (у, к +  1 ) 

- А ( ) + 1 , к +  1 ))//?(* +  1)1/С?(У).

С учетом соответствия В<г ~  Вх и В̂  
индукции для сетки в полярной системе координат определим по 
(19.43) или (19.44). Кривые намагничива
ния электротехнических сталей обычно 
приводятся в виде таблиц или графиков.
При расчетах магнитных полей с помощью 
ЦВМ пользоваться таблицами или графи
ками невозможно. Возникает необходи
мость аппроксимации характеристик на
магничивания электротехнической стали 
аналитическими функциями. На рис. 19.6 
представлена характерная кривая намаг
ничивания электротехнических сталей. Вы
делим два участка: 1 — нелинейный, до 
индукции полного насыщения В 2 — ли
нейный, при индукциях свыше В

Ввиду сложной зависимости В — /(Н) 
на первом участке невозможно достаточно
точно аппроксимировать кривую намагничивания одним простым 
аналитическим выражением. Кривую намагничивания до индук
ции полного насыщения можно разделить на несколько участков, 
количество которых зависит от типа функции, с помощью кото
рой предполагается аппроксимация. Наиболее широко распро
странена аппроксимация участков кривой намагничивания ли
нейными функциями (кусочно-линейная аппроксимация) или сте
пенными многочленами. Кусочно-линейная аппроксимация дос
таточно просто реализуется с помощью вычислительной машины. 
Аппроксимация участков кривой намагничивания степенными мно
гочленами более точная, однако может потребовать больших за
трат машинного времени для реализации.

Рассмотрим кусочно-линейную аппроксимацию. Кривую на
магничивания (до индукции В 8, рис. 19.6) разобьем на участки с 
равномерным шагом ДВ =  5(/ + 1) — В(0 , где I — порядковый

Рис. 19.6 . Пример ап
проксимации кривой на

магничивания



номер участка. Из характеристики намагничивания каждому значе
нию индукции В(1) соответствует напряженность магнитного поля 
Н(£). Каждый 1-й участок аппроксимируется линейной функцией 
вида

(//(/, к) — Н Ц))/(Н (г +  1 ) - Я ( 0 )  =  (5(/, к) — В (г))/А5, (19.46)

где //(у, А) и ВЦ, /г) — текущие значения модулей напряженности 
и индукции магнитного поля.

М одуль магнитной индукции В(у, к) определяется из расчетов 
магнитного поля. С учетом зависимости

Н Ц, к) — В  (/, к)/цЦ, А) (19.47)

выражение (19.46) приводим к виду

ц (у, к) =  В Ц, к)/[(Н (/ +  1) -  Я  (0) (5  (у, к) — В (0) /ЛЯ +  Н (/)].
(19.48)

Номер участка кривой намагничивания определим по формуле

/ =  Я(у\ /г)/Л5 +  1 (19.49)

с округлением в меньшую сторону до целого числа.
Д ля расчетов (г(у, &) по (19.48) необходимо хранить в оператив

ной памяти ЦВМ массивы ВЦ) и Н(1). С целью разгрузки оператив
ной памяти (19.48) упростим. Д л я  обеспечения приемлемой точнос
ти аппроксимации достаточно взять АВ =  0,1 Тл. В этом случае 
магнитная индукция на ¿-м участке кривой намагничивания ВЦ) =  
=  А В -1  =  0,1 /, поэтому (19.48) запишем в виде

(1 (у\ £) =  £(/ , к)/[(Н Ц +  I) -  И Ц)) (1 0 -ВЦ, к ) - 1) +  НЦ)}.

(19.50)

Д л я расчета ¡я(/, £) по (19.50) достаточно иметь только массив 
НЦ). При индукциях ВЦ, А) >  В3 характеристика намагничивания 
носит линейный характер. На этом участке зависимость ¡хЦ, к) =
— /(в(у, А) описывается выражением

И(/. £) =  ИоВЦ, к)!(ВЦ, к) — В0), (19 .51)

где ВЦ, А) определяется по формулам (19.43), (19.44); Во определя
ется графически из кривой намагничивания (рис. 19.6).

Перерасчет магнитной проницаемости ферромагнитных облас
тей проводится обычно после каждой итерации. С целью исключе
ния больших бросков изменения магнитной проницаемости между 
итерациями корректируем магнитную проницаемость по формуле

|1» +1 (у, к) =  (у, ¿ )  (1  -  а )  +  а  • ц »  (у, к), (19.52)

где а — коэффициент подрелаксации, обычно 0,05 <  а  <  0,3.
Если коэффициенты ТЦ, к,) и 5 (  /, &) в виде массивов хранятся 

в оперативной памяти ЦВМ, то их значения после каждой итерации 
уточняются по формулам



Г"+1 (/, к) =  Тп (у, к )  ■ ця (/, к)/ц"+1 (У, Л);
5"+1 (/, к) =  ^  (/, к) ■ ц» (/, /е)/ця+1 (/, Л), (19.53)

в противном случае ведется их перерасчет по (19.17), (19.32).

§ 19.4. Практическая реализация метода
конечных разностей

Практическая реализация метода конечных разностей предпо
лагает составление программы расчета магнитного поля на ЦВМ. 
Д ля написания программы расчета необходимо: выбрать расчетную 
модель, выбрать систему координат и тип сетки, нанести сетку на 
расчетную модель, предварительно оценить затраты  машинного 
времени и возможности ЦВМ.

При выборе расчетной модели необходимо, чтобы ее границы 
являлись или силовыми линиями, или линиями симметрии магнит
ного поля, или линиями раздела сред воздух — железо. Система 
координат выбирается такой, чтобы форма ячеек сетки обеспечи
вала наиболее точную аппроксимацию границ расчетной модели. 
При построении сетки учитываются граничные условия, границы 
токопроводящих и ферромагнитных областей расчетной модели. 
Наличие в расчетной модели участков быстрого изменения вектор
ного потенциала может потребовать использования сетки с неравно
мерным шагом. Уравнения в конечных разностях, полученные с 
использованием закона полного тока в интегральной форме, требу
ют, чтобы линии сетки ограничивали расчетную модель. В против
ном случае для расчета векторных потенциалов в узлах вблизи 
границ, не совпадающих с линиями сетки, потребуются уравнения 
в конечных разностях в другой форме записи [3, 41, что затруднит 
составление программы и может отрицательно повлиять на сходи
мость итерационного процесса. При построении сетки необходимо 
учитывать, что с увеличением узлов точность расчетов возрастает 
в меньшей степени, чем затраты машинного времени. Поэтому 
удобно начинать расчеты поля на сетке с крупным шагом, посте
пенно уменьшая его до тех пор, пока не будет достигнута необхо
димая точность расчетов. Д ля проведения расчетов на сетке с чис
лом узлов (т - п ) в памяти ЦВМ необходимо отвести место для 
хранения следующей информации:

1) массива векторных потенциалов размерностью (т-п )  для 
стационарных и {т -п )-2 — переменных магнитных полей;

2) массива шагов сетки общей размерностью ( т  +  п — 2) для 
сетки с неравномерным шагом;

3) массива магнитной проницаемости ( т  — 1) х  (п —  1) ¡1 
массива напряженности участков кривой намагничивания размер
ностью (г) при наличии сред с нелинейными магнитными характе
ристиками;

4) массива плотностей тока размерностью (м-к) для стационар
ного и 2 -(¿-к) — переменного магнитного поля, причем (&•к) — 
число узлов области с током;



5) программы расчета, записанной на одном из алгоритмических 
языков или в машинных кодах.

Необходимость хранения такой информации и конечность 
объема оперативной памяти ЦВМ могут быть причиной ограничения 
количества узлов сетки. Например, при программировании на язы
ке ФОРТРАН-4 объем оперативной памяти ЦВМ ЕС-1020, ЕС-1030, 
ЕС-1060 позволяет рассчитывать в средах с нелинейными магнит
ными характеристиками стационарные и переменные магнитные 
поля на сетке с числом узлов соответственно 1000 — 1200 и 400— 
500. Целесообразно отвести в оперативной форме памяти ЦВМ место 
для хранения массивов коэффициентов ТЦ, Щ и 5(/, к). Общая раз
мерность этих массивов 2 • (пг-п). Организация массивов позволяет 
отказаться от пересчета коэффициентов Т(/, 6) и 5(/, £) в средах 
с магнитной проницаемостью ^о, что существенно снижает затраты 
машинного времени.

§ 19.5. Расчет магнитного поля рассеяния 
на зубцовом ш аге машины

Ъ/2_ 
А- 0

При выборе расчетной модели считаем, что число пазов на полюс 
и фазу достаточно велико, чтобы пренебречь влиянием насыщения

зубцов на границе фазных зон на кар
тину магнитного поля в середине фазной 
зоны. Тогда, за исключением зубцовых 
делений на границах фазных зон, кар- 

26 кШ ] тина магнитного поля будет периодиче
ски повторяться на каждом зубцовом 

22 | |-| | |.| .|-1.1 |||| делении. Ось симметрии паза является
осью симметрии проводника, и картина 

18 ПТ Ц Т  I I I III И 1 1 1Т П  магнитного поля симметрична относи
тельно этой оси. По сравнению с маг
нитной проницаемостью зубцов магнит- 

/2 М 1 1 1  1 Т П  IIII I I I 14 - Н  НУЮ проницаемость спинок статора и
ротора можно считать бесконечно боль
шой Периодичность магнитного поля 
на каждом зубцовом делении, его сим
метрия относительно оси паза и беско
нечно большая магнитная проницаемость 
спинок статора и ротора позволяют ог
раничиться расчетом поля на половине 
зубцового деления (рис. 19.7). Силовые 
линии магнитного поля нормальны к 
осям симметрии паза (2 , к), зубца (18, к) 

и к линии, проходящей по дну паза и основанию зубца (/, 2). Гра
ничные условия на этих линиях следующие: Ву(2, к) =  0; £„(18,
&) =  0; ВХЦ, 2) =  0. Выполнение граничных условий обеспечива
ется введением дополнительных линий сетки: ( 1 , 6) — симметрич
ной относительно оси паза (2, к)\ (19, А) — симметричной относи-

1 4  8 12 16 18 3>

Рис. 19.7 . Расчетная  об
л асть



тельно оси зубца (18, k)\ (/', 1) — симметричной относительно ли
нии (у, 2) — и присвоением после каждой итерации векторным 
потенциалам следующих значений: ¿4(1, k) =  А (3, k)\ /4(19, k) =  
=  Л(17, k)\ A(j, 1) =  A(j, 3).

Поля рассеяния обмоток статора и ротора не связаны между 
собой и при равенстве намагничивающих сил обмоток, что имеет 
место в сверхпереходных режимах, потоки рассеяния доходят 
только до середины воздушного зазора. Это позволяет принять 
линию (у, 28) посередине воздушного зазора за линию нулевого 
потенциала А (/, 28) =  0.

При расчете переменных магнитных полей использовалось 
уравнение (19.34), а при расчете стационарных магнитных полей —
(19.37). Для ускорения сходимости итерационного процесса про
изводилась автоматическая корректировка релаксационного пара
метра Р и использовался закон полного тока в интегральной форме. 
Для любого замкнутого контура I расчетной области справедлив 
закон полного тока (19.10). Однако после первых итераций он мо
жет не выполняться:

С =  j  i d s j ^ H d l ^  Ф  1 + / , (19.54)

где С может служить мерой сходимости итерационного процесса 
и использоваться для ускорения его сходимости.

Контур интегрирования выбирают таким, чтобы он совпадал с 
линией поля. Для области рис. 19.7 в качестве контура интегриро
вания взят участок между линиями (/', 25) и (у, 26), который обозна
чен пунктирной линией. Ток 1п, ограниченный ко«туром интегри
рования, целесообразно представить в виде вещественной / п1 
и мнимой / п2 частей:

in = +  / /„ 3 =  i  M s (19.55)
S

Вихревой ток (ток проводимости) в сечении S  активной части 
стержня равен нулю, поэтому / п2 =  0. Вещественная часть тока 
стержня
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/п| =  ( J c,ds =  2  2  ■̂ст (У. Ь) S M а ,  й), (19.56)
i  /=  2 k= 3

где 5 М(/, k) рассчитывается по (19.21), причем на линии симметрии 
паза S J 2 ,  k) =  0 ,5 S M0', k).

Контурный интеграл выражения (19.54) в конечных разностях 
запишем в виде

1< 2;*

z  =  =  У  У  (АО. Щ -  АО, k +  1) +
/ /=2 *=25

+ А 0 +  I, А) — А (/+  1 .Л +  1 ))5 (у , к), (19.57) 

где S(j, k) рассчитывается по (19.17).



Корректировка векторных потенциалов с использованием за
кона полного тока может проводиться следующим образом. После 
каждой итерации определяется действительная часть Ĉ  коэффи
циента С (19.54): С 1 =  /П1/2 ь где — действительная часть комп
лексного числа Ъ.

После первых итераций С( 1. Д ля стабилизации сходимости 
итерационного процесса целесообразно ограничить значение ко
эффициента С 1. Например, в программе расчета можно предусмот
реть условие: если С4 >  2,5, то С\ =  2,5 и С( =  0 ,5 ^  +  0,5. 
После каждой итерации в области, ограниченной контуром инте
грирования (/ =  2 ч- 18; А =  2 25), проводится корректировка 
векторных потенциалов по их действительной части Л^/, к) =  
= к). Т акая корректировка векторных потенциалов, осно
ванная на перемножении, называется мультипликативной.

При сходимости итерационного процесса мнимая часть комп
лексного числа 2  (19.57) стремится к нулю, так как / п2 =  0. Д ля 
ускорения этого процесса можно использовать следующий алго
ритм. После каждой итерации определяем А С =  0 — ¿г и прира
щение для мнимой части векторных потенциалов:

I 10 25

АЛ =  АС/ 2  >] ■$(/,£).
I  /=2 /¡=25

Корректировка векторных потенциалов по их мнимой части про
водится в области / =  2 4- 18, к =  2 ч- 25 по формуле Лг(/, к) — 
=  Лг(у, к) +  АЛ. Т акая корректировка, основанная на сложении, 
называется аддитивной. Контроль за сходимостью итерационного 
процесса на каждой п-й итерации осуществляется по модулю мак
симальной относительной разности векторных потенциалов

АЛ =  тос1 [ шах (Л? (/, &) — Л"- 1  (/, к)); т а х  Л1 (/, £)] (19.58)

и коэффициенту Сходимость итерационного процесса считаем 
обеспеченной, если достигается одновременное выполнение условий 
АЛ <  0 ,5-10-4 и 0,995 <  Сх <  1,005. Без корректировки маг
нитной проницаемости такая сходимость обычно обеспечивается 
для стационарных полей за 80— 120 итераций, для переменных — 
за 120— 180 итераций. При расчете полей с учетом насыщения маг- 
нитопровода необходимое количество итераций возрастает на 15— 
20%.

Расчеты магнитных полей в области половины зубцового деле
ния проводим с целью определения проводимости пазового рассея
ния, а для переменных полей дополнительно определяем активное 
сопротивление и активные потери массивного стержня. Коэффи
циент рассеяния активной части стержня, лежащего в пазу, в ко
нечных разностях для области половины зубцового деления
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“  2  2 1  А (/’ к) (/’ к) ^  {1’ к) /(2 ^  > <19'59> 
./= 2  6=3



где АЦ, к) — векторный потенциал стационарного магнитного по
ля; /п, — ток, рассчитываемый по формуле (19.56).

Коэффициент к с включает в себя проводимости пазового Хп рас
сеяния и рассеяния Хг воздушного зазора:

■̂п —
Яг =  Л ( 11,26) /(2(х0/п1). (19.60)

При таком определении к пазовому потоку рассеяния относится 
поток, входящий в стенку паза с учетом выпучивания в воздуш-

Рис. 19.8. Картины силовых линий 
магнитного поля при различных от

ношениях Ьг/Ьп

0,8 

О, Б 

О Л

1 Л

3 \  и

4  в  12-Щ61п/Ьп ,А/м

Рис. 19.9. Коэффициент А, при р а з 
личных отношениях Ь3/Ьп и т о к а х  в 

пазу

ный зазор. Типичные картины стационарного магнитного поля в 
области половины зубцового деления при магнитной проницаемос
ти железа [г =  1000 |ло представлены на рис. 19.8, а, б. Из рисунка 
видно, что искривление силовых линий магнитного поля в области 
паза возрастает с уменьшением Ь, по отношению к ширине паза Ьп. 
Значения коэффициентов проводимости пазового рассеяния, полу
ченные на основании расчетов магнитных полей аналитическими и 
численными методами при ^ =  оо, различаются незначительно 
(табл. 19.4).

Т а б л и ц а  19 .4

Ь , мм п ь , мм п И , ммк , мм Ьх, мм
лп

(18.56'
п

(18.57)
кп

(19.60)

62 36 15 36 18 0 ,75 0 ,77 0 ,7 8
62 36 15 46 34 0,84 0 ,84 0 ,8 5
51 36 4 ,9 46 34 0 ,55 0 ,55 0 ,5 4

На рис. 19.9 представлены результаты расчета А.п при различ
ных значениях тока в пазу /п с учетом насыщения железа зубцов.



Ширина паза Ьа =  50 мм, отношение Ни/Ьп =  2. Отношение b Jb a 
для кривых: 1  — 0,5; 2  — 0,7; 3  — 1; 4 — 1,5.

Влияние насыщения на проводимость пазового рассеяния оце
ним с помощью коэффициента насыщения 139]

1 — ¿ 1 . ( 1 — \ ? -’6 +  3/гн^ 1  (19.61)
*1 \ 1и1Ьа ) 1 + 3/гк//1л

где Но =  Во/цо, причем Во определяется из кривой намагничива
ния (см. рис. 19.6).

Формула (19.61) справедлива при 1а/Ьа >  Но. Если /Л/Ьп <  Но, 
то коэффициент насыщения принимаем /гн =  1. Коэффициент про
водимости пазового рассеяния с учетом насыщения Я1Ш =  кн-ка, 
где — коэффициент проводимости пазового рассеяния, рассчи
танный без учета насыщения.

При расчете переменных электромагнитных полей коэффициент 
проводимости рассеяния стержня в пазу
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Хс = ----- А Л * ^ = 2 2 А (;,£ )  (-Л0 . * ) -
21*0 п̂1 8 /=2 к=3

- ¿ М / ,  * ) )$ .,(/ ,* ) , (19.62)
где / 1 и Л  — действительная и мнимая части комплексной плот
ности тока 3(1, к).

Активные потери на единицу длины стержня 
10 20

Ра =  2 V  ^  (Л (/',*)•■!*(/, * ) -5 м (/, *))/т , (19.63)
¡=2 А=3

омические потери на единицу длины стержня

Р0 =  4/ (т5 ). (19.64)
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Сечение половины стержня запишем в виде 5  =  V  V  5 М(/, /г),
!=•' ь=з

причем при ] — 2 5 М(2, к) =  0 ,55 м(/, к).
Увеличение потерь и активного сопротивления, вызванное по

верхностным эффектом, оценивается коэффициентом кн. В табл. 
19.5 представлены коэффициенты и Хп, полученные на основа-

Т а б л и ц а  19.5

*I , мм п » , ММп /1 ,  ммк , ММ ММ К п

62 36 15 36 18 2 ,47/ 2 ,7 0 ,6 4 / 0 ,6
62 36 15 46 34 4 ,6 4 / 4 ,6 0 ,56/0 ,55
51 36 4 ,9 46 34 4 ,14/ 4 ,6 0 ,26/0 ,27

П р и м е ч а н и е .  Д л я  и  даны значения в знаменателе на „основании аналити
ческих , а в числителе — числовых расчетов.



нии расчетов магнитного поля аналитическим и численным метода
ми. Магнитная проницаемость зубцов ц =  1000 ц,о Различие в ре
зультатах и X, полученных на основании аналитических и чис
ловых расчетов магнитного поля, тем заметнее, чем меньше отно
шение Ь^Ьц. На рис. 19.10 представлено распределение плотнос
ти тока по высоте массивного стержня в двух его сечениях: / — 
центр стержня (рис. 19 .10 ,6); // — периферия (рис. 19.10, в).

Рис. 19.10. Распределение плотности тока 
по высоте с те р ж н я :  в расчетной области (а) ,  

в сечении I (б), в сечении II (в)

Рис. 19.11. Расчетная область (а) и кривые и в функции угловой час
тоты тока (б)



Кривые соответствуют: 1  — мнимой части; 2 — действительной час
ти; 3  — модулю плотности тока. Несмотря на то что распределения 
действительной и мнимой части плотности тока по ширине стержня 
отличаются, распределение модуля плотности тока по ширине 
стержня можно считать равномерным.

Наиболее целесообразно воспользоваться методом конечных раз
ностей при расчете переменных магнитных полей в пазах сложной 
конфигурации. На рис. 19.11, а представлены модель для расчета 
переменного магнитного поля в области половины зубцового деле
ния короткозамкнутого ротора АД и результаты расчета коэффи
циентов и к1  (рис. 19 .11 ,6), характеризующих увеличение ак 
тивного сопротивления стержня га и изменение коэффициента 
проводимости пазового рассеяния Хп . Расчеты показывают, что 
насыщение зубцов оказывает влияние только на значение коэффи
циента ки , уменьшая его. Коэффициент к  ̂ от насыщения практи
чески не зависит. Инженерные методики расчета, приведенные в 
руководствах по проектированию асинхронных машин [171, дают 
удовлетворительные результаты в отношении коэффициента кн 
и несколько заниженные в отношении коэффициента къ .

§  19.6. Универсальный м етод  расчета электромагнитны х
процессов в электрических маш инах

С целью комплексного учета влияния на электромагнитные 
процессы в электрических машинах таких факторов, как  двусто
ронняя зубчатость сердечников статора и ротора, изменение 
конфигурации зазора при вращении ротора и насыщение частей 
магнитопровода, на кафедре электрических машин МЭИ разра
ботан новый универсальный метод электромагнитного расчета 
электрических машин, названный методом проводимостей зуб
цовых контуров [58]. Согласно этому методу эквивалентная 
магнитная цепь составляется на основе анализа полного д ву
мерного поля машины. Метод в комплексном виде учитывает 
влияние на электромагнитные процессы в электрических маши
нах двусторонней зубчатости сердечников статора и ротора, из
менение конфигурации зазора при перемещении ротора, насы
щение частей магнитопровода. Тем самым исключаются обычно 
принимаемые допущения. В этом отношении он выгодно отли
чается от существующих методов, в которых перечисленные 
факторы учитываются с недостаточной полнотой. Причем осо
бенно существенными эти уточнения оказались для электриче
ских машин с высокими электромагнитными нагрузками; с рез
ко выраженной дискретностью зубцового слоя и обмоток; в слу
чае применения обмоток дробных, несимметричных, с различ
ным числом витков в катуш ках . Большими возможностями ме
тод обладает для учета дискретности зубцового слоя сердечни
ков при определении пусковых характеристик синхронных ма
шин, механических характеристик асинхронных машин с корот-



козамкнутой обмоткой, токов в демпферной и короткозамкну
той обмотках, формы кривой напряжения синхронных машин 
и т. д.

Идея метода состоит в разбиении двумерной области поля 
электрической машины на ряд  мелких подобластей, в каждой 
из которых поле может быть рассчитано в линейном приближе
нии одним из известных численных методов. В качестве такой 
подобласти выбрана зона магнитного поля т ак  называемого 
зубцового контура, т. е. контура, охватываю щ его один зубец 
сердечника. Такое поле рассчитывается особым образом при 
назначенных граничных условиях, уменьшающих размеры его 
зоны до нескольких зубцовых делений. Совокупность магнитных 
полей от токов зубцовых контуров дает в сумм е полное магнит
ное поле в активной зоне (на протяжении расчетной длины), 
включающее как главное поле, так  и поля пазового и диффе
ренциального рассеяний. Поле лобового рассеяния учитывается 
на стадии расчета электрических цепей машины путем введения 
в дифференциальные уравнения ЭДС лобового рассеяния, вы
раженных через соответствующие индуктивности. Таким обра
зом, в методе зубцовых контуров рассм атривается полное поле 
машины с учетом его изменения во времени при взаимном пе
ремещении зубчатых сердечников.

Универсальный способ расчета полей и процессов в электри
ческих машинах отличается от прочих методов повышенной сте
пенью точности воспроизведения магнитных полей в зоне наи
более существенного с точки зрения электромеханического пре
образования энергии поля — в зоне зазора, возможностью уче
та конкретной, а не идеализированной структуры  в прилегаю
щих к нему областях зубцовых зон, точным учетом структуры 
обмоток и их МДС с любой степенью нерегулярности. В прин
ципе не представляет больших затруднений учет потерь в стали, 
хотя бы по основной гармонической изменения магнитного по
тока. Перспективен этот метод и для анализа различного рода 
несимметричных режимов, коротких замы каний, определения 
уровней защиты при аварийных нарушениях в цепях обмоток.

Широкие возможности представляет метод при разработке 
моделей, одновременно учитывающих детальны м образом м аг
нитные явления в электрических машинах и процессы в элект
рических цепях, связывающих машины с системами. При ис
следовании переходных и неустановившихся режимов решение 
достигается при наиболее естественных мгновенных значениях 
токов обмоток машин. Представление токов обмоток их мгновен
ными значениями существенно облегчает анализ работы машин 
совместно с полупроводниковыми преобразователями, вентиля
ми и другими нелинейными элементами.

Особые преимущества метод имеет при создании новых, не
традиционных конструкций электрических машин и электроме
ханических преобразователей с резко выраженной зубчатостью, 
особенностями обмоток, а такж е  при необходимости исследова
ния влияния любого характера отклонений.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Общие тенденции современного технического образования, осо
бенно курс на широкое применение вычислительной техники, 
привели к тому, что математика стала неотъемлемой частью профес
сиональной подготовки инженера. В специальных курсах находят 
приложение ранее полученные знания, закрепляются навыки по
становки и решений математических задач, программирования и 
анализа решений на ЭВМ.

Специальный курс электрических машин в нашем изложении 
полностью соответствует указанным аспектам и содержит практи
чески все важнейшие математические методы исследования режи
мов работы, магнитных полей и параметров электрических машин.

В настоящей книге основное внимание уделено математи
ческому описанию и исследованию работы электрических машин 
переменного и постоянного тока в установившихся и переходных 
режимах. Уравнения, описывающие режимы работы электрических 
машин при переменной частоте вращения, даже в случае постоян
ства параметров являются нелинейными дифференциальными урав
нениями. Их решение связано с известными трудностями. Хороший 
эффект достигается применением численных методов с использова
нием ЭВМ.

Если напряжения, подводимые к обмоткам электрической ма
шины, известны, а частота вращения ротора постоянна, такие 
уравнения для установившихся режимов работы могут быть ре
шены алгебраическими методами, а для переходных процессов — 
операторным методом. Когда же частота вращения ротора не оста
ется постоянной, но закон ее изменения известен, уравнения рав
новесия напряжений рассматриваются независимо от уравнения 
моментов (уравнения движения). Но в этом случае уравнения рав
новесия напряжения являются нелинейными. Если не принять 
упрощающих допущений, решать их можно только численными 
методами

Наиболее просто уравнения электрических машин, описываю
щие электромеханические переходные процессы, решаются на ана
логовых вычислительных машинах. Обработка результатов расчета 
в этом случае требует минимального времени, так как интересую
щие нас зависимости получаются в виде осциллограмм. Ряд иссле
дований электрических машин может быть успешно выполнен



применением цифровых вычислительных машин (расчет магнит
ного поля в различных частях электрической машины, учет нели
нейности характеристик намагничивания применяемых материа
лов, анализ устойчивости синхронных машин и другие).

Выбор того или иного метода решения зависит от постановки 
задачи и точности, с которой должен быть получен результат ис
следований, а такж е от допущений, которые принимаются при со
ставлении уравнений.

Раздел, посвященный коммутации коллекторных электриче
ских машин, не претендует на полноту анализа проблемы, а отража
ет лишь нашедшие наибольшее признание аналитические исследова
ния коммутации

Большое внимание в книге уделено расчету магнитных молей. 
Это объясняется тем, что для более точного расчета магнитной цепи 
и параметров электрических машин необходимо умение рассчитать 
электромагнитное поле в различных областях электрической ма
шины.

Дальнейшее развитие теории электрических машин и совер
шенствование методов исследования их режимов работы связано с 
увеличивающимися масштабами применения современных высоко
производительных электронных вычислительных машин всех клас
сов.

Особое значение для дальнейшего совершенствования электри
ческих машин имеет поиск оптимальных решений при проектирова
нии и выборе режимов их работы. Эти проблемы необходимо решать 
при создании автоматизированных систем проектирования электри
ческих машин.
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Физические величины

/, ¿, У7— то к ,  магнитодвижущ ая 
сила ,  А

С/, Е — н апряж ение , электродви
ж у щ а я  сила, В 

Ф, ЧГ — поток, потокосцепление, Вб 
В — индукция магнитного по

л я ,  Тл 
Р  — мощность, Вт 

№ — эн ерги я , Д ж  
М — момент вращения, Н-м 
/ — частота, Гц 

со — у гл о в а я  частота, 1/с

— частота вр ащ ен и я ,  рад/с 
/, т — время, с; эл. с 
Z, г , х— полное, активное  и и н д ук 

тивное сопротивления , Ом 
L, I — индуктивность, Гн 
G(p) — операторная проводимость, 

o.e.
Z(p)  — операторное сопротивле

ние, o.e.
J  — момент инерции, к г - м 2 

T j  — инерционная п о сто ян н ая ,  
эл.с

Условные обозначения

т  — число фаз обмотки к  — длина акти вн ой  части, м
р  — число пар полюсов ô — величина воздуш ного  за-

xi — полюсное деление, м зора, м 
7 — текущий угол поворота ро

тора , эл. рад

Математические символы

d l d t ,  р —оператор дифференцирования 
Re — вещественная часть комп

лекса
1ш — мнимая часть комплекса

2  — сумма
х — векторная  величина
х — комплексная величина 

ехр — экспоненциальная ф унк
ция

in — основание н атур альн о го  
логарифма 

mod — модуль 
шах — максимум  
m in — минимум 

g rad  — градиент
rot — ротор в е кт о р а
d iv  — дивергенция вектора

Сокращения часто используемых названий и терминов

МДС — магнитодвижущ ая сила 
ЭДС — электродвижущ ая сила 
В К З  — внезапное короткое з а 

мыкание
ЦВМ — цифровая вычислительная 

машина
АВМ — аналоговая  вычислитель

ная машина 
АМ — асинхронная машина 
А Д  — асинхронный электродви

гатель

С Д  — синхронный электродви ' 
гатель

СГ — синхронный генератор 
СМ — синхронная эл ектр и че

с к а я  машина 
У У  — управляю щ ее устройство  
К З — короткое зам ы кан и е  
XX — холостой ход 
o.e. — относительные единицы



а ,  Ьу с — обмоток фаз статора
с1, ц — обмоток фаз в о ся х  ц 

у й ,  у д  — обмотки демпферной 
/ — обмотки во збуж ден и я  

/? — активны й, ради альн ы й  
£ — индуктивный 
ф — тангенциальный 
а — апериодический 
б — базисный 

вх — входной 
к  — коммутирующий 

кр — критический 
м — магнитный 
н — насыщенный

н о м — номинальный 
п — периодический 

п у л — пульсирующий 
р — ротора 

раз — разрыва 
ср — средний 
ст — сторонний 
с — сопротивления 

щ — щетки 
а , В — обмоток фаз в осях а , 13 

б — воздушного зазора 
о  — рассеяния 

О, 1, 2 — последовательности нуле
вой, прямой, обратной



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Вектор изображающий 10
— результирующего потокосцепления 

112

— тока результирующий 111
— Умова — Пойнтинга 217 
Величина базисная 12 
Время пуска 125

Генератор ударный 107

Двигатель параллельного возбуж де
ния 37

Дополнение алгебраическое 42

Закон полного тока 208

Изображение функции 33

Коммутация вентильно-механическая 
196

— оптимальная 190
— прямолинейная 186
— ускоренная 190 
Коэффициент затухания 128
— приведения обмоток 14
— формы поля 16
Критерий втягивания в синхронизм 

179
— Гурвица 154
— Р ауса  156

Машина идеализированная электри
ческая 7

— обобщенная электрическая 25
— постоянного тока 35 
Метод графо-аналитический 48
— зеркальных отображений 210 
Метод классический 35, 37

— конформных преобразований 233
— операторный 41, 43
— площадей 168
— разделения переменных 218
— Роговского 222
— Рота 229
— частотный 126, 127
— численный 62, 253
— экстраполяционный Либмана 256 
Минор матрицы 42
Момент демпферный 174
— динамический 174
— обратной последовательности 116
— прямой последовательности 116
— пульсирующий 114, 116 
■— синхронизирующий 174
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— электромагнитный 85, 114 
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