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Теоретические основы электротехники (ТОЭ) являются основой 
для профилирующих дисциплин многих высших технических учебных 
заведений.

Студенты изучают курс ТОЭ в течение трех семестров. В  соот- 
ч ветствии с этим материал учебника разделен на три части. Учебник 

издан в двух книгах. В первой книге рассмотрена теория линейных 
и нелинейных электрических цепей (ч. I и II) , во второй — теория 
электромагнитного поля (ч. I I I ) .  Той или иной переработке подверг
лись все главы книги.

По сравнению с предыдущим изданием в учебник включены сле
дующие новые вопросы по теории цепей: дополняющие двухполюс
ники, конвертор и инвертор сопротивлений, синтез по Бруне, четырех
полюсники для фазовой коррекции, аппроксимация частотных харак
теристик, понятие о видах чувствительности системных функций, 
приведение графа с несколькими источниками сигнала одинаковой 
частоты к графу с одним источником, изменение токов ветвей при 
вариации сопротивления одной ветви, перенос идеальных источников 
тока и напряжения, переходное и импульсное сопротивления, метод 
неопределенной матрицы узловых проводимостей и двойного алгебра
ического дополнения, формирующая линия, селективное выпрямление, 
появление постоянных составляющих потоков и зарядов у нелинейных 
индуктивностей и нелинейных емкостей при отсутствии постоянных 
составляющих токов и соответственно напряжений, субгармониче
ские колебания, автомодуляция, метод интегральных уравнений для 
исследования процессов в нелинейных цепях, частотные характерис
тики нелинейных цепей, основы метода пространства состояний. Пол
ностью переработана глава о четырехполюснике, полнее рассмотрен 
вопрос о фазовой плоскости, ряд примеров заменен новыми. По тео
рии поля включены следующие новые вопросы: распространение 
электромагнитных волн в гиротропной среде, второй вариант метода 
интегральных уравнений для расчета электромагнитных полей, поня
тие о запредельном врлноводе, граничные условия Леонтовича, фор
мулы Френеля, линии с поверхностными волнами, вывод формулы 
для групповой скорости, интеграл Шварца, вывод связи между 
напряженностями поля на конформно преобразуемых плоскостях, 
отражения в сфере и цилиндре, графическое построение картины 
плоскомеридианного поля.

В учебник включено приложение об истории развития электро
техники и становлении курса ТОЭ.

Материал курса ТОЭ, как и в предыдущем издании, разделен 
на о б щ и й ,  обязательный для студентов всех специальностей, в учеб
ных планах которых имеется этот курс, и на с п е ц и а л ь н ы й ,



в неодинаковой степени обязательный для студентов различных 
специальностей. Общий материал набран нормальным шрифтом (кор
пусом), специальный — петитом.

Кроме того, одна часть специального материала расположена 
в основном тексте; как правило, в эту часть входит материал, пред
ставляющий собой развитие отдельных положений, изложенных 
в основном тексте, а также материал, который, по мнению автора, 
нужен для большего числа специальностей. Другая часть специаль
ного материала сосредоточена в приложениях к каждой части курса. 
В  приложениях рассмотрены вопросы, обязательные для меньшего 
числа специальностей. При этом автор книги отдает себе отчет 
в том, что при отнесении специального материала к одной из двух 
указанных категорий неизбежен некоторый субъективный подход.

В зависимости от специфики института, факультета и специальности 
кафедра ТОЭ рекомендует студенту изучить соответствующие разделы 
специального материала.

Символический метод расчета электрических цепей излагается 
в книге после рассмотрения свойств линейных электрических цепей 
и методов их расчета. Опыт показывает, что времени на. изучение 
студент при этом затрачивает не больше, а качество усвоения ока
зывается значительно лучшим, чем в том случае, когда изложение 
основ теории и методов расчета линейных цепей проводится одно
временно с рассмотрением символического метода.

Учебник написан так, что допускает возможность некоторой пере
становки его глав, если в этом возникнет необходимость в каком-либо 
вузе, где исторически сложилась традиция несколько иной последо
вательности изложения материала. Например, без ущерба для пони
мания можно поместить гл. 11 сразу после гл. 7, поменять местами 
гл. 25 и 26 , отнести гл. 27 и 28 в раздел приложений и т. п. 
Возможность перестановки некоторых глав соответствует тому, что 
действующая программа 'курса ТОЭ является объемной и строго 
не регламентирует последовательность изучения материала.

Для облегчения усвоения материала в учебнике дано решение 
свыше 230 числовых примеров, равномерно распределенных по всем 
разделам курса. Физические пояснения к математическим операциям, 
например к операциям векторного анализа, даются в книге непо
средственно перед тем, как та или иная из них по ходу изложения 
впервые используется. Наиболее приспособлен для совместной работы 
с данным учебником задачник [26]. В  конце глав учебника приве
дены вопросы для самопроверки и даны номера задач по [26], кото
рые рекомендуется решить после проработки соответствующей главы.

При подготовке учебника к переизданию были учтены все полез
ные замечания, высказанные товарищами по кафедре, а также рецен
зентами — сотрудниками кафедры ТОЭ МАИ во главе с проф. Колосо
вым С. П . Большую помощь при издании книги оказала старший пре
подаватель кафедры ТОЭ МИРЭА Расовская С. Э. и доцент С. А. Ми
ленина. Всем им выражаю благодарность.

Автор



ЧАСТЬ I

ЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

ГЛАВА ПЕРВАЯ

СВОЙСТВА ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ
И МЕТОДЫ ИХ РАСЧЕТА. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ П О СТО Я Н Н О ГО  ТОКА

§ 1.1. Определение линейных и нелинейных электрических цепей.
Электромагнитное устройство с происходящими в нем и в окружа
ющем его пространстве физическими процессами в теории электри
ческих цепей заменяют некоторым расчетным эквивалентом — элект
рической цепью.

Электрической цепью называют совокупность соединенных друг 
с другом источников электрической энергии и нагрузок, по которым 
может протекать электрический ток. Электромагнитные процессы 
в электрической цепи можно описать с помощью понятий «ток», 
«напряжение», «э. д. с.», «сопротивление» (проводимость), «индуктив
ность», «емкость».

Постоянным током называют ток, неизменный во времени. Посто
янный ток представляет собой направленное упорядоченное движе
ние частиц, несущих электрические заряды.

Как известно из курса физики, носителями зарядов в металлах 
являются свободные электроны, а в жидкостях — ионы. Упорядочен
ное движение носителей зарядов в проводниках вызывается элект
рическим полем, созданным в них источниками электрической энер
гии. Источники электрической энергии преобразуют химическую, 
механическую и другие виды энергии в электрическую. Источник 
электрической энергии характеризуется величиной и направлением 
э. д. с. и величиной внутреннего сопротивления.

/Постоянный ток принято обозначать буквой /, э. д. с. источ
ника— Е, сопротивление — /? и п р о в о д и м о с т ь  — В  Международной 
системе единиц (СИ) ток измеряют в амперах (А), э. д. с . — в воль
тах (В), сопротивление — в омах (Ом) и проводимость — в сименсах (См).

Изображение электрической цепи с помощью условных знаков 
называют электрической схемой (рис. 1 . 1 , а).

Зависимость тока, протекающего по сопротивлению, от напряже
ния на этом сопротивлении принято называть вольт-амперной харак
теристикой (по оси абсцисс на графике обычно откладывают напря
жение, а по оси ординат —ток).

Сопротивления, вольт-амперные характеристики которых являются 
прямыми линиями (рис. 1 .1 , б), называют линейными сопротивлени
ями, а электрические цепи только с линейными сопротивлениями — 
линейными электрическими цепями.



Сопротивления, вольт-амперные характеристики (в. а. х .) которых 
не являются прямыми линиями (рис. 1 . 1 , в), т. е. они нелинейны, 
называют нелинейными сопротивлениями, а электрические цепи с нели
нейными сопротивлениями — нелинейными электрическими цепями.

ТО£

а )

§ 1.2. Источник э. д. с. и источник тока. Источник электрической 
энергии имеет э. д. с. Е  и внутреннее сопротивление £?в. Если через 
него под действием э. д. с. Е  протекает ток /, то напряжение на его 
зажимах 0  =  Е  — 1ЯВ при увеличении / уменьшается. Зависимость 
напряжения I/ на зажимах реального источника от тока / изобра
жена на рис. 1 .2 , а.

и - О

Ь)
Рис. 1.2
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Обозначим т у — масштаб по оси и , т/ — масштаб по оси I. Тогда 
для произвольной точки на характеристике рис. 1 .2 , а:

аЬгпц =  //?„; Ьст[ =  1-, tg а  =  аЬ!Ьс =  Rjn.il тц.

Следовательно, tg a  пропорционален Я к. Рассмотрим два крайних 
случая.

1. Если у некоторого источника внутреннее сопротивление Я в =  0, 
то вольт-амперная характеристика его будет в виде прямой (рис. 1 .2 , б). 
Такой характеристикой обладает идеализированный источник питания, 
называемый источником э. д. с.

Следовательно, источник э. д. с. представляет собой такой идеа
лизированный источник питания, напряжение на зажимах которого 
постоянно (не зависит от тока I) и равно э. д. с. Е, а внутреннее 
сопротивление равно нулю.

2. Если у некоторого источника беспредельно увеличивать э. д. с. 
Е  и внутреннее сопротивление Нв, то точка с (рис. 1.2, а) отодви-



гается по оси абсцисс в бесконечность, а угол а  стремится к 90° 
(рис. 1.2, в). Такой источник питания называют источником тока.

Следовательно, источник тока представляет собой идеализирован
ный источник питания, который создает ток / =  /*, не зависящий 
от сопротивления нагрузки, к которой он присоединен, а его э. д. с. 
Е т и внутреннее сопротивление 7?ит равны бесконечности. Отношение 
двух бесконечно больших величин £ ит/7?ит равно конечной величине —  
току и  источника тока.

При расчете и анализе электрических цепей реальный источник 
электрической энергии с конечным значением /?„ заменяют расчетным 
эквивалентом. В качестве эквивалента может быть взят:

1) источник э. д. с. Е  с последовательно включенным сопротивле
нием /?в, равным внутреннему сопротивлению реального источника 
(рис. 1.3, а\ стрелка в кружке указывает направление возрастания 
потенциала внутри источника 
э. д. с.);

2) источник тока с током 
1к — Е!Яв и параллельно с ним 
включенным сопротивлением /?в 
(рис. 1.3, б; стрелка в кружке 
указывает положительное на
правление тока источника тока).

Ток в нагрузке (в сопротив
лении Я) для схем рис. 1.3, а, б 
одинаков и равен/ =  £/(/? +  /?„), 
т. е. равен току для схемы рис. 1.1, а. Для схемы рйс. 1.3, а  это сле
дует из того, что при последовательном соединении сопротивления /? 
и Кв складываются. В  схеме рис. 1 . 3 , 6  ток /* =  Е/Яв распределяет
ся обратно пропорционально сопротивлениям Я  и Яв двух параллель
ных ветвей. Ток в нагрузке Я

7 _ г Яв _ Я д  _ Е
* Я + Д В ~  Яв ' Я + Я в _  Я + Я в’

Каким из двух расчетных эквивалентов пользоваться, совершенно 
безразлично. В дальнейшем используется в основном первый эквивалент.

Обратим внимание на следующее:
1) источник э. д. с. и источник тока — это идеализированные источ

ники, физически осуществить которые, строго говоря, невозможно;
2) схема рис. 1.3, б эквивалентна схеме рис. 1.3, а в отношении 

энергии, выделяющейся в сопротивлении нагрузки Я, и не эквива
лентна ей в отношении энергии, выделяющейся во внутреннем сопро
тивлении источника питания;

3) идеальный источник э. д. с. нельзя заменить идеальным источ
ником тока.

Пример 1а. В схеме рис. 1.3, б  источник тока дает ток /* =  50А . 
Шунтирующее его сопротивление Я в =  2 Ом. Найти э. д. с. эквива
лентного источника э. д. с. в схеме рис. 1.3, а.

Р е ш е н и е .  Э. д. с. £  =  /*/?в = 1 0 0  В . Следовательно, параметры 
эквивалентной схемы рис. 1.3, а  таковы: £  =  100 В и # в =  2 Ом.

а)
Рис. 1.3



§ 1.3. Неразветвленные и разветвленные электрические цепи.
Электрические цепи подразделяют на неразветвленные и разветвлен

ные. На рис. 1.1, а  представлена схема 
простейшей неразветвленной цепи. Во всех 
элементах ее течет один и тот же ток. 
Простейшая разветвленная цепь изображе
на на рис. 1.4, а; в ней имеются три вет
ви и два узла. В каждой ветви течет свой

а) ток. Ветвь можно определить как участок
цепи, образованный последовательно соеди
ненными элементами (через которые течет 
одинаковый ток) и заключенный между 
двумя узлами. В  свою очередь узел есть 
точка цепи, в которой сходятся не менее 
трех ветвей. Если в месте пересечения двух 
линий на электрической схеме поставлена 
точка (рис. 1.4, б), то в этом месте есть 

электрическое соединение двух линий, в противном случае (рис. 1. 4, в) 
его нет. Узел, в котором сходятся две ветви, одна из которых яв
ляется продолжением другой, называют устранимым узлом.

§ 1.4. Напряжение на участке цепи. Под напряжением на неко
тором участке электрической цепи понимают разность потенциалов 
между крайними точками этого участка.

На рис. 1.5 изображен участок цепи, крайние точки которого 
обозначены буквами а  и Ь. Пусть ток / течет от точки а к точке Ь 
(от более высокого потенциала к более низкому). Следовательно, 

потенциал точки а (ср0) выше потенциала точки
___уаЬ Ь(ц>ь) на величину, равную произведению тока I  на

1 ш ,------, ш сопротивление Я:

Ф а  =  ф *  +

В соответствии с определением 'напряжение меж
ду точками а  и Ь

О а Ь  =  ф  а  ф й -

Следовательно, и аЬ =  Ш , т. е. напряжение на сопротивлении равно 
произведению тока, протекающего по сопротивлению, на величину 
этого сопротивления.

В  электротехнике разность потенциалов на концах сопротивления 
принято называть либо напряжением на сопротивлении, либо паде
нием напряжения. В дальнейшем разность потенциалов на концах 
сопротивления, т. е. произведение 1Я, будем именовать падением 
напряжения.

Положительное направление падения напряжения на каком-либо 
участке (направление отсчета этого напряжения), указываемое на 
рисунках стрелкой, совпадает с положительным направлением отсчета 
тока, протекающего по данному сопротивлению.

и ь 

Рис. 1.5



В свою очередь положительное направление отсчета тока / (ток— это скаляр 
алгебраического характера) совпадает с положительным направлением нормали 
к поперечному сечению проводника при вычислении тока по формуле / =  ^ ¿ 5,

где о — плотность тока и Л> — элемент площади поперечного сечения (подробнее 
см. § 20. 1).

Рассмотрим вопрос о напряжении на участке цепи, содержащем 
не только сопротивление, но и э. д. с.

£ £
а > 5)

Рис. 1.6

На рис. 1.6, а , б показаны участки некоторых цепей, по которым 
протекает ток /. Найдем разность потенциалов (напряжение) между 
точками а и с для этих участков. По определению,

У  ас ~  фа фс- ( ! • ! )

Выразим потенциал точки а через потенциал точки с. При пере
мещении от точки с к точке Ь встречно направлению э. д. с. Е  
(рис. 1 .6, а) потенциал точки Ь оказывается ниже (меньше), чем 
потенциал точки с , на величину э. д. с. Е:

Фб =  Фс — Е.
При перемещении от точки с к точке Ь согласно направлению 

э. д. с. Е  (рис. 1.6, 6} потенциал точки Ь оказывается выше (больше), 
чем потенциал точки с, на величину э. д. с. Е:

Ф* =  Фс +  £•

Так как ток течет от более высокого потенциала к более низкому, 
в обеих схемах рис. 1.6 потенциал точки а  выше потенциала точки 
Ъ на величину падения напряжения на сопротивлении К:

Фа =  Ф* +  №.
Таким образом, для рис. 1.6, а

(Ра =  <Рс — Е +  1Я,
или

^«с =  ф а-ф с =  ^  — Е ,  (1 .2а)
и для рис. 1 .6, б

фа =  фС +  £  +  / Я ,
или

^ с  =  фа - фс  =  /Я +  £ .  (1-26)

Положительное направление напряжения 1/ас показывают стрел
кой от а к с. Согласно определению напряжения, {/са =  фс — ф«.



Поэтому и са =  —и  ас, т. е. изменение чередования (последовательно
сти) индексов равносильно изменению знака этого напряжения. Сле
довательно, напряжение может быть и положительной, и отрица
тельной величиной.

§ 1.5. Закон Ома для участка цепи, не содержащего э. д. с.
Закон (правило) Ома для участка цепи, не содержащего э. д. с ., 
устанавливает связь между током и напряжением на этом участке. 
Применительно к рис. 1.5

!/„* =  //?,
или

/ =  и аЬ/Я =  (фя -  Фй)/Я. (1.3)

§ 1 .6. Закон Ома для участка цепи, содержащего э. д. с. Закон 
(правило) Ома для участка цепи, содержащего э. д. с., позволяет 
найти ток этого участка по известной разности потенциалов (ф „ — фс) 
на концах участка цепи и имеющейся на этом участке э. д. с. Е. Так, 
из уравнения ( 1 .2а) для схемы рис. 1 .6, а

1 _ _  ф а  —  ф с +  £  _  а с +  Е  .
Я Я '

из уравнения (1.26) для схемы рис. 1 .6, б

В общем случае

1 фа фс Е _ и ас  Е
1 ~~ Я ~  я  *

—  I

я “ Г е -

I  — (фа фс) — Е _  Цдс — Е ( 1 4 )
Я Я

Уравнение (1.4) математически выражает закон Ома для участка 
цепи, содержащего э. д. с .; знак плюс перед Е  соответствует

рис. 1.6, а, знак минус — рис. 1.6, б. В ча
стном случае при Е =  0 уравнение (1.4) пе
реходит в уравнение (1.3).

Пример I. К зажимам а и с схемы рис. 
1.7 подключен вольтметр, имеющий очень 

£ большое, теоретически бесконечно большое соп
ротивление (следовательно, его подключение 

Рнс- 1,7 или отключение не влияет на режим работы
цепи).

Если ток 7 =  10 А течет от а к с, то показание вольтметра 
И'ас — — 18 В ; если ток / =  10 А течет от с к а, то и ’ас — —  20 В . 
Определить сопротивление Я  и э. д. с. Е.

Р е ш е н и е .  В  первом режиме 11'̂  =  — 1 8 =  — £  +  //? =  — Е-\-10/?. 
Во втором режиме И"ас =  — 20 =  —  £  — //? =  — Е — 10/?. Совместное 
решение дает £ = 1 9  В и /? =  0,1 Ом.

§ 1.7. Законы Кирхгофа. Все электрические цепи подчиняются 
первому и второму законам (правилам) Кирхгофа.



П е р в ы й  з а к о н  К и р х г о ф а  можно сформулировать двояко:
1) алгебраическая сумма токов, подтекающих к любому узлу схемы, 

равна нулю;
2) сумма подтекающих к любому узлу токов равна сумме уте

кающих от узла токов.
Так, применительно к рис. 1.8,  если подтекающие к узлу токи 

считать положительными, а утекающие — отрицательными, то согласно 
первой формулировке

h  12 — /з — ^4=  0;
согласно второй —

А  =  +  Л*

Физически первый закон Кирхгофа означает, что движение зарядов 
в цепи происходит так, что ни в одном из узлов они не скапливаются.

Если мысленно рассечь любую схему произвольной плоскостью и все находя
щееся по одну сторону от нее рассматривать как некоторый большой «узел», то 
алгебраическая сумма токов, входящих в этот «узел», будет равна нулю.

В т о р о й  з а к о н  К и р х г о ф а  также можно Г 
сформулировать двояко: Ч '  У

1) алгебраическая сумма падений напряжения в лю- 
бом замкнутом контуре равна алгебраической сумме
э. д. с. вдоль того же контура'. S  \ / ^

2 I R  =  Z E  7*
Р и с. 1.8

(в каждую из сумм соответствующие слагаемые вхо
дят со знаком плюс, если они совпадают с направлением обхода кон
тура, и со знаком минус, если они не совпадают с ним);

2) алгебраическая сумма напряжений (не падений напряжения!) 
вдоль любого замкнутого контура равна нулю:

2 i/* =  0 .

Так, для периферийного контура схемы рис. 1.9 44

и  ае +  U ec +  U cd +  U da =  0.

Законы Кирхгофа справедливы для линейных й нелинейных цепей 
при любом характере изменения во времени токов и напряжений.

§ 1.8. Составление уравнений для расчета токов в схемах с  по
мощью законов Кирхгофа. Законы Кирхгофа используют для нахо
ждения токов в ветвях схемы. Обозначим число всех ветвей схемы в, 
число ветвей,, содержащих источники тока, — в„т и число узлов — у. 
В каждой ветви схемы течет свой ток. Так как токи в ветвях с источ
никами тока известны, то число неизвестных токов равняется а  — вт. 
Перед тем как составлять уравнения, необходимо произвольно выбрать:

а) положительные направления токов в ветвях и обозначить их 
на схеме;

б) положительные направления обхода контуров для составления 
уравнений по второму закону Кирхгофа.



С целью единообразия рекомендуется для всех контуров положи
тельные направления обхода выбирать одинаковыми, например по 
часовой стрелке.

Чтобы получить линейно независимые уравнения, по первому закону 
Кирхгофа составляют число уравнений, равное числу узлов без еди
ницы, т. е. у — 1 .

Уравнение для последнего у -го узла не составляют, так как оно совпало бы 
с уравнением, полученным при суммировании уже составленных уравнений для 
у — 1 узлов, поскольку в эту сумму входили бы дважды и с  противоположными 
знаками токи ветвей, не подходящих к ¡/-му узлу, а токи ветвей, подходящих

к у-му узлу, входили бы в эту сумму со знака
ми, противоположными тем, с какими они вош
ли бы в уравнение для у -го узла.

По второму закону Кирхгофа состав
ляют число уравнений, равное числу вет
вей без источников тока (в — вИт), за 
вычетом уравнений, составленных по пер
вому закону Кирхгофа, т. е. (в — вИг) — 
- ( у  -  1 ) = в - в Нг- у + 1 .

Составляя уравнения по второму за- 
Рис. 1.9 кону Кирхгофа, следует охватить все

ветви схемы, исключая лишь ветви с ис
точниками тока. При записи линейно независимых уравнений по вто
рому закону Кирхгофа стремятся, чтобы в каждый новый контур, для 
которого составляют уравнение, входила хотя бы одна новая ветвь, 
не вошедшая в предыдущие контуры, для которых уже записаны 
уравнения по второму закону Кирхгофа. Такие контуры условимся 
называть независимыми.

Д ля того чтобы пояснить, что такое независимый контур, используют понятия 
«дерево», «ветвь», «хорда» (см. § Б .З ). В том же § Б.З говорится о том, что урав
нения по законам Кирхгофа иногда составляют, используя матрицы фундаменталь
ных контуров и матрицы отсечений.

Требование, чтобы в каждый новый контур входила хотя бы одна 
новая ветвь, является достаточным, но не необходимым условием, а 
потому его не всегда выполняют. В таких случаях часть уравнений 
по второму закону Кирхгофа составляют для контуров, все ветви 
которых уже вошли в предыдущие контуры.

Пример 2. Найти токи в ветвях схемы рис. 1.9, в которой 
= 8 0  В , £ 2 =  64 В , /^ =  6 Ом, Я , =  4 Ом, Я3 =  3 Ом, Я 4 =  1 Ом.

Р е ш е н и е .  Произвольно выбираем положительные направления 
токов в ветвях. В  схеме рис. 1.9 « =  3; вит =  0; у  =  2. Следовательно, 
по первому закону Кирхгофа можно составить только одно уравнение: 

/ /1  +  /2 =  73. (а)
Нетрудно убедиться, что для второго узла получили бы аналогич

ное уравнение. По второму закону Кирхгофа составим в — еИт — (у — 1) =  
=  3 — 0 — ( 2 — 1) =  2 уравнения. Положительные направления обхода 
контуров выбираем по часовой стрелке.

Для контура /?1£'1/?2£'2
/ Л - / , # ,  =  Е1 +  Ел. (б)



Знак плюс перед взят потому, что направление тока 1г 
совпадает с направлением обхода контура; знак минус перед /2./?2 =̂< 
потому, что направление / 2 встречно обходу контура.

Для контура ЕгЯгЯ3Я̂
12-̂ 2 +  3̂ (Я3 +  ^4) = ---  Е2. (в)

Совместное решение уравнений (а), (б), (в) дает; /1 = 1 4 А ,  
/ 2 =  —  15 А,  / 3 = —  1 А.

Поскольку положительные направления токов выбирают произвольно, 
в результате расчета какой-либо один или несколько токов могут 
оказаться отрицательными. В  рассмотренном примере отрицательными 
оказались токи / 2 и /3, что следует понимать так: направления 
токов / 2 и / 3 не совпадают с направлениями, принятыми для них на 
рис. 1.9 за положительные, т. е. в  действительности токи / 2 и / 3 
проходят в обратном направлении.

§ 1.9. Заземление одной точки схемы. При заземлении любой 
одной точки схемы токораспределение в схеме не меняется, так как 
никаких новых ветвей, по которым могли бы протекать токи, при этом 
не образуется. Иначе будет, если заземлить две или большее число 
точек схемы, имеющих различные потенциалы. В  этом случае через 
землю (любую проводящую среду) образуются дополнительные ветви, 
сама схема становится отличной от исходной и токораспределение 
в ней меняется.

§ 1.10. Потенциальная диаграмма. Под потенциальной диаграммой 
понимают график распределения потенциала вдоль какого-либо участка 
цепи или замкнутого контура. По оси абсцисс на нем откладывают 
сопротивления вдоль контура, начиная с какой-либо произвольной 
точки, по оси ординат — потенциалы. Каждой точке участка цепи или 
замкнутого контура соответствует своя точка на потенциальной 
диаграмме.

Рассмотрим последовательность построения потенциальной диаграммы 
по данным примера 2 .

Пример 3. Построить потенциальную диаграмму для контура аЬсеа 
(рис. 1.9).

Р е ш е н и е .  Подсчитаем суммарное сопротивление контура: 4  4 - 3 +  
+  1 = 8  Ом. Выберем масштабы по оси абсцисс (ось х) и по оси орди
нат (ось у).

Произвольно примем потенциал одной из точек, например точки а, 
фа =  0. Эту точку на диаграмме рис. 1.10 поместим в начало координат.

Потенциал точки Ь фй =  фа +  /24 =  (ра — 60 =  — 60 В ; ее координаты: 
х =  4, у =  —  60. Потенциал точки с (рс =  (рй +  Е2 =  4 В ; ее координаты:
*  =  4, у =  4. Потенциал точки е фе =  фс +  / 3# 4 =  4 — 1 • 1 =  З В ; ее 
координаты: *  =  5, г/ =  3.

Тангенс угла а х наклона прямой аЬ к оси абсцисс пропорционален
т„

току /2, а тангенс угла а 2 наклона прямой се — току /3; t g a  — 
где гпц и ту — масштабы по осям х н у .



§ 1.11. Энергетический баланс в электрических цепях. При про
текании токов по сопротивлениям в последних выделяется тепло. На 
основании закона сохранения энергии количество теплоты, выделяю
щееся в единицу времени в сопротивлениях схемы, должно равняться 
энергии, доставляемой за то ж е время источниками питания.

Если направление тока /, протекающего через источник э. д. с. Е, 
совпадает с направлением э. д. с ., то источник э. д. с. доставляет 
в цепь энергию в единицу времени (мощность), равную Е1, и произ
ведение Е1 входит с положительным знаком в уравнение энергетиче
ского баланса.

Если же направление тока / встречно направлению э. д. с. Е, то 
источник э. д. с. не поставляет энергию, а потребляет ее (например,

заряжается аккумулятор), и про
изведение Е1 войдет в уравнение 
энергетического баланса с отрица
тельным знаком.

Уравнение энергетического ба
ланса при питании только от ис
точников э. д. с. имеет вид

2 /2Я =  £ £ / .

Когда схема питается не толь
ко от источников э. д. с., но и от 
источников тока, т. е. к отдельным 
узлам схемы подтекают и от них 
утекают токи источников тока, при 
составлении уравнения энергети

ческого баланса необходимо учесть и энергию, доставляемую источни
ками тока. Допустим, что к узлу а  схемы подтекает ток 1к от источ
ника тока, а от узла Ь этот ток утекает. Доставляемая источником 
тока мощность равна и аЬ1к. Напряжение 1)аЬ и токи в ветвях схемы 
должны быть подсчитаны с учетом тока, подтекающего от источника 
тока. Последнее проще всего сделать по методу узловых потенциалов 
(см, § 1.22). Общий вид уравнения энергетического баланса

2 /2Я  =  2 £/  +  ££/ ай/*.

Для практических расчетов электрических цепей разработаны ме
тоды, более экономичные в смысле затраты времени и труда, чем метод 
расчета цепей по законам Кирхгофа. Рассмотрим эти методы.

§ 1.12. Метод пропорциональных величин. Согласно методу про
порциональных величин, в самой удаленной от источника э. д. с. ветви 
схемы (исходной ветви) произвольно задаемся некоторым током, 
например током в 1 А. Далее, продвигаясь к входным зажимам тп, 
находим токи в ветвях и напряжения на различных участках схемы. 
В  результате расчета получим значение напряжения Итп схемы и 
токов в ветвях, если бы в исходной ветви протекал ток в 1 А.

Так как найденное значение напряжения и тп в общем случае 
не будет равно э. д. с. источника, то следует во всех ветвях изменить

И
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Рис. 1.11

токи, умножив их на коэффициент, равный отношению э. д. с. источ
ника к найденному значению напряжения в начале схемы.

Метод пропорциональных величин, если рассматривать его обособ
ленно от других методов, применим для расчета цепей, состоящих 
только из последовательно и параллельно соединенных сопротивлений 
и при наличии в схеме одного ис
точника.

Однако этот метод можно ис
пользовать и совместно с другими 
методами (преобразование треуголь
ника в звезду, метод наложения и 
т. п.), которые рассмотрены далее.

Пример 4. Найти токи в ветвях 
схемы рис. 1.11 методом пропор
циональных величин. Сопротивле
ния схемы даны в омах.

Р е ш е н и е .  Задаемся током в 
ветви с сопротивлением 4 Ом, рав
ным 1 А, и подсчитываем токи в
остальных ветвях (числовые значения токов обведены на рисунке круж
ками). Напряжение между точками т и п  равно 1 -4  +  3 - 3 +  4- 3 =  2 5 В .  
Так как э. д. с. Е  =  100 В , все токи следует умножить на коэф
фициент к. =  100/25 =  4.

§ 1.13. Метод контурных токов. При расчете методом контурных 
токов полагают, что в каждом независимом контуре схемы течет свой 
контурный ток. Уравнения составляют относительно контурных токов, 
после чего определяют токи ветвей через контурные токи.

Таким образом, метод контурных токов можно определить как 
метод расчета, в котором за искомые принимают контурные токи. 
Число неизвестных в этом методе равно числу уравнений, которые

необходимо было бы составить для 
схемы по второму закону Кирх
гофа.

Следовательно, метод контурных 
токов более экономен при вычис
лительной работе, чем метод на 
основе законов Кирхгофа (в нем 
меньшее число уравнений).

Вывод основных расчетных урав
нений проведем применительно к 
схеме рис. 1 . 12 , в которой два 
независимых контура. Положим, 

что в левом контуре по часовой стрелке течет контурный ток /п , 
а в правом (также по часовой стрелке) — контурный ток /22. Для 
каждого из контуров составим уравнения по второму закону Кирх
гофа. При этом учтем, что по смежной ветви (с сопротивлением Я 6) 
течет сверху вниз ток 1п — /22. Направления обхода контуров примем 
также по часовой стрелке.

Рис. 1.12



Для первого контура
(/?! 4- /?2) и  — 1 ц )  — Е х - ] г Е й (а)

или
( К 1 4" Я2 4" К б)  1 ц  4" (---^б) 2̂2 =  4" Е ь . (б)

Для второго контура

— ^ 5  (/ц — 1 22) 4" (Яз 4" ^ 4) ^22 — — Е $  -Б«
или

(---Я 5)  ̂11 4" (/?3 4- ^4 +  ^ 5) ^22 = ----Е *~ ~  Е ъ -

В уравнении (б) множитель при токе /п , являющийся суммой 
сопротивлений первого контура, обозначим через /?ц , множитель при 
токе / 22 (сопротивление смежной ветви, взятое со знаком минус) — 
через /?12.

Перепишем эти уравнения следующим образом:

Я 11Л 1 4* ^ 12̂ 22 — Еп ; |

Я 21Л 1 4" Я 22/22 =  £ 22- )
Здесь

/?п =  /?14" Я2 4" Ец =  Е 1 +  Е&; /?12 =  /?21 = — # 5;

/?22 =  ^ з4 " ^4 4"^5> ^22 =  --- Е4 — £51
где /?и — полное или собственное сопротивление первого контура; 
/?1г — сопротивление смежной ветви между первым и вторым контурами, 
взятое со знаком минус; Еп — контурная э.д.с. первого контура, рав
ная алгебраической с^мме э.д.с. этого контура (в нее со знаком плюс 
входят те э .д .с ., направления которых совпадают с направлением 
обхода контура); /?22 — полное или собственное сопротивление второго 
контура; /?21 — сопротивление смежной ветви между первым и вторым 
контурами, взятое со знаком минус; £ 22 — контурная э.д.с. второго 
контура.

В общем случае можно сказать, что сопротивление смежной ветви между к 
и т контурами входит в уравнение со знаком минус, если направления
контурных токов и 1 тт вдоль этой ветви встречны, и со знаком плюс, если 
направления этих токов согласны.

Если в схеме больше двух контуров, например три, то система 
уравнений выглядит следующим образом:

Я ц / 11 4 -# 1 2/ 22 4 - Я 13 / 33 —  ^11» 1

Я21/1 1 4" Я 22/2-_* 4~ Я 23/3 3 =  £ 22; I (1-4 )
Я 31/и 4" Я 32/ 22 4~ Я 33/33 =  £ 33, )

или  в матричной форме (см. § Б .З ):

[ * ] [ / ]  =  [£ ];
ГЯи Я 12 *13 Г/и] - Е п

[/ ?]= *21 Я 22 Я 2з ; [/] = 122 ; [ £ ] - Е ц

#31 ^32 Язз /33
Е 33



Рекомендуется для единообразия в знаках сопротивлений с раз
ными индексами все контурные токи направлять в одну и ту ж е 
сторону, например все по часовой 
стрелке.

Если в результате решения системы 
уравнений какой-либо контурный ток 
окажется отрицательным, то это озна
чает, что в действительности направле
ние контурного тока обратно принято
му за положительное.

В ветвях, не являющихся смежными 
между соседними контурами (например, 
в ветви с сопротивлениями /?1( /?2 схемы 
рис. 1 .1 2 ) ,  найденный контурный ток яв- Рис. 1.13
ляется истинным током. В смежных вет
вях через контурные токи определяют истинные. Например, в ветви с 
сопротивлением к 5 протекающий сверху вниз ток равен разности /и — /22.

Если в электрической цепи имеется п независимых контуров, то 
' число уравнений тоже равно п.

Общее решение системы п уравнений относительно тока /** 
таково:

=  +  0 .5 )
где

# 1 1 # 1 2 # 1 3  •. . # т

# 2 1 # 2 2 # 2 3  •• • # 2  п

# 3 1 # 3 2 # 3 3  •• • # 3  п

# я 1 # Л 2 #Л З ••• 1%пп

—  определитель системы.
Алгебраическое дополнение Д*т  получено из определителя А путем 

вычеркивания' /г-го столбца и т-й строки и умножения полученного 
определителя на (— 1)к+т.

Если из левого верхнего угла определителя провести диагональ 
в его правый нижний угол (главная диагональ) и учесть, что =  
=  Я тк, то можно убедиться в том, что определитель делится на две 
части, являющиеся зеркальным отображением одна другой. Это свой
ство определителя называют симметрией относительно главной диа
гонали. В  силу симметрии определителя относительно главной диа
гонали Д*т  =  Атк.

Пример 5. Найти токи в схеме рис. 1.13 с помощью метода кон
турных токов. Числовые значения сопротивлений и э.д.с. указаны 
на рисунке.

Р е ш е н и е .  Выбираем направления всех контурных токов /и , / 22 
и /дз по часовой стрелке.

Определяем: /?и =  5 +  5 -+ -4 =  14 Ом; /?22 =  5-4-10  +  2 =  17 Ом; 
Я з з  =  2  +  2 + 1 = 5  Ом; Я 12 =  /?21 =  — 5 Ом; Я 13 == # 31 =  0;  # а  =  # ю =  
=  — 2 Ом; Еп  =  — 10 В;  £ 22= 1 0  В;  Ет — —  8 В.



Записываем систему уравнений:
14/и - 5 / и = - 1 0 ;

— 5/ц -]- 17/ 22 — 2/33 =  10;
— 2 / 22 4* 5/ 33 =  — 8.

Определитель системы
14 - 5  0
■5 17 - 2  
0 - 2  5

1009.

Подсчитаем контурные токи:

' и

— 10 — 5 0
10 17 — 2

- 8  2 5 - 6 4 0
-0 ,634 А;Д 1009

/ 22 =  0,224 А ;. /33 =  -  1,51 А.
Ток в ветви ст

/с» =  /и -  /« =  — 0,634  -  0,224 =  -  0,86 А.
Ток в ветви о т

Iат =  /м -  /33 =  0 ,224 +  1,51 =  1,734 А.

Формула (1.5) в ряде параграфов используется в качестве исход
ной при рассмотрении таких важных вопросов теории линейных

электрических цепей, как определение входных и взаимных проводи
мостей ветвей, принцип взаимности, метод наложения и линейные 
соотношения в электрических цепях.

Составлению уравнений по методу контурных токов для схем 
с источниками тока присущи некоторые особенности. В этом случае 
полагаем, что каждая ветвь с источником тока входит в контур, 
замыкающийся через ветви с источниками э.д.с. и сопротивлениями, 
и что эти токи известны и равны токам соответствующих источников 
тока. Уравнения составляют лишь для контуров с неизвестными 
контурными токами. Если для схемы рис. 1.14, а принять, что кон
турный ток /и  =  /* течет согласно направлению часовой стрелки



по первой и второй ветвям, а контурный ток / 22 =  / 3 замыкается 
также по часовой стрелке по второй и третьей ветвям, то согласно 
методу контурных токов получим только одно уравнение с неизвестным 
током / 22

(# 24-# з) / 22 — Я21к =  Е.

Отсюда / 22 =  Е̂ 4 ф - и ток второй ветви / 2 =  /ц — /22.
Д 2 Т Д З

§ 1.14. Принцип наложения и метод наложения. Чтобы составить 
общее выражение для тока в /г-ветви сложной схемы, составим урав
нения по методу контурных токов, выбрав контуры так, чтобы 6- 
ветвь входила только в один 6-контур (это всегда возможно).

Тогда ток в /г-ветви будет равен контурному току 1кк по урав
нению (1.5). Каждое слагаемое правой части (1.5) представляет собой 
ток, вызванный в 6-ветви соответствующей контурной э.д.с. Например,
Е п  —  есть составляющая тока 6-ветви, вызванная контурной э.д.с.
Е п. Каждую из контурных э.д.с. можно выразить через э.д.с. ветвей 
Е х, Е2, Е3, . . . ,  Е к, . . . ,  Е п, сгруппировать коэффициенты при этих 
э.д.с. и получить выражение следующего вида:

Ь  =  £ 16*1 +  £ 2̂ *2 +  £ з £ м +  • • • + £ * & * *  +  ••• -\-Engkn» (1.7)
Если контуры выбраны таким образом, что какая-либо из э .д .с., 

например Ет, входит только в один т-контур и в другие контуры 
не входит, то £*т  =  Д*т /Д.

Уравнение (1.7) выражает собой принцип наложения.
Принцип наложения формулируется следующим образом: ток в 6- 

ветви равен алгебраической сумме токов, вызываемых каждой из э.д.с. 
схемы в отдельности. Этот принцип справедлив для всех линейных 
электрических цепей.

Принцип наложения используется в методе расчета, получившем 
название м е т о д а  н а л о ж е н и я .

При расчете цепей по методу наложения поступают следующим 
образом: поочередно рассчитывают токи, возникающие от действия 
каждой из э.д.с., мысленно удаляя остальные из схемы, но оставляя 
в схеме внутренние сопротивления источников, и затем находят токи 
в ветвях путем алгебраического сложения частичных токов. Заметим, 
что методом наложения нельзя пользоваться для подсчета выделяемых 
в сопротивлениях мощностей как суммы мощностей от частичных 
токов, поскольку мощность является квадратичной функцией тока 
(Р  =  /?/*).

Так, если через некоторое сопротивление Р  протекают согласно 
направленные частичные токи /х и /2, то выделяемая в нем мощность 
Р — Я(11 +  12)2 и не равна сумме мощностей от частичных токов: 
РФ Я1\ +  ЯЦ.

Пример 6. Для схемы рис. 1.14, а с  помощью метода наложения 
найти токи в ветвях, определить мощности, доставляемые в схему 
источником тока и источником э.д.с., полагая /?х =  2 Ом; /?а =  4 Ом; 
Я 3 =  6 Ом; /* =  5 А; Е — 20 В .



Р е ш е н и е .  Положительные направления токов в ветвях прини
маем в соответствии с рис. 1.14, а. С помощью схемы рис. 1.14, б 
(источник э.д.с. удален и зажимы сс1 закорочены) находим токи в вет
вях от действия источника тока:

/ ¡ - / , - 5  А;  А;  « _ 2  А.

Используя схему рис. 1.14, в, подсчитываем токи в ветвях от дей
ствия источника э.д.с. (зажимы аЬ разомкнуты, так как внутреннее 
сопротивление источника тока равно бесконечности):

• л  =  0; /; =  /; =  Л-| ^  =  2 А.

Результирующие токи в ветвях найдем, алгебраически суммируя 
соответствующие частичные токи этих двух режимов:

/1==/; + Л  =  5 +  0 =  5 А; / 2 =  / ; - / 2  =  3 — 2 = 1  А;
/ 3 =  /з  +  /з  =  2 +  2 =  4 А; фа =  <рй +  1гЯг + 1^1, 

иаЬ =  \- 4 +  5 - 2 =  14 В.
Мощность, доставляемая в схему источником , тока, ИаЬ1к =  14 • 5 =  
=  70 Вт. Мощность, доставляемая в схему источником э.д.с., £ 7 3 =  
=  2 0 - 4  =  80 Вт.

Уравнение баланса мощности Г\Я1 +  1\Я2 +  /з#з =  и аЬ1к +  Е13,

§ 1.15.  Входные и взаимные проводимости ветвей. Входное 
сопротивление. На рис. 1.15, а  изображена так называемая скелет
ная схема пассивной цепи. На ней показаны только ветви и узлы.

В каждой ветви имеется сопротивление. Выделим в схеме две ветви; 
одну из них назовем ветвью т, другую — ветвью к. Поместим в ветвь 
т э.д.с. Ет (других э.д.с. в схеме нет). Выберем контуры в схеме так, 
чтобы ¿-ветвь входила только в /г-контур, а т-ветвь —только в /71- 
контур. Э.д.с. т вызовет токи в ветвях к и т:

Iк — Е т§кт> \ ^

/ — Е* т — м • )

Коэффициенты £  имеют размерность проводимости.



Коэффициент g  с одинаковыми индексами (£тт) называют входной 
проводимостью ветви (ветви т). Он численно равен току в ветви т, 
возникающему от действия э.д.с. Ет=  1 В  (единичной э.д.с.): 1т —
=  1 ' § т т -

Коэффициенты ц  с разными индексами называют взаимными прово
димостями. Так, gkm есть взаимная проводимость ¿- и т-ветвей. 
Взаимная проводимость Цьт численно равна току в ¿-ветви, возника
ющему от действия единичной э.д.с. в т-ветви *.

Входные и взаимные проводимости ветвей используются при выводе 
общих свойств линейных электрических цепей (см. § 1.16 и 1.18) и 
при расчете цепей по методу наложения [см. формулу (1.7)].

Входные и взаимные проводимости могут быть определены расчет
ным и опытным путями.

При их расчетном определении составляют для схемы уравнения 
по методу контурных токов, следя за тем, чтобы ветви, взаимные и 
входные проводимости которых представляют интерес, входили бы 
каждая только в свой контур. Далее находят определитель системы 
Д и по нему необходимые алгебраические дополнения:

ётгп =  ^тт/^г (1-9)
£*т =  д*т/д. (1.10)

По формуле (1.10) §кт может получиться либо положительной, 
либо отрицательной величиной. Отрицательный знак означает, что 
э.д.с. Ет, направленная согласно с контурным 
током в т-ветви, вызывает ток в ¿-ветви, не 
совпадающий по направлению с произвольно вы
бранным направлением контурного тока /* по 
¿-ветви.

При опытном определении grnm и §кт в т -ве твь  
схемы (рис. 1.15, б) включают э.д.с. Е т и в 
¿-ветвь — амперметр (миллиамперметр). Поделим Рис. 1.16
ток /* на э.д.с. Ет и найдем значение ¿ кт. Д ля 
нахождения входной проводимости ветви т {цтт) необходимо измерить 
ток в т-ветви, вызванный э.д.с., включенной в т-ветвь. Частное от 
деления тока т-ветви на э.д.с. т-ветви и дает цтт.

Выделим т-ветвь , обозначив всю остальную часть схемы (не содер
жащую э.д.с.) некоторым прямоугольником (рис. 1.16). Вся схема, 
обозначенная прямоугольником, по отношению к зажимам аЪ обла
дает некоторым сопротивлением. Его называют входным сопротивле
нием. Так как в рассматриваемом примере речь идет о входном 
сопротивлении для т-ветви, то обозначим его &а1т:

Яыт =  Е Л т =  \-lgmm- ( I - 1 1 )

* Входные и взаимные проводимости ветвей можно определить и иначе: 
входная проводимость т-ветви — это коэффициент пропорциональности между 
током этой ветви и э.д.с. той же ветви (при отсутствии э.д.с в других ветвях 
схемы); взаимная проводимость ветвей к и т есть коэффициент пропорциональ
ности между током ¿-ветви и э.д.с. т-ветви при отсутствии э.д.с. в других вет
вях схемы.



Таким образом, входное сопротивление т-ветви есть величина, 
обратная входной проводимости m-ветви. Его не следует смешивать 
с полным сопротивлением ш-контура в методе контурных токов, кото
рое не имеет с ним ничего общего.

Пример 7. Определить входную проводимость gu  и взаимную про
водимость g l2 в схеме рис. 1.13.

Р е ш е н и е .  Контуры на схеме рис. 1.13 выбраны так, что ветвь 
1 (ветвь cbm) с э .д .с. Е х входит только в первый контур, а ветвь 2 
(ветвь са) с э.д .с. Е 2 — во второй. Поэтому можно воспользоваться 
определителем системы А и алгебраическими дополнениями Да  и Д12, 
составленными по данным примера 5:

- 5  - 2

а  —  А ' 2  —  gl2 — Л —
( - 1)1 +  1

1009 1009

П  “ 2 ( “  ‘ >1+1 81

7^5 =  0 ,025 Ом-1 *;

&п — д  -  1009 1009 0,081 О м 1.

§ 1.16. Теорема взаимности. Т е о р е м а  в з а и м н о с т и  формули
руется следующим образом: для любой линейной цепи ток в к-ветви, 
вызванный э.д.с. Е т, находящейся в /п-ветви,

I  к =  Ет £кт
будет равен току 1т в т-ветви, вызванному э.д.с. Ек (численно рав
ной э.д.с. Ет), находящейся в к-ветви,

Iт ~ Екётк'
Для доказательства теоремы взаимности обратимся к рис. 1.15, а. 

Как и при выводах в § 1.15, выделим две ветви схемы: ветвь к и 
ветвь т. Включим в ветвь т источник э.д.с. Ет, в ветвь 6 — ампер
метр А **  для измерения тока 1к. Пусть каждая из ветвей б и т  вхо
дит соответственно только в к- и т-контуры. Тогда по методу контур
ных токов 1к — Е кД*т /Д. Затем поменяем местами источник э.д.с. и 
амперметр, т. е. источник э.д.с. переместим из ветви т в ветвь & и 
назовем теперь Е к, а амперметр — из ветви к в ветвь т. В  этом слу
чае ток

I  т  =  ^йД/яа/Д.

Так как Е к =  Е т, а Дт * =  Д*т  в силу симметрии определителя 
системы Д относительно главной диагонали (см. § 1.13), то ток /* 
в схеме рис. 1.15,  б  равняется току 1т в схеме рис. 1.15, в.

При практическом использовании теоремы взаимности важно иметь 
в виду взаимное соответствие направлений токов и э.д.с. в схемах 
рис. 1.15, б, в.

* Единица проводимости Ом-1 ~в СИ называется сименс (См).
* *  Амперметр включаем только для наглядности; сопротивление амперметра 

полагаем равным нулю.



Так, если э.д.с. Е к источника э .д .с ., находящегося в ¿-ветви 
схемы рис. 1.15,  б, направлена согласно с контурным током 1к в схеме 
рис. 1 . 15, 6 ,  то положительное направление тока 1т в схеме рис. 1.15,  
в совпадает с направлением э.д.с. Е т в схеме рис. 1.15, б.

Для нелинейных цепей теорема (принцип) взаимности невыполнима. 
Цепи, для которых не выполняется принцип взаимности, называют 
необратимыми.

Пример 8. В  схеме рис. 1.17 переключатели Р и Р2, Р3 и Р 4 нахо
дятся либо в первом, либо во втором положении. Если они находятся 
в положении /, то в схеме включена только одна э.д.с. E i . Под 
действием э.д.с. Е4 протекают токи /1 = 1 , 5  А, / 2 =  3 А, /3 = 1  А.

Найти ток /4, если все переключатели находятся в положении 2, 
полагая, что £ 1 =  20 В , £2 =  40 В , £'3 =  50 В , £ 4 =  10 В.

Р е ш е н и е .  Для определения тока / 4 воспользуемся принципом 
наложения и принципом взаимности. Если бы в схеме была включена 
лишь одна э.д.с. Ег =  10 В , а остальные э.д .с. (£2 и Е^ отсутствовали, 
то в ветви 4* по принципу взаимности протекал бы сверху вниз ток 
в 1,5 А. Так как э.д.с. £ 1 =  20 В , то в ветви 4 протекает ток, рав
ный 1,5-20/10 =  3 А. Аналогичным образом определим токи в ветви 4 
от действия э.д.с. Ег и э.д.с. Е3 и произведем алгебраическое сло
жение частичных токов (с учетом их направления):

§ 1.17. Теорема компенсации. В любой электрической цепи 
без изменения токораспределения сопротивление можно заменить 
э.д.с., численно равной падению напряжения на заменяемом сопро
тивлении и направленной встречно току в этом сопротивлении.

Для доказательства теоремы компенсации выделим из схемы одну 
ветвь с сопротивлением Р, по которой течет ток I,  а всю остальную 
часть схемы условно обозначим прямоугольником (рис. 1.18, а).

Если в выделенную ветвь включить две одинаковых и противопо
ложно направленных э.д.с. Е, численно равных падению напряжения

I

Рис. 1.17

* Номер ветви соответствует индексу э.д .с.



на сопротивлении Я  под действием тока I  (Е — 1Я; рис. 1.18, 6), 
то ток / в цепи от этого не изменится. Убедимся, что разность потен
циалов между точками а  и с в схеме рис. 1.18, б  при этом будет 
равна нулю. Действительно,

фс =  Фа — 1% +  Е  =  Фа — /Я +  =  Фа-
Но если фс =  ф0, то точки а и с можно объединить в одну, т. е. 

закоротить участок ас и получить схему рис. 1.18, в. В  ней вместо 
сопротивления Я  включен источник э.д.с. Е.

а) ¡) в)
Рис. 1.18

•а )  6 )

Рис. 1.19

Пример 9,. Убедиться в тождественности схем рис. 1.19, а, б.
, Р е ш е н и е .  В  схеме рис. 1.19, а ток I  — Е^(ЯХ +  Я?). Для схемы 

рис. 1.19, б

.  Е г - Е 2 _ Е 1~ Е * Ъ Т Т 2 __ Е 1
Я г Яг Я х + Л г ’

Таким образом, замена сопротивления Я2 на источник э.д.с. Ег, 
как это и следует из теоремы компенсации, не вызвала изменения 
тока в схеме.

§ 1.18. Линейные соотношения в электрических цепях. Если 
в линейной электрической цепи изменяется э.д.с. или сопротивление 
в какой-либо одной ветви, то две любые величины (токи и напряже
ния) двух любых ветвей связаны друг с другом линейными зависи
мостями вида у =  а-\-Ьх.

Роль х выполняет ток или напряжение одной ветви, роль у — ток 
или напряжение другой ветви.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно методу контурных токов, общее 
выражение для тока в ¿-ветви записывается в виде (1.7). Если в схеме



изменяется только одна э. д. с ., например э. д. с. Ет, то все слагае
мые в (1.7), кроме слагаемого постоянны и могут быть для 
сокращения записи заменены некоторым слагаемым Ак. Следовательно,

IЬ =  Ак-\- ЕтЦьт. ( 1 -12 )

Аналогично, для какой-то р-ветви

I р — Лр-\~ Ещёрщ. (1.13)
Найдем Ет из (1.13):

Ет ~  (Iр А р)/§рпг 
и подставим в (1.12). Получим

1к~в>1-\-Ьк1р, (1-14)
где

=  А  ь  А р £ к т 1§ргП 1 —  § к т ! § р т ’

Коэффициенты а* и Ьк могут быть 0. В  частном случае либо 
а к, либо Ьк может быть равно нулю.

Равенство (1.14) свидетельствует о том, что при изменении э. д. с . 
Е т токи /* и I р связаны линейной зависимостью. Из теоремы ком
пенсации известно, что любое сопротивление можно заменить э. д. с.

Следовательно, изменение сопротивления в т-ветви эквивалентно 
изменению э. д. с. Е т. Таким образом, линейное соотношение между 
двумя любыми токами (1.14) имеет место при изменении не только 
э. д. с. Ет, но и сопротивления какой-то т-ветви .

Если обе части (1.12) умножить на сопротивление 6-ветви и 
проделать аналогичные выкладки, то можно убедиться в том, что 
напряжение на 6-ветви линейно связано с током в р-ветви.

Коэффициенты ак и Ьк из (1.14) и в других подобных выражениях 
могут быть найдены либо расчетным, либо опытным путем.

При опытном определении коэффициентов достаточно найти значе
ния двух токов (или соответственно напряжений) при двух различных 
режимах работы схемы и затем решить систему из двух уравнений 
с двумя неизвестными. Пусть, например, в первом опыте /* =  /*1 и 
1 р — 1рх, а во втором опыте 1к =  Къ и 1Р =  /р2, тогда

=  а к  +  ¿>>¡1 р х  И / * 2 =  +  Ь к 1  р2*

Отсюда

ак - _________р 1 . и  ____ I  к !  —  Д а

1 —
1р2 ’ !р\

Если в схеме одновременно изменяются э. д. с. или сопротивления 
в каких-либо двух ветвях, то любые три величины в этой схеме 
(токи, напряжения) связаны друг с другом линейным соотношением 
вида

у  =  а Ьх +  сг.



Доказательство этого соотношения проводится аналогично приве
денному ранее.

Пример 10. На рис. 1.20 изображена схема, в которой выделены 
три ветви. В ветви 1 включен амперметр Аи в ветви 2 — амперметр 
Аг. В ветви 3 имеется ключ К  и сопротивление Если К  разом
кнут, то Аг показывает 1 А, а Л 2 — 5 А. При замкнутом ключе 
амперметр Ау показывает 2 А, а 4  — 4 А. При замкнутом ключе 
сопротивление изменили так, что показание амперметра Аг стало 
4 ,5  А. Каково показание амперметра в этом режиме?

Р е ш е н и е .  Выразим /г через’/2:

/ х =  а  4 -  2 .

Составим два уравнения для определения а я  Ь:
1 = а  +  5Ь; 2 =  а +  4Ь.

Отсюда а =  6 и Ь — — 1.
При / 2 =  4 ,5  А / 1 =  6 — 4,5 -1 =  1,5 А.

§ 1.19. Изменения токов ветвей, вызванные приращением сопро
тивления одной ветви (теорема вариаций). На рис. 1.21, а  выделим 

ветви 1 и 2  с токами 1 Х и /2, заключив остальную 
часть схемы вместе с источниками энергии в прямо
угольник А (активный); проводимости g12 и g 22 по
лагаем известными. Пусть сопротивление ветви 2 
изменилось на ДR (рис. 1.21, б), в результате 
чего токи стали /х А/х и / 2 +  Д/2. В соответствии 
с теоремой компенсации заменим AR на э. д. с. 
ДЕ  =  ДR ( /2 +  Д/2), направленную встречно току /2. 
На основании принципа наложения можно сказать, 
что приращения токов Д/х и А/ 2 вызваны э. д. с. 

ДЕ в схеме рис. 1.21,  в, в которой часть схемы, заключенная в пря
моугольник, стала пассивной (буква Я ). Так как схема внутренних 
соединений и значения сопротивлений в схеме прямоугольника оста-

€  * 3
Рис. 1.20

а) 6) -  в)
Рис. 1.21

лись без изменений, то проводимости £12 и g 22 для схемы рис. 1.21, в 
имеют те же значения, что и в схеме рис. 1.21, а. Для схемы рис. 
1.21, в имеем:

А1г =  —  ДE g a  =  —  g21AR ( / 2 +  А/*);

Д12 =  AEg22 — —  g22AR (/2 +  А/2)i



А/ , 2 М , - (1.15)1 +  А̂ 22 ’ 1 +  Д^22
Соотношения (1.15) позволяют определить изменение токов в вет

вях 1 и 2, вызванные изменением сопротивления в ветви 2.

§ 1 .20. Замена нескольких параллельных ветвей, содержащих 
источники э. д. с. и источники тока, одной эквивалентной. При
расчете сложных схем существенное облегчение дает замена несколь
ких параллельно включенных ветвей, содержащих источники э. д. с. 
и источники тока и сопротивления, одной эквивалентной ветвью.

Ф Ф
5)

Рис. 1.22

Участок цепи рис. 1.22, б  эквивалентен участку цепи, изобра
женному на рис. 1 .22 , а, если при любых значениях тока /, подте
кающего из всей остальной, не показанной на рисунке части схемы, 
напряжение на зажимах а и Ь (IIаЬ) в обеих схемах одинаково. Д ля 
того чтобы выяснить, чему равняются и Е э, составим уравнения 
для обеих схем.

Для схемы рис. 1.22, а

Л'Ь^2"Ь^з +  Л- +  /$ =  Л
но

1̂ =  (^1 — и аЬ)!Я 1 =  {Е± — иаь) §1г 
¡ 2  — {Еу иаь)

1п =  (Еп- и аЬ) ёп. (1.16' )
Следовательно,

1 ~  2  2  ЕкёкЛ- 2  ¡к — УаЬ 2  £*» 0 - 1 6 )
А=1 4=1 к = 1 А =1

где п — число параллельных ветвей с источниками э. д. с .; <7 — число 
ветвей с источниками тока. Для схемы рис. 1 .22, б

1 = Е з ё * —и аЬе 9* (1-17)
где ёз =  !/#»•



Равенство токов I  в схемах рис. 1.22, а, б  должно иметь место 
при любых значениях Uab, а это возможно только в том случае, когда 
коэффициент при Uab в (1.17) равен коэффициенту при Uab в (1.16). 
Следовательно,

( 1-18)
* =  1

Но если слагаемые с UаЬ в (1.16) и (1.17) равны и токи / по 
условию эквивалентности двух схем также равны, то

E kg k +  2  /* =  £ * £ „
* = i  к = i

отсюда

' 2 3  £ * « * +  Ц  h  

Д. =  * ° Ч "  ' ° 1 • 0 . 1 9 )
S  Sk 

* = 1

Формула (1.18) дает возможность найти проводимость g9 и по ней 
R3 в схеме рис. 1 .22, б. Из формулы (1.18) видно, что проводимость g3 
не зависит от того, есть в ветвях схемы рис. 1 .22, а  э. д. с. или нет.

При подсчетах по формуле (1.19) следует иметь в виду следую
щее: если в какой-либо ветви схемы э. д. с. отсутствует, то соответ
ствующее слагаемое в числителе (1.19) выпадает, но проводимость 
этой ветви в знаменателе (1.19) остается; если какая-либо э. д. с. 
в исходной схеме имеет направление, обратное изображенному на 
рис. 1 .22 , а, то соответствующее слагаемое войдет в числитель фор
мулы (1.19) со знаком минус.

Ветви схемы рис. 1.22, а  и ветвь схемы рис. 1.22, б  эквивалентны 
только в смысле поведения их по отношению ко всей остальной части 
схемы, не показанной на рисунке, но они не эквивалентны в отно
шении мощности, выделяющейся в них. Качественно поясним это. 
В  ветвях схемы рис. 1.22, а  токи могут протекать даже при 1 =  0, 
тогда как в ветви ab  рис. 1 .22 , б  при 1 =  0 ток и потребление энер
гии отсутствуют.

Пример 1 1 . Заменить параллельные ветви рис. 1.22, в одной экви
валентной. Дано: £ ¡ = 1 0  В;  £7  =  30 В;  E.z =  40 В;  Е3 =  60 В;  Rx=  
" =  2 Ом; R.2 =  4 Ом;  R 3=  1 Ом; =  5 Ом; /* =  6 А.

Р е ш е н и е .  Находим:

gx =  0 ,5  См; g 2 =  0,25 Cm; g-3= l  См; g4 =  0,2 См;

=  —  = 0 ,5 +  0 ,2 5 + 1 + 0 ,2  = 0 »5 1 3  0 м !
2  g k

k = i4 '
У  E b f f k  —

n  * “ | (10 -  3 0 ) .0 ,5  -  40 - 0 ,25 +  60 1 - 6  1 0 ,  D 
£ s = ------ - ---------- --- --------------------- ¡¿g--------------------= 1 8 , 4  B.

28



Таким образом, параметры эквивалентной ветви рис. 1.22, 6  
== 0,513 Ом и £ ¡ ,=  18,4 В .

§ 1.21. Метод двух узлов. Часто встречаются схемы, содержащие 
всего два узла; на рис. 1.23 изображена одна из таких схем. Н аи
более рациональным методом расчета то
ков в них является метод двух узлов.

Под методом двух узлов понимают 
метод расчета электрических цепей, в 
котором за искомое (с его помощью оп
ределяют затем токи ветвей) принимают 
напряжение между двумя узлами схемы.

Расчетные формулы этого метода по
лучают на основе формул (1.16) и (1.16' );  
их также можно просто получить из бо
лее общего метода — метода узловых по
тенциалов (см. § 1 .22).

В  отличие от схемы рис. 1.21, а  ток 
1 к узлам а и Ь схемы рис. 1.23 не
подтекает. Поэтому если в формуле (1.16) принять 1 =  0, то из нее мо
жет быть найдено напряжение и аЬ между двумя узлами:

+  2  7/1

Рис. 1.23

аЬ ' ( 1.20)

После определения напряжения VаЬ находят ток в любой (п) 
ветви по формуле 1 п =  {ЕЛ — и аЬ)цп.

Пример 12. Найти токи в схеме рис. 1.23 и сделать проверку 
баланса мощности, если Ех =  120 В , £ 3 =  50 В , Яг =  2 Ом, # 2 =  4 Ом, 
Я3 =  1 Ом и /?4 =  10 Ом.

Р е ш е н и е .
. .  120 -0 ,5  -  5 0 -1  10 _ _ _

аЬ ~  0 ,5  +  0 ,2 5 + 1 + 0 ,1  1,85 ’ ’

/г =  =  120^~5’4 =  57 ,3  А;

1 __Е 2—и аь 0 — 5,4
1 г ~  К г

/ 3 = — 55,4 А; / 4 =  — 0 ,5 4  А.

В схеме потребляется мощность

/ ! #  1 +  /5«* +  /з #  з +  №* =  5 7 ,32 • 2 +
+  1,352 • 4 +  55,42 • 1 +  0 ,542 ■ 10 =  9647 Вт.

Источники э. д. с. доставляют мощность £ 1/ 1 — £ 3/ 3 =  120 5 7 ,3  +  
+  50 -55,4 =  9647 Вт.

-1,35 А;

§ 1.22. Метод узловых потенциалов. Ток в любой ветви схемы 
можно найти по закону Ома для участка цепи, содержащего э. д. с.



Для того чтобы можно было применить закон Ома, необходимо знать 
потенциалы узлов схемы. Метод расчета электрических цепей, в кото
ром за неизвестные принимают потенциалы узлов схемы, называют 
методом узловых потенциалов. *

Допустим, что в схеме п узлов. Так как любая (одна) точка 
схемы может быть заземлена без изменения токораспределения в схеме, 
то один из узлов схемы можно мысленно заземлить, т. е. принять 
потенциал его равным нулю. При этом число неизвестных уменьшается 
с п до п — 1.

Число неизвестных в методе узловых потенциалов равно числу 
уравнений, которые необходимо составить для схемы по первому 
закону Кирхгофа. Метод узловых потенциалов, как и метод контур

ных токов, — один из основ
ных расчетных приемов. В 
том случае, когда число 
узлов без единицы меньше 
числа независимых конту
ров в схеме, данный метод 
является более экономич
ным, чем метод контурных 
токов.

Обратимся к схеме рис. 
1.24, которая имеет доволь
но большое число ветвей 
( 11) и сравнительно неболь
шое число узлов (4). Если 
узел 4 мысленно заземлить, 
т. е. принять ф4 =  0, то не

обходимо определить потенциалы только трех узлов: фц ф2, ф3. Для 
единообразия в обозначениях условимся в § 1.22 токи писать с дву
мя индексами: первый индекс соответствует номеру узла, от которо
го ток утекает, второй индекс — номеру узла, к которому ток под
текает. Проводимости ветвей также будем снабжать двумя индексами. 
Необходимо заметить, что эти проводимости не имеют ничего общего 
с входными и взаимными проводимостями ветвей, которые рассматрива
лись в § 1.15.

В соответствии с обозначениями токов на рис. 1.24 составим урав
нение по первому закону Кирхгофа для первого узла:

или
^41 —  /14 Ч~ ^21 —  ^12 +  1 ’п  +  1 з1  =  О»

[^41 — (Ф1 — Ф4)] £41 ~  [Ей ~  (ф4 — Ф1)] ̂ 41 +

+  [0 — (Ф1 -  Фг)] 8ы -  [Е'ч -  (Фз -  Фх)] ё'и +
+  [Еп -  (Ф1 -  ф2)] £Г, +  [£¡,1 -  (фх -  Фз)] £13 =  0.

Перепишем последнее уравнение следующим образом:

Ф ^ ц  +  ф2612 +  ФзС13 =  / п , (1.21)



G il =  g {  1 - f  gi3  +  g íi  +  g i l  +  g 'íi +  g l i !

G r l  =  —  f e í - 2 + á ' i ¿  +  é rH ) ;  G l 3  =  —  g l 3 ;

/11 =  Eíig'a ~b E3lg3l +  £ 21^1 — E u ga  — E  íígíi.

Обсудим структуру уравнения (1.21).  Множителем при <рх в нем 
является коэффициент Gu , равный сумме проводимостей всех ветвей, 
сходящихся в первом узле. Проводимость G12 равняется сумме про
водимостей всех ветвей, соединяющих узел 1 с узлом 2, взятой со 
знаком минус. Аналогично, G13 есть сумма проводимостей всех ветвей, 
соединяющих узел 1 с узлом 3, взятая со знаком минус. Ток /п , 
называемый узловым током первого узла, — это расчетная величина, 
равная алгебраической сумме токов, полученных от деления э. д. с . 
ветвей, подходящих к узлу /, на сопротивления данных ветвей. 
В  эту сумму со знаком плюс входят токи тех ветвей, э. д. с. которых 
направлены к узлу 1.

Подобные же уравнения могут быть записаны и для остальных 
узлов схемы. Если схема имеет ti узлов, то ей соответствует система 
из п — 1 уравнений вида

fpiGu +  <p2G12 +  • • • +  фя-iGx.n-i =  111!

Ф^Л 4" Фг̂ 22  +  •••■+■ W n-lGi.n-l  =  1 22!

ф1^л-1,1 Фг^л-1,2 “Ь ■ • • ~Ь Фл А  г» !  — I л-1,п-1»

(1.22)

где С** —сумма проводимостей ветвей, сходящихся в узле 6; йк т — ■ 
сумма проводимостей ветвей, соединяющих узлы б и т ,  взятая со 
знаком минус; /** — узловой ток 6-узла. Если к 6-узлу подтекает ток 
от источника тока, то он должен быть включен в ток 1ки со знаком 
плюс, если утекает, то со знаком минус.

Если между какими-либо двумя узлами нет ветви, то соответ
ствующая проводимость равна нулю. После решения системы (1.22)  
относительно потенциалов определяют токи в ветвях по закону Ома 
для участка цепи, содержащего э. д. с.

Максвеллом было установлено, что распределение токов в электрической цепи 
всегда происходит так, что тепловая функция системы

^ =  ^  2  \̂ Nm (Ĉ>N Фт)]“ ̂ Л'т
N = 1 ,  2 , 3 ,  . . .  т  =  1, 2 , 3 ,  . . .

минимальна.
Коэффициент */а обусловлен тем, что при двойном суммировании мощность 

каждой ветви учитывается дважды.
Доказательство основано на том, что совокупность уравнений (1.22) явл яется  

совокупностью условий минимума функции Р , т. е . совокупностью условий 
1 дР „ 1 дР  „ _  1 д^Р ^  —

~2 ' §— =  ® и т ’ д- Т зк  как вторые производные • ^ т  =  0 х1 > 0 ,

1 д*Р .  п ф2
-у  • ^  =  и.22>  0 и т. д. положительны, то, действительно, это есть условия мини

мума тепловой функции.



Пример 13. Найти токи в ветвях схемы рис. 1.24 и сделать про
верку по второму закону Кирхгофа. Дано: ¿ ¡ ,  =  10 В ; Е ’и =  6 В ;

=  20 В ; £ ¡ ,  =  30 В ; £ * = 1 4  В;  £ 24= 1 0  В;  £ 43 =  8 В;
£ м  =  12 В;  Е'п =  7 В;  # «  =  1 Ом; Ru —2 Ом; # ; а= 1 0  Ом;

i ? ä i = 1 0  Ом; =  5 Ом; Rsi — 2 Ом; # 24 =  4 Ом; /?34 =  2 Ом;

Ría —  ̂ Ом; #32 =  2 Ом.

Источник тока, включенный между узлами 3 и 2, дает ток 
=  1,5 А.

Р е ш е н и е .  Записываем систему уравнений:

V i Q i  +  Ф 'А 3 +  ФзС13 =  / и ;

Ф1^21 +  Фг̂ 22 +  фз^23 =  /22»
Фг^зг +  Фг з̂г +  Ф3С33 =  /33.

Подсчитываем проводимости:

Gii =  p7-  +  p^- +  H>_ +  p ^  +  p^ +  D_: ==2,4  См;
í \ 4 l  А 14 А 13 A 2 i  A g í  A 3 !

G22 — Dr " b p 7- +  H777 +  p -  +  ñ7- + D V ' = l ,4 См;
* М 2 A a i  AS I  А 2 4  А 33 K 23

G33 =  k t- +  p v  +  в -- +  к -  =  1.75 См;
А з а  *\23 A 3  i  А  43

G12 =  G21 = — (ртт; +  kt- +  р^-) =  — 0,4 См;
\А21 А 1 2  А 2 1 /

Gis =  G3X =  —  ~  =  — 0 ,5  См;

G23 =  G32 =  — (0,25 +  0 ,5 ) = — 0,75  См.

При подсчете G22, G33 и Ga3 учтено, что проводимость ветви с источ
ником тока равна нулю (сопротивление источника тока равно беско
нечности).

Узловые токи:
¡  __E it __ E íi  i Esi Е [а . E l  1 ___«г д .

' и  ~ р ~  т " « 7  — i?7- ' — 10A 41 Д ц  А 3 1  A i s  A s i  
V '  Г /r / 7 /  c / f  Р  

/  __  с 32 I с  18 ^ 2 t  с 24 I /  __  . 1 С Д .
*22 р ' Q* * п' р* р . “t“ * fe32 *

А 82 А й з  A i s  А 21 А2 4

/ 33 =  — 3,5  +  3 — 7 +  4 — 1,5 =  — 5 А.
Система уравнений

2,4ф! -  0,4ф2 — 0,5ф3 =  15;
— 0,4фх+ 1 ,4 ф 2 — 0,75ф3 =  — 1,5;
— 0,5ф! — 0,75ф2 +  1,75ф3 =  — 5

имеет решение: Фл =  6 В ; ф2 =  0,06 В; фз =  — 1,07 В.
Заключительный этап расчета состоит в подсчете токов по закону 

Ома. Перед определением токов в ветвях схемы следует эти токи



обозначить и выбрать для них положительные направления:

Сделаем проверку решения по второму закону Кирхгофа для пе
риферийного контура.

Алгебраическая сумма падений напряжений
4 -1  + 1 , 1 8 5 - 5  — 2,92 -2 — 4,55 -2 ;= « — 5 В . 

Алгебраическая сумма э. д. с.

Покажем, что основная формула (1.20) метода двух узлов полу
чается как частный случай из формулы (1 .22). Действительно, если 
один узел схемы рис. 1.23, например узел Ь, заземлить, то остается 
найти только один потенциал фа =  £/<,». Для получения формулы (1.20) 
из ( 1 .22) следует положить: Фх =  фа =  VаЬ; ф2 =  ф3 =  Ф4 =  • • • =  0.

§ 1.23. Преобразование звезды в треугольник и треугольника 
в звезду, Соединение трех сопротивлений, имеющее вид трехлучевой

звезды (рис. 1.25), называют соединением звезда, а соединение трех 
сопротивлений так, что они образуют собой стороны треугольника 
(рис. 1.26), — соединением треугольник. В  узлах 1, 2, 3 (потенциалы 
их фх, ф2 и ф3) и треугольник и звезда соединяются с остальной 
частью схемы (не показанной на рисунках).

Обозначим токи, подтекающие к узлам 1, 2, 3, через 1г, / 2 и /3.
Очень часто при расчете электрических цепей оказывается полез

ным преобразовать треугольник в звезду или, наоборот, звезду в тре
угольник. Практически чаще бывает необходимо преобразовывать тре
угольник в звезду. Если преобразование выполнить таким образом, 
что при одинаковых значениях потенциалов одноименных точек тре
угольника и звезды подтекающие к этим точкам токи одинаковы, то 
вся внешняя схема «не заметит» произведенной замены. Выведем

1 0 - 7 - 8  =  — 5 В.

¡3  ¡*гз 1гз  / 2

Рис. 1.25 Рис. 1.26



формулы преобразований. С этой целью выразим токи 1и / 2 и / 3 
в звезде и в треугольнике через разности потенциалов точек и соот
ветствующие проводимости.

Для звезды
Л  4 " 1з — О» ( 1 .2 3 )

но
Л  =  (Ф1 - Ф о ) £ 1; /2 =  (Ф2- Ф о ) й ;  з̂ =  (Фз-Ф о)£з- (1-24) 

Подставим (1.24) в (1.23) и найдем ф0:

Ф хЙ  4 - Фгёа 4 - Фз£з “  Фо (&  +  gz +  gз):= 0 ,
откуда

Ф д а±М ^ ±Ф зй . (1.25)

Далее введем ф0 в выражение (1.24) для тока /х:

Л = (ф. -  ф.) г . = |ф‘ “  ■ (1-26)

Для треугольника в соответствии с обозначениями на рис. 1.26

Л  =  Л а  — ^31 =  (Фх -  Фз) £ и  -  (Фз -  Ф1) ё а  =  Ф1 (& 2 +  ёа ) ~
- ф э й з - ф ^ и -  (1-27)

Так как ток /х в схеме рис. 1.25 должен равняться току /х в схеме 
рис. 1.26 при любых значениях потенциалов фх, ф2, ф3, то коэффи
циент при ф2 в правой части (1.27) должен равняться коэффициенту 
при ф2 в правой части (1.26),  а коэффициент при ф3 в правой части
(1.27) должен равняться коэффициенту при ф3 в правой части (1.26). 

Следовательно,
£12 =  ё!ёЛ ё1  +  Й2 +  £з); (1-28)

ё 1э ^ ё 1ёз/(ё 1 +  ё* +  ёз)- (1.29)
Аналогично,

Й2з =  £ 2£з/(£1 +  £2 +  £з)- (1.30)

Формулы (1 .28 )— (1.30) дают возможность найти проводимости 
сторон треугольника через проводимости лучей звезды. Они имеют 
легко запоминающуюся структуру: индексы у проводимостей в числи
теле правой части соответствуют индексам у проводимости в левой 
части, в знаменателе — сумма проводимостей лучей звезды.

Из уравнений (1 .2 8 )— (1.30) выразим сопротивления лучей звезды 
Ri =  1/gi; R2 =  1 /g2 и R3 =  1 /g3 через сопротивления сторон треуголь
ника:

Ri2 =  l/ fe í R-23 =  l/gW> ^13 =  l/éfi3- 
С этой целью запишем дроби, обратные (1.28)— (1.30):

_L + JL + RtR»+RtR»+RJii
n Ri R% Ra R1R2R3 m /1

*■2 i ¡ -  i



Здесь
т =  # i # 2 +  # 2# з  ■+■ # з # 1 *

#23 =  1̂/#1>
# 1 3  =  ^ / #  2 '

Подставив (1.31),  (1.33) и (1.34) в (1.32), получим

(1.32)
(1.33)
(1.34)

m =  m2 

Следовательно,

1 1 1
R-2sRl3 RlsRl2 R 12R23 ) ~

т2 1̂2 ~Ь Ra ~Ь Rsi 
RuRxRu

т _ RiiRjiRai
-̂ 12 Н- *

Подставим т в (1.33) и найдем

К1^з1
# 1 =

Аналогично,
^12 +  ̂ 23 +  Ä3i

R23R12

# з

(1.35)

(1.36)

Ru+Ra+Ra ^1-37^
-(1 .37) аналогична структуре формул

^12 ~Ь Rz3 “Н Rei * 

R13R23

Структура формул (1.35)
(1 .28)— (1.30).

Полезность преобразования треугольника в звезду можно пояснить, 
например, схемой рис. 1.27. На 
рис. 1.27,  а  изображена схема 
до преобразования, пунктиром 
обведен преобразуемый треуголь
ник. На рис. 1 . 2 7 , 6  представ
лена та же схема после преоб
разования. Расчет токов произ
водить для нее проще (напри
мер, методом двух узлов), чем 
расчет токов в схеме рис. 1.27,  а.

В полезности преобразования 
звезды в треугольник можно 
убедиться на примере схемы 
рис. 1.27, в, г. На рис. 1.27,  в 
изображена схема до преобразо
вания, пунктиром обведена пре
образуемая в треугольник звез
да. На рис. 1.27, г представ
лена схема после преобразова
ния, которая свелась к последовательному и параллельному соеди
нению сопротивлений * .

Рис. 1.27

* В § 3.31 [рассмотрен еще один вид преобразований — преобразование по- 
следователыю-параллельного соединения в параллельное.



Пример 14. Найти значения сопротивлений R2, /?3 в схеме 
рис. 1.27, б, если сопротивления R12, R13, R32 в схеме рис. 1.27, а 
равны соответственно 2, 3, 5 Ом.

Р е ш е н и е .  По формуле (1.35),  /?1 =  2-3/(2 +  3-1-5) =  0 )6 Ом; 
по формуле (1.36) ,  =  (5,-2)/10 =  1 Ом; 
по формуле (1.37) ,  # 3 =  (3-5)/10 =  1,5 Ом.

§ 1.24. Перенос источников э.д .с . и источников тока. На участке 
цепи рис. 1 .28, а  между узлами а  и Ь имеется источник э. д. с. Е. 
Этот источник можно перенести в ветви 1 и 2, а узел а  устранить 
и получить участок на рис. 1.28, б. Эквивалентный переход поясняется 
рис. 1.28, в. Точки с, й, Ъ имеют одинаковый потенциал и потому 
могут быть объединены в одну точку Ь.

Участок abc  на рис. 1.28,  г, между крайними точками а и с ко- 
, торого присоединен источник тока /*, может быть заменен участком 

abc рис. 1 .28, д, отличающимся от участка рис. 1.28, г тем, что источ
ник тока между точками а и с заменен на два источника, присоеди
ненных параллельно Rt и R2. Эквивалентность замены следует из не
изменности значений токов в каждом из узлов. Ток в узле b не 
изменился, так как в этот узел добавили и вычли ток /*. Практи
чески источники переносят при преобразованиях схем с целью их 
упрощения и при записи уравнений по методу контурных токов и уз
ловых потенциалов в матричном виде (см. приложение Б).

§ 1.25. Активный и пассивный двухполюсники. В  любой элект
рической схеме всегда можно мысленно выделить какую-то одну ветвь, 
а всю остальную часть схемы независимо от ее структуры и слож
ности условно изобразить некоторым прямоугольником (рис. 1.29, а). 
(Такой прием был использован в § 1.17 без специальных объяснений.) 
По отношению к выделенной ветви вся схема, обозначенная прямо
угольником, представляет собой так называемый двухпЪлюсник.

Таким образом, д в у х п о л ю с н и к  —это обобщенное название 
схемы, которая двумя выходными зажимами (полюсами) присоединена 
к выделенной ветви.

Если в двухполюснике есть источник э. д. с. или (и) тока, то та
кой двухполюсник называют активным. В этом случае в прямоуголь
нике ставят букву А (рис. 1.29, а —в).



Если в двухполюснике нет источника э. д. с. и (или) тока, то его 
называют пассивным. В ' этом случае в прямоугольнике либо не ставят 
никакой буквы, либо ставят букву П (рис. 1.29, г).

Рис. 1.29

§ 1.26. Метод эквивалентного генератора. По отношению к вы
деленной ветви при расчете двухполюсник можно заменить эквива
лентным генератором, э. д. с. которого равна напряжению холостого 
хода на зажимах выделенной ветви, а внутреннее сопротивление рэвно 
входному сопротивлению двухполюсника.

Пусть задана некоторая схема и требуется найти ток в одной ее 
ветви. Мысленно заключим всю схему, содержащую э. д. с. и сопро
тивления, в прямоугольник, выделив из нее одну ветвь аЬ, в которой 
требуется найти ток I  (рис. 1.29, а).

Ток / не [изменится, если в ветрь аЬ включить две равные и про
тивоположно направленные э. д. с. Ег и Е2 (рис. 1.29,  б).

На основании принципа наложения ток можно представить в виде 
суммы двух токов Г  и /":

1 =  1' +  Г .

Под токам Г  будем понимать ток, вызванный э. д. с. Ех и всеми 
источниками э. д. с. и тока активного двухполюсника, заключенными 
в прямоугольник, а ток I" вызывается только одной э. д. с. Ег. В  соот
ветствии с этим для нахождения токов Г  и /" используем схемы 
рис. 1.29, в, г. В прямоугольнике П схемы рис. 1.29,  г отсутствуют 
все э. д. с ., но оставлены внутренние сопротивления источников.

Э. д. с. Ех направлена встречно напряжению и аЬ. По закону Ома 
для участка цепи, содержащего э. д. с .,

I' =  (Vаь~ Ех)/Я. (а)

Выберем Е 1 так, чтобы ток Г  был равен нулю. Отсутствие тока 
в ветви аЬ эквивалентно ее размыканию (холостому ходу). Напряже
ние на зажимах аЬ при холостом ходе (х. х) ветви обозначим 0 аЬх.х.

Следовательно, если выбрать Е1 =  и аЬх х, то /' =  0. Так как / =  
=  /' +  /". а /' =  0, то 1 =  1". Но ток Г  в соответствии со схемой 
рис. 1.29, г определяется как

(б)



где Я вх — входное сопротивление двухполюсника по отношению к за
жимам аЬ\ #  — сопротивление ветви аЪ. Уравнению (б) отвечает экви
валентная схема рис. 1.30, а , где вместо двухполюсника изображены 
источник э. д. с. и аЬх х =  Е2 и сопротивление /?вх (схема Гельмгольца — 
Тевенена).

Совокупность э. д. с. Е% =  и аЬ х. х и сопротивления можно рас
сматривать как некоторый эквивалентный генератор (Явх является

его внутренним сопротивле- 
а нием, а £/а6 х. х — его э. д. с.).

I - • | Таким образом, по отно-
Д ,  Т Т Т Р Н Ы Ш  V  П А Т П М«у* ЦдЬх.х

к$х

шению к выделенной ветви 
¡̂х [_^ (ветви рис. 1.29, а) всю ос

тальную часть схемы мож
но заменить эквивалентным 

а) ¡) генератором с названными
значениями параметров. 

ис‘ 1-30 Метод расчета тока в
выделенной ветви, основан

ный на замене активного двухполюсника эквивалентным генератором, 
принято называть методом эквивалентного генератора, методом ак
тивного двухполюсника или методом холостого хода и крот кого за
мыкания.

В дальнейшем чаще используется первое название.
Последовательность расчета тока этим методом рекомендуется такая:
а) найти напряжение на зажимах разомкнутой ветви аЬ;
б) определить входное сопротивление /?вх всей схемы по отноше

нию к зажимам аЬ при закороченных источниках э. д. с. * ;
в) подсчитать ток по формуле

1  —  ^ а Ь х .  х / ( # “ Ь # в х ) .  (1.38)

Если сопротивление ветви аЬ равно нулю (7? =  0), то для нее имеет 
место режим короткого замыкания, а протекающий по ней ток есть 
ток короткого замыкания (/к. 3). Из (1.38) при Р  =  0

1к.з =  и аъ*.х/ЯВх, (1.39)
или

# в х  =  ^ йх .х / / к. 3 .  (1.40)

Из формулы (1.40) следует простой метод опытного определения 
входного сопротивления. Для этого необходимо измерить напряжение 
холостого хода на зажимах разомкнутой ветви (£/айхх) и ток корот
кого замыкания (/к-3) ветви, а затем найти Явх как частное от деле
ния и аь х.х на /к. 3.

* Если среди источников питания схемы есть источники тока, то при опре
делении входного сопротивления всей схемы по отношению к зажимам аЬ ветви 
с источниками тока следует считать разомкнутыми. Это станет понятным, если 
вспомнить, что внутреннее сопротивление источников тока равно бесконечности 
(см. § 1 .2).



Название метода — метод холостого хода и короткого замыкания — 
объясняется тем, что при решении этим методом для нахождения и аЬ х. х 
используется холостой ход ветви аЬ и для определения входного со
противления двухполюсника может быть использовано короткое замы
кание ветви аЬ.

Заменив источник э. д. с. источником тока, получим схему эквивалентного 
генератора в виде рис. 1.30, 6 (схема Нортона).

Пример 15. Определить ток в диагонали аЬ мостовой схемы 
рис. 1.31,  а, полагая ^  — # 1  =  1 Ом; Я 2 =  4 Ом; R3 =  2 Ом; Rь =  2 Ом; 
Е1 =  10 В.

а) Л ) В)
Рис. 1.31

Р е ш е н и е .  Размыкаем ветвь аЬ (рис. 1.31, б) и находим напря
жение холостого хода:

Ф . =  <р.+ / А  -  / Л  =  Ф» + ^  =

“  Л  +  (кГ+ S T  _  S T T R i) :

£ / . . . . .  -  Ф. -  Ф. -  £ ,  -  т $ щ )  =  10 ( 4 т  -  1 ^ )  =  4 ,67  В.

Подсчитываем входное сопротивление всей схемы по отношению 
к зажимам аЬ при закороченном источнике э. д. с. (рис. 1.31,  в). 

Точки с и d схемы оказываются соединенными накоротко. Поэтому
D _ R1R3 I #2^4 _ И • 2 | 4 • 1 _ . . _

*х Ri+R3 +  Rz+Ri 1 + 2 +  4 +  1 М ' и м - 

Определим ток в ветви по формуле (1.38):
I  =  Uab х. Л Ъ  +  RBX) =  4,67/(2 +  1,47) =  1,346 А.

§ 1.27. Передача энергии от активного двухполюсника нагрузке.
Если нагрузка R подключена к активному двухполюснику (см. 
рис. 1.29, а), то через нее пойдет ток I  =  UabXmX/(R-\-RB!L) и в ней 
будет выделяться мощность

<М1>
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Выясним, каково должно быть соотношение между сопротивлением 
нагрузки Я  и входным сопротивлением двухполюсника чтобы 
в сопротивлении нагрузки выделялась максимальная мощность; чему 
она равна и каков при этом к. п. д. передачи. С этой целью опреде
лим первую производную Р  по /? и приравняем ее нулю:

ЛР ( Я + Д вх)2- 2Я ( Я + д ВЗ!) а
йЯ (Я + Я в*)4

Отсюда
Я = Я В*. (1-42)

Нетрудно найти вторую производную и убедиться в том, что она
(&гР \отрицательна {¿ ¡^ < 0 ) ,  поэтому соотношение (1.42) соответствует мак

симуму функции Р =  {(Р).
Подставив (1.42) в (1.41),  получим максимальную мощность, ко

торая может быть выделена в нагрузке Я:

Ртах =  1?1ь х. х/4#вх* (1-43)

Полезная мощность, выделяющаяся в нагрузке, определяется урав
нением (1.41).  Полная мощность, выделяемая эквивалентным генера
тором,

п̂олн — УаЪх.х! — УаЬ х.х/{Рцх +  #)•

Коэффициент полезного действия

»1 =  № » « .= =  а д  +  я.х). (1-44)
Если Я =  /?ях. то г| =  0,5.

Если мощность Р значительна, то работать с таким низким к. п. д., 
как  0,5,  совершенно недопустимо. Но если мощность Р  мала и состав
ляет всего несколько милливатт (такой мощностью обладают, напри
мер, различные датчики устройств автоматики), то с низким к. п. д. 
можно не считаться, поскольку в этом режиме датчик отдает нагрузке 
максимально возможную мощность. Выбор сопротивления нагрузки /?, 
равного входному сопротивлению /?вх активного двухполюсника, на
зывают согласованием нагрузки.

Пример 16. Найти, при каком значении сопротивления Яъ схемы 
рис. 1.31,  а  в нем выделяется максимальная мощность и чему она 
равна.

Р е ш е н и е .  Из условия (1.42) находим:

# б =  Я вх=  1.47 Ом;

Рт>х =  Шь X. »/4Яв* =  4 ,6 7 2/(4 • 1,47) =  3,71 Вт.

§ 1 .28 , Передача энергии по линии передачи. Схема линии пере
дачи электрической энергии изображена на рис. 1.32, где (Д — на
пряжение генератора в начале линии; и 2 — напряжение на нагрузке 
в конце линии — сопротивление проводов линии.



При передаче больших мощностей (например, нескольких десятков 
мегаватт) в реальных линиях передач к. п. д. составляет 0,94— 0 ,97, 
а 1/2 лишь на несколько процентов меньше ¿/х. Ясно, что каждый 
процент повышения к. п. д. при 
передаче больших мощностей имеет 
существенное экономическое значе
ние.

Характер изменения мощности 
в начале линии Р х, мощности в на-

Рис. 1.32

грузке Р2, к. п. д. Т1 и напряжения на нагрузке У2 в функции от тока 
по линии при неизменном напряжении на входе-линии и 1 и неизмен
ном сопротивлении проводов линии иллюстрируется кривыми 
рис. 1.33. По оси абсцисс на этом рисунке отложен ток /, по оси 
ординат — Ри Р2, и г,- г].

Максимальное значение тока /тах =  и х/Р л имеет место при корот
ком замыкании нагрузки. Кривые построены по уравнениям 

Р ^ и .1 -  Р2 =  и х1 - Р Я я-,

и л =  и г - Я х1.

Если по линии передачи с сопротивлением Я л и сопротивлением 
нагрузки Я 2 должна быть передана мощность

=  (а)
то к. п. д. передачи тем выше, чем выше напряжение Их в начале 
линии.

Выведем формулу, показывающую, как к. п. д. зависит от напря
жения в начале линии. Из (а) определим /?2 =  Р 2/12, но / =  И1/(Нл +  /?2), 
поэтому

п 2= Щ ± ^ ~ .  (б)

Разрешим (б) относительно Я2 [знак минус в формуле (в) перед 
корнем отброшен, так как он соответствует-правой части кривой Р г =  
=  /(/) с меньшим г)]:

*•-=(М - *•)+/($ - *■)’ - «■
Таким образом,

(в)

Лл+  Яг
Яг +  Ял~ Я я 

Лл+^2
Ял

(¿1 
2 Р 2 + Ял -й л



Вопросы для самопроверки

1. Определите понятия «электрическая цепь», «электрическая схема», «узел», 
«ветвь», «источник э. д. с .» , «источник тока». 2. Как выбирают положительные 
направления для токов ветвей, как связаны с ними положительные направления 
напряжений на сопротивлениях? 3. Что понимают под в. а. х .?  4. Нарисуйте 
в . а. х. реального источника, источника э. д. с ., источника тока, линейного со
противления. 5. Сформулируйте закон Ома для участка цепи с э. д. с ., первый 
и второй законы Кирхгофа. Запишите в буквенном виде сколько уравнений сле
дует составлять по первому и второму законам Кирхгофа. 6. В чем отличие 
напряжения от падения напряжения? 7. Охарактеризуйте основные этапы метода 
контурных токов (МКТ) и метода узловых потенциалов (МУП). При каком усло
вии число уравнений по МУП меньше числа уравнений по МКТ? 8. Сформули
руйте принцип и метод наложения. 9. Запишите и поясните линейные соотноше
ния в электрических цепях. 10. Что понимают под входными и взаимными про
водимостями? Как их определяют аналитически и как — опытным путем? 11. По
кажите, что метод двух узлов есть частный случай МУП. 12. Приведите примеры, 
показывающие полезность преобразования звезды в треугольник. 13. Сформули
руйте теорему компенсации и теорему вариаций. 14. Дайте определение активного 
двухполюсника, начертите две его схемы замещения, найдите их параметры, пе
речислите этапы расчета методом эквивалентного генератора. 15. Запишите усло
вие передачи максимальной мощности нагрузке. Каков при этом к. п. д.? 16. Ре< 
шите задачи 1.2; 1.7; 1 .10 ; 1 .13 ; 1.20; 1.24; 1,33; 1.40; 1.41; 1.45.

ГЛАВА ВТОРАЯ

ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ.
ИНДУКТИВНОСТЬ И ЕМ КОСТЬ КАК ПАРАМЕТРЫ
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§ 2 . 1 . Явление электромагнитной индукции. Электрические токи 
создают магнитное поле. В  каждой точке оно характеризуется векто
ром магнитной индукции В  и напряженностью магнитного поля Н, 
которые связаны соотношением В — (хаЯ , где ц,а =  ¡д0|1 — абсолютная 
магнитная проницаемость; |я0 =  4 я - 1 СИ— магнитная постоянная, Г/м.

Единицы измерения: [В] — В  • с/м2 =  Вб/м2, [Я ] =  А/м.
Магнитному полю присущи два проявления — силовое воздействие 

на ток (на движущийся заряд) и наведение э. д. с. В основу опреде
ления вектора В  положено силовое проявление магнитного поля. Ин
дукцию В  определяют как силу, действующую на проводник единич
ной длины с током в 1 А , расположенный перпендикулярно вектору В  
(см. § 14.1). Напряженность определяют как разность двух физиче
ских величин: Н — (В/ц0) — •/, где 3 — магнитный момент единицы объема 
вещества (см. § 14.24). Поток вектора В через поверхность 5  называют 
магнитным потоком Ф  =  § В  ¿ 5 ;  [Ф] =  В • с =  Вб.

5
Явление электромагнитной индукции было открыто в 1831 г. ан

глийским ученым Майклом Фарадеем. Суть явления в том, что при 
измененин магнитного потока, пронизывающего какой-либо контур 
(обмотку), независимо от того, чем вызвано изменение потока, в  кон
туре (обмотке) наводится электродвижущая сила е.



Опыт показывает, что наведенная э. д. с. прямо пропорциональна 
скорости изменения потокосцепления контура

‘  =  - %  (2-1)
Потокосцепление контура т|э равно алгебраической сумме потоков, 
пронизывающих отдельные витки обмотки:

Ч> =  Фг+ Ф а +  Ф, +  . . .  +  Фя. . ( 2 . 2 )
Если все витки обмотки ни пронизываются потоком Ф, то

^  =  оуФ. (2 . 3 )

Так как т — безразмерная величина, то ^  измеряют в тех же едини
цах, что и Ф. Важно об-

Коищр
{»

' Положительное 
направление 

' для наведенной з.д.е.

Действительное налравпение 
¡т  наведенной з.д. с. /

ратить внимание на еле- 
дующее:

1) г|з —это полное или 
результирующее потоко
сцепление контура (обмот
ки); оно создается не толь
ко внешним по отношению 
к данному контуру пото
ком, но и собственным по
током, пронизывающим кон
тур при протекании по не
му электрического тока;

2) знак минус объяс
няется тем, что положи
тельное направление отсче
та для наведенной э. д. с. 
и положительное направ
ление линий магнитной ин
дукции, пронизывающих 
контур при возрастании по
тока, принято связывать
правилом правого винта: если закручивать правый винт так, что его 
острие двигается по направлению магнитных силовых линий при во з
растании потока, то положительное направление для наведенной 
э. д. с. совпадает с направлением вращения головки этого винта.

Знак минус в формуле (2.1) поставлен с целью приведения в соот
ветствие действительного (полученного из опыта) направления э. д. с. 
при оговоренных условиях с направлением отсчета, принятым для 
нее за положительное (рис. 2 . 1 , а).

Формулу (2.1) иллюстрируют рис. 2.1,  б, в: на рис. 2.1,  б пока
зана зависимость потока, пронизывающего одновитковый контур 
рис. 2.1,  а от времени: Ф =  /(/); на рис. 2.1,  в — зависимость э. д . с . 
е =  Щ ), наводимой в контуре, от времени.

Свои эксперименты Фарадей проводил с замкнутыми проводни
ковыми контурами. Наведение э. д. с. он объяснял как следствие пересе
чения проводами контура магнитных силовых линий.



В 1873 г. английский ученый Джеймс Кларк Максвелл обобщил 
и развил идеи Фарадея (см. ч. I II  учебника). Он показал, что явле- 
ние электромагнитной индукции наблюдается не только в замкнутых 
проводниковых, но и в замкнутых непроводниковых контурах.

Э. д. с ., наведенную в проводнике длиной dl, пересекающем маг
нитные силовые линии неизменного во времени магнитного поля, 
часто определяют по формуле

de =  B [dlv], (2.4)

где de — э. д. с ., наводимая на участке проводника длиной dl; v — 
скорость перемещения проводника относительно внешнего магнитного 
поля.

В формуле (2.4) индукция В скалярно умножается на векторное 
произведение dl и v. Если в результате расчета по формуле (2.4) 
э. д. с. окажется положительной, то это означает, что э. д. с. de на
правлена согласно с положительным направлением элемента провод
ника dl.

Формула (2.4) в одинаковой степени пригодна для определения 
э. д. с. при движении проводника в неравномерном и в равномерном 
магнитном полях, если магнитное поле неизменно во времени.

При движении проводника длиной I в равномерном неизменном 
во времени поле э. д. с. удобнее определять по формуле

e =  Blvn, (2.5)

где Б  — индукция внешнего равномерного поля; I — длина активной
части ¡'проводника (пересе
кающей магнитные силовые 
линии); vn — составляющая 
скорости движения провод
ника, нормальная (перпен
дикулярная) магнитному 
полю.

Направление наведен
ной э. д. с. при использо
вании формулы (2.5) опре
деляют по правилу правой

б) руки (известному из курса
физики): если расположить 
правую руку таким обра
зом, что магнитная индук

ция входит в ладонь, а отогнутый большой палец направить по нор
мальной составляющей скорости проводника, то возникающая в про
воднике э. д. с. совпадает с направлением четырех остальных вытя
нутых пальцев правой руки.

Из формулы (2.5) можно получить формулу (2.1). Пусть в неравномерном 
магнитном поле, направленном перпендикулярно рис. 2 .2 , с ,  перемещается про
водник длиной I, являющийся составной частью некоторого контура. Нормальная 
полю составляющая скорости движения проводника v„ =  dx/dt, где х — координата

В=В0 e'at

а =а>Ь^^^

>>7/1
Рис. 2 .2



в направлении vn. В  отрезке проводника длиной I наводится э. д. с ., которую 
определим в соответствии с формулой (2.5): de =  B v„dl. Э. д- с. в проводнике 
длиной I

i  1 
е =  Jj Bvndl =  J  В (dx dl)/dt. 

ó 'о

Произведение dxdl представляет собой элементарную площадку dS, пронизывае
мую магнитным потоком. Приращение потока в контуре d * 5 = ^ B  dS. Таким обра
зом, числовое значение э. д. с. равно d<t>/dt. Имея в виду, что положительное 
направление для наведенной э. д. с. и положительное направление линий В  при 
возрастании потока связаны правилом правого-винта, получим при ш= 1

е = — d<b¡dt.

Возникновение э. д. с. в проводнике, движущемся в магнитном поле, поясним, 
используя понятие о силе Лоренца. На электрический заряд q, движущийся 
со скоростью ~v в магнитном поле индукции В, действует сила q [v B )* .  Если 
проводник при своем перемещении движется так, что имеет составляющую ско 
рости, перпендикулярную силовым линиям магнитного поля, то на заряды, вх о 
дящие в состав атомов и молекул этого проводника, действуют силы, направленные 
вдоль этого проводника. На отрицательные заряды'силы действуют в одну сторону; 
на положительные — в противоположную. Вследствие большой способности к пере
мещению свободных электронов в проводнике на одном конце его образуется 
избыток, на другом — недостаток электронов (т. е. избыток положительных зар я 
дов).

Явление разделения зарядов в проводнике, движущемся в маг
нитном поле, представляет собой возникновение в нем индуктирован
ной э. д. с.

Пример 17. Вывести формулу для определения э. д. с. в обмотке с числом 
витков w, намотанной на прямоугольной рамке площадью S . Рамка вращается 
с угловой скоростью со в однородном магнитном поле с индукцией В =  Bifi~at 
(рис. 2 .2 , б).

Подсчитать числовое значение э. д. с. е при Ш =  л/2, £ „ = 1  Т; а = 1 0  с-1 ; 
S  =  4 см2; ш =  31,4 с-1; ьу =  100.

Р е ш е н и е .  Поюкосцепление обмотки

i|) =  шФ =  wBS cos а  =  wB0Sc~at cos (at, 

где a  =  <¿>í— угол, образованный плоскостью рамки и горизонтальной плоскостью;

е = — =  — B0Sw (— ae~aí cos соt —<oerat sin Ш) — B 0Swe~aí (a  cos ioí +  m sin u>í).

Подсчитаем числовое значение« при (ot — n /2 :

е — \ ■ 4 • 10~4 • 100е 0,5 • 31,4 =  0,761 В .

§ 2.2. Явление самоиндукции и э. д. с . самоиндукции. Индук
тивность. Явление наведения э. д. с. в каком-либо контуре при 
изменении тока, протекающего по этому контуру, называют само
индукцией.

* Здесь сила Лоренца определена при отсутствии электрического поля 
напряженностью Е. В  электромагнитном поле с напряженностью электрического 
поля Е  и магнитного поля индукции В  сила Лоренца равна <7 ( £ + £ у  В]).



Наведенную (индуктированную) э. д. с. называют э. д. с. само
индукции и обозначают Для ее определения необходимо продиф
ференцировать потокосцепление контура ф, вызванное собственным 
током г.

Из опыта известно, что для контуров (катушек) с неферромаг- 
нитным сердечником или для катушек с сердечником из магнито- 
диэлектриков, у которых ц почти постоянна и не зависит от напря
женности магнитного поля, потокосцепление ф пропорционально 
току t:

$  =  0 . “  (2 .6)

Коэффициент пропорциональности Ъ между г|5 и t называют 
индуктивностью. Индуктивность как элемент схемы замещения реаль
ной цепи дает возможность учитывать при расчете явление самоин
дукции и явление накопления энергии в магнитном поле катушки.

Индуктивность L  зависит от геометрических размеров контура 
(катушки) и от числа витков w, но не зависит от величины тока, 
протекающего по катушке, если сердечник катушки неферромагнит
ный или ферромагнитный, но его магнитная проницаемость постоянна. 
Индуктивность измеряется в В  • с/А =  О м •с =  генри (Г). Таким образом,

<2 -7 >

Следовательно, э. д. с. самоиндукции в катушке пропорциональна 
скорости изменения тока в этой катушке. Она равна нулю, если ток 
не изменяется.

Положительное направление э. д. с. совпадает и с положительным 
направлением тока.

Знак минус в формуле (2.7) свидетельствует о том, что мгновен
ное значение э. д. с. отрицательно при ^  >  0.

Для катушек с  ферромагнитным сердечником потокосцепление 
является нелинейной функцией тока ty(i) и э. д. с. самоиндукции 
по правилам дифференцирования сложной функции

_  d i_ _  _  j  0 я 
e L ~~ di ' d t ~  L * d f  (2 -8 )

Производную dty/di. называют дифференциальной индуктивностью 
и обозначают Ь л; Ь Д является функцией тока i.

Значение определяется произведением di/dt ■ dty/di, где ^  и 

соответствуют взятому моменту времени t.

Пример 18. Определить индуктивность катушки, равномерно намо
танной на сердечник прямоугольного сечения (рис. 2.3), внутренний 
радиус которого R t — 4 см, наружный R2 =  6 см, высота h — 2 см; число 
витков ш = 1000; ¡1 =  80 (сердечник из магнитодиэлектрика).

Р е ш е н и е .  Напряженность поля в сердечнике’определим по за
кону полного тока:

Н =  Iw/(2nR).



Поток через полоску ИйЯ, заштрихованную на рис. 2 .3 , 

Полный поток
Л*

_ Г С М
2л &  *

ф =  ^ ¿ ф _  ИоНIwh j  dR  ^  jio jilw h  )n R 2

Потокосцепление г|з =  о>Ф.
К dR

Рис. 2 .3  

Индуктивность

Следовательно,

Рис. 2.4

/ 2л  R i • (2 .9 )

, 1 0 0 0 2 .1 ,2 5 6 .10-е. 8 0 - 2 - 1 0 - 2  , 6 
L = --------------------- =------------------------ I n -¡-  =  0,1.31 I .

2л 4
Пример 19. По катушке примера 18 течет ток i =  /m sin at. Опре

делить э. д. с. самоиндукции в катушке при /„, =  0,1 А и со= 103 с -1 .
Р е ш е н и е .

e , =  — L ^ r  =  — (úL/ cos со/;1  dt т

e¿ =  — 103 - 0,131 -0,1 cos coi = — 13,1 cos coi В .
Пример 20. Определить индуктивность двухпроводной линии пере

дачи длиной I =  10 км при расстоянии между проводами ¡¡ =  2 м. Д и а
метр проводов 12 мм.

Р е ш е н и е .  Двухпроводная линия (рис. 2.4) представляет собой 
как бы один большой виток с током ¿ =  /. Напряженность поля 
в пространстве между проводами в произвольной точке на линии, 
соединяющей оси проводов, создается обоими проводами и равна 
сумме напряженностей, каждая из которых находится по закону 
полного тока (см. § 14.7):

Я  =
2я  (d —x) ’



где А — т ^ х ^ г .  Поток через элементарную площадку йЭ — Шх 

Полный поток *

ф = м . / * | г + * Г  \ =  1 п 1 = 1 .
2 я \ J л ; l J í ¿  — дс/ я т

Г Г
Если А^> г, то

ф я « ^ 1п - ;  1  =  ^- =  ^ 1п - .  (2 . 10)Л  Л ’ /  Я  Г  \ /

_  г 1 .256- 10-е ■ 10« , 200 Л Л ооо г  Подставим числовые значения: ь  = --------- ----------1п-¡^- =  0,0232 Г .

§ 2.3. Явление самоиндукции и э. д. с. взаимоиндукции. Взаим
ная индуктивность. Явление наведения э. д. с. в каком-либо контуре

при изменении тока в другом кон
туре называют взаимоиндукцией.

Наведенную (индуктированную) 
э. д. с. называют э. д. с. взаимо
индукции и обозначают ем. Пусть, 
например, есть два контура, уда
ленных на некоторое расстояние 
друг от друга (рис. 2.5). По пер
вому контуру протекает ток по 
второму — ток ¿¡¡.

Поток Ф1( создаваемый током 
¿х, частично замыкается, минуя 
второй контур (Фи), частично про
ходит через него (Ф12) * * :

Первый контур

/Г ^ '%

* « с .

Второй контур

< г\

/

Рис. 2 .5 Ф х _  Ф и -|-Ф 13. (2.11)

В свою очередь поток Ф2, создаваемый током г2, частично замы
кается, минуя первый контур (Ф2,,), частично проходит через него (Ф21):

Фв =  Фва +  Ф*1-  (2 -12)
Полное потокосцепление первого контура (число витков его &!)

полн =  Щ (Фх ±  Ф 21)  =  %  ±  я|)2 1 . ( 2 . 13)

Полное потокосцепление второго контура (число витков его 1т2)
"Ф2 полн =  щ  (Ф2 ±  Ф12) =  1ра ^  г[112. (2 . 14)

*  Потокосцеплением в проводах при решении задачи пренебрегаем. Считаем 
длину I достаточно большой по сравнению с й, что дает основание не учитывать 
поток поперечных сторон петли.

* *  Чтобы рис. 2 .5  был более понятным, на нем изображено только по одной 
силовой линии каждого из потоков.



Если поток взаимоиндукции направлен согласно с потоком само
индукции, создаваемым током данного контура, в выражениях (2.13) 
и (2.14) ставят знак плюс; при несогласном (встречном) направле
нии— знак минус.

Из опыта известно, что если сердечники катушек выполнены 
из неферромагнитных материалов или из ферромагнитных, но имею
щих постоянную (х, то г[;21 пропорционально /2, а -ф12 пропорционально

Коэффициенты пропорциональности обозначают буквой М с соот
ветствующими индексами. Так,

^21 ~  М 21̂ 2 > (2-15)

^12 — (2.16)

Коэффициенты М21 и М12 численно равны друг другу (доказа
тельство см. в § 2 .6):

М п =  Ми =  М. (2.17)

Коэффициент М называют взаимной индуктивностью контуров 
(катушек). Он имеет ту же размерность, что и индуктивность Ь.

Полная э. д. с ., индуктируемая в первом контуре,

полн =  -  (%  ±  фц) = -  ¿ 1  ^  М ^  =  ег1 +  е1М;

(2.18)
во втором контуре

2̂ полн =  —  ¿2 нн М =  егь +  ̂ 2м • (2.19)
Э. д. с. взаимоиндукции

еш =* +  М % -; (2.20)

езЛ1 =  +  М % -.. (2.21)

В выражениях (2.20) и (2.21) знак минус соответствует согласному 
направлению потоков самоиндукции и взаимоиндукции, а знак плю с—■ 
встречному. При таком обозначении взаимная индуктивность М всегда 
положительна.

Как элемент схемы замещения реальной цепи М позволяет при 
расчете учесть явление взаимоиндукции и явление накопления энергии 
в магнитном поле магнитносвязанных катушек.

В литературе встречается и другой способ записи э. д. с. взаимоиндукции:

=  (2.20')

е*м =  ~ М Ж ‘ (2'21,)
Считают, что коэффициент М может быть либо положительным (при согласном 
направлении потоков самоиндукции и взаимоиндукции), либо отрицательным 
(при встречном направлении потоков).



Взаимную индуктивность М определяют как отношение или 
^]2/гх. Ни от г|?21, ни от г2 (и соответственно от г|)12 и /х) порознь она 
не зависит, если сердечники катушек неферромагнитны или сердечники 
выполнены из ферромагнитного материала с постоянной ц.. Взаимная 
индуктивность М зависит только от взаимного расположения кату
шек, числа их витков, геометрических размеров катушек и от постоян
ной для данного сердечника (1 .

При любой форме и любом расположении магнитносвязанных 
катушек взаимную индуктивность М между ними без затруднений 
можно определить опытным путем на переменном токе (см. § 3.38). 
Расчет же М при сложном распределении магнитного поля в силу 
трудностей математического характера производят обычно для кату
шек простейших геометрических форм.

Если магнитносвязанные катушки имеют ферромагнитные сердечники 
с непостоянной (ы, например обмотки намотаны на одном сердечнике, 
(л которого является функцией результирующей напряженности магнит
ного поля, то М — непостоянная величина.

Пример 21. Н а сердечник примера 18 кроме первой обмотки 
с числом витков хюх =  1 ООО намотана вторая с ш2 =  500. Определить 
взаимную индуктивность между обмотками.

Р е ш е н и е .  Если принять, что весь поток, созданный первой
обмоткой, ф _  ,М-оМ-Л̂ 1̂ |п с̂м> ПрИмер 18) пронизывает и вторую 

обмотку (потоком рассеяния пренебрегаем), то я|?12 =  до2Ф и

М  =  ~  =  N ^ 1° ^ 1п Кг!Я* (2 22)

Подставляем числовые значения:

, ,  1 , 2 5 6 - Ю - в - 8 0 - 1000- 5 0 0 - 2 - 10-2. 0, 41 п г  
М — —---------------------- ^ ---------------------—  =  0,0655 Г .

§ 2.4 . Энергия магнитного поля уединенной катушки. Подклю
чим к источнику э. д. с. Е  индуктивную катушку с сопротивлением 
Я  и индуктивностью Ь. Пусть в момент времени / =  0 в ней / =  0 и 
$  =  0.

По второму закону Кирхгофа,

£  =  м* +  И1 =  17? +  5 - .  (2.23)

Умножив обе части равенства (2.23) на ¡Л , получим
Е1си =  РК(Н-{-1с1у. (2.24)

Левая часть (2 .24) представляет собой энергию, отдаваемую источни
ком э. д. с. за время сИ, слагаемое (И — энергию, выделяющуюся 
в виде теплоты за время сИ в сопротивлении /?, слагаемое ¿сЬр — энер
гию, идущую на создание магнитного поля уединенной неподвижной 
недеформирующейся катушки; обозначим ее йУУа:

=  р. (2.25)



Полная энергия, запасенная в магнитном поле катушки при 
изменении $  от 0 до грт ,

Ч’т
w u=  \ id $ .

о
Для катушек с  неферромагнитным сердечником i|i =  Li и dty =  L di. 

Поэтому
I

Wu =  L ^ i d i  =  ~ ,  (2 .26)
о

где / — некоторое установившееся значение тока в цепи.

Пример 22. По уединенному с постоянной (х цилиндрическому проводу радиу
сом R , длиной I протекает ток / (рис. 2 .6 ). Вывести 
формулу для определения внутренней индуктивности про
вода, обусловленной потокосцеплением в теле самого про
вода.

Р е ш е н и е .  В  соответствии с формулой (2.26) L =
=  2 W J 12, где под №м понимают магнитную энергию, 
запасенную в теле провода. В  цилиндрическом пояске 
объемом dV =  2nrl dr (заштрихован на рис. 2 .6) запасе-

н в
на энергия dWa — -^ -d V .  По закону полного тока, на

пряженность поля Н равна току • яг2, охваченно

му окружностью радиусом г и деленному на длину
окружности 2лг: f f  —  /r/(2nR2). Индукция В =  (хаЯ .  Магнитная энергия

С НВ 0 , щ/2/ С ,  . n JH  
Г м=  J  2nrl d r = ^   ̂ гЫ г =  ̂ .

о о
Внутренняя индуктивность провода

L =  2 W JI*  =  \ial/8n.

§ 2 .5 . Плотность энергии магнитного поля. Положим, что на кольце
вой сердечник, у которого отношение внутреннего радиуса к внешнему 
близко к единице (при этом можно с известным приближением счи
тать, что напряженность в теле сердечника во всех точках одна и 
та же), равномерно намотано до витков; / — длина средней линии 
сердечника. На основании закона полного тока Hl =  iw или i — Hl/w. 
В  свою очередь, dty =  w SdB  и

Ф в  в
W „=  j  =  $ H dB  =  V J  H dB .

0 0 0
Разделив обе части равенства на объем сердечника V, получим 

плотность энергии магнитного поля:
в

wu= W jV  =  \ H dB . (2.27)



Если у =  const, то В =  fi0fxff и dB =  ц0ц с1Н. Следовательно, 
в каждой единице объема, занятого полем, запасена энергия магнит
ного поля плотностью

я
wu =  |д0ц  ̂ Н dH — \iQ[iH2/2 =  НВ/2. (2.28)

о

Для ферромагнитного сердечника const. Поэтому при под
счете энергии единицы объема следует использовать формулу не (2.28), 
а (2.27).

§ 2.6. Магнитная энергия магнитносвязанных контуров. Пусть имеются два 
неподвижных магнитносвязанных'контура, не изменяющих свои размеры и нахо
дящихся в неферромагнитной среде. Индуктивность первого контура Llt второго ¿ 2, 
взаимная индуктивность между контурами М. Подсчитаем магнитную энергию 
двух контуров для двух режимов, отличающихся только последовательностью 
установления токов r'i и i2 в контурах.

В  первом режиме последовательность установления токов выберем такую; 
сначала подключим первый контур к источнику э. д. с. при разомкнутом втором 
контуре, затем подключим второй контур к источнику э. д. с. и будем поддержи
вать ток первого контура постоянным.

Во втором режиме последовательность установления токов такая: сначала 
подключим к источнику э. д. с. второй контур при разомкнутом первом, а затем 
подключим первый, поддерживая постоянным ток второго контура.

Подсчитаем магнитную энергию контуров в первом режиме.
При росте тока i* в первом контуре от 0 до i j  и разомкнутом втором контуре 

запасенная первым контуром магнитная энергия

j  I'i d (Z.1i1) =  L 1ij/2.

При росте тока i2 от 0 до i2 и при i j  =  const энергия запасается не только 
вторым, но и первым контуром. Энергия, запасаемая вторым контуром, ^ 12 ^ 2. 
Но ^2 — L2i2-\-M12ii (положим, что имеет место согласное включение). Так как 
¿1 =  const, то dty2 =  ¿2  di2 и

»а |‘а

 ̂ 1*2 dty2 ~  L2  ̂**2 di2 ~
0 О

Рост тока 1*2 вызывает изменение потокосцепления первого контура фг. Оно 
становится равным ^ i  =  L ii i  +  iW2iiV Поэтому энергия, обусловленная потоком 
взаимоиндукции,

*2
 ̂ iiAfn din =  ■Л̂21111*2*

Суммарная магнитная энергия двух магнитносвязанных контуров при уста
новлении токов в них по первому режиму

Рассуждая аналогично, при установлении токов по второму режиму получим

Так как режимы отличаются только последовательностью установления токов, 
магнитная энергия в этих режимах одинакова. Отсюда следует, во-первых, что

Afai =  Mi2= A f ,  (2.29)



Wa =  ̂  +  ^ ± M i t i2. (2.30)

Знак плюс перед слагаемым Afi|is соответствует согласному включению кон
туров,, минус — встречному.

Запишем общее выражение для магнитной энергии системы магнитносвязан
ных контуров. С этой целью уравнение (2.30) перепишем следующим образом:

L xi \  M iti2 . Lni:, M i l i2 (L iH  ±  M i2) i'i (L 2i2 ±  Aii’i) ¡2 
2 ~  2 ^ 2  -  2 ~  2 2

, * 2 ^ 2  _  1— 2

Аналогичное выражение будет иметь место, если магнитно связаны не д в а , 
а л контуров:

п

г-=т 2 ̂  (2-3°,)
к - 1

где %  — полное потокосцепление А-контура.
Пример 23. По обмотке ш1 примера 21 течет ток 0 ,5  А и по обмотке т2 — ток

0,4 А. Определить магнитную энергию при согласном и встречном направлениях 
потоков обмоток.

Р е ш е н и е .  По формуле (2 .9), индуктивность второй обмотки 1 2 =  0 ,0327  Г .  
В  соответствии с (2.30) при согласном направлении потоков

И7Н =  М -  +  +  Щ  =  0ДЗ- Ь -° ’52 +  0,° 32^ +  0 )0655 • 0,5 • 0,4 =  0,032 Д ж ;

при встречном направлении потоков

= Щ -  +  -  М^ 2 =  0 ,00585 Д ж .

§ 2.7. Принцип взаимности взаимной индукции. Проделаем два 
опыта. В первом из них изменяющийся во времени ток г ^ )  про
пустим по первой катушке (контуру) и измерим (подсчитаем) э. д. с . 
взаимоиндукции, возникающую во второй катушке (контуре), магнитно
связанной с первой:

е2М =  - М § - .

Во втором опыте тот ж е ток (той ж е амплитуды и изменяющийся 
по тому же закону во времени, что и в первом опыте), назовем 
его й, пропустим по второй катушке и измерим (подсчитаем) э. д. с. 
взаимоиндукции, возникающую в первой катушке:

По условию опыта, 11 (/) =  «2(/), поэтому е1М =  егм, т. е. э. д. с. 
взаимоиндукции в описанных опытах одинаковы. Это положение 
называют принципом взаимности взаимной индукции.

Так как Л112 =  УИ21 =  Л1, то при определении М следует выбирать 
наиболее простой и удобный путь из двух возможных.



Пусть, например, через равномерно нанесенную на сердечник обмотку про
ходит произвольно расположенный внутри сердечника провод (рис. 2.7). Этот 
провод является частью одновиткового контура, полностью не показанного на

рисунке. Требуется найти аналитическое выраже
ние для М между обмоткой сердечника и одновит- 
ковым контуром. Это можно сделать двумя пу
тями.

Первый путь: мысленно пропустим по перво
му контуру (обмотке сердечника) ток най
дем потокосцепление второго (одновиткового) кон- 
тура '̂12 с потоком первого и определим = яр

Второй путь: мысленно пропустим по второму 
(одновитковому) контуру (обмотке щ  =  1) ток 12, 
найдем потокосцепление первого контура с по
током второго и определим М=\рц/^-

В расчетном отношении эти пути не эквива
лентны. Первый путь много проще второго. Объ
ясняется это тем, что поток, создаваемый пер
вым контуром, весь замыкается внутри сердечника 

и полностью сцепляется с одновитковым контуром. Следовательно, потокосцепле
ние •ф12 можно легко найти. Определить же поток, создаваемый одновитковым 
контуром и сцепляющийся со вторым контуром, если провод расположен внутри
сердечника произвольно, 

Поток сердечника

Ф,

затруднительно.

2л

'2
С (11? _  #2
3 2л  *

Потокосцепление ф*® =  а>2Ф 1 =  1 ■ Ф, =
Взаимная индуктивность между обмоткой и одновитковым контуром

М =  ̂ 12-  =  1П ^ 2-¿1 2л Ях ' (2.31)

Пример 24. Через сердечник примера 18 пропущен одиночный 
провод. Найти М между одиночным проводом и обмоткой газ. 

Р е ш е н и е .  По формуле (2.31) [ср. с (2.22)], при ау2= 1

1 ,2 5 6 - 10-е • 80 ■ 1000 ■ 2 ■ 10-2 .0 ,41М-. 2л =  0,131 мГ.

Пример 25. По одиночному проводу примера 24 проходит ток 
г2 =  100(1 — е_2/) . Определить э. д. с ., наводимую в обмотке 

Р е ш е н и е .

сИ.еМ1 =  — М~?- =  — 0,131 - 10-3 - 100• 2 е 2/ =  — 0,0262е-^ В .

§ 2.8. Коэффициент связи. Под коэффициентом связи 6 'двух 
магннтносвязанных контуров с индуктивностями Ьх и ¿ 2 и взаимной 
индуктивностью М понимают отношение М * к У Ь ХЦ :

к =  М /У ь 1Ц . (2.32)

* Заметим, что М может быть больше (или ¿ 2), но не может быть больше 
и и



Докажем, что 6 не может быть больше единицы. Для этого 
составим выражение для /г2, и если выяснится, что кг =  <  1, 
то и &£^1.  Воспользовавшись обозначениями § 2 .3 , запишем 

^ 2ф12 .

1Е,2__М М  __  ___________¿2_______ ¿2_____________ __ _______ Ф ,1^21 -  «
¿1^-2 Ш1 (Ф12 +  Ф11) _ Щ  (Ф21 4~ Ф22) (Ф12 +  Фц) (®21 +  Ф22) *

Н 12

Коэффициент связи к2 — 1 только в случае, если весь поток, создавае
мый первым контуром, сцепляется со вторым.

§ 2.9. Закон электромагнитной инерции. Правило Ленца. В  1883 г. 
русский академик Э. X. Ленц установил закон электромагнитной 
инерции, получивший название з а к о н а  или п р а в и л а  Л е н ц а .  
Формулируется он следующим образом: 
при всяком изменении магнитного потока, 
сцепляющегося с каким-либо проводящим 
контуром, в последнем возникают силы 
электрического и механического характера, 
стремящиеся сохранить постоянство маг
нитного потока.

«Сила электрического характера» озна
чает, что при всяком изменении магнитно
го потока, сцепленного с замкнутым про
водящим контуром, в этом контуре возникает индуктированная э. д. с . , 
которая стремится вызвать в контуре ток, препятствующий измене
нию потокосцепления контура.

Механическая сила, воздействующая на контур, препятствует 
изменению линейных размеров контура или повороту контура.

Пример 26. Перпендикулярно равномерному и неизменному во 
времени магнитному полю (рис. 2.8) индукции В  =  1,5 Т расположен 
прямой провод длиной / =  0,5 м. Гибкими проводниками он соединен 
с нагрузкой Я„. Полное сопротивление замкнутого контура Я .=  20 Ом. 
Рассмотреть, что будет происходить при движении провода.

Р е ш е н и е .  Если провод неподвижен, то в нем не наведется
э. д. с. и на него не действует механическая сила.

Если же провод начнет двигаться, например, влево со скоростью 
1>„=10 м/с, так что контур будет оставаться замкнутым, то в нем 
наведется э. д. с. [см. (2.5)]

е =  В/ол = 1 , 5 - 0 , 5 - 1 0  =  7,5 В (а)

и по проводу пойдет ток

¿= £/ #  =  0,375 А. (б)

При движении провода влево поток в контуре от внешнего м аг
нитного поля возрастает. Индуктированный ток (направлен по часо
вой стрелке) вызывает магнитное поле, направленное встречно внеш
нему полю, и препятствует росту потока контура.



На провод действует механическая сила. Эта сила направлена 
противоположно скорости ип и стремится сохранить постоянство 
магнитного потока.

Формула (б) приближенна. Если учесть, что потокосцепление контура создано 
не только внешним магнитным полем индукции В, но и током 1, протекающим 
по контуру, а также то, что с увеличением длины боковых сторон контура изме
няется индуктивность /, контура, то, по второму закону Кирхгофа,

В/Уя +  £ | -  +  « ^  +  «Я =  0. (в)

За положительное направление тока в формуле (в) принято направление 
против часовой стрелки, противоположное направлению для формулы (б). Фор
мула (б) следует из (в), если второе и третье слагаемые формулу (в) по модулю 
много меньше первого и четвертого слагаемых.

§ 2.10. Емкость как параметр электрической цепи. Если между 
двумя проводящими телами 1 и 2, находящимися в диэлектрике 
с абсолютной электрической проницаемостью еа =  е0е, где е0 =  8,86 х  
X 10 12 Ф/м — электрическая постоянная вакуума; е — электрическая 
проницаемость диэлектрика, создана разность потенциалов срг — ср2, 
то в пространстве, окружающем эти тела, существует электрическое 
поле (см! гл. 19). Поле в каждой точке характеризуется векторной 
величиной — напряженностью электрического поля Ё  и скалярной 
величиной — потенциалом ф (см. § 19.3).

Размерности: [£ ]  =  В/м, [ ф ]  =  В.
Разность потенциалов между телами равна линейному интегралу 

от напряженности Ё  между ними:
2  _

Ф1 — Фа =  $ Е  М ,
1

где ¿/ — элемент пути от тела 1 к телу 2 по диэлектрику.
Вектор 1 5 = г&Ё  называют электрическим смещением.
Согласно теореме Гаусса (см. § 19.13), поток вектора Б  через 

любую замкнутую поверхность 5  равен сумме зарядов окружен
ных этой поверхностью:

§ 0 ^  =  2 ? ,

где йБ — элемент поверхности.
На рис. 2 .9 , а  изображен цилиндрический конденсатор длиной /. 

На внутреннем электроде радиусом гх находится заряд <?, на наруж
ном электроде радиусом г2 — заряд — <7. Пространство между электро
дами заполнено диэлектриком, характеризующимся величиной е. 
Напряженность поля Е  найдем по теореме Гаусса:

Е =  <7/(2леа/7).
Напряжение между обкладками конденсатора (рис. 2.9, а)

ф1 — ф2 = и =  =

1



Под емкостью С между двумя телами понимают отношение абсо
лютной величины заряда д на одном из тел к разности потенциалов I) 
между телами, обусловленной зарядом на этих телах:

с = д/и.
Емкость цилиндрического конденсатора С =  (2яеа/)/1п
Емкость плоского конденсатора рис. 2 .9 , б

С =  е0е5/^.

Емкость — это параметр электрической цепи, характеризующий 
в интегральном смысле электрическое поле участка цепи (конденсатора). 
Она зависит от геометрических размеров и формы электродов, а такж е

и

О В)

Рис. 2 .9

от электрических свойств среды между электродами конденсатора. 
От величины напряжения II между электродами и величины заряда ^ 
емкость не зависит (исключение составляют конденсаторы с сегнетоэ- 
лектриком, когда е зависит от Е).

Емкость С измеряется в фарадах или в более мелких единицах —  
микро-, нано- и пикофарадах:

1 мкФ =  10_6 Ф, 1 н Ф =  10“9 Ф , 1 пФ =  10 12 Ф.

В электрическом поле конденсатора запасается электрическая 
энергия

Ц7, =  С1/2/2 =  <72/(2С).
Ток I, протекающий через конденсатор при его зарядке, опреде

ляется скоростью изменения заряда:

йд _С  (¡иI = а
Если заряд д во времени не изменяется, то ток через конденса

тор не протекает.
Положительные, направления отсчета для тока 1 и напряжения 

на конденсаторе совпадают (рис. 2.9, в)г



Вопросы для самопроверки

1. Какие Вам известны проявления магнитного поля? 2 . Запишите и проком
ментируйте формулу для наведенной э. д. с. 3. Что понимают под явлениями 
само- и взаимоиндукции? 4. Дайте определение ¿ и  М. Как определить ¿ и  М 
расчетным и опытным путями? 5. В  опыте было получено ¿ ¿ = ¿ ¡ ¡  =  0,1 Г , М =  
=  0,11 Г . Можно ли верить этим данным? 6. Какую роль выполняют I. и М как 
элементы схем замещения реальных электрических цепей? 7. Сформулируйте 
принцип взаимности взаимной индукции. 8. Дайте определение понятию «емкость». 
Какие функции она выполняет как элемент схемы замещения электрической цепи? 
9 . Решите задачи 4 .7 ; 4 .2 0 .

ГЛАВА ТРЕТЬЯ

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ  О Д Н О Ф А ЗН О ГО
СИ Н УСО И Д А Л ЬН О ГО  ТО КА

§ 3.1.  Синусоидальный ток и основные характеризующие его 
величины. Синусоидальный ток представляет собой ток, изменяющийся 
во времени по синусоидальному закону (рис. 3.1):

i =  /ms i n^ - ^ -  +  i|jj =  /ms i n( W +  íJ)). (3.1)

Максимальное значение функции называют амплитудой. Ампли
туду тока обозначают 1т; период Т — это время, за которое совер
шается одно полное колебание.

Частота равна числу колебаний в 1 с;

f = l / T .  (3.2)

Частоту f  измеряют в герцах (Гц) или с-1, угловую частоту

(о =  2л/ =  2я/Т (3.3)
'— в рад/с или с-1 .

Аргумент синуса, т. е. (wí - f ^) .  называют фазой. Фаза характе
ризует состояние колебания (чис
ловое значение) в данный момент 
времени t.

Любая синусоидально изменяю
щаяся функция определяется тремя 
величинами: амплитудой, угловой 
частотой и начальной фазой.

В СССР и в Западной Европе 
наибольшее распространение полу
чили установки синусоидального 
тока частотой 50 Гц, принятой 

в энергетике за стандартную. В США стандартной является частота 
6 0  Гц. Диапазон частот практически применяемых синусоидальных 
токов очень широк: от долей герца, например в геологоразведке, до 
миллиардов герц в радиотехнике.

Синусоидальные токи и э. д. с. сравнительно низких частот (до 
нескольких килогерц) получают с помощью синхронных генераторов



(их изучают в курсе электрических машин). Синусоидальные токи 
и э. д. с. высоких частот получают с помощью ламповых или полу
проводниковых генераторов (подробно рассматриваемых в курсе радио
техники и менее подробно — в курсе ТОЭ). Принцип получения 
синусоидальной э. д. с. путем вращения витка с постоянной угловой 
скоростью в равномерном магнитном поле рассматривается в примере 33 
(при а =  0). Источник синусоидальной э. д. с. и источник синусои
дального тока обозначают на электрических схемах так же, как  и 
источники постоянной э. д. с. и тока, но над Ё и I k ставят точки.

§ 3.2, Среднее и действующее значения синусоидально изменяю
щейся величины. Под средним значением синусоидально изменяющейся 
величины понимают ее среднее значение за полпериода. Так, среднее 
значение тока

Т/2

/сР =  772 ^ /mSÍnC0Í  /m*
о

т. е. среднее значение синусоидального тока составляет 2/л = =0,638 
от амплитудного. Аналогично, E cp =  2Em/n; Ucp =  2Um/n.

Широко применяют понятие действующего значения синусоидально 
изменяющейся величины (его называют также эффективным или средне
квадратичным). Действующее значение тока

г г  Т
у  J  i* dt =  у  J  Рщ S in 2 (0td t =  f y  =  0 ,707 I m. (3 .5 )

0 0 ’

Следовательно, действующее значение синусоидального тока равно 
0,707 от амплитуды. Аналогично,

E =  Em/V 2 и U =  Um/V 2 .

Можно сопоставить тепловое действие синусоидального тока с теп
ловым действием постоянного тока /пост, текущего то же время по 
тому же сопротивлению.

Количество теплоты, выделенное за один период синусоидальным 
током,

т
§R i*d t  =  Rr?n- l .
о

Выделенная за то же время постоянным током теплота равна 
R Iпост?’. Приравняем их:

R I m ^ ~  =  R I h o c i T  ИЛИ /п о с т  =  /  =  7 7 7 7 .¿ у 2
Таким образом, действующее значение синусоидального тока I  

численно равно значению такого постоянного тока, который за врем я, 
равное периоду синусоидального тока, выделяет такое же количество 
теплоты, что и синусоидальный ток.



Большинство измерительных приборов показывает действующее 
значение измеряемой величины*.

§ 3.3. Коэффициент амплитуды и коэффициент формы. Коэффи
циент амплитуды 6а — это отношение амплитуды периодически изме

няющейся функции к ее действующему значе-

Иногда пользуются понятием коэффициента формы несинусоидаль
ной функции, определенного следующим образом:

§ 3.4. Изображение синусоидально изменяющихся величин векто
рами на комплексной плоскости. Комплексная амплитуда. Комплекс 
действующего значения. На рис. 3.2 дана комплексная плоскость, 
на которой можно изобразить комплексные числа. Комплексное число 
имеет действительную (вещественную) и мнимую части. По оси абсцисс 
комплексной плоскости откладывают действительную часть комплекс
ного числа, а по оси ординат — мнимую часть. На оси действительных 
значений ставим +  1 , а на оси мнимых значений +/(/ = ]/ — 1).

Из курса математики известна формула Эйлера

Комплексное число е /а изображают на комплексной плоскости 
вектором, численно равным единице и составляющим угол а  с осью 
вещественных значений (осью +  1). Угол а  отсчитываем против часо
вой стрелки от оси +  1. Модуль функции

* Действующее значение измеряют приборами электромагнитной, электродина
мической и .тепловой систем. Принцип действия измерительных приборов различ
ных систем изучают в курсе электрических измерений. _

** Д ля несинусоидальных периодических токов и кфф  1,11. Это
отклонение косвенно свидетельствует о том, насколько несинусоидальный ток 
отличается от синусоидального.

нию. Так, для синусоидального тока

К  =  1тЦ =  У 2 . (3.6)

cosa 
Рис. 3.2

Под коэффициентом формы /еф понимают от
ношение действующего значения периодически 
изменяющейся функции к ее среднему за пол
периода значению. Для синусоидального тока

Ь ■ / ImfV 2 
ф Л:р 2 /т /л 2 У 2

(3.7)

по модулю

где /ср — среднее по модулю значение тока.по модулю

e f a =  eos <х -f- j  sin a. (3.8)

Ie/a I =  У  eos2 a  + sin2 a  = 1 .



Проекция функции Ыа на ось +  1 равна co sa , а на ось +  / 
завна sin а. Если вместо функции е/а взять функцию /те-'а , то

1т&а = lm cos a  - f  jlm  sin а .
На комплексной плоскости эта функция, так же как и функция 

изобразится под углом a  к оси +  1 , но величина вектора будет 
) 1т раз больше.

Угол a  в формуле (3.8) может быть любым. Положим, что a  =s 
= (ú¿ +  ̂ . т. е. угол а  изменяется прямо пропорционально времени. 
Гогда

1тед<от) =  i m cos (шt +  г|з) +  j l m sin (®í +  \|>). (3.9)

Слагаемое Im eos ((о/ +  г|з) представляет собой действительную часть 
[Re) выражения

Im cos (u>t +  rf>) =  Re /me '(03/+'i’>, (3 .10а)

i функция 1,п sin (a>¿ -f-ijj) есть коэффициент при мнимой части (Im) 
сражения

i =  /msin(cú/ +  \|)) =  I m (3. 106)

Таким образом, синусоидально изменяющийся ток i [ср. (3.1) и 
3.106)] можно представить как Im /me /(“í+11¡), 
ми, что то же самое, как проекцию вращаю- 
цегося вектора на ось +  / (рис. 3.3).

Исторически сложилось так, что в радиотехниче- 
:кой литературе за основу'обычно принимают не сину- 
:оиду, а косинусоиду и потому пользуются формулой 
3.10а).

С целью единообразия принято на комплекс- 
юй плоскости изображать векторы синусоидаль- 
ю изменяющихся во времени величин для момента времени oit = U. 
Лри этом вектор равен

/те ; (̂ )  =  /т е/Ф==/т , (3 .Í 1)

де 1т — комплексная величина, модуль которой равен /т , а угол, 
юд которым вектор ¡ т проведен к оси +  1 на комплексной плоскости, 
>авен начальной фазе ф.

Величину Ím называют комплексной амплитудой тока i. Комп- 
¡ексная амплитуда изображает ток i на комплексной плоскости для 
юмента времени со/ = 0.

Рассмотрим два числовых примера на переход от мгновенного 
1начения тока к комплексной амплитуде и от комплексной амплитуды 
с мгновенному значению.

Пример 27. Ток i =  8  sin (со/ +  20°) А. Записать выражение для 
сомплексной амплитуды этого тока.

Р е ш е н и е .  В данном случае 1т — 8 А, ф =  20°. Следовательно, 
fm = 8e¡™° А.

Пример 28. Комплексная амплитуда тока /т  = 25 е - ' 30° А. Запи- 
:ать выражение для мгновенного значения этого тока.

Т e J ( w t + 1 . )Ámc

+ /
Рис. 3.3



Р е ш е н и е .  Для перехода от комплексной амплитуды к мгновен
ному значению надо умножить í m на и взять коэффициент при 
мнимой части от полученного произведения [см. формулу (3.106)]:

i =  Im 25е~ '30°е;’“/ =  Im 25е' (<»<—зо*> — 25 sin (cot — 30°).

Под комплексом действующего значения тока, или под комплексом 
тока (комплексным током), / понимают частное от деления комплекс
ной амплитуды на |/2 :

/ = - ^ г  =  -^ г е Л ’ =  /е«. ^3,12)V2 V2 '
Пример 29. Записать выражение комплекса действующего значения 

тока для примера 27.
Р е ш е н и е .

/ =  8е/207Т^2 = 5,67е'20‘ А.

§ 3.5. Сложение и вычитание синусоидальных функций времени 
с помощью комплексной плоскости. Векторная диаграмма. Положим, 

что необходимо сложить два тока (ix и t2) одинако
вой частоты. Сумма их дает некоторый ток с той 
же частотой:

í = i1-f  i¿
=  I lm sin (<oí +  Mjj.); t2 =  /2m sin (coi +  г|з2);

i = /m sin (©* +  $).

Требуется найти амплитуду /m и начальную 
фазу г|э тока i. С этой целью ток tx изобразим на 
комплексной плоскости (рис. 3.4) вектором /1т = 
=  /1т е ^ ‘ , а ток ¿3 — вектором /2т = /2те'ЧЧ Геомет
рическая сумма векторов /ш и /2ОТ даст комплекс
ную амплитуду суммарного тока l m = Imej .̂ Ам
плитуда тока /т  определяется длиной суммарного 
вектора, а начальная фаза ty — углом, образован
ным этим вектором и осью +  1.

Для определения разности двух токов (э. д. с., напряжений) сле
дует на комплексной плоскости произвести не сложение, а вычитание 
соответствующих векторов.

Обратим внимание на то, что если бы векторы /ш , /2т и /т стали 
вращаться вокруг начала координат с угловой скоростью сэ, то взаим
ное расположение векторов по отношению друг к  другу осталось бы 
без изменений.

Векторной диаграммой называют совокупность векторов на комп
лексной плоскости, изображающих синусоидально изменяющиеся 
функции времени одной и той же частоты и построенных с соблюде
нием правильной ориентации их относительно друг друга по фазе. 
Пример векторной диаграммы дан на рис. 3.4,
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§ 3.6. Мгновенная мощность. Протекание синусоидалышх токов 
по участкам электрической цепи сопровождается потреблением энергии 
от источников. Скорость поступления энергии характеризуется мощ
ностью. Под мгновенным значением мощности, или под мгновенной 
мощностью, понимают произведение мгновенного значения напряже
ния и на участке цепи на мгновенное значение тока i, протекающего 
по этому участку:

p = ui, (3.13)
где р — функция времени.

Перед тем как приступить к изучению основ расчета сложных 
цепей синусоидального тока, рассмотрим соотношения между токами 
и напряжениями в простейших цепях, 
векторные диаграммы для них и кри
вые мгновенных значений различных 
величин.

Составными элементами цепей си
нусоидального тока являются актив
ное сопротивление R, индуктивность 
L и емкость С.

Термин «сопротивление» для цепей 
синусоидального тока в отличие от це
пей постоянного тока недостаточно 
полный, поскольку сопротивление пе
ременному току оказывают не только 
те элементы цепи, в которых выде
ляется энергия в виде теплоты (их называют активными сопротив
лениями), но и те элементы цепи, в которых энергия в виде тепло
ты не выделяется, но периодически 3ánacaeTCH в электрическом или 
магнитном полях. Такие элементы цепи называют реактивными, а их 
сопротивления переменному току — реактивными сопротивлениями. 
Реактивными сопротивлениями обладают индуктивности и емкости 
(подробнее см. § 3.8 и 3.9).

§ 3.7. Синусоидальный ток в активном сопротивлении. На 
рис. 3.5, а изображено активное сопротивление R, по которому течет 
ток £ =/„, sin со/. По закону Ома, напряжение

или
u = iR = RImsiTi(út,

* u = Um sin coi, (3.14) 
где Um = R¡m.

Комплекс тока / и совпадающий с ним по фазе комплекс напря
жения 0  показаны на векторной диаграмме рис. 3.5 , б.

На рис. 3.5, в даны кривые мгновенных значений тока /, напря
жения и и мощности

р -  UmIm sin coi sin (J)t = 'UmI„ (1 — eos 2o)t).



Мгновенная мощность имеет постоянную составляющую и т1т/2
— со$2со£, изменяющуюся с частотой 2со. По-и составляющую — 

требляемая от источника питания за время Ш энергия равна р (11.

§ 3.8. Индуктивность в цепи синусоидального тока. Практически 
любая обмотка (катушка) обладает некоторой индуктивностью Ь и 
активным сопротивлением /?. На схеме катушку можно представить 
в виде последовательно соединенных индуктивности Ь и активного 
сопротивления Я.

и
£

г;

Рис. 3.6

Выделим из схемы одну индуктивность Ь (без активного сопро
тивления) — рис. 3.6, а. Если через Ь течет ток ¿ = 1тэто»/, то 
в катушке наводится э. д. с. самоиндукции

г, * ■ ®Ыт сое со/ = ч>Ыт в т  (Ы — 90°).

Положительное направление отсчета для э. д. с. е/. на рис. 3.6, а 
обозначено стрелкой, совпадающей с положительным направлением 
отсчета тока ¿.

Найдем разность потенциалов между точками а и Ь.
При перемещении от точки Ь к точке а идем навстречу э. д. с.

ех, поэтому ф а  =  фд — е/.. Следовательно, иаЬ = ф „  — ф й =  —  е ^  =  Ь ' ^ *

Положительное направление напряжения иаЬ совпадает с положи
тельным направлением тока.

* Из формулы « ¿  =  1  ^  следует, что ¿ =  Г  ^  и1 <И, где Г — 1/Ь — инверсная 
индуктивность.



В дальнейшем индексы а и b у напряжения на индуктивности 
(падения напряжения на индуктивности) ставить не будем:

uab = u = — eL. (3.15)
Следовательно,

«  = wL7msin((o/ +  90°) = í/msin((üí +  90°); (3.16)

Um = (üL/m.

Произведение coL обозначают XL и называют индуктивным сопро
тивлением:

XL = tó L; (3.17)

размерность его [XL] = [со] [L] =  с-1 • Ом • с = Ом.
Таким образом, индуктивность оказывает переменному току сопро

тивление, модуль которого XL =  сoL, прямо пропорциональное частоте. 
Кроме того, напряжение на индуктивности опережает ток по фазе 
на 90° [см. (3.16)] —на рис. 3.6, б  вектор напряжения Ü опережает 
вектор тока / на 90°. Комплекс э. д. с. самоиндукции Él находится 
в противофазе с комплексом напряжения Ü.

Графики мгновенных значений i, и, р  изображены на рис. 3.6, в.
Мгновенная мощность

р = ui = Um cos сoíIm sin сat - Um̂ m ■ sin 2cat (3.18)

проходит через нулевое значение, когда через нуль проходит либо и, 
либо i. За первую четверть периода, когда и и i положительны, р 
также положительна. Площадь, ограниченная кривой р  и осью абсцисс 
за это время, представляет собой энергию, которая взята от источника 
питания на создание энергии магнитного поля в индуктивности. Во 
вторую четверть периода, когда ток в цепи уменьшается от максимума 
до нуля, энергия магнитного поля отдается обратно источнику питания, 
при этом мгновенная мощность отрицательна. За третью четверть 
периода у источника снова забирается энергия, за четвертую отдается 
и т. д., т. е. энергия периодически то забирается индуктивностью от 
источника, то отдается ему обратно.

Реальная индуктивная катушка кроме индуктивности L обладает и активным 
сопротивлением R (рис. 3.6, г). Поэтому падение напряжения на реальной индук
тивной катуш ке равно сумме напряжений на L и на R (рис. 3 .6 , "Э). К ак  видно 
из этого рисунка, угол между напряжением Ü на катушке и током I равен 90 — 6 , 
причем t g 6  =  i? /(c o /,)  =  1 /Q £ , где Q ¿ —  добротность реальной индуктивной катушки. 
Чем больше Q¿ , тем меньше угол 6 .

§ 3.9. Конденсатор в цепи синусоидального тока. Если прило
женное к конденсатору напряжение не меняется во времени, то заряд 
q = Cu на одной его обкладке и заряд — q = — Си на другой (С — 
емкость конденсатора) неизменны и ток через конденсатор не прохо
дит (i = dq/dt = 0). Если же напряжение на конденсаторе меняется во 
времени, например по синусоидальному закону (рис. 3.7 , а):

M =  £/msincoí, (3.19)



то по синусоидальному закону будет меняться и заряд <7 конденса
тора: ц =  Си =  Сит вш со/ — и конденсатор будет периодически пере

заряжаться. Периодическая перезаряд
ка  конденсатора сопровождается про- 
теканием через него зарядного тока■ и

Hh
а)

i

.6) Um ‘ = í  - I  №  s i n » / ) -  
<=aCUm cos (oí = o)CÍ/m sin ((o¿ +  90°).

(3.19')

Положительное направление тока 
через конденсатор на рис. 3.7, а сов
падает с положительным направле
нием напряжения. Из сопоставления 
(3.19) и (3.19') видно, что ток через 
конденсатор опережает по фазе на
пряжение на конденсаторе на 90°. 
Поэтому на векторной диаграмме рис. 
3.7, б  вектор тока 1т опережает век
тор напряжения От на 90°. Ампли
туда тока 1т равна амплитуде напря
жения Um, деленной на емкостное 
сопротивмние:

,Х с =1/(оС. (3.20)

Действительно,
1т =  <¿CUn и„ и„

1 /(шС) Х с
(3.21)

Емкостное сопротивление обратно пропорционально частоте и 
измеряется в омах. Графики мгновенных значений и, ¿, р изображены 
на рис. 3.7, в. Мгновенная мощность

р = ui = sin 2 at. (3.22)

За первую четверть периода конденсатор потребляет от источника 
питания энергию, которая идет на создание электрического поля 
в конденсаторе. Во вторую четверть периода напряжение на конден
саторе уменьшается от максимума до нуля, и запасенная в электри
ческом поле энергия отдается источнику (мгновенная мощность отри
цательна). За третью четверть периода энергия снова запасается, за 
четвертую отдается и т. д.

Если проинтегрировать по времени обе части равенства

то получим

dt.

(3.23)

(3.24)



Равенство (3.24) позволяет определить напряжение на конденса
торе через ток по конденсатору.

При изложении вопроса о прохождении синусоидального тока через конден
сатор предполагалось, что диэлектрик, разделяющий пластины конденсатора, 
является идеальным и в нем нет потерь энергии. Однако при приложении синусо
идального напряжения к пластинам конденсатора, разделенным твердым или 
жидким диэлектриком, в последнем всегда имеются некоторые потери энергии, 
обусловленные вязким трением при повороте дипольных молекул, а такж е несо
вершенством диэлектрика (наличием у  него небольшой проводимости). Эти потери 
относительно малы, и ими часто можно пренебречь. Если требуется учесть их 
в расчете, то конденсатор заменяют схемой замещения 
(рис. 3.7, г). В этой схеме параллельно емкости С при
соединено активное сопротивление 1?, потерн энергии 
в котором имитируют потери энергии в реальном ди
электрике.

Ток / через конденсатор равен геометрической сумме 
двух токов: тока /! через емкость, на 90а опережающего 
напряжение О на конденсаторе (рис. 3 .7 , д), и относи
тельно малого по величине тока / 2 через активное соп
ротивление совпадающего по фазе с напряжением (7.

Таким образом, ток через конденсатор с неидеаль
ным диэлектриком опережает напряжение на угол, не- Рис. 3 .8 
много меньший 90°. Угол б, который образует ток /
с током /ь  принято называть углом потерь. Он зависит от сорта диэлектрика и 
частоты и равняется в лучшем случае нескольким секундам, в худш ем— несколь
ким градусам. Величина б дается в таблицах (см. ч. 3), характеризую щ их 
свойства различных твердых и жидких диэлектриков. Величину <2С =  (1§6)~* на
зывают добротностью конденсатора.

§ 3.10. Умножение вектора на у  и на —/. Пусть есть некоторый 
вектор А = Ле/фя (рис. 3.8). Умножение его на / дает вектор, по 
модулю равный А, но повернутый в сторону опережения (против 
часовой стрелки) по отношению к исходному вектору А на 90°. 
Умножение А на — / поворачивает вектор А на 90° в сторону отста
вания (по часовой стрелке) также без изменения его модуля.

Чтобы убедиться в этом, представим векторы / и — / в  показа
тельной форме:

/ = 1 ■ е '90° =  е/90°; (3.25)
— / =  1 • е— /'90° =  е -  /90\ (3.26)

Тогда
А / = Ле/фае '90° =  Ле' (ф« + 9(П; (3.27)

-  Л/ = Ае/ф«е -/ 90°=  Ле7 (фа—90°). (3.28)

Из (3.27) следует, что вектор ¡ А ,  по модулю равный А, состав
ляет с осью +  1 комплексной плоскости угол фа +  90°, т. е. повер
нут против часовой стрелки на 90° по отношению к вектору А.

Согласно (3.28), умножение вектора А на — / дает вектор, по 
модулю равный А, но повернутый по отношению к нему на 90° по 
часовой стрелке.

§ 3.11. Основы символического метода расчета цепей синусоидаль
ного тока. Очень широкое распространение на практике получил



символическим, или комплексный, метод расчета цепей синусоидаль
ного. тока.

Сущность символического метода расчета состоит в том, что при 
синусоидальном токе можно перейти от уравнений, составленных для 
мгновенных значений и являющихся дифференциальными уравнениями 
[см., например, (3.29)], к алгебраическим уравнениям, составленным 
относительно комплексов тока и э. д. с. Этот переход основан на том, 
что в уравнении, составленном по законам Кирхгофа для установив
шегося процесса, мгновенное значение тока I заменяют комплексной 
амплитудой тока /т ; мгновенное значение напряжения на активном 
сопротивлении Я = — комплексом Н1т, по фазе совпадающим с то
ком /т ; мгновенное значение напряжения на индуктивности =
=  Ь ^  — комплексом /т /соЬ, опережающим ток на 90°; мгновенное

значение напряжения на емкости «с =  ^   ̂ г сИ — комплексом /т  , 
отстающим от тока на 90°; мгновенное значение э. д. с. е — комплексом 
£т. Справедливость замены и.1 = Ь ^  на /т /со/, следует из § 3.7 и 3.8.

В § 3.8 было показано, что амплитуда напряжения на индуктив
ности равна произведению амплитуды тока на Хь ~ ыЬ. Множитель /

свидетельствует о том, что вектор напряжения 
на индуктивности опережает вектор тока на 

„ * о 90°.
Аналогично из §3 .9  следует, что амплитуда 

(М Ё  *,, напряжения на емкости равна амплитуде тока,
 ̂ умноженной наХ с =1/озС. Отставание напря

жения на емкости от протекающего по ней 
Рис. з .9 тока на 90° объясняет наличие множите-

I ля — /.
Например, для схемы рис. 3.9 уравнение для мгновенных значе

ний можно записать так:
+  И1 +  Нс = е,

или
/Я +  Ь ^  ~  £ I Ш = <?. (3.29)

Запишем его в комплексной форме:

IтК +  I +  1т = Ёт- 

Вынесем 1т за скобку:

Л п ( я +  /<о£ - ¿ )  = £т .

Следовательно, для схемы рис. 3.9

1 ,  = ----- г -  (3.31)

‘М



Это уравнение позволяет найти комплексную амплитуду тока 1т 
через комплексную амплитуду э. д. с. Ёт и сопротивления цепи Я, 
<аЬ и 1/сйС.

Метод называют символическим, потому, что токи и напряжения 
заменяют их комплексными изображениями или символами. Так, 
Я1т — это изображение или символ падения напряжения ¿Я; ¡(яЫт — 
изображение или символ падения напряжения на индуктивности и£ =
= I  " ; — ^  /т  — изображение падения напряжения на конденсаторе

■И'*
§  3.12. Комплексное сопротивление. Закон Ома для цепи синусо

идального тока. Множитель /? +  /д>£ —^  в уравнении (3.30) пред
ставляет собой комплекс, имеет размерность сопротивления и обозна
чается через 1. Его называют комплексным сопротивлением:'

г  = ге/ф = Я +  }'(оЬ -  . (3.32)

Как и всякий комплекс, 2  можно записать в показательной форме. 
Модуль комплексного сопротивления принято обозначать через г. 
Точку над 1 не ставят, потому что принято ставить ее только над 
такими комплексными величинами, которые отображают синусоидаль
ные функции времени.

Уравнение (3.30) можно записать так: ¡ ^  — Ёт. Разделим обе 
его части на У 2 и перейдем от комплексных амплитуд 1т и Ёт 
к комплексам действующих значений / и Ё:

1 =  Ё / г .  (з.зз)
Уравнение (3.33) представляет собой закон Ома для цепи синусо

идального тока.
В общем случае I  имеет некоторую действительную часть и неко

торую мнимую часть /X:
2  = Я +  /Х, (3.34)

где Я — активное сопротивление; X — реактивное сопротивление.
Для схемы рис. 3.9 реактивное сопротивление

* « © £ ----шС

§ 3.13. Комплексная проводимость. Под комплексной проводи
мостью У понимают величину, обратную комплексному сопротивлению Z:

= 1 — /̂  =  #е~/<р. (3.35)
Измеряют комплексную проводимость в Ом-1  или сименсах (См). 

Действительную часть ее обозначают через § , мнимую —через Ь. Так 
как-



то

я 2+ * 2 :  ̂ я 2+х2; у У ё 2+ ь2. (3.36)

Если X положительно, то и Ь положительно, при X отрицатель
ном Ь также отрицательно.

При использовании комплексной проводимости закон Ома (3.33) 
записывают так:

1 = 0У, (3.33')
или

/ = # £ - / 0 6  = /„ +  /„

где /а — активная составляющая тока; /г —реактивная составляющая 
тока; 0  — напряжение на участке цепи, сопротивление которого равно I.

§ 3.14. Треугольник сопротивлений и треугольник проводимостей.
Из (3.34) следует, что модуль комплексного сопротивления

2 = ]/Я* +  х 2. (3.37)

Следовательно, г можно представить как гипотенузу прямоуголь
ного треугольника (рис. 3 .10)— треугольника сопротивлений, один 
катет которого равен К, другой X. При этом

ф = х//?. (3.38)
Аналогичным образом модуль комплексной проводимости в соот

ветствии с (3.36) у  = У ц г -\-Ь2. Следовательно, у  есть гипотенуза пря
моугольного треугольника (рис. 3.11), катетами которого являются 
активная g  и реактивная Ь проводимости:

tgф =  % • (3.39)
•

Треугольник сопротивлений дает графическую интерпретацию связи 
между модулем полного сопротивления г и активным и реактивным

сопротивлениями цепи; треуголь
ник проводимостей—интерпретацию 
связи между модулем полной про
водимости у  и ее активной и реак
тивной составляющими.

§ 3.15. Применение логарифми
ческой линейки для перехода от 
алгебраической формы записи ком
плекса к показательной и для об
ратного перехода. При расчете 
цепей переменного тока приходится 

иметь дело с комплексными числами: сопротивление участка цепи или 
цепи в целом — это комплекс; проводимость — комплекс; ток, напря
жение, э. д. с. — комплексы. Для нахождения тока по закону Ома 
нужно комплекс э. д. с. разделить на комплекс сопротивления.



Из курса математики известно, что комплексное число можно пред
ставить в трех формах записи: алгебраической a -J- jb, показательной 
се>ф и тригонометрической с  cos ф /сsin ср.

Сложение двух и большего числа комплексов удобнее производить, 
пользуясь алгебраической формой записи. При этом порознь склады
ваются их действительные и мнимые части:

(a i  +  j b i )  +  ( я 2 +  /^2) +  (а з  — j b s) =  (^х +  а2 +  а з)  +  / (&1 +  Ь.2 — Ь3).

Деление и умножение комплексных чисел целесообразно произво
дить, пользуясь показательной формой записи. Пусть, например, 
нужно разделить комплекс с1е '(Р' на комплекс с2е/ф1- В результате 
деления будет получен комплекс

Г.р/Ф1 р • с че1 *= -i-— = tLe i 
3 c&iV' c2

Модуль результирующего комплекса c3 равен частному cjc.,, 
а аргумент ф3 = ф,̂  — фа.

При умножении двух комплексов с1е '(*,> и результирующий
комплекс

с4еу(Р‘ =  с1е '(ггс2е '<р2 = схс2е; (<I>1+ч>«).

При расчетах электрических цепей часто возникает необходимость 
в переходе от алгебраической формы записи комплекса к показатель
ной или в обратном переходе.

Удобнее это сделать с помощью логарифмической линейки.
Пусть задано комплексное число a + jb. Из предыдущего (см. 

§ 3.11 и 3.12) ясно, что а и b есть катеты прямоугольного треуголь
ника, а его гипотенуза с  = У а 2-\-Ьг. Частное от деления меньшего 
катета на больший катет дает тангенс меньшего острого угла прямо
угольного треугольника, а деление меньшего катета на синус мень
шего угла дает гипотенузу треугольника или модуль комплекса. Это 
и положено в основу определения модуля и аргумента комплекса по 
его алгебраической форме a-\-jb с помощью логарифмической ли
нейки. Движок линейки поворачиваем обратной стороной так, чтобы 
на лицевой части линейки находилась сторона движка, на которой 
написано «синус» и «тангенс».

Последовательность операций нахождения аргумента и модуля 
такая:

1) значение меньшего катета откладываем по основной нижней 
шкале линейки и против него ставим риску визира;

■ 2) значение большего катета откладываем также по основной шкале 
и - против него ставим конец движка; так производится деление 
меньшего катета на больший;

3) по шкале тангенсов против риски визира отсчитываем значение 
наименьшего угла прямоугольного треугольника;

,:4) .не сдвигая визира, перемещаем движок так, чтобы против риски 
визира пришелся только что найденный угол на шкале «синус»; так 
осуществляется деление меньшего катета на синус меньшего угла;



5) модуль комплекса (гипотенуза прямоугольного треугольника) 
отсчитывается против конца шкалы движка по основной нижней шкале 
линейки.

Переход от показательной формы к алгебраической совершается 
в обратной последовательности. Утобы не совершить ошибку при за
писи показательной формы комплекса, рекомендуется сначала качест

венно изобразить заданный в 
алгебраической форме комплекс 
на комплексной плоскости, что 
позволит правильно выразить 
угол между осью + 1  и вектором 
через угол, найденный по ли
нейке. Углы, откладываемые 
против часовой стрелки от оси 
+ 1 , считаются положительны
ми, по часовой стрелке —отрица
тельными.

Пример 30. Перевести в по
казательную форму следующие 
комплексы: а) 3 +  2/; б) 2 +  3/; 
в) 4 — 5/; г) —6 — 2/; д ) —0,2 +  
+0,4/; е) 10 -/ 0 ,8 .

Р е ш е н и е ,  а) Ставим визир 
против цифры 2 на нижней шкале 
линейки и конец движка против 
цифры 3. По шкале тангенса 
находим угол 33°40'. Передви

гаем движок так, чтобы против риски визира на шкале синусов при
шелся угол 33°40'. Отсчет по нижней шкале против конца шкалы 
движка дает модуль 3,6. Вектор 3 + 2/ качественно изображен на 
рис. 3.12, а. Из рисунка видно, что угол между осью+1 и вектором 
равен 33°40\ Поэтому 3 +  2/ = 3,6е'33°40'.

6) По линейке определим угол 33°40' и модуль 3,6. Из диаграммы 
рис. 3 . 12 , 6  видно, что угол между осью +1 и вектором равен 
90° -  33°40' =  56°20'. Следовательно, 2 +  3/ = 3,6е'5б°20'.

в) По линейке находим угол 38°40' и модуль 6,4. Из диаграммы 
рис. 3.12,6 видно, что вектор находится в четвертом квадранте. Угол 
между осью +1 и вектором равен —5Г 20 '. Таким образом, 4 — 5/ = 
=  6 ,4 е - '5!°20'.

г) По линейке определим угол 18°35' и модуль 6.32. Из диаграммы 
рис. 3 . 12 , г  видно, что угол между осью + 1  и вектором может быть 
выражен двояко: либо как — (180° — 18°35') = —16Г25', либо как 
+  (180° +  18°35') =  198°35\ Поэтому —5 -  2/ = 6 ,3 2 е - '161' 25̂  
= 6,32е>198°35'.

д) По линейке находим угол 
находится во втором квадранте 
—0,2 +  /0,4 =  0,448е/‘ 16°35'.

е) Этот случай принципиально

26°35'
(рис.

и модуль 
3.12, 5).

0,448. Вектор 
Следовательно,

<.,ьак
отличается от рассмотренных* ?№М, 

что составляющие комплекса (катеты прямоугольного треугольника)



по абсолютной величине различаются более чем на порядок. Причем 
гипотенуза прямоугольного треугольника практически равна боль
шему катету, а угол определяется по средней шкале движка. По ли
нейке определим угол 4°40\ который находится в четвертом квад
ранте (рис. 3.12, е). Поэтому 10 —/0,8;=« 10е-'4°40'.

§ 3.16. Законы Кирхгофа в символической форме записи. По
первому закону Кирхгофа, алгебраическая сумма мгновенных значе
ний токов, сходящихся в любом узле схемы, равна нулю:

1>-* =  0. (3.40')

Подставив вместо г* в (3.40') 1к&ш и вынеся за скобку, по
лучим ^  1к = 0. Так как не равно нулю при любом то

Ц / * = 0 .  (3.40)

Уравнение (3.40) представляет собой первый закон Кирхгофа 
в символической форме записи.

Для замкнутого контура сколь угодно сложной электрической 
цепи синусоидального тока можно составить уравнение по второму 
закону Кирхгофа для мгновенных значений токов, напряжений 
и э. д. с.

Пусть замкнутый контур содержит п ветвей и каж дая й-ветвь 
в общем случае включает в себя э. д. с. ек, активное сопротивление 
Як, индуктивность и емкость Ск, по которым протекает ток ¿к. 
Тогда по второму закону Кирхгофа

П П
2  +  С7 (  ** * )  =  2  **• <3 -4 Г )
*=1 *=1

Но каждое слагаемое левой части уравнения в соответствии 
с § 3.12 можно заменить на 1 ^ к, а каждое слагаемое правой части — 
на Ёк. Поэтому уравнение (3.4 Г ) переходит в

2  =  (3.41)
*=1 *=1

Уравнение (3.41) представляет собой второй закон Кирхгофа 
в символической форме записи.

. § 3.17. Применение к расчету цепей синусоидального тока мето
дов, рассмотренных в главе «Электрические цепи постоянного тока».
Для анализа и расчета электрических цепей постоянного тока разра
ботан ряд методов и приемов, облегчающих решение по сравнению 
с решением системы уравнений при непосредственном использовании 
законов Кирхгофа. Из гл. 1 известно, что к числу таких методов 
относятся метод контурных токов, метод узловых потенциалов, метод 
эквивалентного генератора и т. д. Известно также, что окончательные 
расчетные формулы этих методов получают в результате выводов, 
в основу которых положены первый и второй законы Кирхгофа.



Поскольку первый и второй законы Кирхгофа справедливы и для 
цепей синусоидального тока, то можно было бы записать уравнения 
для мгновенных значений величин цепей синусоидального тока, пе
рейти от них к уравнениям в комплексах и затем повторить вывод 
всех формул гл. 1 для цепей синусоидального тока. Понятно, что 
проделывать выводы заново нет необходимости.

В том случае, когда отдельные ветви электрической цепи синусо
идального тока не связаны между собой магнитно, все расчетные 
формулы гл. 1 пригодны и для расчета цепей синусоидального тока, 
если в этих формулах вместо постоянного тока I подставить комплекс 
тока /, вместо проводимости # — комплексную проводимость К, вместо 
сопротивления Я — комплексное сопротивление 1 и вместо постоянной 
э. д. с. Е — комплексную э. д. с. Ё.

Если ж е отдельные ветви электрической цепи синусоидального 
тока связаны друг с другом магнитно (это имеет место при наличии 
взаимоиндукции), то падение напряжения на каком-либо участке цепи

зависит не только от тока данной ветви, 
но и от токов тех ветвей, с которыми 
данная ветвь связана магнитно. Расчет 
электрических цепей синусоидального то
ка  при наличии в них магнитносвязан
ных ветвей приобретает ряд особенностей, 
которые не могут быть учтены, если в 
формулах гл. 1 непосредственно заменить 
Е на Ё, И на Ъ и £ на У. (Особенности 
расчета магнитносвязанных цепей рас
смотрены в § 3.34.)

§  3.18. Применение векторных диа
грамм при расчете электрических цепей 
синусоидального тока. Токи и напря
жения на различных участках электри
ческой цепи синусоидального тока, как 
правило, по фазе не совпадают. Нагляд

ное представление о фазовом расположении различных векторов дает 
векторная диаграмма токов и напряжений. Аналитические расчеты 
электрических цепей синусоидального тока рекомендуется сопровож
дать построением векторных диаграмм, чтобы иметь возможность ка
чественно контролировать эти расчеты.

Качественный контроль заключается в сравнении направлений раз
личных векторов на комплексной плоскости, которые получают при 
аналитическом расчете, с направлением этих векторов, исходя из фи
зических соображений.

Например, на векторной диаграмме напряжение на индуктивности 
III должно опережать протекающий через нее ток на 90°, а напря
жение на емкости 0 С — отставать от протекающего через нее тока 
на 90°. гП

Если аналитический расчет дает результаты, не совпадающие 
с такими очевидными положениями, то, следовательно, в него вкра-

% 1 %
Рис. 3.13



лась ошибка. Кроме того, векторную диаграмму часто используют и 
как средство расчета, например в методе пропорциональных величин.

Пример 31. В схеме рис. 3.13, а  заданы: е=1415тсо/ В; =  
=  3 Ом; = 2 Ом; ¿  =  0,00955 Г. Угловая частота ш =  314 с 1. 
Определить ток и напряжение на элементах цепи.

Р е ш е н и е .  Запишем уравнение для мгновенных значений:

1 (# 1  +  # 2) +  ^ ^  =  е.

_ Перейдем от него к уравнению в комплексах:

/ (/?! +  #2) -)- /«£/ = Ё или lZ  =  Ё,
где г  =  ^  +  Я 2 +  /©£ =  3 +  2 +  /314 ■ 0,00955 =  5 +  3/ =  5,82е'3 

Комплекс действующего значения э. д. с.

£= 141/1^2= 100 В.
Ток

/ =  Ё/г =  100/5,8е'310 =  17,2е- '3 А.

Напряжения на сопротивлении
^ #*, =  #„* =  //?! =  51,бег/31’ В , 

на сопротивлении Я2

^  =  ¿ ^  =  7/?,= 34,4е-/31* В ;
на индуктивности

¿/¿ = ¿7̂  =  ¡(¡¡ь1 =  3/ • 17,2е~'31° =  51,6е'59° В.

Векторная диаграмма изображена на рис. 3 .1 3 ,6 . Вектор Ё на
правлен по оси + 1. Ток отстает от него на 31°.

Пример 32. Решить задачу примера 31 методом пропорциональ
ных величин.

Р е ш е н и е .  Зададимся током в цепи в 1 А и направим его на 
векторной диаграмме рис. 3.13,6 по оси +1 (/=1) .  Напряжение на 
активном сопротивлении совпадает по фазе с током и численно 
равно 1-3 = 3 В. Напряжение на также совпадает с током и 
равно 2 В. Напряжение на индуктивности равно 3 В и опережает ток 
на 90°. Из прямоугольного треугольника следует, что при токе / =  
=  1 А на входе Е = У 52 +  32 =  5,82 В.

Так как на входе действует э. д. с. в 100/5,82 =  17,2 раза больше, 
то все токи и напряжения должны быть умножены на коэффициент 
17,2. На рис. 3.13, в все векторы повернуты на 31° против часовой 
стрелки по сравнению с соответствующими векторами на рис. 3 .13 ,6 . 
Ясно, что взаимное расположение векторов на диаграмме при этом 
не изменилось.

Пример 33. В цепи рис. 3.14, а # = 4 Ом; а> =  105 с-1. Опреде
лить величину емкости С, если при э. д. с. Е = 10 мВ ток в цепи 
/ = 2 мА.



Р е ш е н и е .  Комплексное сопротивление цепи X — Я — ̂ ; его мо

дуль г = |Л/?2 +  (1 /ыС)2.
По закону Ома, 1 = Е/г. Отсюда г =  £'//= 10 -10‘ 3/2-10~3 =  5 Ом.
Следовательно, Хс = 1/шС = У"г2 — /?2 =  ]/г5г — 42 = 3 Ом; С =  

=  1/(соХс) =  1/105 • 3 = 3,33 мкФ.
Векторная диаграмма изображена на рис. 3.14,6 .
Пример 34. На участке аЬ разветвленной цепи рис. 3.15, а парал

лельно включены индуктивное сопротивление Х1  — со/, и активное со
противление /?, численно равное Х £. Показание амперметра Л2 равно 
5 А. Определить показание амперметра Л3, полагая сопротивления 
амперметров настолько малыми, что их можно не учитывать.

Р е ш е н и е .  На рис.. 3.15, б  качественно построим векторную диа
грамму. Напряжение ОаЬ совпадает по фазе с током /2. Ток 1Х от
стает от тока / 2 на 90° и равен ему по величине. Ток в неразветв- 
ленной части схемы / 3 =  /х +  /2. Модуль тока / 3 равен 5 ]/2 = 7,05 А. 
Амперметр А3 покажет 7,05 А.

Пример 35. Построить векторную диаграмму токов и напряжений 
для схемы рис. 3.16, а, если ток 1Х = 1 А, Ях= 10 Ом; 10 Ом;
1/о)0 = 14,1 Ом; (аЬ3 = 20 Ом и # 3 = 2,5 Ом.

Р е ш е н и е .  Обозначим токи и выберем положительные направле
ния для них в соответствии с рис. 3.16, а. Выберем масштаб для токов 
т.1 = 0,5 А/см и для напряжений ти — 4 В/см. Т<ж 1Х направим по 
оси +1 (рис. 3 .16 ,6 ). Падение напряжения ¿7/?, = 10 В и по фазе 
совпадает с током 1Х. Падение напряжения в индуктивном сопротив
лении <л£ такж е равно 10 В, но опережает ток 1Х на 90°. Геометри
ческая сумма + по модулю равна 101/2 =14,1 В. Емкостный 
ток / 2 опережает это напряжение на 90°. Модуль тока /2П= 
= 14,1/14,1 =  1 А. ынк

Ток в неразветвленной части цепи равен геометрической сумме 
токов: / 3 =  /1 4 -/2. Модуль его равен 0,8 А (найден графически). 
Падение напряжения на сопротивлении /?3 равно 2 В и совпадает по 
фазе с током /3. Падение напряжения на индуктивности Ь3 опережает 
ток / 3 на 90° и численно равно 0,8-20 = 16  В. Напряжение на входе 
схемы равно э. д. с. и составляет около 18,3 В.



Пример 36. Решить задачу, обратную рассмотренной в примере 35. 
В схеме рис. 3.16, а опытным путем найдены значения токов /х, / 2 
и /з (в ветви схемы включили амперметры и записали их показания): 
/х=1 А, / 2 = 1 А, /Зяа0 ,8  А и опытным путем определены три 
напряжения: напряжение на входе схемы ¿/ =  £ = 1 8 , 3  В, напряже
ние на емкости Ос = 14,1 В (оно же напряжение на первой ветви) и 
напряжение на третьей ветви (на 7?3 и 1 3) 0 3^ 1 6  В. Напряжения 
были определены путем подключения Еольтметра поочередно к зажи
мам а и е, а и с, е и с. "

По опытным данным (по значениям трех токов и трех напряжений) 
построить векторную диаграмму.

Р е ш е н и е .  На рис. 3.16, в отложим вектор Ос, по модулю рав
ный 14,1 В. Для сопоставления с рис. 3.16,6 '  расположим его на 
диаграмме так же, как он расположен на рис. 3.16,6.

Изобразим на диаграмме ток /2. Он на 90° опережает напряже
ние Ос и по модулю равен 1 А. После этого построим.на диаграмме 
токи 11 и /3, воспользовавшись тем, что три тока (/1? / 2 и /3) обра
зуют замкнутый треугольник (рис. 3 .16,6).

Для построения треугольника по трем сторонам (т. е. фактически 
для. определения третьей вершины его) из конца тока (из одной вер
шины треугольника) проводим дугу радиусом, равным току 11У а из 
начала тока / 2 (т. е. из второй вершины треугольника) проводим 
дугу радиусом, равным току /3.

Точка пересечения этих дуг дает искомую третью вершину тре- 
уго^ц>яика, т. е. точку, в которой оканчиваются векторы токов / 3 
и / .̂я После того как на диаграмме определено, положение тока /3, 
можно изобразить на ней векторы напряжения 0 3 и э. д. с. Е.



Напряжения Ùc , Ù3 и э. д. с. É также образуют замкнутый тре
угольник. Его построение осуществляется аналогично построению тре
угольника токов.

Из конца вектора Ùc  проводим дугу радиусом, равным U3, а из 
начала вектора Ùc — дугу радиусом, равным Е. Дуги пересекаются 
в двух точках е й  f.

Так как напряжение Ù3 представляет собой падение напряжения 
от тока / 3 на последовательно соединенных R3 и L3, то оно по фазе 
должно опережать ток /3, а не отставать от него.

Поэтому из двух точек (е  и f) выбираем точку е  (если бы выбрали 
точку f, то в этом случае напряжение Û3 — пунктир на рис. 3.16, в —. 
отставало бы от тока /3, а не опережало его).

В заключение отметим, что в треугольнике токов дуги тоже пере
секаются в двух точках, но вторая (лишняя) точка на рис. 3.16, в 
не показана.

§ 3.19. Изображение разности потенциалов на комплексной пло
скости. Потенциалы цепи переменного тока являются комплексными 
числами. На комплексной плоскости комплексное число можно изо

бражать либо точкой, координаты которой рав
ны действительной и мнимой частям комплекс
ного потенциала, либо вектором, направленным 
от начала координат к данной точке плоскости.

На рис. 3.17 представлены два вектора, изо
бражающие собой комплексные потенциалы:

фа =  —2 +  5/ и Ф* = 4 +  /.

По определению, разность потенциалов ÙаЪ —
— Фа — Ф* = —6 +  4/; Ùab изобразится вектором, 
направленным от b к а. Первый индекс у на

пряжения (в нашем примере индекс а) указывает, к какой точке 
следует направить стрелку вектора напряжения. Естественно, что 
U Ьа — Uab'

§ 3.20. Топографическая диаграмма. Каждая точка электрической 
схемы, в которой соединяются сопротивления, имеет свое значение 
комплексного потенциала.

Совокупность точек комплексной плоскости, изображающих комп
лексные потенциалы одноименных точек электрической схемы, назы
вают топографической диаграммой.

Термин «топографическая» объясняется тем, что диаграмма напо
минает топографическую карту местности, где каждой точке местности 
отвечает определенная точка карты. Расстояние между двумя точками 
на местности можно определить, измерив расстояние между одноимен
ными точками на карте.

Аналогичные измерения можно проводить и на топографической 
диаграмме. Напряжение между любыми двумя точками электрической 
схемы, например между точками а и Ь, по величине и направлению



определяется вектором, проведенным на топографической диаграмме 
от точки Ь к  точке а.

При построении топографической диаграммы, как и потенциальной 
(см. § 1 . 10), потенциал любой точки схемы может быть принят рав
ным нулю. На диаграмме эту точку помещают в начало координат. 
Тогда положение остальных точек схемы на диаграмме определяется 
параметрами цепи, э. д. с. и токами ветвей. Рассмотрим примеры на 
построение топографической диаграммы.

Пример 37. По данным примера 35 построить топографическую 
диаграмму для схемы рис. 3 .16, а.

Р е ш е н и е .  Обозначим буквами а, Ь, с , . . .  точки схемы рис. 3.16, а, 
которые хотим отобразить на 
топографической диаграмме.
Примем потенциал точки а 
равным нулю: фа = 0.

Выразим потенциал точки 
Ь через потенциал точки а:

Фй = Фа + Л#1 = Фа + 10-

IV
¡г  1}

( к  ] У Ч ?

I ± -  . ^
иСг

РИС. 3.19

Знак плюс перед слагаемым 
/ 1/?1 обусловлен тем, что при 
переходе от точки а к точке 
Ь перемещение, происходит на
встречу току /г (при этом потенциал увеличивается на 1&). Точка Ь 
на диаграмме имеет координату по оси абсцисс + 10. Аналогично,

Фс = Фь + А / ^ 1 =  Ю +  /10;
<(а = Ч>с+/з1?з,

Фе = Ф<* + I з/®£з-
Совокупность точек а, Ь, с, с1, е  на комплексной плоскости рис. 3.18 

представляет собой топографическую диаграмму для схемы рис. 3.16, а. 
По ней удобно определять напряжение между любыми двумя точками 
схемы и сдвиг по фазе этого напряжения по отношению к любому 
другому напряжению *.

Пример 38. Найти токи в схеме рис. 3.19 методом двух узлов. 
Положительные направления э. д. с. указаны на схеме стрелками: 
ех = 120уЪ тсо /  В; е3 = 100 У  2 сое (Ы — 120°) В; Я =  2 0 м ;  1 /о)С2 =- 
=  10 Ом; «»¿3 =  5 Ом.

Р е ш е н и е .  Запишем э. д. с. в комплексной форме:
Ёх=\2 0, £ з=  ЮОе'300.

1 1 ‘ Выберем положительные направления для токов в ветвях к  узлу а. 
Определим проводимости ветвей:

У, = \ЦХ =1/2 = 0,5 См; У2 = 1/-£2= 1/— 10/ =  0,1/ См;
У3 =  1/^з =  1/5/ =  —0,2/ См.

* Следует иметь в виду, что никакого графического подобия между топографи
ческой диаграммой и электрической схемой, для которой она построена, как  пра
вило, нет.



Напряжение между узлами а и Ь [ср. с формулой (1.20)] 
Ё1У1 +  Ё3У9 _  120 • 0 ,5 +  100е- ' ' 3° 3 • О,2е^'90° _  ,8.

и °ь у 1 + к2+К3 0,5+ 0,1/ - 0,2/
Токи ветвей

¿ 1  -  й аЬ 120— 104е~/8"

104е /8° В.

Л  =

и

2 -  8,5 +  /7,25 = 11 ,17е'40°25' А; 

йпЬ —104е~ /8° 10,4е-/98° А;

/з =

г г — Юе' 900 

¿ 3  — ¿/ой ЮОе“ /30° — Ю4е~ /8°
2 3 5/

100 (сое 30°—/ я т  30°) — 104 (сое 8°—/ эш 8°)

- 1 6 ,2 - 3 5 ,5 /
5/

3 9 ,1е ' 245°30'

5/ 5 е ,90°
: 7,82е'155°30' А.

Пример 39. Найти токи в схеме рис. 3.20, а методом контурных 
токов и построить топографическую диаграмму, если £1= 100 В;

£а =100е/«>в В; Хс = 1/соС = 2 Ом; Я = 
=  со!, =  5 Ом.

Р е ш е н и е .  Выберем направления кон
турных токов /и и / 22 по часовой стрелке. 
Запишем в общем виде уравнения для кон
турных токов [ср. с уравнениями (1.4')]:

+  ̂ 22^-12 = Ё 11»
1̂1^21 +  122^22 — Ё 22.

Здесь 2п  — собственное сопротивление
первого контура. — Я — ^  = 5 — 2/;

— собственное сопротивление второго 
контура, 2 гз = Я +  /ю£ == 5 +  5/; 2 12 = 2 г1 — 
сопротивление смежной ветви между пер
вым и вторым контурами, взятое со зна
ком минус, = — Я =  —5; ЁХ алгеб
раическая сумма э. д. с. первого конту,ра, 

=  100; Егг — алгебраическая сумма э. д. с. второго контура, 
Ё22 = — Е,, = —100/. Следовательно,

¡ п  (5 -  2/) -  5/,2 = 100;
—5/ и +  /22 (5 +  /э) =  — 100/.

Определитель системы
(5 — 2/) - 5

Д =

Д2 —

—5 

д1 =

( 5 - 2 / )
—5 — 100/

(5 +  5/)
100

-1 0 0 /  (5 +  5/) 
100

= 10+ 15/ = 18е/56“20'

—5
= 500;

= 3 0 0 -5 0 0 / =  582е~/59\



Токи в схеме:
/и =  Дг/Д = 500/18е'56°20' =  27,8е~/5б°20' А;

/ 22 =  Д2/Д = 582е-'59718е'56°20' =  32,3e-/'115°20' А;
/д = /ц —/ 22 =  30е/п°43' (направлен от точки b к точке т).

Топографическая диаграмма изображена на рис. 3.20, б.

§ 3.21. Активная, реактивная и полная мощности. Под актив
ной мощностью Р понимают среднее значение мгновенной мощности р 
за период Т:

т т

Р = -i- J  p d T = ~ ^ u i  dt. (3.42)
ü О

Если ток í =  /msincú¿, напряжение на участке цепи u — Um x 
xs in  (coí-f <р), то 

т

P = Y  J  /m^msincûisin(û)i+  ф) dt ==— — ■ COS =  UI COS ф. (3.43)
о

Активная мощность физически представляет собой энергию, кото
рая выделяется в единицу времени * в виде теплоты на участке цепи 
в сопротивлении R. Действительно, произведение U cos ф = IR; сле
довательно,

Р =  U cos ф/ =  I'R. (3.44)

Активную мощность измеряют в ваттах (Вт).
Под реактивной мощностью Q понимают произведение напряж е

ния U на участке цепи на ток / по этому участку и на синус у гл а  ф 
между напряжением U и током /:

Q = UI БШф. (3.45)
Реактивную мощность принято измерять в вольт-амперах реактив

ных (ВАр). Если sin ф >  0, то и Q > 0 ,  если в т ф С О ,  то Q c O .
Рассмотрим, что представляет собой физически реактивная мощ

ность. С этой целью возьмем участок цепи с последовательно соеди
ненными R, L и С. Пусть по нему протекает ток i =  /msinco¿. Запи
шем выражение для мгновенного значения суммы энергий магнитного 
и электрического полей цепи:

Li* Cusr  L n  c i *
№ и . 3 = W a  +  W 3 =  - 2  Ч — 2 ~  =  ~ 2 ~  S l n '  C O s2  =

я= ( 1 — COS 2ft>/) +  ( 1 +  COS 2(àt).

Из полученного выражения видно, что Ŵ . э имеет постоянную 
составляющую э„ неизменную во времени, и переменную состав-

* Предполагается, что в 1 с укладывается целое число периодов Т.



ляющую wu. э. изменяющуюся с двойной угловой частотой:
м. Э =  ^ М .  Эо Ш  э>

На создание постоянной составляющей №м. э„ была затрачена энер
гия в процессе становления данного периодического режима. В даль
нейшем при периодическом процессе энергия №м.э„ остается неизмен
ной и, следовательно, от источника питания не требуется энергии на 
ее создание.

Среднее значение энергии шм. э, поступающей от источника за ин
тервал времени от — Т/8 до +  Т/8,

Таким образом, реактивная мощность С} пропорциональна сред
нему за четверть периода значению энергии, которая отдается источ
ником питания на создание переменной составляющей электрического 
и магнитного поля индуктивности и емкости.

За один период переменного тока энергия №м. э дважды отдается 
генератором в цепь и дважды он получает ее обратно, т. е. реактив-

Графически эту связь можно представить в виде прямоугольного 
треугольника (рис. 3.21) — треугольника мощности, у которого 
имеются катет, равный Р, катет, равный Q, и гипотенуза 5.

На щитке любого источника электрической энергии переменного 
тока (генератора, трансформатора и т. д.) указывают значение 5. Она 
характеризует ту мощность, которую этот источник может отдавать 
потребителю, если последний будет работать при cos ср = 1 (т. е. если 
потребитель представляет собой чисто активное сопротивление).

§ 3.22. Выражение мощности в комплексной форме записи. Пусть 
задан некоторый комплекс

А =  Ае'*А =  A cos <рд +  ¡A sin ц>А.
Под комплексом А, сопряженным с комплексом А, будем понимать

ная мощность является энергией, которой^обмени- 
ваются генератор и приемник.

Полная мощность

Рис. 3.21

Р
S = UI. i

Ее измеряют в вольт-амперах (В А). 
М ежду Р, Q и S существует соотношение

P2 + Q2 = S2. I

(3.47)

(3.48)

А = Ae~wA — A cos фл — ¡A sin фд.



Рассмотрим простои прием определения активной и реактивной 
мощностей через комплекс напряжения и сопряженный комплекс тока. 
Напряжение на некотором участке цепи О — £/е'ф", ток по этому 
участку / = /e/<p¿. Угол между напряжением и током ф = фи — Ф,-. 
Умножим комплекс напряжения на сопряженный комплекс тока I =  
=  /е-/ф' и обозначим полученный комплекс через S :

S  = ü l  =  Ule’ ^ - v i )  = U№* = VI cos ф +  /í/7sin ф =  Р  +  ¡Q. (3.49)

Значок ~  (тильда) над 5  означает комплекс (а не сопряженный 
комплекс) полной мощности, составленный при участии сопряженного 
комплекса тока I.

Таким образом, активная мощность Р есть действительная часть 
(Re), а реактивная мощность Q — мнимая часть (Im) произведения ÚI:

P  =  Reí//; )
Q = ím Ü ¡.  / <3 5 °)

Пример 40. Определить активную, реактивную и полную мощно
сти по данным примера 31.

Р е ше н и е .  Напряжение на входе всей схемы равно э. д. с.: Ü =  
=  £■=100 В. Ток в цепи / =  17,2е~'3|° А. Сопряженный комплекс 
тока / = 17,2е'31° А. Комплекс полной мощности

S  = ÜI = 100 • 17,2е/31°=  1720 cos 31° +  /1720 sin 31° =  1475 +  /886;
Re 6 7  = 1 4 7 5 ; Imí// =  886.

Следовательно, активная мощность Р =  1475 Вт, реактивная Q = 
в= 886 ВАр и полная 5 =  1720 ВА.

§ 3.23. Измерение мощности ваттметром. Измерение мощности 
производят обычно с помощью ваттметра электродинамической системы, 
в котором имеются две катушки — неподвижная и 
подвижная.

Подвижная катушка, выполненная из очень 
тонкого провода, имеет практически чисто актив
ное сопротивление и называется параллельной об
моткой. Ее включают параллельно участку цепи, 
подобно вольтметру. Жестко скрепленная со стрел
кой (указателем), она может вращаться в магнит- Рис’ 3-22 
ном поле, создаваемом неподвижной катушкой.

Неподвижная катушка, выполненная из довольно толстого провода, 
имеет очень малое сопротивление и называется последовательной об
моткой. Она включается в цепь последовательно, подобно амперметру.

На электрической схеме ваттметр изображают, как показано на 
рис. 3.22. Одна пара концов (на рисунке обычно расположена гори
зонтально) принадлежит последовательной обмотке, другая пара кон
цов (на рисунке обычно расположена вертикально) — параллельной. 
Намкйнцах одноименных зажимов обмоток (например, у начала обмо
ток) принято ставить звездочки.



Вращающий момент ваттметра, а следовательно, и показание его 
пропорциональны действительной части произведения комплексного 
напряжения Оаь на параллельной обмотке ваттметра на сопряженный 
комплекс тока /, втекающего в конец последовательной (токовой) об
мотки ваттметра и снабженный звездочкой;

Re ÜaJ  =  Uabl  cos ( ¿ O ) .
Напряжение на параллельной обмотке берется равным разности 

потенциалов между концом ее, имеющим звездочку (точка а), и кон
цом ее, не имеющим звездочки (точка Ь). Предпо
лагается, что ток I входит в конец последователь
ной обмотки, имеющий звездочку.

Цена деления ваттметра определяется, как ча
стное от деления произведения номинального напря
жения на номинальный ток (указываются на ли
цевой стороне прибора) на число делений шкалы.

Рис. 3.23 Пример 41. Номинальное напряжение ваттметра
120 В. Номинальный ток 5 А. Шкала имеет 150 
делений. Определить цену деления ваттметра.

Р е ш е н и е .  Цена деления ваттметра равна 120• 5/150 = 4 Вт/дел.

§ 3.24. Двухполюсник в цепи синусоидального тока. На схеме 3.23 
изображен пассивный двухполюсник, подключенный к источнику 
э. д. с. Входное сопротивление двухполюсника ZBX = £'//.

В общем случае
2 ВХ = RBX +  jXBX = ге/ф.

При Х вх> 0  входное сопротивление имеет индуктивный характер, 
при Хвх <  0 — емкостный и при Хвх =  0 — чисто активный.

Входная проводимость Увх представляет собой величину, обратную 
входному сопротивлению:

Y =  1 ¡21 В Х  1 / ZrfBX*

Входное сопротивление можно определить либо расчетным путем, 
если известна схема внутренних соединений двухполюсника и значения 
сопротивлений, либо опытным путем.

При опытном определении входного сопротивления двухполюсника 
собирают схему (рис. 3.24, а), в которой амперметр измеряет ток /, 
вольтметр —напряжение Vab — V на входе двухполюсника. Ваттметр 
измеряет Re{í7a6/}, т. е. активную мощность Р = UI coscp. Модуль 
входного сопротивления z — V/I. При делении Р на произведение VI 
получают косинус угла между напряжением и током: coscp — PjVI.

По косинусу угла находят sin ф и затем определяют
RBX =  г cos ф и Хвх = г sin ф.

Так как  косинус есть функция четная, т. е. cos(— ф) = со8ф, то 
измерения для определения входного сопротивления необходимо допол
нить еще одним опытом, который позволил бы путем сопоставления 
показаний амперметра в двух опытах определить знак угла ф.



Для определения знака угла <р параллельно исследуемому двух
полюснику путем замыкания ключа К подключают небольшую емкость С 
(рис. 3.24, а).

Если показания амперметра при замыкании ключа К  станут меньше, 
чем они были при разомкнутом ключе, то угол ф положителен 
и входное сопротивление 2 — ге ;'ф имеет индуктивный характер 
(рис. 3.24, б).

Если показания амперметра при замыкании ключа станут больше, 
то ф отрицательно и входное сопротивление имеет емкостный характер 
(рис. 3.24, в).

6
а) Ю 6)

Рис. 3.24

На векторных диаграммах рис. 3.24, б, в I  — ток через двухпо
люсник; /с —ток через емкость, который опережает напряжение Ü 
на входе двухполюсника на 90°. Пунктиром изображен ток через 
амперметр при замкнутом ключе. Сопоставление пунктиром изображен
ного тока с током / и подтверждает приведенное ранее заклю
чение.

Пример 42. Измерения по схеме рис. 3.24, а дали: U =  120 В;
1 = 5 А; Р = 400 Вт. Замыкание ключа К приводит к уменьшению 
показаний амперметра. Определить входное сопротивление двухпо
люсника.

Р е ш е н и е .  Модуль входного сопротивления

z =  (/// =  240м;  

cos ф = P/UI =  400/120 • 5 = 0,666; sin ф =  0,745.

Таким образом,
RBX = г  cos ф =  24 • 0,666 = 16 Ом;

Хвх = z sin ф =  24 • 0,745 = 17,9 Ом.

Комплекс входного сопротивления ZBX = (16-f/17,9) Ом.

и§о3.25. Резонансный режим работы двухполюсника. Пусть двух
полюсник содержит одну или несколько индуктивностей и одну или 
несколько емкостей. Под резонансным режимом (режимами) работы



такого двухполюсника понимают режим (режимы), при котором вход
ное сопротивление двухполюсника является чисто активным *.

По отношению к внешней цепи двухполюсник в резонансном режиме 
ведет себя как активное сопротивление, поэтому ток и напряжение 
на входе двухполюсника совпадают по фазе. Реактивная мощность 
двухполюсника при этом равна нулю.

Различают две основные разновидности резонансных режимов: 
резонанс токов и резонанс напряжений.

§ 3.26. Резонанс токов. Явление резонанса в схеме 3.25, а, обра
зованной двумя параллельными ветвями с разнохарактерными реак
тивными сопротивлениями, называют резонансом токов.

Пусть первая ветвь имеет активное сопротивление и индуктив
ное юЬ, а вторая ветвь — активное /?2 и емкостное 1ДоС.

Ток 1г первой ветви отстает от напряжения 0  — и аЬ (рис. 3.25, б) 
и может быть записан как

Ток / 2 второй ветви опережает напряжение:

/а =  г/П =  # & - / * * ) .
Ток в неразветвленной части цепи

I  =  К  +  Аг =  й  (¿ 1  +  Яг) — ¡&  Ф 1 +  Ьг).

По определению резонансного режима, ток / должен совпадать 
по фазе с напряжением ¿7. Это будет при условии, что сумма реак
тивных проводимостей ветвей равна нулю:

Ь2 — 0.
В соответствии с (3.36)

, о/. , . 1/»С
Ь  =  И VЩ +  2 1 /ю2С2 1

Следовательно, условие наступления режима резонанса токов 
в схеме рис. 3.25, а можно записать так:

<в ь  1 /шС (3.51)
ш2С3

На рис. 3.25, б  изображена векторная диаграмма для резонансного 
режима. Из (3.51) следует, что если /?2 =  0, то резонанс наступит при

(3.51)

В еще более частном случае, когда /?2 = 0 и резонанс
наступит при

(о21 С ^ 1 .  (3.51")

* Следовательно, для определения условий наступления резонанса следует 
приравнять нулю мнимую часть комплекса входного сопротивления двухполюсника. 
Такой способ справедлив, если не пренебрегать активными сопротивлениями
индуктивных катуш ек.



Резонанса можно достичь путем изменения со, Ь, С или и 
Ток в неразветвленной части схемы по величине может быть меньше, 
чем токи в ветвях схемы. При Я2 =  0 и я «  0 ток / может оказаться 
ничтожно малым по сравнению с токами
1у И / 2 .

В идеализированном, практически не 
выполнимом режиме работы, когда =
=  /?3 =  0, ток в неразветвленной части 
схемы 3.25, а равен нулю и входное 
сопротивление схемы равно бесконечности.

Обратим внимание на следующее. В 
формулу (3.51) входит пять величин (Ь,
С, Я2, со). Если определять из нее 
Ь или С, то может оказаться, что для ис
комой величины будут получены одно 
или два действительных значения. либо 
мнимое значение.

Получение двух действительных зна
чений для Ь и С свидетельствует о том, 
что при неизменных четырех параметрах вследствие изменения пятого 
параметра можно получить два резонансных режима (пояснения к  
возникновению двух резонансных режимов при изменении одного пара
метра и неизменных остальных даются в примере 54).

Получение мнимых значений и С свидетельствует о том, что при 
данных сочетаниях параметров резонанс невозможен.

Определим со из (3.51):

[  ■£— Я?
" “ " • I /  т г - г ■ <а>

Г 1с~н *

где (о0 — резонансная частота в контуре без потерь при # 1 =  # 2 =  0- 
Поскольку угловая частота действительна и положительна, то 

числитель и знаменатель формулы (а) должны быть с одинаковыми 
знаками. Это имеет место при:

а) £ -> # ! и б) и -£ -< К !.

При частота со = со0. При Ь/С =  Я\ =  Я*

со = со0 К  0/0 , (б)
■ • к л-.

т. е. со в случае (б) получается величиной неопределенной. Физически 
это означает, что резонанс может возникать при любой частоте. 
Сопротивление параллельного контура при этом чисто активное, рав-
НОл &

•Пример 43. В схеме рис. 3.25, а 7^ =  30 Ом; со/, =  40 Ом; # 2 =  0; 
со = Ю3с Л При какой емкости в схеме будет резонанс таков?

Рис. 3.25



Р е ш е н и е .  По формуле (3.51),

±Сы
(oLХ с „ + = « 1 ± « 1  = ^  =  62,5 0м;соС

С = 1
тХг

1
Юз. 62,5

40

= 16 мкФ.

§ 3.27. Компенсация сдвига фаз. Входное сопротивление большин
ства потребителей электрической энергии имеет индуктивный характер.

Для того чтобы уменьшить потребляемый 
ими ток за счет снижения его реактивной 
составляющей и тем снизить потери энер
гии в генераторе и подводящих проводах, 
параллельно приемнику энергии включают 
батарею конденсаторов.

Уменьшение угла сдвига фаз между 
напряжением на приемнике и током, потреб
ляемым от генератора, называют компенса
цией сдвига фаз.

Компенсация сдвига фаз особенно су
щественна для энергоемких потребителей, 
например крупных заводов. Осуществляет
ся она в месте ввода линии питания в рас
пределительном устройстве. Экономически 
выгодно подключать конденсаторы на воз
можно более высокое напряжение (ток че
рез конденсаторы /c = t/coC). Угол сдвига 

фаз ф между напряжением и током, потребляемым от источника пи
тания, обычно доводят до значения, при котором cos ф = 0 ,9 - i - 0,95.

§ 3.28. Резонанс напряжений. Резонанс в схеме последовательного 
соединения R, L, С (рис. 3.26, а) называют резонансом напряжений.

При резонансе ток в цепи должен совпадать по фазе с э. д. с. Ё. 
Это возможно, если входное сопротивление схемы

Z =  R -f- / (&L —

Рис. 3.26

со С

будет чисто активным. Условие наступления резонанса в схеме 
рис. 3.26, а

(о01 = 1/(м0С), (3.52)

где щ  — резонансная частота.
При этом / =  £■//?. Напряжение на индуктивности при резонансе 

равно напряжению на емкости:
Ul = Uc = u0LI.

Отношение
topL.
R

V l /c

(QqL
R

= Q
l oo
(3.53)



л

называют добротностью резонансного контура. Добротность показы
вает, во сколько раз напряжение на индуктивности (емкости) превы
шает напряжение на входе 
схемы в резонансном режиме.
В радиотехнических устройст
вах <2 может доходить до 300 
и более. Векторная диаграм
ма для режима резонанса изо
бражена на рис. 3.26, б.

Характеристическим соп
ротивлением р для схемы 
рис. 3.26, а называют отно
шение напряжения на Ь или 
С в режиме резонанса к току 
в этом режиме: р =  (2Я.

а) _ I)

§ 3.29. Исследование ра
боты схемы рис. 3.26, а при 
изменении частоты и индук
тивности. Пусть в схеме рис.
3.26, а параметры Я, Д, С и 
э. д. с. Е постоянны, но ме
няется частота со. Обсудим ха
рактер изменения тока / и напряжений и и с  в функции от со.

Ток в цепи
Е Е 1

со
(Оо

СОр
(О/ * ■ + ( “ ' — ¿ Г  *  / 1+ <г" ( :

При изменении со меняется реактивное сопротивление цепи X =  
—-4=г: при со* -> 0  сопротивление Х -> оо и ток / -> 0; пришС'

со= 1  ̂  1С сопротивление Х = 0 и ток I =  Е/Я] при со
ление Х-+оо и ток I 0.

Напряжение на индуктивности

оо сопротив-

и 1 = иЫ = Е ОЗо

1 + 02
0)
Й>0

0)р
(О

При со- -0 напряжение ¿/¿ =  0; при со-»-оо напряжение и^ -^Е
(рис. 3.27, а). При <3> —1— кривая £/х (кривая и с ) проходит через 

>н • У2
максимум, при кривая и ь монотонно стремится к Е.

1При со->-0 напряжение на емкости Ис = 1 стремится к Е, при
оо I/с-*-0 .СО'

* Стрелка заменяет слово «стремящийся» или соответственно «стремится».
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Из рис. 3.27, а  видно, что максимумы напряжений на индуктив
ности UL и емкости Uс  имеют место при частотах, не равных резонанс
ной частоте со0 =  1/|/LC: максимум UL имеет место при частоте a>i >  ©0, 
а максимум Uc — при частоте

сос < « 0 ^  = о)0у Л о 2фС~'

На рис. 3.27, б  изображены две кривые, характеризующие зави
симость I = f ( со) для цепи с неизменными L, С и Е при двух различ
ных значениях R. Для кривой 2 сопротивление R меньше (а доброт
ность Q больше), чем для кривой 1.

Обычно кривые рис. 3.27, б  изображают в относительных едини
цах, откладывая ток в долях от тока при резонансе, а частоту—> 
в долях от резонансной частоты. Графики тока в относительных еди
ницах изображены на рис. 3.27, в. Они построены по формуле

“ / ! + < ? ( £  - £ ) * '

Чем меньше активное сопротивление резонансного контура при 
неизменных остальных параметрах схемы, т. е. чем больше доброт
ность контура Q, тем более острой (пикообразной) становится форма 
кривой / = /(со).

Полосой пропускания  резонансного контура называют полосу частот 
©2 — ©i = (o0/Q, на границах которой отношение -¡щ составляет 0,707 
(рис. 3.27, в).

Граничные частоты coli2 = -Щ- (K l +  4Q 1).
Если в схеме рис. 3.26, а менять не частоту, а индуктивность L, 

то зависимости I, UL в функции от XL =  ©L (ш = const) будут в виде 
кривых рис. 3.27, г.

Так как Uс = - ^  I , а 1/соС = const, то кривая Uc — f(^L) качест
венно имеет такой же вид, что и кривая / =  /(coL).

Пример 44. В схеме рис. 3.26, a R = 10  Ом; L= 1 Г; С = 1 мкФ.
Определить резонансную частоту со0, добротность Q, а также напря

жение на емкости Uc , если на вход схемы подано напряжение 10 мВ 
при резонансной частоте.

Р е ш е н и е .  Резонансная частота со„= 1 / 1 ^ 0 =  1/]/10 6 =  103 с-1.
Добротность Q =  (<a0L)/R =  ( l03- 1)/10= 100. Ток в цепи / =  £/(?= 

=  0,01/10=1 мА. Напряжение на емкости Uc = QE = 100- 0,01 =>Т В.

§ 3.30 Частотная характеристика двухполюсника. Входное сопро
тивление двухполюсника и его входная проводимость есть функции 
частоты. Зависимости действительной и мнимой частей входного сопро
тивления или входной проводимости двухполюсника от частоты назы
вают частотными характеристиками двухполюсника.



• Частотные характеристики рассчитывают, если известны схема 
внутренних соединений двухполюсника и значения активных сопро
тивлений, индуктивностей и емкостей в ней, либо снимают опытным 
путем.

При снятии частотных характеристик опытным путем на вход 
схемы подают напряжение, частота которого может меняться в широ
ких пределах, и по результатам измерений подсчитывают действи
тельную и мнимую части входного сопротивления.

В схему двухполюсника могут входить последовательно и парал
лельно соединенные индуктивности, емкости и активные сопротивле
ния. Наибольший интерес представляют частотные характеристики 
двухполюсников, составленных только из индуктивностей и емкостей.

Если частота источника питания двухполюсника высока, то индуктив
ные сопротивления катушек индуктивности оказываются много больше 
собственных активных сопротивлений катушек и для упрощения построе
ния частотных характеристик последними часто пренебрегают. Для 
такой идеализированной упрощенной схемы, где имеются только индук
тивности и емкости, построение частотных характеристик схемы упро
щается.

Рассмотрим построение частотных характеристик двухполюсников, изображен
ных на рис. 3.28, а, г. Двухполюсник рис. 3.28, а образован последовательно 
соединенными и Сг; двухполюсник рис. 3.28, г — параллельно соединенными 
и С2. При построении частотных характеристик будем полагать, что в реактивных 
сопротивлениях всех элементов, из которых составлены двухполюсники, отсут
ствуют потери энергии. Входное сопротивление и входная проводимость для двух 
полюсника рис. 3.28, а соответственно:



Прямая I рис. 3 .2 8 ,5  выражает зависимость со£];=^/ (со); кривая 2 — зависи

мость — ^^сг==^ (й>) ’ к РИвая 3 —зависимость Х=/(со). Значение со =  со0, при кото
ром кривая 3  рис. 3.28, б пересекает ось абсцисс, представляет собой угловую 
частоту, при которой в двухполюснике рис. 3.27, а  наступает резонанс напря
жений.

При (о <  а>о входное сопротивление имеет емкостный характер (X отрица
тельно), при со >  со0— индуктивный (X положительно). Так .как  для схемы 
рис. 3. 28, а реактивная проводимость ¿>=1/Х, то кривая 6 =  /(со) рис. 3.28, в 
взаимно обратна кривой 3 рис. 3.28, б. При со <  сов входная проводимость име^т 
емкостный характер , при со>со0— индуктивный. В точке &) =  со0 кривая & = /(со) 
претерпевает разрыв от —оо до + оо . Д ля двухполюсника рис. 3.28, г вход
ная проводимость и входное сопротивление соответственно:

г ~ т + 1 ^ —

1 Г  V  1 1—соСа; Х — -г  — -а>£.а ~ ^ Ь 1 ‘_____ — соС«(0̂ 2
Зависимости Х  =  /(со) и Ь—((ч>) для схемы рис. 3.28, г изображены соответственно 
на рис. 3.28, д, е. При со =  со£ реактивная проводимость Ь — 0, а реактивное сопро
тивление претерпевает разрыв от -(-с» до — с». При со =  а>,' в двухполюснике 
рис 3.28, г имеет место резонанс токов. Таким образом, по виду характеристики 
Х =  /(со) или Ь = [  (ш) можно судить о то!^, какого типа резонансные режимы и 
в каком количестве возникают в исследуемой схеме при изменении частоты от О 
до оо. Точки, в которых X =  / (со) пересекает ось абсцисс [кривая Ь =  [ (со) пре
терпевает разрыв от — оо до + о о ] ,  дают значения угловой частоты, при которых 
в исследуемой схеме возникают режимы резонанса напряжений.

Точки, в которых кривая Х =  /(со) претерпевает разрыв от + о о  до — оо 
(кривая 6 =  / (со) пересекает ось абсцисс], соответствуют режимам резонанса 
токов.

В качестве иллюстрации сформулированного правила исследования построим 
частотные характеристики Х = /(ш ) и Ь =  [ ( со) для схемы рис. 3.28, ж  и по ним 
определим, какие резонансные режимы и в каком количестве возможны в схеме 
при изменении частоты от 0 до оо. Д ля двухполюсника рис. 3.28, ж  реактивное 
сопротивление равно сумме реактивных сопротивлений двухполюсников рис. 3 .28 ,а ,г . 
В соответствии с этим ординаты кривой Х=/(со) для схемы рис. 3.28, ж полу
чаем на рис. 3 .28 , з  путем суммирования ординат кривых Х =  /(со) рис. 3.28, б, д. 
Зависимость Ь — } ( со) для схемы рис. 3.28, ж  изображена на рис. 3 .2 8 ,« .  Из 
рис. 3.28, э, и видно, что в схеме рис. 3.28, ж  при увеличении частоты от 0 до оо 
происходит следующее: при со =  со! возникает резонанс напряжений, при ш =  со2 — 
резонанс токов, затем при со =  со3 вновь возникает резонанс напряжений. При 
последующем увеличении частоты резонансов в схеме возникать не будет.

Обратим внимание на следующее:
1) режимы резонанса токов и резонанса напряжений чередуются;
2) число резонансных частот для канонических схем (см. § 3.31) на единицу 

меньше числа реактивных элементов;
3) если в схеме есть путь для прохождения постоянного тока, то при плав

ном увеличении частоты первым наступит резонанс токов, если нет — резонанс 
напряжений. л

Это следует из того, что если есть путь для постоянного тока, то йри '6з =  0

характеристика X  (со) начинается с нуля, а затем увеличивается ^ ^  и
при некоторой со претерпевает разрыв, который и соответствует резонансу токов. 
При аналитическом определении резонансных частот в реактивном двухполюснике 
реактивное сопротивление его следует представить в виде отношения двуХПполи- 
номов по степеням со, т. е. Х  =  N (со)/М (со). Корни уравнения Л1 (со) =  0 соответ
ствуют частотам, при которых возникает резонанс напряжений. Корни уравнения 
Л1 (со) =  0 соответствуют частотам, при которых имеет место резонанс токов.



§ 3.31. Канонические схемы. Эквивалентные двухполюсники.
Путем эквивалентных преобразований отдельных частей сложных схем 
последние можно привести к 
более простым схемам с ми
нимально возможным числом 
Я, Ь, С в них —к канони
ческим схемам. Так, схемы 
рис. 3.28 являются канони
ческими. Преобразования осу
ществляют либо путем пере
хода от звезды к треугольни
ку (или наоборот) или от па
раллельно-последовательного 
соединения (рис. 3.29, а) к па
раллельному фис. 3.29, б),
(рис. 3.29, в) к последовательно-параллельному (рис. 3.29, г) и после
дующего упрощения схемы. Значения коэффициентов перехода: 
для рис. 3.29, а, б Ь = а ( 1 + а ) ;  с =  (1 + а )а; й=1-\-а;

л , а2 ( 1 , €/■
для рис. 3 .29 ,в, г Ь = - ^ — : с = (т—а) ¿  = т+^-

Двухполюсники рис. 3.29, а, б, как и рис. 3.29, в, г, называют 
эквивалентными, так как они имеют равные входные сопротивления 
при всех частотах.

§ 3.32. Передача энергии от активного двухполюсника нагрузке.
К зажимам аЬ активного двухполюсника рис. 3.30, а подключена 
нагрузка 2 Н = /?Н +  /ХН. Требуется выяснить, при соблюдении каких 
условий в нагрузке выделяется максимальная активная мощность.

Рис. 3.29

либо от параллельного соединения

ГСогласующий 
I  I трансформатор

а)
Рис. 3.30

По методу эквивалентного генератора (см. § 1.25), ток в нагрузке

 ̂= ^ а 6х.х/(^вх +  2 н),

где 2 ВХ = /?в, +  ¡Хвх — входное сопротивление двухполюсника по отно
шению *  зажимам аЬ.

Поэ1ом)' ' - - « г + я ,+ У А ,+ л ^  •



По условию, Явх и Хвк заданы и изменять их нельзя. Изменять 
можно лишь Ка и Ха. Выберем такое Хн, чтобы ток в цепи был. 
максимальным; это возможно, если Хвх +  Хн = 0. При этом двухпо
люсник работает в резонансном режиме —ток через нагрузку по фазе, 
совпадает с напряжением й аЬх_х:

I  =  й а Ь х .  х / ( К в *  +  Я и ) .

Как и в цепи постоянного тока (см. § 1.26), если взять /?,,= Рвх„ 
выделяющаяся в нагрузке мощность максимальна:

Таким образом, чтобы выделить в нагрузке, присоединяемой 
к активному двухполюснику с входным сопротивлением #пх +  /Хвх, 
максимально возможную мощность, необходимо, выбрать следующие 
сопротивления нагрузки: Х н = — Х вх и Яя — Явх.

§ 3.33. Согласующий трансформатор. Нагрузкой двухполюсника 
может быть какое-либо уже существующее устройство, сопротивление 
которого 2 „, так же как и входное сопротивление двухполюсника 2 „х, 
задано и не может быть изменено. В этом случае согласование на
грузки с двухполюсником осуществляют, присоединяя нагрузку не 
непосредственно к зажимам двухполюсника, а через согласующий 
трансформатор в соответствии со схемой рис. 3.30, б. Обозначим 
через и щ>.2 число витков первичной и вторичной обмоток трансфор
матора. Активные сопротивления и индуктивности рассеяния обмоток 
полагаем весьма малыми и при расчете не учитываем. Сердечник 
трансформатора (на рисунке не показан) выполнен из высококачест
венного магнитного материала с малыми потерями, поэтому ток 
холостого хода трансформатора мал по сравнению с током по обмотке 
при нагрузке. Такой трансформатор поЪзоим свойствам приближается 
к трансформатору, который называют идеальным (см. § 3.34). Для 
него справедливы соотношения (обозначения соответствуют рис. 3.30, б)

Пояснения к этим формулам .см. в § 15.67 (обозначения согласуются 
так: 0„ь = 0 1, /н = /г и  ̂=  Л)- Входное сопротивление изображенной 
пунктиром части схемы по отношению к зажимам аЬ

В соответствии с предыдущим это сопротивление должно быть комт 
плексно-сопряженное с сопротивлением двухполюсника:

Отсюда следует, что для выполнения условия согласования по 
активному сопротивлению Явх = Яи^^ы)^2, а для согласования по 
реактивному сопротивлению Хвх = — Хп^/Ы)})2. Отношение чисел

Р шах — 1̂ аЬх. х/(4̂ ?Вх)>

■г “>1

— ^вх +  /^вх-



витков До]/До2 определим из первого условия = ]/ Якх/Яи . При 
выборе числа витков 1Ш1 и площади поперечного сечения сердечника 

.трансформатора 5  должно быть учтено, что в установившемся режиме 
работы амплитудное значение потока в сердечнике не должно дости
гать потока, насыщения этого сердечника, иначе будет нарушено усло
вие 11хю1 — /иау2 яа 0. Для выполнения согласования по реактивному 
сопротивлению последовательно с нагрузкой включают дополнитель
ное реактивное сопротивление соответствующего характера.

§ 3.34. Идеальный трансформатор. В качестве элементов схем 
замещения электрических цепей наряду с /?, Ь, С, М в литературе 
используют идеальный трансформатор (ИТ).

Идеальным называют трансформатор без потерь, у которого вход
ные и выхрдные .токи и напряжения связаны соотношениями 0 1 =  
=  /С̂ /2, / 2 = К1\, где К =  — коэффициент трансформации. 
Идеальный трансформатор трансформирует напряжение (]х в напря
жение ¿/2, ток /! в ток /2, сопротивление нагрузки 1 в сопротивле
ние ЛГ22 (см. § 3.33).

§ 3.35. Падение и потери напряжения в линии передачи энергии«
Генератор соединен с приемником энергии линией 
передачи, которая обладает активным Дл и индук
тивным Х л =  а>Ья сопротивлениями.

Построим векторную диаграмму для цепи, со
стоящей из генератора, линии передачи и прием
ника. Для определенности положим, что нагрузка 
приемника имеет индуктивный характер. Вектор 
напряжения в конце линии (на приемнике) напра
вим произвольно (рис. 3.31), ток I отстает от него 
в силу индуктивного характера нагрузки. Паде
ние напряжения в активном сопротивлении линии /#л совпадает по фазе с то
ком, падение напряжения в индуктивном сопротивлении линии //Х л опережает 
ток на 90°.

Под падением напряжения в линии передачи понимают модуль геометрической
разности векторов напряжения в начале и конце (0 2) линии: 1 у Ц л +  (ш^л)2>

Потеря напряжения в линии передачи равна разности модулей напряжения 
в начале и конце линии, т. е. \0г \— | £ /2 !• Потеря напряжения показывает, на 
сколько вольт напряжение в конце линии меньше, чем напряжение в начале ли
нии. Как правило, падение напряжения больше потери напряжения.

§ 3.36. Расчет электрических цепей при наличии в них магнитно
связанных катушек. В состав электрических цепей могут входить 
катушки, магнитносвязанные с другими катушками. Поток одной из 
них пронизывает другие и наводит в них э. д. с. взаимоиндукции, 
которые должны быть учтены в расчете. При составлении уравнений 
для магнитносвязанных цепей необходимо знать, согласно или встречно 
направлены потоки самоиндукции и взаимоиндукции.

Правильное заключение об этом можно сделать, если известно 
направление намотки катушек на сердечнике и выбрано положитель
ное направление токов в них.

На рис. 3.32, а катушки включены согласно, на рис. 3.32, б —> 
встречно. Чтобы не загромождать чертеж, сердечники катуш ек на



электрических схемах обычно не изображают, ограничиваясь тем, что 
одноименные зажимы (например, начала катушек) помечают одинако
выми значками, например звездочками *.

Схема рис. 3.32, в эквивалентна схеме рис. 3.32, а, а схема 
рис. 3.32, г —схеме рис. 3.32, б.

Если на электрической схеме токи двух магнитносвязанных кату
шек одинаково ориентированы относительно одноименно (звездочками) 
обозначенных зажимов катушек, например оба направлены к звездоч
кам или оба направлены от звездочек, то имеет место согласное вклю
чение, в противном случае — встречное.

1 1 ' V 1
1г ч ь г

а) В)

6) г)
Рис. 3.32 Рис. 3.33

На примере рис. 3.33 рассмотрим методику составления уравнений 
для расчета магнитносвязанных цепей. Произвольно выберем поло
жительные направления токов в ветвях схемы рис. 3.33. Направления 
обхода контуров выберем по часовой стрелке. Сначала составим урав
нения для мгновенных значений:

Н =  Ч ~г ¿з!
для левого контура (первая и вторая ветви)

(а)

. Перед слагаемым М ~  поставлен тот же знак, что и перед ^ ,
так как ток ¿1 и ток /3 входят в одноименные зажимы магнитносвя
занных катушек, т. е. имеет место согласное включение. Сумма сла
гаемых + представляет собой падение напряжения в пер
вой катушке.

Все слагаемые левой части уравнения (а) взяты со знаком плюс, 
так как на всех участках первого контура положительные направле
ния токов совпадают с направлением обхода контура.

Составим уравнение для правого контура (вторая и третья ветви). 
Направление тока /2 встречно направлению обхода контура, поэтому 
сумма падений напряжений во второй ветви войдет в уравнение со

* Одноименные зажимы магнитносвязанных катушек часто обозначают вместо 
звездочек точками: —  Если магнитно связано несколько катушек, то начало 
и конец размечают для каждой пары катушек отдельно.



знаком минус:
_1_
'С, • е 3 .

В комплексной форме записи
/! =  /» +  /*; (б)

^  ~  ¿ Г  +  № *) +  ^  (й *  ~  ¿ ¡ )  +  ^ 0)М =  (в)

/ '̂соМ — /2 ̂ 2  — ̂ ¡ )  4- ̂ 3 (#3 4- /соЬз) = ---¿3. ( г )

§ 3.37. Последовательное соединение двух магнитносвязанных 
катуш ек. На рис. 3.34 изображена схема последовательного соглас-

м м

ного включения двух катушек, а на рис. 3.35 — последовательного 
встречного включения тех же катушек.
„ При согласном включении

+  и  % 4  М % + 1 2 % +  М ** +  »7?, = е.1 <К 1 й(
В комплексной форме записи

/ [/?! +  /?2 +  /ю (¿1-4- ¿г 4- 2 М)] — Ё\
^^согл =

^согл =  ^ 1  +  ^ 2  +  /Ш (^ 1  4 - ^ 2  4 -  2 М ) . (3.54)

Векторная диаграмма для согласного включения изображена на 
рис. 3.36, где 6^ — напряжение на первой катушке; 0.2 — на второй. 

При встречном включении

Отсюда

где

<и 1 г м 

1 7  = Р1  в с т р --- ь  »

в̂стр = ̂ 1 4̂  4" /<*> (^1 + ̂ 2 ~ 2Л1). (3.55)

Векторная диаграмма для встречного включения при и
Ьг >  М изображена на рис. 3.37.



§ 3 .38 . Определение взаимной индуктивности опытным путем.
Обсудим два практически важных способа опытного определения 
взаимной индуктивности М двух магнитносвязанных катушек.

Первый способ. Проделаем два опыта. В первом из них включим 
катушки последовательно и согласно. Измерим ток и напряжение на

Рис. з .з ь Рис. 3.37 Рис. 3.38

входе и активную мощность цепи. Во втором те же катушки вклю
чим последовательно и встречно и также измерим I , и ,  Р. По ре
зультатам измерений найдем:

X согл = ® (¿1 +  “Ь 2 М); Хвстр = © 4* Ь2 — 2 М).
Разность X, ХВСТр = 4сйМ, следовательно,

М = ■̂ согл -̂ всто
4со (3.56)

Второй способ. Подключим первую катушку к источнику синусо
идальной э. д. с. через амперметр (рис. 3.38), а к зажимам второй 
катушки подключим вольтметр с большим внутренним сопротивлением. 
Измерим ток 1Х и напряжение и 2.

Мгновенное значение напряжения и2 = М~~. Его действующее зна
чение и 2 = (х>М1ь  Следовательно,

М = и а/Ы1. (3.57)
Пример 45. В схеме рис. 3.38 вольтметр показал 100 В, ампер

метр 10 А; со = 314 с-1. Определить М.
Р е ш е н и е .  По формуле (3 .57), М =  100/(314’ 10) =  0,0319 Г.

§ 3.39. Трансформатор. Вносимое сопротивление. Трансформатор 
представляет собой статическое (т. е. не имеющее подвижных частей) 
устройство, служащее для преобразования переменного во времени 
напряжения по величине, а такж е для электрического разделения 
цепей и для преобразования сопротивлений по величине. Передача 
энергии из одной цепи в другую производится трансформатором бла
годаря явлению взаимоиндукции.

Трансформатор имеет две обмотки, находящиеся на общем сердеч
нике. Магнитную проницаемость сердечника будем полагать постоянной.



Параметры первичной обмотки и Ьх; вторичной — Я2 и ¿ 2. Взаим
ная индуктивность между обмотками М (рис. 3.39, а). Сопротивление 
нагрузки, подключенной к зажимам вторичной обмотки, равно Z¡l.

Е

Рис. 3.39

Выберем положительные направления токов /х и /2. Обозначим
напряжение на нагрузке £/н. Запишем уравнения в комплексной форме: 

для первичной цепи
+  +  î 2ju>M =  ¿ 1; (3.58)

для вторичной цепи

/ 2/?2 +  72/mL2-|-/1/(aM+ i7H = 0. (3.59)

На рис. 3.39, б  качественно построим векторную диаграмму, пола
гая, что нагрузка Zu =  2не'Фн имеет индуктивный характер. Ток / 2 
направим по оси + 1 . Напряжение на нагрузке (Ja опережает ток / 2 
на угол .ф,,. Падение напряжения LR2 совпадает по фазе с током /2. 
Вектор /2/îoL2 опережает ток / 2 на 90°.

В соответствии с уравнением (3.59) вектор î xj(ùM проводим так, 
чтобы геометрическая сумма падений напряжений во вторичной цепи 
равнялась нулю.

Вектор тока î x отстает от вектора Д/м/И на 90°. Вектор /> Rx совпа
дает с вектором тока 1г по фазе, а вектор i xja>Lx опережает 7Х на 90°.. 

Вектор /2/о)М опережает / 2 на 90°. В ссютветствии с уравнением
(3.58) геометрическая сумма / 1/?1 +  /1/шЬ1 +  /2/(оЛ1 дает Éx.

В (3.59) подставим Ù„ = /2ZH =  / 2 (RH +  /Хн) и решим уравнения
(3.58) и (3.59) относительно î x.

j
1 (̂ 1 + ̂ ?bh)+/ (Xi — Хви) ’

где RBH и Хвн — вносимые из вторичного контура в первичный актив
ное и реактивное сопротивления;

р  ________ Ы“М2_______  .р . р \.
АВН“  № + «„)2+(®/.2 +  Хн)2

—  (ùLXt
v  __ о)Ш2 , т , v  \

вн “  { R i + Я.,)2 +  (mL2 +  Хн)2 ^



Вносимые сопротивления представляют собой такие сопротивления, 
которые следовало бы «внести» в первичную цепь (включить последо
вательно с ^  и X !), чтобы учесть влияние нагрузки вторичной цепи 
трансформатора на ток в его первичной цепи.

Пример 46. Определить токи в схеме рис. 3.40, а и построить 
топографическую диаграмму, совместив ее с Еекторной диаграммой 
токов, полагая =  2 Ом; шЬ2 = 3 Ом; соМ = 1 Ом; Яп = 4 Ом; 
£ = 1 0 0  В.

м

Т ) Ё

а) 5)
Рис. 3.40

Р е ш е н и е .  Составим уравнения по законам Кирхгофа. По пер
вому ^акону Кирхгофа,

1̂ — 2̂ +  ̂ н*
При составлении уравнений по второму закону Кирхгофа обход 

контуров будем совершать по часовой стрелке; тогда
/ +  / ¿/со М +  / н7?н = Ё\
Д/соМ +  /2/со1 2 — /„/? н = 0.

В двух последних уравнениях заменим /„ на /* — /2:

11 (К г+ ^ Ь 1) +  /2 (/со М — /?и) = Ё;

(/со М — 7?н) +  / 2 (#н +  /и^ г)= 0*
Подставим числовые значения:

/1(4 +  2/) +  /2(/ -4 )= 1 0 0 ;

Л ( / - 4 )  +  /2(4 +  3/) = 0.

Решение уравнений дает: 1Х= 17,7е_/63' А; / 2 =  14,6е~/114° А; /„ = 
=  /1- / 2=14,12е ' 9°51' А.

На рис. 3.40, б  изображены топографическая диаграмма и совме
щенная с ней векторная диаграмма токов.

Пример 47>. Построить топографическую диаграмму для схемы 
рис. 3.41, а, совместив ее с векторной диаграммой токов. Две ветви 
схемы связаны магнитно. Значения параметров: — 3 Ом; ыЬ2 — 
=  4 Ом, соМ = 3 Ом, 7?! =  Я2 =  2 Ом, Ё = 100 В.

Р е ш е н и е .  Обозначим токи в. ветвях через Д  и / 2 и ток в нераз- 
ветвленной части схемы — через /. Составим уравнения по второму



закону Кирхгофа для согласного включения катушек:

11 (^1 +  ¡^^¡) + 1г/®М =  Ё;
/1/(йМ +  ¡1 (Яо +  /<о1 2) =  Ё.

Совместное решение их дает: /1= 16е ',’в0’ А; / 2 =14,27е ^6'30- А. 
Топографическая диаграмма,

§ 3.40. Резонанс в магнитносвя
занных колебательных кснтурах. В
§ 3.23 — 3.27 были описаны резонансные явления в параллельном, последователь
ном и последовательно-параллельном резонансных контурах. Рассмотрим резонанс 
в магнитносвязанных колебательных контурах — в схеме рис. 3.42, а ,  часто 
применяемой в радиотехнике. С целью упрощения выкладок положим 
С1 =  С2 =  С; =  /? 2 =  /?, что дает возможность относительно легко выявить основ* 
ные закономерности резонанса в этой схеме.

Составим уравнения по второму закону Кирхгофа:

Рассмотрим вопрос о перено
се мощности из одной ветви в 
другую вследствие магнитной 
связи. Если ветвь к с током ! к 
и ветвь (/ с током / 9 связаны 
магнитно и взаимная индуктив
ность между ветвями М , то маг
нитный поток из ветви к в ветвь 
<7 переносит комплексную мощ
ность, равную произведению 
э. д. с. взаимоиндукции в д-вет
ви цг/соМ1к на сопряженный 
комплекс тока д-ветви, т. е. /?:

совмещенная с векторной диа
граммой токов, изображена на 
рис. 3.41, б.

Знак минус соответствует сог
ласному, плюс—встречному со
единению.

§  = (^г 19.

Рис. 3.41

11 ( к +/«>£ =&'•

— / 1/о)М + ̂ а + /<й̂- — мет) ~
Найдем

/соМЁ

Напряжение на конденсаторе второго контура

о  _/ _ !___ р м __________ 1_________
С‘ 2 ' " с  “  с  + + м



Пусть Ùc j È  =  K a • Тогда 

МКи-

1 R RОбозначим cûR = ------ ; -------=  —— — =<d;
LC со,,! V  LJC L '

(а)

6)
Рис. 3.42

С помощью е учитывается отклонение текущей частоты м от резонансной «о- 
Рассмотрим работу схемы при относительно малых отклонениях о) от щ . Положим 
со =  0 о—Дсо. Тогда

(о2 _  (0„ — (О2 _  (сор—о>) (сор +  со) __ 2Д(о
ИЙ шЦ ~ а>8 ~ ' ■: 1- ы0

В свою очередь,

ю2
2Дсо
ш0

При малых отклонениях ш от со0, вынеся в знаменателе выражения (а) за 
скобку cû2L2 «îto§Z .2 и использовав указанные обозначения, получим

Ки--
Модуль

\Ки

№ +  d2—е2 —j2e.d ’

__________ k__________
(№ +  d- — s2)2 +  4e2d2

(6)

При фиксированных й и й можно исследовать | К и | на экстремум в функ
ции е для двух случаев: при d и при k< d ■

При k '> d  имеются три экстремума: минимум при е =  0, т. е. при <о =  ш0, и 
два максимума при р1 2 = ± ] / & 2 — d2, которым соответствуют частоты ы1 2  =
= Шр V1 —е1.2-

Резонансная кривая при этом имеет два «горба» (кривая 1 на рис. 3.42, б, 
построенная при Зй). С увеличением £ «горбы» кривой раздвигаются.



При k < d  имеется только один экстремум: максимум при е =  0 (кривая 2 ка 
рис. 3.42, б). По оси абсцисс на этом рисунке отложено e/d, по оси ординат —

Токи первичного ({¡) и вторичного (/2) контуров в функции от е/Л при k '> d  
также имеют двугорбую форму.

§ 3.41. «Развязывание» магнитносвязанных цепей. Иногда в литературе можно 
встретить расчетный прием, который называют развязыванием магнитносвязанных 
цепей (катушек). Суть его в том, что исходную схему с магнитносвязанными индук
тивностями путем введения дополнительных индуктивностей и изменения имевшихся 
преобразуют так, что магнитная связь между всеми индуктивностями в преобра
зованной схеме отсутствует.

Так как  преобразования осуществляют на основе составленных по законам 
Кирхгофа уравнений для исходной схемы, то вновь полученная и исходная схемы 
в расчетном смысле полностью эквивалентны.

Составим, например, схему, эквивалентную схеме рис. 3.33. С этой целью 
в уравнении (в) (см. § 3.36) заменим / 3 на /х — / 2 и в уравнении (г) на / 2 +  /з- 
Замену одних токов другими производим так, чтобы в каждое из получающихся 
после замены уравнений входили только те токи, которые текут  в ветвях рас
сматриваемого контура. В данном случае получим:

Уравнениям (в) и (г) соответствует схема рис. 3.42, в. Сопоставляя схемы 
рис. 3.33 и 3.42, в, замечаем, что заменена на (Lj +  Aí), L3 —  на (Ls -\-M), а во 
вторую ветвь введена отрицательная индуктивность L,¿ =  — М  (физически осуще
ствить отрицательную индуктивность в цепи с линейными элементами невозможно).

§ 3.42. Теорема о балансе активных и реактивных мощностей. В любой линей
ной электрической цепи сумма активных мощностей источников э. д. с. равна 
сумме активных мощностей приемников, а сумма реактивных мощностей источников 
э. д. с .—сумме реактивных мощностей приемников энергии.

При этом под реактивной мощностью приемников энергии понимают сумму 
произведений квадратов токов ветвей, умноженных на реактивные сопротивления 
ветвей, подсчитанных без учета явления взаимоиндукции, плюс алгебраическая 
сумма мощностей, переносимых магнитными потоками из одних ветвей в другие 
вследствие явления взаимоиндукции. При этом имеется в виду, что без учета 
взаимоиндукции подсчитываются только реактивные сопротивления ветвей, а то ки —. 
с учетом этого явления. Пусть схема содержит f  узлов, в ветвей и все ветви или 
часть их связаны друг с другом магнитно. По первому закону Кирхгофа, сумма 
токов в любом узле равна нулю. Например, для /г-узла, в котором сходится п 
ветвей.

п п
2  /кР =  0 или 2  Л Р =  0 .

р = i р=1

Умножим каждое слагаемое этой суммы на потенциал /г-узла ф*:
П

ф* 2  к̂Р=о.
р= i

Просуммируем аналогичные выражения для всех / узлов схемы:
f  п

i¡=i р= i



В двойную сумму любой ток схемы, например ток 1т д , входит дважды и притом 
с разными знаками. Действительно, при к =  щ и р =  (/ слагаемое равно фт /т 9 , 
а при /г =  <? и р =  /п равно фч10 т . Так как  }дт  =  — }т д , то эти слагаемые можно 
объединить и получить 1тд  (фт  — ф9).

I ХМ«фг

5Г с„
Р и с . 3.43

Пусть какая-то  ветвь схемы, например ветвь ¿<7, магнитно связана с ветвью &г 
так , что сопротивление взаимоиндукции между ними Х щ  ^  (рис. 3.43).

В соответствии с рис. 3.43 для ветви цк

Ф? -  Ф* = ̂ кд ~  'кд2 кд ~ 15г1ХМк1)/5г
для ветви вг

Если принять, чго /*9  =  /*9е/фА?, ¡ ¡ г — /¿ге/ф*'\ и учесть, что /* 9 =  /*9е— 
и / = /  'Г ' '9*”  
то сумма двух  слагаемых

/  / ¡X -I-I I ¡X = /  /  ¡X Ге-, С<Р*9 _1_ е (<р*д 1 _кд ц/$г Ьд Ьд $г! М^/зг | _|
- ^ М ^ / к д ^ г ^ ^ к д - Ъ г ) .

Таким образом, попарное рассмотрение слагаемых двойной суммы позволяет 
переписать ее в виде

2  £* Л р  =  23  '^ Л р  +  ' 2 2  ™ (Ф*,-Ф,г). (3-60)
Слагаемые типа Ёкр]кр представляют собой произведение э. д. с ., находящейся 

в ветви (к и р — текущие индексы узлов схемы), на сопряженный комплекс тока 
этой же ветви; /|р —квадрат модуля тока ветви кр-, 2 ^р =  /?^р + / Х йр.

В сумму /2 ^  ^ , 5Г со8 (Ф*9 ” Ф5г) по одному разу входят попарные
произведения токов магнитно связанных друг с другом ветвей, умноженные на 
соответствующие сопротивления взаимоиндукции и на косинусы углов между токами 
этих ветвей.

Например, если в некоторой схеме магнитно связаны три ветви (ветви 12% 13  
и 23), то вторую сумму в (3.60) записывают как

>2 { V  А н/13 С0§ (ФИ “  ФИ) + /12/23Х  Ж1МЗ «» (Фи “ Ф23) + 
+ /2з/А * 3/13С08(Ф2Я-Ф1з)}-

Л евая и правая части формулы (3.60) представляют собой комплексы. Равен
ство действительных частей комплексов дает формулу

^ * р 4 р = ^ ]  ! \ р ^ к р ^  (3 .61)

а равенство мнимых—формулу

1т  £  4 Р4 Р = 2  ' 1Л  + 2 2  С08 (Ф*,-Ф*г). <3-62>



В этой формуле Х'мцд/зг ПРИНЯТ0 положительным при согласном направлении
потоков взаимоиндукции и самоиндукции ветвей kq и sr и отрицательным при 
встречном их направлении. Формулы (3.61) и (3.62) являются математической 
записью сформулированной теоремы.

Пример 48. По данным примера 46 в числах убедиться в справедливости тео
ремы о балансе мощности применительно к схеме рис. 3.40, а.

Р е ш е н и е .  Активная мощность, доставляемая источником э. д. с.,
Re É l— Re 100- 17,7e'«3* =  1770 co s63° =  800 Вт.

Активная мощность, потребляемая приемниками, I^RH=  14,12* • 4 =  800 Вт. Следо
вательно, равенство активных мощностей действительно выполнено. Р еактивная 
мощность источника э. д. с. 1 т  £/= 1770 sin 6 3°=  1582 ВАр. Реактивная мощность 
приемников энергии с учетом согласного включения катушек

/fwZ-i-f +  2 /i/oO)/VÍ cos (фл — фi2) —
=  17,72 . 2+ 14,62  . 3 +  2 . 17,7- 14,6 cos (63 °--144°)=  1582 ВАр.

Таким образом, баланс реактивных мощностей такж е удовлетворяется.

§ 3.43. Определение дуальной цепи. Две электрические цепи назы
вают дуальными, если закон изменения контурных токов в одной из 
них подобен закону изменения 
узловых потенциалов в дру
гой*.  В качестве простейшего 
примера на рис. 3.44 изобра
жены две дуальные цепи.

Схема рис. 3.44, а состоит 
из источника э. д. с. È и по
следовательно с ним включен
ных активного, индуктивного Рис. 3.44
и емкостного сопротивлении 
(R, L, С). Схема рис. 3^44, б состоит из источника тока / 9 и трех 
параллельных ветвей. Первая ветвь содержит активную проводимость 
g ь, Еторая — емкость Сэ, третья — индуктивность Ь3.

Для того чтобы показать, какого рода соответствие имеет место 
в дуальных цепях, составим для схемы рис. 3.44, а уравнение по 
методу контурных токов:

1/(/?-)- ja>L + /озС = Е, (3.63) 

обоз-

7 ^ - Г (3. 64)

Если параметры схемы рис. 3.44, б (£э, Ь9, С9) согласовать с пара
метрами схемы рис. 3.44, а (Я, С) таким образом, что

К/ёъ = Е/Сэ =  Ь„/С =  к, (3 .65)

а для схемы рис. 3.44, б —по методу узловых потенциалов** 
начив потенциал точки а через фс:

(р « к э+ - ^ г - + / “ Сэ) =  /9.

* Здесь рассмотрены вопросы дуальности для таких цег.ей, которые путем 
изменения их начертания могут быть изображены на плоскости без взаимного 
пересечения ветвей (такие цепи называют планарными).

** Потенциал второго узла схемы рис. 3.44, б принят равным нулю.



где й —некоторое произвольное число, Ом2, то

г> + 7^  +  ' “ с « “ ¥ ( « + 7 5 Г + '“ 4  (3-66)

С учетом равенства (3.66) перепишем уравнение (3.62) следующим 
образом:

Фа ^  +  = 3. (3.67)

Из сопоставления уравнений (3.63) и (3.67) следует, что если 
ток / 9 источника тока в схеме рис. 3.44, б  изменяется с той же угло
вой частотой, что и э. д. с. Ё в схеме рис. 3.44, а и численно равен Ё, 
а параметры обеих схем согласованы в соответствии с уравнением (3.65), 
то при й= 1 Ом2 закон изменения во времени потенциала ф0 в схеме 
рис. 3.44,6 совпадает с законом изменения во времени тока/в  схеме 
рис. 3.44, а.

Если свойства какой-либо из схем изучены, то они полностью 
могут быть перенесены на дуальную ей схему.

Между входным сопротивлением 2 ГСХ исходного двухполюсника и 
входной проводимостью Удуал дуального ему двухполюсника суще
ствует соотношение 2 ИСХ =  ^У,дуал.

Из формулы (3.66) получаем соотношение между частотной харак
теристикой чисто реактивного исходного двухполюсника Хиск((о) и 
частотной характеристикой дуального ему тоже чисто реактивного двух
полюсника Ьдуал(®). Действительно, так как 2 исх =  /Х„Сх((й). а Кдуал =  
=  —  / 6 д у а л ( ю ) .  т о  * и с х ( м )  =  —  к Ь л у , я (< й ) ,  Т .  е. частотная характери
стика дуального двухполюсника получается из частотной характери
стики исходного путем опрокидывания ее относительно оси ш и деле
ния на масштабный множитель

Каждому элементу исходной схемы (схемы с источниками э. д. с. 
Ё и параметрами Я, Ь, С) отвечает свой элемент эквивалентной дуаль
ной схемы (схемы с источниками тока / 9 и параметрами £э, С3, Ь3).

§ 3.44. Преобразование исходной схемы в дуальную. Каждому 
независимому контуру исходной схемы, а также области, являющейся 
внешней по отношению к схеме, соответствует свой узел дуальной 
схемы.

Если в какой-либо ветви исходной схемы, являющейся смежной 
между двумя контурами, имеется п последовательно включенных эле
ментов, то этой ветви соответствует п параллельных ветвей, соединяю
щих узлы дуальной схемы, которые отвечают этим контурам.

Так, источнику э. д. с. Ё исходной схемы рис. 3.45, а  отвечает 
в дуальной схеме источник тока /э (рис. 3 .4 5 ,6 ), а источнику тока 
/ 9 — источник э .д . с. Ё; активному сопротивлению/? —проводимость^; 
индуктивности Ь — емкость С3; емкости С — индуктивность Ь3. Для 
преобразования исходной схемы в дуальную поступают следующим 
образом. Внутри каждого независимого контура (и во внешней области) 
ставят точки и называют их. Эти точки являются узлами эквивалент
ной дуальной схемы.



В схеме рис. 3.46, а три независимых контура, поэтому внутри 
них ставим точки 1, 2, 3 (точка 1 соответствует первому контуру, 
точка 2 —второму, точка ¿  — третьему).

Во внешней по отношению к схеме области ставим точку 4. М ежду 
полученными четырьмя узлами проводим пунктирные линии —ветви 
дуальной схемы. Эти линии проводим через элементы исходной схемы 
(к, Ь, С, Ё) и в дуальной схеме рис. 3.46, б  включаем в них соответ
ствующие эквиваленты.

Узел 1 на схеме рис. 3.46, а соединен с узлом 4 одной пунктирной 
линией, так как в ветви, являющейся смежной между первым конту
ром и внешней областью, вклю- „ „ „ .

’ Элементы Зкбибалентные элементычено лишь одно сопротивление исходной схемы дуальной схемы 
(активное сопротивление Я̂ ). На 
схеме рис. 3.46, б  между узлом I 
и узлом 4 включена активная 
проводимость g эl = Яг/к.

Узлы 1 и 2 на схеме рис.
3.46, а соединены двумя пунк
тирными линиями (одна из них 
проходит через источник э. д. с.
¿ 5. ДРУгая — через индуктив
ность Ь 6), поскольку в ветви, Рис. 3.45 
являющейся смежной между
контурами 1 и 2, последовательно соединены два элемента схемы (Еъ и 
Ь5). Узлы 1 и 2 на схеме рис. 3.46, б  соединены двумя ветвями. В од
ну ^из них включен источник тока /э5, в другую — емкость Сз5 =  Ьъ/к 
(элементы, дуальные Еь и ¿ 5).

а)

Рис. 3.46

Положительные направления токов источников тока в дуальной 
схеме должны быть согласованы с положительными направлениями 
э. д. с. источников э. д. с. в исходной схеме. Если при обходе контура 
по часовой стрелке какая-то э. д. с. этого контура совпадает с напра



влением обхода контура, то ток эквивалентного ей источника тока 
должен быть направлен к к-узлу. Если ток по некоторой ветви исход
ной схемы совпадает по направлению с направлением обхода ^-контура, 
то в дуальной схеме стрелку на соответствующей ветви направляют 
к й-узлу. Последнее замечание следует иметь в виду при составлении 
(7С]-и [ф]-матриц взаимно дуальных схем (см. § Б.З).

Исходную и дуальную ей схемы называют взаимно обратными.

Вопросы для самопроверки

1. Какими тремя величинами характеризуется синусоидально изменяющаяся 
величина? 2. Каков смысл стрелки, указывающей положительное направление для 
тока ветви и напряжения на элементе цепи? 3. Что понимают под действующим 
значением тока (напряжения)? 4. Пояснить механизм прохождения синусоидаль
ного тока через конденсатор. 5. Изложить основы символического метода расчета. 
На каком основании все методы расчета цепей постоянного тока применимы к цепям 
синусоидального тока? 6 . Д ать определение векторной и топографической диа
граммам. 7. Физически интерпретировать Р, <2, Б. 8 . Записать условие резонанс
ного режима двухполюсника. Построить резонансные кривые для цепи рис. 3.26, а  
при изменении Х с  и неизменных £ , 7?, ы. Что понимают под добротностью 
индуктивной катуйки  конденсатора ()с и резонансного контура <3? 9. Как по 
виду частотной характеристики X  (со) реактивного двухполюсника можно опреде
лить, какие и в каком количестве будут возникать в нем резонансные режимы 
при изменении ш? 10. Какой должна быть взята нагрузка, присоединяемая к актив
ному двухполюснику, чтобы в ней выделялась максимальная мощность? 11. Дать 
определение согласующего и идеального трансформатора. 12. Как в расчете учиты
вают наличие магнитной связи между индуктивными катушками? 13. Как осуще
ствляют «развязывание» магнитносвязанных цепей? 14. Сформулировать теорему
о балансе активных и реактивных мощностей. 15. Как сформировать дуальную 
цепь из исходной? 16. Решите задачи 5.1; 5.5; 5.9; 5.11; 5.14; 5.22; 5.34; 5.38; 
5 .44; 5.54.

ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИК И КРУГОВЫЕ ДИАГРАММЫ

§ 4.1. Определение четырехполюсника. Ч е т ы р е х п о л ю с н и 
к о м  называют электрическую схему, имеющую два входных и два 
выходных зажима. Трансформатор, линию передачи энергии, мосто
вую схему и т. п. можно рассматривать как четырехполюсники.

Принято изображать четырехполюсник в виде прямоугольника 
с выходящими из него концами (полюсами) тп и (рис. 4.1, а). 
Если четырехполюсник содержит источники электрической энергии, 
то в прямоугольнике ставят букву А (активный); если буква А отсут
ствует, то это значит,, что четырехполюсник пассивный.

Входной ток обозначают /х, входное напряжение ¿7х; ток и напря
жение на выходе / 2 и 0 2.

Четырехполюсник является передаточным звеном между источни
ком питания и нагрузкой. К входным зажимам тп, как правило, 
присоединяют источник питания, к выходным зажимам —нагрузку.

Предполагается, что нагрузка четырехполюсника и напряжение на 
входе при работе четырехполюсника в качестве связующего звена



могут изменяться, но схема внутренних соединений четырехполюсника 
и значения сопротивлений в ней остаются неизменными.

§ 4.2. Шесть форм записи уравнений четырехполюсника. Четы
рехполюсник характеризуется двумя напряжениями и 0 2 и двумя 
токами ¡х и /2. Любые две величины из четырех можно определить

Рис. 4.1

через остальные. Так как число сочетаний из 4 по 2 равно 6, то 
возможны следующие 6 форм записи уравнений пассивного четырех-
полюсника: 
Л-форма: (4.1)

— С£/2 +£)/2; (4.2)
У-форма: А ^  + ̂ 12̂ 2» (4.3)

/ 2 =  У2Д + Г 22£/2; (4.4)
¿-форма: Ох =  Zu ! 1 4- 2 12/а; (4.5)

й 1 222/2; (4.6)
//-форма: — п 0  2; (4.7)

 ̂2 — ̂  1~\- Н 22£/2; (4.8)
б-форма: А — 0ц01 +  С12/2; (4.9)

^2 =  С21(7! +  622/2; (4.10)
В-форма: и2 = впи! В12/1; (4.11)

/2 =  В 21 ¿7 х + В22/1- (4 .12)
Обратим внимание на попарную инверсию У- и ¿-форм, А- и

В-форм, Н- и б-форм.
Исторически сложилось так, что для Л-формы (ее будем считать 

основной) положительные направления для токов и напряжений соот
ветствуют рис. 4 .1 , а; для_У-, г - ,  Н-, б-форм — рис. 4.1, б, В-форме — 
рис. 4.1, в.

Обратим внимание на то, что.ток / 2 на рис. 4.1, б направлен про
тивоположно направлению тока / 2 на рис. 4.1,  а.

На рис. 4.1, в токи /х и / 2 изменили направление по сравнению 
с токами /х и / 2 на рис. 4.1, а.

Рассмотрение уравнений начнем с Л-формы.

§ 4.3. Вывод уравнений в Л-форме. Комплексные4 коэффициенты 
Л, В, С, Б в уравнениях (4.1) и (4.2) зависят от схемы внутренних



соединений четырехполюсника, значений сопротивлений схемы и частоты. 
Д ля каждого четырехполюсника их можно определить расчетным или 
опытным путем. Для четырехполюсников, удовлетворяющих условию 
взаимности, коэффициенты связаны соотношением

А О -ВС = 1.  (4.13)
Выведем уравнения (4.1) и .(4.2). С этой целью к зажимам тп 

подключим источник э. д. с. Ё = 0 тп — 0 1, а к зажимам до — на
грузку Ъг (рис. 4.2, а).

В)
Рис. 4.2

Напряжение на нагрузке V\ = 121г — (]рч. Согласно теореме ком
пенсации (см. § 1.17), заменим нагрузку источником э. д. с. с э. д. с. 
Ё2 — 0 2 и направленной встречно току / 2 (рис. 4.2, б). Запишем вы
ражения для токов /х и /2, выразив их через э. д. с. Ёг, Ё2 и вход
ные и взаимные проводимости ветвей у п , у 12, у п , у2„:

А  = Ё1У11 — ЁъУи’ (а)
1% — & хУц ¿о̂ /гг- (б)

Если токи Д и / 2 рассматривать как контурные токи, то э. д. с. 
контуров, совпадающие с направлением контурных токов, войдут 
в уравнения, подобные уравнению (1.7), со знаком плюс, а э. д. с., 
не совпадающие с направлением соответствующих контурных токов, —. 
со знаком минус.

Э. д. с. Ёг направлена согласно с 11У поэтому она вошла в урав
нения (а) и (б) со знаком плюс; э. д. с. 1:2 направлена встречно /2, 
поэтому она вошла в эти уравнения со знаком минус.

Для линейных четырехполюсников, не содержащих нелинейных 
элементов (для взаимных четырехполюсников), согласно принципу 
взаимности (см. § 1.16), у^^У а-  И3 (б) найдем

Ё1 = Е
Подставив (в) в (а), получим

'Уп 2 г/21

Л  =  £' УпУ22 —  УпУп 
‘ Уп ■ I УЧ

У п '

(в)

Обозначим:
А = Уп1 Уг\1 В =  \/Уц, С — {УпУгг УнУъ^/Ут В — Уп/Уп’ (д) 

В уравнениях (в) и (г) заменим Ёг на (]х и Ёг на 0 г и восполь
зовавшись обозначениями (д), получим уравнения в Л-форме:

О ^ А и ^ В ! ^
Л  =  С£/2 +  £/2.



Проверим выполнение соотношения (4.13) для взаимного четырех
полюсника:

_^(2 _  УиУ22 __ УиУ22 —  У12У21 _  |
г/1 1 г/11 — '

Для невзаимного четырехполюсника у 12Ф  у 2Х и АИ —ВС = уХ2/у2ХФ  
Далее обсудим соотношения, которые имеют место между Ох и 1Х 

и 0 2 и /.,, если источник э. д. с. присоединен к зажимам рс\, 
а нагрузка —к зажимам тп (рис. 4.3).

Как и в предыдущем выводе, заменим нагрузку 2.г на источник 
э. д. с. с э. д. с. /’’о, направленной встречно току /2, и запишем вы
ражения для токов /х и /2:

— — Ё&и +  ЁлУи, (е)
Л = — ¿ 2У21 +  (ж )

Из (е) найдем

Подставим (з) в (ж):
у _  £ УпУгъ—г/12№1' I 1  г/м 

1 2  г/12 ^  2 г/и ‘
Заменив на 0 Х и Ег на 0 2 и воспользовавшись обозначениями (д), 

перепишем две последние строчки сле
дующим образом:

^ = Ш 2+ В /г; (4.14) . .
1х = С02 + А!2. (4.14')“ 2|

Таким образом, уравнения (4.1) и 
(4.2)' характеризуют работу четырехпо- рис- 4 3
люсника при питании со стороны зажи
мов тп и присоединении нагрузки к зажимам рд, а уравнения (4.14) 
и (4.14') —при его питании сб стороны зажимов 7 и присоединении 
нагрузки к зажимам тп.

Четырехполюсник называют симметричным, если при перемене 
местами источника питания и нагрузки токи в источнике питания и 
нагрузке не изменяются. В симметричном четырехполюснике А = О.

Уравнения (4.1) и (4.2) иногда записывают так:
й1 = А1Хи 2-{-А12! 2; ,(4 .1 ')
! х = А2Х0 2 + А2212, (4 .2 ')

где Ахх — А; Ах2 — В; А2Х — С', А22 — Е),

§ 4.4. Определение коэффициентов Л-формы записи уравнений 
четырехполюсника.'Комплексные коэффициенты А, В, С, О, входящие 
в уравнения (4.1) й (4.2), можно определить по формулам (д ),'если  
схема внутренних соединений четырехполюсника и ее параметры 
известны, либо используя входные сопротивления четырехполюсника, 
полученные опытным или расчетным путем.



Комплексные входные сопротивления находят опытным путем 
с помощью ваттметра, амперметра и вольтметра по схеме, подобной 
схеме рис. 3.24, а, с тем отличием, что вместо двухполюсника за
жимами тп или рд (в зависимости от определяемого входного сопро
тивления) подключают испытуемый четырехполюсник.

Определим комплексное входное сопротивление четырехполюсника 
при трех различных режимах его работы.

1. При питании со стороны зажимов тп и разомкнутой ветви р<7 
(х. х. ветви рц, /2 =  0, индекс нуль)

¿ю =  й  ю/ ?1о~ 2юе/ф'“ = А/С. (и)

2. При питании со стороны зажимов тп и коротком замыкании 
ветви /?(7 (к. з., 0 2 = 0, индекс к)

¿ 1* =  йхъЙъь — = В/О. (к)

3. При питании со стороны зажимов рд и коротком замыкании 
зажимов тп (02 = 0)

г 2к =  г2ке ^  = В/А. (л)

Таким образом, для определения четырех неизвестных коэффи
циентов А, В, С, О располагаем четырьмя уравнениями:

АО — ВС == 1, ¿ 10 = /1/С, ZX|¡ = В/О, ¿ 2к = В/А.

Составим разность
1 Zj.Ii _  I ВС _  1 ¿ю  — 2 ц ,___ 1

г 10 “  1 ~  ао или г 10 ~ АО- (м)
Имеем

к=0/А. (н)
Умножим (м) на (н):

(̂ 10 ~ ̂ 11-) 
а д *

Отсюда

л=1/^да5з:- <415>
Формула (4.15) позволяет через ¿ 10, ¿ 1Д, и определить коэф

фициент Л; после этого коэффициент С находят из (и), В —из (л) и 
Ь  — из (к).

Коэффициенты А и О имеют нулевую размерность, коэффициент В 
имеет размерность Ом, коэффициент С —См.

Пример 49. Опытным путем было найдено, что £10 =  7,815е —'51°12' Ом; 7 .^  =
— 12,5е/66 Ом; 2 2/г =  3,ЗЗе/27 ° 33 Ом. Определить коэффициенты Л. В, С, и  че
тырехполюсника.

Р е ш е н и е .  Находим

2 и -  =  5 -  6/ -  5 -1 2 /  =  -1 8 /  =  18е~ /90\



В =  А г гк ^  4,2Се'6Р Ом, 0  =  В /г 1* =  0,34.

Пример 5Э. К зажимам (см. рис. 4.1) четырехполюсника примера 49 под
соединена нагрузка 2 2 =  6 +  /6  Ом; к зажимам т п  — источник э. д. с. Найти 11 х 
и 1Х, если / 2 =  1 А. • *

Р е ш е н и е .  По формуле (4.1),

§4 .5 . Т- и П-схемы замещения пассивного четырехполюсника. Ф унк
ции пассивного взаимного четырехполюсника как передаточного звена 
между источником питания и нагрузкой могут выполнять Т-схема 
(схема звезды рис. 4.4, а) или эквивалентная ей П-схема (схема тре
угольника рис. 4.4, б).

Предполагается, что частота со фиксирована. Три сопротивления 
Т- или П-схемы подсчитывают с учетом того, что схема замещения 
должна обладать теми же коэффициентами А, В, С, £), что и заме
няемый ею четырехполюсник.

Задача эта однозначна, так как схема замещения содержит три 
элемента и четырехполюсник характеризуется тоже тремя парамет
рами (одна связь между А, В, С, И задана уравнением Ай — ВС — 1)*.

Выразим напряжение 0 Х и ток 1Х Т-схемы (рис. 4.4, а) через 
напряжение £/2 и ток /2:

* У неззаимного четырехполюсника ¡/12 ф  ¡/2ц поэтому для него схема заме
щения образобана не тремя, а четырьмя элементами (см., например, схем у заме
щения транзистора в § 15.35).

С\ =  Айъ +  В !г =  I, (А +  В) =
=  1 •(1,28е/39О40'-6> / 2 е /45° +  4 )26е 'бГ)х=14,85е'79°45' В.

По формуле (4.2),

/ 1 =  С( /2 +  0 / 2 =  /2 (С2Г2 +  0 )  =  1,1б5е'123° А.

т

- ф у  /7 0 -

\иг й,\
-04

а) б)
Рис. 4.4



Сопоставим (4.16) с (4.1) и (4.17) с (4.2). При сопоставлении 
найдем:
А = 1 +(^1/2з); 5  = ^1 +  С =  1/ 0  = 1-\-22̂ 3. (4.18)
Следовательно,

2 3=1/С;
г 1^(А-\)/С; (4.19)
г2 = ( я - 1)/с. .

Формулы (4.18) и (4.19) позволяют найти сопротивления 1Л, 
и (рис. 4.4, а) по коэффициентам четырехполюсника А, С, О. Ана
логичные выкладки для П-схемы (рис. 4.4, б) дают:

А = 1 + у ' ;  В = С =  - 4-̂ 7-;-+--*- ; £> =  |‘- + 1 ;  (4-20)
¿ 4 =  В ; (4.21)
2 6 =  5 / ( 0 - 1 ) ;  (4.22)
г 6 = В/(А -1). (4.23)

Если четырехполюсник симметричный, то Л = Д  и в Т-схеме за
мещения 2х — Е2, а в П-схеме =  2„.

§ 4.6. Определение коэффициентов У-, Z -, (7-, В-форм записи 
уравнений четырехполюсника. Комплексные коэффициенты Уп , 
^12 =  ^ 21! У22 в уравнениях (4.3) и (4.4) можно найти следующим 
образом:
Уц = Л/£Л при 0 г = 0; У1а =  / 1/^2 при О1 = 0; У22 =  1^(]2 при = 0.

Коэффициенты 2 И, 2 12 =  2 21, 7 22 в уравнениях (4.5) и (4.6) определим 
так :
■г х1 =  ^х/Л при / 2 =  0; ^12 =  ¿7а//х при / 2 =  0; 2 23 =  //2/72 при ^  =  0.

Аналогичным образом найдем коэффициенты и других форм за
писи, например //-формы:

НХХ = 0 Х11Х при и 2 ~ 0; / /22 =  / 2/{/2 при
/* =  0; Я 21 =  / 2/ / 1 при (У2 =  0.

Обратим внимание на то, что У « = У и, 2 12 =  г п , но Я 12 =  — Нп , 
й 12 = — С21, а В12 не равно В21 даже по модулю. '

Пример 51. Вывести формулы ¿-параметров для Т-схемы замещения четы
рехполюсника (рис. 4.4, а).

Р е ш е н и е .

=  ^ 1/^1 при /2 =  0 =  ^ 1  +  ^ а !  ^12==^ 21==^ Г2/Л  при /2 = о  =  2 3 ;

^22 =  ^ г /^2 при / 1 =  0 =  ^ 2 ^ " ^ 3 "

§ 4.7. Определение коэффициентов одной формы уравнений через 
коэффициенты другой формы. На практике возникает потребность 
в  переходе от одной формы записи уравнений к другой.



Для того чтобы коэффициенты одной формы записи найти через 
коэффициенты другой формы, необходимо выразить какие-либо две 
одинаковые величины в этих двух формах и сопоставить их, учтя 
направления токов /х и / 2 для этих форм. Так, для Л-формы

(о)

и 2 =  1 1 —/ 2-с ; (п)
для ¿-формы

¿¡1 =  I (р)

=  1  Ч" 1 2^22- (с)

Сопоставляя правые части (о) и (р) и учитывая, что ток / 2 в вы
ражении (р) равен току —/ 2 в выражении (о), получим:

¿ 1х = Л/С, ¿ 12 =  1 /С.
Из (п) и (с)

¿21 = 1 /С\ ¿ 2-2 =  В/С.
При переходе от коэффициентов Л-формы к коэффициентам дру

гих форм получаем:
Уи = 0/В, У12 =  У21= _ 1 / В ,  У22 =  Л/В;
Я п = В/0, Я 12 = — Я 21 =  1/0, Я 22 =  С/О;
Сп = С/Л, С12 =  — С21 = — 1 /Л, С22 =  В/Л;

Ви — 0 ,  В12 =  В , В2х = С, В22 =  Л.
Пример 52. Определить К-параметры четырехполюсника через 2-параметры. 
Р е ш е н и е .  Решим уравнения (4.5) и (4.6) относительно /х и /2, сопоставим 

полученные уравнения с уравнениями (4.3) и (4.4). Получим:

У и  — ̂ 2з/^2', У  2! — 2ц/Аг ; ^12 =  У  2 1 ~ — 2х2/Дг ,
Дг = 2хх222 2|а.

Д ля Т-схемы (рис. 4 .4, а)
Дг =  (2х +  2 3) (22 -(- 23) — 2§ =  2x2^ -)- 2423 +  2 32 3;

^ и  =  (2г +  23)/Дг, К 22 =  (21 +  2 3)/Аг, У 12 =  — 2 3/Дг .

В табл. 4.1 даны соотношения для перехода от одной формы уравнений 
к любой другой (Л-форма—для взаимных четырехполюсников).

§ 4 .8 . Применение различных форм записи уравнений четырехполюс
ника. Соединения четырехполюсников. Условия регулярности. Ту
или иную форму записи уравнений применяют, исходя из соображе
ний удобства. Так, в теории синтеза цепей (см. § 10.5 - ь  10.8) исполь
зуют обычно У- или ¿-форму записи. Параметры транзисторов для 
малых переменных составляющих (см. § 15.35) дают в У-, Я - или 
¿-форме, так как в этих формах их удобнее определить практически.

При нахождении связи между входными и выходными величинами 
различным образом соединенных четырехполюсников (при определе-
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нии коэффициентов эквивалентного четырехполюсника) используют 
¿ - ,  У-, Н-, О и Л-формы.

При последовательном соединении четырехполюсников а и Ь 
(рис. 4.5 , а) применяют ¿-форму, при параллельном соединении 
(рис. 4.5, б) — 7-форму, при последовательно-параллельном (рис.
4.-5, в ) - Н - форму, при параллельно-последовательном (рис. 4.5, г) — 
С-форму, при каскадном (рис. 4.5 , д) — Л-форму.

Форму записи уравнений выбирают исходя из удобства получения 
матрицы составного четырехполюсника. Так ¿-матрица последовательно 
соединенных четырехполюсников равна сумме ¿-матриц этих четырех
полюсников, так как напряжение на входе (выходе) эквивалентного 
четырехполюсника равно сумме напряжений на входе (выходе) состав
ляющих его четырехполюсников. У-матрица параллельно соединенных 
четырехполюсников равна сумме их 7-матриц. Аналогично и в отно-



шении Я-матрицы при последовательно-параллельном и в-матрицы 
при параллельно-последовательном соединениях четырехполюсников. 
При каскадном соединении ток и напряжение на выходе первого 
четырехполюсника равны входным току и напряжению второго четы-

дат*  а ш Е Г ш г я ш г ' я з и

ю в) й)
Рис. 4.5

г) д)

рехполюсника, поэтому Л-матрица двух каскадно соединенных четы
рехполюсников а и Ь равна произведению Л-матриц этих четырехпо
люсников:

Л о Ва Аь &ь Аа^Ь 4" &аРь Аа&ь 4" ВаОь
Са В а Сь СаАь ОаС* с ав „ + о ао ь

При параллельном, последовательном, параллельно-последователь
ном и последовательно-параллельном соединениях необходимо соблю
дать условие регулярности соединения четырехполюсников — через оба 
первичных зажима каждого четырехполюсника должны течь равные 
по величине и противоположные по направлению токи; то же и по 
отношению к вторичным зажимам каждого четырехполюсника.

Рис. 4.6

При регулярном соединении матрица каждого четырехполюсника 
должна оставаться такой же, какой она была до соединения четы
рехполюсников.

Пример нарушения условия регулярности при последовательном 
соединении показан на рис. 4.6, а. Так соединять четырехполюсники 
1 и 2 нельзя, поскольку сопротивления и второго четырехпо
люсника оказываются соединенными параллельно, что приводит к из
менению 2 -матрицы второго четырехполюсника по сравнению с 2- 
матрицей уединенного второго четырехполюсника.



Регулярное соединение тех же четырехполюсников показано на 
рис. 4.6, б  — перекрещены обе пары концов второго четырехполюс
ника (при перекрещивании обеих пар концов все элементы любой 
матрицы остаются неизменными).

§ 4 .9. Характеристические сопротивления четырехполюсников.
В случае несимметричного четырехполюсника (А фО)  говорят о двух 
характеристических сопротивлениях ¿ С1 и Zc2, где 2 а  —входное соп-

Рис. 4.7

ротивление со стороны зажимов тп, когда нагрузка подключена 
к зажимам pq и равна Zc2 (рис. 4.7, а);

Z =  ^  =  AÜ2-\-Bl2 _  'AZx2Jr В ш 24\
С1 к  CÙ2 +  Di2 CZc2 +  D ’ { ’

Zc2 — входное сопротивление со стороны зажимов pq, когда нагрузка ZcX 
подключена к зажимам тп (рис. 4.7, б); при этом коэффициенты А 
и D меняются местами:

z  =  DÙ2+ B i2 =  D Z à +  B (4  25 )
2 CU2 +  AI2 CZcl +  A л  ’

Совместно решая (4.24) и (4.25), найдем:

ZC1 = V AB/CD; Zc2 =  ŸDB/CA. (4.26)

Учитывая, что А /С =  Z10, В/D =  Zlft, В/А =  Z2fc, D/C = Z20, получим 

Zcl — V Z10Zlk; Zc2 =  ̂ Z 20Z2ft. (4.27)

Если четырехполюсник симметричен (А — D), то Za  = Zc2 =  Zc — 
= Y В/С, где Zc равно входному сопротивлению четырехполюсника, 
когда он нагружен на Zc (рис. 4.7, в).

§ 4.10. Постоянная передачи и единицы измерения затухания«
Для симметричного четырехполюсника, нагруженного на Zc,

Ü1 =  A Ü2 +  B l2 =  Ù2 (А + 1/ВС); /х = / 2 (А + У Щ .
' Комплексное число А -\-У ВС полагают равным е7, где g  = a +  
+  jb =  1п (Л +  Y  ВС) — постоянная передачи.

Из формулы
Ui — Ù2ea&b и / 1 =  /2e V &



следует, что модуль Ол  в е'1 раз больше модуля Ог , а модуль в ея 
раз больше, модуля /2. По фазе и х опережает на угол Ь, ток 1х 
опережает /2 также на угол Ь.

Величина а  характеризует затухание четырехполюсника. Едини
цами измерения затухания являются неперы  (Нп) и белы (Б). Неперы 
определены на основе натуральных логарифмов, а белы —на основе 
десятичных. Затухание в непер ах

Если и х/и2 = е, то затухание равно 1 Нп. Затухание в белах

Если и х больше и % в 10 раз, то затухание равно 20 дБ, если 
и 1/иг =  Ю0, то а  =  40 дБ.

Выразим неперы через белы. Если | 5^5.21 =  10, то | и х/и2 ] =  ]/ 1 0 . 
При этом анп = 2 1п 10= 1,15; «б = 1̂  10 == 1. Таким образом, 1 Б =  
=  1,15 Нп, а 1 Нп = 0,868 Б = 8,68 дБ.

§ 4.11. Уравнения четырехполюсника, записанные через гипер
болические функции. Для симметричного четырехполюсника Л-форму 
уравнений (4.1) и (4.2) записывают иногда через гиперболические 
функции от аргумента g ,  полагая Л = 0  =  сИ£, В = 2с $>'л§, С — 
=  Б\\glZc. При ЭТОМ ЛО —ВС = сН2£- — зЬ2£Г =  1 и

Убедимся в справедливости замены А на ch g :

e* =  A + V B C ,  chg  =  ±  (e* +  e-*) =  A.

Форма 'записи через гиперболические функции используется, н а
пример, в теории фильтров (см. гл. 5).

§ 4.12. Конвертор сопротивления. Если у  невзаимного четырехполюсника 
В =  С =  0 и он нагружен на зажимах pq на сопротивление Z„, то входное сопро
тивление со стороны зажимов тп

где ^! =  0 /Л, т . е. четырехполюсник преобразует (конвертирует) сопротивление 7.п 
в сопротивление 2 ,Д '1 - Коэффициент называют коэффициентом конвертирования.

Если А и О имеют одинаковые знаки, то 2 ВК имеет тот же знак, что и 2 „  
(конвертор положительного сопротивления), если разные, то знак ¿ цх противопо
ложен знаку (конвертор отрицательного сопротивления).

Если у конвертора <4 =  1, то Л1 =  £), £/1 =  6г2, =  В этом случае кон
вертор называют идеальным конвертором с преобразованием тока  (при неизменном 
напряжении).

об =  lg | Si/S21 = lg | UjUz |2 =  2 lg | и х/и2
а в децибелах

адБ = 20 lg | UX/Û  |.

(4 .28)



Если у  конвертора 0 = 1 ,  то ¿1 =  1/Л, Ох =  и г1Н, /1 =  /2. Такой конвертор 
называют идеальным конвертором с преобразованием напряжения.

У конвертора есть Н- и ¿-матрицы, но огсутствуют 2- и К-матрицы.

§ 4.13. Инвертор сопротивления. Если у невзаимного четырехполюсника А =  
=  £> =  0, то 2 вх =  (В/С) (1 / ¿н) и четырехполюсник в этом случае называют инвер
тором сопротивления, а Щ С —Аг—коэффициентом инвертирования.

Если В и С имеют одинаковые знаки, то 2 ВХ= 1 / 2 Н (инвертор положитель
ного сопротивления), если знаки у В к С разные, то ¿ вх =  — 1 /2Н (инвертор от
рицательного сопротивления).

У идеального инвертора входное сопротивление не зависит от того, к  каким 
зажимам (р<? или тп )  подключена нагрузка.

У инвертора есть У- и 2-матрицы, но отсутствуют Н- и С-матрицы.

§ 4.14. Гиратор. Гиратором  называют инвертор отрицательного сопротивле
ния, имеющий следующую У-матрицу:

где й — проводимость гиратора. Для идеального гиратора б — вещественное число.
Для гиратора /1 =  06/2, /2 =  —

Гиратор не поглощает энергию. 
Он преобразует напряжение в ток. 
Если на выходе гиратора включено 

у  сопротивление 2 Н, то его входное соп-
1 ротивление 2 ВХ =  1 /(С22 н).

Представим гиратор как трехпо- 
люсник на рис. 4 .$, а (зажим 3  на 
схеме общий для входной и выходной 
цепей). Его У-матрица остается неиз
менной, если, оставив гиратор непод
вижным, в направлении стрелки пот 

следовательно изменять нумерацию его зажимов. Гиратор является невзаимным 
(необратимым) четырехполюсником, так как для него У 12 Ф  К21- Практически осу
ществить гиратор можно, например, по схеме рис. 4.8, б, в которой использова
ны два управляемых напряжением источника тока: С 0 2 и йОг.

3
а) 6)

Рис. 4.8

§ 4.15. Активный четырехполюсник. Под активным четырехполюсником будем 
понимать линейный четырехполюсник, содержащий источники энзргии, но не 
содержащий транзисторов и электронных ламп. Рассмотрим уравнения, описы
вающие связь между его входными и выходными величинами, и его схему заме
щения.

^ 1 1 Щ

Рис. 4.9

Положим, что в первой ветви т п  активного четырехполюсника рис. 4 .9 , а 
есть источник э. д. с. Ё х, во второй ветви — нагрузка а в остальных вет
в ях  (3—р), находящихся внутри четырехполюсника, имеются или могут иметься 
источники э. д. с. ¿ ь  (индекс к может принимать значения от 3 до р). Тогда,



заменив по теореме компенсации сопротивление 2 Н на источник э. д. с. £ а 
(рис. 4.9, б), запишем выражения для токов /х и /2:

(4.29)

4 —¿1̂ 21 — ¿2^22+ 2  ЁкУгк-
* = 3

(4.30)

Осуществим короткое замыкание одновременно на зажимах т а  и рц. При
р

этом по первой ветви протекает ток ¡ г* * =  ^  ЁкУиг> а во второй—ток ¡2кк —
А =  3

Р

= ^  £*2/2*.

Р Р В (4.29) вместо 2  подставим /1И, а в (4.30) /2)̂  вместо 2  ЁкУгк-
к = з . . 4 = 3

Кроме того, заменим на и Ё2 на ¿/2. В результате получим:
¡1 — Ь кк—Уп&г — У12Р 2, (4-31)
¡г  — ¡гкк—У и^1— У 22 '̂2- (4-32)

Уравнения (4.31) и (4.32) отличаются от уравнений (а) и (б) только тем, 
что в их левых частях находятся соответственно ¡ г — /1А,*, и /2— 12кк вместо 1г и /2. 
Отсюда следует, что все уравнения, получающиеся из (а) и (б) в результате 
их преобразований, справедливы и для активного четырехполюсника, только 
в них ¡х следует заменить на /х — /]**, а /2— на /2— 12кк-

Так, Л-Форме уравнений для пассивного четырехполюсника (¿7Х =  АОг +  В12, 
/, =  СО 2 +  0 /2) соответствует Л-форма 
уравнений для активного четырехполюс
ника '

\0у — А и г -\-В (/2 — ¡ 2кк)'<
¡1 — ¡1кк — С£/2 +  £> (/2 — /г**)]- 

Коэффициенты А, В, С, И активно
го четырехполюсника удовлетворяют ус
ловию А й  — В С = 1 и определяются так 
же, как и для пассивного.

На рис. 4.10 изображена одна из 
возможных Т-схем замещения активного
четырехполюсника. Сопротивления 2 ц  '¿2 и 2з определяют через коэффициента 
А, В, С, й  так же, как  и для пассивного четырехполюсника, а э. д. с. Е3 и Ё4 
находят по значениям токов 11к* и ¡ 2кк и сопротивлениям из уравнений, состав
ленных для режима одновременного короткого замыкания входа и выхода (пока
зано пунктиром на рис. 4.10):

Ькк (^1 +  23) — 12кк^3 — ¿V.
— 1\кк%з-\-¡2кк (^г +  ̂ з) = ¿ 4 -

Исследование работы электрических цепей часто проводят графическими 
меюдами путем построения круговых и линейных диаграмм. Перед тем к ак  при
ступить к  изучению круговых диаграмм, рассмотрим вопрос о построении дуги  
окружности по хорде и вписанному углу.

§ 4.16. Построение дуги окружности по хорде и вписанному у гл у .
Из курса геометрии известно, что вписанным углом называется угол, 
вершина которого находится на окружности, а стороны являются 
хордами.

Рис. 4.10



Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опи
рается. Так, ¿тАВС = \J) (рис. 4.11, а) измеряется ADC/ 2, a /.ADC 
дугой АВС/2. Сумма /_ АВС-\- ¿_ ADC = n,

Угол EDC является дополнительным до я  к ADC, поэтому
EDC — а|).
Какое бы положение ни занимала точка D в интервале от А до С,

угол между продолжением 
хорды AD (т. е. линией DE) 
и хордой DC остается неизмен
ным и равным г);.

Угол между продолжением 
хорды А С и касательной (по- 
лукасателыюй) к окружности 
в точке С также равняется 
углу г|>.

Центр окружности О на
ходится на пересечении пер
пендикуляра к середине хор
ды и перпендикуляра к каса
тельной (рис. 4.11, б).

Из изложенного следует, что если заданы хорда и вписанный 
угол т|>, то для нахождения центра окружности необходимо: 1) вос
ставить перпендикуляр к середине хор
ды; 2) под углом яр к продолжению хор
ды провести прямую, которая будет яв
ляться касательной к окружности; 3) 
восставить перпендикуляр к касатель
ной; пересечение перпендикуляра к хор
де и перпендикуляра к касательной даст 
центр окружности.

§ 4.17. Уравнение дуги окружности 
в векторной форме записи. Построения, 
аналогичные построениям рис. 4.11, а, 
могут быть выполнены и на комплекс
ной плоскости. В этом случае все хорды, например СА, DA, CD, 
являются векторами.

На комплексной плоскости рис. 4.12 совместим хорду С А =  F 
с осью +  1. Если угол -ф >  0, то от продолжения хорды его откла
дывают против часовой стрелки; если г|)<0, угол откладывают по 
часовой стрелке.

Обозначим DA — G и CD = H. Тогда

G+ Н = F .  (4.31')

Вектор Н опережает вектор G на угол if>. Пусть модуль вектора Н 
будет в к  раз больше модуля вектора G. Тогда

Рис. 4.11



Если £ = 0, то Н = 0 и б  =  /•'. При к =  о о  Н = Т и 6 — 0. Под
ставив (4.31") в (4.31'), получим

6(1+ *«/*) =  /?,
или

д  =  — . (4 .31 '" )1 +£ел1> 1 '

Уравнение (4 .31"') называют уравнением д у ги  окружности в в ек 
торной форме записи.

При изменении коэффициента к от 0 до оо меняются оба вектора (5 
и Н, но так, что угол -ф между ними остается неизменным, а сумма 
векторов равна вектору /\ Конец вектора О скользит по дуге о кр уж 
ности, хордой которой является вектор /’. Поэтому можно сказать, 
что дуга окружности является геометрическим местом концов вектора (3.

Рабочей частью окружности, или рабочей дугой, является та часть 
окружности, которая по отношению к хорде лежит по обратную сто
рону от полукасательной (рабочая дуга на рис. 4.12 вычерчена сплош
ной линией, нерабочая — пунктиром).

: Рабочая дуга меньше половины окружиости при | ф | <  90° и 
больше половины окружности при | ^ | >  90°.

§ 4.18. Круговые диаграммы. Из § 3.4 известно, что синусоидально 
изменяющиеся функции времени (токи, напряжения) могут быть изо
бражены векторами на комплексной плоскости. Если процесс в элек
трической цепи описывается уравнением, по форме тождественным 
уравнению (4.31"'), то геометрическим местом концов вектора тока 
(напряжения), выполняющего в уравнении электрической цепи ту  ж е 
роль, что и вектор О в уравнении (4 .31" '), является окружность.

Под круговой диаграммой тока или напряжения понимают д у гу  
окружности, являющуюся геометрическим местом концов вектора тока 
(напряжения) при изменении по модулю какого-либо сопротивления 
электрической цепи и сохранении неизменными остальных сопротив
лений, частоты и э. д. с. источников энергии.

С помощью круговых диаграмм производят графический анализ 
работы электрических цепей.

§ 4.19. К руговая диаграмма тока для двух последовательно сое
диненных сопротивлений. Пусть к источнику э. д. с. подключены 
последовательно ¿ 1 =  21е/ф‘ и 1  =  (рис. 4.13). Сопротивление 
неизменно, а I  может меняться лишь по модулю, так что угол <р 
остается постоянным. Ток в цепи

I — Ё -  (4 .32 ')1 _|_£_ е/ <ф—Ф1> *

где ¿ 7 2  = /* — ток в цепи при коротком замыкании сопротивления Е.



Обозначим <p- Фг =  "ф. Тогда 
/ = - h

1 -\------ е/Ч>h
(4.32")

Уравнение (4.32") тождественно (4 .3Г "). Роль вектора Р играет 
комплекс } роль коэффициента 6 —отношение г/гх, роль О —век
тор /. При изменении г  вектор. / будет скользить по дуге окружно
сти, хордой которой является /*.

На круговой диаграмме рис. 4.14 вектор э. .д. с. направлен по 
оси +  1. Ток /* =  Ё / г ^ 1 отстает от э. д. с. Ё на угол фх. Для 
определенности построим диаграм
му при г|з<0. Выберем масш
таб токов: пусть отрезок ас  в 
масштабе т; выражает собой мо
дуль тока /*. Отрезок йа  харак
теризует модуль тока /, отрезок 
ей  в соответствии с уравнением

Рис. 4.13

(4.32")— модуль произведения /-^-е^. Отложим по направлению /*
отрезок ае в произвольном масштабе т~, выражающий модуль по
стоянного сопротивления zx: г х =  аетг .

Из точки е  под углом — тр к линии ае проводим прямую ef, кото
рая является (как будет показано далее) линией модуля переменного 
сопротивления z при отсчете от точки е. На ней в масштабе тг нане
сем деления для измерения г.

Из подобия треугольников ad c  и aef следует:

ad __ ае f __ dc _   ̂ гх _  г
dc ef ' е — ае ad ~~ т г I т г '

или
г = efmz.

Следовательно, отрезок e f  в масштабе т2 определяет модуль пере
менного сопротивления г.

Проекция / на направление Ё — отрезок a g  — в масштабе тР =  
=  Ет.1 измеряет активную мощность:

Р  a gm p  =  agEnti = agE (I/ad) = E l  cos ф,
ttii =  I/ad\ ag/ad =  cos ф.



Проекция / на направление, перпендикулярное Ё, — отрезок ah  — 
в масштабе тР определяет реактивную мощность:

Q — ahtnp = ahE (I/ad) =  E l  sin ф.

§ 4.20. Круговая диаграмма напряжения для двух последовательно 
соединенных сопротивлений. Умножив обе части уравнения (4.32") 
на Z1 = z1eJ4>> и учтя, что ÍZl = 0 Zl, получим

Ü,
Zl

(4.33)

Уравнение (4.33) свидетельствует о том, что геометрическим местом 
концов вектора 0 21 является дуга окружности, хорда которой Ё.

§ 4.21. Круговая диаграмма для активного двухполюсника. Ток
в цепи нагрузки Zн =  ;гнe'Фн активного двухполюсника рис. 3.30, а

ЦдЬ х. х__________ ЦдЬх. х /^вх
Z»x + Z„ Фв*) ' (4.34)

где ZBX 2вхе '<рв • комплексное входное сопротивление двухполюсника
по отношению к зажимам аЬ выделенной ветви.

Из уравнения (4.34) следует, что при изменении модуля сопротив
ления нагрузки г„ ток /н скользит по дуге окружности.

Пример 53. В схеме рис. 4.13 Ё — 120 В; Z1 = R1 =  24 Ом; сопротив
ление Z чисто емкостное и мо
дуль его изменяется от 0 до оо. По
строить круговые диаграммы тока 
и напряжения для сопротивления Z1.

Р е ше н и е .  Ток /*=120/24 =
=  5 А. Выберем масштаб для то
ков ( т 7= 1,39 А/см) и напряжений 
{ти — 26 В/см).

Найдем угол г|э =  ф — фг =
=  _ 9 0 ° - 0 °  =  — 90°.

На рис. 4.15 построены круго
вая диаграмма тока на токе /*, как 
на диаметре, и круговая диаграм
ма напряжения на э. д. с. £, как 
на диаметре. Масштаб для сопро
тивлений тг =  13 Ом/см. Для любого
значения сопротивления г  по диаграмме находим ток / и напряже
ние 0 г1. Так, при 2 =  9,5 Ом / = 4,65 А, £/г1 =  111,5 В.

Пример 54. Построить геометрическое место концов вектора тока / 
неразветвленной части схемы рис. 4.16 и графически исследовать воз
можность возникновения резонансных режимов при следующих дан
ных: £' = 30 В; /?2 =  6 Ом; Хс = 8 Ом; /^ = 3 Ом; Хь изменяется 
от 0 до со.



Р е ш е н и е .  Ток /2 в схеме остается неизменным:
/2 =  30/(6 — /8) = Зе'53“10, А.

Ток /2 на 53° 10' опережает э. д. с. Ё (рис. 4.17). Вектор тока ! 1 
при изменении Хь меняется так, что конец его скользит по дуге

окружности, диаметром которой являет
ся вектор тока

/^ = ¿7/?!=  Ю А, т/ = 2,65 А/см.
Ток в неразветвленной части схемы 

/ = /1-|-/2. Геометрическим местом его 
является также дуга окружности а 126. 
В режимах, соответствующих точкам 1 
и 2, ток / совпадает по фазе с э. д. с. Е. 
Следовательно, в этих режимах в схеме 
имеет место резонанс токов.

Выберем масштаб сопротивлений 
тг = 2 Ом/см. Графически найдем 

для точек 1 и 2. Д ля точки 2 ^ ¿ ^ 0 ,8  Ом, для точки 1 Х ь ^  
«  10,6 Ом, При этом ток /=11,1 А и 2,4 А.

§ 4.22. Круговая диаграмма для четырехполюсника. Пусть напряжение й$ 
на входе четырехполюсника рис. 4 .2, а неизменно по величине, фазе и частоте, 
а нагрузка 2 2 =  г 2е/фг на выходе его 
изменяется только по модулю, так ‘.то 
характеризующий ее угол  ф2 остается 
постоянным. В этом случае для тока /2, 
напряжения 6'2, тока ¡1  могут быть пост
роены круговые диаграммы. Сначала рас
смотрим круговую диаграмму тока /2. С 
этой целью всю схему четырехполюсника 
рис. 4.2, а, исключая н агрузку 7 2, заме
ним активным двухполюсником и по ме
тоду эквивалентного генератора найдем 
ток /2 в ветви рд:

4 г=^р?х.х/(^вхрд +  2 2). (4.35')

Под и рдх.+  понимаем напряжение 
между точками и ц при размыкании
ветви pq, а под г к%м =  г 2к =  г2!/е '{'2к — 
входное сопротивление по отношению 
к  зажимам р(7 при короткозамкнутых 
зажимах т п  (в схеме рис. 4 .2 , а к зажи
мам т п  присоединен источник э. д . с.).
Разделив числитель и знаменатель пра
вой части (4.35') на 2 вхр9 =  2 2* и учтя, что и р9%. х/22й =  /а*, где /2* —ток к . з. 
ветви рд, получим

Ьк

Геометрическое место 
концов вектора /, и 
геометрическое место 

концов Вектора I

в 7 8  3  10 0м
Г-Д—

'Линия х,

/2= -

1- г2 /(ф2-ф 2й) 
*2*

(4.35|

Из уравнения (4.35) следует, что вектор тока /2 скользит по дуге окружно
сти, [хордой которой является ток /2*. Теперь построим круговую диаграмму 
тока Д на входе четырехполюсника. Из предыдущего [см. формулу (1.14)] изве
стно, что при изменении сопротивления в одной из ветвей линейной злектриче-



ской цепи два тока в двух любых ветвях этой цепи связаны соотношением I т  =  
= а+6/„.

Следовательно, ток 1Х может быть линейно выражен через ток /2:

¡ 1 =  а +  Ы2. (4.30)

Определим коэффициенты а и Ь. Если ветвь р? разомкнута, то 12 — 0 и 1Х =  1]1У. 
При этом из (4.36) найдем а= / 10. Если ветвь рд короткозамкнута, то /2 =  /2* и 
к  - к к -  Поэтому

к к  =  ко +  (4-37)
Отсюда

ь ~  (к к — Ао)/4а. (4-38) 
Подставив (4.37) и (4.38) в (4.36), получим

¡иг — ко (4 .30)4  = 4
1 г _£2_ е' (^2— 

Чк
Уравнение (4.35) свидетельствует о том, что геометрическим местом концов век
тора тока к  также является дуга окружности. Хордой ее является разность 
к к ~  ко', Еектор /10 смещает начало отсчета.

Ч ет ы ^хпопт т

Рис. 4.18

Аналогичным образом строят круговую  диаграмму напряжения. Т ак , если
/Ф.1в какой-то схеме изменяется по модулю сопротивление 2 2 =  г 2е в одной, напри

мер второй, ветви, то для напряжения на некотором участке аЬ этой схемы можно 
записать выражение, аналогичное (4.39):

Оаь — йаЬ* & а Ь к . ъ  &  аЬх.х

1 + ^ 2. е'(Ч,2-Ч>2 А) ’ 
г2й

(4.40)

напряжение на зажимах аЬ при г2 =  оо; й аьк.ъ— напряжение на 
^2 к.

где и а1)х.
Зажимах аЬ при г2 =  0; 2 гк — г2ке’ Г2к — входное сопротивление всей схемы по 
отношению к зажимам, к которым присоединено сопротивление 2 г.

Формула (4.40) выведена на основе выражения (]аЬ =  <21 +  614 и формулы (4.35). 
Пример 55. Построить круговую диаграмму тока /( схемы рис. 4 .18, а , в ко

торой Х с = 5  Ом; Я —5 Ом; £ = 1 0 0  В. Нагрузкой четырехполюсника является  
индуктивное сопротивление Х£, которое может изменяться от нуля до бесконеч
ности.



Р е ш е н и е .  Найдем ток холостого хода выходная ветвь разомкнута): 
Ё  100Ло--“ -=  14,15e'450 А.

Я — 5 - / 5
Определим ток короткого замыкания (при коротком замыкании нагрузки):

Ё
hk-

- ¡Х с R ( - i * c )
-= 12,82е'71°20/ А.

« - / * с
Рассчитаем входное сопротиоление 22* со стороны зажимов рд при коротком 

замыкании зажимов тп :

=  г.1к^ ь  =  -  ¡Х с +  ' * с)L =  7 ,8e- / 7 le20' Ом.

0. 0-

Ь 0—

I

I,
К,

IL
-Лу ,-  А  Л/Г

R - i X c

Следовательно, фгь — — 71°20\ Угол ^ =  ф2—<p2ft = 90° — (— 71°20') =  161°20'.
К руговая диаграмма тока /j построена на рис. 4.18, б. Хордой окружности 

является разность /ц, — /ю- Угол tf>>0, поэтому для определения положения 
касательной он отложен от продолжения хорды против часовой стрелки. Диаг
рамма носит несколько необычный характер: рабочая часть дуги занимает почти 
целую окружность.

Д ля определения положения конца вектора тока /t из конца вектора /10 через 
точку на линии XL, соответствующую заданной величине X L, проводится прямая 
до пересечения с рабочей частью дуги окружности. При X L — b Ом ток ¡у опе
режает э. д. с. É на 90°.

§ 4.23. Линейные диаграммы. Под линейными диаграммами пони
мают диаграммы, в кото
рых геометрическим местом 
концов вектора тока (на
пряжения) является прямая 
линия. По существу, ли
нейная диаграмма является 
частным случаем круговой 
диаграммы, поскольку пря
мая есть дуга окружности 
с бесконечно большим ра
диусом.

Пример 56. Построить 
геометрическое место кон

цов вектора тока в схеме рис. 4.19, а при изменении Хс . Напряже
ние и аЬ =  const, Rt и X/. неизменны.

Р е ш е н и е .  На-рис. 4.19, б  изображаем вектор Ùab. Вектор тока /х 
отстает от него на угол ф =  arctg Xi/Rv

Ток /2 опережает ÙаЬ на 90°. Геометрическим местом концов тока 
/ =  /1-|-/г бу^ет прямая линия pq. Она и является линейной диаг
раммой тока /.

Вопросы для самопроверки

1. Записать шесть форм записи уравнений четырехполюсника, показать для 
них положительные направления отсчета токов и напряжений и пояснить, в каких 
случаях  каж дая форма записи имеет преимущества перед остальными. 2. Как

а)
Рис. 4.19



опытным путем определить коэффициенты А-, У-, Н-, <3-, В-, форм записи? 
3. Каким образом, зная коэффициенты одной формы записи, определить коэффи
циенты другой формы? 4. Какое соединение четырехполюсников называют регу
лярным? Что понимают под и 2 С% несимметричного четырехполюсника и как  
их определить через коэффициенты А, В, С, £> и через входные сопротивления? 
5. Запишите уравнения четырехполюсника через гиперболические функции. 6. Что 
называют постоянной передачи? 7. В каких единицах измеряют затухание? 8. О ха
рактеризуйте свойства конвертора, инвертора и гиратора. 9. Сформулируйте усло
вия, при которых можно строить круговую диаграмму. В чем преимущества иссле
дования цепей с помощью круговых диаграмм? 10. Как определить рабочую часть 
дуги окружности? 11. Как определить масштаб на линии переменного сопротив
ления? 12. При каком условии круговая диаграмма переходит в линейную? 
13. Решите задачи 6.4; 6.9; 6.13; 6.23; 6.35; 6.38.

ГЛАВА ПЯТАЯ

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ФИЛЬТРЫ

§ 5.1. Назначение и типы фильтров. Под электрическими филь
трами  понимают четырехполюсники, включаемые между источником 
питания и приемником (нагрузкой), назначение которых состоит в том, 
чтобы беспрепятственно — без затухания — пропускать к приемнику 
токи одних частот и задерживать, или пропускать, но с большим 
затуханием, токи других частот.

Диапазон частот, пропускаемых фильтром без затухания, называют 
полосой прозрачности ; диапазон частот, пропускаемых с затуханием, — 
полосой затухания.

Электрические фильтры собирают обычно из индуктивных катушек 
и конденсаторов. Исключение составляют /?С-фильтры (см. § 5.6). 
Фильтры используют главным образом в радиотехнике и технике связи, 
где применяются токи довольно высоких частот.

При высоких частотах индуктивные сопротивления ыЬ индуктив
ных катушек во много раз больше их активных сопротивлений. 
Поэтому будем полагать, что активные сопротивления индуктивных 
катушек и активная проводимость конденсаторов равны нулю, т. е. 
фильтры составлены только из идеальных реактивных элементов.

Фильтры обычно собирают по симметричной Т- или П-схеме 
(см. рис. 4.4, а, б), т. е. при 2 2 = 2 Х и = 1 Ь.

При изучении фильтров будем пользоваться понятием о коэффи
циенте затухания и коэффициенте фазы (см. § 4.10).

Условимся сопротивления в схеме рис. 4.4, а и сопротивление 
в схеме рис. 4.4, б  называть продольными сопротивлениями, а сопро
тивление ¿з в схеме рис. 4.4, а  и сопротивления 1 Ь в схеме рис. 4.4, б  — 
поперечными сопротивлениями.

Фильтры, в которых произведение продольного сопротивления на 
соответствующее поперечное сопротивление представляет собой неко
торое постоянное для данного фильтра число (число Щ, не зависящее 
от частоты, принято называть к-фильтрами. Фильтры, в которых это 
произведение зависит от частоты, называют т-фильтрами.

Сопротивление нагрузки ZK, присоединяемое на выходе фильтра, 
должно быть согласовано с характеристическим сопротивлением филь



тра Zc. В 6-фильтрах Zc существенно изменяется в зависимости от 
частоты со, находящейся в полосе прозрачности. Это обстоятельство 
вызывает потребность изменять сопротивление нагрузки в функции от 
частоты (особенно при приближении к границе полосы прозрачности), 
что нежелательно. В m-фильтрах при определенных значениях коэф
фициента т, сопротивление Zc мало изменяется от частоты (в преде
лах полосы прозрачности) и потому нагрузка практически может быть 
одна и та ж е по величине для различных значений о, находящихся 
в этих пределах.

Качество фильтра тем выше, чем более резко выражены его филь
трующие свойства, т. е. чем более резко возрастает затухание в по
лосе затухания.

Фильтрующие свойства четырехполюсников физически обусловлены 
возникновением в них резонансных режимов — резонансов токов или 
резонансов напряжений.

§ 5.2, Основы теории fe-фильтров. Из § 4.10 известно, что если 
нагрузка ZH согласована с характеристическим сопротивлением Zc 
четырехполюсника, то напряжение U2 и ток в нагрузке /2 связаны 
с напряжением Ох и током /х на входе четырехполюсника следую
щими соотношениями:

/2= / 1ел

где g=\n(A +y~BC)= =a +  jb.
Тогда

Ü2 =  Ü1e ' ae~l’b, I2 = f 1e -ae ib.
Множитель ег°  определяет, во сколько раз модуль напряжения 

(тока) на выходе фильтра меньше модуля напряжения (тока) на входе 
фильтра.

Если а  =  0, то ег°  =  е° = 1 и фильтр пропускает колебания без 
затухания. Таким образом, в полосе прозрачности а = 0.

В полосе затухания а >  0. Множитель е~;6, по модулю равный 1, 
свидетельствует о том, что напряжение Ü2 и ток /2 отстают ̂ соответ
ственно от Ux и 1Х на угол Ь.

Фильтрующие свойства четырехполюсника рассмотрим путем срав
нения выражения для коэффициента А четырехполюсника с равным 
ему выражением гиперболического косинуса от аргумента а 4- jb:

A = ch  (а +  jb).
Гиперболический косинус от суммы двух аргументов (с учетом 

того, что ch jb  =  cos b и sh jb — j  sin b) можно представить следующим 
образом:

ch (а 4- jb) — ch a  cos b - f  j  sh a sin b.
Для любого фильтра, собранного по Т-схеме (см. § 4.5), А — 1 4- 

+  (Zi/Z3).
Для фильтра, собранного по П-схеме (см. § 4.5), А = 1 4- (Z4/Z5).
Из каких бы реактивных сопротивлений ни был собран фильтр, 

отношение Zx/Z3 в Т-схеме и отношение Z jZ 5 в П-схеме всегда будет



действительным (не мнимым и не комплексным) числом — отношение 
двух мнимых чисел всегда есть число действительное.

Следовательно, всегда будет действительным и коэффициент А. 
Но если коэффициент А действителен, то действительным должно 
быть и выражение равного ему ch (а + jb):

ch (а +  jb ) = ch a  cos b +  / sh a  sin b =  Л.

Это выражение действительно, если

sh a sin £> = 0. (5.1)
При этом

c h a c o s b  = A, (5.2)

Уравнения (5.1) и (5.2) используют для определения границ полосы 
прозрачности и характера изменения угла Ь в зоне прозрачности, 
а также характера изменения коэффициента затухания о в полосе 
(полосах) затухания.

Равенство (5.1) для полосы прозрачности (а =  0) удовлетворяется, 
так как sh а = sh 0 =  0. В силу того что c h 0 = l ,  уравнение (5.2) 
для полосы прозрачности переходит в следующее:

cosf> = /4, (5.3)

Круговой косинус (cos b) может изменяться в пределах от + 1  
до — 1. Поэтому крайние значения коэффициента А [являющегося 
функцией частоты — А (<о)] в полосе прозрачности равны ±  1. Полоса 
прозрачности в общем случае лежит в диапазоне частот от (ох до оа2. 
Значения Wj и со2 для фильтров НЧ и ВЧ (подробнее см, § 5.3) 
определяют путем решения уравнений

Л(ю) = ± 1 .  (5.4)
Для полосовых и заграждающих фильтров (см. § 5.3) % и со2 

находят как корни уравнения Л(ш) = — 1. Для них уравнение 
Л (о) =  1 дает возможность определить так называемую резонансную 
частоту ю0, находящуюся в интервале частот между и м2.

Частоту, являющуюся граничной между полосой прозрачности и 
полосой затухания, называют частотой среза .

Характер изменения угла b в функции от м для зоны прозрач
ности определяют в соответствии с уравнением (5.3) следующим образом:

b =  arccos Л (со). (5.5)

Определим а и b для полосы затухания. В полосе затухания а  >  
> 0 . Уравнение (5.1) удовлетворяется при условии

sin £> — 0, (5.6)
т, е. при

Ь =  0 (5.7)
и (или) при



ch а =  А ((о),
а при b =  ±  я

ch а  =  — А (со). (5.10)

Уравнения (5.9) и (5.10) позволяют по значениям А как функции
о) найти cha в полосе затухания, а по cha найти а и, таким образом, 
построить кривую a =  /(tú). Из уравнений (5.7) и (5.8) следует, что 
в полосе затухания напряжение Ú2 на выходе фильтра находится 
либо в фазе (при Ь =  0), либо в противофазе (при Ь = ±  я ) с напря
жением Ux на входе фильтра.

В заключение необходимо отметить два важных положения.
1. С изменением частоты м меняются коэффициенты В и С четы

рехполюсника, поэтому изменяется и характеристическое сопротивле
ние Zc =  ]/ В/С. Для того чтобы фильтр работал на согласованную 
нагрузку (только в этом случае справедлива изложенная здесь теория 
фильтров), при изменении частоты нужно менять и сопротивление 
нагрузки.

2. В полосе прозрачности характеристическое сопротивление филь
тра всегда активное, а в полосе затухания — чисто реактивное (индук
тивное или емкостное).

Если нагрузка фильтра не чисто активная или не согласована с характеристи
ческим сопротивлением фильтра или если требуется учесть влияние активного 
сопротивления индуктивных катушек на работу фильтра (что существенно для 
низких частот), то д л я  построения зависимости Ui/U2 — f  (ы) и зависимости угла 
сдвига фаз между и 0 2 в функции частоты можно воспользоваться, например, 
методом пропорциональных величин (см. § 1.12). Характеристическое сопротивле
ние фильтра Zc берут равным внутреннему сопротивлению источника сигнала 
(генератора). При этом и генератор и фильтр работают в режиме согласования.

§ 5.3. К-фильтры НЧ и ВЧ, полосовые и заграждающие ft-филь- 
тры. Фильтрами НЧ (ФНЧ) называют фильтры, пропускающие в на
грузку лишь низкие частоты: с (ог = 0 до (о2. Полоса их затухания 
находится в интервале от со, Д° °°.

Схемы двух ФНЧ приведены на рис. 5.1, а , б. Характер измене
ния коэффициента затухания a  и коэффициента фазы b качественно 
иллюстрируют кривые рис. 5.1, в.

Под фильтрами ВЧ (ФВЧ) понимают фильтры, пропускающие 
в нагрузку лишь высокие частоты: с ы, до оо. Полоса затухания их 
находится в интервале от 0 до oí, .

Схемы двух ФВЧ приведены на рис. 5.2, а, б. Характер изме
нения коэффициентов а п  b для них иллюстрируется кривыми рис. 5.2, в.

Рассмотрим вопрос об изменении величины характеристического 
сопротивления Zc в полосе прозрачности для Т-фильтра НЧ (см. 
рис. 5.1, а) и для Т-фильтра ВЧ (рис. 5.2, а), а также для П-филь- 
тров. С этой целью в выражение Zc = ~\fB/C подставим значения В 
и С в соответствии с формулами (4.18) и проанализируем получен
ные выражения.



Для Т-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, а)

г . - / \
21* со2! 2.

При со = (о1==0 1С = У2Ь/С. С увеличением частоты '1С уменьша
ется, сначала мало отличаясь от значения При достижении 
значения со = сог = У'2/ЬС = 0.

а)

0 -

- г р - а

-0

0- -0

а)
0-

0-

0" -0

Для П-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, б)

г , = ( ¥ - “ *е*)'

Для Т-фильтра ВЧ (рис. 5.2, а)

г . - У Щ
1

а>2Сг ’
В этом случае характер изменения Zc отличен от характера изме

нения 1 С для Т-фильтра НЧ, а именно:
г с = 0 при © = « !=  \fV2LC. С увеличением со сопротивление 

увеличивается и при со->-оо ЕС~ У  2Ь/С.
Для П-фильтра ВЧ (рис. 5.2, б)

_ 1̂
/2С 1 \ 2

со2/.2/

Если фильтр предназначен для работы на частотах, находящихся 
внутри полосы прозрачности данного фильтра и относительно далеко 
отстоящих от значения со, при котором Ъс =  0, то сопротивление н аг



рузки Z„ на выходе фильтров НЧ выбирают равным которое 
соответствует (о = о)1 =  0. Д ля Т-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, а) 2С ==■

Для фильтров ВЧ обычно нагрузку согласовывают со значением 
¿с  при со->оо. Для Т-фильтра ВЧ (рис. 5.2, а) 2 с = ]/2Ь/С. В по
лосе (полосах) затухания 2 С оказывается чисто реактивным для всех 
типов /г-фильтров.

Для того чтобы выяснить, индуктивный или емкостный характер 
имеет 1 С в полосе затухания,  следует определить характер входного 
сопротивления этого фильтра
(фильтр всегда работает в режиме /г [ г

фильтров НЧ (рис. 5.1 , а, б) при очень высокой частоте, а для 
фильтров ВЧ (рис. 5.2, а, б) при очень низкой частоте (теоретически 
при со->0), считая выходные зажимы схем закороченными. Тот же 
результат будет получен, если считать их разомкнутыми. В резуль
тате определим, что в зоне затухания 1 С имеет индуктивный характер 
для Т-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, а) и П-фильтра ВЧ (рис. 5.2, б) 
и емкостный характер для П-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, б) и Т- 
фильтра ВЧ (рис. 5.2, а).

Полосовые фильтры представляют собой фильтры, пропускающие 
в  нагрузку лишь узкую  полосу частот от о)х до со2. Слева от

Рис. 5.3 Рис. 5.4



и справа от (о., находятся полосы затухания. Схема простейшего 
полосового /е-фильтра изображена на рис. 5.3, а. Параметры схемы 
должны удовлетворять условию Ь1С1 =  ЬгСг.

Характер изменения а  и Ъ для полосового фильтра иллюстрируют 
кривые рис. 5.3, б.

Без вывода дадим формулы для определения параметров полосо
вого фильтра рис. 5.3, а  по заданным частотам и /2 и сопротивле
нию нагрузки фильтра 1 С при резонансной частоте /р =  сор/2л:
1) 1 , = У Ш  2) с , -  3) 4) С, =; 5) и  -

4Я/1/2
Под заграждающими фильтрами (рис. 5.4, а) понимают фильтры, 

в которых полоса прозрачности как бы разрезана на две части поло
сой затухания (рис. 5.4, б). Слева от и справа от м2 находятся 
две части полосы прозрачности.

В схеме простейшего заграждающего фильтра на рис, 5.4, а  
= ¿2̂ *2*

Обозначим юр= 1  ¡V¡-\С\ и к =  и запишем формулы для определения
| и 2 ,  фильтров рис. 5.3, а  и 5 .4 , а.
Д ля рис. 5.3, а

“ ‘ ■ = Г я ( К Г р Ж : р , , :  г ‘ - / 1
для рис. 5 .4 , а

„4,_о.г5»,,(К2я-1бтт; ‘- s r k f
'  \  СО Ш рУ

Д ля фильтра рис. 5.3, а  в области частот от 0 до cof Zc имеет емкостный 
характер, а в области частот от а>2 до оо — индуктивный. Д л я  фильтра рис. 5.4, а 
в области частот от щ  до шр 1 С имеет индуктивный 
характер, а в области от мр до со2 — емкостный.

Характер изменения Zc иллюстрируется кривыми 
рис. 5.3, в и 5.4, в.

Пример 57. В схеме рис. 5.1, а  L =  10 мГ;
С = 10  мкФ. Определить границы полосы 
прозрачности,. закон изменения коэффициен
та & в полосе прозрачности, а также закон 
изменения коэффициента а в полосе затуха
ния, построить векторную диаграмму при а» =
== 2000 рад/с и /2 = 0,2 А.

Р е ш е н и е .  Для Т-схемы
А = 1 +  ZJZ3 =  1 +  j(üLj(aC =  1 — co2LC.

При А — 1 <»! = 0. При А =  — 1 имеем —1 =  1 — (o2LC; отсюда 
<ö2 = y r2/LC = 4470 рад/с.

В полосе прозрачности b =  arccos /4 = arccos ( 1 —co2LC).
При частоте © = 2000 рад/с, находящейся в полосе прозрачности, 

ZCV (2L/C) — m2L2=40 Ом. При нагрузке фильтра на характеристическое 
сопротивление напряжение на выходе U2 =  l 2Zc =  0,2 • 40 =  8 В.



Напряжение на входе 0 г также равно 8 В и опережает Ü2 на 
угол b — arccos 0 ,6 я«  53° (рис. 5.5).

Для определения закона изменения а  в полосе затухания (для дан
ного фильтра А отрицательно) используем уравнение

ch а  = — А — a>2LC — 1.

Найдем а, например, при со =  2со2 = 8940 рад/с:

ch a  =  (8940)2 • 10~2 • 10~5 - 1 = 7 ;  о'= 2,64 Нп.
Пример 58. Определить параметры полосового фильтра рис. 5.3, а, 

исходя из того, что он должен пропускать полосу частот от Д = 
=  750 Гц до /2 = 850 Гц и что сопротивление нагрузки Z„ = ZC при 
резонансной частоте /р составляет 800 Ом.

Р е ш е н и е .  1) f p = Y f I t  =  '1^750-850 = 798 Гц; 2) Сг =

~  2л  ■ 750 • 850 • 800 ~  12  М кФ ; ^  ~  2л (850 — 750) ~  1 ,2 7 3  Г ’ =  

=  л - 8 0 0 -  10 0 ~ 3 >94 м к Ф ; 5 )  L.z — 4^77507850 =  0>0 1  Г -

§ 5.4. Качественное определение ft-фильтра. По схеме ¿-фильтра 
без проведения подробного математического анализа можно судить
о том, к  какому из перечисленных типов может быть отнесен тот 
или иной фильтр. Заключение основывается на характере продольного 
сопротивления фильтра.

Характер продольного сопротивления fe-фильтра, как правило, прямо про
тивоположен характеру поперечного сопротивления. В этом можно убедиться, рас
смотрев схемы рис. 5.1, а, 5.2, а и 5 .3 , а. Действительно, если продольное сопро
тивление индуктивное, то поперечное — емкостное. Если продольное образовано пос
ледовательно соединенными L и С, то поперечное —параллельно соединенными L 
и С, и т. д .

Если продольное сопротивление состоит только из индуктивностей, 
то фильтр относится к категории НЧ; если продольное сопротивле
ние чисто емкостное, то фильтр — ВЧ.

Если продольное сопротивление состоит из последовательно соеди
ненных L и С, то фильтр полосового типа. Если продольное сопро
тивление состоит из параллельно соединенных L и С, то фильтр загра
ждающего типа.

§ 5 .5. Основы теории m -фильтров. Каскадное включение фильтров. Для
увеличения крутизны характеристики а  =  /(&>) в начале полосы затухания, для 
получения заданного значения затухания при определенной частоте (частотах) и 
для меньшей зависимости Zc от частоты в полосе прозрачности применяют полу- 
звенья m-фильтров, каскадно включаемые с 6-фильтрами.

На рис. 5 .6  в качестве примера изображены две возможные схемы каскадного 
включения ~|-полузвена m-фильтра и ¿-фильтра. На практике обычно применяют 
схемы, в которых ¿-фильтр находится между двумя полузвеньями т-фильтра.

Рассмотрим свойства полузвеньев m-фильтров и каскадных соединений их 
с ¿-фильтрами. На рис. 5 .6, а 1-полузвено m-фильтра, состоящее из сопротивле
ний Z, и Za, каскадно соединено с П-фильтром типа k (сопротивления Z4, Z5 
Z; ). На рис. 5 .6 , б Г-полузвено m-фильтра из сопротивлений Z9 и Z10 каскадно 
соединено с Т-фильтром типа k (сопротивления Zx, Zi, Z3). Сопротивления Z7 и



2 9 зависят от и 2 Ъ, а сопротивления Д  и 7.1й — от 2 , и 2 3. Поэтому говорят, 
что прототипами ~|-или Г-полузвеньев т-фильтров являю тся каскадно соединен
ные с ними /г-фильтры.

При каскадном соединении фильтров друг с другом всегда соблюдают прин
цип согласованности. Входное сопротивление ¿-фильтра должно быть равно

Я |------------------ 1 с  Г
*Н -сиз

С1 “■сг

"1 в

О
---------- -I Л <--------------

7 -  полузбено Л- фильтр типа к  
т-ф ильтра ^

I.----__ 4  дг I-------- .----- 1 Г
Г-полузоено Т-фильтр типа /с 
т-фильтра ^

Рис. 5.6

сопротивлению нагрузки на выходе этого фильтра: 2 С,, =  2 ' .  Д ля левого полузвена 
т-фильтра 2 с2 является сопротивлением нагрузки. Несимметричный четырехполюс
ник, каким является полузвено т-фильтра, характеризуется двумя характерис
тическими сопротивлениями 1 сХ и 1 сг. Сопротивление 2 СХ в т-фильтре рис. 5 .6, а  
определяется как входное сопротивление схемы рис. 5 .7 , а, в которой нагрузкой

7 ЛI,̂  ^

Рис. 5.7

является 2 сг (входное сопротивление /г-фильтра). Сопротивление 2 сг для полузвена 
т-фильтра определяется как входное сопротивление схемы рис. 5.7, б, в которой 
нагрузкой является 1 Л . Входное сопротивление равно частному от деления 
входного напряжения на входной ток. Используя коэффициенты А В, С, £>, 
характеризующие полузвено т-фильтра как четырехполюсника, получим

7 А 0 2-\-В12 А 2 сг-\- В
Ссх = с о Т + о г2 = С1с2+ й  ■

Сопротивление Ъс± определяем при обратном питании, когда коэффициенты А 
и И меняются местами, поэтому

,  о и 2+ в ! 2 о г с1+ в
* с2 С д2 +  АГ2 С 2Л  +  А '

Решив уравнения относительно 2 Л  и Ъс2, найдем:

г С1 =  1/  АВ/СИ; 2 С2 =  У  ВО/АС.
Коэффициенты А, В , С , £> ^-полузвена т-ф ильтра рис. 5.6, а определим 

по формулам § 4 .5 , полагая в них 1 1 =  2 „  22 =  0 , 2 3 =  2 8. Получим А — 1 +  
+  (2 ,/ г8), В =  2 „  С = 1/ 28, 0  =  1.



Подставим найденные значения А, В, С, О в формулы для 2 сх и 2 С2:

Т-А = У  2 (1 +

2-1 — /" 27г8

V '+й-
Входное сопротивление второго каскада схемы рис. 5.6, а

2г о -- / 2 + ̂ .  ■¿5

(5-12)

(5-13)

Сопротивление Z8 в ”]-полузвене т-фильтра рис. 5.6, а берут равным 2 ь}т ,  
где числовой коэффициент т. находится в интервале от 0 до 1. Подставляя в (5.12) 
2 5/т вместо 2 Й и приравнивая подкоренные выражения формул (5.12) и (5.13), 
получим уравнение для  определения 2 7:

г  **7 т  2^2Ъ или
1 1 I

2 + ¿̂5
т
2 11 — т а *

Последнее выражение свидетельствует о том, что сопротивление !■, образа
 ̂ твано двумя параллельно соединенными сопротивлениями 2 “ 6 1 — «2

(рис. 5.7, в). Так к а к  !■, образовано параллельно соединенными сопротивлениями,

7-полузвено К-фильтр Г-палуздено \ 
т-фильтра. т-(римтра , 

а)

\
шс шр ш

5)

Шц ше

Г ? 5
г;

Шр
9)

Рис. 5.8

которые являю тся зависимыми (производными) от сопротивлений 2ц и 2 Ь ¿-филь
тра, т-фильтр рис. 5 .6 , а называют фильтром параллельно-производного типа.

Заменим в схеме рис. 5.6, а сопротивление 2 а — 2 п  на второе полузвено т -  
фильтра, на выходе которого и включим действительную нагрузку 2 К =  2 С± 
(рис. 5.8, а). Если первое полузвено т-фильтра на схеме рис. 5.6, а представляло 
собой “(-полузвено, состоящее из сопротивлений 2-, и 2 Я, то второе полузвено 
т-фильтра должно представлять собой Г-полузвено, состоящее из таких же



сопротивлений 2 ,  и 2 8, но как  бы перевернутых относительно вертикальной пря« 
мой. Д ля второго полузвена т-фильтра входное сопротивление слева равно 2 С2, 
а входное сопротивление справа (со стороны нагрузки 2 Н) — 1 С±. Практически 1 С± 
для фильтра НЧ берут равным его значению при со->0, а для фильтра В Ч — его 
значению при <в оо. Для т-фильтра рис. 5 .6, а в обоих случаях 2 С1 =  К/./2С, 
где I, и С — индуктивность и емкость /г-фильтра, являющегося прототипом т - 
фильтра. Д ля фильтра НЧ это значения Ь и С в схеме рис. 5 .1 , б, а для  филь
тра ВЧ —в схеме рис. 5.2, б.

Границы полосы прозрачности у  т-фильтра определяют так  ж е, к а к  и у  к- 
фильтра, т. е. полагая А (ш) =  ±: 1 для фильтров НЧ и ВЧ, В полосе затухания 
для т-фильтра

с!1 а = ± Л ( ю ) .

Знак минус относится к  полосе частот от мр до мс, знак плюс — к полосе 
от шр до оо для фильтров НЧ и к полосе частот от сор до 0 для фильтров ВЧ (объ
ясняется это тем, что сопротивление 2 7 изменяет знак при резонансной частоте <ор).

2а=Гп7,

а)

Границы полосы прозрачности по частоте для ¿¡-фильтра и для каскадно и 
согласованно с ним соединенного т-ф ильтра совпадают. Результирующее затуха
ние всего фильтра а равно сумме затуханий т-фильтра (ат ) и /г-фильтра (а*):

а~ атЛ-ак•
Характер зависимости ат  =  /(<в) для т-фильтров НЧ и ВЧ показан на 

рис. 5.8, б , в, где и с —частота среза (граничная частота полосы прозрачности). 
На рис. 5 .8, 6  Шр — резонансная частота, при которой противоположного харак

тера сопротивления 24 -у  и у- т '  ̂ в  схеме рис. 5.7, в вступают в резонанс,
так что 2 ,  =  оо при частоте сор (при этом бесконечно велико затухание т-ф ильтра). 
В области частот от о)с до шр ат  резко возрастает, что очень существенно, так 
как получается большое затухание в начале полосы затухани я, где ак мало. 
Уменьшение а т  при со >  и р компенсируется ростом а*. Напряжение на входных 
зажимах фильтра опережает напряжение на нагрузке на угол Ь =  Ьт -\-Ь/,, где 
Ът  — угол сдвига по фазе от т-фильтра, а Ьь — угол сдвига по фазе от й-фильтра. 
Зависимость 6* =  / (со) рассмотрена в § 5.3. Зависимость Ьт  =  }(ы) показана на 
рис. 5.8, г для фильтра НЧ и на рис. 5 .8, д для фильтра ВЧ . Зависимость 2 с1; 
от ш/<ос для фильтра НЧ показана на рис. 5.8, е при трех значениях т .  При 
т я =  0 .5 -1- 0.6 сопротивление 1 С\ остается приблизительно постоянным почти 
во всей полосе прозрачности, резко уменьшаясь только вблизи частоты среза.

Рассмотрим свойства Г-полузвена т-фильтра (рис. 5 .9, о), являющегося 
составной частью фильтра рис. 5 .6 , б. Опуская промежуточные выкладки, запи
шем окончательные выражения для 2 С* и 2 С2 этого фильтра:

2'‘=/тЖ ;; 2» - / 2Л*(,+й)-



г с2 = у Г 2 ^ 2 + ^ ) .
Г-полузвено т-фильтра рис. 5 .9 , а  называют последовательно производным, 

так как  его сопротивление 2 10 состоит из двух последовательно соединенных 
” 2 „ 1 — т2 _ „сопротивлении 2 3 и ——— являющихся производными от сопротивлении

Ъу и 2 3 ¿-фильтра. Сопротивления 2 Х и 2 3 имеют противоположный характер 
(одно индуктивный, другое емкостный), поэтому при некоторой частоте сопротив. 
лепие 2 10 =  0 (резонанс напряжений). Д ля полосы прозрачности зависимость изме
нения 2 С1 от (о/шс для фильтра НЧ (от сос/о> для фильтра ВЧ) при трех значениях 
т  показана на рис. 5.9, б. При т  я к  (0,5 -Ь 0,6) 2 Л относительно мало изменяется 
в полосе прозрачности, что важно для практики. Зависимости а т  =  /(со) и Ьт  =  
=  / (со) для т -фильтра рис. 5 .6, б такие же, что и для соответствующего ему 
т-фильтра рис. 5.6, а. Обобщенно можно сказать, что теоретически бесконечно 
большое затухание в т-фильтре на частоте сор создается либо за счет того, что 
на этой частоте в последовательной ветви полузвена т-фильтра оказывается участок 
с бесконечно большим сопротивлением (возникает резонанс токов), либо за счет 
того, что параллельная ветвь т-фильтра образует короткое замыкание при возни
кновении в ней режима резонанса напряжений. При каскадном соединении несколь
ких т-фильтров значения Ь, С выбирают различными, чтобы создавать большие 
затухания на нескольких заданных частотах (сор1, юр2 и т. п.) При этом зави
симость а  =  /(со), например, для фильтра НЧ имеет вид гребенки, показанной 
на рис. 5 .9 , в. Фильтр с такой характеристикой иногда называют гребенчатым.

§ 5 .6 . РС-фильтры. Если сопротивление нагрузки фильтра очень велико 
(например, входное сопротивление лампового усилителя), то фильтр иногда выпол
няют из элементов Я и С.

С„ /?■в 0-

= = \иг

0-

нь

а) в)

Рис. 5.10

На рис. 5.10, а —в изображены схемы фильтров НЧ, ВЧ и полосового /?С- 
фильтра, а на рис. 5.10, г — е — соответствующие им зависимости а  =  1п(/1/(/2 =  
=  /((о). Д ля всех ДС-фильтров в рабочей зоне а ф  0. Рабочая зона фильтра НЧ 
простирается от ю =  0 до со =  сос=1//?С (принято условно) при а =  0,343 Нп. 
Д ля фильтра ВЧ рабочая зона находится в диапазоне от со =  а>с = 1 //?С при а =  
=  0,343 Нп до со — сб. В полосовом фильтре минимальное затухание имеет место 
при со =  со0=  1ЩС.

Вопросы для самопроверки
1. Дайте определение полосы прозрачности и полосы затухания. Как опре

делить границы полосы прозрачности для фильтров НЧ и ВЧ, а также полосовых 
и заграждающих фильтров? 2. Начертить графики изменения 2 С, а и Ь в функ-



ции .частоты со для всех известных Вам типов фильтров. Из чего следует исходить 
при определении характера 1 С фильтра в полосе затухания? 3. В чем недостатки 
¿-фильтров? 4. Как согласовывают полузвенья т-фильтра с ¿-фильтром? За счет 
чего в т-фильтрах при некоторых частотах возникает бесконечно большое зату
хание? 5. В чем преимущества т-фильтров перед ¿-фильтрами? 6. Чем принци
пиально отличается #С-фильтр от ¿ -  и т-фильтров? 7. Решите задачи 14.1- 14,4- 
14.6; 14.7; 14.18; 14.21; 14.22. - г г  а  >

ГЛАВА ШЕСТАЯ

ТРЕХФАЗНЫЕ ЦЕПИ

§ 6.1. Трехфазная система э. д. с. Под трехфазной симметричной 
системой э. д. с. понимают совокупность трех синусоидальных э. д. с. 
одинаковой частоты и амплитуды, сдвинутых по фазе на 120°. Гра
фики их мгновенных значений изображены на рис. 6.1; векторная 
диаграмма —на рис. 6.2. Прин
цип получения трехфазной си
стемы э. д. с. иллюстрирует 
рис. 6.3. В равномерном маг
нитном поле с постоянной угло
вой скоростью (о вращаются три 
одинаковых жестко скрепленных 
друг с другом катушки.

Плоскости катушек смещены Рис- 611
в пространстве друг относительно
друга на 120°. В каждой катушке наводится синусоидальная э. д. с. 
одинаковой амплитуды, но по фазе они сдвинуты на 120°.

П Ш

Рис. 6.2

Аналогичным путем можно получить двух- и четырехфазную 
систему э. д. с. и более. Наибольшее практическое применение полу
чила трехфазная система.

Э. д. с. трехфазного генератора обозначают следующим образом: 
одну из э. д. с. обозначают ЁД, отстающую от нее на 120° э. д. с. — 
Ев , а опережающую на 120° — Ес .

Последовательность прохождения э. д. с. через одинаковые значе
ния (например, через нулевое значение) называют последовательностью  
фаз.

§ 6.2. Принцип работы трехфазного машинного генератора. В машинном гене
раторе (рис. 6.4) обмотки неподвижны (помещены в пазы статора), на рисунке



обозначены буквами А, В, С. Магнитное поле в нем создается вращающимся рото
ром с намотанной катушкой, по которой протекает постоянный ток. Если число 
пар полюсов ротора равно 1, то угловая скорость вращения ротора равна угло
вой частоте вращающегося магнитного поля. Магнитная цепь в такой конструк
ции почти замкнута (имеется только небольшой зазор между статором и ротором), 
что позволяет получить значительный поток при относительно небольшой магни

тодвижущей силе обмотки ротора. При конструи
ровании генератора стремятся к  тому, чтобы рас
пределение магнитной индукции по окружности 
статора было практически синусоидально. Пункти
ром на рис, 6.4 показаны магнитные силовые ли
нии.

§ 6.3 , Трехфазная цепь. Расширение 
понятия фазы. Совокупность трехфазной 
системы э. д. с., трехфазной нагрузки (на
грузок) и соединительных проводов назы
вают трехфазной цепью.

Токи, протекающие по отдельным уча
сткам трехфазных цепей, сдвинуты относи
тельно друг друга по фазе. Под фазой 
трехфазной цепи понимают участок трех
фазной цепи, по которому протекает оди

наковый ток. В литературе фазой иногда называют однофазную цепь, 
входящую в состав многофазной цепи. Под фазой будем также пони
мать аргумент синусоидально меняющейся величины. Таким образом, 
в зависимости от рассматриваемого вопроса фаза —это либо участок 
трехфазной цепи, либо аргумент синусоидально изменяющейся величины.

§ 6.4. Основные схемы соединения трехфазных цепей, определе
ние линейных и фазных величин. Существуют различные способы 
соединения обмоток генератора с нагрузкой. Самым неэкономичным 
способом явилось бы соединение каждой обмотки генератора с нагруз
кой двумя проводами, на что потребовалось бы шесть соединительных 
проводов. В целях экономии обмотки трехфазного генератора соеди
няют в звезду или треугольник. При этом число соединительных 
проводов от генератора к нагрузке уменьшается с шести до трех или 
до четырех.

На электрической схеме трехфазный генератор принято изображать 
в виде трех обмоток, расположенных друг к другу под углом 120°. 
При соединении звездой одноименные зажимы (например, концы х, 
у , г) трех обмоток объединяют в одну точку (рис. 6.5), которую назы
вают нулевой точкой генератора О. Обмотки генератора обозначают 
буквами А, В, С; буквы ставят: Л — у начала первой, В — у начала 
второй и С —у начала третьей фазы.

При соединении обмоток генератора треугольником (рис. 6.6) 
конец первой обмотки генератора соединяют с началом второй, конец 
второй —с началом третьей, конец третьей —с началом первой. Гео
метрическая сумма э. д. с. в замкнутом треугольнике равна нулю. 
Поэтому если к зажима'м Л, В , С не присоединена нагрузка, то по 
обмоткам генератора не будет протекать ток.



Обратим внимание на то, что расположение звезды или треугольника векто
ров фазных э. д. с. на комплексной плоскости не следует связывать с расположе
нием в пространстве осей трех обмоток генератора.

Пять простейших способов соединения трехфазного генератора 
с трехфазной нагрузкой изображены на рис. 6.7 — 6.10.

А

Точку, в которой объединены три конца трехфазной нагрузки 
при соединении ее звездой, называют нулевой точкой нагрузки  и обо
значают О'. Нулевым проводом называют провод, соединяющий нуле

вые точки генератора и нагрузки. Ток нулевого провода назовем /„. 
Положительное направление тока возьмем от точки О' к точке О.

Провода, соединяющие точки А, В, С генератора с нагрузкой, 
называют линейными.

Г У  /1 в ‘К
1с

а)
Рис. 6.9

‘■вс

1 /в ¡вс |
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Схему рис. 6.7 называют звезда — звезда с нулевым проводом; 
рис. 6.8 — звезда — звезда без нулевого провода; рис. 6.9, а  —звезда — 
треугольник; рис. 6.9, б —треугольник —треугольник; рис. 6.10 — 
треугольник — звезда.



Текущие по линейным проводам токи называют линейными-, их 
обозначают 1А, 1 в , /с. Условимся за положительное направление 
токов принимать направление от генератора к нагрузке. Модули 
линейных тдков часто обозначают /л (не указывая никакого дополни
тельного индекса), особенно тогда, когда все линейные токи по модулю 
одинаковы.

Напряжение между линейными проводами называют линейным и 
обозначают, например, О АВ (линейное напряжение между точками 
А и В); модуль линейного напряжения — £/л.

Рис. 6.10 Рис. 6.11

Каждую из трех обмоток генератора называют фазой генератора; 
каждую из трех нагрузок — фазой нагрузки; протекающие по ним 
токи — фазовыми токами генератора /ф или соответственно нагрузки, 
а напряжения на них —фазовыми напряжениями (£/ф).

§ 6.5. Соотношения между линейными и фазовыми напряжениями 
и токами. При соединении генератора в звезду (рис. 6.7, 6.8, 6.9, а) 
линейное напряжение по модулю в У^З раза больше фазового напря
жения генератора (Uф). Это следует из того, что U, есть основание 
равнобедренного треугольника с острыми углами по 30° (рис. 6.11):

U, = Uab = ^ Ф2 co s30° =  J/3 и ф. (6.1)
Линейный ток /л при соединении генератора в звезду равен фазо

вому току генератора:
I  Л =  / ф .

При соединении генератора в треугольник линейное напряжение 
равно фазовому напряжению генератора (см. рис. 6.6, 6.9f б):

Уя = и ф. (6.2)

При соединении нагрузки в звезду (см. рнс. 6.7, 6.8, 6.10) линей
ный ток равен фазовому току нагрузки:

/л =
' При соединении нагрузки в треугольник положительные направ
ления для токов выбирают по часовой стрелке. Индексы у токов 
соответствуют выбранным для них положительным направлениям: 
первый индекс отвечает точке, от которой ток утекает, второй — 
точке, к которой ток притекает.



При соединении нагрузки в треугольник (см. рис. 6.9, а, б) линей
ные токи не равны фазовым токам нагрузки и определяются через 
них по первому закону Кирхгофа:

I  А =  I  А В ~  ¡ С А ,  I В  —  1  ВС —  I  АВ \  ¡ С ~  1 с А ~  I  ВС-

§ 6.6. Преимущества трехфазных систем. Широкое распространение 
трехфазных систем объясняется главным образом тремя основными 
причинами:

1) передача энергии на дальние расстояния трехфазным током 
экономически более выгодна, чем переменным током с иным числом 
фаз;

2) элементы системы — трехфазный асинхронный двигатель и трех
фазный трансформатор — весьма просты в производстве, экономичны 
и надежны в работе;

3) система обладает свойством неизменности величины мгновенной 
мощности за период синусоидального тока, если нагрузка во всех 
трех фазах трехфазного генератора одинакова.

§ 6.7. Расчет трехфазных цепей. Трехфазные цепи являются раз
новидностью цепей синусоидального тока, и потому расчет и исследо
вание процессов в них производятся теми же методами и приемами, 
которые рассматривались в гл. 3 и 4.

Для цепей трехфазного тока применим также символический метод 
расчета и могут строиться векторные, топографические и круговые диаг
раммы.

Аналитический расчет трехфазных цепей рекомендуется сопровож
дать построением векторных или топографических диаграмм. Вектор
ные диаграммы облегчают нахождение углов между токами и напря
жениями, делают все соотношения более наглядными и помогают 
находить ошибки при аналитическом расчете, если последние возник
нут.

§ 6.8. Соединение звезда — звезда с нулевым проводом. Если 
нулевой провод в схеме рис. 6.7 обладает весьма малым сопротивле
нием, то потенциал точки О' практически равен потенциалу точки О; 
точки О' и О фактически представляют собой одну точку. При этом 
в схеме образуются три обособленных контура, через которые прохо
дят токи:

1а — Ёа№а, I в — Ёв/1в’, ! с  = Ё с/гс .
По первому закону Кирхгофа, ток в нулевом проводе равен гео

метрической сумме фазовых токов:
?л-\-1 в +  ?с- (6.3)

Если Еа — 1 н = Ес (такую нагрузку называют равномерной), то 
ток /0 равен нулю и нулевой провод может быть изъят из схемы 
без изменения режима ее работы.

При неравномерной нагрузке фаз ток /0 в общем случае не равен 
нулю.



При наличии в нулевом проводе некоторого сопротивления расчет 
схемы производится методом двух узлов.

Рис. 6.12

Пример 59. В схеме рис. 6.12, а  э. д. с. каждой фазы трехфазного 
генератора равна 127 В. Сопротивления фаз нагрузки равны по вели

чине (6,35 Ом), но имеют различный характер: 
1 А =  /?; г в = ¡аЬ; 1С =  — ¡¡а>С. Определить ток 
в нулевом проводе.

Р е ш е н и е .  Построим векторную диаграмму 
(рис. 6.12, б). Токи всех фаз по модулю равны 
127/6,35 =  20 А. Ток 1А совпадает по фазе .с ЁА. 
Ток /д на 90° отстает от Ер. Ток /с опере
жает Ес  на 90°. Сумма /д +  /д +  ^с дает век
тор тока /0. По модулю он равен 14,6 А.

Пример 60. Какой величины должно быть 
взято сопротивление /? в фазе А схемы рис. 
6.12, а, чтобы ток в нулевом проводе стал рав
ным нулю?

Р е ш е н и е .  Геометрическая сумма токов /в +  /с по модулю равна

2 - 2 0 -сое30° = 2 0 / 3  А\
Ток в нулевом проводе будет равен нулю, если ток 1А, направ

ленный противоположно сумме /в +  /с , по модулю станет равным 
2 0 / 3  А. При этом сопротивление фазы А

Я = Е/20 У З  =  127/20 У 3 =  3,66 Ом.
Пример 61. Определить ток в нулевом проводе схемы рис. 6.12, а, 

если в фазу А включить активное сопротивление 3,66 Ом, а индук
тивность и емкость фаз В и С поменять местами; = 1/соС = 6,35 Ом.

Р е ш е н и е .  Векторная диаграмма изображена на рис. 6.13. Из 
нее следует, что /0 = 34,6 +  34,6 =  69,2 А.

§ 6.9. Соединение нагрузки в треугольник. Выберем направление 
токов в фазах треугольника в соответствии с рис. 6.9, а. Ток 1АВ 
вызывается напряжением ОАВ. Величина и фаза его по отношению 
к напряжению ОАВ определяются сопротивлением нагрузки Ток 
I в с  вызван напряжением Ов с . Величина и фаза его по отношению



к ÜDC определяются сопротивлением ZBC. Ток 1Са вызван напряже
нием Ùca и определяется сопротивлением ZCA. Линейные токи опре
делим через фазовые токи по первому закону Кирхгофа:

I  а  —  I  а в  —  I с а \

1В = 1'ВС — 1'АВ', ■ (6.4)
1с =  ¡ е л  — ¡в с -  .

При равномерной нагрузке фаз линейные токи по модулю в ]/3 
раз больше фазовых токов нагрузки. При неравномерной нагрузке 
линейные токи могут быть и больше и меньше фазовых токов на
грузки,

Пример 62. В схеме рис. 6.14, a  ZAn= —19/; ZBC= l9 j ;  2 СД= 19 Ом. 
Э. д. с. каждой фазы генератора 220 В. Определить все токи и 
построить векторную диаграмму.

Р е ш е н и е .  Векторная диаграмма построена на рис. 6.14, б. Напря
жения на фазах нагрузки в раз больше фазовых э. д. с. генера
тора и равны 220]/3 = 380 В. Ток I ав опережает напряжение ÙАВ 
на 90° и равен 380/19 = 20 А. Ток I в с  отстает от Ûв с  на 90° и также 
равен 20 А. Ток 1СА по модулю равен 20 А и совпадает по фазе 
с напряжением ÙCA- Линейные токи /А, /в , 1С найдем графически 
путем использования соотношений (6.4). По модулю /д =  /с ^  10 А; 
/в = 20 А.

§ 6.10. Оператор а  трехфазной системы. Условимся комплексное 
число е/120°, по модулю равное единице, обозначать а  и называть 
оператором трехфазной системы. Тогда

е/24о° _  (e/l20")2 = а2.

Три вектора: I, а  и а 2 —образуют симметричную трехфазную 
систему (рис. 6.15):

1 +  а  +  а2 = 0. (6.5)

Умножение какого-либо вектора на а  поворачивает его без изме
нения модуля на угол 120ч против часовой стрелки. Умножение век



тора на а2 поворачивает его на угол 240° против часовой стрелки, 
или, что то же самое, поворачивает его по часовой стрелке на 120°.

С помощью оператора а  можно выразить э. д. с. Ёв  и Ёс  симмет
ричной трехфазной системы через э. д. с. ЁА:

Ёв — а2ЁА; Ёс  = аЁА. (6.6)

§ 6.11. Соединение звезда — звезда без нулевого провода. На 
рис. 6.8 представлена схема с двумя узлами (точки О и О ). Для

+/

/

расчета токов в ней целесообразно пользоваться методом двух узлов 
(см. § 1.21). Напряжение между двумя узлами

У а  +  У в +  У с  ЁА (Г А +  * У в +  аУ с)
и 0'0 ■ Уа + Ув + Ус ул+ ув+ ус

Если нагрузка равномерна (УА = Уд = Ус), то [см. соотношение 
(6-5)]

, Т  Е а У а  (*  + а  +  а 2) п

и 0 '0 = --------зу^-------- = °

и напряжение на каждой фазе нагрузки равно соответствующей э. д. с.:
О ао ' =  Ё а , й в о , =  Ёв\ О со' =  Ё с .

Если нагрузка неравномерна, то Оою Ф  0 и
О а о ' — Ёа — О о'о\ Ов о '  =  Ё в ~ О  о-в! О со' =  Ёс — О о ,о.

Токи в фазах нагрузки:
1 а — &а о ’/Яа, 1 в — ^ в о '1^ в \ ¡ с  — й с о ’№с.

Если в двух фазах нагрузка одинакова, например 1 в = 2.с ф 1 А, 
то формула (6.7) после преобразований имеет следующий вид:

О о'о — ЁА
1 в + 2 2 а '

(6.8)

§ 6.12. Трехфазные цепи при наличии взаимоиндукции. Расчет 
трехфазных цепей, содержащих магнитносвязанные катушки, произ
водится так же, как и расчет магнитносвязанных цепей однофазного 
синусоидального тока.



Пример 63. Определить показания амперметра и вольтметра в схеме 
рис. 6.16. Построить топографическую диаграмму, совместив ее с век
торной диаграммой токов. Дано: £ф=127 В; (оЬ=1/а>С =  4 Ом; 
(оМ =  2 Ом.

Р е ш е н и е .  Выберем положительные направления токов в соот
ветствии с рис. 6 .16; По первому закону Кирхгофа, /д +  /в+ /с = 0.

Примем э. д. с. ЁА направленной по оси +1. Составим уравнение 
по второму закону Кирхгофа для контура ОАО'ВО:

/ д1’ыЬ -\- / я/'шМ — (/в/со£ +  / д/шМ) = О ав-
После подстановки числовых значений получим

Топографическая диаграмма, совмещенная с векторной диаграммой 
токов, изображена на рис. 6.17. Амперметр показывает 110 А, вольт
метр — приблизительно 640 В. Последний

Реактивная мощность трехфазной си
стемы представляет собой сумму реактив
ных мощностей фаз нагрузки и реактивной мощности в сопротивле
нии, включенном в нулевой провод:

или
2/ (/л — /в) = 220е,30\

;  220е,зо° 11П «

Для контура ОСО'ВО

или
/ с ( -  — 0 в ! +  I а}®Щ — 0 св ,  

—4/7 а — 2/7 л — 4/7 в = 220/.

Совместное решение трех уравнений дает:
! А = 1Ю; /в = 110е/'С0’ ; /с =  110 ]/3 е -/ 150° А.

формуле
результат получен после подсчета фо- по

Фо' =  Фо +   ̂д/<й£ — /в/юМ.
§ 6.13. Активная, реактивная и пол

ная мощности трехфазной системы. Под
активной мощностью трехфазной системы 
понимают сумму активных мощностей фаз 
нагрузки и активной мощности в сопротив
лении, включенном в нулевой провод:

Р = Р а + Рв +  Р с + Р0. (6.9)
Рис. 6.17

С? — Фл +  (¿В +  Фс +  Фо- (6 . 10)

Полная мощность
5 =  у р г +<22. (6.11)



Если нагрузка равномерная, то
Po  — Qo~Q*

Р a — P b ~ P c ~ U ф/ф cos фф, фд = Qÿ — Qc  — 11ф1ф sin фф̂

где Фф —угол между напряжением 0 Ф на фазе нагрузки и током /ф 
фазы нагрузки.

При равномерной нагрузке фаз
Я =  ЗУф/ф соэфф! 1
С =  3{/ф/ф sin фф; | (6.12J
S  =  3^/ф/ф. I

При равномерной нагрузке независимо от способа ее соединения в звезду или 
в треугольник _  _  __

ЗУ ф /ф ^/З / 3  1/ф/ф =  / 3  и я1л, (6.13)

где 1/л — линейное напряжение на нагрузке; /л — линейный ток нагрузки. , 
Поэтому вместо формул (6.12) часто используют следующие:

Я =  |Аз UЛ1Я cos фф; |
Q =  K 3  и л/л ш щ ;  [  I6.I4J
S = / 3  и л/а. }

§6 .14 . Измерение активной мощности в трехфазной системе.Для измерения актив
ной мощности трехфазной системы в общем случае (неравномерная нагрузка и 
наличие нулевого провода) необходимо включить три ваттметра по схеме рис. 6,18. 
Активная мощность системы равна сумме показаний трех ваттметров.

Рис. 6.18 Рис. 6.19

Если нулевой провод отсутствует, то измерение мощности производят двумя 
ваттметрами по схеме рис. 6.19. Сумма показаний двух ваттметров при этом опре
деляет активную мощность всей системы независимо от того, в звезду или тре
угольник соединена нагрузка (треугольник нагрузки всегда может быть преобра
зован в эквивалентную звезду). * . *

Показание первого ваттметра равно № и АС1А, второго — Ц еив с1в - Но

Ке +  \(рА —й с )  *А + Ф в - О с ) У  =

= Ие {(У*1А + 0*1в + и с 1с) .
При равномерной нагрузке фаз достаточно измерить мощность одной из фаз 

и результат утроить.



§ 6.15. Круговые и линейные диаграммы в трехфазных цепях«
Если меняется модуль сопротивления одной из фаз трехфазной цепи, 
то геометрическим местом концов векторов напряжения (тока) любой 
из фаз цепи является окружность или прямая линия.

Для примера рассмотрим круговую диаграмму напряжений по 
схеме рис. 6.20, если ZB = ZC =  г =  const и изменяется только модуль 
сопротивления фазы А (Za).

Используем формулу (4.40), заменив в ней индексы а и Ь на О' 
и О. В режиме холостого хода ток по фазе А равен нулю, а напря
жения на двух сопротивлениях 
ZB = Zc = r равны Uвс/2. Точка О" 
в режиме х. х._ находится посереди
не вектора Овс  (на рис. 6 .21, 
а  —точка /), при этом i/o'Oxx —
= —0 ,ЪЁА. При коротком замыка
нии сопротивления ZA потенциал 
точки О' равен потенциалу точки Л.
Поэтому О о 'О к . з  =  ¿ А -  Хордой ис
комой окружности является раз
ность .векторов (рис. 6.21, б) С/о’Ок.з — Uo’Ox.x — Ёа — (—0,5ЁА) — 
=  1,5£д. Для определения входного сопротивления ZBX по отношению 
к точкам Л и О' служит схема рис. 6.22, а  (источники э. д. с. зако
рочены). Два сопротивления г  включены параллельно, поэтому Z3X~  
— г/2 и фвх =  0.

Рассмотрим три случая, отличающихся характером сопротивле
ния Za.

Рис. 6.20

¿А

и0’0к.э Uo'OK.3~Vo'OX.X̂ Uo'okj-Ea

-----—гt-^ R
'йо'ох,х~~0,5Ёд

f  UBc 
а) 5)

Рис. 6.21

1. Когда — изменяющееся емкостное сопротивление, то =  
=  — //иС, фн = —90° и =  Фи — Фвх = —90°. Круговая диаграмма 
напряжения 0 О’о построена на рис. 6.22, б, где линия Хс  проведена 
по отношению к хорде под углом — г|з = 90°. Масштаб для Хс  соответ
ствует масштабу, в котором отрезок {<1 выражает входное сопротив
ление Zвx =  г/2. Геометрическим местом точки О' является полуокруж
ность [рА. Для определения величины и фазы ( ]о-о при некотором 
произвольном значении Хс  его следует отложить на линии т й  и 
провести луч }т. Точка пересечения луча /тп с полуокружностью $рА 
обозначена р. Напряжение О о’о , соответствующее взятому значению 
Хс, изобразится вектором, проведенным из точки О в точку р.



2. Когда 1 А — изменяющееся индуктивное сопротивление, то г|> =90 
и геометрическим местом концов вектора Оо'о является полуокруж
ность /<7А (изображена пунктиром на рис. 6.22, б). Линия перемен
ного параметра в этом случае будет справа от точки й.

3. Когда — чисто активное сопротивление, то -ф = фн — фвх = 0 
и геометрическим местом концов вектора О0'о является прямая Л/.

§ 6.16. Указатель последовательности чередования фаз. Опреде
ление порядка или последовательности чередования фаз в трехфазной 
симметричной системе э. д. с. (напряжений) производят с помощью 
указателя последовательности чередования фаз. В простейшем испол

нении он состоит из двух одинако
вых ламп накаливания и конденса
тора (рис. 6.23).

Емкость С берут такой величи
ны, чтобы емкостное сопротивление 
1/со С равнялось сопротивлению каж 
дой лампы.

Если три конца указателя под
ключить к трем концам симметрич
ной трехфазной системы э. д. с ., 
то потенциал нулевой точки схемы 
на рис. 6.23 будет определяться 
положением точки О' на векторной 
диаграмме рис. 6.2 2 , б  (соответст
вует точке р).

Из диаграммы рис. 6.22, б вид
но, что напряжение на лампах 
накаливания будет различно. На 
лампе, включенной в фазу В, оно 
определяется вектором С/во'', на 
лампе, включенной в фазу С, — век

тором и с о ' .  Так как и в о - > и с о г, то лампа в фазе В  будет гореть 
более ярко, чем лампа в фазе С. Следовательно, если фазу трехфаз
ной системы э. д. с., к которой подключен конденсатор, принять за 
фазу А, т о фаза, к которой окажется подключенной ярко горящая  
лампа, е ст ь фаза В, а фаза с  тускло горящей лампой —фаза С.

Одним из важнейших свойств многофазных и, в частности, трех
фазных токов является их способность создавать круговое вращаю
щееся магнитное поле.

§ 6.17. Магнитное поле катушки с синусоидальным током. Маг
нитное поле одной катушки, по которой протекает синусоидальный 
ток, представляет собой пульсирующее * (не вращающееся) магнитное 
иоле. На рис. 6.24 изображена катушка, по которой проходит сину
соидальный ток г = /т 8И1 со/. Магнитное поле характеризуется векто

5)
Рис. 6.22

* Под пульсирующим полем понимают поле, вектор магнитной индукции 
которого изменяется (пульсирует) вдоль оси создающей его катушки с током.



ром магнитной индукции В. Направление В определяется направле
нием намотки катушки и направлением тока в ней в данный момент 
времени. Пусть буква Н означает начало, а К  — конец катушки. 
Если ток входит в зажим И и выходит из зажима К  (это направле
ние тока будем считать положительным: ему соответствует интервал

Тускпо Ярко

Рис. 6.23 Рис. 6.24

времени от 0 до я), то вектор магнитной индукции направлен вверх 
по осевой линии катушки. В следующий полупериод, когда ток отри
цателен, вектор В направлен вниз (пунктир на рис. 6.24). Таким 
образом, геометрическим местом концов вектора В  является ось 
катушки.

§ 6.18. Получение кругового вращающегося магнитного поля.
Круговое вращающееся магнитное поле представляет собой магнитное 
поле, вектор результирующей магнитной индукции которого по вели
чине неизменен и вращается с постоянной угловой скоростью о.

Lút %■

Рис. 6.25

Расположим три одинаковые катушки так, чтобы их оси были 
смещены на 120° по отношению друг к другу (рис. 6.25, а). При
соединим катушки к симметричной трехфазной системе э. д. с. Пусть 
токи входят в начала катушек Н и изменяются следующим образом:

г'а =  /»* sin caí;
*2 =  Im sin М  — 120°); г'з =  Im sin (со/ +  120°).

Графики токов изображены на рис. 6.25, б. Каждый из токов 
создает пульсирующее поле, направленное вдоль оси своей катушки.



Положительное направление оси первой катушки обозначим + 1. вто
рой + 2 , третьей +3. Магнитную индукцию первой катушки обозна
чим В 1г второй — Вг, третьей — В 3. Тогда

В 1 = Вт зтсо/; В., — В т в т  (а>£ — 120°); В3 = Вт в т  (со/ +  120°).

Изобразим векторами в пространстве мгновенные значения Ви  В.2, 
В 3 и результирующую индукцию для моментов времени ©¿ = 0, я/2,
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В,\
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я , Зя/2 (рис. 6.26, а —г). Запишем алгебраическую сумму проекций 
векторов магнитных индукций Ви В2, В3 на оси х и у  декартовой 
системы координат (см. рис. 6.25, в), совместив ось х с осью 1 и ось 
у  с осью +/:

Вх =  В2 cos 30° — ¿ з  cos 30° = — Bmj ;

By =  Ёх — В2 cos 60° — В3 cos 60° = Вт.

Мгновенное значение проекций векторов магнитной индукции на 
оси х и у

3 3Вх = — g- Вт cos (at; Ву = -^Вт sin со/.

Результирующая индукция по модулю В = Y  Вх +  В\ =  Вт и
в у

составляет угол Р с осью — х: tg р = — ^- = tg coi, т . е. угол 6 = соt.
С увеличением времени вектор результирующей магнитной индук

ции, оставаясь по величине равным 3flm/2, вращается с угловой ско
ростью со по направлению от начала первой катушки с током 
/т  sin coi к началу второй катушки с током I m sin (coi— 120°), т. е. 
вектор результирующей магнитной индукции вращается в сторону 
катушки с отстающим током.

Если ток /msin(cúí— 120°) пропустить по третьей, а ток 
I m sin (coí+ 120°) — по второй катушке, то направление вращения поля 
изменится на обратное.



Если произойдет обрыв одной из фаз или ток в ней по ампли
туде не будет равен току в какой-либо другой фазе или сдвинут по 
фазе не на 120°, то образуется эллиптическое вращающееся поле. 
При возникновении его конец вектора результирующей магнитной 
индукции будет скользить по эллипсу.

Для того чтобы усилить вращающееся магнитное поле, внутрь 
катушек помещают полый или сплошной ферромагнитный цилиндр, 
а стороны катушек заключают в пазы внеш
него ферромагнитного цилиндра (рис. 6.27).

Вращающееся магнитное поле используется в 
электрических двигателях.

§ 6.19. Принцип работы асинхронного дви
гателя . Наиболее распространенным в промыш- > 
ленности типом двигателя переменного тока 
является трехфазный асинхронный двигатель. В 
нем имеется неподвижная часть — статор, в па
зах которого помещены три катушки, создаю
щие круговое вращающееся магнитное поле, и под
вижная часть— ротор, в пазах которого находятся три замкнутые на 
себя или на внешнее сопротивление катушки (рис. 6.27). Катушки 
на рис. 6.27 даны в разрезе, торцовые части катушек не показаны; 
каждая из катушек занимает лишь небольшую часть окружности 
статора (или ротора). В* действительности каждая из катушек (пря
мые и обратные провода ее) занимает около 1/3 окружности расточки 
статора (или окружности ротора). Вал ротора двигателя соединен с 
валом рабочей машины.

Допустим, что вначале ротор неподвижен. При этом вращающееся 
магнитное поле, созданное обмотками статора, пересекает провода 
катушек неподвижного ротора с угловой скоростью со и наводит в них 
э. д. с. Э. д. с. вызовут токи в катушках ротора. По закону Ленца, 
эти токи стремятся своим магнитным полем ослабить вызвавшее их 
магнитное поле.

Механическое взаимодействие токов ротора с вращающимся магнит
ным полем приведет к тому, что ротор начнет вращаться в ту же 
сторону, в какую вращается магнитное поле (в этом можно убедиться, 
применив правило левой руки).

В установившемся режиме скорость вращения ротора сорот состав
ляет (0,98 -г- 0,95) со. Двигатель называют асинхронным потому, что 
ротор его вращается не синхронно с вращающимся полем; сорот не 
может равняться угловой скорости вращающегося поля. Это станет 
понятно, если учесть, что при сорот =  со вращающееся поле не пересекало 
бы провода катушек ротора, в них отсутствовал бы ток и ротор не 
испытывал бы вращающего момента *.

§ 6.20. Разложение несимметричной системы на системы нулевой, прямой и 
обратной последовательностей фаз. Любую несимметричную систему трех токов,

* В курсе ТОЭ ограничимся качественным рассмотрением основных положений, 
характеризующих принцип работы асинхронного двигателя. Подробнее эти вопросы 
изучают в курсе электрических машин.



напряжений, потоков одинаковой частоты — обозначим их А, 6 ,  С — можно одно
значно представить в виде трех систем: нулевой, прямой и обратной последова
тельностей фаз.

Система прямой последовательности (рис. 6.28, а) состоит из трех векторов Аи 
¿ 1 , равных по величине и повернутых относительно друг друга на 120°, причем

вектор В1 отстает от вектора А, на 
.• 120°. Используя оператор а трехфаз- 

 ̂ £ ной системы (см. § 6.10), можно запи- 
. -----•  сать:

в \с В°а~~— * ¿ 1 = а2Л ; 6Л5
а) 6) В)

Система обратной последователь- 
Рис. 6.28 носпш (рис. 6.28, б) состоит из трех

векторов А 2, В-2’ С2, равных по вели
чине и повернутых относительно друг друга на 120°, причем вектор Й2 опережает 
вектор Л 2 на 120°:

(6.16)
С2 =  аМ 2.

Система нулевой последовательности (рис. 6.28, в) образована тремя векторами, 
совпадающими по фазе:

Л0 =  Й0 =  С„. (6.17)

Выразим заданные три вектора А , В , С ч&рез векторы симметричных систем 
следующим образом:

^ = ^ 0  +  ̂ 1 + ̂ 2'.
В ^ б о  +  бг +  В,; (6.13)

С = -|- ¿"х + ¿ 2*
Перепишем (6.18) с учетом (6.15) и (6.16):

А =  Ао-\-Ах+А^, (6.19)
¿  = /.0 +  а2Л1 + аД.2; (6.20)
С =  А 0 +  аА1 +а*А2. (6.21)

Из системы уравнений (6.19) — (6.21) найдем Л0, Л1', А г через заданные векторы 
А, В, С. Д ля  определения Л о сложим уравнения (6.19)—(6.21) и учтем, что 
1 -{-а-|-аг =  0. В результате получим

Л0 =  д- ( Л + Й  +  С). (6.22)

Таким образом, для нахождения Л0 следует геометрически сложить три задан
ных вектора и взять о^ну треть от полученной суммы.

Д ля определения Ах к уравнению (6.19) прибавим уравнение (6.20), умножен
ное на а, и уравнение (6.21), умноженное на а2, затем сложим их и получим

=  у  (А + а В  +  а*С). (6.23)

Следовательно, одна треть суммы, состоящей из вектора Л плюс век
тор В (повернутый против часовой стрелки на 120°) и п,иос вектор С (повернутый 
по часовой стрелке на 120°) дает вектор Л,.

Д ля определения Л2 к уравнению (6.19) прибавим уравнение (6.20), предва
рительно умноженное на а-, и уравнение (6.21), умноженное на а:

¿ 2 = 1  {А + а*Ё  +  аС). (6.24)



§ 6.21. Понятие о методе симметричных составляющих. Трехфазные системы 
передачи электрической энергии состоят из источников энергии, линий передачи, 
трансформаторов и электродвигателей. В результате какой-либо аварии (например, 
короткого замыкания или обрыва провода) или в результате несимметричной 
нагрузки на элементах системы (электродвигателях, трансформаторах, на самой 
линии передачи) возникают несимметричные напряжения.

Расчет токов и напряжений в таких системах производят с помощью схем 
замещения, на которых все элементы системы должны быть представлены комплекс
ными сопротивлениями. Но сопротивление на фазу для одного и того же элемента 
различно для разных последовательностей. Поэтому расчет следует вести для каж 
дой из последовательностей отдельно, а затем искомую величину (ток или напря
жение) определить как сумму токов или соответственно напряжений от нулевой, 
прямой и обратной последовательностей.

Рассмотрим причины, обусловливающие различные значения сопротивления 
одного и того же элемента для разных последовательностей фаз (при относительно 
низких частотах).

Сопротивление на фазу трехфазной линии передачи для прямой, обратной 
и нулевой последовательностей фаз обозначим соответственно Zlл , 1 гл, ¿ 0л. Сопро
тивление на фазу линии для прямой после
довательности 2 1п равно сопротивлению на 
фазу линии для обратной последовательно
сти 1 1л, но не равно сопротивлению на фа
зу линии для нулевой последовательности 
фаз Z0л в результате различия в значениях 
индуктивности на фазу трехфазной линии 
для систем прямой и нулевой последователь
ностей фаз.

Различие в значениях индуктивности на 
фазу для прямой и нулевой последователь
ностей фаз объясняется двумя причинами.

Во-первых, индуктивность на фазу ли
нии передачи для прямой и обратной по
следовательностей определяется только гео
метрическими размерами петель, образован
ных линейными проводами, тогда как  индуктивность на фазу линии для нулевой 
последовательности зависит не только от геометрических размеров петель, образо
ванных линейными проводами, но и от геометрических размеров петель, обра
зованных линейными проводами и нулевым проводом.

Во-вторых, э. д. с ., наводимые в проводах линии для прямой и обратной 
последовательностей, представляют собой геометрическую сумму э. д. с ., вызван
ных сдвинутыми по фазе на 120° токами в линейных проводах, тогда как э. д . с., 
наводимые в проводах линии для нулевой последовательности, созданы совпадаю
щими по фазе токами нулевой последовательности.

В трехфазном трехстержневом трансформаторе (магнитная система его изобра
жена на рис. 6.29) сопротивление на фазу для нулевой последовательности 
не равно сопротивлению на фазу для прямой последовательности Zu , но 2 1т =  2 2т, 
где Zi ^— сопротивление на фазу для обратной последовательности.

Объясняется это главным образом тем, что магнитные потоки нулевой после
довательности Ф0 всех трех фаз находятся в фазе и поэтому не могут замыкаться 
по соседним стержням магнитной системы и замыкаются по воздуху (рис. 6.29). 
Магнитные потоки трех фаз прямой Ф± (и соответственно обратной) последова
тельности по фазе сдвинуты на 120° и поэтому могут замыкаться по соседним 
стержням магнитной системы. Так как  магнитное сопротивление по пути в воздухе 
много больше магнитного сопротивления по пути в стали, то при одинаковых 
токах нулевой и прямой последовательностей Ф0 <  Ф 1 . Поэтому ¿ от <; 2 1х. Еще 
большее различие между сопротивлениями нулевой 2 0д, прямой ¿ 1д и обратной Z<¡л 
последовательностей имеет место для асинхронного двигателя.

Если к  входным зажимам трехфазного асинхронного двигателя рис. 6.27 
одновременно подвести систему напряжений прямой, нулевой и обратной после -̂ 
довательностей фаз, то входное сопротивление на фазу двигателя для прямой 
последовательности Ẑ л не будет равно входному сопротивлению на фазу для

Ярмо Сердечник

Рис. 6.29



обратной последовательности 7 2д и оба они будут отличны от входного сопротив
ления для нулевой последовательности Z0I. Разберем, чем это объясняется.

Под действием напряжения прямой последовательности в двигателе создается 
круговое вращающееся магнитное поле. Оно увлекает за собой ротор двигателя. 
Ротор вращается с угловой частотой <Вр0Т. Система напряжений обратной после
довательности также создает круговое вращающееся поле, но направление враще
ния его обратно направлению вращения поля прямой последовательности.

Система напряжений нулевой последовательности вращающегося магнитного 
поля не создает. Вокруг статорных обмоток ею создаются пульсирующие потоки, 
замыкающиеся по воздушному зазору между статором и ротором, подобно тому 
к ак  в трехстержневом трехфазном трансформаторе рис. 6.29 потоки от нулевой 
последовательности, выходя из сердечника, замыкались по воздуху.

Входное сопротивление на фазу двигателя для данной последовательности 
зависит не только от активного и реактивного сопротивлений фазы статорной 
обмотки, но и от активного и реактивного сопротивлений фазы роторной обмотки *. 
Индуктивное сопротивление фазы ротора прямо пропорционально частоте. Э. д . с. 
прямой последовательности создают в роторе токи частоты со — а)рот, что состав
ляет примерно от 0,02 до 0,05со, тогда как токи ротора от обратно вращающегося 
поля имеют частоту с о ш рот « з  (1,98-5- 1,95) со. Так как частоты токов в роторе, 
создаваемые прямой и обратной последовательностями, различны, то различны 
и входные сопротивления на фазу для прямой и обратной ( ¿ 2д) последова
тельностей.

Магнитные потоки нулевой последовательности фаз замыкаются, минуя ротор, 
а  потоки прямой и обратной последовательностей фаз проходят через ротор. При 
одном и том ж е токе прямой и нулевой последовательностей соответствующие им 
потоки различны. Поэтому для асинхронного двигателя

г 0л ^  г и  2̂д*

Расчет по методу симметричных составляющих состоит в следующем. На осно
вании принципа наложения, применимого к линейным целям, заданный несиммет
ричный режим работы схемы представляют как  результат наложения трех симмет
ричных режимов.

В первом симметричном режиме все токи, э. д. с. и напряжения содержат 
только составляющие прямой последовательности фаз, а линии передачи, вращаю
щиеся машины и трехфазные трансформаторы представлены на схемах их сопро
тивлениями для прямой последовательности 2^.

Во втором симметричном режиме все токи, э. д. с. и напряжения содержат 
составляющие только обратной последовательности, а машины и трансформаторы 
представлены их сопротивлениями обратной последовательности 1 г.

В третьем симметричном режиме все токи, э. д. с. и напряжения содержат 
только составляющие нулевой последовательности, а машины и трансформаторы 
представлены соответствующими сопротивлениями нулевой последовательности ¿ 0-

Д ля того чтобы от несимметричной исходной схемы прийти к  трем симмет
ричным схемам, поступают следующим образом: в том месте схемы, где создается 
несимметрия, в схему вводят систему трех несимметричных напряжений ОА, Ов , £/с> 
Система этих трех напряжений (э. д . с .) на основании теоремы компенсации заме
няет три неодинаковых сопротивления, образовавшихся в месте аварии и привед
ших к несимметрии во всей схеме.

Далее систему трех несимметричных напряжений в соответствии с § 6.20 
раскладывают на три симметричные системы, основные векторы которых 0 ^
0 2 надлежит определить.

Точно так  же систему трех несимметричных токов 1А, 1В, /с раскладывают 
на три симметричные системы токов, основные векторы которых 10, ¡±, /2 надле
жит определить.

* Подобно тому как  в трансформаторе входное сопротивление определяется 
не только собственным сопротивлением первичной обмотки, но и сопротивлением, 
вносимым вторичной обмоткой (см. § 3.39).



В методе симметричных составляющих неизвестными являю тся шесть величин; 
три напряжения (170, С/г, £/2) и три тока (/0, 1и  /2), через которые могут быть 
выражены любые напряжения и токи в цепи.

Д ля определения шести неизвестных составляют шесть уравнений. По одному 
уравнению составляют для каждой из трех симметричных систем, остальные три 
уравнения записывают для того участка схемы, где создается несимметрия. Вид 
трех последних уравнений зависит от характера несимметрии в схеме.

Примеры использования метода симметричных составляющих можно найти, 
например, в [ 1].

Вопросы для самопроверки

1. Определить понятие трехфазной симметричной системы э. д. с. Какими 
достоинствами объясняется широкое распространение трехфазных систем в энерге
тике? 2. Что понимают под активной и полной мощностями? 3. Почему при симмет
ричной нагрузке расчет можно вести на одну фазу? 4. Охарактеризовать условия 
получения трехфазного кругового вращающегося магнитного поля. 5 . Что свойст
венно прямой, нулевой и обратной последовательностям фаз? 6. К ак разложить 
несимметричную трехфазную систему на три симметричных? 7. Объяснить, почему 
сопротивление на фазу элементов трехфазных систем (линии передачи, трехстерж
невого трансформатора, асинхронного двигателя) неодинаково для различных 
последовательностей. 8. Решите задачи 7.4; 7.13; 7.15; 7.21; 7 .28.

ГЛАВА СЕДЬМАЯ

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НЕСИНУСОИДАЛЬНЫЕ ТОКИ
В ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

§ 7.1. Определение периодических несинусоидальных токов и 
напряжений. Периодическими несинусоидальными токами и напря
жениями называют токи и напряжения, изменяющиеся во времени 
по периодическому несинусоидальному закону.

Они возникают при четырех различных режимах работы электри
ческих цепей (и при сочетаниях этих режимов):

1) когда источник э. д. с. (источник тока) дает несинусоидальную 
э. д. с. (несинусоидальный ток), а все элементы цепи — активные 
сопротивления, индуктивности и емкости — линейны, т. е. от величины 
тока не зависят;

2) если источник э. д. с. (источник тока) дает синусоидальную 
э. д. с. (синусоидальный ток), но один или несколько элементов цепи 
нелинейны;

3) когда источник э. д. с. (источник тока) дает несинусоидальную 
э. д. с. (несинусоидальный ток), а в состав электрической цепи вхо
дят одно или несколько нелинейных сопротивлений;

4) если источник э. д. с. (тока) дает постоянную или синусои
дальную э. д. с. (ток), а один или несколько элементов цепи перио
дически изменяются во времени.

В данной главе рассматриваются методика расчета и особенности 
работы линейных электрических цепей при воздействии на них неси-- 
нусоидальных э. д. с. и токов —первый из перечисленных режимов 
работы. Второй и частично третий режимы работы обсуждаются 
в гл. 15, четвертый режим работы —в гл. 18.



§ 7 .2. Изображение несинусоидальных токов и напряжений 
с помощью рядов Фурье. Из курса математики известно, что любую 
периодическую функцию / (лг) с периодом 2я, удовлетворяющую усло
виям Дирихле*, можно разложить в ряд Фурье.

Переменная величина х связана со временем t соотношением

где Г —период функции во времени.
Таким образом, период функции по х равен 2л, а период той же 

функции по времени равен Т.
Ряд Фурье записывают так:

$ (х) =  Лд Л | зш х -|- Л  ̂ 2х Л;( э I п Зх А ̂  4х . . .  -{- 
+  Л," с о з л :  +  Л.2 с о б 2 х -\-А"а с о б З х  +  Л! с о $ 4 х +  . . .  , (7.1)

где Л0—- постоянная составляющая; А — амплитуда синусной (изме
няющейся по закону синуса) составляющей первой гармоники; А\ — 
амплитуда косинусной составляющей первой гармоникн; Л* — ампли
туда синусной составляющей второй гармоники и т. д.

где Лк — амплитуда /г-гармоники ряда Фурье.
Гармоники, для которых к — нечетное число, называют нечетными; 

для которых ¿  — четное' число, — четными.

*  = (!)/ = 2л t/T,

Здесь

a o = ~2:i J f (x)dx; (7.2)
О

xdx;  \f ( x) c o sxdx\
óu

(7.3)
2л 2л

А к — \r  (Auf  +  (Л£)г и tg %  = A’ljAk,

то ряд Фурье (7.1) можно записать в другой форме:
/ (х) =  Л0 +  А̂  sin (х +  \|>i) + Л2 sin (2л: -f i]>a) +  . . .

оо

(7.4)
k = i

* Все периодические функции, с которыми имеют дело в электротехнике, 
условиям Дирихле удовлетворяют. Поэтому производить проверку на выполнение 
условий Дирихле не требуется.



§ 7.3. Некоторые свойства периодических кривых, обладающих 
симметрией. На рис. 7.1 и 7.2 изображены три кривые, обладающие 
некоторыми специфическими свойствами.

Кривая рис. 7.1, а  удовлетворяет условию —/(л: + л ) = /(лг).
Кривые, для которых выполнимо это условие, называют симмет 

ричными относительно оси абсцисс. Если кривую рис. 7.1, а смес
тить по оси х на полпериода и зеркально отразить относительно оси х, 
то полученная кривая совпадет с кривой /(*).

При разложении таких кривых в ряд Фурье отсутствуют посто
янная составляющая и четные гармоники, т. е. равны нулю коэффи
циенты A0 — A¡ = A¡ ~A ¡ = А[ = . . .  = 0 .

Поэтому кривые типа кривой рис. 7.1, а  раскладываются в ряд
f  (х) ■= А[йх\ х А\ eos +  Л з sin  Злг -1-  Л 3 cos3 jc+  . . .

Каждое слагаемое этого ряда удовлетворяет условию — /(* + л) =  
= /(*). Так, например, — sin (х +  я) =  sin  х. 1

Кривая, подобная кривой рис. 7.1,6,  обладает симметрией от н о 
сительно оси ординат  и удов
летворяет условию / (— х) = / (*).

Если кривую, лежащую ле
вее оси ординат, зеркально от
разить относительно оси ординат, 
то полученная кривая совпадет 
с кривой, лежащей правее оси 
ординат. При разложении таких 
кривых в ряд Фурье отсутствуют синусные {А[ —А\ — А'л— . . .  = 0 ) и  
присутствуют лишь косинусные составляющие и постоянная состав
ляющая.

Таким образом, кривые типа кривой рис. 7 . 1 , 6  можно разложить 
в ряд

f  (х) = А0 +  A¡ eos х А$ eos 2лт +  Лз c o s3 * +  . . .

Кривые типа кривой рис. 7.2 удовлетворяют условию —f ( — х) =  
= f  (*); их называют кривыми, симметричными относительно начала 
координат. Разложение их в ряд Фурье имеет такой вид:

f  {х) =  А[ sinAr-f Ai sin 2х +  А'Л sin  Злг-f- . . .



§ 7.4. О разложении в ряд Фурье кривых геометрически пра
вильной и неправильной форм. Встречающиеся в электротехнике 
периодические кривые можно подразделить на две группы:

1 ) кривые геометрически правильной формы, например трапецеи
дальной, треугольной, прямоугольной и т. п.; разложение их в ряд 
Фурье дано в табл. 7.1 , где вместо х записано (о/; 2) кривые произ
вольной (геометрически неправильной) формы; чаще всего они заданы 
в виде графика; разложение их в ряд Фурье производят графически 
(графо-аналитически).

§ 7.5. Графический (графо-аналитический) метод определения 
гармоник ряда Фурье. Графический метод определения гармоник ряда 
Фурье основан на замене определенного интеграла суммой конечного 
числа слагаемых. С этой целью период функции }{х), равный 2л, 
разбивают на п  равных частей Дл: = 2л/п и интегралы заменяют- 
суммами.

По определению, постоянная составляющая

2л р =  п п

=  ¿  \ 2  м * ) д *  =  -¿Г  2  М * ) 1 Г »
О р = 1 р = 1

или

д » = 4 2 м * ) .  (7-5)
р = 1

где р — текущий индекс, принимающий значения от 1 до п; ¡ р (х) —■ 
значение функции / (х) при х = (р — 0,5) А*, т. е. в середине р -го  
интервала.

Амплитуда синусной составляющей ¿-гармоники ряда
2Я п

А к =  - -   ̂ / (*) эш Их йх я «  2  fp (*) ^  вшр кх,
о р =  1

или
п

Л’к = ~  2  1р{х) ^тр кх\ (7.6)
р=  1

амплитуда косинусной составляющей Л-гармоники
п

Л * = 4 2  М * ) с08рА*. (7.7)
1

Здесь $\пр кх и сое ,,кх — соответственно значения функций втбл: 
и сое Ал: при х =  (р — 0,5) Ах, т. е. в середине р - го  интервала.

При расчетах по формулам (7.5) —(7.7) обычно достаточно разде
лить период на п =  24 или 18 частей, а в некоторых случаях и на 
меньшее число частей.
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Перед тем как производить графическое разложение в ряд, необ
ходимо выяснить, не обладает ли раскладываемая функция симмет
рией относительно осей координат (см. § 7.3). Наличие того или иного 
вида симметрии позволяет до проведения разложения предсказать, 
какие гармоники следует ожидать. Так, если кривая / (л:) симметрична 
относительно оси абсцисс, то постоянная составляющая Ап и все чет
ные гармоники отсутствуют, а вычисляя А'к и Л* при нечетных к, 
следует учесть, что £/р (дг) $'тр кх за первый полупериод равна сумме 
¿¡/р (х) 51пр кх за второй полупериод.

Знак углов %  в формуле (7.4) зависит от знаков Л* и Л*. При 
построении гармоник на общем графике необходимо учитывать, что 
масштаб по оси абсцисс для А-гармоники должен быть взят в к раз 
большим, чем для первой гармоники.

Так, например, если некоторый отрезок по оси абсцисс для пер
вой гармоники выражает собой угол л/3, то тот же отрезок для 
третьей гармоники выражает собой угол, в 3 раза больший, т. е. 
3 (л/3) =  л.

Пример 64. Найти первую и третью гармоники функции f (x),  
изображенной на рис. 7.3, а.  Значения ординат функции f p (л) за 
первый полупериод при разбивке периода на п — 24 части следующие:

р  . . .  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
f p (x) . . .  7 11 13,5 15,4 17,4 20,5 25,4 32,5 27,7 19,2 10 5

Р е ш е н и е .  Так как кривая симметрична относительно оси абс
цисс, то Л0 = 0 и ряд будет состоять только из нечетных гармоник. 

Амплитуда синусной составляющей первой гармоники
п  я/2

M * ) sinP* = 4  2  M * ) sinP*;
р= i р = i

л ; =  ^  <7  sin 7°30' + 11  sin 22°30' + 13,5  sin 37°30' + 15,4  sin 52°3(У +
+  17,4 sin 67°30' +  20,5 sin 82°30' +  25,4 sin 97°30' +  32,5 sin U2°30' +  

+  27,7 sin 127°30' +  19,2 sin 142°30' +  10 sin 157°30' +
+  5 sin 172°30')^25,3.



Амплитуда косинусной составляющей первой гармоники
п/2

= f P ( x ) c o s p x m - 5 , 2 3 .
р — 1

Амплитуда синусной составляющей третьей гармоники
12

^  = ■ ¿ - 2  M * )s in p 3 *«*3 ,4 7 .
р =  I

Амплитуда косинусной составляющей третьей гармоники
12

¿ i  =  g 2  ъ  м  cosp Зх ** 5 >1 •
р= i

Амплитуда первой гармоники Л 1 ==]/(Л^ 2 +  (Л ;')2 = 25 ,9 . Тангенс 
угла ■>]>!, на который начало первой гармоники смещено по отноше
нию к началу кривой f (x),

tg % = A¡/A¡ = — 5,23/25,3 =  — 0,206; ^  = — 11  °40\
Амплитуда третьей гармоники

Az = V{A'3Y +  {AIY = 6 ; 
tg ^ 3 =  ̂ M ' = l , 4 7 ,  i|>3 =  55°50'.

Следовательно, если ограничиться третьей гармоникой, то 
f  (со0 = 25,9 sin И  -  11°40') +  6 sin (3<dí +  55°50').

На рис. 7.3, б  изображены первая и третья гармоники получен
ного ряда, а также результирующая (суммарная) кривая. Ее можно 
сопоставить с кривой рис. 7.3, а.

§ 7-6. Расчет токов и напряжений при несинусоидальных источ
никах питания. До проведения расчета вынуждающие силы (ток 
источника тока или э. д. с. источника э. д. с.) должны быть пред
ставлены рядами Фурье.

Согласно принципу наложения, мгновенное значение тока любой 
ветви схемы равно сумме мгновенных значений токов отдельных гар
моник. Аналогично, мгновенное значение напряжения на любом 
участке схемы равно сумме мгновенных значений напряжений отдель
ных гармоник на этом участке. Расчет производят для каждой из 
гармоник в отдельности с помощью уж е известных приемов.

Сначала рассчитывают токи и напряжения, возникающие от дей
ствия постоянной составляющей э. д. с. или источника тока, после 
этого —токи и напряжения от действия первой гармоники, затем от 
второй, третьей и т. д.

При расчете токов и напряжений, возникающих от действия по
стоянной составляющей э. д. с., необходимо иметь в виду, что паде
ние напряжения на индуктивности L при постоянном токе равно нулю, 
а также что постоянный ток через емкость С не проходит.



При расчете следует учитывать, что индуктивное сопротивление XL 
растет прямо пропорционально частоте. Поэтому для ¿-гармоники XLh 
в k раз больше, чем для первой гармоники XLí:

Хгь =  k(üL =  kXh\ 1
х а - « ь  } ( 7 ' 8 )

Емкостное сопротивление уменьшается с ростом частоты, поэтому 
для ¿-гармоники ХСи в k раз меньше, чем для первой гармоники ХС1:

=  1 l(k(t)C) = Xd/k] )
ХС1 =1/(соС). /

Для каждой гармоники можно построить векторную диаграмму. 
Однако откладывать на векторной диаграмме токи и падения напряг 
жения различных частот и тем более векторно складывать токи и 
падения напряжения различных частот недопустимо, поскольку угло
вые скорости вращения векторов разных частот неодинаковы.

Активные сопротивления, если частоты не очень велики, полагают 
от частоты не зависящими *.

При расчете каждую гармонику выражают комплексным числом. 
Суммирование одноименных гармоник производят путем сложения 
комплексных чисел или векторов на комплексной плоскости, т. е. 
так же, как это делалось в гл. 3.

Пример 65. В левой ветви схемы рис. 7.4, а имеется источник 
тока ik (0 =  ¡km eos 2<о/, в средней (второй) — источник э. д. с. e ( t )  =  
=  Е0 +  Ет sin со/. Индуктивность Ь4 магнитно связана с индуктив
ностью L3. Взаимная индуктивность между ними М.  Определить 
мгновенное значение тока t3 и напряжения иЬа на зажимах L4. Дано: 
1кт =  5 А; ш= 1000 рад/с; £ 0 =  З В ; Ет =  6 В; Rt =  ЗОм;  1 3 =  ЗмГ;  
М  =  1 мГ.

Р е ш е н и е .  Положительные направления для токов выберем 
в соответствии с рис. 7.4, а.

По второму закону Кирхгофа,

иЬа- Ь ^  +  М ■§- = (),

но /4 =  0 ; поэтому uba =  — М d i3/dt.
Воспользуемся принципом наложения и найдем составляющие 

тока is от каждого источника в отдельности.
Схема рис. 7.4, б  служит для расчета токов от действия посто

янной составляющей э. д. с. Левая ветвь схемы разомкнута, так как 
в ней включен источник тока с бесконечным сопротивлением. Правая 
ветвь короткозамкнута, так как  индуктивность для постоянного тока 
имеет нулевое сопротивление. При этом i'¡‘ = EjR^ =  1 А.

* Строго говоря, активное сопротивление зависит от частоты вследствие явле
ния поверхностного эффекта. Явление поверхностного эффекта (см. ч. III учеб
ника) здесь не учитывается.



Первую гармонику тока 1*3 ’ находим, используя схему рис. 7.4, в:
/зт = 6/(3 +  3/) = 1,41е /45°.|

Вторую гармонику тока ¿з’ находим в соответствии со схемой 
рис. 7.4, г:

Мгновенное значение тока i3 равно сумме мгновенных значений: 
i3 = ¿¡¡» + i<‘> 4- i'*’ =  1 +  1,41 sin (<sí -  45°) +  2,23 sin (2co¿ +  26°40') A. 

Напряжение

uba —— M di3/dt =  — 1,41 eos (a>í -  45°) -  4,46 eos (2wt +  26°40') B .

§ 7.7. Резонансные явления при несинусоидальных токах< К ак
известно из гл. 3, резонансным режимом работы  электрической цепи,

содержащей одну или несколько индуктивностей и одну или несколько 
емкостей, называют такой режим ее работы, при котором ток на 
входе этой цепи совпадает по фазе с действующей на входе э. д. с.

Если действующая э. д. с. несинусоидальна, то в электрической 
цепи могут возникать резонансные режимы (резонансы токов или 
напряжений) не только на первой гармонике, но и на высших гар
мониках.

Условимся под резонансом на ¿-гармонике понимать такой режим 
работы, при котором ток ¿-гармоники на входе цепи по фазе совпа
дает с ¿-гармоникой, действующей на входе э. д. с. (но при этом 
токи остальных гармоник не совпадают по фазе с вызвавшими их 
э. д. с.).

Если учитывать активные сопротивления индуктивных катушек, 
то условие возникновения резонанса для какой-либо гармоники за 
ключается в том, что реактивная составляющая входного сопротив
ления для этой гармоники должна быть равна нулю.

Исследование резонансных явлений при несинусоидальных токах 
часто производят, полагая активные сопротивления индуктивных 
катушек равными нулю. В этом случае входное сопротивление при 
резонансе токов равно бесконечности, а входное сопротивление при 
резонансе напряжений равно нулю.

М
Ю

Рис. 7.4
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При возникновении резонансного и близкого к нему режима на 
какой-либо высшей гармонике токи и (или) напряжения этой гармо

ники могут оказаться большими, чем токи 
и напряжения первой гармоники на этих 
участках цепи, несмотря на то что амплитуда 
соответствующей высшей гармоники э. д. с. 
на входе схемы может быть в несколько раз 
меньше амплитуды первой гармоники э. д. с.

Пример 66. В схеме рис. 7.5 задана ин
дуктивность Полагая активное сопротив
ление индуктивной катушки равным нулю, 
найти, при каких значениях емкостей Сх и С2 

входное сопротивление схемы для первой гармоники равняется нулю, 
а для девятой — бесконечности.

Р е ше ни е .  Запишем выражение для входного сопротивления 
схемы для первой гармоники и приравняем его нулю:

0 -

Рис. 7.5

Z = —1 
toCx +

/0)1.2 ( о)С2 )

У WÍ-2 (0С5

=  0.

Приравняем бесконечности входное сопротивление для девятой 
гармоники:

' 9о)Ч < Й г )ze=- ■1
/о / 1 - \

Совместное решение дает

1 = 81  cqL2

:00.

§ 7.8. Действующее значение несинусоидального тока и неси
нусоидального напряжения. По определению (см. § 3.2), квадрат 
действующего значения тока I выражается через мгновенное значение 
тока i следующим образом:

• т

р  =  у  J  i2 di.
о

Если ток
Í =  lo  ~Ь ¡im  sin (to/ —j- l|>i) -f- h m sin (2 (0/ —{— \['2) -J- . . .  ,

TO

i 2 =  /J4 - 2  ¡%m sin2 (Ш  +  г|з*) +
i= 1

+  2  IpmlgmSin (ptí)t +  % ) sin (qat + %).
P  — o

Q =  о P  ф  q



Но

Поэтому

или

 ̂ sin2 (¿co/ +  o|)*)fi?/ = 
и

§ sin (/»oí-f г|5р) sin (^cúí +  xfij) d t — 0.
o

рфч

/ * = / s - + +  ■ ■

+  ...

Так как амплитуда ¿-гармоники тока /*„, в ]/ 2 раз больше дей
ствующего значения ¿-гармоники /*, то

1 km

W
km

V 2 /I

/ = ^ / 5 + Л  +  /5 +  /§+  . . . . (7.1 Г )

Следовательно, действующее значение несинусоидального тока 
равно корню квадратному из суммы квадратов постоянной составляю
щей тока и действующих значений отдельных гармоник. От углов 
сдвига фаз яр* действующее значение тока не зависит.

Аналогично, действующее значение несинусоидального напряже
ния U равно корню квадратному из суммы квадратов постоянной 
составляющей и действующих значений отдельных гармоник:

U = VUt +  Ul +  Üi +  U l+  . . .  . (7.11)
Пример 67. На входе двухполюсника ы =  100 +  80 sin (coi +  30°) +  

+ 60 sin (3(o/+20°)+50sin (5(o/+45°) В; i =  33,3+ 17,87 sin (со/ — 18°) +  
+  5,59 sin (5(o/+  120°) А. Найти их действующие значения.

Р е ш е н и е .

и  = У  1002 +  

/ =  | / 3 3 ,3 2 17,872 . 5,592 =  35,6 А.

§ 7.9. Среднее по модулю значение несинусойдальной функции. Под средним 
по модулю значением функции понимают среднее значение модуля этой функции 
за период

2л
d 0)(. (7 .12)

В отличие от действующего значения оно зависит от значений -ф*-



Пример 68. Д ана функция, не содержащая постоянной составляющей и чет
ных гармоник и не изменяющая знака в течение каждого полупериода. Опреде
лить ее среднее по модулю значение.

Р е ш е н и е .  Разложим заданную функцию в ряд Фурье:

i =  h m  sin (co/ +  \|>i) +  I3m sin (3ü>¿+1|J3) +  1Ш sin (5ü)í-И ’б) +  •••
После интегрирования получим

/cp.noMoS. =  -^ -^m C O sti +  -3-/3mco sij53 + y/ 6mcosi|)5+ . . . j .  (7.13)

§ 7.10. Величины, на которые реагируют амперметры и вольт
метры при несинусоидальных токах. Несинусоидальные токи и на
пряжения измеряют приборами различных систем. Принципы действия 
этих приборов рассматривают в курсе электрических измерений. По
этому здесь упомянем лишь, на какие величины реагируют вольт
метры и амперметры различных систем.

0  +  £ - * ■ ©  Y  }  О
—1>Н

а) В) 6) г) д) е) ж) з)

Рис. 7.6

Приборы электромагнитной, электродинамической и тепловой си
стем реагируют на действующее значение, магнитоэлектрические при
боры с выпрямителем — на среднее по модулю значение величины, 
магнитоэлектрические без выпрямителя — на постоянную составляю
щую, амплитудные электронные вольтметры — на максимальное зна
чение функции.

Напомним, что на лицевой стороне измерительного прибора всегда имеется 
условный значок, свидетельствующий о том, к какой системе относится данный 
прибор. На рис. 7 .6 приведены некоторые из них: а —магнитоэлектрическая 
с подвижной рамкой, б — магнитоэлектрическая с подвижным магнитом, в—электро
магнитная, г —электродинамическая, д — ферродинамическая, е —тепловая, ж —• 
электростатическая, з — магнитоэлектрическая с выпрямителем.

§ 7.11. Активная и полная мощности несинусоидального тока.
Под активной мощностью Р  несинусоидального тока понимают сред
нее значение мгновенной мощности за период первой гармоники:

т
Р  =  y \  w dt .

Ь
Если представить напряжение и и ток i рядами Фурье:

U = U0+ Ulm sin ((út +  \|)х) +  U2m sin (2(út +  i|52) +  Uzm sin (3toí +  4j?3) +  . . . ;

1 =  I Q +  I m  sin  ((út +  \|>! -  фх) +  1гт sin  (2 (út +  \|>, -  ф„) +
+  ¡ 3 m sin(3orf +  tJ)3 — ф3) +  ,



подставить эти ряды под знак интеграла и проинтегрировать, учтя 
соотношения (7.10), то получим

Р  = U0I0-\-Ui I i cos фх4" 2  cos Фз +  U3I з cos ф3+  . . .  (7.14)

Таким образом, активная мощность несинусоидального тока равна 
сумме активных мощностей отдельных гармоник.

Полная мощность S  равна произведению действующего значения 
несинусоидального напряжения на действующее значение несинусои
дального тока:

S = UI, (7.15)
где

U = VUt +  U\ + Ul +  U l+  . . .  ; I  = V ü  +  n  +  n  +  I l+  . . . .
Пример 69. Найти Р  и S, если

и = 25,9 sin (соt -  1Г40') +  6 sin (Зсоt +  53°50') В;

i = 3 sin (a t  — 40°) +  0,91/2 sin (Зсо/ +  125°) А,
Р е ш е н и е .

1 / ^ 2 5 ,9 / у Т  = 18,3 В; U, =  6 / ^ 2 '=  4,26 В;
/, =  2,13 А; / 3 = 0,9 А;

ФД =  — 11°40' -  (— 40°) = 28°20'; ф3 =  — 71°10';
Р  = 18,3 • 2,13 cos 28°20' +  4,26 • 0,9 cos (— 71°10') =  35,5 Вт; 

и  = У Щ + Щ  — V  18,32 +  4,263 =  18,55 В;
/ = ]/2,132 +  0,92 =  2,31 A; S  = VI =  18,55• 2,31 =  42,8 ВА.

§ 7.12. Замена несинусоидальных токов и напряжений эквива
лентными синусоидальными. При изучении некоторых простейших 
свойств нелинейных электрических цепей (см. гл. 15) несинусоидаль
ные токи и напряжения, не содержащие постоянных составляющих, 
заменяют эквивалентными синусоидальными. Действующее значение 
синусоидального тока принимают равным действующему значению 
заменяемого несинусоидального тока, а действующее значение сину
соидального напряжения — равным действующему значению несину
соидального напряжения.

Угол сдвига фаз фэ между эквивалентными синусоидами напря
жения и тока берут таким, чтобы активная мощность эквивалентного 
синусоидального тока была равна активной мощности несинусоидаль
ного тока, т. е.

cos ф9 = P/UI. (7.16)

Пример 70. Заменить несинусоидальные ток и напряжение при
мера 69 эквивалентными синусоидальными и найти угол сдвига фаз фэ 
между ними.

Р е ше ни е .  Действующее значение синусоидального напряжения 
i/ =  18,55 В; действующее значение синусоидального тока 7 =  2,31 А; 
cos ф9 = 35,5/(18,55- 2,31) = 0,828; фэ = 34°.



§  7.13. Особенности работы трехфазных систем, вызываемые 
гармониками, кратными трем *. Электродвижущие силы каждой фазы 
трехфазного трансформатора или трехфазного генератора часто ока
зываются несинусоидальными. Каждая э. д. с. (е А, e¡¡, e¿) повторяет 
по форме остальные со сдвигом на одну треть периода (Г/3) и может 
быть разложена на гармоники. Постоянная составляющая обычно 
отсутствует.

Пусть Æ-гармоника э. д. с. фазы А
екл =  Ект sin (¿со/ +  4>л)-

Так как э. д. с. фазы В отстает от э. д. с. фазы А на Г/3, 
а э. д. с. фазы С опережает э. д. с. фазы А на Г/3, то ¿-гармоники 
э. д. с. в фазе В  и в  фазе С соответственно:

екВ= Е кт sin|¿co (t —-3-) +  i|>*] =  £/,msin (¿ú )/ - 120°¿ -|- %) ;

eue =  Ekm sin |¿w ( t +  y ) +  il?* ] =  Ekm sin (¿со/ -f 1203¿  +  \\ik) ;

, T . 2л  T , 2л  inno иkiù -g- = k-j; • 3= ^  - 3 =  120 k.

Если ¿ =  1, 4, 7, 10, то ¿-гармоника э. д. с. фазы В отстает на 120° 
от гармоники э. д. с. фазы А. Следовательно, 1, 4, 7, 10-я гармо

ники образуют систему пря
мой последовательности фаз 
(что понимают под прямой по* 
следовательностью фаз, см. в 
§ 6 .20).

Если ¿  = 2, 5, 8 , 11, то 
¿-гармоника э. д. с. фазы В 
опережает ¿-гармонику фазы 
А на 120°. Следовательно, 2, 
5, 8-я и т. д. гармоники об
разуют системы обратной по
следовательности.

Гармоники, кратные трем 
(¿ =  3, 6 , 9, . ..) , образуют 
систему нулевой последовате
льности, т. е. третьи гармо
ники э. д. с. во всех трех фа
зах совпадают по фазе 
(3-120° = 360°):

еЯА = £зй = е3С =  Езт sin (Зю/ -f- ty3).
Шестые гармоники э. д. с. также совпадают по фазе и т. д.

Совпадение по фазе третьих гармоник э. д. с. во всех трех фазах 
проиллюстрируем графически.

* Материал § 7.13 особенно необходим студентам электроэнергетических и 
электромеханических специальностей.



На рис. 7.7 э. д. с. еА, е в , е с  представляют собой три фазные
э. д. с. трехфазного генератора. Они имеют прямоугольную форму и 
сдвинуты по отношению друг к другу на одну треть периода основ
ной частоты.

На том же рисунке показаны первая и третья гармоники каждой
э. д. с. Из рисунка видно, 
что третьи гармоники э. д. с. 
действительно находятся в 
фазе.

Рассмотрим особенности 
работы трехфазных систем, 
вызываемые гармониками, 
кратными трем.

1. При соединении об- я) S) 
моток трехфазного генера- Рис. 7.8 
тора (трехфазного транс
форматора) в треугольник (рис. 7.8, а) по ним протекают токи гар
моник, кратных трем, даже при отсутствии внешней нагрузки.

Алгебраическая сумма третьих гармоник э. д. с. в треугольнике 
равна 3Е*. Обозначим сопротивление обмотки каждой фазы для 
третьей гармоники Za, тогда ток третьей гармоники в треугольнике

/з = 3 É3/3 Z3 = b j Z 3, 
аналогично, ток шестой гармоники

1  в — Ée/Ze,

где Ев — действующее значение шестой гармоники фазной э. д. с.; 
Ze — сопротивление фазы для шестой гармоники.

Действующее значение тока, протекающего по замкнутому треу
гольнику в схеме рис. 7.8, а.

i = V n + n + n + ~ . .
2. Если соединить обмотки трехфазного генератора (трехфазного 

трансформатора) в открытый треугольник (рис. 7.8, б), то при нали
чии в фазных э. д. с. гармоник, кратных трем, на зажимах т и п  
будет напряжение, равное сумме э. д. с. гармоник, кратных трем:

итп = ЪЕзт sin (3o)í + 1|53) +  ЪЕШ sin (Ш  +  %)  + . . .

Показание вольтметра в схеме рис. 7.8, б

¿7 = 3 1 / £ ! +  £ ! +  . . • •

3. В лннейном напряжении независимо от того, в звезду или 
треугольник соединены обмотки генератора (трансформатора), крат
ные трем гармоники отсутствуют, если нагрузка равномерна.

* Алгебраическая сумма первых гармоник э. д . с. и всех гармоник э. д . с ., 
не кратных трем, равна нулю, поэтому от перечисленных гармоник при отсутст
вии нагрузки по замкнутому треугольнику ток протекать не будет.



Рассмотрим сначала схему соединения трехфазного источника э. д. с. 
в треугольник (рис. 7.8, а) при отсутствии внешней нагрузки. Обоз
начив фдз — потенциал точки А и фй -  потенциал точки В по третьей 
гармонике, получим

Флз = Фвз 3Z3.
Но É3 =  /3Z3; следовательно, Флз = Фвз. При наличии равномер

ной нагрузки, соединенной в треугольник, каждая фаза генератора
(трансформатора) и параллельно ей присо
единенная нагрузка могут быть заменены, эк
вивалентной ветвью с некоторой э. д. с. £ 3  и 
сопротивлением Z3. На полученную схему 
можно распространить вывод, сделанный для 
случая отсутствия внешней нагрузки.

При соединении в звезду трехфазного ис
точника э. д. с. (рис. 7.9) линейное напряже
ние третьей гармоники равно разности соот
ветствующих фазовых напряжений. Так как 

третьи гармоники в фазовых напряжениях совпадают по фазе, то 
при составлении этой разности они вычитаются.

В фазовом напряжении могут присутствовать все гармоники (посто
янная составляющая обычно отсутствует). Следовательно, действую
щее значение фазового напряжения

= V  ̂ !  +  ^ 1  +  ̂ 3 +  ^4 +  - - -

В линейном напряжении схемы рис, 7.9 отсутствуют гармоники, 
кратные трем; поэтому

Uл = l/З Y í/í +  í/l +  í/ l-f-....

Отношение U jU ^ < iY 3, если есть гармоники, кратные трем.
4. При соединении генератора и равномерной нагрузки в звезду 

и отсутствии нулевого провода токи третьих и других гармоник 
нулевой последовательности не могут протекать по линейным прово
дам. Поэтому между нулевыми точками приемника О' и генератора 
О (рис. 7.10 при Z0 =  00) действует напряжение

Ыо'о — Езт sin (Зсü t -f- ty3) -(- Е$т sin (6a>t -f- ípg) 

действующее значение которого

tt ~\ / Езт . £бт .

t/0'0 =  У - 2 - 4 -  —  +

5. Если в схеме звезда — звезда при равномерной нагрузке фаз 
сопротивление нагрузки для третьей гармоники обозначить Zh3, 
а сопротивление нулевого провода для третьей гармоники — Z03 
(рис. 7.10), то по нулевому проводу будет протекать ток третьей



гармоники

По каждому из линейных проводов будет протекать ток третьей 
гармоники /0з/З.

Аналогично находят токи и других гармоник, кратных трем.
Пример 71. Мгновенное значение напряжения фазы А трехфаз

ного генератора
и а =  127 sin (tí>t +  10°) +  30 sin (Зсо ¿ +  20°) +  20 sin (1Ш  +  15°) В.

Определить мгновенное значение линейного напряжения и АВ при 
соединении генератора в звезду.

Р е ш е н и е .  В линейном напряжении третья гармоника отсутствует.
Первые гармоники фаз А и В по фазе сдвинуты на 120°. Поэтому 

линейное напряжение Ü АВ первой гармоники в Т^З раз больше фазо
вого напряжения первой гармоники Ü А и на 30° опережает его 
по фазе.

Одиннадцатая гармоника (обратная последовательность фаз) линей
ного напряжения отстает по фазе от одиннадцатой гармоники напря
жения фазы А на 30° и Y 3 раз больше ее:

иАВ =  1271/"3 sin (со/ -f  40°) +  201/3 sin (Ileo/ -  15°) В.

Пример 72. Э. д. с. фазы А в схеме рис. 7.11 еА =  170 s in  Ы  +  
+  80 eos 3(о/+  34 eos 9(átB; R =  9 Ом; wL = 2 Ом.

Определить показания всех приборов. Приборы электродинами
ческой системы.

Р е ш е н и е .  Действующие значения э. д. с.

* Эта формула получена путем составления уравнения по второму зако н у 
Кирхгофа для контура, образованного какой-либо фазой и нулевым проводом.

L
Рис. 7.11Рис. 7.10

£ 1 =  170//2 = 121В; Е3 =  56,5В; £ 9 = 24,2В. 

По линейным проводам течет первая гармоника тока

I 1 = E1/VR* +  (a>L)9= l 21/9,2=13,2 А.



Показание вольтметра У1 равно |/£Л +  £з +  £д = 136 В. 
Показание вольтметра У2 равно = 13,2 • 9 =  118,5 В. 
Показание вольтметра У3 равно ]/3 - 118,5 = 205 В.

Показание вольтметра У4 равно 
Лео! = 26,4 В.

Показание вольтметра У5 равно 
У Щ + Ц =  62,3 В.

Пример 73. Э. д. с. каждой фа
зы генератора (рис. 7.12) изменяется 
по трапецёидальному закону: ат = 
= 220 В; а  = Т/36;-нагрузка рав
номерная; /? =  6 Ом; ю1 = 0,5 Ом; 
1/шС = 12 Ом.

Записать мгновенное значение

ос

тока по нулевому проводу, пре
небрегая гармониками тока выше 
седьмой.

Р е ш е н и е .  С помощью табл. 7.1 записываем разложение трапе
цеидальной э. д. с .:

4 • 220 / 1еА = ------ (sin 10° sin (dt -q- sin 30° sin 3 Ы  -f-
18 ’

+  sin 50° sin 5íúí +  ̂  sin 70° sin 7w¿).

Следовательно,

eA =  274 sin a i  +  89,3 sin 3coí +  49,5 sin 5a t  -j- 30,9 sin 7Ы.
По нулевому проводу протекает только третья гармоника тока

L 7  ' 
7  _L т
/03+х

где Es = 89,3/1/2 = 63,3 В ; Zo3 =l ,5/;  Zll3 =  6 - 4 / ;
Zil3/3 = 2 — /1,33; / о3 =  63,3/(1,5/ +  2 — /1,33) = 31,8е- '4°40'А. 

Мгновенное значение тока i03 =  44,8 sin (3ю/ — 4°40') А.

§ 7.14. Биения. Колебательный процесс, получающийся в резуль
тате сложения двух синусоидальных колебаний с равными ампли
тудами А и близкими, но не равными частотами о»! и ы2, дает 
колебание, которое называют биением. Пусть f ( t )  — A sin cd  ̂+  A sin ш2/. 

Воспользуемся известным тригонометрическим преобразованием
, - о  п а  —В . а  + й s in o c 4 - s i n P  =  2  c o s _ _ L s i n _ ^ _

Следовательно, / (/) можно представить следующим образом:

/ (í) =  2Á eos Ш sin (út,



где
£2 = (coj — (о2)/2 , <л — ((Oj +  co¡¡)/2 (Q <  to).

График результирующего колебания изображен на рис. 7.13. 
Амплитуда колебания изменяется по закону 2A eos Q/. Огибающая 
колебаний нанесена пунктиром.

Возникновение биеннй при сложении двух  синусоидальных колебаний с рав
ными амплитудами и близкими (но не равными) частотами используется на прак
тике в различных целях, в частности для того, чтобы установить, что склады
ваемые колебания имеют неодинаковые частоты.

§ 7.15. Модулированные колебания. При передаче информации 
широко применяют модулированные колебания. Модулированным 
колебанием f ( t )  — A sin (to/-f- ■ф) называют 
колебание, в котором амплитуда А, ча
стота о, фаза of или и те и другие 
вместе изменяются во времени.

Колебание, в котором изменяется 
только амплитуда А, а угловая частота 
о и фаза г|) неизменны, называют коле
банием, модулированным по амплитуде.

Колебание с изменяющейся угловой 
частотой а», но неизменными амплиту
дой А и фазой г|> называют колебанием, 
модулированным по частоте.

Колебание, в котором изменяется только фаза if, а амплитуда А 
и угловая частота ш неизменны, называют колебанием, модулирован
ным по фазе.

Простейшим амплитудно-модулированным (AM) является колеба
ние, в котором амплитуда модулирована по закону синуса:

/(0  = Л0(1 + m s i n  Qt) s in(oí  +  Tp),

где m — глубина модуляции (как правило, m <  1); Q —частота моду
ляции (Q <со).

График AM колебания показан на рис. 7.14, а  (огибающая дана 
пунктиром).

Если воспользоваться известным из тригонометрии тождеством

sin a  sin р =  ~ cos (а  — Р) — 4 - cos (а +  Р),

то колебание Л0(1 -4- m sin Qí) sin (со/ -f- -ф) можно представить в виде 
суммы трех колебаний:

/(/) = 4 0sin(ü)í-t-i|> )-l-^  cos [(со — Q) / +  о|)] —

— ^ c o s [ ( c o +  0 )/ +  т|з].

Частоту со называют несущей, а частоты (со —£2) и (со Q) — боко 
выми. Спектр АМ-колебания изображен на рис. 7 .14 ,6 . Действующее



значение функции f(i) в соответствии с формулой (7.11) таково:
А у Н П Н т* ?2 ) .

Пример 74, Разложить на составляющие функцию 

/ (i) =  20 (1 +  0,6 sin 1030 sin Ш .
Р е ш е н и е .

со —£2 = 9 9 -103; со +  Q = 101 • 10»; т А 0/2 = 6. 
Следовательно,

/ (0 =  20 sin 105/ +  6 cos (99 • 1030 -  6 cos (101 • ЮН).

Амплитуды колебаний боковых частот при АМ-колебании зависят 
от глубины модуляции т ,  но не зависят от частоты модуляции Q.

Ширина полосы частот, занимаемой АМ-колебанием, не зави
сит от т  и равна (ю +  £2) —(со —Í2) = 2Í2.

Рассмотрим спектры частотно-модулированных (4M ) и фазомодулированных 
(ФМ) колебаний. Форма колебаний качественно показана на рис. 7.14, в.

Аргумент синусоидально изменяющейся функции / (0 обозначим а  ((), тогда

f{() =  A sin [а (/)]. (а)

а  (t) можно интерпретировать к ак  угол, на который повернется вращающийся 
вектор на комплексной плоскости за время t. Угловая частота поворота этого вектора 
ш =  da. (t)jdt. В том случае, когда cù =  cû0= const,

а  (0 =  5 мо dt =  (i))í и / (0 =  A sin (ù0t.

При частотной модуляции частота со изменяется и равна ш0 +Дшф (t). При этом

а  (0 =  5 [а>о +  Дмф (01 dt =  м0/ +  Дю J ф (0 dt.

При ç ( 0  =  cosQ/
а  (0  =  о у  +  Y sin fi t, (б)

где у  =  Дсй/Q — глубина модуляции.
Таким образом,

/ (0/Л =  sin («У  +  Y sin Ш) =  sin “ о* cos (y sin QO +  cos “ o* sin (Y sin Qí).



СО

sin (v sin Q l)= 2  2  J 2n+l (V) sin (2n +  1) Qt;
/1 =  0

СО

cos (y sin Qt) =  J 0 (7) +  2 2  / 2л  (Y ) eos 2/iQ/, 
n = i

где Jk  (y) —бесселева функция ¿-порядка от действительного аргумента у * .
Графики трех бесселевых функций при k =  0, 1, 2 изображены на рис. 7.15. 
После преобразований

/ (0/Л =  J 0 (y) sin cú„¿+ 2  (—[)kJk (Y) sin (co0 — Ш) t +  2  J k (y) sin (co0-f-£Q ) t. (в) 
k=i k=i

Теоретически полоса частот, занимаемых ЧМ-колебанием, равна бесконечно
сти. Однако, если учесть, что с ростом k значение J k (у) быстро уменьшается, и 
в равенстве (в) отбросить слагаемые рядов, 
амплитуды которых меньше 0,01, что имеет 
место при £ Зг y . то ЧМ-колебание практи- 
чески занимает полосу частот

(со0 + йй) — («о—k&) — =» 2у£2 =
= 2 (Д<а/£2) • Q =  2Дш.

Ширина ее зависит от глубины модуля
ции До) и не зависит от частоты модуляции 
Q. Амплитуды боковых частот зависят от 
Дсо и £2.

При фазовой модуляции угловая частота 
ш0 неизменна и меняется только фаза 1)5 (t).
Следовательно, а  (<) =о)0/+'>|> (/)• Приняв 
i])(0= i|ím cosQ¿, получим

f(t)  — A sin (о>0t +  cos Qt).

Амплитуда фазы i|im от частоты модуляции Q не зависит.
Опустив выкладки, найдем, что амплитуды боковых частот зависят от i|)m, 

а ширина полосы частот 2kQ =» — от 1|>т  и Q.

§ 7.16. Расчет линейных цепей при воздействии модулированных 
колебаний« Расчет токов и напряжений в линейных электрических 
цепях при воздействии на них модулированных колебаний произво
дят либо для мгновенных значений величин, либо для мгновенного 
значения огибающей. В первом случае расчет проводят путем разло
жения модулированных колебаний на составляющие, расчета токов 
и напряжений от каждой из них в отдельности и последующего сум
мирования соответствующих токов и напряжений на основании прин
ципа наложения. При этом ограничиваются теми составляющими, 
которые играют существенную роль в формировании выходной величины.

При воздействии амплитудно-модулированного колебания на 
какую-либо систему точный расчет огибающей выходной величины 
может быть осуществлен по формуле интеграла Дюамеля для оги
бающей.

* Общее выражение для бесселевых функций приведено в § 15.14,



В радиотехнике, где широко используют модулированные колебания и тре
буется знать результаты воздействия их на резонансные системы, разработаны 
упрощенные методы получения огибающей отклика системы на различные типы 
модулированных колебаний (см., например, [20]).

Вопросы для самопроверки

1. Изложите основные положения, на которых основывается методика расчета 
линейных цепей при периодических несинусоидальных токах. 2. Охарактеризуйте 
физический смысл действующего значения несинусоидалыюго тока. 3. Могут ли 
отдельные слагаемые в формуле активной мощности быть отрицательными? 
4. Чем можно объяснить, что при равномерной нагрузке трехфазной системы для 
протекания токов третьих гармоник необходим нулевой провод? 5. Охарактери
зуйте виды модулированных колебаний и занимаемые ими полосы частот. 6. Решить 
задачи 9.9; 9 .12; 9 .13; 9.15; 9.16; 9,19; 9,21; 9.25.

ГЛАВА ВОСЬМАЯ

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЛИНЕЙНЫХ
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

§ 8.1. Определение переходных процессов. Под переходными 
процессами понимают процессы перехода от одного режима работы 
электрической цепи (обычно периодического) к другому (обычно также 
периодическому), чем-либо отличающемуся от предыдущего, например 
величиной амплитуды, фазы, формой или частотой действующей 
в схеме э. д. с., значениями параметров схемы, а также вследствие 
изменения конфигурации цепи.

Периодическими режимами являются режимы синусоидального и 
постоянного тока, а также режим отсутствия тока в ветвях цепи.

Переходные процессы вызываются коммутацией в цепи. Коммута
ция — это процесс замыкания (рис. 8.1, а) или размыкания (рис. 8.1, б) 
выключателей.

Физически переходные процессы представляют собой процессы 
перехода от энергетического состояния, соответствующего докоммута-

ционному режиму, к энергетическому
____---------  --------- С—  состоянию, соответствующему после-

а) Ю коммутационному режиму.
Рис. 8.1 Переходные процессы обычно яв

ляются быстро протекающими; дли
тельность их составляют десятые, сотые, а иногда даже миллиард
ные доли секунды; сравнительно редко длительность переходных 
процессов достигает секунд и десятков секунд. Тем не менее изучение 
переходных процессов весьма важно, так как оно дает возможность 
установить, как деформируются по форме и амплитуде сигналы при 
прохождении их через усилители, фильтры и другие устройства, 
позволяет выявить превышения напряжения на отдельных участках 
цепи, которые могут оказаться опасными для изоляции установки, 
увеличения амплитуд токов, которые могут в десятки раз превышать 
амплитуду тока установившегося периодического процесса, а также 
определить продолжительность переходного процесса.



§ 8.2. Приведение задачи о переходном процессе к решению 
линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффици
ентам и*. Запишем уравнение по второму закону Кирхгофа для схемы 
рис. 8.2 при замкнутом ключе. Сумма падений напряжения на индук
тивности Ь и сопротивлении Я равна э. д. с. Е: ’

и ь +  Ш = Е,
или

[ , % + т  =  Е. (8.1)

Как известно из курса математики, уравнение, содержащее неизвест
ную функцию (в нашем случае /) и ее производные (в нашем случае
Ь ~), называют дифференциальным уравнением.

Таким образом, определение тока как функции времени по сути 
дела есть решение дифференциального уравнения.

Известно, что решение дифференциального уравнения — это отыска
ние функции, удовлетворяющей дифференциальному уравнению. Под
становка этой функции и ее производных превра
щает дифференциальное уравнение в тождество.

Решение линейных дифференциальных уравне
ний будем проводить в основном тремя метода
ми: классическим, операторным и методом интегра
ла Дюамеля.

Перед тем как изучать эти методы, необходимо рис_ §.2 
рассмотреть общие свойства линейных цепей при 
переходных процессах, а также общие законы, которым подчиняются 
переходные процессы в линейных электрических цепях. § 8.3 — 8.25 
посвящены вопросам, имеющим отношение ко всем перечисленным 
методам расчета переходных процессов; однако часть этих параграфов 
(§ 8.3, 8.8, 8.10 и 8.12) следует рассматривать так же, как введение 
к классическому методу расчета переходных процессов.

§ 8.3. Принужденные и свободные составляющие токов и напря
жений. Известно, что общий интеграл линейного дифференциального 
уравнения равен сумме частного решения неоднородного уравнения 
плюс общее решение однородного уравнения. Частное решение урав
нения (8.1) равно Е/Я (Е — постоянная э. д. с.).

Однородное уравнение получаем из исходного, если в нем возьмем 
правую часть равной нулю. В нашем случае

ь £  +  т  = о. (8.2)

Решением однородного уравнения является показательная функция 
вида Аер‘.

Для всех переходных процессов условимся, что момент / =  0 
соответствует моменту коммутации.

* Имеются в виду цепи с неизменными во времени параметрами 1?, С, М.



Постоянные А и р не зависят от времени. Без вывода дадим 
их значения для рассматриваемого примера: А — — E/Rnp = — R/L. 

Следовательно, решение уравнения (8.1) записывают так:

В нем слагаемое есть частное решение неоднородного урав-

Е £нения (8.1), а слагаемое — е —общее решение однородного урав
нения (8.2). Подстановка (8.3) в (8.1) дает тождество

н н

Следовательно, (8.3) действительно является решением уравне
ния (8.1).

Частное решение неоднородного дифференциального уравнения 
будем называть принужденной составляющей тока (напряжения), 
а полное решение однородного уравнения — свободной составляющей.

Так, применительно к рассмотренному примеру принужденная

составляющая тока равна £/#, а свободная составляющая— =еА
Полный ток I = г„р +  гсв.
Кроме индексов «пр» (принужденный) и «св» (свободный) токи и 

напряжения могут иметь и дополнительные индексы, соответствующие 
номерам ветвей на схеме.

Принужденная составляющая тока (напряжения) физически пред
ставляет собой составляющую, изменяющуюся с той же частотой, что 
и действующая в схеме принуждающая э. д. с. Так, если в схеме 
действует принуждающая синусоидальная э. д. с. частоты со, то 
принужденная составляющая любого тока и любого напряжения 
в схеме является соответственно синусоидальным током (синусоидаль
ным напряжением) частоты со.

Определяются принужденные составляющие в цепи синусоидаль
ного тока с помощью символического метода (см. гл. 3). Если в схеме 
действует источник постоянной э. д. с. (как, например, в схеме рис. 8.2), 
то принужденный ток есть постоянный ток и находят его с помощью 
методов, рассмотренных в гл. 1.

Постоянный ток через емкость не проходит, поэтому принужден
ная составляющая тока через емкость в цепях с источниками посто
янной э. д. с. равна нулю. Кроме того, напомним, что падение 
напряжения на индуктивности от неизменного во времени тока равно 
нулю.



В линейных электрических цепях свободные составляющие токов 
и напряжений затухают во времени по показательному закону ер‘.
~ Е ьТак, в рассмотренном примере 1са — — ^-е .

С увеличением времени / множитель е ь быстро уменьшается. 
Название «свободная» объясняется тем, что эта составляющая есть 
решение уравнения, свободного от вынуждающей силы (однородного 
уравнения без правой части).

Из трех токов (полного, принужденного и свободного) и трех 
напряжений (полного, принужденного и свободного) основное значе
ние имеют полный ток и полное напряжение.

Полный ток является тем током, который в действительности 
протекает по той или иной ветви цепи при переходном процессе. Его 
можно измерить и записать на осциллограмме. Аналогично, полное 
напряжение — это напряжение, которое в действительности имеется 
между некоторыми точками электрической цепи при переходном 
процессе. Его также можно измерить и записать на осциллограмме.

Принужденные и свободные составляющие токов и напряжений 
во время переходного процесса играют вспомогательную роль; они 
являются теми расчетными компонентами, сумма которых дает 
действительные величины.

При любых переходных и установившихся процессах соблюдают 
два основных положения: ток через индуктивность и напряжение 
на емкости не могут изменяться скачком *.

§ 8.4. Обоснование невозможности скачка тока через индуктив
ность и скачка напряжения на емкости. Доказательство того, что 
ток через индуктивность не может изменяться скачком, проведем 
на примере схемы рис. 8.2. По второму закону Кирхгофа,

1%- +  т = Е .

Ток I и э. д. с. Е могут принимать конечные (не бесконечно 
большие) значения.

Допустим, что ток £ может измениться скачком. Скачок тока 
означает, что за бесконечно малый интервал времени Д/->-0 ток 
изменится на конечную величину Д/. При этом Д1/Д/-»-оо. Если
вместо в уравнение (8.1) подставить оо, то его левая часть
не будет равна правой части и не будет выполнен второй закон 
Кирхгофа.

Следовательно, допущение о возможности скачкообразного измене
ния тока через индуктивность противоречит второму закону Кирхгофа,

* Иногда эти положения формулируются так: потокосцепление индуктивной 
катушки и заряд конденсатора могуг изменяться только плавно, без скачков. 
Дальнейшее обобщение законов коммутации дано в § 8 .28 ,



Ток через L не может изменяться скачком, но напряжение
на индуктивности, равное L , скачком измениться может. Это не

противоречит второму закону 
Кирхгофа.

------------------- Доказательство того, что
* напряжение на емкости не 

может изменяться скачком, 
и проводится аналогично.

°+ Обратимся к простейшей
5) цепи с емкостью (рис. 8.3, а).

Составим для нее уравнение 
^ Рис. 8.3 по второму закону Кирхгофа:

Ri-\-Uc = Е,
где Е — э. д. с. источника, конечная величина; üq,— напряжение 
на емкости.

dur
Так как i — то

Я С ^  +  мс = £. (8.4)

Если допустить, что напряжение ис может измениться скачком,
д иг  duc

то н левая часть (8.4) не будет равна правой части.
Отсюда следует, что допущение о возможности скачкообразного изме
нения напряжения на емкости противоречит второму закону Кирхгофа.

dur
Однако ток через емкость, равный С—̂ -,  может изменяться скачком;

это не противоречит второму закону Кирхгофа.
Из указанных двух основных положений следуют два закона 

(правила) коммутации.

§ 8.5 . Первый закон (правило) коммутации. Ток через индуктив
ность непосредственно до коммутации ii (О ) равен току через ту же 
индуктивность непосредственно после коммутации (0,):

i,_ (О ) =  iL (0 ,). (8.5)

Время t — О. представляет собой время непосредственно до ком
мутации, t — 0, — после коммутации (рис. 8.3, б). Равенство (8.5) и 
выражает собой первый закон коммутации.

§ 8.6. Второй закон (правило) коммутации. Обозначим напряже
ние на емкости непосредственно до коммутации ис (0 ), а напряжение 
на ней непосредственно после коммутации ис (0 .).

В соответствии с невозможностью скачка напряжения на емкости^
«с(0_) =  «с(0:-). (8.6)1'

Равенство (8 .6 ) выражает собой второй закон коммутации.



Перед тем как приступить к изучению методов расчета переход
ных процессов, необходимо условиться о некоторых дополнительных 
определениях.

§ 8 .7. Начальные значения величин. Под начальными значе
ниями величин (в литературе их называют еще начальными условиями) 
понимают значения токов и напряжений в схеме при t =  0.

Как уже говорилось, токи через индуктивности и напряжения 
на емкостях непосредственно после коммутации равны их значениям 
непосредственно до коммутации. Остальные величины: напряжения 
на индуктивностях, напряжения на активных сопротивлениях, токи 
через емкости, токи через активные сопротивления — могут изменяться 
скачком, и потому их значения после коммутации чаще всего оказы
ваются не равными их значениям до коммутации.

Поэтому следует различать докоммутационные и послекоммутацион- 
ные начальные значения.

Докоммутационными начальными значениями называют значения 
токов и напряжений непосредственно до коммутации (при / = 0 ); 
послекоммутационными начальными значениями — значения токов и 
напряжений непосредственно после коммутации (при t — 0,).

§ 8 .8. Независимые и зависимые (послекоммутацнонные) началь
ные значения. Для любой схемы после коммутации в ней можно 
записать уравнения по законам Кирхгофа; из этих уравнений опре
делить значения токов во всех ветвях и напряжений на любых 
участках схемы в послекоммутационном режиме (при t =  0+).

С этой целью значения токов в ветвях, содержащих индуктивно
сти, и значения напряжений на емкостях берут равными тем значе
ниям, которые они имели до коммутации при t =  0 ., а остальные 
токи и напряжения после коммутации при / = 0 (. находят из уравне
ний Кирхгофа, поскольку часть слагаемых в них известна.

Значения токов через индуктивности и напряжений на емкостях, 
известные из докоммутационного режима, условимся называть неза
висимыми начальными значениями.

Значения остальных токов и напряжений при / =  0+ в послеком- 
мутационной схеме, определяемые по независимым начальным значе
ниям из законов Кирхгофа, будем называть зависимыми начальными 
значениями.

§ 8.9. Нулевые и ненулевые начальные условия. Если к началу 
переходного процесса непосредственно перед коммутацией все токи и 
все напряжения на пассивных элементах схемы равны нулю, то 
в схеме имеют место нулевые начальные условия. Если же к началу 
переходного процесса хотя бы часть токов и напряжений в схеме 
не равны нулю, то в схеме имеют место ненулевые начальные усло
вия.

При нулевых начальных условиях токи в индуктивностях и напря
жения на емкостях начнут изменяться с нулевых значений, при



ненулевых условиях —с тех значений, которые они имели непосред
ственно до коммутации.

§ 8.10. Составление уравнений для свободных токов и напряже
ний. Для послекоммутационной схемы составляют уравнения по зако
нам Кирхгофа для полных токов и напряжений, так же как это 
делалось и раньше: сначала обозначают токи в ветвях и произвольно 
выбирают для них положительные направления, затем составляют

уравнения по первому и 
второму законам Кирхгофа. 
Так, для схемы рис. 8.4, а 
после выбора положитель
ных направлений для токов

ii t*2 t3 =  0 ;
L i +  R1i1 +  i.2R2 =  E)

^ ¿3 dt =  0.

В этих уравнениях iu 
i2 и i3 — полные токи. К аж
дый из них состоит из сво
бодного и принужденного 
токов. Для того чтобы от 

этой системы уравнений перейти к уравнениям для свободных токов, 
«освободим» систему от вынуждающих э. д. с. (в нашем случае от 
э. д. с. Е) и вместо ix запишем t1CB, вместо i2 — ¡2св и т. д. Получим:

Ч.св 2̂cв ¿Зев 0*

^1 hcaRl +  * 2св^2 = 0;

2̂CbRz ^ hjCB dt =  0,

Заметим, что для любого контура любой электрической цепи сумма 
падений напряжений от свободных составляющих токов равна нулю.

§ 8.11. Алгебраизация системы уравнений для свободных токов.
В § 8.3 говорилось о том, что свободный ток представляет собой 
решение однородного дифференциального уравнения (уравнения без 
правой части).

Как известно из курса математики, решение однородного диф
ференциального уравнения записывается в виде показательных функ
ций A&pt. Таким образом, уравнение для каждого свободного тока 
можно представить в виде

?св =  АеР*.
Постоянная интегрирования А для каждого свободного тока своя. 

Показатели ж е затухания р одинаковы для свободных токов ветвей. 
Физически это объясняется тем, что вся цепь охвачена единым (общим) 
переходным процессом.

6) г)

Рис. 8.4



Составим производную от свободного тока:

% -  = ^ (Л е * )  =  рЛ е« =  р/ев.
Следовательно, производную от свободного тока можно заменить 

на р1св, а свободное напряжение на индуктивности Ь ^ -  — на Ьр1св. 
Найдем интеграл от свободного тока:

5 *е. М =  =  Аер(/р =  гсв/р.
Постоянная интегрирования взята здесь равной нулю, так как 

свободные составляющие не содержат не зависящих от времени сла
гаемых.

Следовательно, интеграл от свободного тока можно заменить 
на 1св/р, а свободное напряжение на емкости с - ^ ¿св <И — на ¿св/(Ср).

В систему дифференциальных уравнений для свободных токов 
подставим Ьр1 св вместо Ь <ИС ^ /св Ш. Получим:

(8.8)
*1св Ч св *3св

(Е\р ^ 1) *1св +  Чсв^г = О»
* 2св^ 2  *3св И Р Р ) —  О*

Уравнения (8.8) представляют собой систему алгебраических 
уравнений относительно 11св, ¿2св, ¿Зсв и в отличие от исходной системы 
не содержат производных и интегралов.

Переход от системы линейных дифференциальных уравнений к си
стеме алгебраических уравнений называют алгебраизацией системы диф
ференциальных уравнений для свободных токов. Можно сказать, что 
система (8.8) есть результат алгебраизации системы дифференциальных 
уравнений (8.7).

§ 8.12. Составление характеристического уравнения системы.
Число алгебраических уравнений равно числу неизвестных свободных 
токов. Положим, что р известно (в действительности оно пока не най
дено и будет определено в дальнейшем) и решим систему (8.8) отно
сительно 11св, ¿2св и ¿Зсв. Получим:

1̂св =  А1/А* ^2^* З̂СВ =  ^ 3/Д,
где Д — определитель системы. В рассмотренном примере

1 ^-1 - 1

о я 2
д  = 1

Ср

Определитель Дх получим из выражения для определителя 
путем замены первого столбца правой частью уравнений (8.8):

0 - 1  - 1
О Я2 о

_1_
Ср

Ах =



определитель Д2 получим из выражения для А путем замены второго 
столбца правой частью системы (8.8), и т. д.

Так как в правой части системы (8.8) находятся нули, то в каждом 
определителе Д^ Д2 и Д3 один из столбцов будет состоять из нулей.

Известно, что если в определителе один из столбцов состоит 
из нулей, то этот определитель равен нулю. Следовательно, Дх = 0; 
Д2 = 0; Д3 = 0.

Из физических соображений ясно, что каждый из свободных 
токов не может быть равен нулю, ибо в этом случае не будут 
выполнены законы коммутации. Однако из предыдущего следует, что 
<1св = 0/Д, ¿2 св =  /̂Д> ¿зев = 0/Д.

Свободные токи могут быть не равны нулю в том случае, если 
определитель системы

Д = 0. (8.9)
При этом каждый из токов представляет собой неопределенность 

t1CB = Ai/Д =  0/0; ¿2сп =  Д2/Д = 0/0; . . .  , раскрыв которую можно полу
чить действительное значение каждого свободного тока.

Раскрытием неопределенностей заниматься не будем, а восполь
зуемся тем существенным"для дальнейшего выводом, что определитель Д 
алгебраизированной системы уравнений должен равняться нулю.

Уравнение Д =  0 называют характеристическим уравнением. Един
ственным неизвестным в нем является р.

Пример 75. Используя уравнение (8.8), составить характеристи
ческое уравнение для схемы рис. 8.4, а и найти его корни.

Р е ш е н и е .

%  +  R A L iP + R ù + bE£ r i =  o.
или

P2R2LiC +  р (/?х/?гС  +  L t )  +  Ri +  R.2 „  

рС ‘

Если дробь равна нулю, то равен нулю ее числитель. Следова
тельно,

p2/?2L1C +  p(/?i^2C +  L1) +  ̂ 1 +  /?2 = 0. (8.10)
Корни квадратного уравнения

_— (R1R2C L{) ± V ¿R 1R2C L x)2 — 4 (/?1 +  У?2) R^LiC /q 1 п
Рг, 2 ------------------------- ' ........2R,L;C----------------------------- ' (8Л1>

В начале § 8.11 говорилось о том, что решение для свободного 
тока берется в виде Aept. Если характеристическое уравнение имеет 
не один корень, а несколько, например п, то для каждого свобод
ного тока нужно взять £ А # '* .

k = 1
Пример 76. Найти корни характеристического уравнения схемы 

рис. 8.4, а при трех значениях С: 1) С = 1  мкФ, 2) С = 10 мкФ,
3) С =100 мкФ, Rî==R2 =  100 О м ; L1= 1 Г.



Р е ше н и е .  При С =  1 мкФ
а д С  +  1 1 = 100- 100- 10-«+  1 =  1,01;

4(R1 +  R JR iLlC = i - 2 0 0 - 100- 10 6 =  0,08;
2R2LxC — 2- 100-10 e =  2- 10 4;

— 1,01 ± / 1 ,0 1 2 — 0,08 ,  oot-n  .
Pl, 2 = ----------- o^W i-----------: Л  =  "“ 2 5 0  с ; Л  =  ~  9 8 5 0  С •

При С = 10 мкФ рх = —230 с 1; рг =  —870 с х.
При С = 100 мкФ рх =  — 100+100/; р2 =  — 100 -  100/.

§ 8.13. Составление характеристического уравнения путем исполь
зования выражения для входного сопротивления цепи на перемен
ном токе. Характеристическое уравнение для определения р часто 
составляют более простым способом, чем обсуждавшийся в предыду
щем параграфе. С этой целью составляют выражение входного сопро
тивления двухполюсника на переменном токе [обозначим его 
Z (jсо)], заменяют в нем /а на р [получают Z(p)\ и приравнивают 
Z (р) нулю.

Уравнение Z(p) =  0 совпадает с характеристическим. Такой способ 
составления характеристического уравнения предполагает, что в схеме 
отсутствуют магнитносвязанные ветви. Если же магнитная связь 
между ветвями имеется, то предварительно следует осуществить раз
вязывание магнитносвязанных ветвей.

В § 8.41 показано, что число р можно представить в виде ¡Q , где £2 — комп
лексная угловая частота; Z (р) есть сопротивление цепи на комплексной частоте. 
Сопротивление цепи для синусоидального тока частотой ш, т. е. Z (/со), есть 
частный случай Z (р), когда í2 =  (o.

Входное сопротивление на комплексной частоте по отношению к некоторой k-ñ 
ветви 2* (р) =  Л (р)/Д* (р), где Д (р) —определитель системы уравнений, составлен
ных по методу контурных токов; Д* (р) — алгебраическое дополнение.

Корни уравнения Z/¡(p) =  0 совпадают с корнями уравнения Д(р) =  0.
Следует иметь в виду, что во избежание потери корня (корней) нельзя сокра

щать Д (р) и Ak (р) на общий множитель, если он имеется.
И последнее замечание: при составлении Z (р) следует учитывать внутреннее 

сопротивление источника питания.
Характеристическое уравнение можно составлять такж е, приняв за основу 

при его составлении не метод контурных токов, а метод узловых потенциалов. 
В этом случае следует приравнять нулю определитель матрицы узловых проводи
мостей, полагая при составлении матрицы один из узлов схемы заземленным.

Пример 77. Для схемы рис. 8.4, а входное сопротивление относительно заж и 
мов ab при переменном токе

о2_1_
/<оСZab (/м) =  j®Li +  /?i -

D_I____
/й)С

Заменим в нем /со на р и приравняем его нулю:

Л*-1 1

Zab (Р) = Р1л + Rl + ----- =  о.
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р-/.хС7?2 Ч~ Р _п
1 Н~ НгСр

или
р ^ С ^  + р (/.х + Я^О + Я х + К2 = 0. (8.10')

Уравнение (8.10 ') совпадает с уравнением (8.10), составленным иным путем.
Уравнение (8 .10 ') получено путем использования выражения для входного 

сопротивления первой ветви схемы рис. 8.4, а  относительно зажимов аЬ. Точно 
такое же уравнение можно получить, если записать выражение для входного со
противления любой другой ветви.

Отдельно рассмотрим вопрос о возможности сокращения числителя и знамена

теля г{р ) =  - ~  на р. К ак правило, сокращать числитель и знаменатель на р

можно, но все же не всегда. Сокращение на р допустимо для схем, в которых 
исследуемая величина из физических соображений не может содержать незатухаю
щую свободную составляющую. Если же исследуемая величина в рассматриваемой 
схеме может иметь незатухающую свободную составляющую, то сокращать числи
тель и знаменатель Z (р) на р (т. е. терять корень р = 0) нельзя. Для иллюстра
ции недопустимости сокращения на р рассмотрим два примера. В послекоммута- 
ционной схеме рис. 8 .4 , б имеется контур из индуктивностей без активного 
сопротивления. В нем теоретически может протекать незатухающая свободная 
составляющая тока, которая не будет учтена в решении, если сократить числитель

и знаменатель % на Р- В схеме рис. 8.4, в, дуальной схеме
рис. 8.4, б, после коммутации на емкостях возможно возникновение равных по 
величине и противоположно направленных незатухающих свободных составляющих 
напряжений. Свободный заряд каждой емкости не может стечь через сопротивле
ние /?, так к ак  этому мешает вторая емкость с противоположно направленной 
незатухающей свободной составляющей напряжения.

Для схемы рис. 8 .4 , в характеристическое уравнение получим, приравняв 
нулю входную проводимость относительно зажимов источника тока:

0(Р) , г + ^ _ р ^ + г 2 =0.

Здесь £ =  1/#.
В качестве примера цепи, для которой можно сокращать числитель и знаме

натель 2  (р) на р, приведем схему рис. 8.4, г. Д ля  нее

7 /Гч м  Д - 1 1(Ср) ЯСр (ЯСр +  2) Я (Я С р + 2) 
т  * - г л + (1 /Ср) Ср(яср+1) -  нср+1 •

§ 8.14. Основные и неосновные независимые начальные значения«
Для сложных схем со многими накопителями энергии число незави
симых начальных значений (начальных условий) может оказаться 
больше, чем порядок характеристического уравнения, и, следовательно, 
больше числа постоянных интегрирования.

В этом случае при определении постоянных интегрирования 
используют не все независимые начальные значения, а часть из них.

Основными независимыми начальными значениями называют те 
токи в индуктивностях и напряжения на емкостях, которые могут 
быть заданы независимо от других. Остальные независимые начальные 
значения называют неосновными.

В качестве иллюстрации обратимся к схеме рис. 8.5. Она содержит три ин
дуктивности и одну емкость. В схеме всего четыре независимых начальных значе-



1) *1 (0+)=0; 2) 12(0+)= 0;
3) (3 (0+) =  0; 4) ис (0+) =  0.

Из них три являются основными и одно — неосновным. При выборе основных 
допустим известный произвол. Так, если за основные взять первое, второе и 
четвертое значения, то неосновным будет третье.

Пример 78. Убедиться в том, что для схемы рис. 8.5 характери
стическое уравнение имеет не четвертую, а третью степень.

Р е ш е н и е .  Составляем выражение для входного сопротивления:
1

г  (р ) = # 1 + -
рЦ- С2р рЦ

=  0 .

рЬ2 +  рЦ + рС-г
Отсюда

(К14" рЬ 1) [ 1 + р2С2 (¿2 + ¿з)] + Ри (1 + С-гЦр2) = 0. 
Следовательно, характеристическое уравнение имеет третью степень.

§ 8.15. Определение степени характеристического уравнения.
Степень характеристического уравнения цепи необходимо уметь оце-

"¿V 
|| ц ,
Н/»/ И/»//
сз  сз

\ j e f t )
К,г ¿г

Рис. 8.5 Рис. 8.6

нивать, взглянув на схему, в которой исследуется переходный про
цесс. Быстрая ориентация в этом вопросе дает возможность опреде
лить трудоемкость предстоящих выкладок и способствует выявлению 
ошибки, если она возникнет при составлении характеристического 
уравнения.

Степень характеристического уравнения равна числу основных 
независимых начальных значений в послекоммутационной схеме после 
максимального ее упрощения и не зависит от вида э. д. с. источников 
э. д. с. в схеме.

Упомянутое упрощение состоит в том, что последовательно соеди
ненные индуктивности должны быть заменены одной эквивалентной; 
емкости, включенные последовательно и параллельно, тоже должны 
быть заменены эквивалентной*.

* Имеется в виду, что других сопротивлений, например активных, в в етвях  
с емкостями нет и начальные напряжения на последовательно соединенных 
емкостях относятся обратно пропорционально этим емкостям, а также что н ачаль
ные токи через последовательно соединенные индуктивности одинаковы.



Так, применительно к схеме рис. 8.6 последовательно включенные 
Ь\ и Ц  следует заменить на Ьх = Ь[ +  Ц  иЬ 2М, если между ними 
есть магнитная связь (если нет магнитной связи, то М = 0), а емкости 
С'з, Сз и С4 — на емкость

с  с  . с &
с;+с?: •

Начальное значение напряжения на емкости С5 равно начальному 
значению напряжения на С4.

В результате упрощений схемы рис. 8.6 получаем схему рис. 8.7, 
в которой две индуктивности и одна емкость. Все три независимые 
начальные значения — основные. Следовательно, характеристическое 
уравнение будет третьей степени.

Обратим внимание на то, что степень характеристического уравне
ния не зависит от того, имеется ли магнитная связь между индуктив

ностями схемы или она отсутствует.

Ф г

Еще одно замечание: если после 
максимального упрощения схема 
содержит контур, состоящий только 
из емкостей, скажем из п емкостей, 
включенных между п. узлами, а
сумма напряжений вдоль этого кон- 

рис 8.7 тУРа равна нулю по второму за
кону Кирхгофа, то только на п — 1 

емкостях этого контура напряжения могут быть заданы независимо 
от остальных. Отсюда следует, что при определении степени характе
ристического уравнения из п емкостей этого контура должны быть 
приняты во внимание только п — 1 емкость.

Аналогично, если в каком-либо узле схемы после ее максимального 
упрощения сходится т. ветвей и в каждой из них имеется индуктив
ность, то при определении степени характеристического уравнения 
должны быть приняты во внимание только т  — 1 индуктивность.

Обобщенно можно сказать, что после максимального упрощения 
схемы степень характеристического уравнения может быть определена 
путем подсчета величины Пь +  Пс — г/£ — Кс, где /г£ —число индуктив
ностей в схеме, пс — число емкостей, г//.— число индуктивностей, 
токи в которых не мэгут быть заданы произвольно; кс — число ем
костей, направления на которых не могут быть заданы произвольно.

И последнее: если схема с источником тока  имеет несколько последовательных 
участков, содержащих параллельно соединенные ветви с Л, ¿ ,  С, то для каждой 
группы параллельных ветвей будет свое характеристическое уравнение со- своими 
корнями (свободные токи не могут замыкаться через источник тока, поскольку его 
сопротивление равно бесконечности).

§  8.16. Свойства корней характеристического уравнения. Число 
корней характеристического уравнения равно степени этого уравнения. 
Так, если характеристическое уравнение представляет собой уравнение 
первой степени, то оно имеет один корень, если второй степени —два 
корня и т. д. Уравнение первой степени имеет всегда отрицательный 
действительный (не мнимый и не комплексный) корень.



Уравнение второй степени может иметь:
а) два действительных неравных отрицательных корня;
б) два действительных равных отрицательных корня;
в) два комплексно-сопряженных корня с отрицательной действи

тельной частью.
Уравнение третьей степени может иметь:
а) три действительных неравных отрицательных корня;
б) три действительных отрицательных корня, из которых два равны 

друг другу;
в) три действительных равных отрицательных корня;
г) один действительный отрицательный корень и два комплексно

сопряженных с отрицательной действительной частью.

§ 8.17. Отрицательные знаки действительных частей корней 
характеристических уравнений. Свободный процесс происходит в цепи, 
освобожденной от источника э. д. с. Он описывается слагаемыми вида 
Аер‘. В цепи, освобожденной от источников 
э. д. с., свободные токи не могут протекать 
сколь угодно длительно, так как в цепи от
сутствуют источники энергии, которые были 
бы способны в течение сколь угодно длитель
ного времени покрывать тепловые потери от 
свободных токов, т. е. свободные токи долж
ны затухать во времени.

Но если свободные токи (выраженные сла
гаемыми ер<) должны затухать (спадать) во 
времени, то действительная часть р должна быть отрицательной.

Значения функции e~at =  [(at) (где at =  x) приведены в табл. 8.1.
Обсудим характер изменения свободных составляющих для простей

ших переходных процессов в цепях с характеристическим уравнением 
первой и второй степени.

Если число корней характеристического уравнения больше двух, 
то свободный процесс может быть представлен как процесс, состав
ленный из нескольких простейших процессов.

§ 8.18. Характер свободного процесса при одном корне. Когда 
характеристическое уравнение имеет один корень, свободный ток

¿сз =  Ае~а‘ , (8.12)

где р =  — а зависит только от параметров цепи, Л —от параметров 
цепи, э. д. с. и момента включения. Характер изменения tCB при А > 0  
показан на рис. 8.8.

За интервал времени ¿ = т =  1/а функция At~at уменьшится в е =  
=  2,71 раза. Действительно, при t =  x — \/a

at =  ax.=ala=\\ e~oi =  eot =  е^1 = 1/е = 1/2,71.

Величину т=1/а=1/|р| принято называть постоянной времени 
цепи; т зависит от вида и параметров схемы. Так, для цепи рис. 8.2



X ех е~х вЬ* сИ х X е* е~х вЬ ле сЬ*

0 1,0 1,0 0,0 1,0 2,3 9,97 0,100 4,94 5,04
0,1 1,10 0,905 0,10 1,005 2,4 11,02 0,09 5,47 5,56
0,2 1,22 0,819 0,20 1,02 2,5 12,18 0,082 6,05 6,13
0,3 1,35 0,741 0,30 1,04 2,6 13,46 0,074 6,70 6,77
0,4 1,49 0,67 0,41 1,08 2,7 14,88 0,067 7,41 7,47
0,5 1,65 0,606 0,52 1,13 2,8 16,44 0,061 8,19 8,25
0,6 1,82 0,549 0,64 1,18 2,9 18,17 0,055" 9,06 9,11
0,7 2,01 0,497 0,76 1,25 3,0 20,08 0,05 10,02 10,07
0,8 2,22 0,449 0,89 1,34 3,2 24,53 0,041 12,25 12,29
0,9 2,46 0,407 1,03 1,43 3,4 29,96 0,033 14,96 15,0
1,0 2,72 0,368 1,17 1,54 3,6 36,6 0,027 18,28 18,31
1,1 3,00 0,333 1,34 1,67 3,8 44,7 0,022 22,34 22,36
1,2 3,32 0,301 1,51 1,81 4,0 54,6 0,018 27,29 27,3
1,3 3,67 0,272 1,70 1,94 4,2 66,69 0,015 33,33 33,35
1,4 4,05 0,247 1,90 2,15 4,4 81,45 0,012 40,72 40,73
1,5 4,48 0,223 2,13 2,35 4,6 99,48 0,01 49,74 49,75
1,6 4,95 0,202 2,38 2,58 4,8 121,5 0,0082 60,75 60,76
1,7 5,47 0,183 2,65 2,83 5,0 184,4 0,0067 74,2 74,21
1,8 6,05 0,165 2,94 3,11 6,0 400 0,0025 200 200
1,9 6,68 0,15 3,27 3,42
2,0 7,39 0,135 3,63 3,76
2,1 8,17 0,122 4,02 4,14
2,2 9,02 0,111 4,46 4,56

р р ст =  ЫЯ, для цепи рис. 8.3, а г =  ЯС, для цепи рис. 8.18 т = 
и т. д.

Название «постоянная времени» отражает постоянство величины подкасателы 

ной к  экспоненте: подкасательная к  экспоненте е х численно равна т.

§ 8.19. Характер свободного процесса при двух действительных 
неравных корнях. Пусть рх =  — а и р2 =  — Ь (для определенности 
положим Ь > а ) ,  тогда

¿св =  Ау&-а( 4- А3егь*. (8.12а)
Характер изменения свободного тока при различных по величине 

и знаку постоянных интегрирования Ах и А2 качественно иллюстри
руется кривыми рис. 8.9, а —г; кривая 1 представляет собой функ
цию А хета‘\ кривая 2 — функцию Л2е_м; результирующая («жирная») 
кривая получена путем суммирования ординат кривых 1 и 2.

Для рис. 8.9, а Л ^ ^ О  и Л2>  0; для рис. 8.9, б Л ^ О ,  Л2<  0, 
\А2 1 >  Ах, для рис. 8.9, в Лх >  0, Аг <  0, | Аг \ <  Ах, для рис. 8.9, г 
А х> О , Л2< 0, |Л21 =  Ау.

§ 8.20. Характер свободного процесса при двух равных корнях^
Известно, что если среди корней характеристического уравнения есть 
два равных корня рх =  р2 — — а, то соответствующие слагаемые реше-



ния должны быть взяты в виде
А ^  +  А ^ г ^ ^  +  А ^ е - * .

На рис. 8.10 построены пять кривых. Они показывают возмож
ный характер изменения функции (Лх +  Л20 е~а<' при различных зна
ках постоянных интегрирования А 1 и Л2, а также когда одна из 
постоянных равна нулю.

Кривая 1 при Лх> 0  и Л2> 0 ;  
кривая 2 при Лх< 0  и Л2> 0 ;  
кривая 3 при Ах> 0 и Л2< 0 ;  
кривая 4 при Лх = 0 и Л2> 0 ;  
кривая 5 при Лх>»0 и Л2 = 0.

§ 8.21. Характер свободного процесса при 
пряженных корнях. Комплексные корни всегда 
сопряженными. Так, если = — б +  /(о0» то
р2 =  — 6 - / Ч -

Соответствующее им слагаемое решения долж
но быть взято в виде

¿св = Л е -^ в т  (со0/ +V). (8.14)
Формула (8.14) описывает затухающее сину

соидальное колебание (рис. 8.11) при угловой 
частоте ю 0 и начальной фазе V . Огибающая ко
лебания определяется кривой Ле~6'. Чем боль
ше б, тем быстрее затухает колебательный про
цесс; Л и V определяются значениями пара
метров схемы, начальными условиями и величи
ной э. д. с. источника; (о0 и б зависят только 
от параметров цепи после коммутации; ю0 назы
вают угловой частотой свободных колебаний;
б — коэффициентом затухания.

двух комплексно-со-
встречаются попарно

§ 8.22. Некоторые особенности переходных 
процессов. Как известно из предыдущего, пол
ное значение любой величины (тока, напряже
ния, заряда) равно сумме принужденной и сво
бодной составляющих. Если среди корней харак
теристического уравнения есть комплексно-соп
ряженные корни Р1 ,2 — — б±/со0 и значение 
угловой частоты свободных колебаний ш0 почти 
равно угловой частоте ш источника синусоидаль
ной э. д. с. (источника питания), а коэффициент 
затухания б мал (цепь с малыми потерями), то сложение принужден
ной и свободной составляющих дает колебание, для которого харак
терно биение амплитуды (рис. 8.12).

Колебание рис. 8.12 отличается от колебаний, рассмотренных 
в § 7.14, тем, что здесь у одной из составляющих колебания ампли
туда медленно уменьшается.



Если угловая частота свободных колебаний со0 в точности равна 
угловой частоте источника синусоидальной э. д. с. со, то результирую
щее колебание имеет форму, изображенную на рис. 8.13.

Простейшим примером колебаний такого типа является колебание, 
возникающее на емкости в схеме рис. 8.14 в результате сложения

Рис. 8.12

принужденного колебания UCm cos со/ и свободного - колебания
— Ucn£~bt cos (oi:

UC =  UCm( l — e-e0 cos со/.
Амплитуда результирующего колебания нарастает по экспоненци

альному закону.

Рис. 8.15

При наличии емкости (емкостей) в схеме могут возникать большие 
начальные броски токов, в несколько раз превышающие амплитуды 
тока установившегося режима. Так, в схеме рис. 8.15 при нулевых 
начальных условиях в первый момент после замыкания ключа напря
жение на емкостях равно нулю и ток в неразветвленной части цепи 
равен {Уот81по|з//?1. Если \|з = 90°, то в первый момент после замыка-



ния ключа ток равен и т ^ ь При размыкании ключа в индуктивных 
цепях возникают опасные увеличения напряжения на отдельных 
участках цепи (см. § 8.24).

§ 8.23. Переходные процессы, сопровождающиеся электрической 
искрой (дугой). Если переходный процесс вызывается размыканием 
ключа в электрической цепи, содержа
щей индуктивности, то между его рас
ходящимися контактами при определен
ных условиях может возникнуть электри
ческая искра (дуга). При возникновении 
электрической искры (дуги) расчет пере
ходного процесса усложняется и, строго 
говоря, не может проводиться метода
ми, изучаемыми в данной главе. Объяс
няется это тем, что сопротивление элек
трической искры (дуги) является нелинейной функцией протекающего 
через нее тока. В этом случае, если известна вольт-амперная характе
ристика дуги, для расчета переходных процессов могут применяться 
методы, излагаемые в гл. 16.

Пример 79. Выяснить, можно ли ожидать возникновения электрической искры 
(дуги) при размыкании ключа в схеме рис. 8.16.

Р е ш е н и е .  До размыкания ключа в цепи был установившийся режим:

• • /п ч Е 2 Е • /п ч ‘ (°-) 1 Е
‘ ( * Я +  (Я/2) 3 ' Я : 2 3 ’ Я •

Допустим, что при размыкании ключа искра не возникает. При этом то к  1̂  
почти мгновенно спадает до нуля, а « (0+) должен будет равняться *а (0+) . Но 
каждый из токов (I и ¿2) по первому закону коммутации не может измениться 
скачком.

Следовательно, между достаточно медленно расходящимися контактами клю ча 
в схеме рис. 8.16 при определенных условиях можно ожидать возникновения 
электрической искры (дуги). Расчет переходного процесса в схеме рис. 8.16 
см. в § 8.28.

§ 8.24. Опасные перенапряжения, вызываемые размыканием вет 
вей в цепях, содержащих индуктивность. При размыкании ключей 
в электрических цепях, содержащих значительные индуктивности, на 
отдельных участках электрических цепей могут возникать напряжения 
во много раз превышающие установившиеся. Напряжения, превыша 
ющие установившиеся, называют перенапряжениями. Они могут ока 
заться настолько значительными, что при определенных условиях вы 
зовут пробой изоляции и выход из строя измерительной аппаратуры

Пример 80. К зажимам индуктивной катуш ки с Я= Ю 0 Ом, ¿ = 1 0  Г  под 
ключей вольтметр (рис. 8.17). Сопротивление вольтметра Я у= 3000  Ом; Е — 100 В 
Приближенно найти напряжение на зажимах вольтметра при ¿ =  0, если д ап у  
стить, что размыкание ключа произойдет мгновенно и искры не возникнет.

Р е ш е н и е .  До размыкания ключа через Ь проходит ток ¿ =  £/Я =  1 А . 
В индуктивности была запасена магнитная энергия ¿«*/2. Если допустить, что 
размыкание ключа произошло мгновенно и искры не возникло, и учесть, что  ток 
через индуктивность должен оставаться равным 1 А, то по замкнутому к о н тур у , 
составленному вольтметром и катушкой, за счет запаса энергии магнитного поля



индуктивности в первое мгновение будет проходить ток в 1 А. При этом на 
вольтметре возникнет пик напряжения порядка 3000 В. Прохождение большого 
импульса тока через вольтметр может вызвать перегорание катушки прибора и 
выход его из строя.

При размыкании ключа с конечной скоростью между его расходящимися 
контактами (рис. 8.17) возникнет электрическая искра (дуга). Это приведет к  точу,

чго увеличение напряжения на вольтметре бу- 
дет меньше, чем в только что рассмотренном 
идеализированном случае, когда ключ размы- 

. кался мгновенно без искры (дуги) *.
£ С у ) 1  Чтобы не «сжечь» вольтметр в цепи рис.

____ П  п 8.17, сначала надо отключить вольтметр, а за
тем разомкнуть ключ.

Перенапряжения проявляются тем сильнее, 
чем больше индуктивности в цепях. Особенно 

р пс 8 17 опасны они в цепях постоянного тока, содер
жащих индуктивности порядка единиц и десят
ков генри. В таких цепях при отключениях 

соблюдают специальные меры предосторожности (отключение ключа после введе
ния дополнительных активных сопротивлений в цепь).

§  8.25. Общая характеристика методов анализа переходных про
цессов в линейных электрических цепях. Расчет переходных процес
сов в любой линейной электрической цепи состоит из следующих 
основных операций:

1) выбора положительных направлений токов в ветвях цепи;
2) определения значений токов и напряжений непосредственно до 

коммутации;
3) составления характеристического уравнения и определения его 

корней**;
4) получения выражения для искомых токов и напряжений как 

функции времени.
Широко распространенными методами расчета переходных процес

сов являются:
1) метод, называемый в литературе классическим;
2) операторный метод; .
3) метод расчета путем применения интеграла Дюамеля.
Для всех этих методов перечисленные четыре операции (этапы 

расчета) являются обязательными.
Для всех методов первые три операции (о них уже говорилось) 

совершаются одинаково и их нужно рассматривать как общую для 
всех методов часть расчета.

Различие между методами имеет место на четвертом, наиболее тру
доемком этапе расчета.

Чаще используют классический и операторный методы, реже — 
метод расчета с применением интеграла Дюамеля. В дальнейшем будут

* При более детальном рассмотрении процесса необходимо еще учесть влия
ние межвитковых емкостей и емкостей на землю (см. § 11.1). Если не учитывать 
возникновение искры (дуги ), распределенные емкости и индуктивности, то приве
денный расчет является весьма грубым и носит иллюстративный характер.

** Как определять корни характеристических уравнений высоких степеней 
(4—6-й степени), сказано, например, в кн.: П о п о в  Е. П. Динамика систем 
автоматического регулирования. Гостехиздат, 1954,



даны сравнительная оценка н рекомендуемая область применения 
каждого из них (см. § 8.56). .

В радиотехнике, вычислительной и импульсной технике, автоматике, телеме
ханике и в технике, связанной с теорией информации, кроме этих трех методов 
применяют метод анализа переходных процессов, основывающийся на интеграле 
Фурье *. (Об интеграле Фурье и спектральном методе, основывающемся на интег
рале Фурье, см. гл. 9.)

В задачах автоматического регулирования применяют такж е метод трапецеи
дальных частотных характеристик, в котором используют вещественные частотные 
характеристики (об этом методе см ., например, гл. 3 [10]). Д ля исследования 
характера переходного процесса, описываемого уравнениями высоких порядков, 
применяют моделирующие установки, а такж е метод пространства состояний (см. 
§ 8 .66).

§ 8.26. Определение классического метода расчета переходных 
процессов. Классическим методом расчета переходных процессов на
зывают метод расчета, в котором решение дифференциального уравне
ния представляет собой сумму принужденной и свободной составляю
щих, а определение постоянных интегрирования, входящих в выраже
ние для свободного тока (напряжения), производят путем совместного 
решения системы линейных алгебраических уравнений по известным 
значениям корней характеристического уравнения, а также по извест
ным значениям свободной составляющей тока (напряжения) и .ее про
изводных, взятых при t =  0+.

§ 8.27. Определение постоянных интегрирования в классическом 
методе. Как известно из предыдущего, решение для любого свободного 
тока (напряжения) можно представить в виде суммы экспоненциаль
ных слагаемых. Число членов суммы равно числу корней характери
стического уравнения.

Так, при двух действительных неравных корнях 
ica =  +  A.ppJ-, 

при трех действительных неравных корнях
г'св = AjQp'1 +  A2& ¿ +  Л3еРа<.

Для любой схемы с помощью уравнений Кирхгофа и законов ком
мутации можно найти: 1) числовое значение искомого свободного тока 
при t =  0, обозначим его iCB(0t); 2) числовое значение первой, а если 
понадобится, то и высших производных от свободного тока, взятых 
при t =  0+. Числовое значение первой производной от свободного тока 
при Z = 0f обозначим /св(0+); второй —¿£„(0+) и т. д.

Рассмотрим методику определения постоянных интегрирования Аи 
А2, полагая известными i'CB (0+), i'CB (0+), i"CB (0+) и значения кор
ней ри р2, . . .

Если характеристическое уравнение Цепи представляет собой урав
нение первой степени, то tCB =  Aept. Постоянная интегрирования А 
определяется по значению свободного тока i'ca (0+):

А =  /св(0+). (8.15)

* Для студентов указанных специальностей изучение вопросов, связанных 
с интегралом Фурье, обязательно.



Если дано характеристическое уравнение второй степени и его 
корни действительны и не равны, то

¿ев =  А^еР  ̂+  Л2ер^. (8.16)
Продифференцируем это уравнение по времени:

¿св = +  р.2А2еР‘{. (8.16')
Запишем уравнения (8.16) и (8.16') при t =  0 (учтем, что при t — 0 _ 

epi< =  eP!¿=  1); получим:
1св (O-i) =  Лх + Л2; (8.17)

*м(0+) = р1Л1 +  /7,Л,. (8.17')
В этой системе уравнений известными являются ¡CB (0+), i'CB (0+), рх 

и р2; неизвестными — Ах и Л2.
Совместное решение (8.17) и (8.17') дает

л  =  > св(0+) — Ра»'св (°+ ) . )

1 Pi-P*  ’ (8,17")
A¡ — ¿св (0+) — Ах. J

Если корни характеристического уравнения являются комплексно
сопряженными, то свободный ток

¿св — -i4e~6'sin((ú0¿ +  v). (8.18)
Угловая частота со0 и коэффициент затухания б известны из реше

ния характеристического уравнения.
Определение двух неизвестных А и v производят и в этом случае 

по значениям ¿св(0+)’ и tcB(0+).
Продифференцировав по времени уравнение (8.18), получим

i'cb =  — Л6е~б< sin (со0£ +  v) +  Л a)0e e¿ eos ((o0t +  v). (8.18')
Запишем уравнение (8.18') при í  =  0+:

i св (0+) =  — Л6 sin v + Л(о0 eos v.
Таким образом, для нахождения неизвестных Л и v имеем два 

уравнения:
¿св (0+) =  Л sinv;  
i'c в(0+) =  — Л8 SÍnV-^(ú0 COSV.

Для цепи, имеющей характеристическое уравнение третьей степени, 
свободный ток

¿св =  AjepJ +  А йер>* +  Л3е<4 (8.20)

Найдем первую, а затем вторую производную от левой и правой 
частей уравнения (8.20):

i'c в =  р хА ^  +  р 2Л 2е р ^  +  р 3А 3ер>{; ( 8 . 2 1 )

<св =  p l A i & J  +  p l A t f p J  +  p i A & M .  ( 8 . 2 2 )

(8.19)



¿св (0+) =  ̂ 1 +  Л2 +  А3;
1св(0+) = р1Л1 +  /72Л2 +  /73Лз; } (8.23)
¡св (0+) = р\Ах +  р\Аг +  р%А3.

Система уравнений (8.23) представляет собой систему трех линей
ных алгебраических уравнений с тремя неизвестными: Аг, Аг и А3. 
Все остальные входящие в нее величины [р1У р2, р3, гсв(0+), ¿¿в (0+), 
1с'в (0+)] известны.

Вначале для облегчения нахождения величины и ее производной 
при (=  0 рекомендуется решать задачу относительно тока через Ь или 
напряжения на С и только затем, используя законы Кирхгофа, опре
делять любую другую величину через найден-

Рассмотрим несколько примеров расчета 
переходных процессов классическим методом
в цепях первого и второго порядков с источ- ^  ̂

' 'Ь к? 
Т * ’ Г к

никами постоянной и синусоидальнои э. д. с. 
при ненулевых начальных условиях.

Пример 81. В схеме рис. 8.18 до замы
кания ключа был установившийся режим: рис- § ¡д 
^ 1  =  = 50 Ом; С =  100 мкФ; Е = 150 В.

Требуется: 1) найти полные, принужденные и свободные составляю
щие токов ¿1 , 12, г3 и «с при * = 0+, а также начальное значение 
производной от свободного напряжения на емкости; 2) определить 
токи *х, г2, 13 и напряжение ис в функции времени.

Р е ш е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и .  До коммутации
/2(0_) = 0 и (0_) = 13 (0_) =  £/(/?! +  /?; +  Я3) =  150/150 = 1 А.

Напряжение на емкости равнялось напряжению на сопротивле
нии /?3:

ис (0_) = 13 (0_) == 1 - 50 = 50 В.

Найдем принужденные значения токов и напряжений после ком
мутации:

*1ПР =  ‘ зпр =  а д  +  Я з )  =  150/100 =  1,5 А; 

ис пр (0+ )=  1"зпр (0+) Я 3 =  1,5 • 50 =  75 В.
По второму закону Кирхгофа составим уравнение для контура, 

образованного первой и второй ветвями при £ =  0+:

Н (0+) Я1 +  «с (0+) = Е, но « с (0+) =  ис (0_).
Поэтому

Е - и г (0_) 1 5 0 -5 0  л .  
к  (0+) — ^  = ад — 2 А.

Из уравнения ис (0+) =  ¿3 (0+) получим
Ь (^+)= ис (0 г)//?з = 1 А.



По первому закону Кирхгофа,

Н (0+) —12 (0+) +  Н (0+).
Следовательно,

Ч (0+) = Н (0+) — Н (0+) = 2 —1 = 1 А.
Свободные составляющие тока и напряжения определим как раз

ности между полными и принужденными величинами:
«с  св (0+) = «с (0+) -  «с пР (0+) = 50 -  75 = —25 В;

¿хсв (0+) = к  (0+) -  *1пР (0+) = 2 -  1,5 = 0,5 А;
*2св (0+) = ¿2 (0+) г'гпр (0+) = 1 0 = 1  А;

£зсв (0+) =  Iз (0+) ¿зпр (0+) = 1 — 1,5=  0,5 А.

Так как свободный ток через емкость ¿са = С ^ с" , то йиссв/сИ —
— 1ст,/С-

В рассматриваемом примере
(¿иСеВ/Л)/=о+ = *2с»(0+)/С= 1/(100-10-6).= 10* В/с.

Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .
Характеристическое уравнение для по- 

слекоммутационной схемы р Н ^ С  +  ̂  +  
+  = 0 имеет один корень

/?1 + Яз _  400 1

Каждый ток равен сумме принуж
денной составляющей и свободной состав
ляющей Лер где А равно значению сво
бодной составляющей при / = 0+ (рис. 
8.19):

I, =  1,5 +  0,5е-40«  А; г2 = е-400' А;
¿3 =  1,5 -  0,5е-400' А ; ис = 75 -  25е~40"  В.

« 1.\10 с
Рис. 8.19

Пример 82. В схеме рис. 8.20 до замыкания ключа был устано
вившийся режим: — 2 Ом; соА = 3 Ом; е (¿) = 127зт(со/ — 50°) В; 
ш = 314 с-1.

Требуется: 1) найти /св(0+); 2) определить закон изменения тока 
в цепи после коммутации.



Р е ш е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и .  Комплексная амплитуда 
тока в цепи до коммутации

127p_ í 5 0 °^  =  i ? ^ r  =  2 5 ,4 e -^ 5 0 ' А>

Мгновенное значение тока до коммутации
i =  25,4 sin (coi — 86°50') А. '

В момент коммутации (при ю/ = 0)

i (0_) = 25,4 sin (—86°50') =  —25,35 А.

Принужденный ток после коммутации
1 27р_ j 5 0 °

7- = J l b r = 3 5 ’2e"/I0GO20' А-
Мгновенное значение принужденного тока

inp = 35,2sin (<at -  106°20') А; 
i np (0,.) = 35,2sin (— 106°20') =  —33,8 А.

По первому закону коммутации,
i (0_) = i (0+) = —25,35 А.

Но i (0+) = tnp (0+) +  iCB (0+). Следовательно,

*'св/0+) =  i (0+) -  ¿Пр (0+) =  —25,35 +  33,8 = 8,45 А.
Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .  Характеристическое ур ав 

нение pL -\-R2 =  0 имеет корень

р —  г  —  Á = - h r - ™ - ' 210 с‘ ‘ -
По данным первой части задачи, ток в цепи до коммутации (кри

вая 1 рис. 8.21 до co¿ = 0)
i = 25,4 sin (а/ — 86°50') А.

Мгновенное значение принужденного тока после коммутации (кри
вая 2 рис. 8.21)

гпр =  35,2 sin (coi -106°20 ') А; iCB (0+) = 8,45 А.

Следовательно,
i — г„р +  ¿ев = 35,2 sin (coi — 106°20') - f  8,45e~2iw А.

Кривая 3  рис. 8.21 определяет характер изменения свободного 
тока, кривая 4 — полного тока после коммутации (ординаты кривой 4  
при í ú í ^O равны сумме ординат кривых 2 и 3).

Пример 83. В схеме рис. 8.22 ключ замыкается в третьей ветви. 
До этого был установившийся режим: e(t) — E =  120 В. Требуется 
найти: 1) 12св(04); (di2íJdí)í=0+; uc св(0+) и (duCcB/dt)t=o+; 2) i2 (t) и 
uc (t).



Р е ш е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и .  До замыкания ключа 
¿х (0_) =  ¿2 (0_) =  Е / ^  +  /?.,) = 120/(50 + 10 ) = 2 А.

Принужденный ток после коммутации ¿1пр =  г'2пр =  2 А. Постоянный 
ток через емкость не проходит, поэтому ¿Зпр =  0.

От постоянного тока на индуктивности нет падения напряжения, 
следовательно, uL 3lip =  0.

R3 =500m С=!50мкФ

Рис. 8.21 Рис. 8.22

Принужденное напряжение на емкости равно падению напряжения 
на сопротивлении R2 от тока ¿2пр: ис ,ф = 2 ■ 10 = 20 В. По первому 
закону коммутации,

г2 (0 ) = (0.) = 2 А.
Но ¿2 (0+) = ¿2пр (0+) +  1'2СВ (0+), откуда

1'гсв  (0 + )  —  ¿2 (0 + )  ¿зпр ( 0 + ) =  2  2  =  0 ;

¿1 (0+)= ¿2 (0+) 4" ¿3 (0+),
или

¿1 (0 + )  =  2  +  ¿з ( 0 +) .

Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для замкнутого 
контура, образованного первой и третьей ветвями:

¿1 (0+) ^*1 +  ¿з (0+) Яз +  ис (0+) = Е.
Так как ис (0+) =  0 и /х (0+) = 2 + ¿3 (0+), то

/ СО ) — — 12°—2 ‘ — 0 2 А— д 1+дз — 50+50 А '

Свободная составляющая
¿зев (0+) =  ¿з (0+) ¿зпр (0+) = 0,2 — 0 = 0,2 А.

Чтобы определить « ¿ св(0+), составим уравнение для свободных 
составляющих по контуру, образованному первой и второй ветвями:

¿Хсв (0+) ^1 +  ¿2 С В  (0+) Кг +  иь СВ (0+) == 0.
откуда

«I св (0+) = — ¿1 С В  (0+) # 1  -  ¿2св (0+) ^2 = —0,2 • 50 -  0 = —10 В.



Ho uL св =  ¿ г  • Следовательно,

(di2CB/dt)t=o+ — « i  св (0+)/L2 =  — 10/2 = — 5 А/с.
R Свободное напряжение на емкости при t — 0+ подсчитаем по вто

рому закону коммутации:
ис (0_) =  мс (0+);

ис (0+) = ис пр (0+) +  «с св (0+)> 0 = 20 +  «с св (о+);
отсюда wCcb(0+) = —20 В.

Определим скорость изменения свободной составляющей напряже
ния на емкости при t = 0+. С этой целью воспользуемся тем, что

dii г .
*зсв = С --¿ t ■" . Следовательно,

(duc cJdi)t=0+ =  t8с  (0+)/С -  0,2/(150 • 10-«) = 1333 В/с.
Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .  Характеристическое урав

нение
р*ЬгС (Ri +  / ? ,)+ р  [С (R.¿R3 4- R\Rí +  R 1Ra) +  L2] +  +  R 2 — О 

имеет два . комплексно-сопряженных корня:

рх — —42,1 +  /15,2 с-1 и р2 — —42,1 — /15,2 с-1.

Поэтому свободная составляющая должна быть взята в виде
i4e~6/sin((D0¿ +  v),

где 0 = 42,1; со0 = 15,2; Л и v определяют по значению свободной со
ставляющей и ее первой производной при i =  0+. По данным первой 
части задачи,

*2пр = 2 A; Íjcb (0.) =  0, ¿.¿св (0+)= 5 А/с, 
ыСпр = 20 В; «ссв(0+) = —20 В; и'ссв (0+) = 1333 В/с.

При t =  0 Ae"eísin(a)0í +  v) =  A sinv.  Производная функции 
i4e-fi/sin(co0/+  v')

— i4ôe~^sin(o)0/ +  v) + Л е 'б/ш0 cos (©0/+  v).

Значение этой производной при t =  0' равно
— 6Л sinv +  (о„Л cos v.

Найдем значения Л и г  для свободной составляющей тока t2. Для 
этого составим два уравнения:

Чсв(0+) = 0. или Л sinv = 0;
»зев (0-fe) =  —5, или ■— 6Л sin v +  со0Л cos v = —5.

Совместное решение их дает v =  0 и Л = —0,328 А. Следовательно, 

<2 = *2пр +  *2св = 2 — 0,328e-42’ 1' sin 15,2/ А.



Кривая 1 рис. 8.23 выражает собой график ia =  /(/). Найдем А и. 
v  для свободной составляющей напряжения ис:

ис св(0+) =  —20, или ¿4sinv =  —20;
«Сев (0+)= 1333, или — 6^sinv +  (о„Л cosv =  1333.

Отсюда Л = 37,9 и v = — 31°52\ Та
ким образом,

¿¿С = “Спр +  «Сев =  20 +
+  37,9е- 42>" sin (15,2¿ — 31°52') В.
Кривая 2 рис. 18.23 изображает 

uc =  f(t).
Пример 84. В схеме рис. 8.22 e(t)=.

— 127 sin (314/ +  40°) В. Параметры схе- 
Рис 8 23 мы те же, что и в примере 83. До вклю

чения ключа в схеме был установивший
ся режим: ис (0-) =  0.

Требуется найти: 1) í2CB(0+); (di2J d t) í=ü ,̂ мСсв (0_Г) и (ducJ d t ) l=0+-,
2) í2 (t) и ис (t).

Р е ш е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и .  До коммутации
. . 127р , '10°

I i m  =  hrn  =  w + Щ  =  0,202е- /44“30'Л ; ^  =  = 0)202 S in  (со/ -  44°30'); 

ía (0.) =  Í, (0_) =  0,202 s in  (— 44°30") = —  0,1415 А.

Определим принужденные токи и напряжения на емкости после 
коммутации.

Входное сопротивление цепи

(Ri +  /®̂ г) (Rí — )
ZBX =  /?, + --------------- i-------^-L  = 104,8 е - * •» ' Ом;

тогда
R2 +  /CO¿2 — Rí — ~¡̂ Q

Ilm =  Elm/ZBX =  127e/407 104,8e-/9050/ = 1,213e '« ’5<>' A# 

Мгновенное значение принужденного тока после коммутации

!1пр=  l,213sin(ffl/ +  49°50');
Чпр (0+) =  1,213 sin 49°50' =  0,923 А.

Комплексное сопротивление параллельно соединенных второй и 
третьей ветвей

(#2+/<°í-2) (rs—т4г)
Z23 = ---------------i-------Щ-L = 56,3е-/>а°з5' 0 м .

Rz + /<•>!. 2 +  /?з —

Комплексное напряжение на параллельном участке
(Jrm =  /lmZ23 =  1,213е/'49°50' • 56,Зе-/1в“35' =  68,2е'3‘°‘5' В;



отсюда
hm =  =  68,2е/31°157 ( !0  +  /628) =  0 ,1 0 8 5 е -/ ^ ';
/3»  =  Üv¡j Z i  =  68,2е'31°157(50 -  /21,3) = 1,253е*™\

Мгновенные значения принужденных токов i2 и t3 после коммутации:
¿2пР = 0,1085 sin (a>t — 58°45');
1*зпр = 1,253 sin (со/ +  54°20');

?2пР (0+) = 0,1085 sin (— 58°45') =  — 0,0928 А;
'зпР(0+)=  1,253 sin 54°20 '=  1,016 А.

Принужденное напряжение на емкости
Ú cu p m  =  i 3m ( -  //fflC) =  1,253е'54°20' • 21,3е~/^ =  26,7 е - ^ о '  В .

Мгновенное значение принужденного напряжения на емкости после 
коммутации

«сПр = 26,7 sin (сot — 35°40');

«спр (0+) = 26,7 sin (— 35°40') =  — 15,57 В.
По первому закону коммутации,

Н (0 -)== *2 (0+)= — 0,1415 =  г2пр (0+) +  ¿2св Ф+У>
12пр(0+) =  — 0,0928 А;

¿2св (0+) = — 0,1415 +  0,0928 =  — 0,0487 А.
Свободное напряжение на емкости иссв(0+) найдем по второму 

закону коммутации:
«С (0-) = ^Cnp (O-i) +  Ыссв (0+)>

«сев (0+) = «с (0.) -  «спР (0+) =  0 — (— 15,57) = 15,57 В.
Для определения /Зсв(0+) составим уравнение по контуру, образо

ванному первой и третьей ветвями:
11св (0+) Rl +  13св (0+) R3 +  «Сев (0+) =  0.

Заменим в нем i1CB (0+) на [ — 0,0487 +  i3CK (0+)] и, учтя, что 
иСсв (0+).= 15,57 В, получим:

»зев(0+) = ~ 15 0 % 2,43 = - 0 ,1 3 1 4  А;

*1С В  (0+) =  1’гсв (0+) +  Í 3 C B  (0+) =  — 0,18 А.
Чтобы определить « ¿ cb(0+) =  L ( í¿í2cb/<í O¿=o+, составим уравнение 

для контура, образованного первой и второй ветвями:

¿ICB (0+) R l +  h СВ (0+) ^2 +  и1св (0+) = 0, 
откуда у

Uuв(0+) =  9,487 В;
(di2J d t )i=0+ = uLcB (0+)/L =  9,487/2 = 4,74 А/с;

i(ducJ d t ) t=0+ =  i3M l C  =  - 0 , 1314/(150-10 «) =  — 876 В/с Г



Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .  Поданным,  полученным 
при решении первой части,

*2пр = 0,1085 sin (со/ -  58°45'), Í2CB (0+) =  -  0,0487 А; , 
ha¡ (0+) = 4,74 А/с; 

иСщ> — 26,7 sin (со/ — 35°40'), иссв(0+)=  15,57 В; 
ыссв(0+) = — 876 В/с.

Корни характеристического уравнения те же, что и в предыдущем 
примере. Определим А и v для i 2CB, составив два уравнения:

A sin V = — 0,0487; — 6Л sin v +  со0Л cos v = 4,74,

откуда Л = 0,184 А и v =  — 15°20'.
Следовательно,

h — 1’апР,+ i2CB =  0,1085 sin (со/ — 58°45') +
+  0 ,184е—42-^ sin (15,2/ -  15°20') А.

Найдем Л и V для иссв, составив два уравнения:
Л 8 т у = 1 5 , 5 7 ;  — 6Л sinv +  cv4 cosv = — 876.

Их совместное решение дает Л = 21,3 и v = 136°50'. Таким образом, 
«с= испР+иссв=26,7 sin (со/ -  35°40')+21,3e_42>u sin (15,2/+135°50') В.

§ 8.28. О переходных процессах, при макроскопическом рассмот
рении которых не выполняются законы коммутации. Обобщенные

законы коммутации. На практике встре
чаются схемы, переходные процессы в ко
торых состоят как бы из двух стадий рез- 

la. ко различной продолжительности. Длитель- 
| г ность первой стадии в тысячи и миллионы 

раз короче второй. В течение первой ста
дии токи в индуктивностях и напряжения 
на емкостях изменяются настолько быстро 
(почти скачкообразно), что если считать 

/ =  0_ началом, а / =  0+ — окончанием первой стадии, то создается 
впечатление, что при переходе от / = 0_ к / = 0+. т. е. за время, на
пример, в несколько микросекунд, как бы нарушаются законы ком
мутации.

Для иллюстрации нарушения второго закона коммутации рассмот
рим переходный процесс в схеме рис. 8.24 с начальными условиями 
« с ,  (0_) =  Е, ис, (0.) =  0.

Если не учитывать хотя и очень малое, но все же конечное сопро
тивление соединительных проводов, то сначала при замыкании ключа 
через конденсаторы возникают очень большие броски токов, прохож
дение которых приводит почти к мгновенному уравниванию напряжения 
на конденсаторах до величины, меньшей Е. (Строго говоря, если 
учесть сопротивление соединительных проводов /?пр, то для первой 
стадии переходного процесса в схеме рис. 8.24 характеристическое



уравнение есть уравнение второго порядка, один корень которого при 
Raр- * 0  стремится к бесконечности.)

После этого начинается вторая стадия, когда параллельно соеди
ненные конденсаторы относительно медленно заряжаются до напря
жения Е. Длительность переходного процесса практически определяется 
второй стадией.

В качестве, примера нарушения первого закона коммутации рас
смотрим переходный процесс в схеме рис. 8.16. быстрое размыкание 
ключа в первой ветви, например за 10 5 с, приводит к тому, что

- сопротивление этой ветви быстро увеличивается, ток почти скачком 
уменьшается до нуля и почти скачком изменяются токи в остальных 
ветвях. Таким образом, за время 10 5 с (от / =  0_ до t — 0+) токи 
резко изменяются, a i (0+) Ф  i (0_) и i2 (0+) Ф  г2 (0_).

Нарушение законов коммутации в формулировке § 8.5 —8.6 при 
переходе от / = 0_ к t = 0,. объясняется тем, что процессы в быстро 
протекающей первой стадии и их зависимость от времени не рассмат
ривают. Если же первую стадию не исключать при рассмотрении, то 
ранее рассмотренные законы коммутации выполняются.

Для того чтобы можно было рассчитывать переходные процессы 
сразу во второй стадии, как бы перешагнув через первую, надо, во- 
первых, примириться с тем, что при переходе от t =  0._ к t — 0¥ 
в рассматриваемых задачах законы коммутации в том виде, как они 
сформулированы в § 8.5 —8.6, не будут выполнены; во-вторых, дого
вориться об исходных положениях, которые позволяют определить 
значения токов через индуктивности и напряжений на емкостях (а если 
потребуется, то и их производные) при t — 0.ь через значения токов 
и напряжений при ¿ =  0_. Таких положений (правил) два. При решении 
задач рассматриваемого типа они заменяют законы (правила) комму
тации, о которых шла речь в § 8.5 —8.6, и потому их называют 
иногда обобщенными законами (правилами) коммутации.

1. При переходе от i =  0_ к £ = 0+ суммарное потокосцепление У>|з 
каждого замкнутого контура послекоммутационной схемы не должно 
претерпевать скачкообразных изменений. Это положение следует из 
второго закона Кирхгофа и доказывается от противного: если допустить, 
что некоторого контура изменится скачком, то в уравнении для 
этого контура, составленном по второму закону Кирхгофа, появилось 
бы слагаемое (Д £ 1|)/АОл*-о->-°о и второй закон Кирхгофа не был бы 
выполнен.

Суммарное потокосцепление представляет собой алгебраическую 
сумму произведений токов ветвей этого контура на их индуктивности 
(в общем случае с учетом магнитной связи с другими ветвями). Со 
знаком плюс в эту сумму входят слагаемые ветвей, направление токов 
в которых совпадает с произвольно выбранным направлением обхода 
контура.

2. При переходе от ¿ = 0_ к / =  0+ суммарный заряд на сбклад- 
ках конденсаторов, присоединенных к любому узлу послекоммутацион
ной схемы, должен остаться неизменным. Если этого не выполнить, 
то суммарный ток, проходящий через конденсаторы, был бы бесконечно 
большим (стремился бы к бесконечности), бесконечно большими были



бы токи и через другие ветви, присоединенные к этому узлу. Это 
также привело бы к нарушению второго закона Кирхгофа.

Пример 85. Послекоммутационная схема рис. 8.16 имеет всего 
один контур. По первому закону (правилу) коммутации,

и  (0_) +  и 2 (0 ) =  г (0+) { I +  Ь2); и  =  Ь 
I (0+) = [ 11(Ь +  Ь,)1 [Ц (0_) +  Ь.г1, (0_)].

Закон изменения тока при / 5= 0 ;., если считать, что до коммутации 
был установившийся режим,

• ___ Е , Г2Е  2¿- +  ¿ 2 ____£ 1  ц + и
' 1 + 1 2 2 Я Г

Пример 86. Для схемы рис. 8.24 известны ис , (0_) = £ и Не, (0_)=0. 
По второму закону (правилу) коммутации составляем одно уравнение 
(т. е. столько, сколько надо составить уравнений для послекоммута- 
ционной схемы по первому закону Кирхгофа):

ис , (0_) Сг =  ис  (0+) (СХ +  С2);
отсюда /ГГ* ,

ис  (0-0 = ис , (0+) = Не, (0+) = .
При ¿5=0+ ^

и с  =  и Спр +  «с«в =  Е  -  Е с £ с ; е ~

Характер изменения ис, и и с ,  показан на рис. 8.25, а  и б. 
В заключение обратим внимание на то, что, допустив при переходе

от / = 0- к ¿ = 0+ скачкообразное 
изменение токов через индуктивно
сти и скачкообразное изменение на
пряжений на емкостях, тем самым 
допускаем скачкообразное измене
ние энергии магнитного поля ин
дуктивностей и энергии электриче- 

а) В) ского поля емкостей.
Рис. 8.25 Суммарная энергия электриче

ского и магнитного полей при £ = 0+ 
всегда меньше суммарной энергии при ¿ = 0_, так как часть запасенной 
энергии расходуется на тепловые потери в сопротивлениях, искру при 
коммутации, электромагнитное излучение в окружающее пространство.

Прежде чем перейти к изучению основ второго метода расчета 
переходных процессов в линейных электрических цепях — операторного 
метода, вспомним некоторые известные положения.

§ 8.29. Логарифм как изображение числа. Известно, что для 
выполнения операций умножения, деления, возведения в степень и 
извлечения корня из многозначных чисел целесообразно пользоваться 
логарифмами.

Действительно, операция умножения сводится к сложению лога
рифмов, операция деления —к вычитанию логарифмов и т. д. Таким



образом, произвести расчет легче в силу того, что сравнительно слож
ная операция сводится к более простой. Каждому числу соответствует 
свой логарифм, поэтому логарифм можно рассматривать как изобра
жение числа. Так, 0,30103 есть изображение (логарифм) при основа
нии 10 числа 2.

§ 8.30. Комплексные изображения синусоидальных функций.
С понятием изображения встречаются также при изучении символи
ческого метода расчета цепей синусоидального тока. Согласно симво
лическому методу, комплексная амплитуда ейть изображение синусои
дальной функции. Так, Ím есть изображение синусоидального тока 
Im sin (at +  ■»))). Между изображением числа в виде логарифма и изоб
ражением синусоидальной функции времени в виде комплексного числа 
имеется существенная разница. В первом случае речь идет об изобра
жении числа (не функции), во втором —об изображении функции 
времени.

Подобно тому как введение логарифмов упростило проведение 
операций над числами, введение комплексных изображений синусои
дальных функций времени позволило упростить операции над функ
циями времени (свести операции по расчету цепей синусоидального 
тока к операциям, изученным в гл. 1).

§ 8.31. Введение к операторному методу. Операторный метод 
тоже основан на использовании понятия об изображении функций 
времени. В операторном методе каждой функции времени соответствует 
функция новой переменной, обозначаемой буквой р, и наоборот — 
функции переменной р отвечает определенная функция времени.

Переход от функции времени к функции р осуществляют с помощью 
преобразования (прямого) Лапласа.

Таким образом, операторный метод расчета переходных процессов 
представляет собой метод расчета, основанный на преобразовании 
Лапласа.

Операторный метод позволяет свести операцию дифференцирования 
к умножению, а операцию интегрирования — к делению. Это облегчает 
интегрирование дифференциальных уравнений.

§ 8.32. Преобразование Л апласа. Условимся под р понимать 
комплексное число

p =  a +  jb, (8.24)
где а — действительная, a jb — мнимая части комплексного числа 
(в ряде книг вместо буквы р пишут s).

В дальнейшем в соответствии с установившейся практикой коэф
фициент b с учетом знака условимся называть не коэффициентом при 
мнимой части комплекса (чем он в действительности является), а мнимой 
частью. Функцию времени (ток, напряжение, э. д. с., заряд) обозна
чают f(t) и называют оригиналом. Ей соответствует функция F (р), 
называемая изображением, которая определяется следующим образом:

СО

F(P) = \ f( t)z -# d t.  .(8 .2 5 )
о



Соответствие между функциями F(p) и /(/) записывают так:

Знак =  называют знаком соответствия.
Верхний предел интеграла (8.25) равен бесконечности. Интегралы 

с бесконечным верхним пределом называют несобственными. Если 
в результате интегрирования и подстановки пределов получают конеч
ное число (не бесконечность), то говорят, что интеграл сходится.

В курсе математики доказывается, что интеграл (8.25), в состав 
которого входит функция erpt =  e~aie4bt, сходится только в том случае, 
когда модуль функции f(t), если и увеличивается с ростом t, то все 
же медленнее, чем модуль функции ept, равный eai.

Практически все функции / (О, с которыми имеют дело в курсе 
ТОЭ, этому условию удовлетворяют.

Найдем изображения некоторых простейших функций.

§ 8.33. Изображение постоянной. Требуется найти изображение 
функции f(t) =  A, где А — постоянная величина. С этой целью в (8.25) 
вместо / (t) подставим А . и проведем интегрирование:

Следовательно, изображение постоянной равно постоянной, делен
ной на р:

Н аряду с преобразованием Лапласа (8.25) в научной и учебной литературе 
широко пользуются преобразованием Карсона —Хевисайда. При преобразовании 
по Карсону — Хевисайду принимают

По Карсону —Хевисайду, изображение и оригинал имеют одинаковую размер
ность, а изображение постоянной А равно самой постоянной.

По Л апласу, размерность оригинала не равна размерности изображения, а 
изображение постоянной А равно А/р.

Следует отметить, что основная заслуга в разработке интегрального преобра
зования функции /(/) в функцию р  принадлежит Лапласу. Карсон и Хевисайд 
добавили к преобразованию Лапласа лишь нормирующий множитель р, благодаря 
чему оригинал и изображение стали иметь одинаковую размерность.

§ 8.34. Изображение показательной функции е°*. Вместо f(t)
в (8.25) подставим е**:

СО 00 со

F (p )=  Ae pfdt =  A ( -  -М  ̂d (e-*)
о ' Р о

Ае~Р‘
Р

А_
Р

. /

А == А/р. (8.27)

СО

F(P) =  P S f W r P t d t .

ОО СО 00
F  ( Р ) ~  ^ pid t =  ^ e _ i(Р_а) d t  =  { — p l j a )  ^ (р~а) d [ —  t (р  — а ) ] —•J < I \ Н / .1О



Таким образом,
!/(/>- а). (8.28)

При выводе формулы (8.28) (при подстановке пределов) было учтено, 
что действительная часть оператора р больше, чем ос, т. е. а >  а . 
Только при этом условии интеграл сходится.

Из формулы (8.28) вытекает ряд важных следствий. Положив в ней 
а  =  /со, получим

Формула (8.29) дает возможность найти изображение комплекса 
синусоидального тока:

Аналогично, изображение комплекса синусоидального напряжения

§ 8.35. Изображение первой производной. Известно, что функ
ции /(/) соответствует изображение Р (р). Требуется найти изображение 
первой производной е(/(/)/Л, если известно, что значение функции /(/) 
при ¿ = 0 равно /(О).

Подвергнем функцию ¿/ (/)/<# преобразованию Лапласа:

Интегрирование произведем по частям. Обозначив е~р( =  и и й [/ (/)] =  
=  йу, имеем

=  1/(р — /со). (8.29)

/т е/ (ш'+'Ф) =  /т еУ^.

С этой целью обе части (8.29) умножим на постоянное число 1т . 
Получим

<8-30>(8.30)

(8.31)

Функции е~а( соответствует изображение 1/(р +  а):

е-<^_£ 1 ¡(р +  а). (8.32)

СО оо

Следовательно,
ОО СО ОО

 ̂ е-* (I [/ (0] =  е -^  ({) -  \ / (0 й [е-*].



•— 5 / (0 de~pt =  р  ̂ / (0 Л  =  pF (р).

Таким образом,

df(t)
dt

е-р‘ dt =  pF (р) -  f  (0),

или
df(i)/dt =  p F ( p ) - f {  0). (8.33)

§ 8.36. Изображение напряжения на индуктивности. Изображение 
тока I равно I (р). Запишем изображение напряжения на индуктив
ности:

йх
ul =  L dt

По формуле (8.33), di/dt p l (р) — i (0), где i (0) * — значение тока i 
при ¿ = 0.

Следовательно,
L £  =  L p H p )-L i(  0). (8.34)

Если г(0) =  0, то

L f= Lpl (р). (8.34')

§ 8.37. Изображение второй производной. Без вывода дадим фор
мулу

(Pf
dt'® -= p * F (p )-p f( (8.35)

Следовательно, изображение второй производной тока I 

^ г  =  р*Ц р )-р Ц  0 ) - » ' ( 0 ) .

§8.38. Изображение интеграла. Требуется найти изображение функции 

 ̂/ (0 dt, если известно, что изображение функции / (/) равно Т7 (р).

Подвергнем функцию § / (/) dt преобразованию Лапласа:

СО Г t  *1 СО Г t

J  § f ( t ) d t  =  § f( t)d t
о Lo -I о Lo

d(er*).

* Д ля сокращения записи вместо » (0_) пишем г (0); 1 (0) может быть и поло
жительной и отрицательной величиной; { (0) положительно, когда направление 
тока совпадает с произвольно выбранным положительным направлением после- 
коммутационного тока в индуктивности Ь.



Примем §/(/)Л = ы; с1 (е~р<) — ¿у  и возьмем интеграл по частям:

00 г

- И  1 т
(И | / (0 Л е р< +

Л / (0 е-Р' Л
+  • ^(Р)

Первое слагаемое правой части при подстановке и верхнего и ниж
него пределов дает нуль. При подстановке верхнего предела нуль 
получается за счет ранее наложенного ограничения на функцию }(() 
(см. § 8.32): функция /(/) если и растет с увеличением то все же 
медленнее, чем растет функция еа‘, где а — действительная часть р. 
При подстановке нижнего предела нуль получается за счет обращения 

*
в нуль $/(¿) ¿М. Следовательно, если /(¿) = / ? (р), то

о

\№ М  =  Р1р)1р. (8.36)

§ 8.39. Изображение напряжения на конденсаторе. Напряжение
на конденсаторе и с часто записывают в виде ис =  ^ где не
указаны пределы интегрирования по времени. Более полной является 
следующая запись:

1
ис =  ис (0) +   ̂ г Л ,

где учтено, что к моменту времени t напряжение на конденсаторе 
определяется не только током, протекавшим через конденсатор в интер
вале времени от 0 до но и тем напряжением ис (0), которое на нем

было при ¿ = 0. В соответствии с формулой (8.36) изображение ~  ^ ¡сМ
о

равно -Ц^-, а изображение постоянной ис (0) есть постоянная, делен-С р
ная на р. Поэтому изображение напряжения на конденсаторе запи
сывают следующим образом:

/(р) иг (0) *^-ег+-£г- •  <М 7 >

* Для сокращения записи вместо ис  (0_) пишем ис  (0); ис  (0) может быть и 
положительной и отрицательной величиной. В формуле (8.37) ис  (0) берется поло
жительной величиной, если направление напряжения ис'(0) совпадает с произ
вольно выбранным положительным направлением послекоммутационного тока через 
конденсатор.



Приведем простейшие операторные соотношения; часть их была 
выведена ранее, другая дается без вывода:

1. — — =  е " . 7, т - ! - 1 т = 4 - [ 1 - е - а<(1 + а 0 ] ,
р — а  • р(р +  а)2 а 2 1 ' ,х

1 1 / 1 р-а(
2. - 4 — н е-«* . 8. • г 'р +  а ‘ ’ р2(р+а) - а  а2 1 а2

3. — ^-т- == е ^ .  9. ——х~,—|-гг =  —Х—г (ае~а( — Ье~Ьс).
р — 1<£> • (р + я )  (р +  Ь) а — Ь к 

4 к —: 1 _  е-аг 1 п _____ !______  е-ал
р (р  +  а )  ~  е  * ( р + а ) ( р  +  6 ) ‘ а - И е  е  *

К 1 _: 1 1 _____ !_____ —• _!__ I
(р +  а ) 2 ~  р ( р + а ) ( р  +  Ь )- аЪ ‘

1 / е~й< е~а<
+ 6 —а \ 6 а

6- 12‘ ^

§ 8.40. Некоторые теоремы и предельные соотношения. 1. Теорема 
смещения в области оригиналов <теорема запаздывания). Если изобра
жение функции /(/) равно Т7 (р), то изображение функции [ (¿ — т) 
равно е~рхР (р).

Теорема доказывается путем подстановки /(¿ — т) в формулу пре
образования Лапласа и введения новой переменной / — т = сИ =
£-р‘ = е-рхе~р<*:

ОО 00

 ̂ е_р''/ (/ — х )й х  = е~рх  ̂ е~̂ >/ (4) сИх = е~рт/г (р).
о о

Пример на применение теоремы см, § 8.60.
2. Теорема смещения в области изображений. Если изображению 

функции Б (р) соответствует функция / (/), то изображению Б (р — к) — 
функция &){().

Доказательство производится путем подстановки функции е^/(0 
в формулу преобразования Лапласа:

ОО 00
 ̂ е-р‘ех/1 (¿) сИ =   ̂ е~* (/) (р — Я).

о о
Пример 87. Найти оригинал 1/(р-\-к)2, если известно, что 1 /p2 =  t.
Р е ш е н и е .  1/(р-\-Х)г =  е~кЧ.
3. Теорема об изменении масштаба (теорема подобия). Если функ

ции /(/) соответствует изображение /’’ (/?), то функции / (о^) — изобра
жение — 5  (—)■а  \ а  )

Теорема доказывается следующим образом:
ОО 00 р

1“ е-Р‘} (аО  ^  =  М  е-  -“  <а0/ (а/) й («О  =  ^ / г ( £
о о



4. Нахождение начального значения функции времени /(0) по изо
бражению функции F (р):

/(0)= lim pF(p). 
р -* 00

Это соотношение получают, если в (8 .33') р устремим к бесконеч
ности. При этом левая часть (8.33',) равна нулю.

5. Нахождение установившегося значения функции времени f  (оо) 
по изображению функции F (p ) :f (  <х>)= Hm pF (р).

р —► О
Соотношение получим, если в (8.33') р устремим к нулю и учтем, 

что. eJHfo = 1. Будем иметь

f  d / (0 = / (o o )-/ (0 ) = lim pF (р) — / (0),
О Р - *  о

или f(t) =  limpF(p).
/-♦оо р-+ О

Если искомая функция f  (() в послекоммутационном режиме содержит в своем 
составе периодическую составляющую (принужденную или свободную), то поня
тие / (со) для нее оказывается неопределенным. Например, не имеет определен
ного смысла функция sin (ùt при t =  оо. В соответствии с этим к цепям с синусо
идальными источниками не следует применять предельное соотношение п. 5. Точно 
так же не следует применять это соотношение к  цепям без синусоидальных источ
ников, если эти цепи чисто реактивные и не содержат активных сопротивлений!

Так, при подключении последовательно соединенных L и -С (при нулевых 
начальных условиях) к  единичному напряжению 1 (f) по цепи протекает свободная 
составляющая тока, численно равная У  CIL sin t lŸ L C .  В этом случае определять 
/(оо) как lim pí' (р) также не имеет смысла. 

р —>0
§ 8.41. Закон Ома в оператор

ной форме. Внутренние э. д. с. На
рис. 8.26 изображена часть слож
ной разветвленной электрической 
цепи. Между узлами а и b этой 
цепи включена ветвь, содержащая 
R, L, С и источник э. д. с. e(t). Ток
по ветви обозначим через i. ' ■ ^  Рис 826

Замыкание ключа К  в схеме 'v
приводит к переходному процессу.
До коммутации ток i — i (0_) и напряжение на конденсаторе «с  =  
=  ис (О.).

Выразим потенциал точки а через потенциал точки b для после- 
коммутационного режима: *

фа — Фг> + tlc +  ul +  Ur — е (/);

Uab =  Фа -  Фй =  UR +  « I  *Ь « С  — ^ (/).
t

di 1 í*Вместо uL запишем L ~ , вместо ис запишем ис (0) +  g- \ idt.



Тогда Г
и а ь ^ т  +  Ь ^  +  и с ф ) ^  —  $ * # - « ( / ) .  (8.318)

о
К уравнению (8.38) применим преобразование Лапласа. Преобра

зование Лапласа является линейным, поэтому изображение суммы 
равно сумме изображений.

Каждое слагаемое уравнения (8.38) заменим операторным изобра
жением:

вместо Ш. запишем Ш (р); вместо иаЬ запишем ИаЬ (р)\

¿ §  =  1 р / ( р ) - Щ 0 ) ;  ис (0) =  ^ ~ ;  \ и и  =  ^ - - ,  е(1) =  Е(р).
о

Получим

и аь (Р) =  / (Р) ( *  ■+ Р1  +  ■- ¿ - )  -  и  (0) +  -  Е (р). (8.39)

Смысл проведенного преобразования состоит в том, что вместо диф
ференциального уравнения (8.38) получили алгебраическое уравнение 
(8.39), связывающее изображение тока I (р) с изображением э. д. с. 
Е(р) и изображением напряжения и аЬ(р). Из уравнения (8.39) сле
дует, что

иг  (0)
и „ ь (р) +  И (0 )------ ™  +  Е (р)

1 (Р) = ---------------- Т й Г --------------’ (8’40)

где 1  (р) =  И +  рЬ +  —  операторное сопротивление участка цепи
между точками а  и Ь. Структура его аналогична структуре комплекса 
сопротивления того ж е участка цепи переменному току, если /со заме
нить на р (ср. с § 8.13).

Комплексное число р =  а +  /6 (см. •§ 8.32) запишем в виде р =  /(&—/а) =  /й, 
где £2 =  6 — /а—комплексная частота; ¿ (р )  =  2(/£2)— сопротивление, оказываемое 
рассматриваемой цепью воздействию Ос!а* =  йсР‘ , подобно тому, как 1  (/со) есть 
сопротивление, оказываемое воздействию

Уравнение (8.40) может быть названо законом Ома в операторной 
форме для участка цепи, содержащего э. д. с. Оно записано при нену
левых начальных условиях.

Слагаемое Ы (0) представляет собой внутреннюю э. д. с ., обуслов
ленную запасом энергии в магнитном поле индуктивности Ь вследствие 
протекания через нее тока I (0) непосредственно до коммутации.

Слагаемое ис(0)/р представляет собой внутреннюю э. д. с., обуслов
ленную запасом энергии в электрическом поле конденсатора вследствие 
наличия напряжения на нем ис (0) непосредственно до коммутации.

В соответствии с формулой (8.40) на рис. 8.27 изображена опера
торная схема замещения участка цепи рис. 8.26. Операторные сопро
тивления Я, рЬ, 11(Ср). Как следует из формулы (8.40), внутренняя



э. д. с. и  (0) направлена согласно с направлением тока I (р), внутрен
няя э. д. с. и с (0)/р — встречно току / (р).

cp Р ^h(P)

Рис. 8.27

В частном случае, когда на участке ab отсутствует э. д. с. e(t) и 
к моменту коммутации i'(0) = 0 и ис (0) = 0 уравнение (8.40) приобре
тает более простой вид:

I (Р) =  Uab (p)/Z (р). (8.41)
Уравнение (8.41) есть математическая запись закона Ома в опера

торной форме для участка цепи, не содержащего э. д. с. и при нулевых 
начальных условиях.

§ 8.42. Первый закон Кирхгофа в операторной форме. По пер
вому закону Кирхгофа, алгебраическая сумма мгновенных значений 
токов, сходящихся в любом узле схемы, равна нулю. Так, для узла а 
схемы рис. 8.26

h +  i +  L =  0. (8.42)

Применим преобразование Лапласа к уравнению (8.42) и восполь
зуемся тем, что изображение суммы равно сумме изображений. Имеем

В общем случае
Ii(p)-\-1 (р) +  h  (р) =  0.

Х К р )  =  о. (8.43)

Уравнение (8.43) выражает собой первый закон Кирхгофа в опе
раторной форме.

§ 8.43. Второй закон Кирхгофа в опе
раторной форме. Для любого замкнутого 
контура любой электрической цепи можно 
составить уравнение по второму закону 
Кирхгофа для мгновенных значений. Пред
варительно необходимо выбрать положи
тельные направления для токов в ветвях 
и направление обхода контура.

Запишем уравнение по второму зако
ну Кирхгофа для контура рис. 8.28. Кон
тур обходим по часовой стрелке.

Учтем, что индуктивности Ьг и связаны магнитно. При выб
ранных положительных направлениях для токов гА и /2 между Ьг и 
Ь2 имеет место согласное включение.



Падение напряжения на Lt равно Lx ^  +  М на L3 равно
г ш2 
L 2 dt! +  М . При составлении уравнения учтем, что начальное напря
жение на конденсаторе равно ис (0). Пусть оно действует согласно 
с током ¿з. Начальное значение тока = ¿1 (0) и тока г2 = 12(0). 
Имеем

di■2 
Ш

(8.44)
Каждое из слагаемых (8.44) заменим операторным изображением:

Г

и  §  +  м  §  +  «с  (0) +  ^  Jj h dt -  i,Rz -  и М § = е , (  Ъ -е Щ .

о);
M ^  =  MpI2( p ) - M i2(0);

-¿г j  i3 dt ■- Cp '

i^Ri :— ^2^2 (P)>
dia

(8.45)

^ ^ = Ц р Ш - Ш 0 у ,

M l t ^  M pl 1 (P) ~  Mix (0); 
ea(f)=£Ea(p).

Подставив (8.45) в (8.44), объединим слагаемые с 1г {р), h ip ), 
13(р), перенесем в правую часть uc (G)/p, (0) и другие внутренние 
э. д. с. и получим

h  (Р) ¿ 1  (Р) +  h  (Р) Z2 (Р) +  /, (Р) ¿3 (р) =  (р) -  £з о») +  £ Вн (р), (8.46)

где Z1(p) =  p (L 1 —М);  Z2(p) = р(М - L2) - R2; Z3(p) =  ~ ;  Евя(р) =*

' =  (Lx -  М) (0) +  (M -  L2) it (0) -  ̂ .
В более общем виде уравнение (8.46) можно переписать так:

2 i Ik(p)Zk(p) =  Z l Ek(p). (8.47)

Уравнение (8.47) представляет собой математическую запись вто
рого закона Кирхгофа' в операторной форме. В состав £*(р) в общем 
случае входят и внутренние э. д. с.

§ 8.44. Составление уравнений для изображений путем исполь
зования методов, рассмотренных в разделе синусоидального тока..
Из уравнений, составленных по законам Кирхгофа для мгновенных 
значений, вытекают соответствующие уравнения для изображений.



Уравнения для изображений по форме аналогичны уравнениям, 
составленным для той же цепи с помощью символического метода 
для комплексов токов и напряжений.
он- Но если каждому уравнению для комплексов отвечает соответству
ющее уравнение для изображений, то все основанные на законах Кирх
гофа приемы и методы составления уравнений (методы эквивалентного 
генератора, контурных токов, узловых потенциалов, наложения и т. п.) 
Можно применить и при составлении 
уравнений для изображений.

При составлении уравнений для изо
бражений ненулевые начальные условия 
учитывают путем введения «внутренних»
э. д. с., обусловленных начальными тока
ми через индуктивности и начальными 
напряжениями на емкостях.

§ 8.45. Последовательность расчета 
операторным методом. Расчет оператор
ным методом состоит из двух основных этапов: 1) составление изо
бражения искомой функции времени; 2) ■ переход от изображения к  
функции времени.

На нескольких примерах покажем, как производится первый этап. 
Второй этап будет рассмотрен в § 8.47.

Пример 88. В схеме рис. 8.29 при нулевых начальных условиях 
включают ключ. Составить операторные изображения токов и i3, 
пользуясь методом контурных токов.

Р е ш е н и е .  Направления контурных токов tn  и i22 показаны на 
схеме. Имеем:

h i ^ i  +  L i  +  R «  ( t u  — t 22) =  e  ( 0 ;

~Q ^ *22 ^  "Ь ^2 (*22 *'ll) =

Переходим к изображениям:
In  (P) (pL 1 +  Äi +  /?*) - I n  (P) #2 =  £ (p);

— ^ll(p )^2+ ^22(p )^2  +  q^ j =  0.

Совместное решение двух уравнений с двумя неизвестными дает: 
г /п\ _______________ Е (р ) О  ~Ь R^Pp )_____________ /р  д о \
i l l W  P2R2L1C +  p (R lR2C +  L1) +  R 1 +  R2 '

h i  (р) =  p2R2LlC+ p ( R j ! 2c  +  Li) +  R y +  R2' 8̂ ' 4 9 ^

Изображение контурного тока Iu (p) равно изображению тока 
Ixip); изображение /22(р) — изображению /3 (р). В (8.48) и (8.49) Е (р) 
есть изображение э. д. с. e(t). Если e(t) =  Е, то Е (р) = Е/р; если

e(0  = £ msin((o/ +  il>), то Е(р) =  Ёт — ^- и т. д.
г  J



Пример 89. Составить операторные изображения токов 1г и ¿з 
схемы рис. 8.29, пользуясь законами Ома и Кирхгофа.

Р е ш е н и е .  Так как  в схеме нулевые начальные условия и нет 
магнитносвязанных индуктивных катушек, то составить уравнения 
можно проще, чем по методу контурных токов.

Изображение тока
¡1 (Р) =  Е  ( р ) / г вх (р ),

где 2 ВХ (р) — входное сопротивление схемы в операторной форме пр 
отношению к зажимам аЬ. Оно определится так же, как входное 
сопротивление для переменного тока, только /со заменено на р. 

Входное операторное сопротивление
1_

Ч  Р  I п Г  I 2 +  р ( Ц  +  Я !  Я  2С )  +  я  X +  я  2
( р ) - 1< 1 + р ^ 1 + -  г — \ + я гсР • 

Л ,+ с?
Следовательно,

г /п\_ Е ( р ) ___________Е (р) (1 + Я 2С р ) ________ . /о до/\
1 ( Р ,~  2 в х (р) ~  ( ^ + * 1 ^ 0 +  Я 1 + Я 2 ’ 1 ;

уравнение (8.48') совпадает с уравнением (8.48).
Найдем изображение 19 {р). С этой целью выразим 13(р) через 

/1 (р) и операторные сопротивления второй и третьей ветвей. Восполь
зуемся аналогией с переменным током. Для переменного тока

1 —1 ^¿З — 1 !

О
следовательно, /3 (р) =  1Х (р) '

К2 + ]^С

^2+;
1_ ’

(Гр
Если в последнее выражение подставить /х (р) из’ уравнения (8.48'), 

то будет получено уравнение (8.49).
Таким образом, безразлично, каким способом составлять изобра

жения токов: результат будет одинаков.
Пример 90. Д ля схемы рис. 8.29 составить изображение напря

жения на зажимах се, если считать, что начальные условия нулевые 
(как и в примере 89).

Р е ш е н и е .  Изображение напряжения на зажимах се равно произ
ведению изображения тока 13 (р) на операторное сопротивление емкости:

и °е (Р) =  /3 (р) с~р =  рщ2ц с +р (д ^ С + и ) + /?1+ /?2• (8-50)

§8.46. Изображение функции времени в виде отношения N (р)/М (р) 
двух полиномов по степеням р. Для тока 1п (р) в примере 89, если 
принять Е (р) =  Е/р,

Л/(р) = £ (1+ /?2Ср);

М (р) — [р2Я^ЬхС +  р (Я ^ С  +  Ь]) +  7?! +  Яа] р.



Если в том же примере принять e(t) =  Ет  sin (o>í +  \р), то 

Е(р) =  и N(p) =  Ém(l + R 2Cp);

М (р) — {р~  /®) [P2R + Р (RiR^C +  Lx) +  R i+ /?2].
Обозначим высшую степень оператора р в полиноме N (р) через п, 

а высшую степень р в полиноме М (р) — через т .
Часть корней уравнения М (р) =  0 обусловлена характером изме

нения во времени возмущающей силы, воздействующей на систему; 
остальные корни обусловлены свойствами самой 
цепи, ее конфигурацией и значениями параметров.

Во всех физически осуществимых электрических 
цепях при воздействии любых встречающихся э. д. с. 
всегда ti <  т .  Лишь для физически неосуществимых 
электрических цепей п может оказаться рав
ным т .  Рис. 8.30

Пример физически неосуществимой электриче
ской цепи, для которой степень ti равна степени т ,  дан на рис. 8.30. 
Если считать, что • активное сопротивление цепи равно нулю, что 
физически неосуществимо, то

/ (Р) =  Л £ -  =
1 ( Р> 1 кср) р ’

§ 8.47. Переход от изображения к функции времени. В § 8.45 у к а 
зывалось, что вторым этапом расчета переходных процессов с помощью 
операторного метода является переход от изображения к функции 
времени. Эту операцию можно осуществлять различными путями.

Первый путь состоит в применении формул соответствия между 
функциями оператора р и функциями времени. Часть формул соот
ветствия приведена в § 8.39. В научной литературе имеются специ
альные исследования, содержащие большое количество формул соот
ветствия (1518), охватывающих все возможные практические задачи. 
Формулами соответствия рекомендуется пользоваться в том случае, 
если среди корней уравнения М (р) =  0 есть несколько одинаковых 
(кратные корни).

Второй путь состоит в применении так называемой формулы раз
ложения. Формула разложения в § 8.49 выведена исходя из предпо
ложения, что уравнение М(р) =  0 не имеет кратных корней (при 
наличии кратных корней формула разложения записывается иначе — 
см. § 8.50).

Третий путь — непосредственное применениэ формулы обратного 
преобразования Лапласа с использованием теории вычетов (см. § 8.50).

Формулой разложения широко пользуются на практике, и ее 
принято рассматривать как основную формулу для перехода от изо
бражения к функции времени.

Рассмотрим два примера на применение формул соответствия, 
а затем —после рассмотрения вопроса о разложении сложной дроби 
на простые — перейдем к выводу формулы разложения.

Пример 91. В схеме рис. 8.31, а  ток источника тока линейно 
нарастает во времени: ¿*(/) =  2,5/ А (рис. 8 .31 ,6 ); R =  40 кОм, С =¡



=  2 мкФ. Определить закон изменения во времени тока через 
сопротивление R.

а)

• i K( t )

f f
X  c

n L

' ) u ( t )

S)
Рис. 8.31

в)

Р е ш е н и е .  Изображение тока 1к (О равно 2,5/р2 (см. соотношение 
12 § 8.39). Сопротивление параллельно соединенных к  я С

Z ( p ) .

Изображение тока через R

/ (р) _  ! >< (р) z  (р) -  2-5
R R C  р2 (р +  а) ’

где а = 1/(/?С) = 12,5 с-1.
Согласно соотношению 8 § 8.39,

1
Р2 (Р +  а) '

¿ ,(0  =  2,5 [¿ -0 ,0 8 (1  _  е - 12.5/)] д_

Пример 92. В схеме рис. 8 .31 ,в ii(0 = 1 0 0 e_o/ В, г деа  = 0,5 с-1 ; 
R = 2 Ом; L =  4 Г.

Найти i =  f(t) и UL — f(t), а также значения i и «t при i = l  с. 
Р е ш е н и е .  Согласно соотношению 2 § 8.39, функции соот

ветствует изображение 1 /(р +  а). Следовательно,

1 0 0 Z (p )^ R  +  pL;

Up)

t/(p) =

и  (Р) _

р +  а ' 

100
Z (p) (p +  a)(pL +  R)

100 1

L ‘ (p +  a)(p  +  b ) ’

ЮО , . R „  , 100—  = 25 A/c; b =  j-  = 0,5 = a, I (p) =  -j-- l
(p+Q)2'

1 te,-atПо соотношению 5 § 8.39, , .
J  (P +  a)

Поэтому i (0 = 25te~at.
Напряжение на индуктивности

ul =  L ~ =  100e-°-s/(1 - 0 ,5 0 .

При /=1с t = 2 5  • 1 e -° '5 =  15,15 A; uL =  100e~0-5 (1 - 0 ,5 )  =  
30,3 B.



§ 8.48. Разложение сложной дроби на простые. Из курса матема
тики известно, что дробь

N (х) _  anxn +  an _ ix P -i  +  ...  +  a1x +  a0 
М (х) Ьпхт  +  Ьт _ ххт  ~1 + . . .  +  Ьхх  +  Ь0 (8.51)

при условии, что п <  т  и полином М (х) =  0 не имеет кратных кор
ней, может быть представлена в виде суммы простых дробей:

— А, —— А„—------Ь ••• +  Ат —-— , (8.52)М (х) l X  — X i  1 - х  — х2 1 1 х — хт * '  7
или

т
* ^  _  V  А 1У  Ak—^~,

* Х  —  Х ь *М(х) R х — хь'к= I
где хк — корни уравнения М(х) =  0.

Для определения коэффициента Аг умножим обе части уравнения 
(8.52) на (х — д:^. Получим

k =m

™ l x - x J * . A , + ( x - x d 2 A ‘ ? ^ ; -  <8 -53>
А  =  2

Рассмотрим выражение (8.53) при x -+ x t. Правая часть уравнения 
дает Alf левая представляет собой неопределенность, так-как множи
тель (х — x j  при л: —*- atx дает нуль и знаменатель М (л:) при х =  xt 
тоже дает нуль есть корень уравнения М (х) =  0].

Раскроем неопределенность по правилу Лопиталя. С этой целью 
производную от числителя разделим на производную от знаменателя 
и найдем предел дроби:

l i m  (Х~ *1> ^  М  —  l i m  М W  +  ( ^ —  ^ i )  N ' (х)_. N (*х)
М(х)  М'  (х) - М ' ( х , У

где М’ (х) — производная от М (х) по л:; М' (л^) — значение М'(х) при 
х =  х1\ N (Xi) — значение N (х) при х =  хх.

Следовательно, из (8.53) при x -> x t получаем уравнение
N (xJ/M' (Xj) =  A lt (8.54)

A ^ N ix J/ M ' (x j. (8.55)

Ak =  N(xk)/M’ (xk). ' (8.56)

или

Аналогично,

Таким образом,
N ( X )  _  N JxJ_ _ 1 _  N (х2) _ _ 1 _  N (xm) 1 , 7 Ч
М (х) X — Х1 М’ (хг) х — х-1 М '(х т ) " х — хт ’ ‘ ‘ '

ИЛИ
k = m

N (х) _ VI N (Xk) 1 /о со\
М (х) ¿ ¿ М ’ (хк) ' х — x h ‘ \o.oo)

ft= 1



Пример 93. Найти коэффициенты разложения дроби 1/(д:2 — 5х +  6). 
Р е ш е н и е .  Корни уравнения М(х) =  0: хг =  2, *2 = 3; М'(х)=> 

= 2 * - 5 ;  М' (х1) =  2 - 2 - Ъ  =  — 1; ЛГ(х,) =  1; N (хх) =  N (х̂ ) =  1.
По формуле (8.56),

Л , =  /V (х^/ЛГ (* ,)=  1/— 1 = — 1;
Л 2 =  N (дс2)/М' (х2) =  1/1 = 1. /

§ 8.49. Формула разложения. Переход от изображения N (р)[М (р) 
к функции времени часто производят с помощью формулы

т
N (р) • V  N (рк) г р,1 /о со\
м (р) “  2  ЛГ (р*) е » (8'59)А = 1

которую принято называть формулой разложения.
Левая часть формулы является функцией р, правая часть —соот

ветствующая ей функция времени /.
Вывод формулы можно осуществить следующим образом. Пусть 

изображение какой-либо функции времени, например тока, представ
лено в виде дроби:

I (р) =  Ы (р)/М (р).
Для получения тока как функции времени / (/) представим сначала 

N (р)/М (р) в виде суммы простых дробей — разложим N (р)/М (р). 
С этой целью в формуле (8.58) заменим х на р:

т
1 (п) =  =  У  ы — !— . (8 60)

М (р) ¿ ¿ М ' ( р к) Р -Р Н  К }к — 1
"I

Перейдем от изображения к оригиналу. Оригиналом левой части 
является I (/). Оригинал правой части равен сумме оригиналов ее 
слагаемых.

Учтем, что множители N (рк)/М' (рк) у  слагаемых суммы правой 
части (8.60) есть постоянные числа (не функции р\). Кроме того, 
функциями р в правой части являются только множители 1 /(р — рк)\ 
им соответствуют функции времени вида гРк‘ [см. формулу (8.28)]. 
Поэтому

т

(8-61>А= 1
Переход от изображения (функции р) к оригиналу (функции () 

с помощью формулы разложения (8.61) основан на том, что изобра-
- N (Рь) 'жение представлено в виде суммы простых дробей • Р — Рк'

а оригиналами их являются показательные функции ^ / ^  ер,г<.

Число слагаемых еРк‘ равно числу корней уравнения М(р) —
=  0. Коэффициенты N (Рк)/М' (рк) можно сопоставить с постоянными 
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интегрирования дифференциального уравнения (уравнений) цепи в клас
сическом методе расчета.

Если среди корней уравнения М (р) =  0 есть нулевой корень (р =  0), 
то ему в правой части уравнения (8.61) соответствует слагаемое

Е Ж  _  N(0)
М'(0) М’ (0) •

Слагаемое N (0)/ЛГ (0) представляет собой составляющую иско
мого тока (напряжения), обусловленную постоянными вынуждающими 
силами. Если постоянных вынуждающих сил в схеме нет, то N (0)/ЛГ(0) =  
=  0.

Важно сделать некоторые замечания к формуле (8.61).
1. Формула разложения применима при любых начальных усло

виях и при любых практически встречающихся формах напряжения 
источника э.д.с. или тока, воздействующего на схему.

2. Если начальные условия не нулевые, то в состав N (р) войдут 
внутренние э.д.с.

3. Если уравнение М (р) =  0 имеет комплексно-сопряженные корни, 
то слагаемые, соответствующие им в формуле (8.61), оказываются 
также комплексно-сопряженными и в сумме дают действительное сла
гаемое.

4. Если воздействующая на схему э.д.с. синусоидальна: Ет sin (со/ +  
+  я|э) и изображение э.д.с. взято в виде -м , где комплексная

амплитуда £,m =  £ meW, то при использовании формулы разложения 
из правой части ее для перехода от комплекса к мгновенному зна
чению следует взять коэффициент при / (взять мнимую часть)*.

В соответствии с этим внутренние э .д .с ., которые появляются 
в правой части формулы разложения при ненулевых начальных усло
виях в цепях с синусоидальной э.д.с., должны быть умножены на 
коэффициент /.

Умножать внутренние э.д.с. на / необходимо потому, что только 
в этом случае наличие внутренних э.д.с. будет учтено при взятии 
мнимой части от правой части формулы разложения. В цепях с посто
янной э.д.с. внутренние 'э.д.с. умножать на / не нужно.

5. Если воздействующее на схему напряжение синусоидально, то 
принужденная составляющая решения входит в число слагаемых
2  'M'Jp/jеР/!< и 0ПРеДеляется корнем р =  /со. Вычисление принужденной
составляющей в виде члена этой суммы, соответствующего корню 
р — /со для сложных схем, в большинстве случаев более громоздко, 
чем непосредственное вычисление ее с помощью символического метода. 
Поэтому для сложных схем переменного тока принужденную состав
ляющую рекомендуется вычислять символическим методом.

С помощью формулы, подобной формуле (8.61), можно определять 
не только токи и напряжения, но и многие другие функции времени

* Мнимая, а не действительная часть из формулы разложения.берется потому, 
что заданная э.д.с. Ет  sin (ccí +  \j)) есть мнимая часть комплекса £me/0J' (см. ч. I ) .



(заряд конденсатора, скорость перемещения какого-либо тела меха
нической системы и т. п.).

Пример 94. Определить ток 1\(0 в схеме рис. 8.18 с помощью
формулы разложения и сравнить с резуль
татом решения классическим методом (см. 
пример 81), если £ = 1 5 0  В; /? = = /?3 =
=  50 Ом; С =  100 мкФ;

ис (0) =  50 В.
Р е ш е н и е .  Составим послекоммута- 

ционную операторную схему (рис. 8.32), 
имея в виду, что начальные условия нену
левые. Внутренняя э.д.с. ис (0)/р позволяет 
учесть, что до коммутации конденсатор был 
заряжен до напряжения «с(0) током 

поэтому она направлена встречно току' /2 (р). Узел 0 схемы заземлим. 
Потенциал узла 1 обозначим цх{р) и определим его по методу узло-

Ч>1 кр) ■■

вых потенциалов:
1 . 1 л .  Гп
Р #1 р 

' ( 4 ^ )  + Ср +  (\/Я3) ■

По закону Ома для участка цепи с э.д.с.,

/ (р) =  °~ Ф 1 (Р)+(Е/Р) _

После преобразований
[ £ - « с (0)]К зСр+ Е
р(^Я3Ср +  К1+Я3) 

Уравнение М (р) =  0 имеет корни

р! =  0 и р2 -- /?1 + Яз

У Ж
М (р )'

•400 с-
поэтому

ЯхЯз с 

ЛГ(Л ) = £ = 150 ;
N (р2) =  (150 -  50) • 50 • 100 • (— 400) ■ 10 « +  150 = — 50; 

М ' (р) =  2КхЯ3Ср +  +  /?3;
М ’ (Рх) =  Я 1 +  Яз=Ю 0;

М' (р2) =  2 • 50 • 50 • 100 • 10-6 (— 400) +  100 =  — 100.

Ток в схеме рис. 8.18
( — 50) е~400<• 150

11 (0 — [оо ’ ( - 100) = 1,5 +  0 ,5 е-«0' А,

что совпадает с результатом примера 81.
Пример 95. Найти / (/) в схеме рис. 8.20 путем применения фор

мулы разложения и сравнить результат с результатом решения той 
ж е задачи классическим методом (см. пример 82).



Р е ш е н и е .  Изображение синусоидальной э.д.с. 127 зт(314/ — 50°) 

£  (р) =  Ёт  , где Ёт  =  127е- '50’ В.

В схеме ненулевые начальные условия:
I (Р) (Я а +  рЦ =  £ (р) +  и  (0); I (0_) =  -  25,35 А.

Так как действующая в схеме э.д.с. синусоидальна и изображе- 
* 1 •ние ее взято в виде Ет  р _  (£т — комплексная амплитуда), то в даль

нейшем в связи с этим от правой части формулы разложения сле
дует взять коэффициент при мнимой части (см. п. 4. § 8.49), поэтому 
умножим внутреннюю э.д.с. Ц (0) на /.

После небольших преобразований находим
/ /п) —  ¿ т  +  /Х1' (°) (Р  — '« )  =  N (р) 

и  > ( р — /СО) (Ъ  +  рЦ М( р ) -
Следовательно,

N (р) =  Ёт +  ¡Ы (0) (р -  /со); Л4 (р) =  ( р -  /со) (/?2 +  рЦ.

Уравнение М (р) =  0 имеет корни рх = /со с-1 и р2 =  — #2/£ = — 210 с-1, 
поэтому

М ' (р) = /?2+ р^ +  ^ (Р —/со);
М '(р1)=  2 +  3/ =  3,61е'56°20';

Л1' (р2) =  -  З .б к ^ о '  =  3 1б1е-/12з»40';

N (рх) =  127е-/5°°;

ЛГ (р2) = 1 2 7 е -^ +  / ( - 2 1 0  -  /314)^  ( -  25,35) = 5,4 -  /46,4 =

= 47,1е-/83°24'.
Ток

. /А ,  Г127е/' (“ , - 50°) . 4 7 ,1 е -/83°24' 210Л
I (/ ) - 1 т у  з  6 1 е/56°20' +  З 6 1 е -/ 1 2 3 » 4 0 ' е  | -

= 35,2 в т  (со/-106°20 ')+ 13,1 зт4 0 °1 6 'е  зш А;
13,1 з т 4 0 о16' =  8,45.

Результат совпадает с результатом примера 82.

§ 8.50. Дополнения к операторному методу. 1. Для перехода 
от изображения £(р) к функции времени /(/) мсжет быть использовано 
обратное преобразование Лапласа:

\+1‘оо
^  = I  Р(р)ер'Л р. (а)

V —  /ОО

Функция £ (р) аналитична в области 1^е р >  х и стремится к нулю 
при |р|-»-оо. При практическом использовании этой формулы интег



рал по бесконечной прямой, параллельной оси ординат, заменяют 
контурным интегралом, охватывающим все полюса функции F(p):

f ( i) ^ ¿ j ^ F (p)ePídP' (б)
Полюсами называют значения р, при которых F (р) обращается 

в бесконечность. В случае, когда F(p) =  N (р)/М (р), полюсами явля
ются корни уравнения М (р) =  0. В теории функций комплексного 
переменного доказывается, что правая часть формулы (б) равна сумме 
вычетов (Res), подынтегральной функции во всех ее полюсах, т. е.

¿ } § F (P)ePtdp = ^ R e s F  (р)epí.

Вычетом функции, в некотором полюсе называют величину, на 
которую уменьшается разделенный на 2л/ контурный интеграл от этой 
функции, когда контур при его стягивании пересечет этот полюс.
Но вычет функции -щ ^  ePt в простом полюсе pk равен еРк‘ .
Поэтому

т 

k — 1
Таким образом, используя обратное преобразование Лапласа, вывели 

формулу разложения (8.61).
2. Запишем формулу разложения при наличии кратных корней. 

Положим, что уравнение М (р) =  0 имеет q простых корней (рь р2, . . .  
. . . ,  рд), корень рг кратности г и корень ps кратности s.

В этом случае формулу разложения запишем следующим образом:

N  (Р ) ^  \  N  (Р к)  ¿> k t i____ L _  d'~ 1 V
м  (р) ■ м '  (рк) с (/-— 1)1 '  dpr ~l

ГМ ( р ) ( р - р гуеР<1 1 # d s -1  ГN ( p ) ( p - p s)seP‘~l
L М (р) \р =рг (s~ 1)! ' L м  (Р) Jp = í,í ’

Пример 96. Найти оригинал , V— - . Корню р = —а  соответствует
r  М (р) ffi(p +  a)

оригинал ^  ^ — eP¿ =  -^  e~aí. Корню р =  0 второй кратности соответствует 
М  \р)р^-а а

оригинал
d Г рЧР* I  __ d / ePt \ _/fep* (р +  a) — ePl \ __  t 1

dPLP2 (P +  e )Jp = 0  — dp \р +  а )р =о — \ (р +  а)2 Jp = o _  ~а ~  ¥ ’ 
Следовательно, •

1 t 1
р2 (р-\ -а)~  а2 а а2 '

§ 8.51. Переходная проводимость. В § 1.15 говорилось о том, что 
ток i в любой ветви схемы может быть представлен в виде произве
дения напряжения U на входе схемы на собственную или взаимную 
проводимость g:



При переходных процессах это соотношение, такж е имеет силу. 
Если на вход какой-либо цепи в момент t =  О включается постоянное 
напряжение U (э.д.с. Е), то ток i (t) в любой ветви этой схемы равен 
произведению постоянного напряжения U на проводимость g(t):

При переходном процессе проводимость является функцией вре
мени, поэтому в скобках указывается время g(t) называют переход
ной проводимостью. Она измеряется в тех же единицах (См), что и 
обычная проводимость.

Если в формуле (8.62) принять V  =  1 В, то при этом 1(1)= ё({), 
т. е. переходная проводимость какой-либо ветви схемы численно равна 
току I (¿) в этой ветви при подключении цепи к постоянному напря

жению в 1 В. Индексы у g(t) указывают, о какой именно переход
ной проводимости идет речь. Если индексы одинаковы, то имеется 
в виду собственная переходная проводимость ветви, номер которой 
соответствует цифре, указанной в индексе; если индексы разные, 
то — проводимость между теми ветвями, номера которых указаны 
в индексе.

Так, например, если источник постоянного напряжения (У при 
нулевых начальных условиях включается в первую ветвь, то ток 
первой ветви ц (/) = Ugn (/), а ток третьей ветви г3 (¿) =  Ug31 (().

Переходную проводимость можно определить либо расчетным, 
либо опытным путем. При расчетном определении gkk(t) классическим 
или операторным методом ток Ь,-ветви находят при включении источ
ника постоянного напряжения в &-ветвь. При определении gkm(t) ток 
¿-ветви определяют при включении постоянного напряжения (/ в т -  
ветвь. Далее, в полученных формулах полагают и  =  1 В. При опыт
ном определении переходной проводимости ток / (¿) соответствующей 
ветви находят путем осциллографирования.

В § 1.16 было доказано, что В к т ^ ё т к -  Это свойство вытекает из симметрии 
определителя системы относительно главной диагонали.

Аналогично можно доказать, что операторное изображение проводимости и*т (р) 
равно операторному изображению (р). Но если равны изображения двух 
переходных проводимостей, то равны и сами переходные проводимости, т. е.
ё к т  ( 9 =  £ « * ( * ) •

l(t) =  Ug(t). (8.62)

Рис. 8.33



Данное равенство свидетельствует о том, что на переходные процессы распро
страняется теорема взаимности. Д ля переходных процессов теорема взаимности 
формулируется следующим образом (см. «скелетные» схемы рис. 8.33): в любой 
линейной электрической цепи ток переходного процесса /г-ветви (/), вызываемый 
включением э.д .с . ет  (() в т-ветвь (рис. 8.33, а), равен току переходного процесса 
«т  (/) в м-ветви, вызываемому включением э.д.с. ек (/) в /г-ветвь (рис. 8.33, б), 
при условии, что ек (1) =  е,п (/).

§ 8.52. Понятие о переходной функции по напряжению. При
подключении линейной электрической цепи с нулевыми начальными

условиями к постоянному напряжению и  
г- К . между какими-то двумя точками а и Ь схе-
1 1 " "¿2' мы возникает напряжение иаЬ (¿), являющее-

Ф р И о ся функцией времени и пропорциональное
ТЬ М воздействующему напряжению (У:

«„г, (0 = ^  (0> (8.62')
Рис. 8.34 Где h (t) — переходная функция по напря

жению. Это безразмерная величина, чис
ленно равная напряжению ’между точками а и b схемы, если на ее 
вход подать постоянное напряжение в 1 В; h(t), так же как и g(t), 
можно определить либо расчетным, либо опытным путем.

Пример 97. Определить переходную проводимость схемы рис. 8.2.
Р е ш е н и е .  При замыкании ключа

R
=  % 1 1 - е

По определению, переходная проводимость равна току в цепи 
при £ = 1 В. Следовательно,

g ( 0 = 4 ( l —
Пример 98. Найти собственную переходную проводимость первой 

ветви g n (t), взаимную переходную проводимость между третьей и 
первой ветвями g3l (t) и переходную функцию напряжения на конденса
торе huc (t) для схемы рис. 8.34. Параметры схемы: = 1 ООО Ом; 
R2 =  2000 Ом; С =  50 мкФ. ,

Р е ш е н и е .  По определению,
»1 =  Еёп  (0 ; h  =  Eg31 (t); «с = Ehuc (t).

С помощью классического метода определим:
i — Е I р R* Рв/. ! —JLppt.
1 Ri +  R * ^  R l i R i + R i )  ’ 3 Ri  ’

Uc==E Ri+R-S1 ~ еР'); Р =
Полагая в этих формулах Е =  1 В, находим:



Подстановка числовых значений дает:

ga  (t) = 0,00033 +  0,00067e-3w См;

g3í (í) = 0,001e-»« См; huc (t) =  |  (1 -  e -»“ ).

Пример 99. Определить взаимную переходную проводимость между 
первой и третьей ветвями схемы рис. 8.4, а при включении источника
э.д.с. в первую ветвь и следующих значениях параметров:

R 1 = R 2 = 100 Ом; ¿ i  =  1 Г; С = 100 мкФ.

Р е ш е н и е .  Изображение тока третьей ветви

J  /_Ч = _________________E R £ ____________________N ( p )
3 W  рЩ Ц С + р (R yR .C + L ¿ +  R1 +  Rt М  (р) *

Корни уравнения М (р) = 0 (см. пример 76):

Л  = — 100+/100 с-1; р2 =  — 10 0 -/ 10 0  с 1.

Полагаем Е = 1 В и в  соответствии с формулой разложения находим

; (А = ------------ ^ -1_________—2—________ ер*'
при в  I p i R i ^ C + i R ^ C  +  LJ  е  ^  2p2/?,L1C  +  (7?1R 2C  +  Z.1) е  *

После подстановки значений параметров, корней рх и р% и исполь
зования формулы (ejx — е ;*)/(2/') =  sin х 
получим
g31 (/) = í3 (/) = 0,01e“100/sin 100/ См.

при £" =  1 В

Таким образом, взаимная переходная 
проводимость между третьей и первой 
ветвями схемы рис. 8.4, а при данных 
значениях параметров как функция вре- 
мени представляет собой затухающую си- 
нусоиду.

Пример 100. В схеме рис. 8.35 u(t) — 170 sin (314/+ 30°) В ; — 
= 10 Ом; R2 =  5 Ом; R3 = 15 Ом; Lx =  30 мГ; L2 =  50 мГ; М =  25 мГ. 
Найти ij (/) с помощью формулы разложения.

Р е ш е н и е .  Составим уравнения по методу контурных токов:

/ (Р) [Ki +  R* +  P(Li +  L2+ 2M )] -  /2 (р) [R2 +  р (L2 +  М )] = U (р);
— /1 (р) [#2 +  Р {L-i +  М )] +  12 (р) (Rí +  ̂ з +  pLí) —

Совместное их решение дает

/ ___________¿/m (20 +  0,05p) N (р)
J i U > ) -  (p - j(o )Z i(p )  ~  (р -/ с о )  (0,000875ра +  2,6р +  275) М (р) '



pi =  314/, р2 =  —  2860 и рз =  — 114 с"1;
М'(р) =  0,000875р2 +  2,6р +  275 +  (р -  /ш) (0,00175р +  2,6);

N (p j =  170е'30° (20 +  0,05 • 314/) = 4301е'68°20';

N (рг) =  170е'30° (20 -  0,05 • 2860) = 123 • 170е'21°°;
N (р3) = 170е/30° (20 -  0,05 114) = 14,29 • 170е'3°°;

M 'ip J  =  — 0,000875 • 3142 +  2,6 • 314/ +  275 = 188,7 +  /817 = 838е'77°; _ 

М' (р2) =  6890 +  /756 = 6930е/6°1С';

M '(ps) =  — 284 -  754/ = 806е- / ‘ 10°40' .
Ток

;  (а  = im  ( y 0>i) ePlt +  . NJ S L , J L M .  ePЛ  =
1 W  ~ l m \M- (P l ) e  +  M' (P2) M ' t o )  í

=  Im {5,13e' (erf-8o40') +  3,03e'203M4'e-2860/ +  3,01e'140°е"1Ш} =
=  5,13 sin (coi -  8°40') -  1,16e-2860í +  1,97е-1Ш A.

§ 8.53. Интеграл Дюамеля. Познакомимся с третьим методом рас
чета переходных процессов в линейных электрических цепях —расче

том с помощью интеграла Дюамеля.
При использовании интеграла 

Дюамеля условимся переменную, 
по которой производится интегри
рование, обозначить т, а под t по- 
прежнему понимать тот момент 
времени, в который требуется найти 
ток в цепи. Пусть к цепи с нуле
выми начальными условиями в мо
мент времени t — 0 подключается 
напряжение и(т) (рис. 8.36).

Для того чтобы найти ток в 
цепи в момент времени t, заменим 

плавную кривую ступенчатой и просуммируем токи от начального 
напряжения и (0) и от всех ступенек напряжения, вступающих в дей
ствие с запозданием во времени.

Напряжение и(0) в момент времени t вызовет в цепи ток и (0)g(t), 
где g (t) — переходная проводимость.

В момент времени т +  Дт (рис. 8.36) возникает скачок напряже
ния Ды я «  Дт = и' (т) Дт.

Для того чтобы найти составляющую тока в момент времени t, 
вызываемую этим скачком напряжения Дм, необходимо и' (т) Дт умно
жить на значение переходной проводимости с учетом времени дей
ствия скачка до момента времени t.

Из рис. 8.36 видно, что это время равно t — т — Дт. Следовательно, 
приращение тока от этого скачка равно м ' ( t ) g( í  —т —Дт) Дт.

и(х)
'^áu4^jñt=u'(r)&v

и(о)
*

г йх t-r -йт т

t

Рис. 8.36



Полный ток в момент времени I получим, если просуммируем все 
частичные токи от отдельных скачков и прибавим их к току и (0)g(t):

* (/) = и (0)g(t) +  2  и' (г) g (* -  т -  Ат) Ат.

Число членов суммы равно числу ступенек напряжения. Очевидно, 
что ступенчатая кривая тем лучше заменяет плавную кривую, чем 
больше число ступенек. С этой целью заменим конечный интервал 
времени Ат на бесконечно малый йх и перейдем от суммы к интегралу:

i(i) =  u(Q)g(t) +  \u' (x)g(t — x) йх. (8.63)
о

Формулу (8.63) называют интегралом Дюамеля.
Приведем еще пять форм записи интеграла Дюамеля.
1. Интеграл в (8.63) возьмем по частям:

^ и йи =  ии —  ̂  V ¿и; и ' (т) йх =  йи; g ( t — x) =  u;

< г *
$ (Т) £ —  Т) d T = g ( ¿  —  ̂ ) и (Т) | + 5  Ы(Т)£' (/ —  Т)<гТ =  
о о о

=В (°)«(0  ~В (0 « (°) +  $ и (*) (*—т) ¿т. 
о

Подставив результат в (8.63), получим
*

» (0  =  “ (0 £ (°) +  $ «  (т ) г '  (< — т) (8.63а)
о

2. Для любых двух функций Д (() и /2 (0  путем замены переменных можно 
доказать справедливость следующего соотношения:

I *
\ f A t -  Т) к  (Т) Л  =  5 /1 (Т) /2 (/ -  Т) Л . (а}
о о

Распространив это соотношение на (8.63) и (8.63а), получим еще две формы 
записи интеграла Дюамеля:

« (0  =  « ( 0 £  (0) +  5 « ( /  — т) £  (т) йх\ (8.636)
о

I (0 =  и (0 )^ (0  +  5 « '  0  — т)& (т) (8.63в)
о

 ̂ 3. Имея в виду формулу дифференцирования определенного интеграла С (а )  =>
г2

=   ̂/ (х, а) йх по параметру а

1 г - 1 ^ £1 г 1 ‘й +/<г»  ' » ж - « “ ’ “>- ё -  т
*1



и учитывая соотношение (а), запишем егце две формы записи:
t

‘ ^  = ж  f  ^  ̂  ^ -  т) dT; (8-б3г)
о
*

1 ® =  d7 i  “ ^ “  т) ^ СО * •  (8-63д)
О

Д ва последних соотношения имеют непосредственное отношение к  теореме 
свертки операторного метода: если /4 (р) =#/1 (¿) и F2 (р) = / 2 (О» то

t
F i ip) F2 (p) =   ̂f i  (т) /2 (t—t)  d~c\

0
t

pFi (p )F i{p ) =  ~ ^  h  (т) (t t )  dx .
0

С помощью интеграла Дюамеля можно найти не только ток, но 
и любую другую физическую величину, например напряжение. В этом 
случае в формулу вместо переходной проводимости g  (/) будет входить 
переходная функция h(t).

§ 8.54. Последовательность расчета с помощью интеграла Дюа
меля, Расчет с помощью интеграла Дюамеля проводят в четыре этапа:

a) S)
Рис. 8.37

1) определение переходной проводимости g ( t )  (переходной функции 
h  (0) для исследуемой цепи;

2) определение g ( t  — r) [h( t  — т)]. С этой целью в формуле для 
g ( t )  [h(t)] заменяют t на (/ — т);

3) определение и' (т). Для этого находят производную от задан
ного напряжения и (i) по времени i и в  полученном выражении заме
няют t на т;

4) подстановка найденных на этапах 1, 2, 3 функций в формулу 
(8.63), интегрирование по переменной т и подстановка пределов.

Пример 101. Найти i i= f{ t )  и иг = /(t) при включении ключа 
в схеме рис. 8.37, а. Напряжение источника э. д. с. и (/) =» 
=  100(1 - е - ^ )  В; а  = 0,25 с-1; Я =  0,5 Ом; Lx =  1 Г; М = 0,5 Г.



Р е ш е н и е .  Переходная проводимость цепи, состоящей из после
довательно включенных Я и Ь, ^  (¿) =  ~  (1 — е_ь0» гДе Ъ =  Я/Ь1\

* ( * - * ) =  ¿ - [ 1  - е - 6 ^ ) ] .
Первое слагаемое в формуле (8 .63 ) выпадает, так к а к  и (0) =  0. 
При этом

и' (0 =  ~  100 (1 - е -°0  =  ЮОае-^; и' (т) =  100ае -аТ.

*1 (0 =  ^ и '№ ё(*~  т) £ е -ат [ 1 -  е~" т>] ах.
о о

При интегрировании учитываем, что е~Ъ1 от т  не зависит:

(0  =  200 (1 +  е~°>5/ — 2е_ 0 -25/) А.

Н апряжение на заж им ах вторичной обмотки

и.2 (0  =  М =  50 ( е -  о.®» _  е-  °.» )  В.

§  8 .55. Применение интеграла Дю амеля при сложной форме на
пряжения. П усть напряжение и(х) изменяется во времени по сл о ж 
ному закону, например в  соответствии с рис. 8 .37 , б. Н ачальное 
напряжение равно и (0). В интервале от т  =  0 до т  =  /х нап ряж ени е 
плавно растет, и закон его изменения в  этом интервале времени иг (/). 
В момент т  =  оно меняется скачком  от иа до иь, а  затем  снова 
плавно растет, но у ж е  по другому зако н у и2(х) во времени по ср ав 
нению с первым интервалом. При т  =  /2 напряжение скачком ум ен ь 
шается от значения ис до нуля.

Требуется найти ток в каж дом  из трех интервалов времени. П од 
первым интервалом будем понимать интервал времени от т  =  0 до  т  =  
(не включая скачка напряжения от иа до иь)\ под вторым —от ^  до  /2> 
включая скачок от иа до иь, но не вклю чая скачок от ис до 0 , под 
третьим — при т  >  1г, включая скачок от ис до 0.

Интегрирование по-прежнему проводим по т , понимая под £ фик
сированный момент времени, в который требуется найти то к . Ток 
в  любой момент времени t определится действием всех н ап ряж ен и й , 
воздействующих на цепь до момента /.

В первый интервал времени

/ (0 =  и (0)g(t) +   ̂ и[ (x)g(t -  т) йх.
о

Во второй интервал времени

i ( t )  = u(Q) g ( t )  +  S| и\ ( т )g ( t  — x)dx +
о

+  ( « й — иа) £ (  ̂— ¿1) +  § ы2 (т ) 8  — т) 
л



где  слагаемое (ub—.ua)g (t  — ¿х) обусловлено скачком напряжения от иа 
д о  иь в момент времени ,

В третий интервал времени
tl ti 

i ( t )  =  u ( 0 ) g ( t ) +  ^ u'l ( x ) g ( t —x ) d i + ( u b - u a) g ( t - t 1) + ^  u ^ { x ) g{ t -x ) d x ^ r

° + (0- « c) g ( i - y .
Пример 102. В электрической цепи рис. 8.37, а  в момент времени t  =  0 замы

кается  ключ и напряжение и (/) изменяется в соответствии с рис. 8.37, б; и  (0) = 5 0В . 
В первый интервал времени от ¿ — 0 до t =  ¿¿ =  4 с напряжение ut (t) =  150— 100e~ot, 
где а =  0,25 с-1. Во второй интервал времени от / =  =  4 с до t =  t2= 6 с и2 (t) =  50 +  
+  100e_c<< — i l ) . где с = 0 ,4  с-1. Параметры схемы рис. 8.37, a: R = 0,5 Ом; L±— 1 Г 
(вторичная цепь разомкнута).

Найти закон изменения тока if во времени для обоих интервалов времени, 
а такж е значения тока ¿1 при t =  2 и 5 с.

Р е ш е н и е .

fir(0 =  i ' (1 _ e ' W): 6 =  £  =  °-5 с ' 1; £ ( ' - т )  =  ~ [ 1 - е - й(' - тЧ.
В первый интервал времени и[ (т) =  100ае~ат:

t
к  (0 =  u ( 0 ) g  (0 +  Л и '  (т) g  (t т) d x = ^ p ~  (1 — е-»0  +

о
t

+  _Ю0а_ J  e_ot [1 — е~6 ¿ т =  100 ( l - e _ o '5/) +  2O O (l+ e“ i°'5 i- 2 e - o -250 .
о

При t =  2 с
i i  =  100 (1 — e - i)  +  200 (1 +  e - i - 2e- » '5) =  94,9 Л.

Во второй интервал времени (включая скачок иь — иа =  36,9 В)
0 ' t 

Н (t) =  u (P ) g ( t )  +  )  К  { i ) g ( f - x ) d x  +  (ub - u a) g { t - t l ) +  \ и ’, { x ) g ( t -x )dx \
о и

и', (т) =  — Ю О се-^ 1;1 

(i) =  100 (1 - е “ °’50  +  2ОО ( 0 ,6 3 2 - i ,7 1 8 e -0-50 + - ^ - [ l - e - ° - 5(' - ^ ] -v »О
100с Г 6 е-с/ | b — С e_ cf| д c—c/,e—frff —

(Ь — с) Я с  
При ¡* =  5 с

»1 =  100(1 - е “ 2-5) +  200 ( 0 ,6 3 2 - 1 ,718е-2'5) +  ̂ - ( 1  - е “ 0’5) -V |0

-  -(0] - '0°4)10,5 ( -  1.25е -" '*  Ч 0.25е -  =
=  91,79 +  98,2 +  29 — 14,67 =  204, 32 А .;

§  8 .56 . Сравнение различных методов расчета переходных про
цессов.; И классический и операторный методы расчета теоретически 
м ож но применять для решения задач любой сложности. Каким из 
н и х  пользоваться, во многом зависит от навыка и привычки.

Однако классический метод более физически прозрачен, чем опе
раторный, в котором решение дифференциальных уравнений сильно 
«механизировано».



Если при сравнении методов исходить из объема вычислительной 
работы, то решение уравнений первого, второго, а  иногда и третьего  
порядков д л я  источников постоянной (синусоидальной) э. д . с . или 
тока целесообразно проводить классическим методом, а  решение у р а в 
нений более высоких порядков — операторным. О бъясняется это тем, 
что чем выше порядок характеристического уравнения, тем более гро
моздкой и трудоемкой оказывается операция нахождения постоянных 
интегрирования в классическом методе.

Если воздействующее напряжение изменяется во времени линейно 
или в виде всплеска одной или несколько экспонент, реком ендуется 
применять операторный метод или интеграл Дю амеля. Но основной 
областью применения интеграла Д ю ам еля являю тся случаи , ко гда  
напряжение изменяется по сложному закону во времени, например 
при наличии скачков напряжения (см. § 8 .55 ), или когда переходная 
проводимость g(t) и (или) воздействую щ ее на схему н ап ряж ен и е 
заданы графически (в последнем случ ае интеграл Дю амеля берется 
путем числового интегрирования).

Рассматриваемый в § 8.66 метод расчета переходных процессов, 
получивший название метода пространства состояний, используется 
главным образом, когда расчет осущ ествляется с применением Ц ВМ , 
Д л я ручного счета этот метод громоздок.

Классический и операторный методы, а  т акж е  метод пространства 
состояний и интеграл Дюамеля в  аналитической форме имеют общий 
недостаток: необходимость определения всех корней характеристиче
ского уравнения, что для уравнений высоких степеней (например, 5-й, 
6-й, 7-й, . . . )  требует много времени. В этих случаях  м о ж ет  быть 
использован метод трапецеидальных частотных характеристик (см. на
пример, [7 ]) или спектральный метод в  том виде, в каком  он рас
смотрен, например, в гл. 9. Кроме этого , в этих случаях  применяю т 
моделирующие установки,

§  8 .57. Дифференцирование электрическим путем . Д л я  четы рех
полюсников рис. 8 .38 , а, б при определенных условиях вы ходное 
напряжение и2 (t) пропорционально производной от входного н ап р я
жения «!(0>  т. е. и2 (t) «=! dut (i)/dt. С хем у рис. 8 .38 , а  применяют чаще 
схемы рис. 8 .38/6 , так как  при практическом осуществлении она обла
дает меньшими габаритами, массой и более удобна при р егули р о вке .

Если Ui(?) =  (/i (р), то йиг (t)/dt == р и ± (р). Отсюда сл ед ует , что 
четырехполюсник осуществляет дифференцирование, если д л я  него
U2 (p) =  pU1 (p). Д л я  схемы рис. 8 .3 8 , a  U2 (р) =  и г (р) • Чтобы
схема осуществила дифференцирбвание, необходимо выполнить услови е 
|/?Ср|<<1, тогда U2(p )^ R C pU 1 (p). Д л я  синусоидального процесса 
заменим р на /со и тогда схема рис. 8 .38 , а  будет вы полнять свои 
функции, если ю£!С<^1 .

Аналогично доказывается, что д л я  схемы рис. 8 .38 , б  необходимо 
Выполнить условие (a>L/R)<  ̂ 1. Если (/) — несинусоидальная перио
дическая функция, то эти условия до л ж н ы  выполняться дл я  н аи вы с
шей частоты функции (/).



При дифференцировании импульсных воздействий длительностью 
¿и параметры схем рис. 8 .3 8 , а ,  б должны удовлетворять условиям 
# С  <  г и и ¿/Л <  t¡l. Эти условия получим из д вух  предыдущих, если

0 -
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Рис. 8.38

в  первом приближении б удем  считать, что поступление на вход четы
рехполюсника импульса длительностью 1„ соответствует воздействию 
н а вход одной полуволны синусоиды частотой со =  2я/(2/и) =  я Д и.

§  8 .58 . Интегрирование электрическим путем . Д л я  четырехпо
лю сников рис. 8 .38 , в, г при определенных условиях выходное напря
ж ен и е и2 (¿) =  ̂  «1 (О М.

С хема рис. 8 .38 , в предпочтительнее схемы рис. 8 .38 , г по причи
н ам , упомянутым в § 8 .57 .

Если и1 ^ ) ф и 1 (р), то  ̂ (/) сМ #  II х (р)!р. Отсюда следует, что 
схем а выполняет свои функции, если соотношение м еж ду ее парамет
рам и  обеспечивает выполнение соотношения и 2 (р )=  и 1 (р)/р.

Д л я  схемы рис. 8 .3 8 , в  11г (р) =  и х{р)1(Р.Ср-\-\), т. е. для нее 
долж н о  быть 1. Заменив р на /со, найдем условие со/?С^> 1,
при котором схема рис. 8 .3 8 , в будет выполнять функции интегри
рую щ его звена при синусоидальном процессе. Д л я  схемы рис. 8 .38 , г 
(со/,/Я)>  1 .

При интегрировании импульсных воздействий длительностью 
до л ж н ы  быть выполнены следующие условия: ЯС  ¿и для схемы 
рис. 8 .38 , в и t¡1 д л я  схемы рис. 8 .38 , г.

Н апряжение с вы хода интегрирующего (дифференцирующего 
устройства подается д л я  наблюдения (записи) на электронный осцил
лограф .

§  8 .59 . Применение м етода эквивалентного генератора для р ас 
ч е т а  переходных процессов. Д л я  расчета переходных процессов при
меняю т такж е метод эквивалентного генератора. Рассмотрим его на



примере трехфазной цепи рис. 8 .3 9 , а . В ней еА — Ет  s in  (с о / -{ -ф ) ; 
вв =  Ет  s in  (coi — 120° + ф); ес ~  Ет  s in  (<aí-f-120° + ф).

Внутреннее сопротивление источника трехфазной э. д . с . положим 
равным нулю.

В фазах В и С включены R и С , в фазе A —R и L . Т ребуется 
составить операторное изображение тока фазы А при замы кании клю ча.

A  i 1 i ¿r

а) 5) В)

Рис. 8.39

Согласно методу эквивалентного генератора, следует операторное 
изображение напряжения разомкнутой ветви и а о -х. х (р) разделить 
на сумму операторного сопротивления включаемой ветви ЕА (р) и вход
ного операторного сопротивления всей схемы по отношению к  точкам  А  
и О '—обозначим его (р):

I („\ -  и АО'х.*<Р)
г А ( р ) + г вх(р) •

При разомкнутом ключе мгновенное значение напряжения

его изображение

3
НлО'х.к =  ~2 Ет "4" ф) !

з г. 1
U a o ' x , x ( p ) ~ ~  2  т P —I и

ZA (p) =  R + p L ; Z « 0 > ) = 4 ( K + ¿ ) .  

Следовательно,

1а ( р ) ~  ЗЁтСр(р -/со )(2рЧ .С  +  ЗрЯ С+ 1) •

Д л я перехода к  функции времени следует применить ф ормулу р аз
ложения.

По существу, поступаем так же, к а к  и в § 1.26 при обосновании применения 
метода эквивалентного генератора к расчету цепей постоянного тока. Всю схему, 
за1 исключением ветви, в которой замыкается ключ, представляем в виде актив
ного двухполюсника. Зажимы подключаемой ветви обозначаем А и О'. Вводим 
в эту ветвь две равные и противоположно направленные э. д. с. е1 (() и е2 (0 ; 
каждая из них равна напряжению на зажимах ветви при ее холостом хо де— обо
значим его через иА0, х х. Далее замыкаем ключ и для нахождения тока в любой 
ветви схемы пользуемся принципом наложения. Представляем ток в виде суммы
двух токов: I (0  =  « ' (0 +  1” (0-



Ток [Г (/) вызван всеми э . д . с. активного двухполюсника и э. д. с. е.{ (/), 
направленной встречно ил о , х х (/). Ток »" (/) вызван только одной э. д. с. е2 (О, 
направленной так ж е, как и и д о , х х

П оскольку э. д. с. е± (/) направлена встречно «лО 'х .х  (О* 10К * ' (О в подклю
чаемой ветви равен нулю, а в остальных ветвях схемы токи останутся теми же, 
какими они были до замыкания ключа. Ток Г (/) определим при действии э. д. с. 

. е 2 ({) =  и д о '  х х (0 . когда во всей схеме имеют место нулевые начальные условия.
Если происходит размыкание какой-либо ветви схемы, то токи в остальных 

ветвях этой схемы могут быть найдены путем наложения двух режимов: 1) доком- 
мутационного; 2) режима, возникающего в соответствующих ветвях пассивной 
схемы при нулевых начальных условиях от включения в размыкаемую ветвь 
источника тока, ток которого равен и противоположно направлен току в размы
каемой ветви.

Пример 103. В качестве иллюстрации методики расчета переходных процес
сов путем введения источника тока найдем для схемы рис. 8.39, б  ток- (2 при раз
мыкании ключа третьей ветви, полагая, что до коммутации в схеме был устано
вившийся режим; #1 =  40 Ом; #2= 1 6 0  Ом; ¿  =  2 Г; £ = 1 2 0  В. После размыка
ния ключа *2 =  *а +  ,’а1> гДе *’» —ток докоммутационного режима; ¿I1—ток от источ
ника тока /3 =  0,5 А” (в данном случае постоянного) в схеме рис. 8 . 39, в (Я3 =  ̂ 2).

Изображение тока /”  (р)=/3(р) .
Следовательно,

1 - 6  £ /==0>1 (1 — е~100') А;

»2 =  0 ,5 +  0,1 (1—е-100') А.

§ 8.60. Переходные процессы 
при воздействии импульсов напря
жения. Ток в любой схеме при 
воздействии на нее импульса на
пряжения (рис. 8 .4 0 , а) Можно най
ти, например, тремя способами:

1) применяя интеграл Дю амеля;
2) определяя ток при / <  ^  так 

ж е , как  от действия постоянного 
напряжения (У; при < >  ^  дейст
вующее на систему напряжение рав
но нулю. Следовательно, система 
освобождается от вынуждающих 
э . д. с. и по ней протекают свобод
ные токи, обусловленные запасом 
энергии в индуктивностях и емко
стях системы;

3) представляя импульс в ви
де двух  постоянных напряжений. 
Положительное напряжение V дей
ствует начиная с £ =  0; отрицатель
ное — начиная с I =  /х. При £ <  ^  
токи в цепи определяются одним 
напряжением I/; при < >  — обои
ми напряжениями с учетом сдвига 
второго напряжения на время

а)

¿г______
-и\

Рис. 8.40



Рассмотрим третий способ. П оложим, что требуется найти ток 
в  цепи при подключении ее к  напряжению , имеющему форму равно
бедренного треугольника (рис. 8 .4 0 , б). Задача решается в три приема.

Сначала определяем ток в  интервале времени от ¿ =  0 до 
от действия напряжения иг =  Ы (рис. 8 .4 0 , в). Затем д л я  и нтервала 
времени ¿2 5= t 5= ^  находим ток в  цепи от действия д ву х  н ап р яж е
ний (рис. 8 .40 , в и г); от продолжающего действовать н ап ряж ен и я 
и1 =  М и от вступающего в действие при ^ ^ д о п о л н и т е л ь н о го  н ап р я
жения «2 =  — 2к (/ —/г).

Д л я  интервала времени I >» ток определяется действием трех 
напряжений; продолжающих действовать напряжений иг и и2 и вновь 
вступающего в действие при £ =  /2 напряжения ы2 =  к (Ь — ¿2) [при 

сумма напряжений иг, и2 и и3 (рис. 8 .4 0 ,5 )  даст  н ул ь ].
Из трех перечисленных способов обычно наиболее экономным 

является первый.
При воздействии серией импульсов переходный процесс рассчиты 

вают часто операторным методом.
Пример 104. Н а последовательно соединенные й  и I; поступ ает 

серия прямоугольных импульсов напряж ения единичной ам п ли туды ; 
длительность импульса т  и длительность паузы  т ак ж е  т  (рис. 8 .4 0 , в). 
Используя третий способ в сочетании с теоремой зап азды ван и я 
(см. § 8 .40 ), находим изображение напряжения:

и (р )  = у  (1 — е_рТ +  е~2рт — е_3рт +  . . . ) .

В скобках бесконечная геометрическая прогрессия со знам енате
л е м —е рТ. Сумма членов ее равна ~р_/е-у;х:■ Изображение то ка

/(/>)= 1Р (1 + е _/5Т) (Я + РЦ-
Применяем формулу разлож ения. Корни знаменателя: р ' — 0; 

р" — — ЩЬ\ т/?к =  (ак +  /Ьк)т  =  /я (2/ г + 1) (— о о < & < о о ) .
Группируя член к =  0 с к =  — 1, член /г =  1 с членом /г =  —-2 

и т. д . ,  получим:

1 е~ ~ ^  , 2 VI « ^ [ " ( 2̂ + 1) 7 - ^ 1]
2Л I — х) . 311 ■“  %2/1+1 ’

. + е  ) /е = 0

= / « • + [  ;< Р г , и = агс,8 

§ 8 .61 . Дельта-ф ункция, единичная функция и их сво й ства . 
И мпульсная переходная проводимость. Дельта-функцией 6 (/) или 
единичным импульсом, (рис. 8 .4 1 , а) называю т прямоугольный импульс 
амплитудой 1/Дт и длительностью Д т при Д т -> 0 . Единичным назы
вают потому, что площадь его равн а единице: ^ - Д т = 1 .  Размер
ность б (0 равна с -1.



Единичной функцией 1 (0  (рис. 8 .4 1 ,6 )  называют функцию, рав
ную  единице при / > 0  и равную  нулю при ¿ < 0 .  Единичная функ
ция 1 (— t) (рис. 8 .4 1 , б) равна нулю при í > 0  и единице при t < 0. 
Ф ункции 1 (t) и 1 (—  t) имеют нулевую размерность. Свойства б (/):

_l TAT
t

1 It) u - t f(-t)

Í
At t t t t

+— a; ■S) I) г)
Рис. 8.41

1) из определения 6(0 следует , что
I { 1 t >  0 
j 6 (f)<W- | 0 f< Q ;

2) производная функции 1 (0 равна 6-функции:
d l(t)/ d t =  d(t);

3) 6-функция обладает фильтрующим действием:
/ ( 0 6  ( / - ^ =  / & ) 6 ( t - t j ;

4) изображение по Л ап л асу  6-функции равно 1:
оо

5 6(0  е - * л = 1 .
о

Единичные функции 1 (0  и 1 (—  t) такж е обладают фильтрующим 
действием. Умножение произвольной функции f( t)  на 1 (0  обращает 
произведение / (/) 1 (t) в нуль при t <  0. Аналогично,

/(0  1 ( 0 =  д / ) / < о .

Импульсное (игольчатое) напряжение или ток в  виде б-функции 
единичной площади записываю т так : 6 ( 0 - 1 .  Здесь единица имеет 
размерность В • с или А • с соответственно.

В соответствии с рис. 8 .41  импульсное напряжение единичной 
площ ади, равное 6 (0 -1  В - с ,  можно представить к а к  сумму двух  
прямоугольных импульсов: импульса напряжения 1/Ат, вступающего 
в  действие при ¿ =  0 , и импульса —(1/Ат), всгупающего в действие 
при t =  Ат.

При t >  Ат и нулевых начальных условиях ток на входе цепи 
при воздействии на нее напряжения в виде 6-функции ¿(¿)==1 ^

- g ( t - A r ) ] .
Р азлож ив g (t — Ат) в р яд  Тейлора по степеням Ат и учитывая 

м алость Ат, получим

i (0 = 1- i  [g (0 -  8 (0 + Arg' (*)] = 1 • ¿  AT g' (0 = g' (0 •■ 1,



где g' (t) — импульсная переходная проводимость. Д л я  моментов вре
мени t >  Ат она численно равна току в цепи при воздействии на цепь 
напряжения в виде ô-функции.

Обратим внимание на то, что в двух  формах записи интеграла 
Дю амеля [формулы (8 .63а) и (8.636)] используется импульсная пере
ходная проводимость.

Н аряду с понятиями «переходная проводимость» g(t) и «импульс
ная переходная проводимость» g' (t) применяют дуальн ы е им понятия: 
переходное сопротивление r( t ) и импульсное переходное сопротивление 
г' (t). Переходное сопротивление rab (t) численно равно напряжению  
на входе цепи uab(t) при воздействии на ее вход единичным током:

uab(t)=  1 A  rab(t).
Импульсное переходное сопротивление г'аь (t) численно равно напря

жению на входе цепи uab(t), после того к а к  на ее вход воздейство
вал  импульс тока в виде ô-функции единичной площадью:

«а» (/) =  0 (0 -1  {k-C)-r'ab{t).

Величины г (t) и г ' (/) могут быть входными и взаимными.

§ 8.62. Обобщенные функции и их применение к расчету переходных процес
сов. Обобщенными функциями  (ОФ) [19, 22] называют функции времени f  {t}, 
которые терпят разрыв, например, при i = 0. Значение функции при ¿ < 0  обо
значим |Д_| (t), п р и < > 0  f +(t) (рис. 8 .4 1 ,г). Имея в виду фильтрующее свойство 
единичных функций, можно записать

т = м о  ч -о + м о  но-
В общем случае / {t} может содержать также ô-функцию и ее производные. 

Производная от / {f}

Æ M - =  r_ (t) i (~ f)+ r+ (t) i ( o  +

i f (f\ d 1 ^ ! f m d 1 (/) г  (t\ î ( л i ■+/- W ~dj=T)------Ш + M 0  ~ d i— / - (0 1 +
+ / ; w  4 0 + ô w  [/+ (0 ) -/ л 0 )1 .

Используя ОФ, можно решать задачи на переходные процессы, о которых 
говорилось в § 8.28, а также задачи на импульсные воздействия. В этом случае 
необходимо составить уравнения для послекоммутационной схемы, выразить токи, 
напряжения и их производные через ОФ и, воспользовавшись фильтрующим 
свойством 1 (— t), 1 (0  и 6 (0 ,  приравнять в этих уравнениях коэффициенты, 
содержащие только 1 (— t), только 1 (t) и только ô (t), а затем решить их совместно.

Пример 105. Путем использования обобщенных функций решить задачу при
мера 86 (см. рис. 8.24).

Р е ш е н и е .  В уравнение для послекоммутационной схемы
/ dur  dur  \

* ( с ‘ Т Г  +  с ’ - л Г - )+ “с .= £ <»>
йодставим: uCî — uCî_ (t) 1 (— 0 + “ c,+ (0  1 (0;

“ с г = “ с , -  (0 1 (— 0 +  “ с г+ (0 1 (0 !

“с, =  “ с , -  (0 1 ( -  0 ■+ « с 1+ (0 1 (0 +  ô (0 [uCi (0+)  - uCi ^0_)]; 

ис ,= «с ,-  (0 1 (~  9 +  «с,+. (0 1 (9+Ô (0 [«С2 (°+) ~  «С2 (°-)];
Е = Е 1 (—0 + £  1 (0*



Коэффициенты при 1 (— Г), 1 (() и 6 (/) дают три уравнения:

Я [С1И̂ _  (0 +  С2и ^ _  (0 ] +  иС1_ (0 =  Е- Щ

Я  [ С! “ с ,+ ( 0  +  ̂ 2ИС,+ ( 0 ]  +  мС,+ ( 0  =  £ ;  ( в)

“С, (°+) (С1 + С 2) = с 1« с 1 ( 0 _ ) + с 2« Сг (0_). (г)

Из (б) находим иС[_ ({) =  Е, из (г) ыС[ (С ^ ^ С ^ Е у ^ + С ^ ) ; далее решаем (в) 
классическим или операторным методом, имея в виду, что ис ^  (/) =  “с 2+ (0- 
В результате получаем тот ж е ответ, что и в примере 86.

§  8 .63. Дополняю щ ие двухполюсники. Д ва  двухполюсника, содержа
щие Я, Ь, С, называю т дополняющими, если входное сопротивление при 
их последовательном (параллельном) соединении оказывается чисто актив
ным, не зависящ им от комплексной частоты р. Т ак, двухполюсник

г Н Н

0-

а)

Рис. 8.42

из параллельно соединенных Ь и и двухполюсник из параллельно 
соединенных С и (рис. 8 .4 2 , а) являю тся дополняющими при их 
последовательном соединении и выполнении условия =  =  Я =
— У^/С. Двухполю сники С и Яи Ь при их параллельном соеди
нений (рис. 8 .4 2  б) являю тся дополняющими при том ж е  условии.

Элементы  д в у х  дополняющих двухполюсников взаимно дуальны. 
Элементам Сх, одного соответствуют такие дуальные элементы С2, 
Ь2, дополняющего, что произведение сопротивлений двух  взаимно 
дуальных элементов должно быть равно Я2, где Я — произвольное 
активное сопротивление.

Последовательное соединение ^  и ^  в  исходном двухполюснике 
заменяется на параллельное соединение С2 =  Ьг/Я2 и Ь2 =  С^ 2 в допол
няющем. П араллельное соединение Сх и Ьг в исходном двухполюснике 
заменяется на последовательное соединение Ь2 =  СХЯ2 и С2 =  ЬХ/Я2 
в  дополняющем.

§ 8.64. Понятие о передаточных функциях и частотных характеристиках 
звеньев и систем. Нередко, особенно в задачах автоматического регулирования,
об устойчивости системы и о характере переходного процесса в ней судят по частот
ной характеристике системы. Принято расчленять систему на отдельные элементы 
или звенья.

Каждое звено можно схематически представить в виде некоторого четырех
полюсника (рис. 8 .43, а) либо в однолинейном начертании (рис. 8.43, б). Вход
ными (хах) и выходными (*вых) величинами могут быть как  электрические, напри
мер ток, напряжение, заряд, так и неэлектрические величины, например коорди. 
ната или скорость перемещения какого-либо тела механической системы.



0— ¿вых
а) 5)

На рис. 8.43, а  17„к и {/вых — входное и выходное напряжения. Каков.а бы 
ни была схема внутренних соединений каждого звена, всегда можно выходную 
величину выразить через входную:

Хвых (Р )= К  (Р) хвх (р), (8.64)
где К  (р) — передаточная функция звена.

Передаточная функция зависит 
от схемы внутренних соединений зве
на и является функцией комплексной 
частоты р.

Пример 106. Составить К  (р) четы
рехполюсника рис. 8.44, а.

Р е ш е н и е .  С понятием передаточной функции звена тесно связано понятие 
частотной характеристики звена. Последнюю получают из выражения для К  (р). 
заменив р  на /со:

,(р) =  р ”ж-яР^ - ; и- ^ р ) -------- 1

Рис. 8.43

иа
К +  (1 /Ср) '

К 0 Ш) —

и . х  (Р) 

(/СО)

р + а  ’ а  — яс •

В̂Х(/■“ )
(8.65)

где со —угловая частота; К  (/со) — комплексное число, которое может быть записано 
и в алгебраической и показательной формах:

/С(/а>) =  £/+/У =  ЛеЛ>; А =  У ф =  агс1еК/[/. (8.66)

Зависимость (/=/ (со) называют действительной (вещественной) частотной  
характеристикой, V = /  (со) —мнимой частотной характеристикой ,  <

0 -11 Д - 0
¿ м  /ш М м  

0 - —

Я)

*г
КАР)

■Ч?
Ш

0,5

г)

№

а =Т

_1__I__1221—

ОС

д)

В)

К(Р)

о̂с(р)

Л,

Рис. 8.44

амплитудной частотной характеристикой, <р =  / (со) — фазозой частотной характе
ристикой, Л = / (^ со ) —логарифмической частотной характеристикой .  Зависимость 
Ле^Ф =  / (со), построенную в полярных координатах, называют амплитудно-фазовой  
частотной характеристикой.

Пример 107. Построить в координатах (/, ¡V зависимость К  (/со), а в коорди
натах и ,  о  зависимость (/ =  /(<») для четырехполюсника рис. 8.44, а .

Р е ш е н и е .  В выражении К. ( р )= р / (р + а )  заменим р на /со:

К /м _ /м(а~/Ц>)_  м2 , ДМ
а  4- /со а4+(о- а 2 +  со2 '1~/ а 2 +  со2 *



Таким образом, V =  со2/(а2 +  а 2) и
V =  а(1)/(а2+ и 2).

Придавая со различные значения, например ы /а=  0; 0,5; 1; 2; 10; . . .  , можно 
подсчитать и  и V и построить на комплексной плоскости зависимость /С (/ш) =  
=  /(со) в декартовой системе координат (рис. 8.44, б). На рис. 8.44, в построена 
вещественная частотная характеристика и = {  (со) для четырехполюсника 
рис. 8.44, а.

Частотные характеристики отдельных звеньев и всей системы в целом можно 
определять либо расчетным путем, если известны схемы внутренних соединений 
звеньев и значения параметров, либо опытным путем. При их опытном определе
нии поступают следующим образом: на вход звена (системы в целом) подают 
синусоидальное напряжение неизменной амплитуды и, изменяя частоту в  от 0 
до максимально возможной (теоретически до бесконечности), определяют амплитуду 
и фазу выходной величины.

Отношение амплитуды выходной величины к амплитуде входной дает значе
ние А, а сдвиг по фазе выходной величины по отношению ко входной —значение ф.

Вернемся к  вопросу о передаточных функциях. Положим, что система обра
зована несколькими последовательно соединенными звеньями, например тремя 
(рис. 8.44, г). Пусть К г  (р) — передаточная функция первого звена; К 2 (р) — второго, 
Кз  (р) —третьего.

Тогда операторные изображения выходных величин звеньев можно выразить 
через операторные изображения входных следующим образом;

Для того чтобы выразить выходную величину всей системы х4 (р) через вход
ную хг (р), перемножим (а), (б), (в). Получим

Таким образом, для получения передаточной функции нескольких последова
тельно включенных звеньев следует перемножить передаточные функции этих 
звеньев (полагаем, что К п_г не зависит от п  звена).

На рис. 8 .44, д  изображена замкнутая система (система с обратной связью). 
Она состоит из основного звена с передаточной функцией К  (р) и звена обратной 
связи с передаточной функцией К 0с (Р)- Роль последнего часто выполняет усили
тель, работающий в режиме пропорционального усиления. В соответствии 
с рис. 8.44, д

Знак минус в знаменателе соответствует положительной обратной связи, знан 
плюс — отрицательной обратной связи (изменена полярность на выходе зве^а 
обратной связи). ,Д

Если значение К 0с(Р )  выбрано так , что 1 — К  (р) К 0с  (р )= 0 , то в системе 
возникают автоколебания (амплитуда их ограничивается нелинейностью системы). 
При автоколебаниях выходная величина периодически изменяется во времени 
при отсутствии входного сигнала хг .

§ 8.65. Системные функции и понятие о видах чувствительности. Системные 
функции Н (р) — это обобщенное название функций, характеризующих четырех

х2 (р )= х 1 ( р )К 1 (р); 
х3 (р) =  х2 ( р )К 2 (р); 
XI (р) = х 3 (р) К з  (р).

(а)
(б) 
(в).

откуда
х2 (Р) Х3 (р) х4 (р )= х 1 (р) Кг  (р) х2 (р) К 2 (р) х3 (р) К з  (р),

*1 (Р )= *1 (Р) К  (р); 

К ( р ) ^ К 1 ( р ) К г ( р ) К 3 (р).

Отсюда
*ОС (Р) =  * О С  (Р) *2 (Р) И Х2 (р )—К  (Р) [ * 1  (р) + * ос (р)]-



полюсник. Ими могут быть, например, передаточная функция напряжения 
и 2 (р)/и 1 (р), передаточная функция тока /2 (р)//1 (р) и т . п. Если какой-либо 
параметр (Д, Ь, С) в схеме четырехполюсника изменяется, то изменяется модуль 
и аргумент системной функции и можно говорить о чувствительности системной 
функции к изменению этого параметра.

Под классической чувствительностью  понимают отношение относительного 
изменения функции ДЯ (р)/Н (р) к относительному изменению параметра Ах/х:

5  «  (Р) =  н т  ( А " ; .
* \Н х ] Н (р) Ас

Применительно к установившемуся синусоидальному режиму говорят о чувст
вительности модуля  и чувствительности аргумента Н (/со).

В отношении резонансных систем с высокой добротностью пользуются поня
тием корневой чувствительности, имея в виду чувствительность Н (р) к изменению 
положения нуля или полюса этой функции, находящегося вблизи мнимой оси 
плоскости комплексной частоты. Понятие чувствительности используют главным 
образом в задачах синтеза. Электрические цепи стремятся сформировать так , 
чтобы они были по возможности мало чувствительны к  изменению параметра.

§  8.66. Метод пространства состояний. Метод пространства состоя
ний (метод переменных состояния) представляет собой упорядоченный 
способ нахождения состояния системы в функции времени, исполь
зующий матричный метод решения системы дифференциальных ур ав 
нений первого порядка, записанных в форме Коши (в нормальной 
форме). Применительно к  электрическим цепям под переменными 
состояния понимают обычно величины, определяющие энергетическое 
состояние цепи, т. е. токи через индуктивности и напряжения 
на емкостях (независимые начальные значения). Значения этих вели
чин полагаем известными к  началу процесса. Переменные состояния 
в  обобщенном смысле обозначим х. Т ак к а к  это некоторые функции 
времени, то их можно обозначить хЦ).

Пусть в системе п переменных состояния. М атрицу-столбец пере
менных состояния в /г-мерном пространстве состояний обозначим

- * г
,  т  выходных величин (токи, нап ряж ени я) назовем у ,

'Ух

м -  .
_хп

матрицу-столбец выходных величин — [у] =

_У т _
Источники воздействий (источники э. д . с. и тока) будем именс-

Р 1
вать г. Матрица-столбец источников воздействий [г ]  =

Д ля электрических цепей можно составить матричные уравнения 
вида

Н  =  (8 .67)

м ^ м + г а м ,  (8.68)
где [/И], [Л/], [/>], [ф] — некоторые матрицы, определяемые структурой 
цепи и значениями ее параметров.



На основании принципа наложения решение (8.67)

[х (/)] =  1 [х (0)] +  j  - 1) [ t f ]  [Z (т)] dx,

где [х (0)] — матрица начальных значений х.
Первое слагаем ое в формуле (8.69) описывает свободные процессы 

в системе, второе — принужденные при нулевом исходном состоянии 
[вывод формулы (8 .69 ) см. в конце параграф а].

Из (8.68) и (8 .69 ) находим

[У (0 ] =  [/>]<*"!' [дс(0)] +  { [Я ] е ^ ]  <' -  [Ы] [г (т ) ]йх +  [<2] [г (/)]. (8.70)

Поясним ф ормулу (8.69) на простом примере. Ток в схеме 
рис. 8.45 до коммутации был i (0_) — E/(2R). Уравнение состояния 
для этой схемы  di/dt =  — (R/L) i +  (Е/L), т. е.

[х] =  di/dt] [ M] =  — R/L; [N ]= l/L , [г] =  Е ;

— — iE  i(t) =  Q L щ - r ( '-* > E
T d x = R

E - Ь
2 Re

Матричную функцию в формуле (8.69) вычисляют по фор
муле (теореме) Сильвестра [13]:

где
e tAfJ'  =  e V  [Л ,] +  е V  [Д 2] + . . .  +  eV  [А п],

J J  ([All-- м 1»  

[АГ] = Щ ----------------- .

П  ^г-ц /=1 ¡ф г

(8 .71)

(8.72)

Хг — собственные значения (характеристические числа) квадратной
матрицы [М ], т. е. это корни уравнения

ёе1 ([Л1] — Я [ 1]) =  0. (8.73)

И з уравнения (8.73) следует, что уравне
ние относительно X составляют, приравнивая 
нулю определитель матрицы [М\, в котором 
все элементы этой матрицы ат т ( т = \ , . . .  п), 
расположенные по главной диагонали, зам е
няют на элементы ат т  — К.

Ф
Рис. 8.45

Характеристические числа А, —это не что 
иное, к а к  корни характеристического уравне

ния послекоммутационной схемы. Запись решения в виде ряда (8.71) 
предполагает, что все характеристические числа различны (нет крат
ных корней). Если ж е среди корней уравнения сЫ ([М ] — Я [1]) =  0



ч
будет кратный корень Xs кратности s, то составляю щ ая е, обус
ловленная этим корнем, имеет вид

1 ( r et^Mrf/ (X [1 ] — [Л ]̂)Т> .

ís —  i)! W -> | _  I I  ( > - h )  J / * = V  '
/ = i 
i  Ф s

где A d j(k [ l]  — [A i]) — присоединенная матрица к  матрице Я [1 ] — [М ]. 
В ней все элементы Qy заменены на алгебраические дополнения. 
Составляющие решения по формуле (8.74) соответствую т части реше
ния по формуле разложения (см. § 8 .50 ), учитывающей кратные 
корни.

Пример 108. Методом пространства состояний исследовать переход
ный процесс в схеме рис. 8 .46 , а. До коммутации был установив
шийся режим; £  =  4 В , /* =  1 A ; R =  20 Ом; L =  1 Г , С =  1 Ф .

а а

Рис. 8.46

Р е ш е н и е .  Обозначим токи и напряжения в  соответствии 
с рис. 8 .46, а. До коммутации

* (0 .) =  ^  -  £  =  0,5 А ; ис (0_) =  Я  =  3 В .

В качестве переменных состояния выбираем ток и напряжение 
на емкости Не

известно несколько способов составления уравнений состояния. Рас
смотрим наиболее целесообразный, основанный на сведении послеком- 
мутационной схемы к  резистивной с источниками э. д . с. и тока. 
С этой целью индуктивности в  послекоммутационной схеме заменяем 
на источники тока, которые доставляю т ток в том ж е  направлении, 
что и в исходной схеме (в рассматриваемом примере Ь заменяем 
на источник тока с напряжением на нем Ь ¿ ¡ у ^ ) ,  а  емкости С 
заменяем на источники э. д. с ., причем в соответствии с теоремой 
компенсации э. д. с. этих источников должны быть направлены 
встречно токам в ветвях с емкостями, т. е. встречно напряж ениям  ыс 
на емкостях (в рассматриваемом примере емкость С с напряжением 
на ней ис заменена на э. д. с. Ег =  ис).

В результате схема окаж ется без индуктивностей и емкостей 
(чисто резистивной), но с дополнительными источниками тока и
э. д . с. (рис. 8.46, б).



В полученной резистивной схеме один из узлов заземляем . Состав
ляем уравнения по методу узловых потенциалов и определяем потен
циалы незаземленных узлов. В рассматриваемом примере не заземлен 
всего один узел  а. Поэтому

Фа :
((1 +  /*) +  («с/Я) 

1/К : (®1 +  Ь )  К  +  «с*

По известным потенциалам узлов рассчитываем напряжения 
на источниках тока (Иь/М, эквивалентирующих индуктивности Ьк, 
и токи 1т  =  Ст йиСт1М через источники э. д. с ., эквивалентирующие 
емкости Ст .

Д л я первой ветви схемы рис. 8 .46 , б

Фа =  (11 +  1к) Я +  иС — Е — »V? — 1*-
(И{

Отсюда
1í ‘¿Я ис  . Е /?
(И ~  I  ‘ ‘  Е ' ^  Е Е *•

Ток второй ветви /2 можно определить либо по первому закону 
Кирхгофа, либо по закону Ома д л я  участка цепи с э. д . с .:

к  =  С ■ С Ф а ~ иС ({1 + /к)^ + иС~иС

Отсюда йисШ  =  (11/С) +(/*/С). Таким образом, уравнения пере
менных состояния для послекоммутационной схемы рис. 8 .46 , а  таковы:

27? . 1 , 1 с. Я
<и

Лиг 1 1
-¡О" — с~ <1 +  0 • ис +  0 • Е +  1к>

/*;

или и  =  [М ] [х ] +  [Л/] [г ] , где [х ] = ■ ¿ ¡ х

ч г
ё и с
<и -*

- 2/? 1 ‘ - 1 Я ‘
Г— 4 - 1 1

[ЛГ] = Т £,
1

- С 0 [ 1 0 ] ’ 0 1
С*.

; [ЛО-

- Й

- н ш
С оставляем  уравнение для определения характеристических чисел А:

4 — - 1
1

=  0.

Отсюда А,2 +  4 Х + 1 = 0 ; ^ =  — 0 ,27 ; К.2 =  — 3,73 с-1.



ГУ1 1  И Л -М П  [ 1 о1 +  3’73[о 1]  Г— 0,078 — 0,289-1
1 11 Ъ - Ъ  3,46 [  0 ,289  1,077]-'

Г 1 1  [Л Л -М Ч  Г 1-077 0 ,289 ]
^  ъ - ь  [ — 0,289 — 0 ,078 ]'
По формуле (8.69),

Ш ={е~ °’27' [Л 1+ е ~ 3,731 [Л г]} [з ’5] + 5{е_ 0,27 (/" т) [А*] +
+  е- 3 ,7 3 ( . - х )[Л 2]}^

Выполнив подсчеты, получим:

1'а =  — 1 +  0 ,7 5 е -  ™ +  0 ,7 5 е -  3-73'  А ; 
мс =  6 — 2,8е~ °>т  — 0,2е_  3-73* В .

Если за выходную величину у  принять напряжение и а} между 
точками й  и /, то

к,м-*-ч[£]+[1«|[д.
Поясним переход от (8.67) к  (8.69).
Решение неоднородного уравнения (8.67) можно получить в виде суммы пол

ного решения однородного уравнения и частного решения неоднородного уравне
ния. Полное решение однородного уравнения

И  =  1Щ [х] (8.75)

для где т —постоянная величина, находим по аналогии с решением ска
лярного дифференциального уравнения х — тх *  =  е'п х (т) в виде

[*п М ] =  е[Л' ] ( ' ~ т> [*„(*)]• (8-76)
Подставив (8.76) в (8.75), убеждаемся в справедливости решения однородного 

уравнения (8.75). Функцию е ^ ^  обозначим [<р(/)]. а е ^ " ; - х , =  [ф(/ —т)].

Так как е ™ '  =  [1] +  [М] , то [<р(0)] =  [1].
В соответствии с методом вариации произвольных постоянных частное реше

ние неоднородного уравнения положим в виде

[*ч (01 =  [ф (*-Т)1 [И (01 [X (*)!•
Общее решение

[х (/)] =  [<р (¿—т)] [х (т)] +  [ф (/ т )] [и (0) • [д: (т)] =
=  [ф (/ -  т)] [[ 1 ] +  [и </)] [X (Т )] =  [ф (* -  т)] [Я (0 ) ,

где № (0] нужно определить^
Подставим

[х (0 ] =  [ф а -т )} [ Я  (0 ] (8.77)
в уравнение (8.67):

[ [ф (/ -т )] -1 А *][ф (/-т )] ][/г (0 1  +  [ф (/ -т )] [Л (/ ) ] - [Л ? ] [г ] .  (8.78)
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Поскольку [ф (¿ — т)] есть матрица, столбцы которой являются решением урав
нения (8.75), первый член выражения (8.78) — нулевая матрица. Следовательно,

[/?(0] =  [< р ( г - т ) ] - 1 [^ ]И -  (8-79)
Проинтегрируем (8.79) от т  до к

1 « ( 0 ] - ^ М ]  =  5 [ ф ( ^ - т ) ] - Ч ^ ] [ г ] Л .  [8.80)
т

Из уравнений (8.77) и (8.80) следует

[ф Р - т ) ] - 1 1х (()} =  [Ф (О)]’ 1 [х (т)] +   ̂ [Ф (>. —т)]-1 [А/] [г (Я)] <11. (8.81)
X

Но [Ф (0)] =  [1 ]. Умножая (8.81) слева на [ф(/ — т)] и учитывая, что
[ф ( * - * ) !  [ф ( к - т ) ] - 1^ ^  V -  Х)е-  [М] № -  Т)=е[Л1] (/ -  Х) =  1ф {{_ щ<

получим

[х (01 =  [ф (/—X)] [* (т)] +  5 [ф (/ -Я ,)] [Щ [г (X)] Л .  (8.82)
т

Полагая в (8.82) т = 0  и заменяя затем переменную X на т, получим формулу 
(8.69).

Вопросы для самопроверки

1. Что понимают под принужденными и свободными токами и напряжениями? 
2 . Сформулируйте законы (правила) коммутации. 3. Дайте определение независи
мым и зависимым начальным условиям. 4. Объясните, почему при составлении 
характеристического уравнения путем приравнивания нулю входного сопротивле
ния г р =Ы(р)1М{р) нельзя сокращать числитель и знаменатель дроби на общий

множитель 5. Чем определяется число кор
ней характеристического уравнения? 6. Из
ложите сущность классического метода рас
чета и принцип составления уравнений для 
определения постоянных интегрирования. 
7 . Дайте обоснование обобщенным законам 
коммутации. 8. Запишите известные Вам 
соотношения между [ (/) и Р (р), а также 
теоремы операторного метода и предельные 
соотношения. 9. Почему р  называют комп
лексной частотой? 10. Охарактеризуйте эта
пы расчета'операторным методом. 11. Оп
ределить переходную и импульсную пере
ходную проводимости (сопротивления) и 
функции. Укажите, с какой целью они 

используются. 12. Охарактеризуйте идею расчета при помощи интеграла Дюамеля.
13. Поясните принцип работы интегрирующих и дифференцирующих цепей.
14. Чем следует руководствоваться при формировании дополняющих двухполюс
ников? 15. Перечислите основные этапы расчета-методом переменных состояния. 
16. Как составляют уравнения переменных состояния путем сведения послеком- 
мутационной схемы к  чисто резистивной? 17. Охарактеризуйте сильные и относи
тельно слабые стороны известных Вам методов расчета переходных процессов. 
18. В схеме рис. 8.47 с источником тока /0 в момент ( =  0 одновременно размы
кается ключ К г  и замыкается Кг- Показать, что заряды, протекшие через сопро
тивления и за время от 0 до оо, не зависят от емкостей Сг и С2. Опреде

лить величины этих зарядов Г ответ: . п  и т~ !П . 1 . 19. Решите
I. ^ тч А г/т )  1 \l\il Ия) 1

задачи 11.4; 11.12; 11.15; 11.26; 11.29; 11.32; 11.38; 11.40; 11.47; 11.50; 11.55;
11-57.

Рис. 8.47



ГЛАВА ДЕВЯТАЯ

ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ. СПЕКТРАЛЬНЫЙ М ЕТОД

§ 9 .1 . Р яд  Ф урье в комплексной форме записи. К ак  известно 
|з предыдущего (см. § 7 .2), в р яд  Ф ур ье  можно разложить лю бую  
■ериодическую функцию f(t), удовлетворяю щ ую  условиям Д ирихле.

Обозначим период функции Т, а  основную частоту — (о0 =  2 л /Т. 
Р яд  Ф урье можно записать двояко.

П ервая форма записи:
00

/( 0 =  А , +  2  А к s í n + % ) ;  (9 .i)
к = 1

вторая форма записи:
со

f ( t ) = A 0 +  2  (A'k sin k&0t A m cos k(a0t), (9 .1 a )
к = 1

где Л0 — постоянная составляющая р яд а ; Л* — амплитуда fe-гармоники 
ряда; ^ ¿ — начальная фаза fe-гармоники;

A ’k =  A k cos^k, A k = A k sin ^ k;
Т/2

А 0 =  г  J  f(()di\  (9 .2 )
-  V/2]

TI 2

A 'k ^ y   ̂ f( t)  sin ka>0t dt\ (9 .3 )
—  V/ 2

TI 2

A ’k = Y  / (t) eos ka>0td t. (9 .4)
—  V/ 2

Из курса математики известно, что s in x  =  (e/JC — e r fx)/(2j). 
Следовательно,

sin  (feco0í  +  ^ ,)  =  ~2~г [ef + +*> _  e" 1 <*“«' + +*>]. (9 .5 )

Подставив правую часть формулы (9 .5) в формулу (9 .1 ), получим
00

f  (t) =  Л 0 +  ~  2  А * [ е/ <А“ 0' +  * к) -  е ~  1 <*“0' +  * * ’]•  <9 5 а > 
к = 1

Обозначим:
А к =  А # \  (9.6) 

А-> =  - А ке - ’ * * . (9 .7 )

Тогда р яд  (9 .5а) можно записать т а к :
k  —  СО

/ «  =  ^.+57  2  А ^ > Ы -  ( 9 ' 8 )

k — — со



Ф ормула (9.8) представляет собой комплексную форму записи рядг 
Ф урье . Текущий индекс k может принимать все целые числовые зна
чения от - о о  до + о о , но не может равняться нулю, так как  посто
ян н ая  составляющ ая р яда  выделена в виде отдельного слагаемого.

Пример 109. П редставить функцию /(¿) =  2 - f  3sin(oo0i- t-3 0 0) +  
+  2 sin (2o>0í — 45°) в комплексной .форме записи.

Р е ш е н и е .  А0 =  2; А г — Зе'30° • А ^  =  — З е ~ Á2 =  2е~ ’450; А ^  =
=  _  2 е '45°; f  (t) =  2 +  ~  Г З е ' + 30°> — Зе~ ' + 30°> +  2 е ' *2<л°‘ -  45°> —

__2е“ } <2(£>ot +  45°>].
Составим выражение д л я  комплексной амплитуды Ák. По опреде

лению [см. формулу (9 .6 )],

=  A k ^ k =  А к cos %  -f- jAk sin =  A'k -f- jA ’k, (9.9)

где A'k определяется формулой (9.3), Л* —формулой (9.4).
Подставим правые части формул (9.3) и (9.4) в  формулу (9.9):

Г/2 . 2 i*
A k = Y  \ f  (t) (sin ka0t j  cos k(ú0t) dt =

— V/ 2
Т/ 2

— f -  ^ f  (t) (cos ka>0t — j  sin k a0t) dt
—  V/2

или
T /2

A k = = l  j  f ( t ) e - ib * d t .  (9.10)
- 7 7 2

Подставим правую часть формулы (9.10) в формулу (9.8):
Л =  оо Г/2

f( í)  — A 0-\- 2  eiku>otr  f  f ( t ) ^ - ik^ d t .  (9 .11)
* = — 00 —V/2

§ 9 .2 . Спектр функции и интеграл Ф урье. Р яд  Ф урье —это 
тригонометрический ряд , представляющий собой изображение периоди
ческой функции суммой синусоид, амплитуды которых конечны, 
а  аргументы кратны основной частоте о)0.

Под интегралом Ф ур ье  понимают тригонометрический ряд, пред
ставляющ ий непериодическую функцию суммой бесконечно большого 
числа синусоид, амплитуды которых бесконечно малы, а аргументы 
соседних синусоид отличаются на бесконечно малую  величину.

Ф ормулу для интеграла Ф урье получают из формулы для ряда 
Ф ур ье  [из формулы (9 .11 )] предельным переходом при стремлении 
периода Т к  бесконечности.

Н а функцию f(t)  при представлении ее интегралом Ф урье накла-
+  СО

ды ваю т ограничение, а  именно полагают, что $ / (t) dt есть величина
—  00



конечная (не бесконечно большая). Это серьезное ограничение. Р яд 
функций этому условию не удовлетворяет *.

Г/2

Так как  по определению [см. формулу (9 .2 )], =  I f( t)d t ,
— Г/2

+  оо

а при Г -* -о о  J f( t)d t  есть величина конечная, то Л о =  0.
—  00

Г/2

Преобразуем выражение  ̂ f  (t) е- '*0'«' dt, стоящее под знаком
— Т/2

суммы в формуле (9.11). С этой целью произведение &со0 заменим на ш 
[под to будем понимать изменяющуюся (текущую) частоту]. В ряде 
Ф урье разность двух  смежных частот Дсо =  со0 =  2л/Г. Следовательно,
1 /Т =  Дсо/(2л).

При Г —>-оо, заменив Дсо дифференциалом du>, получим (
Г/2 + оо

Y   ̂ f  (0 е~ dt =  2“  j  / (t) е-  1<а1 dt.
— Т/2 — оо

Обозначим
+  оо

S ( i0))=  $ f^ e - W d t .  (9 .12)
—  ОО

Формула (9.12) дает возможность преобразовать функцию вре
мени f(t) в функцию частоты S(/co); преобразование (9 .12) называю т 
прямым преобразованием Фурье; а  5  (/со) — спектром функции f(t). 
Это комплексная величина, зависящ ая от вида функции f(t). В соот-

Г/2

ветствии с (9.12) в (9 .11) заменим j r  f  f  (t)е ~ dt  на ~  S(j<n)d<a
— Т/2

и учтем, что при изменении k от — сю до + о о  со =  feeо0 т а к ж е  изме
няется от — оо до +  оо. Следовательно,

О) =  - f -  СО

/ ( о = ¿л 2  s  (/“ ) е/м dc°-
0) =* —оо

Заменив сумму интегралом, получим

+ ?°
=  i  J  5(/со)е/“Мсо. (9 .1 3 )

ОО

* Среди функций /(<), для которых интеграл  ̂ / (О Л  расходится, наиболее
, —оо

важной для практики является функция /(/) =  Л, где А — постоянное число. Д ля 
того чтобы эту функцию представить интегралом Фурье, пользуются следующим 
приемом. Находят интеграл Фурье для функции ! ( ( )  =  Аег$‘ , где >  0 и / (/) =  О

+,°°
при < <  0. Д ля этой функции \ {(() <Н сходится, поэтому она может быть пред-

—  СО

ставлена интегралом Фурье. Далее в полученном выражении устремляют (5 к  нулю. 
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Ф ормула (9.13) представляет собой запись интеграла Фурье (фор
мулу обратного преобразования Фурье). Она вы раж ает непериодиче
скую  функцию /(0  в виде бесконечно большого числа синусоидаль
ных колебаний с бесконечно близкими частотами и бесконечно малыми 
амплитудами 5  (/со) ¿со [5  (/со) конечно, но произведение 5  (/со) 
бесконечно мало, так к а к  бесконечно мала величина ¿и ].

В соответствии с формулой (9.13) для нахождения реакции системы 
на любое воздействие следует его представить в виде бесконечно боль
шого числа гармонических воздействий, символическим методом найти 
реакцию системы на каж дое из воздействий и затем просуммировать 
оеакции на все воздействия.

fit)

В)
tH t

Рис. 9.1

Преобразования (9.12) и (9 .13) являются взаимно обратными пре
образованиями.

Отметим, что представление функции f(t) в комплексной форме 
в виде интеграла Ф урье [формулы (9.13)] привело к  необходимости 
формально ввести отрицательную угловую частоту.

Сопоставим формулу (9 .12) с формулой преобразования по Лапласу:

F (p )  =  S/ (/ )e r*d f
о

(9.14)

при условии, что f(t) — 0 при / < 0.
Если учесть, что f(t) =  0 при ¿ < 0 ,  и заменить р на /со, то^Э. 14) 

переходит в (9.12). Следовательно, формулы для спектра функции S  (/со) 
могут быть получены из соответствующих формул изображений по 
Л ап л асу , если в последних р  заменить на /со.

П ользуясь соотношениями § 8.39, найдем спектр функции f(t) =
— е- “*, полагая, что f{t) =  0 при ¿ < 0.



Изображение по Л апласу 1 ¡(а-\-р). Заменим р на /со и получим 
спектр & (/о») =  1/(а 4- /со); 5  (/со) есть комплексная величина, равн ая 
5 (со )е/ф*. Модуль ее равен 1/|/"а2 +со2; аргум ент ср̂ . =  агс1§ [— со/а]. 
Графики для экспоненциального импульса изображены на рис. 9 .1 , а ,  б.

Пример 110. Найти 5  (со) и ф (̂со) для прямоугольного импульса 
(рис. 9 .1 , в) амплитудой А  и длительностью t„.

Р е ш е н и е .  По формуле (9.12) находим спектр

5(/со) =  Л \ е-/“'Л  =  Л±— ^ ----- .
О

ОД
Модуль 5((о) =  — 5Ш -/
Г рафик этой функции приведен на рис. 9 .1 , г. Пунктиром пока

зана огибающая. Аргумент ф* прямоугольного импульса определим
по формуле tg  фл =  =  — tg  ~ . График ф, показан на
рис. 9 .1 ,3 . (На рис. 9 .1 , г по оси абсцисс со.)

При значениях со/и =  я ,  Зя, . . . ,  ф̂  возрастает скачком на я .

§ 9 .3 . Теорема Рейли. Теорему Рейли записывают следующим 
образом:

СО 00

j  Р  (t) dt =  (со) da. (9.15)

Функция f  (t) =  0 при t <  0 ; 5  (со) представляет собой модуль 
спектра 5  (/со) функции f  (t):

+ 00
S  (/со) =  $ / (t) e-/(W dt. (9 .16)

—  ОЭ

Если принять, что / (t) есть напряжение, приложенное к  активному 
сопротивлению в 1 Ом, то левая часть в (9 .15) представляет собой 
энергию, выделяющуюся в этом сопротивлении.

Таким образом, площадь квадрата модуля спектра S  (со), разде
ленная на я ,  является энергией, рассеиваемой в активном сопротив
лении, на которое воздействует f  (t).

В качестве основы при выводе теоремы Рейли служ ит обратное 
преобразование Ф урье

+ 00

/ (0 =  J  5  (/со) е/“'  da.
—  СО

Умножим обе части последнего равенства на f  (t) и проинтегрируем 
по t от — оо до + о о :

- f c o  - f o o• f c o  - f o o  Г - f  СО

J  /2 (t) dt =  -~ J  f(t) J  5  (/o>) e '“ '  dw dt.



В правой части изменим порядок интегрирования:
+  СО Г+ОО "1 + оо Г + ° °  ”1
$ /(О I S(/©)e/**d(D d t =  $ S (/со) $ / (O ^ d n d c o .

— 00 I----СО J  —00 L— 00 J

В соответствии с формулой (9.16)

X  f  V) * *  dt =  S ( — jn),
—  00

следовательно,
- fc o  - fc o  - f  00

J  f 2 (t) dt =  ~  J  5  (/со) 5  (— /со) da> =  ~  J  S 2 (со) da.
— 00 — CO — 00

Для перехода к  формуле (9.15) учтем, что при < < 0  функция 
/(/) =  0 . Это дает возможность заменить в левой части нижний пре
дел с — оо на 0. П риняв во внимание, что квадрат модуля S 2(co)

+ оо
есть четная функция частоты, заменим § в правой части последнего

—  00

+  СО

уравнения на 2 § . В результате получим формулу (9,15).
о

§ 9 .4 . Применение спектрального метода. Спектральный (частотный) 
метод исследования процессов в электрических цепях основан на 
использовании понятий спектров воздействующих импульсов и частот
ных свойств цепей. Особенно широко его применяют в радиотехнике 
при рассмотрении вопросов прохождения модулированных колебаний 
через усилители, фильтры и другие устройства, в импульсной технике 
при рассмотрении вопросов прохождения через четырехполюсники ко
ротких импульсов длительностью порядка нескольких микросекунд, 
а в некоторых сл уч аях  даж е нескольких наносекунд. Допускается, 
что модулированное колебание или соответственно импульс, пройдя 
через четырехполюсник, изменился по амплитуде, на некоторое время tn 
запоздал во времени, но недопустимо, чтобы существенно изменилась 
форма импульса (колебания) на выходе по сравнению с формой 
импульса (колебания) на входе. Недопустимость изменения формы 
импульса (колебания) следует из того, что именно в форме импульса 
(колебания) заклю чена информация, которую он несет.

Положим, что на вход некоторого четырехполюсника с передаточ
ной функцией К  (/со) — К  (со)е^ф(т) при нулевых начальных условиях 
воздействует сигнал fi(t), имеющий спектр 5 вх(/со). На выходе четы
рехполюсника появится сигнал f2 (t), спектр которого

5 ВЫХ (/со) =  К  (/со) S BX (/со), (9.17)

где S BX (/со) =  I fx (t) е-/“'  dt.
— 00

Так ка к  сигнал /2 (t) может отличаться от сигнала (t) по вели
чине (по амплитуде), положим в а раз, и запаздывать на некоторое



время но по форме должен быть таким  ж е , к а к  и /\ (/), то можно 
записать, что /2 =  (¿ — ¿0).

Если к функции /2 (/) применить преобразование Фурье, то о к а 
жется, что спектр функции /2 (/) равен

а 5 вх (/со) е -  /®Ч (9.18)
Действительно,

+ 00

5 ВЫХ (/(О) =  а 5 /а (* -  ¿о) е~/ш <1(.
—  00

Введем новую переменную ^  =  < — /0. Тогда
+  СО

5 .Ы1 (/®) =  « е_  /<0'° 5 /1 (к) <иг =  а е -  / « '•$„  (/со).
—  00

Сравнивая (9 .17) и (9.18), замечаем, что
К  (/со) =  /С (о)) е/ф(ш) = а е ~ 1ш>.

Следовательно, для прохождения импульса или модулированного 
колебания через четырехполюсник без искаж ения формы необходимо.

чтобы модуль передаточной функции четырехполюсника был постоянен 
(не зависел от частоты), а аргумент ср (со) =  —  ю/0 линейно изм енялся 
в функции частоты (рис. 9.2, а).

В реальных четырехполюсниках эти условия могут быть выполнены 
лишь приближенно в некоторой полосе частот, которую называют по- 

. лосой пропускания. Полоса пропускания ограничена значениями со, 
при которых отношение максимального значения К  (со) к  минималь
ному равно V 2 (рис. 9 .2 ,6 ) . Такой характеристикой обладает, н а 
пример, схема рис. 3 .42 , а. Для этой полосы приближенно полагаю т, 

_ что К  (со) =  const и ср (со) =  — со/0.
Д ля того чтобы сигнал при прохождении через четырехполюсник 

не изменил своей формы, необходимо, чтобы важнейш ие гармонические 
составляющие частотного спектра сигнала находились внутри полосы 
пропускания четырехполюсника. Д ля импульсных сигналов тр еуго ль
ной, трапецеидальной, прямоугольной, колоколообразной и некоторых 
других форм принимают, что они занимают полосу частот, грубо го 
воря, от со =  0 до со =  2л//и, где tK — длительность импульса.



Т ак как  в полосе пропускания идеальные условия для прохожде
ния импульса все ж е  не выполняются, то, проходя через четырехпо
люсник, импульс в какой-то степени искаж ается. Определить степень 
искажения можно д вум я  способами, основанными на частотных пред
ставлениях.

Первый способ состоит в непосредственном применении прямого и 
обратного преобразований Фурье.

Основные этапы этого способа таковы: 1) нахождение спектра Ux (/ш) 
входного сигнала (/); 2) определение передаточной функции четырех
полюсника /С (/со); 3) получение спектра выходного сигнала £/2(/ш) =  
=  /С(/to)i7x (/to); 4) определение u2(t) по U2 (ja>).

Последнюю операцию можно осуществить с помощью формулы 
(9.13), но практически ее удобнее выполнить, используя таблицу 
изображений по Л ап л асу , заменив /со на р в U2(ja).

Такой путь решения мало чем отличается от решения той ж е за
дачи операторным методом и для сложных схем оказывается мало
пригодным, поскольку решение достаточно громоздко, и, пользуясь 
им, трудно сделать вывод о том, как тот или иной конкретный эле
мент схемы при неизменных остальных влияет на фронт импульса и 
на его вершину. П ользуясь этим методом, трудно такж е судить о том, 
какие элементы схемы  в наибольшей степени влияют на деформацию 
фронта, какие — на деформацию вершины импульса.

В литературе по импульсной технике получил распространение 
второй способ решения, т ак ж е  основанный на спектральных представ
лениях. В основу его положено то обстоятельство, что искажение 
формы фронта выходного импульса по сравнению с формой фронта 
входного импульса зависит от свойств передаточной функции четырех
полюсника на высоких (теоретически на бесконечно больших частотах), 
а  искажение вершины импульса определяется свойствами передаточ
ной функции на низких частотах (теоретически на частотах, близких 
к  нулю).

Д ля того чтобы в этом убедиться, проделаем некоторые выкладки.
В зяв в качестве исходной формулу (8.636) и заменив в ней вход

ное напряжение и (t) на их (t), ток i (i) на выходное напряжение че
тырехполюсника u2 (t), переходную проводимость g(t) на переходную 
функцию четырехполюсника h{t), получим

t
и2 (t) =  (t) h (0) +  $ (t — т) h' (т) dx. (9.19)

о

Положим, что напряжение иг (t), подводимое в  момент t =  0 к  цепи 
с  нулевыми начальными условиями, является синусоидальным и по 
амплитуде равно 1 :

и, (0 =  1т [ 1 -е/“'] ,  (а)

где 1 представляет собой комплексную амплитуду входного напряже
ния, т. е. Ux— \. Учтем, что

(/ — х) =  Im [ 1 ■ е^ш'е (6)



о

Комплексную амплитуду напряжения и2 (/) в установивш емся 
синусоидальном режиме частоты со определим, если в квадратной 
скобке положим оо:

Из формулы (9 .20 ') следует, что свойства переходной функции 
четырехполюсника в начальный момент, т. е. к (0), определяются 
свойствами передаточной функции на бесконечно большой частоте К (/°о). 
В свою очередь формула (9.21) свидетельствует о том, что свойства- 
переходной функции при относительно больших моментах времени 
зависят от свойств передаточной функции при нулевой частоте.

Таким образом, чтобы не исказился фронт импульса, следует 
обеспечить условия неискаженной передачи на высоких частотах, а д л я  
сохранения формы вершины импульса — условия неискаженной пере
дачи на низких частотах.

Д ля того чтобы выяснить влияние отдельных элементов схемы на 
искажение формы импульса, прежде всего составляю т полную схем у 
замещения четырехполюсника, учитывая в ней все факторы, влияю 
щие на частотные свойства [паразитные емкости ламп импульсных 
трансформаторов, индуктивности рассеяния трансформаторов, емкост
ные свойства />-п-переходов транзисторов, зависимость коэффициентов 
усиления транзисторов от скорости процесса (от частоты ©)].

Затем из полной схемы замещения образуют две расчетные схемы .
Первая схема представляет собой расчетную схему для высоких 

частот  и служит для выяснения степени искаж ения фронта импульса. 
Эту схему получают из полной схемы замещения путем закорачивания 
последовательно включенных емкостей по пути следования сигнала 
(относительно больших по сравнению с паразитными) и разрыва индук
тивностей, включенных параллельно активным сопротивлениям схемы .

Вторая схема представляет собой расчетную схему для низких 
частот  и служит для выяснения степени деформирования вершины 
импульса. Эту схему получают из полной схемы замещения, оставляя 
в  ней последовательно включенные емкости по пути следования сиг-

ОО
и г (со) =  И (0) +  5 Л' (т) е - '«*  с1х.

о

Передаточная функция четырехполюсника
ОО

К  (/0>) =  0 2 (и)/и1 (со) =  /I (0) +  5 К  (т) е - '“т йх. (9 .20)
о

(9 .20 ')

(9 .21)



мала, а т акж е  индуктивности, включенные параллельно активным 
сопротивлениям, и закорачивая последовательные индуктивности по 
пути следования сигнала. Паразитные емкости в низкочастотной схеме 
не учитывают.

' В каж дой из этих расчетных схем с учетом упрощений, о которых 
шла речь в § 8 .16 , число оставшихся индуктивностей и емкостей ока
зывается значительно меньше, чем в полной схеме замещения.

Д ля каждой из схем характеристическое уравнение оказывается 
часто первой или второй, сравнительно редко третьей степени, и по-

Рис. 9.3

этому влияние каж дого  из элементов схемы на искажение фронта и 
вершины импульса может быть выявлено относительно легко. Расчет 
переходного процесса в высокочастотной и низкочастотной схемах 
производят обычно операторным методом.

Окончательный результат (кривую всего переходного процесса) 
получают, сопрягая решения для этих двух  схем. Вопрос об искаже
нии заднего фронта импульса принципиально решается так ж е, к ак  и 
вопрос об искажении переднего фронта импульса.

Проиллюстрируем сказанное на примере. На рис. 9 .3 , а  изобра
жена схема лампового усилителя на сопротивлениях, где Я н —нагру
зочное сопротивление; Ср — относительно большая разделительная 
емкость (через нее проходит только переменная составляющая выход
ной величины); С2 — относительно малая емкость нагрузки и (или) 
емкость второго каскада усиления. Пунктиром показаны источник



анодного напряжения Е, и весьма малые по сравнению с Ср (по не
сколько пикофарад) межэлектродные емкости Сс„  Сск и Сх (емкость 
анод —катод и емкость монтажа). В дальнейшем емкости Сса и Сск 
не учитываем, к а к  оказывающие малое влияние на работу схемы .

Схема замещения для расчета переходного процесса при воздей 
ствии относительно малых по амплитуде переменных составляю щ их 
представлена на рис. 9 .3 , б. Она явл яется  схемой третьего п о р яд ка . 
Укороченные схемы для формирования фронта (рис. 9 .3 , в) и д л я  
формирования вершины импульса (рис. 9 .3 , г) являю тся схемами пер
вого порядка.

Д ля схемы рис. 9 .3 , в

и  (п) =  ____ и »х.(р)____
Я* г 91 +  Р(С ! +  С2) *

№  Яэ1 — +  ( 1/̂ ?в) +  ( 1/^н)-
Для схемы рис. 9 .3 , г

I, /гЛ _ р^р^вх(р) _ 1 ! 1
^вых \Р) п,„ й I §ъ2 О, “Г Б~ •

8ъ2

Если входное напряжение представляет собой прямоугольный 
импульс (рис. 9 .3 , д), то фронт выходного напряжения будет в ви де 
нарастающей экспоненты (рис. 9 .3 , е), а вершина —в виде спадаю щ ей 
экспоненты (рис. 9 .3 , ж). Результирую щ ая кривая ивых изображ ена 
на рис. 9 .3 , з. Подбор параметров усилителя осуществляют исходя из 
допустимой деформации фронта и вершины выходного импульса по 
сравнению с входным импульсом.

§ 9.5. Определение переходной функции четырехполюсника через 
передаточную и передаточной через переходную. Если в ф ормуле
(9.20) заменить /со на р, то передаточную функцию четырехполюсника 
на комплексной частоте найдем через переходную функцию следую 
щим образом:

по
К  (р) — 1г (0) +   ̂ к' (т) е рх А%. (9 .2 2 )

о

В свою очередь переходную функцию И, (¿) определим через п ере
даточную К  (р), исходя из следующих соображений. В формуле д л я  
К  (/со), заменив /со на комплексную частоту р, получим К  (р). В ы р а
зим выходное напряжение четырехполюсника 0 г (р) через входное IIх (р) 
и передаточную функцию

и 2 (Р) =  и 1 (Р) К  (р). (а )

Так как  /г(/) есть выходное напряжение ий(1) при « !(/ ) =  1 ( 0 ,  то , 
положив в (а) 0 1 (р) =  1/р, получим



1. Чем принципиально отличается ряд Фурье от интеграла Фурье? Запишите 
и прокомментируйте формулы прямого и обратного преобразования Фурье. 2. Чем 
объяснить, что при обратном преобразовании Фурье кроме положительной угло
вой частоты <й используется и отрицательная? 3. Любая ли функция / (/) может 
быть преобразована по Ф урье? 4. Д ля функции / (t) известна F (р). Как запи
сать S  (/о)) этой функции? 5. Построить графики модуля и аргумента спектров 
функций tt~at и (1 — a t ) e~ at (функции равны нулю при i < 0 ) .  6. Сформулируйте 
и докажите теорему Рейли, дайте ей физическое толкование. 7. Что понимают 
под полосой пропускания реального четырехполюсника? 8. Чем руководствуются 
при составлении укороченных схем четырехполюсника при исследовании дефор
мации фронта и вершины проходящего через него короткого импульса? 9. Как 
определить К  (р) через h i t )  и h (t) через К  (р)? 10. Решите задачи 16.11, 16.35, 
16.36, 16.41.

ГЛАВА ДЕСЯТАЯ

СИНТЕЗ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§  10.1. Х арактеристика синтеза. Синтезом линейной электриче
ской цепи называют определение структуры цепи и числовых значений 
составляющих ее элементов Я, Ь, С по известным операторным вы
раж ениям  этой цепи или по временным характеристикам при воз
действии на вход импульса определенной формы. Одному и тому же 
операторному выражению , принятому в качестве исходного при син
тезе, может соответствовать несколько различных схем разной струк
туры . Поэтому, после того как  получено несколько решений, выбирают 
из них наиболее подходящее. Чаще всего критериями при окончатель
ном выборе схемы являю тся стоимость, габариты и масса устройства.

Задачи синтеза ставят  и решают в теории сложных фильтров, 
в теории корректирующих контуров в автоматике, связи, радиотех
нике, а такж е в кибернетике при создании предсказывающих и сгла
живающих устройств.

Синтез развивался главным образом по двум  направлениям: 1) по 
известным операторным функциям [по 1  (р) для двухполюсников и 
по передаточной функции для четырехполюсников]; 2) по временным 
характеристикам, т. е. по известному временному отклику системы 
при воздействии импульса обычно прямоугольной формы.

Эти два направления взаимно дополняют и развивают друг друга. 
В настоящее время наибольшие результаты достигнуты на первом из 
упомянутых направлений.

В § 10.2— 10.9 рассмотрены основные сведения о синтезе цепей 
по заданной операторной функции цепи (более полно об этом см., 
например, [9]). М етодика синтеза цепей по заданным временным функ
циям здесь не рассматривается (для ознакомления с ней следует обра
титься, например, к  [17 ]).

В теории автоматического регулирования распространен синтез, 
основанный на использовании логарифмических частотных характе
ристик; в импульсной технике подбор параметров электронных и по
лупроводниковых схем , т. е. в известном смысле синтез этих схем, 
производят, используя спектральный метод, рассмотренный в гл. 9.



§ 10.2. Условия, которым должны удовлетворять входные сопро
тивления двухполюсников. Если представить входное сопротивление 
двухполюсника в виде отношения д в у х  полиномов, расположенных 
по убывающим степеням оператора р,

7 („\ N (р) апр п +  an_iPri_l + . . .  +  a i p - f - ^ ...
£'W ~ M (p ) -  Ьтр’п +  Ьт ^ т ^  +  ...+Ь,р+Ьа'

то должны выполняться следующие п ять  условий:
1) все коэффициенты а и b в числителе и знаменателе до лж н ы  

быть неотрицательны (в дальнейшем будет ясно, что условие 1 вы те
кает из условия 3);

2) наивысшая степень полинома числителя (п) не может отли чаться 
от наивысшей степени полинома знаменателя (т ) более чем на 1. 
То же и в отношении минимальных степеней числителя и знам ен ателя;

3) если условиться значения р, при которых Z (р) — 0 , н азы вать  
нулями функции Z(p), а значения р, при которых Z (p) =  оо, н азы 
вать полюсами Z(p), то нули и полюсы должны быть расположены 
только в левой части плоскости р\

4) нули, расположенные на мнимой оси плоскости р, долж ны  бы ть 
только простые, не кратные;

5) если вместо р в выражение Z (р) подставить /со, то при любом 
значении со должно быть Re Z (/со) 5  ̂0.

Поясним эти требования. Из § 8.11 известно, что свободные про
цессы описываются слагаемыми вида А кер1г‘ и обязательно до лж н ы  
затухать во времени; рк — корни уравнения Z (р) =  0. Но з а т у х а т ь  
свободные процессы (слагаемые вида А  *ер*/) могут только в том с л у 
чае, если действительная часть рк отрицательна. Отсюда следует , что 
нули уравнения Z(p) =  0 должны обязательно находиться в  левой 
части плоскости р.

Поскольку каж дом у планарному двухполюснику соответствует 
дуальный, а входная проводимость дуального двухполюсника Y  (р) =  
=  Z (p)/k, где k — некоторый коэффициент, имеющий размерность Ом2 
(см. § 3 .43), то входное сопротивление дуального двухполюсника равно 
kjZ (р). Нули дуального двухполюсника, являющиеся полюсами исход
ного, т ак ж е  должны быть расположены в левой части плоскости р.

Из курса математики известно, что если имеются два кр атн ы х 
корня уравнения N (р) =  0, то соответствующие им слагаемые в ре
шении берутся в виде (C1 -\-C2t)epi. Если допустить, что на мнимой 
оси могут быть два кратных корня р =  /Р, то соответствующая им 
свободная составляющая (Cr +  C2t) && нарастала бы до бесконечности, 
чего физически быть не может. Все коэффициенты а и b в числителе 
и знаменателе Z (р) должны быть положительны. Если бы это усло
вие нарушилось, то на основании леммы, вытекающей из теоремы 
Гурвица (см. § 17.2), среди корней уравнения Z(p) =  0 появились бы 
корни с положительной действительной частью.

Поясним, почему степень т  не может отличаться от степени п 
более чем на 1. Допустим, что степень т  больше степени п на 2. 
Тогда р —>• оо является нулем второй кратности для Z (р), а  то , что



происходит при р-*-оо, можно считать происходящим на мнимой оси 
плоскости р (мнимая ось простирается в бесконечность). Но тогда 
н а  мнимой оси получается кратный корень, чего быть не может.

Проведя такое ж е  рассуждение для дуального двухполюсника, 
убедимся, что степень п не может быть больше степени т  более 
чем на 1.

Если в Z (р) вместо р  подставить /со, то Z (/со) будет представлять 
собой комплексное сопротивление двухполюсника в установившемся 
синусоидальном режиме при частоте ю, a Re Z (/со) —действительную 
часть входного сопротивления. В том случае, когда двухполюсник 
содержит активные сопротивления, его Re Z (/си) >  0 [он потребляет 
активную  мощность /2ReZ(/co)]. Если ж е двухполюсник чисто реак
тивный, то Re Z (/to) =  0. В общем случае для пассивного двухполюс
н и ка всегда должно бы ть R e Z (/со) ^  0.

Пример 111. Задано несколько выражений вида N(p)/M(p). Вы
яснить, могут ли они представлять собой входные сопротивления 
некоторых двухполюсников:

14 5 р - 6  , _ 20р»+12р+6  ЗрЗ +  Р + 1
4  25р2+  12р +  2 ’ 12р* +  8рЗ+12р2+ 13р +  1 • р п +  рг +  р + 1 '

д\ 2ра +  р  -{-1
' '  (P + l)(P 2+ i)  '

Р е ш е н и е .  Первое выражение не может представлять собой Z (р), 
т а к  как  один из коэффициентов в числителе отрицателен. Второе и 
третье выражения такж е  не могут представлять собой Z (р): второе 
потому, что максимальная степень р в знаменателе больше макси
мальной степени р числителя на 2 , третье потому, что

р .  Г 3 p 2  +  p  +  l  -I ( 1 _ (02) ( 1 _ 2 й)2)

P = /«L Р3 +  Р2+ Р  + 1 J ~  (1-а*)*(1+ < о*)

при значениях со от 0 ,7 0 7  до 1 отрицательно.' Четвертое выражение 
всем  требованиям удовлетворяет и потому может представлять собой 
Z (р) некоторого двухполю сника.

Кроме названных общих свойств Z (р) перечислим свойства Z (р) 
двухполю сников, состоящ их только из R и С, только из R и L и 
только  из L и С. RC- и ^ L -двухполюсники имеют чередующиеся 
простые нули и полюсы на отрицательной вещественной оси плоско
сти  р. Д ля #С-двухполюсников ближайшей особой точкой к началу 
координат является полюс, в  бесконечности полюс отсутствует. Д ля 
двухполюсников типа RL ближайшей к началу координат особой точ
кой является нуль, при р =  0 полюс отсутствует. Двухполюсники 
типа LC имеют чередующиеся простые нули и полюсы на мнимой оси. 
Степени полиномов числителя и знаменателя отличаются на 1.

Сущ ествует несколько способов реализации двухполюсников по за
данной Z(p), удовлетворяющей перечисленным в § 10.2 условиям. Три 
основных способа реализации рассмотрены в § 10.3— 10.5.

§  10.3. Реализация двухполюсников лестничной (цепной) схемой.
Познакомимся с понятием непрерывной дроби. Непрерывной дробью



называют дробь вида

1 <*+...

Входное сопротивление или входная проводимость лестничной (цеп
ной) схемы по типу рис. 10. 1 , а ,  в которой продольные сопротивления 
названы 2 Ъ, 1 Ь, . . .  и поперечные проводимости — У2, К4, Ув, . . . ,  
могут быть представлены непрерывной дробью.

Д ля того чтобы убедиться в этом, проделаем небольшие вы кладки . 
Найдем входную проводимость правой части схемы по отношению
к зажимам т п .  Она р авн а ----------р - . Суммарная проводимость правой

2ь + к7
части схемы по отношению к заж им ам  т п  с учетом ветви с проводи
мостью У4 равна У4 -|--------Ц — . Входное сопротивление по отношению1

к тем ж е зажимам
2ь+ К,

^4 +
г ъ+ ~

Далее определим входное сопротивление всей схемы, равное

2 1 + -----------------Ц --------------. ( ю .2)

1
1

Таким образом, возникает задача о переходе от (10.1) к (10 .2 ), т. е. 
задача о последовательном упорядоченном определении элементов лест
ничной схемы . . . ;  Уг, У4, У в, . . . ) п о  выражению (10.1). С этой 
целью:

1) располагаем полиномы N (р) и М (р) либо по убывающим, либо 
по возрастающим степеням р\

2) делим многочлен на многочлен, следя за тем, чтобы в процессе 
деления получались положительные (не отрицательные) слагаем ы е и 
чтобы они не содержали р в степени больше 1 ;

3) учитываем, что если в процессе деления возникнет необходимость 
перейти от расположения полиномов по убывающим степеням к  рас
положению их по возрастающим степеням, то эта операция вполне 
допустима.

При делении полинома N на полином М будет получено частное 
и остаток 01/М, т. е.

7 — —___ 7  -1_ _  7  I______!___
М ~  ^ 1 +  М/ОГ



При делении М/Ог будет получено частное У2 и остаток =  д-уд-.

Но § = 2 з +  +  Поэтому -5Г =  У 2+  _ , 1 Г  " •
3+ о2/о,

Н а основании изложенного процесс последовательного определения 
элементов можно представить следующей схемой:

03

Ог
0 3У 4

А

Ох
0 2^3

Оз
у«

м
01^

0|
23

ЛГ А«
21

Пример 112. Определить параметры лестничных схем, для которых 
~ . . р* +  9р2 +  8 -

№ =  рз+Зр—  ’ Располагая сначала при делении полиномы по убы
вающим, а затем (для реализации второй схемы) по возрастающим 
степеням р. К ак будет видно из дальнейшего, в процессе деления 
в  обоих случаях не возникнет необходимости в переходе от располо
ж ен и я по убывающим к  расположению по возрастающим степеням р.

Р е ш е н и е .  Производим деление, расположив слагаемые по убы
вающим степеням р:

р* +  9р2 +  8 
р* +  Зр2

р3 +  3р 6р» +  8

Р3 +  -бР т

6/?2 +  8 
6р*

10
6 р
36

10
Т р 8

10
Т р

О

Н а рис. 10.1, б изображена схема и на ней указаны  соответственно 
в  генри и фарадах значения индуктивностей и емкостей, полученные



при делении, когда слагаемые были расположены по убывающим сте
пеням р*.

Схема и параметры для второго сл уч ая , когда при делении сл а 
гаемые расположены по возрастающим степеням р, даны на рис. 10. 1 , в.

Рассмотрим далее пример, который явл яется  иллюстрацией того, 
что иногда в процессе деления возникает необходимость изменения по
рядка расположения слагаемых.

Пример 113. Требуется реализовать лестничной схемой

Z(p)- 2р3 +  Зр2 +  2р -[— 1 _ 
2р2 +  2р +  1 •

Р е ш е н и е .

2р3 +  Зр2 +  2р +  1 
2р3 +  2р2 +  р

2р2 +  2 р + 1  
P-+Z  х

2р* +  2р + \  
2рг +  2р +  2 

— 1

Ра + Р  +  1 
2

* Так как примеры имеют чисто иллюстративный характер, то не следует 
обращать внимание на то, что индуктивности и емкости в примерах достигают 
практически трудно осуществимых значений. Кроме того, реализуемые здесь Z (р) 
можно рассматривать как нормированные по ча стоте и величине (см. § 10.9). 
В этом случае от нормированных /?н, LK, Сн параметров переходят к действи
тельным, осуществить которые практически уже не составит затруднений.



Так как  получаем отрицательные слагаемые, дальнейшее деление 
прекращаем и переходим к  расположению по возрастающим степеням р:

1 + р  +  рг
1 + Р

1 +  2р +  2рг
1 + Р  +  Р*

1 + р  +  р*

р + р г
р

----

Р2 1
На рис. 10.1, г изображена соответствующая схема.
В заключение отметим, что могут встретиться такие 2{р), кото

рые невозможно представить лестничной схемой. В этом случае при
меняют второй способ реализации, описанный в § 10.4. [Второй спо
соб применяют не только в случае невозможности представления 1  (р) 
лестничной схемой.]

Если и он окаж ется неприменимым (например, при комплексных 
нулях и полюсах), то следует воспользоваться методом Бруне (см. § 10.5).

§ 10.4. Р еализац ия двухполюсников путем последовательного вы 
деления простейших составляю щ их. В качестве введения ко второму 
способу реализации двухполюсника запишем операторные сопротивле
ния для простейших одно- и двухэлементных двухполюсников. На 
рис. 10.2, а — д изображены простейшие двухполюсники и записаны 
соответствующие им операторные сопротивления; на рис. 10.2, е, ж  — 
сопротивления и проводимости и на рис. 10.2, з  — проводимость. Д ля 
рис. 10.2, а С =  1 /а0, для рис. 10.2, б Ь — а1, для рис. 10.2, в 2ак =  
=  1/С* и о)|= 1/(ЬкСк), для рис. 10.2, г ак =  Як и т к =  ЯкЩ , для 
рис. 10.2, д Ь — 1/С и с?= 1 /ЯС.

Сущность метода состоит в том, что заданное Z (р) представляют 
в виде (рис. 10.3, о)

а д - < . , Р + ь + 2 Р- ^ г + г , ( Р ) . (10.3)

Первому слагаемому агр соответствует последовательно соединенная 
индуктивность а1г второму — последовательная емкость 1 /а0. Каждому

2 аьрслагаемому вида ■ а , — соответствует последовательно соединенный
« (  2акрпараллельный резонансный контур; (слагаемому ~  паРа полюсов

р1>2 =  ±/со*, находящ ихся на мнимой оси плоскости р ). Сопротивление 
Zl (р) уж е  не содержит полюсов на мнимой оси. Функцию Z1 (p), среди 
полюсов которой нет полюсов, находящихся на мнимой оси, называют 
функцией минимального реактивного сопротивления. Возможны сле
дующие варианты для Z1 (р) *:

* В пунктах а) — в) полагаем, что коэффициенты ак , Ь* и Ь0 действительны 
и положительны.



a) в этом случае его осуществляют последова
тельным соединением двухполюсников рис. 10.2 , г\

- 4 -
.*й 
' р

ао°Т

Ч)

1(р)=а,р
a r L

S)

Lk

- О -  - г а -

m =
' f tИ—- Р

Р^+Лг Р*+Чг
LHLK

S)

z(phJ % ^ L
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г)

■ Ф -

B)
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1

. L
P + l

e)

Рис. 10.2

bk

y(b) = L L .  =J M -

р2+г т  p!+w*LK °A

4

| Ь0\ Ех (р) реализую т в  виде активного сопро
тивления Ь0 и последовательно с ним соединенных двухполюсников 
рис. 10.2, д;

Za,P 
Üj P2^ f  

<*,Р Р.. Г ПГ''~1 ГПГ'“ 1

г*-Р_
Р^щ,

0-
Z,(P)

Рис. 10.3

в) zx ( р)  =  Ь0 осуществляют в виде активного сопротивления Ь0. 
Индуктивность а ! =  lim  ^-^-(рис. 1 0 .3 ,а ) .

р  —  СО Р
Величину а 0 в схеме рис. 10.3, а  определяют как  интегральный 

вычет функции в полюсе р =  0:

o0 =  4 qs Z (р) — N (0 )/ М '(0 ).
Р~0



Коэффициент a k в  выражении определяют как интегральный

вычет функции Z (р) в  полюсе р =  /coft [ему ж е  равен вычет функции 
Z (р) при р =  — /со*, т ак  к а к  они оба действительны]:

« ■ - Æ i / w - Â -

После того к а к  найдено ак можно определить Lk и Ск двухпо
люсника рис. 10.2 , в:

С* =  1/(2 ак)\ Lk =  1/(ш %Ck).

Реализацию двухполю сника можно осуществлять не только по его 
входному сопротивлению Z (р), но и по его входной проводимости 
Y  (р)— 1/Z (р). Входную  проводимость Y (р) представляют в виде схемы 
рис. 10.3, б

Y  (р) =  а\р +  aj  +  (Р)- ( 10-4)

В соответствии с правой частью (10.4) двухполюсник осуществляют 
в  виде параллельного соединения емкости а\, индуктивности l/ai, д вух 
полюсников по типу рис. 10.2, з (им соответствуют слагаемые вида 

2а '.р \
I и двухполю сника минимальной реактивной проводимости Y2 (р),

Р "г
не содержащего полюсов на мнимой оси. Коэффициенты а'0 и а ’к опре
деляю т путем нахож дения интегральных вычетов функции Y (р) соот
ветственно при р =  0 и р  =/о)*, а С =  а [=  lim  Y (р)/р.

р-*со
Если функция У2 (р) =  2  , то ее реализуют в виде параллель

ного соединения двухполюсников рис. 10.2, е. Если функция Y2(p) =  

=  2  ¿7+7 > то ее реализую т параллельным соединением двухполюсников
рис. 10.2, ж  *. С ледует иметь в виду, что, при реализации двухпо
люсника по его Z (р) в виде последовательного соединения простейших • 
двухполюсников, начиная с некоторого этапа, может оказаться целе
сообразным перейти от сопротивления к  проводимости и дальнейшую 
реализацию осущ ествлять уж е параллельно соединенными двухполюс
никами. Потребность в таком переходе может возникнуть, например, 
ко гда остающаяся для реализации часть Z (р) имеет нуль при р =  0. 
Этому нулю соответствует полюс Y (р) при р — 0, который реализуют 
индуктивностью.

Пример 114. Реализовать Z (р) =  •
Р е ш е н и е .  Т ак к а к  Z (р) имеет полюс при р =  0 , то в схеме мо

ж ет быть выделена последовательно включенная емкость С = 1/а0, где 
a 0 =  R esZ (p ) =  2/2=  1. Ф ункция Z(p) не имеет полюсов, лежащ их

р  =  о

на мнимой оси. Поэтому в состав его не входят последовательно вклю

* Полагаем, что коэффициенты m u r  действительны и положительны,



ченные двухполюсники типа рис. 10.2, в. Определим, какое Z(p) оста
лось реализовать [назовем его Z3 (p)\.

.?« =  Рг+ 2Р 
р  р2+ 2 р  +  2 'Z3(p) =  Z(p)-

Функция г з (р) имеет нуль при р =  0 . Д л я  реализации оставш ейся
л/ / \ р2 +  2р +  2части схемы перейдем к проводимости Ул (р) =  „ ■ Полюсу этой

проводимости при р-
р  (р +  2)

: 0 соответствует индуктивность
aó =  Res Y3 (р) =  1.

р  =  о

Осталось реализовать

,+Р +  2 Р +  2*

Слагаемому р/(р +  2) в соответствии с рис. 10.2, ж  отвечает ветвь  
из последовательно соединенных 7? =  1 Ом и С =  0 ,5  Ф . В соответствии

'п11

■г

1-----1 II

_С=Э-n rL _

R'

а)

< Н Э |
S)

И h Н h

ч ь 4 1 -
4/

í“ l - п
L v J

i»ч
Рис. 10.4

с рис. 10.2, е проводимости 1 /(р 2) отвечает ветвь с £ =  1 Г и /? =  2 О м. 
Полученная схема изображена на рис. 10.4 , а.

Пример 115. Реализовать Z (р) =  —
Р е ш е н и е .  При p — 0 y Z (p )  нет полюса, поэтому последовательная 

емкость у искомого двухполюсника отсутствует. Ф ункция Z (р) имеет 
два полюса /?li2 =  ± / ,  расположенных на мнимой оси. Выделим п а 
раллельный резонансный контур рис. 10.2 , в, соответствующий этим  
полюсам:

а  Г?г- 7  (п )  (  Р3+ Р 2+ 2Р \ — — / ~ 1+2/ 1 .
Зр2+2р +  1 j p = í - 3  +  2/ +  1 2 -

Ck =  1 /2а* =  1Ф; to* =  1; l/(ft>|C*)= 1 Г.
Найдем функцию минимального реактивного сопротивления:

р  Р
¿ i  (Р) =  £ (/> )- Р2+ 1 Р +  1



В соответствии с рис. 10.2, г реализуем Zx (р) в виде параллель
ного соединения активного сопротивления 1 Ом и индуктивности 1 Г . 
Схема искомого двухполю сника изображена на рис. 10.4, б.

Двухполюсники, состоящие только из R и С, могут быть реали
зованы, например, канонической схемой рис. 10.4, в, а состоящие из R 
и L — схемой рис. 10.4 , г.

Д ля схемы рис. 10.4, в
т

* w - * ’ + ? + 2 î & ! > . - Ь
I

R' =  lim  Z (р); а 0 =  lim  pZ (p); bh =  Res Z (p).
P —* oo p -► 0 p = _

Д ля схемы рис. 10.4 , г

Z W  =  S - + p I . +  2 Ä :
*= 1

R" =  lim  Z (p); L0 =  lim  Z (p)/p.
p -*■ 0 p -*■ oo

Параметры Ri, и Lk находим, имея в виду, что сопротивление 
соответствует параллельному соединению Rh и Lk, где ak =  Rk, 

mh =  Rk/Lk, ак =  R es Z(p)/p.
p =  _ m A

§ 10.5. М етод Бруне. Основные этапы метода Бруне следующие.
1. Прежде всего проверяют, не содержит ли заданное Z (р) [назо

вем его Z3a i (p)] полюсов на мнимой оси. Если они имеются, то из 
состава Zsaj(p )  выделяю т соответствующие этим полюсам один или 
несколько последовательно включенных параллельных резонансных 
контуров. В результате получают

(10.5)

Этот этап соответствует переходу от рис. 10.5, а  к  рис. 10.5, б.
Коэффициент ак =  R es Z3aÄ (p).

p = ¡<*k
Ф ункция Z (p) не имеет полюсов на мнимой оси и представляет 

собой функцию минимального реактивного сопротивления.
2. П олагая р =  /со, в Z (ja) выделяют действительную часть, т. е. 

находят R e Z (ja )  и определяют частоту ю, при которой ReZ(/©) ми
нимальна. Эта частота может быть равна нулю, бесконечности или 
иметь некоторое конечное значение (в последнем случае ее будем на
зывать и0)- Подсчитаем т ак ж е  минимальное значение ReZ(/to), кото
рое назовем Rmi„.

3. Из Z (p) вычитают £?m¡n и находят Z1 (p). Этой операции соот
ветствует переход от рис. 10.5, б к рис. 10.5, в. Заметим, что сте
пени числителя и знаменателя Zy(p) одинаковы.



4. Если частота, при которой имеет место минимум R&Z (ĵ о), р авн а  
нулю или бесконечности, то у ж е  на этой стадии делается попы тка 
реализовать Z (р) лестничной схемой. Если ж е  минимум Ие Z (/ю) 
имеет место при некоторой ш =  ш0, отличающейся от 0 и оо, то д ал ь 
нейшую реализацию производят в соответствии с п. 5— 12.

5. Подсчитывают (р) при р =  /со0. Т ак  к а к  при частоте р =  /отв 
действительная часть 2. {р) =  Ят т , то действительная часть разности 
¿ (/ Ч > -Я т .п  равна нулю, т. е. ¿ 1 (/со0) представляет собой чисто р е ак 
тивное сопротивление Zl (/ш0) =  ¡Х г.

6. Возможны два случая. Первый, ко гда  Х 1 > 0 ,  второй, ко гд а
Х 1 <  0. Будем полагать Х1 =  со01 1 > 0  (случай Х ! < 0  рассмотрен 
в п. 12). Тогда

¿ 1 =  Х 1/со0. (10 .6)

7. Составим разность Zl (р) — р 1 х и приведем ее к  общему зн ам е
нателю.

Так, например, если исходить из того, что

7  /_\__ Р2 +  а 1Р Н~ До
1[р> Р2 +  Ь1Р +  Ьа *

то проводимость оставшейся для реализации части двухполюсника

у  ¡ п\ _  1 _______________ Рг +  1>1Р +  Ь0_____________  , «
г 1( р ) - рц  -  -  РЧЛ +  Ра (1 _  Ы х ) + р (а , -  Ь ^ )  +  а 0 ' '  >

Обратим внимание на то, что в знаменателе У0 (р) имеется с л а га е 
мое— р31 и которое при дальнейшей реализации приведет к  п о явле
нию в схеме отрицательной индуктивности.

8. Поскольку при р — /<о0 (р) — рЦг — 0 , то У0 (р) — оо, т . е. 
р — ]'со0 является полюсом У0(р). Наличие полюса у  У0 (р) позволяет 
представить оставшуюся часть двухполю сника ветвью из последова
тельно соединенных Ьг и С2, настроенной в  резонанс на частоту (о0, 
и параллельно ей присоединенного двухполю сника с сопротивлением



9. Полагаем (Р) =  Л'г (Р)/Мг (р)- Степени полиномов # 2(р) и 
УИ2 (р) должны быть такими, чтобы после приведения правой части 
(10.7) к  общему знаменателю, степень полинома числителя левой части 
равнялась степени полинома числителя правой части; то же и в отно
шении степеней знаменателей. Т ак, если У0 (р) соответствует выраже
нию (а), то г 2(р) =  (с1р +  с0)/й0.

Методом неопределенных коэффициентов можно найти си с0, с10 и
В рассматриваемом случав

С1 =  —  со~  ао> —
I"2 =  ^1^1/Фо ®о)| Сг =  1 / К 1 2).

Разность (Ь0 — а »о )> 0 ; это следует из того, что условие Х х > 0  
означает, что 1т  >  0. а при р =  /со0 (р) =  0.

10. Реализацию Z2 (р) производят, как  правило, лестничной схемой. 
Т ак , в рассматриваемом примере ¿ 2 (р) реализуют индуктивностью 
¿ з  =  сг/с10 =  — а>1Ь1/Ь0 и активным сопротивлением Я3 =  а0/Ь0 (рис. 10.5, д). 
В ажно обратить внимание на то, что Ь3 оказалась отрицательной.

11. Так как  физически осуществить отрицательную индуктивность 
невозможно, то дальнейший этап реализации в методе Бруне состоит 
в  том, чтобы три магнитно не связанные индуктивности £и ¿ 2 и 
заменить трансформатором, состоящим из индуктивностей ¿ 4 и ¿ 6, 
между которыми имеется магнитная связь (взаимная индуктивность М). 
Это действие является обратным по отношению к операции «развя
зывания» магнитносвязанных цепей.

На рис. 10.5, е изображены два участка цепи: левый до преобра
зования, правый — после преобразования; показаны положительные 
направления токов в ветвях  и указаны одноименные зажимы катуш ек. 
Напряжения м еж ду точками 1 и 2 для обоих участков цепи в силу 
их эквивалентности долж ны  быть одинаковы, т. е.

р1-\11 “Ь pL.il % =  р1ц1 х рМ.1 з,

Р1* 2 “Ь Р̂ З̂ З =  Р1~*ь1 3 рМ1
П одставляя в эти две строки /х =  / 2 +  / 3 и учитывая, что каждое 

из уравнений должно удовлетворяться при любых значениях токов, 
получаем:

М =  Ь2; ¿4 =  £ 1 +  £,г; ¿5 = /.2 + /-з, (10.9)

где и Ь-0 положительны. Окончательная схема изображена на 
рис. 10.5, ж.

12. Если условиться сумму степеней полиномов в числителе и зна
менателе ¿зад (р) назы вать порядком (р), то совокупность пере
численных операций («цикл Бруне») позволяет снизить порядок на 4. 
Естественно, что потребность в каком-либо одном или нескольких

( 10.8)



этапах в любом конкретном примере может и не возникнуть (напри
мер, в этапах 1 или 3).

Д ля 2 зад(р), порядок которых достаточно высок, может возн ик
нуть потребность применить эту последовательность операций не один 
раз. В заключение заметим, что если в п. 5 <  0 , то Ьх < 10, 
а вычитание согласно п. 7 сопротивления — р ^ ]  сводится к прибав
лению сопротивления +  р \ |.

Некоторым недостатком метода Бруне является его относительная 
сложность и необходимость введения в схему идеального трансфор
матора с коэффициентом связи К 2 =  М 21(Ь^Ь6) = 1 .

§ 10.6. Понятие о минимально-фазовом и неминимально-фазовом четырехполюс
никах. Из § 8.64 известно, что передаточная функция четырехполюсника К  (р) 
равна отношению операторного изображения выходной величины к операторному 
изображению входной. Ее можно представить в виде отношения двух полиномов.

Полюса К  (р) всегда находятся в левой части плоскости р. В самом общем 
случае часть нулей К  (р) может находиться и в правой части плоскости р .  В со
ответствии с расположением нулей передаточной функции все четырехполюсники 
можно подразделить на два класса: на минимально- и неминимально-фазовые.

Минимально-фазовыми (м. ф.) называют такие четырехполюсники, все нули 
передаточной функции которых расположены в левой части плоскости р. У  неми
нимально-фазовых (н. ф.) четырехполюсников хотя бы часть нулей находится 
в правой части плрскосги р.

Название объясняется тем, что при одинаковом значении модулей передаточ
ной функции м. ф. и н. ф. четырехполюсников фаза передаточной функции м. ф. 
четырехполюсника меньше фазы передаточной функции н. ф. четырехполюсника. 
Поясним сказанное. С этой целью разложим числитель и знаменатель передаточ
ной функции на множители:

К  (п\-  (Р - Р з )  - (Р - Р п )
^  ( р - л ) ( р - р « ) - ( р - р ™ )  ’

где рь р8, р„ —нули, а р2, р4, р т — полюсы передаточной функции. И 
нули и полюсы в общем случае представляют собой комплексные числа.

Если исследуется работа четырехполюсника в установившемся синусоидаль
ном процессе при изменяющейся частоте ш, то вместо р в К  (р) подставляют /со. 
Каждый из биномов р — р* можно представить в показательной форме в виде
р£е/ф*, где р"к — модуль, а ф* — аргумент комплекса р — р*.. Угол ф* отсчитывается 
от оси +  1 комплексной плоскости в направлении против часовой стрелки до 
положительного направления вектора р — р*. С учетом сказанного

К ( р\ _  Рп е/[(Ч,1 + <1)з+-”  + (Ря)_ ((1>2+Ч,4+-"+<Рт)]
Р ' Л - Р т

Сравним выражения для двух передаточных функций:

К' (Р)=Т ^  и к ' (р)=т = £ -
Положим, что рх и р\ равны по модулю и действительны. Нуль первого вы

ражения находится в левой части плоскости р (рис. 10.6, а), а нуль второго 
р1 =  — Рх—в правой части плоскости р (рис. 10.6, б). Пусть на вход обоих 
четырехполюсников воздействует синусоидальное напряжение частотой со. Н екото
рой конкретной частоте на комплексной плоскости соответствует точка а  на оси 
+  /. Образуем разности р —рх и р —р2 на рис. 10.6, а  и разности р —р[  и р — ра 
на рис. 10.6, б:

Р ~ Р г  _  Р± е/(ч>1—ф»). Р~Р\  =  £]_
Р - Р г  Раг ’ Р —Рг Р1



Модули этих передаточных функций одинаковы и равны р'/р1, тогда как 
аргументы различны. Аргумент ф|— ф2 первого четырехполюсника меньше аргу
мента (р; — фа второго четырехполюсника. Четырехполюсник с передаточной функ

цией К ' (р) минимально-фазо
вый, а четырехполюсник с К" (р) 
неминимально-фазовый.

В м. ф. четырехполюснике 
существует однозначная зависи

мость между модулем и аргумен
том передаточной функции. В 
н. ф. четырехполюсниках между 
модулем и аргументом переда
точной функции нег однознач
ной зависимости.

Рассмотрим совокупность 
вопросов, которые позволяют 

четырехполюсник по заданной пе-

Рис. 10.6

определить, можно ли физически осуществить 
редаточной функции или по или К-параметрам.

§ 10.7. Условия, накладываемые на параметры четырехполюсников и на пере
даточную функцию. Перед тем как рассмотреть совокупность перечисленных 
вопросов, напомним основные уравнения линейного пассивного четырехполюсника 
в 1-  и в К-форме.

Уравнения четырехполюсника в 2-форме:

01- / А 1+ / А ,;|  (1010)
?22- >О 2=  /1-̂ 21+ 4 2̂2-

Схемы для опытного 
рис. 10.7, а, б; ¿ ц  —входное

определения Z1i, 2 а2 изображены на
сопротивление четырехполюсника по отношению

к зажимам 1—1 при разомкнутых зажимах 2—2 (в § 4.2 обозначалось как

а) Ю 6) г)
Рис. 10.7

2’ )  (10.11) 
2- 1

¿.¡2 — входное сопротивление четырехполюсника по отношению к зажимам 2—2 
при разомкнутых зажимах 1—1 (в § 4.2 обозначалось ¿ 20); £12 — взаимное сопро
тивление между входной и выходной ветвями. Для схемы рис. 10.7, а напряжение 
на зажимах 2—2 О2о — /1^ 21- На основании теоремы взаимности ¿ 1г =  221-

Уравнения четырехполюсника в К-форме:

¡х =  &гУг\ +■ ¿ 2^ 12!
/а =  ̂ * 1 + 22-

Схемы для опытного определения Кц, К22 и У12= У 21 изображены на 
рис. 10.7, в, г; Уп — входная проводимость четырехполюсника по отношению 
к зажимам 1—1 при короткозамкнутых зажимах 2—2; К22 — входная проводимость 
по отношению к зажимам 2—2 при короткозамкнутых зажимах 1—1.

М ежду 1-  и У- параметрами существуют соотношения:
2п  =  Уп1\У\; г 12 =  2 21 =  - К 1а/|К|; г г2= у п /\у\; 

\У \ ^ п УМ- ¥йиИ(\У\ =  ̂ у) и =
У а  — У 21 — — £\г!\1  ¡; У22 — ̂ \\1\̂ \> I 2  | =  1/| У ] =  2 и Л2а —



Если вычеты функции ^11, 2 22, 2 12 в рассматриваемом полюсе обозначить 
соответственно Ац, кк , кп , то в любом полюсе на оси / между вычетами имеет 
шесто соотношение

*11*22-*?* &  0, (10.12*
которое называют условием вычетов. Доказательство этого условия производят 
методами матричной алгебры; в силу громоздкости оно здесь не дано {см., напри
мер, [9]). Условие (10.12) означает, что матрица вычетов ¿-параметров в полю
сах является неотрицательной. Д ля У-параметров условие (10.12) также имеет 
силу, причем под кп , 622 и к12 в этом случае следует понимать соответственно 
вычеты в полюсах функций Уп , У22 и У12 на оси /.

Заметим, что если в полюсе выполняется условие ки к22— А?, =  0, то полюс 
называют компактным. 1-  или У-параметры, во всех полюсах которых выполняется 
условие компактности, называют компактными 2-  или У-параметрами.

Входные сопротивления • четырехполюсника со стороны зажимов 1—1 при 
х. х. или к . з. со стороны зажимов 2—2, а также входные сопротивления со 
стороны зажимов 2—2 при х. х . или к. з. со стороны зажимов I —1 должцы 
удовлетворять тем же условиям, что и входные сопротивления двухполюсников 
(см. § 10.2).

Кроме того, 2-параметры любого четырехполюсника на любой частоте 
о! (р =  ¡ы) должны удовлетворять еще так называемому условию вещественной 
части (условию Геверца):

г  1\Г 22— ( 10. 13)

где /-ц =  Не 2 п (/со); г22 =  Яе  (/о>); г12 =  Ие г 12 (/со).
Соотношение (10.13) является следствием того, что матрица пассивного 

четырехполюсника является положительной вещественной. Формулы (10.12) и 
(10.13) накладывают ограничение на коэффициент усиления ф синтезируемого 
четырехполюсника. Для У-параметров условие вещественной части записы
вается так:

гп#22—£?а 2=0, (10.13')

где £и =  Ие Уп  (/ю); £22 =  Ие ^22 (/<*>); £12= ^  У12 (/»)•
В литературе по синтезу четырехполюсников используют такж е некоторые 

дополнительные понятия и теоремы (условия), до сих пор не упоминавшиеся. 
Познакомимся с основными из них.

Если у входной и выходной ветвей четырехполюсника без взаимоиндукции 
нет общего зажима, то такие четырехполюсники называют уравновешенными. Если 
общий зажим имеется, то четырехполюсник называют неуравновешенным. С прак
тической точки зрения неуравновешенные четырехполюсники выгоднее уравнове
шенных, так как содержат меньшее число элементов.

Для неуравновешенных четырехполюсников существует условие Фиалкова и 
Герста. Оно состоит в том, что: а) коэффициенты при р  в числителе и знамена
теле функции — У12, Уи  и У22 неотрицательны; б) коэффициенты при соответ
ствующих степенях р  в — У13 не превышают коэффициентов при соответствующих 
степенях р в Уп или У 22. При этом предполагается, что общий множитель, если 
он имеется в числителе соответствующей функции, не сокращается.

При синтезе четырехполюсника задается обычно его передаточная функция. 
Передаточная функция может быть задана различным образом. Т ак, например, 
она может быть задана в виде передаточной функции по напряжению или току, 
при наличии и отсутствии нагрузки на выходе четырехполюсника, с учетом 
и без учета входного сопротивления источника питания и т. п. Довольно часто 
в руководствах по синтезу цепей ее задают в виде передаточной функции по 
напряжению при питании со стороны зажимов 1—/ и х. х . на зажимах 2—2 
(см. рис. 10.7, а).

Будем ее обозначать К и х.х(Р) — Ких.х (в литературе распространено обозна
чение Г 18):

/(и л.х =  7,12 =  1/20/^1 =  212/211 =  — У и /У 22-

ПОЛЮСЫ К ах.х образуются из нулей 2 П , которые не являю тся одновременно 
нулями ¿ 12, и из полюсов ¿ 12, не являющихся одновременно полюсами ¿ ц -



Передаточную функцию К„ х.х можно представить в виде отношения двух 
полиномов по степеням р :

¡ г  а пРп +  а п~ 1 Рп~г ~Ь ■ • ■ ~Ь а1 Р Ч~ До
А ИХ.Х Ьтр т -(- Ьт_хрт~1 +  Ьхр +  60 ”

Если вынести за скобки а п в числителе и Ьт в знаменателе, то получим

—

рп +  £п^ п. 1+  + Oi 0  ̂ *
ап ап а„ а„

?m +  ̂ f=L pm-1+ - - -+ ^ P  +  %L'
° т  °т От

Отношение а п/Ьт обозначают k (или Q) и называют коэффициентом усиления  
четырехполюсника.

Как уж е говорилось, при решении задач синтеза четырехполюсников необхо
димо знать свойства Ках.х и ее составляющих Zn , Zn  или — V12 и К22. Некото
рые из них были сформулированы в настоящем параграфе. Дополним их и другими 
не менее важными, опуская доказательства. (Доказательства можно найти в спе
циальных руководствах по синтезу, например в [9].)

В п. I перечислены важные для синтеза свойства Zn, Z12, Yj j ,  K12, K ux.x< 
которые должны быть выполнены для любого четырехполюсника. В пп. I I — V- 
рассмотрены те дополнительные свойства, которыми обладают частные виды 
четырехполюсников.

I. Условия, накладываемые на  Zn , Z12, Yll t  К12, K Uzx для всех пассивных 
четырехполюсников.

A. Должно быть удовлетворено условие вычетов и условие вещественной 
части.

Б. Условия, которые должны выполняться в полюсах функций:
1) полюсы Z12, У ,2 и К„х.х не могут находиться в правой полуплоскости;
2) У Ких.х не может быть полюса в нуле и в бесконечности;
3) полюсы Z12 и К12 на оси /со — простые с вещественными значениями 

вычетов;
4) полюсы Ках.х на осн /со — простые с мнимыми вычетами.
B. Условия, которые выполняются в отношении нулей функций: нули Z12, К1а, 

Ких-х могут быть кратными и находиться в любой точке плоскости р.
II. Передаточная функция Ких.х неуравновешенного четырехполюсника б е з  

взаимной индуктивности обладает следующими свойствами:
1) ее нули могут находиться на комплексной плоскости всюду, кроме поло

жительной вещественной оси;
2) при положительных вещественных р  величина передаточной функции нахо

дится между 0 и 1;
3) коэффициенты числителя передаточной функции положительны (часть из 

них может равняться нулю) и не превышают соответствующих коэффициентов 
знаменателя при условии, что функцию не сокращают на общий множитель.

III.  Свойства передаточной функции К  „х.х уравновешенных четырехполюсников:
1) нули передаточной функции могут находиться в любой точке комплексной 

плоскости, включая и положительную вещественную ось;
2) для положительных вещественных р величина передаточной функции 

находится в пределах —1 ч -+ 1 . Крайние значения можно получить только при 
р =  0, или при р =  оо, или в обоих этих случаях;

3) коэффициенты в числителе передаточной функции могут быть отрицатель
ными, не превышая по величине соответствующие коэффициенты знаменателя при 
условии, что функцию не сокращают на общий множитель.

Частным видом четырехполюсника с общим зажимом (неуравновешенного) 
является цепная схема.

IV. Передаточная функция цепных схем обладает дополнительным свойством — 
ее нули не могут находиться в правой полуплоскости.

V. В еще более частном случае — в случае цепной схемы, собранной только 
и з  активных сопротивлений и емкостей, — нули передаточной функции находятся 
только на отрицательной вещественной оси.



Для цепных ^С-четырехполюсников нули и полюсы Yn  являются простыми, 
расположены на отрицательной вещественной оси и чередуются. Полюсы К12 рас
полагаются на отрицательной вещественной оси и являю тся простыми Нули У12 
могут быть на отрицательной вещественной оси.

Перейдем к вопросу о реализации четырехполюсника по его задан
ной передаточной функции, полагая, что она удовлетворяет условиям 
физической реализуемости. Существует много различных методов реа
лизации. В одних методах в основу положена передаточная функция 
при холостом ходе четырехполюсника, в других — передаточная функ
ция четырехполюсника, нагруженного на согласованное активное со
противление. В последнем случае принято н агр узку  брать равной 1 Ом 
и называть ее нормализованной.

В одних методах реализации сопротивление источника питания 
полагают равным нулю, в других — равным заданной величине. К а ж 
дый способ реализации, имеет те или иные огра
ничения. Т ак, реализация реактивных четырех
полюсников методом смещения нуля по заданным 
У22 и У2i  лестничной схемой, нагруженной на 
R, может быть осуществлена, если все нули ne- Ù1 2г |J Ui  
редаточной функции К и находятся в левой полу
плоскости. 0---------------*------0

Более общим, но и более сложным являет- Рис 10 g
ся способ реализации по Дарлингтону по трем 
параметрам Zn , Z2i, Z12, позволяющий учесть
внутреннее сопротивление источника, а такж е  способ реализации, в 
основе которого лежит представление передаточной функции в виде 
произведения передаточных функций нескольких согласованно нагру
женных четырехполюсников. Один из этих четырехполюсников яв 
ляется четырехполюсником постоянного затухания, другой — четырех
полюсником фазового сдвига, третий и последующие — минимально
фазовыми *.

§ 10.8. Синтез четырехполюсников Г-образными /?С-схемами.
Г-образный четырехполюсник (рис. 10.8) является делителем напряже
ния. Его передаточная функция по напряжению при холостом ходе

^2 (Р) _ ¿2 (Р) /1Г) 1Д\
UiiP) “ ¿ 1 ( r t+ z. (p ) -  [ >

В дальнейшем вместо Z1 (p) и Z2 (р) будем писать соответственно 
Zi и Z2.

Положим, что с помощью Г-образного четырехполюсника, состоя
щего из ^ C -элементов, требуется реализовать передаточную функцию 
по напряжению при холостом ходе:

Uî (p)/Ul (p) =  N/M, (10.15)
где N и М — полиномы по степеням р\ N/М удовлетворяет условиям, 
которые предъявляются к  передаточной функции /?С-четырехполюсника 
(см. § 10.7).

* Для ознакомления с различными способами реализации рекомендуется обра
титься к  [9] и [17J.



П риравняем правые части (10.10) и (10.11): 

N /М =  Т%!{ЪХ 4- Z<̂ ,

Разделим числитель и знаменатель правой части (10.16) на некото
рый полином С2 =  (}(р) (не имеет ничего общего с коэффициентом 
усиления), выбранный таким образом, что он имеет тот ж е порядок, 
что и полиномы N н М, а корни его чередуются с корнями уравне
ний N =  0  и М =  0. Тогда

2х-\-2г
N¡0. 
М/С} ■ (10.17)

Из уравнения (10.17) находим 2Га =  /<3 и 1 1 — (М — Ы)/(}. Реали
зуем двухполюсники Ъх и Ъ» по найденным операторным сопро
тивлениям *. Реализация двухполюсников производится в соответствии 
с § 10.3 и 10.4.

Аналогично производится синтез Г-образными ^¿-схемами.

§ 10.9. Четырехполюсник для фазовой коррекции. На рис. 10.9 
изображена симметричная скрещенная схема, состоящая из чисто

реактивных двухполюсников 1 Х и
Г

Рис. 10.9

Z<í, на выходе которой включено 
активное сопротивление 1?. Поло
жительные направления токов и 
напряжений указаны  на схеме.

В уравнении 0 г + 1 аг х =  1ьг 9 
заменим//2 на ¡ 2Я и учтем, что /2 =
— ¡а ~  Д . Это дает возможность 
выразить /* через /„:

/ _/ Ч
6 а я + г а •

Подставим ¡ ь в /а =  /0 —Д  и 
найдем

/ _/ А 4-^2 / __/ # +  2̂
1а 1 г гг- г х ' 1 ь ~ 1* г г- 2 х

Составим уравнение для периферийного контура:

II _07 / I п  __/V К (^14"%г) +  22,и 1 - г г . 11а +  и 2 - и 2 •
Передача напряжения

К и = и*
их •

Входной ток
/ _/ ! / __/
•*1 * а  Т "  * Ь ^2 7  7  •

* Предполагаем, что полином (?(р) может быть найден и что 2Х и удов
летворяют условиям, перечисленным в § 10.2.



Входное сопротивление

7  _0Л  _  +  +
ад +  ̂ + г ,  •

Приравняв 1 ВХ — Я,  получим соотношение 2 12 2 =  /?2. Из него сле
дует, что реактивные сопротивления и взаимно обратны.

В формулу для Кц подставим =  Я2¡ 1 Х:

|  =  ^ ( “ ) е Л1м» (а)

Т ак как  —чисто реактивное сопротивление, то модули числи
теля и знаменателя формулы (а) одинаковы и потому /(¿/(<о)=1. При 
изменении частоты ш меняется только аргумент <р((о). Четырехполюс
ник рис. 10.9 служ ит для фазовой коррекции. С этой целью его 
включают между источником питания с внутренним сопротивлением /? 
и активной нагрузкой Я, и он, не изменяя напряжение источника 
питания по модулю, поворачивает его на требуемый угол <р((о) по 
фазе, осуществляя этим фазовую коррекцию. Определим из (а) при 
нормированной нагрузке /? =  1 Ом:

*  1 - * и  * 1 +  * и  
\ + Ки ’ \ - К и '

По известному К  и (Р) найдем операторные сопротивления 1 Х (р) и 
1 г (р) и реализуем их методами, рассмотренными в § 10.3— 10.5.

§ 10.10. Аппроксимация частотных характеристик. Аппроксимация — это при
ближенная замена заданной частотной зависимости другой частотной зависимостью, 
которая точно совпадает с заданной в ограниченном числе точек, отклоняется от 
нее в допустимых пределах вне 
этих точек, давая в то же время ¡К(]х)! 
физически реализуемую функцию.

Например, кривая | /С (/о>) | '
рис. Ю.Ю, а —это частотная ха
рактеристика идеального фильтра 
НЧ | К  (/*) I = / (*). где К  ( / ^ - п е 
редаточная функция; х =  ш/шс; 
о)с —безразмерная величина, рав
ная частоте среза.

В диапазоне изменения х от 0 до
1 ) /С (¿с) |=1; при х >  1 | К Цх) |=
= 0 . Пунктирная кривая 1 рис.
10.10, б  повторяет кривую рис. 10.10, а , кривая 2 характеризует гладкую аппрок
симацию, при которой отклонение от кривой 1 неодинаково в диапазоне аппрок
симации. Кривая 3 иллюстрирует равноволновую аппроксимацию, при которой 
абсолютные значения максимальных отклонений от кривой 1 в обе стороны оди
наковы. Гладкую аппроксимацию осуществляют обычно полиномами Баттерворса, 
равноволновую —полиномами Чебышева (Кривые 2, 3 рис. 10.10, б  неточны).

Гладкая аппроксимация. Применительно к фильтру НЧ аппроксимацию квад
рата модуля передаточной функции четырехполюсника осуществляют так:

1

Рис. 10.10



Принимают, что при лс=1 | К  (¡х) [=  1/^2 , откуда т = 1 .  Полагая р =  /х, найдем 
полюсы | К  Цх) |2:

КЦх)К(-1х):  1кг
При нечетных п

При четных п

1 +  (— 1)я р2л =  0. 

p ^ l V ü ^ e W » ,  *  =  0 , 1..........п.

Р*=  (—1)1/(2"> =  е
( 2 6 +  1) 71

2л ¿ =  0, 1,
Полюсы расположены симметрично по окружности единичного радиуса. Поли

номы (р —рх) . . .  (р — р п) образуют знаменатель К  (¡х) и называются полиномами
Баттерворса. При составлении их 
используют значения рА, находя
щиеся только в левой полуплоско
сти. Это обеспечивает физическую 
осуществимость К  (р). Запишем по
линомы при я = 1, 2 , 3: 

при п = 1  (р +  1) ;_  
при я =  2 ра +  К 2 р +  1; 
при л =  3 р3+ 2р 2+ 2 р + 1. 
Задаваясь величиной требуе

мого затухания фильгра в деци
белах (обычно при х =  2) а  =  
=  10 ^  (¿/1/£/а)а, определим я :

20 1§ 1 и1!иг |
!* (/ * ) ! =

и.
К 1 + * 2Л Хп

п = -
20 lg 2

Например, при а = 1 8 д Б  п  =18/(20 lg  2) =  2,98 « s 3 .  В рассматриваемом 
примере

К { р )=  р3+ 2 р * + 2 р + 1  •
Функцию К  (р) реализуют известными методами.
Равноволновая аппроксимация. Полиномы Чебышева порядка п записывают 

в тригонометрической форме:
Тп (х) =  cos я  arccos х.

Полагая arccos.*: =  0 и имея в в и д у ,  что cos пв — cos'1 S—П ^  cos™-2 в X

X sin2 0 +  . . .  , a sin б =  |/ l —х2 , получим алгебраическую форму записи поли
номов:

тп (X) =  *" +  С\х*~* (*2— 1) +  С'пхп~1 (JC2— 1)2+  ...

Например, при я  =  5 Г5 (*) =  1б*5 —20*»+ 5*.
В интервале * = 0 - j - l  Тп (х) колеблется от 1 до — 1 (рис. 10.11, а). При 

J t>  1 Тп (х) монотонно возрастает.
Квадрат модуля нормированной передаточной функции фильтра НЧ при 

помощи полиномов Чебышева аппроксимируют так: >

!а== 1+ Y *Т*п (х) '

Максимальное отклонение. | К (jx) \ от 1 равно у 2/2:
1

K l+ Y a



V27’n W > 1 и I К  0х) l =  у т п (X)  =  у ch (л Arch x) *

Примерный вид аппроксимирующей кривой | К  (/*) | показан на рис. 1 0 .1 1 ,6 . 
Д ля заданного отклонения у  и величины затухания а  в децибелах при дт =  2 

а =  20 Ig I Ux/U2 1 =  20 lg  | 1 /К (/2) | порядок полинома Чебышева определяют по 
формуле

1 М“/20
n = ~ï~32 A rch— у — . гДе 1,32 =  Arch 2.

Например, для у = 0 ,4  и а = 3 0  дБ при х =  2

IК  (¿01 =  0,0318; « = - ¿ 2  A r c h =  =  3,84 

Принимаем п== 4.
Для составления К  Их) следует определить полюсы | К  (/*) |2, находящиеся 

в левой полуплоскости. Подставим в [ К  (jx)\ х = р кЦ и приравняем к  нулю 
знаменатель | К  Ux) 12;

1 + 7 г^ (Р *// ) =  0. «ли T n (p k/j) =  ± j/ y .

При 0 х <  1 Тп (дг) =  Т„ (РкЦ)  =  cos п  [arccos =  ±  - L .

При х > 1  Tn (x) =  Tn ( ç y ^  =  c b n  A rch -^ j- ,
_  П и
Так как  р ь —комплексное число, то arccos-Ч5— тоже комплексное число,

1
которое положим равным a *+ /ß*. Тогда

Тп ( P f )  =  cos (плк +  Ш  =  cos п а к ch nßft — j  sin ш к sh nßÄ =  ±  j/y.

Отсюда
c o sn a * c h n ß j= 0  и sin n a*  sh nß* =  ±  1/Y- 

Так как ch nß* ф  0, то

co snaft =  0 и a Ä= (2 f t+ 1) • я/(2я), й = 0 , 1, . . .  , п.
При этом

sin п а к =  ±  1; shnß ft= l/ v ; ß* =  — Arsh 1 /v-

Поскольку arccos (p*//)=œs + /ß*, то

Pk =  Ok +  ¡ b k =  / cos (a*  +  /ßÄ).

Действительные и мнимые части полюсов р к , лежащих в левой полуплоскости;

ак=  — s h ß * s i n ( 2 A+l )  Ьк =  ch ßft cos — Я- , к =  0, 1, . . .  , п.

Из последней строчки следует, что

а~ь , Ьк _  i
sh2 ß* ch2 ß*

т. е. полюсы р к расположены на эллипсе, одна полуось которого равна бЬ р*, 
другая — с11 р*.

В рассматриваемом примере при я  =  4 и 7 =  0,4 р* =  0,412, зЬр* =  0,421; 
с !1 Р* =  1,08.



Для построения эллипса чертим две окружности одну радиусом sh р*, дру
гую  радиусом ch (рис. 10. 12) и через начало координат проводим прямые до 
пересечения с окружностями под углами а*  =  (2£ + 1) (л/2п), где й =  0, 1, . . .  , л.

В примере а*= »22,3; 67; 111; 156®.
Из точек пересечения лучей с окружностью меньшего радиуса проводим вер

тикали а из точек пересечения с окружностью большего радиуса — горизонтали. 
Точки пересечения соответствующих горизонталей и вертикалей в левой полу
плоскости дают искомые полюсы. В примере р0.з =  — 0,164 ±  /0,995; р12 =  
=  — 0,388 ±  /0,416. Нормированная передаточная функция

*(/>) = 1 1
(Р -Р о )  (Р -Ра)  ( P - P i )  (Р~Рг)  [0>+  0,164)* + 0,995*] [(р + 0,388)* + 0 ,4  Ifi*]'

По К  (р) определяют схему и ее нормированные параметры  ¿ н, Сн. Для пере
хода от  нормированных к  действительным параметрам ¿ ,  С пользуются соотно
шениями /, =  £нДос и С =  Сн/сос.

Какому способу синтеза схемы и какой конкретной схеме следует отдать 
предпочтение, зависит не только от стоимости и от габаритов при практическом

осуществлении схемы, но и от того, насколь
ко фазочастотные характеристики получающих
ся четырехполюсников удовлетворяют постав
ленной задаче.

В заключение отметим, что нормирование 
распространяется не только на передаточную 
функцию четырехполюсника, но и на другие 
функции, в частности на входное сопротивле
ние или проводимость двухполюсников.

Если аппроксимируют не передаточную 
функцию, а входное сопротивление (проводимо
сть) некоторого двухполюсника, то оно обычно 
нормируется не только по частоте о)0, но и по 
величине. При нормировании 2  (р) по величи
не входное сопротивление (проводимость) делят 
на некоторую безразмерную величину /?0 >  0 . 
При переходе от схемы, реализующей норми
рованное сопротивление 2„ (ее параметры Rн, 

к той ж е  схеме, но с  ненормированными параметрами 
а параметры R, I ,  С ) -  последние определяют, качест-

2 R . /<о£, 1
венно сопоставив почленно одинаковые слагаемые у -75— =  -=г- +  -=-----[- . _р 'Ко Ко Ко /соСКо

1

(ее
Сн и частота 
сопротивление

*).
Z,

У ZH — i?„ +  /*LH-,— ^  

Получим R =  RHR0, L =  La (̂

(*  =  - - ) •  \ . “ */
C = C H/(/?o<i)(,); 0)j —величина безразмерная.

Вопросы для самопроверки

1. Определите задачи синтеза, перечислите условия, которым должны удов
летворять 1 (р) физически реализуемых двухполюсников. 2. Поясните идею реа
лизации двухполюсников лестничной схемой. Покажите, как следует упорядоченно 
определять ее элементы. Любое ли 2  (р) может быть реализовано лестничной 
схемой? 3. Как осуществить реализацию путем последовательного выделения 
простейших составляющих? 4. В чем идея реализации методом Бруне? 5. Какой 
четырехполюсник называют минимально-фазовым? 6. Запишите условия вычетов 
и условие вещественной части для 2-параметров. 7. В чем состоит задача аппрок
симации и как  она решается? 8 . Как от нормированных параметров перейти 
к  ненормированным, задавшись некоторыми R9 и ш0? 9. Решить задачи 12.3; 12.6; 
12.7; 12.10; 12.14; 12.17; 12.28.



УСТАНОВИВШИЕСЯ ПРОЦЕССЫ В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
И МАГНИТНЫХ ЦЕПЯХ, СОДЕРЖАЩИХ ЛИНИИ
С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

§ 11.1. Основные определения. В данной главе рассмотрены 
основы теории установившихся процессов в электрических и магнит
ных цепях, содержащих линии с распределенными параметрами.

Электрическими линиями с распределенными параметрами  назы
вают такие линии, в которых д л я  одного и того ж е момента времени 
ток и напряжение непрерывно изменяются при переходе от одной 
точки (сечения) линии к  другой, соседней точке.

По 1, магнитными линиями с распределенными параметрами пони
мают такие линии, магнитный поток и магнитное напряжение вдоль 
которых непрерывно меняются при переходе от одной точки линии 
к  соседней.

Эффект непрерывного изменения тока (потока) и электрического 
(магнитного) напряжения вдоль линии имеет место вследствие того, 
что линии обладают распределенными продольными и поперечными 
сопротивлениями (рис. 11.1, а).

Рис. 11.1

На схеме рис. 11.1, а  изображен участок линии с распределен
ными параметрами, через йх обозначен бесконечно малый элемент 
длины линии.

Сопротивления . . .  называю т продольными сопротивле
ниями, в них включены сопротивления и прямого, и обратного про
водов; сопротивления Ъц, 1 Ь, . . .  называют поперечными сопро
тивлениями.

В результате утечки тока через сопротивление ток ¿2 Ф IV 
Аналогично, ток £3=5г=12 и т. д. Н апряжение между точками а  и Ь 
не равно напряжению между точками с и с1 и т. д.

В электрических линиях с распределенными параметрами продоль
ные сопротивления образованы активными сопротивлениями проводов 
линии и индуктивностями двух противостоящих друг д р угу  уч астко в 
линии длиной с1х. Поперечные сопротивления состоят из сопротивле
ний утечки, появляющейся вследствие несовершенства изоляции м еж д у  
проводами линии, и емкостей, образованных противостоящими д р уг  
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д р угу  элементами (участками) линии. В магнитных линиях с рас
пределенными параметрами продольные сопротивления представляют 
собой магнитные сопротивления самих магнитных стержней, образую
щих магнитную линию, а  поперечные сопротивления обусловлены 
утечкой магнитного потока по воздуху между противостоящими друг 
д р у гу  участками линии.

Линию с распределенными параметрами называют однородной, если 
равны др уг - другу все продольные сопротивления участков линии 
одинаковой длины и если равны друг другу все поперечные сопро
тивления участков линии одинаковой длины. Т ак, участок линии 
рис. 11.1, а  однороден, если Z1 =  Z2 =  Zз =  . . .  и Z  ̂— ZЬ =  Z?,.

Линию с распределенными параметрами называют неоднородной, 
если продольные сопротивления в ней различны или поперечные 
сопротивления неодинаковы.

Кроме того, линии с распределенными параметрами можно под
разделить на две большие группы: нелинейные и линейные.

В нелинейных линиях с распределенными параметрами продольные 
и (или) поперечные сопротивления являются функциями протекающих 
по ним токов, в линейных продольные и поперечные сопротивления 
не являю тся функциями протекающих через них токов.

В качестве примера нелинейной электрической линии с распреде
ленными параметрами можно назвать электрическую линию передачи 
высокого напряжения при наличии между проводами линии тихого 
электрического разряда — явление короны на проводах. В этом слу
чае емкость между противостоящими друг другу участками линии 
явл яется  функцией напряжения между этими участками.

В качестве примера нелинейной магнитной линии с распределен
ными параметрами можно назвать линию, образованную параллельно 
расположенными магнитными сердечниками, которые в процессе работы 
линии могут насыщаться.

Когда говорят о линии с распределенными параметрами, то обычно 
этот термин мысленно связываю т с мощными линиями передачи элек
трической энергии на большие расстояния, с телефонными и телеграф
ными воздушными и кабельными линиями, с рельсовыми линиями 
автоблокировки на железнодорожном транспорте, с антеннами в ра
диотехнике и другими родственными линиями и установками.

В то ж е  время с линиями с  распределенными параметрами имеют 
дело и тогда, когда «линий» в  буквальном смысле слова, казалось бы, 
вовсе нет. Т ак , обычная индуктивная катуш ка при достаточно высо
ки х  частотах представляет собой линию с распределенными парамет
рами. Картина электрического и магнитного полей катуш ки показана 
на рис. 1 1 .1 ,6 . Линии напряженности электрического поля £  пока
заны  пунктиром, линии напряженности магнитного поля Я  —сплош
ными линиями.

Схема замещения катуш ки показана на рис. 11.1, в. Из рисунка 
видно, что кроме индуктивностей в схеме есть межвитковые емкости 
и емкости на корпус прибора (на землю).

Если по катуш ке проходит переменный ток, то через межвитко
в ы е  емкости и емкости на землю такж е идет ток. При одном и том 
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ж е напряжении между соседними витками ток через емкости тем 
больше, чем выше частота переменного тока. При низкой частоте 
(десятки, сотни, тысячи герц) ток через емкости несоизмеримо мал по 
сравнению с токами через витки катуш ки и наличие емкостей можно 
не учитывать в расчете (что и делалось до сих пор). Если ж е  частота 
тока очень велика, например сотни миллиардов герц, то токи через 
емкости могут во много раз превыш ать токи через витки катуш ки . 
В этом случае вся катуш ка в целом будет оказывать прохождению 
переменного тока емкостное, а не индуктивное сопротивление (коли
чественные изменения перешли в  качественные). При промежуточных 
частотах порядка нескольких мегагерц (когда линейные размеры к а 
тушки соизмеримы с длиной волны) индуктивная катуш ка явл яется  
типичной линией с распределенными параметрами. Если индуктивная 
катуш ка намотана на стальной сердечник, который способен насы
щаться и частота тока достаточно велика, то все устройство в  целом 
представляет собой сложную совокупность из электрической и м аг
нитной нелинейных цепей с распределенными параметрами.

В курсе ТОЭ изучают только основы однородных линейных цепей 
с распределенными параметрами. В ся  теория излагается применительно 
к электрическим линиям с распределенными параметрами на перемен
ном токе. Теория однородных линейных электрических цепей с рас
пределенными параметрами на постоянном токе непосредственно сле
дует из теории цепей переменного тока , если принять угловую  частоту 
равной нулю.

Теория однородных линейных магнитных линий на постоянном 
токе в значительной мере аналогична теории однородных линейных 
электрических линий с распределенными параметрами, только вместо 
тока в уравнении должен быть подставлен магнитный поток, вместо 
электрического напряжения — м аг
нитное напряжение, вместо продоль
ного активного сопротивления — 
продольное магнитное сопротивле
ние, вместо поперечной электриче
ской проводимости — поперечная 
магнитная проводимость.

§ 11.2. Составление дифферен
циальных уравнения для однород
ной линии с распределелными па
раметрами. Пусть /?„ — продольное 
активное сопротивление единицы 

'длины линии; Ь0 — индуктивность 
единицы длины линии; С„ — емкость единицы длины линии; 0 а — по
перечная проводимость единицы длины линии. Поперечная проводи
мость й0 не является обратной величиной продольного сопротивле
ния Я0.

Разобьем линию на участки длиной йх (рис. 11.2), где х  — рас
стояние, отсчитываемое от начала линии. На длине йх активное 
сопротивление равно Яййх, индуктивность — ¿ 0йх, проводимость

Рис. 11.2



утечки — С0 с1х и емкость — С0 (1х. Обозначим ток в начале рассматри
ваемого участка линии через I и напряжение м еж ду проводами линии 
в начале участка и. И ток, и напряжение являю тся в  общем случае 
функциями расстояния вдоль линии х и времени /. Поэтому в даль
нейшем в уравнениях использованы частные производные от и и »' по 
времени £ и расстоянию х.

Если для некоторого момента времени £ ток в начале рассматри
ваемого участка равен I, то в  результате утечки через поперечный 
элемент ток в конце участка для того ж е момента времени равен
£ +  ~  с1х, где - ^  — скорость изменения тока в направлении х. Ско
рость, умноженная на расстояние с1х, является приращением тока на 
пути с1х.

Аналогично, если напряжение в  начале участка и, то в конце 
уч астка  для того ж е  момента времени напряжение равно и

Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для замкнутого 
контура, образованного^ участком линии длиной ёх, обойдя его по 
часовой стрелке:

— и +  +  А) -¿7+ и +  -§7 ¿х  =  0.

После упрощения и деления уравнения на йх получим

~ 1 Г х = 1 0 | + ^  О 1-1)

По первому закону Кирхгофа,

1 ==£ц +  { + ^ й х .  (11.2)

Ток сИ (рис. 11.2) равен сумме токов, проходящих через проводи
мость йх и емкость С0 йх:

Л  =  ( “ + Ж  Ах) ° °  ах +  Ж  С° а х [и + ^ < 1 х ) -

Пренебрегаем слагаемыми второго порядка малости, тогда

(И =  ив0 (1х +  С0 ( 1 х ^ .  (11.3)

Подставим (11.3) в (11 .2 ), упростим и поделим уравнение на с1х: 

- §  =  С„и +  Сл£ .  (П .4 )

Уравнения (11.1) и (11.4) являю тся основными дифференциальными 
уравнениями для линии с распределенными параметрами.

§  11.3. Решение уравнений линии с распределенными парамет
рами при установившемся синусоидальном процессе. Пусть напря
жение и ток в линии изменяются по синусоидальному закону во 
времени. Воспользуемся символическим методом,



i =  /т  sin  (оit +  -> /е/“',

где / =  Ime ^ / V 2 .
Изображение напряжения

и =  Um s in  (соt +  фи) -v  t/e/“*,

где Ü =  Ume i4’aJ V  2..
Комплексы О н !  являются функциями расстояния х, но не яв

ляются функциями времени. М ножитель есть функция времени t, 
но не зависит от х.

Представление изображений тока и напряжения в виде произве
дения двух  множителей, из которых один является функцией только х, 
а  другой — функцией только i,' дает возможность перейти от уравне
ний в частных производных [уравнений (11.1) и (11 .4 )] к  уравнениям 
в простых производных. Действительно,

да  .... d i7 \
а ^ еЛ“ лГ« 

т  , d , ( п -5>L0f ^ L 9/ A e/ ^ ==/fflL0/e^; J 

1
дх dx ’
ди  • <П -6 >C0f-^/coC0í/ ^ .  J

Подставим (11.5) и (11.6) в (11.1) и (11 .4), сократив в  получен
ных уравнениях множитель

-d Ú / d x  =  Z j\  (11.7)
— dl/ d x— Y0Ú; (11.8)

где
Z0 =  R0 +  jo¡)L0; (11.9)
r o =  G„ +  /coC0. (11.10)

Решим систему уравнений (11 .7) и (11.8) относительно Ü. С этой 
целью продифференцируем (11.7) по х:

_ d w _ _ z * L  П1 1 Пd x ^ - ¿ 0 dx- (11.11)

В (11.11) вместо ~  подставим правую часть уравнения (11 .8):

=  ZnY0Ü. (11,12)

Уравнение (11.12) представляет собой линейное дифференциальное 
уравнение второго порядка. Его решение:

Ü =  A¡eyx +  Á2e~'lx. (11.13)

Комплексные числа Ах и Л% есть постоянные интегрирования, ко
торые в дальнейшем определим через напряжение и ток в начале или 
через напряжение и ток в конце линии,



у =  У ^ У 'о  (11.14)
принято называть постоянной распространения; его можно предста
вить в виде

7  =  а  +  /р, (11.15)

где а  — коэффициент затухания [характеризует затухание падающей 
волны на единицу длины линии, скажем , на 1 м (км )]; (5 — коэффи
циент фазы, он характеризует изменение фазы падающей волны на 
единицу длины линии [на 1 м (км )]:

[у ] =  [ а ]  =  [р ]=  1/км.
Ток 1 найдем из уравнения (11 .7):

Отношение 1 0/у =  2 0/ К 2 0У0 — У  2 0/К0, имеющее размерность со
противления, обозначают Zв и называют волновым сопротивлением:

<1 и 7 >

где гв — модуль; <рв — аргумент волнового сопротивления 
Следовательно,

/ =  А е- ^ - ^ е ^  (11 .16 ')
¿В В̂

§ .11 .4 . Постоянная распространения и волновое сопротивление. Как говори
лось ранее, постоянная распространения

•у =  а  +  ;Р =  |/(Ид-}-/ш/-о) (Оо+ушСо). (11.18)

Д ля линии постоянного тока ш =  0 и потому

7 =  Г а д -  (П .19)
Д ля линии синусоидального тока без потерь (7?0 =  С0 =  0)

7=/ш У~Щ;. (11.20)
Запишем формулы для приближенного определения р и а  в линии с малыми 

потерями, когда (Я0/<йЬ0) ^  1 и (С0/шС0) 1 • С этой целью перепишем фор
мулу (11.18) следующим образом:

и разложим биномы в ряды, ограничившись двумя членами каждого ряда [т. е. 
воспользуемся соотношением 1^1 + *  «= 1 +  (*/2)]. Получим

*~-тУИ:+
Следова гельно,

<|122>

Р ( 1 1 . 2 2 а >



Рассмотрим вопрос о волновом сопротивлении. Д ля постоянного тока (со =  0) 
из (11.17) следует, что

г в =  К а д Г .  (11.23)
Д ля линии синусоидального тока без потерь (£?0 =  О0 =  0)

СТ. (11.23а)

Для линии синусоидального тока с малыми потерями, когда

н ■ г г г < | ’

|+ ' ( - 5 Л 7 + 2 Й г )1- < "■«)

§ 11.5. Формулы для определения комплексов напряжения и тока 
в любой точке линии через комплексы напряжения и тока в начале 
линии. К ак и раньше, через х  будем обозначать расстояние от н ачала 
линии до текущей точки на ней.

Пусть в начале линии при х =  0 напряжение Ох и ток С оста
вим уравнения для определения постоянных Аг и Аъ через Ог и ¡ г. 
Из (11.13) и (11 .16 ') следует (л: — 0):

О ^ А ^  +  А »  (11 .25 )
¡ ¿ ^ А ь - А х .  (11 .26 )

Д ля определения Дх из (11.25) вычтем (11.26):
=  0,5 (0 1 -  / ^ з )  =  А ^ ;  ( \ 1.27)

А г =  0,5 ( 0 г +  / ,гв) =  А ^ \  ( 11 .28)

где Аг — модуль, — аргумент комплекса А^ А 2 — модуль, — эр гу - 
мент * комплекса Д2.

Подставим (11.27) и (11.28) в (11 .13):

Введем гиперболические функции. Известно, что

сЬ х =  0 ,5 (е* +  е"-*), вЬ х  =  0 ,5  (е* — е ■*).
Поэтому

0,5(е'ул: +  е~'''л:) =  сЬ ух; (11 .29 )

0,5 (е"''* — е~ух) — эЬ ух. (1 1 .3 0 )
Следовательно,

й  = 0х сЬ ух — 1 ^ в эЬ ух. (11 .3 1 )

Аналогичные преобразования, примененные к (11.16), даю т

/ =  1г сЬ ух — вИ у*. (11 .32 )

* Индексы «о» и ?п>> — начальные буквы слов «отраженная* и «падающая# 
(волны), см. § 11.8,



Формулы (11.31) и (11.32) позволяют'найти комплексы напряже
ния и тока в точке линии, расположенной на расстоянии х от ее 
начала.

Следует иметь в виду, что аргументом гиперболических функций 
в этих формулах является комплексное число ух — ах-\-$х .

§ 11.6. Графическая интерпретация гиперболических синуса и 
косинуса от комплексного аргумента. Гиперболические функции от 
комплексного аргумента сами являются комплексами и могут быть

изображены векторами на комплекс-

е ~а.«-е - /Р л _  Первый из них по модулю равен еах и по отношению к оси 
действительных значений повернут на угол рдс против часовой стрелки; 
второй по модулю е- “* и по отношению к оси действительных зна
чений повернут на угол рл: по часовой стрелке.

Гиперболический косинус равен полусумме этих векторов, а гипер
болический синус —их полуразности.

§ 11.7, Формулы для определения напряжения и тока в любой 
точке линии через комплексы напряжения и тока в конце линии. 
Обозначим расстояние от текущей точки на линии до конца линии у, 
а  длину всей линии (рис. 11.4) /:

Пусть известны напряжение и ток в конце линии 0  г и /2. Под
ставим в (11.13) и (11 .16 ') х =  1, и  =  0 2, / =  /г и составим два урав
нения для определения постоянных интегрирования Л* и Л2:

> ной плоскости.
е  ах е ]Ах Заменим ух в уравнениях (11.29) 

и (11.30) на ал: +  $ х :

е-кхе-^х

Рис. 11.3

По таблицам показательных 
функций найдем значения еах и е “■* 
и на комплексной плоскости (рис.
11.3) отложим векторы еахе№* и

у  =  1~ х . (11.33)

¿/2 =  Дге-^ +  Л е ^ ; 

/ гг в= А.р--'*1—

Отсюда

А 1 — ^  ~ 2 ^ я е~у‘ = ^ 1е/ф°;



Если подставить (11.34) в (11.13) и (11 .16 '), заменить 1 — х  на у  
и перейти к гиперболическим функциям, то получим:

Ú =  Ú2ch yy +  I2ZBsh yy; (11 .35)

/ =  I?- sh уу  +  /а ch уу. (11 .36)

Зная Ü2 и / 2 с помощью формул (11.35) и (11.36), можно найти 
комплексы напряжения и тока в точке, находящейся на расстоянии у  
от конца линии.

§ 11.8 Падающие и отраженные волны в линии. Подставим в фор
мулу (11.13) Л1е,'*)° вместо Alt Л2е/1|’п вместо Ла [см. (11.34)] и, заме
нив у на a - f/ ß , получим

Ü =  Wo+ßx) +  Л^е-вл'е/(фп-И . (1 1 .3 7 ')
Аналогичную операцию проделаем с формулой (11.16'), причем 

в дополнение заменив ZB на [см. формулу (11.17)]:

/ =  _  А  е° У  ( 4 . А  е~“У  (V ^ -^ b ) . ( 1 1 .38 ')
2В %в

Для перехода от комплексов напряжения и тока к функциям 
времени умножим правые части формул (11.37') и (11.38') на У  
и от произведений возьмем мнимую часть:

и =  Ay У 2 е ах sin (со/ +  г|з0 +  ßx) +  А г 1/2е_“* sin (со/ +  i|)n — ß*); ( 1 1.37)

A . j / ' ^ s i n  (io/ +  ^ 0 +  ß j c - 9B) +
< B

+  ■'A2. ^  e~ax sin (со/ -h — ßAT — фв). (11.38)
* B

Падающей электромагнитной волной называют процесс перемещения 
электромагнитного состояния (электромагнитной волны) от источника 
энергии к приемнику, т. е. в на
шем случае в направлении уве
личения координаты х. Элек
тромагнитное состояние опре
деляется совокупностью элект
рического и магнитного полей.
Падающая волна, распростра
няясь от источника энергии к 
приемнику, несет энергию, за
ключенную в ее электрическом 
и магнитном полях.

Отраженной электромагнитной волной называют процесс пере
мещения электромагнитного состояния (электромагнитной волны) от 
приемника к источнику энергии, т. е. в нашем случае в сторону 
уменьшения координаты х.

Падающая электромагнитная волна образована падающей волной 
напряжения [второе слагаемое формулы (11.37)] и падающей волной

Начало
линии

У

конец
линии

Рис. 11.4



^  ][2А2е - ах

—

V \ \  х
\  \  /  /  ——- —

л

Рис. 11.5

тока [второе слагаемое формулы (11.38)]. Отраженная электромагнит
н ая волна образована отраженной волной напряжения [первое сла

гаемое формулы (11.37)] и отраженной 
волной тока [первое слагаемое формулы 
(11.38)].

Знак минус у отраженной волны то
ка свидетельствует о том, что поток 
энергии, который несет с собой отражен
ная электромагнитная волна, движется 
в обратном направлении по сравнению 
с потоком энергии, который несет с со
бой падающая волна.

Каждая компонента падающей вол
ны (волна напряжения или волна то
ка) представляет собой синусоидальное 
колебание, амплитуда которого умень

шается по мере роста х  (множитель е~ах), а аргумент является функ
цией времени и координаты х.

Каждая компонента отраженной электромагнитной волны за
тухает по мере продвижения волны от конца линии к началу (мно
житель е“*). Физически эффект умень
шения амплитуд падающей и отражен
ной волн по мере их продвижения 
по линии объясняется наличием по
терь в линии.

На рис. 11.5 изображены графики 
распределения падающей волны напря
жения вдоль линии (в функции х) для 
двух  смежных моментов времени: ^ и 

>• tl . Падающая волна распростра
няется слева направо. При построении 
ПРИНЯТО (0/1 +  Т|)п =  0.

На рис. 11.6 представлены графики распределения отраженной 
волны напряжения для двух смежных моментов времени: ^  и ¿2 >  /1# 
Отраженная волна распространяется справа налево.

§ 11.9. Коэффициент отражения. Отношение напряжения отра
женной волны в конце линии к напряжению падающей волны в конце 
линии называют коэффициентом отражения по напряжению и обоз
начают К и- В соответствии с формулой (11.34)

2„ - 2в
К  и

А2е~У1 2Н + 2В
При согласованной нагрузке /(„== 0, при холостом ходе /Си= 1 . 

Коэффициент отражения по току К-, = — Ка-

§ 1 1 . 10 . Фазовая скорость. Фазовой скоростью оф называют ско
рость, с которой нужно перемещаться вдоль линии, чтобы наблюдать 
одну и ту ж е фазу колебания, или иначе: фазовая скорость —это



скорость перемещения по линии неизменного фазового состояния. Если 
фаза падающей волны напряжения неизменна, то в соответствии с фор
мулой (11.37)

©* +  'l’n — Р* =  const.
Возьмем производную по времени от обеих частей последнего 

равенства:

- ¿ - И  +  Ф n - N  =  0 , или а - ^ ~  =  0.
Отсюда

Рф =  dxjdt =  to/p.

Пример 116. Найти фазовую скорость дл я  воздушной двухпроводной 
линии с малыми потерями.

Р е ш е н и е . Из формулы (11.22 а) следует, что р =  со у  Ь0С0. Поэтому

оф =  ш/Р =  1/угЩ .  (11.39)

Индуктивность единицы длины двухпроводной воздушной линии 
[см. формулу (2 . 10)]

7 — t1« In d
L ° -  л  Ш г  •

где Цо — магнитная постоянная; d — расстояние между осями проводов; 
г--ради ус каждого провода.

Емкость единицы дликы воздушной двухпроводной линии [см. фор
мулу (19.43)]

СЛбл
0 =  Ъ (d/r) * где ^ »эл ектр и ч еская  постоянная.

Фазовая скорость

V<i> ~  У Т Ж  ~  Т и л  ~~ V  1.256 • 10-е Г/м • 8,86 • 10-12 (ф/м) ^  3 00  0 0 0  (к м / с )»

§ 11.11. Длина волны. Под длиной волны А- понимают расстояние, 
на которое распространяется волна за один период T = l/ f:

Я =  vT =  v/f. (11 .40)
Пример 117, Найти длину электромагнитной волны при / =  50 и 

5 0 - 106 Гц.
Р е ш е н и е . П р и /  =  50Гц

. 300 000 (км/с) ar\r\r\ i  \ 
к== " 50 (с-1) = 6 0 0 °  (к м )-

При / =  5 0 - 106 Гц Я =  6 м.

§ 11.12. Линия без искажений. Линия без искажений представляет 
собой линию, вдоль которой волны всех частот распространяются 
с одинаковой фазовой скоростью и затухают в равной степени.

При движении электромагнитной волны по линии без искажений 
волны напряжения и тока уменьшаются по амплитуде, но формы волн



напряжения в конце и начале линии подобны; точно так же подобны 
формы волн тока в начале и конце линии.

Неискажающие линии находят применение в телефонии. При теле
фонном разговоре по таким линиям не искажается тембр голоса, т. е. 
не искажается спектральный состав голоса.

Для того чтобы линия была неискажающей, коэффициент затуха
ния а  и фазовая скорость иф не должны зависеть от частоты; а  и уф 
не зависят от частоты, если между параметрами линии имеет место 
следующее соотношение:

Я 0/10 =  О0/С0. (11.41)

Д ля сокращения записи обозначим /?0//,0 =  О0/С0 == к. По опреде
лению, у = а  +  /Р =  V 2 о У о- Но

' 2 0 =  # 0 +  /«¿о = Ц(к +  М ;
+  /мС0 = С0 (& +  /со);

7 =  (£ +  № V  ̂ п о 
следовательно,

a  =  k V L 0C0 =  V W o '  (П-42)
р =  со ]/  L 0C0;

оф =  со/р =  1 ¡V L fio -  (11-43)

Из формул (11.42) и (11.43) следует, что коэффициент затухания а  
и фазовая скорость уф в линии без искажений действительно не зави
сят от частоты.

В линии без искажений волновое сопротивление

z s =  V zJ y 0= V l ¿ c 0
является действительным числом и также не зависит от частоты.

Чтобы убедиться, что форма волны напряжения в конце линии н, полностью 
подобна форме волны напряжения в начале линии ult возьмем напряжение на 
входе линии в виде суммы двух синусоидальных колебаний, одно из которых имеет 
частоту со, а другое 2ш, и составим выражение для ы2. Пусть

ui — Uim  sin (<M¿+ih)-f í/2m sin (2co¿ + ij>2).
Так как для линии без искажения коэффициент затухания а  не зависит от 

частоты [см. формулу (11.42)], то амплитуды обоих колебаний на расстоянии I 
уменьшаются в одинаковой степени и становятся равными Uime~al и U2me r a l.

Для линии без искажения коэффициент фазы р прямо пропорционален частоте, 
поэтому для частоты 2со коэффициент (5 в два раза больше, чем для частоты ш. 

Следовательно, мгновенное значение напряжения в конце линии

w2 =  ̂ ím e_aí sin (ш/ +  ф1 — р/)+С/2те -“г sin (2со/+ ф2—200 =

=  Ulme-<í l  sin [ «  ( t  — +  U2rnt r al sin 2<и ( t  — +i|>2j .

Вынесем e_a, за скобку и обозначим время t — через т. Получим 

и2 =  е -“ г [Ulm  sin (o)T+x|)i) +  í/2OT sin (2сот +  ф2)].



Если сопоставить последнее выражение с выражением для щ,  то можно сде
лать вывод, что напряжение в конце линии имеет ту же форму, что и напряжение 
в начале линии. Однако оно уменьшено по амплитуде за счет затухания и сме
щено во времени на ß//co =  //Иф —на время движения волны по линии длиной I.

§ 11.13. Согласованная нагрузка. Линия с распределенными пара
метрами, как правило, служит в качестве промежуточного звена между 
источником энергии и нагрузкой.

Обозначим сопротивление нагрузки Z2 (Z2 =  £ у/ 2). Если ZÍ Ф Z B, 
то падающая волна частично- пройдет в нагрузку, частично отразится 
от нее (возникает отраженная волна). Часто берут Z2 =  ZB. Такую  
нагрузку называют согласованной; при ней отраженная волна отсут
ствует. В этом можно убедиться с помощью формулы (11.34). Дей
ствительно, отраженная волна отсутствует, так как Лх =  0:

Аг =  0,5 (Ü2 -  12Z„) е-у‘ =  0,5 {Ü2 -  Ü2) е ^ ' -  0.

§ 11.14. Определение напряжения и тока при согласованной 
нагрузке. Чтобы получить формулы для определения напряжения и 
тока в любой точке, удаленной от конца линии на расстояние у , 
в формулы (11.35) и (11.36) вместо ZB подставим Z2, заменим I 2Z2 на 
Ü2 и Ü^JZ.j на /2. Получим:

^  — ^2 (ch уг/ +  sh уу) =  Ü2eVJ/; (11.44)
I =  I2{chyy +  shyy) =  l 2ev». (11.45)

В начале линии при у =  1

Ог =  Ü .^ 1 =  L'2e /4>t/*e“VP/; |

¡ l =  /2ev' =  /2е̂ Ф/,еа 'е/^, j
(11.46)

где U2 — модуль, а фу, аргумент комплекса i/2; / 2 —модуль, а 
аргумент комплекса /2.

§ 11.15. Коэффициент полезного действия линии передачи при 
согласованной нагрузке. Коэффициент полезного действия линии пере* 
дачи равен отношению активной мощности в конце линии Р2 к актив
ной мощности в начале линии /?х:

Р2 =  U2I2 cos (фу, — ф/,) =  U2I2 cos фв,

где фв —аргумент волнового сопротивления ZB.
При согласованной нагрузке угол между Ùx и также равен фв, 

поэтому в соответствии с формулами (11.46)
Ру =  U J y  cos фв =  U2I 2ei0il cos фв.

Следовательно,
ч\ =  P 2/P1 =  e~2al. (11 .47)

§ 11.16. Входное сопротивление нагруженной линии. На рис. 11.7 
изображена схема, состоящая из источника напряжения Ù1, линии 
с распределенными параметрами длиной I и нагрузки Z2. Входное



сопротивление 2 п  =  и 111л . В формулах (11.35) и (11.36) вместо у  
подставим I и заменим 0 2 на Получим

гу  /2̂ 2 сЬ у1 $11 у1
" ВХ-------- у >

/а -  в11 +^а¿В
ИЛИ

г вх=  ^ м +2в5Ьу-- (11.48)
-а-  вЬ у/ +  сИ у/
¿В

Если нагрузка согласована (т. е. Z2 =  ZB), то из (11.48) следует, 
что входное сопротивление равно волновому:

7  _  г в (сЬу/+5Ь у1) _  7  
вх зЬ у /+ сЬ у / в'

§ 11.17. Определение напряжения и тока в линии без потерь.
Строго говоря, линий без потерь не суще
ствует. Однако можно создать линию с очень 
малыми потерями (с очень малыми Я0 и С0 
по сравнению с озЬ0 и соС0 соответственно) 
и распространить на нее теорию линий 
без потерь.

Из предыдущего [см. формулу (11.29)] 
известно, что если к 0 =  60 =  0, то

! * ...................1

) | 4

Рис. 11.7 у =  а +  /Р =  /со У  L0C0,

т. е. коэффициент затухания а  =  0, а коэффициент фазы {$ =  ю У 7,0С0- 
При этом волновое сопротивление ZB =  Y L jC 0 является чисто 

активным [см. формулу (11.23 а)].
Для определения напряжения Ü и тока / в любой точке линии 

обратимся к формулам (11.35) и (11.36):

Ü =  £/„ ch уу  + /2ZB sh уу,

1 =  y * -s h y y ± I 2chyy. 
t В

Учтем, что уу =  (а +  /р) г/ =  (0 +  /Р) г/ =  j$y.
Гиперболический косинус от мнимого аргумента jx  равен круговому 

косинусу от аргумента х:

ch jx — 0,5 e~fx) =  0 ,5 (cos *4 - j s inx  +  c o sa ;  — j  s in x) — eo sx. 

Следовательно, ch yy  =  ch j$ y  — eos py.
Гиперболический синус от аргумента jx  равен круговому синусу 

от аргумента х, умноженному на /:

sh jx  =  0,5 (e/JC — ?г1х) =  0,5 (cos x +  j  sin x — cos x +  j  sin лг) — j  sin x. 

Следовательно, sh yx =  sh jfiy =  j  sin py.



Поэтому для линии без потерь формулы (11.35) и (11.35) пере
пишем следующим образом:

О =  и 2 го$§у +  }121 ъ$т$у\  (11 .35 ')

/ =  / -^ -8ш р^ +  /2со$р^. (11 .36 ')

§ 11.18. Входное сопротивление линии без потерь при холостом 
ходе. При холостом ходе / 2 = 0. Поэтому

г , „ ,-4 -  = с” «  (п.49)
'  ¡ ^ ш ()  181,9

¿в
Исследуем характер изменения „ при изменении расстояния у  

от конца линии до текущей точки на ней.
В интервале значений $у от 0 до я/2 tg Ру  изменяется от 0 до оо , 

поэтому 1 ВХХХ имеет емкостный характер (множитель —/) и по модулю 
изменяется от се до 0 (рис. 1 1 .8, а).
На рис. 11.8, а расположение 
кривой выше оси абсцисс соответ
ствует индуктивному характеру реак
тивного сопротивления линии х, ни
ж е оси — емкостному. В интервале 
значений ру  от я /2 до я  tg ру  
отрицателен и изменяется от — оо 
до 0, поэтому £ ВХХшХ изменяется по 
модулю от 0 до оо и имеет индук
тивный характер (множитель + } )  
и т. д.

Таким образом, изменяя длину 
отрезка линии без потерь, можно 
имитировать емкостное и индуктив
ное сопротивления любой величины. Практически это свойство ис
пользуют при высокой частоте в  различных радиотехнических уста
новках.

§ 11.19. Входное сопротивление линии без потерь при коротком 
замыкании на конце линии. При коротком замыкании на конце линии 
и 2 =  0 и из формул (11.35') и (11.36') следует, что входное сопротивление

___  к.з =  /2, ^  рУ =  1 VЬо/С0 ^  Ру, ( 1 1 .50)
где р = со]/1(1С0-

Будем менять длину отрезка линии у  и исследуем характер изме
нения входного сопротивления.

В интервале значений $у от 0 до я/2 рг/ положителен и изме
няется от 0 до оо, следовательно, в этом интервале входное сопротив
ление имеет индуктивный характер и по модулю изменяется от 0 до оо 
(рис. 1 1 .8, б).



В интервале ßy от л/2 до я  входное сопротивление имеет емкостный 
характер и изменяется по модулю от оо до 0 (в точке ßy =  л /2 tg §у 
скачком изменяется от +  °° ДО — °°).

Таким образом, изменяя длину отрезка короткозамкнутой на конце 
линии, также можно создавать различные по величине индуктивные 
и емкостные сопротивления. Отрезок короткозамкнутой на конце линии 
без потерь длиной в четверть длины волны теоретически имеет входное 
сопротивление, равное бесконечности, Это позволяет применять его при 
подвеске проводов в качестве изолятора.

§ 11.20. Входное сопротивление линии без потерь при реактивной 
нагрузке. Определим входное сопротивление линии без потерь при 
чисто реактивной нагрузке Z„ =  /XH (в § 11.20 а  заменить на ß):

1  , .v • /'Z„ cosauitgа (/+-§!-]_  Z„cosa y  +  ]ZB smai/ ß B J
BX z  Г Z 1 *cos a y + j - ^ -  sinai/ cosay 11 tgaj/J

Обозначим — /ZH/ZB =  tg v  и учтем, что tg (aу + v) =  ^  * .
Получим

Zbx =  ß B -¿ “I ^ ¿ gaVy- =  jZB tg (a у  +  v), (11.51)

т. e. входное сопротивление изменяется по тангенсоиде, начало которой 
смещено на угол v.

При индуктивной нагрузке

Х а =  ft>L; t g v >0 ;B̂
при емкостной

X = ___ !_• t e v = __/ -^ __ мС  ̂ — 1  • v <r 0
н о)С ’ ® I ZB toCZB ’ v < u -

§ 11.21. Определение стоячих электромагнитных волн. В линиях 
без потерь при холостом ходе, коротком замыкании, а также при чисто 
реактивных нагрузках возникают стоячие электромагнитные волны.

Стоячая электромагнитная волна представляет собой электромаг
нитную волну, полученную в результате наложения движущихся 
навстречу падающей и отраженной электромагнитных волн одинаковой 
интенсивности.

Стоячая электромагнитная волна образована стоячими волнами 
напряжения и тока. Математически такие волны описываются произ
ведением двух периодических (в нашем случае —тригонометрических) 
функций. Одна из них — функция координаты текущей точки на линии 
(в нашем случае ßi/), д р у га я —функция времени (at). Стоячие волны 
напряжения и тока всегда сдвинуты по отношению друг к другу 
в пространстве и во времени.

Сдвиг во времени между стоячими волнами напряжения и тока 
равен 90°, сдвиг в пространстве — четверти длины волны [см. форму
лы (11.52 ') и (11,53'), (11 .54 ') и (11.55')].



0-
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Точки линии, где периодическая функция координаты проходит 
через нуль, называют узлами, а точки линии, в которых периодическая 
функция координаты прини
мает максимальные значения,
— пучностями.

При возникновении стоя
чих волн электромагнитная 
энергия от начала к концу 
линии не передается. Однако 
на каждом отрезке линии, 
равном четверти длины вол
ны, запасена некоторая элек
тромагнитная энергия.

Эта энергия периодически 
переходит из одного вида 
(энергии электрического поля) 
в другой (энергию магнитного 
поля).

В моменты времени, когда 
ток вдоль всей линии оказы
вается равным нулю, а напря
жение достигает максималь
ного значения, вся энергия 
переходит в энергию электри
ческого поля.

В моменты времени, когда напряжение вдоль всей линии равно 
нулю, а ток достигает максимального значения, вся энергия переходит 
в энергию магнитного поля.

§ 11.22. Стоячие волны в линии без потерь при холостом ходе 
линии. Из формул (11.35') и (11.36 ') следует, что при холостом ходе

О =  Ог сое р«/; (11.52)

/: '

К Г **

а -
Линия ЧВТ

—

Рис. 11.9

Ч Уц/С,
^¡п Р у. (11.53)

Для перехода к функциям времени умножим правые части формул 
(11.52) и (11.53) на ]/г2еу’®< и от полученных произведений возьмем 
мнимые части:

и — У 2 С/ 2 СОБ ру  в т  со/;

• э т  Р у з т  (со̂  +  90°).У 2 и 2
Ущса

(11.52')

(11.53')

Угол 90° в аргументе у синуса в формуле (11 .53 ') соответствует 
множителю / в формуле (11.53).

В точках $у =  кл, где ¿ =  0, 1, 2, . . . ,  будут узлы тока и пучности 
напряжения.



График стоячих волн напряжения и тока для трех смежных момен-з
тов времени « ^  =  0, со/г =  я/2 и =  показан на рис. 11.9: а— 
напряжения, б —тока. Сплошными линиями обозначена волна при 
о/! =  0 , тонкими — при со/2 =  я/2 , пунктирными — при со/3 = у  я  для 
напряжения и при ю£3 =  я  для тока.

§  11.23. Стоячие волны в линии без потерь при коротком замы
кании на конце линии. Из формул (11.35') и (11.36') следует, что при 
коротком замыкании на конце линии

Д ля перехода к мгновенным значениям умножим правые части 
формул (11.54) и (11.55) на ]/ 2  е^ш' и от произведений возьмем мни
мые части:

В правой части формулы (11 .54 ') —в формуле для напряжения — 
есть множитель sin sin (со/+  90°), как и в формуле (11.53') для тока i.

Следовательно, картина стоячей волны напряжения при коротком 
замыкании на конце линии качественно повторяет картину стоячей 
волны тока при холостом ходе линии.

Аналогично, картина стоячей волны тока в короткозамкнутой 
Л|инии качественно повторяет картину стоячей волны напряжения при 
холостом ходе линии.

§  11.24. Четвертьволновый трансформатор. Для согласования линии 
без потерь, имеющей волновое сопротивление ZBl, с активной нагруз
кой ZH =  R n =£= ZBl применяют четвертьволновый трансформатор (ЧВТ). 
Он представляет собой отрезок линии без потерь длиной в четверть 
волны А./4 с волновым сопротивлением Zb2. Сопротивление ZB2 рассчи
тывают так , чтобы входное сопротивление в схеме рис. 11.9, в по отно
шению к  точкам а и b оказалось равным ZBl (при этом на линии 
с ZBl не будет отраженных волн, следовательно, не будет и потерь 
энергии от них):

Отсюда г в2= у
На линии с Zв2 есть и падающие и отраженные волны, но протя

женность этой линии мала, поэтому и потери в ней относительно 
не велики.

Ü =  /72 V T J C 0 sin р</; 

/ =  / 2 eos р у.

(11.54)

(11.55)

и =  2 / 2 y"L0/C0 sin ру  sin (coi+  90°); 

i — \/Г2 / 2 eosPí/sin coi.

(11.54')

(11.55')

eos 90°+ j  -y — sin 90°



§ 11.25. Бегущие, стоячие и смешанные волны в линиях без 
потерь. Коэффициенты бегущей и стоячей волн. При согласованной 
нагрузке на линии имеются только бегущие волны напряжения (Ü =  
=  и тока (/ =  /ге/̂ у). Так как при любом у\е^у | =  1, то
для бегущей волны действующее значение напряжения и тока вдоль 
линии неизменно (рис. 11.10, а). При воз
никновении на линии стоячих волн действу
ющее значение напряжения на линии изме
няется в функции расстояния у  пропорцио
нально! cos ру | при холостом ходе [см. фор
мулу (11.52)] или пропорционально | sin рг/1 
при коротком замыкании [см. формулу 
(11.54)].

При несогласованной активной нагруз
ке на линии возникает смешанная волна — 
комбинация бегущей и стоячей волн. Если 
обозначить m =  ZB/ZH, то

Ü =  Ü2 cos p«/-f jmÜ2 sin Py =
=  (J2 eos рг/ +  jÜt sin py  - f  jÜ2 (m — 1) sin py,
или

O =  Ú2e>Vy +  / (m — l) í/ 2sin Рг/.

Первое слагаемое определяет бегущую, второе — стоячую волны.
Распределение напряжения на линии в функции расстояния у

U =  £/а ]/" cos2 р у  +  т г sin2 р у.

При т >  1 напряжение на конце линии минимально, а через 
четверть длины волны $у — я/2 максимально (рис. 11.10, б). При т < 1  
напряжение на конце линии максимально, а через Рг/ =  я/2 минимально' 
(рис. 1 1 . 10, в).

Коэффициентом бегущей волны называют отношение минимума 
напряжения смешанной волны к ее максимуму: K6,B =  Umi„/Umax.

Коэффициент стоячей волны /Се.„=  1//Сб.в-

§ 11.26. Аналогия между уравнениями линии с распределенными 
параметрами и уравнениями четырехполюсника. Напряжение и ток 
на входе линии с распределенными параметрами (Üít ¡ t) связаны 
с напряжением и током в конце этой линии (í/2, /2) следующими 
уравнениями [получены из (11.35) и (11.36), в которые вместо у 
подставлена длина всей линии /]:

=  Ü2 ch yl +  1 2ZB sh y l ; sh y l +  / 2 ch yl.

Сопоставим их с известными из ч. I учебника уравнениями четы
рехполюсника: Üx =  AU2-\-BÍ¿, /х =  CU2-}-D i2. Из сопоставления 
следует, что уравнения по форме полностью аналогичны, а если при-

М  а) °  
'  и

Г \ Г \ Г \

6) 0 
'  и

W V
f i y  в)

Рис. 11.10



нять, что

В ^ г ^ Ъ у Ь  (11.57)

С =  в Ъу1&в, (11.58)

то зависимость между Ог и 0.1У и / 2 и зависимость между 1Ъ и 0 2, 
и / 2 в линиях с распределенными параметрами точно такие же, как 
и в четырехполюснике. Другими словами, при соблюдении условий
(11.56) —(11.58) четырехполюсник эквивалентен линии с распределен
ными параметрами в отношении связи между входными и выходными 
токами и напряжениями.

Если сопротивление нагрузки 2 Н =  то у четырехполюсника, 
как  и у линии, 2 В,  =  (см. § 11.17). Входное сопротивление в этом 
случае повторяет и потому называется повторным.

§ 11.27. Замена четырехполюсника эквивалентной ему линией 
с распределенными параметрами и обратная замена. При перемене 
местами источника и нагрузки в схеме рис. 11.7 токи в источнике 
и нагрузке не изменятся. Таким ж е свойством обладает симметричный 
четырехполюсник. Поэтому однородная линия с распределенными 
параметрами может быть заменена симметричным четырехполюсником 
и, наоборот, симметричный четырехполюсник можно заменить участком 
однородной линии с распределенными параметрами. При замене будем 
исходить из уравнений (11.56) —(11.58) и зависимостей, с помощью 
которых параметры симметричного четырехполюсника связаны с коэф
фициентами Л , В, С.

Д ля симметричной Т-схемы замещения четырехполюсника

или

или

г х= (А -\ )1С -, (11.59)

2 3 — 1 /С, (11.60)

Л = Я  =  1 +  -!*-;¿3
(11.61)

**3
(11.62)

с - (11.63)

схемы
= (11.64)

2 6 =  Б / (Л -  1), (11.65)

Л =  1 -\~ jrl ( 1 1 .66)

в  =  г , ; (11.67)

С — — 4- —  °  -  1 ъ +  г\ • ( 1 1 .68)



Рассмотрим сначала последовательность операций при замене Т-и 
П-схем замещения четырехполюсника эквивалентной ему линией 
с распределенными параметрами (имеется в виду замена при фиксиро
ванной частоте).

Пусть известны параметры Z, и 2 ,  в Т-схеме (Z4 и Zs в П-схеме). 
Требуется найти Z„ и y l для эквивалентной линии.

По формулам (11.61) — (11.63) [или соответственно (11.66) — (11.68)] 
находим коэффициенты А, В , С.

Для определения волнового сопротивления ZB разделим (11.57) 
на (11.58):

Z ^ V B jC .  (11.69)

Для определения y l составим выражение для thy/, использовав
(11.56), (11.57) и (11.69):

В

но th yl =  eV*~~e~Y' -.
eY' +  e-Y'

Умножив и числитель, и знаменатель последней формулы на eY', 
получим

th y l =  — -— -.1 . e * v ' + l
Отсюда

eiiv< = eaa/e/2p; =  -j +  ̂ g  > j 7 1)

Правую часть формулы (11.71) переведем в показательную форму. 
Пусть она будет равна M e,v. Тогда еш  =  М , и так как  eJV — e^(V42lU,=  
=е^2(4/, где ¿  — целое число, то 2р/ — 2kn =  v. Отсюда

p/ =  j  +  foi. (а)

Для реальных линий /?0, L0, С0, G0 >  0. Это накладывает условие 
на определение к. Следует подсчитать р/ по приближенно известному 
значению фазовой скорости в линии

Р / =  0)//Уф (б)
и затем, сопоставив значения р/, найденные по (а) и (б), определить к, 
округлив его значение до ближайшего целого числа.

Рассмотрим теперь последовательность операций при замене линии 
с распределенными параметрами эквивалентным ей четырехполюсником.

Известны yl и Z„. Требуется найти сопротивления Zx и Z,. в Т-схеме 
(Z4 и Z8 в П-схеме). С этой целью по (11.56) — (11.58) находим значения 
коэффициентов А, В, С, а затем по (11.59) и (11.60) определяем Z1 
и Z3 для Т-схемы [или по (11.64) и (11.65) сопротивления Z4 и Z6 
для П-схемы].

Любой ли симметричный четырехполюсник можно заменить участком линии 
с распределенными параметрами и любую ли линию с распределенными параметрами 
можно заменить четырехполюсником?



Очевидно, подобную замену можно осуществить, если полученные в результате 
расчета параметры таковы, что заменяющее устройство физически можно выпол
нить. Как правило, замена участка линии с распределенными параметрами четы
рехполюсником возможна всегда, а обратная замена — не всегда. Она невозможна 
в тех случаях, когда в результате расчета волновое сопротивление окажется чисто 
мнимым числом; в реальных линиях этого не бывает.

§ 11.28. Четырехполюсник заданного затухания. Включаемый 
между источником сигнала и нагрузкой четырехполюсник, предназна
ченный для ослабления амплитуды сигнала в заданное число раз, 
называют четырехполюсником заданного затухания (аттеню атором). 
Его собирают обычно по симметричной Т- или П-схеме и нагружают 
согласованно.

Положим, что требуется найти сопротивления Zx и Z3 такого 
четырехполюсника, собранного по Т-схеме, полагая известными зату
хание (в неперах) и характеристическое сопротивление Zc. Исходим 
из двух соотношений:

ch а  =  1 +  -£— и Zc =  VB/C =  V 2 Z 1Za +  Z\.
/3

Из первого находим Zj/Z3 =  ch а — 1 и подставляем во второе.
Пример 118. Дано: а =  0,963 Нп; Zc =  700 0 m .
Найти Z* и Z3.
Р е ш е н и е .  Z jZ 3 =  ch 0,963* — 1 = 0 ,5 ; ZX =  0,5Z3; ZC =  2,25Z1; 

Zj =  311 Ом; Z3 =  622 Ом.

§ 11.29. Цепная схема. На практике приходится встречаться со 
схемой, представляющей собой каскадное включение нескольких оди

наковых симметричных четырехпо
люсников (рис. 1 1 . 1 1 ).

Такую схему принято называть 
цепной схемой. Исследование расп
ределения тока и напряжения вдоль 
цепной схемы удобно проводить, 
используя теорию линий с распре
деленными параметрами. Действи
тельно, в предыдущем параграфе 
говорилось о замене одного четырех

полюсника отрезком линии длиной /, имеющей постоянную распрост
ранения 7 и волновое сопротивление ZB. Если число четырехполюсников 
равно п, то длина отрезка линии с распределенными параметрами 
будет в п раз больше, т. е. равна nl.

Обозначим напряжение и ток на выходе п четырехполюсника 
через Оп+1 и /л+1; тогда напряжение и ток на входе первого четырех
полюсника

Ох =  £/n+1 ch ynl +  / „+1ZB sh ynl; (11.72)

Л  =  ■%±i sh ynl -f- / n+1 ch ynl. (11.73)¿B

* Таблицу гиперболических функций см, в § 8.18.

Uz Oj ¿г)

.

--- 9S

Рис. 11.11



Напряжение и ток на входе к от начала четырехполюсника
Ок =  Оп̂ с Ъ ( п -к  +  1)у1 +  1п+1г в 8Ъ(п — к + 1 ) у 1 ;  (11.74)

/* =  - % ^ 8Н(и — \)у1 +  1п+1сЪ(п — к +  1) 7/. (11.75)¿'В
Рассмотрим несколько числовых примеров на материал, изложен

ный в § 1 1 .1  — 11.28.
Пример 119. Д ля некоторой линии длиной 5 км на частоте 1000 Гц 

были проведены опыты по определению ее входного сопротивления при 
холостом ходе и коротком замыкании на конце линии. Оказалось, что 
2„хх.х =  535е~/64° Ом и 2 вхк.з =  467,5е~/10' Ом. Требуется найти волно
вое сопротивление и постоянную распространения у этой линии.

Р е ш е н и е .  Из формулы (11.48) следует, что при холостом ходе, 
когда 2 2 =  оо,

2 в х х .х  =  г в/ Ш Т / .

При коротком замыкании, когда Zi — 0,
^вхк.з ~  2в ^  у/,

отсюда
г я =  V 2 Вх х .х2 в™ . з  =  У  535е-/^467,5е-/ ‘0° =  500е-/37° Ом;

№ у1 =  вхк.з/2Вхх.х =  0,935е/” “.
По формуле (11.71),

е2а/е /гр/ —  1 +  0,935е*27 __ ^ J | е/81м0, _  е 1,414е/1,414- 
1 — 0,935б^

4,11 =  е1-414; 81°10' =  1,414 рад; 2а/ =  1,414; 
сс= 1,414/(2/) =  0,1414; 20/= 1,414; р =  0,1414 (6 = 1 ); 

у =  а  +  /Р =  0,2е/45° км-1.
Пример 120. Определить ¿ 0, в 0 и С0 для линии примера 119, 

полагая Zв =  500е~'37° Ом и у  =  0,2е'45° км-1.
Р е ш е н и е .  В соответствии с формулами (11.17) и (11.18) yZв =̂  

=/?„+ /&)£(,. Следовательно,
/?о +  ¡иЦ, =  0,2е/45° • 500е~/37° =  ЮОе/8“ =  99 +  /13,9,

или
/?„ =  99 Ом/км и ¿ 0 =  13,9/(2я • 1000) =  0,00222 Г/км;

у/гв =  с 0+ /сйС0.
Таким образом,

С0 +  /соС0 =  0,2е/457(500е_ /37°) =  0,0557 • 10- 3 +  /0,396 • 10-3.
Пример 121. Линия примера 120 подключена к постоянному 

напряжению ((о =  0). Определить напряжение и ток в начале линии, 
если на конце линии включена нагрузка 400 Ом и ток в нагрузке 
0,5 А.

Р е ш е н и е .  По формуле (11.23) находим волновое сопротивлениа 
линии Zв для постоянного тока:

2 В =  УЩ[О0 =  1/ 99/0,0557 • 10 3 =  1330 Ом.



Постоянная распространения [см. формулу (11.19)]

у  =  УЩ Го =  ] / 99-0,0557 - 10 3 =  0,0743 к м 1.

По формулам (11.35) и (11.36), при у  =  1

U1 =  U2 c h y l +  I2ZB sh у i, Jt =  / 2 ch у I +  sh yl.

По условию, / 2 =  0,5 A; U2 =  J 2R 2 =  0,5 • 400 =  200 В; yl =  ct/=0,0743X  
х 5  =  0,371; ch а / =  ch 0,371 =  1,07, sh a l =  sh 0,371 = 0,379. Следова
тельно,

Uj. =  200-1 ,07  +  0,5 ■ 1330 • 0,379 =  466 B;

Л  =  0 ,5 -1 ,0 7  +  • 0,379 =  0,694 A.

Пример 122. Линия примера 119 короткозамкнута на конце 
и присоединена к источнику синусоидального напряжения частотой 
1000 Гц. Определить напряжение и ток в начале линии, если ток 
в конце линии / 2 =  1 А.

Р е ш е н и е .  При коротком замыкании
(\  =  /2ZB sh yl и /j =  / 2 ch yl.

По данным примера 119,
Y =  a  +  /P =  0,1414 +  /0,1414 к м -1; 1 =  5 км; 

y l =  0,707 +  /0,707; ZB =  500е-''37° Ом. ,
еу1 =  е 0 , 7 0 7 е / 0 . 7 0 7  =  2)02 (cos 40°20' +  / sin 40u20') =  1,54 +  /1,305; 

е-v/ ^ - 0,707̂ / 0,707 =  0,495 (cos 40°20' -  /sin40°20') =  0,377 -  /0,32; 
ch y l =  0,5 (e*  +  e-v') =  0,96 +  /0,4925 =  1 ,07е>27°‘2й'; 

sh у I =  0,5 (eyl -  e yl) =  0,582 +  /0,812 ^  e'^°2°'. 
Следовательно,

£>! =  1 2ZB s h y l = l -  500e -'37V 54020' =  500e'17°20' B;
/1 ==/2сЬу/= l,07e/27°20' д .

Пример 123. Линия примера 119 замкнута на активное сопротив
ление Z, =  400 Ом. Определить Ü, и /,, если по нагрузке протекает 
ток / 2 =  0,5 А; / =  1000 Гц.

Р е ш е н и е .
i/* =  0 2 ch yl +  /2ZB sh yl =

=  2 0 0 -1 ,07e '27°20' +  0,5 • 500e-/'37V 54°20' =  463e'22° B;

Д  ch yl +  ^  sh yl =  0,8e'53°38' A.
¿B

Пример 124. По данным примера 123 определить комплекс дейст
вующего значения падающей волны в начале линии (Á2).

Р е ш е н и е .  В соответствии с формулой (11.28)
4  в  463е;22°+ 0 ,8е '^ 3°38' • 500е~ )37‘ _  ^



Пример 125. Записать выражение для мгновенного значения па
дающей волны напряжения в начале и конце линии по данным при
мера 124.

Р е ш е н и е .  Мгновенное значение падающей волны напряжения 
в начале линии при х =  0 • 431 (со/ 19о30').

Мгновенное значение падающей волны напряжения в конце линии 
при х =  I в общем виде У 2 Л2е_а' бш (ю/ +  — (3/); отсюда

Следовательно, мгновенное значение падающей волны напряжения 
в конце линии 3018ш(ш< — 20°50') В.

Пример 126. Определить затухание в неперах для линии при
мера 119, если на конце ее включена согласованная нагрузка.

Р е ш е н и е .  Затухание в неперах равно а/. Так как произведение 
а/ =  0,1414- 5 =  0,707, то затухание линии равно 0,707 Нп.

Пример 127. Какую дополнительную индуктивность Ь0доп нужно 
включить на каждом километре телефонной линии с параметрами: 
/?о =  3Ом/км; ¿„ =  2- 10“3 Г/км; 6 ,,=  10~6 Ом- 1  •км-1; С0 =  6 - 10~9 Ф/км, 
чтобы линия стала неискажающей?

Р е ш е н и е .  Д ля того чтобы линия была неискажающей, ее пара
метры должны удовлетворять уравнению (11.41). Следовательно,

Пример 128. Определить наименьшую длину короткозамкнутой на 
конце двухпроводной воздушной линии, чтобы при частоте 108 Гц 
входное сопротивление ее равнялось 800/ Ом. Расстояние между осями 
проводов ¿  =  20 см, радиус каждого провода г =  2  мм.

Р е ш е н и е .  В соответствии с формулой (11.50)

е (и =  е-о-707 =  0,495; р/ =  0,707 рад =  40°20'; 

У 2 А 3е-а1 =  у г2- 431 -0,495 =  301 В; 
о|’п -  р/ =  19°30' — 40°20' =  —20°50'.

¿о доп - К « =  Я«А/С0 =  3 - 6 .1 0-9/ 10 е =  18 - 10- 3 Г/км. 
¿одо(1 = 18 — 2 = 16 мГ/км.

% ВХ  К. 8 /  У и / С 0  Р*/ .

Для двухпроводной линии

1п ((11 г ) '  Со е„
 ̂ ¿оЬ  =  ЦоЛп (¿/')\а.

С0 е0 \ л ) *

По условию, 800/ =  /553 tg ру. 
Отсюда

ру  =  800/553 =  1,445; ру =  55°20' =  0,963 рад; 

Киоео= 1/(3- ю10) с/см;

р =  ш У Ц С 0 =  ш У уч ь  =  2л • 10*/(3 ■ 101и) =  2,092 • Ю"2 см-1.



Искомая длина линии
у  =  0,963/(2,092 • 10-2) =  46,1 см.

Пример 129, В Т-схеме рис. 6.5, а  Zí — 100 Ом, Z3 =  —500/ Ом. 
Определить характеристическое сопротивление четырехполюсника и 
произведение у1 эквивалентной ему линии с распределенными пара
метрами.

Р е ш е н и е .  В соответствии с формулами (11.61)—(11.63)

Л =  1 + 2  =  1 +  1 + 0,2/ =  1,02е/“ *««'.

В =  ^  =  200 +  =~  =  200 +  20/ ^  200е/5°40';

С =  1/2 3 =  1/(—500/) =  0 ,002е/90°.
По формуле (11.69),

г в =  У~в/С =  V  200е/5°407(0,002е/90°) =  316е-/42‘ 10' Ом.

По формуле (11.70),

у/ =  К'ВС/Л = У 200е'5°40' • 0,002е'907( 1,02е 'и°18'/) =  0,498 +  /-0,369.

По формуле (11.71),
Р2у/ _  е 2а/д/гр/ _  1 +  *Ь Уг _  1,4984-/0,369 _  „  4 7 5 0 /50° Ю'. 
е  — е  ^  ~  I — у1 ~  0 ,502 -/ 0 ,369  —

а/ =  0 ,5  1п 2,475 =  0,454; р/ =  25°5' 0,437 рад; 
у1 =  0,454 +  /0,437.

Вопросы для самопроверки

1. За счет чего токи и напряжения вдоль 'линии с распределенными пара
метрами неодинаковы для одного и того же момента времени? 2. Каков физиче
ский смысл постоянной распространения у и волнового сопротивления 2 В? Зави
сят ли они от длины линии; как их. определить опытным путем? 3. Из каких 
условий определяют постоянные А1 и Д2? 4. Как показать, что сигнал, проходя 
по линиичбез искажений, не изменяет своей формы? 5. Почему стремятся нагрузку 
брать согласованной с 2В? 6. В чем различие между бегуШей и стоячей волнами 
в физическом и математическом отношении? Какую волну называют смешанной? 
7. При каком соотношении между параметрами можно считать реальную линию 
с /?0 Ф  0 и О'о ф  0 к ак  линию без потерь? 8. В каком смысле можно говорить об 
эквивалентной замене линии четырехполюсником? 9. Каково назначение четверть
волнового трансформатора? 10. Решите задачи 13.3, 13.11; 13.23; 13.31; 13.37; 
13.43.

ГЛА ВА  Д В Е Н А Д Ц А Т А Я

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ  В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ,
СОДЕРЖ АЩ ИХ ЛИ НИ И  С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

§ 12.1. Общие сведения. В гл. 8 рассматривались переходные 
процессы в линейных электрических цепях с сосредоточенными пара
метрами.

Для электроэнергетики, телефонии, телеграфии, счетной техники, 
радиотехники и импульсной техники существенное значение имеют



также переходные процессы в электрических цепях, содержащих линии 
с распределенными параметрами.

В тех участках цепей, которые могут быть представлены как 
участки с сосредоточенными параметрами, расчет переходных процес
сов производят с помощью методов, изложенных в гл. 8. В данной 
главе обсуждаются особенности переходных процессов в самих линиях 
с распределенными параметрами, вопросы согласования и увязки их 
с переходными процессами на участках цепей с сосредоточенными па
раметрами.

Как уж е говорилось в § 11.2, основными уравнениями для линий 
с распределенными параметрами являются уравнения (11.1) и (11.4). 
Они справедливы для установившихся и переходных процессов.

В силу того что интегрирование двух совместных дифференциаль
ных уравнений в частных производных [уравнений (11.1) и (11.4)] 
в общем виде представляет собой довольно сложную в математическом 
отношении задачу, в курсе ТОЭ переходные процессы изучают не
сколько упрощенно, а именно: рассматривают переходные процессы 
в однородных линиях без потерь, т. е. при =  0 и =  0. Практи
чески это вполне оправдано, поскольку реальные линии с распреде
ленными параметрами, как правило, обладают относительно малыми 
потерями.

Изучение переходных процессов при Я0 =  0 и б0 =  0  дает возмож
ность качественно исследовать основные черты процессов. В количест
венном отношении неучет /?„ и вд для начальных стадий переходного 
процесса существенного влияния обычно не оказывает, однако для по
следующих стадий учет /?0 и б0 желателен и даж е необходим.

В энергетических, телефонных и телеграфных устройствах, содер
жащих линии с распределенными параметрами, переходные процессы 
возникают при подключении линий к источнику э. д. с., при отключе
нии от источника э. д. с ., при подключении и отключении нагрузки, 
а также при атмосферных (грозовых) разрядах.

В радиотехнических устройствах и устройствах, используемых в вы
числительной технике, также происходят переходные процессы типа 
рассматриваемых в данной главе, например в линиях задержки и фор
мирующих линиях.

§ 12.2. Исходные уравнения и их решение. Из уравнений (11.1) 
и (11.4) при /?о =  0 и бо =  0 следует, что

ди  ,  3;
(12. 1)дх ~  0 д !

ох “ ог (12.2)

Ток и напряжение являются функциями двух  переменных: рас
стояния х от начала линии и времени /. Продифференцируем (12.1)



д2“ — А д2* . П2 3)
дх? ~  дх д (  '

д*1 —г  ~Ч П24 )
д x д t - ь >̂дP̂  {1гл}

В соответствии с (12.4) в правую часть (12.3) вместо дН/дх д/ под
ставим — С0 ~  а обозначим Ь0С0 =  1/у2:

/]о

Из предыдущего [см. § 11.10, формула (11.39)] известно, что и =  
=  1/У ¿ 0С0 есть скорость распространения электромагнитной волны по 
линии. Если уравнение (12.2) продифференцировать по х, а (12.1) — 
по < и в правую часть продифференцированного уравнения ( 12 .2) под
ставить правую часть продифференцированного уравнения ( 12 . 1), то 
получим

дЧ 1 д2»' / ю  с  к
д х ? ~  ф ' Ш ’  ̂ ^

Равенства (12.5) и (12.6) являются уравнениями второго порядка 
в частных производных. Из курса математики известно, что уравне
ния такого вида называют волновыми.

Решением уравнения (12.5) является сумма любых функций ^
и [г; причем аргументом функции Д является а аргументом

функции /2 - ( ¿ + 7 ) :

« =  / !(< — 5-)+ М * + 7 ) *  (12‘7)
Для сокращения записи в дальнейшем будем обозначать:

«п  =  & ( < - £ ) ;  ( 12 . 8 )  

«о =  /.(< + -г )-  ( 12-9>
Следовательно,

м =  ып +  « 0, ( 12 . 10)

где индексы «о» и «п» означают отраженная и падающая (волны).
Вид функций и определяется граничными условиями в начале 

и конце линии. Функции ^  и /а в общем случае должны позволять 
дважды дифференцировать их по х  и

Подстановка функций и +  ^ )  в (12.5) дает тож
дество.

Решение уравнения (12.6):



Для сокращения записи обозначим:

*„ =  % ( < - £ ) ;  ( 12 . 12)

/, =  Ф ,(* +  ~ ) .  (12.13)
Тогда

* =  *п ч- *0- (12.14)
§ 12.3. Падающие и отраженные волны на линиях. В соответст

вии с формулами (12.7) и (12.11) напряжение и ток в линии м огут
быть представлены в виде двух функций: функции и

Ч>1 (* ~  тг) — падающие волны; функции / 2 (/ +  и ф2 (* +  *-') — от
раженные волны.

Падающие волны перемещаются со скоростью V по направлению 
от источника энергии к приемнику, т. е. в сторону увеличения коор
динаты х ; отраженные волны — от приемника энергии к источнику, 
т. е. в сторону уменьшения координаты х.

Обсудим, как следует понимать, что аргументом функции яв-
ляется <— — (аналогичные е ы в о д ы  можно сделать и по отношению
к другим функциям).

Пусть в некоторой точке линии х =  х1 при / =  ^ значение функ-
ции /х^ 1  — ̂  равно /г1. Это значение функция Д будет принимать
во всех точках линии, где с запозданием во времени, равным
(х — хх)/и и обусловленным конечной скоростью перемещения волны по 
линии.

Так, в точке х — хг значение функции /х будет равно Г1 при I — 
=  и — /1 +  *2—-*1. Действительно,

? . ( < . -  - } ) = / , ( / ,+ :* = *  - ? ) = / . ( < , -  ч )  -  ?>.
Таким образом, каков бы ни был закон изменения напряжения 

падающей волны в начале линии, по такому ж е закону, но с запоз
данием во времени изменяется напряжение падающей волны в любой 
точке линии.

§ 12.4. Сёязь между функциями/], / 2 и функциями ф2. Найдем 
| связь между функциями и ф], а такж е / 2 и ср2. С этой целью 
в (12.1) и (12.2) подставим (12.7) и (12.11) и для сокращения записи 
обозначим:



Из (12.2) следует, что

(12.16)

Перепишем (12.15) и (12.16):

Я —/5 =  ®М<Р1 +  фО!

/1 +  /*  =  ^ ( ф |  —  Ф«)*

(12.15')

(12.16')
Но

х>1*0 — и/УТ̂ Со — У¿о/Св — 2 В;

1 / ( о С 0)  —  ¿ о С о /С о  —  Т//Г¿ о /С о  —  2 а ,

где 2 В — волновое сопротивление однородной линии без потерь [см. 
формулу (11.23а)].

Таким образом,

Если произведение двух функций (например, ц>[ и ¡\) при любых 
значениях х и / равны, то это значит, что сами функции (<рх и 
равны с точностью до постоянной. Поэтому

Постоянные интегрирования опустили, так как  полагаем, что в то
ках  и напряжениях падающей и отраженной волн отсутствуют посто
янные составляющие, не зависящие от х  и от Д ва последних урав
нения можно переписать с учетом (12.8), (12.9), (12.12), (12.13):

Из (12.19') следует, что ток падающей волны для любого момента 
времени и для любой точки на линии равен частному от деления на
пряжения падающей волны для того ж е момента времени и для той 
же точки линии на волновое сопротивление.

Из (12.20') вытекает, что ток отраженной волны для любого мо
мента времени и для любой точки линии равен взятому с обратным

(12.15")

(12.16")
Следовательно,

Ф1 —/1/ ^ ; 

Фа = — /а/̂ в>

(12.17)

(12.18)

(12.19)

(12.20)

1п =  мп/2 в;
¿о “  «о/

(12.19')
( 12.20 ')



знаком частному от деления напряжения отраженной волны в той ж е 
точке линии и для того же момента времени на волновое сопротив
ление. Знак минус в (12.20') означает, что ток отраженной волны 
направлен встречно положительному направлению отсчета тока, пока
занному на рис. 1 1 .2.

§ 12.5. Электромагнитные процессы при движении прямоуголь
ной волны по линии. Пусть источник постоянного напряжения и, 

< имеющий внутреннее сопротивление, равное 
нулю, подключается к незаряженной одно
родной линии с распределенными парамет
рами, у которой R0 =  G0 — 0 (рис. 12.1).

По линии перемещается падающая элек
тромагнитная волна. Начальный участок 
волны, первым продвигающийся по линии, 
принято называть фронтом волны. В дан
ном случае волна имеет прямоугольный фронт.

Двигаясь по линии, волна создает меж
ду проводами линии электрическое и м аг
нитное поля.

Приращение магнитного потока (потокосцепления) на фронте волны 
за время dt равно произведению тока i на индуктивность участка 
линии длиной dx: dip =  iL0 dx\ оно вызывает э. д. с.

L

у .

/ / /

1
-LCM

d x = vd t

Рис. 12.1

е = _ ^  =  _ 1Хо̂  =  
dt dt

iLav  =
V  ¿оСо

=  — i y r °̂a =  — iZB =  —  un =  — u.

Таким образом, на фронте волны возникает э. д. с. самоиндукции, 
численно равная напряжению генератора. Н а фронте волны происхо
дит зарядка проводов линии: один провод, например верхний, присо
единенный к плюсу источника э. д. с ., приобретает положительный 
заряд, другой (нижний) — отрицательный заряд (такой же величины).

Кроме того, на фронте волны возникает ток смещения i¡.к =  dq/dt, 
где <¿¿7 — приращение заряда на одном из проводов линии за время й1:

dq =  С0и dx =  С0ии dt.

Проходящий по диэлектрику на фронте волны ток смещения равен 
току падающей волны, проходящему по проводам линии:

¿ с  =  dq|dt ---- С0ии =  ип/гв.

Электромагнитная волна, продвигаясь по линии, каждой единице 
линии сообщает энергию электрического поля С0и„/2 и энергию м аг
нитного поля Ь01п/2. Можно показать, что эти количества энергий 
равны. Действительно,

Следовательно,
—inzB — ¿п VLjCo-

C0Un/2 =  Cei|Le/(2C0) =  L0i'n/2.



Когда падающая волна достигает конца линии, к которому в общем 
случае присоединена некоторая нагрузка или другая линия (с другим 
вдлновым сопротивлением), то часть падающей волны проходит в на
грузку (или соответственно во вторую линию), а часть отражается — 
возникает отраженная волна.

Чтобы выяснить, какова форма волны, проходящей в нагрузку, 
какова форма отраженной волны и как они деформируются во вре
мени, применяют расчетную схему, которую принято называть схемой 
замещения для исследования волновых процессов в линии с распреде
ленными параметрами.

§ 12.6. Схема замещ ения для исследования волновых процессов 
в линиях с распределенными параметрами. Д ля обоснования мето
дики составления схемы замещения обратимся к рис. 12.2, а. На нем 
изображена линия с распределенными параметрами, на конце которой

и

Ф1
а)

Рис. 12.2

включена некоторая нагрузка. Начиная с того момента, когда падаю
щая волна дойдет до конца линии, по нагрузке пойдет ток 1-н и на 
ней будет напряжение и„.

На рис. 12.2, а изображены эпюры волн и и I на линии для мо
мента времени, непосредственно предшествующего подходу волны 
к  концу линии.

В соответствии с формулами (12.10) и (12.14) напряжение и ток 
в любой точке линии можно представить в виде суммы падающих и 
отраженных волн. Это справедливо также в отношении напряжения 
и тока в конце линии. Следовательно,

ип-\- и0:= ию ( 12 .2 1)

¿п-Н'о =  *'н. ( 12.22)
Заменив /„ на ып/2„, а /0 на — иа! 1 в, получим 

ип -|- и0 =  Мн, ип и0 —
или

2«„ =  Н „-И \л. (12.23)
Таким образом, напряжение на конце линии и„ и ток в нагрузке /н 

независимо от характера нагрузки связаны с напряжением падающей



волны и„ уравнением (12.23). Последнему соответствует схема с сосре
доточенными параметрами, изображенная на рис. 12.2, б. В ней к  источ
нику э. д. с. напряжением 2ип подключают последовательно соединен
ные 2 В и 2 Н.

Расчет переходного процесса в схеме с сосредоточенными парамет
рами (рис. 12 .2 , б) производится любым из методов, рассмотренных 
в гл. 8. Расчет дает возможность определить ¿н == / (0 и ы„ =  / (/). 
После того как  эти зависимости найдены, можно определить характер 
изменения во времени напряжения и тока отраженной волны: и0 — р(1) 
и ¿о =  / (0- Действительно, из уравнений (12.21) и (12.20') следует, что

н0 (О =  М О  - М О ;
£о (*) =  — М 0 / £ в; 

2 В= У  Ь0/С0 .
(12 .2Г)

/7/

а) ф

—г г
¡'П!

ю

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих применение 
схемы замещения.

§ 12.7. Подключение разомкнутой на конце линии к источнику 
постоянного напряжения. В линии без потерь, так же как  и в коле
бательном контуре без потерь, при подклю
чении к источнику постоянной э. д. с. воз
никают незатухающие колебания. Период 
колебаний состоит из четырех частей или 
стадий (рис. 12.3) одинаковой продолжите
льности 1/и, где / — длина линии, V — ско
рость распространения волны. Д ля рассмот
рения этих стадий воспользуемся двумя 
различными схемами замещения. Первая 
схема (рис. 12.4, о) соответствует разомкну
тому концу линии №п~ аэ), когда к нему 
подходит падающая от начала линии вол
на. Вторая схема (рис. 12.4, 6) соответст
вует моменту времени, когда отраженная 
волна подошла к началу линии, где вклю
чен генератор постоянного напряжения, 
внутреннее сопротивление которого пола
гаем равным нулю (£н — 0).

Рассмотрим каждую из стадий процесса 
в отдельности.

Первая стадия. От генератора к концу 
линии распространяются волна напряжения 
ил  — и и волна тока ¿п1 =  ил /1в =  / (см. рис.
12.3, а).

Вторая стадия заключается в том, что 
от конца линии к ее началу движется от
раженная волна (ио1, 1о1). Для определения ио1 и служит схема рис.
12.4, а. Она составлена в соответствии с общим методом, изложен
ным в § 12.6. В ней к напряжению 2иа1 =  2и подключаются волно

8)

г)

>

\ /̂7/
V'*- 1101

\и

/ -»-г/

1 1 Т ~ " .................
и
, 1 V

Рис. 12.3



вое сопротивление линии и сопротивление нагрузки 1 п =  оо (линия 
на конце разомкнута!).

Согласно рис. 12.4 , а напряжение на нагрузке равно удвоенному 
напряжению падающей волны. Действительно, при ¿„-»-оо

В соответствии с формулой (12.21') отраженная волна напряжения

Таким образом, в течение второй стадии процесса от конца линии 
к началу продвигается отраженная волна ы01 =  ы, ¿01 =  — ¿. Резуль

тирующее состояние на линии определяется наложением первой пада
ющей волны (нп1, ¿п1) и первой отраженной волны (и01, г01). На 
рис. 12 .3 , б дана эпюра распределения напряжения и тока по линии 
для некоторого момента времени во второй стадии. (В этой стадии 
для участков линии, на которые прошли отраженные волны, резуль
тирующее напряжение равно 2и, а результирующий ток равен нулю.)

Третья стадия процесса состоит в том, что волна и01, г01, дойдя 
до начала линии, отразится от генератора, как от короткозамкнутого 
конца линии (внутреннее сопротивление генератора принято равным 
нулю), и вызовет распространение в направлении от генератора к концу 
линии второй падающей волны (ип2, ¿п2), являющейся, по существу, 
отраженной волной по отношению к волне (ы01, ¿01).

Д ля определения характера отражения волн от начала линии 
используем схему рис. 12.4, б. В ней Za =  0, 2«01 =  2м. Так как 
нагрузка Za =  0, то и напряжение на ней равно нулю. Но напряже
ние на нагрузке в соответствии с (12 .2 1) равно сумме напряжения 
падающей волны (в данном случае и01 =  н) и напряжения отраженной 
от начала линии волны, распространяющейся от генератора к концу 
линии и потому названной второй падающей волной. Следовательно,
0  =  ы +  мП2- Отсюда

Результирующее состояние на линии во время третьей стадии про
цесса изображено на рис. 12.3, в. Оно получено в результате нало

Uoi — иа ип1 — 2ип1 и„1 — ип1 — U', 

в соответствии с формулой ( 12 .20') отраженная волна тока

toi Uoi/ZB =  lf,i =  t.

Рис. 12.4



жения трех волн: первой падающей волны (иа1, ini), первой отрежен- 
ной от конца волны (и01, i0i) и второй падающей волны (ы112,

Четвертая стадия процесса заключается в том, что на три пре
дыдущие волны накладывается четвертая волна, представляющая собой 
отражение от разомкнутого конца линии второй падающей волны.

Отражение второй падающей волны от конца линии произойдет 
в соответствии со схемой замещения рис. 12.4, а,, только вместо 
2ип1 =  2и в схеме будет напряжение 2и„? =  —2и.

Вторая отраженная волна имеет и02 =  — и, toa =  t. Результирую
щее состояние на линии во время четвертой стадии (рис. 12.3, г) есть 
результат наложения четырех волн:

иП1 “Ь Moi Н- иа2 м02 =  и +  и — и — н =  0 ;

*п1 4 " ¿01 +  гп2 +  *02 =  i  —  i  —  t +  t =  0 .

Таким образом, к концу четвертой стадии напряжение и ток вдоль 
всей линии равны нулю —линия приобретает такое же состояние, 
какое у нее было к началу первой стадии. Затем процесс повторяется 
до бесконечности, так как R0 и С0 были приняты равными нулю. 
В действительности благодаря наличию сопротивления R,, и утечки G0 
колебательный процесс постепенно затухает и вдоль линии устанавли
вается режим, соответствующий установившемуся процессу в линии 
при постоянном напряжении.

В рассмотренном примере линия на конце была разомкнута, 
поэтому отраженные волны имели такую ж е прямоугольную форму, 
как и падающие.

Отраженные волны будут иметь форму, в общем случае не похо
жую на форму падающей волны, если в состав нагрузки на конце 
линии входят емкости и (или) индуктивности, а такж е в том случае, 
если в месте перехода с одной линии на другую есть сосредоточенные 
индуктивности и (или) емкости.

§ 12.8. Переходный процесс при подключении источника посто
янного напряжения к двум последовательно соединенным линиям 
при наличии емкости в месте стыка линий. Пусть первая линия 
имеет длину и волновое сопротивление ZBl, вторая линия —длину 
/2 и Zr2=^ZBl. Напряжение источника э. д. с. равно и (рис. 12.5, а). 
В месте стыка линий есть сосредоточенная емкость С.

Требуется определить форму волны, проникающей во вторую 
линию, характер изменения тока через сосредоточенную емкость, 
а такж е результирующее распределение напряжения и тока вдоль 
первой линии при движении по ней отраженной от стыка линий 
волны.

Переходный процесс начинается с того, что от генератора по пер
вой линии распространяется падающая волна с прямоугольным фрон
том и,и =  и и tnl =  u/ZBl.

Для определения характера изменения токов и напряжений, когда 
падающая волна дойдет до стыка линий, обратимся к  схеме замеще
ния с сосредоточенными параметрами (рис. 12.5, б). В этой схеме



нагрузка образована двумя параллельными ветвями — емкостью С и 
волновым сопротивлением второй линии

Чг

1г

1вг
Т С

Рис. 12.5

Две параллельные ветви появились в схеме замещения потому, 
что в исходной схеме рис. 12.5, а  падающая волна, дойдя до места

стыка линий, встречает два пути для своего 
дальнейшего распространения: первый путь — 
через емкость С, второй путь — по второй ли
нии с волновым сопротивлением

Расчет переходного процесса в схеме рис. 
12.5, б дает:

2 и
Zb1 + Zb2 (1 -е* );

2 и
is — y ~ е ;

¿ В 1

2 и
ZBl +  Z.

• ( . + § *  е * ) ;

_ ZB1+  ZB2
ZBiZ B2C

(12.24)

(12.25) 

( 12 .2G)

(12.27)

(12.28)

Характер изменения t2, i3, г\ и мс в функ
ции от времени изображен на рис. 12.6. В 
первый момент после подхода волны к месту 
стыка линий напряжение падает до нуля, 

рис 12 6 так как  незаряженная емкость для этого мо
мента времени представляет собой как бы ко
роткое замыкание.

Начальное значение тока через емкость равно 2u/ZBl. Затем емкость 
заряж ается , напряжение на ней растет, а ток через нее уменьшается. 
Ток t2 в схеме замещения представляет собой ток электромагнитной 
волны, распространяющейся по второй линии; напряжение волны, 
распространяющейся по второй линии, равно i2ZB2.

Д ля получения отраженной волны напряжения, распространяю
щейся по первой линии в направлении от стыка линий к генератору, 
из ординат кривой рис. 12 .6, г нужно вычесть напряжение падающей 
волны и затем перенести полученную кривую на линию, зная скорость 
отраженной волны.

(



На рис. 12.7, а, б изображены соответственно отраженные волны 
напряжения и тока.

Эпюра распределения напряжения и тока вдоль первой и второй 
линий для момента времени, когда отраженная от стыка волна дошла 
до середины первой линии, представ
лена соответственно на рис. 12.8, я , б.

Перепад тока е/ в кривой рис. 
12 .8, б равен току через емкость 
для данного момента времени. По 
второй линии волна продвинулась 
на расстояние, вдвое большее, чем 
прошла отраженная волна по пер
вой линии. Это объясняется тем, 
что первая линия кабельная, а вто-

а)
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у -
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\
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т

?ооа

Падающая 
па первой 

линии 
Волна

/38,7

Рис. 12.7
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рая — воздушная. Скорость продвижения волны по воздушной линии 
300 000 км/с, а по кабельной — около 150 000 км/с*.

Пример 130. В схеме рис. 12.5, а 2 в1 =  50 Ом; 2 в2 =  400 Ом; 
/2 =  100 км; С =  5 ,62мкФ ; 11 =  60  км; и =  10 кВ ; первая линия кабель
ная, вторая воздушная. Построить эпюры распределения волн напря
жения и тока вдоль линий для момента времени, когда распростра
няющаяся по второй линии волна дойдет до конца второй линии.

Р е ш е н и е .  По формуле (12.28),
50 +  400

50 • 400 • 5,62 • 10-« =  —4000 С"1.

Ток падающей волны по первой линии
г'п =  ы/2в1 =  104/50 =  200 А.

По формуле (12.24), ¿2 = 44,5(1 — е 400°0 А. График 12 =/(/) изо
бражен на рис. 12 .6, а.

По формуле (12.25), 13 =  400е 4000< А. График =  представлен 
на рис. 12 .6, б.

По формуле (12.26), I, = 44,5 (1 +  8е 4000<) А. График тока ^ изо
бражен на рис. 12 .6, в.

По формуле (12.27), « с =  ы2в2=  17 750(1 — е 40000  В. Кривая ис 
изображена на рис. 12 .6 , г.

* Формула для скорости V движения волны по линии и входящие в нее Ц  и С0 
приведены в § 11.10.



По условию, падающая по второй (воздушной) линии волна должна 
дойти до конца второй линии. Расстояние /3=  100 км она пройдет 
за время / =  /2/а =  100/300 00 0=  1/3000 с.

За это время отраженная от стыка волна пройдет по первой 
(кабельной) линии расстояние, в два раза меньшее.

Графики распределения и и I вдоль линии изображены на 
рис. 12 .8, а, б.

Перепад е/ на рис. 12.8, б равен току 13 при /= 1/3000 с: ¿3 =  
--= 400е~4/3 =  106 А.

Отрезок равен току /2 при /=1/3000 с: ¿2 =  44,5 (1 — е 4/3) =  
=  32,7 А.

Отрезок т п  на рис. 12.8, а равен напряжению «с  ПРИ *=  1/3000 с: 
ис =  13,05 кВ .

В рассмотренном примере электрическая цепь, содержащая линию 
с распределенными параметрами, подключалась к источнику постоян
ного напряжения.

Однако часто встречаются цепи, в которых э. д. с. источника изме
няется по синусоидальному закону во времени. Если длина линии 
с распределенными параметрами и частота синусоидальной э. д. с. 
таковы, что время пробега волны по линии (/ =  1/и) много меньше периода
переменного тока Т, например составляет величину порядка ( 39- ^ 50) Т,

то при исследовании первых стадий переходного процесса в первом 
грубом приближении можно принять, что линия подключается 
к источнику постоянной э. д. с ., которая равна амплитуде синусои
дальной э. д . с. (расчет на наиболее тяжелый случай). Если же время
пробега волны по линии составляет большую, чем ( 59- ^ 30) .  часть

периода, то при расчетах необходимо учитывать изменение э. д. с. 
источника при перемещении падающей волны по линии.

При отключении нагрузки или ее части в линиях такж е возни
кают переходные процессы. Расчет их производят на основании прин
ципа наложения, включая в размыкаемую ветвь источник тока, кото
рый дает ток, равный и противоположно направленный току в раз
мыкаемой ветви (см. 8.59).

Результирующие волны тока и напряжения на всех участках линии 
находят наложением на волны тока и напряжения, которые были на 
линии до отключения ветви, волн тока и напряжения, продвигаю
щихся от места размыкания в остальные участки линии.

При подключении в каком-либо месте линии новой ветви токи и 
напряжения в этой ветви находят методом эквивалентного генератора, 
а токи в остальных участках линии — методом наложения.

§ 12.9. Линия задержки. Под линией задержки, применяемой 
в импульсной технике, понимают устройство, которое включают между 
источником сигнала и нагрузкой, служащее для задержки поступле
ния сигнала в нагрузку на некоторое заданное время /3. В простей
шем случае (при малом /3) линию задержки выполняют в виде куска 
коаксиального кабеля длиной /. Он создает задержку /3 =  1/иф. Если



хотят получить относительно большое 13, то используют цепочку из п 
каскадно соединенных одинаковых фильтров низкой частоты (см. 
рис. 5.1, а), выбирая параметры ¿ и  С фильтров так , чтобы полоса 
частот сигнала 0 — о>с находилась в полосе прозрачности фильтра и

фильтра согласуют с нагрузкой Ra =  У 2L/C. Время задержки /3 
^  п (db/da)ш_0 =  п Y 2 L C .

Выведем эту формулу и в более широком плане обсудим вопрос о времени 
задержки сигнала при прохождении его через четырехполюсник.

В § 9.4 было показано, что передаточная функция четырехполюсника К (/<»)= 
=  (Уг (ja>)/Ui (/щ) —I К  (/со) | е/Ч''®0*, пропускающего сигнал без искажения, но 
с задержкой t0 — t '  во времени, должна обладать двумя свойствами: 1) модуль 
| /С (/о>) | =  const (в частности, равен единице)

2) аргумент ф(ю) =  — ш^_
Применительно к фильтру К  ( jсо) =  1 /eS' =  1 /(е^е/6) . Сопоставление характе

ристик фильтра с характеристиками четырехполюсника для зоны прозрачности 
дает:

нелинейно зависит от <в. Д ля определения времени задержки приближенно 
заменим эту нелинейную зависимость прямой с угловым коэффициентом, равным

Если каскадно соединены п  фильтров НЧ, то время задержки в п  раз больше!
/,=п у'Жс.

Если сигнал, проходящий через четырехполюсник, представляет собой корот
кий импульс, то его частотный спектр весьма широк и четырехполюсник в отли
чие от линии с распределенными параметрами не в состоянии пропустить без 
затухания колебания всех частот. В этом случае можно только условно говорить 
о времени задержки, понимая под ним усредненную производную йЬ/й(о, подсчи
танную для основной части частотного спектра.

§ 12.10. Использование линий для формирования кратковременных импульсов«
На рис. 12.9, а  изображена схема, позволяющая формировать прямоугольные 
импульсы тока в нагрузке 7?„. В схеме имеется источник постоянного тока / и 
три линии. При размыкании ключа от источника тока / по первой линии дли
ной с волновым сопротивлением 2 а распространяется прямоугольная падающая 
волна тока //2 и волна напряжения /2в/2. Дойдя узла а , волна частично прой
дет во вторую и третью линии и частично отразится. Д ля определения волн, 
проходящих во вторую и третью линии, служит схема замещения рис. 12.9, б .  
Из нее следует, что /2 == //4 и /3 =  //2.

По второй линии распространяется волна и 2 =  /22в , по третьей и 3 — /3 ■ 0 ,57в. 
Волна и 2, дойдя до конца второй линии, где включена нагрузка ^„ =  2 В1 погло
щается в ней без отражения,

чтобы сос <  (й2, где среза фильтра. Параметры

| /С (/со) | =  1/еа = 1 , Ь =  — ф (со) =  coi'. 

Для фильтра НЧ рис. 5.1, а в зоне прозрачности 

b =  arccos А =  arccos (1 — со2LC)

, т. е. положим
/со =  0
Тогда время задержки, создаваемое одним фильтром,



Волна и 3, дойдя до короткозамкнутого конца третьей линии, отразится от 
него с переменой знака у  напряжения. Отраженная от конца третьей линии волна 
напряжения — /отр • 0 ,52а = — /2„/2, дойдя до узла а  вызовет токи Г,, —1[~  — //4 
в первой и второй линиях в соответствии со схемой замещения рис. 12.9, в. Волна 
тока 1[ поглощается без отражения в сопротивлении Zв , шунтирующем источник

тока. Как только волна тока 1'2 дойдет до конца второй линии, импульс тока 
в нагрузке прекратится, поскольку токи /2 и Гг равны по величине и проти
воположны по зн аку. Прямоугольный импульс тока через нагрузку появится 
через время (/1 +  /2)/и и протекает в течение времени 21я/и, равного удвоенному 
времени движения волны по линии длиной /3.

Вопросы для  самопроверки

1. При каки х допущениях рассматривают переходные процессы в линиях 
с распределенными параметрами? Какими дифференциальными уравнениями опи
сываются эти процессы? 2. Как понимать, что аргументами функций, являющихся

процессы в линиях с распределенными параметрами с переходными процессами 
в нагрузке на конце линии? 4. Обосновать методику составления схем замещения 
для исследования волновых процессов, когда волна дойдет до нагрузки. 5. Как 
из временных графиков напряжения ип на нагрузке и тока ¿н в нагрузке полу
чить графики отраженных волн и0 и (0 на линии? 6. В каком случае в качестве 
линии задержки используют линию с распределенными параметрами, а в каком 
каскадное соединение фильтров НЧ? 7. Решите задачи 15.5; 15.6; 15.12; 15.17.

Рис. 12.9

решением, оказываются Как согласовывают переходные



Ч А С Т Ь  II

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

Во второй части курса ТОЭ рассмотрены нелинейные электрические 
и магнитные цепи. Под нелинейными электрическими цепями прни- 
мают электрические цепи, содержащие элементы с нелинейными вольт- 
амперными, Ьебер-амперными и кулон-вольтными характеристиками. 
Если цепь содержит хотя бы один такой элемент и изображающая 
точка в процессе работы перемещается по существенно нелинейному 
участку характеристики этого элемента, то она принадлежит к рас
сматриваемому классу цепей.

Хотя к нелинейным электрическим и магнитным цепям и приме
нимы законы Кирхгофа, но такие методы расчета, как методы узло- 
е ы х  потенциалов и контурных токов, а в более общем смысле — методы, 
основанные на принципе наложения и на постоянстве параметров эле
ментов цепей, рассмотренные в первой части курса, к нелинейным 
цепям неприменимы. Дело в том, что сопротивление и проводимость 
нелинейного активного сопротивления, равно как  индуктивность нели
нейной индуктивности и емкость нелинейной емкости, являются нели
нейными функциями мгновенного значения тока (напряжения) на этих 
элементах, т. е. представляют собой переменные величины, а потому 
для расчета малопригодны.

Вместо них используют вольт-амперные характеристики нелинейных 
активных сопротивлений, вебер-амперные характеристики нелинейных 
индуктивностей и кулон-вольтные характеристики нелинейных емкостей. 
Один и тот же нелинейный элемент в зависимости от поставленной 
при исследовании задачи и выбранного метода анализа должен быть 
описан различными характеристиками.

При определенных условиях в некоторых нелинейных цепях могут 
возникать физические явления, принципиально невозможные в линей
ных. К их числу относятся автоколебания, субгармонические колеба
ния, автомодуляция, триггерные явления, зависимость установившегося 
процесса от начальных условий и ряд других.

Приступая к расчету токов и напряжений или к исследованию 
условий существования того или иного явления, надлежит правильно 
поставить саму задачу, принимая во внимание то главное, что оказы
вает решающее влияние на процессы в цепи, и пренебрегая относи
тельно второстепенными факторами. Если этого не сделать, задача 
может оказаться трудно разрешимой, а само решение, если оно будет 
получено, — малообозримым. Однако и после ряда упрощающих допу
щений процессы в нелинейных цепях описываются одним или несколь
кими нелинейными дифференциальными уравнениями, точное решение 
которых, как правило, неизвестно. Поэтому возникает задача о том,



каким образом можно решать нелинейные дифференциальные уравне
ния приближенно, применяя для этой цели специфические методы, 
разработанные для нелинейных цепей, а такж е приемы, рассмотрен
ные в первой части курса для линейных цепей, используемые при 
кусочно-линейной аппроксимации характеристик нелинейных сопро
тивлений. Как и в первой части курса, материал излагается, руко
водствуясь правилом «от простого к более сложному».

Во вторую часть курса включена глава, посвященная электрическим 
цепям с переменными во времени параметрами. Эти цепи занимают 
промежуточное положение между линейными и нелинейными цепями.

ГЛ А В А  Т Р И Н А Д Ц А ТА Я

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ ПО СТО ЯННО ГО  ТОКА

§ 13.1. Основные определения. Как уж е говорилось в § 1.1, 
под нелинейными электрическими цепями принято понимать электри
ческие цепи, содержащие нелинейные элементы. Нелинейные элементы 
подразделяют на нелинейные сопротивления, нелинейные индуктив
ности и нелинейные емкости.

Нелинейные сопротивления (НС) в отличие от линейных обладают 
нелинейными вольт-амперными характеристиками. Напомним, что вольт- 
амперная характеристика (в. а. х .) —это зависимость тока, протекаю
щего через сопротивление, от напряжения на нем. Нелинейные сопро
тивления могут быть подразделены на две большие группы: неуправ
ляемые и управляемые НС. В управляемых НС в отличие от неуправ
ляемых кроме основной цепи, как правило, есть еще по крайней мере 
одна вспомогательная или управляющая цепь, воздействуя на ток 
или напряжение которой можно деформировать в. а. х. основной цепи. 
В неуправляемых НС в. а. х. изображается одной кривой, а в управ
ляемых — семейством кривых.

В группу неуправляемых НС входят лампы накаливания, электри
ческая д у га , бареттер, газотрон, стабиловольт, тиритовые сопротивле
ния, полупроводниковые выпрямители (диоды) и некоторые другие НС.

В группу управляемых НС входят трех-электродные (и более) 
лампы, транзисторы, тиристоры, терморезисторы и другие элементы.

§ 13.2. Вольт-амперные характеристики нелинейных сопротивле
ний. На рис. 13.1 изображено одиннадцать типов наиболее часто 
встречающихся в. а. х. неуправляемых НС.

В. а. х. типа рис. 13.1, а имеют, например, лампы накаливания 
с металлической нитью. Чем больше протекающий через нить ток, 
тем сильнее нагревается нить и тем больше становится ее сопротив
ление.

Если величину, откладываемую по оси абсцисс, обозначить х, 
а величину, откладываемую по оси ординат, f(x), то характеристика 
рис. 13.1, а  подчиняется условию /(*) =  — f ( — я).

Нелинейные сопротивления, для которых выполняется это условие, 
называют НС с симметричной вольт-амперной характеристикой.

/



В. а. х. типа рис. 13.1, б обладают тиритовые сопротивления, неко
торые типы терморезисторов и лампы накаливания с угольной нитью.

Для данной группы характерно то, что с увеличением протекаю
щего тока сопротивление их уменьшается. В. а. х. их симметрична.

В. а. х. типа рис. 13.1, в обладает, например, бареттер. Бареттер 
выполняют в виде спирали из стальной проволоки, помещенной 
в стеклянный сосуд, заполненный водородом при давлении порядка 
80 мм рт. ст. В определенном диапазоне изменения тока в. а. х. 
бареттера расположена почти горизонтально. Бареттер используют, 
например, для стабилизации тока накала электронных ламп при 
изменении напряжения питания. В. а. х. типа рис. 13.1, в такж е 
симметрична.

В. а. х. типа рис. 13.1, г в отличие от предыдущих не сим мет
рична. Ею обладают полупроводниковые выпрямители (кремниевые,

германиевые), широко применяемые для преобразования переменного 
тока в постоянный. Они способны пропускать ток практически только 
в одном, проводящем, направлении. Широко используют их такж е  
в различных датчиках и преобразователях устройств автоматики.

В. а. х. типа рис. 13.1,5 имеют электрическая дуга с разнород
ными электродами, газотрон и некоторые типы терморезисторов. Если 
напряжение повышать начиная с нуля ,  то сначала ток растет, но 
остается весьма малым, после достижения напряжения 1/х (н ап ряж е
ния зажигания) происходит резкое увеличение тока в цепи и сниж е
ние напряжения на электрической дуге  или газотроне. Д ля верхнего 
участка в. а. х. приращению тока соответствует убыль напряжения 
на нелинейном сопротивлении.

Участок в. а. х. типа верхнего участка кривой рис. 13 . 1 , 5  назы 
вают падающим участком вольт-амперной характеристики*.

Электрическую дугу широко применяют при сварке металлов, 
в электротермии (в дуговых электропечах), а также в качестве мощ
ного источника электрического освещения, например в прожекторах.

* Падающий участок в. а. х. представляет собой такой ее участок, на кото
ром положительному приращению тока через НС соответствует от рицат ел ьное  
приращение напряжения на НС.

и
з) и) к)
Рис. 13.1



Газотрон представляет собой лампу с двумя электродами, запол
ненную благородным газом (неоном, аргоном и др.) или парами 
ртути.

В. а. х. типа рис. 13.1, е имеет двухэлектродная выпрямительная 
лампа — кенотрон. По нити накала лампы пропускают ток. Этот ток 
разогревает катод (один из двух электродов лампы) до высокой темпе
ратуры, в результате чего с поверхности катода начинается термоэлект
ронная эмиссия. Поддёйствием электрического поля поток электронов 
направляется ко второму, холодному, электроду — аноду. В началь
ной части в. а. х. зависимость тока от напряжения подчиняется закону 
трех вторых: г =  аы3/2. В. а. х. кенотрона не симметрична, это объяс
няется тем, что поток электронов направляется с катода на анод только 
в том случае, если анод положителен по отношению к катоду.

В. а. х. типа рис. 13.1, ж  обладают лампы с тлеющим разрядом. 
К числу их относятся стабиловольты {стабилитроны) и неоновые лампы. 
При тлеющем разряде благородный газ, которым заполнена лампа, 
светится. В. а. х. типа рис. 13.1, ж свидетельствует о том, что в опре
деленном диапазоне значений токов напряжение на лампе остается 
практически неизменным.

Некоторые типы точечных германиевых и кремниевых диодов имеют 
в. а. х. типа рис. 13.1 ,з .

Электрическая дуга между электродами, выполненными из одного 
и того же материала и находящимися в одинаковых условиях, имеет 
в. а. х. типа рис. 13.1, и.

В. а. х. четырехслойного германиевого (кремниевого) диода — трини- 
стора — изображена на рис. 13.1 ,л ;  в. а. х. туннельного диода — на 
рис. 13.1, к (о принципах работы тринистора см. § 15.43 и туннель
ного диода см., например, [2 1 ]).

В качестве управляемых нелинейных сопротивлений широко при
меняют транзисторы, тиристоры и трехэлектродные электронные лампы. 
Их характеристики и применение рассмотрены в гл. 15.

§ 13.3. Общая характеристика методов расчета нелинейных элект
рических цепей постоянного тока. В гл. 13 учебника рассматривается 
методика расчета простейших нелинейных электрических цепей с после
довательно, параллельно и последовательно-параллельно соединенными 
НС и источниками э. д. с. Кроме того, изложена методика расчета 
сложных цепей, в состав которых входит только одно НС (или цепи, 
сводящиеся к таким) *.

Обратим внимание на то, что с линейной частью любой сложной 
разветвленной цепи, содержащей нелинейные сопротивления, можно 
осуществлять любые преобразования, рассмотренные в гл. 1. Но эти 
преобразования целесообразны, если они облегчают расчет всей слож
ной схемы. Одно из таких преобразований — от треугольника сопро
тивлений к звезде для облегчения нахождения входного сопротивле
ния линейной части схемы — использовано при расчете в § 13.9.

* С расчетами более сложных схем, которые выходят за рамки курса, можно 
ознакомится, например, в 121].



Из методов расчета, приведенных в гл. 1, к нелинейным цепям 
применимы следующие: метод двух  узлов; замена нескольких парал
лельно включенных ветвей одной эквивалентной; метод эквивалентного 
генератора.

До проведения расчета нелинейных цепей должны быть известны 
вольт-амперные характеристики входящих в схему нелинейных сопро
тивлений. Расчет нелинейных цепей постоянного тока производят, как 
правило, графически.

§ 13.4. Последовательное соединение нелинейных сопротивлений. 
На рис. 13.2,о изображена схема последовательного соединения НС 
с заданной в. а. х ., линейного сопротивления и источника э. д . с. Е. 
Требуется найти ток в цепи. В. а. х. НС обозначена на рис. 13 . 2 , 6  
как /= /((/#с)> в. а. х. линейного сопротивления — прямая линия.

В. а. х. всей цепи, т. е. зависимость тока в цепи от суммы падений 
напряжений на НС и #, обозначена через I = 1  {Vн с -\-иц). Расчет 
основывается на законах Кирхгофа. Обсудим два способа расчета. 
Первый способ иллюстрирует рис. 1 3 .2 ,6 , второй —рис. 13.2, в..

При расчете цепи по первому способу строим результирующую 
в. а. х. всей пассивной части схемы, исходя из того, что при после
довательном соединении через НС и Я проходит одинаковый ток. 
Для построения результирующей в. а. х. задаемся произвольным 
током —точкой т ,  проводим через нее (рис. 13.2 ,6) горизонталь и 
складываем отрезок тп , равный напряжению на НС, с отрезком т р ,  
равным напряжению на Я: 
тп -\ -тр  =  т д * .  ■

Точка ^ принадлежит результирующей в. а. х. всей схемы. Анало
гично строят и другие точки результирующей в. а. х. Определение 
тока в цепи при заданной э. д. с. Е  производят графически по резуль
тирующей в. а. х. С этой целью следует заданную величину э. д . с. Е 
отложить по оси абсцисс и через полученную точку провести верти
каль до пересечения с результирующей в. а. х. в точке <7. Ордината 
точки д равна искомому току.

* Здесь и далее черта над отрезком означает, что речь идет о его длине.



При расчете цепи по второму способу нет необходимости строить 
результирующую в. а. х. всей пассивной части схемы. Учитывая, что 
уравнение //? +  (7 я с = ^  в координатах / и и нс представляет собой 
уравнение прямой, проходящей через точки / =  £/.£; и  =  и Нс =  0', 
/ =  0; инс — У — Е, проводим на рис. 13.2, в эту прямую. Тангенс 
угл а  а  наклона ее к  вертикали, умноженный на отношение тц/т ./

масштабов по осям, численно равен К. Точка пересечения прямой 
с в. а. х. НС определяет режим работы цепи. Действительно, для этой 
точки ток, проходящий через НС и Я, одинаков, а сумма падений 
напряжений Унс +  и к =  Е. При изменении э. д. с. от Е до Ех прямую

13.3, а с двумя различными НС; в. а. х. НС1 и НС2 изображены на рис. 
13.3 6 . Так как НС2 имеет нелинейную в. а. х .,то  вместо прямой / =  / (£//?), 
к ак  это было на рис. 13.2, в, теперь нужно построить нелинейную 
зависимость 1 =  Ц и 2). Начало ее (рис. 13.3, в) расположено в точке
1  =  0, и х =  Е. Отсчет положительных значений IIг производится влево 
от этой точки. Так как положительные значения II2 на рис. 13 3 , боткла- 
дываются вправо от начала координат, а на рис. 13.3, в —влево, то 
кривая / =/(£/2) рис. 13.3, в представляет собой зеркальное отображе
ние кривой 2 рис. 13.3, б относительно вертикальной оси, проведен
ной через точку и 1 =  Е.

§ 13.5. Параллельное соединение нелинейных сопротивлений.
Схема параллельного соединения двух НС изображена на рис. 13.4, а; 
ее в. а. х. — на рис. 13.4, б. При построении результирующей в. а. х.

а) т
Рис. 13.3

в)

I = / (II я) следует переместить 
параллельно себе так, чтобы она 
исходила из точки / =  0, и  =  Ехпа 1 \_/чг\п л — V, ^  ^
(пунктирная прямая на рис.

—

13.2, в).
Аналогично рассчитывают це

пи при последовательном соеди
нении двух и большего числа 
НС. В этом случае сначала на-

и ходят в. а. х. двух НС, затем 
трех и т. д.

Рис. 13.4 Обсудим применение второго 
способа для расчета цепи рис.



исходят из того, что напряжения на НС1 и НС2 равны в силу их 
параллельного соединения, а ток в неразветвленной части схемы

/ = / !  +  /..
Кривая 3 рис. 13.4 ,6 представляет собой в. а. х. параллельного 

соединения. Строим ее следующим образом. Задаемся произвольно 
напряжением U, равным отрезку О т. Проводим через точку т  верти
каль. Складываем отрезок тп , равный току в НС2, с отрезком т р ,  
равным току в НС1:

т п  +  т р  =  mq.

Отрезок mq равен току в неразветвленной части цепи при напря
жении От. Аналогично определяют и другие точки результирующей 
в. а. х. параллельного соединения.

§ 13.6. Последовательно-параллельное соединение нелинейных 
сопротивлений. На рис. 13.5 изображена схема последовательного 
соединения НСЗ и двух параллельно 
соединенных НС1 и НС2. Требуется 
найти токи в ветвях схемы. Заданы

7 - S

Т Уг

_ Г ^ 1 _
/ 2 /У£2

т

Рис. 13.5

в. а. х. нелинейных сопротивлений (кривые 1, 2, 3  рис. 13.6) и э. д . с. 
Е. Сначала строим в. а. х. параллельного соединения в соответствии с 
методикой, рассмотренной в § 13.5 (кривая 1 + 2  на рис. 13.6). После 
этого цепь сводится к последовательному соединению НСЗ и НС, 
имеющего в. а. х. / +  2.

Применяем второй способ построения (см. § 13.4). Кривая Зг 
рис. 13.6 представляет собой в. а. х. НСЗ, зеркально отраженную 
относительно вертикали, проведенной через точку II =  Е. В точке пере
сечения кривой 3' с кривой 1 +  2  удовлетворяется второй закон Кирх
гофа: и 3 +  и 12 =  Е. Сумма токов / 1 +  / 2 =  /3.

§ 13.7. Расчет разветвленной нелинейной цепи методом двух  
узлов. Для схем, содержащих только два узла или приводящихся 
к ним, применяют метод двух узлов. Рассмотрим его на примере 
схемы рис. 13.7. В схеме три НС и три источника э. д. с. Пусть в. а . х . 
НС изображаются кривыми рис. 13.8, а-в. Д ля определенности поло
жим, что £'1> £ '2> £ 3. Выберем положительные направления д л я  
токов. Пусть, например, все токи направлены к узлу а. Тогда, по



первому закону Кирхгофа,
Л + / , + / ,  =  0. (13.1)

Каждый из токов является нелинейной функцией падения напря
жения на своем НС. Так, /х является функцией £/1( / 2 —функцией 
11г и / 3 —функцией и з.

Выразим все токи в функции одного переменного — напряжения 
и аЬ между двумя узлами. Для этого выразим и и 1/2, (/3 через э. д. с. 
и и аЬ:

и ^ Е г - Ц а ь ;  (13.2)

и , =  Е , - и аЬ; (13.3)

(Уз — Ез — и  аЬ, (13.4)

Таким образом, возникает задача о том, как перестроить кривую 
/ 1  =  /(<Л) в кривую 1 х =  ! { и аЬ), кривую /а =  / (¿У2) — в кривую / 2 = 

=  /(^а») и т. д. На рис. 13.9 показано, как 
из кривой / 1 = /(6 1̂) рис. 13.8, а  получить кри
вую 1Х =  / (11аЬ) — точки соответственно обозначе
ны одинаковыми цифрами.

■> Д ля точки 5  кривой рис. 13.8, а  /х =  0 и 
и 1 =  0; при этом иаь — Еу [см. (13.2)], т. е. на- 

Е чало кривой ¡ !  — ¡\ и аЬ) сдвинуто в точкуи аЬ =  
— Е1.

Росту и 1 при соответствует убыль
и аЬ. Для точки 2  при 111 =  Е1 и аЬ =  0. Росту 
|£/х| при <  0 отвечает рост и аЬ, причем 
и аь > Е г.

На основании изложенного рекомендуется поступать следующим 
образом:

1) сместить кривую 1 1  =  {(и ^  параллельно самой себе так, чтобы 
ее начало находилось в точке 1!аЬ = Е1 (кривая, полученная в резуль
тате переноса, представлена пунктиром на рис. 13.9);

Рис. 13.8

2) провести через точку 1!аЬ =  Е1 вертикаль и зеркально отразить 
пунктирную кривую относительно вертикали.

Аналогичным образом производится перестройка кривых и для 
других ветвей схемы. Нанесем кривые 1-1 =  ! {Иаь), и / 3 =
=  !(и„ь) на одном рисунке (кривые 1, 2, 3  на рис. 13.10) и построим

Рис. 13.7



кривую /х+  /, +  /«= /(«/„») (кривая 4  на рис. 13.10), просуммировав 
ординаты кривых 1, 2, 3. Точка гп пересечения кривой 4 с осью абсцисс 
дает значение и аЬ, при

наты точек пересечения перпендикуляра с кривыми 1, 2, 3  д ад ут  со
ответственно токи /ь  / 2 и /з по величине и по знаку.

§ 13.8. Замена нескольких параллельных ветвей, содержащих НС 
и э. д. с., одной эквивалентной. Положим, что имеется совокупность 
нескольких параллельных ветвей, содержащих НС и источники э. д . с.

нс1 ш сг Ынсз

фА ф.
Рис. 13.11

а « 3

Рис. 13.12 Рис. 13.13

(рис. 13.11). Параллельные ветви входят в состав сложной схемы , 
не показанной на рис. 13.11. Каковы должны быть э. д. с. и в. а. х. 
эквивалентного нелинейного сопротивления НСЭ участка схемы рис. 13 .12 , 
чтобы он был эквивалентен параллельным ветвям рис. 13.11?

Одна ветвь рис. 13.12 будет эквивалентной ветвям рис. 13.11 
в том случае, если ток / в неразветвленной части цепи рис. 13.11 
при любых значениях напряжения ИаЬ будет равняться току / в  ветви 
рис. 13.12.



Воспользуемся построениями на рис. 13.10. Кривая 4 этого рисунка 
представляет собой зависимость /х +  / 2 +  /з =  / (и аЬ), т. е. является 
результирующей в. а. х. трех параллельных ветвей. Такую же в. а. х. 
должна иметь ветвь рис. 13.12. Если ток / в схеме рис. 13.12 равен 
нулю, то и аЬ — Ев. Следовательно, Еэ на рис. 13.10 определяется 
напряжением и аЬ, при котором кривая 4 пересекает ось абсцисс. Для 
определения в. а. х. НСЭ необходимо кривую 4 рис. 13.10 зеркально 
отобразить относительно вертикали, проведенной через точку т .

В. а. х. НСЭ изображена на рис. 13.13. Важно подчеркнуть, что 
включение э. д. с. в параллельные ветви привело к тому, что в. а. х. 
НСЭ стала несимметричной, несмотря на то что в. а. х. нелинейных 
сопротивлений /, 2, 3  в схеме рис. 13.7 были взяты симметричными.

Таким образом, изменяя э. д . с .  в ветвях параллельной группы, 
можно изменять ее результирующую в. а. х. и как бы искусственно 
создавать НС с самыми причудливыми в. а. х.

Рис. 13.14

§ 13.9. Расчет нелинейных цепей методом эквивалентного гене
ратора. Если в сложной электрической цепи есть одна ветвь с НС,

/ то определение тока в ней мож
но производить по методу экви
валентного генератора. С этой 
целью выделим ветвь с НС, а 
всю остальную линейную схему 
представим в виде активного 
двухполюсника (рис. 13.14, а).

Как известно из § 1.25, схе
му линейного активного двухпо
люсника по отношению к зажи
мам а и Ь выделенной ветви мож

но представить в виде последовательного соединения источника э. д. с. 
с э. д. с., равной напряжению на зажимах аЬ при разомкнутой ветви 
аЬ (и аЬх х), сопротивления, равного входному сопротивлению Квх ли
нейного двухполюсника, и сопротивления ветви аЬ (рис. 13.14,6).

Определение тока в схеме рис. 13.14,6 не представляет труда и 
может проводиться в соответствии с § 13.4.

Пример 131. Определить ток в ветви аЬ схемы рис. 13.15 по 
методу эквивалентного генератора при Я1 =  Я0 — 27 Ом; /?2 =  108 Ом; 
/? 3 =  81 Ом; #4 =  54 Ом; Е — 70 В. В. а. х. НС изображена на 
рис. 13.16, а.

Р е ш е н и е .  Размыкаем ветвь и определяем напряжение холостого 
хода и аЬх х =  20 В.

Д ля подсчета входного сопротивления /?вх линейной части схемы 
относительно зажимов аЬ необходимо преобразовать треугольник сопро
тивлений #2, Я0 (или Я 4, Я0, /?з) (рис. 13 .15 ,6) в эквивалентную 
звезду (рис. 13.15, в) по формулам (1.35) — (1.37):

' « н ^ = 1 8 0 “ ' я * - “ .“5 0 ".

* , - 1 8  Ом; « „  =  * .  +  £ ± § № + £ . . 5 7  Ом.



Для определения тока в ветви аЬ схемы (рис. 13.15, а) на рис. 13.16, а 
проводим прямую, проходящую через точки (/ =  V аЬхх — 20 В , 1 =  0

Рис. 13.15

и 1̂  =  0, / =  ^ айх*/^пх =  0,351 А (угол у наклона этой прямой к верти
кали с учетом масштабов по осям равен #вх). Точка пересечения этой

Рис. 13.16

прямой с в. а. х. НС (точка я) определяет рабочий режим схемы. 
Ток / =  0,22 А.

§ 13.10. Статическое и дифференциальное сопротивления. Свой
ства нелинейного сопротивления могут быть охарактеризованы либо 
его в. а. х ., либо зависимостями его статического и дифференциаль
ного сопротивлений от тока (напряжения).

Статическое сопротивление /?сх характеризует поведение НС 
в режиме неизменного тока. Оно равно отношению напряжения на НС 
к протекающему по нему току:

Д е т  =  ^ / / .  ( 1 3 -5 )

Сопротивление /?ст численно равно тангенсу угла а  между осью 
ординат и прямой, идущей в точку Ь (рис. 13.16, а), умноженному 
на отношение масштабов по осям т и [ т ¡ ,



При переходе от одной точки в. а. х. к соседней статическое сопро
тивление изменяется.

Под дифференциальным сопротивлением принято понимать отно
шение малого (теоретически бесконечно малого) приращения напряже
ния йИ на НС к соответствующему приращению тока <11 \

Я д =  а д / .  (13.6)
Дифференциальное сопротивление численно равно тангенсу угла р 

(рис. 13.16, а) наклона касательной к в. а. х. в рабочей точке, умно
женному на т и/т1. Оно характеризует поведение НС п.ри достаточно 
малых отклонениях от предшествующего состояния, т. е. прираще
ние напряжения на НС связано с приращением тока, проходящим 
через него, соотношением ¿Я/ =  /?д с(/.

Если в. а. х. НС имеет падающий участок, т. е. такой участок, 
на котором увеличению напряжения на Ш  соответствует убыль тока 
на А/, что имеет место, например, для электрической дуги (см. ее 
в. а. х. на рис. 13.1 ,5), то дифференциальное сопротивление на этом 
участке отрицательно.

Из двух  сопротивлений (#ст и 1?,) чаще применяют /?д. Его исполь
зуют, например, при замене НС эквивалентным линейным сопротивле
нием и источником э. д. с. (см. § 13.11), а также при исследовании 
устойчивости режимов работы нелинейных цепей (см. § 17.3).

Пример 132. Построить кривые зависимости /?ст и /?д в функции 
тока / для нелинейного сопротивления, в. а. х. которого изображена 
на рис. 13.16, а.

Р е ш е н и е .  Кривые построены на рис. 13.16,6.

§  13.11. Замена нелинейного сопротивления эквивалентным линей
ным сопротивлением и э. д . с. Если заранее известно, что изобража

ющая точка будет перемещаться лишь по 
определенному участку в. а. х. НС и этот 
участок может быть с известной степе- 

{ нью приближения заменен прямой ли
нией, то НС при расчете можег быть 

/г=я заменено эквивалентным линейным соп
ротивлением и источником э. д. с.

Положим, что рабочая точка пере- 
мешается лишь по участку аЬ (рис. 

( у  * 13 .16, а ,  а также рис. 13.17). Для это
го участка

Рис. 13.17 'Рис. 13.18 и  =  и 0 +  Н ё $  =  и 0 +  т л. (13 .7 )

Уравнению (13.7) удовлетворяет участок цепи рис. 13'18. На нем 
Е — — и о и линейное сопротивление Я = Я А.

Замена НС линейным сопротивлением и источником э. д. с. удобна 
тем, что после нее вся схема становится линейной и ее работа может 
быть исследована методами, разработанными для линейных цепей. 
Однако при этом необходимо внимательно следить за тем, чтобы рабо
чая точка не выходила за пределы линейного участка в. а. х.

и

1 /



Пример 133. Выразить аналитически участок в. а. х. рис. 13.16, а 
в интервале между точками а и с.

Р е ш е н и е .  Из рис. 13.16, а  находим и о =  — 45 В и # л = ^ р  =  
=  220 Ом. Следовательно, £/«=* — 45 +  220/.

* *
*

Нелинейные сопротивления в ряде случаев придают электрическим 
цепям свойства, принципиально недостижимые в линейных цепях, 
например, стабилизация тока, стабилизация напряжения, усиление 
постоянного напряжения и др.

§ 13.12. Стабилизатор тока. Стабилизатором тока  называют 
устройство, которое способно поддерживать в нагрузке неизменный 
ток при изменении сопротивления нагрузки и напряжения на входе 
всей схемы.

Стабилизацию постоянного тока можно производить с помощью раз
личных схем. Простейшей схемой стабилизатора тока является схема 
рис. 13.19. В ней последовательно с нагрузкой включено НС типа 
бареттера Б. На рис. 13.20 приведена в. а. х. бареттера 0,ЗБ 17 —35. 
Первая цифра означает ток в амперах, который бареттер способен 
поддерживать постоянным, цифры 17 — 35 показывают область изме
нения напряжения на бареттере в вольтах на участке бареттирования 
(поддержания постоянства тока).

Пример 134. Бареттер 0.3Б17 — 35 используется для стабилизации тока накала 
электронной лампы. Номинальный ток накала 0,ЗА, напряжение 6 В. Определить, 
в каких пределах можно изменять напряжение II на входе схемы, чтобы ток нити 
накала лампы оставался неизменным и равным 0,3 А.

Р е ш е н и е .  Сопротивление нити накала лампы

/?л =  6/0,3 =  20 Ом.

Проводим через точки а  и Ь (рис. 13.20), ограничивающие участок баретти
рования, две прямые под углом а  с учетом масштабов по осям численно 
равен 20) к вертикали. По рис. 13.20 определяем, что напряжение и  можно изме
нять в интервале 23 -ь4 1  В.

Пример 135. В схему предыдущей задачи введено последовательное сопротив
ление /?!• Полагая напряжение на входе схемы неизменным и равным 41 В, найти, 
до какого максимального значения в схеме имеет место стабилизация тока.



Р е ш е н и е .  Если /?х =  0 и (7 =  41 В, то рабочий режим характеризуется 
положением точки Ь (рис. 13.20). С увеличением сопротивления ^  рабочая точка 
на в. а. х . перемещается по направлению к  точке а. В граничном режиме (точка 

т и
«) Я 1тах+ Д л =  ^ а ,  —  =  80 Ом.

Рис. 13.21

Следовательно, Rimax =  80 — 20 =  60 Ом.

§ 13.13. Стабилизатор напряжения. Стабилизатором напряжения 
называют устройство, напряжение на выходе которого UB поддержи

вается постоянным или почти постоянным при 
изменении сопротивления нагрузки Ra или на
пряжения и г на входе устройства.

Схема простейшего стабилизатора напряже
ния показана на рис. 13.21. В качестве НС 
используется стабилитрон; R 6 — балластное соп
ротивление. На рис. 13.22 изображена в. а. х. 
стабилитрона.

При анализе работы стабилизатора опре
деляют пределы допустимых изменений Uх при 
R H =  const, а такж е исследуют работу стабили
затора при одновременном изменении и R n.

Для оценки качества работы стабилизатора иногда пользуются 
понятием коэффициента стабилизации. Под ним понимают отношение 
относительного приращения 
напряжения на входе стаби
лизатора (AUjU-d  к  относи
тельному приращению напря
жения на выходе стабилизато
ра (Д UJU„).

Пример 136. В схеме рис, 13.21 
Ra — 5 кОм; Яб =  2 кОм. В. а. х. 
стабилитрона соответствует рис.
13.22. Определить границы допу
стимого изменения и г , при кото
рых на выходе стабилитрона под
держивается стабилизированное на
пряжение 150 В.

Р е ш е н и е .  Воспользуемся 
методом эквивалентного генера
тора. Разомкнем ветвь стабилитрона

Uabx.x — Ui

и найдем напряжение холостого хода:

Ян
Ru-hRi

=  0,713 и г .

Определим входное сопротивление линейной части схемы (Ей. рис. 13.21) 
по отношению к зажимам аЬ:

RhRs
Ru +  Re

= 1427 Ом.

На рис. 13.22 проведем две прямые (сплошные) линии через точки т и п  
в. а. х. стабилитрона так , чтобы тангенс угла (образованного ими с вертикалью), 
умноженный на равнялся /?вх= 1427 Ом.

Отрезки, отсекаемые этими прямыми на оси абсцисс, равны х. Из рисунка 
находим 0,713 £/1т1п=  157 В, или ¿/1т1п =  220 В. Аналогично, 0,713 {/1тах= 192 В,



или и 1тах — 269 В. Следовательно, напряжение 11 ̂  может изменяться от 220 до 
269 В.

Пример 137. Для схемы рис. 13.21 при #6 =  2 кОм (в. а . х. стабилитрона 
см. на рис. 13.22) и {/1 =  250 В определить, в каки х пределах можно изменять 
сопротивление нагрузки У?„, чтобы стабилизатор мог выполнять свои функции по 
стабилизации выходного напряжения.

Р е ш е н и е .  Воспользовавшись методом эквивалентного генератора, определим

и х Х = И1 - п “"Т"5— =  250 -

Находим
Ян + Яб Ян + 2000 ‘

р _  200°Ян
АВХ —  1Ь а  ~ —  —т, 2000+ Кн

Задача сводится к  определению значений /?„, при которых прямые, характе
ризующие будут проходить через точки т  и п  в. а. х. стабилитрона. В дан-

Т а б л и ц а  13.1

ом и  . вX. X' *в х . ° “ *„■ ° “ V , вX. X' *вх- ° м

3 150 1200 6 187 1500
4 167 1330 7 194 1555
5 178 1425 8 200 1600

ном примере неизвестны ни тангенсы углов а ,  ни исходные точки на оси абсцисс, 
из которых должны быть проведены прямые, поэтому решаем задачу путем проб
ных построений. С этой целью за
даемся значениями /?н и подсчиты
ваем соответствующие им II х, х и ^ вх 
(табл. 13.1).

По данным таблицы проводим не
сколько лучей. Графически находим, 
что прямые (пунктирные прямые на 
рис. 13.22) пройдут через точки т и п  
соответственно при Лнт1п =  3,3 кОм и
Я„тах = 8 к0м-

Рис. 13.23

§ 13.14. Усилитель постоян
ного напряжения. Усилителем 
постоянного напряжения назы
вают устройство, приращение 
напряжения на выходе которо
го больше приращения напря
жения на входе. Усилители по
стоянного напряжения часто выполняют на управляемых НС — трех
электродных лампах или транзисторах. На рис. 13.23 изображены 
анодные (по существу, вольт-амперные) характеристики трехэлектрод
ной лампы 6С2С. Под ними понимают зависимость анодного тока 
лампы /а от анодного напряжения V Л при сеточном напряжении £/с 
в качестве параметра.

Схема усилителя постоянного напряжения изображена на рис. 13.24.



Входное (усиливаемое) напряжение подается на сетку лампы. На 
выходе усилителя (зажимы а и Ь) включена нагрузка Яя.

Сетка триода расположена ближе к катоду, чем анод. Влияние 
поля сетки на поток электронов с катода на анод значительно больше 
влияния поля анода. Поэтому сравнительно незначительные измене
ния напряжения на сетке приводят к резкому изменению анодного 
тока и напряжения на выходе усилителя. Составим уравнение по вто

рому закону Кирхгофа для анодной сети: £/а 1йЯ„ — Е. Это уравне
ние в координатах ¿/а, /а описывает прямую, проходящую через точки 
и а =  Е, /а =  0 и и а =  0, /„ =  £//?„. Прямая составляет с вертикалью 
угол а  ^атц/Ш /  =  ./?„). Точки пересечения прямой с кривыми семей
ства в. а. х. лампы (см. рис. 13.23) дают возможность определить 
значение /а при выбранном 11с.

Пример 138. Построить зависимость и вых =  { (и с) для схемы рис. 13.24, если 
#н= 12  кОм и £  =  240 В. Триод 6С2С.

Р е ш е н и е .  Из точки /а =  0, 1/а =  £ через точку £/а =  0, /„ =  £//?„ проводим 
прямую. Точки пересечения ее с анодными характеристиками дают соответствую-

ми словами, один и тот же терморезистор обладает различными в. а. х. при 
различных 0. Ток, нагревающий терморезистор, может проходить по самому тер
морезистору либо по нагревательной обмотке, электрически изолированной от негр.

Терморезисторы подразделяют на два класса: термисторы  (с отрицательным 
температурным коэффициентом) и позисторы  (с положительным температурным 
коэффициентом). Термисторы изготавливают из окислов меди и марганца, пози
сторы— из титаната бария, легированного редкоземельными металлами. Постоян
ная времени нагрева терморезисторов составляет обычно несколько десятков секунд.

На рис. 13.26, а  изображены в. а. х. термистора типа ММТ-4, а на 
рис. 13.26, б — позистора СТ5-1.

Рис. 13.24
0 10 20 UC,B 

Рис. 13.25

щие значения /а и и с . Зависи
мость £/Вых=/(^с) отличается от 
зависимости /а =/([/с) (рис. 13.25) 
только масштабом ((/„= /аКн,/?н= 
=сопз1).

§ 13.15. Терморезисторы. Тер
морезисторы  представляют собой 
НС, сопротивление которых сильно 
зависит от температуры Т тела тер
морезистора.

мор(

20 40 ВО 80 U, В
а)

Рис. 13.26

10 20 U,ö 
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Так как эта температура за 
висит не только от тока, проходя
щего по терморезистору, но и от 
температуры окружающей среды 8, 
то они представляют собой темпе- 
ратурно управляемые НС. Други-



1. Дайте определения следующим понятиям: нелинейное сопротивление, не
линейная электрическая цепь, статическое и дифференциальное сопротивления.
2. Качественно изобразите в. а . х. известных Вам типов неуправляемых и уп
равляемых НС. 3. Как заменить несколько параллельных ветвей с НС и источ
никами э. д. с. на одну эквивалентную? Определите характеристики элементов 
эквивалентной ветви. 4. Перечислите этапы расчета нелинейных цепей (НЦ) мето
дом двух узлов и методом эквивалентного генератора. 5. Перечислите свойства, 
которыми при определенных условиях могут обладать НЦ и не обладают линей
ные цепи. 6. Решите задачи 2.4; 2.8; 2.13; 2.14; 2.15; 2.20; 2.22.

ГЛА ВА  ЧЕТЫ РНАДЦАТАЯ

МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ

§ 14^1. Подразделение веществ на две группы — ферромагнитные 
и неферромагнитные. Из курса физики известно, что все вещества 
по магнитным свойствам подразделяют на три основные группы: диа
магнитные, парамагнитные и ферромагнитные. У диамагнитных веществ 
магнитная проницаемость р, немного меньше единицы, например 
у висмута она равна 0,99983. У парамагнитных веществ ц немного 
больше единицы, например ц. платины равно 1,00036. У ферромаг
нитных веществ (железо, никель, кобальт и их сплавы, ферриты и 
др.) (J, много больше единицы (например, 104), а у некоторых мате
риалов даже до 10е).

При решении большинства электротехнических задач практически 
достаточно подразделять все вещества не на диа-, пара- и ферромаг
нитные, а на ферро- и неферромагнитные. У ферромагнитных веществ |х 
много больше единицы, у всех неферромагнитных р. практически равно 
единице.

§ 14.2. Основные величины, характеризующие магнитное поле.
Основными векторными величинами, характеризующими магнитное 
поле, являются магнитная индукция В и намагниченность J  *.

Магнитная индукция В — это векторная величина, определяемая 
по силовому воздействию магнитного поля на ток (см. гл. 2 1).

Намагниченность J  — магнитный момент единицы объема вещества.
Кроме этих двух величин магнитное поле характеризуется напря- 

t женностью магнитного поля Н.
Три величины —Я, J ,  Н — связаны друг с другом следующей за 

висимостью**:
В =  ц0 (Н +  7). (14.1)

В СИ индукция В измеряется в теслах (Т):
1 Т =  1 В • с/м2 =  1 Вб/м2

* Стрелка над буквой свидетельствует о том, что речь идет о векторе в про
странстве.

** Пояснения к  формуле (14.1) см. в § 14.24.

Ч



или в кратных ей единицах Вб/см2, а в системе СГСМ —в гауссах 
(1 Гс =  10- 8 Вб/см2).

Намагниченность J  и напряженность поля Я  в СИ измеряют 
в амперах на метр (А/м), а в системе СГСМ — в эрстедах (Э).

Намагниченность J  представляет собой вектор, направление кото
рого полагают совпадающим с направлением Я  в данной точке:

/ =  хЯ . (14.2)
Коэффициент х  для ферромагнитных веществ является функцией Я . 

Подставив (14.2) в (14.1) и обозначив 1 + и  =  р, получим
В =  р0рЯ = раЯ ,  (14.3)

где р0 — постоянная, характеризующая магнитные свойства вакуума; 
ра — абсолютная магнитная проницаемость.

В СИ ро =  4 я - 1 0 7 Г/м =  1,256- 10~в Г/м; в СГСМ р0= 1 . Для 
ферромагнитных веществ р. является функцией Я .

Магнитный поток Ф через некоторую поверхность 5  — это поток 
вектора магнитной индукции через эту поверхность:

Ф = \ B d S ,  (14.4)
S

где dS — элемент поверхности S.
В СИ магнитный поток измеряют в В - с или веберах (Вб); в СГСМ — 

в максвеллах (Мкс) или кратных единицах — киломаксвеллах (кМкс):
1 М к с = 1 0 ~8 Вб; 1 кМкс =  103 Мкс.

При расчетах магнитных цепей обычно используют две величины — 
магнитную индукцию В и напряженность магнитного поля Я .

Намагниченность J  в расчетах, как правило, не используют [при 
необходимости значение J ,  отвечающее соответствующим значениям 
В и Я , всегда можно найти по формуле (14.1)].

Известно, что ферромагнитные тела состоят из областей самопроиз
вольного (спонтанного) намагничивания. Магнитное состояние каждой 
области характеризуется вектором намагниченности. Направление век
тора намагниченности зависит от внутренних упругих напряжений и 
кристаллической структуры ферромагнитного тела.

Векторы намагниченности отдельных областей ненамагниченного 
тела направлены в различные стороны. Поэтому во внешнем по отно
шению к ферромагнитной среде пространстве намагниченность ферро
магнитного тела, если оно не помещено во внешнее магнитное поле, 
не проявляется. Если ж е ферромагнитное тело поместить во внешнее 
магнитное поле, то под его действием векторы намагниченности отдель
ных областей будут поворачиваться по внешнему полю. В результате 
этого индукция результирующего магнитного поля оказывается во 
много раз (сотни и даж е сотни тысяч раз) больше, чем магнитная 
индукция внешнего поля до помещения в него ферромагнитного тела.

§ 14.3. Основные характеристики ферромагнитных материалов.
Свойства ферромагнитных материалов принято характеризовать зави
симостью магнитной индукции В от напряженности магнитного поля Я .



„ Спинка "предельного 
цикла, или кривая 
размагничивания

Предельный
цикл

Основная кривая 
намагничивания

Симметричные
гистерезисные

петой

Различают два основных типа этих зависимостей! кривые намагничи
вания и гистерезисные петли.

Под кривыми намагничивания понимают однозначную зависимость 
между В и Н. Кривые намагничивания подразделяют на начальную, 
основную и безгистерезисную (что будет пояснено далее).

Из курса физики известно,. что ферромагнитным материалам при
суще явление гистерезиса — отставание изменения магнитной индукции Б 
от изменения напряженности магнитного поля Н. Гистерезис обус
ловлен, грубо говоря, внутренним трением областей самопроизволь
ного намагничивания. При 
периодическом изменении 
напряженности поля зави
симость между В и Н при
обретает петлевой харак
тер.

Различают несколько 
типов гистерезисных пе
тель — симметричную, пре
дельную и несимметричную 
(частный цикл).

На рис. 14.1 изобра
жено семейство симметрич
ных гистерезисных петель.
Для каждой симметричной 
петли максимальное поло
жительное значение В рав
но максимальному отрица
тельному значению В и соот
ветственно Я тах =  |— Н тах|.

Геометрическое место вершин симметричных гистерезисных петель 
принято называть основной кривой намагничивания. При очень боль
ших Н вблизи ±  Ншах восходящая и нисходящая части гистерезис- 
ной петли практически сливаются.

Предельной гистерезисной петлей или предельным циклом назы
вают симметричную гистерезисную петлю, снятую при очень больших 
Нтях. Индукцию при Н =  0 называют остаточной индукцией и обо
значают Вг.

Напряженность поля при В =  0 называют задерживающей или 
коэрцитивной силой и обозначают Нс.

Участок предельного цикла ВГНС (рис. 14.1) принято называть кри
вой размагничивания или «спинкой» гистерезисной петли.

Этот участок используют при расчетах магнитных цепей с постоян
ными магнитами и магнитных элементов запоминающих устройств вы 
числительной техники.

Если изменять Н периодически и так , что +  Нт ахф\ — Я тах |, 
то зависимость между В и Н будет петлевого характера, но центр 
петли не совпадает с началом координат (рис. 14.2). Такие гистере
зисные петли принято называть частными петлями гистерезиса, или 
частными циклами.

Рис. 14.1



Когда предварительно размагниченный ферромагнитный материал 
(В =  О, Н =  0) намагничивают, монотонно увеличивая Н, получаемую

зависимость между В и Н назы
вают начальной кривой намагни
чивания.

Начальная и основная кри
вые намагничивания ' настолько 
близко расположены друг к дру
гу , что практически во многих 
случаях их можно считать сов
падающими (рис. 14.2).

Безгистерезисной кривой на
магничивания называют зависи
мость между В и Н, возникаю

щую, когда при намагничивании ферромагнитного материала его пе
риодически постукивают или воздействуют на него полем, имеющим 
кроме постоянной составляющей еще и затухающую по амплитуде си
нусоидальную составляющую. При этом гистерезис как бы снимается.

Безгистерезисная кривая намагничивания весьма резко отличается 
от основной кривой.

В различных справочниках, а также в ГОСТ 802—58 в качестве 
однозначной зависимости между В и Н дается основная кривая намаг
ничивания.

§ 14.4. Потери, обусловленные гистерезисом. При периодическом 
перемагничивании ферромагнитного материала в нем совершаются 
необратимые процессы, на которые 
расходуется энергия от намагничиваю
щего источника. В общем случае по
тери в ферромагнитном сердечнике 
обусловлены гистерезисом, макроско
пическими вихревыми токами и маг
нитной вязкостью. Степень проявле
ния различных видов потерь зависит 
от скорости перемагничивания ферро
магнитного материала. Если сердеч
ник перемагничисеется во времени 
весьма замедленно, то потери в сер
дечнике обусловлены практически толь
ко гистерезисом (потери от макроско
пических вихревых токов и магнит
ной вязкости при этом стремятся к 
нулю). *

Физически потери, обусловленные 
гистерезисом, вызваны главным обра
зом потерями от микроскопических 
вихревых токов при скачкообразных поворотах векторов намагничен
ности отдельных намагниченных областей (скачки Баркгаузена, изве
стные из курса физики).

Рис.
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Площадь гистерезисной петли §  Н йВ характеризует энергию, выде
ляющуюся в единице объема ферромагнитного вещества за один цикл 
перемагничивания.

Представим площадь гистерезисной петли рис. 14.3 в виде суммы четырех 
площадей:

(̂ ) И (1В — “Н *̂ 4*

Площадь 5^ соответствует движению от точки 1 до точки 2; так как на этом 
участке Н >  0 и (1В >  0, то произведение Н й В >  0 и 5 !  >  0.

Площадь 5 2 характеризует движение от точки 2 до 3\ так как в этом интер
вале Я >  0 и йВ <  0, то 5 г < 0 .

Площадь 5 3—движение от точки 3 до 4\ 8 Я >  0, так как  Н <  0 и ¿В  <  0.
Площадь 5 4—движение от точки 4 до 1; 5 4 < 0 ,  так как Н < 0  и й В >  0.

Если ферромагнитный сердечник подвергается периодическому н а
магничиванию (например, в цепях переменного тока), то для умень
шения потерь на гистерезис в нем он должен быть выполнен из м аг
нитномягкого материала (см. § 14,5).

§ 14.5. Магнитномягкие и магнитнотвердые материалы. Ферро
магнитные материалы можно подразделять на магнитномягкие и м аг
нитнотвердые.

Магнитномягкие материалы обладают круто поднимающейся 
основной кривой намагничивания и относительно малыми площадями

гистерезисных петель. Их применяют во всех устройствах, которые 
работают или могут работать при периодически изменяющемся м а г 
нитном потоке (трансформаторах, электрических двигателях и генера
торах, индуктивных катушках и т. п.).

Некоторые магнитномягкие материалы, например перминвар, сплавы 
68НМП и др . , обладают петлей гистерезиса по форме, близкой к пря
моугольной (рис. 14.4, а). Такие материалы получили распространение 
в вычислительных устройствах и устройствах автоматики.

В группу магнитномягких материалов входят электротехнические 
стали, железоникелевые сплавы типа пермаллоя и др.

Магнитнотвердые материалы обладают полого поднимающейся 
основной кривой намагничивания и большой площадью гистерезисной 
петли. В группу магнитнотвердых материалов входят углеродистые



стали, сплавы магнико, вольфрамовые и платинокобальтовые сплава 
и др. Из магнитнотвердых материалов выполняют постоянные магниты.

На рис. 14.4, б  качественно сопоставлены гистерезисные петли для 
магнитномягкого материала типа пермаллоя (кривая 1) и для магнит
нотвердого материала (кривая 2).

§ 14.6. Магнитодиэлектрики и ферриты. В радиотехнике, где 
используют колебания высокой частоты, сердечники индуктивных ка
тушек изготовляют из магнитодиэлектриков или из ферритов.

Магнитодиэлектрики — это материалы, полученные путем смеше
ния мелкоизмельченного порошка магнетита, железа или пермаллоя 
с диэлектриком. Эту смесь формуют и запекают. Каждую ферромаг
нитную крупинку обволакивает пленка из диэлектрика. Благодаря 
наличию таких пленок сердечники из магнитодиэлектриков не насы
щаются; ¡д их находится в интервале от нескольких единиц до несколь
ких десятков.

Ферриты — это материалы, которые изготавливают из окислов меди 
или цинка и окислов железа и никеля. Смесь формуют и обжигают, 
в результате чего обычно получают твердый раствор, например 2п • Ге20 :]. 
По своим электрическим свойствам ферриты являются полупроводни
ками. Их объемное сопротивление р = 1 -5- 107 Ом м, тогда как для 
железа р «=* 10~в Ом • м.

Можно получить самые различные магнитные свойства ферритов. 
В отличие от магнитодиэлектриков ферриты могут насыщаться. Коэр
цитивная сила ферритов составляет примерно 10 А/м. Маркируют их 
буквами и цифрой. Например, феррит НЦ-1000 означает никельцин- 
ковый феррит, у которого на начальном участке кривой намагничи
вания |х= 1000.

§ 14.7. Закон полного тока. Магнитное поле создается электриче
скими токами. Количественная связь между линейным интегралом от 
вектора напряженности магнитного поля Н вдоль любого произволь
ного контура и алгебраической суммой токов £  /, охваченных этим 
контуром, определяется законом полного тока

< § Я ^ Г = 2 ] / .  (14.5)

Положительное направление интегрирования Ш связано с положи
тельным направлением тока / правилом правого винта.

Закон полного тока является опытным законом. Его можно экспе
риментально проверить путем измерения §  Н с11 с помощью специаль
ного устройства (известного из курса физики), называемого магнитным 
поясом.

§ 14.8. М агнитодвижущая (намагничивающая) сила. Магнитодви
жущей силой (м. д . с.) или намагничивающей силой (н. с.) катушки 
или обмотки с током называют произведение числа витков катушки до 
на протекающий по ней ток /.
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М. д. с. 1 т  вызывает магнитный поток в  магнитной цепи подобно 
тому, как э. д. с. вызывает электрический ток в электрической цепи. 
Как и э. д. с., м. д. с. есть величина на
правленная (положительное направление на 
схеме обозначают стрелкой). £

Положительное направление м. д. с. сов
падает с движением острия правого винта, 
если его вращать по направлению тока в 
обмотке. Е

Для определения положительного на
правления м. д. с. пользуются следующим 
мнемоническим правилом-, если сердечник 
мысленно охватить правой рукой, рас
положив ее пальцы по току в обмотке, а затем отогнуть большой 
палец, то последний укаж ет направление м. д. с.

На рис. 14.5 даны несколько эскизов с различным направлением 
намотки катушек на сердечник и различным направлением м. д. с.

§ 14.9. Разновидности магнитных цепей. Магнитной цепью назы
вают совокупность м. д. с., ферромагнитных тел или каких-либо иных 
тел (сред), по которым замыкается магнитный поток.

Магнитные цепи могут быть подразделены на неразветвленные и 
разветвленные. Примером неразветвленной цепи может служить цепь,

Рис. 14.5

1,ю,

Рис. 14.6 Рис. 14.7

показанная на рис. 14.6. Разветвленные цепи делятся на симметрич
ные и несимметричные. Магнитная цепь рис. 14.7 симметрична: в ней 
ф1 =  ф2, если обе части ее, расположенные слева и справа от верти
кальной пунктирной линии, одинаковы в геометрическом отношении, 
изготовлены из одного и того ж е материала и если /11е»1 =  /2ш2.

Достаточно сделать или изменить направление тока
в одной из обмоток, или сделать воздушный зазор в одном из край
них стержней магнитопровода, чтобы магнитная цепь рис. 14.7 стала 
несимметричной. В несимметричной цепи рис. 14.7, как  правило, поток
Ф 1 ф  Ф 2.

§ 14.10. Роль ферромагнитных материалов в магнитной цепи.:
Электрические машины, трансформаторы и другие аппараты конструи
руют так, чтобы магнитный поток в них был по возможности наи-



'о поток в магнитнои цепи при одной

Рис. 14.8

и той ж е м. д. с. и одинаковой 
геометрии цепи оказывается 
во много раз больше, чем в 
случае отсутствия ферромаг
нитного материала.

Пример 139. Возьмем два 
одинаковых в геометрическом 
отношении кольцевых сердеч
ника (рис. 14.8). Пусть ра
диус их средней магнитной 
линии /? =  10 см и поперечное 
сечение Я =  2 см2. Один сер
дечник неферромагнитный, на
пример деревянный, а дру
гой — ферромагнитный (кри
вая намагничивания рис. 14.9). 
Намотаем на каждый кольце
вой сердечник обмотку с чис
лом витков до =  200 и пропу
стим по ним одинаковый ток 
/, например в 1 А. Опреде
лить потоки в сердечниках.

Р е ш е н и е .  По закону 
полного тока напряженность 
поля одинакова в обоих сер
дечниках и не зависит от ма
териала:

Н — 11ю1(2пЦ) =  1 • 200/(2л • 0,1) =  318 А/м.

Магнитный поток в неферромагнитном сердечнике

фиф =  ВБ =  ц0̂ Я 5  =  1,256-10-6 -318-2 - 10 4 =  8 - 10“8 Вб.

По кривой,намагничивания рис. 14.9 находим, что при Я  =  318 А/м 
В ъ  1,02 Т.

Магнитный поток в ферромагнитном сердечнике

ффм =  В 5 =  1 , 02-1 0 1-2 =  20 , 4 - 10 -5 Вб.

Таким образом, поток в ферромагнитном сердечнике в 2 0 ,4 -103/8 =  
=  2550 раз больше, чем в неферромагнитном.

Ферромагнитные материалы вводят в магнитную цепь также с целью 
сосредоточения магнитного поля в заданной области пространства и 
придания ему определенной конфигурации.

§ 14.11. Падение магнитного напряжения. Падением магнитного 
напряжения между точками а и Ь магнитной цепи называют линей-



ныи интеграл от напряженности магнитного поля между этими точками:

и шаЬ =  \ й М . (14.0)
а

Если на этом участке Я  постоянна и совпадает по направлению 
с элементом пути di, то Hdl =  Н dl cos 0° и Н можно вывести из-под 
знака интеграла. Тогда

ь
UKOb= :H \dl =  Hlab, (14.6а)

а

где lab ~  длина пути между точками а и Ь.
Падение магнитного напряжения измеряют в амперах (А).
В том случае, когда участок магнитной цепи между точками а и Ь 

может быть подразделен на п отдельных частей так , что для каждой 
части Я  = Нк =  const, то

Uuab= 2  Нл1к. (14.7)
к— 1

§ 14.12. Вебер-амперные характеристики. Под вебер-амперной 
(максвелл-амперной) характеристикой (в. а. х .) * понимают зависи
мость потока Ф по какому-либо участку магнитной цепи от падения 
магнитного напряжения на этом участке: Ф  =  f(U H).

Она играет такую же важную роль при расчетах и исследовании 
магнитных цепей, как  и в. а. х. нелинейных сопротивлений при расче
тах и исследовании электрических цепей с нелинейными сопротивле
ниями (см. гл. 13).

В. а. х. при расчетах магнитных цепей в готовом виде не задаются. 
Перед расчетом их нужно построить с помощью кривых намагничива
ния ферромагнитных материалов, входя
щих в магнитную цепь. с. Í7 ~ <í * 1г 1-<

сс

Рис. 14.10

§ 14.13. Построение вебер-амперных 
характеристик. На рис. 14.10 изображен 
участок магнитной цепи, по которому 
проходит поток Ф. Пусть участки 1± и 
/2 сечением 5  выполнены из ферромаг
нитного материала, кривая В =  ЦН) для которого дана, например, 
на рис. 14.9. На участке длиной б магнитный поток проходит по воз
духу.

Требуется построить в. а. х. участка цепи между точками а- и Ь.
При построении допустим, что: 1) магнитный поток вдоль всего 

участка от а до Ь постоянен (отсутствует рассеяние); сечение магнит
ного потока в воздушном зазоре такое ж е, к ак  и на участках /х и /2 
(отсутствует боковой распор силовых линий в зазоре). В действитель

* В гл. 14 (в отличие от гл. 13) под в. а , х , понимается вебер-амперная 
характеристика.



ности оба допущения справедливы лишь в известной мере и чем 
больше воздушный зазор, тем менее они справедливы.

Построение в. а. х. производим следующим образом. Задаемся ря
дом значений индукции Б, например для электротехнических сталей 
значениями 0; 0 ,5 ; 0 ,8 ; 1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5 Т, и для каждого 
значения В находим напряженности поля на всех участках (1Ъ /2 и б).

На участках из ферромагнитного материала (участки 1г и /2) на
пряженность Я 1 =  Я 2 (так как В1 =  В2) находим по кривой намагни
чивания.

Для неферромагнитных участков (участок б)

Я
В-1

А/м :
^0 г/м 1,255-10- Г/М

:0 ,8 -1 0 35 т.

Таким образом, для определения Я  (А/м) в воздухе следует умно
жить индукцию, выраженную в теслах, на коэффициент 0,8 • 106.

Для каждого значения В опре
делим поток Ф =  ВЗ и найдем

Укаь =  # 1/1 -|-Яг/2-|-Яб6.

По результатам подсчетов строим 
кривую Ф =  ! ( и №).

Пример 140. Построить в. а. х. 
для участка цепи рис. 14.10 при 
6 =  0; 0,005; 0,05 см; =  10 см; 
/2 =  5 см; 5  =  5 см2.

Р е ш е н и е .  Определим паде
ние магнитного напряжения между 
точками а и Ь участка магнитной 
цепи рис. 14.10 при 6 =  0,005 см и 
В =  0,5 Т.

Из кривой рис. 14.9 находим, что индукции Б =  0 , 5 Т  соответ
ствует напряженность поля Я  = 40 А/м.

Таким образом, при Б =  0,5 Т Я 1 =  Я 2 =  40 А/м.
По формуле ¿/ма& =  Я 1/1 +  ЯЛ2 +  Яв б подсчитываем и маЬ =  

=  40 • 0,1 +  40 • 0 ,05  +  0,8 • 0,5 ■ 10« • 5 • 10-® =  26 А.
Значения и паЬ при иных зазорах и индукциях находим аналогич

ным образом. Подсчеты сводим в табл. 14.1.

Рис. 14.11

Т а б л и ц а  14.1

В, т Ф, Вб-10"5 £<* 
; 

 ̂
!

» 
|!

Н&, А/м-10» ииаЬ' А- ПРИ 
0 | 0,005

6, см

0,05

0,5 25 40 4 6 26 206
0,8 40 130 6,4 19,5 51,5 339,5
1,0 50 300 8 45 85 445
1,1 55 440 8,8 66 110 506
1,2 60 700 9,6 105 153 585
1,3 65 1080 10,4 162 214 682
1,4 70 1800 11,2 270 326 830



По данным таблицы на рис. 14.11 построены в. а. х. при трех 
значениях 6. Из построений видно, что если участок, для которого 
строят в. а. х ., не имеет «воздушного» включения, то в. а. х. круто 
поднимается вверх. При наличии воздушного включения в. а. х. спрям
ляется и идет более полого.

§ 14.14. Законы Кирхгофа для магнитных цепей. При расчетах 
магнитных цепей, как и электрических, используют первый и вто
рой законы (правила) Кирхгофа.

П е р в ы й  з а к о н  К и р х г о ф а :  алгебраическая сумма м агн и т
ных потоков в любом узле магнитной цепи равна нулю:

Первый закон Кирхгофа для магнитных цепей следует из принципа 
непрерывности магнитного потока, известного из курса физики 
(см. такж е § 2 1 .8).

В т о р о й  з а к о н  К и р х г о ф а :  алгебраическая сумма падений 
магнитного напряжения вдоль любого замкнутого контура равна 
алгебраической сумме м. д. с. вдоль того  же контура:

Второй закон Кирхгофа для магнитных цепей по сути дела есть 
иная форма записи закона полного тока.

Перед тем как для магнитной цепи записать уравнения по зако
нам Кирхгофа, следует произвольно выбрать положительные направ
ления потоков в ветвях магнитной цепи и положительные направле
ния обхода контуров.

Если направление магнитного потока на некотором участке совпа
дает с направлением обхода, то падение магнитного напряжения этого 
участка входит в сумму и„ со знаком плюс, если встречно ему, 
то со знаком минус.

Аналогично, если м. д. с. совпадает с направлением обхода, она 
входит в 2 /и» со знаком плюс, в противном случае —со знаком 
минус.

В качестве примера составим уравнения по законам Кирхгофа для 
разветвленной магнитной цепи, изображенной на рис. 14.12.

Левую ветвь назовем первой, и все относящиеся к  ней величины 
будут с индексом 1 (поток напряженность поля Н1г длина пути 
в стали 11г длина воздушного зазора бц м. д. с. /1а»1).

Среднюю ветвь назовем второй, и все относящиеся к  ней величины 
будут соответственно с индексом 2  (поток Ф2, напряженность поля Н2, 
длина пути в стали 12, длина воздушного зазора 62, м. д. с. 12ш2).

Все величины, относящиеся к  правой ветви, имеют индекс 3 (по
ток Ф3,' длина пути на вертикальном участке 1'Л, суммарная длина 
пути на двух горизонтальных участках Га).

Произвольно выберем направление потоков в ветвях. Положим, 
что все потоки (Фх, Ф2, Ф3) направлены вверх (к узлу а). Число

5 >  =  о. (14.8)

(14.9)



уравнений, которые следует составить по законам Кирхгофа, должно 
быть равно числу ветвей цепи (в рассматриваемом случае нужно со
ставить три уравнения).

По первому закону Кирхгофа необходимо составить столько урав
нений, сколько в цепи узлов без единицы (см. § 1 .8).

В цепи рис. 14.12 два узла; следовательно, по первому закону
Кирхгофа составим одно 
уравнение:

Ф1 +  Ф2 +  Ф3 =  0. (а)

По второму закону Кирх
гофа следует составить чис
ло уравнений, равное числу 
ветвей, за вычетом числа 
уравнений, составленных по 
первому закону Кирхгофа. 
В рассматриваемом приме
ре по второму закону Кирх
гофа составим 3 — 1 = 2 
уравнения.

Первое из этих уравне
ний составим для контура, 
образованного первой и вто
рой ветвями, второе —для 

контура, образованного первой и третьей ветвями (для периферийного 
контура).

Перед составлением уравнений по второму закону Кирхгсфа не
обходимо выбрать положительное направление обхода контуров. Будем 
обходить контуры по часовой стрелке.

Уравнение для контура, образованного первой и второй ветвями,

Я +  Я д Д  — Н21., — Я в262 =  Л и’, -  /2ш2, ' (б)

где Яв! и Яв2 — напряженности поля соответственно в воздушных 
зазорах и б2.

В левую часть уравнения вошли слагаемые И111 и # аА  со знаком 
плюс, так как  на первом участке поток Ф1 направлен согласно с обхо
дом контура; слагаемые Я 2/2 и Я {262 — со знаком минус, так как 
поток Ф2 направлен встречно обходу контура.

В правую часть уравнения м. д. с. вошла со знаком плюс, 
так  как она направлена согласно с обходом контура, а м. д. с. 
1 2ы>2 — со знаком минус, так как  она направлена встречно обходу 
контура.

Составим уравнение для периферийного контура, образованного 
первой и третьей ветвями:

Я Л  +  Я в А  — Я 3/3 — Я 3/3 = /1ю1. (в)

Совместно решать три уравнения [(а), (б), (в)] с тремя неизвест
ными (Ф1э Ф2) Ф3) не будем, так  как в § 14.18 дается решение рас

ПерНая ¡етИь Третья Нетбь

*

МО
!" г 1 1 1•1 1 1 1 1 11 4

Рис. 14.12



сматриваемой задачи более совершенным методом, чем метод на основе 
законов Кирхгофа,— методом двух узлов.

§ 14.15. Применение к магнитным цепям всех методов, исполь
зуемых для расчета электрических цепей с НС. В гл. 13 подробно 
обсуждались различные приемы рас
чета электрических цепей с НС. Все 
эти методы полностью применимы и 
к расчету магнитных цепей, так как  
и магнитные и электрические цепи 
подчиняются одним и тем же зако
н ам -закон ам  Кирхгофа.

Аналогом тока в электрической це
пи является поток в магнитной цепи, 
аналогом э. д. с. — м. д. с. Аналогом 
вольт-амперной характеристики нели
нейного сопротивления — вебер-ампер- 
ная характеристика участка магнит
ной цепи.

§ 14.16. Определение м. д. с. не- 
разветвленной магнитной цепи по 
заданному потоку. Заданы конфигу
рация и геометрические размеры маг
нитной цепи, кривая (кривые) намагничивания ферромагнитного мате
риала и магнитный поток или индукция в каком-либо сечении. Тре
буется найти м. д. с., ток или число витков намагничивающей обмотки.

Расчет проводим в такой последовательности:
1) разбиваем магнитную цепь на участки постоянного сечения и 

определяем длины /* (м) и площади поперечного сечения 5/, (м2) участ
ков (длины участков берем по средней силовой линии);

2) исходя из постоянства потока вдоль всей цепи, по заданному 
потоку и сечениям находим магнитные индукции на каждом участке:

Вк =  0/5*;

3) по кривой намагничивания определяем напряженности поля Ни 
для ферромагнитных участков магнитной цепи; напряженность поля 
в воздушном зазоре

Я А/„ = 0 ,8 -1 0 65 т ; (14.10)
4) подсчитываем сумму падений магнитного напряжения вдоль всей 

магнитной цепи Нк1и и на основании закона полного тока прирав
ниваем эту сумму полному току /да:

Основным допущением при расчете является то, что магнитный 
поток вдоль всей магнитной цепи полагаем неизменным. В действи
тельности небольшая часть потока всегда замыкается, минуя основной 
путь. Например, для магнитной цепи рис. 14.6 поток, выйдя из левого

N

100

! !1 ■

,1

Рис. 14.13



сердечника, в основном направляется по пути тасЬп, но небольшая 
часть потока идет по воздуху по пути тдп.

Поток, который замыкается, минуя основной путь, называют по
током рассеяния. При малом воздушном зазоре поток рассеяния отно
сительно мал; с увеличением воздушного зазора поток рассеяния может 
стать соизмеримым с основным потоком.

Пример 141. Геометрические размеры магнитной цепи даны на 
рис. 14.13 в миллиметрах; кривая намагничивания показана на 
рис. 14.9. Какой ток должен протекать по обмотке с числом витков 
т  =  500, чтобы магнитная индукция в воздушном зазоре В6 =  1 Т.

Р е ш е н и е .  Магнитную цепь разбиваем на три участка: 1Х =  
— 1\ + 1\ =  30 см; 5 Х =  4,5 см2; 12 =  13,5 см; Б2 =  6 см2.

Воздушный зазор 6 =  0,01 см; 5б =  5 1 =  4,5 см2. Индукция В1 — 
=  В « = 1  Т.

Индукцию на участке 12 найдем, разделив поток Ф =  на се
чение Я2 второго участка:

В2 =  Ф/52 =  В 65 в/52 = 1 • 4,5/6 =  0,75 Т.
Напряженности поля на участках 1Х и /2 определяем согласно кри

вой намагничивания (см. рис. 14.9) по известным значениям Вг и В2:
Нх =  300 А/м; Н2 =  115 А/м.

Напряженность поля в воздушном зазоре
Я б = 0 ,8 . 106 -Б б =  0,8- 10е- 1 = 8 - 105 А/м.

Подсчитываем падение магнитного напряжения вдоль всей магнит
ной цепи:

У', Нь1ь =  Н^-^-Н212-\- Нъ6 =
=  3 0 0 -0 ,3 +  115-Ъ ,135 +  8 - 105- 10 4 =  185,6 А.

Ток в обмотке
/ =  2  Я*/*/а»= 185,6/500 =  0,371 А.

§ 14.17. Определение потока с неразветвленной магнитной цепи 
по заданной м. д. с. Заданы геометрические размеры магнитной цепи, 
кривая намагничивания и полный ток. Определить поток.

Для решения задачи необходимо построить зависимость потока 
в  функции от ^  и на ней найти рабочую точку.

Пример 142. Найти магнитную индукцию в воздушном зазоре маг
нитной цепи примера 141, если /ау = 350 А.

Таблица  14.2

в б, т вг  т т Яб, А/м-10» Ну А/м Я2, А/м £  "*'*• А Ф, Вб-ю-6

0,5 0,5 0,375 4 50 25 58,3 22,5
1,1 1,1 0,825 8,8 460 150 246,3 49,5
1,2 1,2 0,9 э!б 700 200 333 54
1,3 1,3 0,975 10,4 1020 300 450,5 58,5



Р е ш е н и е .  Задаемся значениями В8 =  0,5; 1,1; 1,2 и 1,3 Т и для 
каждого из них подсчитываем ^  так же, как в предыдущей 
задаче. Подсчеты сводим в табл. 4.2.

По данным табл. 14.2 строим,зависимость Ф =  / ( 2 ]  # * 4 ) (рис. 14.14) 
и по ней находим, что при /до =  350 А Ф =  5 5 - 10 5 Вб.

Следовательно, £а =  Ф/5в =  55-10~6/4,5 - 10 4=  1,21 Т.

§ 14.18. Расчет разветвленной магнитной цепи методом двух 
узлов. Ранее отмечалось, что для расчета разветвленных магнитных 
цепей применимы все методы, ко
торые обсуждались в гл. 13.

Рассмотрим расчет разветв
ленной магнитной цепи (см. рис.
14.12) методом двух узлов.

Пример 143. Задано: геомет
рические размеры в миллимет
рах; кривая намагничивания рис.
14.9; 1 ^  — 80 А; /2до2 =  300 А;

=  0,05 мм, 62 =  0,22 мм. Найти 
магнитные потоки в ветвях маг
нитной цепи.

Р е ш е н и е .  Как и в схеме 
рис. 13.7, узловые точки обозна
чим буквами а и Ь. Выберем положительные направления потоков Ф1( Ф2, 
Ф3 к узлу а. Построим зависимость потока Фх от падения магнитного 
напряжения первой ветви и л . Д ля этого произвольно задаемся рядом 
числовых значений Ви для каждого значения Вх по кривой намагни

чивания находим напряженность 
на пути в стали по первой 

ветви.
Падение магнитного напряже

ния на первом участке и м1 — 
=  +  0,8 • 106В А , где =  
=  0,24 м — длина пути в стали 
по первой ветви. Выбранному 
значению Вх соответствует Фг =
=  в д .

Таким образом, для каждого 
значения потока Фх подсчитываем 
£/м1 и по точкам строим зависи
мость Ф1 =  /(^н1) — кривая / 
рис. 14.15.

Аналогично строим зависимость Ф2 =  /({/„.,) —кривая 2  рис. 14.15; 
¿/м2 =  Я 2/2 +  0,8 • 106В262, где /2 =  0,138 м —длина пути в стали во вто
рой ветви.

Кривая 3 есть зависимость Ф3 =  /(^тз)1 — где
¿3^ 0,1 и II « ¿0 ,1 4  м. Им соответствуют участки третьей ветви, имею
щие сечения 9 и 7,5 см2.

Рис. 14.15
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Рис. 14.14



Магнитная цепь рис. 14.12 формально аналогична нелинейной 
электрической цепи рис. 13.7. Аналогами /х и /2 электрической цепи 
рис. 13.7 являются магнитные потоки Фх и Ф2 магнитной цепи 
рис. 14.12. Аналогом э. д. с. £ х является м. д. с. До;,. Аналогом за
висимости тока в первой ветви от падения напряжения на сопротив
лении первой ветви [/х =  / (^ 1)] является зависимость магнитного по
тока Ф х в первой ветви магнитной цепи от падения магнитного напря
жения и н1 вдоль первой ветви [Ф х = / (£/м1)] и т. д.

Воспользуемся аналогией для определения потоков Фх, Ф2, Ф3. 
С этой целью выполним графические построения, подобные построе
ниям на рис. 13.10.

Вспомним, что кривые рис. 13.10 представляют собой зависимости 
токов в ветвях схемы не от падений напряжений (и 1, 119, 1!.л) вдоль 
этих ветвей, а от напряжения и аЬ между двумя узлами (а и Ь) 
схемы рис. 13.7.

В соответствии с этим введем в расчет магнитное напряжение — 
разность магнитных потенциалов — между узлами а и Ь: и маЬ= срмя — фм&.

Выразим магнитный потенциал точки а (фмо) через магнитный по
тенциал точки Ь (ф„б), следуя от точки Ь к точке а сначала по пер

вой ветви, затем по второй и, 
наконец, по третьей. Для пер- 
еой ветви

фма =  ф иЬ — (Н,11 +
4 -  я « А )  4~ I  ¡.Щ'

Здесь +  Я в А  =  и л1 -  
падение магнитного напряже
ния по первой ветви. Знак ми
нус перед скобкой обусловлен 
тем, что при перемещении сог
ласно с направлением потока 
магнитный потенциал (как и 
электрический при перемеще

нии по току) снижается (если бы двигались против потока, то маг
нитный потенциал возрастал бы и нужно было ставить плюс). Плюс 
перед 1 11ю1 свидетельствует о том, что при перемещении от точки Ь к 
точке а  идем согласно с направлением м. д. с. 1 ^ .  Таким образом, 
для первой ветви

и н а Ь  =  Ч>*а  —  Ч > н Ь =  —  и л + 1 1 Щ ' <  (а )

для второй ветви (перемещаясь от Ь к а по потоку Ф2 и согласно 
с направлением м. д. с. /2ку2)

У  и а Ь  ~  ^и2 4“ (®)

для третьей ветви (на ней м. д. с. отсутствует)

У  к а Ь  —  У  и з -  (в)

Графическое решение задачи приведено на рис. 14.16. На нем за
висимость Ф* = [ ( и ыаь) представлена кривой /, Ф2 =  /(£/„п;,) —при



вой 2\ Ф3 •= / (Uuab) — кривой 3. Построение их производилось так  же, 
как и построение соответствующих кривых рис. 13.10. Начало кри
вой 1 смещено в точку Uuab=  l 1wl =  800 А; начало кривой 2  — в точку 
UппЬ =  =  А. Кривая 123  представляет собой Ф 1 +  Ф2 +  Ф 3 =  
=  f(^Küb)- Она пересекает ось абсцисс в точке т .  Проведем через 
точку т .  вертикаль и найдем потоки в ветвях:

Ф1= 126,2-10 5 Вб;
Ф2 =  —2 5 -10  5 Вб; 
ф3 = — 101,2-10 5 Вб.

В результате расчета потоки Ф2 и Ф3 оказались отрицательными. 
Это означает, что в действительности они направлены противоположно 
положительным для них направлениям, показанным стрелками на 
рис. 14.12.

Рассмотрим, какие изменения произошли бы в построениях на рис. 14.16, 
если бы какая-либо из м. д. с. изменила направление на противоположное, на
пример в результате изменения направления протекания тока в этой обмотке. 
Допустим, что изменилось на противоположное направление м. д. с. /2т»2. В урав
нение (б) м. д. с. 12Щ вошла бы теперь с отрицательным знаком. При построе
ниях это нашло бы свое отражение в том, что кривая 2 рис. 14.16 переместилась 
глево параллельно самой себе так, что пересекла бы ось абсцисс не в точке 
U„0i, — 300 А, а в точке ¿/на*, =  —300 А (см. пунктирную кривую .2 ' на рис. 14.12). 
Кривые 1 и 3 останутся без изменений, но суммарная кривая Фх +  Ф2-| Ф3 =  
=  /(^моь) будет иная.

§ 14.19. Дополнительные замечания к расчету магнитных цепей. 1. При по
строении вебер-амперных характеристик участков магнитной цепи в § 14.12 и 
далее явление гистерезиса не учитывалось. Поэтому в. а. х. исходили из начала 
координат, не зависели от предыстории и им соответствовало соотношение 
Ф (— U„) =  — Ф (£/„). Если учитывать гистерезис, то у в. а . х. каждой ветви бу
дут неодинаковые восходящий и нисходящий участки, которые в свою очередь 
зависят от магнитного состояния, предшествующего рассматриваемому (от магнит
ной предыстории), В этом случае Ф (— Uu) Ф  — Ф ((/„). Д ля получения более 
правильных результатов при построении в. а. х. следует учитывать гистерезис, 
что практически возможно, если известны гистерезисные зависимости используе
мого материала.

2. В логических устройствах и устройствах, применяемых в вычислительной 
технике, используют элементы, имеющие разветвленные магнитные цепи, выпол
ненные из феррита с почти прямоугольной петлей гистерезиса (трансфлюксоры, 
биаксы, леддики и др.).

Изложенную в § 14.18 методику расчета, если ее несколько видоизменить, 
можно применить и к определению потокораспределения в упомянутых элементах 
при установившихся режимах работы. В этих случаях расчет следует начинать 
с определения положения узлов магнитной цепи этого элемента (в них узлы, как 
правило, ьыражены в неявном виде). Затем каждую ветвь следует представить 
как две параллельные со своими длинами и рассматривать последние как само
стоятельные ветви со своими потоками. Это необходимо потому, что магнитные 
потоки в двух параллельных участках каждой ветви могут замыкаться по различ
ным путям, т. е. ведут себя по-разному. Так, например, магнитные потоки двух 
параллельных участков при определенных условиях могут замыкаться в пределах 
одной ветви. Сам расчет выполняют в принципе так же, как  и в § 14.18. Однако 
вебер-амперные характеристики каждого участка должны быть взяты в виде пря
моугольной (ромбовидной) петли с исходящими из двух ее противоположных углов 
горизонтальными (почти горизонтальными) прямыми. Д ля каждого сочетания 
м. д. с. (они могут и отсутствовать) будет по крайней мере по два решения 
в соответствии с тем, что в. а . х. имеют петлевую форму.



3. Если число узлов магнитной цепи больше двух, то потокораспределение 
в ней можно найти методом постепенного приведения к магнитной цепи с двумя 
узлами. Т ак, в трехотверстном трансфлюксоре рис. 14.17 цифры в круж ках/ , 2, 3 
означаю! узлы. Восемь тонких линий—это средние магнитные линии ветвей. 
Стрелки на них указывают произвольно выбранные направления потоков. Провода 
с токами ¡ 1  и /2 проходят через отверстия трансфлюксора.

Сначала строим зависимость суммы потоков ветвей 5 и 6 от магнитного напря
жения между узлами 3 и 2, учитывая ток /2. З^тем строим зависимость Ф4,7 =

=  /(£/„21). Имея в виду, что Ф6,е =  Ф4,7> суммируем 
абсциссы полученных кривых и находим Ф6в =
=  /(^м и )-

После этого задача оказывается сведенной к 
задаче с двумя узлами 1 и 2. В более сложных 
задачах можно воспользоваться методом, рассмот
ренным в [21].

4. Уместно отметить, что методика расчета 
разветвленных магнитных цепей в историческом 
плане развивалась постепенно в полном соответ
ствии с законом отрицания отрицания.

Сначала расчет проводили, используя магнит
ные сопротивления участков магнитной цепи /?м 
(см. § 14.23). Однако ввиду того что /?„ является 
нелинейной функцией магнитного потока, кото
рый перед проведением расчета неизвестен, на 

второй стадии перешли к расчету магнитных цепей с использованием однозначных 
нелинейных вебер-амперных характеристик (см. § 14.13). Впоследствии появилась 
необходимость использовать петлевые зависимости потоков от магнитных напря
жений (см. § 14.19). В настоящее время при расчете магнитных цепей, работаю
щих при больших скоростях перемагничивания, оказывается необходимым учиты
вать зависимость магнитного состояния не только от предыстории, но и от ско
рости изменения потоков для учета магнитной вязкости (см. § 16.8) и условий 
проникновения электромагнитной волны в ферромагнетик.

Рис. 14.17

§ 14.20. Получение постоянного магнита. Возьмем замкнутый 
кольцевой сердечник из магнитнотвердого материала. Сделаем в нем

5) 6)
Рис. 14.18

два очень тонких (бесконечно тонких) радиальных пропила на расстоя
нии б (рис. 14.18, а). Выпиленный кусок оставим пока на месте. Затем 
намотаем на сердечник обмотку и пропустим по ней ток такой вели
чины, чтобы намагнитить сердечник до насыщения. После этого ток 
выключим и обмотку смотаем. Сердечник оказывается намагниченным. 
Намагниченность его есть следствие того, что магнитные моменты



областей самопроизвольного намагничивания сохранили свою ориента
цию, вызванную предшествующим воздействием внешнего поля.

Магнитный поток в теле сердечника определяется суммой магнит
ных моментов всего сердечника. Вынем выпиленный кусок (рис. 14.18, б). 
Объём намагниченного вещества уменьшится на объем вынутой части. 
Кроме того, магнитному потоку придется проходить через воздушный 
зазор. Все это приведет к уменьшению магнитного потока в теле сер
дечника.

В воздушном зазоре сердечника при отсутствии на нем обмотки 
с током проходит магнитный поток — устройство представляет собой 
постоянный магнит.

§ 14.21. Расчет магнитной цепи постоянного магнита. Величина 
магнитной индукции в зазоре магнита (Вв) зависит от соотношения 
между длиной воздушного зазора б и длиной ферромагнитной части 
магнита /с (рис. 14.18,6). Обозначим: Н& — напряженность поля в воз
душном зазоре; Вс — магнитная индукция в теле магнита; Нс — напря
женность магнитного поля в теле магнита.

Найдем две неизвестные величины В с и Я с, полагая известными 
кривую размагничивания ферромагнитного материала, зазор 6 и 
длину /с. Одна связь между ними (нелинейная) дается кривой раз
магничивания (рис. 14.18, в). Другая связь  (линейная) следует из 
закона полного тока.

Действительно, если воспользоваться законом полного тока, то 
можно записать

$7?<Й =  Я е/е +  Я вб =  0 . (14.11)

Нуль в правой части уравнения (14.11) объясняется тем, что на 
постоянном магните нет обмотки с током. Но Я а (а/м) =  0,8- 106 Вй{Т).

Если зазор достаточно мал, то можно в первом приближении при
нять, что рассеяние потока отсутствует и ВСБС =  В ^ е, где 5 С — пло
щадь поперечного сечения магнита; ¿в  —площадь поперечного сечения 
воздушного зазора. Отсюда

£в =  Вс-|£-; Я 6 = 0,8 • 10е ■ В6 =  0 ,8  • Ю6 Вс.

Подставив Я в в уравнение (14.11), получим

Яс<Л/«)= — ЛГЯе(7> (14.12)
где

N =  0 ,8 -1 0 “ —  (14.13)

Коэффициент Ы, зависящий от геометрических размеров, называют 
размагничивающим фактором *: [А ]̂ =  А ■ м/(В • с).

* Название коэффициента N подчеркивает, что с его помощью можно опре
делить то размагничивание (уменьшение магнитного потока в теле магнита), кото
рое происходит при введении воздушного зазора в магнитную цепь постоянного 
магнита.



Для определения Я с и В с на рис. 14.18, в следует нанести прямую, 
построенную по (14.12). В точке пересечения прямой с кривой раз
магничивания удовлетворяются обе связи между Вс и Я с, которым 
должно быть подчинено решение.

Приведенный расчет даст достаточно точный результат, если зазор б очень 
мал По сравнению с длиной I. Если это условие не выполнено, то значительная 
часть магнитных силовых линий замыкается, как показано пунктиром на рис. 14.18, 6. 
В этом случае поток, индукция и напряженность вдоль сердечника изменяются. 
Это учитывают при расчете, вводя некоторые поправочные коэффициенты, опре
деляемые из опыта.

Пример 144. Найти Вс, В«. Я с и Яд, если постоянный магнит 
(рис. 14.18,6) имеет /? =  5см;  6 = 1  см. Кривая размагничивания' 
изображена на рис. 14.18,6.

Р е ш е н и е .  Если пренебречь боковым распором магнитных силовых 
линий в зазоре, то 5б =  5 с. При этом размагничивающий фактор 

10еN =  0,8 • 2Л 5 _  1' =  263 • 102. На рис. 14.18,6 проводим прямую Оа
по уравнению Я с =  — 263 • 102 • Вс.

Точка а ее пересечения с кривой размагничивания дает Вс =  0,3 Т. 
Такая же индукция будет в воздушном зазоре. Напряженность поля 
в теле магнита Я с == — 8000 Л/м. Напряженность поля в воздушном 
зазоре Яа =  0,8 • 106 • 0 ,3  =  24 • 104 (А/м).

§ 14.22. П рямая и коэффициент возврата. Частично заполним 
зазор б на длине 1М С (рис. 14.18,6) куском магнитномягкого мате
риала. Под действием поля постоянного магнита внесенный кусок 
намагнитится и поток в теле магнита возрастет.

Ввиду наличия гистерезиса магнитное состояние постоянного маг
нита будет изменяться не по участку аЬ (рис. 14.18, в) кривой раз
магничивания, а по нижней ветви айс частного цикла.

Для упрощения расчетов принято заменять частный цикл прямой 
линией, соединяющей его вершины. Эту прямую линию называют 
прямой возврата.

Тангенс угла наклона прямой возврата к оси абсцисс называют 
коэффициентом возврата. Его числовые значения для различных 
магнитнотвердых материалов даются в руководствах по постоянным 
магнитам.

Обозначим длину оставшегося воздушного зазора (рис. 14.18,6) 
б1 =  б —/м.с и на основании закона полного тока запишем

Я с/с +  +• 1«. Мы. с — 0-

Напряженность поля в магнитномягком материале Я м с много 
меньше напряженности поля в магнитнотвердом материале и в воз
душном зазоре при одном и том же значении магнитной индукции, 
поэтому слагаемым Я м с/м с пренебрегаем по сравнению с остальными. 
При этом



Магнитное состояние постоянного магнита определяется пересече
нием прямой возврата с прямой, построенной по (14.12').

Пример 145. Воздушный зазор магнита примера 144 уменьшен 
вдвое. Найти индукцию в нем.

Р е ш е н и е .  Находим N =  131,5 • 102. Прямая О А (рис. 14.18, е) 
пересекается с прямой возврата в точке с/. Поэтому Вс =  0 ,42  Т. 
Такая же индукция будет и в воздушном зазоре, так как, 5 в =  5 С.

Следовательно, уменьшение зазора со значения б до бх привело 
к увеличению магнитной индукции в нем с 0,3 до 0,42 Т.

Если же величину зазора б, получить не путем его уменьшения 
со значения б до б,, как в предыдущем примере, а путем выемки из 
намагниченного сердечника куска длиной бь  то магиитное состояние 
магнита определится пересечением луча ОА с кривой размагничива
ния Ьа{ в течке е. В этом случае В с =  В в =  0,48 Т, т. е. возрастет

0,48 — 0,4по сравнению с магнитнои индукциеи примера 14о на р х
х  100 =  2 0 э/п-

Таким образом, магнитный поток в постоянном магните зависит 
не только от величины воздушного зазора, но и от предыстории уста
новления этого зазора.

§ 14.23. Магнитное сопротивление и магнитная проводимость уч а
стка магнитной цепи. Закон Ома для магнитной цепи. По определению, 
падение магнитного напряжения и м =  Н1, но

Н = £/(ц0ц) =  Ф/(цвц5),

где Ф —поток; 5  —поперечное сечение участка.
Следовательно,

и- ~ ф - ^ 3 = фк-- <<4.14>
откуда

=  //(Ио^). (14 .15)
Уравнение (14.14) называют законом Ома для магнитной цепи. 

Это уравнение устанавливает связь между падением магнитного напря
жения 11ы и потоком Ф; называют магнитным сопротивлением 
участка магнитной цепи. Обратную величину магнитного сопротивле
ния называют магнитной проводимостью:

См=1/Ди =  ц„ цЯ//. (14.16)

Из предыдущего известно, что вебер-амперная характеристика участка 
магнитной цепи в общем случае нелинейна. Следовательно, в общем 
случае /?„ и являются функциями магнитного потока (непостоян
ными величинами). Поэтому практически понятиями /?м и б м, при 
расчетах пользуются лишь в тех случаях, когда магнитная цепь в целом 
или ее участок, для которых определяются /?„ и См, не насыщены. 
Чаще всего это бывает, когда в магнитной цепи имеется достаточно 
большой воздушный зазор, спрямляющий вебер-амперную характери
стику магнитной цепи в целом или ее участка.



Магнитное сопротивление участка цепи /?„ можно сопоставить со 
статическим сопротивлением нелинейного сопротивления ¡?ст (см. § 13.10) 
и так же, как последнее, /?м можно использовать при качественном 
рассмотрении различных вопросов, например вопроса об изменении 
потоков двух параллельных ветвей при изменении потока в неразвет- 
вленной части магнитной цепи (как в § 13.2 по отношению к электри
ческой цепи).

Пример 146. Найти Я м воздушного зазора постоянного магнита 
и магнитный поток, если б =  0,5 см, площадь поперечного сечения 
воздушного зазора 5 =  1,5 см2, ¿/м = 1920 А.

Р е ш е н и е .
_1_______________ 5 • Ю-з (м)

10-8 (Вб).

1,256 ■ 10-« (Г/м) • 1 • 1,5 ■ 10-1 (м2) 

ф =  =  1920/0,256 ■ 108 =  72 30

=  0 ,2 5 6 -103 (Г-1);

§ 14.24. Пояснения к формуле В = Цц(Н-{-3). Контур с током I, охватывающий 
площадку АБ, создает магнитный момент М — ¡'Д5' (рис. 14.19, а). Вектор АБ численно 
равен площади АБ, а положительное направление ДЯ связано с положительным 
направлением тока правилом правого винта.

Ферромагнитная
среда.

¡¿ I Щ '
Ю

Рис. 14.19

Поверхностный тон 
с пине иной ппотностью дм, 
численно равной 3

Среда с/г0 
г)

Ферромагнитный кольцевой сердечник (рис. 14.19,6) имеет обмотку с числом 
витков о», по которой проходит ток /. Каждая единица объема ферромагнитного 
материала обладает некоторым вектором намагниченности 7 ,  что при расчете можно 
рассматривать как результат наличия в ферромагнитном материале контуров с моле
кулярными токами. Эти токи показаны в сечениях сердечника на рис. 14.19, в 
(намагничивающая обмотка с током I  не показана).

Среднюю линейную плотность молекулярного тока (А/см), приходящегося на 
единицу длины сердечника в направлении Д/, обозначим б„. Единичный вектор, 
совпадающий по направлению с направлением 6 М, обозначим п°. Молекулярный 
ток 8аД 1п° охватывает площадку Д 5. Положительное направление вектора АБ =  
=  Д53° связано с положительным направлением этого тока правилом правого 
винта. Через Б3 обозначен единичный вектор по направлению АЗ.

По определению, намагниченность / представляет собой магнитный момент 
единицы объема вещества. Среднюю по объему намагниченность вещества У можно 
определить путем деления магнитного момента контура с током б„Д 1п°, охваты- 
вающим площадку Д5, на объем АУ =А1АБ:



Следовательно, средняя по объему намагниченность 7  численно равна средней  
линейной плотности молекулярного тока и направлена по S 0.

Как видно из рис. 14.19, в, на участках, являющихся смежными между сосед
ними контурами, молекулярные токи направлены встречно и взаимно компенси
руют друг друга. Нескомпенсированными остаются только токи по периферийному 
контуру (рис. 14.19, г).

Итак, наличие областей самопроизвольной намагниченности в ферромагнитном 
теле при расчете можно эквивалентировать протеканием по поверхности этого 
тела, считая его неферромагнитным, поверхностного тока с линейной плотностью^,,, 
причем по модулю 6„ = J-

Запишем уравнение по закону полного тока для контура, показанного пунк
тиром на рис. 14.19, б. При этом учтем, что после введения поверхностного тока 
сердечник станет неферромагнитным и будет намагничиваться не только током /, 
протекающим по обмотке с числом витков w,  но и поверхностным током с линей
ной плотностью б„.

На длине Ш поверхностный ток равен ô„dt =  J  d l . На длине всего сердечника 
поверхностный ток равен § J d l .  Таким образом,

^ ~ d 7  =  l w + ^ J d 7 .

Отсюда

Величину ■— ■—J  обозначают Я  и называют напряженностью магнитного поля.

В отличие от магнитной индукции В и намагниченности J  напряженность поля Н 
не зависит от магнитных свойств намагничиваемого тела. Это и явилось основа
нием для того, чтобы закон полного тока для любых сред записывать в виде

d l  — Iw.
Если ферромагнитное тело намагничено неравномерно по высоте и по тол

щине, то плотность молекулярных токов смежных контуров на рис. 14.19, в неоди
накова, а токи на смежных между соседними контурами участках компенсируются 
неполностью. Отсюда следует, что неравномерно намагниченное ферромагнитное 
тело при расчете можно заменить таким же в геометрическом смысле неферромаг
нитным телом, по поверхности которого течет поверхностный ток, плотность кото
рого изменяется по высоте тела, а во внутренних точках тела течет объемный 
ток, плотность которого также изменяется от точки к точке.

Вопросы для самопроверки

1. Дайте определения В, J ,  Н, Ф , ца , ц0, |х, Дм. Как они связаны между 
’ собой и в каких единицах измеряются? 2. В чем отличие начальной, основной и 

безгистерезисной кривых намагничивания? 3. Что понимают под частным и пре
дельным циклами, остаточной индукцией, коэрцитивной силой, магнитномягкими 
и магнитнотвердыми материалами? 4. Дайте определение понятиям «м. д. с .» , «м аг
нитная цепь», «магнитопровод». 5. Как определить направление м. д. с.? 6. С какой 
целью обычно стремятся выполнить магнитную цепь с возможно меньшим воз
душным зазором? 7. Как выбирают направление магнитных потоков в ветвях? 
8. Сформулируйте первый и второй законы Кирхгофа для магнитных цепей. 9. Пере
числите этапы расчета цепей методом двух узлов. 10. В чем отличие магнитного 
напряжения от падения магнитного напряжения? 11. Как экспериментально полу
чить постоянный магнит? 12. Как рассчитывается магнитная цепь с постоянным 
магнитом? 13. Могут ли В и Я  в ферромагнитном материале быть направлены 
встречно? 14. Решите задачи 3.2; 3.10; 3.13; 3.15; 3.19.



НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

§ 15.1. Подразделение нелинейных сопротивлений на три основ
ные группы. Нелинейными электрическими цепями переменного тока 
называют электрические цепи переменного тока, в состав которых вхо
дит одно, или несколько нелинейных сопротивлений.

Как известно из ч. I учебника, прохождению переменного тока 
оказывают сопротивление не только активные сопротивления, но и 
индуктивности и емкости. В соответствии с этим нелинейные, сопро
тивления для переменного тока можно подразделить на три группы:
1) активные, 2) индуктивные и 3) емкостные. Каждую из этих групп 
можно подразделить на управляемые и неуправляемые.

Управляемые нелинейные сопротивления обычно имеют один или 
несколько управляющих электродов (зажимов) или управляющих обмо
ток, включаемых в управляющую цепь (цепи), воздействуя на ток 
или напряжение которых можно управлять величиной сопротивления 
в главной цепи. При отсутствии специальных управляющих электродов 
или обмоток управляющий ток или напряжение могут воздействовать 
на нелинейное сопротивление через электроды или обмотки главной 
цепи.

§ 15.2. Общая характеристика нелинейных активных сопротивле
ний. Широкое распространение в качестве управляемых нелинейных 
активных сопротивлений получили трех-(и более) электродные лампы, 
транзисторы и тиристоры. Свойства, принцип работы, характеристики 
и применение их рассмотрены в § 15.27— 15.43.

Неуправляемыми нелинейными активными сопротивлениями являются 
электрическая дуга, германиевые и кремниевые выпрямители, тирито- 
вые сопротивления, термисторы, бареттеры, лампы накаливания и др. 
Их основные свойства и вольт-амперные характеристики обсуждались 
в гл. 13.

Нелинейные активные сопротивления можно классифицировать также 
по степени влияния температуры нагрева сопротивления, обусловленной 
протекающим по сопротивлению током, на форму вольт-амперной харак
теристики.

Так как тепловые процессы (процессы нагреза и остывания) являются 
процессами инерционными, то сопротивления, нелинейность в. а. х. кото
рых в основном обусловлена изменением температуры в результате 
нагрева протекающим через сопротивления током, принято называть 
инерционными.

Сопротивления, нелинейность в .а . х. которых обусловлена иными 
(не тепловыми) процессами, принято называть безынерционными или 
почти безынерционными.

К группе инерционных сопротивлений относятся электрические лампы 
накаливания, термистор, бареттеры; к группе безынерционных или 
почти безынерционных сопротивлений — электронные лампы, полупро
водниковые диоды и транзисторы.



Если постоянная времени нагрева инерционного сопротивления много больше 
периода переменного тока, то величина сопротивления за период переменного тока 
практически не меняется, так как она определяется не мгновенным, а действую
щим значением переменного тока. Если к нелинейному инерционному сопротив
лению подвести синусоидальное напряжение (при условии, что постоянная вре
мени нагрева сопротивления значительно больше периода синусоидального напря
жения), то ток через него будет практически синусоидальным.

Можно сказать, что инерционные нелинейные сопротивления занимают проме
жуточное положение между линейными и нелинейными сопротивлениями. К нели
нейным они тяготеют вследствие того, что сопротивление их является функцией 
действующего значения тока; к линейным —потому, что в установившемся режиме 
работы их сопротивления для различных момен
тов времени внутри периода воздействующей на 
схему э. д. с. остаются практически неизменными.

§ 15.3. Общая характеристика нелиней
ных индуктивных сопротивлений. Под не
линейными индуктивными сопротивлениями, 
или нелинейными индуктивностями, пони
мают индуктивные катушки с обмотками, 
намотанными на замкнутые сердечники из ферромагнитного материала, 
для которых зависимость магнитного потока в сердечнике от проте
кающего по обмотке тока нелинейна. Индуктивнее сопротивление таких 
катушек, оказызаемое прохождению переменного тока, непостоянно; 
оно зависит от величины переменного тока.

Индуктивную катушку со стальным сердечником называют иногда 
дросселем со стальным сердечником.

Нелинейные индуктивности подразделяют на управляемые и неуправ
ляемые, но деление на безынерционные и инерционные на них не 
распространяется, так как их нелинейность обусловлена свойствами 
ферромагнитного материала, а не тепловым эффектом.

На электрических схемах нелинейную индуктивность изображают 
либо в виде замкнутого сердечника с обмоткой, как на рис. 15.1, а, 
либо в соответствии с рис. 15.1, б.

Сердечники нелинейных индуктивностей при относительно низких 
частотах делают обычно двух типов: пакетные и спиральные.

Пакетные сердечники состоят из тонких пластин ферромагнитного 
материала кольцевой, П- или Ш-образной формы.

Спиральные сердечники изготовляют из тонкой ферромагнитной 
ленты, по форме в виде туго навитой часовой пружины.

Пластины пакетного и отдельные витки спирального сердечников 
изолируют друг от друга эмалевым лаком, жидким стеклом или каким- 
либо иным изолирующим составом и запекают. Изоляция необходима 
для уменьшения потерь энергии в сердечнике от вихревых токов (см. 
§ 15.4).

При высоких частотах резко возрастают потери в листовых сердеч
никах, поэтому сердечники, предназначенные для работы на высоких 
частотах, выполняют обычно из феррита.

§ 15.4. Потери в сердечниках нелинейных индуктивностей, обус
ловленные вихревыми токами. Если по индуктивной катуш ке'со сталь
ным сердечником проходит переменный ток, то в сердечнике возникает
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Рис. 15.1



переменный магнитный поток, под действием которого в листах сердеч
ника образуются вихревые токи. На рис. 15.2 изображен один лист 
сердечника. Пусть магнитный поток, увеличиваясь, направлен вверх 
(вдоль листа). В плоскости листа, перпендикулярной магнитному потоку, 
по закону электромагнитной индукции наводится э. д. с. Эта э. д. с. 
вызывает в нем ток, который называют вихревым. Контур, по кото

рому замыкается вихревой ток, изображен пункти
ром на рис. 15.2. Вихревые токи по закону Ленца 
стремятся создать поток, встречный по отношению 
к вызвавшему их потоку.

Потери энергии в листе на вихревые токи про
порциональны квадрату наведенной в контурах ли
ста э. д. с. и обратно пропорциональны сопротивле
нию контуров. Э. д. с., наводимые в контурах, по 
которым замыкаются вихревые токи, при заданной 
ширине листа b пропорциональны толщине листа а, 
амплитудному значению индукции и частоте. В свою 
очередь сопротивление контура пропорционально пе

риметру контура и удельному сопротивлению. При Ь^>а периметр 
контура почти не зависит от толщины листа. Поэтому потери энергии 
на вихревые токи пропорциональны квадрату амплитудного значения 
индукции, квадрату частоты и квадрату толщины листа.

Уменьшить потери в листовом сердечнике на вихревые токи можно 
двумя путями: 1) изготовлением сердечника из тонких изолированных 
друг от друга листов (см. § 15.3); 2) добавлением в ферромагнитный 
материал примесей, увеличивающих его удельное сопротивление.

При частоте 50 Гц толщина листов обычно 0,35 —0,5 мм; при 
высоких частотах —до 0,005 мм.

Кроме потерь от вихревых токов в сердечнике есть еще потери, 
обусловленные гистерезисом и магнитной вязкостью.

§ 15.5. Потери в ферромагнитном сердечнике, обусловленные гисте
резисом. Из § 14.4 известно, что ферромагнитному материалу присуще 
явление гистерезиса. Площадь гистерезисной петли в координатах В, 
Н (В — индукция, Н — напряженность поля), снятая при достаточно 
медленном изменении магнитного поля во времени (когда вихревые 
токи практически отсутствуют), характеризует энергию, выделяющуюся 
в единице объема ферромагнитного материала за один период пере
менного тока (за одно перемагничивание). Потери в сердечнике, обу
словленные гистерезисом, пропорциональны объему сердечника, первой 
степени частоты и площади гистерезисной петли. От толщины листов 
потери на гистерезис не зависят*.

Гистерезисные петли, при достаточно быстром изменении магнит
ного поля во времени, называют динамическими. Динамические петли 
шире соответствующих статических за счет вихревых токов и магнит
ной вязкости.

* Явление поверхностного эффекта (см. ч. III учебника) здесь не учитываем.



Степень отличия динамической петли от соответствующей стати
ческой зависит от скорости перемагничивания (от частоты), удельного 
электрического сопротивления материала, толщины листов, температуры 
и наличия в магнитном потоке высших гармоник.
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Рис. 15.3

§ 15.6. Схема замещения нелинейной индуктивности. В расчетном 
отношении нелинейную индуктивность рис. 15.1, а  можно представить 
в виде схемы рис. 15.3, а. В ней параллельно с идеализированной 
(без потерь) нелинейной индуктивностью включено сопротивление /?г.в, 
потери в котором имитируют потери энергии в сердечнике на гисте
резис и вихревые токи, а последователь
но включено активное сопротивление 
самой обмотки Д0в; О — напряжение на 
нелинейной индуктивности.

Как уже отмечалось, потери энергии 
на гистерезис и вихревые токи Р г „ за
висят от качества ферромагнитного мате
риала и толщины листов сердечника.

Если сердечник выполнен из низко
качественного магнитного материала, то 
потери в нем относительно велики, а соп
ротивление /?г „ достаточно мало и ток
/г в =  67/?г.„ может оказаться соизмеримым с током /ц, протекаю
щим по идеализированной (без потерь) нелинейной индуктивности; в 
этом случае ветвь с сопротивлением /?г-в необходимо учитывать в рас
чете.

Если же сердечник изготовлен из тонких листов высококачествен
ного магнитномягкого материала, то потери в сердечнике малы, а сопро
тивление Р г. в =  и г/Рг_ в очень велико и потому ветвь с сопротивлением 

„ можно не учитывать, т. е. считать, что ее нет. 
Часто вводят еще одно упрощение: полагают 

активное сопротивление обмотки /?об настолько не
большим, что с падением напряжения в нем мож
но не считаться. Аналогичное упрощение часто 
делалось и при расчете линейных индуктивностей. 
В этом случае сопротивление катушки со стальным 
сердечником оказывается чисто индуктивным (соот
ветствующая схема замещения представлена на рис. 
15.3, б).

Переход от схемы замещения рис. 15.3, а к 
схеме замещения рис. 15.3, б вызван стремлением 

облегчить расчеты цепей. При этом учитывают основной полезный не
линейный эффект — нелинейность между индукцией В и напряженно
стью Н и пренебрегают побочным вредным эффектом —потерями, обу
словленными гистерезисом и вихревыми токами в сердечнике.

При периодическом процессе нелинейность между В и Н учиты
вают, ведя расчет по кривой, абсциссы которой равны полусумме абс
цисс восходящей и нисходящей ветвей предельной гистерезисной петли 
(рис. 15.4),



§ 15.7. Общая характеристика нелинейных емкостных сопротив
лений. В обычных конденсаторах обкладки разделены веществом, 
диэлектрическая проницаемость которого ке является функцией напря
женности электрического поля. Д ля них зависимость мгновенного з н е - 

чения заряда д на одной обкладке от мгновенного значения напряже
ния и между обкладками (кулон-вольтная характеристика) представляет 
собой прямую линию (рис. 15.5), а их емкость не зависит от напря
жения и. Д ля нелинейных конденсаторов зависимость <7 от и нелинейна 
(рис. 15.6).

Нелинейные конденсаторы называют еще вариксндами. На электри
ческих схемах вариконды изображают в соответствии-с рис. 15.7, а. 
Пространство между обкладками вариконда заполняют сегнетод и элект
риком. Сегнетодиэлектриками называют вещества, диэлектрическая 
проницаемость которых является функцией напряженности электри-

У
0 -

т ; т

)< ]

и
V/

~ ^ Г - к,- о

а)

Рис. 15.6

0 ----- * -
5)

Рис. 15.7

ческого поля. Название «сегиегодиэлектрики» им присвоено потому, 
что впервые это свойство было обнаружено у кристаллов сегиетовой 
соли.

Сегнетодиэлектрики, подобно ферромагнитным веществам, обладают 
гистерезисом. Электрическим гистерезисом называют явление отстава
ния изменения электрического смещения О от изменения напряжен
ности поля Е. К ак и в ферромагнитных веществах, площадь гистере- 
зисной петли в координатах С , Е при медленном изменении поля 
характеризует потери на электрический гистерезис в единице объема 
сегнетодиэлектрика за один период изменения Е.

Кроме потерь на гистерезис в варикондах есть еще потери, обуслов
ленные тем, что проводимость сегнетодиэлектрика не равна нулю, 
а также вязкостью процессов поляризации.

На схеме замещения вариконд можно представить в виде парал
лельного соединения идеализированного (без потерь) вариконда и ветви 
с активным сопротивлением /?г п, потери в котором имитируют в рас
четном отношении активные потери в вариконде (рис. 15.7, б).

Наличие потерь в варикондах является вредным побочным эффек
том. Чем выше качество сегнетодиэлектрика, тем уже петля гистере
зиса и меньше потери в нем. Д ля облегчения исследования свойств 
электрических цепей, содержащих вариконды, гистерезисом и потерями 
обычно пренебрегают и зависимость д — Ци) принимают в виде пунк
тирной кривой рис. 15.6. Абсциссы ее равны полусумме абсцисс 
восходящей и нисходящей ветвей предельной гистерезисной петли.



Лишь при исследовании схем, в основе действия которых лежит явле
ние гистерезиса, например при анализе работы некоторых запоминаю
щих и счетных устройств, гистерезис необходимо учитывать.

§ 15.8. Нелинейные сопротивления как генераторы высших гар 
моник тока и напряжения. Если нелинейное сопротивление присоеди
нить к генератору синусоидального напряжения, то проходящий через 
сопротивление ток будет иметь несинусоидальную форму и потому 
нелинейное сопротивление бу
дет являться генератором вы
сших гармоник тока. Д ля то
го чтобы убедиться в этом, 
рассмотрим рис. 15.8. На нем 
кривая 1 — в. а. х. сопротив
ления, кривая 2 — синусои
дальное напряжение на нем, 
кривая 3 — ток через сопротив
ление.

Для построения кривой 
I = / (<и/) последовательно при
даем (о? значения, равные, например, 0, я/6 , л/4, л/3, л/2 и т. д .; 
для каждого из них находим напряжение и, переносим соответствую
щее значение и на кривую и — 1 (/) и из нее определяем значение то
ка / для взятого момента времени. Найденное значение тока I откла

дываем на той ординате, которой соответствует 
выбранный момент времени.

Эти операции показаны на рис. 15.8 стрел
ками. Так, по точкам строят кривую 3. Она 
имеет пикообразную форму и может быть раз
ложена на гармоники.

Аналогично, если через нелинейное сопротив
ление пропустить синусоидальный ток, то напря
жение на нем будет иметь несинусоидальную 
форму. Соответствующие построения приведены 
на рис. 15.9. Следовательно, нелинейное сопро
тивление является генератором высших гармоник 
напряжения.

Амплитуды первой и высших гармоник токов 
нелинейно зависят от амплитуд первой и выс
ших гармоник напряжений на нелинейных соп
ротивлениях.

Все это затрудняет анализ и расчет нелиней
ных цепей и в то ж е время позволяет осущест

вить с их помощью ряд важных в практическом отношении преобра
зований, принципиально невыполнимых с помощью линейных электри
ческих цепей при неизменных во времени параметрах.

ци.

Рис. 15.9

§ 15.9. Основные преобразования, осуществляемые с помощью 
нелинейных электрических цепей. На рис. 15.10, а схематически



изображен четырехполюсник, в состав которого входят одно или 
несколько нелинейных сопротивлений. Будем называть такой четырех
полюсник нелинейным (НЧ).

На рис. 15 . 10 , 6  представлен нелинейный шестипслюсник (НШ). 
В отличие от четырехполюсника он имеет еще два зажима («полюса»), 
к  которым присоединяется источник управляющего напряжения или 
тока.

С помощью нелинейных четырехполюсников и шестиполюсников 
можно осуществить ряд очень важных преобразований:

1. Преобразовать переменный ток в постоянный. Устройства, пред
назначенные для этого, называют выпрямителями (см. § 15.54).

2. Преобразовать постоянный ток в переменный с помощью устройств, 
которые называют автогенераторами (см. § 15.55) и инверторами.

3. Осуществить умножение частоты, т. е. получить на выходе 
четырехполюсника напряжение, частота которого в несколько раз
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больше частоты входного напряжения. Четырехполюсники, с помощью 
которых производят умножение частоты, называют умножителями 
частоты, устройство, удваивающее частоту, — удвоит?лем частоты, 
устройство, утраивающее частоту, — утроителем, и т. д.

4. Осуществить деление частоты, т. е. выполнить операцию, обрат
ную умножению частоты. Четырехполюсники, используемые для этого, 
называют делителями частоты. Их работа здесь не рассматривается; 
с ней можно ознакомиться, например, по [22 ].

5. Стабилизировать напряжение (ток), т. е. получить на выходе 
четырехполюсника напряжение (ток), почти не изменяющийся по вели
чине при значительном изменении величины входного напряжения. 
Такие четырехполюсники называют стабилизаторами напряжения 
(тока). Устройства для стабилизации напряжения в цепях постоянного 
тока рассмотрены в г^ , 13.

6 . Осуществить триггерный эффект, т. е. эффект резкого (скачко
образного) изменения выходной величины при незначительном измене
нии входной. Триггерный эффект рассмотрен в § 15.59 и 15.61.

7. Произвести модуляцию. Как уже говорилось в § 7.15, модуля
ция есть процесс, при котором амплитуда (фаза или частота) высоко
частотного колебания, поступающего на вход четырехполюсника, пре
образуется таким образом, что характер изменения ее повторяет



характер изменения управляющего низкочастотного сигнала. Устрой
ства, предназначенные для этого, называют модуляторами.

8 . Осуществить демодуляцию, т. е. выделить из высокочастотного 
модулированного колебания запечатленный в нем низкочастотный управ
ляющий сигнал. Устройства для демодуляции называют демодуляторами 
или детекторами.

9. Преобразовать желаемым образом форму входного напряжения. 
Так, например, при подаче на вход нелинейного четырехполюсника 
напряжения синусоидальной формы на его выходе можно получить 
напряжение прямоугольной или пикообразной формы.

10. Осуществить усиление напряжения (тока), т. е. получить на 
выходе нелинейного устройства напряжение значительно большей вели
чины, чем управляющее напряжение на его входе. Управляющее 
напряжение может быть постоянным или переменным.

С помощью трансформаторов такж е можно усиливать напряжение, 
однако в усилителях напряжения на нелинейных сопротивлениях энер
гия, потребляемая управляющей цепью, может быть в сотни, тысячи 
и даже сотни тысяч раз меньше энергии на выходе усилителя, тогда 
как в обычных трансформаторах эти энергии почти равны.

Усилители напряжения на нелинейных сопротивлениях позволяют 
усиливать не только переменное, но и постоянное напряжение и при
том с плавным изменением коэффициента усиления. Простейший уси
литель напряжения постоянного тока рассмотрен в § 13.14.

11. Осуществить усиление мощности, т. е. выделить на выходе 
устройства (в нагрузке) мощность, значительно большую мощности, 
поступающей в управляющую цепь.

Процесс усиления мощности требует дополнительных пояснений. Энергия, 
поступающая на вход усилителя мощности (на вход четырехполюсника рис. 15.10, а ) , 
доставляется находящимся вне четырехполюсника источником сигнала и расхо
дуется на управление режимом работы нелинейного сопротивления, входящего 
в состав четырехполюсника.

Выделяющаяся в нагрузке энергия поступает от источника энергии, находя
щегося внутри рассматриваемого четырехполюсника либо включаемого на выходе 
четырехполюсника последовательно с нагрузкой.

Когда говорят об усилении мощности, то имеют в виду, что приращение 
мощности, выделяющейся в нагрузке, оказывается больше приращения мощности, 
потребовавшейся для изменения режима работы нелинейного сопротивления.

12. Осуществить степенное и логарифмическое преобразование вход
ного напряжения (тока).

С помощью нелинейных электрических цепей кроме перечисленных 
можно осуществить и другие нелинейные преобразования. К их числу 
относится, например, плавное преобразование частоты с помощью нели
нейных четырехполюсников и шестиполюсников, не содержащих под
вижных частей. Рассмотрение этого преобразования выходит за рамки 
курса (см. [22]).

Нелинейные устройства широко применяют для умножения электри
ческим путем двух, трех функций и более, а такж е в электрических 
счетных и запоминающих устройствах, в качестве нелинейных фильт
ров, логических устройств и т, п. Несомненно, что по мере развития



техники и изучения свойств нелинейных цепей последние будут нахо
дить применение для выполнения и других функций.

Многие из перечисленных в данном параграфе типов преобразований (преоб
разование постоянного тока в переменный и обратное преобразование, модуляция 
и демодуляция, усиление тока, напряжения, мощности) осуществляют с помощью 
нелинейных устройств, и в этом смысле они являются нелинейными преобразова
телями. Однако при определенных условиях в относительно небольшом диапазоне 
изменений входной величины эти преобразователи могут обладать почти линейной 
зависимостью амплитуды (действующего или среднего значения) выходной вели
чины от амплитуды (действующего или среднего значения) входной.

Вне этого диапазона зависимость выходной величины от входной является 
в той или иной степени (часто в очень значительной) нелинейной.

Для многих других типов преобразователей (например, логарифмических 
и степенных) зависимость выходной величины от входной не может быть линей
ной, так как это противоречило бы самому назначению и самому принципу работы 
преобразователей этого типа.

Если же зависимость выходной величины от входной может быть линейной, 
или близкой к линейной, то в большинстве случаев стремятся выбрать режим 
работы преобразователя таким образом, чтсбы работа его проходила именно на ли
нейном участке. Так поступают, в частности, при использовании электронных, 
полупроводниковых и магнитных усилителей тока, напряжения, мощности.

§ 15.10. Некоторые физические явления, наблюдаемые в нелиней
ных цепях. В электрических цепях переменного тока, содержащих 
нелинейные индуктивности и линейные емкости или нелинейные емкости 
и линейные индуктивности, а также нелинейные индуктивности и нели-. 
ненные емкости, при определенных условиях (далеко не всегда!) воз
никают физические явления, которые невозможны в линейных цепях *. 
Таких явлений довольно много. Ограничимся кратким рассмотрением 
только некоторых, наиболее важных из них:

1. Возникновение интенсивных колебаний в цепи на Еысшей гар
монике при отсу1ч:твии этой гармоники во входном напряжении.

В линейных цепях возникновение интенсивных колебаний на высшей 
гармонике может быть только при наличии этой гармоники ео вход
ном напряжении.

2. Возникновение субгармонических колебаний.
Под субгармоникой понимают гармонику, частота которой в целое 

число раз меньше частоты источника э. д. с. Субгармонические коле
бания представляют собой колебания на какой-либо из субгармоник. 
Чаще всего они наблюдаются на частотах ю/З; ю/2; со/5 и т.. д. 
(со — частота источника э. д. с.) —см. § 15.53.

3. Возникновение колебаний в цепи на гармонике с частотой тш/л, 
где т  и п — целые числа.

4. Зависимость характера установившегося режима в нелинейной 
цепи переменного тока от предшествовавшего этому режиму состояния 
цепи и начальной фазы источника э. д. с., от которого питается цепь.

Это явление может наблюдаться в нелинейных электрических цепях 
в зоне существования триггерного эффекта, о котором было упомянуто 
в § 15.9. Суть явления состоит в том, что при подключении нелиней-

* Имеются в виду «обычные» линейные цепи, параметры которых не являются 
функцией времени. О линейных цепях с непостоянными во времени параметрами 
см. гл. 18.



ной резонансной цепи к источнику э. д . с. в ней может возникнуть 
один из двух возможных режимов. Какой из режимов возникнет, 
зависит от начальной фазы генератора и состояния цепи, предшество
вавшего включению (см. § 15.59).

5. Возникновение автомодуляции.
Автомодуляция представляет собой процесс периодического или 

почти периодического изменения амплитуд токов и напряжений в нели
нейных электрических цепях без воздействия на них внешнего моду
лирующего фактора, т. е. без воздействия на них низкочастотного 
сигнала (см. § 15.56).

Перечисленные физические явления имеют место в резонансных 
цепях только в определенных для каждой цепи диапазонах парамет
ров, которые, как правило, оказываются такими, что практически эти 
явления наблюдаются сравнительно редко. Кроме того, исследование 
условий возникновения этих явлений часто связано с весьма громозд
кими математическими выкладками, поэтому в курсе с достаточной 
полнотой отразить все эти явления трудно. Подробнее можно ознако
миться с этими явлениями по [2 1 ] и [22 ].

§ 15.11. Разделение нелинейных сопротивлений по степени сим
метрии характеристик относительно осей координат. Кроме деления 
на активные, индуктивные и емкостные, управляемые и неуправляемые 
(а активных —еще на безынерционные и инерционные) нелинейные 
сопротивления можно классифицировать еще по одному признаку —  
по степени симметрии характеристик для мгновенных значений отно
сительно осей координат.

Пусть х и у  — величины, характеризующие режим работы нелиней
ного сопротивления. Условимся х обозначать величину, откладываемую 
по оси ординат декартовой системы, а у  — величину, откладываемую 
по оси абсцисс.

Характеристики, для которых выполняется условие — у (  — х )= у(х ), 
принято называть симметричными: характеристики, не удовлетворяю
щие этому условию, — несимметричными.

Симметричными характеристиками обладают нелинейные индуктив
ности и емкости, а из активных сопротивлений — тиритовые сопротив
ления, электрическая дуга с однородными электродами и некоторые 
другие типы сопротивлений.

Однако основные типы нелинейных активных сопротивлений — элек- 
, тронная лампа, транзистор и тиристор — имеют несимметричные харак

теристики.
В ближайщих 13 параграфах рассматриваются основные особенности 

работы нелинейных сопротивлений с симметричными характеристиками.
Основные особенности работы нелинейных сопротивлений с несим

метричными характеристиками — электронной лампы и транзистора — 
излагаются в § 15.27— 15.43.

§ 15.12. Аппроксимация характеристик нелинейных сопротивле
ний. Для проведения математического анализа нелинейных цепей пере- 

„ менного тока и изучения их общих свойств целесообразно выразить



аналитически зависимость между мгновенными значениями и и I для 
нелинейного активного сопротивления, зависимость между В и Я  для 
нелинейной индуктивности, зависимость ^ и и для нелинейной емкости. 
Приближенное аналитическое описание характеристик нелинейных 
сопротивлений принято называть аппроксимацией характеристик.

§ 15.13. Аппроксимация симметричных характеристик для мгно
венных значений гиперболическим синусом. При исследовании свойств 
электрических цепей явлением гистерезиса, как правило, можно пре
небречь. Лишь при исследовании цепей, в основе действия которых 
лежит это явление (например, работы запоминающих магнитных устройств 
с прямоугольной петлей гистерезиса), гистерезис необходимо учиты
вать.
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На рис. 15.11, а изображена типичная симметричная характери
стика у =  {(х).

Для нелинейной индуктивности роль х играет мгновенное значе
ние индукции В ; роль ¿/ — мгновенное значение напряженности 
поля Я . Д ля нелинейной емкости роль у  играет напряжение и, 
роль л: —заряд ц. Д ля нелинейных активных сопротивлений (напри
мер, тиритовых сопротивлений) роль х играет напряжение, роль у  — 
ток.

Существует большое количество различных аналитических выраже
ний, в той или иной мере пригодных для аналитического описания 
характеристик нелинейных сопротивлений [21]. При выборе наиболее 
подходящего аналитического выражения для функции у  =  Цх) исхо
дят не только из того, что кривая, описываемая аналитическим выра
жением, должна достаточно близко всеми своими точками располо
житься к опытным путем полученной кривой в предполагаемом 
диапазоне перемещений рабочей точки на ней, но учитывают и 
те возможности, которые выбранное аналитическое выражение дает 
при анализе свойств электрических цепей. В дальнейшем для анали
тического описания характеристик симметричных сопротивлений 
по типу рис. 15.11, а  будем пользоваться гиперболическим синусом



В этом выражении а  и Р — числовые коэффициенты; а  измеряется 
в тех единицах, что и у, р — в единицах, обратных единицам изме
рения х, так что произведение р* есть величина безразмерная. Д ля 
определения двух неизвестных коэффициентов а и р  следует 
на полученной опытным путем зависимости у  — Цх) в предполагаемом 
рабочем диапазоне произвольно выбрать две наиболее характерные 
точки, через которые должна пройти аналитическая кривая, подста
вить координаты этих точек в уравнение. (15.1) и затем решить 
систему из двух уравнений с двумя неизвестными.

Пусть координаты этих точек уи хх и уг, хг (рис. 15.11, а). 
Тогда

г/1 =  а5Ирл:1; г/2 =  азЬрл:г.
Отношение

У г/Ух =  эИ Рлг2/5Ь Р ^ . (15.2)

Трансцендентное уравнение (15.2) служит для определения коэф
фициента р. После этого определяется коэффициент

а  =  */2/з11Рх2. (15.3)
Пример 147. Кривая намагничивания трансформаторной стали Э41 изобра

жена на рис. 15.11, б.  Найти коэффициенты а и р .
Р е ш е н и е .  Выбираем две точки на кривой: Нх — 200 А/м; = 1,1  Т; Н2 ~  

=  2400 А/м; В2 =  1,532 Т.
По уравнению (15.2) имеем эЬ (1,532р)/зЬ (1,1р) =  12. Задаемся произвольными 

значениями р и производим подсчеты:
р.. 6 5,22 4,57 3,92 3,26

рВ3 .. 9,2 8 7 6 5
РЙ1 . , .. 6,6 5,74 5,03 4,32 3,59

вЬ рВг/вЬ рЙ1 . .. 13,5 9,58 7,25 6,24 4.1

По результатам подсчетов строим кривую вЬ рВг/вЬ ^В1 — ̂  (Р) и по ней 
находим р =  5,75 Т"1. Далее определяем

а  =  Нг1ъЪ р в 2 =  2400/вЬ 8 ,82=  1200/1690 =  0,71.

Пунктирная кривая рис. 15.11, б  построена по уравнению #  =  0,71 вЬ (5,75 В).

§ 15.14. Понятие о функциях Бесселя. При анализе нелинейных цепей широко 
используют функции Бесселя, которые являются решением уравнения Бесселя

Функции Бесселя выражаются степенными рядами и для них составлены 
таблицы. Функцию Бесселя от аргумента л: обозначают Ур (х), где р — порядок 
функции Бесселя. Общее выражение для Jp{x) в виде степенного ряда имеет вид

Для гл. 15 наибольший интерес представляют функции Бесселя от чисто 
мнимого аргумента. Для их получения в общее выражение (15.5) вместо х сле
дует подставить ¡х, где ¡  =  У ~  1. Обратим внимание на то, что в табл. 15.1 
дана функция —jJi{ jx)  вместо .^ (/х), функция /У3 (/•*) вместо Уз (ух). Сделано 
это потому, что без дополнительного множителя / или — / эти функции, к ак  
правило, не используются.



X ■Л) (/ '* ) — U i  ( / * ) -  J .  (¡x) t t l  (/*> Jt (/ * )

0,0 1,00 0 . 0 0 0,00 0,00 0,00
0,4 1,01 0,20 0,02 0,13- 10-2 0 ,67 -10"
0,8 1,16 0,43 0,08 0,01 0,11 • 10-2
1,2 1,39 0,72 0,20 0,04 0,58- 10-2
1,6 1,75 1,08 0,39 0,10 0,019
2,0 2,28 1,59 0,69 0,21 0,051
2,4 3,05 2,30 1,13 0,41 0,114
2,8 4,16 3,30 1,80 0,73 0,234
3,2 5,75 4,73 2,79 1,25 0,446
3,6 8,03 6,79 4,25 2,07 0,810
4,0 11,30 9,76 6,42 3,34 1,416
4,4 16,01 14,04 9.63 5,29 2,405
4,8 22,79 20,25 14,35 8,29 3,992
5,2 32,58 29,25 21,33 12,84 6,510
5,6 46,73 42,32 31,62 19,74 10,(68
6,0 67,23 61,34 46,78 30,15 16,63
7 168,6 156 121 85,17 51,0
8 427,56 399,87 327,6 236,07 150,5
9 1093,59 1030,91 864,50 646,69 433,3

10 2815,7 2671 2281 1758 1226
11 7288 6948,9 6025 4758 3430
12 18948 • 18142 15924 12834 9507

При лг =  0 не равна нулю только функция Бесселя нулевого порядка: J „ (0) =  
=  1. По данным табл. 15.1 на рис. 15.12 построены кривые функций Бесселя. 
Из таблицы и рис. 15.12 видно, что с ростом х значения функций увеличиваются. 
Чем выше порядок функции Бесселя, тем меньше ее значение при одном и том 
же х.

§ 15.15. Разложение гиперболических синуса и косинуса от периодического 
аргумента в ряды Фурье. Если аргумент х изменяется по периодическому закону,

например по закону синуса х = хт где
хт — амплитуда колебаний, то по периодическо
му закону изменяются и функции sh (хт sin соt) 
и ch (хт sin ш/). Так как периодические функ
ции можно представить рядами Фурье, то раз
ложим в ряд Фурье эти функции. С этой це
лью в (15.5) вместо х подставим хт sin u>t, уч
тем известные из тригонометрии формулы:

sin2a  =  0 ,5 —0,5 eos 2а; (15.6)

sin3a  =  — 0,23 sin За +  0,75 sin а ;  (15.7)

sin4 а  =  0,375 — 0,5 eos 2а +  0,125 eos 4 а , (15 .8)

сгруппируем все слагаемые с sin со/, eos 2а>(, 
sin 3(о/ и т. д ., а также отдельно выделим по
стоянную составляющую. В результате группи- 

Рис. 15.12 ровки оказывается, что коэффициентами при
тригонометрических функциях являются ряды, 

которыми изображаются функции Бесселя различных порядков от чисто мнимого 
аргумента ¡хт. Окончательно получим:
sh (хт sin со/) =  2 [ — ¡ J i  (Jxm)] sin (ot—2 jJ3(jxm) sin 3a>¿ — 2/75 (jxm) sin Seo/—. . . ;

(15.9)
ch (xm sin coi) =  J o (¡xm) +  2Уа (Jxm) eos 2co/ +  2 (jxm) e o s 4 a > / (15.10)



Ряд для sh (хт sin (úf) состоит только из нечетных гармоник и не имеет 
постоянной составляющей. Ряд для ch (хт sin со/) имеет постоянную составляющую 
и четные гармоники.

Пример 148. Разложить в ряде Фурье sh (4 sin со/) и ch (4 sin coi).
Р е ш е н и е .  Значения функций Бесселя берем из таблицы:

— /Vi (74) =  9,76; ,7 3 (/4) =  3,34; У4 (/4) =  1,416;
— /•/»(74) =  0,505; J „ (74) = 1 1 ,3 ; J 2 (/4) =  — 6,42.

В соответствии с (15.9) и (15.10) получим:
sh (4 sin со/) =  2 • 9,76 sin со/—2 - 3,34 sin 3co/ +  2 • 0,505 sin 5co/ —. . . ;  

ch (4 sin со/) =  11,3—2 • 6,42 eos 2co/ +  2 ■ 1,416 eos 4co/ +  .. .

§ 15.16. Разложение гиперболического синуса от постоянной и синусоидально 
меняющейся составляющих в ряд Фурье. Из § 15.13 известно, что мгновенное 
значение функции у  связано с мгновенным значением х формулой (15.1). В этом 
формуле аргументом гиперболического синуса является не х, как было в §15 .14 , 
а произведение f¡x. В соответствии с этим для разложения sh фхт sin со/) и 
cli (§хт sin со/)' в (15.9) и (15.10) следует заменить х на fUm.

Если х — х0-]-хт s|n со/, где хд— постоянная составляющая, хт — амплитуда 
синусоидальной составляющей, то

у  = а  sil (рх0+  $хт s¡n 0)/) =  «  sh fk0 ch (fk m sin со/) +  «  ch fte0 sh (fixm sin со/).

Следовательно,
y  = a  sh f,x0 [Уo 0'P*m) +  2-/j (7P*m) eos 2со/ +  2У4 (j$xm) cos4a/ +  ... ]  +

+  a  ch pAC0 {2 [— ¡ J i  • (/¡tem)] sin w/ — 2 ¡ JH (j$xm) sin 3co/ —...} . (15.11)

Из (15.11) следует, что постоянная составляющая функции у
i/o =  a s h  $x0J 0U$xm). (15.12)

Первая гармоника функции у
ух =  2а ch рдг0 [— /7, (j$xm)] sin со/; (15.13)

вторая гармоника
у г =  2а sh р*0 [У, (j$xm)] eos 2ш/; (15.14)

третья гармоника
у3 =  2а ch (5ха [— /У9 (/fkm)] sin Зсо/ (15.15)

и т. д.
Пример 149. Разложить в ряде Фурье функцию у/а =  sh (2 +  4 sin со/).
Р е ш е н и е .  По табл. 11.1 находим sh 2  =  3,63; ch 2  =  3,7. Значения функций 

Бесселя берем из табл. 15.1. В соответствии с (15.11) имеем

y ¡ a  =  sh (2 +  4 sin со/) =  3,63 (11,3 — 12,844 eos 2o i/+ 2,832 eos 4со/ —...)  +
+  3,76 (19,52 sin со/ —6,674 sin Зсо/+ 1,01 sin 5co/—... ) .

Таким образом, 0o/a =  4 1 ,l; i/lm/a =  73,4; y2m/a =  46,7.

§ 15.17. Некоторые общие свойства симметричных нелинейных сопротивлений. 
I. Если нелинейное сопротивление с симметричной характеристикой работает 
в условиях, когда одна из определяющих его состояние величин, например вели
чина х, изменяется во времени по закону х =  х0-\-хт sin со/, то в отношении д р у 
гой определяющей его состояние величины (величины у) можно сделать следующие 
выводы.

1. Постоянная составляющая функции у0 зависит не только от х0, но и 
от хт. Это следует из формулы (15.12).

2. В кривой у=/(ш/) появляются четные гармоники, которые исчезают при 
*о =  0. Фаза четных гармоник зависит от знака постоянной составляющей 
(от знака л0).



3. Путем изменения х0 или у 0 можно изменять амплитуды первой и высших 
гармоник функций у  (Ш).

Первое из этих свойств поясним графически. Пусть нелинейное сопротивление 
работает при отсутствии синусоидальной составляющей (хт = 0 ). Тогда изображе
нием этого процесса на характеристике нелинейного сопротивления будет точка а 
(рис. 15.13. а). Д л я  нее

У =  Уо, Рл =  =  Аг вЬ £/0/«- 

Этот результат следует из (15.12), если учесть, что 70 (0) =  1.

X

(15.16)

Рис. 15.13

Если же нелинейное сопротивление работает при хт Ф  0, то, для того чтобы 
постоянную составляющую функции у0 сохранить прежней, постоянная составляю
щая х0 должна быгь снижена (или снизится сама) со значения х'а до хЦ.

Постоянную составляющую получим из формулы

<'5Л7>

где х’0 определяется ординатой точки Ь, расположенной ниже точки а (рис. 
15.13, б).

Первое и третье из этих свойств широко используют в теории управляемых 
нелинейных сопротивлений, второе свойство—в теории умножителей частоты.

Пример 150. Нелинейное сопротивление с характеристикой (/= а$Ьрх сначала 
работало при у 0/а =  41,1 и отсутствии переменной составляющей (рхт  =  0). Затем 
режим работы его изменился: постоянная составляющая у0/а осталась прежней, 
но появилась переменная составляющая [к , амплитуда которой р*т  =  4. Найти 
постоянные составляющие рд:0 в этих двух режимах.

Р е ш е н и е .  В первом режиме р х^А геИ  41 ,1= 4 ,41 . Во втором режиме 
Р *; =  АгбЬ 41,1/./0 (/4) =  АгбЬ 3 ,63= 2 .

Таким образом, при переходе от первого режима ко второму постоянная 
составляющая р*0 изменилась с 4,41 до 2, т. е. более чем в два раза.

П. В энергетическом отношении общие свойства нелинейной цепи, содержа
щей одну нелинейную индуктивность (емкость) с безгистерезисной симметричной 
характеристикой, в которой действуют генераторы синусоидальных колебаний 
с частотами и и возникают токи и напряжения частот /т , „ =  т /1 +  я/2 ( т  и 
п — простые целые числа; они могут принимать положительные, отрицательные и 
нулевые значения), для периодических процессов описываются теоремой Мэнли 
и Роу. • *

Если через ^ т , „ =  £/„, п/т , „ +  1/т , п/т , „ обозначить среднюю за период 
мощность, «втекающую» в нелинейную индуктивность (емкость) на частоте /т , „ =  
=  т/] +  л/2, то теорема устанавливает связь между мощностями, «втекающими» 
в нелинейный элемент на различных частотах. Эту теорему записывают в виде



2 2 2 (1518>т = 0 п = —оо т —— о о л = 0

§ 15.18. Появление постоянной составляющей тока (напряж ения, потока, 
заряда) на нелинейном элементе с  симметричной характеристикой. Если к  нели
нейному сопротивлению с симметричной в. а . х ., например i — au3, подвести 
напряжение в виде двух компонент: u =  Ui sin a>í-\-U2 sin (2<в/+ф), частоты кото
рых относятся как  1 : 2 [в более общем случае как  2/г/(2р+1), где к и р  — целые 
положительные числа], то в токе, проходящем через НС, несмотря на отсутствие 
выпрямителей, появится постоянная составляющая, равная—0,75 aU\U2 sin ф. 
Ее величина зависит не только от 11̂  и £/¡¡, но и от угла ф. Сам факт возникно
вения постоянной составляющей в этих условиях называют селективным выпрям
лением. Селективно око потому, что возникает не при любом соотношении частот 
двух напряжений, а при вполне определенном. Сходное явление имеет место 
в нелинейных индуктивностях и емкостях. Так, если на нелинейную индуктив
ность с в. а . х. ¡' =  сс sh рФ воздействовать потоками частот ю и 2со, то при 
отсутствии постоянной составляющей в м. д. с. в потоке кроме указанных гармо
ник появится и постоянная составляющая. Д ля ее определения положим Ф =  Ф0 -)- 
+  sin (ш<+ф) +  Фа sin 2Ш, подставим в формулу для тока и, разложив ток 
в ряд Фурье, приравняем постоянную составляющую тока нулю. В результате 
получим формулу для определения Ф„:

th 60= — sin 2фr  J o ( lb i )  J o ( j b 2)
где ¿>0 =  рф0; 61 = рф1; 6а =  рф2.

Если через нелинейную емкость проходят первая и вторая гармоники тока, 
а угол ф Ф  0, то на емкости будет постоянная составляющая заряда при отсут
ствии постоянной составляющей напряжения на емкости.

§ 15.19. Типы характеристик нелинейных сопротивлений. При
анализе и расчете электрических цепей с нелинейными сопротивлени
ями в зависимости от рассматриваемого вопроса используют раз
личные типы характеристик одного и того же нелинейного сопротив
ления: а) характеристики для мгновенных значений; б) вольт-амперные 
характеристики по первым гармоникам тока и напряжения; в) вольт- 
амперные характеристики для действующих значений.

§ 15.20. Характеристики для мгновенных значений. Основным 
типом характеристик являются характеристики, связывающие мгно
венные значения основных определяющих величин: тока и напряже
ния на нелинейном активном сопротивлении, индукции и напряжен
ности в сердечнике нелинейной индуктивности, заряда и напряжения 
на нелинейной емкости. Будем называть их характеристиками для 
мгновенных значений. Иногда перед этим названием добавляют соот
ветственно следующие слова: вольт-амперные, вебер-амперные или 
кулон-вольтные.

§ 15.21. Вольт-амперные характеристики по первым гармоникам«
Под в. а. х. по первым гармоникам понимают графическую или анали
тическую связь между амплитудой (действующим значением) первой 
гармоники тока и амплитудой (действующим значением) первой гар
моники напряжения на нелинейном сопротивлении.



Этот тип характеристик подразделяют на две подгруппы.
В первой подгруппе характеристик принимают, что напряжение 

(поток или заряд) на нелинейном сопротивлении изменяется по сину
соидальному закону.

Во второй подгруппе характеристик принимают, что по синусо
идальному закону во времени меняется ток через нелинейное актив
ное сопротивление (напряженность в сердечнике нелинейной индук
тивности или напряжение на нелинейной емкости).

Если воздействующее на нелинейное сопротивление синусоидальное 
напряжение (синусоидальный ток) не содержит постоянной составля
ющей, то в. а. х. для первых гармоник данного нелинейного сопро
тивления изображается какой-то одной кривой. Если же воздействую
щее напряжение (ток) содержит постоянную составляющую, то вольт-

амперные, вебер-амперные 
или кулон-вольтные харак
теристики изображаются се
мействами кривых, на ко
торых постоянная состав
ляющая тока, напряжения, 
потока или заряда являет
ся параметром.

Этот тип характеристик 
получают расчетным (ана
литическим) или графиче
ским путем по соответст
вующим характеристикам 
для мгновенных значений 

1Г или снимают эксперимен
тально.

При графическом пост
роении задаются различны
ми значениями амплитуды 

воздействующего на нелинейное сопротивление напряжения (тока, ин
дукции, заряда), по точкам строят кривую тока (напряженности, на
пряжения) в функции времени и путем разложения ее в ряд Фурье 
находят соответствующие амплитуды первой гармоники тока (напря
женности, напряжения).

(Пример графического построения кривой тока в функции времени 
для управляемой нелинейной индуктивности см. на рис. 15.17.)

Аналитически построение точек обсуждаемой характеристики произ
водят, используя формулы (15.12) и (15.13) или иные подобные им.

В § 15.23 рассмотрено применение формул (15.12) и (15.13) для 
получения единых характеристик по первым гармоникам для управля
емых симметричных нелинейных сопротивлений.

Д ля нелинейной индуктивности в. а. х. по первым гармоникам 
можно получить опытным путем при помощи схемы рис. 15.14, а, 
где ИТ1 — источник синусоидальной э. д. с., ИТ2 — источник постоян
ной э. д. с ., аЬ — зажимы управляемой цепи НС; ей — зажимы управ
ляющей цепи НС. Измерительный прибор реагирует на первую

5)
иоз>иог>ит

в)
Рис. 15.14



гармонику напряжения, а измерительный прибор Л1—-на первую 
гармонику тока.

На рис. 15.14, б качественно изображены в. а. х. управляемой 
нелинейной индуктивности по первым гармоникам. Параметром на них 
является ток управления /„.

В. а. х. по первым гармоникам для управляемой нелинейной емкости 
изображены на рис. 15.14, в. Параметром, на них является управля
ющее постоянное напряжение 1!0.

Снятие характеристик рис. 15.14, б производят следующим обра
зом. Устанавливают некоторое произвольное значение тока /0 в цепи 
управления, затем плавно повышают напряжение и х и для каждого 
его значения записывают величину тока Д. Затем то ж е проделывают 
при новом значении /0 и т. д. Результаты измерений наносят на график, 
и соответствующие точки соединяют плавной кривой.

В. а. х. для первых гармоник используют при расчете установив
шихся режимов в нелинейных цепях, который называют расчетом 
по первой гармонике (см. § 15.47).

При расчете применяют в. а. х. той подгруппы, которая более под
ходит по условию работы данного нелинейного сопротивления.

§ 15.22. Вольт-амперные характеристики для действующих значе
ний. Под в. а. х. для действующих значений понимают зависимость 
между действующим значением синусоидального (несинусоидального) 
напряжения на нелинейном сопротивлении и действующим значением 
тока, протекающего через это сопротивление. Если напряжение (ток) 
содержит постоянную составляющую, то в. а. х. для действующих 
значений изображаются семейством кривых, на которых постоянная со
ставляющая тока (потока, напряжения или заряда) является параметром.

Эти характеристики получают графическим или аналитическим 
путем из характеристик для мгновенных значений или снимают опыт
ным путем с помощью схемы рис. 15.14, а, но приборы и А х в этом 
случае должны измерять действующие значения.

В. а. х. для действующих значений зависят от формы напряжения 
на нелинейном сопротивлении и (или) от формы протекающего через 
него тока, поэтому необходимо указывать, при каких условиях они 
получены.

При качественном и грубом количественном анализах полагают, 
что характеристики, снятые при одной форме напряжения на нелиней
ном сопротивлении, близки к характеристикам, снятым при другой 

! форме напряжения. В действительности же количественное различие 
в характеристиках может оказаться значительным. В. а. х. для дейст
вующих значений используются при расчете, называемом расчетом 
по в. а. х. для действующих значений (см. § 15.48).

§ 15.23. Получение аналитическим путем обобщенных характеристик управля
емых нелинейных сопротивлений по первым гармоникам. Как уж е отмечалось, 
нелинейные индуктивности и емкости, а также большая группа нелинейных актив
ных сопротивлений имеют характеристики для мгновенных значений, которые 
могут быть приближенно описаны формулой у =  ос вИ рх. Для каждого нелинейного 
элемента под х и у  следует понимать свои величины (см. § 15.13).



Таким образом, х и у  — обобщенные обозначения величин, определяющих 
работу нелинейного элемента. Д ля всех перечисленных нелинейных элементов 
можно построить единые характеристики по первым гармоникам. С этой целью 
положим х =  х0-\-хт sin a>t. Тогда в соответствии с формулой (15.13) амплитуда 
первой гармоники функции у

У1т — ?а  ch Р*о [ —/Л (/Р*т)1- (15.19)
Формула (15.19) устанавливает связь между амплитудой уут первой гармо

ники у ,  амплитудой хт первой гармоники х и постоянной составляющей х0.

На рис. 15.15, а  изображены характеристики управляемого нелинейного эле
мента $хт =  / (¡/ш/2а) при р*0 =  0, 1, 2, 3, 4, 5, построенные по формуле (15.19). 
Кривыми можно пользоваться при известном значении параметра рх0. Если из
вестен не рл:0, а постоянная составляющая Уа/а, то семейство кривых р*т  =  / (у1т/2а) 
при параметре у 0/а может быть построено следующим образом. Из формулы (15.12) 
находим

.и о.. Уо/а  
Р 0 Ь № т)

и вместо сИ рх0 в (15.19) подставим

Получим

У im 
2аг  =  / ' + [ т Й т а  « m i . (15.»)

Кривые рис. 15.15, б, построенные по формуле (15.20),. являются характе
ристиками управляемого нелинейного элемента при значениях параметра у0/а =  
=  0,50, 100, 150 и 200. Обратим внимание на то, что y lm/(2а), ¡ixm, у 0/а—это 
величины с нулевой размерностью. Если масштабы по осям уменьшить в / 2  раз, 
то кривые рис. 15.15, б  будут представлять собой характеристики по действующим 
значениям первых гармоник. Характеристика неуправляемого нелинейного эле
мента изображена на рис. 15.15, б  кривой, для которой у0/а  =  0.

§ 15.24. Простейшая управляемая нелинейная индуктивность.
Простейшая управляемая нелинейная индуктивность изображена на



рис. 15.16. Она состоит из обмоток и ш)0, намотанных на замкну
тый ферромагнитный сердечник. Площадь поперечного сечения сердеч
ника 5  (м2), длина средней магнитной линии 
I (м).

Обмотка включена в цепь переменного 
тока, и по ней проходит переменный ток I, 
содержащий первую и высшие гармоники.

Обмотка управления (подмагничивания) ии0 
присоединена к источнику постоянной э.д.с.
Е0 через дополнительную индуктивность Ь0 и 
регулируемое активное сопротивление /?0. По 
обмотке 10о протекает постоянный ток /0 =  Е0/Я0

Хотя переменный магнитный поток и на
водит в обмотке хю0 переменную э.д.-с., но пере
менного тока по ней практически не проходит, 
так как дополнительная индуктивность образует для переменного 
тока достаточно большое индуктивное сопротивление.

Пусть приложенное к обмотке напряжение равно V т  соб со/. 
Это напряжение равно э.д.с. самоиндукции, взятой с обратным знаком 
(активное сопротивление обмотки считаем весьма малым):

-  ¿Ф VI  ,и =  — еь =  -¡ц- =  У т  сое Ы.

Отсюда магнитный поток

ф==^ 8‘пс0< +  ф° =  ф'п51пй)  ̂+  ф«: (15.21)
Фт  =  и л ^ ) ,  (15.22)

где Фт  — амплитуда переменной составляющей магнитного потока; 
Ф0 — постоянная составляющая магнитного потока.

Управляемая нелинейная индуктивность позволяет путем изменения 
постоянного тока /0 в обмотке ы>0 управлять переменным током ¿.

Принцип управления режимом работы нелинейной индуктивности 
и характер изменения во времени отдельных величин поясним с помощью 
рис. 15.17, а, б, где кривые Ф =  /(#/) представляют собой зависи
мости потока Ф в сердечнике от произведения напряженности магнит
ного поля Н на длину средней магнитной линии I сердечника.

Построения на рис. 15.17, а соответствуют случаю, когда /0 =  0, 
а на рис. 15.17, б —когда 10Ф 0. На обоих рисунках переменная 
составляющая потока Фт  э т  сю/ одинакова. Д ля рис. 15.17, а посто
янная составляющая потока Ф„ =  0, для рис. 15.17, б Ф0фО. Н а 
кривых Ф =  /(й)/)’ Ф =  /(#/) и =  / (со/) наиболее характерные соот
ветствующие друг другу точки обозначены одинаковыми буквами.

Построения производим в такой последовательности.
Сначала откладываем значения постоянной составляющей потока Ф 0 

и строим кривую Фт з т  со/= /(«>/).
Затем произвольно задаемся различными моментами времени, напри

мер равными со/ = 0; я/2; л; Зл/2; 2л, и для каждого значения со/ 
с помощью кривой Ф =  /(#/) находим соответствующие значения Н1



и строим кривую Ш! + /0а '0 =   ̂(Ы) (для рис. 15.17, а /0до„ =  0). Ось 
времени для этой кривой направлена вертикально вниз и проходит 
через точки а, с, е в нижней части рисунка.

Ток I не содержит постоянной составляющей, так как в цепи обмотки 
до, нет источника постоянной э.д.с. и выпрямителей.

Прямая А — А рис. 15.17, б является нулевой линией для кри
вой ш 1 =  /(ю/). Ток I изменяется относительно этой прямой так, что 
среднее значение его за период от <о̂ =  0 до ы/ =  2я  равно нулю.

Другими словами, проводим прямую А — А так, чтобы площадь 
была равна площади S.,. Расстояние, на которое удалена прямая 
А  — А от оси ординат, равно /0ш0.

Полезно сопоставить выводы § 15.17, сделанные в обшей форме, с теми вывс- 
дами, которые применительно к  нелинейной индуктивности следуют из рассмотре
ния рис. 15.17, а,  б .  Сопоставимыми величинами являю тся

X — Ф ; у  — (ш 1 +  /ва>в); * 0  — Фо! хт — Ф т;
Уо — loWo, У — f  М )  -  ( т  +  JqW0) =  / ( l û t ) .

В § 15.17 говорилось что:
а) путем изменения у 0 можно влиять на величину амплитуд первой и высшей 

гармоник функции y  — f(<at)\ этот вывод подтверждается построениями на рис. 15.17, 
а,  б —амплитуды первой и высших гармоник функции ia i1=/(M/) зависят от l 0w0 
(чем больше I0w0, тем больше амплитуда первой гармоники тока ¡);

б) уо зависит не только  от но и от хт; из построений рис. 15.17, а ,  б  
следует, что I0w0 зависит не только от Ф0, но и от Ф т;

в) при наличии постоянной составляющей в составе функции х в кривой у  — 
=  /(со/) появляю тся четные гармоники, [Из рис. 15.17, б  следует, что при наличии 
постоянной составляющей Ф0 в составе магнитного потока Ф в кривой iwt  =  / (ы/) 
появляются четные гармоники—кривая it£)1=/((ü/) несимметрична относительно 
прямой А — А.]

Запишем потоки через индукции и сечен и
Ф m =  BmS ; (15.23)



где Вт — амплитуда переменной составляющей индукции; В0 —посто
янная составляющая индукции.

Из формул (15.22) и (15.23) следует, что
Вт =  {/т /(шш15). (15.25)

Если магнитную индукцию Вт измерять в Гс, 5  — в см2; и т. заменить на 1/^2, 
где [/ — действующее значение напряжения на обмотке 12>х, то

V „ |/2{/.108 и -  108
т _  2л[ы>18 ~  4 , 4 4 ‘ (15.26)

Формула (15.25) дает возможность найти амплитуду переменной 
составляющей магнитной индукции по амплитуде синусоидального 
напряжения V т , частоте /, числу витков ии1 и сечению 5 .

По закону полного тока, произведение напряженности поля Н на 
длину средней магнитной линии I должно равняться алгебраической 
сумме м. д. с.:

Я/ =  /ш1 +  /0и)0. - (15.27)

Так как ток I содержит первую и высшие гармоники, то уравне
ние (15.27) распадается на ряд уравнений: на уравнение для посто
янных составляющих, на уравнения для первой гармоники, второй 
гармоники и т. д.

Уравнение для постоянных составляющих
10Щ =  Н01, (15.28)

где # 0 — постоянная составляющая напряженности поля.
Переменный ток I содержит первую, вторую и другие высшие 

гармоники, но постоянной составляющей не содержит, так как в цепи 
обмотки к»! нет источника постоянной э.д.с. и выпрямителей.

Уравнение для первой гармоники
=  (15.29)

где 11т — амплитуда первой гармоники тока ¿; Н1т — амплитуда первой 
гармоники напряженности поля. Аналогично,

I214 1̂ ~  Нгт1 • (15.30)
Из (15.28) —(15.29) следует, что

Но =  10Щ/1, (15.31)
Нш — 11/71̂ 1/и (15.32)
Н2т =  12тш1/1 (15.33)

и т. д.
Формула (15.31) дает возможность определить постоянную состав

ляющую напряженности поля Н0 через постоянную составляющую 
тока /0. Формула (15.32) позволяет найти Н1т через /1т и т. д.

§ 15.25. Вольт-амперные характеристики управляемой нелинейной 
индуктивности по первым гармоникам. Под в. а. х. управляемой 
нелинейной индуктивности по первым гармоникам будем понимать



зависимость действующего значения первой гармоники переменного 
напряжения Ux на обмотке wx нелинейной индуктивности от действую
щего значения первой гармоники переменного тока /х при постоянном 
токе /0, взятом в качестве параметра.

Как уж е говорилось в § 15.21, в. а. х. нелинейной индуктивности 
можно получить либо опытным путем с помощью схемы рис. 15.14, а, 
либо расчетным путем.

Рассмотрим расчетный путь, основанный на использовании обоб
щенных характеристик, а  чем говорилось в § 15.23.

Примем, что зависимость между мгновенным значением напряженности маг
нитного поля Н и мгновенным значением магнитной индукции В выражается 
гиперболическим синусом:

H = a s h $ B .  (15.34)

В (15.34) Н играет ту  же роль, что у  в (15.1), а В—ту же, что и х.
На основании аналогии между (15.34) и (15.1) ясно, что характеристики управ

ляемой нелинейной индуктивности по первым гармоникам будут полностью совпа
дать с характеристиками рис. 15.15, б, если $хт заменить на РВШ, уХт/2а— 
на Нш /2а и параметр у 0/а — на Н0/а.

Из формулы (15.25) следует, что

од Wm _  Р V IU I
т  îùŵ S wayjS *

или
t/ =  p s m ^ .  (15.35)

Р г “
Кроме того, из (15.32) имеем

h m  = V 2Ii  = Hlml/wi. (15.36)
Следовательно,

/[ = ^ 1 (15.37)
2а шг

На основании формулы (15.31)

(15.38)а  и>0 '

Таким образом, для перехода от семейства кривых в безразмерных единицах 
рВт  =  / (Я 1ш/2а) при параметре Н0/а к семейству кривых 6^ = /(/ !) при пара
метре Г0 нужно масштаб по оси ординат изменить в (сошх5)/(р V 2) раз, масштаб 
по оси абсцисс — в (а/ раз и значения параметра —в а//в>0 раз.

Пример 151. Управляемая нелинейная индуктивность рис. 15.16 имеет сле
дующие данные: 5  =  2,2 см2; / =  25 см; ¡и, =  250; ш0= 1775. Аналитическое выра
жение кривой намагничивания #  =  0,71 эй 5,75 В.

Воспользовавшись кривыми $хт —[ (ухт /2а) при параметре у0/а (см. 
рис. 15.15, б), построить для нее семейство в. а. х. по первым гармоникам 11х =  
=  / (/]) при параметре /„.

Р е ш е н и е .  Подсчитаем коэффициент для перехода от $хп  к  напряжению 17:
314 • 250 • 2,2 • 10-4

Р К 2  5,75 -V 2
:2 ,13 .

Таким образом, при переходе от $хт к напряжению и  масштаб по оси орди
нат на рис. 15.15, б  должен быть увеличен в 2,13 раза. Определим коэффициент 
для перехода от Н1т/2а к  действующему значению первой гармоники тока:

а/ ^ 2 / 4 = 0 ,7 1  • 0 ,25/2/250=  10-».



Следовательно, масштаб по оси абсцисс должен быть изменен в 10"3 раз. 
Коэффициент для перехода от Н0/а к току /0

а//а>0 =  0,71 • 0,25/1775= 10-«.

Семейство в. а. х. изображено на рис. 15.18.
В литературе, посвященной электрическим цепям с нелинейными индуктив

ностями, используют термин «индуктивное сопротивление» нелинейной индуктив
ности по первой гармонике.

Под индуктивным сопротивлением по первой гармонике понимают отношение 
действующего значения первой гармоники напряжения и г на зажимах обмотки 
нелинейной индуктивности, включенной в цепь переменного тока, к действующему 
значению первой гармоники тока 1и  
протекающего через эту обмотку:

X t^ U Jh ,
где —функция напряжения и г и 
тока намагничивания /0. Изменение 
Хх в функции от Ux при /„ =  const и 
Хх в функции от /0 при Ux =  const 
можно проанализировать, воспользо
вавшись кривыми рис. 15.18. Так, 
если принять Щ— 8,52 В, то при 
/„ =  0, /1 =  0,01 А и, следовательно,
Хх =  8,52/0,01 =852 Ом.

При /0 =  0,01 А Хх =  8,52/0,084=
=  101 Ом.

При /„ =  0,015 А Х1 =  66,5 Ом.
Таким образом, изменяя ток н а 

магничивания /„, можно управлять 
сопротивлением Хх.

Пример 152. Обмотка wx управ
ляемой индуктивности примера 151 
подключена к синусоидальному напря
жению (7= 12,2  В (/ =  50 Гц). Обмотка управления w0 подключена к источнику 
постоянной э. д. с. "£0=1  В. Активное сопротивление цепи подмагничивания 
/?о=50 Ом. Определить амплитуду переменной составляющей Вт и постоянную 
составляющую В„ магнитной индукции.

Р е ш е н и е .  По формуле (15.25),

Рис. 15.18

В„ 12,2 V" 2
¡Я = 1  Т; p s m =  5,75.’ 2я50 • 250 • 2,2 • 10"*'

Постоянная составляющая тока /о =  £о/#о= 1/50 =  0,02 А.
Постоянная составляющая напряженности поля Я 0 =  /0ш0// =  141,5 А/м, 
Параметр # 0/ а =  141,5/0,71 =  200. По формуле (15.17),

7 7 Щ щ = ' ‘т :  В- ~  Т'

§ 15.26. Вольт-амперные характеристики управляемой нелинейной емкости по 
первым гармоникам. Кулон-вольтную характеристику нелинейной емкости прибли
женно можно описать гиперболическим синусом:

Пусть заряд
и —a  sh $q. 

<?=Qo + Qm sin соt.

(15.39)

где Со—постоянная составляющая заряда; (}т — амплитуда первой гармоники 
заряда.

При этом напряжение на емкости имеет постоянную составляющую £/0, 
а также первую и высшие гармоники. Формулы (15 .12)-ь  (15.15) можно рас-



тространить на нелинейную емкость, если заменить у0 на 1/0; ÿ fm на Uim\ хт 
на Qm, х„ на Q0. В соответствии с этим постоянная составляющая напряжения 
на емкости

Первая гармоника напряжения на емкости равна

2а  ch [— ¡ J t (/PQm)] sin at.
Ток через емкость равен dq/dt. Следовательно, первая гармоника тока через 

емкость

Под в. а. х . управляемой нелинейной емкости по первым гармоникам будем 
понимать зависимость действующего значения первой гармоники тока через 
емкость ¡ i  от действующего значения первой гармоники напряжения Ui при 
параметре UB.

На основании Записанного соответствия между £/„ и у0, уш  и Ulm и т. д. 
можно утверждать, что семейство кривых pQm=/(i/xm/2a) при параметре U0!a  
полностью повторяет семейство кривых $хт =  [ (у1т/2а) при параметре у 0/а, изо
браженное на рис. 15 .15 ,6 .

Для перехода от семейства кривых = / (Ulm/2a) к семейству в. а. х. 
управляемой нелинейной емкости по первым гармоникам следует учесть формулу
(15.41) и то, что действующее значение первой гармоники напряжения на емкости

Другими словами, для перехода от семейства кривых =  1 (иХт12а) при 
параметре (У0/а к  семейству кривых ^  — г) при параметре 0 0 необходимо 
масштаб по оси ординат изменить в со/(  ̂ 2) раз, по оси абсцисс — в а  У 2 раз 
и параметр — в а  раз. Подобно тому, как для нелинейной индуктивности вводят 
понятие индуктивного сопротивления по первой гармонике (см. § 15.25), для не
линейной емкости вводят понятие об емкостном сопротивлении по первой гармо
нике: Х1 =  и 1//1 , где ( 4 —действующее значение первой гармоники напряжения 
на емкости; ! 1—действующее значение первой гармоники тока через нелинейную 
емкость; Хг — функция IIх и 1/0.

§ 15.27. Основные сведения об устройстве транзистора. Транзи
стор представляет собой трехслойную структуру р-п-р- или п-р-п-типа. 
Схематически структура р-п-р-тпа  пояснена на рис. 15.19, а , где зна
ком плюс в ^-области обозначены носители положительных зарядов, 
знаком минус в я-области — носители отрицательных зарядов. Оба пе
реходных слоя между р- и /г-областями обладают односторонней про
водимостью. Ток через каждый из этих слоев может проходить прак
тически в том случае, если потенциал р-области выше потенциала 
л-области.

У транзистора имеется три вывода. В транзисторе р-п-р-типа пер
вый вывод —от первой р-области, его называют коллектором, второй 
вывод —от второй р-области называют эмиттером, третий вывод — 
от «-области называют базой.

Ua —a  sh P Q o -M /P Q m )- (16.40)

(15.41)



На электрических схемах транзистор р-п-р-типа изображают, к а к  
показано на рис. 15 .19 ,6 , а транзисторы п-р-п-типа в соответствии 

 ̂ с рис. 15.19, в.

Первая р-область Вторая р-область

\\ /  я Р I

а)

4

Рис. 15.19

§ 15.28. Три основных способа включения транзисторов в схем у.
Различают три основных способа включения триодов в схему в зави 
симости от того, какой из электродов транзистора является общим д л я  
управляющей и управляемой цепей. На рис. 15.20, а изображена схема 
с общей базой, на рис. 15.20, б —схема с общим эмиттером и на 
рис. 15.20, в —схема с общим коллектором.

Во всех схемах Ен — источник э. д. с. в цепи нагрузки; Еу — 
источник э. д. с. в цепи управления. Д ля всех схем, в которых ис
пользуют транзисторы типа р-п-р, полярность источников э. д. с . 
должна быть такой, чтобы коллектор имел отрицательный, а эмиттер 
положительный потенциал по отношению к базе.

§ 15.29. Принцип работы транзистора в качестве управляемого 
сопротивления. Рассмотрим принцип работы транзистора р-п-р-типа 
в схеме с общей базой (рис. 15.20, а). Вследствие диффузии в пере
ходном слое между эмиттером и базой и между базой и коллектором 
имеются объемные заряды (на рис. 15.19, а не показаны). В р-области 
объемные заряды отрицательны, а в «-области положительны.

О)
Рис. 15.20



Объемные заряды в каждом переходном слое создают электри
ческое поле, вектор напряженности которого направлен от к- к ^-обла
сти, т. е. поле препятствует движению носителей положительных заря
дов из р- в «-область и движению носителей отрицательных зарядов 
из «- в р-область.

Разность потенциалов на переходном слое между р- и «-областями 
называют потенциальным барьером. Потенциальные барьеры зависят 
от величины и полярности каждого источника э. д. с ., включенного 
в схему.

Так, включение источника э. д. с. Еу в схему рис. 15.20, а при
водит к уменьшению потенциального барьера между эмиттером и базой 
по сравнению с разностью потенциалов на этом слое, когда источник
э. д. с. Еу не включен. В свою очередь включение источника э. д. с. 
Е п приводит к увеличению потенциального барьера между базой и 
коллектором по сравнению с разностью потенциалов на этом слое, 
когда Еп не включена.

Объясняется это тем, что результирующая напряженность поля на 
переходном слое коллектор — база при наличии э. д. с. Еп равна сумме 
напряженностей от объемных зарядов и от э. д. с. Е„, тогда как на 
переходном слое эмиттер — база результирующая напряженность поля 
при наличии э. д. с. Еу равна разности напряженностей от объемных 
зарядов и от э. д. с. Еу.

Кривая 1 рис. 15.19, г —зависимость изменения потенциала вдоль 
триода при отсутствии э. д. с. Ея и Еу, кривая 2 —при наличии
э. д. с. Е„ и Еу. При сниженном потенциальном барьере между эмит
тером и базой энергетический уровень части носителей зарядов ока
зывается достаточным для того, чтобы от эмиттера к  базе, соединен
ной с отрицательным полюсом источника э. д. с. Еу, двигались дырки 
(носители положительных зарядов).

Небольшое количество отрицательных зарядов движется при этом 
от базы к эмиттеру, но ток, создаваемый ими, относительно мал, так 
так концентрация атомов примесей в области базы значительно меньше 
концентрации атомов примесей в эмиттере.

Хотя в «-области при этом и происходит частичная рекомбинация 
положительных и отрицательных зарядов, однако благодаря малой 
толщине «-слоя большая часть носителей положительных зарядов 
успевает продрейфовать к  переходному слою между базой и коллекто
ром. В переходном слое между базой и коллектором носители поло
жительных зарядов оказываются под воздействием сильного электри
ческого поля, образованного источником э. д. с. £„ (обычно £„^> £у). 
Под действием этого поля носители положительных зарядов втяги
ваются в область коллектора и Движутся к электроду коллектора. 
Таким образом, большая часть носителей положительных зарядов, 
вышедших из эмиттера и прошедших в «-область, устремляется к кол
лектору (потенциал коллектора отрицателен по отношению к потенци
алу базы и потенциалу эмиттера).

В результате к  электроду базы подходит лишь незначительное ко
личество носителей положительных зарядов из числа тех, которые 
вышли из области эмиттера и прошли в область базы.



к
При принятых на рис. 15.20, а  положительных направлениях для 

токов ток эмиттера ц равен сумме тока коллектора ¿к и тока базы /6:
¿э =  1'к  +  1'б-

Отношение тока коллектора к току эмиттера ¿К/1Э =  « .  Обычно а  =  
=  0,95 ч - 0,99 и зависит от режима работы.

Транзистор является управляемым активным сопротивлением. В нем 
коллекторным током и падением напряжения между электродами кол
лекторной цепи можно управлять путем изменения э. д. с. Еу.

Следует иметь в виду, что при изменении полярности э. д . с. Еп 
в схеме рис. 15.20, а  транзистор теряет свойство управляемости и на 
участке между базой и коллектором работает как обычный неуправ
ляемый диод. Этот режим является ненормальным режимом работы 
транзистора.

Принцип действия транзистора п-р-п-типа аналогичен принципу 
действия транзистора р-п-р-типа. Но концентрация атомов примесей 
в базе транзистора п-р-п-типа много меньше концентрации примесей 
в /г-области эмиттера. В транзисторе п-р-п-типа в область базы посту
пают не дырки, а электроны. Полярность включения источников пита
ния Еу и Еи транзисторов п-р-п-тша противоположна полярности 
источников питания транзисторов р-п-р-типа.

В соответствии с этим направления прохождения токов в соответ
ствующих ветвях для этих типов транзисторов противоположны.

§ 15.30. Вольт-амперные характеристики транзистора. Свойства 
каждого транзистора определяются двумя семействами его в. а. х. 
Первое семейство характеристик — зависимость тока выходной цепи от 
напряжения между электродами транзистора, включенными в выход
ную цепь, при каком-либо из остальных токов транзистора, взятом 
в качестве параметра. В качестве параметра может быть взята и любая 
другая величина, например напряжение между электродами транзи
стора, включенными в цепь управления. Это семейство описывает свой
ства транзистора по отношению к выходной цепи. Второе семейство 
характеристик — зависимость тока входной цепи (цепи управления) от 
напряжения между электродами транзистора, включенными во вход
ную цепь, при напряжении меж ду электродами, включенными в вы
ходную цепь (при токе выходной цепи), взятом в качестве параметра. 
Это семейство характеристик описывает свойства транзистора по отно
шению к цепи управления.

На рис. 15.21, а качественно изображено семейство выходных ха
рактеристик гк =  / («эк) при параметре гэ для схемы с общим эмиттером 
(см. рис. 15.20, б). Правее вертикальной пунктирной прямой А — А  
кривые начинают круто подниматься. Это свидетельствует о том, что 
в данной зоне может произойти пробой транзистора* Поэтому в зоне 
правее прямой А —А работать нельзя.

Расположенная в третьем квадранте кривая ОВ иллюстрирует 
потёрю управляемости транзистора при изменении полярности э. д. с. 
в выходной цепи.

При протекании тока по транзистору он нагревается выделяющимся 
в нем теплом. Каждый транзистор в зависимости от размеров и уело-



вий охлаждения может отдавать в окружающее пространство опреде
ленное количество теплоты. Допустимое количество теплоты, выделяю
щейся в транзисторе, характеризуется так называемой мощностью рас
сеяния Рк =  ивк1к (дается в каталогах). На рис. 15.21, а пунктиром 
нанесена гипербола ¿к =  рк/изк — / (изк). Транзистор не перегревается 
в условиях длительного режима в том случае, если рабочая точка на
ходится внутри заштрихованной области (кратковременно можно рабо
тать  и в области, находящейся выше пунктирной кривой). На рис. 15.21, б 
качественно изображено семейство входных характеристик транзистора 
¿в =  / (иэб) при параметре изк в схеме с общим эмиттером (см. 
рис. 15 .20 ,6).

Важно обратить внимание на то, что любой ток транзистора (на
пример, iK или i6) является функцией не одной, а двух переменных. 
Т ак, ток iK являетея функцией изк и i3, ток i6 — функцией ui6 и изк. 
(Это положение будет учтено в § 15.34.)

Транзистор может быть использован в качестве усилителя тока, 
напряжения и мощности. ^

§ 15.31. Транзистор в качестве усилителя тока. Транзистор может служить 
усилителем тока тогда, когда приращение тока управляемой цепи (той, где вклю
чен источник э. д. с. Ен) во много раз больше приращения тока управляющей 
цепи (той, где включен источник э. д . с. Еу). Из трех схем рис. 15.20 в качестве 
усилителя тока могут быть использованы две: схема с общим эмиттером (еда. 
рис. 15.20, б) и схема с общим коллектором (см. рис. 15.20, в). В обеих схемах 
током управления является ток базы if,. Током управляемо?! цепи в схеме с общим 
эмиттером является ток коллектора t'K, а в схеме с общим коллектором —ток 
эмиттера i 3.

Так как  iK*=ai3 (см. § 15.29) и в то же время «9 =  1к +  <б> т °  ‘ б =  ‘ э _ 1 к =  
=  ( 1 —a)  i3.

Как уж е говорилось в § 15.29, коэффициент а  зависит от режима работы 
транзистора, т. е. от величины токов транзистора, и несколько изменяется при 
переходе от одного режима работы к другому.

Однако при нахождении связи между малыми приращениями токов можно 
в первом приближении принять, a  =  const и тогда

Д(к =  а Д ( э; Д ( 'й = (1  — a) Ai3.



Коэффициент усиления по току 1ц равен отношению приращения тока на 
выходе к приращению тока на входе. Коэффициент усиления по току для схемы 
с общим эмиттером, где выходным током является (к, а входным

/¡; = А/к/А1б =  а/(1— а).

Коэффициент усиления по току для схемы с общим коллектором, где выход» 
ной ток а входной /д,

А/ =  А*э/Д(б =  1/(1 —«)•

Так как  коэффициент а  =  0,95 -ь  0,99, то 19-Ь 100.

§ 15.32. Транзистор в качестве усилителя напряжения. При работе транзи
стора в качестве усилителя напряжения важно, чтобы приращение напряжения 
на нагрузке Аивых, включенной в выходную цепь, было больше приращения на
пряжения на входе управляющей цепи Аивх.

Коэффициент усиления по напряжению к„ =  Аивых/Аиях. При использовании 
транзистора в качестве усилителя напряжения его включают либо по схеме 
с общей базой (см. рис. 15.20, а ), либо по схеме с общим эмиттером (см. 
рис. 15.20, б).

Поясним, за счет чего получается усиление. Входное сопротивление транзи
стора #вх равно отношению приращения напряжения на входных зажимах к  при
ращению входного тока.

Выходное сопротивление транзистора Я Вых равно отношению приращения на
пряжения на выходных зажимах к приращению выходного тока.

В схеме с общей базой

^ВХ ~^ВХ. эб “  ^?вых ~^вых. ЭК — Аиэк/Д/к.

Для схемы с общей базой /?вых оказывается примерно на два порядка 
больше, чем Я вх.

В схеме с общим эмиттером

= ЯвХ. эб =  Аибэ/Д1'б; /?вых =  ̂ ?ВЫХ. 9К =  Аиэк/Д1к.

Для схемы с общим эмиттером #вых обычно в несколько раз больше Яех.
При работе транзистора в качестве усилителя напряжения (и в качестве уси

лителя мощности) в обеих схемах сопротивления нагрузки Лн берут обычно того 
же порядка, что и выходное сопротивление транзистора со стороны зажимов 
эмиттер— коллектор, т. е. Л н ^Я вы х. эк-

Составим выражения для определения /г„ в схеме с общей базой:

к и ”  Аивых/ А̂ ВХ =  А1к/?н/(А* э̂ ВХ. эб)»
но

Д(к/А(э = а ,  а  Лн/Лвх. эб ^  Лвых. Эк/ЯвХ. эб"
о

следовательно, ки =  а.- ’‘~х' — .
Явх. эб

Если учесть, что а  близко к  1, то для схемы с общей базой Ла аэ  
Д55 Явых. эк/Явх. эб и составляет величину порядка нескольких сотен.

Составим выражения для в схеме с общим эмиттером.
Входным током в схеме с общим эмиттером является ток базы , а выходным — 

ток коллектора. Поэтому

¡1 = ^цвых А1к#н _ ̂  06 4 ^вых. эк 
Ливх А/б/?вх. эб 1 а  ^вх. эб

С6Если учесть, что ;-------« а  19 - ь  99, а отношение -'-8К- в схеме с общим
1—«  Квх. эб

эмиттером составляет величину порядка нескольких единиц, то для схемы с общим 
эмиттером к„ составляет величину от нескольких десятков до нескольких сотен.



§  15.33. Транзистор в качестве усилителя мощности. Усиление по мощности 
достигается во всех схемах включения рис. 15.20. Коэффициент усиления по 
мощности kp  равен отношению приращения мощности в нагрузке АРп к  прира
щению мощности на входе транзистора АРу :

kp =  APa/APy .
Д ля схемы рис. 15.20, а

и (AtK)2 RH _ Rbux. э к

Р (Л 1Э)2 /?вх. эб Rbx. эб
Таким образом, коэффициент усиления по мощности для схемы рис. 15.20, а 

в первом грубом приближении примерно равен коэффициенту усиления по на
пряжению для этой схемы. Наибольшее усиление по мощности достигается в схеме 
с общим эмиттером. Для нее kp  может достигать значений 104 и более.

§ 15.34. С вязь между приращениями входных и выходных величин транзи
стора. Напряжение на входных зажимах щ  и напряжение на выходных зажи
мах ы2 являю тся функциями входного и выходного t's токов, т. е.

t¿1 =  í/ i(i‘x, i2); (15.42)
u2 == U2 (íi» ¿2)* (15.42а)

Запись M1 =  l/1 (ti, fg) свидетельствует о том, что Ui есть функция двух пере
менных (ii и i 2). Условимся исходные значения токов и напряжений обозначать 
большими буквами (U, /), а приращения — малыми (Ai, А и). Пусть токи получили 
малые приращения Д^ и Д(2 и стали равными /х -f- At'i и /2 +  Д(2. При этом на
пряжения также получили приращения и стали равными t/x-J- Attj и U2-\-Aii2- 
Следовательно,

1/1 +  Ди1 =  С/1 [(/1 +  Д/1), (/2 +  Д12)]; (15.43)

U2-\-Au2 =  U2 [(/1 Н- Aí'i), (/i +  Ai|)]. (15.43а)
Найдем связь между приращениями напряжений Ди* и Ди2 и приращениями 

токов Aii и Д['2. С этой целью разложим правые части равенств (15.43) и (15.43а) 
в ряд Тейлора для функции от двух  переменных по степеням приращений Д^ 
и Д«а и воспользуемся тем, что в силу малости приращений можно пренебречь 
слагаемыми, содержащими Д^ и Дг2, в степенях выше первой. Получим:

í/i +  Au1 =  U1 ( ¡ i ,  /2) +  Д1'х (dUild ¡i)j ít í s + Д12 (dUi/di^
U2-\-Au2 = U2(Ii, /2) +  A Í i  (dU2/di\)¡u /а +  Ai2 (dU2ldi2)

где (dUi/dii)¡ ¡  —частная производная Ux no ¿1, в которую подставлены значе
ния /i  и /2, определяющие собой исходные значения токов (до получения прира
щений); (dUí ldi2)¡  / —частная производная Ut по i2, в которую подставлены 
значения /j и /2.

Д ля сокращения записи введем следующие обозначения:

f l , Г * ' Л

Обратим внимание на то, что R2í ф  Ri2.
Значения Я и , R i2> Rn, R22 могут быть найдены графическим путем из харак

теристик транзистора или опытным путем, поэтому в дальнейшем будем полагать 
их известными. Если из (15.43) вычесть (15.42), а из (15.43а) — (15.42а) и затем 
частные производные заменить соответственно на Ru , Rí2, R21, R22, то получим:

Aui — Rxi Aii~\~Ri2 Ai¿ (15.44)
^21 Ai± “Ь /̂ 22 Ai2. (15.44a)



Для некоторых типов маломощных низкочастотных транзисторов /?1{ =  275 Ом; 
#12 =  250 Ом; #21 =  475 к Ом; Я22 =  500 кО м .

Формулы (15.44) связывают малые приращения токов Д ^ и Д(2 с малыми 
приращениями напряжений Днх и Ди2. Из этих формул следует, что по отноше
нию к малым приращениям транзистор, являющийся управляемым нелинейным 
сопротивлением, можно заменить эквивалентной линейной схемой замещения.

§ 15.35. Схема замещения транзистора для малых приращений. В специальной 
литературе по транзисторам в схемы замещения для малых приращений вводят 
не сопротивления У?п , #12, /?21. °  которых шла речь, а некоторые расчетные 
сопротивления —сопротивления базы #б. коллектора эмиттера Я» и некото
рый расчетный источник э. д. с ., величина э. д. с. которого равна произведению 
тока управляемой цепи на расчетное сопротивление

Значения #б, #к, и Ят определяют через Я12, #21 и #22.
Рассмотрим схему замещения транзистора, когда общим электродом является 

база. На рис. 15.22, а изображена схема с общей базой. Входным током в ней 
является ток ¿1 =  1В, выходным током «2 =  — /к (положительное направление для 
тока /2 принято противоположным положительному направлению тока 1К на 
рис. 15.20, а). Схема рис. 15.22, б  заменяет схему рис. 15.22, а  для малых при
ращений.

По второму закону Кирхгофа составим уравнения для двух  контуров схемы 
рис. 15.22, б:

Л«1 =  (#э +  Яб) Л<1 +  Яб Д'г! (15.45)

д«2—я т  Д(,=#б Д*х+(Як+/?б) пс. лк \
А л  (15.45а)
Д“ 1 — и тп — ф т фп> & из — ирд — ф р — ф?1

где — потенциал точки т; <р9 — потенциал точки <7 и т. д .
При сопоставлении (15.45) и (15.45а) с (15.44) и (15.44а) определим:

Яэ+#б = Лц; #б = Я1а;
Кт~Ь'1?б =  Ки'> Я к + /? б  =  #22'

Последние уравнения дают возможность найти сопротивления # э , Лк и 
Ят по известным сопротивлениям #]2, #21, Я22. Источник э. д. с.
Цт А1,(&13 =  А11) введен в схему замещения рис. 15.22, б  для того, чтобы учесть 
в расчете усилительное действие транзистора; э. д. с. этого источника пропорцио
нальна входному току.

Таким образом, для расчета малых приращений входных и выходных токов 
в нелинейной схеме рис. 15.22, а  определения коэффициентов усиления и входных 
сопротивлений следует произвести расчет линейной схемы рис. 15.22, б ,  подклю
чив к ее входным зажимам тп источник малой (обычно синусоидальной) э. д . с ., 
а к  выходным зажимам рд — нагрузку Ян-



Отметим, что источники э. д. с. (тока), э. д. с. (ток) которых зависит от вход
ного тока (напряжения), называют зависимыми источниками. Источник э. д. с. 
¡?т  Д / , в схеме рис. 15.22, б является зависимым источником $. д. с.

В заключение остановимся еще на двух положениях.
1. В схемах замещения транзисторов вместо зависимого источника э. д. с. и 

последовательно с ним включенного сопротивления Як часто используют зависи
мый источник тока и шунтирующее его сопротивление. Так, в схеме рис. 15.22, в 
вместо источника э. д. с. Ят Д['э и сопротивления #к можно включить источник

р
тока ■ Д¿э — а  Д¿э и зашунтировать его сопротивлением #к.

д к
2. При относительно высоких частотах и быстро протекающих процессах 

следует учитывать, что р-л-переходы обладают емкостными свойствами и имеет 
место инерционность основных носителей зарядов. Емкостные свойства учитывают

Рис. 15.23

в расчете, шунтируя в схеме замещения коллекторный р-я-переход некоторой 
емкостью Ск. Инерционность носителей заряда учитывают, вводя зависимость 
коэффициента усиления а  транзистора от частоты о) (оператора р):

«о 
1 +р/юо ’

где а 0 —коэффициент усиления транзистора на постоянном токе; ш^1 =/?кСк-
Емкость эммитерного перехода обычно не учитывают, так к ак  она шунтирует 

относительно малое по сравнению с сопротивление Д ля высокой частоты 
схема замещения транзистора, собранного по схеме с общей базой, изображена 
на рис. 15.23, а, с общим эмиттером — на рис. 15.23, б. В зависимости от типа 
транзистора имеет значение от нескольких десятых мегома до нескольких 
мегом; — нескольких десятков ом; #б — нескольких десятков или сотен ом; 
Ск — от нескольких единиц до нескольких десятков пикофарад.

§  15.36. Графический расчет схем на транзисторах. Расчет схем 
на транзисторах при относительно низких частотах на практике иногда 
производят не с помощью рассмотренных схем замещения, при исполь
зовании которых необходимо знать #9, Я6, и Ят , а путем непо
средственного использования семейства характеристик транзистора. 
Этот способ расчета показан на примере 153.

Пример 153. Определить коэффициенты усиления по току, напря
жению и мощности схемы рис. 15.24, а, предназначенной для усиле
ния слабых синусоидальных колебаний.

В этой схеме использован транзистор П14. Его выходные харак
теристики изображены на рис. 15.24, в и входные —на рис. 15.24, б. 
Параметром на рис. 15.24, в является ток ¿б. Сопротивление нагрузки 

=  500 Ом. Э. д. с. смещения в выходной цепи £ к0 =  10 В. Э. д. с. 
смещения в цепи управления Еу0 — 0,25 В.



Р е ш е н и е .  На рис. 15.24, в проводим прямую, представляющую 
собой в. а. х. нагрузки ¡1а =  5д0  Ом; Эта прямая пройдет через точку 
¿к =  0 и ы9к =  £ к0=  10 В и  через точку £к =  Екп/Ин =  20 мА и иэк = 0.

Семейство входных характеристик транзистора П14, как  это видно 
из рис. 15.24, б, обладает той особенностью, что в интервале значений 
“эк =  0 ,2-г-10 В зависимость тока базы ¿й от напряжения между эмит
тером и базой изображается одной и той же кривой (практически не 
зависит от ы9К). Найдем значение тока ¿6 =  /60 при отсутствии синусои-

>-к

Рис. 15.24

дальнего сигнала на входе, т. е. в режиме, когда на вход цепи управ
ления действует только постоянная э. д. с. Еу0 =  0,25 В (цепь управ
ления замкнута через источник сигнала).

Из рис. 15.24, б следует, что при « эв =  0,25 В ток ¿б =  /бо =  
=  250 мкА (точка п). Далее найдем ток ¿к =  / к0 и напряжение ы9К =  
=  и эк0 в этом режиме.

На семействе кривых рис. 15.24, в режим работы при Еу =  Еу0 
определяется точкой п, полученной в результате пересечения в. а. х. 
нагрузки с той кривой семейства /к =  /(иэк). Для которой параметром 
является 1б =  250 мкА.

В точке п /к =  /к0 =13,1 мА и изк =  и 9Ко =  3,5 В. Линеаризуем 
входную характеристику в рабочей точке. С этой целью проведем 
в окрестности точки п (рис. 15.24, б) прямую так, чтобы она на воз
можно большем участке совпала с касательной к кривой ¿б =  / (« 9б)



в точке п. Крайними точками проведенной прямой будем считать 
точки р и т .  В точке р ток ¿в =  350 мкА и «э6 =  0,27 В. В точке т  
ток ¿6 =  150 мкА и иъ6 =  0,23 В. Этим точкам соответствуют однои
менные точки р и т  на рис. 15.24, в.

В точке р рис. 15.24, в ¿к =  18,6 мА, в точке т  1к =  8,6 мА. 
Таким образом, при подаче на вход схемы синусоидального напряже
ния с амплитудой и з6т =  0,02 В в цепи управления появится синусои
дальная составляющая тока, имеющая амплитуду /6т =  /у т =  100 мкА, 
а в выходной цепи кроме постоянного тока / к0 появится синусоидаль
ный ток с амплитудой /кт — 5,0 мА *. При этом на выходных зажимах 
транзистора действует синусоидальная составляющая напряжения, 
имеющая амплитуду £Л,кт =  2,45 В.

Найдем искомые коэффициенты усиления.
Коэффициент усиления по току

Ь  =  Д»вых/Д»вх =  Ь т Н у т  =  5,0 (мА)/100 (мкА) =  50.
Коэффициент усиления по напряжению

К  =  Лмвых/Дивх =  Яя1кт/избт =  500 • 5,0 • 10- 3/0,02 =  125.
Коэффициент усиления по мощности

Ьр — А Р ки Л Р  вх =  {Кк1кт)!(и Збт1ут) —
=  500 (5,0 • 10-3)2/0,02 • 100 • 10~6 =  6250.

Входное сопротивление транзистора между зажимами эмиттер — 
база для синусоидальной составляющей

Явх.9б =  ^эбт//ул, =  0,02 (В)/100 (мкА) =  200 (Ом).

Выходное сопротивление между зажимами эмиттер — коллектор для 
синусоидальной составляющей

#вых.эк =  ^ 9кт//кт =  2,45 (В)/5,0 (мА) =  490 (Ом).

В тепловом отношении транзистор работает в ненапряженных 
условиях, так как мощность, выделяемая в нем в режиме, соответ
ствующем точке п (рис. 15.24, б),

^эко^ко =  3,5 ( В ) - 13,1 (мА) =  45,8 (мВт),

что значительно меньше допустимой для данного транзистора мощности 
рассеяния 150 мВт.

§ 15.37. Основные сведения о трехэлектродной лампе. Трехэлек
тродная лампа (триод) имеет три электрода: катод, анод и сетку. Эти 
электроды находятся в вакуумированном стеклянном или металлическом 
баллоне.

Катод, подогреваемый нитью накала от вспомогательной батареи 
(обычно не показываемой на схемах), испускает электроны вследствие 
явления термоэлектронной эмиссии. Поток электронов направляется

* Берем первую гармонику переменной ^составляющей коллекторного тока.



ко второму (холодному) электроду — аноду — только в том случае, если 
потенциал анода выше потенциала катода. Если же потенциал анода сде
лать ниже потенциала катода, то потока электронов от катода к аноду 
не будет (в этом случае анод не притягивает электроны, а отталкивает 
их). В результате этого электронная лампа обладает несимметричной 
в. а. х.

Третий электрод — сетка — расположен ближе к катоду, чем анод. 
Поэтому электрическое поле, создаваемое между сеткой и катодом, 
даже при малых напряжениях между ними оказывает сильное влия
ние на поток электронов с катода на анод. Сетка является управляю
щим электродом. Путем изменения потенциала сетки можно управлять 
анодным током лампы. Как и транзистор, 
электронная лампа может быть включена в 
схему тремя основными способами: с общим к а 
тодом, с общей сеткой и с общим анодом (в 
зависимости от того, какой из электродов я в 
ляется сбщим для анодной и сеточной цепей).

На рис. 15.25 изображена наиболее часто Ес 
употребляемая схема — схема с общим като
дом. Как и транзистор, электронная лампа 
может служить в качестве усилителя тока, 
напряжения и мощности. Возможность выпол
нения лампой всех этих функций основывается на том, что изменение 
разности потенциалов между сеткой и катодом оказывает более силь
ное влияние на поток электронов с катода на анод, чем изменение 
(на ту же величину) разности потенциалов между анодом и катодом.

§ 15.38. Вольт-амперные характеристики трехэлектродной лампы 
для мгновенных значений. Цепь, образованная анодом и катодом 
трехэлектродной лампы, источником э. д. с. Еа и нагрузкой Ra, назы 
вают анодной цепью.

Цепь, образованную сеткой и катодом электронной лампы и источ
ником э. д. с. £с, называют сеточной цепью.

Напряжение между анодом и катодом ыа называют анодным н апря
жением, между сеткой и катодом ис — сеточным напряжением.

Ток в анодной цепи ta и ток в сеточной цепи ic нелинейно зависят 
от анодного и сеточного напряжений ия и ис.

Под анодными характеристиками трехэлектродной лампы понимают 
зависимость анодного тока t'a от анодного напряжения ыа при сеточном 

> напряжении ис, взятом в качестве параметра.
На рис. 15.26 изображено семейство анодных характеристик лампы. 

Стрелка на рис. 15.26 (а также на рис. 15.27 и 15.28) указы вает 
направление, в котором возрастает параметр.

Если семейство анодных характеристик рассечь прямыми иа — const, 
то можно получить семейство кривых ia — f(u c) при параметре ил. 
Такие кривые называются сеточными (анодно-сеточными) характери
стиками трехэлектродной лампы (рис. 15.27). Для них характерно, 
что ток ¿а Ф  0 при и- =  0 , а такж е что имеется область насыщения, 
в которой ток ia почти не увеличивается с ростом ис.



Семейство зависимостей сеточного тока ¿с от сеточного напряжения 
нс при различных значениях анодного напряжения и положительных 
значениях ий для одного из типов ламп изображено на рис. 15.28.

В общем случае при работе лампы одновременно меняются иа и нс 
и изображающая точка на семействах анодных и сеточных характе
ристик перемещается с одних кривых на другие. В частном случае 
работы, когда ыа остается неизменным или почти неизменным, 1а =  /(ис) 
изображается одной кривой семейства кривых рис. 15.27.

Рис. 15.26 Рис. 15.27 Рис. 15.28

Если электронная лампа работает при отрицательных или сравни
тельно малых положительных напряжениях на сетке, то сеточный ток 
имеет малую величину и его в расчете, как правило, не учитывают.

Следует отметить своеобразие сеточной характеристики по сравнению с обыч
ными вольт-амперными: сеточная характеристика дает связь не между током через 

нелинейное сопротивление и напряжением на нем, что 
характерно для «обычных» в . а. х ., а между мгновенным 
значением тока через нелинейное сопротивление и мгно- 

—“ венным значением управляющего напряжения на этом
сопротивлении.

1

Рис. 15.29

§  15.39. Аналитическое , выражение сеточ
ной характеристики электронной лампы. Сеточ
ная характеристика при ua =  const может быть 
приближенно представлена отрезками прямых 
(рис. 15.29). Часть сеточных характеристик, на

пример характеристика, выделенная жирной линией на рис. 15.27, 
может быть описана полиномом третьей степени:

¿а =  *'аО +  а « с - & ыс.
Здесь £а0 — значение тока ta при ыс = 0; а и b — числовые коэффи

циенты; а измеряется в А • В-1; Ь — в А • В-3.
Для определения коэффициентов а и b следует выбрать на харак

теристике две точки с координатами ial, ыс1 и ta2, мс2 и решить систему 
двух  уравнений с двум я неизвестными:

i'aJL =  taO +  ««c l-<
i а2 “  а̂0 "4“ СШс

Характеристика по типу пунктирной кривой на рис. 15.27 может 
быть приближенно описана полиномом второй степени:

ia — ¿аО +  Ри  с +  9м с» 
где р и q — числовые коэффициенты.

«cl — buh; \
Uc 2 bll С2> /



Существуют аналитические выражения и для анодных характеристик.

§ 15.40. Связь между малыми приращениями входных и выходных величин 
электронной лампы. Как уже говорилось в § 15.39, анодный ток »„ является 
функцией не только анодного, но и сеточного напряжения: ¿а =  /а (“ а> ис)- Если 
по отношению к некоторому исходному состоянию ({/а, (/с) сеточное напряжение 
получит небольшое приращение Дис , то оно вызовет приращения анодного напря
жения Ди„ и анодногб тока Дг'а.

Если проделать выкладки, аналогичные выкладкам § 15.34, то получим

Частную производную (д/а/д«а)у  ц  , в которую подставлены значения и а
а ’ с  „

и 1/с, соответствующие исходному состоянию, принято называть внутренней про 
водимостью электронной лампы (проводимость между анодом и катодом)

Величину, обратную g ¡ ,  называют внутренним сопротивлением лампы (сопро
тивление между анодом и катодом):

Частную производную (d/s/duz) [; и  , подсчитанную при исходных значениях

Проводимость g ¡  и крутизна характеристики 5  зависят от вида характеристик 
лампы и исходных напряжений IIа и 1/с. Отношение 5  к  ^  называют коэффициен
том усиления лампы:

Коэффициент усиления лампы ц показывает, во сколько раз приращение н а, 
пряжения между сеткой и катодом Дис оказывается более эффективным, чем при
ращение напряжения между анодом и катодом Дна в отношении получения одина
кового приращения анодного тока Д¿а. С учетом сказанного формулу для  Д(а 
можно записать следующим образом:

§ 15.41. Схема замещения электронной лампы для малых приращений. На 
схеме рис. 15.30, а через UH, t/a, Ùc , /а обозначены постоянные составляющие 
напряжений и тока, соответствующие исходному состоянию схемы (до получения 
приращения сеточного напряжения). Положительные направления для приращений 
Д«с, Аиа, Д(а те же, что и для исходных напряжений и токов.

Составим уравнение для приращений напряжений в анодной цепи, вызванных 
приращением напряжения Дис на сетке лампы. С этой целью составим два у р а в 
нения по второму закону Кирхгофа для анодной цепи. Одно из них для режима 
до получения приращений: Ua-\-Ua=E,  другое— для режима после получения

(15.46)

Rt^Ugi- (15.47)

(15.49)

Ala = àUagi +  A«CS , (15.50)
или

àuü =  Rt Д['а — ц Д«с- (15 .50а)



приращений: Уа +  Дна +  £/„ +  Аиа — Е. Если в'последнем уравнении и й-\-1]п заме
нить на Е, то окажется, что

Диа +  Д«н= 0 , (15.51)

где Дыц — приращение напряжения на нагрузке /?н.

Рис. 15.30

8)

В уравнение (15.51) вместо Д«„ подставим R¡¡ Дг'а и вместо Дма в соответствии 
с уравнением (15.50а) подставим R¡ A¿a — jx Aut . Получим t

(Яи +  « 0 Д ‘а =  ЦД«с- (15.52)
Уравнению (15.52) отвечает схема рис. 15.30, б. В этой схеме к источнику 

э. д с. ц Дис присоединены сопротивление нагрузки Ra и внутреннее сопротивле
ние электронной лампы R¡. Таким образом, для малых приращений анодную цепь 
электронной лампы замещают (имитируют) источником э. д. с. (1 Дис и последо

вательно с ним включенным сопротив
лением Э. д. с. этого источника 
пропорциональна изменению напряже
ния на сетке лампы (т. е. это зави
симый источник э. д. с.; ср. с §15.35).

На рис. 15.30, в изображена 
другая часто используемая схема за 
мещения. В ней вместо источника
э. д. с. включены источник тока 
(.i Дu JR ¡  и шунтирующее его сопро
тивление R¡ (напомним, что переход 
от источника э. д. с. к источнику то
ка рассмотрен в § 1.2).

В схемах 15.30, б, в не учтены 
межэлектродные емкости, поэтому та
кие схемы применимы для относитель
но низких частот. (Схема замещения 
для высоких частот изображена на 
рис. 9.3, б.)

Пример 154. Между сеткой и като- 
домтриода 6С2С приложено напряжение 

Uc -{-Auz =  Uz-\-Ucm sin (üt =  —2 +  0,05 sin (oí (рис. 15.30, а). Зависимость анодного 
тока ia от анодного напряжения и„ при параметре ис изображена на рис. 15.31.
Э. д. с. £ а = 150  В; #н= 1 5  кОм. Найти параметры схемы замещения триода и 
определить с помощью этой схемы амплитуду синусоидальной составляющей тока 
в анодной цепи.

Р е ш е н и е .  Определим положение рабочей точки на характеристиках лампы 
по постоянному току. На рис. 15.31 наносим прямую, характеризующую нагру
зочное сопротивление анодной цепи RH. (Ее часто называют нагрузочной прямой.) 
Прямая проходит через точки »„ =  0, иа =150 В и ia =  Ea/Rn=  10 мА, ца =  0.

Рабочей точкой в рассматриваемом режиме будет точка пересечения прямой 
с той кривой семейства, для которой параметр ис =  —2 В. Координаты этой 
точки: « а =  94 В и /а =  3,67 мА.

Рис. 15.31



По определению [см. формулу (15.46)], для нахождения g.¡ следует, считая за 
исходное положение найденную рабочую точку, при неизменном ис =  —2 В дать 
приращение анодному напряжению Аиа, найти соответствующее ему приращение 
анодного тока Д(а и разделить Д¿а на Дма:

g ¡  =  dia/dua яв  Д1а/Дца =  5 мА/50 В =  10-1 См. Лг=1/§;=1СИ Ом.

Проводимость g ¡  пропорциональна тангенсу угла наклона касательной в р а 
бочей точке к  кривой i a =  /(u0), для которой ис =  —2 В.

Для определения крутизны характеристики S  при ыа =  94 В даем приращение 
сеточному напряжению Днс = —1 —(—2) =  1 В и из рисунка находим соответ
ствующее ему приращение Ata =  4,67 — 3 ,6 7 = 1  мА. Следовательно, S =  d ia/duc <=a 
^ A ia/Auc — Ю-з А/В. Коэффициент усиления |̂  =  S/g¡ =  10. Амплитуда синусои
дальной составляющей тока в анодной цепи согласно (15.52)

г  _ Ци с т  __о i л.-и л
/1Я- « н  + /?1 0

Анодный ток ¿а =  3,67 +  0,02 sin <¡>t мА.

§ 15.42. Построение зависимости вход — вы ход для электронной лампы при 
больших сигналах. Напряжение между сеткой и катодом цс является входным, 
а напряжение на нагрузке RH (см. рис. 15.30, а ) —выходным. Напряжение на 
нагрузке равно произведению тока «а на сопротивление Ra. Если амплитуда пере
менной составляющей напряжения ис достаточно большая (например, соизмерима 
или больше постоянной составляющей напряжения Uc), то линейные схемы заме
щения рис. 15.30, б ,  в применять нельзя. Определение зависимости тока ia от 
времени t при подаче на сетку лампы напряжения любой формы и любой ампли
туды можно производить путем графических построений. Сущность последних 
состоит в следующем:

1. Придавая времени t различные значения, находят отвечающие им мгновен
ные значения « с.

2. Для каждой пары соответствующих друг другу значений t н ис анодный 
ток i„ определяют ординатой точки пересечения нагрузочной прямой и той кривой 
семейства ¿a = / (u a) , для которой данное значение ис является параметром.

3. Строят кривую зависимости fa =/(<). Разложение ее в ряд Фурье позво
ляет найти постоянную составляющую, а такж е амплитуду первой и высших 
гармоник ряда Фурье. Повторив построения при иной амплитуде или иной форме 
напряжения « с, определяют новые значения постоянной составляющей и ампли
туд первой и высших гармонйк тока (а. В результате ряда таких построений 
получают данные, на основании которых можно построить любые представляющие 
интерес зависимости между входными и выходными величинами. В принципе ан а
логичные построения могут быть проделаны и для транзистора.

§ 15.43. Тиристор — управляемый полупроводниковый диод. На
рис. 15.32, а изображена простейшая схема включения тиристора. 
Тиристор —это четырехслойный полупроводниковый прибор с тремя 
р-п-переходами (1, 2, 3). Напряжения на них обозначены щ, и2, и3; 
в. а. х. р-я-переходов 1 и 3 изображены на рис. 15.32, б; в . а . х. 
перехода 2 — на рис. 15.32, в (включен встречно /?-п-переходам 1  и 3). 
При «2 =  ызаж в переходе 2  происходит лавинная ионизация (пунктир 
на рис. 15.32, б). Суммарная в. а. х. трех переходов i =  / (« ) , т. е. 
в. а. х. всего тиристора, изображена на рис. 15.32, г. Она получена 
сложением абсцисс рис. 15.32, в и двух  абсцисс рис. 15.32, б. У ча
сток 1 — 2  на ней соответствует участку лавинной ионизации второго 
р-я-перехода.

Если при замкнутом ключе К  рис. 15.32, а э. д. с. Е станет 
немного больше ызаж, тиристор заж ж ется , т. е. перейдет в открытое



состояние. Ток в цепи станет равным току 1Р на рис. 15.32, д. Пря
мую 1 на рис. 15.32, д называют нагрузочной. Д ля погашения тири
стора необходимо, чтобы ток через него уменьшился до i <С /2 
(рис. 15.32, г). До сих пор речь шла о работе тиристора в режиме 
отсутствия управляющего сигнала (так работает тиристор —см. § 13.2). 
При воздействии управляющего сигнала (импульса тока или напря
жения) на управляющий электрод (расположенный вблизи р-п-пере
хода 2, см. рис. 15.32, а) от вспомогательной цепи, не показанной 
на рис. 15.32, а, происходит лавинная ионизация р-я-перехода 2. 
Подавая импульсы управления, можно снижать напряжение зажига
ния (т. е. зажигать прибор при более низком излж).

Пунктиром на рис. 15.32, д показано положение нагрузочной 
прямой 2 в управляемом тиристоре. Переход от закрытого состояния 
к  открытому происходит за доли микросекунды. Тиристоры выпол
няют на токи от долей миллиампер до нескольких килоампер. На 
рис. 15.32, е, ж  показано условное изображение тиристора на схемах.

Рис. 15.32, е соответствует управлению тиристором со стороны 
анода, рис. 15.32, ж — со стороны катода.

§ 15.44. Общая характеристика методов анализа и расчета нели
нейных электрических цепей переменного тока. Анализ нелинейных 
явлений и получение числовых соотношений в нелинейных цепях 
переменного тока является более сложным и трудоемким, чем анализ 
и расчет линейных электрических цепей.

Как правило, в нелинейных электрических цепях содержатся либо 
нелинейные индуктивности, либо нелинейные емкости, либо безынер
ционные в тепловом отношении нелинейные активные сопротивления. 
Токи и напряжения в таких цепях в той или иной степени несину- 
££идальны.



Токи и напряжения в большей степени синусоидальны в цепях, 
содержащих только инерционные в тепловом отношении нелинейные 
активные сопротивления.

Все методы анализа нелинейных цепей можно подразделить на две 
большие группы: аналитическую и графическую. Аналитические ме
тоды в отличие от графических дают возможнссть проводить анализ 

'в  общем виде, а не только для частных значений параметров.
Недостатком аналитических методов является то, что приходится 

выражать- аналитически характеристики нелинейных сопротивлений, 
а это всегда связано с некоторой погрешностью. Расчет сколько- 
нибудь сложных нелинейных электрических цепей переменного тока 
можно произвести лишь с известной степенью приближения.

Наиболее широко распространены следующие методы анализа и 
расчета нелинейных цепей переменного тока:

1) графический при использовании характеристик нелинейных 
сопротивлений для мгновенных значений;

2 ) аналитический при использований характеристик нелинейных 
сопротивлений для мгновенных значений при их кусочно-линейной 
аппроксимации;

3) аналитический или графический при использовании в. а . х . по 
первым гармоникам;

4) аналитический или графический при использовании в. а . х . по 
действующим значениям несинусоидальных величин;

5) аналитический путем расчета по первой и одной или несколь
ким высшим или низшим гармоникам;

6) с помощью линейных схем замещения;
7) малого параметра;
8) интегральных уравнений;
9) моделирования на моделях.
В дальнейшем кратко охарактеризован каждый метод. Тот или 

иной метод целесообразно применять в зависимости от характера цепи, 
формы в. а. х. нелинейного сопротивления, а также от того, какое 
нелинейное явление в цепи исследуется. Чем сложнее характер нели
нейного явления, тем более сложным и громоздким оказывается метод 
его анализа. И, наоборот, анализ грубых нелинейных явлений про
изводится более простыми средствами.

§ 15.45. Графический метод при использовании характеристик 
нелинейных сопротивлений для мгновенных значений. Этот метод 
применим, как правило, к цепям, в которых известен закон из
менения во времени' какой-либо одной определяющей работу нели
нейного сопротивления величины, например тока, напряжения, за
ряда.

Последовательность расчета данным методом такая:
1 ) исходя из физических предпосылок, положенных в основу ана

лиза, находят закон изменения во времени одной из определяющих 
работу нелинейного сопротивления величины;

2 ) используя характеристики (характеристику) нелинейного сопро
тивления для мгновенных значений, путем графических построений



находят закон изменения во времени второй величины, определяющей 
работу нелинейного сопротивления;

3) по результатам п. 2 путем вспомогательных графических по
строений и простейших расчетов находят выходную величину и иско
мое соотношение между параметрами схемы.

Достоинствами метода являются простота и наглядность, а также 
легкость учета гистерезисных явлений. Примеры см. в § 15.8 и 15.24.

§ 15.46. Аналитический метод при использовании характеристики 
нелинейного сопротивления для мгновенных значений при их ку
сочно-линейной аппроксимации. Основным содержанием метода яв
ляется сведение задачи о нахождении периодического решения нели
нейных уравнений к нахождению периодического решения системы 
линейных уравнений.

Основные этапы метода следующие;
1 ) замена вольт-ампер ной (вебер-амперной, кулон-вольтной) харак

теристики нелинейного сопротивления (нелинейного элемента) для 
мгновенных значений отрезками прямых линий;

2 ) подстановка в нелинейные дифференциальные уравнения урав
нений прямых п. 1 (этим нелинейные дифференциальные уравнения 
будут сведены к линейным). Каждому нелинейному уравнению будет 
соответствовать столько линейных уравнений, сколько отрезков пря
мых заменяет характеристику нелинейного сопротивления (элемента);

3) решение системы линейных дифференциальных уравнений. 
Каждому линейному участку характеристики нелинейного сопротив
ления будет соответствовать свое решение со своими постоянными 
интегрирования;

4) определение постоянных интегрирования исходя из согласования 
решения на одном линейном участке с решением на другом линейном 
участке.

Наиболее эффективен этот метод, когда характеристику нелиней
ного элемента с известной степенью приближения можно заменить 
отрезками прямых, расположенных таким образом, что когда одна 
величина, определяющая режим работы нелинейного элемента, напри
мер то к , меняется, то другая , например потокосцепление, неизменна.

Еще более эффективен метод, если отрезки прямых, заменяющие
в. а. х. нелинейного элемента, могут быть взяты совпадающими с осями 
координат.

Пример решения задачи для этого случая см. в § 15.51 - ь  15.53.

§ 15.47, Аналитический (графический) метод расчета по первым 
гармоникам токов и напряжений. В этом методе по сложному закону 
изменяющиеся токи и напряжения на нелинейном сопротивлении заме
няют их первыми гармониками. В расчете используют в. а. х. по 
первым гармоникам в аналитической форме или в виде графической 
зависимости.

Основные этапы расчета в аналитическом варианте:
1) выражают аналитически в. а. х. нелинейного сопротивления 

д л я  мгновенных значений;



2) путем подстановки в нее первой гармоники напряжения или 
тока получают формулу, которая дает нелинейную связь между 
амплитудой первой гармоники тока через нелинейное сопротивление 
и амплитудой первой гармоники напряжения на нем [в качестве при
мера такой связи можно назвать формулу (15.19)];

3) в уравнение, составленное для исследуемой цепи по второму 
закону Кирхгофа, подставляют вместо мгновенных значений тока и 
напряжения на нелинейном сопротивлении мгновенные значения их 
первых гармоник, а высшими гармониками пренебрегают;

4) уравнение разбивают на два уравнения: одно из них выражает 
собой равенство коэффициентов при синусных слагаемых левой и 
правой частей уравнения, другое — равенство коэффициентов при коси
нусных слагаемых обеих частей уравнения;

5) производят совместное решение этих двух уравнений.
Основные этапы расчета в графическом варианте:
1) в качестве зависимости между амплитудой первой гармоники 

напряжения на нелинейном сопротивлении и амплитудой первой гар
моники тока через него берется нелинейная зависимость в виде гра
фика. Эта зависимость может быть получена любым путем, в том 
числе и опытным;

2) произвольно задаются амплитудой 11т первой гармоники тока 
через нелинейное сопротивление, из графика находят соответствующую 
ей амплитуду первой гармоники напряжения на нелинейном сопро
тивлении и затем путем построения векторной диаграммы го первой 
гармонике для всей схемы определяют амплитуду и 1т первой гармо
ники напряжения на входе схемы. Построение векторной диаграммы 
производится так же, как и для обычных линейных цепей синусои
дального тока, а именно: если не учитывать потери в сердечнике, то 
первая гармоника напряжения на нелинейной индуктивности опере
жает первую гармонику протекающего через нее тока на 90°, первая 
гармоника напряжения на нелинейной емкости отстает от протекаю
щею через нее тока на 90°; первые гармоники напряжения и тока 
на нелинейном активном сопротивлении по фазе совпадают;

3) путем построения нескольких векторных диаграмм для ргзлич- 
ных значений 1гт находят соответствующие им 11 т  и строят в. а. х. 
всей схемы ^ 1гп =  /(/ 1т).

Данный метод позволяет исследовать такие нелинейные явления, 
как преобразование постоянного тока в переменный и обратное пре
образование, явление резонанса на основной гармонике, триггерный 
эффект на первой гармонике, некоторые типы автомодуляционных 
процессов. Но он не позволяет исследовать более сложные явления, 
как, например, резонанс на высших и низших гармониках, резонанс 
на дробных гармониках и др.

Если пользоваться аналитическим вариантом этого метода, то 
решение можно получить в общем виде, что весьма существенно, т гк  
как становится возможным исследовать решение при изменении любого 
из параметров цепи. Этот метод будет применен для анализа работы 
автогенератора (см. § 15.55) и для анализа разветвленной цепи с не
линейной индуктивностью (см. пример 159).



§ Í5.48. Анализ нелинейных цепей переменного тока путем ис
пользования вольт-амперных характеристик для действующих зна
чений. В этом методе графический расчет проводят путем использо; , 
вания в. а. х. нелинейных сопротивлений для действующих значений, 
полученных расчетным или опытным путем.

В этом методе полагают, что в действительности несинусоидально 
изменяющиеся токи и напряжения могут быть заменены эквивалент
ными им синусоидальными величинами (эквивалентность в смысле 
действующего значения).

Все этапы расчета рассматриваемым методом полностью совпадают 
с перечисленными в § 15.47 этапами графического расчета методом 
первой гармоники. Отличие между методами состоит только в том, 
что в данном методе используется в. а. х. не для первых гармоник, 
а для действующих значений.

Метод применен в дальнейшем для исследования простейших явле
ний в феррорезонансных цепях (см. § 15.57— 15.62). У

Если исследуют нерезонансные электрические цепи или резонанс
ные, но для которых по тем или иным соображениям заранее изве
стно, что в изучаемых режимах работы в них не могут возникать 
резонансные явления на высших и низших гармониках, то амплитуда 
первой гармоники тока, к ак  правило, оказывается больше амплитуд 
высших гармоник тока. При этом действующее значение тока в цепи 
сравнительно мало отличается от действующего значения первой гар
моники тока.

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим следующий пример: пусть 
ток в цепи содержит первую и'третью гармоники и действующее зна
чение третьей гармоники тока составляет 40% от действующего зна
чения первой гармоники (/3 =  0 ,4/!). Действующее значение несину- 
соИдального тока будет У  1\ +  /3 =  1,075/х, т. е. всего на 7,5% больше 
действующего значения первой гармоники Iv

Метод позволяет изучать некоторые свойства нерезонансных элек
трических цепей, как , например, эффект усиления мощности. Для 
исследования свойств резонансных нелинейных цепей метод пригоден 
в ограниченной степени. Так, им можно приближенно исследовать 
простейший триггерный эффект (см. § 15.59), но нельзя, например, 
исследовать резонансные явления на высших гармониках.

§ 15.49. Аналитический метод расчета по первой и ощной или нескольким 
высшим или низшим гармоникам. Решение этим методом осуществляют в такой 
последовательности: 1) составляют систему дифференциальных уравнений цепи;
2) аналитически выражают характеристики нелинейных элементов и полученные 
выражения подставляют в дифференциальные уравнения цэпи.

Решение для искомой величины изображают в виде ряда, состоящего из пер
вой и одной или нескольких высших или низших гармоник, например в виде

х = хш  sin (¿t +  xSm sin (Зшг+ф,).

Предполагаемое решение подставляют в уравнения системы.
В результате этой подстановки оказывается возможным разбить уравнения 

системы на несколько трансцендентных алгебраических уравнений, составленных 
относительно амплитуды первой гармоники, амплитуд высших (соответственно 
низших) гармоник и их фаз.



Число трансцендентных уравнений в общем случае в два раза больше числа 
учитываемых гармоник, поскольку для каждой из гармоник уравнение разбива
ется на два — на уравнение для синусной и уравнение для косинусной состав
ляющих.

Далее совместно решают систему трансцендентных уравнений. Трудность ре
шения состоит в том, что каждое из трансцендентных уравнений обычно содержит 
все неизвестные. Поэтому при решении часто используют метод последовательных 
приближений.

Решение этим методом, как правило, довольно громоздко. Однако метод по
зволяет исследовать такие сложные явления в нелинейных цепях, как  резонанс 
на высших гармониках, низших и дробных гармониках и т. п. Более подробно 
с методом можно ознакомиться, например, в [21].

Рассматриваемый метод в литературе называют также методом гармониче
ского баланса. Частным случаем его является метод первой гармоники (см. § 15.47).

§ 15.50. Расчет с помощью линейных схем замещения. Этот метод применим 
к  расчету нелинейных электрических цепей, на которые воздействуют постоянные 
и синусоидально изменяющиеся э. д. с., если переменные составляющие токов и 
напряжений относительно малы, например во много раз меньше соответственно 
постоянных составляющих токов и напряжений.

Последовательность расчета такова:
1) определяют положение рабочей точки на характеристике нелинейного со

противления по постоянному току. В окрестности этой точки будет перемещаться 
изображающая точка под воздействием малой переменной э. д. с.;

2) через рабочую точку по постоянному току проводят касательную к хар ак 
теристике нелинейного сопротивления и производят замену участка характери
стики нелинейного сопротивления отрезком касательной;

3) составляют линейную схему замещения для расчета переменной составляю
щей. Вид схемы зависит от характера нелинейного сопротивления, а ее пара
метры—от величины тангенса угла, составленного касательной к  характеристике 
и одной из осей координат.

Применение вычислительных машин. Математические счетные машины приме
няют для: 1) табулирования решений систем трансцендентных уравнений и систем 
алгебраических уравнений высоких степеней; 2) табулирования решений, выра
женных в виде медленно сходящихся рядов; 3) интегрирования систем линейных 
дифференциальных уравнений, к которым сводятся нелинейные дифференциальные 
уравнения при кусочно-линейной аппроксимации характеристик нелинейных 
сопротивлений, а также в некоторых других случаях.

§ 15.51. Расчет электрических цепей, содержащих индуктивные 
катушки, сердечники которых имеют почти прямоугольную кривую 
намагничивания. Кривые намагничивания некоторых высококачест
венных магнитномягких материалов, например 65НП, 68НМП и др., 
близки по форме к прямоугольной: на участке О —а рис. 15.33, а  
кривая почти совпадает с осью ординат, а на участке а — Ь распо
ложена почти параллельно оси абсцисс.

На рис. 15.33, а пунктиром показана предельная петля гистере
зиса. Коэрцитивная сила Нс для таких материалов очень мала и 
составляет всего 1 — 10 А/м.

Расчет электрических цепей переменного тока, содержащих индук
тивные катушки, сердечники которых выполнены из упомянутых маг
нитных материалов, обычно производят с. помощью метода кусочно
линейной аппроксимации (см. § 15.46). Д ля облегчения расчета кри
вую намагничивания заменяют идеально прямоугольной (рис. 1 5 .3 3 ,6 ). 
Участки 4— 1 и 2—3  параллельны оси абсцисс, а участок 1— 2  сов
падает с осью ординат.



Если изображающая точка перемещается по участку /—2, то 
изменяется только индукция в сердечнике при напряженности поля 
в сердечнике, почти равной нулю.

При движении изображающей точки по участкам 4—1 и 2—3 
меняется только напряженность поля Н, а индукция в сердечнике 
остается неизменной.

Пример 155. Схема рис. 15.33, в состоит из источника синусо
идальной э. д. с. и =  е =  Ет  sin mt, нелинейной индуктивности с за
данной зависимостью потокосцепления i|j от тока i и активного сопро
тивления R.

Г

Рис. 15.33

Вывести формулу для определения - ф и г и  построить графики 
изменения -ф и £ во времени в установившемся режиме.

Р е ш е н и е . Так как потокосцепление г)) равно произведению ин
дукции в сердечнике В на площадь поперечного сечения сердечника 
и на число витков обмотки, т. е. = а по закону полного тока 

. Н1ток I =  — , т. е. пропорционален напряженности магнитного поля
в сердечнике, то зависимость потокосцепления г|) от тока I (рис. 15.33, г) 
качественно такая же, как и зависимость В =  / (Я ) (рис. 15.33, б). Имеем

+  =  Ет $т(й1. (15.53)

В интервале времени от <л1 =  0 до Ш (назовем его первым) 
ток ¿ =  0 , все напряжение приходится на нелинейную индуктивность, 
й^/сИ =  Ет  е т  о? и потокосцепление ^  изменяется от — -фт  до +  г|)т  
(изображающая точка на рис. 15 .33 ,6  перемещается от 1 к  2).

В этом интервале йч!р =  Ет 8 т  Ы (И, следовательно,

■ф =  — -^-со5(о/  +  С, (15.54)

где С — постоянная интегрирования.



Во втором интервале времени от a t — ю/, до a t  = я  потокосцепле- 
ние остается постоянным и равным г|)ш; d\|Vd/ = 0 ;, из уравнения 
(15.33) получим

ЕRi =  Emsintí>t, или i = —~ - sin со/. (15 .55)

Таким образом, во втором интервале времени ток i изменяется по 
' закону синуса, потокосцепление i|) постоянно и равно г|зт . При этом 
изображающая точка на рис. 15.33, б перемещается по участку 2— 3.

Найдем постоянную интегрирования С и значение ш^. Для опре
деления С запишем уравнение (15.54) при o)¿ =  0. При (ü¿ =  0

Е * Е
Ч> = — поэтому - ф т  = -----¿ f  +  c - Отсюда С = - ^ г +

Для определения воспользуемся такж е уравнением (15 .54), 
учтя, что при ш/ =  (о^ =  Получим

^ш =  — cos +

Отсюда

eos toíx = 1  — -2p^w- или (ö/x =  arccos (1 — -2̂ m ^.

Характер изменения тока i, потокосцепления гр и когда

1, показан на рис. 15.34.
т  _

Если амплитуда э. д. с. то второго интервала времени
не возникнет, т. е. ток i =  0 в те
чение всего периода. е

§ 15.52. Расчет электрических 
цепей, содержащих нелинейные 
емкости с прямоугольной кулон- dy_ 
б о л ь т н о й  характеристикой. Метод dt 
расчета рассмотрим на примере це
пи рис. 15.35, а, которая состоит 
из источника синусоидальной э. д. с. ¿R  
е =  Ет  sin сot, нелинейной емкости 
с почти прямоугольной кулон-вольт- 
ной характеристикой (рис. 15.35, б) 
и активного сопротивления R. Задача 
эта близка рассмотренной в § 15.51. f  
По второму закону Кирхгофа,
«с +  R =  е. При перезарядке ем

кости изображающая точка движет
ся по участку 2 — 1 характеристи
ки q = f(u c); при этом ис — 0. К ог-' 
да перезарядка закончится, все напряжение источника окажется при
ложенным к  емкости. При í =  0 q =  —qm. В интервале перезарядки,



/ г £ - Е ж » 1п®<; д =  — ^ с о 8 ы 1 - д т  + (0#
К концу перезарядки при <7 достигает значения ят :

сое (0/х= 1 - —1 Ег

а)

Ъ)

V
ч

» <->

Я.
+ %п 1

" с
С

Чщ

X I

в )
Рис. 15.35

В интервале времени от Ых до п ис =  Ет $ти>{.
Графики I, « с изображены на рис. 15.35, в.

§ 15.53. Субгармонические колебания. Субгармоническими называют колебания, 
период которых Гек больше периода Т =  2т^вынуждающей силы е  (/). Число 
т  =  Тск/Т характеризует порядок субгармонических колебаний. В цепи рис. 15.36, а

е(0

Ч 1 Д Г^
ф Фт

Фт
1

Я Чт 1

~Ят
“с Ф

5)
Рис. 15.36

с нелинейной индуктивностью и нелинейной емкостью, имеющими идеально прямо
угольные характеристики (рис. 15 .36 ,6 , в), при воздействии э. д. с. е<0 =  + Е



в виде меандра (рис. 15.36, г) могут сущ ествовать субгармонические колебанйя 
нечетного порядка.

Если обозначить а  =  2фт /(т£) и Ь =  2Яцт /(хЕ), то для сущ ествования суб гар 
монических колебаний в цепи рис. 15 36 , а  необходимо, чтобы а  >  1 и & < ! •  
Порядок т равен сумме смежных чисел натурального ряда, в интервале между 
которыми находится сумма а-\-Ь. Т ак , дл я  сущ ествования колебаний третьего 
порядка необходимо, чтобы 1 < а  +  6 < ;2 .  Физически субгармонические колебания 
возникают потому, что за время т  потокосцепление \|) нелинейной индуктивности 
не успевает измениться на величину 2фш. Условие Ь <. 1 означает, что переза
рядка нелинейной емкости на величину 2 <7т  долж на происходить за вр ем я, мень
шее т .

Графики э. д . с. е{1), заряда <7 , напряж ения на емкости ис , тока ( и потоко- 
сцепления ф при колебаниях третьего порядка ( т  =  3 , а =  1,25 и 6  =  0 ,5) изобра
жены на рис. 15.36, г. При построении кривы х учтено, что увеличение зар яда 
может иметь место только после того, к а к  ^  достигло значения фт , а уменьш ение 
заряда — только после того, как ф достигло значения —-фт .

§ 15.54. Выпрямление переменного напряжения. Под выпрямле
нием переменного напряжения понимают процесс преобразования пере
менного напряжения в постоянное или пульсирующее. Выпрямление 
производят с помощью полупроводниковых,

Неуправляемый диод изображают на схемах в виде большой тре
угольной стрелки с поперечной чертой у острия. Стрелка показывает 
проводящее направление. Сопротивление диода в проводящем направ
лении в тысячи раз меньше, чем в непроводящем.

По числу фаз выпрямленного переменного напряжения выпрями
тельные схемы делятся на однофазные и многофазные. Однофазные 
схемы подразделяют на схемы однополупериодного и двухполупериод- 
ного выпрямления.

В однополупериодных схемах выпрямление производится в течение 
одного полупериода питающего напряжения, в двухполупериодных — 
в течение обоих полупериодов.

Простейшая мостовая схема однофазного двухполупериодного вып
рямления представлена на рис. 15.37, а. Она состоит из четырех 
полупроводниковых диодов (/, 2, 3  и 4), источника выпрямляемого 
синусоидального напряжения е (/) и активной нагрузки, Н а рис. 
15.38, а показаны положительные направления тока I и напряжения мд 
на диоде.

ламповых или других типов выпрямителей 
(диодов).

6)а)
1

6) Г У Л Г \ Г \ П к -Уд

Рис. 15.37 Рис. 15.38



На рис. 15.38, б изображена в. а. х. диода.
В целях облегчения анализа вместо нее будем пользоваться идеали

зированной в. а. х ., изображенной на рис. 15.38, в.
В соответствии с этой идеализированной характеристикой, когда 

через диод проходит ток, падение напряжения на нем равно нулю и,
следовательно, сопротивление са
мого диода равно нулю. Когда 
напряжение на диоде отрицатель
но (т. е. отрицательна взятая в 
направлении стрелки рис. 15.38, а 
разность потенциалов на самом 
диоде), диод не проводит тока 
(/ =  0) и сопротивление его рав
но бесконечности.

Диод открывается, когда на
пряжение на нем, увеличиваясь, 
становится равным нулю, и за
крывается, когда ток через него, 
уменьшаясь, становится равным 
нулю.

Рассмотрим работу мостовой 
схемы рис. 15.37, а.

Источник э. д. с. включен в 
одну диагональ этой схемы, а на
грузка — в другую. Диоды 
работают попарно.

В первый полупериод, когда 
э. д. с. е (/) действует согласно с 
положительным направлением 
напряжения на диодах 1 и -3, 
эти диоды проводят ток, а диоды
2 и 4 тока не проводят. Во вто
рой полупериод, когда э. д. с. 
е (/) изменит знак и действует сог
ласно с положительным направ
лением напряжения на диодах 2  
и 4, ток проводят диоды 2 к 4, а 
диоды 1 и 3  тока не проводят. 
Направление прохождения тока 
через нагрузку показано на рис. 
15.37, а стрелкой. Ток через на
грузку протекает все время в 

одном и том же направлении. Форма напряжения на нагрузке иллю
стрируется кривой рис. 15.37, б. Через 0 0 обозначено среднее значе
ние напряжения на нагрузке.

Пример 156. Рассмотрим работу схемы однополупериодного выпрямления, когда 
н а гр у з к а  Яя шунтирована емкостью  С (рис. 15.39, а); е(1) =  Ет & ш юЛ

Р е ш е н и е .  По законам Кирхгоф а, ид +  ис =  е (/), “ с  =  ' 1/?н. +  В соот
ветствии с в . а . х . рис. 15.38, в диод закрыт и сопротивление его теоретически

Рис. 15.39



равно бесконечности, когда напряжение на нем « д отрицательно. Диод открыва
ется в момент (!><!, когда напряжение на нем uR =  e (t) — uc , увели ч и ваясь , стано
вится равным нулю. К ак только диод откроется, напряжение на емкости становится 
равным э. д . с .: ис  — Ет sin (о/х-

К ак только диод откроется, ток через емкость станет изменяться по закону 
duc

= С -j~-=(úCEmcos  шt (пунктир на рис. 15.39, б),  а ток через н а гр у зк у  — по закону

ис  Е
t'i =  —  = —r— sin a t  (пунктир с точкой на рис. 15.39, г). Ток через диод í== í1-) - í2 =

*\н “  н

=  Ет [и>С eos (úí sin со/ j  (рис. 15.39, г) в момент со/2 становится равным нулю

и диод закрывается; tg со/2= — соCR; (ü/2 =  arctg (— (üCR); (R =  R¡,).
В интервале от со/2 Д° 2 я  - fw í]  емкость разряж ается на Ra (рис. 15.39, в) и 

напряжение на ней изменяется во времени по показательному зако н у  ис  =
{ ( A t — a t , )

= Ет sin ш/2е aCR , и/> ш /а (см - Гл- ^)- При этом il  =  uc /RH, i 2 =  — ii  (кри
вые рис. 15.39, д, е). Зависимость ия (<£>t) изображена на рис. 15.39, ж.  Момент 
открытия диода a>íi определим из условия ис  (a>ti) =  e  (íü/j). Из этого условия 
получаем трансцендентное уравнение относительно to/j;

_  ( 2 n + e > t t —  i a t t )  

sin ш/2е aCfl =  sin (üfi-'
В следующий период процесс повторяется. Чем больше величина RC по ср ав

нению с периодом 2я/ а , тем меньше пульсация напряжения на н агр узке  RH.

§ 15.55. Ламповый генератор. Ламповый генератор * является 
простейшим, не содержащим подвижных частей преобразователем энергии 
источника постоянной э. д. с. в энергию переменного тока.

Возникающие в ламповом генераторе колебания относятся к  классу 
колебаний, называемых автоколебаниями.

Автоколебания представляют собой периодические колебания, 
возникающие в системах, находящихся под воздействием постоянных 
вынуждающих сил (сил, не являющихся функцией времени).

В системе, описанной здесь, источником постоянной вынуждающей 
силы является источник постоянной э. д. с. Ея.

Рассмотрим принцип работы лампового генератора с колебательным 
контуром в цепи сетки (рис. 15.40, а). В анодную цепь лампы вклю
чены индуктивность La и источник э. д. с. £ а. В сеточной цепи имеется 
колебательный контур, состоящий из индуктивности L, магнитно свя
занной с Ln, активного сопротивления R и емкости С.

Выходными зажимами генератора являются зажимы индуктивно
сти La. Напряжение на этих зажимах по форме близко к синусо
идальному.

Воспользовавшись методом первой гармоники (см. § 15.47), определим 
амплитуду и угловую частоту автоколебаний в схеме рис. 15.40, а, 
когда сеточная характеристика лампы по форме близка: а) к  жирной

* Его называют также ламповым автогенератором. Кроме схемы рис. 15.40, а  
с колебательным контуром в сеточной цепи применяется схема и с колебательным 
контуром в анодной цепи. Все выводы § 15.55 распространяются и  на схему 
с колебательным контуром в анодной цепи.



кривой рис. 15.27 и б) к  пунктирной кривой рис. 15.27. Эти кривые 
повторены на рис. 15.40, б, в. ч

Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для мгновенных 
значений величин колебательного контура сеточной цепи, учтя, что

Рис. 15.40

при выбранных положительных направлениях для токов имеет место 
встречное включение магнитносвязанных индуктивностей L и La:

L w - M j w + R i+ U c = 0 ’ (15-56)
где Uc — напряжение на сетке лампы (оно же напряжение на емкости).

Из опыта известно, что ток i изменяется во времени почти по 
гармоническому закону, поэтому положим i =  /msin(o/. Тогда

~  =  щl m cos a t; ис =  -g- ^ i dt =  — Im cos co/ = — UCm cos со/,

где i/Cm =  /т 1/шС (t'c =  0).
Анодный ток является функцией сеточного напряжения ia =  f(u c) 

(рис. 15.40, б, в). Так как  зависимость га =  / (tic) однозначна, то пер
в а я  гармоника тока i a, т. е. — /amcosco/, находится в фазе с первой 
гармоникой «с  =  — UCm cos Ы.

Производная d ijd t  уравнения (15.56) может быть найдена следую- 
di di duc 

щим образом: _  =  Но

dig Ы ц  __ 1»т cos _  ! am __ ^  / j g
duc ~  à u c  -  - и Ст cos (Ùt UCm ■

где S  —крутизна характеристики лампы по первой гармонике. Ее 
находят графическим или аналитическим путем по характеристике 
i а =  f  (ис), придавая 1т  различные значения. Каждому значению Iт  
соответствует некоторое UCm, а значит, и некоторые /ат и S. В свою 
очередь,

Ч Г  =  1 Г  Ucm co s  ==-^-sin(o/ (UCm — l mli(üC).



На рис. 15.40, г, д изображены зависимости S  — f ( í m), соответст
вующие рис. 15.40, б, в. Для рис. 15.40, г с ростом 1т  уменьшается 5  
вследствие насыщения (из рис. 15.40, б видно, что при больших нс 
анодный ток почти не увеличивается с ростом ис). Зависимость S =
— f  изображенная на рис. 1 5 .40 ,5 , имеет другой характер: 
сначала S  возрастает вследствие перехода на более крутой участок 
кривой i„ =  f(uc) рис. 15.40, в, а затем уменьшается вследствие насы
щения. Подставив найденные значения d i j d t ,  Uq и тока i  в уравнение 
(15.56), получим

(a>L — Iт  cos ¡m sin oit — 0. (15.58)

Сумма двух функций, одна из которых изменяется во времени по 
закону синуса, а другая — по закону косинуса, равна нулю для любого 
момента времени. Это может быть либо в случае, когда 1т  — 0 (коле
бания отсутствуют), либо при 1 т  Ф  0, когда выполняются два условия:

0)L=1/(íúC); (15.59)

R =  MS/C. (15.60)

Из (15.59) следует, что угловая частота автоколебаний

со= 1  lV~LC. (15.61)

Исследуем условия возбуждения колебаний, используя (15.60). 
С этой целью построим зависимость левой и правой частей (15.60) 
в функции от 1 т  — рис. 15.40, е, ж  (рис. 15.40, е соответствует рис. 
15.40, г, а рис. 15.40, ж — рис. 15.40, д), полагая, что изменяется/?, 
а М и С неизменны. Сопротивление R не является функцией ампли
туды тока /т , поэтому левая часть (15.60) представляет собой прямую, 
параллельную оси абсцисс. Чем меньше R, тем ниже расположится 
прямая. Правая часть (15 .60)— кривая, подобная кривой рис. 15.40,3 
или кривой рис. 15.40, д.

ч При R > R 2 прямая не пересекается с кривой, поэтому колебания 
отсутствуют. Колебания возбудятся при R ^ R 2. Рис. 15.40, е иллюст
рирует так называемое мягкое возбуждение колебаний, когда при 
уменьшении R амплитуда тока 1т  плавно увеличивается начиная 
с нулевого значения. Рис. 15.40, ж  иллюстрирует так называемое 
жесткое возбуждение колебаний, когда при плавном уменьшении R 
амплитуда /т  скачком увеличивается с нуля до некоторого относи
тельно большого значения, например при R — R2 до Гт , а при R =  R3
ДО ¡ т .

Аналогичным образом могут быть рассмотрены условия возбуждения 
колебаний,' если оставить неизменными R и М  и изменять С или 
если R и С неизменны, а меняется М. Правая ветвь кривой рис. 15.40, ж  
соответствует устойчивым колебаниям (вычерчена утолщенной линией), 
левая — неустойчивым колебаниям (левая ветвь кривой является нера
бочей ветвью). Для токов и напряжений сеточной и анодной цепей 
(для их первых гармоник) могут быть построены векторные диаграммы 
для действующих значений первых гармоник (рис. 15.40, з). Уравне-



нию (15.58) соответствует уравнение в комплексах

Для мгновенных значений изменяющихся во времени величин 
анодной цепи (постоянная составляющая тока 1а, напряжения ыа и 
постоянная э. д. с. £ а не учитываются) справедливо уравнение

А
dt

diМ -jj- -f- laJRa +  иа — 0.

Ему соответствует уравнение в комплексах

¡(01* 1̂ а — ¡в > М 1 1  О л — 0, (15.63)

где /?„ — активное сопротивление индуктивности и а — комплекс пер
вой гармоники анодного напряжения.

Энергия на покрытие потерь в сеточной цепи доставляется из 
анодной цепи вследствие наличия магнитной связи между ними.

Воздействие выходной цепи (в данном случае анодной) на входную 
цепь (в рассматриваемом случае на сеточную) называют обратной 
связью. Обратная связь является необходимым условием существования 
автоколебаний.
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Рис. 15.41

§ 15.56. Автомодуляция. Автомодуляцией называют режим работы нелинейной 
электрической цепи, находящейся под воздействием периодической вынуждающей 
силы частотой ы , при которой амплитуды токов и напряжений в цепи периоди
чески изменяются без воздействия внешнего модулирующего фактора. Автомоду
ляция возникает вследствие неустойчивости периодического режима работы на 
частоте вынуждающей силы ш. Процесс оказывается периодическим или почти 
периодическим для огибающих амплитуд первых гармоник.

Выведем основные зависимости, описывающие процесс автомодуляции в схеме 
рис. 15.41, а  с нелинейной емкостью, кулон-вольтную характеристику которой 
в соответствии с § 15.26 выразим в виде uc  =  a shf t y .

Так к ак  в цепи действуют постоянная Е0 и синусоидальная £ m sin (со/ +  ф) 
э. д. с ., то заряд q имеет постоянную и синусоидальную компоненты: q =
■= Qo + Qm sin wi.

Постоянная составляющая напряжения на емкости (см. §15.16)

^ C o = a  0 0'PQm )>

первая гармоника uCi =  2а  ch (5Q0 [— j J i  O'PQm) 1 sin 
первая гармоника тока =  <oQm cos coi.



iR-\-L-^-\-ис  =  Е0-{-Ет sin (coi +  ф)

подставить записанные выражения для it , Uc<t +  и с  и разбить его в соответ
ствии с методом гармонического баланса на уравнение для постоянной составля
ющей, для синусной и косинусной компонент, а затем два последних уравнения 
возвести в квадрат и сложить для устранения угла q>, то, введя обозначения

a = p £ m/(co2L), b =  R/wL, с =  2оф/(и2£); PQ0 =  n. PQm =  « .  
получим два следующих уравнения:

a s h n j 0 (jm) =  E0 — UCo't (а)

62/n2+ { c [— /Ух (/m) ch га—m}2= a 2. (б)
Разрешим (б) относительно ch п:

, т ±  У  а2 — 62т 2
с [— ¡ J 1 О'т)] ‘ (В)

Уравнение (в) дает связь между п я т ,  обусловленную параметрами цепи по 
первой гармонике частоты <о, а уравнение (а) по постоянной составляющей. На 
рис. 15.41, б  изображена зависимость п  от т, построенная по соотношению (в) 
при a  =  0,5; 6 =  0,1; с= 0 ,054 . Верхний участок кривой соответствует знаку плюс, 
а нижний—знаку минус перед радикалом в формуле (в).

Задаваясь значениями п  в интервале 0 -j- 6 и беря соответствующие им 
значения т из рис. 15.41, б,  по формуле (а) строим зависимость $Qo~I (Uсо/а ) 
(рис. 15.41, в). Из рисунка видно, что в области значений t/Co/a =  35 -f- 60 
имеется падающий участок, не прикрытый восходящими участками.

Если E0 =  UC0 будет такова, что изображающая точка окажется на падаю
щем участке характеристики рис. 15.41, в, то режим вынужденных колебаний 
окажется неустойчивым и в системе начнется процесс автомодуляции. Последний 
будет процессом устойчивым, так к ак  для него имеется единственный предельный 
цикл.

На рис. 15.41, б ,  в пунктиром показано, как  двигается изображающая точка 
при автомодуляции. Стрелки указывают направление движения.

На рис. 15.41, г  показан характер изменения во времени тока i‘i  (первой 
гармоники тока i).

§ 15.57. Определение феррорезонансных цепей. Рассмотрим группу 
довольно грубых явлений, которые имеют место в цепях, содержащих 
нелинейную индуктивность и линейную емкость; такие цепи называют 
феррорезонансными. Аналогичные явления имеют место в цепи с линей
ной индуктивностью и нелинейной емкостью.

Для анализа этих явлений можно воспользоваться методом первой 
гармоники (см. § 15.47) или методом расчета по действующим значе
ниям (см. § 15.48). В § 15.58— 15.61 будет применен метод расчета 
по действующим значениям. При этом будем пользоваться в. а. х. 
нелинейной индуктивности для действующих значений тока и напря
жения. В этом методе в действительности несинусоидальные токи и 
напряжения заменяют их эквивалентными синусоидальными величи
нами' (эквивалентность в смысле действующего значения по § 7.12).

Когда в § 15.58— 15.61, 15.64, 15.67 говорится о сдвиге по фазе 
между током и напряжением на каком-либо элементе схемы, то под 
ним понимают угол между эквивалентным синусоидальным током и 
эквивалентным синусоидальным напряжением,



§ 15.58. Построение вольт-амперной характеристики последова
тельной феррорезонансной цепи. В схеме рис. 15.42, а  последова
тельно включены нелинейная индуктивность Ь, линейное активное 
сопротивление и линейная емкость С. В. а. х. катушки со стальным 
сердечником 1/£ =  /(/) изображается кривой 1 на рис. 15.42, б; в. а. х.

емкости С/с = / - ^  — прямой 2; в. а. х. активного сопротивления и к =
=  Ш — прямой 3.

Точки, принадлежащие результирующей в. а. х. схемы —кривой 4, 
получаем следующим образом.

Произвольно задаемся некоторым током /, находим для него раз
ность напряжений ^ ¿  — и  с (напряжения на индуктивности и на

емкости находятся в противофазе) и напряже
ние и результирующее напряжение и  равно 
гипотенузе треугольника, построенного на ка
тетах и к и иь — Цс.

При сравнительно малом активном сопро
тивлении на результирующей в. а. х. цепи 
имеется . падающий участок, а сама в. а. х. 
имеет N-образную форму. С увеличением Я 
падающий участок на в. а. х. исчезает.

§ 15.59. Триггерный эффект в последова
тельной феррорезонансной цепи. Феррорезо
нанс напряжений. На рис. 15.43, а отдельно 
представлена кривая 4  рис. 15.42, б. Будем 

х. начиная с нуля плавно увеличивать напряже-
' ние источника э. д. с. в схеме 15.42, а. При

Рис. 15.42 этом изображающая точка на рис. 15.43, а
перемещается от точки 0 через точку 1 к точ

ке 2. Если напряжение и дальше повышать, то изображающая точка 
скачком переместится из точки 2  в точку 4, а затем движение будет 
происходить по участку 4 — 5.

При уменьшении напряжения изображающая точка перемещается 
от точки 5 через 4  к  точке 3, затем произойдет скачок в точку 1 и 
далее от точки 1 к  точке 0. Таким образом, при увеличении напря
жения и достижении им значения 112 в цепи происходит скачкообраз
ное увеличение тока со значения / 2 до /4. При этом резко изменяется 
угол сдвига фаз между током в цепи и общим напряжением: в точке 2 
ток отстает от напряжения (и /. >  и с), в точке 4 ток опережает 
напряжение (IIс >  (/¿). При плавном уменьшении напряжения источ
ника э. д. с. и достижении им значения Их ток в цепи скачком умень
шается со значения / 3 до /х.

Явление резкого изменения тока в цепи при незначительном изме
нении напряжения на входе будем называть триггерным эффектом 
в последовательной феррорезонансной цепи.

Если схему рис. 15.42, а подключить к источнику напряжения и , 
Ееличина которого находится в интервале между и 1 и IIг, то в схеме 
установится один из двух возможных режимов. Первый режим соот



ветствует положению рабочей точки на участке между точками / и 2, 
второй —на участке между точками 3  и 4.

На каком из двух участков окажется рабочая точка, зависит от 
характера переходного процесса в цепи при подключении ее к  источ
нику э. д. с.

Феррорезонансом напряжений называют режим работы цепи 
рис. 15.42, а, при котором первая гармоника тока в цепи совпадает 
по фазе с напряжением и  источника э. д . с. На рис. 15.42, б постро
ены в/а. х. для действующих значений; феррорезонанс напряжений 
приблизительно соответствует точке р (находится немного левее ее);

Феррорезонанс напряжения можно достичь путем изменения напря
жения или частоты источника питания схемы, путем изменения емкости 
и параметров катушки со стальным сердечником.

Рис. 15.43

Пример 157. Кривая 1 рис. 15.43, б представляет собой в. а. х. 
нелинейной индуктивности, Пренебрегая активным сопротивлением, 
определить емкость, которую следует включить последовательно 
с нелинейной индуктивностью (схема рис. 15.42, а), чтобы триггерный 
эффект происходил при 60 В. Во сколько раз ток после скачка / 4 
будет больше тока до скачка /2, если о  =  314 с-1?

Р е ш е н и е . Из точки i/ =  60 В, / = 0  проводим касательную 
к в. а. х. нелйнейной индуктивности. Касание произойдет в точке а. 
В. а. х. емкости (прямая) должна быть проведена из начала коорди
нат параллельно касательной. Тангенс угла наклона ее к оси абсцисс 
численно равен 1/(соС).

Из рис. 15.43, б находим: l/(wC) =  600 Ом; С — 10в/314• 600 =  
=  5,32 мкФ.

Ток при скачке изменяется с /¡¡ =  0,06 А до /4 =  0,3 А; /4//а =  5.

§ 15.60. Вольт-амперная характеристика параллельного соединения 
емкости и катушки со стальным сердечником. Феррорезонанс токов, 
В схеме рис. 15,44, а параллельно соединены нелинейная индуктив



ность Ь и линейная емкость С. В. а. х. нелинейной индуктивности 
изображена кривой 1 на рис. 15 .44 ,6 , а емкости — прямой 2.

По первому закону Кирхгофа, / = /с +  /л. Так как токи ¡с  и /д 
находятся в противофазе, то точке р пересечения кривой 1 и пря
мой 2  соответствует режим феррорезонанса токов —ток 1 — 0. Резуль
тирующая в. а. х. всей схемы изображена в виде пунктирной кри
вой 3 рис. 1 5 .4 4 ,6  (абсциссы кривой 3 равны модулю разности абсцисс 
кривой 1 и прямой 2). Кривая 3 рис. 15.44, б повторена на рис. 15.44, в

О .... ..........
I

h  4
1 и  Н

С

о .---------------

31

й>
Рис. 15.44

с тем отличием, что на рис. 15.44, в учтено, что в режиме феррорезо
нанса токов (точка d  на рисунке) ток I в неразветвленной части схемы 
до нуля не снижается за счет высших гармоник и активной составляю
щей первой гармоники в токе /¿.

§ 15.61. Триггерный эффект в параллельной феррорезонансной 
цепи. Если схему рис. 15.44, а питать от источника напряжения,

плавно увеличивая величину напряжения 
этого источника при неизменной частоте, 
то изображающая точка пройдет без 
скачков по всем участкам в. а. х. схемы. 
Если ж е схему питать т  источника т о 
ка, то при плавном увеличении величины 
тока этого источника и неизменной угло
вой частоте со изображающая точка будет 
сначала перемещаться по участку 0 — е — 
а, затем произойдет перескок из а в Ь, 
после этого движение будет происходить 
по участку Ь — с. При последующем 
плавном уменьшении тока движение бу

дет происходить от с через b к  d, затем произойдет скачок из d в 
е и далее от г к  О. Обратим внимание на то, что режим феррорезо
нанса токов в схеме рис. 15.44, а и режим феррорезонанса напряжений 
в схеме рис. 15.42, а  могут быть достигнуты изменением величины вход
ного напряжения U при фиксированных угловой частоте ш, емкости 
С и неизменной в. а. х. нелинейной индуктивности.

Пример 158. В. а. х. нелинейной индуктивности в схеме рис. 15.44, а 
изображена в виде кривой 1 на рис. 15.45. Пренебрегая активным

Рис. 15.45



сопротивлением и высшими гармониками, определить емкость С, кото
рую нужно еключить в схеме рис. 15.44, б, чтобы триггерный эффект 
имел место при токе / 2 =  0,15 А; со =  314 с-1.

Р еш ен и е . На рис. 15.45 откладываем величину тока / 2 влево 
от точки 0\ получаем точку г. Из нее проводим пунктиром касатель
ную к кривой 1 в точке п. Через точку п проводим горизонталь. 
Ордината ее равна напряжению с/2 = 112  В , при котором произойдет 
триггерный скачок. Из точки 0  проводим прямую 2, параллельную 
касательной га. Прямая 2 представляет собой в. а. х. емкости. Абсцисса 
точки <7 (0,235 А) равна току через емкость при напряжении £/2. Сле
довательно, 1/(соС)= 112/0,235 =  478 Ом; С =  6,68 мкФ.

§ 15.62. Частотные характеристики нелинейных цепей. Под
амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ) понимают зависимость 
амплитуды какой-либо величины, определяющей работу нелинейного 
элемента, от изменения угловой частоты со при неизменной амплитуде 
внешнего воздействия.

Рис. 15.46

Фазочастотная характеристика (Ф ЧХ) —зависимость фазы этой 
величины от и при неизменной амплитуде и фазе внешнего воздействия.

Построим АЧХ цепи рис. 15.46, а , полагая, что вебер-амперная 
характеристика нелинейной индуктивности описывается уравнением 
t'2 =  ai|)3, ток источника тока t'A =  /msinco/, I m =  const, co =  var, R =  0 .

duc
В уравнение i'i +  г2 =  ik подставим 11 =  С =  С и i2 =  a\f3.

Примем яр =  tym sincotf и в токе г2 удержим* только первую гармонику 
0 ,75œ j4  sin at. Получим уравнение, в которое входят со и грт :

0,75аг|4 — со2Сг|)т =  ±  I т .
Плюс в правой части соответствует режиму до резонанса, минус—• 

после резонанса. Разрешим уравнение относительно со:

со-V-
С0-

4 С ч -О ф я,-

При построении зависимости г|>т (со) учтем, что угловая частота
0 и действительна, а также что при х  << 1 У~Г±Гх 1 ±  0 ,5*.

* t2 =  a  (i|)m sin wt)̂  =  a ÿ 3m sinш/—aO . 2 5 ^  sin 3w<, так как sin3P = 0 ,75  sin p - 
»  0,25 sin 3(J.



Если со =  0, то 'рт  =  У 4/т /(За). При 0 ,75а\|4> /т

при 1т  >  0,75а\|4

Характер зависимости т|зт (й)) показан на рис. 15.46,6. Если не 
учитывать активное сопротивление /? второй ветви, то теоретически 
могла бы возрастать до бесконечности. С учетом небольшого активного 
сопротивления этой ветви зависимость \|эт (<о) имеет ЛЛформу 
(рис. 15.46, в).

При плавном увеличении а> имеет место скачок из точки 1 в точку 2; 
при последующем плавном уменьшении (о —скачок из точки 3 в точку 4. 
При значительном /? зависимость \|)т  (©) приобретает йид кривой 
рис. 15.46, г.

§ 15.63. Применение символического метода и построение вектор
ных и топографических диаграмм для нелинейных цепей. В § 15.57—

15.62 были рассмотрены некото
рые явления, которые анализи
ровались графически с помощью 
вольт-амперных характеристик по 
действующим значениям или по 
первым гармоникам. Приближен
ное исследование режимов рабо
ты сложных разветвленных не
линейных цепей переменного тока, 
особенно когда высшие гармони
ки выражены слабо, часто про
изводят путем построения вектор
ных или топографических диа
грамм.

Диаграммы строят отдельно 
для каждой из гармоник. Пост
роение производят в принципе 
так ж е, как и для линейных це
пей (см. §3 .18). Отличие состоит 
в том, что зависимость первой 
гармоники напряжения на нели

нейном сопротивлении от первой гармоники тока через него являет
ся нелинейной и берется из графика или ее подсчитывают, пользуясь 
аналитическим выражением.

Если не учитывать потери в ферромагнитном сердечнике и потери 
от высших гармоник тока, то первая гармоника напряжения на нели
нейной индуктивности по фазе на 90° опережает первую гармонику 
тока через нее. Если ж е учитывать потери в стали сердечника и (или) 
потери в активных сопротивлениях цепи от высших гармоник тока*

Ю
Рис. 15.47

\



то этот угол меньше 90° (см., например, рис. 15.49, в). Аналогично, 
если не учитывать наличие потерь в сегнетодиэлектрике и потерь 
в цепи от высших гармоник тока, то первая гармоника напряжения 
на нелинейной емкости на 90° отстает от первой гармоники тока через 
емкость.

Пример 159. Д ля цепи рис. 15.47, а  построить топографическую 
диаграмму по первой гармонике при /х =  0,2 А. В. а. х. по первой 
гармонике для нелинейной индуктивности изображена на рис. 1 5 .4 7 ,6 . 
Емкостное сопротивление по первой гармонике Хс =  229 Ом; 7?х =  250 Ом;

=  407 Ом; Я з= 1 2 2  Ом.
Р е ш е н и е . Обозначим токи в ветвях и узловые точки схемы в соот

ветствии с рис. 15.47, а . На рис. 15.48 направим ток /х =  0 ,2  А 
по оси + 1 . Потенциал точки е примем 
равным нулю. Находим =  фе +  ^ ¿ 1.
Напряжение на нелинейной индуктивно
сти Оц при токе /х =  0,2 А по модулю 
равно 110 В (найдено из кривой рис.
15.47, б) и по фазе на 90° опережает ток 
А» Фс— А/? 1 == 0 ,2 -250= 50  В 
и по фазе совпадает с /х.

Под действием напряжения 0 се, по 
модулю приблизительно равного 122 В, 
протекает ток /2, численно равный 
122/407 =  0,3 А и по фазе совпадающий 
с и се. Ток /8 =  /1 +  /2. По модулю ток 
¡а ^ 0 ,4 1  А; Фб =  Фс +  А^з; Л Л  =  0,41 х  
X 122 =  50 В; Фа =  Ф* +  А (— 1х с).

Напряжение на емкости ОаЬ численно равно 0 ,41-229 =  94 В и 
по фазе на 90° отстает от тока /3.

Напряжение на входе схемы рис. 15.47, а  в рассматриваемом режиме 
работы по модулю равно 164 В.

Из рис. 15.48 можно определить углы  между любыми токами и 
напряжениями цепи рис. 15.47, а. Проделав аналогичные подсчеты и 
построения при других значениях тока /х (например, равных 0 ,5 ; 1; 2 ; 
3 А и т. д.), можно определить в этих режимах значения всех токов, 
напряжений и углов сдвига фаз, свести данные в таблицу и затем, 
пользуясь ею, построить кривую зависимости любого тока, напряжения, 
угла сдвига фаз в функции от модуля входного напряжения или от 
модуля какого-либо другого напряжения (тока).

При рассмотрении характеристик управляемой нелинейной индук
тивности (см. § 15.24), феррорезонансных схем (см. § 15.57 — 15.62) 
нелинейную индуктивность полагали идеализированной, а именно: не 
учитывали потери в ее сердечнике, наличие потока рассеяния и паде
ние напряжения в активном сопротивлении самой обмотки. Это дел а
лось с той целью, чтобы основные свойства упомянутых схем и уст 
ройств не были завуалированы относительно второстепенными факто
рами.

Рассмотрим векторную диаграмму нелинейной индуктивности с  уче
том этих факторов.

Рис. 15.48



§ 15.64. Векторная диаграмма нелинейной индуктивности. Нели
нейная индуктивность изображена на рис. 15.49, а . Активное сопро
тивление самой обмотки со назовем #.

Проходящий по обмотке ток создает в сердечнике магнитный поток. 
Большая часть этого потока (поток Фт ) замыкается по сердечнику, 
а меньшая часть (поток Ф5) — по воздуху. Поток Фт  называют основным, 
а Ф ¡ — потоком рассеяния.

Обычно поток Ф 5 составляет всего несколько процентов от потока Фт . 
Однако могут быть и такие режимы работы, в которых поток Ф5 
оказывается соизмеримым с потоком Фт . Такие режимы имеют место, 
если сердечник работает при большом насыщении или когда в сердеч
нике имеется относительно большой воздушный зазор б.

При построении векторной диаграммы заменим в действительности 
несинусоидальный ток и несинусоидальный поток эквивалентными синусо
идальными величинами.

Отношение потокосцепления рассеяния =  шхФ4 к  току I принято 
называть индуктивностью рассеяния:

Индуктивное сопротивление Х $ =  называют индуктивным сопро
тивлением рассеяния.

Схема замещения нелинейной индуктивности изображена на 
рис. 15.49,6. Она отличается от схемы рис. 15.3, а тем, что в ней 
добавлено сопротивление Х $. В неразветвленной части схемы включены 
активное сопротивление Я  обмотки и индуктивное сопротивление 
рассеяния Х 5.

На участке сЬ есть две ветви. Правую ветвь образует идеализиро
ванная нелинейная индуктивность, по которой проходит намагничи
вающий ток /|Ь Левую ветвь образует активное сопротивление /?с, 
потери в котором равны потерям Рс на гистерезис и на вихревые токи 
в сердечнике нелинейной индуктивности. По левой ветви течет ток

На рис. 15.49, в изображена векторная диаграмма нелинейной индук
тивности в соответствии со схемой рис. 15.49, б. Э' а векторная диа
грамма строится так ж е, как и для обычных линейных схем.

Начнем ее построение с потока Фт .

S)
Рис. 15.49

Ls =  •'Ы/ =  и>уФ3/1. (15.64)

¡с — Р c/Ucb• (15.65)



Оба потока Фт  и Ф5 пронизывают обмотку wt рис. 15.49, а и 
наводят в ней э. д. с. самоиндукции.

Напряжение Ùcb на зажимах идеализированной нелинейной индук
тивности равно по величине и противоположно по знаку э. д. с. само
индукции, возникающей в обмотке схемы рис. 15.49, а  под действием 
основного потока Фт :

O c b - j ^ y (15.66)

Деление Фт  на объясняется переходом от амплитудного зна
чения потока к действующему. Напряжение Ùcb на 90° опережает 
поток Фт .

Ток /ц — это ток через идеализированную индуктивность (т. е. через 
индуктивность, в сердечнике которой нет потерь энергии); он на 90° 
отстает от напряжения Ùcb и по фазе совпадает с потоком Ф,„. Ток /с 
совпадает по фазе с напряжением Ùcb. О том, как определять токи /ц 
и 1С, сказано в § 15.65 и 15.66.

По первому закону Кирхгофа,

/ =  /ц +  /е. (15.67)
Напряжение Ûab на входе схемы равно геометрической сумме напря

жения Ùcb, падения напряжения I R в активном сопротивлении и паде
ния напряжения j !X s в индуктивном сопротивлении рассеяния.

Токи /ц и Iс не пропорциональны напряжению Ucb, а следовательно, 
и напряжению Uab на входе схемы, т. е. если напряжение Uab увели
чить, например, в 1,3 раза, то токи /й и 1С увеличатся не в 1,3 раза, 
а больше.

При построении векторной диаграммы исходили из того, что напряжение Ucb 
известно. По напряжению Ucb определили токи и 1С и затем нашли напряже
ние Uab на входных зажимах индуктивной катушки.

Однако обычно бывает известно напряжение Uab, а напряжение Ucb неиз
вестно. Поэтому при построении векторной диаграммы при заданном Uab сначала 
следует разобраться, может ли напряжение Ucb в исследуемом режиме работы 
схемы значительно отличаться от напряжения Uab.

Если падения напряжения в сопротивлениях R и Xs составляют малую  вели
чину по сравнению с Uab, например всего 3—8% от Uab, то можно в первом 
приближении считать, что Uc b ^sUab. Если же падения напряжения в сопроти
влениях R и Xs  соизмеримы с напряжением Ucb, то тогда для определения напря
жения Ucb приходится проделывать вспомогательную работу, а именно: строить 
векторные диаграммы для нескольких значений Ucb, например равных 1; 0 ,9 ; 0,8;
0,7 от Uab; для каждого из этих значений UсЬ находить свое Uab, по результатам 
строить вспомогательную кривую Ucb =  f(Uab), из нее находить Ucb при заданном 
Uab и затем строить искомую векторную диаграмму.

§ 15.65. Определение намагничивающего тока. Ток / и его
составляющие и 1С находят либо опытным путем, либо аналити
ческим, либо путем графических построений.

Рассмотрим их аналитическое определение. Если I (м) обозначить 
длину средней магнитной линии на пути в стали (рис. 15.50), ô (м )—> 
длину «воздушного» зазора в магнитной цепи, В (Т) — мгновенное зна



чение магнитной индукции, Н (А/м)— мгновенное значение напряжен
ности поля в сердечнике, то на основании закона полного тока мгно
венное значение намагничиваю
щего тока

Я /  +  0 . 8 В 6 -  1 0 «  , Л 1  , , , - с г н
«и =  - ' т - -------- [А]. (15.68)

На векторной диаграмме от
кладываю т действующее значение 
намагничивающего тока / .̂

5

Lp 8 РВп

Рис. 15.50 Рис. 15.51

Д ля определения действующего значения намагничивающего тока нужно в вы
ражении (15.68) подставить В т sin w t  вместо В (В т =  (Dm/S), Н заменить на 
a  sh (Pñm sin аз/), разложить гиперболический синус от периодического аргумента 
в  ряд по функциям Бесселя [см. формулу (15.9)] и воспользоваться формулой (7.1 Г ), 
с помощью которой определяется действующее значение тока через амплитуды 
отдельных гармоник. В результате получим

V ш
Wl X

Yi- 2«ф ------ ] + 1//» (/ ^ т )]3 + [ - / Л 0'^ т ) ] г+ ...
(15.69)

На рис. 15.51 изображена кри вая, выражающая зависимость /^¡^/(^Йа/) =  
«= / (РВОТ) и построенная по (15.69) при 6 = 0. С помощью этой зависимости по 
РВ т находится 2а/), а затем определяется (т, а  и / известны).

§ 15.66. Определение тока потерь. Ток /с, обусловленный поте
рями в стальном сердечнике, определяется как частное от деления 
потерь в сердечнике от вихревых токов и гистерезиса на э. д. с ., наве
денную рабочим потоком Фт  в обмотке ы>1 и равную напряжению и сЬ:

I С =  Р е/̂ сЬг

и  сь =  (üWjO J V  2 = 4,44/ш1Фт .

(15.70)

(15.71)

Здесь Р с =  т р с — полные потери в стали от вихревых токов и гистере
зиса, где т  — масса сердечника, к г ; рс — потери в 1 к г сердечника.

Величина потерь в 1 кг электротехнической стали цри индукциях 1,0 и 1,5 Т 
и частоте 50 Гц нормирована ГОСТ 802—58.

Обозначим: р10 — потери в 1 к г  стали при Вт =  1 Т и  ̂=  50 Гц; р ,,6 —потери 
в 1 кг стали при Вт =  1,5 Т и / =  50 Гц. Значения р1>0 и р1Л приведены в табл. 15.2.



Марка стали Толщина листа, мм Р1,0• Вт/кг Р 1Л. Вт/кг

Э41 0,5 1.6 3,6
Э42 0,5 1,4 3,2
Э43 0,5 1,25 2,9
Э41 0,35 1,35 3,2
Э42 0,35 1,2 2.8
Э43 0,35 1,05 2.5

Потери при других индукциях и частотах, мало отличающихся от 50 Гц, опре
деляются следующей эмпирической формулой:

Рй—Р1 лВп (//50)1.3 Вт/кг; п =  5 , 6 9 ^ - ^ - .
Р ю

§ 15.67. Основные соотношения для трансформатора со стальным 
сердечником. В § 3.39 рассматривались соотношения, характеризующие 
работу трансформатора, для которого зависимость между напряжен
ностью поля и потоком в сердечнике бы
ла линейной, а потери в сердечнике от- ф№ фт  Фгз
сутствовали. }  ^

Д ля улучшения магнитной связи меж- "  'д л я  улучшения магнитнои связи меж- у  I I ** «-№> ,  { ^ —" 1  
ду первичной (а^) и вторичной (№г) об- ( Т ) “ '/1< | 
мотками трансформатора его сердечник тг 1 - 1 * <Т,1  Т
выполняют из ферромагнитного материа
ла (рис. 15.52)*. Рис ,552  

В данном параграфе рассмотрены со
отношения, характеризующие работу
трансформатора с учетом того, что зависимость между напряженно
стью поля и потоком в ферромагнитном (стальном) сердечнике нели
нейна и что в сердечнике есть потери, обусловленные гистерезисом и 
вихревыми токами.

Д ля уменьшения тока холостого хода сердечник трансформатора 
стремятся изготовить таким образом, чтобы он имел возможно меньший 
воздушный зазор, расположенный перпендикулярно магнитному потоку, 
либо совсем не имел его.

В силу нелинейной зависимости между потоком и напряженностью 
поля в сердечнике по обмоткам трансформатора протекают несинусо
идальные токи **.

Анализ работы трансформатора будем проводить, заменив в дей
ствительности несинусоидальные токи и потоки их эквивалентными 
в смысле действующего значения величинами: 1г — комплекс действую
щего значения тока первичной обмотки; /а —комплекс действующего

* На рис. 15.52 и 15.53 для большей наглядности обмотки и)1 и т2 показаны 
находящимися на разных стержнях. Практически их располагают обычно на одном 
и том же стержне.

** Несинусоидальность проявляется главным образом в режимах работы, близ
ких к холостому ходу.



значения тока вторичной обмотки; Фот —комплексная амплитуда основ
ного магнитного потока, проходящего по сердечнику трансформатора, 
пронизывающего обмотки ш1 и до2 и наводящего в них э. д. с.

Вследствие наличия рассеяния небольшой по сравнению с Фт  
поток — поток рассеяния первичной обмотки Ф15 — замыкается по воз
д ух у , образуя потокосцепление только с обмоткой ц^. Другой, также 
небольшой по сравнению с Фт , поток — поток рассеяния вторичной 
обмотки Ф25 — замыкается по воздуху, сцепляясь только с обмоткой 102.

Полагают, что потокосцепление потока Ф15 с обмоткой них пропор
ционально току 1г:

фи =  сОдФ]̂  = Ь15/х. (15.72)

Коэффициент пропорциональности Ьи между потокосцеплением -ф1в 
и током /\ называют индуктивностью рассеяния первичной обмотки', 
Ь18 зависит от числа витков и конструкции обмотки.

Принимают также, что потокосцепление г|з25 потока Фи  с обмот
кой и>2 пропорционально току вторичной цепи /2:

ф2* =  ^ 2Фа5 = ^25^2' (15.73)
Коэффициент пропорциональности Ьг5 между потокосцеплением ф21, 

обусловленным потоком рассеяния Ф25 и током /2, называют индуктив
ностью рассеяния вторичной обмотки ; Ь2$ зависит от числа витков 
и конструкции вторичной обмотки.

Индуктивное сопротивление первичной обмотки, обусловленное пото
ком рассеяния Фи ,

и-

2̂

(15.74)

Аналогично, индуктивное сопротивление вторичной обмотки, обус
ловленное потоком рассеяния Ф21,

■̂ 2* ~  (15.75)
Пусть /?! — активное сопротивление первичной обмотки, /?2 — актив

ное сопротивление вторичной 
обмотки, ¿ н — сопротивление на
грузки.

На рис. 15.53 изображена 
схема того же трансформатора, 
что и на рис. 15.52, но на ней 
активные сопротивления и индук
тивные сопротивления, обуслов

ленные потоками рассеяния, представлены отдельно выделенными: Яи 
Х 51, /?2. Запишем уравнение по второму закону Кирхгофа для 
обеих цепей.

Д ля первичной цепи

Рис. 15.53



Д ля вторичной цепи

1 2^2 ~Ь /^52 А  +  /а а ;2 ■р^'+ ^н =  0- (15.77)

Здесь /ом»! у у  — напряжение, численно равное э. д. с ., наводимой

в обмотке ю1 основным рабочим потоком Фт . Деление Фт  на ]/*2 
объясняется переходом от амплитудного значения к действующему.

Аналогично, — напряжение, численно равное э. д. с., наводи

мой в обмотке ы>2 основным рабочим потоком Фт .
Обозначим ток ¡ 1 при холостом ходе трансформатора через /„. 

Магнитодвижущая сила трансформатора при холостом ходе равна /0®1. 
М. д. с. трансформатора при наличии тока /а р а в н а + /2ау2- Транс
форматоры конструируют обычно таким образом, что падения напря

жения и много меньше, чем падение напряжения —г=г-1 2
Если это учесть, то для правильно сконструированных трансформато
ров уравнение (15.76) запишем так:

/ с о а ^ ^ ,  (15.76')

Уравнение (15.76') справедливо как при холостом ходе, так и при 
нагрузке. Другими словами, при переходе от холостого хода к  режиму 
работы при нагрузке поток Фт  практически остается неизменным по 
величине.

Но если в этих двух режимах поток Фт  один и тот ж е, то должны 
быть равны и создающие его м. д. с. в этих двух режимах, т. е.

/хЩ +  /гЩ =  /оЩ- (15.78')
Отсюда, поделив обе части равенства на ы)и получим

Ь  =  /« +  /5, (15.78)
где

/5 — Л '2
' * ------ Ы

Таким образом, ток первичной цепи / 1 может быть представлен 
как геометрическая сумма двух  токов: тока холостого хода / 0 и 
тока Ток принято называть приведенным (к числу витков пер
вичной обмотки) вторичным током. Он численно равен току /2, 
измененному в раз.

Кроме того, в правильно сконструированных трансформаторах паде

ния напряжений 1гЯг и ¡1 гХ52 малы по сравнению с /ода2 -р|-, поэтому 

из уравнения (15.77) следует, что

/(ош2^ |  ъ - С / в. (15.79)



Если почленно разделить (15.76 ') на (15.79) и перейти к модулям, 
то получим

и 1/иа ^ т 1! т г, (15.80)

т. е. отношение напряжения на входе трансформатора к напряжению 
на его выходе (на нагрузке) приблизительно равно отношению числа 
витков первичной обмотки к  числу витков вторичной обмотки.

В правильно сконструированных трансформаторах при нагрузке, 
близкой к номинальной, ток /0 составляет всего 1 — 10% от тока 1г, 
поэтому уравнение (15.78) можно приближенно представить так:

Л'101 ■Кщ-
М ежду модулями токов /х и / 2 при нагрузке, близкой к  номи

нальной, имеет место следующее приближенное соотношение:
1г/ (15.81)

т. е. ток I !  почти пропорционален току /2. Эта пропорциональность
немного нарушается за счет то
ка холостого хода /0.

В активных сопротивлениях 
вторичной цепи выделяется энер
гия, которая переносится магнит
ным потоком из первичной цепи 
во вторичную и восполняется ис
точником питания схемы.

§ 15.68. Векторная диаграм
ма трансформатора со стальным 
сердечником. На рис. 15.54, а 
изображена векторная диаграм
ма при индуктивной нагрузке 
2 Н =  ЯН +  /ХН.

Построение диаграммы начнем с тока /2, расположив его произ
вольно. Под углом =  а п ^  Х н//?н к нему расположим вектор напря
жения на нагрузке и„. Прибавим к вектору 0 Н векторы / 2/?2 и /2/Х52. 
Сумма падений напряжения во вторичной цепи равна нулю. Это дает

Ф /71возможность построить вектор /СОО>2 р ^ -,

Далее строим вектор Фт  (он на 90° отстает от вектора /мш,

В сердечнике трансформатора, как и в сердечнике нелинейной 
индуктивности, есть потери, обусловленные гистерезисом и вихревыми 
токами. Вследствие этого ток холостого хода /„ состоит из геометри
ческой суммы намагничивающего тока и тока потерь /с (рис. 15.54, б):
¡0 =  ¡ 11+1  с -

Ток /ц совпадает по фазе с потоком Фот, а ток 1 С опережает по
ток Фт  на 90°. Токи 1ц и /с определяют так ж е, как  для нелиней
ной индуктивности.



Ток холостого хода /0 опережает поток Ф ,, на некоторый угол у. 
В соответствии с уравнением (15.78) ток 1 у равен геометрической

сумме тока 10 и тока /* = — / 2 . Геометрическая сумма падений

напряжений /г#х, и /йшх <~= дает напряжение на входе пер

вичной цепи Üv
С целью удобочитаемости на рис. 15.54, а не выдержаны имеющие 

место в действительности соотношения между модулями напряжений, 
а такж е между модулями токов.

Пример 160. Повышающий трансформатор имеет сердечник из трансформатор
ной стали Э41 при толщине листов 0,5 мм. Кривая намагничивания Н =  
=  0,71 sh (5,75ß). Сердечник выполнен из пластин, имеющих кольцевую форму 
без воздушного зазора; =  250, w2— 1750; 5  =  2,2 см2, / =  25 см. Пренебрегая 
и Хл , определить ток холостого хода /0 при t/j = 15  В и / =  50 Гц.

Р е ш е н и е .  Амплитуда индукции =  Т. Произведение ßßm=
=  5 ,75-1 ,22  =  7,02. ’ Щ

По кривой рис. _15.51 при ß ß m =  7,02 находим Wi/^llai V 2 )=  185. Но 
а/ K2/wt =  0,7 ■ 0 ,25 У 2/250= 10~3. Следовательно, =  0,185 А.

Масса сердечника т  =  7,8 (г/см3) • 2,2 (см2) • 25 (см) =  0,428 (кг). Из табл. 15.2 
находим: pl l 0 = l , 6  Вт/кг, p i,6 =  3,6 Вт/кг; л =  5,69 lg (3,6/1,6)«= 1,13.

Удельные потери в стали при ß m= l , 2 2 T  рс =  1,6 • 1,221,13 • 1=2 , 1  Вт/кг. 
Полные потери в сердечнике массой 0,428 кг Ре =  0,428 • 2,1 = 0 ,9  Вт.
Ток, обусловленный потерями в стали, /с =  Р с/1/1== 0,9/15 =  0,06 А.
Ток холостого хода /0 практически равен току 1 .̂

§ 15.69. Метод интегральных уравнений. От нелинейного дифференциального 
уравнения можно перейти к интегральному, используя одну из форм записи инте
грала Дюамеля. Поясним идею этого перехода. Решение линейного дифферен
циального уравнения, например уравнения

еРх , dx ,
¿ p + a i ^  +  aoX =  f ( t ) ,  (а)

может быть записано в виде
t

* W =  / (0 8  (°) +  $ f  М  ё '  ( t—Т) dx. (б)
о

Под g  (/) понимается здесь либо переходная проводимость, либо переходная 
функция в зависимости от того, чем является х по отношению к вынуждающей 
силе f  (/); g  (i) определим как решение (а) при / (/ )= !.

Если исходное уравнение нелинейно, например
d2x dxШг + а 1Ш +  а0х +  Ьх̂  =  [((),

то нелинейный член Ьхг можно перенести в правую часть и рассматривать как 
внутреннюю вынуждающую силу:

dhс dx . , „
№ + Н Ш+ а'>Х==,{' )~  * • (В)

Используя (б), запишем решение уравнения (в):
t

X = I/ (0 -  Ьх* (01 г(0) +  $[/ (Т) -  Ьх* (т)1 g '  (t -  т) dx. (г)
о



Переходная функция £ (/) определяется по линейной части исходного нели
нейного дифференциального уравнения при воздействии на нее 1{1). Уравнение (г) 
является интегральным уравнением по типу Вольтерра второго рода. Его можно 
решать методом последовательных приближений, полагая х0 (/)=.* (0) и пользуясь 
следующим соотношением для ¿-го приближения:

** (0 = [/  (0 - К - 1  (0] 8 (0) ■+ 5 [/ (ч) - 4 - 1М ] 8 '  -  *) Л -
о

Метод имеет смысл применять только в том случае, когда процесс последова
тельных приближений будет сходящимся.

с1х
Пример 161. Решить уравнение ПРИ *(0 ) =  0.
Р е ш е н и е .  Д ля определения ^  (() на линейную часть системы воздействуем 

единичным напряжением сЬс/М=г 1; £ ( 0 = 4  в ' (0 =  1; 8  (®) =  ®1 ё '  (^“ т) =  !• За
писываем рекуррентное соотношение:

о
/ I

Р 
3 ;

о

§ 15.70. Метод малого параметра. Нелинейное дифференциальное уравнение 
иногда решают путем последовательных приближений, представляя искомую вели
чину х в виде ряда по степеням некоторого коэффициента ц, который называют 
малым параметром:

Х =  Х0 +  \1Х1 +\1гХЛ +  — ,

где х0— решение уравнения нулевого приближения; последнее получают из исход* 
ного, полагая, что все нелинейные члены в исходном уравнении отсутствуют;

— решение уравнения первой поправки; эта поправка учитывает влияние нели
нейных членов в первом приближении; х2— решение уравнения второй поправки 
и т. д.

Если исходное уравнение является дифференциальным уравнением второго 
или более высокого порядка, а принужденный режим представляет собой колеба
тельный процесс, то квадрат угловой частоты первой гармоники со2 или первую 
степень со такж е разлагают в ряд по малому параметру:

со2 =  <в§ +  ц/х +  ц2/2,

где со§ — квадрат угловой частоты в нулевом приближении, когда всеми нелиней
ными членами пренебрежено; ц/х — поправка первого приближения, вызванная 
нелинейными членами уравнения; р,2/2— поправка второго приближения и т. д.

Последовательность решения рассмотрим на двух примерах.
1. При * (0 )  =  0 решить уравнение

^ + * 2= 1 . (15.82)

К такому уравнению, например, сводится задача о переходном процессе 
в цепи, состоящей из нелинейной индуктивности и активного сопротивления, при 
подключении ее к постоянному напряжению и при квадратичной аппроксимации 
зависимости потокосцепления от тока.

х1= §  Лг = /; х2=  \ (1 — т2)йт = /



Все линейные члены уравнения переносим в левую часть, а нелинейные, 
умножив на некоторый малый параметр ц,, — в правую (в примере |х =  1):

=  (15.82а)

Представим решение (15.82) в виде ряда по степеням ц:

х = х 0+ 1хх1+\и?х2+ . . .  (15.826)

Подставим (15.826) в (15.82а):

+ и + ̂  1 =  — — ̂ 2х<>х1 ~  ̂  № +  2х°х*) ~  • ■ • О5-83)

Из (15.83) образуем систему уравнений, приравняв члены левой и правой 
частей его при одинаковых степенях (д.:

уравнение нулевого приближения 1=  0; (15.84)

уравнение для первой поправки ~ ^  =  — •**! (15.85)

уравнение для второй поправки -~  = — 2х ^ .  (15.86)

Проинтегрируем (15.84):
x<¡= t+ C л.

Постоянную С0=О определили из начальных условий.
Подставляем хй =  1 в уравнение (15.85) и интегрируем его:

*1 = - - з + с 1-
Для первой поправки начальные условия также нулевые. Поэтому Сх =  0 и

*1 = — <3/з.
Подставим х0 я  X! в  (15.86):

йх2 _  2Р 2/5
М ~

В соответствии с (15.826)

Л - 3 ’ ^ - , 5 + С*: Са = °-

¿з 2/*
дс=^0+ ц л 1 +  (х2х„ +  . (15. 87)

Аналогичным путем можно было бы получить и последующие члены ряда 
(15.826). Так как уравнение (15.82) имеет точное решение х = 4 Ы , то, взяв в раз
ложении № / три первых члена ряда, можно убедиться, что они оказываются 
совпадающими с правой частью (15.87).

2. Решить уравнение для лампового генератора (вывод уравнения см. в при
мере 165) при начальных условиях х ( 0 )  =  .Д0 и х '(0 )  =  0:

Ау
_ _ М 1 _ * 2 )^ + (о»х = 0 . (15.88)

Коэффициент при нелинейном члене в дальнейшем будем считать малым 
параметром и обозначим ц. В соответствии с предыдущим

* - = * + ( « 1  +  11» *  +  . . . ,
(й* = С0§ +  |х/1 +  И2/а +  ...



В уравнении (15.88) вместо х подставим правую часть (15.89) и со2—цД —ц2/а 
вместо cog:

^  +  М ^ + 1 * г ^ - И 1 - ( * о + Ц * 1  +  1*г* 2 + - .0 2]Х

X +  TfT"~ 1 " ' M/i  — ̂ 2fi) (хо+  H*i +  |*2*а+ . . . )  =  0. (15.90)

Образуем из уравнения (15.90) три уравнения, соответствующие ц в нулевой, 
первой и второй степенях:

^ + ( о ^ „ = 0 ;  (15.91)

^ + ^ x 1 =  ( l - x l ) ^ + x 0fú  (15.92)

5 f  +  =  ( 1 ~  *2) - ¡ у  -  2 -V i +  / Л  +  hxü. (15.93)

Проинтегрируем (15.91):
ха =  А0 cos a t .

Подставив х0 в (15.92) и учтя, что sin a  cos2a  =  0,25 sin а + 0 ,2 5  sin За, получим 
d2 х,

+  (ú2̂ ! = — юЛ0 (1 —0,25Л*) sin a t + A 0fi cos со̂  +  0,25шЛ2 sin 3at. (15.94)

Уравнение (15.94) можно трактовать следующим образом: на колебательный 
LC-коптур без потерь [левая часть уравнения (15.94)] воздействуют вынуждающая 
сила с угловой частотой а ,  ровной  собственной частоте колебательного контура, 
и сила с угловой частотой, в три раза большей.

Известно, что если подключить колебательный ¿C -контур, имеющий активное 
сопротивление /?->0, к источнику синусоидальной э. д. с. Ет sin a t  при огово
ренных условиях, то амплитуда тока в цепи будет нарастать до бесконечности. 
Действительно,

Е Е
* =  *пР +  ‘ св =  - д -  sin c o i - — e~e/ sin (со<+v).

При R -+  0 v - » 0  и 6 =  tf/ (2 ¿ )- » 0 .
Разложим е-в< в ряд и, учитывая малость б, возьмем два первых члена ряда. 

Получим
Е .i 2j -  t sin a t .

Такие члены в решении дифференциальных уравнений, амплитуды которых нара
стают теоретически до бесконечности при увеличении времени It, называют веко
выми членами. При дальнейшем решении уравнения (15.94) необходимо помнить
о том, что амплитуды вековых членов должны оказаться равными нулю при лю
бом / >  0.

Решение (15.94) запишем следующим образом: 
x1 =  Ax sin a t  -f- Bi  cos to/+(Cj sin coí-j-D^cosciA) / +  £ i sin 3co/+.FiCos 3a t .  (15.95)

Первое и второе слагаемые представляют собой полное решение однородного 
уравнения; четвертое и пятое — частное решение неоднородного уравнения. Третье 
слагаемое представляет собой вековой член. Его можно было бы не вводить 
в дальнейшие выкладки по определению коэффициентов Alt Вх, Еъ  Flt C i, Dlt 
одйако введем его, чтобы показать, что его присутствие выкладкам не помешает. 

Дважды продифференцируем (15.95) по времени:
xl — — A id)2 sin a t  — Bjft)2 cos a t + Сг a  cos a t  —

— Dta  sin a t  -f- to (Cx cos a t  — D± sin at)  — to 2 (Cx sin a t  +  Dx cos a t)  —
— 9<o2£ i sin 3a t —9a*Fi cos 3o)<. (15.96)



Подставим (15.95) и (15.96) в (15.94), выделим из левой и правой частей (15.94) 
слагаемые соответственно с sin <о/ [формула (15.97)], cosco/ [формула (15.98)], 
sin 3túí [формула (15.99)], cos 3to¿ [формула (15.100)]:

£)1 =  0,5Л(| (1 — 0,25i4g); (15.97)
2ti£1 =  A0f1; (15.98)

— 8соз£1 =  0,25(оЛ»; (15.99)
8 (0^ ! =  0. (15.100)

Слагаемые (15.94) с вековыми члеиами дают нуль:
t (Cj sin coZ+Dj costo/) (<о2—со2) =  0. (15.101)

Используем также заданные начальные условия для определения Аг, B lt Сг , 
Dj, Ei, Fv  Так как начальные условия уже были удовлетворены при определе
нии *0, то для всех последующих приближений начальные условия нулевые. Имея 
это в виду, из (15.95) находим:

*i (0) = S 1 +F1 = 0.
Из (15.100) Fi — 0, поэтому В х — 0. Из уравнения (15.95), используя условие 

х[ (0) =  0 , имеем
-(- Di + Зо)/?! = 0.

Но Di и Ei известны из (15.97) и (15.99), поэтому
3

32ш

Поправку на угловую частоту f lt а вместе с тем и значение А0 найдем, исходя 
нз того, что амплитуда векового члена должна быть равна нулю при любом / >  0. 
Отсюда С?! —0 и Di =  0. ■,

Из (15.98) следует, что f i —0, а из (15.97), что Л0 =  2.
Таким образом,

Si = 0; Cx =  Di =  0; = F1 =  0; <o = co0.

Ограничившись первым приближением и перейдя от р, к kx, получим
/ 3  А3x = x 0-j-nxi — A0co s ( o t  + * !  Л ; sin a t  — s¡n 3a>t

Первое приближение привело к изменению амплитуды первой гармоники
* о о !  Л  , / ° > 7 5 Ы 2 с Ао =  2 до 2 I/ + I" - ¿¿о / и к Появлению третьей гармоники.

Угловая частота первой гармоники в первом приближении не изменилась и 
равна угловой частоте to0 нулевого приближения. Аналогичным образом произво
дится и второе приближение. Однако каждое последующее приближение по срав
нению с предыдущим более трудоемко.

В основу данного метода положены работы французского математика Пуанкаре 
по небесной механике. Метод называют методом малого параметра потому, что 
в нем производят разложение решения в ряд по степеням малого параметра. 
Насколько этот параметр должен быть мал в каждом примере, заранее сказать 
нельзя. Важно, чтобы ряды для х и для ы2 или ш сходились. Если ряды будут 
сходиться медленно или вообще не будут сходиться, то пользоваться этим методом 
не имеет смысла.

Вопросы для самопроверки

I. Охарактеризуйте известные Вам типы нелинейных активных, индуктивных 
в емкостных сопротивлений. 2. Какие физические явления могут наблюдаться 
и нелинейных и не могут в линейных цепях? 3. Как из характеристик для мгно



венных значений можно получить в. а. х . для первых гармоник и в. а. х . для 
действующих значений величин? 4. Начертите схемы замещения электронной лампы 
и транзистора для малых переменных составляющих. 5. Охарактеризуйте основ
ные положения известных Вам методов расчета периодических процессов нелиней
ных цепей. 6. Сформулируйте условия нахождения моментов времени открытия и 
закрытия диодов. 7. Определите, что понимают под автоколебаниями; как выявить 
условие, когда они возникают. 8. В чем причина возникновения субгармонических 
колебаний? 9. В чем принципиальное отличие феррорезонанса напряжений и токов 
от резонансов в соответствующих линейных цепях? 10. Что понимают под частот
ными характеристиками нелинейных цепей? 11. В чем сходство и в чем различие 
в построении векторных диаграмм по первым гармоникам для нелинейных и 
линейных цепей? 12. Дайте определение понятий «индуктивность рассеяния», 
«намагничивающий ток», «ток потерь». 13. Постройте векторную диаграмму транс
форматора со стальным сердечником при активно-емкостной нагрузке. 14. В чем 
идея метода малого параметра? 15. Запишите рекуррентное соотношение, являю
щееся решением нелинейного интегрального уравнения. 16. К нелинейному актив
ному сопротивлению с симметричной характеристикой приложено периодическое 
напряжение без постоянной составляющей. Можно ли утверждать, что протекаю
щий через него ток не может содержать постоянную составляющую? 17. Решите 
задачи 10.9; 10.10; 10.20; 10.23; 10.37; 10.38; 10.39; 10.41; 10.48; 10.58; 10.61.

ГЛАВА ШЕСТНАДЦАТАЯ

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В НЕЛИНЕЙНЫХ
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

§ 16.1. Общая характеристика методов анализа и расчета пере
ходных процессов. Методы анализа и расчета переходных процессов 
в нелинейных цепях могут быть классифицированы: а) по виду основ
ных операций, которые необходимо выполнять для интегрирования 
нелинейных дифференциальных уравнений, — на графические (графо
аналитические) и аналитические; б) по характеру величины, для кото
рой производится расчет (расчет по мгновенным значениям токов и 
напряжений и расчет по мгновенным значениям огибающих токов и 
напряжений).

Под графическими (графо-аналитическими) понимают такие методы, 
в которых основными операциями при определении зависимости от вре
мени искомых токов и напряжений являются графические построения, 
нередко сопровождаемые и некоторыми вспомогательными числовыми 
подсчетами.

В графических (графо-аналитических) методах характеристики нели
нейных сопротивлений обычно не требуется выражать аналитически.

В данной главе рассмотрены следующие графические методы:
1) метод, основанный на графическом подсчете определенного интег
рала (см. § 16.2); 2) метод, основанный на замене определенного интег
рала приближенной суммой по формуле трапеций (см. § 16.5).

Аналитическими называют такие методы, в которых основной 
операцией при определении зависимостей искомых токов и напряжений 
от времени является точное (приближенное) аналитическое интегрирова
ние дифференциальных уравнений цепи путем использования анали
тических выражений характеристик нелинейных сопротивлений.

Рассмотрены следующие аналитические методы: 1) метод интегри
руемой нелинейной аппроксимации (§ 16.3); 2) метод кусочно-линей-



ной аппроксимации (§ 16.4); 3) метод медленно меняющихся ампли
туд (§ 16.7).

К группе аналитических относятся такж е методы, рассмотренные 
в § 15.69 и 15.70. Графические методы имеют следующие преимущества 
перед аналитическими: а) отсутствие необходимости выражать х ар ак 
теристики нелинейных элементов аналитически, что позволяет избавиться 
от погрешностей, связанных с аналитическим представлением характе
ристик; б) простота учета гистерезиса и других сложных нелинейных 
зависимостей.

В свою очередь аналитические методы такж е имеют перед графи
ческими преимущества. Из них основным является то, что они дают 
возможность получить решение в общем виде, а не для какого-то 
одного конкретного сочетания параметров. Получить решение в общем 
виде желательно потому, что анализ его позволяет выяснить все 
особенности процесса при изменении всех параметров.

Как уж е упоминалось, все методы расчета могут быть подразделены 
на две подгруппы: на расчет по мгновенным значениям токов и напря
жений и на расчет по мгновенным значениям огибающих токов и ' 
напряжений.

Расчет по огибающим важен, потому что он дает возможность, 
не вдаваясь в мелкие детали процесса внутри каждого периода дей
ствующей в схеме периодической э.д.с. (внутри каждого периода 
автоколебаний в автоколебательной системе), судить о макроструктуре 
процесса. Расчет по огибающим возможен не только для нелинейных 
цепей; он представляет существенный интерес и для линейных цепей.

Точность расчета по огибающим уступает точности расчета по мгно
венным значениям. Однако относительная быстрота проведения расчета 
по огибающим и возможность судить о макроструктуре процесса часто 
являются решающими факторами.

Там, где это необходимо, целесообразно дополнять расчет по огибаю
щим расчетом по мгновенным значениям. Метод расчета по огибающим 
представлен методом медленно меняющихся амплитуд (см. § 16.7). 
Все остальные методы относятся к  подгруппе расчета по мгновенным 
значениям.

. Довольно часто электрические цепи содержат несколько нелиней
ных сопротивлений. Переходные процессы в таких цепях можно рас
считывать методом Волынкина (см. § 16.5).

Теория переходных процессов в электрических цепях с управляемыми нели
нейными индуктивными, емкостными и активными сопротивлениями выходит 
за рамки курса. Интересующиеся этим вопросом могут ознакомиться с ним, 
например, по [21].

§ 16.2. Метод расчета, основанный на графическом подсчете 
определенного интеграла. Метод расчета, основанный на графическом 
подсчете определенного интеграла, применим к нелинейным электри
ческим цепям, описываемым дифференциальными уравнениями первого 
порядка, допускающим разделение переменных. Последняя оговорка 
очень существенна. Она свидетельствует о том, что метод применим 
к цепям постоянного и, как правило, неприменим к цепям перемен-



ного тока. Основные этапы и последовательность расчета проиллюстри
руем на конкретном примере.

Нелинейная емкость через сопротивление /? подключается к источнику напря
жения и  (рис. 16.1, а). Кулон-вольтная характеристика емкости задана графи-

Рис. 16.1

чески (рис. 16.1, б) .  П олагая, что в схеме нулевые начальные условия, построить 
кривые изменения заряда д ,  напряжения на емкости ис  и тока » в функции 
времени.

Составим дифференциальное уравнение:

“с <*>+* й! г и-
Разделим переменные: 

<11= £ или <и =  ЯР (д) йд .

где

(? )

(16.1)

(16.1а)

(16.2)

Для построения кривой р  (д) (рис. 16.1, в) используем кулон-вольтную харак
теристику. С этой целью задаемся произвольным значением д. По кулон-вольтной 
характеристике находим соответствующее ему ис  и по (16.2) подсчитываем У7 (¿7). 
При <7=0  ис  =  0 и Р (д )  =  \/и-, при ис = и  Р{д) — с о .  Левую часть уравнения 
(16.1а) проинтегрируем но / от 0 до текущего значения а правую —по </ от ¿¡г *= 
=  0 до текущего значения д. Получим

(16.3)

Графически подынтегральное выражение Р (д) й д  представляет собой заштри
хованную площадку рис. 16.1, в.

Согласно уравнению (16.3), для определения времени соответствующего 
конкретному значению д ,  нужно подсчитать площадь, выраженную определенным

<7
интегралом | У7 (д) <1д, и умножить ее на сопротивление /?.

О
Кривая 1 рис. 16.2, а  качественно представляет собой зависимость д от 

С помощью кривой </ =  /(/) и кулон-вольтной характеристики нелинейной емкости 
строят зависимость « с  =  / (0  (кривая 2).

Ток в цепи для произвольного момента времени определяется по формуле
1 =  — « С)/Л (кривая 3).

§ 16.3. Расчет методом интегрируемой нелинейной аппроксимации.
Метод интегрируемой нелинейной аппроксимации основан на аппрокск-



мации характеристики нелинейного сопротивления такой нелинейной 
функцией, которая, во-первых, достаточно точно отображает характе
ристику нелинейного сопротивления в 
предполагаемом интервале перемеще- д 
ния изображающей точки по ней и, ие 
во-вторых (и это главное), дает воз- <■ 
можность точно проинтегрировать 
уравнение в известных функциях.

Ценность метода заключается в том, 
что в результате интегрирования полу- ■ 
чают зависимость исследуемой величи
ны от времени и от всех параметров Рис. 16.2 
схемы.

Метод применим к дифференциальным уравнениям первого порядка, 
а также к уравнениям, сводящимся к уравнениям первого порядка 
путем замены переменных.

Пример 162. Определить закон нарастания во времени тока I при замыкании 
ключа в схеме рис. 16.2, б . Зависимость тока I от потокосцепления \|; нелинейной 
индуктивности выражена формулой ¿ =  /гф4. В схеме нулевые начальные условия.

Р е ш е н и е .  Из дифференциального уравнения цепи ^ + й (  =  £/ следует,

что <¡/=¿¡11у ц и —/?*).
Вынесем из знаменателя множитель и заменим I на

где /у - и/к-
Обозначим /у =  а3 и заменим Ыр на ¿¡\|> на
Получим:

<//=_!___ _ ! _ в Л ( _ ! _  +  _ ! _ у
ц У к 0*—'М ’ а2— 'Ф’ 2а \а — ̂  ^  а  +  ф?У’

{ — —Ш — ГГ (°>5 1п ) (16:4)2/3/4Я*>/4\ 1 -{/*//» / ‘ 1 ’У

С помощью (16.4) можно определить время, которое необходимо, чтобы отно
шение »//у достигло заданной величины.

§ 16.4. Расчет методом кусочно-линейной аппроксимации. При
расчете методом кусочно-линейной аппроксимации осуществляется 
замена характеристики нелинейного сопротивления отрезками прямых 
линий, что позволяет перейти от нелинейного дифференциального 
уравнения к нескольким линейным уравнениям, отличающимся др уг 
от друга лишь значениями коэффициентов.

Каждое из линейных уравнений справедливо для того интервала 
времени, в течение которого рабочая точка перемещается по соответ
ствующему линеаризованному участку. Метод применим к цепям, содер
жащим источники постоянной и (или) синусоидальной э.д.с., к цепям 
первого и более высоких порядков.

Для сложных нелинейных цепей с источником (источниками) сину
соидальной э.д.с. основная трудность расчета данным методом заклю 
чается в определении постоянных интегрирования, исходя из законов



'-с= Н Нне

а)

коммутации и времени работы на каждом линейном участке. В слож
ных цепях неизвестные определяют обычно из трансцендентных урав

нений, часто применяют ЭВМ. Впервые идея это
го метода была высказана русским физиком 
Н. Д . Папалекси в 1912 г.

Рассмотрим основные этапы расчета на простейшем 
примере.

Пример 163. Емкость С заряжается через НС от ис
точника постоянного напряжения и  (рис. 16.3, а). Оп
ределить закон изменения тока в цепи при зарядке.

Р е ш е н и е .  В. а. х. НС заменим двумя отрезками 
прямых линий (рис. 16.3, б). Пусть на участке от ¿ =  0 

до »=¿1  ин с  =  к^, где ин с —напряжение на нелиней* 
ном сопротивлении; &2—коэффициент. На участке I >  ¿1
инс =  и 0 + * 1£-

Размерность коэффициентов кг и к2 равна размерно
сти сопротивления. В уравнение цгпи ис -\-ин с  =  11 вме-

Рис. 16.3 сто и̂ ч подставим ^  I (И, ашпсппш **нс.
участка на ¿/0+ *1*, а для второго—на к%1.

При зарядке емкости ток постепенно уменьшается от максимального значения 
до нуля. Поэтому изображающая точка перемещается сначала по первому участку, 
а затем по второму.

заменим и. для первого

Для первого участка

для второго

Для первого участка
-t/kiC* — (пр +  ̂ св =  0 +  ^1е 

Постоянную интегрирования найдем из начального условия: / = 0 , ис = 0 .  
Поэтому и 0+ к ^  (0+) =  и  и « (0 +) =  Лх =  (У —{/0)/*х- 
Следовательно, при работе на первом участке

U — t/pc - ^ .C (16.5)

Пусть при / =  ток ¿ =  «1. Подставим в (16.5) вместо £ и ^  вместо ( и 
решим полученное уравнение относительно ^

tx =  kiC ln U - U 0
M i •

(16.6)

При работе на втором участке

(i -h )
i =  Л2е к , с  '  причем Аг =  ({.

*  *
*

Практически важной является задача о переходном процессе при подключе
нии ненагруженного трансформатора (с разомкнутой вторичной обмоткой) или нели
нейной индуктивности к  источнику синусоидальной э.д .с. Ет sin (coí+ф) (рис. 
16.4, а). Рассмотрим эту задачу качественно.



Если активное сопротивление первичной обмотки трансформатора Ri  мало, 
а амплитуда установившегося значения потокосцепления $ т =  Ет /а соответствует 
окрестности точки а  (рис. 16.4, б) ,  то при замыкании ключа в момент, когда
э.д.с. Ет sin (ш<+ф) проходит через нулевое значение, в цепи возникают очень 
большие кратковременные броски тока. Последние могут превышать амплитуду 
тока холостого хода трансформатора в 20—50 раз и даже более. Физически они 
возникают вследствие того, что к  концу первого полупериода (я/а) потокосцепле- 
ние достигает величины, близкой к 2фт .

' V ” !

а)
Рис. 16.4

Из кривой рис. 16.4, б  видно, что если ■ф=&з2г|)т , то в цепи будет очень 
большой ток, во много раз превышающий ток при г | ) = а |5 т .

Хотя броски тока и очень кратковременны, но все же в системах с мощными 
трансформаторами они нежелательны, так как требуют принятия специальных мер 
для устранения вредных последствий;

/
§ 16.5. Метод расчета, основанный на замене определенного интеграла 

приближенной суммой. Еще в 1916 г . Волынкиным были разработаны основы

О  <¡i (t)

а)

Рис. 16.5

графо-аналитического метода расчета переходных процессов в нелинейных цепях, 
основанного на замене определенного интеграла приближенной суммой по формуле 
трапеций.

Из курса математики известно, что если интервал интегрирования (Ь— а) 
ь

в определенном интеграле ^¡(х)(1х  разбить на п  равных частей и через у 0, </*,



у г , . . . , у п обозначить значение функции /(*) соответственно при х—а, Х1 —а-\-И,
Х1  =  а + 2 к  и т. д ., где А =  (Ь—а)/п, то

ь
^ / (х) йх ' 2п (</о +  2 1̂ +  2у, +  • • • +  2у„_1 +  (/„). (16-7)
а

Рассмотрим метод на примере цепи рис. 16.5, а ,  состоящей из нелинейной 
индуктивности и сопротивлений и й 2. Зависимость г|) от « для нелинейной 
индуктивности задана кривой рис. 16.5, б. Пусть э. д . с. е г (I) имеет форму, 
изображенную на рис. 16.5, в

Обозначим токи в ветвях в соответствии с рис. 16.5, а. Составим уравнения 
по законам Кирхгофа:

.....................  1 ЛЬ . , ...
«1 = ‘ +  <а; »2= я 7  *1Я1+-з7 = в ,(0-

Отсюда

^  +  «Я =  г ( 0 ;  (16.8)

/?= 1 + « 1« а ’ е(<)==1 +Я 1/«2 ’ (16'9)
Разобьем время t  на равные промежутки т (/ =  пт); тогда вместо (Ь—а)/2п 

получим (пт—0)/2я =  т/2. Последовательно проинтегрируем (16.8) от ¿ =  0 до 
t  =  x, затем от / =  0 до < =  2т и т. д ., каждый раз используя формулу трапеций. 

Для /= т
т г

^ 1 — ̂ о + Д К ¡Л = | е (0 й .
о 5

X
Но по (16.7) ^ £ сЧ =  ^  11, следовательно, 

о
т

4 4 + ^ -  * 1 5  в (0  Л#. (16.10)
о

гдг т|>о — остаточное потокосцепление, в дальнейшем примем его равным нулю. 
Для < =  2т

2т 2т
ЧЪ +  Я $ I =  ̂  е  (0 М.

2т
Но по (16.7) ^  « <М =  у  (2»1 +  (2), следовательно,

о
2т

^  +  ̂ 4 =  (16-11)

Для 1 =  пх
пт к = п— 1

т 2  **• <1612>
Ь 4=1

Уравнение (16.12) позволяет последовательно определять ¿2, (* и т. д. 
В левой части его находятся неизвестный ток ¿я и соответствующее ему потоко-



к — п— 1
сцепление \|)„, а ^  в правой части известна по результатам подсчета за 

*= 1
предыдущие интервалы времени.

Последовательность расчета такая:
пх

1. По заданной е  (/) строят кривую  ̂ е  (/) <И.
'о

2. На рис. 16.5, б  проводят прямую ОБ под углом а  к оси абсцисс, тангенс 
которого равен Ях/2.

3. Ток ('х находят из (16.10). С этой целью на рис. 16.6 берут значение
х
^е(1)сМ, равное отрезку IV. Этот отрезок откладывают на рис. 16.5, б  и пере

мещают параллельно оси ординат до тех пор, пока один его конец не окажется 
на кривой г}7 (¿) (точка В), а другой — на прямой 0 5  (точка О). При этом отре-

Яхзок ВС равен % , отрезок СИ— ¡V Ток 1г равен отрезку ОС.
2т

4. Ток/2 находят аналогично, только в соответствии с (16.11) из  ̂ е(1)М, равного

отрезку 22' (рис. 16.6), предварительно вычитают Ях^, а затем уже перемещают 
полученный отрезок параллельно оси ординат.

Зт
5. Для определения (3 из ? е ({) с1( вычитают /?т(11 +  12) и т. д. Если е  (() —

О
1 1функция периодическая с периодом Т, то рекомендуется брать -4- Т;

если непериодическая, то т  выбирают после предварительных пробных подсчетов.
Пример 164. В схеме рис. 16.5, а Я1 =  Я2 =  20м .  Зависимость г|)=/(|) 

изображена на рис. 16.5, б .  В интервале от ( =  0 до ¿ =  0,1 с е(/)=400/, далее 
е(0  =  О.

Построить кривую [ =  / (0 . полагая начальные условия нулевыми и оста
точное потокосцепление ф0= 0 .

Р е ш е н  и е. Принимаем интервал времени т =  0,025 с. Находим Ят/2 =  0,0125. 
Результаты подсчетов сводим в табл. 16.1.

Т аб  ли  ц а  16.1

п пх
пх
/ е (О а  
0

я —1
«,Т у  (

пх п — 1
Г , л , Ял  V  г

1п1 +  Я 1/Яг ¿ - 1  к 
*= 1 0 к =  1

1 0,025 0,125 0 0,125 0,16
2 0,05 0,5 0,004 0,496 0,24
3 0,075 1,13 0,01 1,12 1,85
4 0,10 2 0,0562 1,943 15,7
5 0,125 2 0,45 1,55 4,6
6 0,15 2 0,565 1,435 3,2
7 0,175 2 0,645 1,355 2,76
8 0,2 2 0,715 1,285 2,36

По данным табл. 16.1 на рис. 16.6 построен график  ̂е  (¿) (¿), а на 
рис. 16.7, а —график ¿=/(/).

§ 16.6. Расчет переходных процессов в схемах с несколькими нелинейными 
сопротивлениями. Метод Волынкина может быть применен и к цепям с несколь



кими нелинейными сопротивлениями, а также к цепям, описываемым уравнениями 
второго, третьего и более высоких порядков.

В качестве примера рассмотрим вопрос о переходном процессе в простейшей 
цепи с двумя нелинейностями.

В схеме рис. 16.7, б  к  источнику э. д. с. е  (/) подключены последовательно 
соединенные нелинейная индуктивность (зависимость ¿=/(ф ) задана) и нелиней-

Рис. 16.6 Рис. 16.7

ное активное сопротивление с заданной в. а. х. «  =  /((')• Проинтегрируем уравне

ние цепи +  « ( 0 = е  (0  по I от 0 до /= лт, учтем, что ас
пт

^ и (/) <Н =  ~2 [2и (У  +  2и (!'а) +  . . .  +  2и (1п _ 1) +  и (<л)]•
о

В результате получим формулу, аналогичную (16.12):
пх 6 —я — 1

^ е ( ( ] М - х  2  и(1ь). (16.13)
о * = 1

Последовательность расчета по (16.13) такая же, как и по (16^12). Разница 
лишь в том, что вместо прямой — 1 (прямой ОБ) на рис. 16.5, б  следует нанести

Т /-чкривую и (г).

§ 10.7. Метод медленно меняющихся амплитуд. В электротехнике и 
радиотехнике для расчета переходных процессов широко применяют 
метод медленно меняющихся амплитуд. Этот метод был предложен 
в 1921 г. голландским ученым Ван-дер-Полем.

Рассмотрим основы этого метода на примере нелинейной цепи 
второго порядка, находящейся под воздействием периодической воз
мущающей силы.

Пусть уравнение этой цепи записано следующим образом:

ЧГ* +  %  +  “ о* =  А в т  со*. (16.14)

Под действием периодической силы с частотой со в цепи устанавли
вается вынужденное колебание, первая гармоника которого имеет 
частоту со. Полагаем, что высшие гармоники выражены слабо.



Искомая функция x(t) может быть представлена как
л: = « sin со/-|-b cos со/, (16.15)

где а  и b — медленно меняющиеся во времени амплитуды искомого 
колебания.

Медленность изменения а и b во времени определяется тем, что 
их производные по времени являются величинами первого порядка 
малости по сравнению с произведениями coa и соЬ:

Ж < ш ' ж < ыЬ- ( 16Л6)

Если это учесть, то, вместо того чтобы взять

=  acocosco/ — bfflsincoí +  sincú/—- +  cos coi— , (16.17)

можно в первом приближении принять
1 dx «=«aco cosco/ — foco sin со/. (16.18)

Аналогично, вместо того чтобы вторую производную брать в виде

~  — сo2a sin со/ — co2b cos со/ 4- со cos со/ ~  — со sin со/ -4- dt2 db dt 1
. d2a . , . , , , da ,db -f- Sin со/ -j- COS со/ +  CO COS со/ J t---- 0) sin со/ ,

пренебрежем в ней слагаемыми второго порядка малости и оставим 
слагаемые первого порядка малости. Полупим

— (ш2я +  2с о ^  sin со/ +   ̂— Ы*Ь +  2(0 cos со/. (16.19)

Обратим внимание на то, что слагаемые первого порядка малости 
оставлены в выражении для d2x/dt2 и ими пренебрежено в выраж е
нии для dx/dt. Объясняется это тем, что исследуемая цепь обладает 
малыми потерями, поэтому амплитуда второго слагаемого левой части
(16.14) относительно мала по сравнению с амплитудами первого и 
третьего слагаемых левой части (16.14).

Далее, в функцию f(x) вместо х подставим (16.15) и разложим f(x) 
в ряд Фурье. Затем умножим ряд Фурье, которым выразилось f(x ),

dxна -J- [на правую часть (16,18)]. Получимdt
A Y

f(x )¿ ¡- =  F0 (a, +  b) sin co/ +  /\¡ (a, í?)cosco/ +

+  Fa(a, b)sin2co/ +  /r4 (a, b) eos 2co/ +  . . .  (16.20)

Так как расчет ведется по первой гармонике, то постоянной состав
ляющей F0 (a, b) и высшими гармониками ряда Фурье [F3 (a, b), 
F4 (a,. b) и др.] в дальнейшем пренебрегаем.

В (16.14) подставим правую часть (16.19) вместо d2x/dt2, Fí (a,
b) sin (ùt +  F2 (a, b) cos со/ вместо f(x) dx/dt и cog {a sin со/ +  b cos со/) 
вместо col*.



Тогда (16.14) разобьется на два уравнения. Одно из них [уравне
ние (16.21)] будет выражать собой равенство коэффициентов при 
co sw í в левой и правой частях (16.14), другое [уравнение (16.22)] — 
равенство коэффициентов при sino)/ в левой и правой частях (16.14):

— 2ю ^  +  Fx (а, Ь)-\-а (со§ — со2) =  А ; (16.21)

2(0 J -  +  F 2(a, Ь) +  г>(со§-со2) =  0. (16.22)

Система уравнений (16.21) и (16.22) представляет собой два 
совместных дифференциальных уравнения, составленных относительно 
мгновенных значений медленно' меняющихся амплитуд а и Ь.

В общем случае решение системы (16,21) — (16.22) может произ
водиться методом малого параметра или методами числового интегри
рования, а также при помощи метода Волынкина. В частном случае, 
когда внешняя периодическая сила равна нулю (А = 0) и функция 
F1 (а, Ь) =  0 , система сводится к одному дифференциальному уравне
нию первого порядка:

“  °>- <|6-23>
Ранее были рассмотрены основные этапы перехода от дифферен

циального уравнения для мгновенных значений [уравнение (16.14)] 
к  дифференциальным уравнениям для медленно меняющихся амплитуд. 
Метод применим и к другим, более сложным уравнениям.

В заключение необходимо отметить, что если максимальное значе
ние слагаемого f(x)dx/dt в (16.14) (и подобных ему), выражающее 
собой падение напряжения в активном сопротивлении контура (конту
ров), соизмеримо с максимальными значениями остальных слагаемых
(16.14), то в выражении dx/di должны быть сохранены слагаемые 
первого порядка малости, которыми ранее пренебрегли. Огибающая 
колебаний определяется уравнением

/ (0 =  У  а* (О+  &* ДО-
Пример 165. Определить закон нарастания амплитуд колебаний напряжения 

на сетке лампового генератора § 15.55.
Р е ш е н и е .  Уравнение лампового генератора было выведено ранее [см. урав

нение (15.56)]:

Анодный ток ¿а выразим через сеточное напряжение ис следующим образом:

* а  =  1 а О “ Ь а  н с  —  6 “ с .

[Ср. с (15.46), см. пунктирную кривую рис. 15.27.]
Производная от анодного тока по времени

. г п ,  2*—  „ ( а ' - И и с ) - ^ .

Подставив ее в (16.56), получим

М ^  +  Щ С - а ’М +  ЗЬМи1)^ +  ис =  0.



Поделив последнее уравнение на /,С=1/а)§, где о)0— угловая частота авто
колебаний [см. формулу (15.61)], и обозначив

, М а ' - Я С  , 3 ЬМ
к' = — й Г — ' =  Ма' —ЯС’ ’ <16-24>

будем иметь

Примем x =  u c Y k ¡,  

Тогда

— ¿1 (1 — км'с) +  со5Ис =  0. (16.25)

!uc _  1 dx _ d'2u ü 1 d2x
dt V h  dt ’ d t2 Vki di2 '

A2.Y ¿ y
• ^ - - M l —x * ) ^  +  caj;* =  0. (16.26)

Множитель — ¿ i ( l  — x2) и представляет собой функцию / (х) уравнения (16.14). 
Так как на систему не действует внешняя периодическая сила и частота 

автоколебаний равна ш0, а не со, то примем, что x =  as in (ú 0¿. Таким образом,
dxЛ  «S а ш 0 COS Wot; (16.27)

¿fix da
co s cú o t—<ü$a siniü0¿ . (16.28)

Подставим (16.27) и (16.28) в (16.26), учтя, что

sin3 at0t cos о у = 0 ,2 5  (cos o V —cos 3oV):

2(o0cosq)0í — аш§ sin sin (ú0¿ — ¿iOcüo cos 0)0t +  0 ,25&xW0a 3 X

X (eos щ (  — cos ЗсооО =  0.

Так как расчет ведем по медленно меняющейся первой гармонике, то слагаемое 
с cos Зо)0/ не учитываем. Получим

2 ^  =aki  (1 — 0,25а2). (16.29)

Введем новую переменную у = 0 ,25а2. Вместо (16.29) будем иметь

dy/dt =  k1y  (\—у). (16.30)

Уравнение (16.30) представляет собой уравнение с разделяющимися перемен
ными:

kxt =  С kit — — In С„+1п — .
J  У i}—У) 1 ~У

Здесь —In С0 обозначена постоянная интегрирования;

У -с„е*«<- и -  С°е*‘'  1
!-< /  1 + С 0е*>' 1 +  Cie— ’

1 — 2 2 
Ci =  7^ ;  a  =  2 V y  =  —= = = = =  ; *  =  a  sin ®0t =  —= = = = =  sin a 0t .

C° V i  + С 1е~ к‘‘ V  l+ C je - *1'

Амплитуда напряжения на емкости изменяется во времени следующим образом:

= - g - =  ..... Я.г..........A Í . (16.31)
Vh V  i+ c ie_A*' У 3ьм.



Постоянную интегрирования определим по начальному значению ампли
туды напряжения и с . Так, если при ( = 0 и с  =  (Ус (0_), то

4 a 'M -R C  .
U‘c (0J) ‘ ЪЬМ

Мгновенное значение напряжения на емкости

ис  =  Ur  sin оУ ■=—  2 —  1/  sinci)<¿. (16.32)
С С У х + С ^ -Ы  * 36УИ

§ 16.8. Перемагничивание ферритовых сердечников импульсами тока. В устрой
ствах вычислительной техники в качестве запоминающих элементов применяют 
миниатюрные ферритовые сердечники различной формы, в частности кольцевые 
с внешним диаметром порядка 1 мм из материала с прямоугольной петлей гисте
резиса (ППГ). Через отверстия в них пропускают проводники, являющиеся одно- 
витковыми обмотками (на рис. 16.8, а  показан только один проводник). При

Т
Л

j___
» н

Рис. 16.8

записи информации по одному из проводников пропускают прямоугольный или 
почти прямоугольный импульс тока (рис. 16.8, б) длительностью всего в несколько 
десятков наносекунд или несколько микросекунд. Под действием этого импульса 
сердечник перемагничивается. Хотя в ферритовом сердечнике и отсутствуют макро
скопические вихревые токи (в нем нет замкнутых токопроводящих контуров, 
играющих роль вторичных обмоток трансформатора), перемагничивается он все же 
не мгновенно.

На длительность процесса перемагничивания сердечника при высоких ско
ростях перемагничивания решающее влияние оказывает магнитная вязкость. Она 
как бы создает внутреннее поле трения, которое влияет на процесс перемагничи
вания. Это влияние зависит от величины и скорости изменения намагниченности 
и от превышения воздействующей напряженности поля Нв„ над коэрцитивной 
силой.

При математическом описании тормозящего действия магнитной вязкости 
исходят из уравнения

Я 0 =  //вн- а - ^ - ,  (16.33)

где Н0 — напряженность поля, при котором происходит перемагничивание фер
рита с ППГ; # 0 несколько больше коэрцитивной силы Нс  по статической петле 
гистерезиса; Н0 находят опытным путем для каждого типа феррита.

Напряженность внешнего поля, вызванная током Я в11 =  /ш//, где да — число 
витков, /— длина средней магнитной линии.



Член а —̂~ учитывает тормозящее действие магнитной вязкости. Множитель
1

а = у5ГТ“ > гДе А—некоторый коэффициент; У —текущее значение намагни-

Т  '] \
ченности; ] 5 — намагниченность насыщения.

Решим уравнение (16.33) относительно ¿У/Л, заменив J  на индукцию В 
а J s на индукцию насыщения В! . Получим уравнение относительно В:

1 Г =Л( 1” 1 | ')(Яв11_Яо)- (16>34)

Это уравнение с разделяющимися переменными. Из (16.34) следует, что для 
перехода из точки 1 в точку 4 (рис. 16.8, в) под действием импульса тока I дли
тельностью должно выполняться соотношение

- ^ к [ 1 в>

Л
Если же  ̂ (Нвп — Н0) сИ < М , то изображающая точка из положения 1 после

о
прекращения действия импульса перейдет в точку 2 или 3 или им подобную 

[конечное состояние зависит от величины ^ (Нвн—Н0) сИ и амплитуды импульса

тока]. Из состояния 1 в состояние 4 сердечник может быть переведен и иным 
путем — путем воздействия на него несколькими следующими друг за другом

V
импульсами одинаковой полярности, для каждого из которых  ̂ (Я вн — Н0) с И с М .

о
После первого импульса рабочая точка перейдет из положения 1, скажем , в поло 
жение 2, после второго из 2 —в 3 и затем из 3 — в 4.

§ 16.9. Определение фазовой плоскости и характеристики областей ее приме
нения. Качественное исследование процессов в нелинейных электрических цепях, 
описываемых дифференциальными уравнениями первого и особенно второго поряд
ков, в ряде случаев производят с помощью фазовой плоскости.

Фазовой плоскостью (ф. п.) называют плоскость, по оси абсцисс которой откла
дывают исследуемую величину (назовем ее х), а по оси ординат — производную 
от исследуемой величины сЬс/еМ (последнюю принято обозначать у) .

В литературе можно встретить и другие виды фазовых плоскостей: 1) когда 
по оси абсцисс откладывается какая-либо одна величина (например, ток первой 
ветви), а по оси ординат—другая величина (например, напряжение на емкости 
во второй ветви); 2) когда по оси абсцисс откладывается амплитуда синусной 
составляющей колебания, а по оси ординат — амплитуда косинусной составляющей 
колебания и т. д.

В каждой конкретной задаче под х понимают либо ток, либо напряжение, 
либо заряд, либо индукцию. Любому сочетанию значений х и у  исследуемой цепи 
соответствует вполне определенная точка ф. п.

Для качественного исследования процессов в электрических цепях, описывае
мых уравнениями третьего порядка, применяют трехмерное фазовое пространство. 
На одной оси декартовой системы этого пространства откладывают значение ф унк
ции х, на другой —¿дс/^ на третьей — Рх/йР.

Качественное исследование — это выявление общих свойств исследуемой цепи 
без интегрирования нелинейного дифференциального уравнения. Под общими 
свойствами понимают обычно зависимость характера переходного процесса от началь-



ных условий, возможность возникновения в схеме автоколебаний, резонансных 
явлений, автомодуляции, а также устойчивость перечисленных режимов и режи
мов равновесия.

Все эти вопросы в ряде случаев можно решить и иным путем, без привлече
ния ф. п. Применение последней делает исследование более наглядным и оправдано 
в тех случаях , когда объем работы соизмерим или меньше объема работы при 
решении тех же задач иными методами.

Обычно ф. п. применяют для исследования процессов в электрических цепях, 
содержащих источники постоянной э. д. с. и не содержащих источники периоди
ческой э. д. с. Однако ее можно использовать и для исследования процессов 
в цепях, содержащих источники синусоидальной (постоянной) э. д. с., если пред
варительно перейти от уравнений, составленных для мгновенных значений, к урав
нениям для медленно меняющихся составляющих (величин).

§ 16.10. Интегральные кривые, фазовая траектория и предельный цикл. Зави
симость y  — f(x ) ,  получаемая из решения дифференциального уравнения системы, 
представляет собой семейство кривых на фазовой плоскости, соответствующих 
различным значениям постоянных интегрирования. Кривые y  =  f(x ) ,  соответствую
щие различным начальным условиям, называют интегральными кривыми.

Начальное положение изображающей точки на ф. п. определяется значениями х 
и dx/dt =  y  при t== 0.

Интегральную кривую, проходящую через точку ф. п. с заданными началь
ными условиями, называют фазовой траекторией.

Вид фазовой траектории зависит от конфигурации схемы, характера нелиней
ности и соотношения между параметрами.

Если процесс в цепи является периодическим, то через интервалы времени,
равные периоду процесса, соот
ветствующие друг другу значе
ния х и dx/dt—y  повторяются 
и фазовая траектория $  этом 
случае является замкнутой кри
вой. Замкнутую фазовую траек
торию называют предельным 
циклом.

Если интегральные кривые 
и снаружи и изнутри навивают
ся на предельный цикл, то его 
называют устойчивым, если уда

ляются от него — неустойчивым. Если же процесс непериодический, то фазовая 
траектория представляет собой незамкнутую кривую.

Фазовую траекторию можно наблюдать на экране электроннолучевого осцил
лографа. С этой целью на одну пару отклоняющих пластин его подают исследуе
мую величину х, а на другую па р у — производную от х.

'-1=Н Н/f С

a) 6)
Рис. 16.9

§ 16.11. Изображение простейших процессов на фазовой плоскости. Рассмот
рим несколько простейших примеров на описание процессов в линейных цепях.

Требуется изобразить на фазовой плоскости переходный процесс в схеме 
рис. 16.9, а, вызываемый при нулевых начальных условиях замыканием ключа. 
Обозначим i —ток в цепи, ис  — напряжение на емкости. В уравнение цепи Ri + -

du c
+  Uç — Е вместо i подставим С  ̂ :

du r
/?с^ Г + “с = £ -

Положим ис  =  х, d u c ld t  =  dx ld t =  y ,  тогда
y  — (E—x)IRC.

Последнее уравнение описывает прямую ab рис. 16.9, б, которая является 
фазовой траекторией рассматриваемого процесса. Точка b —это точка равновесия.



В качестве второго примера рассмотрим изображение синусоидального колеба
ния i — I m sin со/ (рис. 16.10, а).

Обозначим t =  jc, тогда
у =  dx / d t= соI m cos со/,

т. е. * = / m sinco/; i/=co/m cosco/.
Разделив первое уравнение на 1т , второе — на ю 1т, возведя в квадрат полу

ченные выражения и сложив их, получим уравнение эллипса:
(xllm)* +  [y/(alm) Р= 1-

Следовательно, изображением синусоидального процесса (фазовой траекторией) 
на ф. п. является эллипс (рис. 16.10, б).

Направление движения изображающей точки показано стрелкой. В верхней

полуплоскости (/ =  —  >  0; следовательно, изображающая точка движется в сторону

л dx „увеличения координаты х. В нижнеи полуплоскости у = ^ - < 0 ,  поэтому изобра
жающая точка движется в сторону уменьшения коор
динаты х. В целом перемещение изображающей точки 
на ф. п. происходит всегда по часовой стрелке.

§ 16.12. Изоклины. Особые точки. Построение 
фазовых траекторий. Тангенс угла наклона, образо
ванного касательной к интегральной кривой в неко
торой точке ф. п. и осью абсцисс, определяет вели
чину dy/dx в этой точке. Совокупность точек ф. п., 
для которых dy/dx =  c o n ú ,  называют изоклиной. На 
ф. п. можно провести множество изоклин, для каждой 
из которых свое значение dy/dx.

Для всех точек ф. п., отображающей процессы в 
цепи второго порядка (кроме особых точек), dy/dx 
имеет вполне определенное значение. В особых точках 
(о. т.) dy/dx: =  0/0, т. е. не определено. Через эти точ
ки может быть проведено множество изоклин с раз
личными значениями dy/dx.

Особые точки классифицируют по виду интег
ральных кривых, окружающих эти точки.

Если о. т. окружена эллипсами (рис. 16.11, а), то ее называют о. т. типа 
центр; она соответствует двум мнимым корням характеристического уравнения.

Если о. т. окружена свертывающейся спиралью, то ее называют устойчивым 
фокусом (рис. 16.11,6); ей соответствуют 
цательной действительной частью.

Рис. 16.10

комплексно-сопряженные корни с отри-

Рис. 16.11

Если о. т. окружена раскручивающейся спиралью —неустойчивый фокус 
(рис. 16.11, в), то ей соответствуют комплексно-сопряженные корни с положитель
ной действительной частью.

Если корни отрицательные и действительные, то о. т. типа устойчивый узел 
(рис. 16.11, е). При положительных действительных корнях получают о. т. типа 
неустойчивый узел (рис. 16.11,5).



Когда один корень положителен, а другой отрицателен, о. т. типа седло 
(рис. 16.11, ё).

Пример 166. В цепи рис. 16.12, а  ключ замыкают при нулевых начальных 
условиях; Е — 1 В, # = 1  Ом, ¿ = 1  Г, С = 1  Ф.

Вывести формулу для построения семейства изоклин для напряжения на 
емкости и с . Определить положение и тип о. т. Построить фазовую траекторию 
переходного процесса.

Р е ш е н и е .  В уравнении цепи

d  / du r  \ dur
LCI t { - 4 f )  +  RC-d T +uc = E'
du с

Заменим ис  на- х, -, - на у,d t

d  . . d y  dx du
(У) на ~т~ ~тг =  y - r~  и d t  dx d t  dx

учтем, что L =  /? =  C =  £ =  1. Решим уравнение y  ~  +(/ +  дг= 1 относительно y  
и относительно dy/dx:

1 — х
(а)у  1 +  (dy/dx) •

d y  _  l —x — y  
dx и (б)

Из уравнения (б) следует, что координаты особой точки (/ =  0, х —1. После
довательно придавая dy/dx значения 0, 1, 2........ со, — 1, — 2, . . .  , строим семей
ство изоклин (рис. 16.12, б). Все изоклины проходят через о. т. и представляют 
собой прямые линии (цепь линейна). Масштабы по осям х и у  приняты одинако
выми. Черточки на каждой изоклине характеризуют значение dy/dx для нее.

Так как  х (0) =  и с  (0 )= 0  и у  (0) =  (^ис /^^0 =  0, т о к  началу процесса изобра
жающая точка находится в начале координат.

В установившемся режиме х = 1  и у = 0 .
Д ля построения интегральной кривой из исходной точки х — у  — 0 проводим 

два луча до пересечения с изоклиной d y ¡dx — 1 в точках т и п .  Первый луч 
соответствует значению dy ¡dx  =  o o  той изоклины, с которой начинается движение, 
второй — значению dy/dx=  1 следующей изоклины, на которую точка перейдет. 
Делим расстояние тп  пополам и проводим через исходную и полученную точки



плавную кривую —кусочек фазовой траектории. Продолжаем аналогичный процесс 
далее и строим всю фазовую траекторию в виде свертывающейся спирали.

Особая точка в примере является устойчивым фокусом. Время в явном виде 
на фазовой плоскости не отражено.

Временные зависимости х=/(/) по фазовой траектории у  =  с1х1(Н — ф (я) полу- 
х

чают по формуле / =  ̂ ' йх/у (х), где х0— начальное значение х, х —текущее.
*0

В окрестности точки пересечения кривои ф (х) с осью абсцисс подынтеграль
ное выражение стремится к бесконечности. Чтобы избежать планиметрирования 
площади под кривой, уходящей в бесконечность при ф (х) ->-0, подсчет времени А( 
на этом участке производят по средней скорости фср (х) на этом участке: Д< =  
=  Д-к/фср (х).

Примеры применения ф. п. при анализе процессов в нелинейных цепях при
ведены, например, в [20].

Вопросы для самопроверки

1. Охарактеризуйте известные Вам группы методов расчета переходных про
цессов в нелинейных цепях. 2. У кажите, в чем положительные и в чем отрица
тельные стороны расчетов по мгновенным значениям и по огибающим первых 
гармоник, графо-аналитических и аналитических методов? 3. Почему метод рас
чета, основанный на графическом подсчете определенного интеграла, неприменим 
дажо для цепей первого порядка, если вынуждающая сила является функцией 
времени? 4. Почему метод интегрируемой нелинейной аппроксимации не удается 
применить к электрическим цепям, описываемых уравнениями второго и более 
высоких порядков? 5. Чем физически можно объяснить, что при подключении 
линейной цепи к источнику синусоидальной э. д. с. максимальное значение 
тока при переходном процессе не может превысить удвоенного значения ампли
туды тока установившегося режима, тогда как при подключении цепи «I? — нели
нейная индуктивность» к источнику синусоидальной э. д. с. это превышение 
может быть во много раз больше? 6. Покажите что метод расчета переходных 
процессов, основанный на замене определенного интеграла приближенной суммой 
по формуле трапеций, применим к  уравнениям второго, третьего и более высоких 
порядков. 7. Охарактеризуйте идею метода медленно изменяющихся амплитуд. 
8. Как расчетным путем учитывают магнитную вязкость при перемагничивании 
ферритовых сердечников импульсами тока?

ГЛАВА СЕМНАДЦАТАЯ

ОСНОВЫ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ
РЕЖИМОВ РАБОТЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ

§ 17.1. Устойчивость «в  малом» и «в  большом». Устойчивость 
по Ляпунову. Режим работы электрической цепи, содержащей нели
нейные сопротивления, может быть либо устойчивым, либо неустойчи
вым. Как правило, режим работы большинства электрических цепей 
является устойчивым и в значительно меньшем числе случаев — неус
тойчивым.

Различают устойчивость «в малом» и устойчивость «в большом».
Под устойчивым режимом работы  «в малом» понимают такой, при 

котором достаточно малое отклонение режима работы от исходного 
(установившегося) — независимо от того, какими причинами оно выз
вано, — с течением времени уменьшается и система возвращается
з исходное состояние.



При неустойчивом режиме работы «в малом» достаточно малое 
отклонение с течением времени увеличивается и система не возвра
щается в исходное состояние.

Устойчивым «в большом» называют такой режим работы, при кото
ром система, получив достаточно большое начальное отклонение, возвра
щается в исходное состояние после прекращения действия возмуще
ния.

Если при достаточно большом отклонении от исходного состояния 
по прекращении действия возмущения система не возвращается в исход
ное состояние, то ее называют системой, неустойчивой «в большом».

Различие между устойчивостью «в малом» и устойчивостью «в боль
шом» можно проиллюстрировать с помощью рис. 17.1, а. На этом 
рисунке изображен желоб с помещенным в нем шариком. Если шарик 
толкнуть так, что он переместится из положения / в положение 2, 
а затем предоставить его себе самому, то под действием силы тяжести

шарик возвращается в исходное 
положение (положение равнове
сия). Если шарик толкнуть с 
большей силой, то он пройдет 
через положение 3  и выскочит 
из желоба. Таким образом-, си
стема рис. 17.1, а  устойчива «в 
малом» и неустойчива «в боль
шом».

В литературе можно встретить 
также термин «устойчивость по 

Ляпунову». Системой, устойчивой по Ляпунову, называют систему, 
для которой можно указать область допустимых отклонений [область 
6 (е) на рис. 17 .1 ,6 ] от состояния равновесия (точки 0), для которой 
ни одно из движений, начинающихся внутри области б, никогда 
не достигнет границ некоторой заданной области е.

Величина области б зависит от величины области е.
В нелинейных электрических цепях в общем случае возможны сле

дующие режимы (типы движения): 1) состояние равновесия; 2) перио
дическое движение при отсутствии в системе источников периодической 
э. д . с. (тока) — автоколебания; 3) периодическое движение с час
тотой источника периодической э. д. с. (тока) — вынужденные колеба
ния; 4) резонансные явления на высших, низших и дробных гармо
никах; 5) квазипериодические (как бы периодические) процессы по типу 
автомодуляции, а такж е ряд других, более сложных типов движе
ний. Каждый из этих режимов (типов движений) может быть иссле
дован на устойчивость.

В большинстве практических задач производят исследование устой
чивости «в малом». Исследование устойчивости «в большом» произво
дят путем анализа хода интегральных кривых на фазовой плоскости 
или путем использования «второго метода Ляпунова». Основы теории 
устойчивости были разработаны крупнейшим русским математиком 
А. М. Ляпуновым в 1892 г. и изложены в его книге «Общая задача
об устойчивости движения».

а) В)

Рис. 17.1



§• 17.2. Общие основы исследования устойчивости «в  малом».
Общие основы исследования устойчивости «в малом» применимы ко всем 
или почти ко всем известным в настоящее время типам движения. 
В каждом конкретном случае возможны некоторые особенности при 
применении общих'принципов.

Для исследования устойчивости исследуемой величине х (величи
нам) дают малое приращение Ах, развертывают уравнение, описываю
щее процесс, в ряд по степеням малого приращения Ах и ввиду 
малости Дл: отбрасывают все члены ряда, содержащие Дл: в степенях 
выше первой.

В полученном уравнении (уравнениях) выделяют слагаемые, содер
жащие Дл: и  производные от Дл: по времени, и образуют из них 
дифференциальное уравнение (уравнения) относительно Ах. Уравнение 
относительно Ах алгебраизируют, получают характеристическое урав
нение и определяют его корни.

Если хотя бы один корень характеристического уравнения поло
жителен или положительна действительная часть комплексно-сопряжен
ных корней, то это свидетельствует о том, что возникшее приращение 
Ах будет не убывать, а возрастать по времени, т. е. исследуемое дви
жение является неустойчивым.

Если же все действительные корни характеристического уравнения 
отрицательны, а все комплексно-сопряженные корни имеют отрицатель
ную действительную часть, то исследуемое движение является устой
чивым.

Характеристическое уравнение, составленное относительно прира
щения Ах, для системы второго порядка имеет вид

а0рг +  а1р +  а2 =  0 ; 

для системы третьего порядка

а0р3 +  а грг +  агр +  а3 =  0 .

Для суждения о характере корней характеристического уравнения 
разработано несколько математических критериев. Воспользуемся кри
терием Гурвица (Рауса —Гурвица).

Критерий (теорема) Гурвица состоит в следующем: для того чтобы 
действительные части корней характеристического уравнения были 
отрицательными, необходимо и достаточно, чтобы все диагональные 
миноры (Дь  Д2, . . . ,  Д „-1) определителя Гурвица (Д„) были больше 
нуля.

Определитель Гурвица

1 а3 аъ . . .  0
0 а4 . . .  0
) <*1 а3 . . .  0

• ип



Следовательно, условия отрицательности действительных частей 
корней характеристического уравнения выражают следующим образом:

Д х — Д 2
а , а3 
а0 @2

=  а 1а 2 - а 0а3>  0 ;

Дз —
ах а3 
а0 
0

аъ

а3
> 0  и т. д.

Сам определитель Гурвица Л„ составляют так:
1) по главной диагонали определителя в порядке возрастания индек

сов вписывают коэффициенты от ах до ап\
2 ) в ту часть каждого столбца, которая расположена выше глав

ной диагонали, вписывают коэффициенты в порядке возрастания 
индексов;

3 ' в ту часть каждого столбца, которая расположена ниже глав
ной диагонали, вписывают коэффициенты в порядке уменьшения индек
сов (до а0 включительно).

Следствием теоремы Гурвица является лемма: все коэффициенты 
характеристического уравнения (а0, аъ а2, . . . ,  ап) устойчивой системы 
положительны.

Из изложенного вытекает, что для системы с характеристическим 
уравнением второго порядка положительные вещественные, корни (или 
комплексно-сопряженные с положительной действительной частью) имеют 
место в том случае, если какой-либо из коэффициентов уравнения 
(а0, а1у а2) окажется отрицательным. Для системы с характеристичес
ким уравнением третьего порядка положительные вещественные корни 
(комплексно-сопряженные с положительной действительной частью) 
будут в том случае, если: а) какой-либо из коэффициентов (а0, а ь аг) 
окажется отрицательным; б) а1а 2 — аьа3< .0.

Аналогичные заключения могут быть сделаны и для систем с харак
теристическими уравнениями более высоких порядков.

Коэффициенты а0, а ъ а2, . . .  могут оказаться отрицательными 
в следующих основных случаях:

а) когда в состав исследуемой на устойчивость системы входят 
нелинейные активные сопротивления, обладающие падающим участком 
характеристики, и когда точка равновесия оказывается на падающем 
участке характеристики;

б) в схемах с чрезмерно большим воздействием выходной величины 
на входную (в схемах с чрезмерно большой положительной обратной 
связью). В этом случае поступление энергии из выходной цепи во вход
ную превышает потребление энергии во входной цепи и приращение 
Ах возрастает;

в) в схемах с управляемыми нелинейными индуктивностями (или 
нелинейными емкостями) при наличии неявно (в некоторых случаях 
и явно) действующих обратных связей. В таких схемах обратные связи 
при определенных условиях приводят к появлению на характеристиках 
нелинейных индуктивностей (нелинейных емкостей) падающих участков.



Режим работы системы может оказаться неустойчивым, если изобра
жающая точка окажется на падающем участке характеристики управ
ляемой нелинейной индуктивности (управляемой нелинейной емкости).

§ 17.3: Исследование устойчивости состояния равновесия в систе
мах с постоянной вынуждающей силой. Когда рабочая точка по 
постоянному току окажется на падающем участке в. а. х ., то состоя
ние равновесия в системе при определенных условиях может оказаться 
неустойчивым.

При исследовании устойчивости нелинейное сопротивление заме
няют расчетной схемой — схемой замещения. Она должна учитывать 
свойства НС как при медленных (при со->0), так и при весьма быст
рых (при со —>■ оо) малых приращениях тока и напряжения на НС.

Свойства НС при и -> 0 определяются самой в. а. х. НС, снятой 
при постоянном токе, на падающем участке которой дифференциаль
ное сопротивление /?д < 0 .

Если к НС подвести некоторое постоянное напряжение или через 
него пропустить некоторый постоянный ток такой величины, чтобы 
рабочая точка находилась на падающем участке в. а. х ., и затем воз
действовать на НС синусоидальным напряжением или током малой 
амплитуды, то сопротивление Z (/со), оказываемое НС синусоидальной 
составляющей малой амплитуды, будет представлять собой комплекс
ное число. Опыт показывает, что при достаточно большой со действи
тельная часть этого сопротивления оказывается положительной, т. е. 
Ие 2  (/и) >  0. Объясняется это тем, что физические процессы в самом 
НС являются процессами инерционными, причем инерционность все 
сильнее проявляется с ростом частоты.

В одних НС инерционность вызвана тепловыми процессами, в дру
гих — процессами накопления энергии в электрическом и (или) магнит
ном полях, в-третьих — процессами ионизации и деионизации (которые 
такж е протекают не мгновенно), в-четвертых — инерционностью про
цессов диффузии носителей тока и емкостью, обусловленной объемными 
зарядами. Но чаще всего инерционность есть следствие, нескольких 
взаимно связанных друг с другом процессов.

Таким образом, схема замещения НС, когда точка равновесия 
находится на падающем участке характеристики, по отношению к малым 
приращениям должна быть такой, чтобы при ш->-0 Н е2 (/Чо) =  ./?д <; 
< 0 , а при со->-оо Н е2 (/о ))> 0.

На рис. 17.2, а изображена одна из возможных схем замещения 
для НС с Б-образной в. а. х. (рис. 17.2, б), удовлетворяющая пере
численным условиям. В этой схеме ¿„ — некоторая малая индуктив
ность, которую часто называют «паразитной», #доб >  | # д | >  0 — неко
торое добавочное активное сопротивление.

На рис. 17.2, в изображена одна из возможных схем замещения 
для НС с Ы-образной в. а. х. (рис. 17.2, г). В ней Сп — некоторая 
малая емкость, называемая часто «паразитной», и 7?д0б >  0 — некоторое 
добавочное активное сопротивление. Параметры Ьп и /?ДОб, а также Сп 
и Ядоб зависят от физических процессов в НС и изменяются при пере
ходе из одной точки на падающем участке в. а. х. в другую.



§ 17.4. Исследование устойчивости автоколебаний и вынужден
ных колебаний по первой гармонике. В качестве исходных при иссле
довании устойчивости автоколебаний и вынужденных колебаний обычно 
служат уравнения, получаемые по методу медленно меняющихся 
амплитуд (см. § 16.7). Однако в тех случаях, когда напряжение на 
каком-либо элементе (ток в исследуемой цепи) резко отличается по 
форме от синусоиды, например имеет пикообразную форму, исследо
вание устойчивости целесообразно проводить по средним за полпе
риода значениям величин.

а) S) г)
Рис. 17.2

Если через а и Ь обозначить медленно меняющиеся амплитуды 
синусной и косинусной составляющих исследуемого колебания, то из 
исходных уравнений системы можно получить два уравнения для 
медленно меняющихся амплитуд:

da/dt =  А (а, Ь); (17.1)

db/dt =  В (а, Ь). (17.2)

Здесь А  и В являются функциями амплитуд а и Ь, функциями 
всех параметров схемы, угловой частоты колебаний со и амплитуды 
вынуждающей силы. Обозначим значения а и Ь в установившемся 
режиме (когда амплитуды не изменяются во времени) через а0 и Ь0. 
Для определения а0 и Ь0 в (17.1) и (17.2) следует положить da/dt =
— О и db/dt — 0 и решить систему уравнений:

А (а0, Ь0) =  0 ; 

В (а0, Ь0) =  0.

(17.3)

(17.4)

Пусть в результате возмущения амплитуды колебания получили 
малые приращения Д а и АЬ и стали равными: а  =  а 0 +  Да и 6 =  &„ +  
+  А Ь.

Подставим эти значения а и Ь в (17.1) и (17.2), развернем А (а0 +  
+  Да, Ь0-\-АЬ) и В (а 0 +  Ла, Ь0 +  АЬ) в ряд Тейлора по малым прира
щениям Да и АЬ и в силу малости приращений ограничимся слагае
мыми ряда с первыми степенями Да и АЬ. Получим:

•'4(а о 4 'Д а > Ь0-\-АЬ) =  А (аа, Ь0) АаАх Д6В1( (17.5)

Б (а 0 +  Да, Ь0 +  АЬ) =  В (а0, Ь0) + ДаЛ2 +  АЬВг. (17.6)



Для сокращения записи обозначено:

м 5ч н . >  « . - № 1 - о « »
Индекс у  свидетельствует о том, что в частные производные должны 

быть подставлены значения а и Ь установившегося режима, т. е. а0 
и Ь0.

Коэффициенты Л 1( Ви Л2, В2 являются функциями а0 и Ь0, но 
не являются функциями приращений Да и ДЬ. Подставим правые 
части (17.5) и (17.6) в (17.1) и (17.2), учтя при этом (17.3) и (17.4),
а также то, что Дд> =  ^  и

а с  а с  а с  а с
В результате получим два уравнения:

dAa/dí =  /4jAa +  S jA b ; (17.9)
dAb/dt =  Л 2Да +  B2Ab. . (17.10)

Алгебраизируем их:
pAa =  А ХД a +  BtAb; (17.9a)

pAb — A 2Aa +  B2Ab. (17.106)

Составим характеристическое уравнение

p2 +  mp +  q =  0, (17.11)

m =  — (Лх +  Лг); (17.12)

Я ~  А 1^2 ^ 1^ 2* (17.13)

где

В соответствии с критерием Гурвица для затухания приращений 
Аа и АЬ необходимо, чтобы

т >  0, <7> . 0. * (17.14)
В автоколебательных системах периодические вынуждающие силы, 

как правило, отсутствуют, поэтому обычно можно взять b =  0 , т. е. 
взять колебание в виде a (t) sin <at (см. пример 165). В этом случае 
вместо двух уравнений (17.9) и (17.10) будет одно уравнение

dAa/dt =  A lAa, * (17.15)
где

Ít t L -  • 07.16)М ! а о
Для устойчивости автоколебаний в этом случае необходимо выпол

нение условия Л ! < 0 .
Пример на исследование устойчивости автоколебаний по формуле

(17.15) см. в § 17.6*.

* Исследование устойчивости вынужденных колебаний на высших гармониках 
и субгармониках, процессов в цепях с переменными во времени параметрами, 
а также исследование устойчивости процессов автомодуляции даны, например, в ¡2 1 1.



§ 17.5. Исследование устойчивости состояния равновесия в генераторе релак
сационных колебаний. Релаксационные колебания  представляют собой автоколеба
ния, при определенных условиях возникающие в нелинейных электрических цепях 
с одним накопителем энергии, например в цепи с одной емкостью (без индуктив
ности) или в цепи с одной индуктивностью (без емкости).

На рис. 17.3, а  изображена принципиальная схема генератора релаксационных 
колебаний. Она состоит из источника постоянной э. д. с. Е, линейного сопротив
ления 1?, емкости С и параллельно соединенного с ней нелинейного сопротивле
ния НС, имеющего в. а . х. Б-образной формы.

В качестве НС с такой в а. х. могут быть взяты неоновая лампа или тира
трон. На рис. 17.3, б дана схема генератора с неоновой лампой.

Кривая 1 рис. 17.3, в представляет собой в. а. х. неоновой лампы, прямая 2 — 
в. а. х. линейного сопротивления К.

К

а)

\НС
ф '

! )

Если бы не было релаксационных колебаний, то режим работы определился бы 
точкой т пересечения кривой 1 и прямой 2.

Для этой точки сумма падений напряжений на НС и К в соответствии со втон 
рым законом Кирхгофа равна э. д. с. Е.

Точку т  будем называть точкой равновесия. Она определяет режим работы» 
схемы при прохождении по сопротивлению К и неоновой лампе постоянного 
тока.

Убедимся в том, что режим работы, определяемый точкой т, является неустойн 
чивым режимом: достаточно ничтожно малого отклонения от состояния равнове
сия, чтобы изображающая точка «ушла» из точки т  и не возвратилась в нее. 
В схеме начнутся релаксационные колебания.

Для того чтобы убедиться в неустойчивости состояния равновесия, составим 
линейную схему замещения релаксационного генератора.

Так как НС имеет Б-образную в. а . X., то в схеме для исследования устой
чивости оно имитировано (в соответствии с § 17.3) дифференциальным сопротив
лением Яд и последовательно с ним включенной малой паразитной индуктивно
стью Ь„, зашунтированной активным сопротивлением й доб-

Дифференциальное сопротивление /?д в точке т пропорционально тангенсу 
угла а  на рис. 17.3, в  и является отрицательной величиной.

Источник э. д . с. в схеме замещения рис. 17.3, г  не включен, так как иссле
дуется поведение схемы в режиме приращений по отношению к режиму, опреде< 
ляемому точкой т.



1
д̂обР̂ -п R

7-аЬ (р) —
Ср

Ядоб+Р^Г. Л+1/Ср
Характеристическое уравнение цепи

р г1*лС Я  (/?д0б +  Яд) +  Р [¿„ (Я +  Я доб +  Яд) +  СЗДдобЯд] +  Я Доб (Я +  Я д) =  0.

Так как рабочая точка находится на падающем участке в. а . х. НС, то 
/? >  /?д и поэтому свободный член положителен. Из условия Не 1  (/со) >  0 при 
со-»-оо следует, что #д0б>|Яд|> поэтому коэффициент при р2 тоже положителен. 
Состояние равновесия будет неустойчивым, если коэффициент при р  окажется 
отрицательным, т. е. при

¿п (Я+Ядоб+Яд) +  СДЯДобКд<0.
Рассмотрим последовательность смены состояний при релаксационных коле

баниях.
Пусть в схеме рис. 17.3, б  при нулевых начальных условиях замыкается 

ключ К ■ Емкость С начнет заряжаться, и напряжение на ней будет расти 
(рис. 17.4, а). Так как емкость и неоновая лампа 
НЛ включены параллельно, то в любом режиме 
работы напряжения на них одинаковы. Как толь
ко напряжение на емкости возрастет до величины, 
равной напряжению зажигания и3 неоновой лам
пы, последняя зажжется и ток в ней возрастет от 
нуля до [4 (рис. 17.4,6).

Емкость быстро разрядится через НЛ, внут
реннее сопротивление которой мало по сравнению с 
сопротивлением Я. При этом изображающая точка 
на в. а. х. НЛ переместится из точки 4 в точку 1.
В точке 1 напряжение на НЛ равно напряжению 
гашения ее иг, поэтому неоновая лампа гаснет и 
ток в ней становится равным нулю (точка 2).

Далее емкость вновь заряжается до напряже
ния и3, НЛ снова зажигается и процесс повторяется.

Траектория движения изображающей точки на 
рис. 17.4, б  образует замкнутую петлю 12341.

Следует подчеркнуть, что если условия воз
буждения колебаний в схеме выполнены, то раз
мах колебаний напряжения на емкости не зависит от нагрузки /? и э. д. с. Е и 
определяется только напряжениями зажигания и3 и гашения иг НЛ. Период 
колебаний равен сумме времени зарядки и времени разрядки емкости и зависит от 
э. д. с. Е, емкости С, сопротивления Я  и внутреннего сопротивления НЛ. Об
ратная связь в схеме находит свое выражение в том, что емкость управляет 
режимом работы НЛ.

Рис. 17.4

§ 17.6. Исследование устойчивости периодического движения в ламповом гене
раторе синусоидальных колебаний. Рассмотрим вопрос об исследовании устойчи
вости синусоидальных колебаний в ламповом генераторе (см. рис. 15.40). С этой 
целью воспользуемся формулами (16.24) и (16.29)-.

В соответствии с (16.29) производная от  ̂амплитуды колебаний

А (а) =  da/dt — 0,5а&х (1 —0,25а2).

В установившемся режиме работы амплитуду колебаний обозначим аи. Д л я  
определения а0 приравняем da/dt нулю и решим уравнение 1— 0,25а§ =  0. Отсюда
Gq = 2.

В соответствии с § 17.4 для исследования устойчивости периодического дви
жения a  sin a t  в автоколебательной системе, на которую не воздействует внеш няя 
периодическая сила частотой ш, достаточно найти знак производной dA (a)/da  при



Ранее [см. уравнение (16.32)] было выяснено, что а'М  >  /?С и ^ > 0 ,  таи 
как  только в этом случае амплитуда колебаний представляет собой вещественную 
величину.

Следовательно, {ЛА (а)!йа)а _ а < 0 .  Процесс устойчив.

Вопросы для самопроЕерки

1. Дайте определение системы, устойчивой в малом, устойчивой в большом, 
устойчивой по Ляпунову. 2. Изложите общие основы исследования устойчивости 
в малом. 3. Как по коэффициентам характеристического уравнения, составленного 
для малых приращений, можно судить об устойчивости системы? 4. В каких 
группах электрических цепей можно ожидать неустойчивых режимов работы?
5. Изобразите схемы замещения НС с в. а. х. Б- и М-типа для исследования 
устойчивости, когда изображающая точка оказывается на падающем участке 
в. а . х . этих сопротивлений. Покажите, что для этих схем выполняются условия 
Яе 1  (/со) < 0  и Ие 2 (/ш) >  0. 6. Изложите идею исследования устойчивости

ш-»0 ш-»оо
вынужденных колебаний и автоколебаний.

ГЛАВА ВОСЕМНАДЦАТАЯ

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ С ПЕРЕМЕННЫМИ
ВО ВРЕМЕНИ ПАРАМЕТРАМИ

§ 18.1. Элементы цепей. Электрические цепи с переменными во 
времени параметрами представляют собой электрические цепи, в состав 
которых входят активные сопротивления, индуктивности, емкости и

взаимные индуктивности, из
меняющиеся во времени (если 
в состав цепи входит хотя бы 
одно изменяющееся во време
ни сопротивление, то она при
надлежит к рассматриваемому 
классу цепей).

Угольный микрофон — про
стейшее изменяющееся актив
ное сопротивление (рис. 18.1, а). 

Сопротивление его является функцией звукового давления, оказывае
мого мембраной на порошок графита.

Индуктивная катушка с незамкнутым ферромагнитным сердечни
ком, который выдвигается из катушки и вдвигается в нее (рис. 18.1, б),— 
пример переменной во времени индуктивности.

Конденсатор, пластины которого раздвигаются и сдвигаются, не 
соприкасаясь (рис. 18.1, в ) ,— пример емкости, изменяющейся во вре
мени.

Две индуктивные катушки Ьх и (рис. 18.1, г), взаимное распо
ложение которых меняется во времени (например, если одна из них



вращается вокруг своей оси, перпендикулярной рисунку), — пример 
взаимной индуктивности, меняющейся во времени.

Изменение параметров цепи во времени может происходить под 
действием внешней механической силы или чисто электрическим путем.

Параметр цепи может изменяться во времени периодически и 
непериодически. Рис. 18.2, а  —в иллюстрирует несколько различных 
периодических законов изменения параметров.

I

§ 18.2. Некоторые общие свойства электрических цепей. Несмотря 
на то что цепи с переменными во времени параметрами являю тся 
линейными цепями (описываются линейны
ми дифференциальными уравнениями), они 
обладают свойствами, сближающими их с о) 
нелинейными цепями.

Переменные во Бремени сопротивления, 
подобно нелинейным сопротивлениям, яв 
ляются генераторами высших гармоник то
ка и напряжения. В силу этого в цепях с 
переменными параметрами протекают токи 
не только тех частот, которые имеют источ
ник вынуждающей силы и переменная со
ставляющая сопротивления, но и токи мно- Рис. 18.2 
жества других частот.

Благодаря этому в цепях с переменными параметрами при наличии 
в их составе индуктивностей и емкостей могут возникать резонансные 
явления на высших и низших гармониках при отсутствии гармоник 
данной кратности у источника э. д. с.

Обратим внимание на то, что амплитуды отдельных гармони^ тока 
в цепях с переменными параметрами линейно зависят от амплитуд 

остальных гармоник (в нелинейных цепях ана
логичная зависимость нелинейна).

Наряду с этим цепи с переменными во вре
мени параметрами обладают линейными свойства
ми, принципиально отличающими их от нели
нейных цепей. Т ак, в цепях с переменными во 
времени параметрами амплитуды гармоник тока 
и напряжения пропорциональны амплитуде вы
нуждающей силы. Другими словами, если 

э. д. с. источника увеличить вдвое, то и амплитуды токов и напря
жений увеличатся вдвое. В цепях с нелинейными сопротивлениями, 
где имеет место насыщение, такой пропорциональности, как известно, 
нет.

Ранее говорилось, что переменное' сопротивление является генера
тором высших гармоник тока. Убедимся в этом на простейшем при
мере. На рис. 18.3 изображена схема, состоящая из источника по
стоянной э. д. с. Е и активного сопротивления, изменяющегося во 
времени в соответствии с кривой рис. 18.2, б:

Рис. 18.3

Я (/) =  /?0(1 — к втю /). 
* < 1



По закону Ома, ток в цепи

Известно, что функция 1/(1 — л:) при |лс|<1 может быть разло
жена в степенной ряд:

Роль, которую играет х в (18.2), в (18.1а) выполняет Л sin coi. 
Поэтому при k <  1

Воспользуемся известными из тригонометрии формулами
sin2a  =  0 ,5 ( l  — c o s2 a ) ; sin3a  = — 0,25 sin З а +  0,75 sin а ;

sin4 а  =  0,375 — 0,5 cos 2а +  0,125 cos 4а

и объединим слагаемые правой части ряда (18.3) с аргументами оди
наковой кратности. Получим

- щ ^  =  ( l+ 0 ,5 ¿ 2 +  0,375¿ 4 +  . . . )  +  (£ +  0 ,25¿3 +  .. .) s in « o < -

— (0,5¿ 2 +  0,5£4 +  . . . )  cos 2 coi — (0,25/г3 +  . . . )  sin Зю t +  . . .

Таким образом, несмотря на то, что в цепи рис. 18.3 включена 
постоянная э. д. с ., а переменная составляющая сопротивления изме
няется по закону синуса с частотой м, ток имеет и высшие гармо
ники (частоты 2 (0, Зсо). Постоянная составляющая и амплитуды гар
моник тока нелинейно зависят от коэффициента k, но линейно зависят 
от э. д. с. Е.

Обратим внимание такж е  на то, что при k Ф 0  постоянная состав
ляющая тока в цепи рис. 18.3 не равна E/R0, т. е. в схеме наблю
дается своеобразный выпрямительный эффект.

Энергия, выделяющаяся в виде теплоты в цепи с переменными во 
времени параметрами, доставляется не только источниками э. д. с. 
(тока), имеющимися в цепи, но и теми внешними источниками (на
пример, механическими двигателями), которые совершают работу при 
изменении параметра (параметров) цепи.

Какую долю энергии доставляет источник э. д. с ., а какую дает 
внешний источник, совершающий работу при изменении параметра, 
д л я  каждой цепи с переменными параметрами следует рассматривать 
применительно к конкретным условиям. Доля энергии, доставляемая 
внешним источником, может составлять в одном предельном случае 
н уль , в другом— 100%.

§ 18.3. Методика расчета электрических цепей в установившемся 
режиме. Если переменный параметр изменяется во времени периоди
чески, претерпевая резкие скачкообразные изменения (см. рис. 18.2, а), 
то расчет цепей целесообразно проводить с помощью классического 
метода расчета переходных процессов. В этом случае постоянные ин-

1/(1 — * ) =  1 +  х + х г +  х3 +  . . .  +  хп. (18.2)

-=rjp- =  1 +  k sin a t  +  k2 sin2 a t  +  k3 sin3 (ot +  . . .  (18.3)£ / до



тегрирования определяют, исходя из законов коммутации и периодич
ности процесса.

Если ж е переменный параметр изменяется так, что его можно 
представить в виде постоянной составляющей и одной или несколь
ких синусоидальных составляющих, то расчет производят, применяя 
метод гармонического баланса.

Метод гармонического баланса применительно к нелинейным цепям 
был рассмотрен в § 15.49. Основные черты его и здесь те же. После
довательность расчета такая: искомый ток (или любая другая вели
чина) изображается в виде ряда Фурье, например в виде

i — /„ +  In  sin a t  +  /1а cos a t  +  /21 sin 2о)t +  /22 cos 2 mi +  . . .

Полученное выражение для тока подставляют в дифференциальное 
уравнение цепи и выделяют из него уравнение, выражающее собой 
равенство постоянных составляющих левой и правой его частей, урав
нение, выражающее собой равенство синусных составляющих левой 
и правой частей, и т. д. Каждое из этих 
уравнений в общем случае содержит не
сколько неизвестных (/0, /п , /12, /21, /22), 
но является линейным уравнением относи
тельно этих неизвестных (в этом отличие 
от нелинейных Цепей). Далее решают си
стему линейных уравнений относительно /0,
A ii Л*> ^2i> Аз-

Метод гармонического баланса можно 
применять к расчету цепей, содержащих 
несколько переменных во времени парамет
ров (например, изменяющееся во времени 
активное сопротивление и изменяющуюся 
во времени индуктивность), причем харак
тер изменения во времени э. д. с. (тока) 
может быть по любому периодическому за
кону.

Пример 167. В схеме рис. 18.4, а  э. д . с. £  и 
индуктивность L постоянны, a сопротивление ме
няется в соответствии'с рис. 18 .4 ,6 . Определить 
закон изменения тока в установившемся режиме.

Р е ш е н и е .  Так как сопротивление изменяет
ся периодически, то -и ток изменяется периодиче
ски. Обозначим значение тока в момент t =  0 через /2. В этот момент сопро
тивление цепи скачком возрастает от /?2 до и ток в цепи начинает умень
шаться. В момент (= т  ток принимает значение 1Х и сопротивление скачком 
уменьшается с Ri до R2- Последнее приводит к тому, что ток начинает увели
чиваться.

В первом интервале времени от ( — 0 до í  =  t  ток можно представить в виде 
суммы принужденного E/Ri и свободного С1чр,‘ токов, причем pt =  — R JL  — ко
рень характеристического уравнения цепи pL-\-R1 =  0-, Сх — постоянная интегри
рования.

Во втором интервале времени от / =  т  до t — 2т

i =  (E/Ri) +  CieP‘ <t- ^ ;  Л — /?,/£.
Задача сводится к  определению двух  постоянных Cj и С2.



При / =  0 í  =  /2, следовательно, *

При / = т  i =  I i ,  поэтому

11 =  (E/Rl )+ C 1e p'x. (18.5)

Начальное значение тока для второго интервала времени /* можно найти и 
иначе:

/ i =  (£ / tf2) +  C2. (18.6)

К концу второго интервала времени, когда t — 2т, г =  /2,

/2 =  (£//?2)+ С 2е ^ .  (18.7)

Приравнивая правые части уравнений (18.4) и (18.7), получим 

(£//?!) +  С1 =  (£/Д,) +  Сае * \

Аналогично, из уравнений (18.5) и (18.6) следует, что 

(£/Я2) +  С2 =  (£/Л1)+ С 1е"-\.

Совместное решение двух последних уравнений дает:

а  (1 —ер,т) .
C l“ l _ eP,i+P,T * (,8-8>

Ct =  - e  +  C1e^*t ; (18.9)

В первом интервале времени l — (E/R1)-^-C1e Pít, во втором t — (E/R¿-{- 
+  C2ePl т\ Кривая i =  f ( t )  показана на рис. 18.4, в.

Пример 168. В схеме рис. 18.4, г  э .  д. с. e =  £ + £ m sin (ort+ip); ¿ = ¿ „ X  
X (1 + А  sin <o¿)' активное сопротивление R  не является функцией времени. Опре
делить постоянную составляющую, а также первую и вторую гармоники тока 
(k <  1).

Р е ш е н и е .  В дифференциальное уравнение

£¿ +  ̂ ( Z .0  =  £ + £ m sin(ü>¿+i|>) (18.10)

подставляем ток
t =  /о+ / 1  i  sin a t  +  /12 cos c o t /21 sin 2a>( +  /22 cos 2a>t. (18.11)

Выделив постоянную составляющую, получим уравнение
R l0=E. (18.12)

Равенство коэффициентов при sin ш/ в обеих частях (18.10) после подстановки
в него (18.11) и деления на R  дает

/ ц — а/ п  — 0,5Ara/21 =  (Em/R) cos if . (18.13)

Равенство коэффициентов при eos ш/ (после деления на R) дает
£

( i f  11 /12—0,5аЛ/22 — — ak/0-\— sin ■ф, (18.14)

при sin 2и/
a k i n  +  /и — 2a/22 =  0; (18.15)

при cos2<bí
Qkl\% -f- 2 d l 21 -}- /22 — 0j (18.16)

(18.17)



Из (18.12) следует, что в схеме рис. 18.4, г постоянная составляющая тока/ 0 
не зависит от переменной составляющей индуктивности и от переменной состав
ляющей э. д. с. Однако постоянная составляющая потокосцепления, равная 
¿в/ 0-|_0 ,5А^о/ц. зависит от амплитуды переменной составляющей индуктивности 
(¿¿о) и от амплитуды первой гармоники переменного тока.

Это свойство в известном смысле напоминает первое из свойств нелинейных 
симметричных сопротивлений, описанное в § 15.17.

Запишем решение уравнений (18.13) — (18.16):
А '-РЛ ,

а  =

аМ +  рЛ/
11 _  а2 +  р3

¡22 =  vh l — У flit 

l-j-4ga —Q,5g2fea _

/21= 7/11 — v /l

M =

1 + 4 а 3

v

Изменяя величину постоянной 
лять величиной переменного тока.

—FT cos Ч1!н
ak 

1+4а2 
2 аЧ 

1 -{-4а2 

э. д. с. Е

N = — ■ sin yp — a k f0;А

Р =
а (1 + 4 а а — a2k2)

1 +  4а* ’

в схеме рис. 18.4, г, можно управ-

§ 18.4. Параметрические колебания. Возникающие в электрических цепях без 
источников э. д. с. и источников тока незатухающие колебания, обусловленные 
периодическим изменением индуктивности или емкости системы, называют пара
метрическими. Колебания поддерживаются либо за счет работа механической

\ i m F T

а) Ю

Рис. 18.5

силы при периодическом изменении параметра, либо за счет энергии, вносимой 
в цепь при периодическом изменении параметра электрическим путем. Частота 
первой гармоники параметрических колебаний оказывается в два раза меньше 
частоты изменения параметра.

На рис. 18.5, а изображена простейшая цепь, в которой при определенных 
условиях возникают колебания рассматриваемого типа. Цепь состоит из линейной 
индуктивности L, нелинейного активного сопротивления, ограничивающего амп
литуду колебаний, R (i)= R 0-\-ki2 и изменяющейся во времени емкости С =  С0 —
— ДС cos 2wi (ДС/С0< 1 ) .  (Предположение, что АС/С0 1, принято только для 
облегчения решения.)

Сначала рассмотрим случай, когда емкость изменяется механическим путем.
Внешняя сила, совершающая работу при изменении величины емкости, до

ставляет в цепь энергию. Эта энергия равна потерям в активном сопротивлении. 
Запишем уравнение по второму закону Кирхгофа:

di . ............ \ id t



' ¿ r ( 1 + ^ - cos2(ú<) í íd '-
Подставим в это уравнение i =  a sin ait— b cos a>t, разобьем его на синусные и 

косинусные составляющие частоты со (высшими гармониками пренебрежем) и ре
шим относительно квадрата амплитуды тока а2 +  62 =  А2:

4R„
3k

При А 2>  О колебания существуют; Лг> 0  при а>1 < с о < ( о 2 (Рис- 18.5,6); 
Шх, 2 определяют как корни уравнения Аг = 0. При со3=  I /(¿С0)

Условием возникновения колебаний в этом случае является
Д С 2Й0
с0 V lJc,

Качественно поясним сущность процесса поступления энергии в цепь при 
изменении емкости во времени. Энергия, запасенная в электрическом поле емко
сти С с зарядом на пластинах, №а =  д2/(2С). Если при неизменном (/емкость
изменить на АС то энергия станет равна

2 (С+ АС) ^  2С \ C J "
___
2(1

Приращение энергии
Л П 7  9 2 Д С
Д^  =  ~ 2 С  " Г •

Верхняя кривая рис. 18.5, в изображает по синусоидальному закону во времени 
изменяющийся заряд <7. Средняя кривая иллюстрирует характер изменения емко
сти во времени (для простоты рассуждений он принят не синусоидальным, а пря
моугольным). Когда заряд q проходит через максимум, емкость почти скачком 
уменьшается (Д С < 0 ), когда через нуль, емкость почти скачком возрастает 
(Д С >  0).

Уменьшение емкости соответствует раздвиганию пластин конденсатора, а уве
личение— их сближению. Поэтому, чтобы при я =  цт емкость почти скачком 
уменьшить, нужно быстро раздвинуть пластины. Но пластины заряженного 
конденсатора притягиваются друг к другу. Следовательно, для того чтобы разд
винуть пластины, внешний источник энергии должен затратить работу на преодо
ление сил притяжения пластин. Эта работа переходит в энергию электрического 
поля конденсатора. За период изменения <7 энергия конденсатора дважды возрас
тает на величину

Д1Г, . А т9 2 С С '

Сближение пластин (увеличение С) происходит при <7 =  0, когда силы, дейст
вующие на пластины (силы поля), равны нулю. Поэтому при сближении пластин 
внешняя сила не совершает работы.

Поступление энергии в параметрическую цепь при изменении параметра цепи 
называют накачкой энергии. Рис. 18.5, в качественно поясняет также, почему 
частота колебания в схеме рис. 18.5, а в два раза меньше частоты изменения 
параметра (емкости). Если емкость стала бы изменяться во времени в соответствии 
с пунктирной кривой рис. 18.5, в, то энергия в этом случае в цепь не доставлялась 
бы (не накачивалась), ибо сколько энергии доставит в цепь внешний источник при



уменьшении емкости, столько же цепь отдаст ему обратно при увеличении. 
Накачка энергии в цепь может происходить не только при изменении емкости, 
но и при изменении во времени индуктивности.

§ 18.5. Параметрический генератор и параметрический усилитель. В парамет
рическом генераторе (ПГ) и параметрическом усилителе (ПУ) емкость варьируют 
не механическим, а чисто электрическим путем — изменяя емкость диода (варикапа), 
находящегося в запертом состоянии. Схема показана на рис. 18.6, а, причем в ПГ 
зажимы аЬ закорочены, а в ПУ к зажимам аЬ подключают источник сигнала 
частотой (ос (показано пунктиром). Источник постоянной1 э. д. с. Е0 запирает диод.

01

г)

Накачка энергии осуществляется от источника синусоидального тока частотой мя 
и амплитудой / нт. Э т о т  т о к  проходит через Я  и /. и совместно с Е0 образует
падение напряжения на диоде ыд =  — ,Е0— I  (кривая 1 рис. 18.6,6).
Чтобы диод был заперт, это напряжение должно быть отрицательным. Диод будет 
заперт, если £

1"т < У ¥ Ш З $ '
Зависимость емкости р-п-перехода Сд от напряжения на диоде ид иллюстри

руется кривой 2 рис. 18.6,6, а изменение емкости Сд во времени — кривой 1 
рис. 18.6, в. Среднее за период значение емкости Сд обозначим Сх.

Схема замещения параметрического генератора для частоты параметрических 
колебаний шр =  <он/2 =» 1 ¡ V изображена на рис. 18.6, г. Вносимая генератором 
накачки (источником синусоидального тока) на частоте <в„ энергия компенсирует 
потери в активном сопротивлении Я на частоте <вр. Этот процесс можно трактовать 
как уменьшение активного сопротивления колебательного контура гэ до нуля
|ср. с ламповым генератором § 15.55, в котором г9 — Я — = 0 ^  Амплитуда
установившихся колебаний определяется энергетическим балансом.

Если допустить, что глубина модуляции емкости Сд /п 1, то, составив 
дифференциальное уравнение для колебательного контура Я, Сл (зажимы аЬ 
на рис. 18,6, а короткозамкнуты)

й ,+ г" З Г + < И “ " - °
и подставив в него



получим два уравнения (синусная и косинусная компоненты):

Гэ=1?------------= 0  И №р==-—
2шрС1 р У /.С,

При работе схемы рис. 18.6, а в качестве параметрического усилителя гене
ратор накачки настраивают на такой режим, при котором вносимая им энергия 
уменьшает активное сопротивление контура тъ не до нуля (как это было в случае 
с ПГ), а до лэ < Я .  Параметры ¿ и  Сг подбирают так, чтобы шс= 1 /У /.С 1. При 
этом источник сигнала (источник э. д. с. £ с частотой сос) вызовет ток / с =  £ с/гэ.
Отношение выходного напряжения (на индуктивности) к входному ■ =___

£  V  ¿ / С *=  юс —  =  —— достаточно велико —схема работает в качестве усилителя.

В оп р о сы  дл я  с а м о п р о в е р ки

1. Почему можно сказать, что линейные электрические цепи с изменяющимися 
во времени параметрами занимают промежуточное положение между линейными 
цепями с неизменными параметрами и нелинейными электрическими цепями?
2. Изложите известные Вам методы расчета цепей с переменными во времени 
параметрами. 3. Какие колебания называют параметрическими? 4. Что понимают 
под накачкой энергии в параметрическую цепь? Как ее практически осуществляют?
б. Расскажите о принципе работы параметрического генератора и параметрического 
усилителя.



ПРИЛОЖЕНИЕ А
НАПРАВЛЕННЫ Е И НЕНАПРАВЛЕННЫ Е ГР А Ф Ы

§ А.1. Характеристика двух направлений в теории графов. Графом называют 
совокупность узлов и соединяющих их ветвей. Каждый граф характеризуется 
своей топологией, т. е. информацией о том, какими ветвями связаны друг с другом 
отдельные узлы графа и какова проводимость (передача) каждой ветви.

Эта информация о связях и проводимостях может быть представлена либо 
в аналитическом виде —совокупностью уравнений, либо в графическом виде — 
схемой, на которой показаны узлы, соединяющие их ветви, и дана информация 
о передаче каждой ветви.

Теория графов —это учение об общих топологических свойствах графов и о 
вытекающих из них методах расчета.

Теория графов представляет интерес для электриков, радистов, а также для 
тех, кто работает в области автоматики и телемеханики, кибернетики, теории 
информации. Она находит применение и в других областях техники, например 
при анализе пропускной способности сложной разветвленной железнодорожной сети.

В соответствии с гем, что информация об электрической схеме (системе) может 
быть выражена двояко, теория графов развивалась в двух, хотя и взаимосвязанных 
и дополняющих друг друга, но все же достаточно самостоятельных направлениях.

В первом направлении за основу принимается информация о схеме (системе), 
выраженная в виде совокупности уравнений. Во втором направлении за основу 
принимается информация о системе, выраженная в виде некоторого геометрического 
образа или остова некоторой электрической схемы (ее эквивалента), на которой 
показаны только узлы и ветви (а иногда и направление передачи по каждой ветви).

В первом направлении изучение свойств цепей производят путем использования 
общих свойств матриц и определителей. Во втором направлении изучение свойств 
цепей производят, применяя правила по преобразованию графов либо (что особенно 
существенно) используя правило Мэзона.

Несмотря на то что первое направление исследования в теории графов 
(с использованием матричной алгебры) зародилось много раньше второго (первые 
работы по исследованию топологических свойств цепей путем использования свойств 
матриц относят еще ко временам Кирхгофа и Максвелла), наибольшие результаты 
достигнуты на втором направлении, которое начало интенсивно развиваться при
мерно с 1953 г.

Второе направление в теории графов в свою очередь развивалось двумя 
путями: в соответствии с теорией направленных графов (см. § А .2— А.6) и теорией 
ненаправленных графов (см. § А.7 — А. 12).

I. Направленны е граф ы
§ А.2. Основные определения. Направленным или линейным графом (графом 

сигнала, диаграммой прохождения сигнала) называют совокупность узлов и соеди
няющих их ветвей, стрелки на которых указывают направление передачи сигнала 
(воздействия) от одного узла к другому.

Узлами в направленных графах обычно являются токи и (или) потенциалы 
узлов исследуемых электрических цепей, а не узловые точки этих цепей, как это 
имеет место в ненаправленных графах (см. § А.7 —А. 12).

Каждая ветвь графа характеризуется величиной передачи. Под передачей ветви 
понимают отношение выходной величины ко входной. Так, например, выходная 
величина х2 ветви (рис. А.1, а) равна произведению входной величины (входного 
сигнала) дсх на передачу а: = ах1%



Передача ветви может иметь размерность проводимости, сопротивления или 
нулевую размерность.

К тому или иному узлу графа кроме входного и выходного в общем случае 
может подходить и от него может уходить по нескольку ветвей. На рис. АЛ, б 
в качестве примера изображен некоторый граф с узлами 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Передачи ветвей этого графа обозначены буквами а, Ь, с, . ..  Направление передачи 
> казано стрелками.

Под х-1 будем понимать узловой сигнал первого узла, под х2 — узловой сигнал 
второго узла и т. д.

Узловой сигнал Л-го узла равен сумме сигналов, приходящих к к-му узлу. 
При составлении узлового сигнала к узла выходящие из к-го узла сигналы не 
учитываются; они учитываются при сэставлении узловых сигналов тех узлов, 
к которым эти сигналы подходят.

Так, узловой сигнал первого узла графа рис. А.1, б Х1 — 1 ’Х0-{-с1х1 ; второго 
узла x2 =  bx3-^-g'xí ; третьего узла х3=§х± и т. д.

1 1

Рис. А.1

Узел графа, выражающий собой величину, принятую в изучаемой системе за 
входную, обычно изображают на чертеже слева, а узел графа, соответствующий 
выходной величине,— справа.

Принято так изображать граф, чтобы от входного узла отходила только одна 
ветвь, а подходящих ко входному узлу ветвей вообще не было.

Аналогично, к выходному узлу должна подходить только одна ветвь (отходя- 
щих от него ветвей не должно быть). Это можно сделать, введя в граф дополни
тельные узлы и ветви, передачи которых равны единице. Так, в графе рис. А.1, б 
дополнительными узлами являются узлы 1 я 5. Между входным узлом 0 и допол
нительным узлом 1 имеется ветвь с передачей 1. Аналогично, дополнительный 
узел 5 соединен с выходным узлом 6 ветвью с передачей, равной 1. Часто узлы, 
передача между которыми равна единице, обозначают одинаково. Так, например, 
для схемы рис. А.1, б узел 0 можно назвать узлом 1 (тогда на рисунке будет два 
узла, обозначенных цифрой 1 ).

§ А.З. Переход от изучаемой системы к направленному графу. Для того чтобы 
от изучаемой системы, например какой-либо электрической цепи, перейти к соот
ветствующему ей направленному графу, применяют различные методы в зависимости 
от того, каким образом записывают уравнения для этих цепей: на основании 
законов Кирхгофа, используя метод узловых потенциалов или метод контурных 
чоков и т. п.

Направленный граф содержит ту же информацию, что и система уравнений. 
Только информация эта выражена графически.

Если за основу взять уравнения, составленные на основании применения 
законов Кирхгофа, то узлами графа являются токи ветвей и напряжения на эле
ментах схемы.

В том случае, когда за основу взяты уравнения, составленные по методу 
узловых потенциалов, узлы графа будут выражать собой потенциалы узловых 
точек схемы и искомые токи (напряжения).

При некотором навыке граф вычерчивают, даже не записывая сами уравнения, 
послужившие основой для его составления.
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Рис. А.'2

Упорядоченный переход от заданной электрической схемы к направленному 
графу, минуя этап составления уравнений, рассмотрим сначала, положив в основу 
метод контурных токов (переход от рис. А.2 к рис. А.З, а).

Направления контурных токов во всех контурах выбираем одинаковыми, 
например по часовой стрелке. Число узлов в графе будет равно числу контурных 
токов плюс число не равных нулю контурных э. д. с. плюс выходная величина. 
Каждому контурному току, каждой контурной э. д. с. и выходной величине 
соответствует свой узел. Так, схеме 
рис. А.2, в которой три контурных 
тока / п , ¡22 и / 33, одна контурная 
э. д. с. и выходная величина—ток / 6, 
соответствует граф рис. А.З, а, в ко
тором имеется пять узлов.

Узлы /¡¡к располагаем в середи
нах соответствующих контуров, а уз
лы Ерь и узел выходной величины 
выносим на периферию рисунка. Со
единяем нарисованные узлы ветвями, 
указываем на них стрелки и запи
сываем значения передач ветвей. Каж
дый узел //¡к соединен с узлом Еьи ветвью с передачей где 2** — 
собственное сопротивление 6-контура. Стрелка на этой ветви направлена к узлу 
1кк- Численное значение Екк может быть и положительным и отрицательным. 
Оно положительно, если суммарная э. д. с. Л-контура направлена согласно 
направлению контурного тока /**. Кроме того, каждый узел 1кк соединен 
с каким-то другим узлом / рр (если между контурами к и р на схеме есть общая 
ветвь) двумя ветвями. Одна ветвь имеет стрелку, направленную к узлу /*ь , и 
передачу =  где 2 кр—сопротивление смежной ветви между к- и 
р-контурами. На другой ветви стрелка направлена к узлу I рр. Ее передача

Ьрк — ̂ -кр/^рр’ где —собственное соп
ротивление р-контура.

При согласном направлении всех кон
турных токов передачи всех ветвей меж
ду узлами Л и р  положительны.

По методу узловых потенциалов граф 
строят так же, как и по методу контур
ных токов, только узлами графов яв
ляются потенциалы узлов схемы, узло
вые токи и выходная величина.

Если в электрической схеме узлы к 
и р соединены ветвью с проводимостью 
У 1,0, а суммарная проводимость ветвей, 
сходящихся в узлах Л и р ,  обозначена 
соответственно через Уьь и Vрр< то на 
графе между узлами ф* и фр будут две 

ветви (рис. А.З, б). На одной из них стрелка направлена к узлу ф*, а ее передача 
акр=Укр/Укк- На другой стрелка направлена к узлу фр, а ее передача а р* =
— У кр/У рр‘

Обращаем внимание на то, что первый индекс у а указывает узел, к которому 
направлена стрелка, второй —от которого направлена стрелка. Если узлы Л и р  
на схеме не соединены ветвью с проводимостью Укр, то и на графе узлы ф* и фр 
не соединены ветвями. Узел фА соединен с узлом узлового тока 1 ¡¡к ветвью 
с передачей акк— 1/Укк> направленной к узлу ф*. Искомому току Iкр в ветви 
с проводимостью УкР (полагаем его направленным от узла к к узлу р) на графе 
соответствует узел выходной величины I кр-

В соответствии с законом Ома для участка цепи к узлу графа / кр должны 
подходить две ветви, стрелки на которых направлены к узлу IкР- Передача от 
узла фЛ равна У кр, передача от узла фр равна — У кр- Если какой-либо из этих 
узлов заземлен, то этот узел и передача от него будут отсутствовать.

Если граф составляют для цепи постоянного тока, то комплексное сопротив
ление 1  следует заменить на активное сопротивление # , комплексную проводи-

П %  Т5 О
а1?̂

Ю
Рис. А.З



лтость У — на активную проводимость g, а точки над ф, £', / ,  свидетельствующие 
о синусоидальном характере изменения этих величин во времени, не ставят.

Пример 169. Составить граф для лестничной схемы рис. А.2, считая входной 
величиной э. д. с. ¿х и выходной ток / 5.

Р е ш е н и е .  Граф рис. А.З, а составлен по методу контурных токов для 
уравнений, записанных в комплексной форме:

111 (¿0 +  2х) — / 22̂ 1 =  ¿1,
— /ц^1 +  Лг (21 +  2а +  23)— /зз2з =  0;

— /гг^з +  ̂ зз (2з +  24 +  26) =  0.
Передачи ветвей на рис. А.З, а обозначены:

*11= 1/(^0+'£1); *21= 21 1г-\-23 ’

2о +  ̂ 1’
Передача от узла / 33 к узлу / 6 равна 1, так как / 5 =  / 33.
Пример 170. Составить граф для схемы рис. А.2 на основании метода узло-. 

вых потенциалов.
Р е ш е н и е .  Обозначим: К0 == 1 У1 = ^ 12ц У3= \ / 2 г\ К45=  1/(24-Ь 2.>) и 

У 1 1 = У о + У 1 +  Уг; У22== У2 УзЧ“ У4ь* Запишем систему уравнений:

Ф1К11  + фа (— У  г )=  ¿ { У  о —  1 и ’’
Ф1 (— ^ 2) +  Фг^2г= /б=Ф ^45-

На рис. А.З 011=1/К ц; а и — У п /У п  — У^/Угъ а2\ — У п /У  п  =  У ъ/У гг-
Предполагается, что не равен нулю ни один из знаменателей выражений Ьцр, 

Ьръ< аЬр< арк Для значений параметров схемы, находящихся в рабочем диапазоне.
Порядок расположения узлов на чертеже может быть любым (о расположе

нии узлов входа и выхода уже говорилось), однако рекомендуется это делать 
таким образом, чтобы их последовательность при движении слева направо в наи- 

, большей степени соответствова-
“М и и  ла фактическому прохождению

сигнала (информации) от входа 
к выходу.

В зависимости от того, ка
кие величины выбраны в ка
честве узлов, для одной и той 
же схемы граф имеет различную 
структуру и различную слож
ность. Заметим, что если в 
схеме имеется несколько источ- 

р д . ников сигнала (несколько источ-
с‘ ников тока или э. д. с.), то поль

зуются принципом наложения, 
т. е. сначала определяют выходную величину для графа, в котором сигнал дейст
вует от первого источника,затем определяют выходную величину для графа,в котором 
сигнал действует от второго источника, и т. д. После этого суммируют выра
жения для выходной величины. Однако можно поступить и иначе, а именно: 
граф с несколькими источниками сигналов одинаковой частоты свести к графу 
с одним источником (рис. А.4). С этой целью один из сигналов, например сиг
нал Ё на рис. А.4, а, примем за базисный. Узлы остальных сигналов (в примере 
узел тока I ) объединяют с базисным, так изменяя величины передач от этих 
узлов к остальным, чтобы сигналы, подходящие к ним, остались неизменными.

В рассматриваемом примере объединяем, узел /  с узлом £  (рис. А.4, б) и 
изменяем передачи Ьг1 и Ьз! на ¿>2£ и ЬзЕ, исходя из условий =  ¿>2//, —
=  Ьз11- Отсюда Ь ^  — Ь ^Ц Ё , ЬЗЁ =  Ь811/Ё.



Когда граф составлен, его используют для определения передачи от истока 
к стоку. Входной сигнал называют истоком, выходной — стоком.

Определение передачи графа производят двумя способами: 1) последователь
ным упрощением его путем применения правил, рассмотренных в § А.4; 2) при
менением общего выражения для определения передачи направленного графа 
(правила Мэзона) — см. § А.5. Возможен и промежуточный путь, когда сначала 
граф частично упрощают, а затем применяют это правило.

§ А.4. Правила, используемые для упрощения направленных графов. Позна
комимся с операциями по упрощению графов.

1. Передача последовательно соединенных ветвей (рис. А.5, а) равна произ
ведению передач этих ветвей (рис. А.5, б). Действительно, хг =  ахи х3 — Ьх2. Под
ставив в последнее выражение вместо х 2 его эквивалент из предыдущего, полу
чим х3 =  аЬх1.

Хг

а)

аЬ

и

_о х̂ ^ У хг 
хз 1 Г

д)
ь
6)

Рис. А.5

а+Ь
о -X,

г)

и

О
в )

2. Передача двух параллельных, одинаковым образом направленных ветвей 
равна сумме передач этих ветвей (рис. А.5, в, г).

Рассмотренное преобразование не может быть применено к параллельным 
ветвям, стрелки на которых направлены неодинаковым образом. Так, например, 
это преобразование не распространяется на рис. А.5, д.

3. Устранение простой узловой точки. Условимся простой узловой точкой 
называть точку графа, к которой в общем случае подходят и от которой уходят

Рис. А.6

несколько ветвей и которая не входит в петлю обратной связи. Простыми узло
выми точками на рис. А.6, а, в являются соответственно точки 4 и 5. Д ля  графа 
рис. А.6, а

х4—ахц х2 =  Ьхг; х3 = 'сх4.
Следовательно,

*2= 06*1; х3 =  асхх. (А.1)

Граф рис. А.6, б эквивалентен графу рис. А.6, а. Для графа рис. А .6, в

х6 =  ах1 + сх1; хг = Ьхь — аЬх1 +  Ьсхл; х3 =  йхъ= айх1 +  (1сх^

Граф рис. А.6, г эквивалентен графу рис. А.6, в. ^
4. Устранение контура на пути. Граф рис. А.7, а имеет ветвь обратной связи 

с передачей с между узлами 3 и 2. Контур, образованный ветвями б и с ,  назы
вают контуром на пути (контуром в пути). Простейшими преобразованиями этот



контур можно устранить и граф свести к рис. А.7, б. Для графа рис. А.7, а

х2 =  ах1 + сх3; х3 =  Ьх2.
Следовательно,

х3 =  аЬх1 +Ьсх3. (А .2)

Ветвь, выходящую из некоторого узла и приходящую к этому же узлу, 
будем называть петлей. Петля Ьс на рис. А.7, б соответствует слагаемому Ьсхя 
правой части равенства (А.2).

“ О . , О ' аЬ
1-с

о  *• —О »  О О >• "О о  > -Р---- --------- О о—  л-  о
/  /  з  1 аЬ з  1 , 2  з  / .г

д) Ь) ¡)
{  Рис. А.7 Рис. А.8

5. Исключение петли. Граф на рис. А.8, а имеет петлю с передачей с. Эту 
петлю можно устранить и свести граф к изображенному на рис. А.8, б. Действи
тельно, для графа рис. А.8, а можно написать •

х2 =  ах1 +  сх2, х3 =  Ьх2.
Из первого уравнения находим «2 =  ад;1/(1 —с) и, подставляя во второе, по

лучаем
=  (А.З)

Предполагается, что | с | <  1.
6. Замена двух и большего числа петель одной петлей. Петли с передачами Ь 

и с рис. А.9, а можно заменить одной петлей рис. А.9, б с передачей Ь+с. Это
вытекает из следующих преобразо
ваний для схемы рис. А.9, а:

х2 =  а»Гх +  Ьх2+ сх2 =
=  ах1 +  (Ь + с)х2.

'2
Схема рис. А.9, б удовлетво

ряет этой строчке.
7. Удлинение (растяжение) уз- 

Рис А 9 ла. В некоторых случаях при пре
образовании графов оказывается 
полезным удлинить (растянуть) 

узел. Положим, что требуется удлинить узел 2 графа рис. А .10, а. С этой целью:
а) узел 2 подразделяют на два узла (рис. А. 10, б): на старый узел 2, от 

которого отходят те же ветви, что и в первоначальном графе, и на новый 
узел 2 ', к которому подходят те же ветви, которые в исходном графе подходили 
к узлу 2 ;

б) узлы 2 ' и 2  соединяют ветвью, передача которой равна 1 .
Проверим справедливость преобразования. С этой целью для исходного графа 

рис. А. 10, а запишем узловой сигнал в узле 2:
Хч ^  йХ \ -{- СХ4.

Узловые сигналы узлов 2’ и 2 графа рис. АЛО, б 
х'ц =  ах1 -\-сх4 и х2= 1  ■х'2.

Таким образом, узловой сигнал в узле 2 остался без изменений. Не измени
лись и узловые сигналы в остальных узлах графа.

Рассмотрим два примера иа определение передачи графов путем последова
тельного упрощения.



Первый пример иллюсгрирует рис. А .II, а—д, второй — рис. А.12.
Положим, что верхняя и нижняя петли $  и А рис. А.12 отсутствуют и 

имеется только петля е/.

Рис. А. 10

Составим передачу от узла 1 к узлу 2:
. , а с + М  +  а/У +  бо:

1 +  *

Учтя наличие верхней и нижней петель и поделив соответствующие члены 
нэ (1— ¿) и (1—Л), получим

ас , Ь<1 , а/^ +  Ьес
, . 1—г 1—а +  ( 1 - й )  ( 1 - й
I 1 тг .

1 _ ( 1 - § ) ( 1 - й )

§ А.5. Общая формула для передачи графа. В 1956 г. Мэзон предложил 
общую формулу для определения передачи графа. Эта формула является основ
ной при расчете графов. Прежде 
чем перейти к ней, познакомимся 
с некоторыми новыми понятиями.

Прямой путь Р —это путь 
вдоль стрелок от истока к стоку, 
при прохождении которого ни один 
из узлов не встречается более од
ного раза.

Передача прямого пути равна 
произведению передач ветвей этого 
пути.

. Между истоком и стоком гра
фа может быть несколько прямых 
путей. Так, например, для схемы 
рис. А. 13 между истоком (узел 1) 
и стоком (узел 2) есть два прямых 
пути. Первый прямой путь—это 
путь по ветвям с передачами а и 
Ь. Передача этого пути Р1 =аЬ.
Второй прямой путь—это путь по 
ветвям с передачами с, е, Ь. Пере
дача его Р2 =  сеЬ.

Ни один из других возможных путей от узла I  к узлу 2 в этом графе не 
относится к категории прямых путей. Например, путь через ветви с, /, е, Ь не 
является прямым путем, так как на этом пути узел 3 встречается дваж ды. 
В общей формуле необходимо учитывать также передачи петель обратной связи.

Петля обратной связи представляет собой замкнутый путь, вдоль которого 
(по кругу) каждый узел может встретиться только по одному разу.

1 -й

Г \* /о— *---- Ь/
1-01

в)
9 
г)

Рис. А. 11

/о - -о£

д)



Передачу петли обратной связи часто обозначают Т  с индексом. Передача 
петли обратной связи .равна произведению передач ветвей, образующих эту петлю. 
В графе на рис. А .13 три петли обратной связи: первая петля с Т Х=Н, вторая' 
с 7'а =  /£, третья с Т 3 =  ес1.

Общая формула для определения передачи графа 0  записывается следующим 
образом:

п. * =  1 РхА1- \ -Рг\ г - \ - Р п&п
Д Д (А.4)

где Р* — передача Л-го прямого пути от истока к стоку; л —число прямых путей.
Определитель А/, равен единице минус сумма взятых поодиночке передач 

петель обратных связей, не касающихся ¿-го прямого пути (но эти петли могут 
касаться друг друга), плюс сумма попарных произведений передач петель обрат
ных связей, не касающихся друг друга и £-го прямого пути, минус сумма трой
ного произведения петель обратных связей, нг касающихся друг друга и 6-го 
прямого пути, плюс и т. д.

Определитель Д равен единице минус сумма взятых поодиночке передач
петель обратных связей (касаю
щихся и не касающихся друг 

, друга) плюс сумма попарных 
произведений передач петель 
обратных связей, не касающих
ся друг друга, минус сумма 
тройных произведений передач 

-петель обратных связей, не 
касающихся друг друга, плюс 
и т. д.

Пример 171. Применить фор
мулу (А.4) к графу рис. А. 13.

Р е ш е н и е .  Для первого 
прямого пути с передачей Рг—
— аЬ определитель Дх равен еди
нице минус сумма передач пе
тель обратной связи, взятых 
поодиночке и не касающихся 

этого прямого пути (Т’1 +  7'2), плюс попарное произведение передач петель об
ратной связи, не касающихся друг друга и выбранного прямого пути.

В графе рис. А. 13 отсутствуют петли, которые бы не касались друг друга и 
не касались первого прямого пути. Поэтому слагаемые с попарным произведением 
передач петель обратной связи, как и взятые по трое (и более), в выражении 
для Дх отсутствуют.

Следовательно, Дх=  1 — (7’1 +  7’2); 7’1 =  /г; 7’2= ^г.
Для второго прямого пути Р2 =  се[; Л2 =  1 — 7\.
Знаменатель Д = 1 — (7̂  1 —|— 7̂  ̂—|— з ) 7 ' з  =  вс/.
В выражении для Д вошло произведение Ту и Т 3 двух несоприкасающихся 

петель графа. Таким образом,

аЬ (1 — Тг -  Т,) +  сеЬ (1 -  Т г) 
1_(7’1 +  7'2 +  Гз) +  7’хГ3 (А.5)

§ А.6. Вывод формулы для передачи графа *. Положим, что граф имеет п 
узлов. Для любого (к-го) узла справедливо уравнение

=  (*1. *2. •••. хп),
где х* — переменная линейного графа или независимая переменная.

(А.6)

* При первом чтении § А.6 можно опустить. Идея вывода взята из кн.: Р о 
б и  ш о А. и др. Направленные графы, «Энергия», 1964.



Обозначим проводимость ветви, соединяющей произвольным образом выбран
ные узлы /  и к, через Матрица проводимостей ветвей графа имеет порядок п:

(А.7)

h i t -п ¿si ■ ■ ¿nl

т  = t\% ¿22 ¿32 •• • ¿Л2

- h n ¿2 n h n  • • ¿ЯЯ-
Элементами матрицы являются производные

tjk — df к/дх/. (А.8)

Все элементы ¿-строки будут нулями, если х*— независимая переменная. 
Матрицу-столбец, составленный из переменных дсх, х2, . . . ,  хп, обозначим [X]:

[Х] = (А .9)

Единичную матрицу порядка п назовем [U\.
1 0 0 . . 0‘

[{/]= 0 1 0 . . 0

.0 0 0 . . 1.
(АЛО)

Обозначим матрицу-столбец независимых переменных <рл =  *А—f k. Систему урав
нений, выражаемую графом, записывают так:

где
[ U - T ]  [Х] =  [Ф],

-1  —h i — h i . . .  - ~{ni '
— h t 1 — ¿28 —'¿Л2

c: 1 T — ha — ¿23 . . .  - ■¿/¡3

-  — hn — ¿2Я . . .  1 - tfin ~
уравнений, матрица которой [Л ]=--[U-

"ап ali a 13 • • aln
°21 °23 • • a 2n •

an i a n% <*ПЗ • ann.

( A l l )

(АЛ 2)

(А-13)

Из линейной алгебры известно, что определитель Д-матрицы может быть за
писан следующим образом:

аа'1 а,w " апп’,,')• (А Л 4)

Каждый член суммы содержит п множителей. У каждого множителя имеется 
по два индекса. Первый индекс соответствует строке, второй — столбцу; / — число 
инверсий чисел 1, 2, . . . ,  п в последовательности обозначений а ,  р, V, . . . .  п для
первого индекса; / '  — число инверсий чисел 1, 2.........п в последовательности
обозначений а ' ,  Р ', V ', . . . ,  л ' для второго индекса.

Напомним, что инверсией индексов называют такое чередование индексов, 
при котором г > 5 .  При подсчете общего числа инверсий данного (например, пер
вого) индекса нужно сложить все инверсии, которые образуются при переходе 
от исходной цифры этого индекса ко всем последующим. Так, положим, что ка- 
кой-то индекс, например первый, имеет чередования 461352. Так как за цифрой 4



в этой последовательности следуют цифры I, 3, 2, меньшие 4, то это дает первые 
три инверсии. За цифрой 6 находятся четыре цифры: 1, 3, 5, 2, меньшие 6, что 
дает еще четыре инверсии.

Все цифры, стоящие справа от /, больше единицы, поэтому по отношению 
к  индексу 1 инверсии отсутствуют. За цифрой 3 находится цифра 2 —одна ин
версия; за цифрой 5 — цифра 2 —еще одна инверсия. Итого в последовательности 
461352 имеется 3 +  4 + 1  +  1 = 9  инверсий.

Вспомним также, что замкнутой последовательностью двух индексов назы
вают такую последовательность индексов, в которой второй индекс у последнего 
члена принимает то же значение, с которого начал изменяться индекс первого 
члена.

Запишем возможные комбинации чередования индексов, образующих замкну
тые последовательности:

«/, ¡к, Ы, 1х........ ур, р»; (А. 15)

I/, /«, . . . .  пт, тр, рп, . . . .  ци.........1ц. (А.16)

В комбинации (А. 15) замкнутая последовательность образована я  множите
лями. Первый индекс изменяется со значения £, а второй — со значения /.

Последовательность является замкнутой, так как у последнего члена второй 
индекс принимает то же значение (, с которого начал изменяться индекс первого 
члена. Как уже говорилось, I  — число инверсий первого индекса, I '  — число ин
версий второго индекса.

Для последовательности (А .15) число инверсий второго индекса на п — 1 
больше числа инверсий первого индекса. Действительно, первый индекс в (А. 15) 
имеет нуль инверсий, второй индекс претерпевает я — 1 инверсий, поскольку 
более старшие индексы / ,  к, I, х , . . . ,  р (их число равно п — 1) расположены до 
младшего индекса Следовательно, / '  — / = я  — 1.

Множители в чередовании (А.16) разделены на Л групп. Первая группа 
состоит из ¿х = 2  множителей; вторая группа —из =  3 множителей; последняя 
к-я группа — из ¿ + 1  множителей. Число всех множителей в (А.16) равно 
порядку определителя, т. е. равно п. Поэтому сг1 +  */2 +  ̂ 3 +  ... +  £(Л =  я. Для 
каждой группы множителей справедлива формула / '  — /  =  ¿ — 1. Определим, на
сколько различаются Г  и /  между собой для всей последовательности (А.16), 
имеющей А групп:

/ ' _ / = < * ! - 1 + 4 , - 1 + 4 , - 1 + . . . +  Л * - 1 =
=  (¿1 +  ̂ 2 +  ̂ з +  .-. +  ̂ *)—к = п —к, (А.17)

или
/ '  =  /  +  я - 6 .

В произведении типа (А.16) могут быть множители, имеющие одинаковые 
индексы, например тт. Каждый такой множитель можно рассматривать как 
группу, состоящую из одного члена. Для такой группы ¿ = 1  и / '  =  /  =  0, т. е. для 
этой группы выполняется то же условие / '  — 1  =  й — 1, что и для любой другой 
группы в (А.16).

При определении знака каждого слагаемого в (А. 14) следует учесть, что при 
любом числе й инверсия в 2к не скажется на знаке, так как (— 1)24= 1 . Поэтому 
в правую часть (А. 17) можно добавить 2к. Тогда

/ '  =  /  +  я +  /г. (А.17а)

Распространим полученный результат на определитель матрицы (А. 12). При 
раскрытии определителя матрицы (А. 12) имеем делос произведениями множителей 
двух типов. Первый тип множителя — это 1п= 1 ; второй тип — произведение п 
отрицательных множителей вида — /у. Таким образом, для матрицы (А.12) знак 
перед каждым слагаемым определителя зависит от знака произведения 
(— 1)/+ / , (—1)я , т. е. знак перед каждым слагаемым второго типа определяется 
значением / + / '  +  «• Но с учетом (А. 17а)

( _ 1 ) /  +  / '+ п  =  ( _ 1 ) / + / + л+ * + п =  ( _ 1 )2 (;  +  л> +  * =  (—1)4. (Д. 18)



Следовательно, знак перед каждым слагаемым второго типа определяется 
числом групп замкнутых в нем последовательностей.

Множители второго типа могут быть нескольких разновидностей.
Первую разновидность образуют замкнутые последовательности типа (А. 15). 

В каждой из них только одна последовательность чередования индексов (& =1). 
Поэтому перед каждым слагаемым этой разновидности в соответствии с (А. 18) 
следует поставить знак минус.

Вторую разновидность образуют произведения множителей в виде двух 
замкнутых последовательностей чередования индексов (к =  2). Перед каждым слагае
мым этой разновидности должен быть поставлен знак плюс, так как (— 1 )а =  1.

Третью разновидность образуют произведения множителей с тремя (/г =  3 
замкнутыми последовательностями чередования индексов и т. д. Таким образом

д = 1 - £ л11+ 2 л*2- 2 л*.)+ ..

Положим, что выходным сигналом является выходной сигнал второго узла х2, 
а входным—сигнал x¡ первого узла. Воздействия на остальные узлы равны нулю. 

Для нахождения хг составим выражение

a i i  Х1 а 13 •••  a in
a2i 0 а2з . ..  а2п

**=■
ani О

(А. 19)

Разложим числитель (А.19) на слагаемые. Каждое из них после перегруппи
ровки множителей имеет вид

г̂г • • •
и может быть записано в виде

х\Рк^Ь>
где Хх — входной сигнал; Рк — произведение множителей, у которых первый индекс 
у первого множителя 1, а второй индекс у последнего множителя 2.

Следовательно, Я* представляет собой передачу прямого пути из узла 1 
в узел 2; Д* представляют собой множители, которые не содержат цифр 1 и 2 
(индексов входного и выходного узлов) и всех цифр, встречающихся в индексах 
у множителей Р*.

После перегруппировки множители Д* представляют собой замкнутые после
довательности, у которых первый индекс первого множителя и второй индекс 
последнего множителя одинаковы.

Это означает, что все Д* представляют собой передачи замкнутых петель, не 
касающихся прямого пути Рк ыежду входный и выходным узлами.

Окончательно

X2 — Xi
• Д (А .20)

дачи.
Формулу (А.20) в литературе иногда называют топологическим законом пере-

II. Н енаправленны е граф ы

§ А.7. Определение [и основная формула. Ненаправленный граф представляет 
собой топологическое изображение самой электрической схемы. Узлы и ветви 
этого графа соответствуют ее узлам и ветвям. В ненаправленных графах в отли
чие от направленных стрелок на ветвях не ставят. Свойства ветвей характеризуют 
их проводимости. Передачи ветвей, имеющие размерность проводимости, в дальней
шем обозначены латинскими буквами а, Ь, с, ...  Поскольку каждой планарной 
электрической цепи соответствует некоторая дуальная ей цепь, то каждому нена



правленному графу, соответствующему планарной электрической цепи, может со
ответствовать дуальный ему граф. При работе с ненаправленными графами основ
ной является формула

2£ - 42с' а' * -  (А'21>
Правая часть (А.21) по структуре полностью аналогична формуле Мэзона (А.4) 

для направленных графов.
Формулу (А.21) используют для нахождения входного сопротивления (вход

ной проводимости), взаимной проводимости ветвей и др.
Здесь / —ток, протекающий по некоторой выбранной ветви графа, по отноше

нию к которой и определяется входная или взаимная проводимость**; Втп — на
пряжение (ток) источника питания схемы, присоединенного зажимами к узлам т 
и я; Сг—произведение проводимостей ветвей пути между узлами т и п ,  прохо
дящего по выбранной ветви; Аг — определитель для системы, полученной из исход
ной при коротком замыкании (закорачивании) ветвей выбранного пути Сг; А — 
определитель исходной электрической схемы.

а) 5) 6) г)

Рис. А. 14

Число членов СГАГ в числителе (А.21) равно числу возможных путей между 
узлами т и п  графа. В это число не входит путь от от к я через источник пита
ния схемы.

Определитель А .мог быть получен как определитель матрицы проводимостей 
ветвей схемы, составленной по методу узловых потенциалов. Однако такой способ 
подсчета Д довольно громоздок и трудоемок. Дело в том, что при вычислении Д 
путем раскрытия определителя упомянутой матрицы пришлось бы иметь дело 
с большим числом слагаемых, часть которых имела бы одинаковые абсолютные 
значения, но разные знаки (эти слагаемые соответствуют так называемым избыткам 
в каждой строке определителя).

Подсчет А, при котором не возникает взаимно уничтожающих друг друга 
слагаемых, осуществляют путем вычисления его как суммы величин всех возмож
ных деревьев, которые могут быть образованы для данного графа. Под деревом 
понимают совокупность ветвей, которые касаются всех узлов, но не образуют ни 
одного замкнутого контура. Остальные ветви графа, не вошедшие в данное дерево, 
называют хордами. Для простейшего графа рис. А. 14, а образуемые деревья пока
заны на рис. А. 14, б—з.

Величина дерева равна произведению проводимостей ветвей этого дерева. 
Величина дерева рис. А.14, б равна аЬ, дерева /1.14, в —Ьс, дерева рис. А .14, г — 
ас. Определитель графа рис. А .14, а Д =  а6 + а с+ Ь с . -

§ А.8. Определение числа деревьев графа. Для определения числа деревьев 
графа положим, что проводимость каждой его ветви равна единице. Тогда все 
ветви каждого дерева будут иметь проводимость по 1 и величина каждого

* Произведение СГАГ часто обозначают и иначе, например Р*Д* [см. формулу 
(А.20)] или Р'кА'к. Если это произведение обозначают как Р'кА'к, то слагаемые опре
делителя знаменателя формулы (А.21), т. е. слагаемые Д, обозначают как Р*Д*.

** В общем случае роль I  в формуле (А.21) может выполнять не только ток, 
но и напряжение.



дерева также будет равна 1 (произведение единиц равно единице). Если в рас
сматриваемых условиях для исследуемой электрической цепи составить матрицу 
узловых проводимостей при любом заземленном узле этой цепи, то численное 
значение определителя этой матрицы будет равно числу возможных деревьев 
графа.

В качестве примера подсчитаем число деревьев для графа рис. А. 14, а, поло
жив а =  Ь = с — 1:

“ [-? 1 ] -
Хотя знание числа возможных деревьев и полезно, но оно мало что дает для 

расчета, так как деревья еще нужно составить и определить величину каждого 
дерева. Для относительно сложных схем отыскание возможных деревьев оказы
вается делом довольно утомительным и потому на практике применяют упорядо
ченные способы определения Д, которые рассмотрены в § А .9—А .11.

§ А.9. Разложение определителя по произвольно выбранному узлу. Положим, 
что к некоторому узлу в подходит п ветвей с проводимостями аи  а2, . . . ,  ап. 
Определитель раскрывается по узлу при помощи формулы

д =  2 а' Д' +  2 а /вА /  +  2  а1а!акЬць +  • • • + «¿а/а* ... апАт . . .„ ,  (А.22)

где У] а{А /= а 1А1 -|- а2Лг-|-Д3А3+ •  • • + ДЯАП! А*—определитель, получающийся из 
определителя исходной схемы путем закорачивания ветви а* и исключения всех 
остальных ветвей, подходящих к узлу при холостом ходе всех остальных ветвей 
этого узла;

2  — й1а2Д12 +  а1а3д 13 +  а2азЛ23 +  • • • >

А/гГ—определитель, получающийся из определителя исходной системы при одно
временном закорачивании ветвей а* и аг и исключении из схемы (холостом ходе) 
всех остальных ветвей, подходящих к узлу в;

У! — а1а2а3^123 +  а1а2р ^ Ш  +  ■ • ■!
А//*-определи гель, получающийся из определителя исходной схемы при одновре
менном закорачивании ветвей I, /', к и исключении (холостом ходе) всех остальных 
ветвей, подходящих к узлу 5, по которому производится разложение.

Множитель Л ;... „ у последнего слагаемого правой части (А.22) представляет 
собой определитель схемы при одновременном закорачивании всех ветвей; подхо
дящих к узлу я

§ А. 10. Разложение определителя по путям между двумя произвольно выбран
ными узлами. При разложении следует выбирать узлы, по отношению к которым 
схема в геометрическом смысле наиболее симметрична. Это упрощает подсчеты. 
Разложение определителя А по этому методу производят при помощи формулы

Л = 2 Р * А * ,  (А.23)

где Я* —произведение проводимостей ветвей ¿-го пути между выбранными узлами; 
А/,—определитель А-го пути, подсчитанный по схеме, полученной из исходной при 
закорачивании ветвей, по которым проходит /г-й путь.

Пример 172. Найти определитель А двумя методами для одной и той же 
мостовой скрещенной схемы рис. А. 15, а.

Р е ш е н и е .  Сначала определим А путем разложения по узлу 1. К этому 
узлу подходят три ветви [а, /  вместо а1г а2 а3 в (А.22)], поэтому

А =  аДа +  ЛАа+ /Д/+ а/Д0у -\-odA  + ¿/А(ц  +  а й /Л ^ .

Определитель Аа находим для подграфа рис. А. 15, б. Он получен из графа 
рис. А. 15, а путем закорачивания ветви а и размыкания ветвей й и /;  Аа =  
=  се-\-сЬ-\-еЬ (попарное произведение проводимостей ветвей см. § А.8). Д ля  опре
деления Аа служит рис. А,15, «, для определения Д  ̂— рис. А .15, г; Аа =  А; =  Аа.



В соответствии с рис. А. 15, д—ж
Даа~Ь-\-с, А0/= 6 + е ;

А^ =  с+е; Да<//=1-
Таким образом,

Д =  (а+  <*+/) (се+сЬ-\-Ье)-\-а<1 (6 +с) +  а/ (Ь+ё)-\- (с-\-е)-\-ас{[. (а)
Теперь найдем Д для схемы рис. А. 15, а разложением по путям между 

узлами 1 к 4 (зачерненные кружки на рис. А.16, а). На рис. А .16, б—е пока
заны пять возможных путей между узлами 1 и 4 и соответствующие им подсхемы 
(подграфы) для нахождения Д*.

<С с У

е) ж)

Для первого пути по ветвям а и е равно произведению проводимостей 
ветвей этого пути: Рх — ае. При закорачивании ветвей а и е подграф представляет 
собой параллельное соединение ветвей /, с, Ь. Следовательно, Д1= / + с + 6.

а)

М Мо

Для второго пути (рис. А. 16, в) по ветвям /, Ь
Д2 =

Для третьего пути по ветви й  (рис. А. 16, г)
Рз — с1) Дз =  (о +  е) с + ( а + е )  ( / + 6) +  с ( / + 6).

Для четвертого пути по ветвям а, с, Ь (рис. А. 16, д)
Р4 =  асЬ, Д4= 1 ,

так как при закорачивании ветвей а, с, Ь граф вырождается в точку. 
Для пятого пути по ветвям с, е (рис. А .16, ё)

Р 8 =  /ее, Д6= 1 .
Таким образом,

Д = 2  Рк&Ь — 0* ( / + с + ^ ) + /6  ( ° + е+ с) +
+  <* [ ( а + е ) с + ( а  +  е) ( /+ * )  +  (/ +  Ь)с\ +  асЬ-\-/се,

Результаты подсчета Д обоими методами совпадают.
(б)



§ А .11. Разложение определителя по произвольно выбранной ветви. Положим, 
что проводимость произвольно выбранной ветви графа -равна а. Тогда определи
тель графа подсчитывают по формуле

Д =  аДа +  Да, (А. 24)

где Аа — определитель графа при коротком замыкании ветви а; Аа — определитель 
графа при разомкнутой ветви а.

§ А.12. Применение основной формулы. Как говорилось в § А.7, формулу 
(А.21) применяют для определения входной и взаимной проводимостей, передачи 
по току, по напряжению и в других целях.

Рассмотрим вопрос о том, как ею следует пользоваться. Обозначим т и п  
узлы графа, к которым присоединяется ветвь, содержащая источник питания 
схемы. В дальнейшем полагаем, что источником питания является либо источник 
э. д. с., либо источник тока, поскольку к ним можно свести любой реальный 
источник питания. Кроме того, считаем, что источник питания только один. Если 
же источников питания несколько, то следует воспользоваться принципом нало
жения, последовательно находя искомую величину от действия каждого из источ
ников, учитывая при подсчетах внутренние сопротивления последних.

Рис. А .17

Под Втп в (А.21) подразумевается либо напряжение источника питания, если 
в качестве последнего взят источник э. д. с ., либо ток 1 тп источника тока.

В качестве тока /  в числителе левой части (А.21) берут ток по той ветви, 
по отношению к которой нужно найти искомую величину. Если необходимо опре
делить передачу от источника питания к некоторой 5-й ветви, то под /  понимают 
ток в я-й ветви.

Число слагаемых в числителе (А.21) равно числу возможных путей между 
узлами т и п ,  причем каждый из них должен проходить по выбранной в ветви 
(путь через источник питания не учитывают).

В сумму % С ГАГ часть слагаемых может входить со знаком плюс, часть со 
знаком минус, так как Сг может иметь знак либо плюс, либо минус.

Для того чтобы определить, какой знак будет иметь Сг , руководствуются 
следующим: произвольно выбирают положительное направление вдоль ветви « 
(ставят стрелку на ветви в). Если при движении по пути Сг пройдем по ветви $ 
согласно с положительным направлением этой ветви (по стрелке на ветви), то Сг 
берется со знаком плюс, в противном случае — со знаком минус.

Вычисляя определитель системы Д, следует учитывать внутреннее сопротив
ление источника питания схемы. При питании схемы от источника э. д. с. Д под
считывают при закороченных узлах тп (внутреннее сопротивление источника 
э. д. с. равно нулю). При питании схемы от идеального источника тока ветвь тп, 
в которую включен источник, при подсчете А разрывают.

Пример 173. Определить взаимную проводимость ветви с источником э. д. с, 
(подключенной к узлам тп) и ветви с проводимостью е (рис. А .17, а).

Р е ш е н и е .  Для учета знака Сг примем за положительное направление 
ветви е, указанное стрелкой. Тогда

¡е/Ем. ~  У  Сг Л/7Д.



В графе есть два пути между узлами т и п ,  которые проходят через ветвь е. 
Первый путь изображен на рис. Л. 17, б: Сх—о.еЬ. Этот путь берется со знаком 
плюс, так как при прохождении его по ветви е движемся согласно с направле
нием стрелки на этой ветви. Поскольку при закорачивании ветвей а, е, Ь (ветвей 
этого пути) граф вырождается в точку, то Дх =  I .

Второй путь С2 проходит по ветвям d, е, с (рис. А.17, в). Так как при про
хождении этого пути по ветви е проходим встречно стрелке в этой ветви (ср. 
рис. А. 17, б, в), то Сг — — dec. При закорачивании ветвей d, е, с граф вырож
дается в точку, поэтому Д2= 1 .

Для нахождения определителя системы Д закорачиваем узлы т и п  (схема 
питания от источника э. д. с.) и получаем граф рис. А.17, г. От последнего пере
ходим к графу рис. А. 17, д.

Для вычисления Д графа рис. А. 17, д воспользуемся разложением его по 
путям между зачерненными точками. Между этими точками два пути: первый — 
по ветви е, второй — по ветвям (а-(-с), (b-\-d). Поэтому A -e{a~ \-c-\-b -\-d )-\-  
+  (а +  с) (6 +  d) • t. Таким образом,

I вых _С А  +  СаАг _____________ае& — dec___________ .. „с*
Е„х Д е ( a + c + 6  +  ci)-)-(a+c) (6 +  d)

Для определения передачи схемы рис. Л .17, а по напряжению между вход
ной ветвью (ветвью с источником э. д. с. между узлами т и п) и выходной (е) 
воспользуемся тем, что выходное напряжение на зажимах ветви е равно току / вых 
этой ветви, поделенному на ее проводимость. Следовательно,

■К /вых/е ab — dc
и  Е „  Д

П рим ер  174. Рассмотрим, какие изменения произойдут в вычислениях, если 
схема рис. А .17, а питается не от источника э. д. с., а от источника тока (рис. А .18). 
Определить передачу по току к ветви е и отношение напряжения на выходе (на

ветви е) к входному току. Выходной ветвью по- 
прежнему является ветвь е, по ней проходит ток 
/ вых- Положительное направление для прохожде
ния по этой ветви то же, что и в примере 173.

Р е ш е н и е .  В отличие от примера 173 вход
ной величиной является теперь входной ток / вх. 
Поэтому

Л ш * //в *  =  ; £ С , Д г /Л . (А .26)

Числитель правой части (А.26) такой же, как и 
числитель правой части (А.25). Определитель Д в 

Рис. А. 18 (А.26) отличен от определителя в (А.25) за счет
того, что для (А.25) он подсчитывался при пита
нии схемы от источника э. д. с., тогда как в рас

сматриваемом случае он должен быть подсчитан при питании схемы от источника 
тока. Для подсчета в этих условиях ветвь с источником тока следует считать 
разомкнутой. Определитель для этого случая был подсчитан ранее [см. формулу 
(а) в § А. 10]. Поэтому

/в ы х  ____________________________________ ___________________________________________
^вх (a-]-d-\-f) (се-\-сЬ -\-bë)-s¡-ad {b-\-c)-{^af {b-]re)-{-dí (c-\-e)■\-adf

Отношение выходного напряжения на ветви е к входному току
V в ы х __ 7 вы х/б ___________________________________ чЬ dc_________________________________

/вх —  /вх ^  (a + d  +  f ) (c e + c b  +  be) +  a d (Ь + c )+ a f  b̂ +  e) +  df (c + e )+ a d f  ш

Для определения входной проводимости схемы, питающейся от [источника 
э. д. с., в числителе (А.21) должны быть учтены все возможные пути между уз
лами т и п  (путь через источник э. д. с. исключается). Так, например, при 
вычислении входной проводимости схемы рис. А.19, а в числителе (А.21) должно 
быть взято четыре слагаемых, так как возможны четыре пути между узлами т



/ рл ^ С ГЬГ аЬ (¿ 4 -с + е )  +  йе (а +  е+&)-}-Л:6 • \ - \-ace - 1 
£„„ А (я +  6) (й( +  е) +  (а-^-Ь) с + ( ^ + е )  с

Все Сг в числителе взяты со знаком плюс, потому что направления всех 
чегырех путей взяты в виде продолжения по часовой стрелке направления вход
ного тока. Определитель Д (схема питается от источника э. д. с.) подсчитан 
в соответствии с рис. А.19, е.

т Ш
о

а)

п

S)

a+i <г/+е

е)
в) г)

Рис. А .19

Пример 175. Определить передачу по току в двойном Т-мосте (рис. А.20, а). 
Схема питается от источника тока / вх. Выходной ветвью является ветвь g. По 
ней протекает ток / в,,,х, положительное направление которого показано стрелкой.

а)

т

5)
Рис. А.20

т,2,3,п

■ф

Р е ш е н и е .  На рис. А.20, б, в показаны два пути С! и С, с передачами 
С, = ас ^  и С2 =  и соответствующие им подграфы для нахождения определителей:

&1 :=Ь - в ¿1 и Д д л  -{-• с~\~/.

Определитель графа рис. А.21, а найдем методом разложения по ветвям между 
узлами 1 и 2 (зачернены). Между этими узлами имеются пять путей в соответ
ствии с рис. А.21, б —е.

Подграфы этих путей изображены на тех же рисунках. В результате получим

CiAi С2Д2 a c g (b + e + d )+ b d g (a + c + f)
Д ab [(е +  f ) g ( е f) (c+ d ) +  (c+ d)g '] +

_______+acg(b +  e + d )  +  b d g (a + c + f)_______
+ e f(a + b )(c + d + g )  +  cge(a +  b)+ fgd  (а + Ь )



§ А .13. Сопоставление направленных и ненаправленных графов. 1. В направ
ленных и ненаправленных графах расчет состоит из простых и наглядных опера
ций, при проведении которых мала вероятность ошибки.

2. По сравнению с обычными алгебраическими методами решение системы 
уравнений при помощи графов может дать некоторую экономию времени.

3. При составлении определителя системы ненаправленного графа отпадает 
необходимость подсчитывать взаимно уничтожающие друг друга слагаемые, кото

рые появляются при раскрытии определителя матрицы проводимостей системы 
уравнений, составленных по методу узловых потенциалов.

4. Преимущество направленных графов перед ненаправленными—простота 
нахождения передачи по (А.4). Однако, поскольку граф в готовом виде не задан, 
сначала нужно построить граф и подсчитать передачи его ветвей.

5. Преимущество ненаправленных графов состоит в том, что не требуется 
составлять никаких уравнений и строить граф (так как графом является сама 
электрическая схема); однако определение передачи по (А.21) требует несколько 
большего времени, чем применение (А.4).

ПРИЛО Ж ЕНИЕ Б

М А Т Р И Ц Ы  В ЭЛЕКТРОТЕХНИКЕ

§ Б.1. Основные свойства матриц. Матрица —это совокупность величин, рас
положенных в виде прямоугольной таблицы. Чтобы отличать матрицу по внеш
нему виду от определителя, ее заключают в квадратные скобки [ ] или в двойные 
вертикальные черты || ||.

Каждый элемент матрицы часто снабжают двумя индексами: первый соответ
ствует номеру строки, второй — номеру столбца.

Матрицу называют квадратной, если число строк в ней равно числу столбцов, 
например

а 1 1 а  12 0 13 а и 012 а 13

И ]  = а% 1 а 2 2 а 23 = а 21 Й22 °23

-° 3 1 а 3 2 а 3 3 . а 31 °32 £*33

Диагональной называют матрицу, у которой элементы главной диагонали не 
равны нулю, а все остальные— нули, например

\ а и  0 1 
[_ 0



Матрицу, у которой элементы, расположенные по главной диагонали, равны 
единице, а все остальные —нули, называют единичной, например

ш=
1 0  0 
О 1 о
О 0 1

Неопределенной называют матрицу, в которой сумма элементов любой строки 
и любого столбца равна нулю.

Две матрицы равны, если равны соответствующие элементы этих матриц. Так,

матрица [/4 ]=  011 °1а равна матрице [ £ ] =  11 121, если а11 =  61£, а12 =  Ьп ; 
а2х а22\  |^ 21

021 =  ¿>21', °22 =  ̂ 22-
У равных матриц равны определители. Для рассмотренного примера апааг —

— ап аи  — ЬцЬ22 — Ьп Ь21 , но из равенства двух определителей еще не следует ра
венства самих матриц.

Операции над матрицами (их сложение, умножение) постулированы из сооб
ражений рациональности. При сложении (вычитании) матриц следует сложить 
(вычесть) соответствующие элементы этих матриц. Например,

[Л] +  [С] =  Г°13: ““ 1 +  р И  с121_Гаи + г11 а1 2 + с12~| Х
|„а 21 а2г\ |_С21 ^22 J  |_а 2 1 + с 21 «22 *4“  ^2 2 ^

Умножение двух матриц (число столбцов первой должно быть равно числу 
строк второй) производится по правилу «¿-строка первой матрицы умножается на 
¿-столбец второй». Для иллюстрации этого правила умножим две матрицы, эле
ментами которых являются числа:

П  21Г5 6 1 Г 1 . 5 +  2- 7  
|3  4] [7 8]  — 1_3 • 5 +  4 • 7

1-6 +  2.8 
3- 6  +  4 Я

Руководствуясь приведенным правилом, нетрудно убедиться в том, что 
[А ][В ]Ф \В \[А ], т. е. результирующая матрица зависит от последовательности 
расположения матриц сомножителей.

По отношению к матрице [/4], если определитель ее не равен нулю, можно 
составить обратную матрицу [Л]-1. Для этого необходимо: а) каждый элемент 
исходной матрицы [А] заменить его алгебраическим дополнением; б) транспониро
вать полученную матрицу, т. е. строки сделать столбцами; в) разделить транспо
нированную матрицу на определитель исходной матрицы [И].

Пример 176. Пусть [Л] =  Г*11 ° 12 I. Определить [Л]“1.
1_Я21 й'22J

Р е ш е н и е .  Заменив элементы матрицы на алгебраические дополне
Г а22 — Й21 1 г, ,  Г а:чим матрицу . После транспонирования будем иметь

^ [_— аХ2 °1и  [_— а-

[ °22 — а1г1
— g2f а и ]

Следовательно,

[А1 а11а22 — аХ2а2Х

Произведение [А] [Л]-1 == [1] — 1.
Для решения уравнения И ][В ] =  [С] относительно матрицы [В] следует обе 

части этого уравнения умножить на М ]-1: М]*1 ГЛ1 [В] =  Г/4]_1 ГС1 и учесть, что 
[Л]-1 [у4] =  1. Получим [В] =  [Л]-1 [С].

В матричном уравнении [Л][Х] =  0 можно переставлять столбцы в матрице 
1А] при одновременной перестановке строк в матрице [X].



§ Б .2. Общая характеристика применения матриц в электротехнике. Матрицы 
применяют для: а) сокращенной записи систем уравнений; б) упорядочения реше

ния систем уравнений; в) исследования топо
логических свойств электрических цепей (см., 
например, [3]), в теории графов, при синтезе 
цепей, при использовании ЭВМ и т. д.

Упорядочение решения систем уравнений 
при помощи матриц проиллюстрируем на при
мере составного четырехполюсника.

Пример 177. Составить матрицы [Лх] и [Л2] 
двух каскадно соединенных четырехполюсников
1 и 2 (рис. Б.1) и матрицу эквивалентного им 
четырехполюсника.

Р е ш е н и е .  Для первого четырехполюсника

и  1 = О2-\-¿г!ь ¡1 — ¡ъ М1]=|ф

(а)

Для второго

Заменив ^ в правой части (а) на его эквивалент из (б), получим 

Матрица двух каскадно соединенных четырехполюсников

. . А  ...........

Таким образом,

(0)

1Л]-с з-Р
1/ 2«

и,

§ Б.З. Основы матричной теории графов. Пронумеруем ветви и узлы в задан
ной схеме. Так, в схеме рис. Б.2, а 4 узла и 6 ветвей. Произвольно покажем на 
них стрелками положительные направления отсчета токов и напряжений. Выберем 
одно из возможных деревьев в схеме (рис. Б.2, б). Ветви изобразим сплошными, 
а хорды — пунктирными линиями.

Фундаментальными контурами называют контуры, в каждый из которых 
входит только по одной хорде. Так, для дерева рис. Б.2, б имеем три контура
а, Ь, с на рис. Б.2, в.

Матрицей фундаментальных контуров [/С] называют таблицу из чисел 1,
— 1, 0, в которой строки (индекс ¿) соответствуют контурам, а столбцы (индекс /) — 
ветвям.

Если при обходе ¿-го контура стрелка на ветви направлена согласно с обхо
дом контура, то в соответствующей клетке таблицы ставят 1, если встречно, то



— 1, если ветвь не встретится — 0. Для рассматриваемого призера, обходя, кон
туры по часовой стрелке, запишем

1
Ветви 

2 3 4 5 6
Контуры

а 1

оо

— 1 0
[К] =  ь 0 —  1 1 0 I 0

с .1 —  I 0 0 0 — 1.

Матрицу [К] используют для записи уравнений по второму закону Кирхгофа. 
Для того чтобы от заданной схемы прийти к выбранному дереву, например от 
рис. Б .2, а к рис. Б.2, б, необходимо отсечь часть ветвей, т. е. сделать их хор
дами. Каждая ветвь отсекается в двух местах около узлов, к которым она под
ходит. В примере нужно сделать три отсечения (показаны кружками на рис. Б .2, а, б 
и обозначены цифрами I, II, III).

Рис. Б .2

Матрицей отсечения или [<3]-матрицей ([^¡-матрицей) называют таблицу, со
ставленную из чисел 1, — 1, 0 так, что номер строки I соответствует номеру 
отсечения, а номер столбца / — номеру ветви. Если /-ветвь рассекается ('-отсече
нием (кружком) и стрелка на ней направлена внутрь этого кружка, то в соот
ветствующей клетке таблицы ставят 1, если из кружка, то — 1, если ветвь не 
затронута отсечением — 0, Для рассматриваемого примера

Отсечения
I

[<?]= П 
III

1
Ветви 

2 3 4 5 6

- 1 0 0 1 0 — 1
0 — 1 — 1 0 0 1
0 0 1 — I — 1 0

(а)

С помощью [<2]-матрицы удобно записывать уравнения по первому закону 
Кирхгофа. Ее используют также для записи уравнений по методу узловых потен
циалов и по методу контурных токов.

Известно, что с каждой исходной схемой можно сопоставить дуальную (см. 
§ 3.43). Если узлы дуальной схемы взять соответствующими фундаментальным 
контурам исходной, то [ф]-матрица дуальной схемы и [АГ]-матрица исходной схемы 
будут одинаковы.

Кроме [/С]- и [С]-матриц в матричной теории графов используют [М]- и [//]- 
матрицы.

[М]-матрицу, или матрицу контуров, составляют так же, как и [/(]-матрицу, 
но для всех возможных контуров схемы.



[Щ-матрицу, или матрицу инциденций (узловую матрицу), составляют таи 
же, как и [<2]-матрицу, но для всех узлов схемы.

Запись уравнений связи напряжений и токов на ветвях через сопротивления 
или проводимости ветвей в комплексной или операторной формах, т. е. запись 
уравнений по закону Ома, осуществляют при помощи матрицы полюсных уравне
ний (название обусловлено тем, что каждая ветвь имеет два зажима или полюса).

Схема рис. Б .2, г повторяет схему рис. Б.2, а. В ветвях /  и 5 включены 
источники э. д. с., в ветви 6 — источник тока, а в остальных — активные сопро
тивления. Для них имеем R 2I 2 =  U2; ^ 3/ э= ( / 3; /?4/4 =  ¿/4. С помощью матрицы 
полюсных уравнений эти соотношения запишем как

Хэ ьз О О К)

0 R a 0 /. = и 3
° 0 Д4 л и *

(б)

При решении электротехнических задач за основные обычно принимают 
уравнения для напряжений вдоль фундаментальных контуров — алгебраическая 
сумма напряжений вдоль каждого из них равна нулю, либо уравнения для 
токов, составленные для отсечений, — алгебраическая сумма токов для каждого 
отсечения равна нулю.

В процессе совместного решения уравнений полезно разделять матрицы на 
подматрицы или блоки, с тем чтобы одну группу токов или напряжений выра
жать через другую (одну группу неизвестных через другую). Для образования 
необходимых подматриц переставляют строки и столбцы матриц.

Пример 178. Для схемы рис. Б .2, г, полагая известными Ult Ut , / в, R 2, R3, 
Rit составить уравнение для определения токов / х и / 5 и напряжения Ue ( U i~
—  Е \, Ut =  E t).

Р е ш е н и е .  Используя [/С]-матрицу, запишем равенство нулю напряжений 
вдоль трех фундаментальных контуров рис. Б.2, в:

- ~ и г
1 2 3 4 5 6 U2

-1 0 0 1 — 1 0“ и 3
0 — 1 1 0 1 0 и*

_1 — 1 0 0 0 - 1 _ и ъ
Jи * -

=  0,

Переставим строки и столбцы так, чтобы можно было выделить подматрицы

U{
Ub
иЛ

- и г -U t-
« V и Ut

1 б 6 2 3 4
-  0 1 0 — 1 1 о-

1 — 1 0 0 0 1
_ - 1 0 1 1 0 0_

и2
и3

J J * -
или

1 О 
- 1  0 

0 1

■Ui
Уь

У,
+

- 1  1 0- 
0 0 1 
1 о о

=0,

- Щ -

и9
.Um.

=  0. (В)



Составим уравнения по первому закону Кирхгофа для узлов, охваченных 
отсечениями I, II, III на рис. Б .2, а, используя [QJ-матрицу:

Отсечения 1
I
II
III

2 

О 
— 1 

О

Ветви

3 4
0 1 

-1 О
1 —1

5
О
О

- 1
=  0. (г)

Переставим строки и столбцы в (г) так, чтобы не требующиеся по условию 
задачи токи / 2> / 3, / 4 можно было выразить через /*, / 5, / в:

2 3 4 1 с 6
0 0 1 —  1 0 —  r

- 1 - 1 0 0 0 1

0 1 —  1 0 - 1 0 _

2 -0 0 —  1- -  1 -1 0

3 =  — 1 1 0 0 0

4 - _0 —  1 1_ _0 1

= 0,

Сд)

Заменим матрицу U3

4—
в уравнении (в) на ее эквивалент из (б) и в полу

ченном выражении матрицу заменим на правую часть (д):

0
1

- 1

1 0' 
— I О 

О 1
Ub
.U,

~U 
h  

Л  
- 1 1 о

0 0 1
1 о о

r2 о о
о Яз О 
о О Rt

X

0
1
о

1 о 
0 0 —1 
О 1 о

— п -  1
0
1

0
1 
1

I— /¿~ 
/»

X

=  0; (е)

"0 0 - 1 - — 1 - 1 1 1-
1 1 0 = — 1 0 - 1

_0 - 1 1_ 1 0 o_

Последовательно умножим четыре матрицы. Окончательно

0 1 О'
1 —1 О 

■1 0 1.

Ui
Vb
и*

-  (.Rz+Rs) - ( R 2 + R 3) - R 3 

—  Ri  0 - R i
R2 R i  0 .

/1
/ 5 =  0.



Через матрицу отсечений [ф], диагональную матрицу проводимостей схемы 
Г?1 и транспонированную матрицу отсечений [(ЭД1 можно определить узловую 
матрицу проводимостей [б]у, используемую для записи уравнений узловых 
потенциалов:’

[<5]у= [с г ш ш ]т.
Например для схемы рис. Б .2, а, полагая, что проводимости ветвей 1 — 5 

равны — £ 5 (в ветви 6 источник тока и потому ее проводимость 0) и что узел IV 
заземлен, имеем

~81

[GF =  [<?][£] [Q]T‘
1 О 
О —1 
О О

1 0 0-
0 - 1 0
0 — 1 1
1 0 — I
0 0 - 1

— 1 1 0

0 1 
— 1 О

1 - 1

О
о

- 1

8з
84

8ь

X

О
_  — 8i

О
&2+£з 

— 8з

— 8*
— 8я 
£з+Й 4+£в_

Если учесть, что матрицу узловых токов в методе узловых потенциалов [/]у 
можно записать в виде — [Q] [/*]T +  [Q] [g] [£]т , где [/¿]т —транспонированная 
матрица — строка токов ветвей с источниками токов /*, шунтирующими ветви k, 
[£]т  — транспонированная матрица—строка э. д. с. ветвей, то уравнения по методу 
узловых потенциалов можно записать и так:

[Q] lg\ [Q]T [<p] =  -  [Q] [/*]Т +  IQ) [g] [£ ]Т,
где [ф] — матрица-столбец узловых потенциалов.

Аналогично, матричное уравнение по методу контурных токов можно записать 
в виде

[ЛГ] И  [К ]т [/] =  [ * ]  [ £ В]Т- [ К ]  И  |/*]т .
Здесь [/С] — матрица фундаментальных контуров; [/■]—диагональная матрица 

сопротивлений ветвей (матрица полюсных уравнений); [/С]т —транспонированная 
[А^-матрица, [£ в]т —транспонированная матрица—строка э. д. с. источников
э. д. с. ветвей. Со знаком плюс ток источника тока / й входит в [/*)т , если по 
шунтирующей его ветви k он дает ток, согласный со стрелкой на ней.

ПРИ ЛО Ж ЕН И Е В
И С С Л Е Д О В А Н И Е  П РО Ц Е С СО В  В НЕЭЛЕКТРИЧЕСКИХ С И С ТЕ М А Х
Н А  Э ЛЕ КТР И Ч Е С КИ Х  М О Д Е Л Я Х -А Н А Л О Г А Х

Исследование процессов в неэлектрических системах (механических, акусти
ческих, тепловых гидравлических .и др.) или в частично неэлектрических (напри
мер, в электромеханических) часто производят на электрических моделях-аналогах.

Стремление использовать для этой цели электрические модели объясняется 
тем, что: 1) электрические параметры можно легко изменять в широких пре
делах; 2) токи и напряжения можно измерять с большой точностью; 3) токи и 
напряжения относительно просто записать на осциллографе. В качестве неэлектри
ческих будем рассматривать механические системы.



Механические системы подразделяют на системы поступательного, вращатель
ного и поступательно-вращательного движения. В каждой из этих систем могут 
быть активные и пассивные элементы.

Активными являются источники силы /  и источники скорости V для систем 
поступательного движения и источники вращающего момента М и угловой ско
рости со для систем вращательного движения.

Пассивными являются элементы упругости, трения и массы. Как и при рас
смотрении электрических цепей, эти элементы часто идеализируют, например 
считают, что идеальная пружина обладает только упругостью и не имеет массы.

Для заданной механической системы сначала составляют схему замещения, 
а затем, используя аналогию между механическими и электрическими величинами 
(о которой будет сказано далее), образуют электрическую схему-аналог, которую 
и подвергают исследованию (экспериментальному или теоретическому).

Перед составлением схемы замещения механической системы необходимо:
1) выбрать систему отсчета для сил и скоростей (или соответственно для 

вращающих моментов и угловых скоростей);

а) д) в)
Рис. В.1

2) соединить между собой узлы, имеющие одинаковую скорость или одинако
вую величину смещения;

3) соединить неподвижные узлы в один узел;
4) на схеме замещения между соответствующими узлами изобразить активные 

и пассивные элементы, имеющиеся в изучаемой системе.
Рассмотрим простейший пример.
Механическая система рис. В.1, а образована телом массой т, опирающимся 

на пружину упругосги 5 ( 5 =  1/е, где е— податливость). На тело действует внеш
няя сила /  (<), являющаяся функцией времени Л При движении тела в верти
кальном направлении возникает вязкое трение о среду. Сила вязкого трения 
пропорциональна скорости V перемещения тела. В схеме всего два узла: подвиж
ный а и неподвижный Ь.

Выберем положительное направление для отсчета величины перемещения 
тела х, считая за исходное положение тела при отсутствии силы /  (/). Положи
тельное направление для скорости к показано на рис. В.1, а. Схема замещения 
изображена на рис. В.1, б. В ней четыре ветви. В первой включен источник 
силы /( /) ,  во второй —масса от, в третьей—идеальная пружина упругости 5, в 
четвертой — сопротивление трения гтр.

Для схемы замещения составим уравнение по первому закону механики. 
Согласно этому закону, сумма всех внешних сил, действующих в некотором узле, 
должна быть равна сумме сил реакций в этом же узле. В узле а действуют три
силы реакции: ¡т =  т ^ ~ г  реакция системы, обусловленная силой инерции;

=  — реакция системы, обусловленная деформацией пружины; / тр =
=  лтрУ — реакция системы, обусловленная трением.

По первому закону механики,

/|я +  /5+/тр =  /(0 или т ЙГ +  Т  ^ ®<И +  ,'тр0 =  /(<)•



Между отдельными элементами механической системы и элементами соответст
вующей ей электрической модели (системы) может быть аналогия двух типов 
в соответствии с тем, что для каждой электрической цепи может быть составлена 
дуальная ей цепь.

В первом типе аналогий сопоставимыми величинами являются: сила /  — 
напряжение и, скорость V—ток », масса т —индуктивность I ,  податливость 
пружины е — емкость С, сопротивление трения лтр —электрическое сопротивле
ние /?.

Во втором типе аналогий сопоставимыми величинами являются: сила / —ток I, 
скорость V — напряжение и, масса т — емкость С, податливость е — индуктивность 
I сопротивление трения /-тр—электрическая проводимость б.
, На рис. В.1, в изображена электрическая схема по второму типу аналогий, 
соответствующая схеме замещения механической системы рис. В.1, а. Для нее

‘с  +  *д +  <а = * и ли  +  ~  ^  и с И + О и  =  Ц ( ) ,

где и — напряжение между узлами а и Ь.
Закон изменения напряжения и во времени в схеме рис. В.1, в соответствует 

закону изменения скорости о в системе рис. В.1, а, если параметры электрической 
схемы соответствующим образом подобраны.

П Р И Л О Ж Е Н И Е  Г

С Л У Ч А Й Н Ы Е  ПРОЦЕССЫ  В Э ЛЕ КТР И Ч ЕС КИ Х  ЦЕПЯХ

§ ГЛ. Случайные процессы. Корреляционные функции. Положим, что есть 
несколько систем, находящихся в одинаковых условиях, и в них происходят

в принципе одинаковые процессы. В си-

а)
лу влияния на процесс различных слу
чайных факторов, имеющих вероятност
ный характер, процессы в системах мо
гут несколько отличаться друг от друга. 
В результате наблюдения можно устано
вить, какая величина при фиксирован
ном моменте времени / является наиболее 
вероятной.

Плотность вероятности случайного 
процесса обозначают № (х, /). Она вы
ражает собой вероятность того, что в 
момент времени \ значение величины х 
находится в интервале от х до х-\-с1х. 
Функцией распределения У7 (х) называют 
вероятность наступления события, при 
котором значение величины х, характе
ризующей это событие, находится в ин
тервале от —оо до х.

Случайные процессы могут быть раз
делены на стационарные и нестационар
ные. Стационарными называют случай
ные процессы, для которых все функции 
распределения не зависят от изменения 
начала отсчета времени. Для нестацио
нарных случайных процессов функции 
распределения зависят от времени.

В качестве примера на рис. Г.1, а, б 
изображены кривые некоторого стацио

нарного случайного процесса. Д ля этих кривых вероятность возникнове
ния колебания с некоторой амплитудой остается той же, если сдвинуть начало



отсчета времени. Иная картина имеет место на рис. Г.1, в, г, изображающих 
кривые х  (0 для некоторого нестационарного случайного процесса. На рис. Г.1, в 
начиная с некоторого момента времени х (t) неограниченно возрастает, а на 
рис. Г.1, г — стремится к нулю. Ясно, что для этих кривых сдвиг начала отсчета 
времени изменяет вероятностные зависимости.

Для стационарных случайных процессов среднее по множеству (обозна
чается ¡с) равно среднему по времени (обозначается (х)), т. е. х = ( х ) .

Это положение называют вргодической теоремой (гипотезой). Эргодическая 
теорема служит основанием для того, чтобы, обрабатывая всего одну из времен
ных зависимостей х (t), полученную экспериментально, судить о статистических 
свойствах всех зависимостей х (t) при стацио
нарном случайном процессе в изучаемой систе
ме.

Для характеристики стационарных случай
ных процессов х (t) вводят автокорреляцион
ную и взаимную корреляционную функции.

Автокорреляционная функция R (т) являет
ся мерой взаимной связи функции *■{/) и функ
ции х (/ -|- т), смещенной по отношению к х (t) 
на время т:

г
Я ( т ) =  lim 5^- i  x ( f ) x { t+ i ) d t .  (Г.1)

Т -* оо 2  Г  J

Свойства R (т):
О /? (т)—функция четная, т. е. R ( — т) =

=  (т) [в этом можно убедиться, введя в (Г.1) 
новую переменную ^  =  <+т];

2) если х (/)— функция периодическая, то 
для нее R  (т) может быть представлена в виде 
суммы автокорреляционных функций от постоян
ной и от синусоидально изменяющихся состав
ляющих;

3) если в хН) имеются гармонические 
составляющие, то R (т) не содержит информа
ции о начальных фазах гармонических состав
ляющих;

4) для х (I) без постоянной и гармонических составляющих R (т) максимальна 
при т =  0;

5) для случайных функций времени без постоянной и гармонических состав
ляющих R  (т) уменьшается с увеличением т и уже при сравнительно небольших т 
стремится к нулю [объясняется это тем, что для чисто случайного процесса зна
чение х ( / + т )  уже при относительно небольшом т не зависит от того значения, 
которое имела эта функция х{() в момент времени (\.

Взаимной корреляционной функцией R x y (t)  двух функций времени— х  (/) и 
у (() — называют функцию, определяемую следующим образов:

т
Rxy (т) =  ~  ^  x { t ) y ( t+ ^ ) d t .  (Г-2)

, — г
Функция RXy (т) является мерой взаимной связи двух случайных функций 

времени.
На рис. Г.2, а изображены две произвольные функции времени: х  (() и у  ((), 

которые позволяют наглядно пояснить свойства функции ^ .^ (т ) .
1. Функция RXy (т) зависит от того, сдвинута функция у  (¿) на + т  или на

— т, т. е. R xy( 1 ) Ф  Rxy^ъ).
Если всю кривую £/ (/) рис. Г.2, а сдвинуть на + т  влево, т. е. взять функ

цию у ((-\-т), то произведение х (<)(/(/ +  т) будет равно нулю для любого /, 
а значит, Rxy('^)=Ъ. Если же всю кривую у  (¿) рис. Г.2, а сдвинуть на —х

Sx ((o)

г
г)

Л

ш

д)

Рис. Г.2



вправо, т. е. взять функцию </(/ —т), то на некотором интервале времени произ
ведение ординат кривых х (f) и y ( t — т) не будет равно нулю.

2. Сдвиг функции у (() влево на т дает тот же результат, что и сдвиг 
функции x ( t ) вправо на —т. Поэтому Rxy (т) =  Ryx (— т).

3. Для случайных функций времени х (/) и у (/), не содержащих постоянной 
и гармонических составляющих одинаковой частоты (для некоррелированных 
функций), R Xy (т) =  0.

§ Г.2. Прямое и обратное преобразования Фурье для случайных функций 
времени. К случайным функциям времени и к их корреляционным функциям 
применяют преобразование Фурье. Так как в общем случае случайная функция 
времени х  (t) или ее корреляционная функция может и не стремиться к нулю 
при í -*■ ±  оо, то, для того чтобы к ним можно было применить преобразование 
Фурье, поступают следующим образом: преобразование Фурье применяют к функ
ции Xi(t), которая не равна нулю в интервале от — Т  до + Т  и равна нулю 
вне этого интервала. Если затем Т  оо, то (t) будет стремиться к х (t), 
а Фурье-изображекие функции (t) будет стремиться к Фурье-изображению 
функции х (t).

Подобное рассуждение может быть проведено и по отношению к Фурье- 
изображению корреляционной функции.

Фурье-изображением автокорреляционной функции R ^  (т) называют

+Р°
S x (о ))=  $ Rx (T)e-*"dx. (Г.З)

—  СО

Но
Rх (т) e~lax =  RX (т) (cos (от—/ sin <от).

Если учесть четность Rx (т) и cos (от и нечетность sin (от, то

ОО

S x  (<и) =  2 |  Rx (т) cos (от dx, (Г.4)

где S x (ti>)— спектральная плотность случайного процесса, которая обла
дает следующими свойствами: 1) действительна и положительна при всех частотах;
2) четная; 3) так же как и R x (т), не содержит информации о фазе гармоник, 
если таковые содержатся в х (i).

Зная S x  (со), можно определить автокорреляционную функцию

-f- 00
/?a (t) =  Í  j¡ S * H e№Td*- (Г .5)

—  со

Если на четырехполюсник с передаточной функцией К (/а»), модуль которой 
К  (и), воздействует случайная функция спектральной плотностью Sjcвх (со), то 
спектральная плотность величины на выходе четырехполюсника (вывод опускаем)

•SjCBblX (со) =  К2 (со) S XBX ((о). (Г.6)

§ Г.З. Белый шум и его свойства. Представим себе прямоугольный импульс 
весьма малой, в пределе бесконечно малой длительности (рис. Г.2, б). Нетрудно
убедиться в том, что для него R x (т) ф  0 только при т <  | ±  — J. Вне этого ин
тервала R x (т) =  0. Из предыдущего ясно, что если Rx (т) Ф  0 только при очень 
малых т, то процесс, которому соответствует эта функция, является слу
чайным.

Положим теперь, что R x (т) =  е—а  1x1, где а  очень велико, поэтому Rx (т) 
очень быстро спадает в функции х по закону экспоненты (рис. Г.2, в). Найдем



Sx  (м) для этого случая. По^определению,
-}*• со 00

s x .(а>) =  5 Rx (т) е -  ¡ax dx =  2Re J R x (т) e~  >ax dr =
—  00 

00

=  2Re f e~a't e~№ dr =  2Re Г a  ¡W- 1 =  ^  ■.•’ La2 +  (ú2J а2+ш2

Ha рис. Г.2, г качественно построен график S x (и), полагая, что а  очень 
велико.

Если а  очень велико, то влияние со2 на значение знаменателя S x (<о) сказы
вается только при очень больших <о, соизмеримых с а , т. е. спектральная плот
ность S x (ш) кратковременного игольчатого импульса постоянна в очень широком 
диапазоне частот.

На основании изложенного можно сказать, что чем уже импульс (чем он ко
роче во времени), тем шире его частотный спектр.

Белый шум представляет собой совокупность множества беспорядочно и без 
всякой связи следующих друг за другом игольчатых импульсов (рис. Г.2, д), 
амплитуды которых имеют случайный характер и подчиняются нормальному за
кону распределения вероятности, при котором плотность распределения вероят
ности

_  (* -  а)1 
«7 W =  _ i ^ e  №  ,

о у 2я
где коэффициент а — математическое ожидание; коэффициент а  —дисперсия.

Так как спектральная плотность каждого импульса постоянна в достаточно 
широком диапазоне частот, то и для белого шума SA. (<о) =  const.

§ Г.4. Источники внутренних шумов в электрических цепях. Активные сопро
тивления, электронные лампы, транзисторы, магнитные усилители и многие дру
гие элементы схем являются источниками внут
ренних шумов. Э.д.с., которыми можно в расчет
ном смысле эквивалентировать эти шумы, обычно 
очень малы и составляют часто несколько микро
вольт. Если шумящие элементы схем включены на 
вход усилителя, имеющего очень большой коэф
фициент усиления, то шумы ограничивают порог 
чувствительности схемы.и с ними приходится счи
таться.

Активное сопротивление как источник шума.
Вследствие хаотического теплового движения элек
тронов в некоторый момент времени на одном кон- Рис. 
це сопротивления образуется избыток электронов, 
а на другом конце — недостаток. В смежный момент времени может возникнуть об
ратная картина. На концах активного сопротивления как бы возникает некото
рая э. д. с.

Шум, возникающий в активном сопротивлении R  (Ом), является белым шу
мом и имеет спектральную плотность

5 ш (о>) =  2*ГД,
где k — постоянная Больцмана, равная 1,38 ■ 10“23 Дж/град; Т  — абсолютная тем
пература сопротивления.

Шумящее сопротивление в расчетном смысле эквивалентно схеме рис. Г.З, а. 
В ней последовательно соединены нешумящее сопротивление и источник э. д. с. 
Квадрат напряжения этого источника

Um =  S m (to) Дсо/я =  AkTR Д/.

Через Дш обозначена полоса пропускания усилителя, на вход которого вклю
чено шумящее сопротивление (Дм =  2л А/),



Дробовой эффект в электронной лампе. Эффект испускания электронов нитью 
накала лампы носит случайный характер. В некоторый момент времени из нити 
накала вылетает больше электронов, в смежный с ним момент времени —меньше. 
В результате анодный ток при отсутствии сигнала на сетке лампы непостоянен и 
имеет некоторую переменную составляющую, которая колеблется около среднего 
значения анодного тока.

Эффект называют дробовым, так как он напоминает шум дробинок при их 
ударе о мишень. Шум, вызванный дробовым эффектом, также является белым шу
мом, спектральная плотность которого не зависит от частоты. В расчетном смысле 
дробовой эффект учитывают, включив в сеточную цепь лампы (рис. Г.З, б) неко
торое сопротивление Я =  # ш и источник э. д. с. напряжением и ш: 1]ш — 4кТЦА1.

Для маломощных триодов пользуются формулой /?ш =  (2 3)/5 кОм, где 5 — 
крутизна характеристики лампы, мА/В. Для многосеточных ламп й ш значительно 
больше, чем для триодов.

ПРИЛО Ж ЕНИЕ Д

РАСЧЕТ Э ЛЕКТРО ННЫ Х И ТРАНЗИСТОРНЫ Х СХЕМ  
М Е Т О Д О М  Н Е О П Р Е Д Е Л Е Н Н О Й  М АТРИЦЫ  
И Д В О Й Н О ГО  А Л ГЕ Б Р А И Ч Е С К О ГО  Д О П О ЛН ЕН И Я

Метод основан на использовании неопределенных матриц проводимостей эле
ментов схем, составлении неопределенной матрицы проводимостей всей схемы, по
лучения из нее укороченной матрицы путем вычеркивания столбца и строки, соот
ветствующей заземленному узлу, и применения выведенных далее формул для 
подсчета искомой величины. Рассмотрение метода начнем с вывода формул У-па- 
раметров транзистора.

г) д)
Рис. Д.1

§ Д.1. К-параметры транзистора. Составим уравнение по методу узловых по
тенциалов для узла 3 схемы с общим эмиттером рис. Д.1, а (см. рис. 15.23, б), 
полагая Кб =  1/Лб!

Уд — 1/Кз1 У к — (1/йк) 4-/С|)С|С.



Точки У, 2, 3 имеют потенциалы ф2, ф3, а точка 0 имеет нулевой потенциал! 

Фз (Уб +  Уъ +  У*) —Ч>гУб — Ф2^к =  — a/9i
/9 =  фаК э»

Сопоставляя два последних уравнения с уравнениями четырехполюсника 
в У-форме и заменяя индекс 1 на б, индекс 2 на к, получим

Порядок величин для низкочастотных маломощных транзисторов следующий: 
Н6б Ю-з Ом-i, у кк =  34 . ю -e Ом-i;

К6к =  — 10-е ом -i, у к(. ^  32 . Ю-з Ом“1.

§ Д.2. Неопределенная матрица узловых проводимостей транзистора. Пред
ставим транзистор трехполюсником (рис. Д .1 ,6 ) с зажимами Б, К Э. Токи Ц , 
/ к, ¡з направим соответственно к зажимам Б , К , Э, имеющим потенциалы фб, фк, 
фэ, отсчитываемые от нулевого уровня 0.

Составим выражения для токов /g и / к, а выражение для тока 7Э получим,' 
учитывая, что /б +  /к + ^ э  =  0:

U =  ^бб  (Фб— 'Фэ) +  ^ б к  (Фк — Фэ)!

/к  =  ^кб(Ф б — Фэ) +  ^ к к (Ф к  — Фэ);

1* = —  (^ б б  +  ^ к б ) Фб +  (^б б  +  ^ б к  +  ^ к б  +  ^ к к )  Фэ — (У6«. +  ^ к к )  Фк»

Эта система уравнений в матричном виде запишется так:

— неопределенная матрица узловых проводимостей.
В неопределенной матрице сумма элементов любого столбца и любой, строки 

равна нулю. Из нее получают укороченную матрицу, вычеркивая тот столбец 
и ту строку, которые соответствуют заземленному узлу схемы.

§ Д.З. Неопределенная матрица узловых проводимостей электронной лампы. Н а 
рис. Д.1, в изображена схема, соответствующая схеме рис. 15.30, в. В ней имеются 
три узла (С, А, К), две проводимости: =  ё 1 и £ск — внешняя проводимость 
между сеткой и катодом (в частном случае она может отсутствовать).

Фз =  Ф 1^ +  Фа ^ }
где с ^ У б  +  Кк +  Кд (1 — а);

/i =  №i -  Фз) =  ф* ^  [Кк +  К 9 (1 -  а)] -  ф2 .
В свою очередь,

Ум =  У а = Гб[Г« +  М 1 -а )1  -
п  *а

. у  - Y  -  Y*Y« .,  *  б к — • 12---------------— ;

YAY6 +  YJ '^6= ^21  =
Y 6 (aY 9- Y K)

па (ДЛ)

i / ] = m  №].
где

б э к

г у ,  =  б  ^66  —  О 'б б + ^ б к )

Э - ( Y 66 +  Y k6) K 66 +  K 6k +  K k6 +  F kk

к _ ^кб (^кб+^кк)

Кбк
•“  (Убк +  Укк)



цДмг ц 
/  =  —^ —  == ^  (Фс -  Фк) =  5  (Фс -  Фк)-

Токи, подтекающие к узлам / с, / а, 1К, выразим через потенциалы и проводимости:

=  8ск (Фс Фк);

/а =  йгак(фа-фк) +  5(фс-фк); (а)

! к = & с к  (Фк — Ф с )+ ё гак (Фк — Фа) — 5  (фс — Фк)-

Системе соответствует матричное уравнение [/] =  [У] [ф], где неопределен
ная матрица узловых проводимостей

~ с а к

£ск 0 —Век
а 5  gall — (£ак+ 5 )
к — (^ск+5) — а̂к &ск +  §ок +  5_

т =

§ Д.4. Вывод расчетных формул метода. На рис. Д.1, г изображен трехполюс- 
ник с внешними узлами 1 , 2, 0. Узел 0 заземлен. ?Входные зажимы 1, 0, выход
ные 2, 0. Потенциалы узлов и ф2. Положительные направления токов 1г и / г 
указаны на схеме. Обозначим Уп— проводимость нагрузки, Уи проводимость источ
ника питания.

Если для этой схемы составить уравнения по методу узловых потенциалов, 
а затем несколько преобразовать их, выделив в правой части уравнения для 
узла 1 слагаемое (£и—фх) Ки =  / Х, а для узла 2 слагаемое—ф2Ун = —/ 2, то получим

где [/] =

[У] [ф ]= [/1 . (Д-2)

Укороченную матрицу узловых проводимостей получают из

I. 0.
неопределенной, вычеркивая строку и столбец, соответствующие заземленному 
узлу. В состав матрицы [К] проводимости У„ и У„ не входят.

Решим уравнение (Д.2) относительно потенциалов внешних узлов фх и ф2:

Ф1= 4 к/1 +  ̂ (- /г): (Д-3)

(Д-4)

где Д — определитель матрицы [У]; Д*т —алгебраическое дополнение вместе 
с принадлежащим ему знаком; И — номер строки; т — нотер столбца.

В левой части (ДА) заменим ф2 на / 2/Уи и решим уравнение относительно / 2:

/ 3 =  /х- Д 1 2 ^  II

Д +  Д 22У н

Входное сопротивление относительно узлов 1—0

д I у  Д11Д22 — Д12Д21
Фх Ди +  Гн

х / —0
А

у /х Д +  У нДга
Из теории определителей известно, что

я =  (ДцДм — А^Ац)/А  =  Дц, 22,

(Д-5)



где Да , га—двойное алгебраическое дополнение. Им пользуются тогда, когда число
строк и число столбцов определителя А >  2. При оговоренном условии Дц. 22 
получают из определителя системы Д, вычеркивая 1-ю и 2-ю строки и 1-й и 2-й 
столбцы и умножая на (— 1)и1+2+2=  1. Тогда

7 _  Ап +  КНА11,22 /п 61 
------- Д + К „ Д 22 * ^  ’

Передача по напряжению 

Передача по току
№ 7> 

« - 8>
Пример 179. Определить передачу по напряжению К ц  и потоку К / однокаскад

ного транзисторного усилителя с обратной связью, собранного по схеме с общим 
эмиттером (рис. Д.1, а).

Р е ш е н и е .  Обозначим узлы схемы через 1 (Б ), 2 (К), О (Э). Используя неопре
деленную матрицу транзистора (см. § Д.2), составим неопределенную матрицу схемы 
рис. Д.1, д, не включая в нее Уи и Кн. Проводимость ветви обратной сзязи У0 
войдет со знаком плюс в элементы матриц 1 — 1 и 2—2  и со знаком минус в эле
менты 1—2 и 2 —1  (с такими же знаками, с какими проводимость входила бы в урав
нение узловых потенциалов):

1 2  0 
1г  У м  +  Уо- ^ б к - У о  - ( У б б  +  ^ б к )

2 У  кб — Ко У к к + ^ о  — (Ккб +  ^ к )  

о — ( Км +  Укв) -О 'б к  +  Ккк) Убб +  ^ б к + К к б + ^ к к 1
Сумма элементов любой строки и любого столбца неопределенной матрицы 

равна нулю. Так как узел 0 заземлен, то вычеркиваем 0-строку и 0-столбец. 
Получим укороченную матрицу

1 2 
»Г^бб+^о У б к - У в1  
2 [ к кб — У0 ^ k k + ^ o J

Определитель ее Д =  (К6б +  У0) (Укк+ К 0) — (Ккб — К0) (^ б к -^ о )-
Алгебраические дополнения:

Д12 =  ^кб — Y о> Д ц — У  кк +  Уо'> Д22 =  ^бб ~Ь ^о-

Так как число строк и число столбцов матрицы равно двум, то в этом про* 
стом примере а подсчитываем, не прибегая к двойному алгебраическому дополне
нию Дц, 22*

а==(АцД22 — Al2^2l)/A— !•
Далей" определяем искомые передачи:

ь - ____ А12
U Дц+аУ,,

АцУ'н ___________________________ К „ ( У  к б - У  о)

ь- _ Ai2 Кк6 — К0
Дц+вУн К к к + К „ + К н *

Д +  Д«2К Н ( Г б б  +  П ) ( К к к  +  К 0) - ( К к б - К о ) ( К б к - К 0) +  У н ( К б6 + К „ )  • 

Формула для К 1 может быть упрощена, если оценить порядок малости отдель-
ных слагаемых знаменателя.



ПРИЛОЖЕНИЕ Е

ИНТЕГРАЛ Д Ю А М Е Л Я  Д Л Я  О ГИ Б А Ю Щ Е Й . ТЕОРЕМ А КО ТЕЛЬН И КО ВА

§ Е.1. Огибающая переходной функции. В  ̂ 9.4 было показано, что при воз
действии на вход четырехполюсника, обладающего переходной функцией h (t), 
синусоидальным напряжением единичной амплитуды (рис. Е.1, а) щ  (t) =  1 • sin a>t =  
=  Ira eJat напряжение на выходе его определится по формуле

ut (I) =  lm |  h (0) +  ̂  h'  (т) е ' / итс(т| е^м<| , (Е.1)

Если ввести обозначение
t

а  (о, t)= h  (0) +  $/i' (т) е-J™ dx, (E.2)
о

н2(0 = 1 т [а (а > , í ) d at\, (Е.З)

где а (ш, I) представляет собой оги
бающую переходной функции при 
воздействии на вход четырехполю
сника синусоидального напряжения

&----------------- 1 единичной амплитуды.
5) Если вместо переходной функ

ции h (t) в формулу (Е.2) подставить 
входную или взаимную проводи
мость g(t), то под а (со, 0 следует 

понимать огибающую переходной проводимости, а вместо иг (i) формула (Е.З) будет 
определять ток входной или какой-либо другой ветви.

В общем случае а (со, t) представляет собой комплексную величину и может 
быть записана следующим образом:

а{со, /) =  "г (со, /) +  /л(&>, <) =  ?(<•>, 0 е /ф<а>' ° ,
где

q(ю, í) =  J /o t2 (co, 0  +  n2 (w, 0. ф (со. 0  =  arctg ^  .

Пример 180. Найти огибающую переходной проводимости для схемы рис. Е.1, б. 
Р е ш е н и е .  Переходная проводимость для этой схемы

Рис. Е.1

- ± ( . - г Н

t
В соответствии с (Е.2) а  (со, 0 =  3 (0) +  $ ? ' № е";сот àr. Но g ( 0) =  0. Следо-

о
вательно,

1 с  - Ь  • Г “ ( г  + ' в)'10(» . 0  =  r  )  е ¿  е - ^ Л - ^ p j j ^ L l - e   ̂ > \ .
и

В показательной форме



Но
соэ со/ +  /е- Ь Б Ш  СО/ =

-V ( . - Г ^ с о ^ Ы г “
Окончательно получим

¡атс1е ■

яп со// е
- т ‘1— е с о э  и /  •

а (со, /) / ( ■ - Г * 1соею// + \ е  ь бшсо// /ф((0> о

где
У >  +  (со£.)а

ф (со, /) =  а п ^  -
Л * 81П (0̂

1 —е- 2 '

со1
Я *

с о е  СО/

Р ис. Е. 2

Чем больше со, тем меньше установив
шееся значение модуля а (со, /).

На рис. Е.2 изображены три кривые, 
которые характеризируют изменение модуля 
а (со, /) с увеличением со. Для кривой /  
со =  И! =  0; для кривой 2со=соа > со1; для 
кривой 3 со =  со3> со г.

§ Е.2. Интеграл Дюамеля для огибающей. Определение реакции линейной систе
мы на амплитудно-модулированное синусоидальное колебание

и т ( /)8 ш со /= 1 т[и т (0 е*“-']
производится путем расчета по огибающей.

С этой целью в формулу
/

иг (/) =Л  (0) и (/) +  ^ и (/ — т) Л' (т) с1х (Е.4)

вместо « (/ — т) подставим 1т \и т (/ —т)
Вынесем за знак интеграла множитель не зависящий от т, и, восполь

зовавшись тем, что сумма мнимых частей равна мнимой части суммы, получим 
напряжение на выходе системы

МО =  1ш| Л (0) и т (0 +  |  Л' (т) и т (/ — т) е~**йт ел»'|. (Е.5)

Множитель в квадратных скобках формулы (Е.5) представляет собой огибаю
щую выходного напряжения (тока). &гот множитель можно переписать в более 
удобном для использования виде, если учесть, что согласно (Е.2) Н (0)=а((о, 0) и

Лг (со, г) 
Ш = а '  (<о, / ) = Л '( т ) е - -уют

Заменив в (Е.5) А (0) на а (со, 0) и Л' (т) е~л>т на а' (со, т), получим

иг(/) =  1т{у1 (со, /) е/®'},
где А (со, /) — огибающая выходного напряжения;

/
А (со, () =  а (со, 0) и п (/) +■ § а ' (со, т) IIт (/ — т) йх. 

о

(Е.6)

(Е .7 )



Формула (Е.7) для огибающей полностью повторяет формулу (Е.4) интеграла 
Дюамеля для мгновенных значений. Поэтому формулу (Е.7) называют интегралом 
Дюпмеля для огибающей.

Формула (Е.7) весьма существенна, так как она дает возможность исследовать 
макроструктуру переходных процессов, не вдаваясь в мелкие подробности, имеющие 
место внутри каждого периода вынуждающей силы.

Пример 181. Определить закон изменения во времени огибающей тока в цепи 
рис. Е.1, б при воздействии на нее напряжения и (t) =  Um sin со<, где Um (t) — kt 
(линейно нарастающая амплитуда).

Р е ш е н и е .  Значение а (со, t) возьмем из § Е.1:

Воспользуемся формулой (Е.7). Первое слагаемое в ней выпадает, так как 
а ( <в, 0) =  0. Найдем а' (со, т):

а'(ш. т) =  -¡г-е-**; Ут (< -т )~Л  (* -т ).

Огибающая амплитуд тока 

i
А (со, t ) =  j a '  (со, т) Um(( — т) dx =  -̂ - ^  (/ —т) e~4xdx =  ~  ^  e~^xdx —

- а
xz-l^dx =  — ~  [в-ч‘ _  11 + А  

L q l L
_ ^ ( l _ e ^ )  +  g  =

или

х /
Rt i •
-j-  +  е eos (coi +  2 ф ) — eos 2ф

где

kt kL
R +  jv L  ‘ (R +  ¡(úL)* 

. kLА (со, t) ■■ Я2 +  ( coL)2 X

+ coí+e L sin (шг +  2ф) — sin 2ф X

(E.8)

o , ,, , coi +  e L sin (co/+2m) — sin 2ф со/.P(co, í) =  a rc tg ---- 2:------- ------ b_-X ..^ ----------X_; 9 =  arc tg — .

—  / +  e ^ eos (ati +  2ф) — eos 2ф

§ Е.З. Теорема Котельникова. Функцией времени с ограниченным спектром 
называют функцию, спектр которой ограничен частотами 0 — }с, т. е. в спектре 
ее нет частот выше f c. Применительно к таким функциям В. Л. Котельниковым 
в 1933 г. была сформулирована следующая теорема: «Любую функцию времени /  (<), 
состоящую из частот от 0 до / с, можно передавать с любой точностью при помо
щи чисел, следующих друг за другом через 1/(2/с) секунд».

Эта теорема является основой различных методов импульсной связи. Она 
теоретически обосновывает возможность передачи непрерывных сообщений дискрет
ными значениями. Д оказательство проводится следующим образом.



Функцию времени определяют через ее спектр О (/со) так:
ОО

/ ( 6  = -¿г  ^ О (/(о) е/“ 'с*ю,
—  СО

где
ОО

О (/со) — 5 f  (0 е--/“ ' (И.
— 00

Поскольку для функции времени с ограниченным спектром О (/со) =  0 при 
и  >  <ос, то

“с
/ ( 0 =  2^- £  О (уш) ¿со. (Е.9)

-®с
В свою очередь, в  (/со) в интервале от — сос до шс может быть представлев 

рядом Фурье по частотам (период по частоте равен 2сое):

■ и  “со ¡пк —
0(/Ш) = 2 М*е “с> (ЕЛ°)

—  ОО

где к может принимать целочисленные значения от — с» до со.
Коэффициент ряда Фурье

1 >  - ' « С
" * “ ■557 ^ 0(/со)е (ЕЛ1)

° “ “с
Подставим (Е.10) в (Е.9):

. “с / оо . <в оо “с . (. , *я\
/ ( О - 2 -̂ ^ “с|е / “'Ао =  ^- ^  £ е “''¿со,

— 0)
где

< -)----- I -----
шс С0с

Таким образом,

I ( ( + — )
' » - 1 2 * * ------г Ь я " 1 (ЕЛ2’1 + —

В формуле (Е.9) придадим  ̂ значение — 1гп/а>с. Получим

“с _»*"

=  ^  I  ° ( Ме  (ЕЛЗ)
” “ с

Сопоставим (Е.11) и (Е.13). Имеем М к =  - ^ - [ ^ — ^ ^  =  М }(~1гА().



Подставим найденное выражение для М к в формулу (Е .12) и изменим знаки 
перед к, что возможно, поскольку суммирование производится по всем к от — со 
до со. Получим

> * - Ь  ' <ел*’— оо

Отсюда следует, что функция времени /  (/) может быть представлена рядом 
(Е.14), коэффициентами которого являются значения функции, взятые через ин
тервал времени Д/ =  л/й>с=  1(2/с). Рис. Е.З является графическим пояснением 
к формуле (Е.14). Поскольку 8Ю*/.х=1 при х->-0 и равно 0 при х — кл, то при

всех t =  kя  сумма в правой части 
(Е.14) принимает значения /(/гД/).

Таким образом, для передачи 
за время 0—Т N  дискретных значе
ний через равностоящие интервалы 
времени требуется полоса частот 
/С =  ЛГ/27\

Физически можно пояснить, по
чему для передачи N  дискретных 
значений некоторой функции через 
равностоящие интервалы времени 
Ы =  Т¡Ы число требуемых гар
моник в 2 раза меньше частоты 
1/Д/ =  Л^/Г. Положим, что рассма
триваемая функция имеет период Т 
и что ее выразили обычным рядом 
Фурье из N/2 гармоник. Каждая гар
моника ряда Фурье определяется 
двумя значениями — величиной ам
плитуды и величиной фазы. Таким 

образом, у N/2 гармоник ряда Фурье неизвестно N/2 амплитуд и N/2 фаз. Всего 
неизвестных Ы/2-\-М/2 =  Ы. Д ля однозначного определения N  неизвестных нужно 
было бы составить N  уравнений для всех N  дискретных моментов времени, для 
которых известны значения функции.

Таким образом, N  равностоящих значений функций определяют N/2 гармоник 
ряда Фурье и, наоборот, для получения N  значений функции достаточно N/2 
гармоник ряда Фурье.

Строго говоря, теорема Котельникова может быть применена к функциям 
времени с ограниченным спектром. Но практически ее применяют к функциям 
времени с неограниченным спектром.

Применение теоремы Котельникова для приближенного представления функ
ций с неограниченным спектром основано на предположении о том, что спектраль
ная плотность этой функции при частотах, больших (ос, хотя и не равна нулю, 
но остается достаточно малой по сравнению со значениями спектральной плотно
сти в интервале частот от <в =  0 до <о =  (ос. За счет малости спектральной плот
ности в диапазоне частот от а> =  сос до со =  оо влияние этой части спектра на 
процесс в целом незначительно.

Рис. Е.З
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