
Министерство образования 
и науки РФ рекомендует

Теоретические основы 
электротехники

Электрические цепи

11 -е издание

БАКАЛАВР

62
Ю РАИ Т



Б а к а л а в р

Ю РА Й Т



Л. А. Бессонов

Теоретические основы электротехники

Электрические 
цепи

УЧЕБНИК ДЛЯ БАКАЛАВРОВ

11-е издание, переработанное и дополненное

Допущено Министерством образования Российской Федерации 
в качестве учебника для студентов высших учебных заведений, 
обучающихся по направлениям подготовки дипломированных 

специалистов «Электротехника, электромеханика и электротехнологии», 
«Электроэнергетика», «Приборостроение»

МОСКВА • ЮРАЙТ • 2012



УДК 621.3.013(078.5)
ББК 31.21 

Б53
Автор-.

Бессонов Лев Алексеевич — доктор технических наук, профессора 1955 
по 2000 гг. — заведующий кафедрой «Теоретические основы электротехни
ки» М осковского государственного института радиотехники, электроники 
и автоматики (технический университет) (М И РЭ А).

Рецензенты:
Миронов В. Г. — доктор технических наук, профессор, заслуженный дея

тель науки РФ;
Бутырин П. А. — доктор технических наук, профессор, член-коррес- 

пондент РАН.

Бессонов, Л . А .
Б53 Теоретические основы электротехники. Электрические цепи : учебник 

для бакалавров /  Л. А. Бессонов. — 11-е изд., перераб. и доп. — М .: Изда
тельство Юрайт, 2012. — 701 с. — Серия : Бакалавр.

ISBN 978-5-9916-1449-8
Рассмотрены традиционные и новые вопросы теории линейных и нелинейных 

электрических цепей. К  традиционным относятся методы расчета токов и напря
жений при постоянных, синусоидальных, импульсных и других видах воздейст
вий, теория двух- и четырехполюсников, электрические фильтры, электрические и 
магнитные линии с распределенными параметрами, расчет переходных процессов 
классическим, операторным методами, методом интеграла Дюамеля, обобщенных 
функций, методом пространства состояний, преобразования Фурье, аналоговый и 
цифровой сигналы, основы теории сигналов, цифровые фильтры, имитированные 
элементы и их применение, преобразование Брутона, преобразование Гильберта, 
установившиеся и переходные процессы в нелинейных электрических цепях, ус
тойчивость различных видов движений, субгармонические колебания.

К  числу новых вопросов, включенных в курс, относятся физические причины, 
условия возникновения и каналы действия нелинейной, неявно выраженной об
ратной связи в нелинейных электрических цепях переменного тока, приводящие 
к возникновению в них колебаний, получивших название «странные аттракторы», 
метод расчета установившегося режима работы обобщенной цепи переменного 
тока с учетом высших гармоник, использующий принцип диакоптики, макрометод 
расчета переходных процессов в мостовой выпрямительной схеме с предвключен- 
ным сопротивлением в цепи переменного тока, магнитотранзисторный генератор 
напряжения типа меандра, основные положения вейвлет-преобразования сигна
лов, новый подход к составлению уравнений для приращений при исследовании 
устойчивости периодических процессов в нелинейных цепях с источником сину
соидальной ЭДС, позволяющей простым путем свести уравнение для приращений 
к уравнению Матье, и ряд других новых вопросов.

По всем вопросам курса даны примеры с подробными решениями. В конце 
каждой главы — вопросы и задачи для самопроверки.

Для студентов и преподавателей высших учебных заведений, инженеров, ас
пирантов и научных работников электротехнических и близких к ним специаль
ностей.

УДК 621.3.013(078.5) 
ББК 31.21

ISBN 978-5-9916-1449-8
©  Бессонов Л. А., 2006 
©  О О О  «Издательство Юрайт», 2012



I

П РЕД И С Л О ВИ Е

Одиннадцатое переработанное и дополненное издание учебника по курсу «Те
оретические основы электротехники» Л.А. Бессонова образуют два тома. Пер
вый том — «Электрические цепи», второй — «Электромагнитное поле». Курс 
ТОЭ является базовым курсом, на который опираются многие профилирующие 
дисциплины высших технических учебных заведений.

Учебник соответствует программе курса ТОЭ, утвержденной Министерством 
образования и науки Российской Федерации. В него включены самые последние 
разработки по теории цепей и по теории электромагнитного поля.

В учебник «Электрические цепи» кроме традиционных вопросов теории элек
трических цепей — свойств цепей, их топологии, методов расчета токов и на
пряжений при постоянных, синусоидальных, периодических несинусоидальных, 
многофазных, импульсных воздействиях, теории двухполюсников, четырехполюс
ников и многополюсников, резонансных явлений, частотных характеристик, це
пей со взаимоиндукцией, теории графов, электрических фильтров к, т  и ЯС-типа, 
линий с распределенными параметрами, различных методов расчета переходных 
процессов (классического, операторного, интеграла Дюамеля по мгновенным 
значениям величин и по огибающим, метода пространства состояний, метода 
обобщенных функций), частотных преобразований цепей, преобразований Фу
рье, цепей с переменными во времени параметрами, включены следующие но
вые вопросы: свойства нелинейных цепей постоянного и переменного тока и 
методы их расчета в установившихся и переходных процессах работы, вопросы 
устойчивости автоколебаний и периодических процессов под воздействием пе
риодических вынуждающих сил, субгармонические колебания, фазовая плос
кость, случайные процессы.

В книге рассмотрены также основы теории сигналов, аналоговый, цифро
вой и аналитический сигналы, преобразования Фурье цифровых сигналов, дис
кретная свертка, цифровые фильтры, обобщенные формулы для расчета переход
ных процессов в линиях с распределенными параметрами при произвольных 
сопротивлениях генератора и нагрузки и многократных отражениях, магнитные 
линии с распределенными параметрами, имитированные элементы электричес
ких цепей и их применение, преобразование Гильберта, преобразование Бруто
на, основы устойчивости сложных типов движений, электромоделирование, пе
реходные процессы в цепях с управляемыми источниками напряжения и тока с 
учетом их нелинейных и частотных свойств, в цепях с термисторами, в электро
механических системах, передаточные функции активных ЯС-фильтров и мето
дика их расчета.

Кроме перечисленных выше в настоящем, одиннадцатом издании рассмот
рены следующие новые вопросы, отсутствовавшие во всех предыдущих издани
ях учебника-, работа часто встречающихся на практике мостовых выпрямитель
ных схем с элементами RLh RC в цепи выпрямленного тока, анализ работы маг
нитотранзисторного генератора прямоугольного напряжения в виде меандра, 
теория линейного активного автономного четырехполюсника применена к рас
чету нелинейных цепей с двумя нелинейными элементами в двух удаленных друг 
от друга ветвях схемы; объяснено, почему в нелинейных электрических цепях 
переменного тока возможно возникновение большого числа различных типов 
движений; для цепи с двумя разнохарактерными нелинейностями выведены фор
мулы для определения условий перехода от предыдущих типов движений к пос-
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ледуюшим. Рассмотрены физические причины, условия возникновения и кана
лы действия внутренней нелинейной, неявно выраженной обратной связи, при
водящей к автомодуляции и хаосу (к странным аттракторам) в нелинейных элек
трических цепях переменного тока.

Причины возникновения этих явлений и каналы действия внутренней нели
нейной обратной связи пояснены на конкретных схемах. Странные аттракторы 
в нелинейных цепях переменного тока сопоставлены с автоколебаниями в нели
нейных цепях с источниками постоянной ЭДС, показано, в чем между ними есть 
сходство и в чем различие, рассмотрен математический критерий Фейгенбаума 
возникновения хаоса в нелинейных недиссипативных системах, конвергентные 
и неконвергентные электрические цепи, дуальные нелинейные цепи. Предложен 
макрометод расчета переходных процессов в мостовой выпрямительной схеме с 
предвключенным сопротивлением в цепи переменного тока. Изложен аналити
ческий метод расчета нелинейных цепей переменного тока, позволяющий, ис
пользуя принцип диакоптики, проводить расчет токов и напряжений в обобщен
ной цепи с учетом высших гармоник. В раздел, синтеза цепей включен синтез 
четырехполюсников по передаточной функции с помощью схем с операционным 
усилителем в цепи обратной связи. Раздел теории сигналов дополнен основны
ми положениями вейвлет-преобразования сигналов. Раздел исследования устой
чивости различных видов движений дополнен методом исследования устойчи
вости периодических процессов в линейных электрических цепях с переменны
ми во времени параметрами, находящихся под воздействием синусоидальной 
ЭДС, основанным на сведении уравнений для приращений к уравнению Матье. 
Предложен и иллюстрирован примером новый подход к составлению уравнений 
для приращений при исследовании устойчивости периодических процессов в 
нелинейных цепях с источником синусоидальной ЭДС. позволяющий учесть вли
яние на устойчивость четных гармоник и простым и удобным путем привести 
уравнение для приращений к уравнению Матье. Рассмотрен метбд исследования 
устойчивости работы рекурсивных цифровых фильтров.

Как и в предыдущих изданиях, весь материал учебника разделен на обяза
тельный для изучения студентами всех специальностей, в учебном плане кото
рых имеется курс ТОЭ или родственный курс с несколько иным названием (этот 
материал является ядром курса и набран нормальным шрифтом), и на специаль
ный, или дополнительный, который в неодинаковой степени необходим студен
там различных специальностей (выделен петитом). Какую часть специального 
материала рекомендуется изучить студенту, зависит от специфики института, 
факультета и кафедры.

Известно, что теория усваивается легче и прочнее, когда она по ходу изло
жения сопровождается решением задач на рассматриваемые темы. Исходя из 
этого, во всех главах и приложениях автор приводит решения с пояснениями 
достаточно полных комплектов задач по всем основным вопросам всех глав и 
приложений. Кроме того, в конце каждой главы приведены вопросы и задачи для 
самопроверки.

Выражаю благодарность официальному рецензенту книги д. т. н., профессо
ру Московского энергетического института (государственный университет) 
В.Г. Миронову за обстоятельную рецензию и полезные замечания, способство
вавшие улучшению книги. Благодарю моих товарищей по работе в Московском 
государственном институте радиотехники, электроники и автоматики (техничес
кий университет) к. т. н., доцента А.В. Штыкова и доцента С.Э. Расовскую за 
помощь в подготовке книги к изданию и за высказанные ими замечания по 
рукописи, учтенные мной.

Автор



Глава первая
О С Н О ВН Ы Е П О Л О Ж ЕН И Я 
ТЕО РИ И  ЭЛ ЕКТРО М А ГН И ТН О ГО  ПОЛЯ 
И И Х  П РИ М ЕН ЕН И Е 
К  ТЕО РИ И  Э Л ЕК Т РИ Ч ЕС К И Х  Ц ЕП ЕЙ

§ 1.1. Электромагнитное поле как вид материи. Под электромаг
нитным полем понимают вид материи, характеризующийся совокупнос
тью взаимосвязанных и взаимообусловливающих друг друга электриче
ского и магнитного полей. Электромагнитное поле может существовать при 
отсутствии другого вида материи — вещества, характеризуется непрерыв
ным распределением в пространстве (электромагнитная волна в вакууме) 
и может проявлять дискретную структуру (фотоны). В вакууме поле рас
пространяется со скоростью света, полю присущи характерные для него 
электрические и магнитные свойства, доступные наблюдению.

Электромагнитное поле оказывает силовое воздействие на электриче
ские заряды. Силовое воздействие положено в основу определения двух 
векторных величин, описывающих поле: напряженности электрического 
поля £ (В / м) и индукции магнитного поля В (Тл = В с/м2). На заряд 
q (Кл), движущийся со скоростью v в электрическом поле напряжен
ности £ и магнитном поле индукции В, действует сила Лоренца 
F  = q £ + <7 [v В].

Электромагнитное поле обладает энергией, массой и количеством 
движения, т.е. такими же атрибутами, что и вещество. Энергия в едини
це объема, занятого полем в вакууме, равна сумме энергий электриче-

е<>£г В 2скои и магнитной компонент поля и равна ------+--- , здесь
2 2 ц0

е0 =------ - — электрическая постоянная, Ф  / м; ц0=4п10' 7 — маг-
4я-9-10

нитная постоянная, Гн / м. Масса электромагнитного поля в единице объе
ма равна частному от деления энергии поля на квадрат скорости 
распространения электромагнитной волны в вакууме, равной скорости 
света. Несмотря на малое значение массы поля по сравнению с массой 
вещества, наличие массы поля указывает на то, что процессы в поле 
являются процессами инерционными. Количество движения единицы 
объема электромагнитного поля определяется произведением массы 
единицы объема поля на скорость распространения электромагнитной 
волны в вакууме.

Электрическое и магнитное поля могут быть изменяющимися и 
неизменными во времени. Неизменным в макроскопическом смысле элек
трическим полем является электростатическое поле, созданное совокуп
ностью зарядов, неподвижных в пространстве и неизменных во време
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ни. В этом случае существует электрическое поле, а магнитное отсутст
вует. При протекании постоянных токов по проводящим телам внутри и 
вне их существуют электрическое и магнитное поля, не влияющие друг 
на друга, поэтому их можно рассматривать раздельно. В изменяющемся 
во времени поле электрическое и магнитное поля, как упоминалось, взаи
мосвязаны и обусловливают друг друга, поэтому их нельзя рассматри
вать раздельно.

§ 1.2. Интегральные и дифференциальные соотношения между 
основными величинами, характеризующими поле. Электромагнитные 
поля могут быть описаны интегральными или дифференциальными со
отношениями. Интегральные соотношения относятся к объему (длине, 
площади) участка поля конечных размеров, а дифференциальные — 
к участку поля физически бесконечно малых размеров. Они выражают

ся операциями градиента, дивергенции, ротора 
(раскрытие операции grad, div и rot в различных 
системах координат см. во втором томе книги). 
В макроскопической теории поля описывают 
свойства поля, усредненные по бесконечно 
малому физическому объему и во времени. Этот 
объем, в отличие от математически бесконечно 
малого объема, может содержать большое 
число атомов вещества. Дифференциальные 
уравнения макроскопической теории поля не 
описывают поля внутри атомов, для чего, как 
известно, служат уравнения квантовой теории 
поля.

В электростатическом поле поток вектора 
напряженности электрического поля £ через 

замкнутую поверхность (рис. 1.1) равен свободному заряду qct6, находя
щемуся внутри этой поверхности, деленному на е0 е г (теорема Гаусса):

<7с.б ( 1 . 1 )

где dS — элемент поверхности, направленный в сторону внешней нор
мали к объему; ег— относительная диэлектрическая проницаемость 
диэлектрика.

В дифференциальной форме теорему Гаусса записывают так:

( 1.2)div£ = -HsL(

(Рс»б — объемная плотность свободного заряда, Кл / м3).
Переход от (1.1) к (1.2) осуществляют делением обеих частей ( 1.1) на 

объем У, находящийся внутри поверхности S, и стремлением объема V к 
нулю.

Физически div£ означает исток вектора в данной точке.
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В электростатическом и стационарном электрическом полях на заряд 
q действует сила F  - q £. Отсюда следует, что Е может быть определе
на как силовая характеристика поля £ = lim F  lq. Если q под действием 
сил поля переместится из точки 1 в точ̂ у*
2 (рис. 1.2), то силы поля совершат работу
A-q\2Ed l, где d l— элемент пути из / 
в 2.

Под разностью потенциалов Un меж
ду точками / и 2 понимают работу, совер
шаемую силами поля при переносе заряда 
q = 1 Кл из точки 1 в точку 2,

1̂2 =ф) -Ф2 = ]z d i; (1.3)
1 Рис. 12

и |2 не зависит от того, по какому пути
происходило перемещение из точки 1 в точ
ку 2. Выражению (1.3) соответствует дифференциальное соотношение

£ = -grad<p. (1.4)
Градиент ф (£гас1ф) в некоторой точке поля определяет скорость 

изменения ф в этой точке, взятую в направлении наибольшего его возрас
тания. Знак минус означает, что £ и gra<  ̂ направлены противоположно.

Электрическое поле называют потенциальным, если для него 
f Ed l =0. Электрическое поле поляризованного диэлектрика описыва
ется вектором электрического смещения (индукции)

О = е0£ + Л (1.5)
где Р — поляризованность диэлектрика, равная электрическому момен
ту единицы объема поляризованного диэлектрика.

В стационарном неизменном во времени электрическом поле в про
водящей среде в смежные моменты времени распределение зарядов оди
наково, поэтому для этого поля справедливо определение разности 
потенциалов по формуле

2

Un .\ E d h
1

Внутри источника постоянной ЭДС результирующая напряженность 
электрического поля £ равна векторной сумме потенциальной (ку- 
лоновой) составляющей £пог и сторонней составляющей £„„,,:

F - F  + £рсз ^пот ^стор »

Е„ 0р разделяет заряды внутри источника; она обусловлена химически
ми, электрохимическими, тепловыми и другими процессами неэлектро
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статического происхождения и направлена встречно Ё ^ .  Внутри источ
ника ЭДС при e(t), являющейся функцией времени, напряженность элек
трического поля имеет две составляющие: Ё и £пот, но Ё ^ ,  разде
ляющая заряды внутри источника, обусловлена электромагнитными про
цессами, а не перечисленными выше. В электромагнитном поле могут 
протекать электрические токи. Под электрическом током понимают 
направленное (упорядоченное) движение электрических зарядов. Ток в 
некоторой точке поля характеризуется плотностью 5 (А/м ). Известны 
три вида тока: ток проводимости (плотностью бпр), ток смещения (плот
ностью 5СМ) и ток переноса (плотностью 8пер). Ток проводимости про
текает в проводящих телах под действием электрического поля, плотность 
его пропорциональна £:

8пр=у£, ( 1.6)

где у — удельная проводимость проводящего тела, Ом-1 м_|. В метал
лах ток проводимости представляет собой упорядоченное движение 
свободных электронов, в жидкостях — движение ионов.

Плотность тока смещения в диэлектрике равна производной по вре
мени от вектора электрического смещения D =е0£ + Р.

- d D  d E  d P  d E  
CM= d t ~ Б°  d t + d t ~ e° E'  dt ' ( }

Слагаемое e 0 —  составляющая тока смещения, обусловленная из
менением во времени напряженности поля £ в вакууме. Под вакуумом*' 
в курсе ТОЭ будем понимать не просто сверхразреженную среду, не 
пустоту, где ничего нет, а мировую материальную среду с особыми свой-

'' Из чего состоят вакуум и электрические заряды, создающие в нем ток смещения, 
какие в вакууме и в самих зарядах происходят физические процессы и по каким зако
нам — достоверно пока неизвестно

Изучение процессов в вакууме в настоящее время проводится по нескольким направ
лениям. Наиболее известны два из них. Первое направление исследования (первая гипо
теза) основывается на квантовой теории и на теории относительности [Физическая 
энциклопедия. Т. 5. 1998. С. 317; БСЭ. 3-е изд. Т. 27. С. 337]. Второе направление иссле
дований [Лцюковский В.А Общая эфнродинамика. М.: Энергоатомиздат. 19901 основыва
ется на предположении о том, что процессы в микромире вакуума подчиняются всем из
вестным в настоящее время законам макромира газовой динамики реального вязкого сжи
маемого газа и что ограничение скорости различных физических процессов в физи
ческом вакууме величиной скорости света 310* м/с справедливо только для электромаг
нитных процессов и не справедливо для гравитационных.

Согласно первому направлению исследования под вакуумным состоянием понимают 
состояние поля, в котором оно вовсе не имеет частиц (квантов), когда его энергия, оста
ваясь огромной, минимальна. В этом состоянии электромагнитные и другие виды полей 
испытывают флюктуации, при которых в вакууме рождаются электронно-позитронные 
пары.

Эти пары ведут себя как связанные заряды и под действием электрического поля 
смещаются, подобно тому как смешаются связанные заряды в диэлектрике. Процесс 
смещения электронно-позитронных пар под действием электрического поля называют 
поляризацией вакуума.
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ствами. В течение многих столетий эту среду называли эфиром, а в по
следние десятилетия ее стали именовать физическим вакуумом, самим 
названиемподчеркивая, что она обладает физическими свойствами. Сла
гаемое d P! dt обусловлено изменением поляризованности во времени 
(изменением расположения связанных зарядов в диэлектрике при изме
нении £ во времени). В качестве примера тока смещения может быть 
назван ток через конденсатор. Ток переноса вызывается движением элек
трических зарядов в свободном пространстве. Примером тока переноса 
может служить ток в электронной лампе. Если положительный заряд 
объемной плотности р+ движется со скоростью v+ и отрицательный 
заряд объемной плотности р_ со скоростью v_, то плотность тока пе
реноса в этом поле 6nep = р+ v+ + р_ v_ в явном виде не зависит от напря
женности £ в данной точке поля. Если в некоторой точке поля одновре
менно существовали бы все три вида тока, то полная плотность тока 
5П0Л =5пр +5СН +5пер. Для большинства задач ток переноса отсутствует.

Ток — это скаляр алгебраического характера. Полный ток через по
верхность 5 равен

( 1-8)
.s'

Если в электромагнитном поле выделить некоторый объем, то ток, 
вошедший в объем, будет равняться току, вышедшему из объема, т. е.

$&пол dS = 0, (1.9)

где dS — элемент поверхности объема, он направлен в сторону внеш
ней по отношению к объему нормали к поверхности. Последнее уравне
ние выражает принцип непрерывности полного тока: линии полного тока 
представляют замкнутые линии, не имеющие ни начала, ни конца. Элек-

Вторым основным процессом в вакууме является испускание фотона свободным элек
троном (позитроном) с последующим его поглощением другим или тем же электроном за 
очень короткое время А/, равное, примерно. КГ21 с За это время заряды перемещаются 
на расстояние Дг. Процесс называют виртуальны«. а сами заряды — виртуальными

Для каждой пары виртуальных частиц выполняется закон сохранения заряда, но в 
рамках соотношения неопределенностей наблюдаются местные нарушения закона сохра
нения энергии и закона сохранения импульса Этн нарушения состоят в том, что каждая 
виртуальная частица во время ее существования обладает разбросом энергии AW 2 hi At 
и разбросом импульса Дm>h/Ax, где постоянная Планка h = 6,626 |0'м Дж с.

Согласно второму направлению исследования вакуума в нем образуются тороидальные 
вихри уплотненного эфира, обладающие огромной кольцевой и тороидальной скоростью. 
Эти вихри и являются электрическим зарядами Тороидальная составляющая винтового 
движения создает магнитное поле, кольцевая — электрическое. Знак заряда зависит от того, 
является ли вихревое движение по отношению к кольцевому лево- или правовинтовым. 
Фотон — это двухрядная цепочка линейных (не кольцевых) вихрей, в которой вихри одного 
ряда вращаются в одну сторону, а другого ряда — в противоположную. Во втором 
направлении исследования установлено, что плотность физического вакуума численно 
равна величине электрической постоянной е0 =8,86 10 кг/м3 (Фарад/м в системе 
МКСА — эквивалент кг / м3 в системе МКС).

Носителями тока электрического смещения в физическом вакууме согласно первому 
направлению исследования вакуума являются электронно-позитронные пары, согласно 
второму — свободные электрические заряды (электроны и протоны).
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трические токи неразрывно связаны с магнитным полем. Эта связь в 
неферромагнитной среде определяется интегральной формой закона пол
ного тока

i " d i= j— d i=/п 
Mo

( 1. 10)

циркуляция вектора напряженности магнитного поля Н (А/м) по зам
кнутому контуру равна полному току /П0Л, охваченному этим контуром; 
dl — элемент длины контура (рис. ) .3). Таким образом, все виды токов, 
хотя и имеют различную физическую природу, обладают свойством со

здавать магнитное поле. В неферромагнитной 
среде магнитная индукция

В = ^ Н .  ( 1.11)
Ферромагнитные вещества обладают спон

танной намагниченностью. Характеристикой ее 
является магнитный момент единицы объема ве
щества J  (его называют намагниченностью). 
Для ферромагнитных веществ

й=М0(//+7 ) = ц0цгЯ = ц ,Я , ( 1.12)
где \ir, — относительная и абсолютная маг

нитная проницаемость, соответственно.
Напряженность магнитного поля в ферромагнитной среде

H = * ~ J
Ио

(1.13)

равна разности двух векторных величин: й/ц0 и J.
Закон полного тока в интегральной форме для любой среды принято 

записывать в виде

}H d T . I  пол
или в дифференциальной форме

rot Н - у £ +
dt

(1.14)

(1.15)

Рис. 1.4

Запись (1.15) закона полного тока получили 
из (1.14), поделив обе части его на площадь ДS, 
охваченную контуром интегрирования, устремив 
AS к нулю и учтя плотность тока смещения

Физически ротор (rot) характеризуетdt
поле в данной точке в отношении способности 
к образованию вихрей.
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Плотность тока переноса в правой части последнего уравнения 
не учтена, так как он обычно отсутствует в задачах, решаемых с помо
щью этого уравнения. Магнитный поток через некоторую поверхность S 
(рис. 1.4) определяют как поток вектора В через эту поверхность:

Ф = }5<*5. (1.16)
s

Поток Ф — это скаляр алгебраического характера, измеряется в ве- 
берах (Вб = В с). Если поверхность S замкнутая и охватывает объем У, 
то поток, вошедший в объем, равен потоку, вышедшему из него, т. е.

$BdS=  0. (1.17)

Это уравнение выражает принцип непрерывности магнитного потока. 
Линии магнитной индукции — это замкнутые линии.

В 1831 г. М. Фарадей сформулировал закон электромагнитной индук
ции: ЭДС еинд, наведенная в некотором одновитковом контуре изменя
ющимся во времени магнитным потоком, пронизывающим этот контур, 
определяется выражением

еиия=^£ннд̂ 7 = - ^ ,  (1.18)

где £инд — индукционная составляющая напряженности электрическо
го поля. Знак минус обусловлен пра
вой системой отсчета: принято, что 
положительное направление отсче
та для ЭДС и направление потока 
при его возрастании связаны прави
лом правого винта (рис. 1.5).

Если контур многовитковый (ка
тушка с числом витков w), то

dV
е„нл=-^-- (1-19)

Здесь Т  — потокосцепление катушки, равное сумме потоков, пронизы
вающих отдельные витки катушки,

Т  =Ф,+Ф2+... + Ф н„ (1.20)
Если все витки w пронизываются одинаковыми потоками Ф, то

Ч* = и-Ф,
где Ч*— результирующее потокосцепление, оно может создаваться не 
только внешним по отношению к данному контуру потоком, но и соб
ственным потоком, пронизывающим контур, при протекании по нему 
тока. В проводнике длиной d l, пересекающем магнитные силовые ли-

направ пение направление
наведенной ЭДС отсчета ЭДС
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нии неизменного во времени магнитного поля 
индукции В (рис. 1.6), вследствие силы Лорен
ца наводится ЭДС

^инд = B[dl V], ( 1.21)

где v — скорость перемешения проводника от
носительно магнитного поля. В (1.21) В скаляр- 
но умножается на векторное произведение d l 
и V. Если в результате расчета по (1.21) 
deMHa > 0. то demjl направлена по dl.

Рис. 1.6

В 1833 г. русский академик Э.Х. Ленц установил закон электромагнит
ной инерции. При всяком изменении магнитного потока, сцепляющего
ся с каким-либо проводящим контуром, в нем возникает индуктирован
ная ЭДС, стремящаяся вызвать в контуре ток, который:

1) препятствует изменению потокосцепления контура;
2) вызывает механическую силу, препятствующую изменению линей

ных размеров контура или его повороту.
Закон электромагнитной индукции, примененный к контуру бесконеч

но малых размеров, записывают так:

(в последней формуле индукционную составляющую напряженности поля

нитное поле описывают четырьмя основными уравнениями в интеграль
ной форме:

Этим уравнениям отвечают четыре уравнения в дифференциальной 
форме:

( 1.22)

£инд принято обозначать £). Обобщая, можно сказать, что электромаг-

(1.23)

rot// = у£ + — ; (1.24)

(1.25)

div В = 0; (126)

div £ = -£««- 
е0 «г

(1.27)

14



Они сформулированы в 1873 г. Дж. Максвеллом в его «Трактате об 
электричестве и магнетизме». Их называют уравнениями Максвелла или 
уравнениями макроскопической электродинамики.

Уравнение (1.24) означает, что вихревое магнитное поле создается то
ками проводимости и токами смещения. Уравнение (1.25) свидетельству
ет о том, что изменение магнитного поля во времени вызывает вихревое 
электрическое поле. Уравнение (1.26) — что магнитная индукция в нефер
ромагнитной среде не имеет истоков и уравнение (1.27) — что истоком 
линий £ являются свободные заряды. Частные производные в уравнени
ях (! .24) и (1.25) учитывают, что уравнения записаны для неподвижных 
тел и сред в выбранной системе координат.

Джеймс Максвелл обобщил и дополнил работы предшествующих уче
ных А. Ампера, М. Фарадея, Д. Генри, Э. Ленца, Г. Гельмгольца, ввел 
понятие об электрическом смещении в диэлектрике, о токе смещения в 
диэлектрике и создал систему уравнений (1.24)—(1.27), с помощью кото
рых могут быть исследованы процессы в изменяющихся во времени элек
тромагнитных полях и электрических цепях.

§ 1.3. Подразделение электротехнических задач на цепные и по
левые. Задачи, с которыми приходится встречаться на практике, могут 
быть подразделены на две большие группы. Первая группа — цепные 
задачи. Они могут быть решены с помощью уравнений поля в интеграль
ной форме. В этой группе используются понятия «ток», «магнитный по
ток», «электрическое» и «магнитное напряжение», «потенциал», «ЭДС», 
«МДС» (магнитодвижущая сила), «резистивное», «индуктивное» и «ем
костное сопротивление». Для решения задач второй группы — полевых 
задач — применяют уравнения поля в дифференциальной и интеграль
ной формах. Цепные задачи рассматривают в 1 томе учебника ТОЭ 
(курса теории цепей), задачи теории поля — во II томе учебника ТОЭ. 
Четкой границы между двумя группами задач нет, так как любая цепная 
задача с увеличением частоты перерастает в полевую (все более прояв
ляются малые (паразитные) параметры и резко возрастает излучение 
энергии в окружающее пространство).

Основными уравнениями теории электрических цепей являются урав
нения (законы) Кирхгофа. Первый закон Кирхгофа для электрических 
цепей следует из принципа непрерывности полного тока, а для магнит
ных цепей — из принципа непрерывности магнитного потока.

Покажем, что уравнение второго закона Кирхгофа для цепи перемен
ного тока вытекает из основных уравнений электромагнитного поля. С 
этой целью обратимся к рис. 1.7. Цепь образована источником сторон
ней ЭДС e(t), являющейся функцией времени (область I с проводимос
тью У|), проводящей средой (область 2 с проводимостью у2) и конден
сатором (область 3, электрическая проницаемость е,).

В источнике ЭДС за счет работы механической силы при вращении 
ротора электрического генератора возникает сторонняя ЭДС e(t). Она со
здает внутри источника стороннюю напряженность электрического поля 
Ёсгор, непрерывно разделяющую электрические заряды внутри источни-
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Рис. 1.7

ка, так что на одном зажиме источника в некоторый момент времени 
создается плюс заряд, а на другом зажиме в тот же момент времени та
кой же по величине минус заряд. Эти заряды создают в цепи потенци
альное электрическое поле с напряженностью £пот и изменяющийся во 
времени электрический ток /. Одновременно с разделением зарядов и 
протеканием тока по цепи возникает изменяющееся во времени магнит
ное поле индукции В, охватывающее проводник и по закону электромаг
нитной индукции создающее в цепи и диэлектрике индукционную 
составляющую электрического поля £инд. Электрические заряды, 
перемещающиеся по проводнику, создают в диэлектрике, окружающем 
проводник, потенциальную составляющую напряженности электрическо
го поля £пот = -gradcp (где ф— электрический потенциал), направлен
ную перпендикулярно к поверхности проводника.

Будем исходить из непрерывности полного тока /' через попереч
ные сечения трех областей. Полагаем, что излучение энергии в окру
жающее пространство отсутствует (частота относительно невелика). 
В первой области напряженность электрического поля £, состоит из 
трех компонент (сторонней, потенциальной и индукционной): 
£| = £стор1 + fnori +1инд! - во второй — £2 = £пот2 + £инд2, в третьей — 
£3 = £„<„3 + £„„дз; S]yS2,S^ — площади поперечного сечения областей; 
dl — элемент длины, совпадающий по направлению с dS\ п‘ — еди
ничный вектор, совпадающий с направлением d l и S.

Для первой области

'  =  Yl (£стор| + ^пот| + (1 -28)
для второй-

' = Y2 (̂ пот2 + (1.29)

+ £и„дз)53 =е,^(£пот? + £индз)5з, P  = (L 3 0 )

для третьей
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Умножим уравнения (1.28-1.30) на элемент длины пути d l = п' dl, 
учтем, что S = п‘ S, и перепишем их так:

(̂ CTOpl + £ПОт1 + £ИНл1 )d l — „  dl.

У 2 s :

(£потЗ + £иня i)d l =

-J T dl' (131)
Yi

- d ll (1.32)
>2

dl.
s,

(1.33)

Проинтефируем (1.31) по длине I-го участка, уравнение ( 1.32) по дли
не 2-го участка и уравнение (1.33) по длине 3-го и сложим их.

Получим

J £стор! d l + \£ пот| d l  + J £пот2 d l + \ £пот., d l  +
1} А 2̂ (l

с(/)

+ j £инл. d l  + J £„нд2 Л  + j  ̂ индЗ «И =
{■____________'г

г dl г dlf-—-+ (----
/,Y.S. /, Y2 *̂2

i . b  ± =| dl
С /,е»

Окончательно,

/(ft + Я,) + ——• + — f' dt = e(/), v i  dl C ) (1.34)

где Я, и Я2— резистивные сопротивления участков / и 2; С — емкость 
конденсатора.

Второй закон Кирхгофа для магнитных цепей следует из закона пол
ного тока.

Рассмотрим свойства элементов электрической цепи конденсатора и 
индуктивной катушки.

§ 1.4. Конденсатор. Между двумя любыми проводящими телами, раз
деленными диэлектриком, существует электрическая емкость. Для созда
ния определенного значения емкости служат конденсаторы. На рис. 1.8 
изображен плоский конденсатор, на рис. 1.9 — цилиндрический. Если 
заряд на одной обкладке (электроде) конденсатора + q, на другой - q, то
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а б

Рис. 19

в пространстве между обкладками существует электрическое поле и меж
ду обкладками имеется напряжение U. Заряд q пропорционален U:

Емкость зависит от геометрических размеров конденсатора и от элек
трических свойств диэлектрика между обкладками. От напряжения U ем
кость, как правило, не зависит. Исключение составляют конденсаторы, у 
которых между обкладками находится сегнетодиэлектрик (у сегнетоди- 
электрика ег является функцией £). Единицей емкости является фарад 
(Ф ) или более мелкие единицы микро-, нано- и пикофарад: 1 мкФ = 
= 10“  Ф; 1 нФ = 10-’ Ф; 1 пФ = 101г Ф.

Пример 1. Вывести формулу для емкости плоского конденсатора (рис. 1.8. а). Пло
щадь его каждой пластины (с одной стороны) 5, расстояние между пластинами а, относи
тельная диэлектрическая проницаемость диэлектрика е,.

Реш ение. На рис. 1.8.6 (вид сбоку) показаны силовые линии. В основной области 
поле однородно. На краях имеется некоторая неоднородность, которую здесь учитывать 
не будем. Е  направлена от заряда + q к заряду - q Напряжение между электродами
U - j,2 £ d l = {*£  cos 0‘ d l = £ а. Охватим верхний электрод замкнутой поверхностью (ее 
след на рис. 18. б показан штриховой линией) и применим к ней теорему Гаусса:

q - С U.
Коэффициент пропорциональности С называют емкостью

(1.35)

е0 е.
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Е  = — ——  и
е0 er5 U а

Пример 2. Вывести формулу емкости цилиндрического конденсатора (рис. 1.9, а). На 
внутреннем электроде радиусом г, находится заряд + </, на наружном электроде радиусом 
гг — заряд -q.

Решение. Окружим внутренний электрод цилиндрической замкнутой поверхностью 
радиуса г (г, <г_<г2) След этой поверхности показан штриховой линией на рис. 1.9, б 
Поток вектора £ проходит через боковую поверхность, через торцы поток отсутствует, 
так как на торцах dS и Е  взаимно перпендикулярны:

Следовательно,

jE d S =  j  Е  cosO'dS = Е  2 к г I =
бок по*

Отсюда
Е  = -

е0 t,

2 пг/в0 Е, 

Напряжение между электродами

U

Емкость

=bd-r=- Л — У-L,  ,„а
{ 2ле0е, / J г 2яе0е, I rtг\

С 1 . - 2 * е° С'
1п ~2-

0

В конденсаторе емкостью С, между электродами которого напряже
ние и, запасена электрическая энергия

W — = -2-. (1.36)
2 2С

При изменении заряда <7 во времени через конденсатор по диэлект
рику течет ток смещения

(1.37)
dt dt

Положительное направление отсчета тока / совпадает с положитель
ным направлением отчета напряжения и.

Из (1.37) следует, что

u = ~ jid t. (1.38)

§ 1.5. Индуктивность. Явление самоиндукции. Если по какой-либо 
катушке (контуру) будет протекать ток, то он создаст магнитное поле и 
катушка будет пронизываться магнитным потоком. Потокосцепление ка- 
тушхи Ч' будет пропорционально току /: SH = Li. Коэффициент пропор
циональности L между Ч* и /' называют индуктивностью:

(1.39)



Индуктивность L (Гн) зависит от геометрических размеров катушки, 
числа ее витков и от магнитных свойств сердечника, на котором она на
мотана. Если ток / будет изменяться во времени, по закону электромаг
нитной индукции в катушке наведется ЭДС eL, которую называют ЭДС 
самоиндукции:

е d4> I di 
° L dt dt ‘ (1.40)

Положительные направления отсчета для i и е, совпадают (е, про
порциональна скорости изменения тока /).

Если сердечник, на который намотана катушка, ферромагнитный, то 
Ч* — нелинейная функция тока /. В этом случае

d V (0  d V tf) d i , d i
I- ~  J - J • J. ~ диф J.dt di dt dt (1.41)

( £ аиф называют дифференциальной индуктивностью, она является нели
нейной функцией тока /).

В магнитном поле уединенной катушки индуктивностью L, по кото
рой течет ток запасается магнитная энергия

/ I , ,7
Wlt= \id 'V ~ \L id i = — . (1.42)

о о 2
Из (1.42) следует, что

2 W
-JT-- (143)

Пример 3. Вывести формулу для индуктивности L двухпроводной линии передачи дли
ной /, расположенной в воздухе, при расстоянии между осями проводов d и радиусе прово
да г с  d Полагать / ■> d и не учитывать магнитный поток поперечных сторон петли.

Реш ение. Двухпроводная линия (рис. I 10,а, о) представляет собой как бы один 
большой виток. Пропустим по ней ток /. Напряженность поля в произвольной точке меж
ду проводами на расстоянии дс от левого провода на линии, соединяющей оси проводов, 
по закону полного тока равна I /(2пх), а результирующая напряженность поля равна сумме 
напряженностей от каждого из проводов:

! 1 Н =--- +-------- , d - r ix Z r .
2 хх 2 n(d-x)

Рис. 1.10
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Поток через заштрихованную площадку dS = ldx  равен

d<t>=BdS = £±- 
2 71

ф =

При d »  г

i - i . u d h l .
1 к г

Пример 4. Определить индуктивность катушки (рис. 1.11, а) с числом витков K>j = 1000. 
равномерно намотанной на сердечник прямоугольного сечении, внутренний радиус которо
го Л| » 4см, наружный Лг =6см, высота А = 2см, р, сердечника равна 80.

Рис. 1.11

Реш ение Пропустим по катушке ток / и определим напряженность поля в сердеч
нике по закону полного тока Н = 
рис. 1.11,6.

1 ^ 
2nR Поток через полосу hdR, заштрихованную на

сК> - В h dR =■Mo \ir h i w, dR
2* R

Потокосцепление

У  = м-j Ф = H'i jd<t> =
if, MoVrhl  In

2 я

Ri
(I 44)

Подстановка числовых значений дает L = 'V !!= 0,131 Гн.

Пример 5. Вывести формулу для иняухтивности цилиндрического провода длиной / 
радиусом R, обусловленной потокосцеплением в теле самого провода. На рис. 1.12 пока
зан вид провода с торца

Реш ение. Пропустим вдоль провода постоянный ток /. ,
По закону полного тока напряженность поля Н на расстоянии

/ 2г от оси провода равна току — - кг , охваченному окруж- 
л R

ностью радиусом г и деленному на длину этой окружности 
2 кг:

Н = ■ I г

Индукция
2 х R1 

« = й. Н
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Магнитная энергия, запасенная в теле провода.

§ 1.6. Взаимная индуктивность. Явление взаимоиндукции. На 
рис 1.13, а изображены два контура. По первому течет ток по второ
м у— /2. Поток Ф,, создаваемый первым контуром, частично замыка
ется, пронизывая только первый контур Ф п, минуя второй, частично про
низывая и второй контур Ф 12. Чтобы рисунок был более понятным, на 
нем изображено только по одной силовой линии каждого потока

Если первый контур имеет w, витков, то потокосцепление первого 
контура

Знаки «+» соответствуют согласному направлению потока от своего 
тока и потока, создаваемого током в соседнем контуре. Знаки «-» соот
ветствуют несогласному (встречному) направлению потоков (для этого

Ф, =Ф,, +Ф!2.

Аналогично поток, создаваемый вторым контуром:

Ф 2 — Ф 22 + Ф 2| ■

w, (Ф, ±Ф2,) = н'1Ф|±и',Ф2| = Ч*, ± Ч*2). 
Потокосцепление второго контура (число витков w2) 

w2 (Ф 2 ±Ф|2) = w2 Ф 2 ±w2 Ф ,2 = Т 2

А
б



один из токов должен изменить направление). Потокосцепление про
порционально току /2, a 'J'ij — току /,

Тл - w, Ф 2) - М i2, Т |2 - *v2 Ф12 - М /,.

Коэффициент пропорциональности М (Гн) называют взаимной индук
тивностью

Она зависит от взаимного расположения, числа витков, геометриче
ских размеров контуров (катушек) и от магнитной проницаемости ц, сер
дечников, на которых они намотаны. Если = const, то от величины 
токов М  не зависит.

Явлением взаимоиндукции называют наведение ЭДС в одном контуре 
при изменении тока в другом. Наводимую ЭДС называют ЭДС взаимо
индукции и обозначают ем . Для рис. 1.13 полная ЭДС, наводимая в пер
вом контуре,

В формулах (1.46) и (1.47) принято, что М > 0. В то же время в лите
ратуре можно встретиться с тем, что знак минус у ем в этих формулах 
относят не к ЭДС взаимоиндукции, а к М, т. е. записывают формулы (1.46) 
и (1.41) в виде

Под коэффициентом связи двух магнитосвязанных катушек пони
мают отношение М к квадратному корню из произведения L, L2 этих 
катушек

Всегда Ас, <, 1; кеш = 1, если весь магнитный поток, создаваемый 
первой катушкой, пронизывает и вторую, а весь поток, генерируемый 
второй катушкой, пронизывает и первую.

(1-45)

(1.46)

и во втором

(1.47)

е\ =е\ /. + е\м И е1 ~ е21. + е7М ■

к М (1.48)
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Магнитная энергия двух магнитосвязанных катушек с токами /, и /2 
равна

WM= h jL + k A ± M  /|/2. (1.49)

Знак «+» относится к согласному, «-» — к встречному направлению 
потоков.

Пример 6. На сердечнике примера 4, хроме катушки с числом витков iv, = 1000, рав
номерно намотана и вторая катушка w2 = 500 Определим М между катушками.

Решение. Весь поток Ф, создаваемый в сердечнике первой катушкой, пронизыва
ет и вторую Поэтому

ц0ц, tv,tv2Aln^-
М  = ——- =-- — — ----= 0.0655 Гн.

/| 2 л

Пример 7. Определить магнитную энергию, запасаемую в магнитном поле двух кату
шек примера 6, если по первой катушке течет ток /, = 1 А, по второй — ток 1г = 0,5 А. 
Магнитные потоки направлены согласно.

Решение. По формуле (1.44), заменив в ней и-, на w2, определяем 12 =0,0327 Гн. 
По формуле (1.49)

Wu =  — 0,13 U  -° ' 5 ' °'Qi-21 +  0,0655-10,5 -- 0.1387 Дж

Пример 8. По первой катушке примера 7 течет ток i,, изменяющийся во времени в 
соответствии с рис. 1.13, б. Вторая катушка разомкнута. Построить кривые ЭДС самоин
дукции еи и ЭДС взаимоиндукции е2л/ (время дано в мс).

Р е ш е н и е .  График еи (рис. 1.13, в) строим по формуле

график егм (рис. 1.13, г) — по формуле

I/ dii

§ 1.7. Схемы замещения реальных электротехнических устройств. 
В элементах реальных электротехнических устройств (электрических 
цепях) происходят достаточно сложные процессы протекания токов про
водимости, токов смещения, выделения тепловой энергии, наведения 
ЭДС, накопления и перераспределения энергии электрического и магнит
ного полей и т. п. Для того чтобы можно было математически описать 
эти процессы, в теории цепей пользуются расчетными схемами (схемами 
замещения), вводя в них резистивные, индуктивные и емкостные элемен
ты. С помощью резистивного элемента учитывают выделение теплоты 
в реальном элементе; с помощью индуктивного элемента — наведение 
ЭДС и накопление энергии в магнитном поле; с помощью емкостного эле
мента — протекание токов смещения и накопление энергии в электри
ческом поле.
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Каждый элемент реальной электрической цепи на схеме замещения 
можно представить той или иной совокупностью идеализированных схем
ных элементов.

Так, резистор для низких частот можно представить одним резистив
ным элементом R (рис. 1.14, а). Для высоких частот тот же резистор дол
жен быть представлен уже иной схемой 
(рис. 1.14, б). В ней малая (паразитная) 
индуктивность Ln учитывает магнит
ный поток, сцепленный с резистором, а 
малая паразитная емкость Сп учитыва
ет протекание тока смещения между 
зажимами резистора. Конденсатор на 
низких частотах замещают одним емко
стным элементом (рис. 1.14, в), а на вы
соких частотах конденсатор представля
ют схемой, где резистор /?п учитывает 
потери в неидеальном диэлектрике 
конденсатора, a Ln — паразитная 
индуктивность подводящих контактов 
(рис. 1.14, г).

Индуктивную катушку в первом приближении можно представить 
одним индуктивным элементом L (рис. 1.14, д). Более полная схема за
мещения может быть представлена на рис. 1.14, е). В ней R„ учитывает 
тепловые потери в сопротивлении обмотки и в сердечнике, на котором 
она намотана, а паразитная емкость С„ учитывает токи смешения меж
ду витками катушки.

Обобщенно можно сказать, что при составлении схемы замещения ре
альных элементов цепи и цепи в целом в нее входят те идеализированные 
схемные элементы, с помощью которых описываются основные процес
сы в реальных элементах цепи, а процессами, являющимися относительно 
второстепенными в этих элементах для рассматриваемой полосы частот 
и амплитуд воздействий, обычно пренебрегают. Реальную электрическую 
цепь, представленную в виде совокупности идеализированных схемных 
элементов, в дальнейшем будем называть схемой замещения электричес
кой цепи или, короче, схемой электрической цепи.

Если можно считать, что напряжение и ток на всех элементах реаль
ной цепи не зависят от пространственных координат, то такую цепь 
называют цепью с сосредоточенными параметрами, если зависят — 
цепью с распределенными параметрами.

Процессы в цепи с сосредоточенными параметрами описывают алгеб
раическими или обыкновенными дифференциальными уравнениями; про
цессы в цепях с распределенными параметрами описывают уравнениями 
в частных производных. Дальнейшее подразделение типов цепей будет 
дано по ходу изложения. Соответствие расчетной модели реальной элект
рической цепи проверяют, сопоставляя расчет с экспериментом. Если 
расчетные данные недостаточно сходятся с экспериментом, модель уточ
няют.
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В курсе ТОЭ используют общие физические принципы, формирующие 
диалектическое мышление, такие, как принцип симметрии, принцип 
минимума энергии, закон сохранения заряда, принцип непрерывности маг
нитного потока. При выполнении лабораторных работ студент ощущает 
реальность явлений, о которых шла речь в теории. Методы расчета элект
рических цепей можно излагать по крайней мере двумя способами. Соглас
но первому их излагают одновременно с теорией электрических цепей си
нусоидального тока. Согласно второму методы расчета рассматривают по 
отношению к резистивным цепям постоянного тока, а затем эти методы 
распространяют на цепи синусоидального тока. Второй способ, с нашей 
точки зрения, методически более целесообразен — материал, разделенный 
на две самостоятельные части, усваивается легче и прочнее. Кроме того, 
студент приобретает навык в расчете цепей постоянного тока, область 
применения которых достаточно широка.

Вопросы для самопроверки

1. Дайте определение электромагнитного поля Какими основными величинами его 
характеризуют и каковы его свойства? 2. Что положено в основу определения напряжен
ности электрического поля £ и индукции магнитного поля Я? Каковы единицы их из
мерения? 3. Какой смысл вкладывается в понятие потенциальной, вихревой и сторонней 
составляющих напряженности электрического поля? 4. Как связаны векторы £ и СУ, Н 
и В ? 5. Дайте определение плотности тока проводимости, смешения, переноса. 6. Запи
шите уравнение непрерывности полного тока 7. Какие проявления магнитного поля вам 
известны? 8. Как определить магнитный поток Ф  и потокосцепление *f? В каких 
единицах их измеряют? 9. Как записать принцип непрерывности магнитного потока?
10. Прокомментируйте формулу e = -d'V Id i. Чем объяснить наличие знака минус в ней?
11. Запишите и поясните смысл четырех уравнений Максвелла 12. Покажите, что урав
нение первого закона Кирхгофа следует из принципа непрерывности полного тока. 13. Ис
ходя из основных уравнений электромагнитного поля выведите уравнение, записанное по 
второму закону Кирхгофа для цепи переменного тока. 14. Что понимают под явлением 
самоиндукции и явлением взаимоиндукции? IS. Дайте определение индуктивности L и 
взаимной индуктивности М. От каких факторов они зависят? 16. Прокомментируйте три

ц/ е 2 W 
способа определения индуктивности: L - — . L - --- —̂ , 1. = — г8-. 17. Как следуетi di/dl Г
расположить две цилиндрические катушки по отношению друг к другу, чтобы М  между 
ними была равна нулю? 18. Поясните, почему коэффициент связи между двумя магнито
связанными катушками 1. 19. В опыте было получено ” 0.1 Гн, А/ = 0.11 Гн. 
Можно ли верить этим данным? 20. Чем физически можно объяснить, что внутренняя ин
дуктивность цилиндрического провода не зависит от его радиуса? 21. Какие функции 
выполняют L и М  как элементы схем замещения реальных электрических цепей? 22. Про
комментируйте формулу для подсчета магнитной ̂ энергии магнитосвязанных контуров 
23. Как связаны потенциал ц> и напряженность £? 24. Какие поля называют потенци
альными и какие вихревыми? 25. Дайте определение понятию «емкость» кондснсаггора. От 
каких факторов она зависит? 26. Прокомментируйте три способа определения емкости кон

денсатора: С = — , С — — -— , С = 27. Какие функции выполняет емкость как U dqldl ч2 
элемент схемы замещения реальной электрической цепи? 28. Выведите формулы для ем
кости плоского и цилиндрического конденсаторов. 29. Выразите 0.1 нФ в пикофарадах. 
30. Как связано положительное направление отсчета напряжения на конденсаторе С с по
ложительным направлением тока через него? 31. Чем отличаются электрические цепи с 
сосредоточенными параметрами от цепей с распределенными параметрами? 32. Зависит 
ли схема замещения реальной электрической цепи от частоты?



Глава вторая
СВО Й С ТВА  Л И Н ЕЙ Н Ы Х  Э Л ЕКТ РИ Ч ЕС К И Х  Ц ЕП ЕЙ  
И  М ЕТО Д Ы  И Х РАСЧЕТА. Э Л ЕК Т РИ Ч ЕС К И Е  Ц ЕП И  
П О СТО ЯН Н О ГО  ТО КА

§ 2.1. Определение линейных и нелинейных электрических цепей.
Электромагнитное устройство с происходящими в нем и в окружающем 
его пространстве физическими процессами в теории электрических 
цепей заменяют некоторым расчетным эквивалентом — электрической 
цепью.

Электрической цепью называют совокупность соединенных друг с 
другом источников электрической энергии и нагрузок, по которым 
может протекать электрический ток. Электромагнитные процессы в 
электрической цепи можно описать с помощью понятий «ток», «напря
жение», «ЭДС», «сопротивление» («проводимость»), «индуктивность», 
«емкость».

Постоянным током называют ток, неизменный во времени. По
стоянный ток представляет собой направленное упорядоченное движе
ние частиц, несущих электрические заряды.

Как известно из курса физики, носителями зарядов в металлах яв
ляются свободные электроны, а в жидкостях — ионы. Упорядоченное 
движение носителей зарядов в проводниках вызывается электрическим 
полем, созданным в них источниками электрической энергии. Источни
ки электрической энергии преобразуют химическую, механическую и 
другие виды энергии в электрическую. Источник электрической энергии 
характеризуется величиной и направлением ЭДС, а также величиной внут
реннего сопротивления.

Постоянный ток принято обозначать буквой /, ЭДС источника — £, 
сопротивление — R, проводимость — g. В Международной системе еди
ниц (СИ) единица тока — ампер (А), единица ЭДС — вольт (В), едини
ца сопротивления — ом (Ом), единица проводимости — сименс (См).

Изображение электрической цепи с помощью условных знаков назы
вают электрической схемой (рис. 2.1, а).

Зависимость тока, протекающего по сопротивлению, от напряжения 
на этом сопротивлении называют вольт-амперной характеристикой (ВАХ).

а 6 и
Рис. 2.1

о и
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По оси абсцисс на графике обычно откладывают напряжение, а по оси 
ординат — ток.

Сопротивления, ВАХ которых являются прямыми линиями 
(рис. 2.1, б), называют линейными, электрические цепи только с линей
ными сопротивлениями — линейными электрическими цепями.

Сопротивления, ВАХ которых не являются прямыми линиями 
(рис. 2.1, в), т. е. они нелинейны, называют нелинейными, а электриче
ские цепи с нелинейными сопротивлениями — нелинейными электриче
скими цепями.

§ 2.2. Источник ЭДС и источник тока. Источник электрической 
энергии характеризуется ЭДС £ и внутренним сопротивлением Л,. Если 
через него под действием ЭДС £ протекает ток /, то напряжение на его 
зажимах U = Е-  / /?, при увеличении / уменьшается. Зависимость на
пряжения U на зажимах реального источника от тока / изображена на 
рис. 2.2, а.

I
ь Е '  1 „  сит

ОIIО Лит

с

a = 90°

Е и £ и и
а 6 в

Рис. 2.2

Обозначим через /и,, — масштаб по оси U, через т , — масштаб по 
оси /. Тогда для произвольной точки на характеристике рис. 2.2, а 
abmu =/ R%\ be т , =/; tga = ab/bc = Re т ,1 т и. Следовательно, tga 
пропорционален /?„. Рассмотрим два крайних случая.
* 1. Если у некоторого источника внутреннее сопротивление Rb = 0, то 

ВАХ его будет прямой линией (рис. 2.2, 6). Такой характеристикой обла
дает идеализированный источник питания, называемый источником ЭДС. 
Следовательно, источник ЭДС представляет собой такой идеализирован
ный источник питания, напряжение на зажимах которого постоянно (не 
зависит от тока Г) и равно ЭДС £, а внутреннее сопротивление равно 
нулю.

2. Если у некоторого источника беспредельно увеличивать ЭДС £ и 
внутреннее сопротивление /?,, то точка с (рис. 2.2, а) отодвигается по 
оси абсцисс в бесконечность, а угол а стремится к 90° (рис. 2.2, в). 
Такой источник питания называют источником тока.

Следовательно, источник тока представляет собой идеализированный 
источник питания, который создает ток J  = /, не зависящий от сопротив
ления нагрузки, к которой он присоединен, а его ЭДС £ит и внутреннее
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сопротивление Лит равны бесконечности. Отношение двух бесконечно 
больших величин Ет  / Rm равно конечной величине — току J  источ
ника тока.

При расчете и анализе электрических цепей реальный источник 
электрической энергии с конечным значением Rt заменяют расчетным 
эквивалентом. В качестве эквивалента может быть взят:

а) источник ЭДС Е с последовательно включенным сопротивлением 
Rt, равным внутреннему сопротивлению реального источника 
(рис. 2.3, о; стрелка в кружке указывает направление возрастания потен
циала внутри источника ЭДС);

б) источник тока с током J  - Е/ Rt и параллельно с ним включенным 
сопротивлением /?„ (рис. 2.3, б; стрелки в кружке указывают положитель
ное направление тока источника тока, а небольшой разрыв между ними 
напоминает, что внутреннее сопротивление источника тока равно беско
нечности).

а б
Рис. 2 3

Ток в нагрузке (в сопротивлении Л) для схем на рис. 2.3, а, б одина
ков: / = E/(R+Rt ), т. е. равен току в схеме на рис. 2.1, а. Для схемы 
рис. 2.3, а это следует из того, что при последовательном соединении зна
чения сопротивления R и Л, складываются. В схеме на рис. 2.3, б ток 
J  = £//?, распределяется обратно пропорционально значениям сопротив
лений Л и Л, двух параллельных ветвей. Ток в нагрузке R

, = J * . = ^ «г _ £
R + /?, RB R + RB R + Л,

Каким из двух расчетных эквивалентов пользоваться, совершенно 
безразлично. В дальнейшем используется в основном первый эквивалент.

Обратим внимание на следующее:
1) источник ЭДС и источник тока — идеализированные источники, 

физически изготовить которые, строго говоря, невозможно;
2) схема на рис. 2.3, б эквивалентна схеме на рис. 2.3 а в отношении 

энергии, выделяющейся в сопротивлении нагрузки R, и не эквивалентна 
ей в отношении энергии, выделяющейся во внутреннем сопротивлении 
источника питания Л,;

3) идеальный источник ЭДС без последовательно соединенного с ним 
Rt нельзя заменить идеальным источником тока.
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На примере схемы рис. 2.3 осуществим эквивалентный переход от 
схемы с источником тока к схеме с источником ЭДС. В схеме рис. 2.3, б 
источник тока дает ток J=  50 А. Шунтирующее его сопротивление 
Л, = 2 Ом. Найти ЭДС эквивалентного источника ЭДС в схеме на 
рис. 2.3, а.

ЭДС Е = J  Rt = 100В. Следовательно, параметры эквивалентной схе
мы на рис. 2.3, а таковы: Е  * 100 В, Л, = 2 Ом.

§ 2.3. Неразветвленные и разветвленные электрические цепи.
Электрические цепи подразделяют на неразветвленные и разветвленные. 
На рис. 2.1, а представлена схема простейшей неразветвленной цепи. Во 
всех элементах ее течет один и тот же ток. Простейшая разветвленная 
цепь изображена на рис. 2.4, а; в ней имеются три ветви и два узла.

■А У-

Рис. 2 4

В каждой ветви течет свой ток. Ветвь можно определить как участок 
цепи, образованный последовательно соединенными элементами (через 
которые течет одинаковый ток) и заключенный между двумя узлами. В 
свою очередь, узел — это точка цепи, в которой сходятся не менее трех 
ветвей. Если в месте пересечения двух линий на электрической схеме по
ставлена точка (рис. 2.4, б), то в этом месте есть электрическое соедине
ние двух линий, в противном случае (рис. 2.4, в) его нет.

Кроме термина «узел» иногда используют термин «устранимый узел». 
Под устранимым узлом понимают точку, в которой соединены два пос
ледовательных сопротивления (рис. 2.4, г). Этим понятием пользуются 
при введении данных в ЭВМ о значении и характере сопротивлений.

§ 2.4. Напряжение на участке цепи. Под напряжением на некотором 
участке электрической цепи понимают разность потенциалов между край
ними точками этого участка.

На рис. 2.5 изображен участок цепи, крайние точ
ки которого обозначены буквами анЬ. Пусть ток / те- — »  и„ 
чет от точки а к точке b (от более высокого потенциа
ла к более низкому). Следовательно, потенциал точки 
а (ф0)  выше потенциала точки Ь (ф л) на значение, 
равное произведению тока / на сопротивление R:

Г

Рис. 2.5

Ф„ = фА + 1 R.
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В соответствии с определением напряжение между точками а и Ь

Vah = Ф а - Ч> Л-

Следовательно,

Uab = / R,
т. е. напряжение на сопротивлении равно произведению тока, протекаю
щего по сопротивлению, на значение этого сопротивления.

В электротехнике разность потенциалов на концах сопротивления 
называют либо напряжением на сопротивлении, либо падением напря
жения. В дальнейшем разность потенциалов на концах сопротивления, 
т. е. произведение / R, будем именовать падением напряжения.

Положительное направление падения напряжения на каком-либо уча
стке (направление отсчета этого напряжения), указываемое на рисунках 
стрелкой, совпадает с положительным направлением отсчета тока, про
текающего по данному сопротивлению.

В свою очередь, положительное направление отсчета тока / (ток — это скаляр алгеб
раического характера) совпадает с положительным направлением нормали к поперечному 
сечению проводника при вычислении тока по формуле / = |8а£, где 8 — плотность тока; 

</Д' — элемент площади поперечного сечения (подробнее’см. § 20.1).

Рассмотрим вопрос о напряжении на участке цепи, содержащем не 
только сопротивление, но и ЭДС.

На рис. 2.6 показаны участки некоторых цепей, по которым протека
ет ток /. Найдем разность потенциалов (напряжение) между точками а и 
с для этих участков. По определению,

и ж  =Ф0-Ф,- (2.1)
Выразим потенциал точки а через потенциал точки с. При перемеще

нии от точки с к точке Ь встречно направлению ЭДС £ (рис. 2.6, а) по
тенциал точки Ь оказывается ниже (меньше), чем потенциал точки с, 
на значение ЭДС £: фА = фс. - £. При перемещении от точки с к точке Ь 
согласно направлению ЭДС £ (см. рис. 2.6, 6) потенциал точки Ь оказы
вается выше (больше), чем потенциал точки с, на значение ЭДС £: 
9» “  Фг + £•

Так как по участку цепи без источника ЭДС ток течет от более высо
кого потенциала к более низкому, в обеих схемах рис. 2.6 потенциал точки
о выше потенциала точки Ь на значение падения напряжения на сопро
тивлении R: фв = ФА + / R-
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Таким образом, для рис. 2.6, а

Ф0 =Ф C- E  + IR , UM. =Ф0-ФС = IR - E , (2.2)
для рис. 2.6, б

Ф„ = Ф, + E + J R,
или

^  =Фв 'Ф с = /Л + £. (2.3)
Положительное направление напряжения показывают стрелкой 

от а к с. Согласно определению, Uca = фс -ф0, поэтому Uca = -t/0Ci т. е. 
изменение чередования (последовательности) индексов равносильно 
изменению знака этого напряжения. Следовательно, напряжение может 
быть и положительной, и отрицательной величиной.

§ 2.5. Закон Ома для участка цепи, не содержащего источника 
ЭДС. Закон (правило) Ома для участка цепи, не содержащего источник 
ЭДС, устанавливает связь между током и напряжением на этом участке. 
Применительно к рис. 2.5

Uab = / Л,
или

/ = Uoll / R = (ф„ -ф*)/R. (2.4)

§ 2.6. Закон Ома для участка цепи, содержащего источник ЭДС. 
Обобщенный закон Ома. Закон (правило) Ома для участка цепи, содер
жащего источник ЭДС, позволяет найти ток этого участка по известной 
разности потенциалов (ф„ -фс) на концах участка цепи и имеющейся 
на этом участке ЭДС Е. Так, по уравнению (2.2) для схемы рис. 2.6, а

/ = (Фв -Фс- +Е)/R = (UK +E)/R;

-по уравнению (2.3) для схемы рис. 2.6, 6

/= (Ф„-ФС-£)//? = (*/«.-£)/Л.
В общем случае

f _ (<Ра-Ч>с)±Е _ и„с±Е
R R

Уравнение (2.5) математически выражает закон Ома для участка цепи, 
содержащего источник ЭДС; знак плюс перед £ соответствует 
рис. 2.6, о, знак минус — рис. 2.6, б. В частном случае при £ = 0 урав
нение (2.5) переходит в уравнение (2.4).
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Пример 9. К  зажимам а и с схемы рис. 2.7 подклю
чен вольтметр, имеющий очень большое, теоретически 
бесконечно большое сопротивление (следовательно, его 
подключение или отключение не влияет на режим рабо
ты цепи).

Если ток / “ 10А течет от точки а к точке с, то пока
тан не вольтметра и'ж = -18 В, если этот ток течет от точ
ки с к точке а, то U'x  = -20 В. Определить сопротивле
ние R и ЭДС Е.

Реш ение. В первом режиме

и'ж =-18 = -£ + / R = -E+\0R,
во втором

U'K = -20 = - E - l  R = -E-\0R

Совместное решение дает Е  = 19 В, R = 0,1 Ом.

§ 2.7. Законы Кирхгофа. Все электрические цепи подчиняются пер
вому и второму законам (правилам) Кирхгофа.

Первый закон Кирхгофа можно сформулировать двояко:
1) алгебраическая сумма токов, подтекающих к любому узлу схемы, 

равна нулю;
2) сумма подтекающих к любому узлу токов равна сумме утекающих 

от узла токов.
Применительно к рис. 2.8, если подтекающие к узлу 

токи считать положительными, а утекающие — отрица
тельными, то согласно первой формулировке 
Л “  h ~ h ~ 14 =0; согласно второй — /, = /2 + /3 +14.

Физически первый закон Кирхгофа означает, что дви
жение зарядов в цепи происходит так, что ни в одном 
из узлов они не скапливаются.

Если мысленно рассечь любую схему произвольной плоскостью 
и все находящееся по одну сторону от нес рассматривать как некото
рый большой «узел», то алгебраическая сумма токов, входящих в этот 
иукп», будет равна нулю.

Второй закон Кирхгофа также можно сформулировать двояко:
1) алгебраическая сумма падений напряжения в любом замкнутом 

контуре равна алгебраической сумме ЭДС вдоль того же контура'.

£ / *  = ! £  ( 2 .6)

(• каждую из сумм соответствующие слагаемые входят со знаком плюс, 
если они совпадают с направлением обхода контура, и со знаком минус, 
«ели они не совпадают с ним);

2) алгебраическая сумма напряжений {не падений напряжения!) вдоль 
любого замкнутого контура равна нулю:

2>*,=0. (2.7)

33
'J 'Ични̂ гичргкир nrunai-i



Для периферийного контура (рис. 2.9) 
Uae+Uec+Ucd+Uda =

Законы Кирхгофа справедливы для ли
нейных и нелинейных цепей при любом 
характере изменения во времени токов и 
напряжений.

Сделаем два замечания:
1) запись уравнения по второму закону 

Рис. 2.9 Кирхгофа в форме (2.6) может быть полу
чена, если обойти какой-либо контур неко

торой схемы и записать выражение для потенциала произвольной точки 
этого контура через потенциал этой же точки (взяв ее за исходную при 
обходе) и падения напряжения и ЭДС;

2) при записи уравнений по второму закону Кирхгофа в форме (2.7) 
напряжения ик, участков цепи включают и падения напряжения участков, 
и имеющиеся на этих участках ЭДС.

§ 2.8. Составление уравнений для расчета токов в схемах с помо
щью законов Кирхгофа. Законы Кирхгофа используют для нахождения 
токов в ветвях схемы. Обозначим число всех ветвей схемы в, число 
ветвей, содержащих источники тока, — вит и число узлов у. В каждой 
ветви схемы течет свой ток. Так как токи в ветвях с источниками тока 
известны, то число неизвестных токов равняется в-вт . Перед тем как 
составить уравнения, необходимо произвольно выбрать:

а) положительные направления токов в ветвях и обозначить их на схе
ме;

б) положительные направления обхода контуров для составления урав
нений по второму закону Кирхгофа.

С целью единообразия рекомендуется для всех контуров положитель
ные направления обхода выбирать одинаковыми, например по часовой 
стрелке.

Чтобы получить линейно независимые уравнения, по первому закону 
Кирхгофа составляют уравнения, число которых равно числу узлов без 
единицы, т. е. у  - 1.

Уравнение для последнего >>-го узла не составляют, так как оно со
впало бы с уравнением, полученным при суммировании уже составлен
ных уравнений для у - 1 узлов, поскольку в эту сумму входили бы дваж
ды и с противоположными знаками токи ветвей, не походящих к >>-му 
узлу, а токи ветвей, подходящих к у-му узлу, входили бы в эту сумму со 
знаками, противоположными тем, с какими они вошли бы в уравнение 
для у-го узла.

По второму закону Кирхгофа составляют уравнения, число которых 
равно числу ветвей без источников тока (в-вит), за вычетом уравнений, 
составленных по первому закону Кирхгофа, т. е.

(в-вИт)-(> '-|) = в-вит-у +1.
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Составляя уравнения по второму закону Кирхгофа, следует охватить 
все ветви схемы, исключая лишь ветви с источниками тока.

Если попытаться составить уравнение по второму закону Кирхгофа в 
форме (2.6) для контура, в который входит источник тока, то в него 
вошли бы бесконечно большие слагаемые и оно не имело бы смысла.

При записи линейно независимых уравнений по второму закону 
Кирхгофа стремятся, чтобы в каждый новый контур, для которого состав* 
ляют уравнение, входила хотя бы одна новая ветвь, не вошедшая в пре
дыдущие контуры, для которых уже записаны уравнения по второму 
закону Кирхгофа. Такие контуры условимся называть независимыми.

Требование, чтобы в каждый новый контур входила хотя бы одна 
новая ветвь, является достаточным, но не необходимым условием, а 
потому его не всегда выполняют. В таких условиях часть уравнений по 
второму закону Кирхгофа составляют для контуров, все ветви которых 
уже вошли в предыдущие контуры.

Пример 10. Найти токи в ветвях схемы на рис. 2.9. в которой £, -80В, £2 =64В, 
Я,-бОм, Я2 = 4Ом, Я3-ЗОм. Я4 = IОм.

Решение. Произвольно выбираем положительные направления тока в ветвях. В схеме 
ма рис. 2.9 в ”  3; вИт “  0; у  ”  2.

Следовательно, по первому закону Кирхгофа, можно составить только одно уравне
ние:

/у (2.8)

Нетрудно убедиться, что для второго узла получили бы аналогичное уравнение. По 
второму закону Кирхгофа составим (в-вит) —(>> —1)=»3 — 0-(2 —1)>=2 уравнения. Поло
жительные направления обхода контуров выбираем по часовой стрелке.

Для контура Я,£,Я2£2
/2 Я, + /, (Я,+ Я4)*- £ 2. (2.9)

Знак плюс перед /, Я, взят потому, что направление тока совпадает с направлением 
обхода контура; знак минус перед /2 Я2 — потому, что направление /2 встречно обходу 
контура

Для контура £2Я2Я3Я4

/, Я,-/3(Я3 + Я4 ) = -£,. (2.10)

Совместное решение уравнений (2.8)—(2.10) дает /, = 14 А. /2 =—15 А, /3 = -1А.
Поскольку положительные направления токов выбирают произвольно, • результате 

расчета какой-либо один или несколько токов могут оказаться отрицательными. В рассмот
ренном примере отрицательными оказались токи /2 и /3, что следует понимать так. на
правления токов /2 и /) не совпадают с направлениями, принятыми для них на рис. 2.9 
>• положительные, т. е. в действительности токи /2 и /3 протекают в обратном направ
лении

Для выбора контура таким образом, чтобы в каждый из них входило по одной ветви, 
ие входящей в остальные контуры, используют понятие дерева. Под деревом понимают 
совокупность ветвей, касающихся всех узлов, но нс образующих ни одного замкнутого 
контура. Из одной и той же схемы можно образовать несколько деревьев. При составле
нии системы уравнений по второму закону Кирхгофа можно взять любое дерево из воз
можных. Одно из возможных деревьев схемы рис. 2.10. а изображено на рис. 2.10, 6, а на 
рис. 2.10, в — четыре независимых контура, в каждый из которых входит по одной ветви, 
показанной штриховой линией, не входящей в остальные Более подробно о топологии 
злектрических схем см. (j 2.31-2.35 и П1.5—ПI 10.
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Рис. 2.10

§ 2.9. Заземление олной точки схемы. Заземление любой точки схе
мы свидетельствует о том, что потенциал этой точки принят равным 
нулю. При этом токораспределение в схеме не изменяется, так как ника
ких новых ветвей, по которым могли бы протекать токи, не образуется. 
Иначе будет, если заземлить две или большее число точек схемы, 
имеющих различные потенциалы. В этом случае через землю (любую 
проводящую среду) образуются дополнительные ветви, сама схема 
становится отличной от исходной и токораспределение в ней меняется.

§ 2.10. Потенциальная диаграмма. Под потенциальной диаграммой 
понимают график распределения потенциала вдоль какого-либо участка 
цепи или замкнутого контура. По оси абсцисс на нем Откладывают со
противления вдоль контура, начиная с какой-либо произвольной точки, 
по оси ординат — потенциалы. Каждой точке участка цепи или замкну
того контура соответствует своя точка на потенциальной диаграмме.

Рассмотрим последовательность построения потенциальной диаграм
мы по данным примера 2.

Пример I]. Построить потенциальную диаграмму для контура аЬсеа (рис. 2.9).
Реш ение Подсчитаем суммарное сопротивление контура: 4 + 3 + 1 = 8Ом. Выберем 

масштабы по оси абсцисс (ось х) и по оси ординат (ось у).
Произвольно примем потенциал одной из точек, например точки а, ч>а =0- Эту точку 

на диаграмме (рис. 2.11, а) поместим в начало координат.

а б
Рис. 2.11
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Потенциал точки Ь .  Ф/, = <р0 + /2 4 = ср„ - 6 0  «  - 6 0  В; ее координаты: х  »  4, у  «  - 6 0 . 

Потенциал точки с: фс = ф* + £2 = 4 В; ее координаты: х = 4, у - 4. Потенциал точки е: 
Ф ,  « фс + /, /?4 » 4 -1 х 1 = 3 В: ее координаты: х  = 5, у = 3.

Тангенс угла а, наклона прямой к оси абсцисс пропорционален току /2, атан- 
|енс угла а г наклона прямой се — току /,; tga - /— , где т п т ф— масштабы по осям 
м и у .  т «

Обратим внимание на различие в знаках, с которыми входит падение напряжения / Л 
при определении потенциала какой-либо точки схемы через потенциал исходной точки и 
при составлении уравнений по второму закону Кирхгофа. При вычислении потенциала 
последующей точки через потенциал предыдущей / R берут со знаком минус, если пере
мещение по сопротивлению R совпадает по направлению с током, тогда как при сос- 
Iпилении уравнений по второму закону Кирхгофа / Л некоторого участка цепи берут
• сумме £ /  R со знаком плюс, если обход этого участка совпадает с направлением тока 
I на нем.

§ 2.11. Энергетический баланс в электрических цепях. При проте
кции токов по сопротивлениям в последних выделяется теплота. На ос
новании закона сохранения энергии количество теплоты, выделяющееся
• единицу времени в сопротивлениях схемы, должно равняться энергии, 
доставляемой за то же время источником питания.

Если направление тока /, протекающего через источник ЭДС Е, 
совпадает с направлением ЭДС, то источник ЭДС доставляет в цепь энер
гию в единицу времени (мощность), равную Е I, и произведение Е  I 
■ходит в уравнение энергетического баланса с положительным знаком.

Если же направление тока / встречно направлению ЭДС £, то источ
ник ЭДС не поставляет энергию, а потребляет ее (например, заряжается 
•ккумулятор), и произведение Е I войдет в уравнение энергетического 
Аалпнса с отрицательным знаком.

Уравнение энергетического баланса при питании только от источни
ков ЭДС имеет вид

£ / 2 /? = £ £ / .

Когда схема питается не только от источников ЭДС, но и от источни
ков тока, т. е. к отдельным узлам схемы подтекают и от них утекают токи 
источников тока, при составлении уравнения энергетического баланса 
необходимо учесть и энергию, доставляемую источниками тока.

Допустим, что к узлу а схемы подтекает ток J  от источника тока, а от 
уVIо b этот ток утекает. Доставляемая источником тока мощность равна 
U *  J.

Напряжение Uah и токи в ветвях схемы должны быть подсчитаны с 
учетом тока, подтекающего от источника тока. Последнее проще всего 
одолеть по методу узловых потенциалов (см. § 2.22). Общий вид уравне
ния энергетического баланса:

£ / : R ^ E I ^ U ahJ.
Для практических расчетов электрических цепей разработаны мето

ды, более экономичные в смысле затраты времени и труда, чем метод 
расчета цепей по законам Кирхгофа. Рассмотрим эти методы.
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§ 2.12. Метод пропорциональных величин. Согласно методу про
порциональных величин, в самой удаленной от источника ЭДС ветви 
схемы (исходной ветви) произвольно задаемся некоторым током, напри
мер током в I А. Далее, продвигаясь к входным зажимам, находим токи 
в ветвях и напряжения на различных участках схемы. В результате рас
чета получим значение напряжения U тп схемы и токов в ветвях, если в 
исходной ветви протекает ток в 1 А.

Так как найденное значение напряжения Umn в общем случае окажет
ся не равным ЭДС источника, то следует во всех ветвях изменить токи, 
умножив их на коэффициент, равный отношению ЭДС источника к най
денному значению напряжения в начале схемы.

Метод пропорциональных величин, если рассматривать его обособ
ленно от других методов, применим для расчета цепей, состоящих толь
ко из последовательно и параллельно соединенных сопротивлений и при 
наличии в схеме одного источника. Однако этот метод можно использо
вать и совместно с другими методами (преобразование треугольника в 
звезду, метод наложения и т. п.), которые рассмотрены далее.

Пример 12. Найти токи в ветвях схемы (рис. 2.11, б) методом пропорциональных ве
личин. Сопротивления схемы даны в омах.

Р е ш е н и е .  Задаемся током в ветви с сопротивлением 4 Ом, равным 1 А, и подсчиты
ваем токи в остальных ветвях (числовые значения токов обведены на рисунке кружками). 
Напряжение между точками т и и равно 1-4 + 3-3 + 4-3 = 25В Так как ЭДС Е=  100 В, все 
токи следует умножить на коэффициент к = 100/25 = 4

§2.13. Метод контурных токов. При расчете методом контурных 
токов полагают, что в каждом независимом контуре схемы течет свой кон
турный ток. Уравнения составляют относительно контурных токов, пос
ле чего через них определяют токи ветвей.

Таким образом, метод контурных токов можно определить как ме
тод расчета, в котором за искомые принимают контурные токи. Число 
неизвестных в этом методе равно числу уравнений, которые необходимо 
было бы составить для схемы по второму закону Кирхгофа.

Следовательно, метод контурных токов более экономен при вычисли
тельной работе, чем метод на основе законов Кирхгофа (в нем меньше 
чиСло уравнений).

Вывод основных расчетных уравнений приведем применительно 
к схеме с двумя независимыми контурами (рис. 2.12). Положим, что 
в левом контуре по часовой стрелке течет контурный ток /п, а в правой
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(также по часовой стрелке) — контурный ток /22. Для каждого контура 
составим уравнения по второму закону Кирхгофа. При этом учтем, 
что по смежной ветви (с сопротивлением Л5) течет сверху вниз 
ток /п -/22. Направления обхода контуров примем также по часовой 
стрелке.

Для первого контура

(R] +R2) l u +Rs (/ ,,- / „) = £,+£, (2.11)

или

(Я,+Я2 + Д5)/п +(-Л5)/ 22 =£,+£5. (2.12)

Для второго контура

(Л I - 2̂2 ) + (̂ 3 + 4̂ ) 2̂2 = ~ Е*

( —Я5)  / 11 +(/?з + Л 4 + Я5)/ 22 =  - £ s -  £ 4  •

В уравнении (2.12) множитель при токе /п, являющийся суммой 
сопротивлений первого контура, обозначим через /?|ti множитель при 
токе /22 (сопротивление смежной ветви, взятое со знаком минус) — 
через Л|2.

Перепишем эти уравнения следующим образом:

|ЛП /п +/?,2 /22 = £,,; (2 13)
К  Л| + ^ 2 2  h i  ~ ^22-

Здесь
/?и = /?| + /?2 + £ц = £| + £5; /?]2 = Л2[ = -R$',

R 22 =  +  Л 4  +  Л 5 ; £ 22 =  - £ 4 -  £ 5 ,

где /?,, — полное, или собственное, сопротивление первого контура; 
Rn — сопротивление смежной ветви между первым и вторым конту
рами, взятое со знаком минус; £м — контурная ЭДС первого контура, 
равная алгебраической сумме ЭДС этого контура (в нее со знаком плюс 
входят те ЭДС, направления которых совпадают с направлением обхода 
контура); Л22 — полное, или собственное, сопротивление второго 
контура; Я2] — сопротивление смежной ветви между первым и вторым 
контурами, взятое со знаком минус; £22 — контурная ЭДС второго кон
тура.

В общем случае можно сказать, что сопротивление смежной ветви между к- и т-кон
турами (Л*.) входит в уравнение со знаком минус, если направленна контурных токов 
/м и С »  вдоль этой ветви встречны. и со знаком плюс, если направления этих токов 
согласны.
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Если в схеме больше двух контуров, например три, то система урав
нений выглядит следующим образом:

’п А . + *>2 h i + *13 /ЗЗ -  Е \\ \
‘21 Л . + *22 h i + *23 /.33 ~ E l l  *
’з! А . + *32 h i + *33 /ЗЗ =  ^ з з .

(2.14)

или в матричной форме

[Л ] [ / ] - [£ ] ;

‘ * п *12 *13 ' A t Ей
[ * ]  = * 2. *22 *23 ;  [ / ]  = h i ;  [ £ ]  = Е ц

*3, *32 *33. /33

-------------------------------------------,

1

(2.15)

Рекомендуется для единообразия в знаках сопротивлений с разными 
индексами все контурные токи направлять в одну и ту же сторону, на
пример по часовой стрелке.

В результате решения системы уравнений какой-либо один или 
несколько контурных токов могут оказаться отрицательными.

В ветвях, не являющихся смежными между соседними контурами 
(например, в ветви с сопротивлениями Я| Л2 на рис. 2.12), найденный 
контурный ток является действительным током ветви. В смежных ветвях 
через контурные токи определяют токи ветвей. Например, в ветви с со
противлением Л?5 протекающий сверху вниз ток равен разности /ц-/22.

Если в электрической цепи имеется п независимых контуров, то чис
ло уравнений тоже равно п.

Общее решение системы п уравнений относительно тока /** :

/** =

где

+ £ 22 Д*1
д

+ £j 3
Д

+ ...+

*11 *12 *.3 *,л

*2 . *22 *23 *2п

*31 *32 *33 *3я

* „ . *и2 *лЗ *ял

д
-7й-, (2-16)

(2.17)

есть определитель системы.
Алгебраическое дополнение Акт получено из определителя Д путем 

вычеркивания А-го столбца и т -й строки и умножения полученного оп
ределителя на (- 1)*+т.
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Если из левого верхнего угла определителя провести диагональ в его 
правый нижний угол (главная диагональ) и учесть, что Rkm = R„k, то 
можно убедиться в том, что определитель делится на две части, являю
щиеся зеркальным отображением одна другой. Это свойство определи
теля называют симметрией относительно главной диагонали. В силу 
симметрии определителя относительно главной диагонали &кт =Лтк.

Пример 13. Пайти токи в схеме (рис. 2.13) 
метолом контурных токов. Числовые значения 
сопротивлений в омах и ЭДС ■ вольтах указа
ны на рисунке.

Реш ение. Выберем направления всех 
контурных токов /}2, h i по часовой
стрелке. Определяем:

Л,, =5 + 5 + 4 = 140м;
= 5+10+2 = 17 Ом; Л„ = 2+ 2 +1 = 5 Ом;

Я|2 = К3, = -50м; Л|3 = Яэ|=0;

Л2з - ?̂з2 ~ —2 Ом; £ц = —10 В;
£ „= 1 0  В; £„=-8 В.

Записываем систему уравнений:

14/,, - 5/22 =-Ю;
-5 /„+  17/22 - 2 / „  = 10;

/ „  = - 8.

Определитель системы

Подсчитаем контурные токи

'п '

14 -5 0
Л = -5 17 -2 = 1009

0 -2 5

-10 -5 0
10 17 -2
-8 2 5 = _ л 634 д-

Д 1009

/» =0,224 А; -1,51 А

Ток в ветви cm 1ст * /,, - /22 » -0,63-0.224 = -0,86 А.
Ток в ветви am = /22 - * 0,224 +1,51 = 1,734 А.

Формула (2.16) в ряде параграфов используется в качестве исходной 
при рассмотрении таких важных вопросов теории линейных электриче
ских цепей, как определение входных и взаимных проводимостей ветвей, 
принцип взаимности, метод наложения и линейные соотношения в элек
трических цепях.

Составлению уравнений по методу контурных токов для схем с 
источниками тока присущи некоторые особенности. В этом случае по
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лагаем, что каждая ветвь с источником тока входит в контур, замыкаю
щийся через ветви с источниками ЭДС и сопротивлениями, и что токи в 
этих контурах известны и равны токам соответствующих источников тока. 
Уравнения составляют лишь для контуров с неизвестными контурными 
токами. Если для схемы на рис. 2.14, о принять, что контурный ток

а* п п

о* 0*

в
Рис. 2.14

/(1 - J  течет согласно направлению часовой стрелки по первой и вто
рой ветвям, а контурный ток /22 = /3 замыкается также по часовой стрел
ке по второй и третьей ветвям, то, согласно методу контурных токов, по
лучим только одно уравнение с неизвестным током /22:

(Л2 + Я3)/ 22-Я2 J  = Е.

Отсюда /,2 = £ 2 и ток второй ветви /2 = — /22.

§ 2.14. Принцип наложения и метод наложения. Чтобы составить 
общее выражение для тока в Л-ветви сложной схемы, составим уравне
ния по методу контурных токов, выбрав контуры так, чтобы Jfc-ветвь вхо
дила только в один А-контур (это всегда возможно). Тогда согласно (2.16) 
ток в А-ветви будет равен контурному току /w. Каждое слагаемое пра
вой части (2.16) представляет собой ток, вызванный в А-ветви соответст
вующей контурной ЭДС. Например, £п Д*, /Д есть составляющая тока 
А-ветви, вызванная контурной ЭДС £п. Каждую из контурных ЭДС мож
но выразить через ЭДС ветвей £,, £2, £3, сгруппировать 
коэффициенты при этих ЭДС и получить выражение следующего вида:

' к =£| gk\ +£2 g*2 + £з Ski + -. + £* gkk +E* gkn- (2-18)
Если контуры выбраны таким образом, что какая-либо из ЭДС, напри

мер Ея , входит только в один /я-контур, а в другие контуры не входит,
то A . - A t a /A .

Уравнение (2.18) выражает собой принцип наложения.
Принцип наложения формулируется следующим образом: ток в 

k-ветви равен алгебраической сумме токов, вызываемых каждой из ЭДС 
схемы в отдельности. Этот принцип справедлив для всех линейных элек
трических цепей.
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Принцип наложения положен в основу метода расчета, получившего 
название метода наложения.

При расчете цепей данным методом поступают следующим образом: 
поочередно рассчитывают токи, возникающие от действия каждой из 
ЭДС, мысленно удаляя остальные из схемы, но оставляя в схеме внут
ренние сопротивления источников, и затем находят токи в ветвях путем 
алгебраического сложения частичных токов. Заметим, что методом на
ложения нельзя пользоваться для подсчета выделяемых в сопротивлени
ях мощностей как суммы мощностей от частичных токов, поскольку 
мощность является квадратичной функцией тока (Р  = R /2).

Если через некоторое сопротивление R протекают согласно направ
ленные частичные токи /, и /2, то выделяемая в нем мощность 
Р = R (/| + /2)2 и не равна сумме мощностей от частичных токов:
Р * R /,2 + R / I

Пример 14. Для схемы (рис. 2.14, а) методом наложения найти токи в ветвях, опре
делить мощности, отдаваемые в схему источником тока и источником ЭДС. полагая 
Л| = 2 Ом; й2 = 4 Ом; R} = 6 Ом; J  = 5 A; Е  = 20 В

Реш ение. Положительные направления токов в ветвях принимаем в соответствии с 
рис. 2.14. а. С помошью схемы на рис. 2.14, 6 (источник ЭДС удален, зажимы cd закоро
чены) найдем токи в ветвях от действия источника тока;

' 5* ' ; / Й г ! 7Т Г ! а ;  / ; - ! Л

Используя рис. 2.14, в, подсчитываем токи в ветвях от действия источника ЭДС (за
жимы аЬ разомкнуты, так как внутреннее сопротивление источника тока равно бесконеч
ности):

/,'- 0; /? = /; = — -—  = 2 А.J 3 /г2 + я,

Результирющие токи в ветвях вычислим, алгебраически суммируя соответствующие 
частичные токи этих двух режимов:

/, =/; + /* = 5 + 0 = 5А, /2 = /$-/? = 3 - 2 = 1 A. /3 = /; + /j'  = 2 + 2 = 4A;

<Р„ *<0* + /3̂ 2 + Л Uah = 14 + 5 2 = 14 0.

Мощность, отдаваемая в схему источником тока, U,̂  J  -14 5 = 70 Вт. Мощность, от
даваемая в схему источником ЭДС, Е 1} = 20 4 = 80 Вт.

Уравнение баланса мощности /12 /?l + /22/?J + /,2 * , = t W  + £/J

§ 2.15. Входные и взаимные проводимости ветвей. Входное сопро
тивление. На рис. 2.15, а изображена так называемая скелетная схема 
пассивной цепи. На ней показаны ветви и узлы, В каждой ветви имеется 
сопротивление. Выделим в схеме две ветви: т и к . Поместим в ветвь т  
ЭДС Ет (других ЭДС в схеме нет). Выберем контуры в схеме так, что
бы А-ветвь входила только в А-контур, а m-ветвь — только в /и-контур. 
ЭДС Ет вызовет токи в ветвях к и т\

Iк ~ 8 кт’
/ = £  *  (2 Л 9 )1 т 5 тт'

/<Ч



Рис. 2.15

Коэффициенты g имеют размерность проводимости.
Коэффициент g с одинаковыми индексами (g„,„) называют входной 

проводимостью ветви (ветви т ). Он численно равен току в ветви т , воз
никшему от действия ЭДС £„, = 1 В (единичной ЭДС): 1т = 1 gmm.

Коэффициенты g с разными индексами называют взаимными прово
димостями. Так, gkm есть взаимная проводимость к- и m-ветвей. Вза
имная проводимость gkn, численно равна току в А-ветви, возникающему 
от действия единичной ЭДС в w-ветви'1.

Входные и взаимные проводимости ветвей используют при выводе 
общих свойств линейных электрических цепей (см. § 2.16 и 2.18) и при 
расчете цепей по методу наложения (см.формулу (2.18)).

Входные и взаимные проводимости могут быть определены расчет
ным и опытным путями.

При их расчетном определении составляют уравнения по методу 
контурных токов, следя за тем, чтобы ветви, взаимные и входные прово
димости которых представляют интерес, входили каждая только в свой 
контур. Далее находят определитель системы д и по нему необходимые 
алгебраические дополнения:

gmm=Amm/ Л; (2.20)
gb„ =A*m/A. (2.21)

По формуле (2.21) gkm может получиться либо положительной, либо 
отрицательной величиной. Отрицательный знак означает, что ЭДС £„,, 
направленная согласно с контурным током в /я-ветви, вызывает ток в 
Л-ветви, не совпадающей по направлению с произвольно выбранным на
правлением контурного тока /* по А-ветви.

При опытном определении gmm и gkm в m-ветвь схемы (рис. 2.15, б) 
включают источник ЭДС £,„, а в А-ветвь — амперметр (миллиампер
метр). Поделим ток /к на ЭДС Ет и найдем значение gkm. Для опреде
ления входной проводимости gmm ветви т  необходимо измерить ток в 
этой ветви, вызванной ЭДС Ет . Частное от деления тока ш-ветви на ЭДС 
/и-ветви и дает gmm.

'* Входные и взаимные проводимости ветвей можно определить и иначе: входная 
проводимость да-ветви — это коэффициент пропорциональности между током и ЭДС 
этой ветви (при отсутствии ЭДС в других ветвях схемы): взаимная проводимость ветвей к 
и т  — коэффициент пропорциональности между током Д>ветви и ЭДС m-встви при отсут
ствии ЭДС в других ветвях схемы.
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Выделим m-ветвь, обозначив всю остальную 
часть схемы (не содержащую ЭДС) некоторым пря
моугольником (рис. 2.16). Вся схема, обозначенная 
прямоугольником, по отношению к зажимам аЬ об
ладает некоторым сопротивлением. Его называют 
входным сопротивлением. Входное сопротивление от
ветви обозначим RtXm- Тогда

Л « п = Т 2- = — = ( 2 -22)
т 8 пт,| тт

Таким образом, входное сопротивление m-ветви есть величина, обрат
ная входной проводимости этой ветви. Его не следует смешивать с пол
ным сопротивлением m-контура в методе контурных токов.

Пример 15. Определить входную g,, и взаимную gl2 проводимость в схеме рис 2.13.
Реш ение Контуры выбраны так, что ветвь I (ветвь cbm) с источником ЭДС £, вхо

дит только в первый контур, а ветвь 2 (ветвь са) с источником ЭДС Ег — во второй.
Поэтому можно воспользоваться определителем системы Д и алгебраическими допол

нениями Д,, и Д|2, составленными по данным примера 13.

К|2

д.
*м =

-5 -2 
0 5

1009 1009

17 -2
(-1)'*'-2 5 81

Д 1009 1009

= 0,025 Ом'1 =0,025 См;

= 0.081 Ом = 0,081 См.

§ 2.16. Теорема взаимности. Теорема взаимности формулируется
следующим образом: для любой линейной цепи ток в k-ветви, вызван
ный источником ЭДС £„,, находящимся в т-ветви, I k - Ет gkm равен 
току 1т в т-ветви, вызванному источником ЭДС Ек (численно равной 
ЭДС £,„), находящимся в А-ветви, /,„ = Ек gmk.

Для доказательства теоремы взаимности обратимся к рис. 2.15, а. Как 
и при выводах в § 2.15, выделим две ветви схемы: к- и т-ветви. Включим 
в ветвь т  источник ЭДС Ет , в ветвь к — амперметр А. Амперметр для 
измерения тока /к включаем только для наглядности; сопротивление ам
перметра полагаем равным нулю. Пусть каждая из ветвей к и т  входит 
соответственно только в А- и m-контуры. Поэтому по методу контурных 
токов /к = Ет Акт/А. Поменяем местами источник ЭДС и амперметр, 
т. е. источник ЭДС переместим из т- в А-ветвь и назовем теперь Ек, а 
амперметр — из к- в m-ветвь. В этом случае ток /„, = Ек Атк /Д.

Так как Ек = £„,, а Атк = Акт в силу симметрии определителя систе
мы Д относительно главной диагонали (см. §2.13), то ток 1к в схеме 
на рис 2.15, б равняется току /„, в схеме на рис. 2.15, в.

При практическом использовании теоремы взаимности важно иметь 
в виду взаимное соответствие направлений токов и ЭДС в схемах на 
рис. 2.15, б, в.

Рис. 2.16
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Так, если ЭДС Ек источника ЭДС, находящегося в А-ветви схемы 
(рис. 2.15, в), направлена согласно с контурным током 1к (рис. 2.15, б), 
то положительное направление отсчета для тока 1„  (рис. 2.15, в) будет 
совпадать с положительным направлением контурного тока по ветви т  
(ЭДС Ет в схеме на рис. 2.15, б направлена по 1т ).

Для нелинейных цепей теорема (принцип) взаимности невыполнима. 
Цепи, для которых не выполняется принцип взаимности, называют 
необратимыми.

Пример 16. В схеме на рис. 2.17 переключатели />,, Рг, Р} , и Рл могут находиться 
в первом или во втором положении Если они находятся в положении /, то включен толь
ко один источник ЭДС £4. Под действием ЭДС £4 протекают токи /, = 1,5 А, /2 » ЗА,

Рис. 2.17

/3 = I А. Найти ток /4, если все переключатели находятся в положении 2. полагая, что 
£ ,-20  В. £j = 40 В. £3 = 50 В. £4 = 10 В.

Реш ение. Для определения гока /4 воспользуемся принципом наложения и прин
ципом взаимности. Если бы в схсмс был включен один источник ЭДС £, = 10 В. а осталь
ные {Е2 и £,) отсутствовали, то в ветви 4*' по принципу взаимности протекал бы сверху 
вниз ток в 1.5 А. Так как ЭДС £, = 20 В. то в ветви 4 протекает ток, равный 
1,5-20/10 = 3 А. Аналогичным образом найдем токи в ветви 4 при включении источников 
ЭДС £] и £3 и произведем алгебраическое сложение частичных токов (с учетом их 
направления):

, , 20 , 40 50 /4 = 1,5 —  + 3--- 2 —  = 5 А.
10 10 10

§ 2.17. Теорема компенсации. Рассмотрим два варианта этой теоре
мы. В любой электрической цепи без изменения токораспределения 
сопротивление можно заменить:

1) источником ЭДС, ЭДС которого численно равна падению напряже
ния на заменяемом сопротивлении и направлена встречно току в этом 
сопротивлении;

2) источником тока J , ток которого численно равен току в этом сопро
тивлении и имеет то же направление, что и ток /.

*' Номер ветви соответствует индексу ЭДС
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Рис 2 18

Для доказательства теоремы компенсации выделим из схемы одну 
ветвь с сопротивлением R, по которой течет ток /, а всю остальную часть 
схемы условно обозначим прямоугольником (рис. 2.18, а).

Если в выделенную ветвь включить два одинаковых и противоположно 
направленных источника ЭДС £, ЭДС которых равна падению напряже
ния на сопротивлении R под действием тока / (£ = / Л; рис. 2.18, б), 
то ток / в цепи от этого не изменится. Убедимся, что разность потенциа
лов между точками а и с на рис. 2.18, б при этом равна нулю. Действи
тельно,

фс. =ф0-/ /?+£ = Ф0 - I R + I /? = <р0.
Если фс. = фа, то точки а и с можно объединить в одну, т. е. закоро

тить участок ас и получить схему, где вместо сопротивления R включен 
источник ЭДС £ (см. рис. 2.18, в).

Схема, соответствующая второму варианту теоремы, изображена на 
рис. 2.18, г. Чтобы прийти к ней, заменим последовательно соединенные 
R и £ на участке ас (см. рис. 2.18, б) параллельным соединением источ
ника тока J  = £ / Л = / и сопротивления R. Так как UM. = 0, то ток через 
R будет отсутствовать и потому R можно удалить из схемы.

Если ЭДС £ участка Ьс включить в состав источника тока, то полу
чим схему, где напряжение UЬа = -I R (рис. 2.18, р).

Пример 17. На схеме (рис. 2.19, а) даны значения R (Ом), ЭДС £, (В) и токоа / (А). 
Заменить к} источником ЭДС и источником тока.

Реш ение На рис 2 19. б изображена схема с источником ЭДС £ = 2В. а на 
рис. 2.19, « — с источником тока У = 2 А.

1
г-С Э-1
/,=3 /2-1 7 ,-2

3  С [ 0£,=5 Л, =2 II —
4

Л,
—О -

£ = 2 В

к
О

Рис. 2.19

о
—о

о
J  - 2 А.

ф
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§ 2.18. Линейные соотношения в электрических цепях. Если в ли
нейной электрической цепи изменяется ЭДС или сопротивление в какой- 
либо одной ветви, то две любые величины (токи и напряжения) двух 
любых ветвей связаны друг с другом линейными зависимостями вида

у - а + Ь х.

Функцию х выполняет ток или напряжение одной ветви, функцию 
у  — ток или напряжение другой ветви.

Доказательство .  Согласно методу контурных токов, обшее вы
ражение для тока в А-ветви записывают в виде (2.18). Если в схеме изме
няется только одна ЭДС, например ЭДС £т , то все слагаемые в (2.18), 
кроме слагаемого Ет gкт, постоянны и могут быть для сокращения 
записи заменены некоторым слагаемым Ак.

Следовательно,

h ~ Ак + Em gkm■ (2.23)
Аналогично, для р-ветви

I Р ~ Ет gp,„' (2.24)

Найдем Ет из (2.24):

gpm

и подставим в (2.23). Получим

/к =ак +Ьк 1р, (2.25)

где ак - Ак - Ар gkm ; Ьк = gkm / gpm.
Коэффициенты ак и Ьк могут быть $0. В частном случае либо ак, 

либо Ьк может быть равно нулю.
Равенство (2.25) свидетельствует о том, что при изменении ЭДС Ет 

токи 1к и Iр  связаны линейной зависимостью. Из теоремы компенса
ции известно, что любое сопротивление можно заменить источником 
ЭДС. Следовательно, изменение сопротивления в ш-ветви эквивалентно 
изменению ЭДС £„,. Таким образом, линейное соотношение между дву
мя любыми токами (2.25) имеет место при изменении не только ЭДС £„,, 
но и сопротивления некоторой т-ветви.

Если обе части (2.23) умножить на сопротивление А-ветви Rk и про
делать аналогичные выкладки, то можно убедиться в том, что напряже
ние А-ветви линейно связано с током в р-ветви.

Коэффициенты ак и Ьк из (2.25) и в других подобных выражениях 
могут быть найдены расчетным или опытным путем.

При опытном определении коэффициентов достаточно найти значе
ния двух токов (соответственно напряжений) при двух различных режи
мах работы схемы и затем решить систему из двух уравнений с двумя
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неизвестными. Пусть, например, в первом опыте !к = 1к] и 1р-1р\, а
ВО ВТОрОМ / * = / * 2  И 1р =  1р -2-

Тогда

hi ~ ак + к̂ /рй h i ~ак +Ьк 1р2>

Если в схеме одновременно изменяются ЭДС или сопротивления в 
каких-либо двух ветвях, то любые три величины в этой схеме (токи, на
пряжения) связаны друг с другом линейным соотношением вида 
у = а + b х + с г.

Доказательство этого соотношения проводится аналогично приведен
ному ранее.

Пример 18. На рис. 2.20, а изображена схема, в которой выделены три ветви. В вет
ви I включен амперметр Ah а ветви 2 — амперметр Л2. В ветви 3 имеются ключ К  и 
сопротивление Ry Если К  разомкнут, то амперметр Л, показывает I А, амперметр 
А2 — 5 А. При замкнутом ключе амперметр А, показывает 2 А, а амперметр Аг — 4 А. 
При замкнутом ключе сопротивление R, изменили так, что показание амперметра Аг 
стало 4,5 А. Каково показание амперметра А, в этом режиме?

Решение. Выразим /, через Л : /,=о + А/2. Составим уравнение для определе
ния а и Ь.

Отскшав»б и 6 '- 1 . При /; = 4.5 А; /, = 6 — 4.5 = 1.5А.

Пример 19. В схеме (рис 2 20, 6) сопротивление R изменяется от нуля до бесконеч
ности. Вывести зависимость напряжения иы от напряжения

1 = о + 5 Ь'. 2 = а + 46.

/
а б

Рис. 2.20
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S м.17. шпснсния токов ветвей, вызванные приращением сопро
тивления одной ветви (теорема вариаций). На рис. 2.21, а выделим 
ветви / и 2 с токами /, и /2, заключив остальную часть схемы вместе <

Рис. 2.21

источниками энергии в прямоугольник А (активный); проводимости gl2 
и g22 полагаем известными. Пусть сопротивление ветви 2 изменилось 
на ДR (рис. 2.21, б), в результате чего токи стали

/ j +■ А11 и 12 + Д/j .

В соответствии с теоремой компенсации заменим ДR на ЭДС

Д£ = ДЛ(/2+Д/2),

направленную встречно току /2. На основании принципа наложения 
можно сказать, что приращения токов Д/, и Д12 вызваны ЭДС Д£ в 
схеме (рис. 2.21, в), в которой часть схемы, заключенная в прямоуголь
ник, стала пассивной (буква П). Так как схема внутренних соединений и 
значения сопротивлений в схеме прямоугольника остались без измене
ний, то проводимости g|2 и g22 в схеме на рис. 2.21, в имеют те же зна
чения, что и на рис. 2.21, а. Для схемы на рис. 2.21, в имеем:

Д/, = -ДЕ  g|2 = -g|2 ДЯ(/? + А/2);
Д/2 = -Д£ g22 = -g22 ДЯ (12 +AJ2).

Знаки минус поставлены потому, что ЭДС Д£2 направлена встречно 
току /2. Отсюда

д/2 , _ 1 в  д/1=_ 1 ц Д * Л  (2.26)
l + ARg22 \+ARg22

Соотношения (2.26) позволяют определить изменение токов в ветвях 
/ и 2, вызванные изменением сопротивления в ветви 2 .

Пример 20. 8 схеме (рис. 2.21) g12 = 5/26 См. gu = 3/26CM. Токи /, = 7 А. 
/2 = ЗА. Определить токи /, и /2 после того, как сопротивление ветви 2 возросло на 
А/? = 1 Ом
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I’ eu ieние. По формулам (2.26), Д7, - -0,29А, &12 = -0,483 А :

» /, + А/, = 6.71 A, = Д/j = 2.517 А.

§ 2.20. Замена нескольких параллельных ветвей, содержащих ис
точники ЭДС и источники тока, одной эквивалентной. Расчет слож
ных схем упрощается при замене нескольких параллельно включенных 
■етвей, содержащих источники ЭДС, источники тока и сопротивления, 
одной эквивалентной ветвью.

Участок цепи на рис. 2.22, 6 эквивалентен участку цепи на рис. 2.22, а, 
если при любых значениях тока /, подтекающего из всей остальной, не 
показанной на рисунке части схемы, напряжение на зажимах а и Ь (Уаь)

С

в обеих схемах одинаково. Для того чтобы выяснить, чему равняются R3 
и составим уравнения для обеих схем.

Для схемы на рис. 2.22, а

но
+ /j + Jr + JS = /, 

/ . = - ^ 2i  = ( £  | - t/ oA) g ,; 

! 7 - (&2 ~^oh) Si '•

ln={En-Uoh)g„

(2.27)

Следовательно,

'  = £/* gk + t jk - V a k tg f  (2.28)
*=I * = l i . l

где n — число параллельных ветвей с источниками ЭДС; q — число па
раллельных ветвей с источниками тока.

Для схемы на рис. 2.22, 6

где
I  E -з g -t У  аЬ g->' 

g, = !/«,- 
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Равенство токов / в схемах (см. рис. 2.22, а, б) должно иметь место 
при любых значениях Uak, а это возможно только в том случае, когда 
коэффициент при Uah (2.29) равен коэффициенту при Uah в (2.28).

Следовательно,
= £**• (2-30)

*=1
Если слагаемые с Uab в (2.28) и (2.29) равны и токи / по условию 

эквивалентности двух схем также равны, то

gk + f . J k = £ ,  g „  
km) А-I

откуда

gk +
Еэ = *21-- --- id— . (2.31)

£  gk 
*-i

Формула (2.30) дает возможность найти проводимость g3 и по ней 
в схеме на рис. 2.22, б. Из этой формулы видно, что проводимость g5 
не зависит от того, есть в ветвях схемы (рис. 2.22, а) ЭДС или нет.

При подсчетах по формуле (2.31) следует иметь в виду следующее:
1) если в какой-либо ветви схемы ЭДС отсутствует, то соответствую

щее слагаемое в числителе (2.31) выпадает, но проводимость этой ветви 
в знаменателе (2.31) остается;

2) если какая-либо ЭДС в исходной схеме имеет направление, обрат
ное изображенному на рис. 2.22, а, то соответствующее слагаемое вой
дет в числитель формулы (2.31) со знаком минус.

Ветви схемы (рис. 2.22, а, б) эквивалентны только в смысле поведе
ния их по отношению ко всей остальной части схемы, не показанной на 
рисунке, но они не эквивалентны в отношении мощности, выделяющей
ся в них.

Качественно поясним это. В ветвях схемы на рис. 2.22, а токи могут 
протекать даже при / = 0, тогда как в ветви аЬ на рис. 2.22, 6 при / = 0 
ток и потребление энергии отсутствуют.

Пример 21. Заменить параллельные ветви (см. рис. 2,22, в) одной эквивалентной. Дано: 
£[ = 10В; £|* = 30В; £2=40В; £,=60В, Л,=20м. Я, = 40м; Л3 = Юм, Л4 = 50м; 
J  = 6А

Решение.  Находим:

#1=0,5 См; 82 ж 0,25 См; £j = 1Cm ; £4=0,2См;

'  a 5 T o 2 ?7 i7 o J-0’5l30M‘
L 8k

4 * = l
Z  Ек 8кг к% (10-30)0.5-40 0,25 + 60 1-6 . . . 0£ s -—-----  = ------------------- - I 5,4 D.

I * *  1.95

Таким образом, для эквивалентной ветви (рис. 2 22, б) Л, = 0,5130м, £, = 18,4В.
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§ 2.21. Метод двух узлов. Часто встречаются схемы, содержащие все
го два узла (рис. 2.23). Наиболее рациональным методом расчета токов 
в них является метод двух узлов.

Под методом двух узлов понимают метод 
расчета электрических цепей, в котором за ис
комое (с его помощью определяют затем токи 
ветвей) принимают напряжение между двумя 
узлами схемы.

Расчетные формулы этого метода получают 
на основе формул (2.28) и (2.27); их также мож
но просто получить из более общего метода — 
метода узловых потенциалов (см. § 2.22).

В отличие от схемы на рис. 2.21, а ток I к 
узлам а и Ь схемы на рис. 2.23 не подтекает.
Поэтому если в формуле (2.28) принять / = 0, то из нее может быть най
дено напряжение между двумя узлами:

U a„ =
I  E k & k + b J k  

U k
(2.32)

После определения напряжения UаЬ находят ток в любой (и-й) ветви 
по формуле /„ = (Е„ -Uah)g„.

Пример 22. Найти токи в схеме на рис. 2.23 и сделать проверку баланса мощности, 
если £|=120В, £3=50В, Л|=20м, Я2=40м, Л} = 10м, /?4 = 10Ом 

Р е ш е н и е .  Определим токи в схеме:

120 0.5 — SO 1 10
0.5 + 0.25 + I + 0.1 '  1,85 ~

E.-U+  120-5,4 57.3 А:

Л = £ ^ =0- М = :
Л, 4

/j = -55.4 А. /4 = -0,54 А.

В схеме потребляется мощность 

I f  /?, + /22 Я2 + /32 Л3 + /42 R, = 57.32 • 2 +1.352 ■ 4 + 55,42 • I + 0.542 -10 = 9647 Вт. 

Источники ЭДС доставляют мощность £, /, - £3 /3 = 120• 57,3 + 50-55,4 -9647 Вт.

§ 2.22. Метод узловых потенциалов. Ток в любой ветви схемы можно 
найти по закону Ома для участка иепи, содержащего ЭДС. Для того что
бы можно было применить закон Ома, необходимо знать потенциалы 
узлов схемы. Метод расчета электрических цепей, в котором за неизвест
ные принимают потенциалы узлов схемы, называют методам узловых 
потенциалов.

53



Рис. 2.24

Допустим, что в схеме п узлов. Так как любая (одна) точка схемы 
может быть заземлена без изменения токораспределения в ней, один из 
узлов схемы можно мысленно заземлить, т. е. принять потенциал его 
равным нулю. При этом число неизвестных уменьшается с и до л - 1.

Число неизвестных в методе узловых потенциалов равно числу урав
нений, которые необходимо составить для схемы по первому закону Кирх
гофа. В том случае, когда число узлов без единицы меньше числа неза
висимых контуров в схеме, данный метод является более экономным, чем 
метод контурных токов.

Обратимся к схеме (рис. 2.24), которая имеет довольно большое чис
ло ветвей (11) и сравнительно небольшое число узлов (4). Если узел 4 
мысленно заземлить, т. е. принять <р4 =0, то необходимо определить 
потенциалы только трех узлов: ф|, ф2, ф3. Для единообразия в обозна
чениях условимся в § 2.22 токи писать с двумя индексами: первый 
индекс соответствует номеру узла, от которого ток утекает, второй ин
декс — номеру узла, к которому ток подтекает. Проводимости ветвей 
также будут снабжаться двумя индексами. Необходимо заметить, что эти 
проводимости не имеют ничего общего с входными и взаимными про
водимостями ветвей, которые рассматривались в § 2.15.

В соответствии с обозначениями токов на рис. 2.24 составим уравне
ние по первому закону Кирхгофа для первого узла:

4̂1 ~ Ч а + / ’ | ~ /|2 + Ч\ + h i -
или

(£41 — (ф| ~  Ф 4)) £41 ~ (£ *4  - (ф4 — Ф|)) &ц + (0  ~(ф| ~  Ф2)) S i2 ~

~ ( £ | 2 - < Ф 2 — Ф | ) } £ и  + ( £ 21 - ( ф |  - ф г ) ) 8 'г  + ( £ 3 i~ ( (P i- < P s ))g iз = ° -
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Перепишем последнее уравнение следующим образом:

4>)G]i+ 9jGi2+4>3Gj3 = J||, (2-33)

G| l = g\\ + g]3 + S\2 + #4i + in  + giii
G\2 = ~(&12 + g\2 + 8n)'< G13 = -g,3;

J \  1 =  ^41  S t \  +  ^ 3 l £ 3 l +  ^ 2 1  £ 2 1  ~  £ *4  g *4 ~  £ | 2  s ’\ 2 -

Подобные же уравнения могут быть записаны и для остальных узлов 
схемы. Если схема имеет п узлов, то ей соответствует система из п - 1 
уравнений:

<Р, С „ + Ф2 1̂2 + •■•+ Ч>„-| G| „_| = J u\
<р, С2\ + Ф2 G22 +...+ Фл-1 ^2,п-| = ^22< . . .. (2.34)

Ф| Сп-Ц + Ф2 ^л-1,2 + --- + Фл-1 ^п-1,и-| = Л-1,л-1-

В общем случае Gkk — сумма проводимостей ветвей, сходящихся в 
узле к\ Gkm — сумма проводимостей ветвей, непосредственно соединяю
щих узлы к и т , взятая со знаком минус. Если между какими-либо дву
мя узлами ветвь отсутствует, то соответствующая проводимость равна 
нулю. В формировании узлового тока А-узла J kk участвуют те ветви, под
ходящие к этому узлу, которые содержат источники ЭДС и (или) тока. 
Если ЭДС Ер р-ветви направлены к A-узлу, то ее вклад в формирование 
J kk равен Ер gp, а если эта ЭДС направлена от A-узла, то ее вклад со
ставляет -Ег gp. Если к к-угпу подтекает ток от источника тока, то он 
должен быть введен в J kk со знаком плюс, если этот ток от источника 
тока утекает, то он должен входить в J kk со знаком минус. После реше
ния системы (2.34) относительно потенциалов определяют токи в ветвях 
по закону Ома для участка цепи, содержащего ЭДС.

В том случае, когда в схеме имеются два узла, соединенных ветвью, 
в которой имеется ЭДС, а сопротивление ее равно нулю, перед состав
лением системы уравнений по методу узловых потенциалов один из этих 
узлов рекомендуется устранить в соответствии с приемом, рассмотрен
ным в § 2.24.

Система уравнений (2.34) может быть представлена в матричной фор
ме записи:

[СИфИ Л Д  (2.35)

■ С ц С ,2 • ' Ф ! " J\\

[ С ] «
С 2, G 22 ■ ^ 2 .Л-1

; [ф ] =
Ф2

;
J22

О - .., G -U  • • G„., .Фя-1. Ул-|.И-|.
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Ее решение

Ы - 1 С Г ' [■/«]• (2.36)

Еще Максвеллом было установлено, что распределение токов в электрических цепях 
всегда происходит так, что тепловая функция системы

Р~~ L  S  (£■>-« - (ф>--ф*))2 gNm* N* 1.2.3... <»=|.3.1....
минимальна. Коэффициент 1/2 обусловлен тем, что при двойном суммировании мощность 
каждой ветви учитывается дважды Доказательство основано на том, что совокупность 
уравнений (2.34) является совокупностью условий минимума функций Р. т. с совокупно
стью условий

' » \ и0> ' ^  = о
2 Эф, 2 ар2

и т. д. Так как вторые производные

1 8гР _ . 1 д}Р „  „_ _ _ _ _ О п >0, т — y - C 2 J>0
2 2 Лр2 

положительны, то это и является доказательством минимума тепловой функции Р.

Пример 23. Найти токи в ветвях схемы (рис. 2.24) и сделать проверку по второму 
закону Кирхгофа. Дано: £l, =  IOB; £f4=6B; £,'2 = 20В; £J,=30B; £ j,» I 4 B ;  

Ец  я  10 В; £4J = 8 В; £J, = 12 В; £52 = 7В; л;, = Юм; Л,'4=20м; Л[2 = ЮОм; 
^1 = ЮОм; Л^|=50м; Л3)=20м; #24 = 40м; Я34 =20м; Л53*40м; Л52»20м. 
Источник тока, включенный между узлами 3 и 2, дает ток J 32 -1,5 А.

Р е ш е н и е .  Записываем систему уравнений

Ф( Си +<Р2 + ̂ з С,з = 7М;
' Ч>| Gj| +ф2 С22 + ф2 С23 = У22;
Ф| Gj| +ф2 Gj2 + ф 3 GS3 = У5).

Подсчитываем проводимости:

„  I I I I I 1 ___О,, =

С,2 — —— + ...+ ■1 + —— + —■— + ——- = 1,4 См;

I I  Ij,, • —— + —— + -— 
1̂2 Л2) *3.

R\4 Р'ч к 21 «3.

1 1 1 1 1 + —
*2 . + + «24 + я 23

1 = 1.75 См; Gn = а2 2 — 1

,^21

-0,5 См; С2, = С32 = -(0,25 + 0.5)= -0,75 См.

При подсчете G22, GJ3 и С23 учтено, что проводимость ветви с источником тока 
равна нулю (сопротивление источника тока равно бесконечности)

Узловые токи
£ '4 . £ji £J2 . Ej-



Система уравнений
2,4 ц>, - 0,4 ф2 - 0,5 ч>) = 15;

• -0,4 ф| +1,4 ф2-0,75 ф3 =-1,5;
- 0.5 ф , - 0,75 ф3 +1,75 ф3 = -5

имеет решение ф, = 6 В; ф2 = 0,06 В; ф3 = -1,07 В.
Заключительный этап расчета состоит в подсчете токов по эакону Ома. Перед опреде

лением токов в ветвях схемы следует эти токи обозначить и выбрать для них положитель
ные направления:

/«| .  &  Г-$1.-1.185 А;
Л”,

Г ^ Ь - ^ Ч  ,  292 A. = 4.5SA.
3̂2 Я43

Сделаем проверку решения по второму эакону Кирхгофа для периферийного контура.
Алгебраическая сумма падений напряжений 41 + 1,185-5-2.92-2-4,55-2»-5 В.
Алгебраическая сумма ЭДС 10-7 — 8 — —5 В.
Покажем. что основная формула (2 32) метода двух узлов получается как частный слу

чай (2 34). Действительно, если один узел схемы (рис. 2.23), например узел Ь. заземлить, 
ю остается найти только один потенциал Ф„ = Uab. Для получения формулы (2.32) из (2.34) 
следует положить ф, = фЛ = ф2 = ф3 = ф4 =... = 0

§ 2.23. Преобразование звезды в треугольник и треугольника 
в звезду. Соединение трех сопротивлений, имеющее вид трехлучевой звез
ды (рис. 2.25), называют звездой, а соединение трех сопротивлений так, что 
они образуют собой стороны треугольника (рис. 2.26), — треугольником. 
В узлах /, 2, 3 (потенциалы их <р,, <р2 и 4>з) треугольник и звезда 
соединяются с остальной частью схемы (не показанной на рисунках).

Обозначим токи, подтекающие к узлам /, 2, 3, через /(, /2 и /3.
Часто при расчете электрических цепей оказывается полезным пре

образовать треугольник в звезду или, наоборот, звезду в треугольник. 
Практически чаще бывает необходимо преобразовать треугольник в звез
ду. Если преобразование выполнить таким образом, что при одинаковых 
значениях потенциалов одноименных точек треугольника и звезды под
текающие к этим точкам токи одинаковы, то вся внешняя схема «не за
метит» произведенной замены.
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Выведем формулы преобразований. С этой целью выразим токи /, 
/2 и /3 в звезде и в треугольнике через разности потенциалов точек 
соответствующие проводимости.

Для звезды
/,+/* + /,= 0, (2.37

Л =(Ф|-ч>о)гг. 1г =(Фг-Фо)^; Л =(Фэ-Фо)&- (2-38 
Подставим (2.38) в (2.37) и найдем ф0 :

Ф| g i+Фг ^2+Фз g j-Фо (gi +g2 +^з) = 0.
откуда

ф о , Ф ,  g | ^ 2  g 2 + ? 3 g 3 .  ( 2  3 9 )

gl +g2 + g.3

Введем ф0 в выражение (2.38) для тока /,:

, , . (ф, -Фо) a  . M i a b i i S i - ъ  i l l  S i . (2.40)
g| + g2 +gj

Для треугольника в соответствии с обозначениями на рис. 2.26

'\ = Лг ~ = ( Ф |  -Фг) Я12 ~(Фз -Ф1>£13 =
= Ф1 (gi2 +£|.з)-Фз ?13-Ф2 gu- (2-41)

Так как ток /, в схеме рис. 2.25 равен току /, в схеме рис. 2.26 при 
любых значениях потенциалов ф,, ф2, ф3, то коэффициент при ф2 
в правой части (2.41) равен коэффициенту при ф2 в правой части (2.40), 
а коэффициент при ф3 в правой части (2.41) — коэффициенту при ф, 
в правой части (2.40).

Следовательно,

gi2 3 *' —-- J (2.42)
g I +g2+g.3

Аналогично

gi3 = .Ж - - ...- (2.43)
g| +g2 +g3

g| + g2 + g 3
Формулы (2.42)-(2.44) дают возможность определить проводимости 

сторон треугольника через проводимости лучей звезды. Они имеют лег
ко запоминающуюся структуру: индексы у проводимостей в числителе 
правой части соответствуют индексам у проводимости в левой части; в 
знаменателе — сумма проводимостей лучей звезды.
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Из уравнений (2.42)-(2.44) выразим сопротивления лучей звезды 
*i = 1/gp *2 = М82 и «з ~ 1/ з̂ через сопротивления сторон треуголь
ника: fl12=l/g12; Л2з =1/^2з: *I3=1/Si3-

С этой целью запишем дроби, обратные (2.42}-(2.44):

I 1 I R\ /?2 + R2 *3 + *3 *1
/?, R2 R3 Rt R2 R3 _ m 

Ru -  —  - j - » •  (245>
Ri R2 R) R2

где
m — R̂  R-) + R2 «з *3 * j» (2.46)

R23 = m/«,; (2.47)
Rt3 =mlR2. (2.48) 

Подставив (2.45), (2.47) и (2.48) в (2.46), получим

1 1 1m = т 2
.*23*13  *13*12 *12 *23 >

Следовательно,
*12 «23 *13

...2 *12 + *23 + *1: 
—  т — ---------------------------------------

*12 *23 *13

*12 + *23 + *13

Подставив л» в (2.47), найдем

*12 *13R - --- ---------- (2_49)
*12 + *23 + *13

Аналогично

R2= ; (2.50)
*12 + *23 + *13 

=_ М 2 ---. (2.51)
3 /?12+ Я 2, + Л,3

Структура формул (2.49)—(2.51) аналогична структуре формул 
(2.42Н2.44).

Преобразование треугольника в звезду можно пояснить, рассмотрев, 
например, рис. 2.27, а, б. Схема до преобразования изображена на 
рис. 2.27, а, штриховой линией обведен преобразуемый треугольник. На 
рис. 2.27, 6 представлена та же схема после преобразования. Расчет то
ков произвести для нее проще (например, методом двух узлов), чем для 
схемы на рис. 2.27, а.
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Рис 2 27

В полезности преобразования звезды в треугольник можно убедить
ся на примере рис. 2.27, в, г. Схема до преобразования изображена на 
рис. 2.27, в, штриховой линией обведена преобразуемая в треугольник 
звезда. На рис. 2.27, г представлена схема после преобразования, кото
рая свелась к последовательному соединению сопротивлений*’.

Пример 24. Найти значения сопротивлений /?,, Н2, Я, в схеме (см. рис. 2.27, о), если 
сопротивления Л |2, Яц. Я32 в схеме на рис 2.27. а  равны соответственно 2 ,3 .5  0 м .

Р е ш е н и е .  По формуле (2 49). Я, = 2 -3 /(2  + 3 + 5) = 0,6О м ; по формуле (2.50). 
Ri = 5 2 /10  = 1 Ом; по формуле (2.51), /?3 = 3- 5 /10  = 1.5 О м .

§ 2.24. Перенос источников ЭДС и источн иков тока . На участке 
цепи рис. 2.28, а между узлами а и b имеется источник ЭДС £. Этот ис
точник можно перенести в ветви 1 и 2, а узел а устранить и в результате 
получить участок на рис. 2.28, б. Эквивалентный переход поясняется 
рис. 2.28, в. Точки с, d, b имеют одинаковый потенциал и потому могут 
быть объединены в одну точку Ь.

Участок аЬс на рис. 2.28, г, между крайними точками а и с которого 
включен источник тока, может быть заменен участком рис. 2.28, д, отли
чающимся от участка рис. 2.28, г тем, что источник тока между точками 
а  и с заменен на два источника, присоединенных параллельно Л, и R2. 
Эквивалентность замены следует из неизменности значений токов в каж
дом из узлов. Ток в узле Ь не изменился, так как в этот узел добавили и

■’ В §3.31 рассмотрен еще один вид преобразований —  преобразование последова
тельно-параллельного соединения в параллельное

60



г д
Рис. 2.28

вычли ток J. Практически источники переносят при преобразованиях 
схем с целью их упрощения и при записи уравнений по методу контур
ных токов и узловых потенциалов в матрично-топологической форме 
записи (см. § 2.33).

§ 2.25. А ктивн ы й и пассивны й двухполюсники. В любой электри
ческой схеме можно мысленно выделить какую-то одну ветвь, а всю ос
тальную часть схемы независимо от ее структуры и сложности условно 
изобразить некоторым прямоугольником (рис. 2.29, а). Такой прием был

Рис. 2.29

использован в § 2.17 без специальных объяснений. По отношению к 
выделенной ветви вся схема, обозначенная прямоугольником, представ
ляет собой так называемый двухполюсник.

Таким образом, двухполюсник — это обобщенное название схемы, 
которая двумя выходными зажимами (полюсами) присоединена к выде
ленной ветви.
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Если в двухполюснике есть источник ЭДС или (и) тока, то такой двух
полюсник называют активным. В этом случае в прямоугольнике ставят 
букву А (рис. 2.29, а-в).

Если в двухполюснике нет источника ЭДС и (или) тока, то его на
зывают пассивным. В этом случае в прямоугольнике либо не ставят 
никакой буквы, либо ставят букву П (рис. 2.29, г).

§ 2.26. Метод эквивалентного генератора. По отношению к вы
деленной ветви двухполюсник можно заменить эквивалентным генера
тором, ЭДС которого равна напряжению холостого хода на зажимах 
выделенной ветви, а внутреннее сопротивление равно входному сопро
тивлению двухполюсника.

Пусть задана некоторая схема и требуется найти ток в одной ее вет
ви. Мысленно заключим всю схему, содержащую ЭДС и сопротивления, 
в прямоугольник, выделив из нее ветвь аЬ, в которой требуется найти 
ток /  (рис. 2.29, о).

Ток I не изменится, если в ветвь аЬ включить две равные и противо
положно направленные ЭДС £, и Ег (см. рис. 2.29, б).

На основании принципа наложения ток можно представить в виде 
суммы двух токов —  / ' и  / ' :  /  = / '+ / ' .

Под током Г  будем понимать ток, вызванный источником ЭДС £, и 
всеми источниками ЭДС и тока активного двухполюсника, заключенны
ми в прямоугольник. Ток Г  вызывается только одним источником ЭДС 
Е2. В соответствии с этим для нахождения токов / '  и / '  используем 
рис. 2.29, в, г. В прямоугольнике П (рис. 2.29, г) отсутствуют все источ
ники, но оставлены их внутренние сопротивления.

ЭДС £, направлена встречно напряжению Uah. По закону Ома для 
участка цепи, содержащего ЭДС,

/ '  = U°h -  £ | . (2.52)
R

Выберем £ | так, чтобы ток Г был равен нулю. Отсутствие тока в 
ветви аЬ эквивалентно ее размыканию (холостому ходу). Напряжение на 
зажимах аЬ при холостом ходе ветви обозначим Uohx.

Следовательно, если выбрать £, = Uahx, то / '  = 0. Так как /  = / '  + /*, 
а / '  = 0 ,  то /  = / ' .  Но ток Г  в соответствии со схемой (см. 
рис. 2.29, г) определяется так:

/ '  = — = (2.53)
R + Rtx R+ Rtx

где Л,х—  входное сопротивление двухполюсника по отношению к зажи
мам ab; R — сопротивление ветви аЬ. Уравнению (2.53) отвечает экви
валентная схема на рис. 2.30, а, где вместо двухполюсника изображены 
источник ЭДС t / aAX = Е2 и сопротивление Rtx (схема Гельмгольца— 
Тевенена).
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a 6

Рис. 2.30

Совокупность источника ЭДС Е2 = Uah „ и сопротивления мож
но рассматривать как некоторый эквивалентный генератор (Rtx являет
ся его внутренним сопротивлением, a U0hx — его ЭДС).

Таким образом, по отношению к выделенной ветви (ветви ab на 
рис. 2.29, о) всю остальную часть схемы можно заменить эквивалентным 
генератором с перечисленными значениями параметров.

Метод расчета тока в выделенной ветви, основанный на замене ак
тивного двухполюсника эквивалентным генератором, принято называть 
методам эквивалентного генератора (активного двухполюсника), а так
же методом холостого хода и короткого замыкания.

В дальнейшем чаше используется первое название.
Рекомендуется такая последовательность расчета тока этим методом:
а) найти напряжение на зажимах разомкнутой ветви ab\
б) определить входное сопротивление Rtx всей схемы по отношению 

к зажимам аЬ при закороченных источниках ЭДС и разомкнутых ветвях 
с источниками тока'1;

в) подсчитать ток по формуле

/  «  (2.54)
R + Rtx

Если сопротивление ветви ab равно нулю R = 0, то для нее имеет 
место режим короткого замыкания, а протекающий по ней ток есть ток 
короткого замыкания ( / ,) .  Из (2.54) при R = 0

K = U ahJ R „ ,  (2.55)

или

* „ « 1 / * , / / , .  (2-56)

Из формулы (2.56) следует простой метод опытного определения вход
ного сопротивления активного двухполюсника. Для этого необходимо 
измерить напряжение холостого хода на зажимах разомкнутой ветви 
Uohx и ток короткого замыкания /„ ветви, а затем найти R,x как част
ное от деления Uohx на /„.

''Если среди источников питании схемы есть источники тока, то при определении вход
ного сопротивления всей схемы по отношению к зажимам ab ветви с источниками тока 
следует считать разомкнутыми. Это станет понятным, если вспомнить, что внутреннее 
сопротивление источников тока равно бесконечности (см. {j 2.2).
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Название метода — метод холостого хода и короткого замыкания — 
объясняется тем, что при решении этим методом для нахождения Ua/)K 
используется холостой ход ветви аЬ, а для определения входного сопро
тивления двухполюсника Rtx —  короткое замыкание ветви аЬ.

Заменив источник ЭДС источником тока, получим схему эквивалент
ного генератора (рис. 2.30, б).

П ример 2S. Определить ток в диагонали аЬ мостовой схемы рис. 2.31, а , полагал 
Л, * Я, = 1 Ом; Л2 = 4 Ом; R) =* 2 Ом, Л5 = 2 Ом Ех -  10 В.

б
Рис. 2 3 1

в

Р е ш е н и е .  Размыкаем ветвь аЬ (рис. 2.31, о) и находим напряжение холостого хода:

• п i d  Е] Ri Ei R] г ( Яч Л ^

= Ф„ -  = £| К,
k /?2 + /?, + дз

ю (  — -------- -—1 = 4,67 В.
(4 + 1  1+2)

Подсчитываем входное сопротивление всей схемы по отношению зажимам аЬ при за
короченном источнике ЭДС (рис. 2.31, в)

Точки с и d схемы оказываются соединенными накоротко. Поэтому

Я, Яj Я2 Л< 1-2 4 1Rn  = — '■—— + — »—1- = ------+ -------= 1.47 Ом.
R\ + R) Я2 + /?д 1 + 2 4 + 1

Определяем ток в ветви по формуле (2.54):

7_
Л5 + Я,, 2 + 1.47

§ 2.27. Передача энергии от активного двухполюсника нагрузке.
Если наф узка R подключена к активному двухполюснику (рис. 2.29, а), 
то через нее потечет ток /  = Uah% /(R + Rtx) и в ней выделится мощность

и~
P = r 2 R = ------R. (2.57)

(Я + /?1Х)2

Выясним, каково должно быть соотношение между сопротивлением 
нагрузки R и входным сопротивлением двухполюсника RtK, чтобы в со
противлении нагрузки выделялась максимальная мощность; чему она
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равна и каков при этом КПД передачи. С этой целью определим первую 
производную Р по R и приравняем ее к нулю:

АР (R + R „ )2 -2 R (R + R K) 0

d *  (R + R„ )4
Отсюда

R = Rn . (2.58)

Нетрудно найти вторую производную и убедиться в том, что она от
рицательна (d2P /dR 2 < 0). Следовательно, соотношение (2.58) соответ
ствует максимуму функции Р  = /(/? ). Подставив (2.58) в (2.57), получим 
максимальную мощность, которая может быть выделена в нагрузке R:

Ртм -U ]hJ A R n . (2.59)

Полезную мощность, выделяющуюся в нагрузке, определяют по урав
нению (2.57). Полная мощность, выделяемая эквивалентным генератором,

Rtx +Я

Коэффициент полезного действия

Р R
(2.60)

Если R = Rn , то л = 0,5-
Если мощность Р значительна, то работать с таким низким КПД, как

0,5, недопустимо. Но если мощность Р мала и составляет всего несколь
ко милливатт (такой мощностью обладают, например, различные датчи
ки устройств автоматики), то с низким КПД можно не считаться, посколь
ку достигнута главная цель — в этом режиме датчик отдает нагрузке 
максимально возможную мощность. Выбор сопротивления нагрузки R, 
равного входному сопротивлению активного двухполюсника, назы
вают согласованием нагрузки.

Пример 26. При каком значении сопротивления Я5 (рис. 2.31, о) в нем выделяется 
максимальная мощность и чему она равна?

Р е ш е н и е .  Из условия (2.58) находим

i l l , 4 67J
Я5 = Д., -  1,47 Ом: ; /> = _ f iL  = - I ^ _  = 3.7IBT.

5 "  4 Я., 41.47

§ 2.28. Передача энергии по линии передачи. Схема линии переда
чи электрической энергии изображена на рис. 2.32, где 1/, — напряже
ние генератора в начале линии; U2—  напряжение на нагрузке в конце
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линии; RK —  сопротивление проводов линии; R2 —  сопротивление на 
грузки.

Напряжение Ux=Uab (рис. 2.32) направлено прс 
тивоположно ЭДС Е. Объясняется гго тем. что напряж< 
ние имеет направление от точки с более высоки

( потенциалом к точке с более низким, тогда как ЭД 
U2 направлена от точки с более низким потенциалом к то* 
ке с более высоким, т. е. стрелка внутри источника ЭД1 
указывает направление возрастания потенциала внутр 
источника.

Рис. 2.32 При передаче больших мощностей (напри
мер, нескольких десятков мегаватт) в реаль 

ных линиях передач КПД г| = 0,94 + 0,99, а напряжение U2 лишь на не 
сколько процентов меньше Ux. Ясно, что каждый процент повышени 
КПД при передаче больших мощностей имеет существенное экономичес 
кое значение.

Характер изменения мощности в начале линии Р\, мощности 
нагрузке Р2, КПД ri и напряжения на нагрузке U2 в функции от тока п 
линии при С/, = const, R„ = const иллюстрируется кривыми н 
рис. 2.33, а. По оси абсцисс отложен ток /, по оси ординат —

Рис. 2.33

Максимальное значение тока / тах = U \/R X имеет место при коротком 
замыкании нагрузки. Кривые построены по уравнениям

/ * « ( / , / ;  />2 = < У , / - / 2Яя;

n = = u 2 = U , - R J .  (2.61) 
Pi U , Rn + R2 '

Если по линии передачи с сопротивлением Rn и сопротивлением на
грузки R2 должна быть передана мощность

Я2 = / 2Я2, (2.62)

то КПД передачи тем выше, чем выше напряжение (/, в начале линии.
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Пример 27. Вывести формулу, показывающую, как при заданных Рг и R, КПД за
висит от напряжения в начале линии.

Р е ш е н и е .  Из (2.62) определим ft2 = р2 / 12. Так как I * U , l{R„ + Я2), то

3  (*,♦*»>
и?

(2.63)

Решим уравнение (2.63) относительно й2 (знак минус в формуле (2.64) перед корнем 
отброшен, так как он соответствует правой части кривой Рг -  / ( / )  с меньшим г)):

Таким образом.

2 А

+ 2̂ + Л;

— Л, 1 -Л„2. 
2/>2

(2.64)

(2.65)

Чдесь а =
>/2 A R,

На рис. 2.33, б изображена зависимость л = /(£ /, I J2 / \R ^ ), построенная по форму
ле (2 65) Из рисунка видно, что л возрастает с увеличением Uv

§ 2.29. Некоторые выводы по методам расчета электрических 
цепей.

1. Наиболее эффективными являются метод узловых потенциалов 
(МУП) и метод контурных токов (МКТ).

2. Методика составления уравнений этими методами, рассмотренная 
в § 2.13 и 2.22, проста, упорядочена и позволяет легко контролировать 
правильность подсчета коэффициентов левой и правой частей уравнений 
непосредственно по схеме.

3. Системы уравнений МУП и МКТ решают обычно с помошью мик
рокалькулятора, а относительно сложные схемы рассчитывают на ком
пьютере.

4. Уравнения теории цепей могут быть составлены и матрично-топо
логическим методом, использующим некоторые топологические понятия 
и соответствующие им матрицы. Рассмотрим, как это делается. Но сна
чала напомним некоторые сведения о матрицах.

§ 2.30. Основные свойства матриц и простейшие операции с ними. М атрица — 
это совокупность чисел, расположенных в виде прямоугольной таблицы. Чтобы отличать 
матрицу по внешнему виду от определителя, ее заключают а квадратные скобки. Каждый 
элемент матрицы снабжаю т двумя индексами первый соответствует номеру строки, вто
рой — номеру столбца

Матрицу называют квадратной, если число строк в ней равно числу столбцов

[-41 =

°П "12 аП 
°21 а11 
а,, о ,, ап

Диагональной называют матрицу, у которой элементы главной диагонали не равны 
нулю, а все остальные — нули, например:
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Oil
О

О 1 

° 22.
Матрицу, у которой элементы главной диагонали равны единице, а все остальные ■ 

нули, называют единичной

[1] =
I О О
О 1 о
О 0 1

Неопределенной называют матрицу, у которой сумма элементов любой строки и лю- 
бого столбца равна нулю.

Две матрицы равны, если равны соответствуюши 
а, * йи

равна матрице [5] =
а1\ °22.

не элементы этих матриц. 
*11 *12
*21 *22 *11' °12=*12-Матрица [Л] =

а 2 1 = *21> **22 =  *22  ■

У равных матриц равны определители. В рассматриваемом примере о,, а2г - а п о2| = 
ж* || *22 ~ *i2 *21. но из равенства двух определителей еще не следует равенства сами* 
матриц. Операции над матрицами (их сложение, умножение) постулированы из соображе
ний рациональности. При сложении (вычитании) матриц следует сложить (вычесть) соот
ветствующие элементы этих матриц:

При умножении двух матриц (число столбцов первой должно быть равно числу строк 
второй) 1-ю строку первой матрицы умножают на <г-й столбец второй Умножим две мат
рицы, элементами которых являются числа

° М  ° | 2 + <41 С\2 «I I  + С| | ° 1 2 + С|2

а 2 1 а 2 2 . , С21 С* 2 . « 2 1 + ^ 1 a U + c 2 2 .

1 2 5 6' = 1-5 + 2 7 1-6 + 2 8
3 4 7 8j 3 5 + 4-7 3 6 + 4 8

Руководствуясь приведенным правилом, нетрудно убедиться в том, что [А][В]*1В][А], 
т. е. результирующая матрица зависит от последовательности расположения матриц сомно
жителей. По отношению к матрице [/4], когда ее определитель не равен нулю, можно со
ставить обратную матрицу 1 л ) '1. Для этого необходимо:

а) каждый элемент исходной матрицы [/4] заменить его алгебраическим дополнением:
б) транспонировать полученную магрицу, т. е. строки сделать столбцами;
в) разделить полученную матрицу на определитель исходной матрицы [А\.

Пример 28. Составить \Л}~' для М) = °Н °12 
°2\ а22

“гг -«21 . После транспонировання имеем °22 _а12
-<j,j ЛИ . ~ а21 а И .

. Следовательно,

м г  =

° 2 2

“21 “II
а11 а22~а,2 а21 

Произведение [А][Л]~' =П]
Для решения уравнения [/1][flJ = [C] относительно матрицы [В] следует обе части 

этого уравнения умножить на [Л ]"': [.4 ]'1 [-4][S] = [Ч]-1 [С] и учесть, что М Г 'М ] = [1]
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[В1 = М Г '[ С ]

В матричном уравнении (Л][ЛП = 0 можно переставлять столбцы в матрице (/4] при 
одновременной перестановке строк в матрице [X].

§ 2.31. Н екоторы е топологические п он ятия и топологические 
м атрицы . Положим, что в схеме имеется у  узлов, в ветвей и каждая пара 
узлов соединена одной ветвью. Если в исходной схеме между каким-то 
двумя узлами имеется несколько параллельных ветвей, то их следует 
заменить одной эквивалентной. Перед составлением топологических мат
риц ветви схемы (графа) нумеруют и ставят стрелки, указывающие 
положительные направления для отсчета тока и напряжения на каждой 
ветви. Перед нумераций ветвей графа нужно выбрать дерево. Как ука
зывалось в § 2.8, дерево представляет такую совокупность узлов схемы 
и соединяющих их ветвей, когда ветви касаются всех узлов, но не образуют

В результате получим

Рис. 2.34

ни одного замкнутого контура. Число ветвей дерева равно (у -  1). Нуме
рацию ветвей графа начинают с нумерации ветвей дерева, используя но
мера с 1 по у -  1. Номера с «у» по «в» придают ветвям графа, не вошед
шим в выбранное дерево. Их называют ветвями связи, или хордами. В 
качестве примера на рис. 2.34. а изображена схема, а на рис. 2.34, б — 
соответствующий ей граф. Схема имеет четыре узла и шесть ветвей. Узлы 
обозначены цифрами 1-4 (рис. 2.34, б). На рис. 2.34, в показано дерево, 
которое положено далее в основу формирования топологических матриц.

Ветви дерева обозначим цифрами /, 2, 3, остальные ветви графа (вет
ви связи) —  цифрами 4, 5, 6. Ветви дерева (рис. 2.34, г) вычерчены утол
щенными линиями, ветви связи — тонкими. На ветвях графа ставим стрел
ки, направление их произвольно (см. рис. 2.34, в, г). Узловую матрицу [А] 
составляют для всех узлов графа, кроме одного. В этой матрице номер /-й 
строки соответствует номеру узла, а номер j -го столбца — номеру ветви. 
В ячейки матрицы [А] ставят числа 1, -  1 ,0 . Если узел, для которого 
составляется строка матрицы, охватить некоторой поверхностью, след 
которой показан кружком, то в соответствующую ячейку матрицы [А] 
ставят 1, если стрелка/-ветви направлена из кружка, ставят -  1, если стрел
ка направлена в кружок, и 0, если ветвь не затронута кружком.
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При заземленном узле 4 (рис. 2.34, 5):

[А] =

Узлы 1 2
Ветви 
3 4 5 6

1 ' 1 0 0 -1 0 -1
2 -1 1 0 0 1 0

3 0 0 1 0 -1 1

Заметим, что матрица [А] может быть представлена двумя подматри 
цами:

Ветви
Узлы 1_(у — 1) у ...в

1
М ]=  :

У-1

Матрицу сечений [Q] составляют для любых сечений графа, а матрицу 
главных сечений [Qr ] — для главных сечений выбранного дерева. След се
чений на рисунках показывают овалами, вычерченными тонкими линиями.

Главными сечениями называют сечения, каждое из которых рассека
ет несколько ветвей связи и только одну ветвь выбранного дерева. Глав
ные сечения нумеруют. Номер главного сечения соответствует номеру 
рассекаемой этим сечением ветви дерева. Для графа на рис. 2.34, 6 глав
ные сечения показаны на рис. 2.34, г и обозначены цифрами /, 2, 3. Се
чение / рассекает ветвь I и ветви связи 4 и б, сечение 2 —  ветвь 2 и ветви 
связи 4, 5, б (ветвь I целиком входит в овал 2 и не рассекается им), се
чение 3 —  ветвь 3 и ветви связи 5 и 6. Строки матрицы [QT] соответ
ствуют сечениям, а столбца — ветвям графа.

В ячейках соответствующей строки матрицы [Qr ] ставят 1 для рас
секаемой этим сечением ветви дерева и для всех ветвей связи, стрелки 
на которых ориентированы относительно поверхности этого сечения 
(след этого сечения на плоскости — овал), так же как и стрелка на 
рассекаемой этим сечением ветви дерева. Когда стрелка на ветви связи 
направлена относительно овала иначе, чем стрелка на ветви дерева, ста
вят -  1, когда ветвь связи не рассечена —  0.

Применительно к дереву рис. 2.34, в для главных сечений 
(см. рис. 2.34, г):

Сечения 1 2

Ветви
3 4 5 6

1 '1 0 0 -1  0 -1

[Q r>  2 0 1 0 -1  1 -1

3 0 0 -1 0 -1  1
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Ветви
Сечения 1_(у — 1) у ...в

В общем случае матрица [Qt ] может быть представлена в виде двух
матриц:

1
IGrl- : Qi Qi

у - 1

Каждая строка [Q, ] имеет только по одному элементу 1 и находится 
он на главной диагонали, поэтому [£?,] представляет собой единичную 
матрицу (IJ и [б г]« [1  ! Q i].

Главными контурами называют контуры, в каждый из которых вхо
дит только по одной ветви связи. Нумеруют главные контуры теми же 
номерами, какие присвоены ветвям связи в них. Главные контуры 4, 5, б 
дерева на рис. 2.34, в изображены на рис. 2.35. Толстыми линиями пока
заны ветви дерева, тонкими — ветви связи.

2

Матрицей главных контуров [АГГ ] называют матрицу, составленную 
из чисел 1, -  1 ,0 , строки которой соответствуют номеру главного конту
ра, а столбцы —  номеру ветви.

Главные контуры при составлении матрицы [К г] обходят в направ
лении стрелки на ветви связи соответствующего контура. Если при та
ком обходе контура направление стрелки на какой-либо ветви этого кон
тура совпадает с направлением обхода контура, то в соответствующую 
ячейку [АГг] ставят 1, если не совпадает, то -  1, если ветвь не обходит
ся, то 0.

Для контуров 4, 5, б на рис. 2.35:

Контуры
4

{Кг)=  5 
6

2
1

-1

Ветви 
3 4 
0 1 
1 0

I - I  0
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В общем виде матрица [Кг] может быть представлена в виде двух
подматриц и имеет следующую нумерацию строк и столбцов:

Ветви
Контуры 1_(у — 1) у ...в

У

*1
в

Так как номер строки (номер контура) в [/С2 ] определяется номером 
его ветви связи и обход контура осуществляется в соответствии со стрел
кой на ветви связи, то каждая строка подматрицы [/С2 ] имеет только один 
элемент 1, расположенный на ее главной диагонали, т. е. [К 2] представ
ляет собой единичную матрицу [1], а [К Г] = [К | ! 1].

§ 2.32. Запи сь уравнений по законам  К ирхгофа с помощ ью  топо
логических м атри ц. Совокупность уравнений по первому закону Кирх
гофа может быть записана следующим образом:

Ы И /.]  = о, (2 .66)

гДе [^»1—  матрица-столбец (транспонированная матрица-строка) токов 
ветвей. Для графа на рис. 2.34, г

1 О О 
- 1 1 0  

0 0 I

- 1
0

0

0
I

- 1

- 1
0

1
= 0.

Совокупность уравнений по второму закону Кирхгофа может быть 
Записана так;

(К г 1 = 0, (2.67)

где [1У,]—  матрица-столбец (транспонированная матрица-строка) напря
жения ветвей. Для графа на рис. 2.34, г

I 1
0 -1  

1 1

0

1

-1

1 О 

0 1 

о о

</|

и ,
и ,
^5
и„

= 0.
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§ 2.33. Обобщенная ветвь электрической цепи. В литературе, 
использующей матрично-топологическое направление теории цепей, 
вводят понятие обобщенной ветви электрической цепи (рис. 2.36). Она об
разована двумя параллельными ветвями. Первая состоит из сопротивления 
ветви Л, (проводимость g„) и источника ЭДС £ , ,  вторая — из источни
ка тока J t . Для принятых на рис. 2.36 положительных направлений токов 
ток через сопротивление /?, равен /„ + 7 ,.
Напряжение между точками а и Ь ветви 
обозначим Ut . Тогда, по закону Ома для 
участка цепи с ЭДС,

U, + £ ,  = * . ( / . +  J . )  (2.68)
или

/. + Л  __  ь
О  
Я.

Рис. 2.36

§ 2.34. Вывод уравнений метода контурных токов с помощью то
пологических матриц. Уравнение (2.68) справедливо для любой обоб
щенной ветви схемы, а также и для совокупности ветвей, входящих в 
любой главный контур. Запишем совокупность уравнений (2.68) для всех 
ветвей, входящих во все главные контуры:

(2.70)

где [/?,] =
Л,

R.
— диагональная матрица сопротивлений ветвей.

Учтем, что по второму закону Кирхгофа сумма напряжений любого 
замкнутого контура электрической цепи равна нулю, поэтому 
{КГ][{У, ] = 0. Кроме того, матрица-столбец токов ветвей [/„} может быть 
записана через матрицу-столбец контурных токов [/**] и транспониро
ванную матрицу главных контуров [АГг ]т :

(2.71)

При этом полагаем, что контурный ток каждого главного контура на
правлен в соответствии со стрелкой на ветви связи этого контура. Кон
турные токи / 44, / 55, / w схемы на рис. 2.34, г показаны на рис. 2.35. 
Для этой схемы

V 1 0  Г

h 1 - 1  1

Л 0  1 - 1

U 1 0  0

' 5

ОО

Л .
0  0  1

и*
'5 5

'66
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О тсю д а/ , = / 44 + /w ; / 2 = / 44 - / 55 + / w ; h ~ h i ~ ^ 66> U = â'< h ~ h i'<  

Подставив (2.71) в (2.70), получим

К И Я . ] [ К Г]Т l l» l  = \Kr ] [£ .) - lK ') [K ,)V ,]  (2-72)

Произведение [К Г][Л ,] [К Г]Т = [Л ]— матрица контурных сопротивле
ний метода контурных токов. Так как контуры нумеруем от «у» до «в», то

*У .У R y.y+\  • * у .»

[ / ? ] =
* у + 1 .у * y + l ,y + ]  ■ * у + 1 .»

.  Я г.у * » .у + 1 • я . . . .

где Rm т  —  полное сопротивление /я-контура; Rm —  сопротивление 
ветви (ветвей), смежной между т -  и и-контурами; берется со знаком плюс, 
если контурные токи /т т и 1п „ текут через смежную ветвь согласно, 
и со знаком минус, если встречно.

Для рис. 2.34, г, полагая сопротивления ветвей Л, -  Rb, имеем

> 4 4 * 4 5 * 4 6 ' /?1 +  /?2  +  /? 4 “ * 2 /?1 +  /?2

{ /? ]  = * 5 4 * 5 5 * 5 6 = — * 2 /?2  +  /?5 + — ( * 2  +  * 3  )

.* 6 4 * 6 5 * 6 6 . R\ +  /?2 - ( Л 2 +  Л 3 ) /?1 +  2 +

Запишем решение (2.72) относительно [/**]:

[/«] = {[^ ][л .]К ]т)'1[А:г]{[£.]-[/г.](Л]}- (2.73)

§ 2.35. Вывод уравнений метода узловых потенц иалов с помощ ью 
топологических м атри ц. Совокупность уравнений (2.69) для у -  1 уз
лов схемы заменим матричным уравнением

M H / J  + [A] [J t ] = [A] [ g . ] [U, ] + [А] [ * . ] [ £ . ] .

По первому закону Кирхгофа, [/4 ][/в] = 0. Матрицу-столбец напряже
ний ветвей [t/„ ] можно записать через транспонированную матрицу [<4] 
и матрицу-столбец потенциалов незаземленных узлов [<р], т. е. в виде 
[ i / ,]  = [/4]T [ф]. Для рис. 2.34, г, полагая узел 4 заземленным, имеем

' < V

I

1 О __
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
1

^2

оо

оо

^4 - 1 0  0

^5 0 1 -1

. ^6. - 1 0  1
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Действительно,

U\  *Ф , -Ф 2; Ь'2 = ф 2; (У3 =Ф3; =  —ф |; = Фг ~Ф3; ^ б = Ф э -Ф |-

Таким образом, система уравнений метода узловых потенциалов за
пишется так:

[Л] [* , ] [А? [Ф] = -\А) [* , ] [£ . ] + 1 A) [J, ], (2.74)

где [A][gt ][A]T = [G] — матрица узловых проводимостей метода узло
вых потенциалов. При заземленном у-узле

[ Ф

Jn
С 22 

Gy-1,2

G ,.,-i

G y - \ , y - \

Для рис. 2.34, б

[oh
С , | С , 2 с » g\ + S* + £ б ~ g \ - g 6

< ?2 , « 2 2 с 23 = -«1 g l + g 2 +  8} ~ g s

С 3 2 с зз. .  ~ 8 б - g s g l  + gs + gb.

§ 2.36. Соотношения между топологическими матрицами. Полагаем, что при со
ставлении матриц [/1]. (@г), (Л'г) выполнены условия, оговоренные в § 2.31. Тогда

Ветви
Умы 1 — (У - 1) У -в 

1
[,41= : 

у -1
Ш  =

Ветви
Сечения 1 ...(у-1) у ...Ь 

1 j

I | f t
у - i  :

[ К г ]

Ветви
Контуры 1...(у-0 у...» 

У
\ I

Представим матрицу-столбец токов ветвей [ / ,]  в виде подматрицы токов ветвей де
рева [ /а ] и подматрицы токов ветвей связи [/с J



Матрицу-столбец напряжений ветвей [£/,] также представим в виде подматрицы 
напряжений ветвей дерева [1/я ] и подматрицы напряжений ветвей связи |(УС]:

[U.]

I

.У -1

По первому закону Кирхгофа 1ЛЦ/,] = 0 или

М.][/,1 + [^][/с]-0 . (2.75)

Алгебраическая сумма токов в любом сечении схемы равна нулю, поэтому [(?,.)(/,] = 0. 
Следовательно,

f t = М (/л М & ]['«  1 = 0. (2.76)

По второму закону Кирхгофа {АГГ][С/.] = 0, поэтому

К,

Um

= [ аг, )[t/a] + [ i ] [ a ci = o. (2.77)

Учтем, что столбец (К,] соответствует строкам (£ ,] . если у всех ненулевых элемен
тов изменить знаки. Следовательно,

Обозначим

Тогда

[* ,]  = - [ f t l T и 1С>21 = -[АГ, ]т . 

1Л = (*,) = 4 f t  )Т

[*,]=

[<?г]= I

Умножив (2.75) слева на [Л ] '1. получим

- Г т

(2.78)

(2.79)

(2 80) 

(281)

(2.82)
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i & ] = M .r W
Дадим обоснование еше одному соотношению

МПКг]т =0.
В каждой строке этого матричного произведения 

складываются произведения элементов /-строки a,j на 
элементы *-столбца bkj. Произведение bt/ не будет 
нулем, если j  ветвь подходит к узлу / и входит в контур к 
(рис. 2.37). Но в контуре к узел / соединен не с одним, а 
с двумя узлами ветвями т  и / ,  поэтому всегда будет еше 
ненулевое произведение ат  Ьк„, отвечаюшее ветви т ,  
независимо от того, как направлены стрелки на ветвях и 
каково направление обхода контура к. Следовательно, 
каждая строка (2.84) a,j bkJ +ат  Ькк = 0.

Соотношения между топологическими матрицами существенны для формализации рас
чета цепей на ЭВМ Например, записав ( й )  = - [ / г]т . определяем [F] и по ней —{/Гг|.

§ 2.37. Сопоставление матрично-топологического и традиционно
го направлений теории цепей. В § 2.29 указывалось, что основными ме
тодами расчета электрических цепей являются МУП и МКТ. Оба эти ме
тода могут быть применены в своей традиционной записи: [G][q>] = [J w ] 
для МУП и [/?][/**] = [£**] для МКТ либо в матрично-топологической в 
виде уравнений (2.72) и (2.74). Для задач, встречающихся в курсе ТОЭ, 
составление систем уравнений традиционным способом (см. § 2.13; 2.22), 
осуществляемое непосредственно по схеме, значительно проще, быстрее, 
удобнее и надежнее. Проще и быстрее выполняется и проверка состав
ленных уравнений. Что касается решения составленных уравнений, то 
системы с относительно небольшим числом уравнений, записанные в тра
диционной форме, могут быть решены с помощью микрокалькулятора. 
Системы с большим числом уравнений в том и другом случае решают с 
помощью ЭВМ.

Положительная сторона матрично-топологического направления тео
рии цепей заключается в большой степени упорядоченности составления 
систем уравнений. Если ввести определенную иерархию ветвей электри
ческих цепей по наличию и отсутствию в них источников питания, ин
дуктивных и емкостных элементов, индуктивных сечений и емкостных 
контуров, то могут быть составлены алгоритмы, позволяющие осуществ
лять с их помощью так называемое машинное проектирование. Под 
машинным проектированием понимают числовые расчеты на ЭВМ 
относительно сложных систем на оптимальный в том или ином смысле 
режим их работы. Совокупность вопросов, относящихся к машинному 
проектированию, в настоящее время усиленно разрабатывается, однако 
многие из них выходят за рамки курса ТОЭ и составляют предмет 
специальных курсов. В заключение можно сказать, что традиционное и 
матрично-топологическое направления теории цепей дополняют друг 
друга и потому студент должен владеть обоими направлениями. При 
выполнении повседневных инженерных расчетов и решении задач, встре

Но иа (2.76) имеем [l][/,]» -lG i][/eJ, поэтому

(2.83)

(2.84)

I

Рис. 2.37
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чающихся в курсе ТОЭ, целесообразнее пользоваться уравнениями тео
рии цепей в их традиционной форме записи, при машинном проектиро
вании —  в матрично-топологической форме.

Вопросы для самопроверки

1. Определите понятия «электрическая цепь», «электрическая схема», «узел», «устра
нимый узел», «ветвь», «источник ЭДС» и «источник тока». 2. Как выбирают положитель
ные направления для токов ветвей и как связаны с ними положительные направления 
напряжений на сопротивлениях? 3. Что понимают под ВАХ? 4. Нарисуйте ВАХ реального 
источника, источника ЭДС, источника тока, линейного резистора. 5. Сформулируйте за
кон Ома для участка цепи с ЭДС, первый и второй законы Кирхгофа. Для двух законов 
Кирхгофа дайте по две формулировки. 6. Чем следует руководствоваться при выборе кон
туров, для которых следует составлять уравнения по второму закону Кирхгофа? Почему 
ни в один из этих контуров не должен входить источник тока'' 7. Поясните этапы постро
ения потенциальной диаграммы. 8. В чем отличие напряжения от падения напряжения? 
9. Охарактеризуйте основные этапы метода контурных токов (МКТ) и метода узловых 
потенциалов (МУП). При каком условии число уравнений по МУП меньше числа уравне
ний по МКТ? 10. Сформулируйте принцип и метод наложения. 11. Сформулируйте и до
кажите теорему компенсации. 12. Запишите и поясните линейные соотношения в элект
рических цепях. 13. Что понимают под входными и взаимными проводимостями'’ Как их 
определяют аналитически и как опытным путем? 14. Покажите, что метод двух узлов есть 
частный случай МУП. 15. Приведите примеры, показывающие полезность преобразова
ния звезды в треугольник и треугольника в звезду. 16. Сформулируйте теорему компенса
ции и теорему вариаций. 17. Дайте определение активного двухполюсника, начертите две 
его схемы замещения, найдите их параметры, перечислите этапы расчета методом экви
валентного генератора 18. Запишите условие передачи максимальной мощности нагруз
ке. Каков при этом КПД? 19. Покажите, что если в линейной цепи изменяются сопро
тивления в каких-то двух ветвях, то три любых тока (напряжения) связаны линейной 
зависимостью вида ;  « а + Ь х + су. 20. Выведите формулы преобразования треугольни
ка в звезду, если в ветвях треугольника кроме резисторов имеются и источники ЭДС. 
21. В электрической цепи известны токи в двух ветвях — к и т  (/* и !„). Сопротивле
ния в этих ветвях получили приращения и ЛRm Полагая известными входные и 
взаимные проводимости ветвей к, т .  г, определите приращения токов в ветвях к, т .  г, 
т. е. Д/*, Д1„, д]г. 22. Какие топологические матрицы вы знаете? 23. Запишите урав
нения по законам Кирхгофа с использованием матриц [А] и [Кг]. 24. Что понимают под 
обобщенной ветвью9 25. Выразите токи ветвей через контурные токи и матрицу [Кг] 
26. Выразите напряжения ветвей через потенциалы узлов и матрицу [Л] 27. Выведите урав
нения метода узловых потенциалов, используя матрицы [А], [g ,]  и [а ]1 . 28. Выведите 
уравнения метода контурных токов, используя матрицы (Кг], [Л,] и (К г ]т . 29. Охарак
теризуйте сильные и слабые стороны матрично-топологического направления теории це
пей. 30. Решите задачи 1.2. 1.7, 1.10, 1.13. 1.10, 1 24, 1.33, 1.40, 1.41, I 45 из сборника 
задач [39].



Глава третья
ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
ОДНОФАЗНОГО СИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА

§ 3.1. С инусоидальны й то к  и основные характеризую щ ие его ве
ли чины . Синусоидальный ток представляет собой ток, изменяющийся 
во времени по синусоидальному закону (рис. 3.1):

Максимальное значение функции называют амплитудой. Амплитуду 
тока обозначают /„,. Период Т— это время, за которое совершается одно 
полное колебание.

Ч асто та /  равна числу колебаний в 1 с (единица частоты /  — герц 
(Гц) или с"1):

Угловая частота ш (единица угловой частоты — рад / с или с ')

Аргумент синуса, т. е. (со I + у), называют фазой. Фаза характеризует 
состояние колебания (числовое значение) в данный момент времени /.

Любая синусоидально изменяющаяся функция определяется тремя 
величинами: амплитудой, угловой частотой и начальной фазой.

В странах СНГ и Западной Европы наибольшее распространение по
лучили установки синусоидального тока частотой 50 Гц, принятой в энер
гетике за стандартную. В США стандартной является частота 60 Гц. 
Диапазон частот практически применяемых синусоидальных токов очень 
широк: от долей герца, например в геологоразведке, до миллиардов герц 
в радиотехнике.

(3.1)

г

Рис 3.1

со = 2 л /  = 2 п/ Т. (3.3)

79



Синусоидальные токи и ЭДС сравнительно низких частот (до несколь
ких килогерц) получают с помощью синхронных генераторов (их изучают 
в курсе электрических машин). Синусоидальные токи и ЭДС высоких 
частот получают с помощью различных полупроводниковых генераторов 
(подробно рассматриваемых в курсе радиотехники и менее подробно — 
в курсе ТОЭ). Источник синусоидальной ЭДС и источник синусоидаль
ного тока обозначают на электрических схемах так же, как и 
источники постоянной ЭДС и тока, но обозначают их е и j  (или e(t) и Д О ) .

§ 3.2. С реднее и действую щ ее значения синусоидально изм еня
ю щ ейся величины . Под средним значением синусоидально изменяющей
ся величины понимают ее среднее значение за полпериода. Среднее зна
чение тока

1 7/2 2 
= = <3-4> 

/ о 71

т. е. среднее значение синусоидального тока составляет 2 / я  = 0,638 от 
амплитудного. Аналогично, £ср = 2 Ет /  я; Ucp = 2 Uт / п.

Широко применяют понятие действующего значения синусоидально 
изменяющейся величины (его называют также эффективным или сред
неквадратичным). Действующее значение тока

Следовательно, действующее значение синусоидального тока равно 
0,707 от амплитудного. Аналогично

E = Eml J 2 и и = и т 1у[2.

Можно сопоставить тепловое действие синусоидального тока с теп
ловым действием постоянного тока, текущего то же время по тому же 
сопротивлению.

Количество теплоты, выделенное за один период синусоидальным 
током,

j R i 2 dt = R / 2 L .
о 1

Выделенная за то же время постоянным током теплота равна RI^  Т. 
Приравняем их:

R l l ^ R l L r T  или / пост= /  = - ^ .

Таким образом, действующее значение синусоидального тока /  чис
ленно равно значению такого постоянного тока, который за время, рав-
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мое периоду синусоидального тока, выделяет такое же количество теп
лоты, что и синусоидальный ток.

Большинство измерительных приборов показывают действующее зна
чение измеряемой величины*).

§ 3.3. Коэффициент ам плитуды  и коэффициент формы. Коэффи
циент амплитуды кЛ—  это отношение амплитуды периодически изме
няющейся функции к ее действующему значению. Для синусоидального 
тока

kt =1т П  --J2. (3.6)

Под коэффициентом формы кф понимают отношение действующего 
1начения периодически изменяющейся функции к ее среднему за полпе
риода значению. Для синусоидального тока

* = 1 ,||">  (3.7)
ф /ср 2 I J n  2 >/2

§ 3.4. Изображение синусоидально изменяющихся величин векто
рами на комплексной плоскости. Комплексная амплитуда. Комплекс 
действую щ его значения. Комплексная плоскость, на которой можно 
изобразить комплексные числа, дана на рис. 3.2. Комплексное число 
имеет действительную (вещественную) и мни
мую части. По оси абсцисс комплексной плос
кости откладывают действительную часть ком
плексного числа, а по оси ординат —  мнимую 
часть. На оси действительных значений ставим
♦ I, а на оси мнимых значений + j  (j  = V-T).

Из курса математики известна формула Эй
лера

е; “ = cos a + j  sin а. (3.8)

Комплексное число еуа изображают на комплексной плоскости век
тором, численно равным единице и составляющим угол а  с осью веще
ственных значений (осью + I). Угол а  отсчитываем против часовой 
стрелки от оси + 1. Модуль функции

|eJ “ | = ycos2 a  + sin2 a  = 1.

*' Действующее значение измеряют приборами электромагнитной, электродинамичес
кой и тепловой систем. Принцип действия измерительных приборов различных систем 
изучают в курсе электротехнических измерений.

■*' Для несинусоидальных периодических токов к, * V2. * 1.11. Это отклонение 
косвенно свидетельствует о том, насколько несинусоидальный ток отличается от синусо
идального

Рис. 3.2
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Проекция функции eja  на ось + 1 равна co sa , а на ось + j  равна 
sina. Если вместо функции t ja  взять функцию Imej a , то

L  eja  = c o sa  + j  Im s in a .

На комплексной плоскости эта функция, так же как и функция еу а , 
изображается под углом а  к оси + 1, но длина вектора будет в 1т раз 
больше.

Угол а  в формуле (3.8) может быть любым. Положим, что 
а  = со / + ц/, т. е. угол а  изменяется прямо пропорционально времени. 
Тогда

L  ' +ч,> = L  cos((o / + у )  + j  lm sin(co I + у ). (3.9)

Слагаемое lm cos(w I + у )  представляет собой действительную часть 
(Re) выражения !т

lm cos(co/ + vj/) = Re lm (3.10)

а функция l m sin(cu t + ц/) есть коэффициент при мнимой части (Im) вы
ражения Im eV Coj r+v)

/ = lm sin(co/ + у )  = Im ]„, e -'(w' +y). (3.11)

Таким образом, синусоидально изменяющийся ток / (ср. (3.1) и (3.11)) 
можно представить как lm Im е-'1'0' ” 1' 1 или, что то же самое, как проек
цию вращающегося вектора lm e-/(u ' +N' ) на ось + j  (рис. 3.3).

Исторически сложилось так, что в радиотех- 
+ нической литературе за основу обычно принима-
J I" (.;(«'♦ v) ют не синусоиду, а косинусоиду и потому пользу

ются формулой (3.10).
С целью единообразия принято на комплекс

ной плоскости изображать векторы синусоидаль
но изменяющихся во времени величин для момен- 

+ I та времени (о t = 0. При этом вектор

/т е ^ “ ' ^  = / ете ^ = / т , (3.12)

где / т —  комплексная величина, модуль которой равен / т ; у —  угол, 
под которым вектор / т  проведен к оси + 1 на комплексной плоскости, 
равный начальной фазе.

Величину / ш называют комплексной амплитудой тока /. Комплекс
ная амплитуда изображает ток i на комплексной плоскости для момента 
времени ш / = 0. Точка, поставленная над током /  или напряжением 0 , 
означает, что эта величина во времени изменяется синусоидально.

Поясним сказанное. Пусть ток / = 8 sin(io t + 20е) А. Запишем выраже
ние для комплексной амплитуды этого тока. В данном случае 1т = 8  А, 
у  = 20°. Следовательно, /  = 8 е ' 20" А. Пусть комплексная амплитуда 
тока )т  = 25 е~130" А.
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Запишем выражение для мгновенного значения этого тока. Для пере
хода от комплексной амплитуды к мгновенному значению умножим / т 
на е-/ш' и возьмем коэффициент при мнимой части от полученного про
изведения (см. формулу (3.11)):

i = Im 25 е - ' 30'  еу ш' = 1ш 25 е~у 1(ы = 25 sin(co t -  30°).

Под комплексом действующего значения тока или комплексом тока 
(комплексным таком) /  понимают частное от деления комплексной 
амплитуды на V2 :

/ / e7V
/  = = mL  = l e J *. (3.13)

v2  V2

Пример 29. Записать выражение комплекса лействуюшего значения тока 
/„  = 8 е ' А.

Р е ш е н и е .  Комплекс действующего значения тока / = 8 е ' 2с° / /2  -  5,67 е 1 го” А

§ 3.5. Сложение и вы чи тан и е  синусоидальных функций времени 
иа комплексной плоскости. В екторная диаграмм а. Положим, что не
обходимо сложить два тока (/, и /2) одинаковой частоты. Сумма их дает 
некоторый ток той же частоты:

/ = *, +»2;

/, = / ,Я1 sin(co / + ф |); i2 = / 2msin(co/ + y 2);

i = sin(<o i + по

требуется найти амплитуду /„, и начальную фазу V тока /. С этой 
целью ток У, изобразим на комплексной плоскости (рис. 3.4) вектором 
i\m = !\т е у'1' 1, а ток h — вектором / 2я, = е ' ^  .
Геометрическая сумма векторов / |ж и / 2т даст ком
плексную амплитуду суммарного тока / т = / т e / v .
Амплитуда тока /„, определяется длиной суммарно
го вектора, а начальная фаза Ч1 — углом, образован
ным этим вектором и осью + 1.

Для определения разности двух токов (ЭДС, 
напряжений) следует на комплексной плоскости про
извести не сложение, а вычитание соответствующих 
векторов.

Обратим внимание на то, что если бы векторы 
/ |т , / , да и 1т стали вращаться вокруг начала 

координат с угловой скоростью ш, то взаимное рас
положение векторов относительно друг друга оста
лось бы без изменений.

Векторной диаграммой называют совокупность векторов на комплекс
ной плоскости, изображающих синусоидально изменяющиеся функции
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времени одной и той же частоты и построенных с соблюдением правиль
ной ориентации их относительно друг друга по фазе. Пример векторной 
диаграммы дан на рис. 3.4.

§ 3.6. М гновенная м ощ ность. Протекание синусоидальных токов по 
участкам электрической цепи сопровождается потреблением энергии от 
источников. Скорость поступления энергии характеризуется мощностью. 
Под мгновенным значением мощности, или под мгновенной мощностью, 
понимают произведение мгновенного значения напряжения и на участке 
цепи на мгновенное значение тока /, протекающего по этому участку:

P = ui, (3.14)

где р  —  функция времени.
Перед тем как приступить к изучению основ расчета сложных цепей 

синусоидального тока, рассмотрим соотношения между токами и напря
жениями в простейших цепях, векторные диаграммы для них и кривые 
мгновенных значений различных величин. Элементами реальных цепей 
синусоидального тока являются резисторы, индуктивные катушки и кон
денсаторы. Протеканию синусоидального тока оказывают сопротивление 
резистивные элементы (резисторы) — в них выделяется энергия в виде 
теплоты —  и реактивные элементы (индуктивные катушки и конденса
торы) —  они то запасают энергию в магнитном (электрическом) поле, 
то отдают ее. Рассмотрим поведение этих элементов.

§ 3.7. Р ези сти вн ы й  элем ен т в цепи син усои дального  то к а . Как 
говорилось в § 1.7, резистивный элемент — это идеализированный схем
ный элемент, учитывающий выделение теплоты в том или ином элемен
те реальной электрической цепи. Его характеризуют зависимостью 
напряжения и на нем от протекающего по нему тока / (вольт-амперной 
характеристикой) или сопротивлением R = u/i. На схемах его изобража
ют, как и резистор, в виде прямоугольника (рис. 3.5, а). Положительные 
направления отсчета и и / совпадают.

Пусть

/' = /„, sin со/.

По закону Ома,

u - i R  = R /„, sin со/ = Um sin со/; (3.15)

Векторная диаграмма комплекса тока 1 и совпадающего с ним по 
фазе комплекса напряжения U показана на рис. 3.5, б.

На рис. 3.5, в даны кривые мгновенных значений тока напряжения и 
и мощности

P = u m l m sin2 Ш/ = —!!L _ !!L (1 -  COS2 (О/).
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Рис 3 5

Мгновенная мощность р имеет постоянную составляющую ■ JS~ L и 
U т 1т .  2

составляющую — - — cos2co/, изменяющуюся с частотой 2со. Потреб

ляемая от источника питания за время dt энергия равна р dl.

§ 3.8. И ндуктивны й элемент в иепи синусоидального тока. Индук
тивный элемент позволяет учитывать явление наведения ЭДС изменяю
щимся во времени магнитным потоком и явление накопления энергии в 
магнитном поле реальных элементов электрической цепи. Его характери
зуют зависимостью потокосцепления V от тока / (вебер-амперной харак
теристикой) или индуктивностью L = у / / .  На электрических схемах ин
дуктивный элемент изображают, как показано на рис. 3.6, а. На схеме 
замещения реальную индуктивную катушку можно представить в виде 
последовательно соединенных индуктивного и резистивного элементов.

Выделим индуктивный элемент (рис. 3.6, а). Положительные направ
ления тока / через него, ЭДС самоиндукции et и напряжение на нем uah 
указаны на рис. 3.6,'о .

Если / = Im sin оо/, то

et = -L  —  = -со L /„, cos со/ = со L lm sin(cof -  90°). 
dt

Определим разность потенциалов между точками а и Ь. При переме
щении от точки Ь к точке а идем встречно ЭДС е , , поэтому

d i
Ф и “ah =Ф «-Ф л = -* /. = i Y ,'

В дальнейшем напряжение на индуктивном элементе будем обозна
чать и, или, просто, и без индекса

Ugh — И/ —U — —С) . (3.16)
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Рис. 3.6

Следовательно,

и = ш L /„, sin((o/ + 90°) - U m sin(co/ + 90°); Um-  со L Im. (3.17) 

Произведение ш L обозначается X , ,  называется индуктивным сопро-

Таким образом, индуктивный элемент (индуктивная катушка, у кото
рой R = 0) при синусоидальном токе обладает сопротивлением, модуль 
которого X! =U)L прямо пропорционален частоте со (см. (3.17)) — на 
рис. 3.6, б вектор напряжения U опережает вектор тока /  на 90°. Ком
плекс ЭДС самоиндукции Е, находится в противофазе с комплексом 
напряжения U.

Графики мгновенных значений /', и, р изображены на рис. 3.6, в.
Мгновенная мощность

проходит через нулевое значение, когда через нуль проходит либо /, либо 
и. За первую четверть периода, когда и и / положительны, р  также поло
жительна. Плошадь, ограниченная кривой р  и осью абсцисс за это вре
мя, представляет собой энергию, которая взята от источника питания на

тивлением и измеряется в омах (Ом):

X, =u>L. (3.18)

(3.19)
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создание энергии магнитного поля в индуктивной катушке. Во вторую 
четверть периода, когда ток в цепи уменьшается от максимума до нуля, 
энергия магнитного поля отдается обратно источнику питания, при этом 
мгновенная мощность отрицательна. За третью четверть периода у ис
точника снова забирается энергия, за четвертую отдается и т. д. Следо
вательно, энергия периодически то забирается индуктивной катушкой от 
источника, то отдается ему обратно.

Падение напряжения на реальной индуктивной катушке равно сумме 
напряжений на L и на R (рис. 3.6, д). Как видно из этого рисунка, угол 
между напряжением U на катушке и током /  равен 9 0 ° -5 , причем 
tg б = RlioL - \IQ I_, где Qt — добротность реальной индуктивной ка
тушки. Чем больше QL тем меньше 5.

§ 3.9. Е м костны й элем ент в цепи синусоидального тока. Емкост
ный элемент — это идеализированный схемный элемент, позволяющий 
учесть протекание токов смещения и явление накопления энергии в элек
трическом поле реальных элементов электрической цепи. Его характери
зует зависимость заряда q от напряжения и (кулон-вольтная характерис
тика) или емкость C = q/u. Графическое изображение емкостного 
элемента такое же, что и изображение конденсатора (рис. 3.7, а). Поло-

I I

Рис. 3 7

жительные направления отсчета и и / совпадают. Если приложенное к кон
денсатору напряжение и не изменяется во времени, то заряд q = С и на
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одной его обкладке и заряд -<у на другой (С — емкость конденсатора) 
неизменны, и ток через конденсатор не проходит (i = d q /d t = 0). Если 
же напряжение на конденсаторе изменяется во времени, например по 
синусоидальному закону (рис. 3.7, а):

то по синусоидальному закону будет меняться и заряд q конденсатора: 
q = С и = С U sin со/, т. е. конденсатор будет периодически перезаря
жаться. Периодическая перезарядка конденсатора сопровождается про
теканием через него зарядного тока:

Из сопоставления (3.20) и (3.21) видно, что ток через конденсатор опе
режает по фазе напряжение на конденсаторе на 90°. Поэтому на вектор
ной диаграмме (рис. 3.7, б) вектор /„, опережает вектор напряжения Um 
на 90°. Амплитуда тока /,„ равна амплитуде напряжения U„,, деленной 
на емкостное сопротивление:

Емкостное сопротивление обратно пропорционально частоте. Единица 
емкостного сопротивления — Ом. Графики мгновенных значений и, /', р 
изображены на рис. 3.7, в. Мгновенная мощность

За первую четверть периода конденсатор потребляет от источника 
питания энергию, которая идет на создание электрического поля в нем. 
Во вторую четверть периода напряжение на конденсаторе уменьшается 
от максимума до нуля, и запасенная в электрическом поле энергия отда
ется источнику (мгновенная мощность отрицательна). За третью четверть 
периода энергия снова запасается, за четвертую отдается и т. д.

Если проинтегрировать по времени обе части равенства

и = U,„ sin со/, (3.20)

/ = —  = ы С U т cosw / = —-  sin (со/ + 90°). 
dt I / со С

(3.21)

(3.22)

(3.23)

p = ^ _ k sjn 2 w /.
2

(3.24)

(3.25)

то получим

(3.26)

88



Равенство (3.26) позволяет определить напряжение на конденсаторе 
через ток по конденсатору. Ток через реальный конденсатор, пластины 
которого разделены твердым или жидким диэлектриком, в котором име
ются тепловые потери, обусловленные вязким трением дипольных моле
кул и другими причинами, в расчете можно учесть по схеме (рис. 3.7, г). 
Результирующий ток /  = /, + / 2.

Ток / | опережает 0  на 90°, а ток / 2 совпадает с (У по фазе 
(рис. 3.7, д). Угол 5 называют углом потерь: Ig5 = 1 IQC, где ^ — доб
ротность конденсатора, tg5  зависит от типа диэлектрика и от частоты и 
изменяется от нескольких секунд до нескольких градусов.

§ 3.10. Умножение вектора на у и Пусть есть некоторый вектор 
А = A t J[t" (рис. 3.8). Умножение его на j  дает вектор, по модулю рав
ный А, но повернутый в сторону опережения (против часовой стрелки), 
по отношению к исходному вектору А на 90°. Умножение А на - j  по
ворачивает вектор А на 90° в сторону отставания (по часовой стрелке) 
также без изменения его модуля. Чтобы убедиться в этом, представим век
торы j  и - j  в показательной форме:

у = I • е '  90* = е-' 90°; (3.27)
А

-  у = 1 • е~-/90° = е /90°. (3.28)
Тогда \  + 1

A j  = AeJV” е ' 90* = Л е ' 1*-*90*'; (3.29) \ ~ j 'A

-A  j  = А с ' е - '90’ ^ ^ ”-90’*. (3.30) Рис 3 8

Из (3.29) следует, что вектор j  А, по модулю равный А, составляет с 
осью комплексной плоскости угол фо +90°, т. е. повернут против часо
вой стрелки на 90° по отношению к вектору А. Согласно (3.30) умноже
ние вектора А на -у  дает вектор, по модулю равный А, но повернутый 
по отношению к нему на 90° по часовой стрелке.

§3 .11 . О сновы  сим волического метода расчета цепей синусои
дального тока . Очень широкое распространение на практике получил 
символический, или комплексный, метод расчета цепей синусоидально
го тока.

Сущность символического метода расчета состоит в том, что при 
синусоидальном токе можно перейти от уравнений, составленных для 
мгновенных значений и являющихся дифференциальными уравнениями 
(см., например, (3 31)), к алгебраическим уравнениям, составленным от
носительно комплексов тока и ЭДС. Этот переход основан на том, что в 
уравнении, составленном по законам Кирхгофа для установившегося про
цесса, мгновенное значение тока i заменяют комплексной амплитудой 
тока / т ; мгновенное значение напряжения на резисторе сопротивлением
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R, равное R i —  комплексом R l m, по фазе совпадающим с током Iт \ 

мгновенное значение напряжения на индуктивной катушке и, = L ~  — 

комплексом 1т j  со L, опережающим ток на 90°; мгновенное значение 

напряжения на конденсаторе uc = ^ $ i d t —  комплексом /т —^ , 

отстающим от тока на 90°; мгновенное значение ЭДС е — комплек

сом Ёт . Справедливость замены и, = L —  на / т  j  ш L следует из § 3.8 
и 3.10. dt

В § 3.8 было показано, что амплитуда напряжения 
на I  равна произведению амплитуды тока на 
X, =ш L. Множитель j  свидетельствует о том, что 
вектор напряжения на индуктивной катушке опере
жает вектор тока на 90°.

Аналогично, из § 3.9 следует, что амплитуда на
пряжения на конденсаторе равна амплитуде тока, ум
ноженной на Хс = 1 / со С. Отставание напряжения на 
конденсаторе от протекающего по ней тока на 90° 

объясняет наличие множителя -у .
Например, для схемы рис. 3.9 уравнение для мгновенных значений 

можно записать так:

ин + и, + «(• = е.
или

(3.31)

Запишем его в комплексной форме:

/т R + im j  »  L + im - J  
со С

Вынесем /  за скобку:

R + j  со L = Ет . (3.32)

Следовательно, для схемы рис. 3.9

L  =■
R + j  со L -

со С

(3.33)

Это уравнение позволяет найти комплексную амплитуду тока Iт че
рез комплексную амплитуду ЭДС Ет  и сопротивления цепи R, со/, и 
1 / со С.
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Метод называют символическим потому, что токи и напряжения заме
няют их комплексными изображениями или символами. Так, R 1т — это 
изображение или символ падения напряжения /Л ; j ( o L l m— изобра-

- / d±. _ _ J _  j
жение или символ падения напряжения ul ’ и  С — изобра

жение или символ падения напряжения на конденсаторе — | '  d/.

§ 3.12. Комплексное сопротивление. Закон Ома для цепи синусо
идального  то ка . Множитель R + ju>L -(j/(j>C ) в уравнении (3.32) 
представляет собой комплекс, имеет размерность сопротивления и обо
значается числом Z. Его называют комплексным сопротивлением:

Z = z t J  ̂= R + j  (О L — I— . (3.34)
шС

Как и всякий комплекс, Z можно записать в показательной форме. 
Модуль комплексного сопротивления принято обозначать через z. Точку 
над Z не ставят, потому что принято ставить ее только над такими комп
лексными величинами, которые отображают синусоидальные функции 
времени.

Уравнение (3.32) можно записать так:

L ,Z  = Em.

Разделим обе его части на V2 и перейдем от комплексных амплитуд \ т 
и Ет к комплексам действующих значений /  и £ :

/  = £ /Z .  (3.35)

Уравнение (3.35) представляет собой закон Ома для цепи синусоидаль
ного тока.

В общем случае Z имеет некоторую действительную часть R и неко
торую мнимую часть j  X :

Z = R + j X , (3.36)

где R — активное сопротивление; X — реактивное сопротивление.
Для схемы (рис. 3.9) реактивное сопротивление

Х = аi L -  —  . 
со С

§ 3.13. К омплексная проводимость. Под комплексной проводимос
тью Y понимают величину, обратную комплексному сопротивлению Z:

Y = UZ = g - j b  = y t J ф. (3.37)

Единица комплексной проводимости — См (Ом-1). Действительную 
часть ее обозначают через g, мнимую — через Ь.
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1 1 R - j X  
Z ~ R  + j X ~ R 2 + X 2 ~ R2 + Х 2

Так как

R
- J R2 + X 2

= g ~ j b ,

TO

g =
R

R2 + X 2 '
b =

R2 + X 2
y = -Jg2 + b2. (3.38)

Если X  положительно, то и А положительно. При X  отрицательном Ь 
также отрицательно.

При использовании комплексной проводимости закон Ома (3.35) за
писывают так:

или
I = U Y,

I = 0  g - j u  ь=  ia + i r ,

(3.39)

где 1а — активная составляющая тока; / г —  реактивная составляющая 
тока; U —  напряжение на участке цепи, сопротивление которого равно Z.

§ 3.14. Треугольник сопротивлений и треугольн ик проводимостей.
Из (3.36) следует, что модуль комплексного сопротивления

(3.40)

Следовательно, г можно представить как гипотенузу прямоугольного 
треугольника (рис. 3.10) — треугольника сопротивлений, один катет ко
торого равен R, другой — X. При этом

tgq> = * / / ? .  (3.41)

Аналогичным образом модуль комплексной проводимости в соответ

ствии с (3.38) у = -Jg2 + Ь2 . Следовательно, есть гипотенуза прямо
угольного треугольника (рис. 3 .1 1), 
катетами которого являются активная 
g  и реактивная b проводимости:

tg ф = Ь / g. (3.42)

Треугольник сопротивлений дает 
графическую интерпретацию связи 
между модулем полного сопротивле
ния z и активным и реактивным со
противлениями цепи; треугольник 
проводимостей —  интерпретацию 

связи между модулем полной проводимости у и ее активной и реактив
ной составляющими.

Рис. 3 11

92



§ 3.15. Работа с комплексными числами. При расчете цепей переменного тока при
ходится иметь дело с комплексными числами: сопротивление участка цепн или цепи в 
целом —  это комплекс; проводимость — комплекс; ток, напряжение, ЭДС — комплексы. 
Для нахождения тока по закону Ома нужно комплекс ЭДС разделить на комплекс сопро
тивления.

Из курса математики известно, что комплексное число можно представить в трех 
формах записи: алгебраической— a + jb, показательной— ceJV и тригонометричес
кой — с cos<p + j  с sin <р.

Сложение двух и большего числа комплексов удобнее производить, пользуясь алгеб
раической формой записи. При тгом отдельно складываются их действительные и мни
мые части:

(a, + /  *|> + (о2 +7 *2) + (оз -V 63) = (о, + в2 + 0}) + j  (4| + 62 -  Ь,).

Деление и умножение комплексных чисел целесообразно производить, пользуясь по
казательной формой записи Например, нужно разделить комплекс с, еу®' на комплекс 
с2 ет  . В результате деления будет получен комплекс

г е 'ф1 г С = ' -  1 CJ(9,-t2)
3 с2 е '* ! '  ^2

Модуль результирующего комплекса с3 равен частному отделения с, на с2. а аргу
мент фз = ф| -  (р2.

При умножении двух комплексов с е ^  и с2 е ' результирующий комплекс

с , t J9‘ •  с, е '» 1 с2 cJVl = с, с2 c,(v' ,9i).
При расчетах электрических цепей часто возникает необходимость в переходе от ал

гебраической формы записи комплекса к показательной или наоборот_____ _
Пусть задано комплексное число a + j b - c t J *. Здесь с = \la2 +b2 ; tgч> = 6 / а; 

a = ccosq>. i  = csintp.
Чтобы не совершить ошибку при записи показательной формы комплекса, рекомен

дуется сначала качественно изобразить заданный в алгебраической форме комплекс на 
комплексной плоскости, что позволит правильно выразить угол Ф между осью + I и век
тором. Углы, откладываемые против часовой стрелки от оси + I, считают положительны
ми. по часовой стрелке — отрицательными.

П ример 30. Перевести в показательную форму следующие комплексы а) 3 + 2j,
б) 2 + 3j: в) 4 - 5 у. г) - 6 - 2 j. д) -0 .2+  0.4у; е) 1 0 - у0.8.

Р е ш е н и е  пояснено на рис. 3.12. в - * :  а) з + 2 j  = 3.6 е '  3,°'"г ;
б) 2 + 3 у' = 3.6 е ' 56’20 : в) 4 -  5 ,  = 6 ,4 е ^ 51"20Г, г) - 6 - 2  ,  = 6 ,32е’ '  16|‘25’ = 6.32с>|И*35'; 
Д) -0 ,2  + 0,4 j  = 0.448 с - '" 6"15'; е) Ю - j  0.8 = 10 е '7 А’*а .

§ 3.16. Законы  Кирхгофа в сим волической форме записи. По пер
вому закону Кирхгофа, алгебраическая сумма мгновенных значений то
ков, сходящихся в любом узле схемы, равна нулю:

Х /* = 0 . (3.43)

Подставим вместо ik в (3.43) 1к е,а1 и вынеся еу“ ' за скобку, полу
чим ej a ' £ / *  =0- Так как не равно нулю при любом I, то

£ / * =  0. (3.44)

Уравнение (3.44) представляет собой первый закон Кирхгофа в сим
волической форме записи.
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Рис. 3 12

Для замкнутого контура сколь угодно сложной электрической цепи 
синусоидального тока можно составить уравнение по второму закону 
Кирхгофа для мгновенных значений токов, напряжений и ЭДС.

Пусть замкнутый контур содержит п ветвей и каждая А-ветвь в общем 
случае включает источник ЭДС ек> резистор Rk, индуктивный Lk и 
емкостный С к элементы, по которым протекает ток ik . Тогда, по второ
му закону Кирхгофа,

d ‘k 1
(3.45)

Но каждое слагаемое левой части уравнения в соответствии с § 3.12
можно заменить на l k Z k , а каждое слагаемое правой части 
Поэтому уравнение (3.45) переходит в

на E l

i h Z k = ± E ,  (3.46)
t-i

Уравнение (3.46) представляет собой второй закон Кирхгофа в сим
волической (комплексной) форме записи.

§ 3.17. П рименение к расчету цепей синусоидального тока мето
дов, рассмотренных в главе «Э лектрические цепи постоянного тока». 
Для анализа и расчета электрических цепей постоянного тока разрабо
тан ряд методов и приемов, облегчающих решение по сравнению с 
решением системы уравнений при непосредственном использовании за
конов Кирхгофа. Из гл. 2 известно, что к числу таких методов относятся 
методы контурных токов, узловых потенциалов, эквивалентного генера
тора и т. д. Известно также, что окончательные расчетные формулы этих 
методов получают в результате выводов, в основу которых положены 
первый и второй законы Кирхгофа.



Поскольку первый и второй законы Кирхгофа справедливы и для це
пей синусоидального тока, можно было бы записать уравнения для мгно
венных значений величин цепей синусоидального тока, перейти от них 
к уравнениям в комплексах и затем повторить вывод всех формул гл. 2 
для цепей синусоидального тока. Понятно, что проделывать выводы за 
ново нет необходимости.

В том случае, когда отдельные ветви электрической цепи синусоидаль
ного тока не связаны между собой магнитно, все расчетные формулы 
гл. 2 пригодны и для расчета цепей синусоидального тока, если в этих 
формулах вместо постоянного тока /  подставить комплекс тока / ,  вмес
то проводимости g — комплексную проводимость У, вместо сопротивле
ния R — комплексное сопротивление 2  и вместо постоянной ЭДС Е — 
комплексную ЭДС £.

Если же отдельные ветви электрической цепи синусоидального тока 
связаны друг с другом магнитно (это имеет место при наличии взаимо
индукции), то падение напряжения на каком-либо участке цепи зависит 
не только от тока данной ветви, но и от токов тех ветвей, с которыми 
данная ветвь связана магнитно. Расчет электрических цепей синусоидаль
ного тока при наличии в них магнитно-связанных ветвей приобретает ряд 
особенностей, которые не могут быть учтены, если в формулах гл. 2 не
посредственно заменить £  на £ , R на Z и g  на У. Особенности расчета 
магнитно-связанных цепей рассмотрены в § 3.36.

§ 3.18. Применение векторных диаграмм при расчете электриче
ских цепей синусоидального тока. Ток и напряжения на различных уча
стках электрической цепи синусоидального тока, как правило, по фазе 
не совпадают. Наглядное представление о фазовом расположении раз
личных векторов дает векторная диаграмма токов и напряжений. Ана
литические расчеты электрических цепей синусоидального тока рекомен
дуется сопровождать построением векторных диаграмм, чтобы иметь 
возможность качественно контролировать эти расчеты.

Качественный контроль заключается в сравнении направлений различ
ных векторов на комплексной плоскости, которые получают при анали
тическом расчете, с направлением этих векторов, исходя из физических 
соображений. Например, на векторной диаграмме напряжение U, дол
жно опережать ток / на 90°, а напряжение 0 С — отставать от тока / 
на 90°.

Если аналитический расчет дает результаты, не совпадающие с таки
ми очевидными положениями, то, следовательно, в него вкралась ошиб
ка. Кроме того, векторную диаграмму часто используют и как средство 
расчета, например в методе пропорциональных величин.

П р и м ер З !. В схеме (рис 3.13. а) е -  141 sinca/ В, /?,=ЗО м ; /?2 = 2 Ом; 
£■  0,00955 Гн. Угловая частота ц  ^ 314 рад/с.

Определить ток и напряжение на элементах цепи.
Р е ш е н и е .  Запишем уравнение для мгновенных значений

/(/?, +Л2) + L ^--e  
а I
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/  (Я, + Я2) + j  ш L /  = £  или /  2  = £,

где Z = Я, + Л2 + j  0) L •  3 + 2 + j  314 0,00955= 5 + 3 j  = 5,82 е ' 3|’ .
Комплекс действующего значения ЭДС £  = 141/V2 = 100 В.
Ток /  = £ / 2  = 100/5,8 с ' 31’ = 1 7 .2 е ' '31'  А.
Напряжения на Я, = / ) „ * = /  Л, =51,6 е">31’ В; на Я2 =йьс ~ i

= 3 4 ,4 е~ '31’ В. н а /.  0 L = 0 ^  = J a > L / = 3 j  l7.2e~J i r  = S 1.6е / S9* В.
Векторная диаграмма изображена на рис. 3 13, б. Вектор £  направлен по оси + 

Вектор тока /  отстает от него на 31°.

Перейдем от него к уравнению в комплексах:

Пример 32. Решить задачу примера 31 методом пропорциональных величин 
Р е ш е н и е .  Зададимся током в цепи в I А и направим его на векторной диаграмме 

(рис. 3.13. *) по оси + 1 ( /« 1 ) . Напряжение на Я, совпадает по фазе с током и численно 
равно 1-3 = 3 В. Напряжение на Я2 также совпадает с током и равно 2 В. Напряжение 
на I  равно 3 В и опережает ток на 90° Из прямоугольного треугольника следует, что

при токе / = IА на входе £  = V s2 + 3 J = 5,82 В Так как на входе действует ЭДС I 
100/5,82 = 17,2 раза больше, то все токи и напряжения должны быть умножены на коэф

фициент 17,2. На рис 13.3, в все векторы повернуты на 31° против часовой стрелки по 
сравнению с соответствующими векторами на рис 3 13. 6 Ясно, что взаимное располо
жение векторов на диаграмме при этом не изменилось.

Пример 33. В цепи (рис. 3.14, о) Я = 4 0 м . ш = 1 0 'р ап /с . Определить емкость кон
денсатора С. если £  = 10мВ; / = 2мА.

£• и н и(. +> j

>1<Л-
£

Рис 3.14

Р е ш е н и е .  Комплексное сопротивление цепи Z = R-j/a>C, его модуль

:  = у R1 + (1 /ы С )г По закону Ома /  = £ / г, отсюда :  = у  = 10 IО '3 /2■ 10 '3 = 5 Ом.

Следовательно, ,V(- = 1/шС = -  Я2 = >/52 - 4 2 =ЗО м : <Г = 1/(10* 3) = 3.33мкф. 
Векторная диаграмма изображена на рис 3.14, б.
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Пример 34. На участке аЬ разветвленной цепи (рис. 3.15, о) параллельно включены 
индуктивное X / ^ w L  и активное сопротивление Л. численно равное Xt . Показание 
вмперметра Аг = 5 А. Определить показание амперметра Л,. полагая сопротивления 
амперметров настолько малыми, что их можно не учитывать.

Р е ш е н и е .  На рис. 3.15, б качественно построим векторную диаграмму. Напряже
ние Uаь совпадает по фазе с током / 2. Ток /, отстает от тока 1г на 90° и равен ему по 
величине. Ток в неразветвленной части схемы / 3 = / | + / 2. Модуль тока /5 = 5v 2  = 7,07 А. 
Амперметр покажет 7.07 А

Пример 3S. Построить векторную диаграмму токов и напряжений для схемы на 
рис. 3.16, а, если / ,= 1 А , = 10 Ом. со £.,=10 Ом, 1/<оС = 14,1 Ом, o>Z.i = 200m, 
Я, -  2.5 Ом.

J,

«I

а
а

Рис. 3.16

4 Теоретические основы
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Р е ш е н и е .  Обозначим токи и примем положительные направления для них в соот
ветствии с рис. 3.16, а. Выберем масштаб для токов ж , =0,5 А /см  и для напряжений 
т и * 4 В/см. Ток /, направим по оси + 1 (рис. 3.16, б). Падение напряжения U^  = 10В 
и по фазе совпадает с током /,. Падение напряжения я индуктивном сопротивлении aL  
также равно 10 В, но опережает ток /, н а90". Геометрическая сумма URj + 0ц  по мо
дулю равна 10^2 = 14,1 В. Емкостный ток 1г опережает это напряжение на 90°. Модуль 
тока / 2 =14.1/14,1 = 1 А.

Ток в неразветвленной части цепи равен геометрической сумме токов: / 3 = / ,  + / 2. 
Модуль его равен -  0,8 А (найден графически). Падение напряжения на сопротивлении 
R) равно 2 В и совпадает по фазе с током / 3. Падение напряжения на индуктивности 
L) опережает ток / 3 на 90° и численно равно 0.8 20 = 16 В. Напряжение на входе схе

мы равно ЭДС и составляет около 18,3 В.

П рим ер 36. Решить задачу, обратную рассмотренной в примере 35. В схеме 
рис. 3.16. а опытным путем найдены значения токов /,, / 2 и / 3 (в ветви схемы включи
ли амперметры и записали их показания), У, = 1 А, / ,  = 1 А. / 3 = 0.8 А и определены три 
напряжения: напряжение на входе схемы U = Е = 18,3 В, напряжение на конденсаторе 
Uc -  14,1 В (оно же напряжение на первой ветви) и напряжение на третьей ветви (на Я) 
и Lj) l / j» 1 6 B .  Напряжения были определены путем подключения вольтметра пооче
редно к зажимам а  и г, а и с, е и с.

По опытным данным (по значениям трех токов и трех напряжений) построить вектор
ную диаграмму.

Р е ш е н и е .  На рис. 3.16, в отложим вектор Uc , по модулю равный 14,1 В. Для со
поставления с рис. 3.16, б расположим его на диаграмме так же, как он расположен на 
рис. 3.16, б.

Изобразим на диаграмме ток / ,  Он на 90° опережает напряжение 0 С и по модулю 
равен I А. После этого построим на диаграмме токи /, и / 3. воспользовавшись тем, что 
три тока ( / , ,  / 2 и / j )  образуют замкнутый треугольник (см. рис. 3.16, б).

Для построения треугольника по трем сторонам (т. е. фактически для определения 
третьей вершины его) из конца вектора тока (из одной вершины треугольника) проведем 
дугу радиусом, равным току У,. а из начала вектора тока / 2 (т е. из второй вершины 
треугольника) проводим дугу радиусом, равным току / 5.

Точка пересечения этих дуг дает искомую третью вершину треугольника, т е. точку, в 
которой оканчиваются векторы токов / 3 и /,. После того как на диаграмме определено 
положение вектора тока / 3, можно изобразить на ней векторы напряжения С/3 и ЭДС £.

Напряжения U(-, U} и ЭДС Е также образуют замкнутый треугольник. Его постро
ение осуществляется аналогично построению треугольников токов

Из конца вектора 0 (■ проводим дугу радиусом, равным U,. а из начала вехтора 0,- — 
дугу радиусом, равным Е Дуги пересекаются я точках е и /

Так как напряжение U, представляет собой падение напряжения от токч /3 на 
последовательно соединенных R3 и £3. то оно по фазе должно опережать ток / 3 , а не 
отставать от него.

Поэтому из точек е и /  выбирают точку е (если бы выбрали точку/ ,  то в этом случае 
напряжение U3 — штриховая линия на рис. 3.16. в — отставало бы от тока /_,, а не опе
режало его).

В заключение отметим, что в треугольнике токов дуги тоже пересехаются в двух точ- 
хах. но вторая (лишняя) точка на рис. 3.16, в нс показана.

§3.19. Изображение разности потенциалов на комплексной плос
кости. Потенциалы цепи переменного тока являются комплексными чис
лами. На комплексной плоскости комплексное число можно изображать 
либо точкой, координаты которой равны действительной и мнимой час
тям комплексного потенциала, либо вектором, направленным от начала 
координат к данной точке плоскости.

На рис. 3.17 представлены два вектора, изображающие собой комп
лексные потенциалы: ф0 = -2  + 5 j  и фА = 4  + у.
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По определению, разность потенциалов 
Vah = Ф0 -  Фа = -6  + 4 j \  Uab изобразится 
вектором, направленным от Ь к а. Первый 
индекс у напряжения (в нашем примере ин
декс а) указывает, к какой точке следует на
править стрелку вектора напряжения. Есте
ственно, что Uba = -U ah.

§ 3.20. Т оп ограф и ческая  диаграм м а.
Каждая точка электрической схемы, в кото
рой соединяются элементы схемы, имеет 
свое значение комплексного потенциала.

Совокупность точек комплексной плоскости, изображающих комплек
сные потенциалы одноименных точек электрической схемы, называют 
топографической диаграммой.

Термин «топографическая» объясняется тем, что диаграмма напоми
нает топографическую карту местности, где каждой точке местности 
отвечает определенная точка карты. Расстояние между двумя точками на 
местности можно определить, измерив расстояние между одноименны
ми точками на карте.

Аналогичные измерения можно проводить и на топографической диа
грамме. Напряжение между любыми двумя точками электрической схе
мы, например между точками а и Ь, по значению и направлению опре
деляется вектором, проведенным на топографической диаграмме от точ
ки А к точке а.

При построении топографической диаграммы, как и потенциальной 
(см. § 2.10), потенциал любой точки схемы может быть принят равным 
нулю. На диаграмме эту точку помещают в начало координат. Тогда по
ложение остальных точек схемы на диаграмме определяется параметра
ми цепи, ЭДС и токами ветвей. Рассмотрим несколько примеров.

Пример 37. По данным примера 35 построить топографическую диаграмму дл* схе
мы рис. 3.16, а.

Р е ш е н и е .  Обозначим буквами а, Ь. с.... точки схемы на рис. 3.16, а. которые хо
тим отобразить на топографической диаграмме. Примем потенциал точки а равным нулю:

=0.
Выразим потенциал точки Ь через потенциал точки а.

Ф* “ Ф . + / 1 Я, = ф„ +10.

Знак плюс перед слагаемым /, /?, обусловлен тем, что при переходе от точки а к точ
ке Ь перемещение происходит навстречу току /, (при зтом потенциал увеличивается на 
/, Л,) Точка Ь на диаграмме имеет координату по оси абсцисс + 10. Аналогично

Фс = Ф* + / 1 J ш Ц =Ю  + J  10;

Vj =Vc+i}
Ф, =Ф ^ + / 3 Jb iL }.

Совокупность точек а. Ь. с, d. е на комплексной плоскости (рис. 3.18) представляет 
собой топографическую диаграмму схемы на рис. 3 16. а. По ней удобно определять на-
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пряжение между любыми двумя точками схемы и сдвиг по фазе этого напряжения отно
сительно любого другого напряжения.

Пример 38. Найти точки в схеме (рис. 3.19) методом узловых потенциалов. Положи
тельные направления ЭДС указаны на схеме стрелками, г, = 120 -Jl sin он В; 
е, = IOOV2 cos(o>/-120°) В; Я = 2 0 м ; |/о> С 2 =Ю Ом; a  L , - 5 0 м .

Р е ш е н и е. Запишем ЭДС в комплексной форме: £ ,= 1 2 0 , Ёг = 1 0 0 е '/3 °". 
Выберем положительные направления для токов в ветвях к узлу а. Определим прово

димости ветвей:

У, = 1 /2 , =1 / 2  = 0.5 См; К2 = l /Z 2 = 1 /( - 1 0 »  = O.ly См;
Kj = I /Z ) = I/ (5 / )  = -0,2 у См.

Заземлим точку Ь Уравнение по методу уэловых потенциалов

Уца ~ е̂ю'
120• 0.5 1 0 0 30* 0.2 е ' /90* in j „

------------ —  —----- — ------------ -- 104 е ; В
0.5 + 0,1 j  -  0.2 j

Токи в ветвях

/, ,  Ё ф .  = i f f  -  в 8.5 + у 7.25 = 11,17 е ' А;
2\ 2

h  -  = 10.4 с ‘ /<>*° А ;
2 2 —10 е у

: £ 3 -ф „  1 0 0 е '/3°* - 1 0 4 е '/ Г  100 (cos 30“ - у  sin 30°)-104 (cos 8° - j  sin 8°)/1 3 r — .......  в  — • * ................. ....... ....  .................  SB
Z , 5 у 5 j

10 1 WW

Пример 39. Найти токи в схеме (рис. 3.20. а) методом контурных токов и построить 
топографическую диаграмму, если £ ,= 1 0 0  В, £ 2 = \00eJ9V В; х с  * 1/«оС « 2 Ом; 
Я = со L = 5 Ом.

Р е ш е н и е .  Выберем направления контурных токов /,, и / 22 по часовой стрелке. 
Запишем в общем виде уравнения для контурных токов (ср. с уравнениями (2.13))

/п 2ц + /2j  Zl2 =

Л | ^21 +  ^22 ^22  =  £ 22-

где 2 ц — собственное сопротивление первого контура; £ , , = / ? — — » 5 - 2 у ;  2 2, —
и Г

100



собственное сопротивление второго контура, Z22 = Л + j  ш L -  5 + 5 j, Zl2 » Z2t — сопро
тивление смежной ветви между первым и вторым контурами, взятое со знаком минус, 
Zl2 « - /?  = -5; £ , , — алгебраическая сумма ЭДС первого контура, £ и = £, = 100; £ 22 — 
алгебраическая сумма ЭДС второго контура, £ 22 к - £ 2 = -100 j.

Следовательно,

/ ,,  (5 -  2 у ) -  5 / 22 = 100; 

-5  /ц  + / и  (3 + 5 у ) » -100 /

Определитель системы

Д =
5 -  2 у -5  

-  5 5 + 5 j

Д, = = 500; Д, =

10 + 15 у = 1 8 е ' 56*20'.

= 300-500 у = 582 е '- '56' 20'.
5 — 2 > 100 

- 5  - 1 0 0 ;
100 -5  

-1 0 0  у 5 + 5 j  
Токи ■ схеме

= Д| / Д = 500/18еу54' 20' = 2 7 .8 е~ 'у’’20' А,

/ 22 = Д, / Д = 582 с~ ' / 18 е ' = 32.3 е ' '  " s"2ff А;

/*  = / , , - / : 2 = 30 е ' " ' 4Г 

Топографическая диаграмма изображена на рис. 3 20. б

§ 3.21. А кти вн ая, реактивн ая и полная мощности. Под активной 
мощностью Р понимают среднее значение мгновенной мощности р за 
период Т\

1'г •
d , " r l u id l-'  Л * Л

(3.47)

Если ток / = /„, sin to t, напряжение на участке цепи и = U sin(o>/ + <р), то

Р -  — J/„, U„, sin ш  sin((o/ + ф) dt = —■ и~- соэф. 
7* Л 2

I .U . (3.48)

Активная мощность физически представляет собой энергию, которая 
выделяется в единицу времени в виде теплоты на участке цепи в сопро-
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тивлении R. Предполагается, что в 1 с укладывается целое число перио
дов Т. Действительно, произведение U coscp = /  R. Следовательно,

Единица активной мощности — ватт (Вт).
Под реактивной мощностью Q понимают произведение напряжения 

U на участке цепи на ток /  по этому участку и на синус угла ср между 
напряжением U и током / :

Единица реактивной мощности — вольт-ампер реактивный (ВАР). 
Если sinq>>0, то Q>  0, если sin<p<0, то @ <0.

Рассмотрим, что физически представляет собой реактивная мощность. 
С этой целью возьмем участок цепи с последовательно соединенными R, 
А и С. Пусть по нему протекает ток / = / т  sin ш/. Запишем выражение для 
мгновенного значения суммы энергий магнитного и электрического по
лей цепи:

Из полученного выражения видно, что WM:) имеет постоянную 
составляющую ^ M30, неизменную во времени, и переменную составляю- 
щую wM3 изменяющуюся с двойной угловой частотой:

На создание постоянной составляющей ^ M30 была затрачена энер
гия в процессе становления данного периодического режима. В дальней
шем при периодическом процессе энергия 1УШ0 остается неизменной
и, следовательно, от источника питания не требуется энергии на ее со
здание.

Среднее значение энергии Ю ^ср, поступающей от источника за ин
тервал времени / от - 7 7  8 до +77 8,

P = U cos«p 1 = I 2 R. (3.49)

Q = U /  sin ф. (3.50)

где

и "м э  = —
2 со2 С ,

cos 2 со/.

= -2— U I sin ф = Q.
И(0 я  о

(3.51)
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Таким образом, реактивная мощность Q пропорциональна среднему 
за четверть периода значению энергии, которая отдается источником 
питания на создание переменной составляющей электрического и маг
нитного полей индуктивной катушки и конденсатора.

За один период переменного тока энергия ^мэср Дважды отдается ге
нератором в цепь и дважды он получает ее обратно, т. е. реактивная мощ
ность является энергией, которой обмениваются генератор и приемник.

Полная мощность
S = U l.  (3.52)

Единица полной мощности — В • А.
Мощности Р, Q и S связаны следующей зависимостью:

Р2 +Q 2 = S2. (3.53)

Графически эту связь можно представить в виде прямоугольного тре
угольника (рис. 3.21) — треугольника мощности с катетами Р, Q и гипо
тенузой S.

На щитке любого источника электрической энергии 
переменного тока (генератора, трансформатора и т. д.) 
указывается значение S, характеризующее ту мощ
ность, которую этот источник может отдавать потреби- 
телю, если последний работает при cos<p = 1 (т. е. если Р
потребитель представляет собой чисто активное сопро
тивление). Рис. 3.21

§ 3.22. Выраж ение мощ ности в комплексной форме записи. Пусть 
задан некоторый комплекс

А = А с1'*' = A cosф,4 + j  A sinф 4.

Под комплексом А, сопряженным с комплексом А, будем понимать

А = Ae~JV' = A cos ф^ -  j  A sin ф ^.

Рассмотрим простой прием определения активной и реактивной мощ
ностей через комплекс напряжения и сопряженный комплекс тока. На
пряжение на некотором участке цепи U = U t J4l‘ , ток по этому участку 
/  = /  еуф' . Угол между напряжением и током ф = ф„ -ф ,.
,  Умножим комплекс напряжения на сопряженный комплекс тока 
/  = /  и обозначим полученный комплекс через S :

S = U l = U /  е /(ч>' - ф' ) = /е -/<р =

= U /  со5ф + j  U I sin ф = Р + j  Q. (3.54)

Значок -  (тильда) над 5  обозначает комплекс (а не сопряженный ком
плекс) полной мощности, составленный при участии сопряженного ком- 
плекса тока / .
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Таким образом, активная мощность Р есть действительная часть (Re), 
а реактивная мощность Q —  мнимая часть (Im) произведения О / :

Р = ReU / ;  (3.55)

Q = [mO'l.

П рим ер 40. Определить активную, реактивную и полную мощности по данным при
мера 3 1.

Р е ш е н и е .  Напряжение на входе всей схемы равно ЭДС U = Е -  100 В. Ток в цепи 
/  = 17,2 е~у 31 А Сопряженный комплекс тока /  = 17,2 с131 А Комплекс полной мощности 
S ~ и  1 = 100 17.2 е /3 ,° = I720cos3l° + j  I720sin31“ = 1475 + j  886; Р=  1475; £? = 886.

Следовательно, активная мощность P -  1475 Вт, реастивная Q -  886 ВАР и полная 
S = 1720 В А.

§ 3.23. И зм ерение м ощ ности ваттм етром . Измерение мощности 
производят обычно с помощью ваттметра электродинамической системы, 
в котором имеются две катушки — неподвижная и подвижная.

Подвижная катушка, выполненная из очень тонкого провода, имеет 
практически чисто активное сопротивление и называется параллельной 
обмоткой. Ее включают параллельно участку цепи, подобно вольтметру. 
Жестко скрепленная со стрелкой (указателем), она может поворачивать
ся в магнитном поле, создаваемом неподвижной катушкой.

Неподвижная катушка, выполненная из довольно толстого провода, 
имеет очень малое активное сопротивление и называется последователь
ной обмоткой. Ее включают в цепь последовательно, подобно амперметру.

На электрической схеме ваттметр изображают, как по-
1 а казано на рис. 3.22. Одна пара концов (на рисунке распо-

/ Л Л .  ложена горизонтально) принадлежит последовательной 
~*" ч £ /  обмотке, другая пара концов (на рисунке расположена 

|  Ь вертикально) — параллельной. На концах одноименных 
зажимов обмоток (например, у начала обмоток) принято

Рис. 3.22 с т а в и ть  точки .
Вращающий момент ваттметра, а следовательно, и его 

показания пропорциональны действительной части про
изведения комплексного напряжения 0 на параллельной обмотке ват
тметра на сопряженный комплекс тока / , втекающего в конец последо
вательной (токовой) обмотки ваттметра, снабженной точкой:

RsU oh'l = Uah Ic o s (u abi) .

Напряжение на параллельной обмотке берут равным разности потен
циалов между ее концом, имеющим точку (точка а), и ее концом, не име
ющим точки (точка Ь). Предполагается, что ток втекает в конец после
довательной обмотки, у которого поставлена точка.

Цена деления ваттметра определяется как частное от деления произ
ведения номинального напряжения на номинальный ток (указывают на 
лицевой стороне прибора) на число делений шкалы.
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Пример 41. Номинальное напряжение вэттметра 120 В. Номинальный ток 5 А. Шка
ла имеет 150 делений. Определить цену деления ваттметра.

Р е ш е н и е .  Цена деления ваттметра равна 120-5/150 = 4 Вт/дел.

§ 3.24. Д вухполю сник в цепи синусоидального тока . На схеме 
(рис. 3.23) изображен пассивный двухполюсник, подключенный к источ
нику ЭДС. Входное сопротивление двухполюсника ZM = £ / / .  В общем 
случае

При Хлх > 0 входное сопротивление имеет индуктив
ный характер (ф > 0 ), при Х1% < 0 — емкостный и при 
A",x = 0 —  чисто активный.

Входная проводимость Yt% представляет собой вели
чину, обратную входному сопротивлению: = 1 IZn . Рис } 2з

Входное сопротивление можно определить расчет
ным путем, если известна схема внутренних соединений 
двухполюсника и характер и значения сопротивлений, либо опытным 
путем.

При опытном определении входного сопротивления двухполюсника 
собирают схему (рис. 3.24, а), в которой амперметр измеряет ток /, вольт
метр — напряжение Uah =U  на входе двухполюсника. Ваттметр

у  Ф > 0

Рис 3.24

измеряет Rc{Uuh /) , т. е. активную мощность Р -  U I соБф. Модуль вход
ного сопротивления z = U I  I. При делении Р на произведение С //  по

лучают косинус угла между напряжением и током: со$ф =
U Г

По

косинусу угла находят sin ф и затем находят Rn  = г совф и Хп = z sin ф.
Так как косинус есть функция четная, т. е. соэ(-ф) = со5ф, то изме

рения необходимо дополнить еще одним опытом, который позволил бы 
путем сопоставлений показаний амперметра в двух опытах выявить знак 
угла ф. Для определения знака угла ф можно воспользоваться специаль
ным прибором — фазометром — либо, при его отсутствии, проделать 
следующий опыт: параллельно исследуемому двухполюснику замыканием 
ключа К подключают небольшую емкость С (рис. 3.24, а).
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Если показания амперметра при замыкании ключа К станут меньше, 
чем они были при разомкнутом ключе, то угол Ф положителен и вход
ное сопротивление Z  = zcJ<t имеет индуктивный характер (рис. 3.24, б). 
Если показания амперметра при замыкании ключа станут больше, то ф 
отрицательно и входное сопротивление имеет емкостный характер 
(рис. 3.24, в).

На векторных диаграммах (рис. 3.24, б, в) I —  ток через двухполюс
ник; 1С —  ток через емкость, который опережает напряжение U на вхо
де двухполюсника на 90°. Штриховой линией показан ток через ампер
метр при замкнутом ключе. Сопоставление этого тока с током /  и под
тверждает приведенное заключение.

Пример 42. В схеме рис. 3.24, a U = 120 В; У = 5 А, Р = 400 Вт. Замыкание ключа К 
приводит к уменьшению показаний амперметра. Определить входное сопротивление двух
полюсника.

Р е ш е н и е .  Модуль входного сопротивления

z = U / 1 = 24 Ом;

cos <р = ——  = — -  = 0,666, sin ф = 0,745.
U I  120 5

Таким образом,
/?,„ = г cos ф = 24 • 0.666 = 16 Ом;

Х „  -  2 sin Ф  = 24 -0,745» 17,9 Ом

Комплекс входного сопротивления Z ,x = 16 + j  19,9 Ом.

§ 3.25. Резонансны й режим работы  двухполю сника. Пусть двухпо
люсник содержит один или несколько индуктивных элементов и один или 
несколько конденсаторов. Под резонансным режимом (режимами) 
работы такого двухполюсника понимают режим (режимы), при котором 
входное сопротивление двухполюсника является чисто активным. Следо
вательно, для определения условий наступления резонанса необходимо 
приравнять к нулю мнимую часть комплекса входного сопротивления 
двухполюсника. Такой способ справедлив, если не пренебрегать актив
ными сопротивлениями индуктивных катушек.

По отношению к внешней цепи двухполюсник в резонансном режи
ме ведет себя как активное сопротивление, поэтому ток и напряжение на 
его входе совпадают по фазе. Реактивная мощность двухполюсника при 
этом равна нулю.

Различают две основные разновидности резонансных режимов: резо
нанс токов и резонанс напряжений.

§ 3.26. Резонанс токов. Явление резонанса в схеме (рис. 3.25, а), об
разованной двумя параллельными ветвями с разнохарактерными реактив
ными сопротивлениями, называют резонансом токов.

Пусть первая ветвь содержит активное сопротивление Л, и индуктив
ное © L, а вторая ветвь —  активное R2 и емкостное 1/шС.

Ток /, в первой ветви отстает от напряжения 0  = Uah (рис. 3.25, б) 
и может быть записан как
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Рис. 3.25

/ , - ( / К, « < / ( * , - . / А^-

Ток / 2 во второй ветви опережает напряжение:

I2 =UY2 = U (g 2 - j b 2).

Ток в неразветвленной части цепи

/  = / , + / 2 = U (g i + g 2) - j U ( b ] + Ь ).

По определению резонансного режима ток /  должен совпадать по 
фазе с напряжением (]. Это будет при условии, что сумма реактивных 
проводимостей ветвей равна нулю: й, + -  0.

В соответствии с (3.38)

L _ са L , l /о )С

”  /г,2 + со2 L2 ' 7 ~ R2 +1 /со2с 2

Следовательно, условие наступления режима резонанса токов в схе
ме на рис. 3.25, а можно записать так:

wL ' /ШС (3.56)2 'R2 + со2 L2 R2 + 1/ш2С

На рис. 3.25, б изображена векторная диаграмма для резонансного 
режима. Из (3.56) следует, что если к2 = 0, то резонанс наступит при

= со С. (3.57)
R2 +ш2 L2

В еще более частном случае, когда R2 = 0  и Я, «  соL, резонанс на
ступит при

со2 Z, С »1 . (3.58)

Резонанса можно достичь изменением со, L, С или Л, и R2. Число
вое значение тока в неразветвленной части схемы может быть меньше 
токов в ветвях схемы. При R2 = 0, Л, * 0 ток /  может оказаться ничтож
но малым по сравнению с токами /, и / 2.
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В идеализированном, практически не выполнимом режиме работы, 
когда Л, = Л 2 = 0, ток в неразветвленной части схемы на рис. 3.25, а 
равен нулю и входное сопротивление равно бесконечности.

Обратим внимание на следующее. В формулу (3.56) входит пять 
величин (L, С, Л,, Л2, со). Если определять из нее L или С, то может 
оказаться, что для искомой величины будут получены одно или два дей
ствительных значения либо мнимое значение.

Получение двух действительных значений для L и С свидетельствует
о том, что при неизменных четырех параметрах вследствие изменения 
пятого можно получить два резонансных режима. (Пояснения к возник
новению двух резонансных режимов при изменении одного параметра и 
неизменных остальных даются в примере 54.)

Получение мнимых значений £ и С свидетельствует о том, что при 
данных сочетаниях параметров резонанс невозможен.

Определим со из (3.56):

где со0 = \ / ^ L C —  резонансная частота в контуре без потерь при 
Л, » Л2 = 0.

Поскольку угловая частота действительна и положительна, то числи
тель и знаменатель формулы (3.59) должны быть с одинаковыми знака
ми. Это имеет место при

а) L/C > 7?j2; £ /С  >
б) L/C < R\ \ L /C  < Л |.
При Л| = R2 частота а) = оо0. При L/C^R.} ~ r \

т. е. to получается величиной неопределенной. Физически это означает, 
что резонанс может возникать при любой частоте. Сопротивление парап-

Пример 43. В схеме (рис. 3 25, а) Л, =30 Ом; col = 40 Ом; -  0; со = 103 рад/с. 
При каком значении емкости конденсатора в схеме будет резонанс токов'’

Р е ш е н и е. По формуле (3.56)

§ 3.27. К ом пенсация сдвига фаз. Входное сопротивление большин
ства потребителей электрической энергии имеет индуктивный характер. 
Для того чтобы уменьшить потребляемый ими ток за счет снижения его

(3.59)

со = to0 Vo/o, (3.60)

лельного контура равно

I R ? + ( a L ) 2 30: + 4 0 2
(о С са L 4040

= 62,5 Ом.

С ■ — -—  = — г - ------"  16 мкФ.dl V,.« Л у  IО5 62,5
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реактивной составляющей и тем снизить потери энергии в генераторе и 
подводящих проводах, параллельно приемнику энергии включают бата
рею конденсаторов.

Уменьшение сдвига фаз между напряжением на приемнике и током, 
потребляемым от генератора, называют компенсацией сдвига фаз.

Компенсация сдвига фаз существенна для энергоемких потребителей, 
например крупных заводов. Осуществляется она в месте ввода линии 
питания в распределительном устройстве. Экономически выгодно 
подключать конденсаторы на возможно более высокое напряжение (ток 
через конденсаторы / г  = U со С). Сдвиг фаз <р между напряжением и 
током, потребляемым от источника питания, доводят до значения, при 
котором cos ф « 0 ,9  + 0,95.

§ 3.28. Резонанс напряж ений. Резонанс в схеме последовательного 
соединения Я, L, С (рис. 3.26, а) называют резонансам напряжений.

а б *

Рис. 3.26

При резонансе ток в цепи должен совпадать по фазе с ЭДС £. Это 
возможно, если входное сопротивление схемы Z = /f + j  (u>L — 1 / со С) 
будет чисто активным. Условие наступления резонанса в схеме 
(рис. 3.26, а)

о)0 L — - ,  (3.61)
со0 С

где ш0 —  резонансная частота.
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При этом /  = Ё / R. Модуль напряжения на индуктивном элементе при 
резонансе равен напряжению на емкостном элементе:

Ut = и с = со„ L 1 = Е.

Отношение

соо L V Z T c 
R ~ R = Q (3.62)

называют добротностью  резонансного контура. Добротность показыва
ет, во сколько раз напряжение на индуктивном (емкостном) элементе 
превышает напряжение на входе схемы в резонансном режиме. В радио
технических устройствах Q может доходить до 300 и более. Векторная 
диаграмма для режима резонанса изображена на рис. 3.26, б.

Характеристическим сопротивлением р для схемы (см. рис. 3.26, а) 
называют отношение напряжения на L или С в режиме резонанса к току 
в этом режиме: р = Q R = V i /C .

§3 .29 . И сследование работы  схемы (рис. 3.26, а) при изменении 
ч астоты  и и н дукти вн ости . Пусть в этой схеме параметры R, L, С и 
ЭДС Е постоянны, а меняется частота со. Рассмотрим характер измене
ний модулей тока /  и напряжений U, и Uc в функции от со.

Ток в цепи

/ = .  Е £  1£
( 1 >2

J r + 1-j3

\ 1 coCJ

R /
i + e 2

/  \  со со0

При изменении со меняется реактивное сопротивление цепи 

X = <о L -----\ при со -> 0*> сопротивление X  -»  »  и ток / - > 0 ;  при

co = 1 I jL C  сопротивлениеX = 0 , ток /  = £ / /? ;  при со- > ® сопротивле
ние X -+ оо, ток /  ->  0.

Напряжение Qo>
Щ_______U, = w L 1 = Е-

1+ Q
2 (_т__соо 2 

со

При со —► 0 напряжение U, = 0; при со-»оо напряжение UL ~*E 
(рис. 3.26, в). При Q >  I/V 2  кривая U, (и кривая Uc ) проходит через 
максимум, при Q <  I /V 2 кривая Ut монотонно стремится к £.

' '  Стрелка -» заменяет слово «стремящийся» или, соответственно, «стремится».
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При со —» 0 U(■ = / ---------► £, при со -> оо L/f- —► 0.
со С

Из рис. 3.26, в видно, что максимумы напряжений (J, и Uc имеют 
место при частотах, не равных резонансной частоте со0 = \l-JTc  : мак
симум UL имеет место при частоте со; >со0, а максимум U( — при 
частоте сог  < со0 :

сол = со0

\

2 ш Г----- 5— ; сог  = —
2 - * ^  * 4

На рис. 3.26, г изображены две кривые, характеризующие зависимость 
/  = /(со ) для цепи с неизменными L, С и £  при двух различных значе
ниях R. Для кривой 2 сопротивление R меньше (а добротность Q боль
ше), чем для кривой /.

Обычно кривые изображают в относительных единицах: ток в долях 
от тока при резонансе, частота —  в долях от резонансной частоты. Гра
фики тока в относительных единицах изображены на рис. 3.26, д. Они 
построены по формуле

/  1

R V i + Q 2 (со/со0 — со0 /со)2

Чем меньше активное сопротивление резонансного контура при не
изменных остальных параметрах схемы, т. е. чем больше добротность 
контура Q, тем более острой (пикообразной) становится форма кривой

Полосой пропускания резонансного контура называют полосу частот

со2 -  со, = соq/Q, на границах которой отношение составляет 0,707
Е / R

(рис. 3.26, д).

Граничные частоты со, 2 = y £ - ^ l  + 4 (?2 ± l j .  Аргумент входного со

противления схемы (рис. 3.26, а) ср = arctg Q(со/ со0 -<о0 /со).
Если в данной схеме изменять не частоту, а индуктивность L, то за

висимости /, U, в функции от X, =ш L (со = const) будут иметь вид 
кривых рис. 3.26, е.

Так как U, = —!— /, а —!—= const, то кривая Uc = /(со£) каче- 
со С соС 

ственно имеет такой же вид, что и кривая /  = /(со  L).

Пример 44. В схеме (рис 3.26, a) R = 10Ом; /, = 1Гн; С = 1 мкФ 
Определить резонансную частоту ь>о. добротность Q, а также напряжение U(-, если 

на »ход схемы подано напряжение 10 мВ при резонансной частоте.

Р е ш е н и е .  Резонансная частота а>0 = ==• * .— ■- = 101 рад/с.
J l c  f o *

Добротность Q = v>0 L/R = (Ю3 1)/10= 100. Ток ■ цепи / = EIR  = 0,01/10 = 1 мА. 
Напряжение на конденсаторе Ur  ■ QE = 100 0.01 = 1 В
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§ 3.30. Ч астотн ы е х арактери сти ки  двухполю сников. Входное со* 
противление и входная проводимость двухполюсника в общем случае 
являются функциями частоты со. Под частотными характеристиками 
(ЧХ) понимают следующие типы характеристик:

1) зависимость модуля входного сопротивления (проводимости) от 
частоты ш;

2) зависимость действительной или мнимой части входного сопротив
ления (проводимости) от частоты со.

ЧХ могут быть получены расчетным путем (если известны схема, ха
рактер элементов и их числовые значения) либо опытным (в этом слу
чае схему двухполюсника и характер составляющих ее элементов мож
но и не знать).

При снятии ЧХ опытным путем на вход двухполюсника подают на
пряжение, частоту которого изменяют в широких пределах, начиная с 
нуля, и по результатам измерений подсчитывают модуль входного сопро
тивления (проводимости) или действительную (мнимую) часть входного 
сопротивления (проводимости).

В общем случае двухполюсники содержат резистивные и реактивные 
элементы. В частном случае двухполюсники могут состоять только из 
реактивных элементов, тогда их называют реактивными двухполюсника
ми. Применительно к ним под ЧХ понимают зависимости X = /  (со) или 
b = /(со). ЧХ для несложных двухполюсников, содержащих резистивные 
и реактивные элементы, иногда можно качественно строить на основа
нии простых физических соображений о характере изменения сопротив
ления отдельных элементов этого двухполюсника в функции частоты. 
Если это сделать затруднительно, то прибегают к аналитическому расче
ту либо к снятию ЧХ опытным путем.

Качественно построим характеристику г = / (со) для двухполюсника 
на рис. 3.27, а (рис. 3.27, б). При со = 0 (конденсатор представляет со
бой разрыв) 2 = /? + /?,. При со —>оо сопротивление конденсатора

Рис. 3.27

1 / со С  -> 0, а индуктивное сопротивление со L -> оо. Поэтому при со - » оо 
z = R + R2. При co = coj) имеет место режим резонанса токов и потому 
входное сопротивление имеет максимум. В области частот 0-coq z  име
ет индуктивный характер, в области coj, -  оо —  емкостный.
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Если Л, = R2 «  ■JlT c, т о  при

" ; ‘ “ ” г 7 Г с ;
г *  R + LIC L/C 

2 К, ~ 2 Я,

Рассмотрим вопрос о построении частотных характеристик реактив
ных двухполюсников, не содержащих резистивных сопротивлений. 

Входное сопротивление их 2  = j  X, а входная проводимость

Y = ~  = ~ j ~  = ~ j  Ь, Ь = — . Частотная характеристика таких двухпо

лю сников—  это зависимость Х(<о) или 6(ш).
Эти зависимости взаимно обратны.
Для индуктивного элемента Д ш ) я о»£ (рис. 3.28, а), а 6(<о) = -----

со L
(рис. 3.28, б). Для емкостного элемента Л>(<о) = —со С (рис. 3.28, в), а

©  * ©  6 ©

V .

Г.....................................
1 3 

к ©

L\ С | -мир*

А"(со) = --------(рис. 3.28, г). Если учесть, что при последовательном
соС

соединении элементов сопротивления элементов складывают, то ясно, что
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для получения A'(rn) последовательно соединенных элементов надо сло
жить ординаты кривых А '(т) этих элементов.

ЧХ последовательно соединенных Ц и С, (рис. 3.28, д) построена 
на рис. 3.28, е в виде кривой 3 (прямая /  —  это ЧХ Ц, а кривая 2 — 
ЧХ С,). Зависимость 6(со) для схемы рис. 3.28, д изображена на

рис. 3.28, ж . При частоте ш0 = кривая Л'(ш) пересекает ось

абсцисс, а кривая Ь{со) претерпевает разрыв от -оо до+оо. При этой ча
стоте имеет место резонанс напряжений.

Если учесть, что при параллельном соединении элементов проводи
мости их надо сложить, то ясно, что для получения кривой Ь(а>) парал
лельно соединенных элементов необходимо сложить ординаты кривых 
Ь(со) этих элементов. Зависимость Ь(со) для схемы рис. 3.28, з изобра
жена на рис. 3.28, к, а обратная ей зависимость А'(со)—  на рис. 3.28, и.
При частоте со'0 - —f =  кривая Ь(со) пересекает ось абсцисс, a A"(co)

\Д 2 Q
претерпевает разрыв от +оо до -оо. При этой частоте имеет место резо
нанс токов в цепи (рис. 3.28, з). На рис. 3.28, л последовательно соеди
нены два двухэлементных ранее рассмотренных двухполюсника. Так как 
А'(со) каждого из них построена, то результирующее А'(со) схемы на 
рис. 3.28, л получим, суммируя ординаты этих двухполюсников (т. е. кри
вых рис. 3.28, е, и). Зависимость .Л'(со) для схемы на рис. 3.28, л приве
дена на рис. 3.28, м, а Ь(<а) —  на рис. 3.28, н. При плавном увеличении 
частоты в схеме (рис. 3.28, л), начиная с со = О, сначала возникает резо
нанс напряжений при частоте со,, затем резонанс токов при со2, после 
этого резонанс напряжений при со3. При дальнейшем увеличении со ре
зонансов возникать не будет.

Сделаем следующие выводы при плавном увеличении частоты <о:
1) режимы резонанса токов и резонанса напряжений чередуются;
2) число резонансных частот для канонических схем (см. § 3.31) на 

единицу меньше числа реактивных элементов;
3) если в схеме есть путь для прохождения постоянного тока, то при 

плавном увеличении частоты, начиная с нуля, первым наступит резонанс 
токов, если нет —  резонанс напряжений.

Это следует из того, что если есть путь для постоянного тока, то при 
со = 0 характеристика X = /(со ) начинается с нуля, затем Л" увеличива
ется (dX  I d со > 0), а при некоторой со кривая претерпевает разрыв, ко
торый и соответствует резонансу токов. При аналитическом определении 
резонансных частот в реактивном двухполюснике сопротивление его сле
дует представить в виде отношения двух полиномов по степеням со, 
т. е. X = N(со)/ ЛУ(со). Корни уравнения /V(со) = 0 соответствуют часто
там, при которых возникает резонанс напряжений, корни уравнения 
М(со) = 0 — частотам, при которых имеет место резонанс токов.

§ 3.31. Канонические схемы. Эквивалентные двухполюсники.
Путем эквивалентных преобразований отдельных частей сложных схем 
последние можно привести к более простым схемам с минимально воз
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можным числом R, L, С в них —  к каноническим схемам. Гак, схемы на 
рис. 3.28 являются каноническими. Преобразования осуществляют либо 
путем перехода от звезды к треугольнику (или наоборот) или от парал- 
лельно-последовательного соединения (рис. 3.29, а) к параллельному

а 2,

dZ
bZI

Рис. 3.29

(рис. 3.29, б), либо от параллельного соединения (рис. 3.29, в) к после- 
довательно-параллельному (рис. 3.29, г) и последующего упрощения схе
мы. Значения коэффициентов перехода: для рис. 3.29, а, б Ь ~ а (\ + а)\ 
с = (1 + о )2; с/ = 1 + а; для рис. 3.29, «, г 6 = а 2 /(1 + а); с = 1/(1 + я ) ;  
d = а/(1  + а).

Двухполюсники на рис. 3.29, о, б, как и на рис. 3.29, в, г, называют 
эквивалентными, так как они имеют равные входные сопротивления при 
всех частотах.

§ 3.32. Передача энергии от активного двухполюсника нагрузке. 
К зажимам ab активного двухполюсника (рис. 3.30, а) подключена нагруз
ка Z„ = RM + j  Х„. Требуется выяснить, при соблюдении каких условий 
в нагрузке выделяется максимальная активная мощность.

По методу эквивалентного генератора (см. § 1.25) ток в нагрузке

и ab х

где Z„ = RH + j  Х„ — входное сопротивление двухполюсника по отноше
нию к зажимам ab, поэтому

Согласующий

а / а р  — X— ,

Л

>

А ^ а * | J | ^ и | Л

* 1 |

Рис 3.30
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По условию Rlx и Xtx заданы и изменять их нельзя. Изменять мож 
но лишь Лн и Хи. Выберем такое Хи, чтобы ток в цепи был максималь 
ным; это возможно, если Xtx + Х„ = 0 . При этом двухполюсник работав 
в резонансном режиме —  ток через нагрузку по фазе совпадает с напря 
жением Vahх : i H=U abx/(Rtx + /?н).

Как и в цепи постоянного тока (см. § 2.27), если взять Ян = Rn , вы 
деляющаяся в нагрузке мощность максимальна:

р
miX 4 Rtx '

Таким образом, чтобы выделить в нагрузке, присоединяемой к актив
ному двухполюснику с входным сопротивлением R,x + j  Xtx, максималь
но возможную мощность, необходимо выбрать следующие сопротивле
ния нагрузки: Хи =~X tx, RH = Л1Х.

§ 3.33. С огласую щ ий тран сф орм атор . Нагрузкой двухполюсника 
может быть какое-либо уже существующее устройство, сопротивление 
которого ZH, так же как и входное сопротивление двухполюсника ZBX, 
задано и не может быть изменено. В этом случае согласование нагрузок 
с двухполюсником осуществляют, присоединяя нагрузку не непосред
ственно к зажимам двухполюсника, а через согласующий трансформа
тор  (рис. 3.30, б). Обозначим через *v, и w2 число витков первичной и 
вторичной обмоток трансформатора. Активные сопротивления и индук
тивности рассеяния обмоток весьма малы и при расчете не учитываем. 
Сердечник трансформатора (на рисунке не показан) выполнен из высо
кокачественного магнитного материала с малыми потерями, поэтому ток 
холостого хода трансформатора мал по сравнению с током по обмотке 
и», при нагрузке. Такой трансформатор по своим свойствам приближа
ется к трансформатору, который называют идеальным (см. § 3.34). Для 
него справедливы соотношения (обозначения соответствуют рис. 3.30, б)
I w, -  / и н»2 а  0, OahIUH = w, /w2. Пояснения к этим формулам см. в 
§ 15.67 (обозначения согласуются так: Uah = 0 У, / н = / 2 и /  = / , ) .  Вход
ное сопротивление изображенной штриховой линией части схемы по 
отношению к зажимам аЬ

j  У а Ы

U, 1 2 /  \ 2 (  ^
Z.„ = = ------Я -  = Z . А г  = rJ +  jX „  \-Щ

w vv.

В соответствии с § 3.32 это сопротивление должно быть комплексно
сопряженным с сопротивлением двухполюсника: Z ,x = Rtx + j  Xtx.
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Отсюда следует, что для согласования по активному сопротивлению 
Я»* = Ли (v ^ /w j)2, а для согласования по реактивному сопротивлению 
Хп = ~ХН (w, /w 2)2. Отношение чисел витков w, /w 2 определим из пер
вого условия и*, /w7 = ^Rtx /  R„ . При выборе числа витков w, и площа
ди поперечного сечения сердечника трансформатора S должно быть уч
тено, что в установившемся режиме работы амплитудное значение пото
ка в сердечнике не должно достигать потока насыщения этого сердечни
ка, иначе будет нарушено условие /, и», -  /и w7 *  0. Для выполнения со
гласования по реактивному сопротивлению последовательно с нагрузкой 
включают дополнительное сопротивление соответствующего характера.

§ 3.34. И деальны й трансформ атор. В качестве элементов схем за
мещения электрических цепей наряду с Л, L, С, М в литературе исполь
зуют идеальный трансформатор (ИТ).

Идеальным называют трансформатор без потерь, у которого входные 
и выходные токи и напряжения связаны соотношениями Ut -  К U7, 
17 = К / , ,  где К = W| /w2 — коэффициент трансформации. Идеальный 

трансформатор трансформирует напряжение U\ в напряжении 0 7, ток 
/, — в ток / 2, сопротивление нагрузки Z — в сопротивление К2 Z 

(см. § 3.33).

§3.35. Падение и потеря напряжения в линии передачи энергии. Генератор 
соединен с приемником энергии линией передачи, которая обладает активным R, и ин
дуктивным .V, = ш £ , сопротивлениями.

Построим векторную диаграмму для цепи, состоящей из генератора, линии передачи 
и приемника. Для определенности положим, что нагрузка приемника имеет индуктивный 
характер Вектор напряжения в конце линии (на приемнике) направим по оси + 1 
(рис. 3.31); вектор тока I отстает от него в силу индук
тивного характера нагрузки Падение напряжения в ак
тивном сопротивлении линии /  R, совпадает по фазе 
с током, падение напряжения в индуктивном сопротив
лении I j  X„ опережает ток на 90°.

Под падением напряжения в линии передачи пони
мают модуль геометрической разности векторов в на
чале ((У,) и конце (1Л) линии:

i J r, 2+{«> L„)2.

+)

__ - — Ъ ч .

N .
/

и 2^ У

Рис 3 3!

+ 1

Потеря напряжения в линии передачи равна разности модулей напряжения в начале и 
конце линии, т е. | t / ,  | - | 1 / 3 |. Потеря напряжения показывает, на сколько вольт напря
жение в конце линии меньше, чем напряжение в ее начале

Как правило, падение напряжения больше потери напряжения.

§ 3.36. Расчет электрических цепей при наличии в них магнитно
связан н ы х катуш ек . В состав электрических цепей могут входить 
катушки, магнитно-связанные с другими катушками. Поток одной из них 
пронизывает другие и наводит в них ЭДС взаимоиндукции, которые дол
жны быть учтены при расчете. При составлении уравнений для магнит- 
но-связанных цепей необходимо знать, согласно или встречно направле
ны потоки самоиндукции и взаимоиндукции.
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Правильное заключение об этом можно сделать, если известно направ 
ление намотки катушек на сердечнике и выбрано положительное направ 
ление токов в них.

На рис. 3.32, а катушки включены согласно, на рис. 3.32, б —  встреч 
но. Чтобы не загромождать чертеж, сердечники катушек на электриче 
ских схемах обычно не изображают, ограничиваясь тем, что одноименны

Рис. 3.32

зажимы (например, начала катушек) помечают одинаковыми значками, 
например точками.

Схема на рис. 3.32, в эквивалентна схеме на рис. 3.32, а , а схема на 
рис. 3.32, г —  схеме на рис. 3.32, б.

Если на электрической схеме токи двух магнитно-связанных катушек 
одинаково ориентированы относительно одноименно обозначенных за

жимов, например оба направлены к точкам 
или оба направлены от точек, то имеет мес
то согласное включение, в противном слу
чае —  встречное.

Если магнитно связано несколько кату
шек, то начало и конец размечают для каж
дой пары катушек отдельно.

На примере рис. 3.33 рассмотрим мето
дику составления уравнений для расчета 
магнитно-связанных цепей. Произвольно 
выберем положительные направления токов 

в ветвях схемы. Направления обхода контуров выберем по часовой стрел
ке. Составим уравнения для мгновенных значений: = /2 + iy

Для левого контура (первая и вторая ветви)

/, R, + ±  J,, dt + Ц + М ^  + J -  J/2 dt + i2 R2 = ev (3.63)

Перед слагаемым М поставлен тот же знак, что и перед L  — , 
dt dt

так как токи /, и /3 входят в одноименные зажимы магнитно-связанных
катушек, т. е. имеет место согласное включение. Сумма слагаемых
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+ представляет собой падение напряжения на первой
катушке.

Слагаемые левой части уравнения (3.63) взяты со знаком плюс, так 
как на всех участках первого контура положительные направления токов 
совпадают с направлением обхода контура.

Составим уравнение для правого контура (вторая и третья ветви). На
правление тока /2 встречно направлению обхода контура, поэтому 
сумма падений напряжений во второй ветви войдет в уравнение со зна
ком минус:

diy 
dt

—  J/2 dt - ij R2 + L3 -jj- + M  -jj- + /'j R} - -e} .

В комплексной форме записи:

i, = h+h-.I - '2 T i3.
\ /

I ---—  + y'a)Z,| +/2 Rf — •
со C, J  ^

f  ■ \
J/| j  0) M  - 12

(3.64)

+ i3 j  coM = £,; (3.65)

со С 2 /

со C2

+ Л  (Я3 +y'co Z.3) = - £ 3. (3.66)

§ 3.37. Последовательное соединение двух магнитно-связанных 
катушек. На рис. 3.34 изображена схема последовательного согласного 
включения двух катушек, а на рис. 3.35 — последовательного встречно
го включения тех же катушек.

м R:
М Л:

Г и

> ф *

Рис. 3.34 

При согласном включении

Рис. 3.35

, d i di , di di . _i R% + L\ —  + M —  + L i --- f M —  + i Rj — e.
1 1 dt dt 2 dt dt 2

В комплексной форме записи:

/ (Л, + Л2 + J + L2 +2 М )) = £; / Z ^  = £; 

с̂огл = Л| + л2 + У Cl) (i| + i j  + 2 Л/). (3.67)
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Рис. 3 36

Векторная диаграмма для согласного включения изображена hi 
рис. 3.36, где У ,— напряжение на первой катушке; 112 — на второй. 

При встречном включении
. _ . di .. di , di / А  + Li ™* М  + L,-y —  ' ^ dl di 2 dl М  —  + i R2 = e. dl 2

Отсюда

где
I  ^ктр

ZtcJV = R\+R2 + ja (L \ + L 2 - 2 M ).  (3.68)
Векторная диаграмма для встречного включения при Ц > М  и 

L2 > М  изображена на рис. 3.37.

§ 3.38. Определение взаимной индуктивности опытным путем. 
Обсудим два практически важных способа опытного определения взаим
ной индуктивности М  двух магнитно-связанных катушек.

Первый способ. Проделаем два опыта.
В первом включим катушки последовательно и 
согласно. Измерим ток и напряжение на входе и 
активную мощность цепи. Во втором те же ка
тушки включим последовательно и встречно и 
также измерим /, U, Р. По результатам измере
ний найдем:

с̂огл - w (Z-, + + 2 му,
Л-,стр = ш 2 М).

Разность А'согл - - 4 со М, следовательно,

Рис 3 38

М  =
У  -  У*  согл встр

4со
(3.69)

Второй способ. Подключим первую катушку к источнику синусои
дальной ЭДС через амперметр (рис. 3.38), а к зажимам второй катушки 
присоединим вольтметр с большим внутренним сопротивлением. Изме
рим ток /, и напряжение U 2.
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Мгновенное значение напряжения иг = М ^ - .  Его действующее зна
чение и 2 =ш М  /,. Следовательно, dt

Пример 45. В схеме (см. рис. 3.38) вольтметр показал 100 В, амперметр 10А; 
ш = 314 рад/с. Определить М.

Ре  ш е н и е. По формуле (3.70), М  = 100/(314 10) = 0,0319Гн.

§ 3.39. Трансформатор. Вносимое сопротивление. Трансформатор 
представляет собой статическое (т. е. не имеющее подвижных частей) 
устройство, служащее для преобразования числового значения перемен
ного во времени напряжения, а также для электрического разделения 
цепей и преобразования числовых значений сопротивлений. Передача 
энергии из одной цепи в другую производится трансформатором благо
даря явлению взаимоиндукции.

Трансформатор имеет две обмотки, находящиеся на общем сердечни
ке. Магнитную проницаемость сердечника будем полагать постоянной. 
Параметры первичной обмотки— и Ц, вторичной— R2 и 12. Вза
имная индуктивность между обмотками — М  (рис. 3.39, а). Сопротивле
ние нагрузки, подключенной к зажимам вторичной обмотки, равно Z„.

к .  ̂
' /: j  ш М

Выберем положительные направления токов /( и /2. Обозначим на
пряжение на нагрузке 0 И. Запишем уравнения в комплексной форме — 
для первичной цепи:

/, Л| + /| j  со L\ + /2 j  со М = £; (3.71)

для вторичной цепи:

h  ^2 + h  j  L2 +1\ j  <а М  + U H = 0. (3.72)

На рис. 3.39, 6 качественно построим векторную диаграмму, полагая, 
что нагрузка ZH = z„ е7 ф" имеет индуктивный характер. Ток /2 напра
вим по оси + 1. Напряжение на нагрузке U„ опережает ток /2 на угол 
<рк. Падение напряжения /2 /?, совпадает по фазе с током /2. Вектор 
/2 j  со L2 опережает вектор тока /, на 90°.
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В соответствии с уравнением (3.72) вектор /, проводим так, чтобы 
геометрическая сумма падений напряжений во вторичной цепи равнялаа 
нулю.

Вектор тока /| отстает от вектора I x j  со М  на 90°. Вектор /, Л, со
впадает с вектором тока /, по фазе, а вектор /, у со опережает векто{ 
/1 на 90е.

Вектор I2 j o )M  опережает вектор /2 на 90°. В  соответствии с урав' 
нением (3.71) геометрическая сумма /, Л, + /, j  <о i j  + /2 j  cd М  дает £,.

Подставим в (3.72) 0 И = /2 ZH = /2 (Лн + j  Х н) и решим уравненш
(3.71) и (3.72) относительно /, :

/ А
1 (Я,+ *,„)+Л * , - * ,„ ) ’

где Л1Н и Л'.и— вносимые из вторичного контура в первичный актив
ное и реактивное сопротивления. При этом

- •
а 2 М 7

( Л 2  +  Л н ) ^ + ( ш  l 2 + x hy
■ (Л2 + Лн);

X .  = со2 М2

(Л2+Ян)г +(со £ ,+ * „ ) '
( n L 2 + X J .

Вносимые сопротивления представляют собой такие сопротивления, 
которые следовало бы «внести» в первичную цепь (включить последо
вательно с Л) и Х \), чтобы учесть влияние нагрузки вторичной цепи 
трансформатора на ток в его первичной цепи (рис. 3.39, в).

Пример 46. Определить токи в схеме (рис. 3.40. а) и построить топографическую ди
аграмму. совместив се с векторной диаграммой токов, полагая со I ,  = 2 Ом; w i 2 = 3 Ом; 
<й М  = 1 Ом; R =4 Ом; £ = 100 В.

Рис 3 40

Р е ш е н и с Составим уравнения по законам Кирхгофа. По первому закону Кирхго- 
фв» /| * 12 + /м.

При составлении уравнений по второму закону Кирхгофа обход контуров будем совер
шать по часовой стрелке. Тогда

Л  j  ш  L\ +  / ,  j  со  М  +  / и  RK «  Е,
/ |  j  ш М  +  / 2  j  w i j  -  / н  RH =  0 .
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В двух последних уравнениях заменим /„ на /, - /2 :

/, (Дн + j  <в £,) + /2 ( j  со А/ - Л „ )«  Е г, /, (у m А/-Я„) + /2 (Ли + усо = 0.

Подставим числовые значении:

/, (4 + 2 /)+ /2 (>-4)- 100; /, (/ -4)+ /2 (4 + ЗУ)-0.

Решение уравнений дает:

/, = 17,7е*',м '  А; /2 = 14,6е " ' " 4* А; /и = /, - /2 = 14,12е 'у г и ' А
На рис. 3.40. 6 изображены топографическая диаграмма и совмещенная с ней вектор

ная диаграмма токов.

Пример 47. Построить топографическую диаграмму для схемы (рис. 3.41, о), совме
стив ее с векторной диаграммой токов. Две ветви схемы связаны магнитно. Значения па
раметров: <о /,, = 3 Ом; со £2 ■= 4 Ом; и */  = 3 0м; /?,»Л2 = 2 0м; Е  *  100 В.

Рис 341

Р е ш е н и е .  Обозначим токи в ветвях через /, и /2 и ток в неразветвленной части 
схемы —  через /. Составим уравнения по второму закону Кирхгофа для согласного вклю
чения катушек:

/ 1 (Я, + у ш L{ )+ /, j  w К1 = £; /, У со М + /2 (Я2 + j  ш 12) = Ё.

Совместное их решение дает: /, = 16е-у60" А; /2 = l6 e 'yM’5ff А.
Топографическая диаграмма, совмещенная с векторной диаграммой токов, изображе

на на рис. 3.41, б.

Рассмотри.w вопрос о переносе мощности из одной ветви в другую 
вследствие магнитной связи. Если ветвь к с током jk и ветвь q с током 
/4 связаны магнитно и взаимная индуктивность между ветвями М, то 
магнитный поток из ветви к в ветвь q переносит комплексную мощность, 
равную произведению ЭДС взаимоиндукции в qr-ветви ту©  М 1к, на

•

сопряженный комплекс тока су-ветви, т. е. / ;

5 = (Ту со А/ i k) f4 .

Знак минус соответствует согласному, плюс — встречному соедине
нию.

i  3.40. Резонанс в магнитно-связанных колебательных контурах. В $ 3.23-3.27 
были описаны резонансные явления в параллельном, последовательном и последовательно- 
параллельном резонансных контурах. Рассмотрим резонанс в магнитно-связанных
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контурах, например в схеме (рис. 3.42, а), часто применяемой в радиотехнике. Дл 
упрощения выкладок положим L, » L2 = С, С ,= С 2 -С ; Я, » Л2 = Я, что даг 
возможность относительно легко выявить основные закономерности резонанса в это1 
схеме.

*// п»х

с /а

Рис 3.42

Lt + hi L\ + М

Составим уравнення по второму закону Кирхгофа:

/i R + j  ш L — - /2 j  о> М = £. 
1 о> С

■ /| j  ш М + /2

Ток

/, =- j  ш М Ё

R + j  ш L — J— I + о>* M 1 ш С

Напряжение на конденсаторе второго контура

■ = £ М
'сг - '2 . „ -J  соГ С

Пусть Ur i  /Е  = к,,, тогда 

*(/ “

Л + у ь> /. — —  I +ц>г М 2 ш С

м  /С
(3 73)
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2 1 R /? , , М , , “ 3
COq -  ——  *. - • = —U-- = a\ к = —sssascr, С -  1 “  * ' .

L C  co0 Z. V i T c  “ o

С помощью параметра с учитывается отклонение текущей частоты ш от резонанс
ной со0 Рассмотрим работу схемы при относительно малых отклонениях <о от со0- По- 
пожим со = ш0 - Дт. Тогда

I со2 сор2 -со2 ((о0 - со) (ш0 + со)  ̂ 2 Аоо

Обозначим

К свою очередь.
0>Q2 й>02 w0

| М°~ ж 2 Д<В _  
и2 <О0

При малых отклонениях со от ш0. вынеся в знаменателе выражения (3.73) за скобку 
L2 = ь>02 L2 и использовав указанные обозначения, получим

к -  к«о -
к2 +d2 - с2 - j  2 td

Модуль

1*»1-.* - ...................... ...........■ (3.74)
J ( k 2 +d2 - е 2 ) 1 +Az2 d 1

При фиксированных к и d можно исследовать | * „ | на экстремум в функции е для 
#»ух случаев: к >d и к <d.

При k>d  имеются три экстремума: минимум при е = 0. т е . при u) = (o0, и два мак
симума при е, j -+ylk2- d 2, которым соответствуют частоты со, 2 =ш0 1̂ - е, 2

Резонансная кривая при этом имеет два горба (кривая 1 на рис. 3.42. 6 построена при 
к ■ 3d). С увеличением к горбы кривой раздвигаются.

При k z d  имеется только один экстремум: максимум при е »0  (кривая 2 на 
рис. 3.42.6). По оси абсцисс на этом рисунке отложено zld, по оси ординат

1 * | | | / 1 * 1 /« Л  где 1^/т*х 1= 1/(2сУ) = V Z 7 F / 2Л
Ток первичного контура в функции от c/d при k>0,49d имеет двугорбую форму

§ 3.41. «Развязывание» магнитно-связанных цепей. Иногда в ли
тературе можно встретить расчетный метод, который называют развязы
ванием магнитно-связанных цепей (катушек). Метод состоит в том, что 
исходную схему с магнитно-связанными индуктивностями путем введе
ния дополнительных индуктивностей и изменения величины имевшихся 
преобразуют так, что магнитная связь между всеми индуктивностями в 
преобразованной схеме будет отсутствовать.

Так как преобразования осуществляют на основе составленных по 
иконам Кирхгофа уравнений для исходной схемы, то вновь полученная 
и исходная схемы в расчетном смысле полностью эквивалентны, а рас
чет схемы после развязывания упрощается за счет возможности приме
нения метода узловых потенциалов.

Составим, например, схему, эквивалентную схеме на рис. 3.33. С этой 
целью в уравнении (3.65) заменим /3 на /, - /2 и в уравнении (3.66) — 
/1 на /2 + /3. Замену одних токов другими производим так, чтобы в каж-
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дое из получающихся после замены уравнений входили только те токи, 
которые текут в ветвях рассматриваемого контура.

В результате получим:

R \ ---тг + У “ UI + М )со С,
Л, --

со С-
• - j  со М

*2 " со С-
• - j  аз М + /3 (Я 2 + j  со I ,  + j  со М) = - £ 3. (3.76)

Уравнениям (3.75) и (3.76) соответствует схема на рис. 3.42, в. Сопо
ставляя схемы на рис. 3.33 и рис. 3.42, в, замечаем, что Ц заменена на 
(Ц + М), L} — на (£3 + М ), а во вторую ветвь введена отрицательная 
индуктивность Z-2 = (физически осуществить полученную расчетным 
путем отрицательную индуктивность в цепи только с линейными элемен
тами невозможно). Таким образом, участок цепи, изображенный на 
рис. 3.42, г, в расчетном смысле может быть заменен участком, показан
ным на рис. 3.42, д. Если катушки будут включены встречно, то 
на рис. 3.42, д следует изменить знак перед М. Покажем, как можно 
осуществлять развязывание, не составляя полных уравнений по второму 
закону Кирхгофа. В основу положим неизменность потокосцепления 
каждого контура до и после развязывания. Пусть в схеме (рис. 3.33) после 
развязывания х — индуктивность первой ветви, у  — второй, 
z — третьей. Условие неизменности потокосцепления левого контура:

/, Lt +i3 М  = /, Ц + (/, - i2) М  = i, х + /2 у,

откуда x - Ly+ M  и у - -М.
Условие неизменности потокосцепления правого контура

/, М + /3 Ly = (/2 + /3) М  + /3 Z,3 = /3 z - /2 у,

откуда у  = -Л/ и г = М  + Ц. Знак минус поставлен потому, что при об
ходе контура по часовой стрелке перемешаемся встречно току /2.

§ 3.42. Теорема о балансе активных и реактивных мощностей (теорема Лонже- 
вена). В  любой линейной электрической цепи сумма активных мощностей источников ЭДС 
равна сумме активных мощностей приемников, а сумма реактивных мощностей источни
ков ЭДС — сумме реактивных мощностей приемников энергии.

Пусть схема содержит /узлов. Ь ветвей и все ветви или часть их связаны друг с 
другом магнитно. По первому закону Кирхгофа сумма токов в любом узле равна нулю.
Например, для *-узла. в котором сходится п ветвей, =0 или =0.

рш\ р-\
Умножим каждое слагаемое этой суммы на потенциал *-узла <р4:

П 9
Ф* I V  =°

рш\

Просуммируем аналогичные выражения для всех /-узлов схемы:

Z v = 0* = I />•!
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В двойную сумму любой ток схемы, например ток /щ. входит дважды и притом с 
разными знаками. Действительно, при Jc=m и Р ^ Ч  слагаемое равно <рж / а при 
k • q и р = m равно ф / . Так как / = - 1^, то эти слагаемые можно объединить 
и получить / (фя -<р ). Положим, что какая-то 
■етвь схемы, например ветвь kq магнитно связана с вет
вью sr так, что сопротивление взаимоиндукции между Z» / £, . 
"ими Х м  (рис. 3.43) Д  € )'~ \  \  

В соответствии с рис. 3.43 г * 
для ветви qk

Ф» - Ф* - Ekq ~ >kч Zkq - /«, j  Хм , ' , , , ; Z„ /„ £„

для ветви jr  Рис з 43

Фг -Фл = £»•-/»• - /*» У -Ы ,/,,

Если принять /*,=/», е; *‘\  / „ = /„ еу* ' ;  и учесть / ^ «/», е"-'**'1 и 
/«г = А»- то сумма двух слагаемых /„ j  X Ml (>> + /*, /*• j  •**#,,,„ /», /„ «
■ /ь  Isr • У < « ' ’ + « * ' = / 2 ArWt, „ ;  7 *  / ,  сов(*ц - )

Таким образом, попарное рассмотрение слагаемых двойной суммы позволяет перепи
сать ее в виде:

/*</ =  ̂ * Mt, Ur cos(<p1<( -ФЛГ), (3.77)

г®  /*, —  квадрат модуля тока ветви it?: Z*, = + j  X t„.
Левая и правая части формулы (3.77) представляют собой комплексы. Равенство дей

ствительных частей комплексов

R e l t W l ' i V  <3 78>
равенство мнимых частей

lm £глч 'l4 = ХУ*» ^  +2Z /*<7 7» А’м»,/„ cos(ip*« > (3-79)
В этом выражении принято положительным при согласном направлении по

токов взаимоиндукции и самоиндукции ветвей kq н sr и отрицательным при встреч
ном их направлении. Формулы (3.78) и (3.79) являются математической записью сформу
лированной теоремы.

Пример 48. По данным примера 46 убедиться в справедливости теоремы о балансе 
мощности применительно к схеме на рис. 3.40, a

Р е ш е н и е .  Активная мощность, доставляемая источником ЭДС,

Re £ / = Re 100 • 17,7 е‘ 63" = 1770 cos 63° = 800 Вт.

Активная мощность, потребляемая приемниками, Ян = 14,12г • 4 = 800 Вт Следова
тельно. равенство активных мощностей действительно выполнено. Реактивная мощность 
источника ЭДС lm £ I = 1770 sin63° = 1582 ВАР. Реактивная мощность приемников энер
гии с учетом согласного включения катушек

/,2 ы £, + /| са £2 +2 /, /2 а» М  cos(4>,, -<i>,2) =
I 7.73 • 2 +14.6: ■ 3 + 2 • 17,7 • 14,6 cos(63° - 144°) = 1582 ВАР

Таким образом, баланс реактивных мощностей тоже удовлетворяется.

§ 3.43. Теорема Теллегена. Пусть в некоторой схеме имеется я ветвей и узловая мат
рица ее [А]. Матрицу-столбец комплексно-сопряженных токов ветвей обозначим [/в ], а 
матрицу-столбец комплексных напряжений на ветвях (включая ЭДС ветвей и падение на
пряжения на них) обозначим (£/я ).
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В  соответствии с законом сохранения энергии

U, ’l, + U2l 2 + ...+U„ /„ = О 
Соотношение (3 80) можно записать так:

Ц/, U 2 ... U и) (3*1)

Но в соответствии с § 2.35 [0 Н\ = [А ]' [ф], где [ф] —  матрица-столбец потенциале* 
незазсмленных узлов.

В  свою очередь. 

Подставим (3 82) в (3.81):

№  я ) ' = [Ф]Г М ) (3.82)

(3 83)

В формуле (3 83) произведение [-4][/я ] = 0 физически выражает собой систему урав
нений по первому закону Кирхгофа для незаземленных узлов схемы, составленную для ком
плексно-сопряженных токов ветвей.

Из (3.83) следует, что если в одной и той же схеме с неизменной [/([-матрицей создать 
два режима, отличающихся сопротивлениями и ЭДС ветвей, и всем величинам, относя
щимся к первому режиму, присвоить один штрих, а ко второму —  два, то

[й ;  )' [/ ;i- [v ;ir [/;i- (3.84)

Соотношение (3.84), получившее название теоремы Теллегена. справедливо и по от
ношению к режимам в двух разных схемах, лишь бы у них были одинаковые узловые 
Н]-матрицы

§ 3.44. Определение дуальной цепи. Две электрические цепи назы
вают дуальными, если закон изменения контурных токов в одной из них 
подобен закону изменения узловых потенциалов в другой. В качестве про
стейшего примера на рис. 3.44 изображены две дуальные цепи.

Рис. 3.44

Схема на рис. 3.44, а состоит из источника ЭДС £ и последователь
но с ним включенных активного, индуктивного и емкостного элементов 
(R , L, С). Схема на рис. 3.44, б состоит из источника тока j ,  и трех па
раллельных ветвей. Первая ветвь содержит активную проводимость gv 
вторая — емкость С,, третья — индуктивность
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Для того чтобы показать, какого рода соответствие имеет место в 
дуальных цепях, составим для схемы на рис. 3.44, а уравнение по мето
ду контурных токов:

/ R + j  ю L +----  = £,
1 J u C }

(3.85)

а для схемы на рис. 3.44, б —  по методу узловых потенциалов, обозна
чив потенциал точки а через ф0, положив равным нулю потенциал вто
рого узла:

Фа
1 . ~

£э+— г  + ̂ шСэ j  v>L, = Л- (3.86)

Если параметры g,, Сэ, схемы (рис. 3.44, б) согласовать с па
раметрами R , L, С схемы (рис. 3.44, а) таким образом, что

R/g, = L/C , = L J C  = k, (3.87)

где к — некоторое произвольное число (масштабный множитель преоб
разования), Ом-, то

I ~ 1g,+ - — — + j  « С э =- 
j  ы L, к

R + -
j  и> С

+ j  со L (3.88)

С учетом равенства (3.88) перепишем уравнение (3.86) следующим об
разом:

Ф„| Л + -7-!— + 7'шЛ | = *Л- j  ы С
(3.89)

Из сопоставления уравнений (3.85) и (3.89) следует, что если ток J } 
источника тока в схеме на рис. 3.44, б изменяется с той же угловой час
тотой, что и ЭДС £ в схеме на рис. 3.44, а, и численно равен £, а пара
метры обеих схем согласованы в соответствии с уравнением (3.87), то 
при к = 1 Ом2, закон изменения во времени потенциала ф„ в схеме на 
рис. 3.44, б совпадет с законом изменения во времени тока / в схеме на 
рис. 3.44, а.

Если свойства какой-либо из схем изучены, то они полностью могут 
быть перенесены на дуальную ей схему.

Между входным сопротивлением ZHCX исходного двухполюсника и 
входной проводимостью Кдуал дуального ему двухполюсника существует 
соотношение Z„cx = к Уау„ .

Из (3.88) получаем соотношение между частотной характеристикой 
чисто реактивного исходного двухполюсника ^„„(со) и частотной харак
теристикой дуального ему тоже чисто реактивного двухполюсника
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^яумМ- Действительно, так как ZHCX =у ЛГИСХ(<»), а Кдуал = - j  !
то А',,,., = -к Адуал(со), т. е. частотная характеристика дуального двухпо* 
люсника получается из исходной частотной характеристики путем опро* 
кидывания ее относительно оси и деления на масштабный множитель к.

Каждому элементу исходной схемы (схемы с источниками ЭДС £ и 
параметрами R, L , С) отвечает свой элемент эквивалентной дуальной 
схемы (схемы с источниками тока j ,  и параметрами gэ, С,, Z ,).

§ 3.45. Преобразование исходной схемы в дуальную. Каждому не- 
зависимому контуру исходной схемы, а также области, являющейся внеш
ней по отношению к схеме, соответствует свой узел дуальной схемы.

Если в какой-либо ветви исходной схемы, являющейся смежной между 
двумя контурами, имеется п последовательно включенных элементов, то 
этой ветви соответствует п параллельных ветвей, соединяющих узлы ду
альной схемы, которые отвечают этим контурам.

Так, источнику ЭДС £ исходной схемы (рис. 3.45, а) отвечает в ду
альной схеме источник тока У, (рис. 3.45, б), а источнику тока У ,—  ис

точник ЭДС £; активному сопротивлению 
R — проводимость g,; индуктивности 
L — емкость С,; емкости С — индуктив
ность Для преобразования исходной 
схемы в дуальную поступают следующим 
образом. Внутри каждого независимого 
контура (и во внешней области) ставят 
точки и называют их. Эти точки являются 
узлами эквивалентной дуальной схемы.

В схеме на рис. 3.46, а три независи
мых контура, поэтому внутри них ставим 

точки /, 2, 3 (точка I соответствует первому контуру, точка 2 — второ
му, точка 3 — третьему). Будем считать, что все контурные токи направ
лены по часовой стрелке.

Во внешней относительно схемы области ставим точку 4. Между по
лученными четырьмя узлами проводим штриховые линии — ветви ду
альной схемы. Эти линии проходят через элементы исходной схемы 
(R , L , С, £), и в дуальной схеме (рис. 3.45, б) включаем в них соответ
ствующие эквиваленты.

Узел / на схеме (рис. 3.46, а) соединен с узлом 4 одной штриховой 
линией, так как в ветви, являющейся смежной между первым контуром 
и внешней областью, включено лишь одно сопротивление (активное со
противление Я,).

На схеме (рис. 3.46, 6) между узлом 1 и узлом 4 включена активная 
проводимость g,| = Я, / к.

Узлы / и 2 на схеме на рис. 3.46, а соединены двумя штриховыми 
линиями (одна из них проходит через источник ЭДС £5, другая — 
через индуктивность Lb), поскольку в ветви, являющейся смежной меж
ду контурами / и 2, последовательно соединены два элемента схемы (£; 
и Ц ).

- 0 1
—с э — - С Э &

Ч £ -  — ^
а б

Рис 3.45
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а б
Рис. 3.46

Узлы / и 2 на схеме (рис. 3.46, б) соединены двумя ветвями. В одну 
из них включен источник тока а в другую — конденсатор емкос
тью С-,5 = Z.s /А (элементы дуальные £5 и Ls).

Положительные направления токов источников тока в дуальной схе
ме должны быть согласованы с положительными направлениями ЭДС 
источников ЭДС в исходной схеме. Если при обходе ^-контура по часо
вой стрелке направление какой-то ЭДС этого контура совпадает с направ
лением обхода контура, то ток эквивалентного ей источника тока должен 
быть направлен к к-узлу. Если ток по некоторой ветви исходной схемы 
совпадает по направлению с направлением обхода fc-контура, то в дуаль
ной схеме стрелку на соответствующей ветви направляют к к-узлу.

Исходную и дуальную ей схемы называют взаимно обратными.

Вопросы для самопроверки

1. Какими тремя величинами характеризуют синусоидально изменяющуюся функцию? 
2. Каков смысл стрелки, указывающей положительное направление для тока ветви и 
напряжения на элементе цепи'1 3. Почему среднее значение синусоидального тока опреде
ляют за полпериода, а не за период? 4. Что понимают под действующим значением тока 
(напряжения)? S. Поясните процесс прохождения синусоидального тока через индуктив
ную катушку. 6. Поясните процесс прохождения синусоидального тока через конденсатор. 
7. Изложите основы символического метода расчета На каком основании все методы рас
чета цепей постоянного тока применимы к цепям синусоидального тока? 8. Дайте опреде
ление векторной и топографической диаграммам. 9. Какому моменту времени соответствует 
положение векторов токов и напряжений на векторной диаграмме? 10. Как определить на
пряжение между двумя точками схемы по топографической диаграмме? 11. Физически 
^Сф-рНЕ'Руйге/'. Q .S  12. Выразите комплексную мощность S через комплексы напря
жения и тока 13. Запишите условие резонансного режима двухполюсника. Постройте ре
зонансные кривые для рис 3 26, а при изменении -V,- и неизменных £. L, ш. 14. Что 
понимают под добротностью индуктивной катушки, конденсатора и резонансного конту
ра? Что физически характеризует каждая из них? 15. Дайте определение режиму резонанса 
токов и режиму резонанса напряжений 16. Какие двухполюсники называют реактивны
ми? 17. Как по виду частотной характеристики Л'(ь>) реактивного двухполюсника можно 
определить, какие и в каком количестве будут возникать в нем резонансные режимы при 
изменении (o'1 18. Какой должна быть взята нагрузка, присоединяемая к активному двух-
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полюсн^' чтобы в ней выделялась максимальная мощность? 19. Дайте опредсленм 
согласуй^™ и идеального трансформаторов. 20. Как в расчете учитывают наличие маг< 
нитной d3H между индуктивными катушками? 21. Какой смысл имеют вносимые сопро
тивления трансформаторе? 22. Что понимают под развязыванием магнитно-связанных ц* 
пей? С к®й иелью его осуществляют? 23. Покажите на примере, как практически осу< 
ществип'азвюыввние иепей, положив в основу принцип неизменности потокосцеплеим

Рис 3 47

каждого к(ГУРа л0 и после развязывания. 24. Запишите выражение для комплексной мощ
ности, пе^осимой магнитным путем из одной ветви в другую, с ней магнитно-связан
ную. 25. О РмУлиРУйте "теорему о балансе активных и реактивных мощностей. 26. Сфор
мулируй п; I°р и ™  преобразования исходной схемы в дуальную 27. Даны параметры схе
мы на *с 3 47, а: = 1 В; Е г - j  В; £, =(1 + » В ;  Я, = сз £, = I Ом; 
/?2 = 1 / м С 2 Ом ; Я, = 1 Ом. Определите комплексные значения токов в ветвях и пока

зание вагптРа Постройте топографическую диаграмму (считая заземленной точку 0). 
совместив ее с векторной диаграммой токов. (Отвег; /, = l,08eyi6S° А, 
/ =0 632с21"40 А - Л = 0 .7 1 5 е> ^ °Л ; ф, = 0.83e'/,l2“*ff В. Показание ваттметра 
0?83 1.08(-°40 ) =-0.155 Вт Томографическая диаграмма изображена на рис. 3.47, б.) 
28. Выведи соотношения между модулями и аргументами комплексных сопротивлений 
1  _ г e;»i Z2 = : 7 е ' * ! , Zi =zi eJV\  Zi  = : Ac , ', ‘ мостовой схемы на рис 3 47, ». 
служащей i  измерения одного из сопротивлений по трем известным. Равновесие моста 
фиксируете по нулевому показанию вольтметра (Ответ: -i / ’ з ~ *з1 и 
Ч>1 -фг =<р Ф4 ) 29. Решите задачи 5.1, 5.5, 5 9, 5.11, 5.14. 5 22, 5.34, 5.38. 5,44, 5.54



Глава четвертая 
Ч Е Т Ы Р Е Х П О Л Ю С Н И К И .
Ц ЕП И  С У П Р А В Л Я Е М Ы М И  И С Т О Ч Н И КА М И .
К Р У Г О В Ы Е  Д И А ГР А М М Ы

§ 4.1. Определение четырехполюсника. Четырехполюсник —  это 
обобщенное наименование электрической цепи, рассматриваемой по от
ношению к четырем ее зажимам.

Трансформатор, линию передачи энергии, мостовую схему и т. п. мож
но рассматривать как четырехполюсники.

Принято изображать четырехполюсник в виде прямоугольника с 
выходящими из него концами (полюсами) тп  и pq (рис. 4.1, а). Если че
тырехполюсник содержит источники электрической энергии, то в прямо
угольнике ставят букву А (активный); если буква А отсутствует, то это 
значит, что четырехполюсник пассивный.

а б в
Рис. 4 .1

В общем, практически мало распространенном случае рабочими па
рами зажимов четырехполюсника могут быть три пары зажимов. При
менительно к рис. 4.1, а это, например, пары тп, р т  и pq. В этом случае 
режим работы четырехполюсника определялся бы тремя независимыми 
уравнениями, в которые входили бы три независимых напряжения (что 
следует из второго закона Кирхгофа) между упомянутыми парами зажи
мов и тремя независимыми токами (что следует из первого закона Кирх
гофа). На практике четырехполюсник обычно работает в режиме, когда 
одна пара зажимов, например, тп, является входной, а другая пара, 
например pq — выходной. Четырехполюсник, у которого рабочими 
являются две пары зажимов, называют проходным. В данной главе рас
сматривается теория проходного четырехполюсника. (Термин «проход
ной» далее упоминаться не будет.)

Входной ток обозначают /,, входное напряжение— £/,; ток и напря
жение на выходе — /, и 0 2.
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Четырехполюсник является передаточным звеном между источников 
питания и нагрузкой. К входным зажимам тп, как правило, присоединя 
ют источник питания, к выходным зажимам pq — нагрузку.

Предполагается, что нагрузка четырехполюсника и напряжение hi 
входе при работе четырехполюсника в качестве связующего звена могу 
изменяться, но схема внутренних соединений четырехполюсника и со 
противления в ней остаются неизменными.

§ 4.2. Шесть форм записи уравнений четырехполюсника. Четырех 
полюсник характеризуется двумя напряжениями 0 \ и 0 2 и двумя тока 
ми /, и /2. Любые две величины из четырех можно определить чере: 
остальные. Так как число сочетаний из четырех по два равно шести, т< 
возможны следующие шесть форм записи уравнений пассивного четы 
рехполюсника:

,4-форма

U i= A U 2 + B i2\ (4.1)
/, = C U 2 +£>/,; (4.2)

/1=ГП (У|+ К12(У2; (4.3)
/2 = К2, U\ + У22 и 2- (4.4)

(/,=2,, /,+ 2,,/j; (4.5)
U 2 = Z 2l i t+ Z22 i 2- (4.6)

U ,= H U i ,+ H i2 U 2- (4.7)
/2 =W21/1 + W2,(>2; (4.8)

A = ^ n  + C |j /2; (4.9)
U 2 =C2I U, + G22/2; (4.10)

0 2 = Bu U ,+ B i2 i ]- (4.11)
/2 = fi2, (/, + S22 (4.12)

Обратим внимание на попарную инверсию Y- и 2-форм, А- и 5-форм, 
Н- и G-форм.

Исторически сложилось так, что для /4-формы (ее будем считать 
основной) положительные направления для токов и напряжений 
соответствуют рис. 4.1, о; для Y-, 2-, Н-, G-форм — рис. 4.1,6, для 
S-формы —  рис. 4.1, в.

К-форма

2-форма

Я-форма

G-форма

В-форма
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Обратим внимание на то, что ток /2 на рис. 4.1, б направлен проти
воположно току /2 на рис. 4.1, а.

На рис. 4.1, а /, и /2 изменили направление по сравнению с токами 
/, и /2 на рис. 4.1, а.

Рассмотрение уравнений начнем с /1-формы.

§ 4.3. Вывод уравнений в /i-форме. Комплексные коэффициенты А, 
D, С, D в уравнениях (4.1) и (4.2) зависят от схемы внутренних соедине
ний четырехполюсника, значений сопротивлений схемы и частоты. Для 
каждого четырехполюсника их можно определить расчетным или опыт
ным путем. Для четырехполюсников, удовлетворяющих условию взаим
ности, коэффициенты связаны соотношением

A D - B C  = 1. (4.13)

Выведем уравнения (4.1) и (4.2). С этой целью к зажимам тп  подклю
чим источник ЭДС E  = Umn=U ,, а к зажимам pq — нагрузку Z2 
(рис. 4.2, а).

Рис 4.2

Напряжение на нагрузке U, = /2 Z2 = U p r  Согласно теореме компен
сации (см. § 2.17), заменим нагрузку Z2 источником ЭДС с ЭДС Ё 2 = 0 2 
и направленной встречно току /2 (рис. 4.2, б). Запишем выражения для 
токов /, и /2, выразив их через ЭДС £к £, и входные, и взаимные 
проводимости ветвей >’п, _у12, у 21, у 22'-

h = У\\~Е2 уп \ (4.14)
h  = У2\ ~ ^2 У:?- (4.15)

Если токи /, и /2 рассматривать как контурные, то ЭДС контуров, 
совпадающие с направлением контурных токов, войдут в уравнения, по
добные уравнению (2.7), со знаком плюс, а ЭДС, не совпадающие с на
правлением соответствующих контурных токов, — со знаком минус.

ЭДС £( направлена согласно с /ь поэтому она вошла в уравнения
(4.14) и (4.15) со знаком плюс; ЭДС £2 направлена встречно /2, поэто
му она вошла в эти уравнения со знаком минус.

Для линейных четырехполюсников, не содержащих нелинейных эле
ментов (для взаимных четырехполюсников), согласно принципу взаим-
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ности (см. § 2.16), У\2 = у 2\- Из (4.15) найдем

£ ,= £2^ 1 + /2— . (4.16)
У 21 У21

Подставив (4.16) в (4.14), получим

/, = е 2 * ± УК - уЧ У ” + 1 A L  (4.17)
У 21 У2\

Обозначим:

^ = У22^У2\' В = \/у2\, С = (Уц 2̂2 ~ >*12 У2])  ̂У21’ ^  = У\ 1 I >"21 • (4-1 8)

В уравнениях (4.16) и (4.17) заменим £, на (У, и £2 на 0 2 и, вос
пользовавшись обозначением (4.18), получим уравнения в /4-форме

U y= A U 2+ B i2-
/, = с и 2 +d /2.

Проверим выполнение соотношения (4.13) для взаимного четырехпо
люсника:

А В - В С  = -̂ ^ 2 - У" . У? 2] У]7У2] =}.
У 21 У и

Для невзаимного четырехполюсника

У\2 * У 2\ и AD ~BC .=  у,2/у21 *1.

Рассмотрим соотношения, которые имеют место между (У, и /, и U 2 
и /2, если источник ЭДС £, присоединен к зажимам pq, а нагрузка — 
к зажимам тп  (рис. 4.3, а).

т  /> '1 р

\ \

Рис 4 3

Как и в предыдущем выводе, заменим нагрузку Z2 на источник ЭДС 
с ЭДС Е 2, направленный встречно току /2, и запишем выражения для 
токов У, и /2:
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h  =~E 2 У и + Е\ Уц\
i | = ~Ё2 У2\ + £| 2̂2-

(4.19)
(4.20)

Из (4.19) найдем

(4.21)

Подставим (4.21) в (4.20):

/1 = £2 Ум 2̂2- 1̂2 Уг1 + /2 Zli+ /2
Л 2Л 2

Заменив £, на С/, и £2 на U2 и воспользовавшись обозначениями 
(4.18), перепишем две последние строчки следующим образом:

Таким образом, уравнения (4.1) и (4.2) характеризуют работу четы
рехполюсника при питании со стороны зажимов тп  и присоединении на
грузки к зажимам pq, а уравнения (4.22) и (4.23) — при его питании со 
стороны зажимов pq и присоединении нагрузки к зажимам тп.

Четырехполюсник называют симметричным, если при перемене ме
стами источника питания и нагрузки токи в источнике питания и нагруз
ке не изменяются. В симметричном четырехполюснике А = D.

Уравнения (4.1) и (4.2) иногда записывают так:

где Aj, — А\ А\2 — В, А2, — С, А2̂ — D>
Частный случай четырехполюсника, у которого зажимы п и q схемы 

рис. 4.3, 6 имеют одинаковый потенциал (например, когда оба они соеди
нены с заземленной точкой схемы), называют трехполюсником. Изобра
жение трехполюсника показано на рис. 4.3, б.

Если в четырехполюснике отсутствует общая для входа и выхода точ
ка, то такой четырехполюсник также можно рассматривать как трехпо- 
люсник, если схема внутренних соединений его окажется симметричной 
относительно мысленно проведенной посередине четырехполюсника 
горизонтальной линии (она и будет общим для входа и выхода «зажи
мом»).

§ 4.4. Определение коэффициентов /t-формы записи уравнений 
четырехполюсника. Комплексные коэффициенты А, В, С, D, входящие 
в уравнения (4.1) и (4.2), можно определить по формулам (4.18), если схе
ма внутренних соединений четырехполюсника и ее параметры известны,

с/, = d u 2 + b i 2; 
/, = c u 2 + A i 2.

(4.22)
(4.23)

U j - Ап U 2 + Л|2 /2;
/1 - А21 и 2 + а22 /2,

(4.24)
(4.25)
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либо используя входные сопротивления четырехполюсника, полученные 
опытным или расчетным путем.

Комплексные входные сопротивления находят опытным путем с по
мощью ваттметра, амперметра и вольтметра по схеме, подобной схеме 
на рис. 3.24, а, с тем отличием, что вместо двухполюсника к зажимам тп  
и pq (в зависимости от определяемого входного сопротивления) подклю
чают испытуемый четырехполюсник.

Определим комплексное входное сопротивление четырехполюсника 
при трех различных режимах его работы.

1. При питании со стороны зажимов т п  и разомкнутой ветви pq
О 2 = 0, индекс «х»):

2. При питании со стороны зажимов тп  и коротком замыкании ветви 
pq (U 7 =0, индекс «к»):

3. При питании со стороны зажимов pq и коротком замыкании зажи-

Таким образом, для определения четырех неизвестных коэффициен
тов А, В, C,D взаимного четырехполюсника располагаем четырьмя урав
нениями: A D - В С - 1, Z U -A !C \  ZlK=B/D; Zu -B /A . Составим 
разность

(4.26)

мов тп  (0 2 = 0):
О
А

(4.28)

или glx * „ _ |
г , х “  a  d

(4.2 9)
Z ,х A D  A D

Имеем
(4.30)

Умножим (4.29) на (4.30):

Отсюда



Формула (4.31р позволяет через Zlx, Zu и Z  определить коэффициент Л; 
после этого коэффициент С находят из (4.26), В  — из (4.28) и D — из (4.27).

Коэффициенты А и D  имеют нулевую размерность, коэффициент В 
имеет размерность Ом, коэффициент С — См.

Заметим, что вместо формулы (4.31) коэффициент А может быть оп
ределен по формуле:

Пример 49. Опытным путем было найдено, что Z|, = 7,815е"^51"12 Ом;
11, = ^ .б е '66*23 Ом; Z2„ = Э,ЗЗе'27*33 Ом Определить коэффициенты А, В. С, D четы
рехполюсника.

Р е ш е н и е .  Найдем Z,, - Z,, = 5 - 6 j  -12 j  - 5 = - 1 %j.
По формуле (4.31) подсчитаем:

/4  =
7,815e-'S1*15, 12.5е'“ ™ ' .

3,33е/’7"”  18е"'‘*>’
= 1,28е/3

i I ■>K./]V“40'
С = —  = ■■ * 0,1 ббе'90" См. 

Z „  7,81 Se '7

B = A ZU  = 4,2бе'67 Ом;

D = fi/Z „ =0.34

Пример SO. К зажимам pq (рис 4.1) четырехполюсника примера 49 подсоединена 
нагрузка Z2 =6 + j  6 Ом; к зажимам тп  — источник ЭДС. Найти (/, и /, если /2 = I А. 

Р е ш е н и е. По формуле (4.1)

= А 0 , + В1г =/, (/(Z ; + й) = 1 (1.28с;4'" бУ2е',4,° + 4,2бе/67” ) = 14,85еу79"45 В.

По формуле (4.2)

/, = C f ) : + D / ,  =/, (C Z ,  +0) = 1.165е,|3,"А.

§ 4.5. Т- и П-схемы замещения пассивного четырехполюсника.
Функции пассивного взаимного четырехполюсника как передаточного 
звена между источником питания и нагрузкой может выполнять Т-схема 
(схема звезды рис. 4.4, а) или эквивалентная ей П-схема треугольника 
(рис. 4.4, б).

Предполагается, что частота ш фиксирована. Три сопротивления 
Т- или П-схемы подсчитывают с учетом того, что схема замещения дол
жна обладать теми же коэффициентами А, 5, С, D, что и заменяемый ею 
четырехполюсник.

■' В формулах (4.31) и (4.32) перед корнем взят знак плюс. Этому знаку соответствует 
отсчет О2 и /, по рис. 4.2. а Знак минус перед корнем отброшен, так как он соответ
ствует отсчету U 2 н /2 и в противоположном направлении.



т  !\
о - * сз- Р•—о

Jo , )■ jo,

Рис. 4 4

Задача эта однозначна, так как схема замещения содержит три элв' 
мента и четырехполюсник характеризуется тоже тремя параметрами (одн; 
связь между А, В , С, 0  задана уравнением A 0  - В С = I р.

Выразим напряжение (У, и ток Т-схемы (рис. 4.4, а) через напря 
жение U2 и т°к  :

_1_ (  2 1 1 + ̂ - (4.33)
Z3 у

и , = u 2 + i 2 z 2 + ii z, =i/3f, + i  2
(  7  7  \ 
Z, + Z-) +1 + -J-

1 2з; Г  • 23 у
(4.34)

Сопоставим (4.33) с (4.2) и (4.34) с (4.1). При сопоставлении найдем

А = 1 + -̂ - 

Следовательно,

В = Z, + Z2

z’ - c :
/<-1
г  ’

Z3

Z, = 0-1
С

(4.36)

Формулы (4.36) позволяют определить сопротивления Z,, Z2 и Z3 
(рис. 4.4, я) по коэффициентам четырехполюсника /4, С, 0. Аналогичные 
выкладки для П-схемы (рис. 4.4, 6) дают:

£> = ~- + 1; (4.37)
5̂

/4 = 1 + 4̂ . I? — *7 . /̂  Z4  ̂Z5 + Z6— , 5 - z 4, с ---- — --- ,
z 6 ^5 Z 6

Z4 = Я; (4.38)

Z5= S ; 
5 0-1

(4.39)

2 - В 
6 /4-Г

(4.40)

У невзаимного четырехполюсника у !2 * у ;| , нотгому для него схема замещения об
разована не тремя, а четырьмя элементами (см., например, схему замещения транзистора
в § 13.3S).
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Если четырехполюсник симметричный, то А = D и в  Т-схеме заме
щения Z| = Z2, а в П-схеме Z5 = Z6.

§ 4.6. Определение коэффициентов У-, Z -, G- и //-форм записи 
уравнений четырехполюсника. Комплексные коэффициенты *П> 1̂2’ 
K2i, >22 в уравнениях (4.3) и (4.4) найдем следующим образом: 
К,, = /, /С/, при U2 = 0; К,2 = /, Ш 2 при (У, = 0; К22 = /2 /t/2 ПРИ =0- 
Обозначим УМ =^||, 2̂2 =>'22- н0 У12 = ~У\2 И Уц = ~У2\-

Коэффициенты Z(1, Z|2, Z2|, Z22 в уравнениях (4.5) и (4.6) опре
делим так: Zn =(),//, при /2 =0; Zn =U2l l ] при /2 = 0; Z22=U2/ i2 
при /, =0.

Аналогичным образом определим коэффициенты и других форм за
писи, например //-формы: //,,=£/,//, при U2 = 0; H 22= i2IU 2 при 
/, = 0; # 21 = /,//, при U 2 = 0. Обратим внимание на то, что для взаим
ного четырехполюсника К,2 = К2|, Z12=Z2I, но Н ]2- - Н 2,, 
<7,2 — ~G21, а В|2 не равно Д21 даже по модулю.

Пример 51. Вывести формулы Z-парамстрое для Т-схемы замещения четырехполюс
ника (рис. 4.4, а).

Р е ш е н и е .  Для Т-схемы замещения

§ 4.7. Определение коэффициентов одной формы уравнений через 
коэффициенты другой формы. На практике возникает потребность в 
переходе от одной формы записи уравнений к другой.

Для того чтобы коэффициенты одной формы записи найти через 
коэффициенты другой формы, необходимо выразить какие-либо две 
одинаковые величины в этих двух формах и сопоставить их, учтя направ
ления токов /, и /2 в них.

Для /4-формы

(4.41)

(4.42)

для Z-формы

U2 — /| Z2| + /2 z 22.
й\ - A Z, | + /2 Z22; (4.43)

(4.44)

Сопоставляя правые части (4.41) и (4.43) и учитывая, что ток /2 в 
выражении (4.43) равен току - /, в выражении (4.41), получим



При переходе от коэффициентов Л-формы к коэффициентам других 
форм найдем:

YU =D/B, Yl2 = Y2]=-\/B, Y12= A IB ;
Я,| - B ID , H n = - Я 2| =1/0, H22=CID;
G|, - C IA , G12 = -C2, =-1/Л, G 22 = B l A\

Z?i j = D , B\2 - B ,  B 2\ — С , Z?22 - /4.

Пример 52. Определить ^-параметры четырехполюсника через ^-параметры.
Р е ш е н и е .  Решим уравнения (4.5) и (4.6) относительно /, и сопоставим полу

ченные уравнения с уравнениями (4 3) и (4 4) В результате получим"

* п - 2 2 2 / Д г ; * 2 2 = ^ u I&Z' ^i2  = ^ 2 i = _ ^ i 2 ^ 2 2 - Z f 2 .

Для Т-схемы (рис. 4 4. о)

Л 2 ~ (Z] + Zf) (Z 2 + Zj) -  Z tj -  Z\ Z2 + Z| Z j + Z 2 Z3;

1̂1 “ (^2 + Zy)t&2 \ ^22= (^l 1̂ 2 = “^3 ^ .?

В табл. 4.1 даны соотношения для перехода от одной формы уравнений к любой дру
гой.

§ 4.8. Применение различных форм записи уравнений четырехпо
люсника. Соединения четырехполюсника. Условия регулярности. Ту 
или иную форму записи уравнений применяют, исходя из соображений 
удобства. Так, в теории синтеза цепей (см. § 10.5-10.8) используют обыч
но Y- или Z-форму записи. Параметры транзисторов для малых перемен
ных составляющих (см. § 15.35) дают в Y-, или Н-, или Z-форме, так как 
в этих формах их удобнее определить опытным путем.

При нахождении связи между входными и выходными величинами 
различным образом соединенных четырехполюсников (при определении 
коэффициентов эквивалентного четырехполюсника) используют Z-, Н-, 
G-, Y- и /4-формы.

При последовательно-последовательном соединении четырехполюс
ников а и Ь (рис. 4.5, а) применяют Z-форму, при параллельно-параллель
ном соединении (рис. 4.5, 6) —  Кформу, при последовательно-параллель
ном (рис. 4.5, в) —  //-форму, при параллельно-последовательном 
(рис. 4.5, г) —  G -форму, при каскадном (рис. 4.5, д) —  /4-форму.

Форму записи уравнений выбирают, исходя из удобств получения мат
рицы составного четырехполюсника. Так, Z-матрица последовательно
последовательно соединенных четырехполюсников равна сумме Z-мат- 
риц этих четырехполюсников, так как напряжение на входе (выходе) 
эквивалентного четырехполюсника равно сумме напряжений на входе 
(выходе) составляющих его четырехполюсников, а токи, соответственно,

Из (4.42) и (4.44)

Z2, =1 /С, Z 22 - D/C.
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Таблица 4.1

К матрице

От матрицы

[Z] m [«] [G]
Гх я ]
[с  o j

т

2k. i l k  
Д, Д,

->:■ jn .
А, Д,

A» Hl2
H21 H22 

- H : , 1
" u  "22

_ L  d i i
GH GM

G„ GM

A_ Д
С С 
1 D
С С

m

i n .  zLUL 
д, д,
-г», in
л , л.

1 -H „
И» H„ 
f f j i  A„ 
" n  Hn

A*; G13 
G« G „

- O n  JL
Сц C;,

О -Д
В В 
- ]  А
В' В

т

На.  h i .

- 2:, f 
Z.;

1
У.. *1.
»!. A,
n, r tl

£ il i5 u .
A(J A<;

~G;| G|, 
A,. A,;

В д
D D 
-1 С
D D

[G1 z„
^;i а , 
z„  z „

i k
K,
_ L
У,,

H v -Hi: 
А» A„ 

-Н и H„ 
A„ Д„

С  -Д
/4 /4
Д Я
Л /<

Г А В~
[ с  D

I I I  Ha.
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на входе (выходе) последовательно-последовательно соединенных четы



рехполюсников одинаковы. У-матрица параллельно-параллельно соеди 
ненных четырехполюсников равна сумме их У-матриц, так как ток hi 
входе (выходе) эквивалентного четырехполюсника равен сумме токов HI 
входе (выходе) параллельно-параллельно соединенных четырехполюсни 
ков, а напряжения на входе (выходе) у них одинаковы. Аналогично и I 
отношении W-матрицы при последовательно-параллельном и G-матриць 
при параллельно-последовательном соединениях четырехполюсников 
При каскадном соединении ток и напряжение на выходе первого четы 
рехполюсника равны входным току и напряжению второго четырсхполюс 
ника, поэтому /1-матрица двух каскадно соединенных четырехполюсни 
ков а и b равна произведению Л-матриц этих четырехполюсников:

\  Л  + Ва С„ А а Bh + Ва Dh 
С а А  + А> Q  Bb +DaDh

При параллельно-параллельном, последовательно-последовательном, 
параллельно-последовательном и последовательно-параллельном со
единениях необходимо соблюдать условие регулярности соединения 
четырехполюсников — через оба первичных зажима каждого четырех
полюсника должны течь равные по значению и противоположные по на
правлению токи; то же и по отношению к вторичным зажимам каждого 
ч еты рех пол юс н и ка.

При регулярном соединении матрица каждого четырехполюсника 
должна оставаться такой же, какой она была до соединения четырехпо
люсников.

Пример нарушения условия регулярности при последовательно-по
следовательном соединении показан на рис. 4.6, а. Так соединять 
четырехполюсники / и 2 нельзя, поскольку входные зажимы второго 
четырехполюсника оказались накоротко соединенными с его выходны
ми зажимами.

Регулярное соединение тех же четырехполюсников показано на 
рис. 4.6, 6 —  перекрещены обе пары концов второго четырехполюсника 
(при перекрещивании обеих пар концов все элементы любой матрицы 
остаются неизменными).

§ 4.9. Характеристические и повторные сопротивления четырех
полюсников. В случае несимметричного четырехполюсника (А # D) 
рассматривают два характеристических сопротивления— Zc, и Zc2, где 
Zel —  входное сопротивление со стороны зажимов тп, когда нагрузка 
подключена к зажимам pq и равна Zc2 (рис. 4.7, а):

Аа
с„

Ви
д.

а



Рис. 4 6

Рис 4.7

Zc2 — входное сопротивление со стороны зажимов pq, когда нагрузка Zcl 
подключена к зажимам тп  (рис. 4.7, б)\ при этом коэффициенты А и D 
меняются местами:

2 2 = Р-Ул = °  Zcl - В , (4.46)
С U 2 + А 12 С Zcl + А

Совместно решая (4.45) и (4.46), найдем

Zcl = Jab/C D -, zc2 = J  D B /СА. (4.47)
Учитывая, что A/C = ZU , B/D  = ZW, B/A = Z 2k, D/C = Z2x, по

лучим

Zt\ =>/ZjxZ,K; Zc2 = j z 2,z 2f. (4.48)
Если четырехполюсник симметричен (/4 = D), то

zCI= z c2= z c = VsTc,
где Zc равно входному сопротивлению четырехполюсника, когда он на
гружен на Zc (рис. 4.7, в).

В теории цепей иногда пользуются понятием повторного сопротив
ления четырехполюсника 2110в. Под ним понимают входное сопротивле
ние со стороны зажимов тп, если к выходным зажимам pq присоедине
но 2по,. Из формулы (4.45), заменив в ней Zc, и Zc2 на Znop, получим
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7 = — 2по> + В  
п0* С Z +Dп̂о« +

Решив (4.49) относительно Znot, найдем

(4.49)1

Если четырехполюсник симметричный ( A = D ), то Znoi = уВ/С, 
т. е. оно совпадает с характеристическим сопротивлением Zc. Сопротив
ление Zno, называют повторным потому, что оно повторяет сопротивле
ние нагрузки на выходе четырехполюсника.

§ 4.10. Постоянная передача и единицы измерения затухания. Для
симметричного четырехполюсника, нагруженного на Zc,

О, = АОг + В/2 = U 2(A + jB C y ,  /, = /2 (А + у[вС ).

Комплексное число A + -JBC  полагают равным ек, где 
g =а + jb  = \n(A + y [BC ) — постоянная передачи.

Из формул U, - U 2 е° t ,h\ /, = /2е еj 1’ следует, что модуль U,
в е раз больше модуля U 2, а модуль /, в е раз больше модуля /2. 
По фазе {), опережает 0 2 на угол Ь, ток /, опережает /2 также на угол Ь.

Величина а характеризует затухание четырехполюсника. Единицами 
затухания являются неперы (Нп) и белы (Б). Неперы определены на 
основе натуральных логарифмов, а белы — на основе десятичных. Зату
хание в неперах

'М л = — In = — In M llx .
S,

При согласованной нагрузке

Ог
и> /,
и , /,

и.

и , /,

^2
= In—L 

^2

Если (/, /(Д =е, то затухание равно 1 Нп. Затухание в белах 

о Б = lg ( 5 ,  fS 2) = ! g ( t / ,/U2)2 = 2 lg |C / ,/U2j,

а в децибелах адБ = 20 lg(£/t /(/2).
Если U , больше ( J 2 в 10 раз, то затухание равно 20 дБ, если 

(/)/и2 = 100, то о = 40 дБ.
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Выразим неперы через белы. Если (S', / |У2 [=10, то
u,i„ =0,5 )п)0= 1,15; eE = lglO = l. Таким образом, 1Б=1,15Нп,
I Нп = 0,868 Б = 8,68 дБ.

§ 4.11. Уравнения четырехполюсника, записанные через гипербо
лические функции. Для симметричного четырехполюсника Л-форму 
уравнений (4.1) и (4.2) записывают иногда через гиперболические функ
ции от аргумента g, полагая А = О = chg, В - Zc sh g, С ~%hg/Zc. При 
пом A D -  В С  = chJg -sh2g = I и

i), = ch g U 2 + ZC shg i 2\ 

i ^ = ~ 0 1+c h g i2. (4.50)

Убедимся в справедливости замены А на ch g :

ей = А + J B C ,  е“х =--- т = ;  ch g = — (ея + е~к ) = А.
А + yjBC  2

Форму записи через гиперболические функции используют, например, 
в теории фильтров (см. гл. 5).

Для несимметричного четырехполюсника уравнения через гиперболические функции 
запишем следующим образом:

U | - J Z c l/Zc2 с Ь Г U, + Jz cl s h n 2.
I г sh г (У, + ch r h-

V̂ cl ĉ2
где Г — мера передачи, ch Г = J  A D; sh Г = ^В С

Если несимметричный взаимный четырехполюсник нагружен на Za . то U 2 = /2 Zc2: 
U, = U 2 -JZ0 IZ c2 (ch Г - sh Г) и /, =/: J Z c2/Zcl (ch Г +shf). Имел в виду, что 
ег = сЬГ + shT, получим

0] - U 2 J Z C) /Zc2 ег ; /1 = i 2 \JZc2/Z^ e

Мера передачи Г = o' + j  b‘ - In ( J a D + J b C ) Если четырехполюсник симметричный, 
то Zcl - Zc, D = А. Г = g Так как -JZLi / = J a /'d . то передача no напряжению для 
несимметричного взаимнопр четырехполюсника, нагруженного на Zc2, составляет

In = In ~  + In(-J A D + J b C ) и передача по току In -Д- = In—  + In {-JA D + )
U2 D Л A

§4.12. Конвертор и инвертор сопротивления. Если у кевзаимного 
четырехполюсника В ~ С  = 0 и он нагружен на зажимах pq на сопротив
ление ZH. то входное сопротивление со стороны зажимов тп

A ZH + В _ Z 
С Zu + D ~  к

где А, = О/ А, т. е. четырехполюсник преобразует (конвертирует) сопро
тивление ZK в сопротивление ZH / Л,. Коэффициент к, называют коэф
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фициентом конвертирования. Если А и D имеют одинаковые знаки, то 
Z,x имеет тот же знак, что и ZH (конвертор положительного сопротив
ления), если разные, то знак Zex противоположен знаку ZH (конвертор 
отрицательного сопротивления).

Если у конвертора /4 = 1, то Дг, = £>; £/, = U2', ^ = к{ /2. В этом слу
чае конвертор называют идеальным конверторам с преобразованием тока 
(при неизменном напряжении).

Если у конвертора D = 1, то = 1/ А; [У, = /А:,; /, = /2. Такой кон
вертор называют идеальным конвертором с преобразованием напряже
ния.

У конвертора есть Н- и С-матрицы, но отсутствуют Z- и У-матрицы.
Если у невзаимного четырехполюсника А = D = 0, то Z,x = В/(С ZH) 

и четырехполюсник называют инверторам сопротивления, а В/С  = к2 — 
коэффициентом инвертирования.

Если В и С имеют одинаковые знаки, то ZBX $ 1/ZH (инвертор поло
жительного сопротивления), если знаки у В  и С  разные, то Z,x  ̂-1/ZH 
(инвертор отрицательного сопротивления).

У идеального инвертора входное сопротивление не зависит от того, к 
каким зажимам (pq или тп ) подключена нагрузка.

У инвертора есть Y- и Z-матрицы, но отсутствуют Н- и G-матрицы.

§ 4.13. Гнратор. Гиратором называют инвертор положительного со
противления, имеющий следующую У-матрицу:

где G  — проводимость гиратора. Для идеального гиратора G  — веще
ственное число. Для гиратора /, = GU->; /2 ~~GU\.

Гиратор не поглощает энергию. Он преобразует напряжение в ток. 
Если на выходе гиратора включено сопротивление ZH, то его входное 
сопротивление Z tx — I /(С72 ZH).

Рис. 4.8

Представим гиратор как трехполюсник (зажим 3 на рис. 4.8, а — 
общий для входной и выходной цепей). Его К-матрица остается неизмен
ной, если, оставив гиратор неподвижным, в направлении стрелки после
довательно изменять нумерацию его зажимов. Гиратор является невзаим
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ным (необратимым) четырехполюсником, так как для него *\2*Уг 1- В 
настояшее время гиратор чаше обозначают в соответствии с рис. 4.8, 6.

Практически осуществить гиратор можно, например, по схеме 
(рис. 4.8, в), в которой использованы два управляемых напряжением ис
точника тока: G 0 г и G f),, или по схеме (рис. 4.8, г) с двумя управля
емыми источниками напряжения. Воспользовавшись табл. 4.1, можно 
перейти от К-параметров гиратора к его Z- и /1-параметрам:

[о - 1 1 о 1G
I ; М ] = с

-  0 
.С с  о.

§ 4.14. Операционный усилитель. Операционный усилитель (ОУ) — 
это усилитель с очень большим входным сопротивлением, очень малым 
выходным сопротивлением и очень большим коэффициентом усиления 
к (теоретически к -> °°, практически А = 104-Н0 ). ОУ выполняют по 
интегральной технологии в виде отдельного кристалла, поэтому его мож
но считать самостоятельным активным элементом схем, подобно тран
зистору. Коэффициент усиления к = -к0 /(I + у сох). Знак минус обуслов
лен тем, что вход 1 является инвертирующим. Постоянная времени т 
учитывает инерционные свойства ОУ.

ОУ имеет обычно восемь выводов: два входных, или управляющих, 
один выходной (3), один заземленный (0), два вывода для источника пи
тания и два для регулировки. Четыре последних вывода на схемах не 
показывают. На электрических схемах ОУ изображают в виде треуголь-

а 6 в
Рис. 4 9

ника с тремя выводами /, 2, 3 (рис. 4.9, а), потенциалы которых относи
тельно заземленной точки соответственно ф,, ф2, фз (рис. 4.9, 5). При 
включении ОУ по дифференциальной схеме его входное напряжение 
0 ,х = ф, -ф2. При использовании одного входа и заземлении второго 
Un = ф|. Выходное напряжение ОУ равно разности потенциалов между 
точкой 3 и заземленной точкой 0: 0 ЯЫХ = ф3 - 0 = ф,, оно в к раз больше 
входного, т. е. А (ф, — ф2) = ф_, или Аф, =ф3 соответственно. Значение 
коэффициента усиления к записывают рядом с ОУ либо внутри его. Зна
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ние числового значения к  при анализе схем с ОУ не всегда требуется, важ
но, что к  велико и стремится к бесконечности. Так как к  -»оо, а и ,ых - 
величина конечная, то в зависимости от способов включения 
(Ф| ~Фз )- *0  или <Pi ->0.

Таким образом, входные напряжения ОУ можно полагать в первом 
приближении равными нулю. Для облегчения анализа схем, содержащих 
ОУ, последние в ряде случаев будем заменять их расчетными эквивален
тами. Выходную цепь ОУ будем заменять ветвью (рис. 4.9, в), присоеди
ненной между выходной точкой 3 и заземленной точкой 0 и содержащей 
источник ЭДС Е  = к (ф, -ф2) или £ = к ф,, соответственно, и последо
вательно с ним включенным сопротивлением порядка десятков или со
тен Ом (точное числовое значение его обычно не задано), по которой 
проходит некоторый ток / (рис. 4.9, в). Значение тока / в расчетах, как 
правило, не требуется, а если и потребуется, то всегда может быть опре
делено по законам Кирхгофа. Входное сопротивление ОУ в первом при
ближении полагают стремящимся к бесконечности.

После замены входной и выходной цепей ОУ на расчетные эквивален
ты схему рассчитывают по законам Кирхгофа, имея в виду в первом при
ближении, что входные напряжения и входные токи всех ОУ равны нулю.

Расчет схем с операционными усилителями, когда необходимо учесть 
конечное (не бесконечное) значение к и конечное значение входных со
противлений, производят обычно методом узловых потенциалов.

Зависимость м,ых = /(мвх) для ОУ линейна только до некоторого 
максимального значения ивых * 10 + 15 В, после чего наступает насыще
ние. В дальнейшем будем полагать, что работа схем с ОУ происходит на 
линейном участке характеристики ОУ (рис. 4.9, <?). Заметим еще, что ско
рость изменения выходного напряжения dutux I dt у ОУ ограничена ве
личиной порядка 106 В /с. В последнее время минусовый вход ОУ обо
значают кружком, как на рис. 4.10, а.

Рассмотрим три примера
Сначала рассмотрим схему (рис. 4 10. 6), являющуюся схемой источника напряжения 

управляемого напряжением Резисторы /?, и могут регулироваться. Через резистор 
осуществляется обратная связь. Расчетная схема изображена на рис 4 10, в Так как вто 
рой вход схемы (рис. 4 10. о) заземлен (<р: = 0). а напряжение на входе ОУ должно быи 
равно нулю, то <р, * 0.

Потенциал на входе схемы ч>| = -//?, Потенциал на выходе ОУ <р3 = /Я ; . отсюд!

Фз = . Так как /? -+ 0. то выходное сопротивление схемы стремится к нулю

/' Ri I Ri 3

П
а б

Рис. 4.10
*
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t с действительно схема на рис. 4.10, 6 может выполнять функции источника напряже
ния (внутреннее сопротивление которого стремится к нулю), управляемого напряжением.

Рассмотрим схему преобразователя сопротивлений на ОУ, изображенную на 
рис. 4 1|,а. В схеме имеется два ОУ и пять сопротивлений Z, - Zb Покажем, что вход
ное сопротивление схемы относительно зажимов ЛВ для малых переменных составляю
щих ZAft = (Z, Z3 Zs)/Z2 Z4. Обозначим токи в ветвях в соответствии с рис, А 11, а. На

Рис. 4.11

рис. 4.11.6 изображена схсма. в которой выходные цепи ОУ заменены их расчетными эк
вивалентами Для схемы рис. 4.11. б приравняем к нулю входные напряжения ОУ:

Из (4.51)

«/|Z ,+ (/,+/*>Z,-0; (4.51)

и „2  = <{>, -<i>, -(/, + i6)Z j +(Л +)(, + i7)Z , =0. (4 52)

i , * U =  - i i^ r  и  53)

Z ZИз (4.52) с учетом (4.53) получим /, + /„ + /■, = /, —t J  . Гак как С/Л, +U,r =0, то 
входное напряжение схемы 2 4

■) ,; | ; . ; .-г т j г\ Zj ,  _ U лН _ Z, г, Zs 
и лн = (Л + '6 + М А  * Л —г~=— • — •----- :г ^/2 4̂ *2

Применение ОУ для реализации гиратора иллюстрирует рис. 4.12. В этой схеме три 
ОУ и четыре резистора. Проводимости резисторов Я, и R2 выполняют функции прово
димостей гиратора Обозначим потенциалы узлов и токи ветвей в соответствии с рис 4.12. 
Учтем, что напряжение и токи на входе каждого ОУ стремятся к нулю, а точки, обозна
ченные цифрой 0, и точка С практически имеют нулевой потенциал В этой схеме ток 

потенциал точки / ф, * -/4 R = Потенциал точки С
ф,- = 0 = ф, - /) R2

Отсюда /3 = ф, / R2 = -0 ,м /Л2. Но /,=-/j. поэтому

i ,= 0 ,u t/R,. (4.54)
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я, /,

Рис 4.12

Потенциал точки А <рА = -/2 Л,. Входное напряжение

0 „ = У с - 9 л  = 1г*1- (4.55)

Имея в виду, что для К-формы записи уравнений четырехполюсника ток /2 должен 
иметь направление, противоположное указанному на рис 4.12. установим, что уравнение 
(4.54) и (4 55) являются уравнением гиратора. Недостатком схемы на рис 4.12 является 
то, что источник сигнала и нагрузка Z„ непосредственно не соединены с заземленной точ
кой.

§ 4.15. Управляемые источники напряжения (тока). Управляемый 
источник напряжения (тока) представляет собой невзаимный четырех
полюсник (трехполюсник), выходное напряжение (ток) которого пропор
ционально входному напряжению (току) этого четырехполюсника, а сам 
он обладает свойством источника напряжения (ЭДС) (напряжение на его 
зажимах не зависит от протекающего через него тока) или источника тока 
(его ток не зависит от нагрузки). Управляемый источник обозначают ча
сто в виде ромба, в котором указана стрелка (если это источник напря
жения), либо двойная стрелка (если это источник тока). Рядом записы
вают управляющую величину, умноженную на некоторый масштабный 
множитель. Управляющими величинами могут быть также интеграл и 
производная по времени от тока или напряжения.

Известны четыре типа идеализированных управляемых источников:
1) источник тока, управляемый напряжением (ИТУН). Схема его 

изображена на рис. 4.13, а. Входной ток /, =0, выходной ток пропорци
онален входному напряжению: = G U ]4 входное и выходное сопротив-

Го о!ления бесконечно велики. Матрица Y ИТУН такова:
G 0

2) источник напряжения, управляемый током (ИНУТ). Схема его 
представлена на рис. 4.13, б. Входное напряжение U ] =0, выходное 
напряжение пропорционально входному току: (У2= Я/(, входное и

С 7 Г° 0выходное сопротивления равны нулю. Его Z-матрица имеет вид:



Рис. 4 13

3) источник напряжения, управляемый напряжением (ИНУН). Схе
ма дана на рис. 4.13, в. Входной ток /, = 0, выходное напряжение про
порционально входному: 0 г =кх 0 Ь входное сопротивление бесконечно

Г® о"велико, а выходное равно нулю. Ьго С-матрица такова:
О

4) источник тока, управляемый токам (ИТУТ). Схема изображена на 
рис. 4.13, г. Входное напряжение (У, = 0, выходной ток пропорционален 
входному: /2 = кг /(, входное сопротивление равно нулю, выходное —

Г о о'бесконечности. Матрица //-параметров его равна .

Каскадное соединение ИНУТ с ИТУН обладает свойством ИТУТ, а 
каскадное соединение ИТУН с ИНУТ — свойством ИНУН.

Для всех перечисленных управляемых источников выходная величи
на не влияет на входную, а входная мощность равна нулю, так как вход
ной ток либо входное напряжение равны нулю.

Управляемые источники часто осуществляют иа основе операционных усилителей Так, 
схема ИТУТ на двух ОУ — на рис. 4 14

Убедимся, что схема на рис 4.14 облаласi свойствами ИТУТ Воспользуемся обозна
чениями на этой схеме

Входное напряжение первого ОУ равно нулю, <р, =0. ф2 * 0. Входной ток первого 
ОУ /,-0, входной ток второго ОУ /2 = 0 Входной ток схемы / „  = —ф3//?, отсюда 
Vj = _/»х Я. Выходной ток первого ОУ обозначим /. Тогда для узла 3 по первому закону 
Кирхгофа i j  = i „ + i .  Так как /2 =0, то

/4 =<p4/(/?p + /?2). (4 56)

а потенциал точки 6 <р6 = Ф} - /j Л, =ф3- (/ „  +/)/?,. Входное напряжение второго ОУ
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равно нулю, поэтому ц>? =Ф$. Так как сопротивление между точками 4 и 5 равно сопро* 
тивлению между точками 4 и б, то

(4.57)

Приравняв (4.56) к (4 57), определим 

1 •ф4 = - — (Л+ Л| )(/?! + /?2 ) — / Я| (/?! + /?2 ))• 
К \

Подставим (4.58) в (4.56)

j ■ /?+/?, j
'4  -  '« к  ^ '

Для узла б, по первому закону Кирхгофа.

/»ых = + U - Кх + 1 ~ К  1

(4.58)

(4.59)

Так как 1ШХ пропорционально /и , £/„ = 0, а выходной ток /1ЫЖ не зависит от 
сопротивления нагрузки Z„, то схема рис 4 14 по отношению к выходной цепи 
обладает свойствами источника тока, управляемого током / На рис. 4.15, а представ-

R,

Рнс 4.15

лена одна из возможных схсм ИНУТ (£/, = /?, /,). на рис 4 15. 6 — одна из возможных 
схем ИНУН, а на рис. 4.15, в —  схема конвертора отрицательного сопротивления 

= -Z„ R2 / /?,).
Как имитировать элементы R. С, заземленную и пезаземленную L , частотно зависи

мые сопротивления, высокоомные резисторы — см приложение П2.L
В § 4.14—4.15 было принято, что для ОУ К  = ■ --- » оо за счет того, что к0 -» °оI + уот

Практически же *о « Ю 4 ^106, а т*10 +10“ . Поэтому при относительно высоких ча
стотах со при рассмотрении схсм с управляемыми исгочниками следует учитывать зави
симость К  от со

§ 4.16. Активный четырехполюсник. Под активным четырехполюс
ником будем понимать линейный четырехполюсник, содержащий источ
ники энергии, за счет которых на разомкнутых зажимах его появляется 
напряжение. Следует иметь в виду, что в понятие «активный четырехпо
люсник» в литературе вкладывают также и иной смысл, а именно — 
такой четырехполюсник, активная мощность на выходе которого превы
шает (может превышать) активную мощность на входе. Этот эффект
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достигается обычно за счет того, что в состав четырехполюсника входят 
активные невзаимные элементы, такие, как операционные усилители, 
транзисторы, электронные лампы, туннельные диоды и др. Чтобы раз
личать эти два класса активных четырехполюсников, условимся рассмат
риваемый четырехполюсник называть активным автономным (по 
зажимам тп  и (или) pq), а четырехполюсник, обладающий свойством 
усиливать мощность, -— активным неавтономным в направлении усиле
ния мощности.

Рассмотрим уравнения, описывающие связь между входными и вы
ходными величинами активного автономного четырехполюсника и его 
схему замещения.

Положим, что в первой ветви тп  активного четырехполюсника 
(рис. 4.16, а) есть источник ЭДС £,, во второй ветви pq — нагрузка 2Н, 
а в остальных ветвях (3-р), находящихся внутри четырехполюсника,

Рис 4.16

имеются или могут иметься источники ЭДС Ёк (индекс к может прини
мать значения от 3 до р). Тогда, заменив по теореме компенсации сопро
тивление ZH на источник ЭДС £, (рис. 4.16, б), запишем выражения для 
токов /, и 12;

=£| Уп -^2 Уп + £ 4  >’и; (4-6° )
* = 3

у 2\ - Ё 2 у22 + ^ Ек У2к- (4-61)
*.3

Осуществим короткое замыкание одновременно на зажимах тп  и pq. 
При этом по первой ветви будет протекать ток /,к = ^ Е к У\к , а по вто
рой — ток /2к = у 2к.

kmi р ■ Д  •
В (4.60) вместо ^ Е к У\к , подставим /и , а в (4.61) вместо 2L E ky7k

к-3 . . .  кш3
подставим 12к. Кроме того, заменим £, на U ] и Е 2 на U 2. В результа
те получим

!\ ~ hk = У\\й\~ У\г02\ (4.62)

h  =>'21 ^1 ~ У 2 2 ^ 2 -  (4.63)
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Уравнения (4.62) и (4.63) отличаются от уравнений (4.14) и (4.15) толь* 
ко тем, что в их левых частях находятся соответственно /, - i lk и /2 - /2J  
вместо /, и /2. Отсюда следует, что все уравнения, получающиеся ИЗ
(4.14) и (4.15) в результате их преобразований, справедливы и для актив* 
ного четырехполюсника, только в них /, следует заменить на /, - /и , а 
/2 — на j2- i 2k. Так, Л-форме уравнений пассивного четырехполюсни* 
ка (t), = A U 2 + В  /2, /t = С U 2 + D /2) соответствует /4-форма уравнений 
активного четырехполюсника:

Оу = А 0 2 + В  (12~ 12к)\
/,-/,* = c u 2 + D ( i 2- i 2k).

Коэффициенты А, В , С активного автономного взаимного четырехпо
люсника удовлетворяют условию A D - ВС  = 1 и определяют их так же, 
как и для пассивного.

На рис. 4.16, в изображена одна из возможных Т-схем замещения 
активного четырехполюсника. Сопротивления Z (, Z2 и Z, находят че
рез коэффициенты Л, В, С, так же как для пассивного четырехполюсни
ка, а ЭДС £, и £4 вычисляют по значениям токов /и и /2к и сопро
тивлениям из уравнений, составленных для режима одновременного ко
роткого замыкания входа и выхода (показано штриховой линией на 
рис. 4.16, в):

hk (Z  1 + 2.1) - 12к Z} = ;
~ I\k + i 2k (Z2 + Z j) = £4.

§ 4.17. Многополюсник. На рис. 4.17, а изображена пассивная схема, в которой вы
делено т  ветвей 1т мар зажимов) Условимся называть такую схему многополюсником. 
Будем полагать известными входные и взаимные v„* проводимости вет
вей Они определены в соответствии с $ 2 1 5 (А-ветвь входит только в А-контур. направле
ния всех контурных токов при составлении уравнении по методу контурных токов одина
ковы).

Включим в ветпь / ЭДС £, = {/,. а в ветви 2-т нагрузки 7.г-1т (рис. 4 17, б) Токи 
в ветвях 2-т обозначим /; а в ветви / обозначим /, Все токи направлены по часо
вой стрелке

а 6 в
Рис 4 17
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На основании теоремы компенсации заменим нагрузки Z2-Zm на источники ЭДС 
i-2-Ёт- направленные встречно токам 1'2-1'„ (рис. 4.17, в). На основании принципа 
наложения запишем выражения для токов вещей

f , * U , y n - U 2 Уп - 0 гуи - .. .-0я у ы ,
* 1  >21 -  ^ 2  У п  >23 ~  - У г т .

(4.64)
I  т  ~ й  \ Ут ] ~^2 У m2 ~ ̂ 3 У mi “  • • • — U т  Утп.

Изменим направления токов в ветвях 2-т на противоположные и назовем их токами 
h ~ K » Ог = -/2 . ■••• = ~Гт ) (рис. 4.17, г). Для того чтобы все слагаемые уравнений 
имели положительные знаки, введем следующие обозначения: Ylk = уи ,

У\к '  ~Уи - ~Уч\ V  = Угр = >> = У,р (Р * г  *  О 

Тогда система уравнений многополюсника (4,64) будет иметь вид

m[t/J-|/J: Н65)
>п Г.2 Y„ . ■ У\т 'о ,'

1 п  = *21 У22 ... . ■ Угт : IU) = и2 [Л = А

У„2 .. •■ Утт_ / V Jm.

Если систему уравнений мноюполюсника (4.65). записанную в К-форме, решить отно
сительно (17], то получим систему уравнений многополюсника, записанную в Z-форме:

[{/] = [Z1[/|: (4 66)

2 „ 2 , 2  • • А т

z 2 , Z i 2  . ■ * 2 »
=  1 П

2  m 2 2  т т

Если у многополюсника Ykm * Ут1. его называют невюимным Если многополюсник 
содержит источники энергии (активный автономный многополюсник), то его уравнения в 
)■ или Z-форме запишутся подобно тому, как это сделано в jj 4.16 для четырехполюсника:

1ПИ>1 = ( / - / « ]  или [Z] [ / - / „ ]  = [£>).

Исследование работы электрических цепей часто проводят графическими методами 
путем построения круговых и линейных диаграмм Перед тем как приступить к изучению 
круговых диаграмм, рассмотрим вопрос о построении дуги окружности по хорде и впи
санному углу.

§ 4.18. Построение дуги окружности по хорде н вписанному углу. 
Из курса геометрии известно, что вписанным углом называют угол, 
вершина которого находится на окружности, а стороны являются 
хордами.

Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опирает
ся. Так, ZABC=\y (рис. 4.18, а) измеряется дугой ADCI2, a ZADC — 
дугой A BC /2. Сумма ZADC  + ZABC  = п.
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а 6
Рис 4.18

в

Угол Z ED C  дополняет до п угол Z.ADC, поэтому ZEDC = vy.
Какое бы положение ни занимала точка D в интервале от А до С, угол 

между продолжением хорды AD (т. е. линией DE) и хордой DC остается 
неизменным и равным V-

Угол между продолжением хорды АС и касательной (полукасательной) 
к окружности в точке С также равняется углу V-

Центр окружности О находится на пересечении перпендикуляра к 
середине хорды и перпендикуляра к касательной (рис. 4.18, б).

Из изложенного следует, что если заданы хорда и вписанный угол ЧЛ 
то для нахождения центра окружности необходимо:

1) восставить перпендикуляр к середине хорды;
2) под углом V к продолжению хорды провести прямую, которая бу

дет являться касательной к окружности;
3) восставить перпендикуляр к касательной; пересечение перпендику

ляра к хорде и перпендикуляра к касательной даст центр окружности.

§ 4.19. Уравнение дуг и окружности в векторной форме записи.
Построения, аналогичные построениям на рис. 4.18, а, могут быть вы
полнены и на комплексной плоскости. В этом случае все хорды, напри
мер, СА, DA, DC являются векторами.

На комплексной плоскости (рис. 4.18, в) совместим хорду СА = F  с 
осью + 1. Если угол ц/>0, то от продолжения хорды его откладывают 
против часовой стрелки; если у < О, угол откладывают по часовой 
стрелке. ^ ^

Обозначим DA - G и C D = H . Тогда

Вектор Н  опережает вектор G на угол Ф- Пусть модуль вектора Н 
будет в к раз больше модуля вектора G. Тогда

Если к = О, то /7=0 и G = F. При к = оо Н = F  и G = 0, Подста
вив (4.68) в (4.67), получим

G + Н - F. (4.67)

Н = AGe74'. (4.68)
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или
C (l + AeJV )= F ,

G =------ . (4.69)
1 + * ^

Уравнение (4.69) называют уравнением дуги окружности в вектор
ной форме записи.

При изменении коэффициента к от 0  до со меняются оба вектора G 
и Я, но так, что угол V между ними остается неизменным, а сумма 
векторов равна вектору F. Конец вектора G скользит по дуге окружно
сти, хордой которой является вектор F. Поэтому можно сказать,„что дуга 
окружности является геометрическим местом концов вектора G.

Рабочей частью окружности, или рабочей дугой, является та часть 
окружности, которая по отношению к хорде лежит по обратную сторону 
от полу касательной (рабочая дуга на рис. 4.18, в вычерчена сплошной 
линией, нерабочая — штриховой линией).

Рабочая дуга меньше половины окружности при | у|<90° и больше 
половины окружности при | ц/1 > 90°.

§ 4.20. Круговые диаграммы. Из § 3.4 известно, что синусоидально 
изменяющиеся функции времени (токи, напряжения) могут быть изоб
ражены векторами на комплексной плоскости. Если процесс в электри
ческой цепи описывается уравнением, по форме тождественным уравне
нию (4.69), то геометрическим местом концов вектора тока (напряжения), 
выполняющего в уравнении электрической цепи те же функции, что и 
вектор G  в уравнении (4.69), является окружность.

Под круговой диаграммой тока или напряжения понимают дугу 
окружности, являющуюся геометрическим место концов вектора тока 
(напряжения) при изменении по модулю какого-либо сопротивления элек
трической цепи и сохранении неизменными остальных сопротивлений, 
частоты и ЭДС источников энергии.

С помощью круговых диаграмм производят графический анализ ра
боты электрических цепей.

§ 4.21. Круговая диаграмма тока двух последовательно соединен
ных сопротивлений. Пусть к источнику ЭДС подключены последо
вательно Z\ = Z| t J<t’' и Z = -e7ф (рис. 4.19). Сопротивление Z, неиз
менно, a Z может меняться лишь по модулю, так что угол ф остается 
постоянным. Ток в цепи

/ = - -£ =---^-Lb.--- , (4.70)
Z\ + Z 1 + е7(ч>-ч>,)

*1

где £/Z, = fk - ток в цепи при коротком замыкании сопротивления Z.
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Обозначим ф-ф,=у. Тогда

/ =
1 + -

(4.71)

Уравнение (4.71) тождественно (4.69). Роль вектора F  выполняет КОМ' 
плекс 1к\ роль коэффициента к —  отношение z/ Zj; роль G — вектор 

/. При изменении z вектор / будет скользить по дуге 
окружности, хордой которой является i k.

На круговой диаграмме рис. 4.20 вектор ЭДС на* 
правлен по оси + 1. Ток /* = / z, еу отстает от 
ЭДС £ на угол <pt. Для определенности построим 
диаграмму при ц> < 0. Выберем масштаб токов: пусть 
отрезок ас в масштабе mt выражает собой модуль 
тока 1к. Отрезок da характеризует модуль тока I, 
отрезок cd в соответствии с уравнением (4.71) — мо
дуль произведения / — t J v . Отложим по направле- 

г1
нию 1к отрезок ав в произвольном масштабе от., выражающий модуль 
постоянного сопротивления г( (z\=aem: ).

Из точки е под углом - у  к линии ае проводим прямую ef которая 
является (как будет показано далее) линией модуля переменного сопро
тивления г при отсчете от точки е. На ней в масштабе от. нанесем деле
ния для измерения г.

Из подобия треугольников adc и aef следует

ad ае 
dc e f '

/ -
i z\dcе/ = ае—  =

ad от. I
или

от.
z - e f  т . .

Полукасательная 

Рис. 4.20



Следовательно, отрезок ef в масштабе т .  определяет модуль пере
менного сопротивления г.

Проекция / на направление £ (отрезок ag) в масштабе т р = Е т ,  
измеряет активную мощность.

/ I  ag
Р  = ag т  = ag Е  т ,  - ag Е  —  = Е  I  cos<p; т ,  = — ; —  = cosq>.

р ad ad aq

Проекция / на направление, перпендикулярное £ (отрезок ah), в мас
штабе т р определяет реактивную мощность:

Q = ah т р - ah Е  (1/ad) = £ / sin ф.

§ 4.22. Круговая диаграмма напряжения двух последовательно 
соединенных сопротивлений. Умножив обе части уравнения (4.71) на 
Z, = Z] е''*’1 и учтя, что / Z, =().,, получим

U-\ ------ — --- • (4.72)
, +  ± . е Л  ч>-ч>>)

-I
Уравнение (4.72) свидетельствует о том, что геометрическим место 

концов вектора U :] является дуга окружности, хорда которой £.

§ 4.23. Круговая диаграмма тока активного двухполюсника. Ток
в цепи нагрузки ZH = гн е/ф" активного двухполюсника (рис. 3.30, а)

/„ = V  oh ---- l}nhlZ^--- , (4.73)
Z»X+ZH 1  ̂ £н_ е/(Ф«-Ч>.ч)

7
~ВХ

где ZtK = eJip‘' — комплексное входное сопротивление двухполюсни
ка по отношению к зажимам ab выделенной ветви.

Из уравнения (4.73) следует, что при изменении модуля сопротивле
ния нагрузки zH ток /и скользит по дуге окружности.

Пример 53. В схеме (рис. 4 19) £ = 120 В. Z, = Л, = 24 Ом: сопротивление Z — чис
то емкостное, модуль его изменяется от 0 до оо Построить круговые диаграммы тока и 
напряжения на сопротивлении Z,

Р е ш е и и е. Ток /4 =120/24 = 5 А Выберем масштаб для токов (т ,  = 1.39 А/см) и 
напряжений (т ,,  • 26 В / см).

Найдем угол

у = ф - <р, « -90° - 0° « -90°.

На рис. 4 21 построены круговая диаграмма тока на токе /, как на диаметре и круго
вая диаграмма напряжения на ЭДС £ как на диаметре. Масштаб для сопротивлений 
т .  = 13 Ом/см. Для любого значения сопротивления г по диаграмме находим ток / и на
пряжение Так. при г = 9.5 Ом /=4,65 А. (7., =111.5 В.
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Пример 54. Построить геометрическое место концов вектора тока / неразветвлен- 
ной части схемы (рис 4.22) и графически исследовать возможность возникновения резо 
нансных режимов при следующих данных: £ = 30 В, Я2 » 6 Ом; Х с  = 8 Ом; Я, = 3 Ом; 
X L изменяется от 0 до °о.

Р е ш е н и е .  Гок /, в схеме остается неизменным: /2 = 30/(6 - j  8) = Зеу53”' °  А Он 
на 53“ 10’ опережает ЭДС £ (рис. 4.23)

Вектор тока /, при изменении X, меняется так, что коней его скользит по дуге ок
ружности. диаметром которой является вектор тока /,* = £//?, = 10 А. т ,  - 2,65 А/см 

Ток в неразветвленной части схемы / = /, + /2. Геометрическим местом его является так
же дуга окружности о 12 Ь В режимах, соответствующих точкам 1 и 2, ток / совпадает по 
фазе с ЭДС £. Следовательно, в этих режимах в схеме имеет место резонанс токов.

Выберем масштаб сопротивлений лг_. =2 Ом/см. Графически найдем X  L для точек 
/и  2 Для точки 2 Лд а 0,8 Ом. для точки / А'/ а 10,6 Ом. При этом ток / = 1 i,l и 2.4 А.

162



§ 4.24. Круговая диаграмма напряжения четырехполюсника. Пусть напряжение U x
ив входе четырехполюсника на рис. 4.2, а неизменно по модулю, фазе и частоте, а нагруз
ка 2г = г2е 'ф> на выходе его изменяется только по модулю, так что характеризующий ее 
угол ф2 остается постоянным. В этом случае для тока /2, напряжения U 2. тока /, мо- 
iy i быть построены круговые диаграммы Сначала рассмотрим круговую диаграмму тока
12. С этой целью схему четырехполюсника (рис 4 2, о), исключая нагрузку 1г, заменим 
активным двухполюсником и по методу эквивалентного генератора найдем ток /2 в 
«стви pq:

/ , - = ^ 7-. (4-74)
ix + 2

где Up4K —  напряжение между точками р и q при размыкании ветви pq\ 
Z ,x /Kj = / j ,  е;ф1' — входное сопротивление по отношению к зажимам pq при короткозам
кнутых зажимах тп  (в схеме на рис. 4.2. а к зажимам тп  присоединен источник ЭДС). 
Разделив числитель и знаменатель правой части (4 74) на ZIXI/4=Z2, и учтя, что 

= /2,, где /2к — ток короткозамкнутой ветви pq, получим

/2 =------^ ------  (4.75)
1 + _£?_ еУ<»2 -«г»)

Из уравнения (4 75) следует, что вектор тока /, скользит по дуге окружности, хордой 
которой является ток /2>.

Построим круговую диаграмму тока /, на входе четырехполюсника. Из предыдущего 
(см. формулу (2.25)) известно, что при изменении сопротивления в одной из ветвей ли
нейной электрической цепи два тока в любых двух ветвях этой цепи связаны соотноше
нием 1 „= а  + Ы „  Следовательно, ток /, может быть линейно выражен через ток /2:

У, = а + 6 /2 (4.76)

Определим коэффициенты а и Ь. Если ветвь pq разомкнута, то /2 = 0 и /, = 1Ы. При 
этом из (4.76) найдем о*=/2х. Если ветвь pq короткозамкнутая, то /, = /,„ и 
Поэтому

Отсюда

(4.77)

Ь= /|к.~/|< . (4.78)

Подставив (4.77) и (4.78) в (4.76), получим

/ -  i л.______ (4.79)

Уравнение (4.79) свидетельствует о том, что геометрическим местом концов вектора 
тока /, также является дуга окружности Хордой ее является разность /1ж — /,х; вектор 
/1х смещает начало отсчета

Аналогичным образом строят круговую диаграмму напряжения. Так. если в какой-то 
схеме изменяется по модулю сопротивление Z-, - z2 е 'Фг в одной, например второй, 
ветви, то для напряжения на участке ah этой схемы можно записать выражение, анало-
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гичное (4.79):

(Job = + — т~  ■ (4 80)
l + J J L e 

*2,
где —  напряжение на зажимах оЬ при z2 - —  напряжение на зажимах a t
при j:j =0; Z2ll = г21[е 'ф!' — выходное сопротивление схемы относительно зажимов, к 
которым присоединено сопротивление 2,

Формула (4.80) выведена на основании выражения и „к =а,+Ь,1г и (4.74).

Пример 55. Построить круговую диаграмму тока /, схемы (рис. 4.24, а), в которой 
Х (- - 5 Ом, R = 5 Ом; £ = 100 В. Нагрузкой четырехполюсника является индуктивное 
сопротивление X , , которое может изменяться от 0 до

Продолжение
Четырехполюсник

Рис 4.24

Р е ш е н и е  Найдем ток холостого хода при разомкнутой выходной ветви:

/,„ = £/(R~  j Х ( )= 100/(5- у 5) = 14,15е/4*" Л.

Определим ток короткою замыкания при коротком замыкании нагрузки:

=------ JT 7 T 1 = 12-82е/,1”:о' А_,,v
‘ Я - JX r

Рассчитаем входное сопротивление Z2k с о  стороны зажимов pq при коротком замы
кании зажимов тп

z 2« = -i« ' JVu *  ~ J * c  + - ( r l X r )- = 7,8е“ /7|’:о Ом 2“ u  1 ( R - j X ( -

Следовательно, <p2„ =-71*20'. Угол ц/ = ф2-<рг„ = 9 0 °- (—71“20’> = 16Р20'.
Круговая диаграмма тока /, построена на рис. 4 24. б. Хордой окружности является 

разность /|,-/|4. Угол ч<>0, поэтому для определения положения касательной он отло
жен от продолжения хорды против часовой стрелки. Диаграмма носит несколько необыч
ный характер: рабочая часть дуги занимает почти целую окружность.

Для определения положения конца вектора /, из конца вектора i lx через точку на 
линии X/ , соответствующую заданному значению .V/. проводят прямую до пересече
ния с рабочей частью дуги окружности При X , =5 Ом ток /, опережает ЭДС Е  на 90°.
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§ 4.25. Линейные диаграммы. Под линейными диаграммами понимают диаграммы, 
g которых геометрическим местом концов вектора тока (напряжения) является прямая 
линия. По существу, линейная диаграмма является частным случаем круговой, поскольку 
прямая есть дуга окружности с бесконечно большим радиусом.

Пример 56. Построить геометрическое место концов вектора тока в схеме на 
рис. 4,25, а при изменении Х с  Напряжение ( joA - const. Л, и X / неизменны.

Р е ш е н и е. На рис. 4.25, б изображаем вектор 1/оА. Вектор тока i t отстает от него

Рис 4 25

на угол <р = arctg X L /Л,.
Ток /2 опережает 0 tth на 90°. Геометрическим местом концов вектора тока 

/ = /, + /2 будет прямая линия рч Она и является линейной диаграммой тока /.

Вопросы для самопроверки

I. Запишите шесть форм записи уравнений четырехполюсника, покажите для них по
ложительные направления отсчета токов и напряжений и поясните, в каких случаях каж
дая форма записи имеет преимущества перед остальными. 2. Какие четырехполюсники 
называют взаимными, невзаимными, симметричными и несимметричными? 3. Как опьп- 
ным путем определить коэффициенты А-. Z-, У-, Н-, С-. й-форм записи? 4. Каким обра
зом. зная коэффициенты одной формы записи, определить коэффициенты другой формы? 
5. Прокомментируйте схемы замещения пассивных четырехполюсников 6. Какое соеди
нение четырехполюсников называют регулярным? 7. Что понимают под Zc, и Zc2 несим
метричного четырехполюсника и как их определить через коэффициенты А. 8. Г , О и 
через входные сопротивления? 8. Что понимаю! под повгорным сопротивлением четырех
полюсника0 9. Запишите уравнения для симметричного четырехполюсника через гипер
болические функции. 10. Запишите уравнения для несимметричного четырехполюсника 
через гиперболические функции 11. Что понимают пол постоянной передачи симметрич
ного и под мерой передачи несимметричного четырехполюсников? 12. В каких единицах 
измеряют затухание'’ Как эти единицы связаны между собой? 13. Охарактеризуйте свой
ства конвертора, инвертора и гиратора. 14. Дайте характеристику операционному усили
телю как элементу электрической цепи 15. Каким расчетным схемным эквивалентом 
может быть замещен ОУ9 16. Охарактеризуйте свойства управляемых источников напря
жения и тока 17. Покажите, что схема на рис. 4 12 может выполнять функции гиратора. 
18. Поясните, почему схема на рис 4 14 может выполнять функции ИНУТ, схема на 
рис. 4.15, а —  функции ИНУТ. схема на рис. 4 15.6  — функции ИТУН. а схема на 
рис. 4 15. в —  функции конвертора отрицательного сопротивления. 19. В схеме на 
рис. 4.11 Z-, = Z4 = Z5 = R. Какими следует взять 7Л = Z3, чтобы входное сопротивление 
схемы ZAH было отрицательным, чисто резистивным и пропорциональным I / о '?  20. Ка
ким следует взять сопротивление Z, = Z4 в схеме на рис. 4.11 (Z, = Z, - Zs = R), чтобы 
входное сопротивление схемы Z 4И было отрицательным, чисто резистивным и пропор
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циональным ы2 ? 21. Какой четырехполюсник называют активным автономным и какой 
активным неавтономным? 22. Запишите систему уравнений многополюсника в К-форме и 
поясните, как определить его Ytk- и у • параметры. 23. Дайте определения активного 
автономного и активного неавтономного многополюсника. 24. Запишите уравнение дуги 
окружности в векторной форме и поясните его. 25. Сформулируйте условия, при которых 
можно строить круговую диаграмму. В чем преимущества исследований цепей с помощью 
круговых диаграмм? 26. Поясните последоваггельность построения круговой диаграммы 
двухполюсника и четырехполюсника. 27. Как определить рабочую часть дуги окружнос
ти? 28. Как определить масштаб на линии переменного сопротивления? 29. При каком 
условии круговая диаграмма переходит в линейную? 30. Решите задачи 6.4; 6.9; 6.13, 6.23; 
6.35; 6.38.



Глава п я т а я

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ФИЛЬТРЫ

§ 5.1. Назначение н типы фильтров. Под электрическими фильт
рами понимают четырехполюсники, включаемые между источником 
питания и приемником (нагрузкой), назначение которых состоит в том, 
чтобы беспрепятственно (без затухания) пропускать к приемнику токи 
одних частот и задерживать или пропускать, но с большим затуханием, 
токи других частот.

Диапазон частот, пропускаемых фильтром без затухания, называют 
полосой прозрачности', диапазон частот, пропускаемых с затуханием, — 
полосой затухания.

Электрические фильтры собирают обычно из индуктивных катушек 
и конденсаторов. Исключение составляют /?С-фильтры (см. § 5.6-5.9). 
Фильтры используют главным образом в радиотехнике и технике связи, 
где применяют токи довольно высоких частот.

При высоких частотах индуктивные сопротивления со L индуктивных 
катушек во много раз больше их активных сопротивлений. Поэтому 
будем полагать, что активные сопротивления индуктивных катушек и 
активная проводимость конденсаторов равны нулю, т. е. что фильтры 
составлены только из идеальных реактивных элементов.

Фильтры обычно собирают по симметричной Т- или П-схеме 
(рис. 4.4, а, б), т. е. при Z, = Z, и Z6 = Z5.

При изучении фильтров будем пользоваться понятием коэффициента 
затухания и коэффициента фазы (см. § 4.10).

Условимся сопротивление Z, в схеме (см. рис. 4.4, а) и сопротив
ление Z4 в схеме (см. рис. 4.4, б) называть продольными, а сопро
тивление Z3 в схеме (см. рис. 4.4, а) и сопротивление Z5 в схеме 
(рис. 4.4, 6) — поперечными.

Фильтры, в которых произведение продольного сопротивления на 
соответствующее поперечное сопротивление представляет собой некото
рое постоянное для данного фильтра число (число к), не зависящее от 
частоты, принято называть к-фильтрами.

Сопротивление нагрузки ZH, присоединяемой на выходе фильтра, 
должно быть согласовано с характеристическим сопротивлением фильт
ра Zc (ZH=ZC). Входное сопротивление А-фильтра при этом также 
равно Zc. В А-фильтрах Zc существенно изменяется в зависимости от 
частоты ю, находящейся в полосе прозрачности. Это обстоятельство 
вызывает необходимость изменять сопротивление нагрузки в функции 
частоты (особенно при приближении к границе полосы прозрачности), 
что нежелательно. В m-фильтрах при определенных значениях коэффи
циента т  сопротивление Zc мало изменяется от частоты (в пределах
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полосы прозрачности), поэтому нагрузка практически может быть одна 
и та же по модулю для различных ш, находящихся в этих пределах.

Качество фильтра тем выше, чем более резко выражены его фильтрую
щие свойства, т. е. чем более резко возрастает затухание в полосе 
затухания.

Фильтрующие свойства четырехполюсников обусловлены возникно
вением в них резонансных режимов — резонансов токов или резонан
сов напряжений.

§ 5.2. Основы теории А-фильтров. Из § 4.10 известно, что если на
грузка ZH согласована с характеристическим сопротивлением Zc четы
рехполюсника, то напряжение U 2 и ток в нагрузке /, связаны с напря
жением U | и током /, на входе четырехполюсника следующими соот
ношениями:

/2 = / ',еЛ

где g = In (А + ,J B C ) = а + j  Ь.
Тогда

U 2 е“  е_' \  /2 = /, e~e e~jl>.

Множитель е 'а определяет, во сколько раз модуль напряжения (тока) 
на выходе фильтра меньше модуля напряжения (тока) на его входе.

Если а = 0, то е~° =е° = 1 и фильтр пропускает колебания без зату
хания. Таким образом, в полосе прозрачности а = 0.

В полосе затухания а>  0. Множитель e~jh, по модулю равный 1, 
свидетельствует о том, что напряжение U 2 и ток /2 отстают соответ
ственно от U\ и /, на угол h.

Фильтрующие свойства четырехполюсника рассмотрим, сравнивая 
выражения для коэффициента А четырехполюсника с равным ему выра
жением гиперболического косинуса от аргумента а + j  Ь :

А - ch (а + j  Ь).

Гиперболический косинус от суммы двух аргументов (с учетом того, 
что ch jb  = cosb и sh jb  = j  sin b ) можно представить следующим обра
зом.

ch (а + j  b) - ch a соsb + j  sh a sin b.

Для любого фильтра, собранного по Т-схеме (см. § 4.5), 
A = \+{Zt IZ y).

Для фильтра, собранного по П-схеме (см. § 4.5), А = 1 + (Z4 /Zs). Из 
каких бы реактивных сопротивлений ни был собран фильтр, отношения 
Z, / Z3 в Т-схеме и Z4 / Zs в П-схеме всегда будут действительными (не 
мнимыми и не комплексными) числами — отношение двух мнимых чи
сел всегда есть число действительное. Следовательно, всегда будет дей-
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сгвительным и коэффициент А. Но если коэффициент А действителен, то 
действительным должно быть и выражение равного ему ch(a + j  b):

ch (о + j  b) = ch a cosb + j  sh a sin b = A.

Это выражение действительно, если

sh a sin 6 = 0. (5.1)
При этом

chacos6=/4. (5.2)

Уравнения (5.1) и (5.2) используют для определения границ полосы 
прозрачности и характера изменения угла b в этой полосе, а также 
характера изменения коэффициента затухания в полосе (полосах) зату
хания.

Равенство (5.1) для полосы прозрачности ( а = 0) удовлетворяется, так 
как sh а = sh 0 = 0. В силу того что ch 0 = I, уравнение (5.2) для полосы 
прозрачности переходит в следующее:

cos Ь-А . (5.3)
Круговой косинус (cos6) может изменяться в пределах от + I до - I. 

Поэтому крайние значения коэффициента А (являющегося функцией ча
стоты -Л(ш)) в полосе прозрачности равны ±1. Полоса прозрачности 
в общем случае лежит в диапазоне частот от ш, до ш2. Значения ш, и 
оъ для фильтров НЧ и ВЧ (подробнее см. § 5.3) определяют решением 
уравнений

А (ш) = ± 1. (5.4)

Для полосовых и заграждающих фильтров (см. § 5.3) (а, и <а2 нахо
дят как корни уравнения /4(ш) = -1.

Частоту, являющуюся граничной между полосой прозрачности и по
лосой затухания, называют частотой среза.

Характер изменения угла b в функции и для полосы прозрачности 
определяют в соответствии с уравнением (5.3) следующим образом:

b = arccos Л(ш). (5.5)

Определим а и b для полосы затухания. В полосе затухания а > 0. 
Уравнение (5.1) удовлетворяется при условии

т. е. при 

и(или)при

sin Ь = 0, (5.6)

6 = 0 (5.7)

h = ±n. (5.8)
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ch о - Л(ш). (5.9
а при Ь = ± я

cha = -/l(co). (5.10)

Уравнения (5.9) и (5.10) позволяют по значениям А как функции <а 
рассчитать cha в полосе затухания, а по cha определить а и, таким 
образом, построить кривую а = /(со). Из уравнений (5.7) и (5.8) следу
ет, что в полосе затухания напряжение U2 на выходе фильтра находится 
либо в фазе (при 6 = 0), либо в противофазе (при Ь = ± п ) с напряжени
ем U , на входе фильтра.

В заключение необходимо отметить два важных положения:
1)с изменением частоты со меняются коэффициенты В и С  четырех

полюсника, поэтому изменяется и характеристическое сопротивление 
Zc = Ve/C. Для того чтобы фильтр работал на согласованную нагрузку 
(только в этом случае справедлива изложенная теория фильтров), при 
изменении частоты необходимо менять и сопротивление нагрузки;

2) в полосе прозрачности характеристическое сопротивление А-филь- 
тров (§ 5.3) активное, а в полосе затухания — чисто реактивное (индук
тивное или емкостное).

Если нагрузка фильтра не чисто активная или не согласована с харак
теристическим сопротивлением фильтра и если требуется учеап 
влияние активного сопротивления индуктивных катушек на работу 
фильтра (что существенно для низких частот), то для построения зави
симости UxШ 2 = /(со) и зависимости сдвига фаз между {У, и U 2 е 
функции частоты можно воспользоваться, например, методом пропорци
ональных величин (см. пример 57). Характеристическое сопротивление 
фильтра берут равным внутреннему сопротивлению источника сигналг 
(генератора). При этом и генератор и фильтр работают в режиме согла
сования.

§ 5.3. /f-фильтры НЧ и ВЧ, полосно-пропускающие и полосно-за- 
граждающие Ас-фильтры. Фильтрами Н Ч  (ФНЧ) называют фильтры 
пропускающие в нагрузку лишь низкие частоты: с со( =0 до ш2. Поло
са их затухания находится в интервале от о>2 до <х>

Схемы двух ФНЧ приведены на рис. 5.1, «г, б. Характер изменения 
коэффициента затухания а и коэффициента фазы b качественно иллюст
рируют кривые рис. 5.1, в.

Под фильтрам ВЧ  (ФВЧ) понимают фильтры, пропускающие в нагруз
ку лишь высокие частоты: с со, до оо Полоса затухания их находится в 
интервале от 0 до со,.

Схемы двух ФВЧ приведены на рис. 5.2, а, 6. Характер изменени! 
коэффициентов а и b для них иллюстрируют кривые рис. 5.2, в.

Рассмотрим вопрос об изменении модуля характеристического сопро 
тивления Zc в полосе прозрачности для Т-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, а

Согласно уравнению (5.2), при Ь = О
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Рис 5.2

и для Т-фильтра ВЧ (см. рис. 5.2, а), а также для П-фильтров. С этой 
целью в выражение Zc = v5/C подставим значения В и С в соответствии 
с формулами (4.35), (4.37) и проанализируем полученные выражения.

о,2 L2. График\2 L
Для Т-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, а) ^ст - 

Zct = / Ы )  представлен на рис. 5.1, г.
При ы = <о, =0 ZcT = yj2L/C. С увеличением частоты ZcT уменьша

ется, сначала малоотличаясь от значения ^2 L/C. При достижении зна
чения to = ш2 =/ Т Т Г с  Zc - 0.

(  С
Для П-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, б) 2сП= - Г ' ® '  С '

Zcn = /(ш) дан на рис. 5.1, д.
. График

171



График

2 L 1Для Т-фильтра ВЧ (см. рис. 5.2, a) ZcJ = ------j——. График
ZcT = /(со) дан на рис. 5.2, г. у С  со С

В этом случае характер изменения с̂Т отличен от характера измене
ния ZcT для Т-фильтра НЧ, а именно ZcT =0 при со = со, = 1 /^2 L С . 
С увеличением со сопротивление ZcT увеличивается и при со-+оо 
ZcT = р и с .

(2  С  1 4 ~°’5Для П-фильтра ВЧ (см. рис. 5.2, б) Zcn - \------ -—г
1  ̂ (0Zcп = /(©) представлен на рис. 5.2, д. '

Если фильтр предназначен для работы на частотах, находящихся внут
ри полосы прозрачности данного фильтра и относительно далеко отсто
ящих от значения со, при котором Zc = 0, то сопротивление нагрузки Z„ 
на выходе фильтров НЧ выбирают равным Zc, которое соответствует 
Ш = Ш| =0. Для Т-филыра НЧ (см. рис. 5.1, a) Zc = J 2 L IC .

Для фильтров ВЧ обычно нагрузку согласовывают со значением Zc 
при со со. Для Т-фильтра ВЧ (см. рис. 5.2, a) ZcT = ^2 L/C.  В полосе 
(полосах) затухания Zc оказывается чисто реактивным для всех типов 
А-фильтров.

Для того чтобы выяснить, индуктивный или емкостный характер име
ет Zc в полосе затухания, следует определить характер входного сопро
тивления этого фильтра (фильтр всегда работает в режиме согласован
ной нагрузки) для предельного режима, а именно для фильтров НЧ 
(см. рис. 5.1, а, 6) при очень высокой частоте, а для фильтров ВЧ 
(см. рис. 5.2, а, б) при очень низкой частоте (теоретически при со—>0), 
считая выходные зажимы схем закороченными. Тот же результат будет 
получен, если считать их разомкнутыми. В результате определим, что в 
зоне затухания Zc имеет индуктивный характер для Т-фильтра НЧ (см. 
рис. 5.1, а) и П-фильтра ВЧ (см. рис. 5.2, б) и емкостный характер для 
П-фильтра НЧ (см. рис. 5.1, б) и Т-фильтра ВЧ (см. рис. 5.2, а).

Полосно-пропускающие фильтры представляют собой фильтры, про
пускающие в нагрузку лишь узкую полосу частот от со, до со2. Слева от 
со, и справа от <о2 находятся полосы затухания. Схема простейшего по- 
лосно-пропускающего А-фильтра изображена на рис. 5.3, а. Параметры 
схемы должны удовлетворять условию Z., С, = L7 С2.

Характер изменения а и Ь для полосно-пропускающего фильтра ил
люстрируют кривые рис. 5.3, б.

Без вывода дадим формулы для определения параметров фильтра 
рис. 5.3, а по заданным частотам /| и /2 и сопротивлению нагрузки 
фильтра Zc при резонансной частоте /р =о)р/2л:

I) Л  =л/7Г7Г; 2) С, = - 4  3)L ,=
2 * /, /2 Zc ’ 2 я (/ 2- / , ) ’

4) С2 - .......------; 5) L2 = Zc U lz M ..
n Z c ( A -  A )  4 n f f 2
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Под полосно-заграждающичи фильтрами (рис. 5.4, а) понимают 
фильтры, в которых полоса прозрачности как бы разрезана на две части 
полосой затухания (рис. 5.4, б). С лева от ю, и справа от <а2 находятся 
две части полосы прозрачности.

В схеме простейшего заграждающего фильтра на рис. 5.4, а 
L\ С, = L2 С7.

Обозначим о,, = I / J l , С,, к = Ц И г и запишем формулы для определении «ц г и 
Zc фильтров (см рис 5.3, а, 5.4, а)

Для рис. 5 3. а

о», 2 = Tl); Zc =
Ж

'L b i - ±2
ы

дл* рис. 5.4, а

а, j = 0.25 о)р(^2* +16^^21К
0.5 *

173



Для фильтра рис. 5.3, а в области частот от 0 до ш, Zc имеет емкостный характер, 1  
в области частот от о>2 Д° ®  —  индуктивный. Для фильтра рис. 5.4, о в области частот 
от <о, до <йр 2С имеет индуктивный характер, а в области от шр до ш2 — емкостный. 

Характер изменения Zc иллюстрируют кривые на рис. 5.3. в и 5.4, в.

Пример 57. В схеме рис. 5.5, а /, = 10мГн, С = 10мкФ. Определить 6 = /(<о) и 
а = /(ш ) в полосе затухания. Построить векторную диаграмму при ш = 2000 рал/с и токе 
/2 - 0,2 А при согласованной нагрузке Вывести формулу расчета фильтра (рис 5.5, а) при 

работе его в несогласованном режиме

Р е ш е н и е .  Частота среза сь = J ——  = 4470 рад/с В полосе пропускания а = О,
у L С. ,

Ь = arccos/f = arccos(l-oi2 /. С) При ы = 2000рад/с. i  = 53°l5', о>£ = 20, --- = 500м.
I-------------------- со С12 ^

Z„ = Zc = J —  - (о2 1J = 40 Ом. Векторная диаграмма изображена на рис. 5.5, б;

U i =/2 ZM =8В, (), = t)2 е" е '*  = t/2 е; ' 3’15 В В полосе затухания при согласованной 
нагрузке а = Arch(o L С ~ 1). Если Z„ будет не согласована с Zc. то расчет фильтра в 
полосе пропускания и в полосе затухания можно проводить, используя соотношения

Uj = Uc * 11 j  to L. U c - (Л  j  ы L,

; ; ; I/, U ■> j  U L ■
/l=/2+/c=7^ + — f~  +----f-^2.и -- - ^ --- -

j o C  j и С

где

U) = m U : .

, , 2y сз /. / a t  (/ (a £.)2 m = I + —---+ —---  ̂—-----
У в  С

Если взять м = 2 » ]  = 8940 рал/с (работа в полосе затухания) и 7.н = 40Ом (вместо 
./77,50м, исходя из условия согласованности), то т  - 13.37 с ' " Г5°  . т е. затухание 
будет In(t/,/(/,)= In 13,37 = 2,59 Ни (вместо 2,53 при согласованной нагрузке).

Аналогичные формулы для несогласованного режима можно вывести для любого дру
гого фильтра.

Пример 58. Определить параметры полосового фильтра рис. 5 3, а. исходя из того, 
что он должен пропускать полосу частот от /, = 750 Г'ц до / , = 850 Гц и что при резо
нансной частоте /р сопротивление нагрузки ZH = Zc =1130 Ом
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Решение.
I) /р = (ГТт. = V750 850 = 7 9 8 Гц; 

8 5 0 -7 5 02) С,

4) С2 =

2 л 750 850 ИЗО 
ИЗО

2 л (850 - 750) 
I

= 0,022 мкФ; 

= 1,8 Гн;

л-1130100 
1130100 

4 л 750 850

= 2.825 мкФ;

= 0,0141 Гн.

§ 5.4. Качественное определение А-фильтра. По схеме А-фильтра без 
проведения подробного математического анализа можно судить о том, к 
какому го перечисленных типов может быть отнесен тот или иной фильтр. 
Заключение основывается на характере продольного сопротивления фильтра.

Характер продольного сопротивления А-фильтра, как правило, прямо 
противоположен характеру поперечного сопротивления. В этом можно 
убедиться, рассмотрев схемы на рис. 5.1, а, 5.2, а и 5.3, а. Действитель
но, если продольное сопротивление индуктивное, то поперечное — ем
костное. Если продольное сопротивление образовано последовательно 
соединенными L и С, то поперечное — параллельно соединенными L и 
С и т. д. Если продольное сопротивление состоит только из индуктивно
стей, то фильтр относится к категории НЧ; если продольное сопротив
ление чисто емкостное, то фильтр — ВЧ.

Если продольное сопротивление состоит из последовательно 
соединенных L и С, то фильтр полосового типа. Если продольное сопро
тивление состоит из параллельно соединенных L и С, то фильтр — за
граждающего типа.

§ 5.5. Основы теории т-фильтров. Каскадное включение фильтров. Для увеличе
ния крутизны характеристики а = / (о ) в начале полосы затухания, получения заданного 
значения затухания при определенной частоте (частотах) и меньшей зависимости Zc от 
частоты в полосе прозрачности применяют полуэвенья m-фильтров, каскадно включаемые 
с А-фильтрами.

На рис 5.6 в качестве примера изображены две возможные схемы каскадного вклю
чения -[-полузвена т- и i -фильтров На практике обычно применяют также схемы, в кото
рых *-фильтр находится между двумя полузвеньями т-фильтра.

1 -пояузвено П-фильтр 
т-фильтра типа к

Рис. 5 6

Г полумено 
т-фильтра

Т-фильтр 
типа к

6
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Входное сопротивление фильтра Zct берут равным сопротивлению источника 
сигнала (источника питания) 2И. Схемы, приведенные на рис. 5.6, применяют, когд» 
сопротивление нагрузки на выходе фильтра Z„ не может быть взято равным Z„. Схему 
на рис. 5.8, а и ей подобные используют, когда Z„ = Zcl = Z„.

Рассмотрим свойства полузвеньев m-фильтров и каскадных соединений их с /i-фильт
рами. На рис. 5.6, а ” )-полузвено m-фильтра. состоящее из сопротивлений Z1 и Zt , кас
кадно соединено с П-фильтром типа А (сопротивления Z4, Z 5, Z5). На рис. 5.6. б 
["-полузвено m-фильтра из сопротивлений Z9 и Zw , каскадно соединено с Т-фильтром 
типа к (сопротивления Z,. Z,, Z j ). Сопротивления Z 7 и Z8 зависят от Z4 и Zs. а 
сопротивления Z9 и Z10 — от Z] и Z} Поэтому говорят, что прототипами ~|- или 
Г-полузвеньев m-фнльтров являются каскадно соединенные с ними /[-фильтры.

При каскадном соединении фильтров друге другом всегда соблюдают принцип согла
сованности. Входное сопротивление А-фильтра должно быть равно сопротивлению нагрузки 
на выходе этого фильтра: Zc2 = Z'„. Для левого полузвена m-фильтра Zc2 является сопро
тивлением нагрузки. Несимметричный четырехполюсник, каким является полузвено 
т-фильтра, описывается двумя характеристическими сопротивлениями Zc, и Zcl. Сопро
тивление Zc| в m-фильтре рис. 5.6, а определяется как входное сопротивление схемы 
рис. 5.7, а, в которой нагрузкой является Zc2 (входное сопротивление i -фильтра) Сопро
тивление Zc2 для полузвена m-фильтра представляет собой входное сопротивление 
схемы рис. 5.7, б, в которой нагрузкой является Zct.

Коэффициенты А, В, С. О “ ^полузвена m-фильтра рис. 5 6, а вычислим по формулам 
§ 4.5, полагая в них Z ,= Z 7, Z2 =0, Z } =ZS. В результате получим А = I + (Z 71Zt ).
B = Z lt C = l/Zg, 0  = 1.

Подставим найденные значения А, В, С, D в формулы для Zc, и Zc2.

Zc, = J Z ,  Z, (1 + Z 7 /Zs): (5.1-1)

<5,!>

Входное сопротивление второго каскада схемы на рис. 5 6, а

. I
yi + z4/zfzc: = J — H r -  <513>

Сопротивление Zg в ~]-полузвене m-фильтра (см рис 5.6, а) берут равным Z5/m. 
где числовой коэффициент m находится в интервале от 0 до 1. Подставляя в (5.12) Z s >m 
вместо Zg и приравнивая подкоренные выражения формул (5 12) и (5.13). получим урав
нение для определения Z 7 :

___ m
, + 2 + Z4/Z, Z7 z m r n ’

Z, 2 1 - m

Последнее выражение свидетельствует о том, что сопротивление Z7 образовано дву-
_ m _ m , _ _

мя параллельно соединенными сопротивлениями Z4 — и Z s---- г- (рис. 5.7. в) Так как
2 1 - m

Z 7 образовано параллельно соединенными сопротивлениями, которые являются зависи
мыми (производными) от сопротивлений Z4 и Z? А-фильтра, m-фильтр (см. рис. 5.6. а) 
называют фильтром параллельно-производного типа

Заменим в схеме на рис. 5.6. а сопротивление Z'„ = Zc2 на второе полузвено т-филь
тра, на входе которого включим согласованную нагрузку ZH = Zc) (рис. 5.8, о). Если пер
вое полузвено m-фильтра схемы на рис. 5.6, а представляло собой “ |-полузвено, состоя
щее из сопротивлений / 7 и Zg, то вшрое полузвено m-фильтра должно представлять 
собой [“ -полузвено, состоящее из тех же сопротивлений Z7 и Zs, но как бы переверну
тых относительно вертикальной прямой. Для второго полузвена m-фильтра входное сопро-
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Рис. 5.7

тивлсние слева равно Zc2, а входное сопротивление справа (со стороны нагрузки ZH ) —  
Zcl. Практически г С| для фильтра НЧ берут равным его значению при о>-»0, а для 
фильтра ВЧ —  его значению при ш -»оо. Для m-фильтра (см рис 5.6, а) в обоих случаях 
Zc| = у[Г/2С, где L и С — индуктивность и емкость *-фильтра, являющегося прототи
пом m-фильтра. Для фильтра НЧ — это значения £ и С в схеме на рис. 5.1, б. а для филь
тра ВЧ —  в схемс на рис 5.2, 6

Границы полосы прозрачности у m-фильтра определяют так же, как и у А-фильтра, 
т. е. полагая А(ш) = ± I для фильтров НЧ и ВЧ В полосе затухания для т-фильтра

ch а = ±Л(и).

Знак минус относится к полосе частот от » р до о с. знак плюс —  к полосе частот от 
шр до со для фильтров НЧ и к полосе частот от о р до 0 для фильтра ВЧ (объясняется 
это тем, что сопротивление Z7 изменяет знак при резонансной частоте <ор ). Границы 
полосы прозрачности по частоте для 4-фильтра и для каскадно и согласованно с ним со
единенного m-фильтра совпадают. Результирующее затухание всего фильтра а равно сум
ме затуханий т ( а т )- и * (a t )-фильтров:

о = аи+о,

0>р

Рис 5 8

ы/Мс (ФНЧ)
I о)с/<о(ФВЧ) 

е

1 -полузвено К-филътр Г .полузвено 
т-фильтра т-фильтра

и>< шр 
6
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Xapaierep зависимости am = f  (ш) для m-фильтров НЧ и ВЧ показан на рис. 5.8, 6. «, 
где о)с — частота среза (граничная частота полосы прозрачности). На рис. 5.8, б

т  .шр —  резонансная частота, при которой противоположного характера сопротивления — Z4 

Zs в схеме на рис. 5.7, * вступают в резонанс, так что Z 7 ~ ®  (при частоте )т
1 - т 2

при этом бесконечно велико затухание т -фильтра В области частот от шс до о>р затух** 
ние ат резко возрастает, что существенно, так как получается большое затухание в нача
ле полосы затухания, где ак мало. Уменьшение а „  при <£> > o)f компенсируется ростом 
ак Напряжение на входных зажимах фильтра опережает напряжение на нагрузке на угол 
b = bn + bt , где Ьт —  угол сдвига фаз от m-фильтра, а Ьк —  угол сдвига фаз от it-фильт
ра Зависимость Ьк = у  (to) рассмотрена в § 5.3. Зависимость Ьт = /(о>) показана на 
рис 5 8, г для фильтра НЧ и на рис. 5 8, д —  для фильтра ВЧ, Зависимость Zc) = /(ю/<ас) 
для фильтра НЧ показана на рис. 5.9, б при трех значениях т . При т *  0,5+ 0,6 сопро
тивление Zc| остается приблизительно постоянным почти по всей полосе прозрачности, 
резко уменьшается только вблизи частоты среза.

Рассмотрим свойства -полузвена m-фильтра на рис. 5.9, о, являющегося составной 
частью фильтра иа рис. 5.6, б. Опуская промежуточные выкладки, запишем окончатель
ные выражения для Zc) и Zc2 этого фильтра:

- J . 7 !у  > Z&  - VZ , Z|0 (I + Zq /Z|0).у I + Ct) ' £\q

Входное сопротивление А-фильтра (см. рис. 5.6, б)

Zc2 = ^Z, Z5 (2 + Z, IZ j).

Г-полузвено m-фильтра на рис. 5.9, а  называют последовательно-производным, так как 
conpi

z i и

его сопротивление Z|0 состоит из двух последовательно соединенных сопротивлений

т т

Z, - m Z,
и v

r- Д , 2
!r n - z -1 М  »И

^ |ц ]
! И  1 ~ ' ” 1 ?

h о—

т  1
о d

a

Сопротивления Z, и Z5 имеют противоположный характер (одно — индуктивный, дру
гое —  емкостный), поэтому при некоторой частоте сопротивление Z l0 =0 (резонанс на
пряжений). Для полосы прозрачности зависимость Zc, = у  (со/toc) для фильтра НЧ (от 
шс /ш для фильтра ВЧ) при трех значениях m показана на рис 5.8, е. При m * (0,5 + 0.6) 
Zc, относительно мало изменяется в полосе прозрачности, что важно для практики. За
висимости a „  = / (и )  и Ь„ - / (ш ) для m-фильтра на рис. 5.6. б такие же, как и для соот
ветствующего ему m-фильтра на рис 5.6, а Обобщенно можно сказать, что теоретически 
бесконечно большое затухание в m-фильтрс на частоте ыр создается либо за счет того, 
что на этой частоте в последовательной вегви полузвена m-фильтра оказывается участок 
с бесконечно большим сопротивлением (возникает резонанс токов), либо за счет того, что 
параллельная ветвь т -фильтра образует короткое замыкание при возникновении в ней

0) !  0)t (ФНЧ)
I (1>с / а) (ФВЧ)

й
Рис 5 9
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режима резонанса напряжений. При каскадном соединении нескольких /л-фильтров 
значения L, С выбирают различными, чтобы создавать большие затухания на нескольких 
заданных частотах (шр,, шр2 и т. п.). При этом зависимость а = /(и ), например, для 
фильтра НЧ имеет вид |ребснки (рис. 5 9, в) фильтр с такой характеристикой иногда на
зывают гребенчатым.

-о

Г -получвено К-фи.‘штр 1 -полузвено
т-фи.1ьтра т-фильтра

а

о

■о

На рис 5 10, а показана схсма последовательно-производною полосно-пропускающего 
фильтра. Параметры ее соответствуют соотношениям, указанным на рис. 5.9, а. 
q = (\-m~)/m Продольные элементы ml. и /, могут быть заменены одним (т  + !)£, а 
элементы С / т  и С — на Cf(m +  I). На рис 5.10, б представлена схема последователь
но-производного полосно-заграждаюшего фильтра (q имеет тот же смысл). В обоих схе
мах сопротивление нагрузки берут равным но Х 1Я фильтра на рис, 5.10. а при ш = а р, 
а для фильтра на рис. 5 10, 6 при я>-»0

§ 5.6. ЛС-филыры. Если сопротивление нагрузки, на которую включен фильтр, очень 
велико, т. е теоретически стремится к бесконечности (например, входное сопротивле
ние лампового усилителя или входное сопротивление полевого транзистора), то часто ис
пользуют ДС-фильтры. На рис. 5.11, a-в изображены схемы НЧ, ВЧ и полосно-пропус- 
каюшего /?С-фильтров, а на рис. 5.11, г-е — соответствующие им зависимости 
а = In U] /U 2 « /(ш ) Для НЧ-фильтра на рис 5.11, а а = In! 1 + j<dRC\, д л я  ВЧ-фильтра 
на рис. 5.11. б а - In 11 - у/(шЛГ)1 Для всех ЛГ-фильт ров в рабочей зоне а *  0 Рабочая 
зона НЧ-фильтра. при которой о = ЗдЬ, простирается от ь> = 0 до <в = й>с »1/ЯС (при
нято условно) Для ВЧ-фильтра рабочая зона находится в диапазоне от ш = мс = I / ЯС, ког
да a - i  дБ. до ш = 1С. когда а~>0. В полосно-пропускаюшем фильтре минимальное

Г -полузвено К-фильтр ] -полузвено
т-фшгьтра т-фильтра

б
Рис. 5.10
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затухание имеет место при <а * <о0 = 1/ ЯС. при этом а = In 3+у шЯО- шЛС

§ 5.7. Активные ftC-фнлыры. Обычные к- и m-фильтры формируют из конденсато
ров и индуктивных катушек Но индуктивные катушки —  элементы громоздкие и их нельм 
изготовить методами интегральной технологии Кроме гого, при очень низких (инфраниз- 
ких) частотах, применяемых, например, в гидролокации и акустике, очень трудно изгото
вить индуктивные катушки с высокой добротностью Требования миниатюризации аппа
ратуры вызвали интерес к активным ЯС'-фильтрам Они представляют собой фильтры, 
состоящие из элементов Я и С  и активных элементов (ОУ или транзисторов): индуктивные 
элементы в них нс входят Известны два направления реализации активных ЯС-фнльтро*. 
Первое основано на применении схемы с активными элементами с обратными связями, 
второе — на использовании обычных схсм А- и ш-фильтров, в которых индуктивные эле
менты заменены на имитированные (позволяющие осуществить их в миниатюрном испол
нении).

Рассмотрим основы построения активных RC-фильтров с обратными связями. На 
рис. 5.12, а изображена одна из схем низкочастотного активного ЯС-фильтра. Она состоит 
из двух конденсаторов, четырех резисторов и ОУ. использованного в инвертирующем вклю
чении

Рис 5 12

Сопротивление нагрузки, включаемой на выходе активных ЯС-фильтров. обычно во 
много раз больше малого выходного сопротивления самого фильтра, поэтому можно счи
тать, что фильтры работают в условиях, близких к холостому ходу. Исходя из этого, ана
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лиз схемы на рис. 5.12, а проведем для режима холостого хода. Обозначим токи в ветвях 
0\ “ Л . /.«) и узлах (1-5) в соответствии с рис. 5 12, а и выведем формулу для затухания 
фильтра.

При выводе учтем, что /5 *0, поэтому q>2 =« ф, * 0 Ток /, = j  са2 С Ф5: потенциал 
(<>4 = -/, Я2 = - j  соС2 Я2 4*3 Ток /j = (Ф з-Ф4)/Яз = * Фз (1 * j  о Я2 С2)/Я3 Ток 
/j - р4 /шС| =ф] С, С2 Я2 о>2.

Входной ток фильтра

/.„ = /3 -/} = -Ф] (С, Г 2 Я2 (О2 + jа С 2 + (l+ jtoC 2 Я2)/Я3)

Входное напряжение

Ф5 = ф« + Я. = -Фз (-  с, С2 Л, Я2 со2 + 7 о J( Я, + Д2) С2 ♦ AM l j + A j.
Затухание фильтра в децибелах

a j B  =  2 0 = 20 lglf A  -С, Cj Я, Я2 « 2) + (Я, ♦ я2)С2 + A M i
«3

Если принять Я) = Я3 = Я5 = Я и обозначить и 0 = \/к^С^С^. то зависимость 
а = / (о )  (выраженная в долях от ь>0) можег быть проиллюстрирована кривыми иа 
рис.5 12,бпри С|/С2 = 1:9:36 Отношение С,/С2 определяет вид затухания в полосе 
частот от 0 до (о0. За счет ОУ при некоторых Г, /С, затухание может быть отрицатель
ным (вмесго затухания имеет место усиление). На рис. 5 13, а приведена схема высокоча
стотного активного ЯС-фильтра. образованная из схемы (см рис. 5 12, а) перестановкой 
конденсаторов и резисторов Резисторы Я4 а схеме на рис. 5 12, а и Я4 в схеме на 
рис 5 13. а выполняют функции сопротивлений, регулирующих работу ОУ. поэтому при 
упомянутой замене их не следует принимать во внимание. Для этой схемы (выкладки опус
каем) затухание фильтра в децибелах

aas = 20 lg I Г2 , С,-мГ,+С,
Я, Я, С'] ( 2 ы" C*i J С (С2 Я-, о

Зависимости а = / (м ) для схемы на рис. 5 13. и можно качественно получить из кри
вых а = /  (о) для схемы на рис. 5 12. а, если последние зеркально отразить относитель
но вертикальной оси, проведенной через со0 Схема лолосно-пропускаюшею активного 
ЯО-фильтра изображена на рис 5 13. 6. Затухание этого фильтра в децибелах

= 20IS М. С0 (и Г Я|+Л2----- I + — + / К , с 5 СЗ--------1------ —«71 C,J Ч * Я2Я ,С ,Ш

ЧЬИ
Iй'

С,

Н Ь Я2

о-C D - —1|
г—

Kl (j] | |  Я)

л

1
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При этом

0 - I *1 + Ъ
0 U , * 2 * 3C 2C,

Наименьшее затухание а = 20 lg I + - имеет место при частоте ш0А
Отношение выходного напряжения четырехполюсника к входному как функция час

тоты ш называют передаточной функцией четырехполюсника. Для схемы рис 5 12, а
К  = ф,/ф5.

Схема полосно-заграждаюшего фильтра изображена на рис 5.13, в.
Второе направление реализации активных ЯС-фильтров основано на замене обычных 

индуктивных элементов в к- или m-фильтрах на имитированные. При замене учитывают, 
является ли или может ли быть заземленным один из концов имитируемого индуктивного 
элемента. Если один из концов заземлен, то выбирают одну схему имитации, если нет, 
то другую. Так, в схеме фильтра ВЧ (см. рис 5.2, а) нижний зажим индуктивного элемен
та соединен с землей, т. с элемент L является заземленным. В схеме фильтра НЧ (см. 
рис. 5.1, б) ни один из зажимов L не заземлен (т. е. L не заземлена). Поэтому индуктивные 
элементы в схемах на рис 5 2, а, 5.1,6  должны быть имитированы различно (см. Прило
жение П2).

§ 5.8. Передаточные функции активных ЛС-фильтров в нормированном виде.
Будем различать обычную частоту о и нормированную <д„, выраженную в долях от 
частоты среза о с для НЧ-фильтра (рис. 5.14, а) и в долях от центральной частоты лоло-

Рис 5 14

сы пропускания щ, (рис 5.14, б) полосно-пролускаюшего фильтра То есть для 
НЧФ(!>„ "(о/о)с, для ППФ о)н =ы/ы, Передаточные функции одного звена НЧ-. I1I1-, 
ВЧ- и ПЗ-фнльтров в нормированном виде записывают так:

Рл
*НЧ (Р*) - М(р„) М (Р„)

*’вч(Яц) - *Ри ^Пз(Рн) - *(Рн +<Дрн) 
М{ ря )

Здесь М (р н) = рн‘ + т  р„ +п, /л = —— ; п - ы ' . р„ = j  ы „; с о — нормированная
</р

резонансная угловая частота одного звена фильтра (ь>р„ < 1). Степень в числителях 
этих выражений различна У низкочастотного она нулевая, у ППФ —  первая, у ВЧФ и 
ПЗФ — вторая Уравнение Л/(р„) = 0 имеет комплексно-сопряженные корни (полюса
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К (р „ ) )  Под добротностью полюсов Яр одного звена фильтра понимают величину 
2a/ylа 2 + р2. Она показывает, насколько острой является частотная характеристика звена 
(полюса равны - а ± у р )

При q й 2 звено фильтра считают низкодобротным, при </р s 20— среднедобротным, 
при qр > 20 — высокодобротным. Схемы звеньев фильтров с различной величиной Яр 
приведены в [10].

§ 5.9. Получение передаточной функции низкочастотного активного ЛС-фнльт- 
ра, выбор схемы и определение ее параметров. На рис. 5 14, о изображена зависимость 
шухания а НЧ-филыра от частоты о>; о)с — частота срсза, а>, — частота, начиная с 
которой НЧ-фильтр имеет относительно большое затухание В полосе пропускания 
допустимо небольшое затухание атгх. Порядок расчета — следующий: сначала опреде
лим отношение о,/о>с, затем по величинам os/oc, omj„ и а,,,,, по таблицам, помещен
ным в [10], при выбранном способе аппроксимации частотной характеристики фильтра 
(см § 10.12) определяем знаменатель М (рн) всего фильтра. В таблицах он представлен, 
как правило, в виде произведения полиномов второго порядка вида p j  + тр „+ п . Каж
дому полиному соответствует свое звено активного ДС-фильтра. Все звенья соединяют кас
кадно Для каждого полинома определяем добротность ? р и по ее величине подбираем 
схему каждого звена по [10]. После этого передаточную функцию каждого звена дснор- 
мируем, заменяя о>рн на <ор/<dc, а рл на ;и / м с Затем определяем параметры Я, С каж
дого звена С этой целью сопоставляем почленно выражение передаточной функции 
звена (например, выражения схемы на рис. 5.12) с полученной функцией K (ju )
звена Часть параметров в схеме может быть взята произвольно (резисторы — по нескольку 
килоом, а конденсаторы — доли микрофарад), другую часть находим из сопоставления 
Так как вариантов решения может быть несколько, то выбираем по тем или иным сообра
жениям наиболее целесообразное

§ 5.10. Получение передаточной функции полосно-пропускаюшего активного 
ДС-фильтра. Положим, что требуется получить ПП-фнльтр с относительно большим за
туханием omin в полосах заггухания (от (•> = 0 до о,, и от а ,2 до со ) — рис 5 14, 6 — и 
небольшим допустимым затуханием ат>у в полосе пропускания от шм до сил;. Цент
ральная частота в полосе пропускания обозначена о , (в относительных единицах иг = I ) 

Передаточную функцию ПП-фильтра получают на основе частотных преобразований 
(см Приложение П6) следующим образом: сначала подсчитывают нормированную часто-

0,2 - ы(|ту о , =— ---- — НЧ-фильтра прототипа Затем по о, и заданным значениям атт  и ат1Х
<о*: -<ом

полосового фильтра, при заданном способе аппроксимации частотной характеристики (по 
Чебышеву, Баттерворту, Бесселю и т. д.) по таблицам, приведенным в (10], определяем 
нормированную перслаточную функцию НЧ-фильтра прототипа После этого подсчиты-

О/р “ СО/,1ваем коэффициент Ь - — —---  и в передаточной функции ИЧ-филътра прототипа заме-

2 2 2 ,5М + (О. 5М + 1 , ,,, . Г1няем ри на —---- Т— = —--- , т е осуществляем переход от НЧ-фильтра к ПП-норми-
bs„ bs„ 

рованному фильтру (см Приложение 116)
Здесь s„ = j a „ ,  u>H — текущее значение нормированной угловой частоты Для пере

хода от нормированной частоты ы„ к ненормированной ш заменяем £ои на ш/со,^^

о,исморч
Обратим внимание на то, что степень полинома знаменателя передаточной функции 

ПП-фильтра увеличивается при этом в два раза по сравнению со степенью полинома зна
менателя передаточной функции НЧ прототипа. Другими словами, каждое квадратичное 
звено НЧ прототипа заменяется на два каскадно включенных квадратичных звена ПП-филь-
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I. Что понимают под электрическими т- и A-фильтрами? 2. Дайте определение поло* 
сы прозрачности и полосы затухания. Как расчетным путем найти границы полосы про
зрачности дл« фильтров НЧ и ВЧ, а также полосно-пропускающих и полосно-заграждаю- 
ших фильтров? 3. Начертите графики изменении Zc,a  и Ь в функции частоты ш для всех 
известных вам типов фильтров. 4. Из чего следует исходить при выявлении характера Zt 
фильтра в полосе затухания9 5. Как по схеме А-фильтра определить, к какому типу он при
надлежит? 6. В чем недостатки А-фильтров? 7. Как согласовывают полузвенья т-фильтра 
с А-фильтром1 За счет чего в m-фильтрах при некоторых частотах возникает бесконечно 
большое затухание? 8. В чем преимущества т- перед А-фильтрами? 9. Что послужило ос
нованием подразделять полузвенья m-фильтров на параллельно-производные и на после-, 
дователыю-производные? I0. Чем объяснить, что коэффициент т  берут равным 0,55-0,6? 
I I .  Чем принципиально отличается ЛС-фильтр о г А- и т-фильтров? 12. Что понимают по* 
активными /?С-фильтрами и каковы их достоинства? 13. Какие вы знаете два основных 
направления реализации активных /?Г-фильтров'> 14. Какие способы создания имитиро
ванной индуктивности вы знаете? 15. Выведите формулы зависимости затухания а от ча
стоты ш: а) для фильтра на рис. 5.12, а, б) для фильтра на рис. 5.13, б, в) для фильтра на 
рис. 5.13, в. 16. Решите задачи 14.1; 14 4; 14.6; 14 7; 14 18, 14.21; 14.22

Вопросы для самопроверки



Глава шестая 
Т Р Е Х Ф А З Н Ы Е  Ц Е П И

§6.1. Трехфазная система ЭДС. Под трехфазной симметричной 
системой ЭДС понимают совокупность трех синусоидальных ЭДС оди
наковой частоты и амплитуды, сдвинутых по фазе на 120°. Графики их 
мгновенных значений изображены на рис. 6.1, векторная диаграмма — 
на рис. 6.2. Принцип получения трехфазной системы ЭДС иллюстрирует 
рис. 6.3. В равномерном магнитном поле с постоянной угловой скорос
тью са вращаются три одинаковые жестко скрепленные друг с другом 
катушки.

Плоскости катушек смещены в пространстве друг относительно дру
га на 120°. В каждой катушке наводится синусоидальная ЭДС одинако
вой амплитуды. По фазе ЭДС катушек сдвинуты на 120°.

Аналогичным путем можно получить двух- и четырехфазную систе
му ЭДС и более фазную. Наибольшее практическое применение получи
ла трехфазная система.

ЭДС трехфазного генератора обозначают следующим образом: одну 
из ЭДС — Е а, отстающую от нее на 120° ЭДС — Е н, а опережающую 
на 120°  — Е( .

Последовательность прохождения ЭДС через одинаковые значения 
(например, через нулевое значение) называют последовательностью фаз.

§ 6.2. Принцип работы трехфазного машинного генератора.
В машинном генераторе (рис. 6.4) обмотки неподвижны (помещены в 
пазы статора); на рисунке они обозначены буквами А, В , С. Магнитное 
поле в генераторе создается вращающимся ротором с намотанной на него 
катушкой, по которой протекает постоянный ток. Если число пар полю
сов ротора равно единице, то угловая частота вращения ротора равна уг
ловой частоте вращающегося магнитного поля. Магнитная цепь в такой 
конструкции почти замкнута (имеется только небольшой зазор между 
статором и ротором), что позволяет получить значительный поток при
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относительно небольшой магнитодвижуще< 
силе обмотки ротора. При конструировали» 
генератора стремятся к тому, чтобы распре 
деление магнитной индукции по окружное 
ти статора было практически синусоидально 
На рис. 6.4 штриховыми линиями показань 
магнитные силовые линии в некоторый мо 
мент времени.

§ 6.3. Трехфазная цепь. Расширение п» 
нятия фазы. Совокупность трехфазной сио 
темы ЭДС, трехфазной нагрузки (нагрузок) ( 
соединительных проводов называют трех
фазной цепью.

Токи, протекающие по отдельным участкам трехфазных цепей, сдвИ' 
нуты относительно друг друга по фазе. Под фазой трехфазной цепи ПО' 
нимают участок трехфазной цепи, по которому протекает одинаковый ток 
В литературе фазой иногда называют однофазную цепь, входящую в со- 
став многофазной цепи. Под фазой будем также понимать аргумент си̂  
нусоидально меняющейся величины. Таким образом, в зависимости от 
рассматриваемого вопроса фаза —  это либо участок трехфазной цепи 
либо аргумент синусоидально изменяющейся величины.

§ 6.4. Основные схемы соединения трехфазных цепей, определе
ние линейных и фазовых величин. Существуют различные способы 
соединения обмоток генератора с нагрузкой. Самым неэкономичным спо
собом явилось бы соединение каждой обмотки генератора с нагрузкой 
двумя проходами, на что потребовалось бы шесть соединительных про
водов. В целях экономии обмотки трехфазного генератора соединяют е 
звезду или треугольник. При этом число соединительных проводов oi 
генератора к нагрузке уменьшается с шести до трех или до четырех.

На электрической схеме трехфазный генератор принято изображать е 
виде трех обмоток, расположенных друг к другу под углом 120°. При 
соединений звездой одноименные зажимы (например, концы х,у, z) трех 
обмоток объединяют в одну точку (рис. 6.5), которую называют нулевой 
точкой  генератора 0. Обмотки генератора обозначают буквами А, В , С; 
буквы ставят: А —  у начала первой, В  —  у начала второй и С —  у начала 
третьей фазы.

Рис 6 5 Рис. 6.6
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При соединении обмоток генератора треугольником (рис. 6.6) конец 
первой обмотки генератора соединяют с началом второй, конец вто
рой — с началом третьей, конец третьей — с началом первой. Геометри
ческая сумма ЭДС в замкнутом треугольнике равна нулю. Поэтому если 
к зажимам А, В , С не присоединена нагрузка, то по обмоткам генератора 
не будет протекать ток.

Обратим внимание на то, что расположение звезды или треугольника 
векторов фазовых ЭДС на комплексной плоскости не следует связывать 
с расположением в пространстве осей трех обмоток генератора.

Пять простейших способов соединения трехфазного генератора с 
трехфазной нагрузкой изображены на рис. 6.7-6.10.

Рис 6.8

Линейный провод

Рис. 6.7

Рис. 6.9

Рис. 6 10 Рис 6.11

Точку, в которой объединены три конца трехфазной нагрузки при 
соединении ее звездой, называют нулевой точкой нагрузки и обознача
ют 0'. Нулевым проводом называют провод, соединяющий нулевые точ
ки генератора и нагрузки. Ток нулевого провода назовем /0. Положитель
ное направление тока возьмем от точки 0' к точке 0.
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Провода, соединяющие точки А, В, С  генератора с нагрузкой, назы
вают линейными.

Схему на рис. 6.7 называют «звезда — звезда с нулевым проводом»; 
на рис. 6.8 — «звезда — звезда без нулевого провода»; на рис. 6.9, а — 
«звезда — треугольник»; на рис. 6.9, б — «треугольник — треугольник»; 
на рис. 6.10 — «треугольник — звезда».

Текущие по линейным проводам токи называют линейными; их обо
значают l A, \н , ic . Условимся за положительное направление токов 
принимать направление от генератора к нагрузке. Модули линейных то
ков часто обозначают /л (не указав никакого дополнительного индекса), 
особенно тогда, когда все линейные токи по модулю одинаковы.

Напряжение между линейными проводами называют линейным 
и часто снабжают двумя индексами, например U AH (линейное напря
жение между точками А и 5); модуль линейного напряжения обозна
чают и„.

Каждую из трех обмоток генератора называют фазой генератора; каж
дую из трех нагрузок — фазой нагрузки; протекающие по ним токи — 
фазовыми токами генератора /ф или, соответственно, нагрузки, а напря
жения на них — фазовыми напряжениями (^ф).

§ 6.5. Соотношения между линейными и фазовыми напряжения
ми и токами. При соединении генератора в звезду (см. 
рис. 6.7; 6.8; 6.9, a) линейное напряжение по модулю в -Уз раз больше 
фазового напряжения генератора (С/ф). Это следует из того, что U, есть 
основание равнобедренного треугольника с острыми углами по 30° 
(рис. 6.11);

U , - U AH= U ^ 2 c o s 3 0 o^y l3U^.  (6.1)

В основу формирования ряда трехфазных напряжений, когда после
дующее напряжение больше предыдущего в -Уз раз, положен -Jl = 1,73. 
Приведем часть этого ряда при относительно низких напряжениях; 127, 
220, 380,660 В.

Линейный ток /л при соединении генератора в звезду равен фазово
му току генератора: /л = /ф.

При соединении генератора в треугольник линейное напряжение равно 
фазовому напряжению генератора (см. рис. 6.6; 6.9, б):

Un = U f  (6.2)

При соединении нагрузки в звезду (см. рис. 6.7; 6.8; 6.10) линейный 
ток равен фазовому току нагрузки: /я - /ф.

При соединении нагрузки треугольником положительные направления 
для токов выбирают по часовой стрелке. Индексы у токов соответствуют 
выбранным для них положительным направлениям: первый индекс от
вечает точке, от которой ток утекает, второй — точке, к которой ток при
текает.
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При соединении нагрузки треугольником (см. рис. 6.9, а, 6) линейные 
гоки не равны фазовым токам нагрузки и определяются через них по 
первому закону Кирхгофа.

1Л ~ ~ А /1»
1н = h e  ~ 1ав<
U- - U'A ~ 1цс-

§ 6.6. Преимущества трехфазных систем. Широкое распростране
ние трехфазных систем объясняется главным образом тремя основными 
причинами:

1) передача энергии на дальние расстояния трехфазным током эконо
мически более выгодна, чем переменным током с иным числом фаз;

2) элементы системы — трехфазный синхронный генератор, трехфаз
ный асинхронный двигатель и трехфазный трансформатор — просты в 
производстве, экономичны и надежны в работе;

3) система обладает свойствами неизменности значения мгновенной 
мощности за период синусоидального тока, если нагрузка во всех трех 
фазах трехфазного генератора одинакова.

§ 6.7. Расчет трехфазных цепей. Трехфазные цепи являются разно
видностью цепей синусоидального тока, и потому расчет и исследование 
процессов в них производят теми же методами и приемами, которые рас
сматривались в гл. 3 и 4. Для цепей трехфазного тока применим также 
символический метод расчета и можно строить векторные, топографи
ческие и круговые диаграммы.

Аналитический расчет трехфазных цепей рекомендуется сопровождать 
построением векторных и топографических диаграмм. Векторные диаг
раммы облегчают нахождение углов между токами и напряжениями, де
лают все соотношения более наглядными и помогают находить ошибки 
при аналитическом расчете, если последние возникнут.

§ 6.8. Соединение «звезда — звезда с нулевым проводом». Если ну
левой провод в схеме (см. рис. 6.7) обладает весьма малым сопротивле
нием, то потенциал точки 0' практически равен потенциалу точки 0\ 
точки 0' и 0 фактически представляют собой одну точку. При этом в 
схеме образуются три обособленных контура, через которые проходят 
токи I А - Ё А! Z А\ i H = E R IZ H\ l (. = Er /Z, .

По первому закону Кирхгофа ток в нулевом проводе равен геометри
ческой сумме фазовых токов:

/о = Л| + /я + /(- (6-3)
Если Z A = ZH = Zv (такую нагрузку называют равномерной), то ток 

/0 равен нулю и нулевой провод может быть изъят из схемы без изме
нения режима ее работы.
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При неравномерной нагрузке фаз ток /0 в общем случае не равен
нулю.

При наличии в нулевом проводе некоторого сопротивления расчет 
схемы производят методом узловых потенциалов.

Пример 59. В схеме (рис 6 12, а) ЭДС каждой фазы трехфазного генератора 
127 В. Сопротивления фаз нагрузки равны по модулю (6,35 Ом), но имеют 
характер: Z А = R, Za = y o L ,  Z<-•=-у/<зС. Определить ток в нулевом проводе.

Рис 6 12

Р е ш е н и е .  Построим векторную диаграмму (рис. 6.12, б). Токи всех фаз по моду- 
лю равны 127/6.35 = 20 А. Ток /л совпадает по фазе с Ел . Ток на 90° отстает oi 
Ен Ток /<■ опережает Ес  на 90°. Сумма /,, + /„ + /<- даст вектор тока /0 По модулк 

он равен 14,6 А

Пример 60. Какое значение должно иметь сопротивление в фазе А схемы (см. 
рис. 6.12, а), чтобы ток в нулевом проводе стал равным нулю?

Р е ш е н и е  Геометрическая сумма токов + /,- по модулю равна

2 20 cos 30° = 20 Л  А

Ток в нулевом проводе равен нулю, если тик /А< направленный противоположно сум
ме \н +1(- по модулю равен 20 А При этом сопротивление фазы А

R - Е/20 у[з - 127/20 Л  = 3,66 Ом.

Пример 61. Определить ток в нулевом проводе схемы на рис 6 12, о, если в фазу А 
включить активное сопротивление 3.66 Ом. а индуктивность и емкость фаз В  и С  поме
нять местами- о  I. =--- - 6,35 Ом

о  С
Р е ш е н и е .  Векторная диаграмма изображена на рис. 6 13 Из нее следует, чте 

/0 =34,6 + 34,6 = 69,2 А

§ 6.9. Соединение нагрузки треугольником. Выберем направление 
токов в фазах треугольника в соответствии с рис. 6.9, а. Ток i AH вызы
вается напряжением U AM. Модуль и фаза его относительно напряжения 
U AH определяются сопротивлением нагрузки ZAH. Ток /й(. вызван 
напряжением Онс. Модуль и фаза его относительно U/jr определяются 
сопротивлением Z HC. Ток j ( A вызван напряжением \]СА и зависит от
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сопротивления ZCA. Линейные токи вычислим через фазовые токи по пер
вому закону Кирхгофа:

I Л  ~  1  А Н  ~  h  А  '

[я = [не - [лн* (6.4)
1с - 1сл ~hc-

При равномерной нагрузке фаз линейные токи по модулю в Уз раз 
больше фазовых токов нагрузки. При неравномерной нагрузке линейные 
токи могут быть и больше и меньше фазовых токов нагрузки.

Пример 62. В схеме (рис. 6.14, a) Zah = - \ 9 j . 2й ( =19у; 7.сл = 19 Ом. ЭДС каж
дой фазы генератора 220 В Определить все токи и построить векторную диаграмму.

Рис 6 14

Р е ш е н и е  Векторная диаграмма построена на рис. 6.14. 6. Напряжения на фазах на
грузки в Уз раз больше фазовых ЭДС генератора и равны 220 Уз = 380 В Ток j AJI опе
режает напряжение U АК на 90° и равен 380 /19 = 20 Л. Ток /яг отстает от Uяг на 
90° и также равен 20 А Ток il A по модулю равен 20 А и совпадает по фазе с напряже
нием UlA . Линейные токи }л% /<• найдем графическим путем, используя соотно
шения (6 4) По модулю /  ̂ */<•=) 0 А; 1в = 20 А.

§6.10. Оператор а трехфазной системы. Условимся комплексное 
число еу'20°, по модулю равное единице, обозначать а и называть опе
ратором трехфазной системы. Тогда

ey240-=(eyl20*)2=£j2

Три вектора — 1, а и а2 — образуют симметричную трехфазную 
систему (рис. 6.15):

\ + а + аг =0. (6.5)
Умножение какого-либо вектора на а поворачивает его без изменения 

модуля на угол 120° против часовой стрелки. Умножение вектора на а1 
поворачивает его на угол 240° против часовой стрелки, или, что то же 
самое, поворачивает его по часовой стрелке на 120°.
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+1 С помощью оператора а можно выразить ЭД< 
Е н и Е с симметричной трехфазной системы ч« 
рез ЭДС Е л :

Е н = а Е А; Ес - а Е а. (6.6

Рис. 6.1$ § 6.11. Соединение «звезда — звезда без ну 
левого провода». На рис. 6.8 представлена схем 
с двумя узлами (точки 0 и O'). Для расчета токо 

в ней целесообразно пользоваться методом двух узлов (см. § 2.21). На 
пряжение между двумя узлами

Uiro - Y ,+ YH + Yr К, + + Yr (6.7

Если нагрузка равномерна (УА = YH = Yr ), то (см. соотношение (6.5]

и.) „ mL ! 4 ± £ ± £ l m о

и напряжение на каждой фазе нагрузки равно соответствующей ЭДС:

йлtr - й в,/■ = Е н’, и с1,- - Ес .

Если нагрузка неравномерна, то U(rn *  0 и

U му ~ Е-л ~U(>‘in U w  = Е н - U (,-(l; U( ir = Е( ~Un 0.

Токи в фазах нагрузки:

/л =0Mf /ZA; /н = Оцо- /ZH; /( = 0cn-/Zc .

Если в двух фазах нагрузка одинакова, например Z H - Z( * Z A, то 
формула (6.7) после преобразований имеет следующий вид:

Zg ~ ZA 
Z r +2 Z A

(6.8)

§6.12. Трехфазные цепи при наличии взаимоиндукции. Расчет 
трехфазный цепей, содержащих магнитно-связанные катушки, осуществ
ляют так же, как и расчет магнитно-связанных цепей однофазного сину
соидального тока.

Пример 63. Определить показания амперметра и вольтметра в схеме (рис. 6.16, а). По
строить топографическую диаграмму, совместив ес с векторной диаграммой токов. Дано: 
Еф = 127 В: ш L = I /со С = 4 Ом; о  М = 2 Ом

Р е ше н и е .  Выберем положительные направления токов в соответствии с рис. 6 16, а. 
По первому закону Кирхгофа i A + 1Н + /(. = О
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Рис 6.16

Примем ЭДС Ел , направленной по оси + 1. Составим уравнение по второму закону 
Кирхгофа для контура О АО'ВО :

I А j  ю L + i H j  (о М -( /я jo) I. + i А j  ш М )- 0 Лц.

После подстановки числовых значении получим

220 с '30”
 ̂J  0 л~  1 н )~  220е',0° 

Для контура ОСО'ВО
2с /90“ = I Ю с '/6° ” А

,( \ ~ ~ \-Un /« L + Iл У 01М) = 0, „

у Л - 2 у /  ̂- 4 У /Л = 220 у.

Совместное решение трех уравнений дает

IА = 110: jH = I Юе-'60’; /<• = 110̂ 3 e'/is"° A
Топографическая диаграмма, совмсшенная с векторной диаграммой токов, изображе

на на рис 6.16, о Амперметр показывает 110 А. вольтметр — приблизительно 640 В. Пос
ледний роулътат получен после подсчета 4V  по формуле

ч у  =4>0 + E A - i A j t a L - i H j<aM

§ 6.13. Активная, реактивная и полная мощности трехфазной 
системы. Под активной мощностью трехфазной системы понимают 
сумму активных мощностей фаз нагрузки и активной мощности в сопро
тивлении, включенном в нулевой провод:

Р - Р А + РН + РС + Р0. (6.9)

Реактивная мощность трехфазной системы представляет собой сум
му реактивных мощностей фаз нагрузки и реактивной мощности в со
противлении, включенном в нулевой провод:

Q = Qa +Qh +Qc +Qo- (6.10)
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Полная мощность

S ^ J p 2 + Q2. (6.11)

Если нагрузка равномерная, то

pQ = Qq = 0;

р а  = рн = рс =^ф /ф собфф;

О-А -  Q b - Q c  ~  ^ ф  Aj> s ' n Фф-

где фф — угол между напряжением 0^ на фазе нагрузки и током /ф фазы 
нафузки.

При равномерной нагрузке фаз

Р -  3 t /ф /ф СОБфф',

в-ЗУф/фвШфф; (6.12)

•5 = 3?7ф /ф.

При равномерной нагрузке фаз независимо от способа ее соединения 
(звездой или треугольником)

3^Ф /ф = >/з >/3 L/ф /ф = \/з (Ул /л, (6.13)

где £/л — линейное напряжение на нагрузке; /л — линейный ток на
грузки.

Поэтому вместо формул (6.12) часто используют следующие:

Р  = Я и я I я С°5ФФ;

Q = S U n /л *тфф; (6.14)

s  = n/з {ул /л.

§ 6.14. Измерение активной мощности в трехфазной системе. Для 
измерения активной мощности трехфазной системы в общем случае 
(неравномерная нагрузка и наличие нулевого провода) необходимо вклю
чить три ваттметра (рис. 6.17). Активная мощность системы равна сум
ме показаний трех ваттметров. Если нулевой провод отсутствует, то 
измерение мощности производят двумя ваттметрами (рис. 6.18). Сумма 
показаний двух ваттметров при этом определяет активную мощность всей 
системы независимо от того, звездой или треугольником соединена 
нагрузка (треугольник нагрузки всегда может быть преобразован в экви
валентную звезду).
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Рис. 6 17 Рис. 6.18

Показание первого ваттметра равно Яе£/Ж 1а , второго — 
ReU R(- Iв ,  но

Rt (U Ar L  + 0 H( h )  = Rc({U a ~ U c ) l A + (U H~ U r ) l H} =
= Rc(uA i A+u H /н+ис /г ),

• • •
так как /А + 1Н = - /г .

При равномерной нагрузке фаз достаточно измерить мощность одной 
фазы и результат утроить.

§6.15. Круговые и линейные диаграммы в трехфазных цепях.
Если изменяется модуль сопротивления одной из фаз трехфазной цепи, 
а аргумент его постоянен, то геометрическим местом концов векторов 
напряжения (тока) любой фазы цепи является окружность или прямая 
линия.

Для примера рассмотрим круговую диаграмму напряжений по схеме 
(рис. 6.19, а), если ZH = Zr  = г = const и изменяется только модуль со
противления фазы A (ZA).

р, U*/0\ 1
\|

v £1̂ 0
/ 0'„

6 1

^ а и I = £.1

(>„„,=-0,5 £,

Рис. 6 19

Используем формулу (4.80), заменив в ней индексы а и Ь на 0' и 0. В 
режиме холостого хода ток по фазе А равен нулю, а напряжения на двух 
сопротивлениях ZH =Z(■ = г равны i )m !2. При этом точка 0' находится 
посередине вектора Ощ- (точка/ на рис. 6.19, б); U,y()x =-0,5 Е А. При 
коротком замыкании сопротивления Z A потенциал точки 0' равен потен
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циалу точки А. Поэтому U,,;1к = Е А. Хордой искомой окружности я>« 
ляется разность векторов (рис. 6.19, в) - U 0'0x = Е л -(-0,5 £<)" 
= \,5ЁА. Для определения входного сопротивления ZM относительно 
точек А и 0' служит схема на рис. 6.20, а (источники ЭДС закорочены), 
Два сопротивления г включены параллельно, поэтому Ztx- r l 2 и 
Ч>.„ = 0.

а 6
Рис 6 20

Рассмотрим три случая, отличающихся характером сопротивления ZA.
1.Если ZA— изменяющееся емкостное сопротивление, то 

Z а = - j  Uо С; фн = -90°; ф = фн - фвх = -90°. Круговая диафамма на
пряжения U„-n построена на рис. 6.20, б, где линия Х с проведена по 
отношению к хорде под углом -ф =90°. Масштаб для Х с соответству
ет масштабу, в котором отрезок J d  выражает входное сопротивление 
Ztx - г 12. Геометрическим местом точки 0' является полуокружность

fpA . Для определения модуля и фазы U„-n при некотором произвольном 
значении Х ( его следует отложить на линии md и провести луч fm. Точ
ка пересечения луча fm с полуокружностью fp A  обозначена р. Напря
жение 01ГП, соответствующее взятому значению Х ( , изобразится век
тором, проведенным из точки 0 в точку р.

2. Если ZA — изменяющееся индуктивное сопротивление, то у  = 90° 
и геометрическим местом концов вектора О,,,, является полуокружность 
fqA  (штриховая линия на рис. 6.20, б). Линия переменного параметра в 
этом случае будет справа от точки d.

3. Если Z A — чисто активное сопротивление, то у  = фн -фм = 0° и 
геометрическим местом концов вектора U(ni является прямая Af.

§ 6.16. Указатель последовательности чередования фаз. Определе
ние последовательности чередования фаз в трехфазной симметричной 
системе ЭДС (напряжений) осуществляют с помощью указателя после
довательности чередования фаз. В простейшем исполнении он состоит 
из двух одинаковых ламп накаливания и конденсатора (рис. 6.21).

Емкость С выбирают такой, чтобы емкостное сопротивление равня
лось резистивному сопротивлению каждой лампы.

Если три конца указателя подключить к трем концам симметричной 
трехфазной системы ЭДС, то потенциал нулевой точки схемы на рис. 6.21
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Рис. 6.21 Рис 6 22

будет соответствовать положению точки 0' на векторной диаграмме 
рис. 6.20, б.

На диаграмме рис. 6.20, видно, что напряжение на лампах накалива
ния будет различно. На лампе, включенной в фазу В, оно определяется 
вектором 0 Шу ; на лампе, включенной в фазу С\ — вектором Urn-. Так 
как 0 ШУ > V n r, то лампа в фазе В будет гореть более ярко, чем лампа в 
фазе С. Следовательно, если фазу трехфазной системы ЭДС, к которой 
подключен конденсатор, принять за фазу Л, то  фаза, к которой ока
ж ется подключенной ярко горящая лампа, есть фаза В, а фаза с туск
ло горящей лампой — фаза С.

Одним из важнейших свойств многофазных, в частности, трехфазных, 
токов является их способность создавать круговое вращающееся магнит
ное поле.

§ 6.17. Магнитное поле катушки с синусоидальным током. Маг
нитное поле одной кагушки, по которой протекает синусоидальный ток, 
представляет собой пульсирующее*' (не вращающееся) магнитное поле. 
На рис. 6.22, а изображена катушка, по которой проходит синусоидаль
ный ток / = /„, sin со I. Магнитное поле характеризуется вектором магнит
ной индукции В. Направление В определяется направлением намотки 
катушки и направлением тока в ней в данный момент времени. Пусть 
буква Н  означает начало, а А' — конец катушки. Если ток входит в 
зажим Н и выходит из зажима К  (это направление тока будем считать по
ложительным: ему соответствует интервал времени от 0 до я), то век
тор магнитной индукции направлен вверх по осевой линии катушки. 
В следующий полупериод, когда ток отрицателен, вектор В  направлен 
вниз (штриховая линия на рис. 6.22, а). Таким образом, геометрическим 
местом концов вектора В  является ось катушки.

§6.18. Получение кругового врашаюшсгося магнитного поля.
Круговое вращающееся магнитное поле представляет собой магнитное 
поле, вектор результирующей магнитной индукции которого имеет 
постоянное значение и вращается с постоянной угловой скоростью со (см. 
рис. 6.22, 6).

’’Пол пульсирующим полем понимают поле, вектор магнитной индукции которого из
меняется (пульсирует) вдоль оси. согааюшей его катушки с током
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Рис. 6.23

Расположим три одинаковые катушки так, чтобы их оси были смеще
ны на 120° относительно друг друга (рис. 6.23, а). Присоединим катуш
ки к симметричной трехфазной системе ЭДС. Пусть токи входят в нача
ле катушек // и изменяются следующим образом:

= /„, sin (о f;

/, = /„, sin(w t - 120°); 
i3 = I m sin(o) t + 120°).

Графики токов изображены на рис. 6.23, 6. Каждый из токов создает 
пульсирующее поле, направленное вдоль оси своей катушки.

Положительное направление оси первой катушки обозначим + 1, вто
рой — +2, третьей — + 3. Магнитную индукцию первой катушки обо
значим Вх, второй— В2. третьей — В} . Тогда

= Вт sin со f;
В2 = В,„ sin(co / - 120°);

Bj = Вм sin(o) I + 120°).

Изобразим векторами в пространстве мгновенные значения В,, В2, 
Въ и результирующую индукцию для моментов времени со/ — 0, я/2, 
л, Зл/2 (рис. 6.24, а-г). Запишем алгебраическую сумму проекций 
векторов магнитных индукций В2, В} на оси х и у  декартовой

+ 1 +1
с.

ш/ = 0 Я,
^ В )

+ 1

Рис. 6 24
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системы координат (см. рис. 6.23, в), совместив ось х с осью 1 и ось у  с 
осью + у:

Вх = В2 cos30° - Bj cos30° = 1,5 Вт j\
Ву - В х- В2 cos 60° - В3 cos 60° = 1,5 B„.

Мгновенные значения проекций векторов магнитной индукции на оси
х и у

В, = -1,5 Вт cos (о /; Ву = 1,5 Вт sin (0 /.

По модулю результирующая индукция В = ^В ] + в\ = 1,5 В „ и состав
ляет угол Р с осью -х.

tgp = -B v/B, = tgor,

т. е. угол Р = ш /.
С увеличением времени вектор результирующей магнитной индукции, 

оставаясь по модулю равным 3 Вт / 2, вращается с угловой скоростью и> 
по направлению от начала первой катушки с током к началу второй ка
тушки с током /га sin(co / - 120°), т. е. вектор результирующей магнитной 
индукции вращается в сторону катушки с отстающим током.

Если ток /„, sin(a> г — 120°) пропустить по третьей, а ток 
l m sin(u) I + 120°) — по второй катушке, то направление вращения поля из
менится на противоположное.

Если произойдет обрыв одной из фаз или ток в ней по амплитуде не 
будет равен току в какой-либо другой фазе или сдвинут по фазе не на 
120°, то образуется эллиптическое враща
ющееся поле. При его возникновении конец век
тора результирующей магнитной индукции 
будет скользить по эллипсу.

Для того чтобы усилить вращающееся маг- 
ннтное поле, внутрь катушек помешают полый 
или сплошной ферромагнитный цилиндр, а сто
роны катушек заключают в пазы внешнего фер
ромагнитного цилиндра (рис. 6.25).

Вращающееся магнитное поле используют в 
электрических двигателях.

Обратим внимание на то, что пульсирующее 
поле (см. § 6.17) можно представить в виде сум
мы двух вращающихся в противоположные стороны с угловой скорос
тью о магнитных полей. Действительно,

Вт sin о / = ^  {t J “ ' - 1 1 и' ) = 0,5 Вт (еу + е‘ ; 90“>).
2 j

Вектор 0,5 В„, е; (“ ' “90”) вращается против часовой стрелки, вектор 
0,5 В„, е"7<<1)'"90‘>— по часовой.
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§ 6.19. Принцип работы асинхронного двигателя. В промышлен
ности наиболее распространенным типом двигателя переменного тока 
является трехфазный асинхронный двигатель. В нем имеется неподвиж
ная часть — статор, в пазах которого помешены три катушки, создаю
щие круговое вращающееся магнитное поле, и подвижная часть — 
ротор, в пазах которого находятся три замкнутые на себя или на внеш
нее сопротивление катушки. На рис. 6.25 катушки даны в разрезе, их тор
цовые части не показаны; каждая из катушек занимает лишь небольшую 
часть окружности статора (или ротора). В действительности каждая из 
катушек (прямые и обратные провода ее) занимает около 1 / 3 окружно
сти расточки статора (или окружности ротора). Вал ротора двигателя 
соединен с валом рабочей машины.

Допустим, что сначала ротор неподвижен. При этом вращающееся 
магнитное поле, созданное обмотками статора, пересекает провода ка
тушек неподвижного ротора с угловой частотой со и наводит в них ЭДС. 
В свою очередь, ЭДС вызовут токи в катушках ротора. По закону Ленца, 
эти токи стремятся своим магнитным полем ослабить вызвавшее их маг
нитное поле.

Механическое взаимодействие токов ротора с вращающимся магнит
ным полем приведет к тому, что ротор начнет вращаться в ту же сторо
ну, в какую вращается магнитное поле (в этом можно убедиться, приме
нив правило левой руки).

В установившемся режиме частота вращения ротора а)р составляет 
(0,98 + 0,95) со. Двигатель называют асинхронным потому, что его ротор 
вращается не синхронно с вращающимся полем; сор не может равнять
ся угловой частоте вращающегося поля. Это станет понятно, если учесть, 
что при сор = со вращающееся поле не пересекало бы провода катушек 
ротора, в них отсутствовал бы ток и ротор не испытывал бы вращающе
гося момента.

В курсе ТОЭ ограничимся качественным рассмотрением основных 
положений, характеризующих принцип работы асинхронного двигателя. 
Подробнее эти вопросы изучают в курсе электрических машин.

§6.20. Разложение несимметричной системы на системы прямой, обратной и 
нулевой последовательностей фа). Любую несимметричную систему трех токов, напря
жений. потоков одинаковой частоты (обозначим их Л, В, С) можно однозначно пред
ставить в виде трех систем: нулевой, прямой и обратной последовательностей фаз.

Система прямой последовательности (рис 6 26, о) состоит из трех векторов —  А,. 
Я,, С',, равных по модулю и повернутых относительно друг друга на 120°, причем век

тор В, отстает от вектора на 120°. Используя оператор а трехфазной системы 
(см. § 6.10), можно записать;

В, = а 2 /4,. С, =аЛ,. (6.15)

Система обратной последовательности (рис ft 26, i5) состоит из векторов Л2, В2, С2, 
равных по модулю и повернутых относительно друг друга на 120°. причем вектор Вг 
опережает вектор а2 на 120°.

В2 =а А2, С2 =а2 А2. (6 16)
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Рис. 6 26

Со*
Во'
А> '

Система нулевой последовательности (рис. 6 26. в) образована тремя векторами, со
впадающими по фазе:

Ай — Bq - Cq (6.17)

Выразим заданные три вектора А, В, С через векторы симметричных систем сле
дующим образом:

А — Aq + .4] + Ал \ 
В — Bq + j9| з В2.
с = с0 + с, + су

Перепишем (6.18) с учетом (6.15) и (6 16)

А = Aq + А | + Л2,
В - А0 + а 2 А, + а А2. 
С = А0 + а А, * о ' А2

(6.18)

(6.19)
( 6 .20) 

(6.21)

Из системы уравнений (6 19)-(6.21) найдем А0. л,. Лг. через заданные векторы А, 
В, С Для определения /4ц сложим уравнения (6 19)—(6.21) и учтем, что l + a + a J =0. 
В результате получим

А(, * — (Л ♦ В + С ).3 (6 .2 2 )

Таким образом, для нахождения А0 следует геометрически сложить три заданных 
вектора и взять 1 / 3 от полученной суммы.

Для нахождения л, к уравнению (6 19) прибавим уравнение (6.20). умноженное на а. 
и уравнение (6.21), умноженное на а2.

At = — (Л + и В  + а2С). (6.23)

Следовательно. 1 / 3 суммы, состоящей из вектора А плюс вектор В (повернутый 
против часовой стрелки на 120°) и плюс вектор С (повернутый по часовой стрелке на 
120°), лает вектор Л,

Для вычисления А2 к уравнению (6 19) прибавим уравнение (6.20), предварительно 
умноженное на а2, и уравнение (6 21). умноженное на а:

А2 = -j (А + а2 В + а С). (6.24)

§ 6.21. Основные положения метода симметричных составляющих. Трехфазные 
системы передачи электрической энергии состоят из источников энергии, линий переда
чи, трансформаторов и электродвигателей. В  результате какой-либо аварии (например, 
короткого замыкания или обрыва провода) или при несимметричной нагрузке на элемсн-
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тах системы (электродвигателях, трансформаторах, самой линии передачи) возникают 
несимметричные напряжения

Расчет токов и напряжений в таких системах производят с помощью схем замещения, 
на которых все элементы системы должны быть представлены комплексными Сопротив* 
леннями Но сопротивление на фазу одного и того же элемента не одинаково для разных 
последовательностей. Поэтому расчет следует вести для каждой из последовательностей 
отдельно, а затем искомую величину (ток или напряжение) определить как сумму то ко» 
или соответственно напряжений нулевой, прямой и обратной последовательностей.

Рассмотрим причины, обусловливающие различные значения сопротивления одного 
и того же элемента для разных последовательностей фаз (при относительно низких часто
тах).

Сопротивление на фазу трехфазной линии передачи для прямой, обратной и нулевой 
последовательностей фаз обозначим соответственно Zu , Z0n. Сопротивление на
фазу линии передачи для прямой последовательности Z,„ равно сопротивлению на фазу 
линии для обратной последовательности Z2„. но не равно сопротивлению на фазу линии 
для нулевой последовательности фал вследствие различных значений индуктивности на 
фазу трехфазной линии для систем прямой и нулевой последовательностей фаз

Различные значения индуктивностей на фазу линии для прямой и нулевой последова
тельностей фаз объясняются двумя причинами. Во-первых, индуктивность на фазу линии 
для прямой и обратной последовательностей определяется только геометрическими раз
мерами петель, образованных линейными проводами, тогда как индуктивность на фазу 
линии для нулевой последовательности зависит не только от геометрических размеров 
петель, образованных линейными проводами, но и от геометрических размеров петель, 
образованных линейными проводами и нулевым проводом. Во-вторых, ЭДС. наводимые в 
петлях провода линии для прямой и обратной последовательностей, представляют собой 
геометрическую сумму ЭДС. наводимых сдвинутыми по фазе на 120° токами в линейных 
проводах, тогда как ЭДС, наводимые в петлях проводов линии для нулевой последователь
ности. созданы совпадающими по фазе токами нулевой последовательности.

Ярмо Сердечник

Рис 6 27

В трехфазном трехстержневом !рансформаторе (магнитная система его изображена на 
рис. 6.27) сопротивление на фазу для нулевой последовательности Z0t не равно сопро
тивлению на фазу для прямой последовательности Z |т , но ZtT = Z ;t , где Z2t— 
сопротивление на фазу для обратной последовательности.

Объясняется это главным образом тем, что магнитные потоки нулевой последователь
ности Ф 0 всех трех фаз находятся в фазе и поэтому не могут замыкаться по соседним 
стержням магнитной системы и замыкаются по воздуху (см рис. 6.27) Магнитные пото
ки трех фаз прямой Ф, и, соответственно, обратной последовательностей по фазе сдвину
ты на 120° и поэтому могут замыкаться по соседним стержням магнитной системы. Так 
как магнитное сопротивление по пути в воздухе много больше магнитного сопротивления 
по пути в стали, то при одинаковых токах нулевой и прямой последовательностей Ф 0 < Ф|. 
Поэтому Z0 r< Zlr. Еще большее различие имеют сопротивления прямой Zla, обратной 
Z2a и нулевой Z0„ последовательностей асинхронного двигателя.

Если к выходным зажимам трехфазного асинхронного двигателя (см рис. 6 25) одно
временно подвести напряжения прямой, нулевой и обратной последовательностей фаз, то
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•ходное сопротивление на фазу двигателя для прямой последовательности Zla не будет 
равно входному сопротивлению на фазу для обратной последовательности -?2а и оба они 
будут отличны от входного сопротивления для нулевой последовательности Z0a. Разбе
рем, чем эго объясняется.

Под действием напряжения прямой последовательности * двигателе создается круго
вое вращающееся магнитное поле. Оно увлекает за собой ротор двигателя. Ротор вращается 
с угловой частотой сор Система напряжений обратной последовательности также созда
ет круговое вращающееся поле, но направление вращения его обратно направлению вра
щения поля прямой последовательности.

Система напряжений нулевой последовательности вращающегося магнитного пол* не 
создает. Вокруг статорных обмоток ею создаются пульсирующие потоки, замыкающиеся 
по воздушному зазору между статором и ротором, подобно тому как в трехстержневом 
трехфазном трансформаторе (см рис. 6.27) потоки от нулевой последовательности, выхо
дя из сердечника, замыкались по воздуху.

Входное сопротивление на фазу двигателя для данной последовательности зависит не 
только от активного и реактивного сопротивлений фазы статорной обмотки, но и от 
активного и реактивного сопротивлений роторной обмотки (подобно тому как в трансфор- 
магоре входное сопротивление определяется нс только собственным сопротивлением 
первичной обмотки, но и сопротивлением, вносимым вторичной обмоткой (см. § 3.39)). 
Индуктивное сопротивление фазы ротора прямо пропорционально частоте. ЭДС прямой 
последовательности создают в роторе токн частоты (<и-ыр). что составляет примерно от
0.02 до 0,05 ш, тогда как токи ротора от обратно вращающегося поля имеют частоту 
ы + ыр к (1.98 +1,95) ш. Так как частоты токов в роторе, создаваемые прямой и обратной 
последовательностями, различны, то различны и входные сопротивления на фазу для пря
мой (7,л ) и обратной (Z 2a) последовательностей.

Магнитные потоки нулевой последовательности фаз замыкаются, минуя ротор, а по
токи прямой и обратной последовательностей фаз проходят через ротор. При одном и том 
же токе прямой и нулевой последовательностей соответствующие им потоки различны. 
Поэтому для асинхронного двигателя Z0a * Zu * Z2a.

Расчет по методу симметричных составляющих состоит в следующем. На основании 
принципа наложения, применимого к линейным цепям, заданный несимметричный режим 
работы схемы представляют как результат наложения трех симметричных режимов.

В первом симметричном режиме все токи. ЭДС и напряжения содержат только со
ставляющие прямой последовательности фаз. а линии передачи, вращающиеся машины и 
трехфазные трансформаторы представлены на схемах нх сопротивлениями для прямой 
последовательности.

Во втором симметричном режиме все токи, ЭДС и напряжения содержат составляю
щие только обратной последовательности, а машины и трансформаторы представлены их 
сопротивлениями обратной последовательности

В третьем симметричном режиме все токи, ЭДС и напряжения содержат только со
ставляющие нулевой последовательности, а машины и трансформаторы представлены 
соответствующими сопротивлениями нулевой последовательности

Для того чтобы от симметричной исходной схемы прийти к трем симметричным схе
мам. поступают следующим образом: в том месте схемы, где создается несимметрия, в 
схему вводят сумму трех несимметричных напряжений — U A, UH, Uc . Система этих 
напряжений (ЭДС) на основании теоремы компенсации заменяет три неодинаковых сопро
тивления, образовавшихся в месте аварии и приведших к несимметрии во всей схеме. Далее 
три несимметричных напряжения, в соответствии с § 6.20. раскладывают на три симмет
ричных, основные векторы которых Ь'0. (/,. U-, надлежит определить Точно так же три 
несимметричных тока /А, /л . /,• раскладывают на три симметричные системы токов, 
основные векторы которых /0, /,. /2 следует найти.

В методе симметричных составляющих неизвестными являются шесть величин: три 
напряжения (U g, U h 0 2) и три тока (/0, /,. /г ), через которые могут быть выраже
ны любые напряжения и токи в цепи.

Для определения шести неизвестных составляют шесть уравнений: по одному урав
нению составляют для каждой из трех симметричных систем; остальные три уравнения 
записывают для того участка схемы, где создается несимметрия. Вид трех последних урав
нений зависит от характера несимметрии в схеме.
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Рассмотрим два примера Первый пример иллюстрирует расчет при коротком замы
кании линейного провода на землю, второй —  расчет при разрыве линейного провода. Оба 
примера приведены для одной и гой же схемы до аварии В первом случае схема изобра
жена на рис. 6.28, а

Сопротивления на фазу трехфазного генератора Zrl для прямой, обратной и нулевой 
последовательностей обозначены / , (, Zt7. сопротивления асинхронного двигателя 
на фазу— Z„,. Za2. Za0, сопротивления линии передачи на фазу—  ZAl, Z „2, ZM. 
Нулевые точки генератора, двигателя, нагрузки заземлены. Сопротивление заземления ге
нератора — ZT1. общее сопротивление заземления двигателя и нагрузки обозначено ZaJ.

Ьудсм считать, что короткое замыкание линейного провода на землю произошло по
средине линии, а фазу, к которой это произошло, назовем фазой А.

Место аварии на рис 6 28. а  окружено штриховой линией в форме прямоугольника. 
Несимметричные напряжения, образовавшиеся в месте аварии, обозначены U А, t)Sv U,-, 
а токи на землю в месте аварии ) А, Из рисунка видно, что - 0, и 0.
В соответствии с §6.18 эти три напряжения и три тока представим через их симметрич



ные составляющие:

0 л = и й +0у+и  3, U я - U 0 +a2 (У, +aU2, Ur  = U0+ aU ,+ a2 U7\

1а ~1 0 + Л + ^2- /д = /о+ a J /|+а/2, /(• = /0 + а / ( + а г /2

Здесь
в = еЯ 20- o2=ej 2W =e-jl20-

Анализ процессов в несимметричной схеме на рис. 6.28, а методом симметрич
ных составляющих сводится к анализу процессов в трех схемах, изображенных на 
рис. 6.28, б, в, г. Схема на рис 6 28, 6 составлена для токов и напряжений прямой после
довательности в фазе Л, схема рис. 6.28, * — для обратной последовательности, схема 
рис. 6 28, г — для нулевой. Так как генератор дает симметричную систему ЭДС прямой 
последовательности Е л, Е в , £'<■ (а ЭДС обратной и пулевой последовательностей не 
содержит), то ЭДС Е Л имеется только в схеме рис. 6.28, б, а в схемах рис. 6 28, ви г  ЭДС 
генератора отсутствует.

Напряжения между точками о и А в этих схемах l/(, U2, U0 обозначают напряже
ния на источника'! ЭДС соответственно прямой, обратной и нулевой последовательнос
тей, через которые текут токи /,, /0 этих последовательностей в месте аварии 
Все сопротивления в схеме на рис. 6.28.6 имеют дополнительный индекс 1, в схеме 
рис 6 28, в — индекс 2, в схеме рис 6 28. с’ — нндекс 0 или 3

Утроение сопротивления заземления генерагора и двигателя в схеме на рис. 6.28, <.’ для 
нулевой последовательности объясняется тем, что по нулевому проводу гечет ток, в три 
раза больший, чем по фазовому проводу.

Схемы на рис 6 28, 6. «, г заменяем их эквивалентами на рис. 6 28, (I. е, ж ,  не затра
гивая при этом источники ЭДС, напряжение на которых равно (),, (Л , U0 

Параметры схемы на рис. 6.28, <):

7 1 j- 1-  . Г.-у -  ---------— ,ci\ + о, а] + о,
1 , 1

0.5 z„, +гг, „ s 7 гя] /„I
z +Zн! +<:л1

Параметры схемы на рис 6 28, е:

I I , '=---—- а1 = -ТТ-.-- — . k =
«2 + Ь-, 0.5 / дл + С\ < 7 а ^*2^Д2+ у 7 у-и̂2 +

Параметры схемы на рис. 6.28, .ж-:

•7 _ > 1 L I ̂уО — -- . С1п = 1---------- , Лл — * ---ГГ--.ao+b0 Zpo + 0.5 Zjft + 3 Zr3 , ,  „̂ои.э -с„0 + i + — — —
н̂О + дО

Затем для схем рис 6 28, d, г. ж  составляем уравнения по второму закону Кирхгофа

U, + /, =£,; (6.25)

+ А = 0- (6 26>
У 0 + /0 2Л = 0 (6 27)

и дополняем их тремя уравнениями, выражающими через их симметричные составляю
щие й А. 'я- V :



Рис. 6.29

0 А =U0 + 1/,+У2 =0; (6 28)

i „  = /„ + cr /, +о /3, (6.29)

/(• = /0 + а /, + а" /2. (6.30)

Решив систему уравнений (6 25)-(6 30). определим /0. /,, 0 о, U,, 0 г. а по 
ним все токи и напряжения в исходной схеме на рис. 6 28. а

Рассмотрим теперь последовательность расчета при другом виде аварии — обрыве ли
нейного провода фазы А (рис 6 29, о) Трехфазный генератор по-прежнему дает симмет
ричную трехфазную систему ЭДС. В месте аварии вводим систему трех несимметричных 
напряжений 0 Л. 0 И Ос и систему трех несимметричных токов iA, iH. /(- Перехо
дим от них к симметричным системам напряжений и токов.
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U A =U0 +U[ +U2, U B =U0 + a2 U l +aU2\ Uc =U0 ^ a U ^ a 2 U 2\

— ?о + Л + ̂ 2» !Ц - !q+a* !\ + ci i2\ /r »/0+e/,+e2 i2.

После этого от трехфазной несимметричной системы (см рис. 6.29, а) переходим к трем 
схемам на рис. 6.29, 6-г. Схема на рис. 6.29. б составлена для прямой последовательнос
ти в фазе А, схема на рис. 6.29. в —  для обратной и схема на рис. 6.29, г — для нулевой.

Схемы на рис 6 29. б-г заменяем схемами на рис. 6.29, д-ж, соответственно.
Для схемы д.

z 3 l = z rl + z „ l + - Z"' Z“' •

для схемы е:
Z

для схемы ж :

= г̂О + ̂  лОz*, = z M f z„„ + з z rl + 3 Z-i + 3 '0-z ,°
иО aO

Для схем на рис. 6.29. d- ж- составляем уравнения по второму закону Кирхгофа:

y , + / , Z „  = £A: (6.31)
1/2 + /, 7.л  = 0. (6 32)

U 0 + i0 Zyо=0. (6 33)

Дополняем их тремя уравнениями, выражающими /4, t/w, l),- в месте аварии че
рез их симметричные составляющие.

/W o  + /| + /2=(fc (634>
= (>о + о2 0, | о (А = 0: (6.35)

0,-=U0 i aL\ + a2 U2 =0. (6.36)

Решаем систему уравнений (6 31 )-(6 36) относительно /,. /2. /0. (У0, (/,, 1/3 и по 
ним определяем все токи и напряжения в схеме на рис. 6.29. а.

В заключение обратим внимание на то, что сопротивления на фазу для различных 
последовательностей для генератора, двигателя и трансформатора зависят от степени на
сыщения их магнитных систем во время аварии Заводские данные о них должны быть 
известны перед проведением расчета.

Вопросы для самопроверки

1. Дайте определение трехфазной симметричной системы ЭДС. Какими достоинства
ми объясняется широкое распространение систем в энергетике? 2. Что понимают под ли
нейным и нулевым проводами, линейными и фазовыми напряжениями и токами? 3. Как 
вы объясните, что напряжения, которые получают от трехфазных цепей, могут быть пред
ставлены следующим рядом: 127. 220. 380, 660 В? 4. Каковы функции нулевого провода 
в системе «звезда— звезда при несимметричной нагрузке»'’ 5. При каких способах соеди
нения генератора с нагрузкой линейный ток равняется фазовому? 6. При каких способах 
соединения генератора с нагрузкой линейное напряжение равняется фазовому? 7. На рас
пределительном щитке выведены три конца симметричной трехфазной системы ЭДС. Как
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определить зажимы фаз А. В. С? 8. Что понимают под активной и полной мощностям! 
трехфачной системы’’ 9. Почему при симметричной нагрузке расчет можно вести на одн; 
фазу? 10. Почему активную мощность трехфазной системы при наличии нулевого прово 
да нельзя измерять с помощью схемы рнс. 6.19? I I .  Охарактеризуйте условия получени! 
трехфазного кругового вращающегося магнитного поля 12. Начертите кривую, но кото 
рой будет перемещаться конец вектора результирующей магнитной индукции вращаюше 
гося магнитного поля, которое образуется при обрыве фазы А трехфазной симметрично! 
системы на рис 6.23, а 13. Что свойственно прямой, нулевой и обратной последователь 
ностям фаз? 14. Как разложить несимметричную трехфазную систему на три симметрич 
ные? 15. Объясните, почему сопротивление на фазу элементов трехфалных систем (лини! 
передачи, трехстержневого трансформатора, асинхронного двигателя) неодинаково ДЛ1 
различных последовательностей. 16. Решите задачи 6.4. 6.13. 6.15, 6.21: 6.28



Глава седьмая

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НЕСИНУСОИДАЛЬНЫЕ ТОКИ 
В ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

§7.1. Определение периодических несинусоидальных токов и 
напряжений. Периодическими несинусоидальными токами и напряже
ниями называют токи и напряжения, изменяющиеся во времени по пе
риодическому несинусоидальному закону.

Они возникают при четырех различных режимах работы электричес
ких цепей (и при сочетаниях этих режимов):

1) когда источник ЭДС (источник тока) дает несинусоидальную ЭДС 
(несинусоидальный ток), а все элементы цепи — резистивные, индуктив
ные и емкостные — линейны, т. е. от тока величины не зависят;

2) если источник ЭДС (источник тока) дает синусоидальную ЭДС (си
нусоидальный ток), но один или несколько элементов цепи нелинейны;

3) когда источник ЭДС (источник тока) дает несинусоидальную ЭДС 
(несинусоидальный ток), а в состав электрической цепи входят один или 
несколько нелинейных элементов;
* 4) если источник ЭДС (тока) дает постоянную или синусоидальную 
ЭДС (ток), а один или несколько элементов цепи периодически изменя
ются во времени.

В данной главе рассматриваются методика расчета и особеннос
ти работы линейных электрических цепей при воздействии на них 
несинусоидальных ЭДС и токов — первый из перечисленных режимов 
работы.

Второй и частично третий режимы работы обсуждаются в гл. 15, чет
вертый — в гл. 18.

§ 7.2. Изображение несинусоидальных токов и напряжений с по
мощью рядов Фурье. Из курса математики известно, что любую перио
дическую функцию J{x ) с периодом 2 л, удовлетворяющую условиям 
Дирихле*', можно разложить в ряд Фурье.

Переменная величина х связана со временем / соотношением

где Т — период функции во времени.
Таким образом, период функции по х равен 2 л, а период той же функ

ции по времени равен Т.

’■ Все периодические функции, с которыми имеют дело о электротехнике, условиям 
Дирихле удовлетворяют Поэтому производить проверку на выполнение условий Дирихле 
не требуется
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Ряд Фурье записывают так:

f {x )  = Aq + А{ sin х + А2 sin 2 х + Л3 sin 3 дг + А\ sin 4 дг +...
...+ /4'cosx + А[ cos2 х + At, cos3 x + A\ cos4 x +...,

где Â  — постоянная составляющая; A\ —  амплитуда синусной (изме
няющейся по закону синуса) составляющей первой гармоники; А’ — 
амплитуда косинусной составляющей первой гармоники; А'г — ампли
туда синусной составляющей второй гармоники и т. д.

Здесь

I 2п
A ^ — \ f (x)d r ,  (7.2)

(7 |)

о

1 2? , ...........................1 2*А[= — ^f{x)s\nxdx\ Л’ = — J/W cosx dx\ 
п о п о
• 2 л . 2 л

А'к =— f/(jc) sin к х dx\ Ак = — (f{x )co skxd x . 
п о п о

Так как

А[ sin к х + А[ cos к х = Ак sin(A дг + цк),
где

4  =7Ю 2+(Л ' ) 2 и tgу к =А"к /А'к, 

то ряд Фурье (7.1) можно записать в другой форме:

/(дг) - Л0 + A, sin(jr + у,)+  А2 sin(2 .г + ф2) +... =
Л

= /<o + X 4 s in (A j: + 4/t ).
к ш\

(7.3)

(7.4)

где Ак — амплитуда А-гармоники ряда Фурье.
Гармоники, для которых к — нечетное число, называют нечетными; 

для которых к — четное число, — четными.

§ 7.3. Некоторые свойства периодических кривых, обладающих 
симметрией. На рис. 7.1 изображены три кривые, обладающие некото
рыми специфическими свойствами. Кривая рис. 7.1, я удовлетворяет 
условию: -/( j c  + 7 t )  = f {x ).

Кривые, для которых выполнимо это условие, называют симметрич
ными относительно оси adcifucc. Если кривую рис. 7.1, а сместить по оси 
х на полпериода и зеркально отразить относительно оси х, то получен
ная кривая совпадет с кривой fix ).
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о
Рис. 7.1

При разложении таких кривых в ряд Фурье отсутствуют постоянная 
составляющая и четные гармоники, т. е. равны нулю коэффициенты 
А0 = А'2 = А\ - А\ - А’а = ... = 0. Поэтому кривые типа кривой на 
рис. 7.1, а раскладывают в ряд так:

/ (х) = А[ sin х + A’ cos х + А'3 sin 3 х + А\ cos 3 х +....

Каждое слагаемое этого ряда удовлетворяет условию -/(х + л) = / (х), 
например - sin(x + я) = sin(x).

Кривая, подобная кривой на рис. 7.1, б, обладает симметрией отно
сительно оси ординат и удовлетворяет условию — /(-х ) = /(*)■

Если кривую, лежащую левее оси ординат, зеркально отразить 
относительно оси ординат, то полученная кривая совпадает с кривой, 
лежащей правее оси ординат. При разложении таких кривых в ряд Ф у
рье отсутствуют синусные (А{ = А\ = А3 = ... = 0) составляющие, т. е. 
присутствуют лишь косинусные и постоянная составляющие.

Таким образом, кривые типа кривой рис. 7.1, б можно разложить в ряд

/(х ) = А0 + А[ cos х + А\ cos 2 х + А3 cos 3 х +...

Кривые типа кривой на рис. 7.1, в удовлетворяют условию 
- f (- x )  - /(х), их называют кривыми, симметричными относительно 
начата координат. Разложение их в ряд Фурье имеет такой вид:

/(х ) = А{ sin х + А\ sin 2 х + А3 sin 3 х +...

§ 7.4. О разложении в ряд Фурье кривых геометрически правиль
ной и неправильной форм. Встречающиеся в электротехнике периоди
ческие кривые можно подразделить на две группы:

1) кривые геометрически правильной формы, например трапецеидаль
ной, треугольной, прямоугольной и т. п.; разложение их в ряд Фурье дано 
в табл. 7.1, где вместо х записано мг;

2) кривые произвольной (геометрически неправильной) формы; чаще 
всего они заданы в виде графика; разложение их в ряд Фурье произво
дят графически (графоаналитически).
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Таблица 7.1

2я
| а а I о>/

(  .- — —) sinasi 
ап  {

sin ш/ + — sin За sin io l + —  sin 5а sin 5со/ + 
9 25 )

2 п
со/

8л-f . 1 . , 1 . r I . ,/ (со/) = — 2-\ sin со/ —  sin 3Ы  + —  sin 5о/--- sin 7ш/ f
У n2 {  9 25 49

я 2 я_
ш/

r, , * °m (  • ! . , 1 . r 1/(<oO = — — sin со/ + -  sin Зо/ + -  sin Sai + — sin 7»/ +.. 
я I 3 5 7

T°- .« Г « '
Г 2n

,, . 4 <7m (  an 1 Зал ./(ш/) = — — (sin —  cos<o/ + -sm --- cos3o/ +
я 2 3 2

I . 5ait , 1 7an+ -  sin--- cos 5co/ + — sin----cos 7со/ +
5 2 7 2 )

„  , 2o ,f I j  I 1
/(coO -  — =4 — + — cos о/ + ---cos 2(0/----- co s4l>/ н
У n 1.2 4 13 3-5

\ п /  2я ш/ +---cos 6<о/
5-7

Vfo/Tv/  \П / \2* ' /(со/) я V2 I -  cos 2co/ — — cos 4a/ + —— cos 6a/ - 
3 3 5 5 7

Ж/-V A V
/ \ » Л  A

, „ 3-У3ат 0  1 , 1 . I/(со/) =---- 2- — +---cos Зсо/-----cos 6c)/ +---- cos9co / -
« 2 2-4 5 7 810

у к * * x 2 я’У I д.
/(aw ) = ^ ® - f  1 + cos6c>/--- -—  cos 12co/ +

n I 5-7 I I  13

- cos 18 0 / -...
17 19

§ 7.5. Графический (графоаналитический) метод определения гармоник ряда 
Фурье. Графический метод определения гармоник ряда Фурье основан на замене опреде
ленного интеграла суммой конечного числа слагаемых. С этой целью период функции^*),
равный 2 я. разбивают на п равных частей Д.г =—  и интегралы заменяют суммами. 

По определению, постоянная составляющая "
2 Я рщц

о /»й1 я*'
I

.<0 = - £ / , , ( * ) .  (7 5)
п />*•

где/7 — текущий индекс, принимающий значения от 1 до п\ /  (лг) — значение функции 
.Дх) при х = (р -  0.5) Дх. т. е. в середине р-го интервала
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Амплитуда синусной составляющей А-гармоники ряда

I  ̂* 2 п 2 л\ =— |sinA:A^x* — /  f p W  —  sin., к х, п J 2 я , ля »

41 =* - £/*>(*) sin/> * *  (7-6)
п />= i

амплитуда косинусной составляющей ^-гармоники

А\ =~ J]/ / ,W c o s ,,Ал. (7.7)
/>-|

где sin^AxH cos;,/tx — соответственно значения функций sin А дс и cos* х при 
т - (/7-0,5) Дх, т с в середине р-го интервала.

При расчетах по (7 5)-(7.7) обычно достаточно разделить период на л = 24 или 18 
чааей, a r некоторых случаях и на меньшее число

Перед тем как производить графическое разложение в ряд, необходимо выяснить, не 
обладает ли раскладываемая функция симметрией относительно осей координат (см § 7.3). 
Наличие того или иного вида симметрии позволяет до проведения разложения предска- 
taib. какие гармоники следует ожидать Гак, если кривая /(дс) симметрична относитель
но оси абсцисс, то постоянная составляющая А0 и все четные гармоники отсутствуют, а 
вычисляя A‘t и А\ при нечетных к. следует учесть, что ^/^ (x js in ,,*  х за первый полу
период равна сумме ^ /^ (x js iii p k х за второй полупериод.

Знак углов ц/4 в формуле (7 4) зависит ог знаков А[ и AJ. При построении 1армо- 
ник на общем графике необходимо учитывать, что масштаб по оси абсцисс для А-гармо- 
ннки должен быть взят в к раз большим, чем для первой гармоники.

Так. если некоторый отрезок на оси абсцисс для первой гармоники выражает собой 
угол я/3, то тот же отрезок для третьей гармоники выражает собой угол, в 3 раза боль
ший, т. е. 3 п/3 = п.

Пример 64. Найти первую и третью гармоники функции /(х), изображенной на 
рис. 7 2. а Значения ординат функции /(.г) за первый полупериод при разбивке периода 
на п = 24 части — следующие:

Рис 7 2

Р с ш е н и е. Гак как кривая симметрична относительно оси абсцисс, то А0 - 0 и ряд 
будет состоять только из нечетных гармоник

213



Амплитуда синусной составляющей первой гармоники
2 я  ̂w/2

4 = -Х/,Л-*)*'пг*=-£/р(*) sinr *.
" -̂=1 "̂ -1

Л,' = —  (7 Sin7°30' +11 sin 22”30' + 13,5 sin37°30' +24
+15,4 sin 52°30' +17,4 sin 67о30' + 20.5 sin 82°30' +

+ 25,4 sin 97°30' + 32,5 sin 112°30' + 27,7 sin 127°30' +
+19,2 sin42°30' +10 sin 157°30’ + 5 sin 172°30') * 25,3.

Амплитуда косинусной составляющей первой гармоники

4 "/J
А\ = -  Y / P(x) cos,, х » -5,23.

Амплитуда синусной составляющей третьей гармоники

4 124  = —  £ / , ( * )  sin,, 3 * *3,47.
/1=1

Амплитуда косинусной составляющей третьей гармоники

1 12
А) = -  £ / , , ( * )  cos,, 3 х » 5.1. 

р-1
Амплитуда первой гармоники At = yj(A\)~ *(А^)2 =25,9 Тангенс угла у ,, на который 

начало первой 1армоники смещено относительно начала кривой f ix ),

«g4»i = А '/ а; = -5,23/25.3 --0,206: у , = -11 °40'.

Амплитуда третьей гармоники

А, = -JlAj)2 +(А'} )2 =6; tg Фз = ;•)£/ = 1,47, 4'j  = 55°50'.

Следовательно, если ограничиться третьей 1армоникоЙ, то

/ (ы  /) = 25,9sin(o>f -11°40') + 6sin(3 <■>/ + 55°50')

На рис 7 2, 6 изображены первая и третья гармоники полученного ряда, а также ре
зультирующая (суммарная) кривая. Ее можно сопоставить с кривой ка рис. 7.2. а.

§ 7.6. Расчет токов и напряжений при несинусоидальных источ
никах питания. До проведения расчета вынуждающие силы (ток источ
ника тока или ЭДС источника ЭДС) должны быть представлены рядами 
Фурье.

Согласно принципу наложения, мгновенное значение тока любой вет
ви схемы равно сумме мгновенных значений токов отдельных гармоник. 
Аналогично мгновенное значение напряжения на любом участке схемы 
равно сумме мгновенных значений напряжений отдельных гармоник на 
этом участке. Расчет производят для каждой из гармоник в отдельности 
с помощью уже известных приемов. Сначала рассчитывают токи и на
пряжения, возникающие от действия постоянной составляющей ЭДС или 
источника тока, затем токи и напряжения от действия первой гармони
ки, после чего от второй, третьей и т. д.
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При расчете токов и напряжений, возникающих от действия постоян
ной составляющей ЭДС, необходимо иметь в виду, что падение напря
жения на L при постоянном токе равно нулю, а также что постоянный 
ток через конденсатор С не проходит.

При расчете следует учитывать, что индуктивное сопротивление X , 
растет прямо пропорционально частоте. Поэтому для ^-гармоники Х 1к 
в к раз больше, чем для первой гармоники X ,л :

Х ,л = к со L = к Х ,л; Х ,л = со L. (7.8)
Емкостное сопротивление уменьшается с ростом частоты, поэтому для 

^-гармоники Х ск в к раз меньше, чем для первой гармоники Х п  :

1 . х = J _
к о С  к ’ ' п  соС'

(7.9)

Для каждой гармоники можно построить векторную диаграмму. Од
нако откладывать на векторной диаграмме токи и падения напряжения 
различных частот и тем более вектор но складывать токи и падения на
пряжения различных частот недопустимо, поскольку угловые скорости 
пращения векторов разных частот неодинаковы.

Резистивные сопротивления, если частоты не очень велики, полага
ют от частоты не зависящими.

При расчете каждую гармонику выражают комплексным числом. Сум
мирование одноименных гармоник производят сложением комплексных 
чисел или векторов на комплексной плоскости, т. е. так же, как это дела
лось в гл. 3.

Пример 65. В левой ветви схемы рис. 7.3, а  имеется источник тока j ( i)  = l km cos 2 о  I, 
в средней (второй) — источник ЭДС e(i) = £Q + £m sin соКатушка  индуктивностью £< 
магнитно связана с катушкой индуктивностью Ц. Взаимная индуктивность между ними 
М. Определить мгновенное значение тока /> и напряжения иЫ1 иа зажимах Lt Дано: 
!кт = 5 А. <•) = 1000 рад/с; £0 = ЗВ, £ „= 6 В : R, = 3 Ом, Ц  = 3 мГн. М = 1мГн

,<2>
jw L  Я, И  j j2 w L

Р е ш е н и е .  Положительные направления для токов выберем в соответствии 
рис 7 3. а По второму закону Кирхгофа

, dU .. <*<з л +W — = 0.
di\но /< = 0, поэтому - -М
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1

Воспользуемся принципом наложения и найдем составляющие тока от каждого 
источника в отдельности.

Схема рис. 7.3, б служит для расчета токов от действия постоянной составляющей ЭДС. 
Левая ветвь схемы разомкнута, так как в ней включен источник тока с бесконечным со
противлением. Правая ветвь короткозамкнута, так как индуктивность для постоянного том 
имеет нулевое сопротивление При этом (J0) = £0 / Я, = 1 А.

Первую гармонику тока /j11 найдем, используя схему иа рис. 7.3, в

1,41 е - '45\
,т  3 + 3 j

Вторую гармонику тока i\ 1 вычислим в соответствии со схемой ка рис. 7.3, г:

НУ - 5 е/90* — -—  « 2,23 .
5"  3 + / 6

Мгновенное значение тока i} равно сумме мгновенных значений:

/, = /<0) + ,<'> + /<*> = | +1.41 sm(co / - 45°) + 2.23 sin(2 <а i + 26“40') А

Напряжение

и*, = - М  ^  = 1.41 cos((o I  - 45 °) - 4,46 cos(2 и / + 26°40') В. 
dt

§ 7.7. Резонансные явления при несинусоидальных токах. Как
известно из гл. 3, резонансным  р е ж и м о м  р а б о т ы  электри ческой  цепи , 
содержащей один или несколько индуктивных и один или несколько 
емкостных элементов, называют такой режим, при котором ток на входе 
совпадает по фазе с действующей на входе ЭДС.

Если действующая ЭДС несинусоидальна, то в электрической цепи 
могут возникать резонансные режимы (резонансы токов или напряжений) 
не только на первой, но и на высших гармониках.

Условимся под резонансом на Л-гармонике понимать такой режим 
работы, при котором ток Л-гармоники на входе цепи по фазе совпадает с 
А-гармоникой, действующей на входе ЭДС (но при этом токи остальных 
гармоник не совпадают по фазе с вызвавшими их ЭДС).

Если учитывать активные сопротивления индуктивных катушек, то 
условие возникновения резонанса для какой-либо гармоники заключает
ся в том, что реактивная составляющая входного сопротивления для этой 
гармоники должна быть равна нулю.

Исследование резонансных явлений при несинусоидальных токах ча
сто производят, полагая активные сопротивления индуктивных катушек 
равными нулю. В этом случае входное сопротивление при резонансе 
токов равно бесконечности, а входное сопротивление при резонансе на
пряжений равно нулю.

При возникновении резонансного и близкого к нему режима на какой- 
либо высшей гармонике токи и (или) напряжения этой гармоники могут 
оказаться большими, чем токи и напряжения первой гармоники на этих 
участках цепи, несмотря на то что амплитуда соответствуюшей высшей 
гармоники ЭДС на входе схемы может быть в несколько раз меньше ам
плитуды первой гармоники ЭДС.
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Пример 66. В схеме (рис. 7.4) катушка обладает индуктивно- Ц
duo  /.j Полагая активное сопротивление индуктивной катушки r—° ^ —i
равным нулю, найти, при каких значениях емкостей С| и С2 вход- ° — || 
мое сопротивление схемы для первой гармоники равняется нулю,
• для девятой — бесконечности. KPi

Решение:
Рис. 7 4

j a L 2 [ ^-1 j9 u L г\-7~г
- J . 4  7. =_ у  „ ______ L ! ^Z| = — — + — 0; г , =-- -  + -7---- -------Ч  =

^  9 0 С ' 4 9 ^ - Г с -ш t-2) ( 9шС2,

Совместное решение дает — !—  = 81ш12; —!— = —  и Ь .
(йС; 2 (О С, 80 2

§ 7.8. Действующие значения несинусоидального тока и несину
соидального напряжения. По определению (см. § 3.2), квадрат дейст
вующего значения тока I  выражают через мгновенное значение тока /' 
следующим образом:

I 2 = -  J г  4/.
Т J 7 о

Если ток

/ = /0 + /1да sin(o>/ + ц/,) + /2(И sin(2 ©/ + vj»2) + ...,

то

Но

= 7о f S 7*™ sin (*<o/ + V*) +

да
+ Z 7pm Л,* Sin(/7C0/+4/r )sin(</0)r + 4/v )- 

/>*0

 ̂ f TJsin2(Дс о  t + y k) dt = ~\
о "

7
Jsin(/? w/ + y,,)sin(^a) / + ц/у) dt - 0.

(7.10)

о
р*ч

Поэтому

= 70 + 7!m / 2+ /,л, / 2 + /32я| /2 + ...
или

+ + (7.11)
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Так как амплитуда ^-гармоники тока 1кт в 4 l  раз больше действуй 
щего значения тока Л>гармоники /к, то

^кт  _  ^кт ^кт  _  г 2 .

2 ' Л  V2

/ = ^/02+/,2 + /22+//+... . (7.12)

Следовательно, действующее значение несинусоидального тока рав
но корню квадратному из суммы квадратов постоянной составляющей 
тока и действующих значений отдельных гармоник. От угла сдвига фаз 
ц/к действующее значение тока не зависит.

Аналогично действующее значение несинусоидального напряжения U 
равно корню квадратному из суммы квадратов постоянной составляющей 
и действующих значений отдельных гармоник:

U = yju l +{У,2 +U\ + U ]  +... . (7.13)

Пример 67. На входе двухполюсника и = I00 + 80sm(o/ + 30°) + 60sin (3t»( + 20") + 
+50sm(5o / + 45°) В; i - 33,3 +17.87 sin(o l - 18°) + 5.59 sin(5(i> / +120°) А. Найти их дей
ствующие значения

Р е ш е н и е

и  = Vi'oo2 + 80: / 2 + 602 / 2 + 50: / 2 = 127.1 В.

/ = 733,22 + 17.87: /2 + 5.59' /2 = 35.6 А.

§ 7.9. Среднее по модулю значение несинусоидальной функции.
Под средним по модулю значением функции понимают среднее значение 
модуля этой функции за период:

1
—  Jl/(co/)| date. (7.14)
2 л 0

В отличие от действующего значения оно зависит от значений vy*.

Пример 68. Дана функция, не содержащая постоянной составляющей и четных гар
моник и не изменяющая знака в течение каждого полупериода. Определить ее среднее по 
модулю значение

Р е ш е н и е  Разложим заданную функцию в ряд Фурье

I - /,„ sin(t) / + v ,  1 + 1Ут sin(3 а  I * ц/3)+ / ,„  sin(5 ыг + ч<5> +

После интегрирования получим



§ 7.10. Величииы, которые измеряют амперметры и вольтметры 
при несинусоидальных токах. Несинусоидальные токи и напряжения 
измеряют приборами различных систем. Принципы действия этих при
боров рассматривают в курсе электрических измерений. Поэтому здесь 
упомянем лишь, какие величины измеряют вольтметры и амперметры 
различных систем.

Приборы электромагнитной, электродинамической и тепловой систем 
реагируют на действующее значение, магнитоэлектрические приборы с 
выпрямителем — на среднее по модулю значение величины, магнитоэлек
трические без выпрямителя — на постоянную составляющую, амплитуд
ные электронные вольтметры — на максимальное значение функции.

Напомним, что на лицевой стороне измерительного прибора всегда 
имеется условный значок, свидетельствующий о том, к какой системе 
относится данный прибор. На рис. 7.5 приведены некоторые из них: 
а — магнитоэлектрическая с подвижной рамкой; б — магнитоэлектри
ческая с подвижным магнитом; в — электромагнитная; г — электроди
намическая; д — ферродинамическая; е — тепловая; ж  — электроста
тическая; з — магнитоэлектрическая с выпрямителем.

г + а
-в*

Рис. 7.5

В настоящее время обозначения несколько изменены:измерительные 
приборы электромагнитной системы стали обозначать §  , тепловой си
стемы — значком <T V  электростатической — ” , детекторной---^|-.

§ 7.11. Активная и полная мощности несинусоидального тока. Под
активной мощностью Р  несинусоидального тока понимают среднее зна
чение мгновенной мощности за период первой гармоники:

1 7Р  = — fи i dt.
Т 3 ' о

Если представить напряжение и и ток /' рядами Фурье:

U =U0 +U]m sin(cat + \\i[) + U 7m sin(2со t + у , )  + Uy„, sin(3 ш t + vy3) +...;
i = lo + l \m sin(d) / + \|/| -ф|)+ 12m sin(2 0) / + 4/3 - ф2 ) +

+ /,„ sin(3<o/ + Ф3 -<p3) + ...,

подставить эти ряды под знак интеграла и проинтегрировать, учтя соот
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ношения (7.10), то можно получить

Р = U 0 f0 +U)  11 COS ф] + U 2 12 СОБфз + U з /3 COS Ф3 +.... (7.161
щ

Таким образом, активная мощность несинусоидапьного тока равна 
сумме активных мощностей отдельных гармоник.

Полная мощность S  равна произведению действующего значения 
несинусоидального напряжения на действующее значение несинусоидаль* 
ного тока:

S  = U l ,  (7.17)

U = + U? + U j + U 2} + ...;

I  - yjlo + /|2 + 12 + /3 + ... .

Пример 69. Определить P и 5, если

U = 25.9 sin((,j / - 11°40') + 6 sin(3 ei / + 53°50') B.

/ = 3 sin(u/ - 40°) + 0,9 V J  sin(3 « 1 + 125°) A.
Р е ш е н и е

(У, = 25.У/-У2' = 18.3 В; U, - Ы  Л  - 4.26 В;

/,=2.1 ЗА: /, = 0.9 Л;

Ч>, - -I Г40’ -(-40°) = 28*40'. Ф, = -71*10’;

Р -  18.3 2.13 cos 28°40' + 4.26 • 0.4 cos 71»10' = 35,5 Вт. 

u = j u f + u } =  18.55В; / = /2.132 + 0.92 = 2.31 А:

.V = (У /= 18.55 - 2.31 = 42.8 ВА

§ 7.12. Замена несинусоидальных гоков и напряжений эквивалентными синусо
идальными. При изучении некоторых простейших свойств нелинейных электрических 
цепей (см гл. 15) несинусоидальные токи и напряжения, не содержащие постоянных со
ставляющих и в которых высшие гармоники выражены сла(к>, заменяюг эквивалентными 
синусоидальными Действующее значение синусоидального тока принимают равным 
действующему значению заменяемою несинусоилальнош тока, а действующее значение 
синусоидального напряжения — равным действующему значению несннусондального 
напряжения

Сдвиг фаз ip„ между эквивалентными синусоидами напряжения и тока берут таким, 
чтобы активная мощность эквивалентного синусоидального тока была равна активной 
мощности несинусоидального тока, т. е.

(7-18)

Пример 70. Заменить косинусоидальный ток н напряжение из примера 69 эквивалент
ными и найти сдвиг фаз ф,. между ними.
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Р е ш е н и е  Действующее значение синусоидального напряжения U = 18,55 В; дей
ствующее значение синусоидального тока / = 2,31 A; cosy>„ = 35,5/(18,55-2,31) = 0,828; 
Ф.. - 34“

§ 7.13'*. Особенности работы трехфазных систем, вызываемых гармониками, 
кратными трем.

ЭДС каждой фазы трехфазного трансформатора или трехфазного генератора часто 
оказываются несинусоидальными. Каждая ЭДС (еА. е„, е, ) повторяет по форме осталь
ные со сдвигом на одну треть периода Г/3 и может быть разложена на гармоники. По
стоянная составляющая обычно отсутствует

Пусть i -гармоника ЭДС фазы А

*<u = £b»sin<*w' + 4'*)-
Так как ЭДС фазы В отстает от ЭДС фазы А на 773. а ЭДС фазы С опережает ЭДС 

фазы А на Г/3, то А-гармоники ЭДС фаз В и С соответственно

ekh = £t a s in (* o ^ / - y j + V4)^ £lm sin(A a  I - 120° * + ):

<V = sin<* о / + 120° A + V j);

А а Г , =a ! 1 ^  = A—  = 120» A.
} T 3 3

Если A = 1.4, 7,10, то А-гармоника ЭДС фазы В  отстает на 120° от А-гармоники ЭДС 
фазы А. Следовательно, 1-, 4-, 7-. 10-я гармоники образуют систему прямой последова
тельности фаз (что понимают под прямой 
последовательностью фаз —  см. § 6.20).

Если А = 2, 5.8, II, то А-гармоника 
ЭДС фазы В  опережает А-гармонику ЭДС 
фазы Л на 120°. Следовательно. 2-. 5-.
8-я и т. д гармоники образуют систему 
обратной последовательности.

Гармоники, кратные трем 
(А =3.6,9. ..). образуют систему нуле
вой последовательности, т. е третьи гар
моники ЭДС всех трех фаз совпадают по 
фазе (3 120° = 360°):

етл =гзя * <•)<■ = £ >» sm(3 <о/ + ч>з)

Шестые гармоники ЭДС также со
впадают по фазе и т. д.

Совпадение по фазе третьих гармо
ник ЭДС всех трех фаз проиллюстриру
ем графически На рис. 7 6 ЭДС ел , ен, 
ес представляют собой три фазные эДс 
трехфазного (енератора. Они имеют пря
моугольную форму и сдвинуты относи
тельно друг друга на одну треть периода 
(Г/3) основной частоты На том же рисунке показаны I -я и 3-я гармоники каждой ЭДС. 
Из рисунка видно, что третьи гармоники ЭДС действительно находятся в фазе

Рассмотрим особенности работы трехфазных систем, вызываемые гармониками, крат
ными трем.

’’Материал § 7.13 особенно необходим студентам электроэнергетических и электро
механических специальностей
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1. При соединении обмоток трехфазного генератора (трехфазного трансформатора) трв« 
угольником (рис. 7.7, а) по ним протекают токи гармоник, кратных трем, даже при отсут* 
ствии внешней нагрузки. Алгебраическая сумма третьих гармоник ЭДС равна 3 £ j. '' Обо* 
значим сопротивление обмоток каждой фазы для третьей гармоники Z)t тогда ток тре
тьей гармоники в треугольнике /} =3 Е} /3 Z} = I Z} . Аналогично, ток шестой гармо* 
ники /6 = £6/26, где £6 —  действующее значение шестой гармоники фазовой ЭДС; 
Z6 —  сопротивление фазы для шестой гармоники.

А А

а б
Рис. 7.7

Действующее значение тока, протекающего по замкнутому треугольнику в схеме на 
рис. 7.7, а '

/ = ̂ / / J + /б + /9 + ... .
2. Если соединить обмотки трехфазного генератора (трехфазного трансформатора) в 

открытый треугольник (рис. 7.7, б), то при наличии в фазовых ЭДС гармоник, кратных 
трем, на зажимах т и п  будет напряжение, раинос сумме ЭДС гармоник, кратных трем:

U  = £3„  sin(3 о  f + ч<3) + Е Ьт sin(6 со / +■ v 6) + ... .

Показание вольтметра я схеме рис 7 7, 6

+У| +....
3 В  линейном напряжении независимо от того, звездой или треугольником соедине

ны обмотки генератора (трансформатора), гармоники, кратные трем, отсутствуют, если 
нагрузка равномерна

Рассмотрим сначала схему соединения трехфазного источника ЭДС треугольни
ком (рис. 7.7,0) при отсутствии внешней нагрузки Обозначив ф^} потенциал точки А. 
фвз — потенциал точки В  по третьей гармонике, получим * E j ~ h  Но
£')=/) Z ,; следовательно, Ф^э = Флз При наличии равномерной нагрузки, соединенной 

треугольником, каждая фаза генератора (трансформатора) и параллельно ей присоединен
ная нагрузка могут быть заменены эквивалентной ветвью, с некоторой ЭДС Е\ и сопро
тивлением Zy На полученную схему можно распространить вывод, сделанный для слу
чая отсутствия внешней нагрузки

При соединении звездой трехфазного источника ЭДС (рис 7 8) линейное напряжение 
третьей гармоники равно разности соответствующих фазовых напряжений. Так как тре
тьи гармоники в фазовых напряжениях совпадают по фазе, то при составлении этой раз
ности они вычитаются.

В фазовом напряжении могут присутствовать все гармоники (постоянная составляю
щая обычно отсутствует). Следовательно, действующее значение фазового напряжения

■'Алгебраическая сумма первых гармоник ЭДС и всех гармоник ЭДС, не кратных трем, 
равна нулю, поэтому от перечисленных гармоник при отсутствии нагрузки по замкнуто
му треугольнику ток протекать не будет.
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Рис. 7 8 Рис 7,9

ut = lu f+ u l+ u l+ u } + ....

В линейном напряжении схемы (см. рис. 7.8) огсутс1вуют гармоники, кратные трем,
поэтому

u ^ S y [u f * u f T u j

Отношение U л Ш ^  < </J, если есть гармоники, кратные трем
4 При соединении генератора и равномерной нагрузки звездой и отсутствии нулевого 

провода токи третьих и других гармоник нулевой последовательности не могут протекать 
по линейным проводам Поэтому между нулевыми точками приемника 0’ и генератора О 
(рис. 7.9) при 20 = ®  возникает напряжение

и<ги - i-'im sin(3се/+ ч»))+ £ь„, sm(6ow + v ft) +..., 

действующее значенне которого

и „  =
5. Если в схеме «звезда— звезда» при равномерной нагрузке фаз сопротивление нагруз

ки для третьей гармоники обозначить 7.и}. а сопротивление нулевого провода дл* 
третьей гармоники —  /0, (см. рис. 7 9). то по нулевому проводу будет протекать ток 
третьей гармоник»:

По каждому из линейных проводов будет протекать ток третьей гармоники /03/3.
Аналогично находят токи и других гармоник, кратных трем.

Пример 71. Мгновенное значение напряжения фазы А трехфазного генератора 

ил =127 sin(w/ + 10°) + 30sin(3 со / + 20°)+ 20sin(l 1 ш/ + )5°) В.

Определить мгновенное значение линейного напряжения при соединении генератора 
звездой

Р е ш е н и е .  В линейном напряжении третья гармоника отсутствует. Первые гармо
ники фаз А и В  по фазе сдвинуты на 120°. Полому линейное напряжение и Ац первой 
гармоники в Л  раз больше фазового напряжения первой гармоники U A и на 30° опе
режает его по фазе

Одиннадцатая гармоника (обратная последовательность фаз) линейного напряжения 
отстает по фазе от одиннадцатой гармоники напряжения фазы А на 30° и в V3 раз боль
ше ее;

иАН = 127 f i  sin(o I + 40°) + 20 V J  sm(l I <а I - 15”) В.
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Пример 72. ЭДС фазы А в схеме (рис 7.10) ел - 170 sin и / + 80cos3 to Г + 34 cos9m t В; 
R = 9 Ом; a  I. - 2 Ом

Определить показания всех приборов (приборы электродинамической системы). 
Р е ш е н и е  Действующие значения ЭДС

= 170/>/2 =121 В; £3 » 56,5 В; £, = 24,2 В.

По линейным проводам течет первая гармоника тока;

/, = Я, / ̂ /?3 + (и  /-)3 = 121/9,2 г, 13.2 А 

Показания волы метров.

У, = J £,2 + £j + £,f =136 В. Kj = /, Я, = 13,2 9 = 118.5 В;

К, = i/з -I18.5 - 205 В; 1'4 - l t ы L - 26.4 В; С5 -- ^ Ё [ + Ц  = 61.4 В.

Пример 73. ЭДС каждоН фазы генератора (рис 7 11) изменяется по трапецеидально
му закону: = 220 В. «  = 7736; нагрузка равномерная, Я = 60м. о £  = 0.50м; 
1/шС = 120м. Определить мгновенное значение тока по нулевому проводу, пренебрегая 
гармониками тока выше седьмой.

Р е ш е н и е .  С помощью табл 7 1 запишем разложение трапецеидальной ЭДС.

4 220 I I  Iс ,  =----- (sin 10° sin са / + — sin 30° sm3 a t  + —  sin 50° sin 5 <a I + —  sin 70° sin 7 us I).
л 9 25 49— К
18

Следовательно,

ел - 274 sin о I + 89.3 sin 3 o> I + 49.5 sin 5 <o / + 30.9 sin 7 ш /.

По нулевому проводу протекает только третья гармоника тока:

j -
03 ZOJ + ZM3/3-

где
Е3 = 89,3/ Л  = 63.3 В; Z01 = 1.5 у, ZB ) =6-4y;  Z „ /3 = 2 - j  1.33;

/03 = 63,3 /(1,5 у + 2- j  1.33) = 31.8е 4“40' А.

Мгновенное значение тока i03 = 44.8 sin(3 е> I - 4°40') А.
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§ 7.14. Биения. Колебательный процесс, получающийся в результате 
сложения двух синусоидальных колебаний с равными амплитудами А и 
близкими, но не равными частотами со, и ш2, дает колебание, которое 
называют биением. Пусть /(f) = A sin со, f + A sin со2 *■

Воспользуемся известным тригонометрическим преобразованием
. п _ а - р . а + рsina + sin В = 2 cos----sin---- .

к 2 2
Следовательно, /(f) можно представить 

следующим образом:

/(f) = 2 A cosQf sin со f,

где

ft = (со, - о>2) /2; 

ш = (о), + со2)/ 2 (О -к со).

График результирующего колебания изображен на рис. 7.12. Ампли
туда колебания изменяется по закону 2 A cosClt. Огибающая колебаний 
показана штриховой линией.

Возникновение биений при сложении двух синусоидальных колебаний с равными ам
плитудами и близкими (но не равными) частотами используется на практике в различных 
целях, в частности для того, чтобы установить, что складываемые колебания имеют 
неодинаковые частоты.

§7.15. Модулированные колебания. При передаче информации 
широко применяют модулированные колебания. Модулированным коле
банием /(f) = A sin(co I +ф) называют колебание, в котором амплитуда А, 
частота со, фаза ц/ или те и другие вместе изменяются во времени.

Колебание, в котором изменяется только амплитуда А, а угловая час
тота ш и фаза vj/ неизменны, называют колебанием, модулированным по 
амплитуде.

Колебание с изменяющейся угловой частотой со, но неизменными 
амплитудой А и фазой \\> называют колебаниеv/, модулированным по ча
с т  о т  е .

Колебание, в котором изменяется только фаза ц/, а амплитуда А и 
угловая частота со неизменны, называют колебанием, модулированным 
по фазе.

Простейшим амплитудно-модулированным (ЛМ) является колебание, 
в котором амплитуда модулирована по закону синуса:

/(f) = Ло 0 +w»sinQ/)sin(cof + 4/),

где т  — глубина модуляции (как правило, т  < 1), — частота модуля
ции (Q с  со).

График АМ-колебания показан на рис. 7.13, а (огибающая показана 
штриховой линией).
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Рис 7.13

Если воспользоваться известным из тригонометрии тождеством 

sin a  sin р = ~  cos(a - Р) - ~  cos(a + Р),

то колебание

Ло(1 + т  sin С21) sin(co t + у ) 

можно представить в виде суммы трех колебаний:

/(/) = А0 sin(w I + у ) + cos((u) - ft) / + \у) - cos((cd + ft) / + 41).

Частоту со называют несущей, а частоты (to-ft) и (co + ft) — боко
выми. Спектр АМ-колебания изображен на рис. 7.13,6. Действующее 
значение функции /(f) в соответствии с формулой (7.11) равно

•̂=- у]) + (т 2 /2).

Пример 74. Разложить на составляющие функцию /(/) = 20(1 + 0,6 sin 103 /) sin 105 /. 
Р е ш е н и е ,  Боковые частоты

Следовательно,

<о-П = 99 Ю5; о  + Г2 = 101 103: 
т  Aq/2 = 6

/(/) = 20sinl05 r + 6cos(99 105 1) -6 cos(10l • 10} 1)

Амплитуды колебания боковых частот при АМ-колебании зависят от 
глубины модуляции т ,  но не зависят от частоты модуляции ft.

Ширина полосы частот, занимаемой AM-колебанием, не зависит от т  
и равна (со + ft) - (со - ft) = 2 ft.
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Рассмотрим спектры частотно-модулированных (ЧМ) и фазомодули- 
рованных (ФМ ) колебаний. Форма колебаний качественно показана на 
рис. 7.13, в.

Аргумент синусоидально изменяющейся функции /(f) обозначим 
«(/). Тогда

/(/) = A sin(a(f)), (7.19)

а (г) можно интерпретировать как угол, на который повернется враща
ющийся вектор на комплексной плоскости за время I. Угловая частота 
поворота этого вектора о = d a (t)l dt. В том случае, когда (о = ш0 = const,

a (0  = Jco0 dt = ш0 f; / (f) = A sin co0 t.

При частотной модуляции частота со изменяется и равна <о0 + Д<а ф(/). 
При этом

a(f) = J(co0 + До) ф(0) dt = со0 t + До |ф(0 dt.

При ф(0 = cosQ г

a(t) = со0 t + у sin П г, (7.20)

где y = Ao)/Q — глубина модуляции.
Таким образом,

/(/)/ A =sin(o>0 + у sin О /) = sin со / cos(y sin ft f) + cosco0 / sin(y sin Ci f),

ao
sin(y sin fi t) = 2 Y j (y) s'n(2 n +1) Q /;

П» 0 oO
cos(y sin Q /) = J 0(y) + 2 £ Л „ (У )  cos2 n Q f,

/jsO

где J k(y) — бесселева функция /t-го порядка от действительного аргу
мента у’1. Графики трех бесселевых функций при к =0,1,2 изображе
ны на рис. 7.14.

После преобразований
сп

f ( t ) t  А = Л (У) si" “ о /+ £ Н ) *  J k(y)sin((o0 - JcQ )t +
(7.21)

93

+ '£l J k(y)sin(u0 - к Cl)t. 
к-1

Теоретически полоса частот, занимаемых ЧМ-колебанием, равна бес
конечности. Однако если учесть, что с ростом к значение J  к (у) быстро 
уменьшается, и в равенстве (7.21) отбросить слагаемые рядов, амплиту-

''Обшсе выражение для бесселевых функций приведено в § 15 14
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Рис. 7.14

ды которых меньше 0,01, чему соответствует к Z у, то ЧМ-колебание 
практически занимает полосу частот:

(to0 + к О.) - (со0 ~кС1) = 2кС1^2уС1-  2(Д со / Q) О - 2 Ло>.

Ширина ее зависит от глубины модуляции До) и не зависит от часто
ты модуляции О. Амплитуды боковых частот зависят от Дш и Q. Спектр 
ЧМ-колебания при у = 5 показан на рис. 7.13, г.

При фазовой модуляции угловая частота о>0 неизменна и меняется 
только фаза ц/(/). Следовательно,

Амплитуда фазы ц т от частоты модуляции Q не зависит.
Опустив выкладки, определим, что амплитуды боковых частот зави

сят от vym, а ширина полосы частот 2 к Q * 2 \ym Q — от и С1. 
Спектр ФМ-колебания при к Q = 5 изображен на рис. 7.13, <3.

Из рис. 7.14 видно, что если х с  1, то 70(х)»1, а У,(х) = х/2. От
сюда следует, что в ЧМ-колебании при у «  I, а в ФМ-колебании при 
\\i„ < 1 можно ограничиться только основной гармоникой а>0 и двумя 
боковыми ой0 ±Q, т. е. в этом случае имеет место почти такая же ситуа
ция, что и в АМ-колебании.

а(/) = ю0 '  + V(0 -
Приняв

V(0 - V„, cosQf,
получим

/(/) = A sin(co0 I + \\im cosQ t).
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Различие будет в том, что при ЧМ и ФМ на комплексной плоскости 
два вращающихся вектора боковых частот дают в сумме вектор, направ
ленный перпендикулярно неподвижному вектору частоты со0, тогда как 
при AM векторная сумма двух вращающихся векторов боковых частот 
будет направлена вдоль неподвижного вектора частоты ш0. Это разли
чие вызвано разными знаками у временных компонент гармоники час
тоты о о - Q.

§ 7.16. Расчет линейных цепей при воздействии модулированных 
колебаний. Расчет токов и напряжений в линейных электрических це
пях при воздействии на них модулированных колебаний производят для 
мгновенных значений величин либо для мгновенного значения огибаю
щей. В первом случае расчет проводят путем разложения модулирован
ных колебаний на составляющие, вычисления токов и напряжений от каж
дой из них в отдельности и последующего суммирования соответствую
щих токов и напряжений на основании принципа наложения. При этом 
ограничиваются теми составляющими, которые существенны в форми
ровании выходной величины.

При воздействии АМ-колебания на какую-либо систему точный рас
чет огибающей выходной величины может быть осуществлен по форму
ле интеграла Дюамеля для огибающей (см. § 8.67).

Вопросы для самопроверки

I. В каких случаях следует ожидать возникновения несинусоидальных токов и напря
жений в электрических цепях1 2. Какие виды симметрии несинусоидальных кривых вы 
знаете и как они сказываются на гармоническом составе? 3. Изложите основные положе
ния. на которых основывается методика расчета линейных цепей при периодических 
несинусоидальных воздействиях. 4. Входное напряжение и „(/ ) (рис 7 15. а) содержит

I А
772

-2 А

б
Рис 7 15

Л » 2 а

■ V - J g
. +  Ш/

\/\
U„ cos ш/ 
в

постоянную составляющую, первую и третью гармоники Определите С, и С} через ш 
и i j .  чтобы в нагрузку Дн проходила неизменной только первая гармоника, а остальные 
отсутствовали. (Ответ: С| = 8 / (9 ш2 Ц ); С, = 1 / (9 l.s ) ) 5. Охарактеризуйте физи
ческий смысл действующего значения несинусоидальною гока. 6. Всегда ли самым корот
ким расчетным путем при определении действующего значения несинусоидального тока / 
является нахождение его по гармоническому составу, по формуле (7.10)? Определить / на 
рис. 7.15. б. (Ответ' 0,707 А ) 7. Приборами каких систем можно измерять, а) действую
щее значение несинусоилального тока, б) среднее по модулю значение; в) амплитудное зна
чение'1 8. Определить действующее значение тока / = 5(1 -0,8 sin 100/) sin 1000/ (Ответ: 
4,075 А ) 9. Почему нельзя складывать действующие значения токов различных частот?
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10. Могут ли отдельные слагаемые в формуле активной мощности (7.16) быть отрицатель* 
ними? 11. При каких ограничениях несинусоидальные токи и напряжения приближенно 
могут быть заменены эквивалентными синусоидальными? 12. Чем можно объяснить, что 
при равномерной нагрузке трехфазной системы «звезда— звезда» для протекания токов тре
тьих гармоник необходим нулевой провод? 13. В каком случае возникают колебания, на
зываемые биениями? 14. Охарактеризуйте виды модулированных колебаний и занимаемые 
ими полосы частот 15. Нарисуйте графики колебаний, модулированных: а) по амплитуде; 
б) частоте; в) фазе. 16. На рис. 7.15, в изображена функция / U ) = (-U0 +U„ cos<o/)>0 
(U „  >Uq). Она имеет вид положительных косинусоидальных импульсов. Угол отсечки 
а  - irccos(U0/U„ ) Вывести формулы для постоянной составляющей и амплитуды /с-гар

моники ряда Фурье. (О тветы : А0 = —— (sina - a  cosa). А’к = -----—  (sin к a cosa -
я к к (к -1)

-к costa sina).) 17. Решите задачи 9.9; 9.12, 9.13, 9.15; 9.16; 9.19; 9.21; 9.25.



Глава восьмая
ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
В ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

§ 8.1. Определение переходных процессов. Под переходными 
процессами понимают процессы перехода от одного режима работы элек
трической цепи (обычно периодического) к другому (обычно также 
периодическому), чем-либо отличающемуся от предыдущего, например 
амплитудой, фазой, формой или частотой, действующей в схеме ЭДС, зна
чениями параметров схемы, а также вследствие изменения конфигурации 
цепи.

Периодическими являются режимы синусоидального и постоянного 
тока, а также режим отсутствия тока в ветвях цепи.

Переходные процессы вызываются коммутацией в цепи. Коммута
ция — это процесс замыкания (рис. 8.1, а) или размыкания (рис. 8.1, б) 
выключателей.

Физически переходные процессы представляют собой процессы 
перехода от энергетического состояния, соответствующего докоммутаци- 
онному режиму, к энергетическому состоянию, соответствующему пос- 
лекоммутационному режиму.

Переходные процессы обычно являются быстро протекающими; дли
тельность их составляет десятые, сотые, а иногда даже миллиардные доли 
секунды; сравнительно редко длительность переходных процессов дос
тигает секунд и десятков секунд. Тем не менее изучение переходных 
процессов важно, так как оно дает возможность установить, как дефор
мируются по форме и амплитуде сигналы при прохождении их через уси
лители и другие устройства, позволяет выявить превышения напряжения 
на отдельных участках цепи, которые могут оказаться опасными для изо
ляции установки, увеличения амплитуд токов, которые могут в десятки 
раз превышать амплитуду тока установившегося периодического процес
са (и вызвать недопустимые механические усилия), а также определить 
продолжительность переходного процесса.

§ 8.2. Приведение задачи о переходном процессе к решению ли
нейного дифференциального уравнения с постоянными коэффици
ентами. Запишем уравнение по второму закону Кирхгофа для схемы 
(рис. 8.2) при замкнутом ключе. Сумма падений напряжений на элемен
тах L и R равна ЭДС £:

uL + /?/ = £,

или

L —  + R i = E. (8.1)
dt
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Рис 8 1 Рис. 8.2

Как известно из курса математики, уравнение, содержащее неизвест
ную функцию (в нашем случае /) и ее производные (в нашем случае
I  — ), называют дифференциальным уравнением.

at
Таким образом, определение тока как функции времени, по сути дела, 

есть решение дифференциального уравнения.
Известно, что решение дифференциального уравнения — это отыс

кание функции, удовлетворяющей ему. Подстановка этой функции и ее 
производных превращает дифференциальное уравнение в тождество.

Решение линейных дифференциальных уравнений будем проводить в 
основном четырьмя методами: классическим, операторным, методом 
интеграла Дюамеля и методом пространства состояний.

Перед тем как изучать эти методы, необходимо рассмотреть общие 
свойства линейных цепей при переходных процессах, а также общие за
коны, которым подчиняются переходные процессы в линейных электри
ческих цепях. § 8.3-8.25 посвящены вопросам, имеющим отношение ко 
всем перечисленным методам расчета переходных процессов; однако 
часть этих параграфов (см. § 8.3, 8.8, 8.10 и 8.12) следует рассматривать 
так же, как введение к классическому методу расчета переходных про
цессов.

§ 8.3. Принужденные и свободные составляющие токов и напря
жений. Известно, что общий интеграл линейного дифференциального 
уравнения равен сумме частного решения неоднородного уравнения плюс 
общее решение однородного уравнения. Частное решение уравнения (8.1) 
равно Е/ R (Е  — постоянная ЭДС).

Однородное уравнение получаем из исходного, если в нем возьмем 
правую часть равной нулю. В нашем случае

Решением однородного уравнения является показательная функция 
вида А ег1.

Для всех переходных процессов условимся, что момент / = 0 соответ
ствует моменту коммутации.

Постоянные А и р не зависят от времени. Без вывода дадим их значе
ния для рассматриваемого примера:

( 8.2)

A - - E / R  и р = -R ! L.
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. . (8.3,
и

£  —  *где E / R — частное решение неоднородного уравнения (8.1); — е 1- —
R

обшее решение однородного уравнения (8.2). Подстановка (8.3) дает тож
дество

( „  „  я  ̂ (  - - к Л

Следовательно, решение уравнения (8.1) запишется так:

L ±
dt

Е  Е  -т»-----е '■
R R\

+ R Е  Е  -т'-----е 1
R R

\

R {  L

Следовательно, (8.3) действительно является решением уравнения 
(8.1).

Частное решение неоднородного дифференциального уравнения бу
дем называть принужденной составляющей тока  (напряжения), а пол
ное решение однородного уравнения — свободной составляющей. При
менительно к рассмотренному примеру принужденная составляющая тока

£ — t
'no- Е /R, а свободная составляющая / .= -- е 1 . Полный ток
. . .  с Л
1 ~  глр (с»-

Кроме индексов «пр» (принужденный) и «св» (свободный) токи и на
пряжения могут иметь и дополнительные индексы, соответствующие но
мерам ветвей на схеме.

Принужденная составляющая тока (напряжения) физически представ
ляет собой составляющую, изменяющуюся с той же частотой, что и 
действующая в схеме принуждающая ЭДС. Если в схеме действует 
принуждающая синусоидальная ЭДС с частотой ш, то принужденная 
составляющая любого тока и любого напряжения в схеме является, 
соответственно, синусоидальным током (синусоидальным напряжением) 
частоты со.

Определяются принужденные составляющие в цепи синусоидально
го тока с помошью символического метода (см. гл. 3). Если в схеме дей
ствует источних постоянной ЭДС (как, например, в схеме рис. 8.2), то 
принужденный ток есть постоянный ток и находят его с помощью мето
дов, рассмотренных в гл. 2.

Постоянный ток через конденсатор не проходит, поэтому принужден
ная составляющая тока через него в цепях с источниками постоянной 
ЭДС равна нулю. Кроме того, напомним, что падение напряжения на 
индуктивной катушке от неизменного во времени тока равно нулю.

В линейных электрических цепях свободные составляющие токов и 
напряжений затухают во времени по показательному закону ер1. Так, в

£рассмотренном примере /с, =-— е '■ . С увеличением времени I мно-
R
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и
житель е '■ быстро уменьшается. Название «свободная» объясняется 
тем, что эта составляющая есть решение уравнения, свободного от вы
нуждающей силы (однородного уравнения без правой части).

Из трех токов (полного, принужденного и свободного) и трех напря
жений (полного, принужденного и свободного) основное значение име
ют полный ток и полное напряжение.

Полный ток является тем током, который в действительности  
протекает по той или иной ветви при переходном процессе. Его можно 
измерить и записать на осциллограмме. Аналогично, полное напряже
ние —  это напряжение, которое в действительности имеется между не
которыми точками электрической цепи при переходном процессе. Его 
также можно измерить и записать на осциллограмме.

Принужденные и свободные составляющие токов и напряжений во 
время переходного процесса играют вспомогательную роль; они являются 
теми расчетными  компонентами, сумма которых дает действительные 
величины.

Здесь следует еще раз обратить внимание на тот факт, что при лю
бых переходных и установившихся процессах соблюдают два основных 
положения: ток через индуктивную катушку и напряжение на конденса
торе не могут изменяться скачком'*.

§ 8.4. Обоснование невозможности скачка тока через индуктив
ную катушку и скачка напряжения на конденсаторе. Доказательство 
того, что ток через индуктивную катушку не может изменяться скачком, 
проведем на примере схемы на рис. 8.2. По второму закону Кирхгофа

/. —  + /?/ = £. 
dt

Ток i и ЭДС Е  могут принимать конечные (не бесконечно большие) 
значения.

Допустим, что ток / может измениться скачком. Скачок тока означа
ет, что за бесконечно малый интервал времени At -* 0 ток изменится на

конечное значение Д/. При этом Д/7Дг-»оо. Если вместо L —  в урав
нение (8.1) подставить *>, то его левая часть не будет равна правой 
части и не будет выполнен второй закон Кирхгофа.

Следовательно, допущение о возможности скачкообразного измене
ния тока через индуктивную катушку противоречит второму закону Кирх
гофа.

Ток через L не может изменяться скачком, но напряжение на L , 
, diравное скачком измениться может. Это не противоречит второму

закону Кирхгофа.

■'Иногда эти положения формулируются так потокосцепление индуктивной катушки 
и заряд конденсатора могут изменяться только плавно, без скачков Дальнейшее обобще
ние законов коммутации дано в $ 8 2S
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Доказательство того, что напряжение на конденса
торе не может изменяться скачком, проводится анало
гично.

Обратимся к простейшей цепи с конденсатором 
(рис. 8.3). Составим для нее уравнение по второму 
закону Кирхгофа при замыкании ключа: Рис

R /' + ис = Е ,

где Е  — ЭДС источника, конечная величина; и( — напряжение на кон
денсаторе.

т  • /- durТак как i - С  — то
dt

R C ^ -  + ur  = E. (8.4)
dt

Если допустить, что напряжение ис может измениться скачком, то

_> оо и левая часть (8.4) не будет равна правой части. Отсю- 
М dt ,да следует, что допушение о возможности скачкообразного изменения

напряжения на конденсаторе противоречит второму закону Кирхгофа.
du,-Однако ток через конденсатор, равный С — L-, может изменяться скач

ком; это не противоречит второму закону Кирхгофа.
Из указанных двух основных положений следуют два закона (прави

ла) коммутации.

§ 8.5. Первый закон (правило) коммутации. Ток через индук
тивный элемент L непосредственно до коммутации /, (0_) равен току 
через этот же индуктивный элемент непосредственно после коммута
ции (0+):

|/.(0.) = |/.(0+). (8.5)

Время I = 0_ представляет собой время непосред- 
0 ственно до коммутации, / = Ot — после коммутации

о * (рис. 8.4). Равенство (8.5) выражает собой первый за-о.
Рис 8 4 кон коммутации.

§ 8.6. Второй закон (правило) коммутации. Обозначим напряжение 
на конденсаторе непосредственно до коммутации и( (0_), а напряжение 
на нем непосредственно после коммутации ur (0+).

В соответствии с невозможностью скачка напряжения на конденса
торе

«r (0 .) = U ((0 J .  (8.6)

Равенство (8.6) выражает собой второй закон коммутации.
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Перед тем как приступить к изучению методов расчета переходных 
процессов, необходимо условиться о некоторых дополнительных опре
делениях.

§ 8.7. Начальные значения величин. Под начальными значениями»
величин (в литературе их называют еше начальными условиями) пони
мают значения токов и напряжений в схеме при / = 0.

Как уже отмечалось, токи через индуктивные элементы и напряжения 
на конденсаторах непосредственно после коммутации равны их значени
ям непосредственно до коммутации. Остальные величины — напряже
ния на индуктивных элементах, напряжения на резисторах, токи через 
конденсаторы, токи через резисторы —  могут изменяться скачком, сле
довательно, их значения после коммутации чаще всего оказываются не 
равными их значениям до коммутации. Поэтому следует различать до- 
коммутационные и послекоммутационные начальные значения.

Докоммутационными начальными значениями называют значения 
токов и напряжений непосредственно до коммутации (при/ = 0_); пос- 
лекоммутационными начальными значениями —  значения токов и напря
жений непосредственно после коммутации (при / = 0+).

§ 8.8. Независимые и зависимые (послекоммутационные) началь
ные значения. Для любой схемы после коммутации в ней можно запи
сать уравнения по законам Кирхгофа и из этих уравнений определить 
значения токов во всех ветвях и напряжений на любых участках схемы в 
послекоммутационном режиме (при t -0^).

С этой целью значения токов в ветвях, содержащих индуктивные эле
менты, и значения напряжений на конденсаторах берут равными тем зна
чениям, которые они имели до коммутации при 1 = 0., а остальные токи 
и напряжения после коммутации при t - 0̂  находят из уравнений Кирх
гофа, поскольку часть слагаемых в них известна.

Значения токов через индуктивные элементы и напряжений на 
конденсаторах, известные из докоммутационного режима, условимся 
называть независимыми начальными значениями.

Значения остальных токов и напряжений при t = 0„ в послекоммута- 
ционной схеме, определяемые по независимым начальным значениям из 
законов Кирхгофа, будем называть зависимыми начальными значениями.

§ 8.9. Нулевые и ненулевые начальные условия. Если к началу 
переходного процесса непосредственно перед коммутацией все токи и 
напряжения на пассивных элементах схемы равны нулю, то в схеме име
ют место нулевые начальные условия. Если же к началу переходного про
цесса хотя бы часть токов и напряжений в схеме не равны нулю, то в 
схеме имеют место ненулевые начальные условия.

При нулевых начальных условиях токи в индуктивных элементах и 
напряжения на конденсаторах начнут изменяться с нулевых значений, при 
ненулевых условиях —  с тех значений, которые они имели непосред
ственно до коммутации.
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§ 8.10. Составление уравнений для свободных токов и напряже
ний. Для послекоммутационной схемы составляют уравнения по законам 
Кирхгофа для полных токов и напряжений, так же как это делалось и 
раньше: сначала обозначают токи в ветвях и произвольно выбирают для 
них положительные направления, затем составляют уравнения по первому 
и второму законам Кирхгофа. Так, для схемы рис. 8.5 после выбора 
положительных направлений для токов

В этих уравнениях /,, /2, и /3 — полные токи. Каждый из них состо
ит из свободного и принужденного токов. Для того чтобы от этой систе
мы уравнений перейти к уравнениям для свободных токов, “освободим” 
систему от вынуждаюших ЭДС (в нашем случае от ЭДС Е ) и вместо /', 
запишем /1с,, вместо /2— *'г«» и т. д. В результате получим:

Заметим, что для любого контура любой электрической цепи сумма 
падений напряжений от свободных составляющих токов равна нулю.

§ 8.11. Алгебраизация системы уравнений для свободных токов.
В § 8.3 говорилось о том, что свободный ток представляет собой реше
ние однородного дифференциального уравнения (уравнения без правой 
части). Как известно из курса математики, решение однородного диффе
ренциального уравнения записывают в виде показательных функций 
А е г '. Таким образом, уравнение для каждого свободного тока можно 
представить в виде /с, = А ер1.

Постоянная интегрирования А для каждого свободного тока своя. 
Показатели же затухания р одинаковы для свободных токов ветвей. Фи
зически это объясняется тем, что вся цепь охвачена единым (общим) 
переходным процессом.

Составим производную от свободного тока.

имеем:

ь d
Рис. 8.5

(8.7)

^  = — (A e f" ) = p A e r i = p ic%. 
dl dl
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Следовательно, производную от свободного тока можно заменить на 
р /св, а свободное напряжение на индуктивном элементе L на 
L р /с,. Найдем интеграл от свободного тока:

Г;с, dt = \Aepl dt = ^ ^ -  = ^-.
Р Р

Постоянная интегрирования взята здесь равной нулю, так как свобод
ные составляющие не содержат не зависящих от времени слагаемых.

Следовательно, интеграл от свободного тока можно заменить на
1С| / р, а свободное напряжение на конденсаторе — J/c> dt — на 
/е,/ (С р ). С

В систему дифференциальных уравнений для свободных токов под
ставим L р i вместо L —— и —  вместо — f/c dt. Следовательно,

dt С р С J

Л се ~ ' 2С1 _ '3с» = 0 ; (8 .8 )

(L, р + л,)/1св +/2с, R2 = 0;

'2« *2 С р

Уравнения (8.8) представляют собой систему алгебраических уравне
ний относительно 'зс* и, в отличие от исходной системы, не 
содержат производных и интегралов.

Переход от системы линейных дифференциальных уравнений к 
системе алгебраических уравнений называют алгебраизацией системы 
дифференциальных уравнений для свободных токов. Можно сказать, что 
система (8.8) есть результат алгебраизации системы дифференциальных 
уравнений (8.7).

§8.12. Составление характеристического уравнения системы.
Число алгебраических уравнений равно числу неизвестных свободных 
токов. Положим, что р известно (в действительности оно пока не найде
но и будет определено в дальнейшем) и решим систему (8.8) относитель
но '| с« > *2 с» И *3с» •

; _ Л2 . ; _ Аз'lea . > ‘2с» , ■ ли . .Д Д Д

где Д— определитель системы. В рассмотренном примере

Д =
I -1 - I 

Z*| р + Ry 0
0 r2 ~\/(Ср)
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Определитель Д, получим из выражения для определителя Д путем 
замены первого столбца правой частью уравнений (8.8):

О -1 - I 
Д= О Л2 О

О R2 -1 / (С р )

Определитель Д2 получим из выражения для Д путем замены вто
рого столбца правой частью системы (8.8) и т. д.

Так как в правой части системы (8.8) находятся нули, то в каждом 
определителе Д(, Д2 и Д3 один из столбцов будет состоять из нулей.

Известно, что если в определителе один из столбцов состоит из ну
лей, то этот определитель равен нулю. Следовательно,

Из физических соображений ясно, что каждый из свободных токов не 
может быть равен нулю, ибо в этом случае не будут выполнены законы 
коммутации. Однако из предыдущего следует, что

Свободные токи могут быть не равны нулю в том случае, когда опре
делитель системы

Таким образом, определитель Д алгебраизированной системы урав
нений должен равняться нулю.

Уравнение д = О называют характеристическим уравнением. Един
ственным неизвестным в нем является р.

Пример 75. Используя уравнение (8.9). составить характеристическое уравнение для 
схемы (см. рис 8 5) и найти его корни

Решение.

Д, =0, Д2 = 0, Д3 = 0.

0 . 0

Д = 0. (8.9)

С  р С Р
или

р 2 Z-I С  + р (Я, Ri  С Ц ) + Я| + /?2 q 
Ср

Если дробь равна нулю, то равен нулю ее числитель. Следовагельно, 

р2 Я  ̂ С + р /?2 С + /.j ) + Я] + =0. (8 10)

Корни квадратного уравнения

Р I.: =
- (Я , Я , С  + £,) ± ^  (Я, R1C + L i )- - 4 (R ,+ R 2)R i  Ц С  

2R2L,C (8.11)
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В начале § 8.11 говорилось о том, что решение для свободного тока 
берется в виде А е г '. Если характеристическое уравнение имеет не один 
корень, а несколько, например п, то для каждого свободного тока (напря-П
жения) нужно взять £/1* ег‘ '.

*=i
Пример 76. Найти корни характеристического уравнения схемы на рис 8 4, а при:

1 ) С “  I мкФ; 2) С = 10 мкФ; 3) С - 100 мкФ; Л, = Я2 =100 Ом, £, = I Гн.
Р е ш е н и е .  I ) При С I  мкФ

R, С  + /., =100 100 МО*4 + 1 = 1,01,

4 (Л, + Я2) Я2 /., С. = 4 • 200 100 10‘ 6 = 0,08:

2 /?2 /., Г  = 2100 10‘6 =2 I0~*:

-1,01 ± J  \.012 -0,08 , ,р, , ------ -̂- ----- : р, = -250 с ; р, =-9850 с '1
210 4

2) При С - 10 мкФ Р] = -230 с '1; р2 =-870 с ' 1.
3) При С = 100 мкФ р, =-100 + 100 у, р2 =-100-100/

§ 8.13. Составление характеристического уравнения путем 
использования выражения для входного сопротивления цепи на 
переменном гоке. Характеристическое уравнение для определения р 
часто составляют более простым способом, чем обсуждавшийся в пре
дыдущем параграфе. С этой целью составляют выражение входного со
противления двухполюсника на переменном токе (обозначим его Z { j  со)), 
заменяют в нем j  со на р (получают Z{p)) и приравнивают 2(р) к нулю.

Уравнение Z(p) = 0 совпадает с характеристическим. Такой способ 
составления характеристического уравнения предполагает, что в схеме 
отсутствуют магнитно-связанные ветви. Если же магнитная связь между 
ветвями имеется, то предварительно следует осуществить развязывание 
магнитно-связанных ветвей (см. § 3.41).

Поясним сказанное. Как отмечалось в § 2.15, если для некоторой цепи 
на постоянном токе составить систему уравнений по методу контурных 
токов, то входная проводимость относительно ш-ветви g „  = Дт /Д, а 
входное сопротивление Rm = Д/Д„,. Для режима синусоидального тока

7 Д(у со) входное сопротивление Z,xm =— -.

Комплексное число р = а + j  Ь в соответствии с § 8.41 представим в 
виде р = j  (Ь~  / а) = j  Q, где Q —  комплексная угловая частота. Сопро
тивление Z(p) —  это сопротивление цепи на комплексной частоте; 
Z ( j  со)—  это частный случай Z(p), когда Q = co. Имея это в виду, запи
шем

вх т ( Р )  ~
&п,(Р)

где Д(р ) — определитель системы уравнений, составленных по методу 
контурных токов.
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Таким образом, уравнение Zt%m(p) = 0 имеет те  ж е  корни, что и 
уравнение А (р) = 0.

При составлении Z(p) следует учитывать внутреннее сопротивление 
источника питания.

Характеристическое уравнение можно составить так же, взяв за ос
нову не метод контурных токов, а метод узловых потенциалов. В этом 
случае следует приравнять к нулю определитель матрицы узловых про
водимостей, полагая при составлении матрицы один из узлов схемы за
земленным.

Пример 77. Для схемы рис 8 5 составить характеристическое уравнение.
Р е ш е н и е .  Входное сопротивление относительно зажимов аЬ при переменном токе

а>) = у о> /., +Я, + / ш С

j о) С
Заменим в нем j  а  на р и приравняем его к нулю:

Л —  рС

Отсюда

К,+ рС

р L\ С  R i Р  + R\ Ry С ) + R\ + Ri 
I + /?, C p

= 0

p2 L ,C  R2+ p (L ,+  «I «2 С) + + к2 = o (8 12)

Уравнение (8.12) совпадает с уравнением (8.10). составленным иным путем, и полу
чено оно с помощью выражения для входного сопротивления первой ветви схемы (см 
рис. 1! 5) относительно зажимов аЬ Точно такое же уравнение можно получить, если за
писать выражение для входною сопротивления любой другой вегви

Следует иметь в виду, что во избежание потери корня (корней) нельзя сокращать Д(р) 
и Л *(р ) на обший множитель, если он имеется Олнако на общий множитель р сокра
щать Д(р) и Д*(р), как правило, возможно, но не всегда Сокращение нар допустимо 
для схем, в которых исследуемая величина из физических соображений не может содер
жат. незатухающую свободную составляющую Если же исследуемая величина в рассмат
риваемой схеме может иметь незатухающую свободную составляющую, то сокращать 
числитель и знаменатель 2(р) на р (терять корень р = 0) нельзя. Для иллюстрации недо
пустимости сокращения на р рассмотрим два примера. В  после коммутационной схеме (см 
рис 8.6, а) имеется контур из индуктивных элементов, активное сопротивление которого
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раано нулю. В  нем теоретически может протекать незатухающая свободная составляющая 
тока, которая не будет учтена а решении, если сократить числитель и знаменатель

коммутации на конденсаторах возможно возникновение равных по значению и противо
положно направленных незатухающих свободных составляющих напряжений. Свободный 
заряд каждого конденсатора не сможет пройти через сопротивление R, так как этому ме
шает второй конденсатор с противоположно направленной незатухающей свободной со
ставляющей напряжения.

Для схемы на рис. 8 6, б характеристическое уравнение получим, приравняв к нулю 
входную проводимость относительно зажимов источника тока:

где g -  1 / R.
В  качестве примера цепи, для которой можно сокращать числитель и знаменатель 2(р) 

на р, приведем схему на рис. 8.6, в. Для нее

§ 8.14. Основные и неосновные зависимые начальные значения.
Для сложных схем со многими накопителями энергии число независи
мых начальных значений (начальных условий) может оказаться больше, 
чем порядок характеристического уравнения, и, следовательно, больше 
числа постоянных интегрирования. В этом случае при определении по
стоянных интегрирования используем не все независимые начальные 
значения, а часть из них.

Основными независимыми начальными значениями называют те токи 
в индуктивных элементах и напряжения на конденсаторах, которые мо
гут быть заданы независимо от других. Остальные независимые началь
ные значения называют неосновными.

В качестве иллюстрации обратимся к схеме на рис. 8.7. Она содержит три индуктив
ных элемента и один емкостной. В  схеме всего четыре независимых начальных значения 
(начальных условия): 

w ! ) / , ( 0 J « 0 ;  2) i j (0 . )  = 0: 3 )/ 3« U » 0 .  4 ) И, « М  = 0.
Из них три являются основными и одно —  неосновным. Выбор основных значений 

здесь произволен. Если за основные взять первое, второе и четвертое значения, то неос
новным будет третье.

ир)шЕ Щ Ц £ Л
2 р L на р. В  схеме на рис. 8.6, б, дуальной схеме на рис. 8.6, а поем

Пример 78. Убедимся в том. что для 
схемы на рис. 8.7 характеристическое урав
нение имеет не четвертую, а третью степень.

pLj + p L )*- —  рСг
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(Ry + р Lx)(I + р2 С2 (L j + Ly)) + р L) (\ + С} t j  р г) = 0.

Следовательно, характеристическое уравнение имеет третью степень.

§ 8.15. Определение степени характеристического уравнения. Сте
пень характеристического уравнения цепи необходимо уметь оценивать, 
взглянув на схему, в которой исследуется переходный процесс. Быстрая 
ориентация позволяет определить трудоемкость предстоящих выкладок 
и способствует выявлению ошибки, если она возникает при составлении 
характеристического уравнения.

Степень характеристического уравнения равна числу основных неза
висимых начальных значений в послекоммутационной схеме после мак
симального ее упрощения и не зависит от вида ЭДС источников ЭДС в 
схеме.

Упомянутое упрощение состоит в том, что последовательно соединен
ные индуктивные элементы должны быть заменены одним эквивалент
ным; конденсаторы, включенные последовательно и параллельно, тоже 
должны быть заменены эквивалентными.

Применительно к схеме на рис. 8.8, а последовательно включенные L\ 
и L\ следует заменить на Ц = Ц  + Ц± 2 М, если между ними есть маг
нитная связь (если нет магнитной связи, то М = 0), а конденсаторы ем-

Отсюда

Рис. 8 S

С' С ”костью Cj, Cj, С4 — на конденсатор емкостью С5=С4 + —р—
С3+С3

Начальное значение напряжения на С5 равно начальному значению на
пряжения на С4.

В результате упрощений схемы рис. 8.8, а получаем схему рис. 8.8, б, 
в которой два индуктивных элемента и один конденсатор. Все три неза
висимых начальных значения — основные. Следовательно, характерис
тическое уравнение будет третьей степени.

Обратим внимание на то, что степень характеристического уравнения 
не зависит от того, имеется ли магнитная связь между индуктивными 
элементами схемы или она отсутствует.

Условимся под емкостным контуром понимать контур, в каждой из 
ветвей которого имеются либо только конденсаторы (рис. 8.9, а), либо в 
одни ветви входят только конденсаторы, а в другие — только источники 
ЭДС (рис. 8.9, 6). Положим, что после максимального упрощения схемы
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Рис. 8.9

в емкостный контур входит п конденсаторов. Если учесть, что по второ
му закону Кирхгофа алгебраическая сумма напряжений на ветвях конту
ра равна нулю, то только на л-1 конденсаторах контура напряжения 
могут быть заданы произвольно. Условимся под индуктивным узлом по
нимать узел, в котором сходятся ветви, в каждой из которой имеются 
индуктивности (рис. 8.9, в), либо часть ветвей с индуктивностями, а дру
гая с источниками тока (рис. 8.9, г). Положим, что в индуктивный узел 
сходится m-ветвей, содержащих индуктивности. Если учесть, что по пер
вому закону Кирхгофа сумма токов в узле равна нулю, то только в и-1 
индуктивностях токи могут быть заданы произвольно.

Обобщенно можно сказать, что после максимального упрощения 
схемы степень характеристического уравнения может быть определена 
путем подсчета величины п, +пс - у /ш -кс , где п, — число индуктив
ных элементов в схеме; —  число конденсаторов; у(—  число индук
тивных элементов, токи в которых не могут быть заданы произвольно; 
к(—  число конденсаторов, напряжения на которых не могут быть зада
ны произвольно.

З а м е ч а н и я .  1. Если схема с источником тока имеет несколько последовательных 
участков, содержащих параллельно соединенные ветви с Я, L, С, то для каждой группы 
параллельных ветвей будет свое характеристическое уравнение со своими корнями (сво
бодные токи не могут замыкаться через источник тока, поскольку его сопротивление рав
но бесконечности).

2. Если в схеме будут иметься так называемые дополняющие двухполюсники 
(см. S 8.63), содержащие элементы Я, L. С, между которыми выполняются определенные 
соотношения, то при упрощении схемы они должны быть заменены на эквивалентные им 
резисторы. Это значительно упрощает выкладки (на эту тему рекомендуется решить при
мер 30 из вопросов для самопроверки).

§8.16. Свойства корней характеристического уравнения. Число 
корней характеристического уравнения равно степени этого уравнения. 
Если характеристическое уравнение представляет собой уравнение пер
вой степени, то оно имеет один корень, если второй степени —  два кор
ня и т. д. Уравнение первой степени имеет всегда отрицательный действи
тельный (не мнимый и не комплексный) корень.

Уравнение второй степени может иметь: а) два действительных нерав
ных отрицательных корня; б) два действительных равных отрицательных 
корня; в) два комплексно-сопряженных корня с отрицательной действи
тельной частью.
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Уравнение третьей степени может иметь: а) три действительных 
неравных отрицательных корня; б) три действительных отрицательных 
корня, из которых два равны друг другу; в) три действительных равных 
отрицательных корня; г) один действительный отрицательный корень и 
два комплексно-сопряженных с отрицательной действительной частью.

§ 8.17. Отрицательные знаки действительных частей корней ха
рактеристических уравнений. Свободный процесс происходит в цепи, 
освобожденной от источника ЭДС. Он описывается слагаемыми вида 
A t p'. В цепи, освобожденной от источников ЭДС, свободные токи не 
могут протекать сколь угодно длительно, так как в ней отсутствуют ис
точники энергии, которые были бы способны в течение сколь угодно 
длительного времени покрывать тепловые потери от свободных токов, 
т. е. свободные токи должны затухать во времени.

Если свободные токи (выраженные слагаемыми t p l) должны затухать 
(спадать) во времени, то действительная часть р должна быть отрицатель
ной.

Значения функции е~°' = где a t-  х, приведены в табл. 8.1.
Рассмотрим характер изменения свободных составляющих для про

стейших переходных процессов в цепях с характеристическим уравне
нием первой и второй степеней.

Если число корней характеристического уравнения больше двух, то 
свободный процесс может быть представлен как процесс, составленный 
из нескольких простейших процессов.

Таблица 8.1
X е' с ' shx сИдг X е' е~ shx ch jr

0 1.0 1,0 0,0 1,0 2,1 8,17 0,122 4,02 4,14

0.1 1,10 0,905 0,10 1,005 2.2 9,02 0,111 4.46 4,56
0.2 1.22 0,819 0,20 1.02 2,3 9.97 0.100 4.94 5,04

0,3 1,35 0,741 0,30 1,04 2,4 11,02 0,090 5,47 5,56
0.4 1,49 0,670 0,41 1,08 2.5 12.18 0,082 6,05 6,13
0.5 1.65 0,606 0,52 1.13 2,6 13,46 0,074 6,7 6,77
0.6 1.82 • 0.549 0,64 1.18 2,7 14.88 0,067 7.41 7.47
0,7 2,01 0,497 0,76 1,25 2,8 16.44 0.061 8.19 8,25
0.8 2.22 0,449 0,89 1.34 2.9 18.17 0.055 9,06 9,11
0,9 2,46 0.407 1.03 1.43 3.0 20,08 0.050 10.02 10,07

1.0 2,72 0,368 1,17 1,54 3.2 24,53 0,041 12.25 12,29

1.1 3.00 0,333 1.34 1,67 3,4 29.96 0,033 14,96 15,00
1.2 3.32 0,301 1,51 1.81 3.6 36.60 0.027 18,28 18,31
1.3 3.67 0,272 1.70 1.94 3,8 44,70 0,022 22,34 22,36
1.4 4.05 0.247 1,90 2,15 4.0 54,60 0.018 27,29 27,30
1.5 4,48 0,223 2,13 2.25 4.2 66,69 0.015 33,33 33,35
1.6 4.95 0,202 2,38 2,58 4.4 81,45 0,012 40.72 40,73
1.7 5.47 0,183 2,65 2.83 4.6 99,48 0,010 49,74 49,75
1.8 6,05 0.165 2,94 3.11 4,8 121.5 0,0082 60,75 60,76
1.9 6,68 0,150 3,27 3,42 5,0 184.4 0,0067 74,2 74,21
2.0 7,39 0,135 3,63 3.76 6.0 400 0.0025 200 200
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§8.18. Характер свободного процесса при одном корне. Когда 
характеристическое уравнение имеет один корень, свободный ток

ict = A epl = А в-0'. (8.13)

ще р = -а зависит только от параметров цепи, А — от параметров цепи, 
величины ЭДС. Характер изменения ;С1 при А >0 показан на рис. 8.10.

За интервал времени t - т = 1 / о функция 
Ае~г ' уменьшится в е = 2,72 раза. Действитель
но, при / = т = 1/а а/ = ат  = а/а-1; е~0' = 
= e_/,t = е-1 =1/е = 1/2,72.

Величину т = 1 / а = 1/ |р| называют постоян
ной времени цепи; х зависит от вида и парамет
ров схемы. Для цепи на рис. 8.2 т = L/ R, для цепи 
на рис. 8.3 т = ЛС, для цепи на рис. 8.18 
т = (/?, Л, С ) / (Л, + R} )  и т. д.

Название «постоянная времени» отражает постоянство подкасагельной к экспоненте: 
поакасательная к экспоненте е ' |/т численно равна т (см. рис. 8.10).

§ 8.19. Характер свободного процесса при двух действительных 
неравных корнях. Пусть рх = -а, р2 = -Ь (для определенности поло
жим b > а). Тогда

= A, ePl 1 + А-, t p-1 A, e~al + Aj t~hl. (8.14)

Характер изменения свободного тока при различных по значению и 
знаку постоянных интегрирования Л, и Аг качественно иллюстрирует
ся кривыми на рис. 8.11,а-г; кривая 1 представляет собой функцию 
Л, е-0', кривая 2 — функцию А2 е"*'; результирующая («жирная») кри
вая получена путем суммирования ординат кривых / и 2.

Рис. 8.11

Для рис. 8.11, а: А, >0 А2 > 0; для рис. 8.11,6: Л,>0, Л2<0, 
IA2l> A t; для рис. 8.11, в: А,>0, А2 <0, |Л2|<Л,; для рис. 8.11, г: 
А) > 0, А2 < 0, | А21 = /4,.
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§ 8.20. Характер свободного процесса при двух равных корнях.
Известно, что если среди корней характеристического уравнения есть два 
равных корня р\ - Рг = -а, то соответствующие слагаемые решения дол
жны быть взяты в виде

А, ер' + Л2 1 ер1 = (Л, + Лг t) е а'. (8.15)

На рис. 8.12 построены пять кривых. Они показывают возможный 
характер изменения функции (Л, + Аг /)е~°' при различных значениях 
постоянных интегрирования А, и А2, а также при равенстве нулю од
ной из постоянных.

Кривая / построена при А, > 0 и А2 > 0; кривая 2 — при Л, < 0 и 
А2 > 0; кривая 3 — при At > 0 и А2 < 0; кривая 4 — при А{ = 0 и 
А2 > 0; кривая 5 — при Л, > 0 и А: = 0.

§ 8.21. Характер свободного процесса при двух комплексно-сопря
женных корнях. Комплексные корни всегда встречаются по парно-сопря
женными. Так, если р, = -5 + j  ш0, то р2 = -5- j  ш0. Соответствующее 
им слагаемое решения должно быть взято в виде

/с, = A e~s' sin(o>0 / + v). (8.16)

Формула (8.16) описывает затухающее синусоидальное колебание 
(рис. 8.13) при угловой частоте ш0 и начальной фазе v. Огибающая ко
лебания описывается кривой Ae~Sl. Чем больше 5, тем быстрее зату
хает колебательный процесс; А и v определяются значениями парамет
ров схемы, начальными условиями и ЭДС источника; со0 и 5 зависят 
только от параметров цепи после коммутации; ш0 называют угловой 
частотой свободных колебаний; 8 — коэффициентом затухания.

§ 8.22. Некоторые особенности переходных процессов. Как известно 
из предыдущего, полное значение любой величины (тока, напряжения, 
заряда) равно сумме принужденной и свободной составляющих. Если
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среди корней характеристического уравнения есть комплексно-сопряжен 
ные корни р\ 2 = -б ± у *»о и значение угловой частоты свободных коле 
баний ш0 почти равно угловой частоте со источника синусоидальной 
ЭДС (источника питания), а коэффициент затухания 5 мал (цепь с ма 
лыми потерями), то сложение принужденной и свободной составляющн 
дает колебание, для которого характерно биение амплитуды (рис. 8.14, а).

Рис. 8.14

Колебание (см. рис. 8.14, а) отличается от колебаний, рассмотренных 
в § 7.14, тем, что здесь у одной из составляющих колебания амплитуда 
медленно уменьшается.

Если угловая частота свободных колебаний w0 точно равна угловой 
частоте источника синусоидальной ЭДС, то результирующее колебание 
имеет форму, изображенную на рис. 8.14, б.

Простейшим примером колебаний такого типа является колебание, 
возникающее на конденсаторе схемы (рис. 8.15) в результате сложения 
принужденного U (m cos со/ и свободного— U (m е” ' cosco / колебаний: 
t/r =l/rm (l-e-s')coscW.

Рис 8 15 Рис 8 16

Амплитуда результирующего колебания нарастает по экспоненциаль
ному закону.

При наличии конденсатора (конденсаторов) в схеме могут возникать 
большие начальные броски токов, в несколько раз превышающие 
амплитуды тока установившегося режима. Так, в схеме на рис. 8.16 при 
нулевых начальных условиях в первый момент после замыкания ключа 
напряжения на конденсаторах равны нулю и ток в неразветвленной час
ти цепи равен U m s in y/Л,. Если ч/ = 90°, то в первый момент после 
замыкания ключа ток равен U m/ Я,. При размыкании ключа в индуктив
ных цепях возникают опасные увеличения напряжения на отдельных уча
стках (см. § 8.24).
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§ 8.23. Переходные процессы, сопровождающиеся электрической 
искрой (дугой). Если переходный процесс вызывается размыканием клю
ча в электрической цепи, содержащей индуктивные катушки, то между 
его расходящимися контактами при определенных условиях может воз
никнуть электрическая искра (дуга). При этом расчет переходного про
цесса усложняется и, строго говоря, не может проводиться методами, изу
чаемыми в данной главе. Объясняется это тем, что сопротивление элек
трической искры является нелинейной функцией протекающего через нее 
тока. В этом случае, если известна ВАХ дуги, для расчета переходных 
процессов могут применяться методы, излагаемые в гл. 16.

Попытаемся выяснить, можно ли ожидать возникновения электрической искры при 
размыкании ключа в схеме на рис 8.17

До размыкания ключа в цепи был установившийся режим:

/(0_) ■
R + 0,5 R

2 £
3 R ' /2(0.): >(0 _ )

2
£

3 R
Допустим, что при размыкании ключа искра не возникает При этом ток /, почти мгно

венно уменьшается до нуля, а Ц0 ,) должен равняться /2(0 , ). Но каждый из токов (»', и 
/2) по первому закону коммутации не может измениться скачком. Следовательно, между 
достаточно медленно расходящимися контактами ключа при определенных условиях можно 
ожидать возникновения электрической искры. Расчет переходного процесса в схеме на 
рис. 8.17 дан в § 8.28.

§ 8.24. Опасные перенапряжения, вызываемые размыканием вет
вей в цепях, содержащих индуктивные катушки. При размыкании 
ключей в электрических цепях, содержащих катушки с большой индук
тивностью, на отдельных участках могут возникать напряжения, во много 
раз превышающие установившиеся. Напряжения, превышающие устано
вившиеся, называют перенапряжениями. Они могут оказаться настоль
ко значительными, что при определенных условиях вызовут пробой изо
ляции и выход из строя измерительной аппаратуры.

Пример 79. К  зажимам индуктивной катушки с /? = ЮООм; £ = 10Гн; подключен 
вольтметр (рис. 8.18). Сопротивление вольтметра Я, = 3000 Ом: £ = 100 В. Найти при
ближенное значение напряжения на зажимах вольтметра при / = 0 ,. если допустить, что 
размыкание ключа произойдет мгновенно и искры не возникнет

Р е ш е н и е. До размыкания ключа через L протекает г о к / * £ / Л *  I А . В  индук
тивной катушке была запасена магнитная энергия L i112. Если допустить, что размыка
ние ключа произошло мгновенно и искры не появилось, и учесть, что ток через I  должен 
оставаться равным 1 А, то по замкнутому контуру, составленному вольтметром и катуш
кой, за счет запаса энергии магнитного поля индуктивной катушки в первое мгновение 
будет протекать ток в 1 А. При этом на вольтметре возникнет пик напряжения 2 кВ. Про-

Рис. 8.17 Рис 8 18
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хождение большого импульса тока через вольтметр может вызвать перегорание катушки 
прибора и выход его из строя.

При размыкании ключа с конечной скоростью между его расходящимися контактами 
возникнет электрическая искра. Это приведет к тому, что увеличение напряжения на вольт
метре будет меньше, чем в только что рассмотренном идеализированном случае, когда ключ 
размыкался мгновенно без искры.

При более детальном рассмотрении процесса необходимо еще учесть влияние меж- 
витковых емкостей и емкостей на землю (см. § 11.1). Если не учитывать возникновение 
искры, распределенные емкости и индуктивности, то приведенный расчет является гру
бым и носит иллюстрированный характер.

Чтобы не «сжечь» вольтметр в цепи (см. рис. 8.18), сначала следует отключить вольт
метр, а затем разомкнуть ключ. Перенапряжения проявляются тем сильнее, чем больше 
индуктивность в цепях. Особенно опасны они в цепях постоянного тока, содержащих ин
дуктивности порядка единиц и десятков генри. В  таких цепях при отключениях соблюда
ют специальные меры предосторожности (ключ размыкают после введения дополнитель
ных резисторов в цепь).

§ 8.25. Общая характеристика методов анализа переходных про
цессов в линейных электрических цепях. Расчет переходных процес
сов в любой линейной электрической цепи состоит из следующих основ
ных операций:

1) выбора положительных направлений токов в ветвях цепи;
2) определения значений токов и напряжений непосредственно до 

коммутации;
3) составления характеристического уравнения и нахождения его кор

ней;
4) получения выражения для искомых токов и напряжений как функ

ции времени.
Широко распространенными методами расчета переходных процес

сов являются:
1) метод, называемый в литературе классическим;
2) операторный метод;
3) метод расчета с помощью интеграла Дюамеля.
Для всех этих методов перечисленные операции (этапы расчета) яв

ляются обязательными. Для всех методов первые три операции соверша
ют одинаково, и их необходимо рассматривать как общую для всех ме
тодов часть расчета. Различие между методами имеет место на четвер
том, наиболее трудоемком этапе расчета.

Чаще используют классический и операторный методы, реже — ме
тод расчета с применением интеграла Дюамеля. В дальнейшем будут 
даны сравнительная оценка и рекомендуемая область применения каж
дого из них (см. § 8.56).

В радиотехнике, вычислительной и импульсной технике, электрони
ке, автоматике и в технике, связанной с теорией информации, кроме этих 
трех методов применяют метод анализа переходных процессов, основы
вающийся на интеграле Фурье. (Об интеграле Фурье и спектральном 
методе, основывающемся на интеграле Фурье, см. гл. 9.) Для исследова
ния характера переходного процесса, описываемого уравнениями высо
ких порядков, используют моделирующие установки, а также метод про
странства состояний (см. § 8.66).
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§ 8.26. Определение классического метода расчета переходных 
процессов. Классическим методом расчета переходных процессов 
называют метод, в котором решение дифференциального уравнения пред
ставляет собой сумму принужденной и свободной составляющих. 
Определение постоянных интегрирования, входящих в выражение для 
свободного тока (напряжения), производят путем совместного решения 
системы линейных алгебраических уравнений по известным значениям 
корней характеристического уравнения, а также по известным значениям 
свободной составляющей тока (напряжения) и ее производных, взятых 
при I = 0+.

§ 8.27. Определение постоянных интегрирования в классическом 
методе. Как известно из предыдущего, любой свободный ток (напряже
ние) можно представить в виде суммы экспоненциальных слагаемых. 
Число членов суммы равно числу корней характеристического уравне
ния.

При двух действительных неравных корнях 

/„ = /*, t p' ' + А2 еЛ '; 

при трех действительных неравных корнях

/с, = А, еЛ ' +А2 е7’11 +Л3 e/ v .

Для любой схемы с помощью уравнений Кирхгофа и законов комму
тации можно найти: I) числовое значение искомого свободного тока при 
t = 0+, обозначим его /св(0+); 2) числовое значение первой, а если пона
добится, то и высших производных от свободного тока, взятых при I = 0+. 
Числовое значение первой производной от свободного тока при t = 0+ 
обозначим /с,(0*); второй— £.(0+) и т- д-

Рассмотрим методику определения постоянных интегрирования 
Аи А2,..., полагая известными /С,(0 Д  /',(ОД /*,(0+) и значения кор
ней р „ р 2.....

Если характеристическое уравнение цепи представляет собой уравне
ние первой степени, то /с< = А ер1. Постоянную интегрирования А опре
деляют по значению свободного тока <С1(О,.):

^ = / „(0 J. (8.17)

Если дано характеристическое уравнение второй степени и его корни 
действительны и не равны, то

/е> = Л, ePl 1 + A2 ePl>. (8.18)

Продифференцируем это уравнение по времени:

= р, Л, е * ' +р2 А2 еРг>. (819)

Запишем уравнения (8.18) и (8.19) при / = 0 (учтем, что 
ePl' = еГ !' = 1 при / = 0).
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В результате получим:

'c .( °+) = î +Л2; 

'c»(°+) = Pl А\ + Р2 Л2-

(8.20)
(8-21)

В этой системе уравнений известными являются /с,(0+), /ё,(0+), Pi 
и р7\ неизвестными—  А1 и А2.

Совместное решение (8.20) и (8.21) дает

Если корни характеристического уравнения являются комплексно-со
пряженными, то в (8.18) сопряжены не только р, и р7 (А , 2 = ~8±у о>0), 
но и Л, и А2. Поэтому свободный ток

Угловая частота о)0 и коэффициент затухания 5 известны из реше
ния характеристического уравнения.

Определение двух неизвестных А и v производят и в этом случае по 
значениям /с,(0+)и  /;,(0+).

Продифференцировав по времени уравнение (8.23), получим

ic, = -А 5 е '8/ sin(co0 / + v) + А со0 е"8' cos(w0 I + v). (8.24) 

Запишем уравнение (8.24) при I :

Таким образом, для нахождения неизвестных А и v имеем два урав
нения:

Для цепи, имеющей характеристическое уравнение третьей степени, 
свободный ток

Найдем первую, а затем вторую производную от левой и правой час
тей уравнения (8.26):

, '« « U - л  'с .« О . л\ - —  - ,

/с, = Ae~Sl sin(ca0 t + v). (8.23)

'се (0+) = -A S sin v + А со0 cos v.

/„(О*) = Л sin v;
C ,(0 J = -A 8 sin v + А щ  cosv. (8.25)

i „  = /f, e'v  + A2 cP l‘ + Ay ep''. (8.26)

(8.27)
(8.28)
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Запишем (8.26Н8.28) при I = 0+ :

'<*(0+)= At + А2 + Ау\ 
'™(0+) = Р\ A\+Pi Л2 + рз А} ; 

‘св ~ р\ Л| + Р2 2̂ + Pi Л} .
(8.29)

Система уравнений (8.29) представляет собой систему трех линейных 
алгебраических уравнений с тремя неизвестными: А\, Л2 и Aу  Все 
остальные входящие в нее величины ( р и  р 2 р3, /с,(0+), /««(ОД 'c.(O J) 
известны.

Сначала, пока еще не накоплено опыта в решении задач, для облег
чения расчета величины и ее производной (производных) при / = 0+ ре
комендуется решать задачу относительно тока через L или напряжения 
на С и только затем, используя законы Кирхгофа, определять любую 
другую величину через найденную.

Рассмотрим несколько примеров расчета переходных процессов клас
сическим методом в цепях первого и второго порядков с источниками 
постоянной и синусоидальной ЭДС при ненулевых начальных условиях.

Пример 80. В  схеме на рис. 8 19 до замыкания ключа был установившийся режим 
Л, = Л| = Л) = 50 Ом, С  = 100 мкФ: Е  - 150 В. Требуется найти: 1) полные, принужден
ные и свободные составляющие токов Л, /j и и(- при I-  0 ,, а также начальное зна
чение производной от свободного напряжения на конденсаторе; 2) токи I,, i2, ij и на
пряжение ис  в функции времени.

Р е ш е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и .  До 
коммутации /2(0_) = 0 и /| (0 _ ) — »3<0_) =

По второму закону Кирхгофа составим уравнение для контура, образованного первой 
и второй ветвями при 1 = 0 ,:

Найдем принужденные значения токов и напряжений 
после коммутации:

Напряжение на конденсаторе равно напряжению на 
резисторе : иг (0_) = /3(0_) Я3 = I 50 = 50 В.

£ / (« ,  + Я,' + /?,)= 150/150 = 1 А.

Рис. 8 19
« с „р(0*) = /3пр(0.)Я,=1.5-50=75В

'|(0 .)Л , +иг (0 , )  = Е. но » г (0 ,)  = 1/г (0_).

Поэтому

Из уравнения щ-(0,)» / 3(0 ,.)Л 3 получим

i3(0 , ) «  1/< (0, )/Л 3 = 1 А.

По первому закону Кирхгофа <t(04) = i2(0*) + /3(0 * ). 
Следовательно,

/ ;(0 .) = /l( 0 J - / 3(0 .) = 2 - l = l А
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Свободные составляющие тока и напряжения i 
I = 0„ определим как разности между полными и прин 
денными величинами:

) = " с ( 0* > - « Г „Р(0 . ) = 50- 75 = -25 В; 

/|С. ( ° * )  = '|(0 *)-/ ,пр(0 J  = 2-1.5 = 0.5 А;

'2с.(О. )  = /j(0 J - <2„р(0+) = 1 - 0 = I А;

= '3 (0 J- / , „ P( 0 J  = 1-1,5» -0.5 А.

Так как свободный ток через конденсатор
(/we ci d u ^ 'zm /гв

'С,=с~ -  70 ~ 7 Г  = —
В  рассматриваемом примере

Ч'с» = ̂ a jO J . ---L _  = I0< B/t
С  100-10-

<1

Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .  Харг 
теристическое уравнение для послекоммутацнонной схеи 
р Я, Я3 С  + Я , + Я3 = 0 имеет один корень

/?1 + Л _ *р ~ --- I--- — =-400 с .
Я, Я3 С

Каждый ток равен сумме принужденной и свободнс 
р*ис. 8 20 ах за вгяо щ в*  л ер\  где А равно значению свободной о

ставляюшей при i = 0. (рис. 8.20).

_ 15i + 0,5e-400' А; /2 = е“ '00' А : »3 = 1.5 - 0.5 е"400';  иг  = 75-25е~400' В.

мер 81. В  схеме (рис. 8.21) до замыкания ключа был установившийся режи*
Рн =20м; о 1  = ЗО м ; е(/) = 127 sin(co t - 50°) В; ш = 314рад/с. Требуется опред<

2) закон изменения тока в иепи после коммутации.
лигьр п е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и  Комплексная амплитуда тока в цеп

е иггаиии 
до комм)

а .
4 + 3 у

звеннос значение тока до коммутации I - 25,4 sin(t)/ - 86e50’) А.
' з  мо’ме,,т комм>'таиии (ПРИ ш/ = 0)

/(0 .) = 25,4 sm(-86°50') = -25.35 А.

<ужденный ток после коммутации 

/_=•

М гж
>венное значение принужденного тока

пр = 35.2 sin(a> / — 106°20') А;

/пр(0 . )  -  35.2 sin(-106°20') = -33.8 А.

_  ервому закону коммутации /(0 .) =/(0,) =-25,35 А. Но / (0 J  = ; ( 0. )  + л .(0 .).  
П о г*льно. 'с« (0 . ) ■ '(0 * )-  /п))(0 ,) = -25,35 + 33.8 = 8.45 А.

Следовал
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Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .  Характеристическое уравнение 
р L *  Нг “ 0 имеет корень

- *  « L _ ._ i2 H ._ 2 ,ос-'.
а  L I со

По данным первой части задачи ток а цепи до коммутации (кривая / на рис. 8.22 до 
со I = 0)

I = 25.4 sin(w / - 86*50’) А.

Мгновенное значение принужденного тока после коммутации (кривая 2 на рис. 8.22) 

/пр = 35,2 sin(to I -106°20') А; ,с, (0 , ) = 8,45 А.

Следовательно,

I = („р + = 35,2 sin(d)/ -106-20') + 8.45 е '210' А.

Кривая 3 на рис 8 22 определяет характер изменения свободного тока, кривая 4 —  
полного тока после коммутации (ординаты кривой 4 при ш / г  0 равны сумме ординат 
кривых 2 и 3).

Пример 82. Конденсатор емкостью С, заряженный до напряжения иГ (0), при замы
кании ключа К  разряжается на L и R (рис. 8.23. а ) Вывести формулы и построить графи
ки изменения во времени »с, ». ut , когда корни характеристического уравнения, а) дей
ствительны е: 6) комплексно-сопряженные.

R I
Корни уравнения + равны

Р  1.2 » ' . Они действительны при | I > к комплексно-со-

Рис 8.23
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( Я V  1 n f * )2 1пряжены при I —  I < у^г- При I —  ~ ~ ic  К0РНИ Равны Соответствующее этому

случаю R  называют критическим. При решении учтем, что »(0) = О, /„р = 0, иГпр = 0. 
а) Полагаем Ру 2 —  действительные корни. Тогда

иСсл ж е ^ '+ ^ е " » ' ;
,  duc<*

dt г Pi 4  ер,'+ р 2 A2t p*1.

Составим два уравнения для определения А] и Аг :

А\ + Аг = U(-(0): Р\ 4  + Рг Аг~  0-

Отсюда

Следовательно.

* .г с !® 1 й ; а2 ..
Рг~ Pt 

и,Л0)

«(•(О) Pi 
P i  - Pi

„ . J ^ ^ 'V - p . e / ’’ ');
P i~  Pi

/ = С Л  A, (e ''1' - е рг');  

u ,.= LC pt A ,(Pl er ' ' - p 2 еРг'). 

Графики uf-. u, для случая а) даны на рис. 8.23, 6.

Для случая б) корни р, ,  = -6 ± / ю0. где 6 = /?/ 2 Л,; (о0

нне и( с,  = /4 е '4' sin(iD0 / + v).
Ток

■Ш. Напряже-

du,Се»
rf/ = Л С  е * ° ' (-6 sm(o)0 / + v) + o 0 cos(w0 t + v )) = Л С е  5' sm(o0 / + v + p).

Здесь tgP = o)0/(-6), угол p находится во второй четверти. Из начальных условий

м(-(0) * Л sin v и /с,(0) = А С  sin(v + Р ) = 0.
Отсюда

tgv _ ш0
v + P = l80“. tgv = ej0/5; sinv = -

Постоянная

Графики

а , id21 = „ (0) î+ce/oio)2.
sin V

ис  = /<e"4/sin(0)0 / + v); i * - A C  J b 2 +&i e ^ 's in o >0 t = -A J c / L  c~6'sinb>0 /.

и/ = (6 ~ + v>l) A C  L e "6' sin(Q>0 /- v) = ^£-i21e-*' sin(o0 /- v)
sin v

изображены на рис 8.23, в; “ /.(0, ) = -м,(0).

Пример 83. В  схеме (рис. 8.24) ключ замыкается в третьей ветви. До этого был уста
новившийся режим: е(1) - Е  = 120 В. Требуется найти: 1) ^ „ (О ,) '.

/rf')o . . 2) /2(f), если Я, =50 Ом, Я2 = Ю Ом, U  = 2 Гн, /?3 = 50Ом,
С = 150 мкФ
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Рис. 8.24 Рис 8.25

Р е ш е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и .  До замыкания ключа

''(0-” '’<0-, -« гЬ г 55Т1Г2л-
Принужденный ток после коммутации /1ч, = /2пр = 2 А Постоянный ток через конден

сатор не проходит, поэтому /Зпр = 0.
От постоянного тока на индуктивном элементе нет падения напряжения, следователь

но, =0
Принужденное напряжение на конденсаторе равно падению напряжения на Л2 оттока 

/: „р : v( = 2 Ю < 20 В. По первому закону коммутации <2(0_) = (2(0 , )  = 2 А. Но 
'2(0 . )  = /2„p (0 ,) + »2e, ( 0 j ,  откуда

»2t,«U  = /j(0*)-/ll4)(0 J = 2-2 = 0;
< l(0 J» / 2( 0 . )  + » j(0 ,).

*i(0.) “ 2 + <j(0.).
Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для замкнутого контура, образован

ного первой и третьей ветвями:

'|(°.) Л1 + 'j<°- ) * “r<°.) = £
Так как «г (0 , )  = 0 и /|(0,) = 2 + /,(0,), то

. £ - 2  Л, 120-2 50 Л , А1,(0.)  ----- - ~------ - 0.2 А
3 * + 50 + 50

Свободная составляющая

'з с (0 . ) = / ,(0 ,) - »Jnp(0 . ) = 0.2 - 0 = 0.2 А.

Чтобы определить и/.с» (0 .) составим уравнение для свободных составляющих по 
контуру, образованному первой и второй ветвями:

+ 12с,(0*) Л2 + и/с,(0,) - 0.
откуда

“ и . (0 . ) = -<1с.(0 J  *i - *2с.(0.) *2 « -0.2• 50-0 = -10 В

Но ип , = L2 ^ '2с'  . Следовательно. 
at

di
=  « A c l (0 J _ _ j £ , - S A / c .  

t2 2
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Свободное напряжение на конденсаторе при t = 0+ подсчитаем по второму закону 
коммутации: '

“г(0-)“ «(-(О*);
и с ( 0 « )  = и сп р (0 * )+ « < - с, ( 0 +) ;  0  = 20  + иС а (0 J ,

отсюда иСс,(0*)= -20В. -
Определим скорость изменения свободной составляющей напряжения на конденсате*

ре при t = 0+. С этой целью аоспользуемся тем, что »'}с, ■ С —2Ен.. Следовательно,
dl

djtt
~dt

_  i i a i j L I  =... = 1333  в/с. 
С 150 10'о.

Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .  Характеристическое уравнение 

р7 Z.J С (Лj + ) ̂ ~ Р (С (/?2 /?j + Л| + Л| ) "*■ 1̂ "** ̂ 2 ~ 0

имеет два комплексно-сопряженных корня:

р, =-42,1 + j  15.2 с 4 .
Рг = —42.1 — > 15.2 с-*.

Поэтому свободная составляющая должна быть взята в виде

Ле~8' sin(w0 / + v).

где 5 »  42,1; оз0 = 15.2; А и v определяем по значению свободной составляющей и ее пер
вой производной при / = 0». По данным первой части задачи, i2 =2 А; /2с1(0» ) = 0; 
<2с.(0+)“ -5А/с; “ гпр = 20 В; «(c , ( 0 J- 2 0  В ; u(\ , ( 0 J =  1333 В/с

П р и / = 0  А е sin(o0 / + v) = A sin v. Производная функция А е 6' sin(o>0 / + v):

-A  b t '1' sin((J0 / + v) + A e~8' w0 cos(oj0 I + v).

Значение этой производной при / » 0 равно -8 A sin v + о 0 A cos v.
Найдем значения А и v для свободной составляющей тока i2. Для этого составим 

два уравнения:

12я( 0 . ) *  0 или A sin v = 0;

(2с.(0+) * -5 или -6 A sin v + и 0 A cos v = -5.

Совместное решение их дает А = -0,328 А и v = 0. Следовательно,

'1 = '2пр + 'ic* = 2 "  0,328 е '42-1' sin 15.2 / А.

Кривая / на рис. 8.25 выражает собой график i2 = /(г). Найдем А и v для свободной 
составляющей напряжения ис :

исС1(0 . ) = -20 или A sin v = -20;

“ (• « (О ,)»»  1333 или -8 A sin v + ш0 Л cos v = 1333.

Отсюда А = 37,9; v - 31*52'.
Таким образом,

и,- =к( пр +и(-с,  = 20 +37,9 е~421' sin 15,2/ А.

Кривая 2 на рис. 8.25 изображает и(■ = f(t).
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Пример 84. В схеме на рис. 8.24 e(/) = 127sin(3l4r + 40°) В. Параметры схемы те же, 
что и в примере 83. До замыкания ключа в схеме был установивший» режим.

Требуете* найти: 1) (2е,  (О* К —dt ю. *
: 2) /(0. М ').

о.
Р е ш е н и е  п е р в о й  ч а с т и  з а д а ч и .  До коммутации

/,„ = / = J27e^_в0 202е-у44-30- А 
*" 2 60 + j  628

/, =/2 = 0.202 sin(w/- 44*30');

/, (0 . )  = /2 (0 . )  = 0.202 sin(-44*30') = -0.1415 А.

Определим принужденные токи и напряжения на конденсаторе после коммутации. 
Входное сопротивление цепи

(Я2 + >ш z.2)| я3 "777̂ 1 
1%ж = /?, +------------ 1---- 104.8с ’ / ^  Ом.

2̂ + У ® L-) + /?1---' шС
Тогда /,„ = £ ,„ / Z „ » 127 е ' ̂  /104.8 е~' 9*х>' = 1,213 е '49' 50'
Мгновенное значение принужденного тока после коммутации

», пр = 1.213 sin(co/ + 49*50’);
'(яр(0*) = 1-213 sin(49*S0') - 0.923 А.

Комплексное сопротивление параллельно соединенных второй и третьей ветвей

( Л 2 + у  со ) Г / г 3 — j

-------------i ----“ £ 2  = 56,31 11ГЗУ Ом.
Л 2 +  у  са 1 2 + /?3 —  соС

Комплексное напряжение на параллельном участке

У »  = '.«  2И = 1.213е^50' 56.3е - ' 68.2е>}|*'5' В.

Отсюда
---- * 0,1085 е ' 5‘"45'.

Z 2 10+ J  628

z e  л т (  31*15
— -----= 1.253 е '5™
50+ /21.3

Мгновенные значения принужденных токов /2 и /3 после коммутации:

/2„„ =0,1085 sin«a/~ 58*45’): 
iJnp = 1,253 sin(ci) I + 54*20’);

/2пр(0 .) = 0.1085 sin(—58*45’) = -0,0928 A:
/ ,„ (0 .) = 1.253 sin 54*20’ = 1.016 A.

Принужденное напряжение на конденсаторе

21.3е'; , °" *26,7с ' 1 lv *° В 
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Мгновенное значение принужденного напряжения на конденсаторе после коммутации

«Гпр »  26,7 sin(o I - 35°40'); мСпр(0 * ) *  26,7 s»n(-35®40') -  -15,57 В.

По первому закону коммутации,

/2(0_ ) = /2<0*) = -0,1415 = ,2пр<0.) + ;2с, ( 0 , );

/2пр<0.) = 0,0928 А ; /2ея(0 , ) - -0,1415 + 0,0928 - -0,0487 А.

Свободное напряжение на конденсаторе и<-с,(0 « ) найдем по второму закону комму
тации:

и(- (0 . )  = иг  ̂  (0 , ) +иСс,  ( « . ) ;

« г  с  (0 . )  = (0-) - и<вр(0+) = 0 - (-15,57) *  15,57 В.

Для определения / ] „ (0 , )  составим уравнение по контуру, образованному первой и 
третьей ветвями:

W 0 . ) + < *.(0 .) Л, + ми (0 , ) = 0.

Заменим в нем ^ « (О *) на (-0,0487 +ijc, (0 4)), и. учтя, что "<-с,(0 .,) = 15,57 В, полу
чим

,Л . -15,57 + 2,43 /1 с (0 ) “  " -1 - = —0,1314 А, 
50 + 50

'ic (0 .) = <2с.(0 , >+ W O .) = -0.18 А.

Чтобы найти и/с,(0 * )  = L dI
первой и второй ветвями:

составим уравнение для контура, образованного
о.

откуда

2св
dt

“ /л. ( 0 J *  9.4*7 В:

, “ ,^ > .М 1 ,4 .74д ,с

d l
<lc. ( 0 . )  0,1314

о. ISO IО 6
= -876 В/с.

Р е ш е н и е  в т о р о й  ч а с т и  з а д а ч и .  По данным, полученным при решении 
первой части,

i2np = 0.1085 sin(to I - S8e4S'). i2c, ( 0 . ) = -0.0487 А;
'ic » (0 .) *  4,74 А/с; 

и( щ, = 26,7sin(<o/-35°40'). iff e, ( 0 J  = 15,57 В :
И( с . (0 , )-  -876 В/с;

Корни характеристического уравнения те же, что и в предыдущем примере. Опреде
лим А и v для i2ca, составим два уравнения:

A sin v = -0.0487; 6 A sin v + ш0 A cos v = 4,74. 

откуда А = 0,184 A ; v - -15°20’.
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'2 = '2np + '2с. = <М085 sin(co I - 58°45') + 0.184 е*421' sin(lS,21 - 15°20') А.

Найдем А и v дл* составим два уравнение

A sin v « 15,57; -8 A sin v + со0 Л cos v = -876.

Их совместное решение дает /4 = 213; v = 13б°50'
Таким образом,

ис  = иГпр + иСе,  = 26,7 sin(<i> I - 35°40’) + 21,3 е '42-1' sin(l 5,21 + 136о50') В.

§ 8.28. О переходных процессах, при макроскопическом рассмот
рении которых не выполняются законы коммутации*’. Обобщенные 
законы коммутации. На практике встречаются схемы, переходные про
цессы в которых состоят как бы из двух стадий резко различной продол
жительности. Длительность первой стадии в тысячи и миллионы раз ко
роче второй. В течение первой стадии токи в индуктивных элементах и 
напряжения на конденсаторах изменяются настолько быстро (почти скач
кообразно), что если считать / = 0. началом, а / = 0+ — окончанием пер
вой стадии, то создается впечатление, что при переходе от / =0. к / = 0+, 
т. е. за время, например, в несколько микросекунд, как бы нарушаются 
законы коммутации.

Для иллюстрации нарушения второго закона коммутации рассмотрим 
переходный процесс в схеме (рис. 8.26) с начальными условиями 
ыг ,(0_) = £, иС2(0_) = 0.

Сначала при замыкании ключа через конден
саторы возникают очень большие броски токов 
(ограничиваемые хотя и очень малыми, но все 
же конечными сопротивлениями соединитель
ных проводов Д^), прохождение которых при
водит почти к мгновенному уравниванию напря
жения на конденсаторах до значения, меньше
го Е. (Строго говоря, если учесть сопротивле
ние /?пр, то для первой стадии переходного про
цесса в схеме на рис. 8.26 характеристическое уравнение будет уравне
нием второго порядка, один корень которого при Rnp -> 0 стремится к 
бесконечности.)

После этого начинается вторая стадия, когда параллельно соединен
ные конденсаторы относительно медленно заряжаются до напряжения Е. 
Длительность переходного процесса практически определяется второй 
стадией.

В качестве примера нарушения первого закона коммутации рассмот
рим переходный процесс в схеме на рис. 8.17. Быстрое размыкание 
ключа в первой ветви, например за 10" с, приводит к тому, что сопро
тивление этой ветви быстро увеличивается, ток /, почти скачком умень
шается до нуля и почти скачком изменяются токи в остальных ветвях.

Следовательно,

’ ’Имеются в виду ранее рассмотренные законы коммутации
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Таким образом, за очень малое время порядка 10"5 с (от / = 0. до / = 0+ ] 
токи резко изменяются, а ;'(0+) *  /(О.); /2(0+) *  /2(0_).

Нарушение законов коммутации в формулировке § 8.5, 8.6 при пере
ходе от / = 0- до I = 0+ объясняется тем, что процессы в быстро проте
кающей первой стадии и их зависимость от времени не рассматривают
ся. Если же первую стадию не исключать при рассмотрении, то ранее 
исследуемы? законы коммутации выполняются.

Для того чтобы можно было рассчитать переходные процессы сразу 
во второй стадии, как бы перешагнув через первую, надо, во-первых, 
примириться с тем, что при переходе от / = 0. до / = 0+ в рассматрива
емых задачах законы коммутации в том виде, как они сформулированы 
в § 8.5, 8.6, ие будут выполнены; во-вторых, принять исходные положе
ния, который позволяют определить значения токов через индуктивнос
ти и напряжений на конденсаторах (а если потребуется, то и их произ
водные) при t = 0+ через значения токов и напряжений при t - 0. Таких 
положений (правил) два. При решении задач рассматриваемого типа они 
заменяют законы (правила) коммутации, о которых шла речь в § 8.5, 8.6, 
и потому их называют иногда обобщенными законами (правилами) ком
мутации.

1. При переходе от t = 0. до t = 0* суммарное потокосцепление V  v  
каждого замкнутого контура послекоммутационной схемы не должно 
претерпеватр скачкообразных изменений. Это положение следует 
из второго закона Кирхгофа и доказывается от противного: если допус
тить, что некоторого контура изменится скачком, то в уравнении 
для этого контура, составленном по второму закону Кирхгофа, появилось
бы слагаемой V ̂  и второй закон Кирхгофа не был бы вы
полнен.

Суммарное потокосцепление £ц/ представляет собой алгебраичес
кую сумму произведений токов ветвей этого контура на индуктивности 
их индуктивных элементов (в общем случае с учетом магнитной связи с 
другими ветвями). Со знаком плюс в эту сумму входят слагаемые вет
вей, направление токов в которых совпадает с произвольно выбранным 
направлением обхода контура.

2. При переходе от / = 0_ до / = 0+ суммарный заряд q на обклад
ках конденсаторов, присоединенных к любому узлу послекоммутацион
ной схемы, дрлжен остаться неизменным. Если этого не выполнить, то 
суммарный ток, проходящий через конденсаторы, был бы бесконечно 
большим (стремился бы к бесконечности), бесконечно большими были 
бы токи и через другие ветви, присоединенные к этому узлу. Это также 
привело бы к нарушению второго закона Кирхгофа.

Пример 85. в  схеме рис 8.17 до размыкания ключа был установившийся режим. 
Определить ток I  цепи после коммутации.

Р е ш е н и е .  Послекоммутационная схема (см. рис. 8.17) имеет всего один контур. По 
первому закону (Правилу) коммутации:

Li(0.)+h '2(0.) = 1(0,)(£ + /.,); 1 (0,)»---!---(M 0 _ )+ t j  /2(0_)).
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Закон изменения тока при I г О ,,  если считать, что до коммутации был установив
шийся режим,

2* .
Г Е 2 L + L2

2 R 1,3 R L + L i 2 r \

На рис. 8.27, а, 6 показан характер изменения токов для схемы на рис. 8.17 ■ долях от 
Е /R при L = 3 L j а правой ветви).

uci

u<<0.) I

Рис. 8 27

Пример 86* Определить закон изменения напряжений иг , и и(-2 при замыкании клю
ча в схеме на рис. 8.26.

Р е ш е н и е. В  схеме известны и(-,(0. ) = £; u<-2(0 f ) = 0 По второму закону (прави
лу) коммутации составляем одно уравнение (т. е. столько, сколько необходимо составить 
уравнений для послекоммутациоиной схемы по первому закону Кирхгофа):

tff i(0 _ ) С\ *  M f(0+) (С| + С j ),

отсюда г г-
"(■(О,) * v ,(0 .) = "{•:«>♦)» ——  с,*сг

При iz O t u = uc-n)1 + u<-c, = Е  + А ег '. Определим А: при / = 0 и(- (0 .)= £  + Л и

c l+c 2- С ,+ С 2
Характер изменения и< { и и(1  показан на рис. 8.27, ». г.

В заключение обратим внимание на то, что, допустив при переходе 
от t = 0_ к I - 0+ скачкообразное изменение токов через индуктивный 
элемент и скачкообразное изменение напряжений на конденсаторах, тем 
самым допускаем скачкообразное изменение энергии магнитного поля 
индуктивных элементов и энергии электрического поля конденсаторов.

Суммарная энергия электрического и магнитного полей при / = 0+ 
всегда меньше суммарной энергии при / = 0_, так как часть запасенной 
энергии расходуется на тепловые потери в резисторах, искру при ком
мутации, электромагнитное излучение в окружающее пространство.

Прежде чем перейти к изучению основ второго метода расчета пере
ходных процессов в линейных электрических цепях — операторного 
метода, вспомним некоторые известные положения.

§ 8.29. Логарифм как изображение числа. Известно, что для выпол
нения операций умножения, деления, возведения в степень и извлечения 
корня из многозначных чисел целесообразно пользоваться логарифмами.
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Действительно, операция умножения сводится к сложению лопн 
рифмов, операция деления —  к вычитанию логарифмов и т. д. Таким 
образом, произвести расчет легче в силу того, что сравнительно с лож* 
ная операция сводится к более простой. Каждому числу соответствует 
свой логарифм, поэтому логарифм можно рассматривать как изображе* 
ние числа. Так, 0,30103 есть изображение (логарифм) при основании 
10 числа 2.

§ 8.30. Комплексные изображения синусоидальных функций. 
С понятием изображения встречаются также при изучении символичес* 
кого метода расчета цепей синусоидального тока. Согласно символичес* 
кому методу, комплексная амплитуда есть изображение синусоидальной 
функции. Так, i m— изображение синусоидального тока /т sin(o> t + у). 
Между изображением числа в виде логарифма и изображением синусо
идальной функции времени в виде комплексного числа имеется суше* 
ственная разница. В первом случае речь идет об изображении числа (не 
функции), во втором — об изображении функции времени.

Подобно тому как ведение логарифмов упростило проведение опера
ций над числами, введение комплексных изображений синусоидальных 
функций времени позволило упростить операции над функциями време
ни (свести операции расчета цепей синусоидального тока к операциям, 
изученным в гл. 2).

§ 8.31. Введение в операторный метод. Операторный метод тоже 
основан на использовании понятия об изображении функций времени. 
В операторном методе каждой функции времени соответствует функция 
новой переменной, обозначаемой буквой р, и наоборот — функции пе
ременной р отвечает определенная функция времени.

Переход от функции времени к функции р осуществляют с помощью 
преобразования (прямого) Лапласа.

Таким образом, операторный метод расчета переходных процессов 
представляет собой метод расчета, основанный на преобразовании Лап
ласа.

Операторный метод позволяет свести операцию дифференцирования 
к умножению, а операцию интегрирования — к делению. Это облегчает 
интегрирование дифференциальных уравнений.

§ 8.32. Преобразование Лапласа. Условимся под р понимать комп
лексное число

р = а + j  Ь, (8.30)

где а —  действительная, a jb  — мнимая части комплексного числа (в ряде 
книг вместо буквы р пишут s).

В дальнейшем в соответствии с установившейся практикой коэффи
циент b с учетом знака условимся называть не коэффициентом при мни
мой части комплекса (чем он в действительности является), а мнимой 
частью. Функцию времени (ток, напряжение, ЭДС, заряд) обозначают
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/(/) и называют оригиналом. Ей соответствует функция F {p ), называ
емая изображением, которая определяется следующим образом:

F (p ) = *jf(Oe~pl dt. (8.31)
о

Соответствие между функциями F (p ) и /(/) записывают так:

F (P ) = /(t). (8.32)

Знак «=» называют знаком соответствия.
Верхний предел интеграла (8.31) равен бесконечности. Интегралы с 

бесконечным верхним пределом называют несобственными. Если в ре
зультате интегрирования и подстановки пределов получают конечное 
число (не бесконечность), то говорят, что интеграл сходится.

В курсе математики доказывается, что интеграл (8.31), в состав кото
рого входит функция e~pl = е '°' e"jh l, сходится только в том случае, 
когда модуль функции /(/), если и увеличивается с ростом /, то все же 
медленнее, чем модуль функции ег , равный е0'.

Практически все функции /(/), с которыми имеют дело в курсе ТОЭ, 
этому условию удовлетворяют.

Составим изображения некоторых простейших функций.

§ 8.33. Изображение постоянной. Требуется найти изображение фун
кции /(/) = А, где А — постоянная величина. С этой целью в (8.31) вме
сто /(/) подставим А и проведем интегрирование:

F (p ) = J a  e~pl dt = A -- jd(e p')  = - A c~pl
P

Следовательно, изображение постоянной равно постоянной, деленной 
на р:

А = А/ р. (8.33)

§8.34. Изображение показательной функции е“ ‘ . Вместо f i t )  в 
(8.31) подставим еа' :

F (P )  = V ' е~р' dt = V ' '{р~а) di = { --- — ] V ' l/” a) d irt ip - a )) =
о о V P ~ a ) о

-1
p-a

-nr-*) —  (0-1) = — . 
p - а  p - a

Таким образом,
ea '=- 1

p - a
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При выводе формулы (8.34) (при подстановке пределов) было учп 
но, что действительная часть оператора р больше, чем а, т, е. а > с 
Только при этом условии интеграл сходится.

Из формулы (8.34) вытекает ряд важных следствий. Положив в не 
а  = j  получим

е-'“ ' =— -— . (8.3!
p - j a

Формула (8.35) дает возможность найти изображение комплекса ci 
нусоидальиого тока:

/ ej(at*4>) _ j ja i 1 т с “  1 т с
С этой целью обе части (8.35) умножим на постоянное число 1т  :

(т  e '“ '- / w — i — . (8.3<
p-jv>

Аналогично, изображение комплекса синусоидального напряжения 

0 mt JO ,=Un — (8.3-p - jc o
Функции е_а' соответствует изображение \/(р + а ) :

е' а' =— !— . (8.31
р + а

§ 8.35. Изображение первой производной. Известно, что функци 
f i t )  соответствует изображение F (p ). Требуется найти изображен* 
первой производной d f(t)/d t, если известно, что значение функци 
f ( t )  при / = 0 равно /(0).

Подвергнем функцию d f (t ) ld t  преобразованию Лапласа:

о о
Интегрирование произведем по частям $и dv = и v- jv  du. Обознач* 

t~pl =u и d f ( t ) ld t  = dv, получим

f e '"  d (f (t ) )  = e~pl f ( t ) \ ~ ] f ( t )d (c - pl). 
о 0 0

t-pl /(/)J= 0-/(0 ) = -/(0),
о

СО «О
J /(/) d t p> = p \ f (t ) e ' "  dt = p F(p ).
о 0
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Таким образом,

* at
d e p F ( p ) - № ,

или
d f { t) i d t = p F ( p ) - m .

(8.39)

(8.40)

§ 8.36. Изображение напряжения на индуктивном элементе. Изоб
ражение тока i равно 1(р). Запишем изображение напряжения на L:
и, = L — . По формуле (8.40), — =р 1 {р )~ i(0), где /(О)**— значение 

dt dt 
тока i при t = 0_. Следовательно,

Если /'(0) = 0, то

L ~ = L  р l (p )- L  /(О). 
at

L ~ ^ L  р 1(р). 
at

(8.41)

(8.42)

§ 8.37. Изображение второй производной. Без вывода дадим фор
мулу

F{P)-P m - df{,)
/=.0dt1 ........................  dt

Следовательно, изображение второй производной тока /

d2i .

(8.43)

dr
■=Р г i ( p ) - p i(0) - i m

§ 8.38. Изображение интеграла. Требуется найти изображение фун-
I

кции j f ( t )d t ,  если известно, что изображение функции f ( t )  равно

F{p ).
Подвергнем функцию ^ f{t )d l преобразованию Лапласа:

'I 1j  j f ( t )d t  c~r ' dt = —- j  \ f { i)d t
о Vo / P о VO

"‘Для сокращения записи вместо /(О.) пишем /(0): /(0) может быть и положитель
ной, и отрицательной величиной: Ц0) положительно, когда направление тока совпадает с 
произвольно выбранным положительным направлением послекоммутационного тока • 
индуктивном элементе L
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Примем \f{t) dt = и; d(e~p' )  = dv и возьмем интеграл по частям:
о

.  ) f (O e - p ,dt«о/, \

^  о vo у

Первое слагаемое правой части при подстановке верхнего и нижнего 
пределов обращается в нуль. При подстановке верхнего предела нуль 
получается за счет ранее наложенного ограничения на функцию f ( t )  
(см. § 8.32) функция / (f) если и растет с увеличением t, то все же мед
леннее, чем растет функция е °', где а — действительная часть р. При 
подстановке нижнего предела нуль получим за счет обращения в нуль

\ f(t )d t. Следовательно, если f (t )= F (p ),  то 
о

]•/(/) Л  = £<£). (8.44)
о Р

§ 8.39. Изображение напряжения на конденсаторе. Напряжение на

конденсаторе и( часто записывают в виде ис = — J/ dt, где не указаны
пределы интегрирования по времени. Более полной является следующая 
запись:

j 1
ис = и( (0) + -— j id t , 

с о
где учтено, что к моменту времени I напряжение на конденсаторе опре
деляется не только током, протекшим через него в интервале времени от 
О до I, но и тем напряжением мг (0), которое на нем было при / = 0.

I 'гВ соответствии с формулой (8.44) изображение — Ii dt равно
С о

Д р )/(С  р), а изображение постоянной ы(;(0) есть постоянная, делен
ная на р. Поэтому изображение напряжения на конденсаторе записыва
ют следующим образом:

с р  ,  - <8-45>

Приведем простейшие операторные соотношения; часть их была вы
ведена ранее, другая дается без вывода:

"*Дли сокращения записи вместо и, (0 _ ) пишем и( (0); и( (0) может быть и поло
жительной, и отрицательной величиной. В  формуле (8.4S) иг (0) считают положительной 
величиной, если направление ь( (0) совпадаете произвольно выбранным положительным 
направлением послекоммутационнопо тока через конденсатор
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2)

3)

4)

5)

6) 

7)

— ■— ^e0'; 
p - a

I
p + a  
___1_
p - j  0) 

a
p (p  + a )

1

= 1 -e.-a/.

(p  + a )2
-=/ e

y = (l- a / )e ‘
{p  + a )

\ -f I /. 

p (p  + a ) 2 a 2

16) —r-̂ —y = - s h a r ;  
pl - a1 a

17) , ^ ■ = ch a /; 
p -a

1 . 1 .18) -5---r= —stnaf;
pL + a a

19) -J-— r =co%at\ 
p + a

20) — 5---5- Ц ---r =T l-T x
(p  + a )(p  + b ) b -a
x (cos a /-cos 60;

^ ---r-=-J- e“e' sin A/;,\2 , l 2 L21) (p  + a) 2 + b2 b

. F _ L (,_ e - « '( i + aO );

8) r ,

9)

10) 

П )

1 . / 1 с"0'y  + -^~
p (p  + a) a a ‘ о 

P • 1
( p + a ) (p  + b) a-b  

1 . I
(p  + a )(p  + b) a-b  

1 . 1

(a e"e' -be~h'); 24) 

(е-л/

22) 1=8(/);

23)
4 p  V71'

-2  >/Г7тГ;

25) /- , ■ , ?Л (д О ; 
I f

1
p>/p

1

/p2+*2 
1

p (p  + a )(p  + b) ab
2 6 ) — - = J0U a iY ,

1 ' m ' b l  >
С С e- °Jr (  \ a+---

b - a { b a J; 27) -----F l-Ф
p U J

, где Ф  — ин-

12) - j  = r;
P
1 /"_l13) —  = —--- ;

p " (« - » ) !

теграл ошибок Гаусса;

c - ^  . 1 -Й 
28) — 1

(p  + a)3 V, 2У

( р  + <7)Я (Я-1)!

=e**' J 0( j  b 4 i2 - i 2).
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§ 8.40. Некоторые теоремы и предельные соотношения.
1. Теорема смещения в области оригиналов (теорема запаздывания/. 

Если изображение функции /(/) равно F (p ), то изображение функции 
/ (/- т ) равно e~pl F (p ).

Теорема доказывается путем подстановки f { t  - т) в формулу пре
образования Лапласа и введения новой переменной г — т = /,, dt = dtx.

Пример на применение теоремы см. в § 8.60.
2. Теорема смещения в области изображений. Если изображению 

функции F (p ) соответствует функция /(/), то изображению F (p - X )  — 
функция ск1 /(/).

Доказательство проводят путем подстановки функции ех' /(/) в фор
мулу преобразования Лапласа:

Прнмер87. Найти оригинал 1/(/> + Х )г , если известно, что М р 1 *t.
Р е ш е н и е :  l/ (p  + X.)J =«'e'X / 1.

3. Теорема об изменении масштаба (теорема подобия). Если функ
ции f ( t )  соответствует изображение F (p ), то функции / (Я  I) —  изоб-

4. Нахождение начального значения функции времени / (0+) по изоб
ражению функции F (p ) :

Это соотношение получим, если в (8.39) р устремим к бесконечнос
ти. При этом левая часть (8.39) равна нулю.

5. Нахождение установившегося значения функции времени / (о о ) по 
изображению функции F (p ) :

е -Р ‘ = е - Р t е -р/, .

о о

00 00

fe~ " eu  f { t )d t=  Je-,(/,' X) f ( t )d t  = F (p - X ).
о о

ражение
Теорема доказывается следующим образом:

/(0+)= lim р F(p ).

Дао) = lim р F(p ).
р-¥ О
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Соотношение получим, если в (8.39) р устремим к нулю и учтем, что 
= 1.1/7-♦О

В результате имеем

]<//(0 = / (« ) - /(0) = lim р F (p ) - /(0),

или
/(0) = lim р F(p ).
/—>оо Я -*0

Если искомая функция /(/) а послекоммутаиионном режиме содержит > саоем со
ставе периодическую составляющую (принужденную или свободную), то понятие / ( » )  
для нее оказывается неопределенным. Например, не имеет определенного смысла функ
ция sina/ при / = оо. В  соответствии с этим к цепям с синусоидальными источниками 
не следует применять предельное соотношение п. 5. Точно так же не следует пользовать
ся им для цепей без синусоидальных источников, если эти цепи чисто реактивные и не 
содержат резисторов. Так, при подключении последовательно соединенных L и С  (при 
нулевых начальных условиях) к единичному напряжению !(/) по цепи протекает свобод
ная составляющая тока, численно равная ■JcTE sin ( i / V i  С). В  этом случае определять
/(оо) как lim р F (p ) также не имеет смысла.

р —*0

в. Дифференцирование в области изображений. Если F (p ) = f (t ) ,  то 
_d F\p )__ t доказательство:

dp

d_
dp

l/ { t ) '- p ,dt = - J/ (f)
.о ) о

Например, если / (f) = е~а '

dp 

F (p ) = •

/ е d F (p )
dp

.-г'

I
р + а 

1

dt = -\t f (t )c~ pl dt.

то

( p + a y

7. Интегрирование в области изображений. Если при / > 0 / (f) и
СО

f ( t ) l  t преобразуемы по Лапласу и jF (p )d p  существует, то

\Fip)dp--_ т  
t

Доказательство:
т Л • fm
J F (p ) dt = |  J/ (f) t-r' d lJd p M  j/ ( t )  je~r ' dp
r 0 VO / о \P

n \  ̂ /Р  n

dt
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Например, если / (f) = 1-е~“ ' (а> 0), F (p )  

1-е"а '•е~ Г____а
t J  p ( d -i

р(р + а ) ’
(р + а)dp = jf----- —̂ )  dp  = In

р {р  + а ) J\ p  p + a.) p
p p

§ 8.41. Закон Ома в операторной форме. Внутренние ЭД С  На
рис. 8.28 изображена часть сложной разветвленной электрической цепи. 
Между узлами а и Ь этой цепи включена ветвь, содержащая R, L, С  и 
источник ЭДС e(t). Ток по ветви обозначим через /.

Замыкание ключа К  в схеме приводит к переходному процессу. До 
коммутации ток / = /(0.) и напряжение на конденсаторе ис = и(0_). Вы
разим потенциал точки а через потенциал точки Ь для послекоммутаци*
онного режима:

Вместо и, запишем L

Ф 0 = Ф а  + “ ( +м/. - «КО; 
К ь  = Фо -  Ф& = + “ /. + « г  ~  е(0- 

di

j I
ur (0) + — J/ dt. Тогда

Л ’
вместо соответственно

âb = i R  + L  — + иг (0) + — [7 <// - е(/). 
dl г

1_ г. 
С

(8.46)

К уравнению (8.46) применим преобразование Лапласа. Преобразо
вание Лапласа является линейным, поэтому изображение суммы равно 
сумме изображений.

Каждое слагаемое уравнения (8.46) заменим операторным изображе
нием: вместо I R  запишем R 1{р)\ вместо uoh — U ah(p)\



В результате найдем 

Uah(p ) = I(p ) R + р L 4---
С р )

1 - L »’(0) + - Е(р). (8.47)

Смысл проведенного преобразования состоит в том, что вместо диф
ференциального уравнения (8.46) получили алгебраическое уравнение 
(8.47), связывающее изображение тока 1(р) с изображением ЭДС Е (р ) 
и изображением напряжения Uoh(p). Из уравнения (8.47) следует, что

------- ■ <8'48)Z (p )

где Z (p )=  R + p L + —--- операторное сопротивление участка цепи
С р

между точками а и Ь. Структура его аналогична структуре комплекса 
сопротивления того же участка цепи переменному току, если /со заме
нить на р (см. с § 8.13).

Как указывалось в § 8.13, комплексное число р = а + j  Ь может быть 
записано в виде р = j  (b - j  а) = j  П, где Q = b- j  а — комплексная ча
стота; Z {p ) = Z ( j  П )— сопротивление, оказываемое рассматриваемой 
цепью воздействию U  е ' П1 = 0  t r ' , подобно тому как Z(y ш) есть со
противление, оказываемое воздействию 0 е /ы1. Поэтому Z(p ) называ
ют сопротивлением на комплексной частоте.

Уравнение (8.48) может быть названо законом Ома в операторной 
форме для участка цепи, содержащего ЭДС. Оно записано при ненуле
вых начальных условиях.

Слагаемое L /(0) представляет собой внутреннюю ЭДС, обусловлен
ную запасом энергии в магнитном поле индуктивной катушки вследствие 
протекания через нее тока /(0) непосредственно до коммутации. Слага
емое и( (0 )/р представляет собой внутреннюю ЭДС, обусловленную 
запасом энергии в электрическом поле конденсатора вследствие напря
жения на нем иг (0) непосредственно до коммутации.

В соответствии с формулой (8.40) на рис. 8.29 изображена оператор
ная схема замещения участка цепи рис. 8.28. Операторные сопротивле
ния ее R, р L, I / (С р). Как следует из формулы (8.48), внутренняя ЭДС 
L /'(0) направлена согласно с направлением тока 1(р), внутренняя ЭДС 
Uc {0)/p  — встречно току 1(р).
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В частном случае, когда на участке ab отсутствует ЭДС е(<) и к мо
менту коммутации /(0) = 0 и ис (0) = 0, уравнение (8.48) приобретает 
более простой вид:

/(/>) = (8.49)
Z\P)

Уравнение (8.49) есть математическая запись закона Ома в оператор
ной форме для участка цепи, не содержащего источник ЭДС при нуле
вых начальных условиях.

§ 8.42. Первый закон Кирхгофа в операторной форме. По перво
му закону Кирхгофа, алгебраическая сумма мгновенных значений токов, 
сходящихся в любом узле схемы, равна нулю. Так, для узла а схемы на 
рис. 8.28

/| + i + /2 = 0. (8.50)

Применим преобразование Лапласа к уравнению (8.50) и воспользу
емся тем, что изображение суммы равно сумме изображений:

/,(/>)+/(/>) + /,(/>)« 0.

В общем случае

£/(/>) = 0. (8.51)

Уравнение (8.51) выражает собой первый закон Кирхгофа в оператор
ной форме.

§ 8.43. Второй закон Кирхгофа в операторной форме. Для любого 
замкнутого контура любой электрической цепи можно составить уравне
ние по второму закону Кирхгофа для мгновенных значений. Предвари
тельно необходимо выбрать положительные направления для токов в вет

вях и направление обхода контура.
Запишем уравнение по второму закону 

Кирхгофа для контура на рис. 8.30. Контур 
обходим по часовой стрелке. Учтем, что индук
тивности Ц и Z.J связаны магнитно. При вы
бранных положительных направлениях для 
токов и i2 между I, и L7 имеет место со
гласное включение.

Падение напряжения на равно
, di, . .  dh . , di-, ,, di, 

dt dl dt dt 
При составлении уравнения учтем, что началь

ное напряжение на конденсаторе равно и( (0). Пусть оно действует со
гласно с током /j. Начальное значение /, = /,(0), тока /2 = /2(0).
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Имеем

L f [ i  +  M ^ -  + uc.(0 ) + — |/3 dt -  
1 dt dt c С  J 3о (8 .5 2 )

R2 . L i ^ - M ^  = e](t)-e } (t).

Каждое из слагаемых (8.52) заменим операторным изображением:

U ^ l xp h {p ) - U  'i(O); М  ^у-=М р 17(р )~ М  /2(0);
dt at

I  j /3 d t- !- M -  /2 Л2=*2 /2(р);
С  Л V  О

0 (8.53)
I .  I •

-̂2 р 12( р ) - 1г /2(0); yW -^-Л/ р/,(р)-Л//,(0);
а/ а/

е|(0?^ |(р ); е,(0=£3(р).

Подставив (8.53) в (8.52), объединим слагаемые с /,(р), /2(р), /j(p), 
перенесем в правую часть м( (0)/ р, L, /,(0) и другие внутренние ЭДС. 
В результате получим

/,(р) Z,(p)+  /2(р) Z7(p )+ Iy(p) Zy(p) =
= £ ,(р )- £ 3(Я )+ £„(/>), (854)

Z,(p ) = p(Z1 -W ); Z 2(p ) = p (M - L 2y, Z3(/>) = l/(C/>);
£ ( р )  =  а ,  -  Л/) /,(0) + (ЛУ -  Z.2) /2< 0>- И{.(0 )/  р.

В более общем виде уравнение (8.54) можно записать так:

£/*(/>>2* (/>) = £ £ * (* ). (8.55)

Уравнение (8.55) представляет собой математическую запись второ
го закона Кирхгофа в операторной форме. В состав Е к(р ) в общем 
случае входят и внутренние ЭДС.

§ 8.44. Составление уравнений для изображений путем использо
вания методов, рассмотренных в третьей главе. Из уравнений, состав
ленных по законам Кирхгофа для мгновенных значений, вытекают соот
ветствующие уравнения для изображений.

Уравнения для изображений по форме аналогичны уравнениям, 
составленным для той же цепи с помощью символического метода для 
комплексов токов и напряжений.
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Но если каждому уравнению для комплексов отвечает соответ 
юшее уравнение для изображений, то все основанные на законах I 
гофа приемы и методы составления уравнений (методы эквивален- 
генератора, контурных токов, узловых потенциалов, наложения и 
можно применить и при составлении уравнений для изображений.

При составлении уравнений для изображений ненулевые начал 
условия учитывают путем введения «внутренних» ЭДС, обусловле 
начальными токами через индуктивные элементы и начальными н 
жениями на конденсаторах.

§ 8.45. Последовательность расчета операторным методом. Расчет
операторным методом состоит из двух основных этапов:

1) составления изображения искомой функции времени;
2) перехода от изображения к функции времени.
На нескольких примерах покажем, как производится первый этап. 

Второй этап будет рассмотрен в § 8.47.

Пример 88. В  схеме на рис 8 31 при нулевых начальных условиях замыкают ключ. 
Составить операторные изображения токов /, и пользуясь методом контурных токов. 

Р е ш е н и е  Направления контурных токов и /22 показаны на схеме.
Имеем:

Изображение контурного тока 1и (р ) равно изображению тока /,(/>), изображение

Пример 89. Составить операторные изображения токов /, и h схемы на рис. 8.31. 
пользуясь законом Ома и Кирхгофа.

Р е ш е н и е .  Так как в схеме нулевые начальные условия и нет магнитно-связанных 
индуктивных катушек, то составить уравнение можно проще, чем по методу контурных 
токов.

Я, d
dt

Переходим к изображениям:
Ь е

Рис. 8 31 1\Лр ) (р  l \ + я, + я2)-  i 22(P ) R2 = £ (р ) ;

Совместное решение двух уравнений с двумя неизвестными дает:

Е(р)(1 + Я} С р )
(8.56)

Е (р ) R2 C р
(8.57)

/22(р ) —  изображению 1} (р). В  (8.56) и (8.57) Е (р ) есть изображение ЭДС е(/). Если 

e(t) = E, то £ (р )= £ 7 р , если е(1) = Ет  sin(o>/ + q>). то Е (р )= Ё т ---!--- и т. д.
/ 7 - 7 (0

и т. Д.
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£(Р)
Изображение тока

2п (рУ
ш  Z „ (p )  —  входное сопротивление схемы в операторной форме относительно зажимов 
•А Его определяют так же, как входное сопротивление для переменного тока, только у ы 
(вменяют на р.

Входное операторное сопротивление

R J _
-г / -> п . _ , . С р р2 L, С R: + р (L, + R, R2 С) + R, + R2
•х \Pt - + Р Ч  +------ 1----------------- . _ _  •

R 2 + - L  \ + R2Cp
С РСледовательно,

ll(p) = J i £ L = -----Ё Ш 1 М Л ------ ; (8.58)
Zf\(p) р i t С /?2 + р(Ц + R] R2 Г)+  Л| + Л2

уравнение (8 58) совпадает с уравнением (8.56).
Найдем изображение 1} (р\ С этой целью выразим 13(р) через ! х(р ) и операторные 

сопротивления второй и третьей ветвей. Воспользуемся аналогией с переменным током 
Для переменного тока

/ = j $1 
1 ' R2 +1/(уо>С)'

Следовательно.

М р > * М / » R j+ЩС р)

Если в последнее выражение подставить /,(р) нз уравнения (8 58), то будет получе
но уравнение (8.57).

Таким образом, безразлично, каким способом составлять изображение токов: резуль
тат будет одинаков.

Пример 90. Для схемы (см рис. 8 31) составить изображение напряжения на зажимах 
се, если считать, что начальные условия нулевые (как в примере 89).

Р е ш е н и е  Изображение напряжения на зажимах се равно произведению изображе
ния тока /](/?) на операторное сопротивление конденсатора.

U„(p)=h(p)-^~ = ~1----------------------- (8 59)
С р р /?2 Lf С + р (/?i R2 С + Ly) + R\ + R2

§ 8.46. Изображение функции времени в виде отношения 
N{p) / М (р) двух полиномов по степеням р.

Для тока I tt(p ) в примере 89 если принять £(/>) = Е !р ,  то

N (p ) = E(\ + R2C р>,

М (р ) — (р 2 Ri L\ С  + р (Л, R2 С + Lj) + Л) + R2) р.

Если в том же примере принять e(i) = Е„, sin(o> / + vy), то

E (P )  = ^ J Z ~  и N (p )- E K{\ + R2 Cp)\

М {р ) = (р -  j  со) (р 2 R2 Z.| С + p(R\ R2C  + L,)+ /?, + R2).
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Обозначим высшую степень оператора р в полиноме N (p ) через п, i 
высшую степень р  в полиноме М (р ) —  через т .

Часть корней уравнения М (р ) = 0 обусловлена характером измене-1 
ния во времени возмущающей силы, воздействующей на 
систему; остальные корни обусловлены свойствами са
мой цепи, ее конфигурацией и значениями параметров.

Если исключить из рассмотрения сверхпроводящие 
электрические цепи, то во всех физически осуществи
мых электрических цепях при воздействии любых ЭДС 
всегда п < т. Лишь для физически неосуществимых 
электрических цепей степень п может оказаться равной 
т .  Пример цепи, для которой степень п равна степени 

т ,  дан на рис. 8.32. Если считать, что сопротивление проводов и внут
реннее сопротивление источника нулевые, то

Рис. 8.32

/(А,)а _ ^ £ - « А £ £ .
I / (С р ) р

§ 8.47. Переход от изображения к функции времени. В § 8.45 ука
зывалось, что вторым этапом расчета переходных процессов с помощыс 
операторного метода является переход от изображения к функции вре
мени. Эту операцию можно осуществить различными путями.

Первый путь состоит в применении формул соответствия между фун
кциями оператора р и функциями времени I. Часть формул соответствия 
приведена в § 8.39. В научной литературе имеются специальные иссле
дования, содержащие большое число формул соответствия (1518), охва
тывающих все возможные практические задачи. Формулами соответствие 
рекомендуется пользоваться в том случае, когда среди корней уравнения 
М (р ) = 0 есть несколько одинаковых (кратные корни).

Второй путь состоит в применении так называемой формулы разло
жения. Формула разложения в § 8.49 выведена исходя из предположения 
что уравнение М (р )~  0 не имеет кратных корней (при наличии крат
ных корней формула разложения записывается иначе —  см. § 8.50).

Третий путь — непосредственное применение формулы обратногс 
преобразования Лапласа с использованием теории вычетов (см. § 8.50).

Формулой разложения широко пользуются на практике, и ее принятс 
рассматривать как основную формулу для перехода от изображения к 
функции времени.

Рассмотрим два примера на применение формул соответствия, а за
тем — после рассмотрения вопроса о разложении сложной дроби не 
простые — перейдем к выводу формулы разложения.

Пример 91. В  схеме рис. 8.33. а ток источника тока линейно нарастает ао времени 
,/(/) = 2,5/ А  (рис. 8.33.6); Я  = 50к0м. Г  = 2мкФ . Определить закон изменении во ере 
мени тока /, через резистор R

Р е ш е н и е .  Изображение тока j ( i )  равно 2 5/р1 (см. соотношение 12, § 8.39).’ ff
Сопротивление параллельно соединенных /?, С: Z (p ) =-------- .

R C  р +1
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Рис 8.33 

Изображение тока через R
, (в) A P )Z (P ) I  2.5 I
1 R R C  р2 (р + а)

/,(0 = 2.5 (/-0,08 (1-е-'2-5')) А.

де а = 1/ (Л  С ) = 12,5 с ' 1.
Согласно соотношению 8, § 8 39.

1
р {р + а) а а

Пример 92. В  схеме на рис. 8.34 и(/) = Ю О е '"' В, где а = 0,5с-1, Л = 20м ; 
/. = 4 Гн Найти / = / (/ ) и и/ = /(/), а также значения / и при / = I с.

Р е ш е н и е .  Согласно соотношению 2. § 8 39. функции е соответствует изобра- 
кение 1 / (р + а). Следовательно.

/ (Р ) =

100
---- ; Z (p )- R  + pL .
р + а

100 1001Щ р ) ___________________________________
7.(р) ( p + a ) (p L  + R ) L (p  + а )(р  + Ь )'

100 25 А/с; А = — = 0.5 = о: /(/7) = 25--- i-—
i  (р + а )2

По соотношению 5. $ 8.39
I

- г / е '" '  Поэтому i(t) = 25tc~a i l .

Напряжение на L
(р + а)

и, = L —  - 100 е-0'* (1 - 0.5) «= 20.3 В. 
dl

При / = 1с / = 25 le " °  s =15,15 А; и, = 100е '0 ' (1 -0,5) = 30.3 В.

§ 8.48. Разложение сложной дроби на простые. Из курса математи
ки известно, что дробь

УУ(лг) _ а„ хп + t y ,  дг"~* + ... + а] х + а0 
М (х) Ьт хт +Ьт] хт ~' +... + 6, х + Ь0

(8.60)

гари условии, что п< т  и полином М(х) = 0 не имеет кратных корней, 
иожет быть представлена в виде суммы простых дробей:

ЛЧ*) . 1 . 1 1---- = А\-----+ А-) ■ " +... + Ат -----
М(х) Х-ДГ| х -х 2 х~х„

(8.61)

Рис. 8.34
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или

N(x) А  1
М (х) f a  * х - х к

где хк —  корни уравнения Л/(х) = 0.
Для определения коэффициента Л, умножим обе части уравнения 

(8.61) на (*- * ,). В результате получим

N(x) . . . . А  1J x - x\) = Al + (x-x i ) Y t Ak -----. (8.62)
М (х ) п.|

Рассмотрим выражение (8.62) при х-»х,. Правая часть уравнения 
равна Аи а левая представляет собой неопределенность, так как множи
тель (x -х,) при х —>х, равен нулю и знаменатель М (х) при 
также равен нулю (дг, есть корень уравнения М (х) = 0).

Раскроем неопределенность по правилу Лопиталя. С этой целью про
изводную от числителя разделим на производную от знаменателя и най
дем предел дроби:

lim - * ' * = lim N^ -*'  1 ^  ^ (Х| ̂
JC—► ДГ, М ( Х )  ,-кг, М \х) М '(х {) '

где М \х )— производная от М(х) по х, М'(Х\) —  значение М \х) при 
х = х,, N(xt) — значение N(x) при х = х,.

Следовательно, из (8.62) при х -> получаем

N(xl ) IM \ x ,)  = Al, (8.63)
или

Аналогично

Таким образом,

A, =N(x,)/M '(x,). (8.64)

Ак = N{xk) l  М \хк). (8.65)

или

+ + + (8 66) 
Л/(х) М\х\) х-х, М \х2) х - х 2 М \хт ) х - х т

3 * 1  = V  Л (*±L Ак (8.67)
М (х) /7, М \хк) х -х к
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Пример 93. Найти коэффициенты разложения дроби 1 / (х2 + 5 х + 6). 
Р е ш е н и е .  Корни уравнения М(х) = 0:

х, = -2, хг = -3;
ЛГ(х) = 2х  + 5; Л/'(х,) = -2-2 + 5 = +1; ЛГ(х2) = -1; //(лг,) = Л̂ (дг2) = 1.

По формуле (8.65)

Л, = tf(x ,)/W '(x ,) = l/(-t-l) = +l; Al  = N(x1)tM \ x l ) = - 1.

§ 8.49. Формула разложения. Переход от изображения Ы(р)/ М (р ) 
к функции времени часто производят с помощью формулы

N(P) =f  N(P j) еп>< (868)
М '(р ) t x M \ Pk) ’

которую называют формулой разложения.
Левая часть формулы является функцией р, правая часть — соответ

ствующей ей функцией времени /.
Вывод формулы можно осуществить следующим образом. Пусть изоб

ражение какой-либо функции времени, например тока,

/(/>)= N (p )l М(р).

Для получения тока как функции времени /(/) представим сначала 
N (p )/M (p ) в виде суммы простых дробей — разложим N (p )/M (p ).C  
этой целью в формуле (8.67) заменим х на р\

/ w = M s y M _ L .  (8.69)
Щ р ) £ хм \ р к) р - р к

Перейдем от изображения к оригиналу. Оригиналом левой части 
является /(/). Оригинал правой части равен сумме оригиналов ее слага
емых.

Учтем, что множители N (pk)/М '(рк) у слагаемых суммы правой 
части (8.69) есть постоянные числа (не функции р\). Кроме того, функ
циями р в правой части являются только множители \/(р-ркУ, им со
ответствуют функции времени вида ег>' (см. формулу (8.34)). Поэтому

/(,) = £ Л £ * 1 е '’‘ '. (8.70)

Переход от изображения (функции р) к оригиналу (функции /) с 
помощью формулы разложения (8.70) основан на том, что изображение
представлено в виде суммы простых дробей --- !— , а оригина

л у * )  р -  рк
, N(Pk) Pt *лами их являются показательные функции — — — е' * .

М \рк)
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Число слагаемых \ еРк' равно числу корней уравнен»
М (рк)

М (р ) = 0. Коэффициенты N (pk) l М \ р к) можно сопоставить с постоян* 
ными интегрирования дифференциального уравнения (уравнений) цепи 
в классическом методе расчета.

Если среди корней уравнения М (р ) = 0 есть нулевой корень (р = 0), 
то ему в правой части уравнения (8.70) соответствует слагаемо*

е01 - .У Ф )  . Слагаемое N(0)1 М '(р ) представляет собой состав* 
М \  0) М \ 0)

ляющую искомого тока (напряжения), обусловленную постоянными вы* 
нуждающими силами. Если постоянных вынуждающих сил в схеме нет, 
то N (0) !  М '(0) = 0.

Важно сделать некоторые замечания к формуле (8.70).
1. Формула разложения применима при любых начальных условиях 

и при любых практически встречающихся формах напряжения источни
ка ЭДС или тока, воздействующего на схему.

2. Если начальные условия не нулевые, то в состав N (p ) войдут внут
ренние ЭДС.

3. Если уравнение М (р )~  0 имеет комплексно-сопряженные корни, 
то слагаемые, соответствующие им в формуле (8.70), оказываются так
же комплексно-сопряженными и в сумме дают действительное слагаемое.

4. Если воздействующая на схему ЭДС синусоидальна: Е т sin(co I + у )

и изображение ЭДС взято в виде Ё т — ?— , где комплексная амплиту-
p - j io

да Е „  = Е т eJV , то при использовании формулы разложения из право! 
части ее для перехода от комплекса к мгновенному значению следует 
взять коэффициент при j  (взять мнимую часть)'1. В соответствии с этил 
внутренние ЭДС, которые появляются в правой части формулы разложе 
ния при ненулевых начальных условиях в цепях с синусоидальной ЭДС 
должны быть умножены на коэффициент j.

Умножить внутренние ЭДС на j  необходимо потому, что только в эток 
случае наличие этих ЭДС будет учтено при взятии мнимой части от пра 
вой части формулы разложения. В цепях с постоянной ЭДС внутреннж 
ЭДС умножать на j  не нужно.

5. Если воздействующее на схему напряжение синусоидально, то при 
нужденная составляющая решения входит в число слагаемы?
^  .Ш 1 . 1 и определяется корнем р -  у со. Вычисление принужден 

М  (рк)
ной составляющей в виде члена этой суммы, соответствующего корнк 
р = j  to, для сложных схем в большинстве случаев более громоздко, чек 
непосредственное вычисление ее с помощью символического метода 
Поэтому для сложных схем переменного тока принужденную составляю 
щую рекомендуется вычислять символическим методом.

** Мнимую, а не действительную часть из формулы разложения берут потому, что за 
данная ЭДС Е „  sin(<o/ + v )  есть мнимая часть комплекса Ет е1<“ ' (см. гл. 3).
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С помощью формулы, подобной формуле (8.70), можно определять не 
только токи и напряжения, но и многие другие функции времени: заряд 
конденсатора, скорость перемещения какого-либо тела механической 
системы и т. п.

Пример 94. Определить ток /,(/) в схеме на рис. 8.19 с помощью формулы разложе
ния и сравнить с результатом решения классическим методом (см. пример 80), если 
£■« 150В; Л = Л,’ » / ? 3 = 500м; С= 100мкФ; иг (0) = 50В.

Р е ш е н и е .  Составим послекоммутационную операторную схему (рис 8.35), имея в 
•иду, что начальные условия ненулевые. Внутренняя ЭДС ис (0)1р позволяет учесть, что 
до коммутации конденсатор был заряжен до напряжения иг (0) током /2, поэтому она на
правлена встречно току 1г(р). Узел 0 схемы заземлим. По
тенциал узла I обозначим <р,(/>) и определим его по мето
лу узловых потенциалов:

£ 1 , МО)
р RI р

Ср

— + С р  + —  Л, '  я,
По закону Ома для участка цепи с ЭДС, 

0- b M + E lp

После преобразований

'А Р )  =
(£ - u r (0 ))R } С р + Е  _ N(p)
р (Я | R) С р + R1 + ) 

Уравнение М (р) = 0 имеет корни

М (Р)

Р\ 2 ft, ftj С

поэтому

N(/>,)=£ = 150;

А '(р2) = (150-50) 50 100 (-400) 10-6 +150 = -50;

М \р) *  2 Л| Rj С р + ft, + Л3;

W '(p ,) = IOO. M \p 2) = -\00.

Ток в схеме на рис 8 19

150> (- 5 0 ) е ^ = 400

100 (- 100)

что совпадает с результатом примера 80.

Пример 95. Найти /(/) в схеме (см. рис. 8 21), применяя формулы разложения, и срав
нить результат с результатом решения той же задачи классическим методом (см. пример 81). 

Р е ш е н и е .  Изображение синусоидальной ЭДС 127 sin(3!41 - 50")

Е ( Р ) ° Е т
I

p-jis>

где *  127 t~j v r  В.

283



В  схеме ненулевые начальные условия:

Н р ) (Лг: + Р  L) = £(/>) + L Г(0) /(0 .) = -25,35 А

Так как действующая в схеме ЭДС синусоидальна и изображение ее взято в вид

Е „  — -—  ( к т  —  комплексная амплитуда), то в дальнейшем от правой части формул! 
p - j  0)

разложения следует взять коэффициент при мнимой части (см. п. 4 § 8.49), поэтому умно 
жим внутреннюю ЭДС L i(0) на j.

После небольших преобразований найдем

■v (/>) = £<» + j'L  '(0 ) (р - j  ш); М (р ) = (р -  j  « ) ( Л 2 + р L)

Уравнение М (р ) = 0 имеет корни р, = у w c "1 и p1 = -ft1tL  = -2 1 0 с '1, поэтому 

M \p ) = R2 + pL(p- ja> ), М ‘(р ,)  = 2 + 3 у = 3,61 е '54*20’;

= 35.2 sin(w / -106°20') + 13.1 sin 40° 16' e 210' A;

13,1 sin 40° 16' = 8.45.

Результат совпадает с результатом примера 81.

§ 8.50. Дополнения к операторному методу.
I. Для перехода от изображения F (p )  к функции времени /(/) мо

жет быть использовано обратное преобразование Лапласа:

Функция F (p )  аналитична в области Re/?>v и стремится к нулю 
при | j —► оо. При практическом использовании этой формулы интеграл 
по бесконечной прямой, параллельной оси ординат, заменяют контурным 
интегралом, охватывающим все полюсы функции F (p ) :

Полюсами называют значения р, при которых F (p )  обращается в 
бесконечность. В том случае, когда F (p ) = N (p )l М (р ), полюсами явля
ются корни уравнения М (р ) = 0. В теории функций комплексного пере

д р) = Ет + LL J = ЦЦР}
( p- j< a){R 2 + p L ) М (р )

Следовательно,

М '(р г ) = -3,61 еу 56*20' = 3,611 >l21"w'; Ы( Р ] ) = 127 c 'J 50',

N ip t ) = 127 е-' 50" + у (-210 - j  314) —  (-25,35) = 5.4 - j  46,4 = 47,1 е " ' 8,‘2''
314

Ток

(8.71)

(8.72)
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менного доказывается, что правая часть формулы (8.72) равна сумме 
вычетов (Res) подынтегральной функции во всех ее полюсах, т. е.

: f F (p )e "  dp ш ̂ R es F (p ) t p l.
2 л j

Вычетам функции в некотором полюсе называют величину, на кото
рую уменьшается разделенный на 2 п j  контурный интеграл от этой 
функции, когда контур при его стягивании пересечет этот полюс. Но

вычет функции ср1 в простом полюсе рк равен —— ~ с р>1.
М (р ) м  (/>*)

Поэтому

гол = у  NW  eP i 'h м х р )

Таким образом, используя обратное преобразование Лапласа, вывели 
формулу разложения (8.70).

2. Запишем формулу разложения при наличии кратных корней. Поло
жим, что уравнение М (р ) = 0 имеет q простых корней (P\>Pi<■■■■,РЧ)< 
корень рг кратности г и корень рх кратности s. Тогда

М (р ) Х М Х р к)
1 dr-' N (p ) (p - p rY  е "

(г-1)! dp r-] М (р ) Р‘ Рг

1 М (р )(р -р .,У  ер1
(J-1 )! d p " ' М (р ) р-р.

Пример 96. Найти оригинал
N(p)
М (р) р 2 (р + а) 

Р е ш е н и е .  Корню р = -а соответствует оригинал 
ню р = 0 второй кратности —  оригинал

N(P)
М\р)п,-а

d p 2^ ' d e '" _ i t 1”  (p + a ) - c r '
dp р г (Р  + а) dp  pm 0 Г p + a /7=0 (p + a ) 2 рз О

е-= -е-

i____j_
а  а 2

Следовательно, I____________ е“ ' t I 1
р 2 (р  + а) а 2 “  а 2

кор-

§ 8.51. Переходная проводимость. В § 2.15 указывалось, что ток / в 
любой ветви схемы может быть представлен в виде произведения напря
жения U  на входе схемы на собственную или взаимную проводимость g: 

g-
При переходных процессах это соотношение также имеет силу. Если 

на вход какой-либо цепи в момент t - 0 включается постоянное напря-
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жение U  (ЭДС £), то ток /(/) в любой ветви этой схемы равен произвела 
нию постоянного напряжения U  на проводимость g (t ) :

i(l) = U g (t). (8.73JJ

При переходном процессе проводимость является функцией временил 
поэтому в скобках указывается время t; g(t) называют переходной први 
водимостью. Она измеряется в тех же единицах (См), что и обычнМ] 
проводимость.

Если в формуле (8.73) принять U  = I В, то ;'(/) = g(/), т. е. переходная 
проводимость какой-либо ветви схемы численно равна току /'(/) в это|[ 
ветви при подключении цепи к источнику постоянного напряжения! 
в I В. Индексы у g(t) указывают на то, какую именно переходную! 
проводимость имеют в виду. Если индексы одинаковы, то имеют в виду 
собственную переходную проводимость ветви, номер которой соответ* 
ствует цифре, указанной в индексе; если индексы разные, то — прово
димость между теми ветвями, номера которых указаны в индексе. Напри
мер, если источник постоянного напряжения U  при нулевых начальных 
условиях включают в первую ветвь, то ток первой ветви /,(/) = U  g\\(t), 
а ток третьей ветви /•,(/) = V  g31(/).

Переходную проводимость можно определить расчетным либо опыт* 
ным путем. При расчете #**(/) классическим или операторным методом 
ток Л-ветви находят при включении источника постоянного напряжения 
в Л-ветвь; gkm(l) ток /t-ветви вычисляют при включении источника по
стоянного напряжения U в т-ветвь. Далее, в полученных формулах по
лагают U  = 1 В. При опытном определении переходной проводимости ток 
/(/) соответствующей ветви находят путем осциллографирования.

В § 2.16 было доказано, что £*» = Это свойство вытекает из симметрии опреде
лителя относительно главной диагонали.

Аналогично можно доказать, что операторное изображение проводимости £ * » (? )  
равно операторному изображению gmk (p )■ Но если равны изображения двух переходных 
проводимостей, то равны и сами переходные проводимости, т. с. gk,,U) *  £„*(/)■

Данное равенство свидетельствует о том. что на переходные процессы распространя
ете* теорема взаимности. Для переходных процессов теорема взаимности формулируется 
следующим образом (см «скелетные» схемы рис. 8.36): в любой линейной электрической

*М

Рис. 8.36
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Щйи гок переходного процесса А-вет»и /*(<). вызываемый включением источника ЭДС 
1а (0  в m-ветвь (рис. 8.36, а), равен току переходного процесса im(l) в m-ветви, вызыва
емому включением источника ЭДС <«(<) в /t-ветвь (рис. 8.36, б), при условии, что 
»■(') -'„(О.

| 8.52. Понятие о переходной функции. При подключении линейной 
М*ктрической цепи с нулевыми начальными условиями к источнику по- 
тинного напряжения U  между какими-то двумя точками а и Ь схемы 
Ю1никает напряжение иаЬ (/), являющееся функцией времени и пропор- 
ниомальное воздействующему напряжению U:

Где h(t) — переходная функция. Это безразмерная величина, численно 
ржаная напряжению между точками а и Ь схемы, если на ее вход подать 
Постоянное напряжение в 1 В ;  h(t), так же как и g(t), можно опреде
лить расчетным либо опытным путем.

Пример 97. Определить переходную проводимость схемы на рис 8.2.
£Р е ш е н и е .  При замыкании ключа /(/) = —  (I — е '■ ).R

По определению, переходная проводимость равна току в цели при £  = IB .  Следова-
IГмьно. £ (/ )*  — ( l- e  L ).R

Пример 98. Найти собственную переходную проводимость первой ветви £,,(/). взаим
ную переходную проводимость между третьей и первой ветвями ,(/) и переходную 
функцию напряжения на конденсаторе h (!) для схемы на рис. 8.37. Параметры схемы: 
К, -1000 Ом; Я , -2000 Ом; С  = 50мкФ.

Р е ui е н и е. По определению,

»ab (0 = U КО , (8.74)

/, = £ * , , (0 ;  /j - Eg u U ): 

ис ~ £ V  (')
С помощью классического метода определим:

Я,

Рнс. 8.37

Полагая в этих формулах Е  = 1 В, найдем:
Я, *«;

Подстановка числовых значений дает:

Я П(0 -  0,00033 + 0,00067 е '30' См; * , 2 (») - 0,001 е -)0' См;
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Пример 99. Определить взаимную переходную проводимость между первой и треть* 
ветвями схемы на рис. 8.5 при включении источника ЭДС в первую ветвь и следующи 
значениях параметров. Я, = Я2 * 100 Ом; £, = 1 Гн, С  = 100 мкФ.

Р е ш е н и е .  Изображение тока третьей ветви

/ , (р )= .-  — —  -i- ________________  Щ р)
р 2 K j L] С  + р (/?| С  + L] ) + R\ + Л/(р)

Корни уравнения М (р ) *  0 (см. пример 76);

р I =-100+у 100с'1; р2 = -10 0- j 100с'1.

Полагая £  = 1 В, в соответствии с формулой разложения найдем

<з(,) =_____________________________________
2 р, Л2 £, С  + (Л, Л2 С  + i j ) 2 р 3 /?2 С  + (Л| /fj С  + i , )

После подстановки значений параметров, корней р, и р , и использования формул! 
(е/г-c~JX)/2 j-sinx получим

g ji(f )  = 0,01 е "100' sin 100/См.

Таким образом, взаимная переходная проводи 
мость между третьей и первой ветвями схемы и 
рис. 8.5 при данных значениях параметров ка 
функция времени представляет собой затух ающу» 
синусоиду

Пример 100. В  схеме на рис. 8.3 
u{i) = 170sin(314 / + 30°) В ; Я ,= 1 0 0 м ; Л2 = 50м  
/?3 = 15 0м ; Ц = 30 мГн. М  «ЗО м Гн ; С  »5 0 м кФ  

Найти i,(i) с помощью формулы разложения. 
Р е ш е н и е .  Сначала устраним в схеме магию 

ную связь между L x и L2, затем составим уравнения по методу контурных токов:

/\(p)(R\ + *  P(I-\ + L i + 2 М ))-  Z i ip l iR }  + p ( L i  + М ))  *  U (p ),

~^\(Р)(^2 * Р  2 + ^ ) )  +  1г(Р ) ( ^ 2  + R} +  Р  ^ 2  ) =  о .

Совместное их решение дает

0 „  (20 + 0.05 р) _ У (р )
' ~ (р -  j  со) (0.000875 р 3 +2.6 р  + 275) М (р)

Корни уравнения А/(р) = 0:

P i « 3 l 4 y ,  р 2 = -2860 и p j = -114c4 ;

А/'(р ) ш 0.000875 р 1 + 2.3 р + 275 + (р  - j  со) (0,00175 р + 2,6);

N (p ,) = 430 l e ' 6*”20’; N (p 2) = 123- I7 0e ' 2I0“ ; /V(Pj) = 14,29 170е>30\

Л/'(р,) = 8 3 8 е '77*; М \р г ) ^ Ь т е ’ ь° ' ь'; A / '(p j) = 806eyl,0‘40'.

Ток

,(<) = ,т Г М  е « ' + е « ' + е »  0  .
{ М \ р , )  М'(Рг) М \ р } )  )

= 1т(5.13е^“ '-, ' 40'> +3.03 с '203' 44' е '2"60' +3.0! е^*40" е- " 4')=

= 5.13 sin(aw - 8°40') -1.16 с-2*60' +1,97 е*’ 141 А.
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§ 8.53. Интеграл Дюамеля. Познакомимся с третьим методом 
расчета переходных процессов в линейных электрических цепях — рас
четом с помощью интеграла Дюамеля.

При использовании интеграла Дю
амеля переменную, по которой 
производится интегрирование, обозна
чим т а под I по-прежнему будем по
нимать тот момент времени, в который 
требуется найти ток в цепи. Пусть к 
цепи с нулевыми начальными услови
ями в момент времени t = 0 подключа
ется напряжение и(х) (рис. 8.39).

Для того чтобы найти ток в цепи в 
момент времени /, заменим плавную 
кривую ступенчатой и просуммируем 
токи от начального напряжения ы(0) и 
от всех ступенек напряжения, вступающих в действие с запозданием во 
времени.

Напряжение ы(0) в момент времени / вызовет в цепи ток н(0) g(0), 
где g(0 )— переходная проводимость. В момент времени т + Дт 
(см. рис. 8.39) возникает скачок напряжения

Ди * —  Дт = и'(х) Дт. 
dx

Для того чтобы найти составляющую тока в момент времени I, вызы
ваемую этим скачком напряжения Дм, необходимо и'(х) Дт умножить на 
значение переходной проводимости с учетом времени действия скачка до 
момента времени /. Из рис. 8.39 видно, что это время равно /- т-Дт. 
Следовательно, приращение тока от этого скачка составляет 
и\х) g (t-  т - Дт) Дт.

Полный ток в момент времени t получим, если просуммируем все 
частичные токи от отдельных скачков и прибавим их к току и(0) g(t): 
КО = и(0) g(t) + X  и'(т) g(t-  т - Дт) Дт.

Число членов суммы равно числу ступенек напряжения. Очевидно, что 
ступенчатая кривая тем лучше заменяет плавную кривую, чем больше 
число ступенек. С этой целью заменим конечный интервал времени Дт 
на бесконечно малый dт и перейдем от суммы к интегралу:

/ (0  = ц(0) gO) + Jm '( t )  g(t - т) dx. (8.75)
о

Формулу (8.75) называют интегралом Дюамеля.
С помощью интеграла Дюамеля можно найти не только ток, но и 

любую другую физическую величину, например напряжение. В этом 
случае в формулу вместо переходной проводимости #(/) будет входить 
переходная функция КО, если на входе цепи действует источник ЭДС
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(напряжения), и переходное сопротивление /?(/), если на входе цепи дей« 
ствует источник тока.

§ 8.54. Последовательность расчета с помощью интеграла Дю* 
меля. Расчет с помощью интеграла Дюамеля проводят в четыре этапа:

1) определение переходной проводимости g(t) (переходной функци! 
КО) для исследуемой цепи;

2) нахождение g (/ - т) (h(t - т)). С этой целью в формуле для g(t) 
(КО ) заменяют / на (/ - т);

3) определение и'(т). Для этого находят производную от заданном 
напряжения и(0  по времени / и в полученном выражении заменяют i 
на т;

4) подстановка найденных на этапах 1-3 функций в формулу (8.7S) 
интегрирование по переменной т и подстановка пределов.

Пример 101. Найти /, = / (/ ) и и2 = / (О  при замыкании ключа на схеме рис. 8.40 
Напряжение источника ЭДС «(/)= 100(1- е 'в ' )  В ; о = 0 2 5 с_|; Л *0 ,5 0 м ; /.|=1Ги;

М  = 0.5 Гн.
Р е ш е н и е .  Переходная проводимость цепи 

состоящей из последовательно включенных Л и  L,

1 - е _* (,-т)).К
Первое слагаемое в формуле (8.75) выпадает, так как и(0) = 0. При этом

« '( ! ) . - 1 0 0 (1  - е * " ' )  = Ю О ое"""'; 
dt

i/ (t) = 100о е“я ’ ;

»,(f) = Ju '(t ) g (l - t) d t  = ^  f e-° ’ (I - e '* * "-11) dr.
0 0

При интегрировании учитываем, что С' Л/ от т нс зависит:

/,(г) = 200(I + е '0 5' - 2 е ' ° 2,1) А.

Напряжение на зажимах вторичной обмотки

и2« )  = М  ^ -  = 50(е"ог5'- е ' °- 5' ) В

§ 8.55. Применение интеграла Дюамеля при сложной форме на
пряжения. Пусть напряжение и(0 изменяется во времени по сложному 
закону, например в соответствии с рис. 8.41. Начальное напряжение равно
и(0). В интервале от / = 0 до t = i\ напряжение плавно растет, и закон
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его изменения и,(/)- В момент / = /, оно ме
няется скачком от иа до uh, а затем снова 
изменяется, но уже по другому закону и2(1)
■о времени. При t = t2 напряжение скачком 
уменьшается от ис до нуля.

Требуется найти ток в каждом из трех ин
тервалов времени. Под первым интервалом 
будем понимать интервал времени от / = 0 до
I = t, (не включая скачка напряжения от иа 
до иь)\ под вторым — от /, до t2, включая 
скачок от иа до иА, но не включая скачок от 
ис до 0; под третьим — при t > t2, включая скачок от ис до 0.

Интегрирование по-прежнему проводим по т, понимая под I фикси
рованный момент времени, в который требуется найти ток. На основании 
принципа наложения ток в любой момент времени t определится как сум
ма токов от всех напряжений, воздействовавших на цепь до момента /.

В первый интервал времени
I

/'(/) = и(0) g(t) + Ju{(x) g(t - т) dx.
о

Во второй интервал времени
'i I

КО - и(0) g(t)+ Jm((t) g(t - т) dx + (uh -u0)g(/-/,) + \u'2( x) g(t-x)dx, 
о i,

где слагаемое (ub -ua) g(t-/,) обусловлено скачком напряжения от иа 
и иь в момент времени

В третий интервал времени

/(/) = и(0) g(t) + jul(x)g(l-x)dx + (uh-ua)g(i-tt) + 
о

'l
+ - x) dx + (0 — ut ) g(t —12).

Пример 102. В  электрической цепи (см. рис. 8.40) в момент времени t - 0 замыкает* 
ся ключ и напряжение и(/) изменяется в соответствии с рис. 8.41; и(0) = 30 В. В  первый 
интервал времени от / = 0 до / = /,= 4с напряжение i/,(/) = 150-100е'<’ '1, где 
а = 0,25с "1. Во  второй интервал времени от /«/, ■ 4с до / = /2 = 6с 
и; (/) = SO + lO O e "'* '" '1’, где с = 0,4с ' 1. Параметры схемы (см. рис. 8.40) Л = 0,50м; 
Lt = 1 Гн (вторичная цепь разомкнута).

Найти закон изменения тока /, во времени для обоих интервалов времени, а также 
значения тока i, при г. равном 2 и 5 с.

Р е ш е н и е .  В  соответствии с $ 8.54 переходная проводимость

g(r) = i (l-e-*'); * = -£ = 0.5с"1; £(/-т) = 1(]-е-*('-'>).К L д
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В  первый интервал времени u '(t) = 10 0 ae '“ t . Поэтому

\
i| (/) = и(0) g(/) ♦ J и (т) g(i  -  х) dx  = 

о

/? /? *О
*  100(1- е “0,5' )  + 200(1+ е "0-5'

При г = 2 с /,= 100(1- е ' ' )  +200(1+ е ч  -2  е '05) = 94,9 А.
Во второй интервал времени (включая скачок uh -ua = 36,9 В  )

h t 
/,(<) = и (0 )$(/) + Jm|(t) g(( - x ) d x  + (к* -  u„)  -  f,) + Ju j(t) g(l  - \ ) d x ,  

о >1
“ j ( T) = -100ce*‘ '  ec (|;

/,(f) = 100 (I - e*0 :' ' )  + 200(0,632- I.7 l8 e_0 ,' )  + ̂ j  (1 - e' °-5 1) -

C"r ' -I- — e '1'1 + e 'c '' e 'c (,*'|)) e ‘ c '1.
(b-c )R  с с

При I = 5 c (| = 204.32 A.

§ 8.56. Сравнение различных методов расчета переходных процес
сов. Классический и операторный методы расчета теоретически можно 
применять для решения задач любой сложности. Каким из них пользо
ваться, во многом зависит от навыка и привычки.

Однако классический метод физически более прозрачен, чем опера
торный, в котором решение уравнений во многом формализовано.

Если при сравнении методов исходить из объема вычислительной 
работы, то решение уравнений первого, второго, а иногда и третьего 
порядков для источников постоянной (синусоидальной) ЭДС или тока 
целесообразно проводить классическим методом, а решение уравнений 
более высоких порядков — операторным. Объясняется это тем, что чем 
выше порядок характеристического уравнения, тем более громоздкой и 
трудоемкой оказывается операция нахождения постоянных интегрирова
ния в классическом методе. Операторный метод имеет перед классичес
ким явное преимущество при решении задач, в которых определение 
принужденной компоненты искомой величины оказывается затруднитель
ным вследствие сложного характера вынуждающей силы, а также при 
решении уравнений в частных производных (см. § 12.13-12.15). Если 
воздействующее напряжение изменяется во времени, например линейно 
или в виде всплеска одной или нескольких экспонент, рекомендуется 
применять операторный метод или интеграл Дюамеля. Но основной об
ластью применения интеграла Дюамеля являются случаи, когда напря
жение изменяется по сложному закону во времени, например при нали
чии скачков напряжения (см. § 8.55), или когда переходная проводимость 
g(0 и (или) воздействующее на схему напряжение заданы графически
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[а последнем случае интеграл Дюамеля берется путем численного интег
рирования).

Рассматриваемый в § 8.66 метод расчета переходных процессов, 
получивший название метода пространства состояний, используется глав
ным образом, когда расчет осуществляется с применением ЭВМ. Для 
ручного счета этот метод громоздок.

Классический и операторный методы, а также метод пространства 
состояний в аналитической форме и интеграл Дюамеля имеют общий 
недостаток: необходимость определения всех корней характеристического 
/равнения, что для уравнений высоких степеней (например, 5-, 6-, 
7-й, ...) требует много времени. В этих случаях может быть рекомендо
вано числовое решение на ЭВМ  уравнений, составленных по методу про
странства состояний; может быть применен и спектральный метод в том 
виде, в каком он рассмотрен, например, в гл. 9. Кроме того, в этих слу
чаях используют моделирующие установки.

§ 8.57. Дифференцирование электрическим путем. Дпя четырехпо
люсников (рис. 8.42) при определенных условиях выходное напряжение 
и2(0 пропорционально производной от входного напряжения щ(1).

т. е. и2(/) * du{(t)ldt. Схему на рис. 8.42, а применяют чаще схемы на 
рис. 8.42, 6, так как при практическом осуществлении она обладает мень
шими габаритами, массой и более удобна при регулировке.

Если «|(/)=t/,(p), то dux(t)ldt~ р U^p). Отсюда следует, что четы
рехполюсник осуществляет дифференцирование, если для него

R С р
U iip ) = Р Utip)- Д™ схемы на рис. 8.42, о U 2ip ) = k 'i(p )— --- г-R С р +1
Чтобы схема осуществила дифференцирование, необходимо выполнить 
условие |/ ?С / )|«1 , тогда U 2(p)<=>RC p U {(p). Для синусоидального 
процесса заменим р на уш и тогда схема на рис. 8.42, а будет выпол
нять свои функции, если со R C  «  1.

Аналогично доказывается, что для схемы на рис. 8.42, 6 необходимо 
выполнить условие (со L/R ) «  1. Если u,(t) — несинусоидальная пери
одическая функция, то эти условия должны выполняться для наивысшей 
частоты функции (/).

При дифференцировании импульсных воздействий длительностью /и 
параметры схем на рис. 8.42 должны удовлетворять условиям R C  <х (н 
и L IR  «  tH. Эти условия получим из двух предыдущих, если в первом 
приближении будем считать, что поступление на вход четырехполюсни

а 6
Рис. 8.42
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ка импульса длительностью /н соответствует воздействию на вход од* 
ной полуволны синусоиды частотой со = 2 п/ (2 /н) = -зт / /н.

§ 8.58. Интегрирование электрическим путем. Для четырехполюс* 
ников (рис. 8.43) при определенных условиях выходное напряжение
«2 (О *  (/) dt.

Ч - С Н — J-е-ГГчсП- »п 1 о
o—j---- X— <—О 0—1---- X-

о-|—«"О-

| " г

Рис. 8.43

Схема на рис. 8.43, а предпочтительнее схемы на рис. 8.43, 6 по при
чинам, упомянутым в § 8.57.

Если U\{t)=U\(p), то Jm|(/) rf/=t/,(p)/p. Отсюда следует, что схема 
выполняет свои функции, если соотношение между ее параметрами обес
печивает выполнение соотношения U 2(p ) = U {(p ) l p.

Для схемы на рис. 8.43, a U 2(p ) = U i(p )/ (R  С р +1), т. е. для нее дол
жно быть | Л С р | »  1. Заменив р на j  ш, найдем условие со R С  »  1, 
при котором схема на рис. 8.43, а будет выполнять функции интегриру
ющего звена при синусоидальном процессе. Для схемы на рис. 8.43,6
M i//? »  1.

При интегрировании импульсных воздействий длительностью /н дол
жны быть выполнены следующие условия: R C » l H для схемы на 
рис. 8.43, а и L I  R ■» /н для схемы на рис. 8.43, б.

Напряжение с выхода интегрирующего (дифференцирующего) устрой
ства подается для наблюдения (записи) на электронный осциллограф.

§ 8.59. Передаточная функция четырехполюсника на комплексной 
частоте. Под передаточной функцией четырехполюсника К (р )  на ком
плексной частоте р понимают отношение выходного напряжения U 2(p ) 
ко входному £/,(р)(рис. 8.44, а):

U\ (.р)
(8.76)

и,.U>)|

<Р(о)

О)

Рис. 8.44 
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К (р ) зависит от схемы четырехполюсника, числового значения элемен
тов схемы и от частоты р. Для четырехполюсника (рис. 8.43, б) 

ft
К (р ) =------ . Из уравнения (8.76) следует, что

R + р L
U 2(p ) = K (p )U l(p). (8.77)

Под передаточной функцией четырехполюсника для синусоидально
го процесса на частоте со понимают отношение

K ( j  со) = = | К(У о>) | t J ф{“ ); (8.78)
V\{j » )

K ( j  со) получают из К {р ) заменой р на j  со, | /С(_/ со) j— модуль, а
ft

ф(со) — аргумент K ( j  ш). Для схемы на рис. 8.43, б K(ju>) =------- ,R + j  со L
И У  о)1= . ----- , ф(со) = arctgf - 1 

д/Л2 + со L v R J
Зависимости | K ( J  to) | и ср(со) изображены на рис. 8.44, б, в. Если не

сколько четырехполюсников, например три, соединены каскадно 
(рис. 8.44, г) и известны передаточные функции каждого четырехполюс
ника, то передаточная функция каскада в соответствии с формулой (8.77) 
равна произведению передаточных функций этих четырехполюсников:

О Д  = К ,(Р ) *;(/>) (8.79)

Пример 103. На рис. 8.45 изображена замкнутая система (система с обратной 
связью) Она состоит из основного четырехполюсника с передаточной функцией К (р )  и 
четырехполюсника обратной связи с K ^ ip )  Функцию последнего часто выполняет уси
литель, работающий в режиме пропорционального усиления. Вывести формулу передаточ
ной функции всей системы К к (р).

Р е ш е н и е .  На вход основного четырехпо
люсника поступает основной сигнал С/,(р) и 
сигнал с выхода четырехполюсника обратной свя
зи, поэтому

U 2(p ) = (U l {p )± U 0C{p ))K (p ). (8.80)

Кроме того,

“  K qq{ p ) U i(p ). (8 81)

Подставим (8.81) в (8 80). Получим

К (р) = У 1±И1 =--- *lEl---  (g82)
*  U l(p) l± K {p )K o c (p )

Если 1 - К (р ) K tx ip ) - 0, то » системе возникнут автоколебания, амплитуда их будет 
ограничиваться нелинейностью системы. Плюс в формуле (8 80) и минус в формуле (8.82) 
соответствуют положительной обратной связи. Минус в формуле (8.80) и плюс в (8.82) —  
отрицательной.

| и т

Рис. 8.45
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§ 8.60. Переходные процессы при воздействии импульсов няпря 
ження. Ток в любой схеме при действии на нее импульса напряжения (ри 
с. 8.46, а) можно найти, например, тремя способами:

1) применяя интеграл Дюамеля;
2) определяя ток при t <tt так же, как от действия постоянного на

пряжения U\ при I < /, действующее на систему напряжение равно нулю 
Следовательно, система освобождается от вынуждающих ЭДС и по не* 
протекают свободные токи, обусловленные запасом энергии в индуктив
ных и емкостных элементах системы;

3) представляя импульс в виде двух постоянных напряжений. Поло
жительное напряжение V  действует начиная с t = 0, отрицательное — 
начиная с / = /,. При t </, токи в цепи определяются одним напряжени
ем U\ при / > /, — обоими напряжениями с учетом сдвига второго на
пряжения на время

У

Рассмотрим третий способ. Положим, что требуется найти ток в цепи 
при подключении ее к источнику напряжения, имеющего форму равно
бедренного треугольника (рис. 8.46, б). Задача решается в три приема.

Сначала определяем ток в интервале времени от / = 0 до t й t, 
от действия напряжения и, = к / (рис. 8.46, в). Затем для интервала 
времени t2 > i> tl находим ток в цепи от действия двух напряжений 
(рис. 8.46, в, г): от продолжающего действовать напряжения и( = к t и от 
вступающего в действие при t = дополнительного напряжения 
и2

Для интервала времени / > t2 ток определяется действием трех напря
жений: продолжающих действовать напряжений и, и и, и вновь всту
пающего в действие при / =/2 напряжения и2 =А (/ — /2) (при t> t2 сум
ма напряжений и,, и2 и и3 (рис. 8.46, д) даст нуль).
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Из трех перечисленных способов наиболее экономным является пер
вый.

При воздействии серий импульсов переходный процесс рассчитыва
ют часто операторным методом.

Пример 104. На последовательно соединенные Ли  L поступает сери* прямоугольных 
импульсов напряжения единичной амплитуды; длительность импульса т и длительность 
паузы также т (рис. 8 46, е) Используя третий способ в сочетании с теоремой запаздыва
ния (см. § 8.40), определить ток в цепи.

Р е ш е н и е .  Найдем изображение напряжения;

U (p )* - {\ - c ~ p'  + e~lp '  -c~ip '
Р

Выражение в скобках представляет собой бесконечную геометрическую прогрессию

1+е *7 '
со знаменателем—  е~р' Сумма членов ее равна ---i— . Изображение тока

/(/>)= '
Р <1 + е-/,т) (/?-*- р О  

Применим формулу разложения Корни знаменателя:

р' = 0; p‘ = -R IL : т рк - (ок + j  Ьк ) т = j  х(2 к + I) (—оо < А < оо) 

Группируя член * = 0 с * = - I. член * = 1 с членом к = -2 и т. д.. получим 

. х sin(x(2* + ! ) - - ф у ,,)

^ — ■/?(1+еЛ )

(2* + 1)я L

§8.61. Дельта-функция, единичная функция и их свойства. 
Импульсная переходная проводимость. Под дельта-функцией или еди
ничным импульсом 5(/) (рис. 8.47, а) понимают короткий импульс амп
литудой 1/Дт, длительностью Дт->0, действующий от / = -Дт/2 до 
/ = Дт/2. Единичным его называют потому, что площадь импульса
Дт/2

|б(0 d t равна единице. Единицей измерения 8-функции является се-
- Л т / 2

кунда в минус первой степени. Если импульс действует при некотором

1 |('Н 1Н)<

1

&х/2т 1 /Дт

, Лт/2 /

а б в
Рис. 8.47

о т



времени f = /,, то он обозначается как 8( t- ) ,  т. е. импульс действует, 
когда аргумент 5-функции равен нулю.

Единичной функцией 1(0 (рис. 8.47, б) называют функцию, равную 
единице при t> 0  и равную 0 при / <0. Единичной функцией 1(~/) 
(рис. 8.47, в) называют функцию, равную I при / <0 и равную 0 при 
/ > 0. Функции 1(/) и 1(-/) имеют нулевую размерность. Рассмотрим 
свойства перечисленных функций:

— производная по времени функция 1(0 равна 5-функции, т. е.

ф - тat

— 5-функция обладает фильтрующим действием:

Л 0  «(/-/,)» Л О  5 (/-/,);

—  изображение 5-функции по Лапласу равно единице:

f e W e '"  Л -1 ,
о

а изображение функции 5(/-/|)на основании теоремы смещения рав
но

— единичные функции 1(0 и 1(-/) также обладают фильтрующим 
действием.

Умножение произвольной функции /(/) на 1(f) обрашает произведе
ние f ( t )  1(0 в / (0  ПРИ t> 0  и в нуль при /<0. Аналогично произве
дение Л 0  К-0 обращается в нуль при />0 и в f ( t )  при t< 0. Им
пульсное (игольчатое) напряжение или ток в виде 5-функций единичной 
площади записывают так: 5(0-1. Здесь единица имеет размерность вольт- 
секунда или ампер-секунда соответственно.

Если на электрическую цепь, входная проводимость которой равна 
g(0, при нулевых начальных условиях воздействует единичный импульс 
напряжения 5(0 1 Вс (рис. 8.47, а), то для определения вызванного им 
тока в цепи представим импульс в виде двух прямоугольных напряже
ний (положительного и отрицательного) с одинаковыми числовыми значе
ниями 1 / Дт, сдвинутых во времени на величину Дт 0 (рис. 8.47, г).

Ток в цепи после окончания действия импульса

»(0 = 4 "  (& (' + Дт / 2) - g(f - Дт / 2)).Дт
Разложим функции g(r + Ar/2) и g(/-A i/2 ) в ряд Тейлора по сте

пеням Дт/2, учтем малость Дт и получим

/(о = ^  (g(0 + ~  g\ о - « ( о + y  g'(o]=1 • g'(о-

Здесь и далее 1 имеет размерность Вс.
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Величину g (t) = — называют импульсной переходной проводимо- 
dt

стью. При / > Дт (Дт —> 0) g (t), умноженная на 1 Вс, численно равна 
току в цепи при воздействии на нее единичного импульса напряжения
5(/)1 Вс. Аналогично величину h'(l) = называют импульсной

“ (0
переходной функцией четырехполюсника. При / > Дт (Дт —> 0) А'(0. ум
ноженная на 1 Вс, численно равна напряжению на выходе четырехпо
люсника при воздействии на его вход единичного импульса напряжения 
5(0-1 Вс. В интервале времени от / = -Дт/2 до / = Дт/2 (во время дей
ствия импульса 5(0 I Вс) напряжение на выходе четырехполюсника

и2(0 = А( 0) 5(0-1 + Л'(0-1. 

а ток на входе двухполюсника

/(O = g(0) 5(0-l + g'(0-l-

Наряду с понятиями «переходная проводимость» g(t) и «импульсная 
переходная проводимость» g'(t) применяют дуальные им понятия: пе
реходное сопротивление r(t) и импульсное переходное сопротивление 
г'(0- Переходное сопротивление rab(t) численно равно напряжению на 
входе цепи uah(t) при воздействии на ее вход единичного тока:

«<*(*) = К * )  гаь(1)-
Импульсное переходное сопротивление /-о'Л(0 численно равно напря

жению на входе цепи uah(t), после того как на ее вход воздействовал 
импульс тока в виде 5-функиии единичной площади:

*о*(0 = 5(0-КА-с). ,-;„(,)-

Величины r(l) и r'(t) могут быть входными и взаимными, однако 
g(t) и /?(/) не являются взаимно-обратными величинами; g(t) опреде
ляется при питании схемы от источника ЭДС, а R(t) — при питании 
схемы от источника тока.

Подчеркнем, что в литературе по переходным процессам в зависимо
сти от рассматриваемого вопроса под одним и тем же названием — им
пульсная переходная функция — понимают функцию либо А'(0> либо 
hs(t). Между этими функциями имеется зависимость

А*(О = Л(0+)5(О + А'(О;
А'(0 характеризует реакцию четырехполюсника (его выходное напряже
ние) после окончания воздействия на его вход единичным импульсом 
напряжения 1-5(0 В-с, а Л5(0 — напряжение на выходе четырехполюс
ника и во время действия импульса, и после окончания.

Аналогичные соотношения существуют между двумя импульсными 
переходными проводимостями:
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* * ( ')  = *«>♦) 6 (0+ *'(0  
и между двумя импульсными переходными сопротивлениями:

Л6(0 = /?(0+)5(/) + /?'(0
при воздействии на вход схемы единичным импульсом тока. С помощ! 
И (0  интеграл Дюамеля запишется так:

I
«2(0 = /к(т)Л8(/-т) с/т.

о
Здесь h&(t -х ) = h(0) b(t -т )  + h'(t -  г).

Формулу интеграла Дюамеля в математических работах называю! 
формулой свертки двух функций, в данном случае функций и(0 и Л*(0-

§ 8.62. Определение Л(0 и Л*(/) через К(р). Как упоминалось, при 
воздействии на вход четырехполюсника единичного напряжения 
и, (/) = 1(0 напряжение на выходе его u7(t) = МО- Если это положение
записать относительно изображений, учитывая, что 1(/)=— и обозначи!

р
изображение А(0 через И(р), то Н (р ) = К {р )1  р.

Отсюда

К (р )  = р  Н(р) .  (8.83]

Определим теперь Л(0 через К (р ). Поскольку h(t)=H (p), а И {р ) 
определено предыдущей строкой, то

(8.84)

При воздействии на вход четырехполюсника единичным импульсом 
напряжения и((0  = 1 -8(0 = ] = и,(/>) напряжение на выходе его

u20 )  = h6( i ) = V ]( p )  К { р )  = \ К(р) ,

таким образом,

hb(t)= K (p ). (S.85)

Пример 105. Запишем h(t), h'U), hbU) для схемы на рис. 8 42, а.



§ 8.63. Метод пространства состояний. Метод пространства состо
яний (метод переменных состояния) представляет собой упорядоченный 
способ нахождения состояния системы в функции времени, использу
ющий матричный метод решения системы дифференциальных уравнений 
первого порядка, записанных в форме Коши (в нормальной форме). При
менительно к электрическим цепям под переменными состояния пони
мают величины, определяющие энергетическое состояние цепи, т. е. токи 
через индуктивные элементы и напряжения на конденсаторах. Значения 
этих величин полагаем известными к началу процесса. Переменные со
стояния в обобщенном смысле назовем х. Так как это некоторые функ
ции времени, то их можно обозначить х(().

Пусть в системе п переменных состояния. Матрицу-столбец перемен-
■*1

ных состояния в «-мерном пространстве состояний обозначим [х] =

т  выходных величин (токи, напряжения) обозначим у , матрицу-столбец
У\

выходных величин [,у] = :
b v

Источники воздействий (источники ЭДС и тока) будем именовать г.

Матрица-столбец источников воздействий [z] =

Для электрических цепей можно составить матричные уравнения вида

[*] = [л/] M + W  М; (8.86)
(8-87)

■де [М ], [N], [/>], [Q] —  некоторые матрицы, определяемые структу
рой цепи и значениями ее параметров.

На основании принципа наложения решение (8.86)

[x(/)] = eiM>' [х(0)] + je |w,l'~T) [/V][г(т)]dx, (8.88)
о

•де [х(0)]— матрица начальных значений х.
Первое слагаемое в формуле (8.88) описывает свободные процессы в 

:истеме, второе — принужденные и свободные при нулевом исходном 
юстоянии (вывод формулы (8.88) см. в конце параграфа).

Из (8.87) и (8.88) находим

LK ')] = [ Р ] е|м|' [дг(0)1 + j[P ]e !w,('-T>[/V][г(т)] dx + [Q ](*(/)]. (8.89)
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Систему уравнений 8.86 составляют либо на 
основании законов Кирхгофа, либо путем при* 
ведения схемы к резистивной (без элементов L 
и С). Как это можно сделать, пояснено в при* 
мере 100.

Поясним формулу (8.88) на простом приме* 
ре. Ток в схеме на рис. 8.48 до коммутации был 
/(О.) = Е / (2 R). Уравнение состояния для этоЯ 
схемы d itd l = -(Л/ £)/+ (£/£), т. е.

м =
di
~dt'

КО

[АУ] = [ * ] - ! ;  [г] = £;

- f  £ 'f "7<'-т> £ £ £ - "'= е '• ---+ е '• — dx --------е '• .
2Л L R 2 R

Матричную функцию е*м ' ( в формуле (8.88) вычисляют по формуле 
(теореме) Сильвестра:

.1 м\, =е>-' [л,]+ еХ!' [/42] + ... +ех” ' [/4J,
где

(8.90)

[Л ] = П ([^ ]- Х Д 1 ]) / П ^ г - л .у );
j . I / j . 1
J * r  / У * '

(8.91)

Здесь Хг— собственные значения (характеристические числа) квад
ратной матрицы [М ], т. е. корни уравнения

det([M J-X [l])*0 . (8.92)

Из уравнения (8.92) следует, что уравнение относительно X состав
ляют, приравнивая к нулю определитель матрицы [М\, в котором все 
элементы этой матрицы amni(m = 1,..., п), расположенные по главной 
диагонали, заменяют на элементы атт -X.

Характеристические числа X — это не что иное, как корни характе
ристического уравнения послекоммутационной схемы. Запись решения 
в виде ряда (8.90) предполагает, что все характеристические числа раз
личны (нет кратных корней).

Если же среди корней уравнения det((iV/]-A.[l]) = 0 будет кратный
корень X, кратности s, то составляющая e|W1', обусловленная этим кор
нем, имеет вид
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(8.93)
( i- l) !  d\*~l

*

7-1
J * '

где A d j  (M1]-[A/])— присоединенная матрица к матрице Х[1)-[А/]. 
В ней все элементы <*,} заменены на алгебраические дополнения, а за
тем проведено транспонирование. Составляющие решения по формуле 
(8.93) соответствуют части решения по формуле разложения (см. § 8.50), 
учитывающей кратные корни.

При машинном счете функцию е ^ ',  подсчитывают разложением в

Пример 106. Методом пространства состояний исследовать переходный процесс в 
схеме на рис 8.49, а. До коммутации был установившийся режим: £ = 4 В; J  = I А;

2 Ом; L = I Гн; С = 1Ф
Р е ш е н и е .  Обозначим токи и напряжения в соответствии с рис. 8.49. а. До комму- 

гации

В качестве переменных состояний выбираем ток /, и напряжение на конденсаторе к(-.
Известно несколько способов составления уравнений состояния. Рассмотрим иногда 

применяемый, основанный на сведении по еле ком читанной ной схемы к резистивной с ис
точниками ЭДС и тока С этой целью индуктивные элементы в послехоммутационной схеме 
заменяем на источники тока, которые доставляют ток в том же направлении, что и в ис
ходной схеме (в рассматриваемом примере L заменяем на источник тока /, с напряжени
ем на нем L d i^ ld i), а конденсатор С — на источник ЭДС, причем в соответствии с тео
ремой компенсации ЭДС этого источника должна быть направлена встречно току в ветви 
с конденсатором, т. е. встречно напряжению «<• на конденсаторе (в рассматриваемом при
мере конденсатор С с напряжением на нем иг  заменен на источник ЭДС £, = и(-).

В результате схема окажется без индуктивных и емкостных элементов (чисто резис
тивной), но с дополнительными источниками тока и ЭДС (рис 8 49. б)

ряд;

а а

а 6
Рис. 8.49
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В полученной резистивной схеме одни из узлов заземлим. Составим уравнения п< 
методу узловых потенциалов и определим потенциалы незаземленных узлов. В рассмат 
риваемом примере не заземлен всего один узел а. Поэтому

Ф « ---------------— -----------=  ( 'i  + J ) R  + uc-

По известным потенциалам узлов рассчитаем напряжения на источниках том 
Ll dit /di эквивалентирующих индуктивные элементы /.*, и токи im * С т  du(m /dl че 
рез источники ЭДС, эквивапентирующие емкостные элементы емкостью С„.

Для первой ветви схемы на рис. 8.49,6

Отсюда

q>„ = (/, + J )  R + ис = Е  - 1, R - L
d l

d i] 2 R Л. j
dt ~ Г"'1 " Т  + 7 ”7

Ток второй ветви /2 можно определить по первому закону Кирхгофа или по закону Ом; 
для участка цепи с источником ЭДС:

duс
~dT

<Р„ ->(■ (>1 + J )  R + и(- -«(• ‘ ii + J.

Следовательно,

du(-/<У/ = (/|/С) + (7/С).

Таким образом, уравнения переменных состояния для послекоммутационной схемы на 
рис. 8.49, а таковы:

d>\
dl

2 R

du,- I „ _ I ,— >— = — i, + 0 ■ и/' + 0 E  + — J ,  
dl С ' 1 С

[х] = [Л/][х] + [ЛГ)[г].
где

Ю>

<пL 
dl 

duf
dt

W  =

(A/).

2R
L

-r 0
-4 - I 
1 0

[*1 =
°  С

I -2
0 I WO)].
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Составим уравнение для определения характеристических чисел X:

-4-Х  -1
I -X =  0 .det([W]-X(l]) =

Таким образом,

А.2 + 4 А. +1 = 0; Я .,»-0,27; = -3,73 с '1. 

По формуле (8.91),

[М ]- Ш
[А' ]— г г х г

ш =

-4 -Г 1 0'
+ 3,73

1 0 0 1
3,46

-0,078 -0,289
0,289 1,077

M -M D
Х2 - Я.,

1,077 0,289 
-0,289 -0,078

По формуле (8.88),

= (с'0 37' М, ] ♦ е-3 ” ' [Л2 ] )[ ° з51 + J(=-0-2 7 К  ] + е-5 7 3 [А2 ]) 
- о

Выполнив подсчеты, получим

1 -2 
0 I dx.

I, =-1+0,75 с‘°-27' +0,75е 'злз' А: 
и,-=6-2.8е"027' -0,2е’3-73' В

Если за выходную величину .у принять напряжение между точками d и/, то 

\uj.f ] = [-/? - I ]

Поясним переход от (8.86) к (8.88).
Решение неоднородного уравнения (8.86) можно получить в виде суммы полного ре

шения однородного уравнения и частного решения неоднородного.
Полное решение однородного уравнения

'1 ' + 11 0] Е
"с. J

[>] = [ЛУI (х] для I 2 х. (8.94)

где т —  постоянная величина, найдем по аналогии с решением скалярного дифференци
ального уравнения х = т  х, х = ет<,~'> х(т). ■ виде

(8.95)

Подставив (8.95) в (8.94), убедимся в справедливости решения однородного уравне
ния (8.94). Функцию е'м '' обозначим [ф(0], а е*Л<*(' ' ,) =[g(/-t)). Так как

е*"1' =» [I] + [ А/) / + [М ?Г

[Ф (0 )] =  [1].
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В соответствии с методом вариации произвольных постоянных частое решение нео» 
породного уравнения представим в виде

Поскольку [<р(/ - т)| есть матрица, столбцы которой являются решением уравнения 
(8 94), то первый член выражения (8.97) —  нулевая матрица. Следовательно,

Полагая а (8.101) т = 0 и заменяя затем переменную X на получим формулу (8.88).

§ 8.64. Дополняющие двухполюсники. Два двухполюсника, содер
жащие элементы Л, L , С ,  называют дополняющими, если входное сопро
тивление при их последовательном (параллельном) соединении оказы
вается чисто активным, не зависящим от комплексной частоты р. Так, 
двухполюсник из параллельно соединенных L и Л2 и двухполюсник из 
параллельно соединенных С и Л, (рис. 8.50, а) являются дополняющи
ми при их последовательном соединении и выполнении условия

[*,</))=[<p(/-T)]M/)lWt)l.
Общее решение

[* (/ )]» [«К» - т)] (*(т)] + [ф(/ - т)](«.(/)![х(/)1 = 
= № » - т)) [1] + [«(f)] [х(т)] = [<р(/ - т)] [Я(/)),

где R(t) требуется определить 
Подставим

(S.96)

в уравнение (8.86):

( [ < p ( / - T ) J - [ A Y ]  [  <р(, -  т ) ] ) [ Л ( / ) ]  +  (t|4/ -  т ) ]  [ * ( / ) ]  =  [ * 1  И (8.97)

[/?(/)] = М / - т )Г ' \N] [.-). (8.98)

Проинтегрируем (8.98) от т до г

[Ф(* - т)]"' [4/)] = 1чК0)]-' [дс(т)] + |(ф(\ - т ) ] '1 [Л/] [r(X>] d\, (8.100)

но 1<р(0)] = [1]. Умножая (8 100) слева на («р(/ — т)] и учитывая, что

1ф (/ - т» [ф (/-т))'1 =elW)(,‘ x> - X)].

получим
/

[*(/)] = [ф(/ - х)\ [х(т)]+ |[<ра - т) I [JV] {.-(Я)] dl. (8 101)

Я, =  R 2 = R  =  y f u c .
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Двухполюсники R2, С и  /?,, L при их параллельном соединении 
(рис. 8.50, 6) являются дополняющими при том же условии.

Элементы двух дополняющих двухполюсников взаимно-дуальны. Эле
ментам Lx, С,, Л, одного соответствуют такие дуальные элементы С2, 
L2, R2 дополняющего, что произведение сопротивлений двух взаимно 
дуальных элементов должно быть равно R2, где R — произвольное 
активное сопротивление.

Последовательное соединение Ц и С, в исходном двухполюснике 
заменяют на параллельное соединение С2 = Ц / R 2 и L2 = С, R2 в допол
няющем.

Параллельное соединение С, и L, в исходном двухполюснике заме
няют на последовательное соединение L-, = С, R2 и С2 = L\l R2 в допол
няющем.

§ 8.65. Системные функции и понятие о видах чувствительнос
ти. Системные функции И (р ) — это обобщенное название функций, 
характеризующих четырехполюсник. Ими могут быть, например, пере
даточная функция напряжения U 1(p ) IU [(p ), передаточная функция тока 
12(р)11\{р) и т. п. Если какой-либо параметр (Л, L, С) в схеме четырех
полюсника изменяется, то изменяются модуль и аргумент системной 
функции и можно говорить о чувствительности системной функции к 
изменению этого параметра.

Под классической чувствительностью понимают отношение относи
тельного изменения функции ДН(р)1 Н (р ) к относительному измене
нию параметра Ах/х:

Применительно к установившемуся синусоидальному режиму 
рассматривают чувствительность модуля и чувствительность аргумента

Для резонансных систем с высокой добротностью пользуются поня
тием корневой чувствительности, имея в виду чувствительность Н {р) 
к изменению положения нуля или полюса этой функции, находящегося 
вблизи мнимой оси плоскости комплексной частоты.

Понятие чувствительности используют главным образом в задачах 
синтеза. Электрические цепи стремятся сформировать так, чтобы они
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были по возможности малочувствительны к изменению параметра. Есл| 
Н (р ) зависит от многих параметров и все они могут изменяться, то верх 
ней границей возможной ошибки считают сумму модулей чувствител* 
ностей по всем параметрам. При определении классической чувствитель 
ности можно воспользоваться теоремой вариаций (см. § 2.19) и теоремо! 
Теллегена (см. § 3.43).

§ 8.66. Обобщенные функции и их применение к расчету переход 
ных процессов. Обобщенными функциями (О Ф ) называют функци) 
времени f i t ) ,  которые терпят разрыв, например при / = 0. Значени< 
функции при г <0 обозначим /_(0> при />0 /ДО (рис. 8.50, в).

Имея в виду фильтрующее свойство единичных функций, можн< 
записать

В общем случае /(О  может содержать также 5-функцию и ее про 
изводные. Производная от f i t )

Используя ОФ, можно решать задачи на переходные процессы, о ко
торых говорилось в § 8.28, а также задачи на импульсные воздействия 
В этом случае необходимо составить уравнения для послекоммутацион- 
ной схемы, выразить токи, напряжения и их производные через ОФ и, 
воспользовавшись фильтрующим свойством 1(-/), 1(/), и 5(0, прирав
нять в этих уравнениях коэффициенты, содержащие только 1(~0, толь
ко !(/) и только 6(/). затем решить их совместно.

Пример 107. Путем использования обобщенных функций решить задачу примера 86 
(ем. рис. 8 26).

Р е ш е н и е .  В уравнении для послекоммутационной схемы

«п =“<•!-(') K-0 + U(u(0 КО; 
и,-2 =и<-2-(') К-0 + «сгЛО  КО:

“ о  = « п ( 0  К - О  + К ( ' | * ( 0 1 (0 + 8 (0  ( « с '| ( 0 , )  -  « л  (0 - ) ] ;  

« г :  “  (О  К - О  + «<’ ■:. (О  К О  + 6< 0[иГ 2 (0  )] ;

£ = £ l[-/J+£ НО.

т - ш  1 (-о+ /доко.

У Р -  = /Л О  К-0  + / А О !(/) + /л о  dt
dlj-t) d{ - 0  d ljt) 
d{-t) dt di

= / . (0  K-0 + /♦ (0 1 (0  + 5(0 tA (0 ) - / .(0 )].

( 8.102)

подставим
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Я(С, иЬЛ О  + Сз и'Гз.(1)) + иа .[1)ш Е. (8.103)

Я (С, i/; u (f) + Cj и'с2.(0)+ - Е, (8.104)

и п (0 ,)(С , + С2) = С, ип (0 .) + С , 1/гз (0_). (8.105)

Из (8.103) ип  (1)= Е , из (8.105) кп (0*) = С, £Г/(С,+С2); далее решаем (8.104) клас
сическим или операторным методом, имея в виду, что uC t (i) = игг (/). В результате 
получаем тог же ответ, что и в примере 86.

S 8.67. Интеграл Дюамеля для огибаюшсй. Положим, что на вход четырехполюс
ника, имеющего переходную функцию A(f). воздействует синусоидальное напряжение 
единичной амплитуды

u,(f) = I sinew = lmey“ '.

Тогда, используя формулу интеграла Дюамеля. определим напряжение на выходе четырех
полюсника:

I
иг(1) = 1т((Л(0) + Ja'(t) е' >“ ' d t) t >" ' )  = lm(a(«o,f) е '“ '). (8.106)

Здесь о
(

а(а>,1) = Л(0)+ Ja '(t ) t ' JU '  d т = m(oj.f) + j  n(<o,l) = q(e>.l) ey (8.107)
о

где o(o. f) —  огибающая выходного напряжения при воздействии синусоидального u,(f). 
Воздействуем на вход четырехполюсника амплнтудно-модулированным синусоидальным 
напряжением

щ(1) = Ы и т и )е ’ т ')

и определим
/

u,(f) = lm((A(0) t/„(f) + JV (t )  и „ (0  (f - т) е - ' dx)е '" ' ) .
О

Учтем, что - h \ x )e '" “ ' =о'(ы.т) и Л(0) = о(о.О) Тогда
dt

и3(<) = lm(.4(a).f)e/m'). (8 108)
где /

^(o).f) = f/(o,0)t/„(f)+ |о '(« .т )У я (/-т)</т; (8 109)
о

Л(о), I) —  огибающая выходного напряжения. Формулу (8.105) называют интегралом Дю
амеля для огибающей, она позволяет, не вдаваясь в мелкие детали, выявить макрострук
туру переходного процесса.

Пример 108. Определим огнбаюшую тока в цепи, когда на вход последовательно 
соединенных /? и I. воздействует напряжение к, (/) = * I sin ш f.

1 - if
Вместо МО используем g(f) = — (l- e  L )

A
В соответствии с формулой (8.107)

V I /?
e(<o.f) = g(0) + |g '(T )e '/ a , rft = —----- - (1 -e‘ v'); q = — + j a .

J  R + j и L L

Коэффициенты при 1(-Г), 1(f), и 6(f) дают три уравнения.
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Учтем, что g(0) = 0, a'(vi,t) = — е v ’ . U „  (I - т) = * (/-т).

Огибающая тока в цепи по формуле (8.109):

Л(<М) = 7  J(/ - т) е-« ' d r .  —  *!— .  +----L L — (C4 » - i ) g i £
0J  R + j w L  (R  + J  (o L) /?2+ (w £)j

I f R t  Г*
x y f— + e '■ cos(<o/ + 2 (p)-cos2 <pj + (o>/ + e L sin(<B/ + 2 <p)-sin2 (pj

_«/
a/ , <o/ + e 4 sin(to f + 2 <p) - sin 2 <p <s> L(3(u),/) = arctg-------- --- ------ —----- — , <p - arctg-

Rt ~~r , v ,
— + e '■ cos((o r + 2 qi) - cos 2 <p

R

Вопросы для самопроверки

1. Дайте определение переходному процессу. 2. Что понимают под принужденными и 
свободными токами и напряжениями? 3. Сформулируйте законы (правила) коммутации.
4. Дайте определение зависимым и независимым начальным условиям. 5. Какие вы знае
те способы составления характеристического уравнения? 6. Объясните, почему при состав
лении характеристического уравнения путем приравнивания к нулю входного сопротив
ления Z (p ) = N (p ) IM (P )  в общем случае нельзя сокращать числитель и знаменатель 
дроби на общий множитель. 7. Чем определяется число корней характеристического урав
нения? 8. Изложите сущность классического метода расчета и принцип составления урав
нений для определения постоянных интегрирования. 9. Переходный процесс в некоторой 
цепи сопровождается биениями. О чем это может свидетельствовать? 10. Дайте обосно
вание обобщенным законам коммутации. 11. Запишите известные вам соотношения меж
ду /(/) и F(p ), а также теоремы операторного метода и предельные соотношения. 12. По
чему р называют комплексной частотой? 13. Охарактеризуйте этапы расчета операторным 
методом. 14. В чем особенности расчета переходных процессов операторным методом при 
синусоидальном источнике и ненулевых начальных условиях? 15. Охарактеризуйте свой
ства единичной функции 1(0 и свойства дельта-функции 8(0. 16. Определите переход
ную и импульсную переходную проводимости (сопротивления). Укажите, с какой целью 
они используются. 17. Охарактеризуйте идею расчета с помощью интеграла Дюамеля. 
18. Прокомментируйте известные вам формы записи интеграла Дюамеля. 19. Какими спо-

Рис. 8.51
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собами можно определить отзвук системы, когда на нее воздействует импульс напряже
ния или тока? 20. Поясните принцип работы интегрирующих и дифференцирующих це
пей. Запишите условия, при которых эти цепи выполняют свои функции. 21. Чем следует 
руководствоваться при формировании дополняющих двухполюсников? 22. Поясните идею 
расчета переходных процессов с помощью обобщенных функций. 23. Перечислите основ
ные этапы расчета методом переменных состояния 24. Как составляют уравнения пере
менных состояния путем сведения послекоммутационной схемы к чисто резистивной'’ 
25. Охарактеризуйте сильные и относительно слабые стороны известных вам методов рас
чета переходных процессов. 26. Что понимают под системными функциями? Какие виды 
чувствительности системных функций вы знаете? 27. В схеме на рис. 8.51, а с источни
ком тока J 0 в момент 1 = 0 одновременно размыкается ключ К г и замыкается К {. По
казать, что заряды, протекающие через сопротивление Л, и Д2 за время от 0 до °°. не
зависят от емкостей С, и С2 Определить величины этих зарядов. (Ответ. -— ~  ■

^ j  l+(n2/K|)
и ----- — ) 28. В схеме рис. 8 6, а при размыкании ключа происходит переходный

1 + (Я | ' “ г)
процесс. Определить законы изменения во времени напряжений ип  и исг на конденса
торах. Задано j ( l )  = 1 sin(to/ + 90°) А, Л = 1/шС = I Ом, ео = 100рад/с. (Ответ: 
ип  = 0,447 sin(o/ + 63°27') - 0,253 - 0.15е";го° '  В, и( 2 = 0.447 sinla / + 63°27') + 0.253 - 
-0,15с''го° '  В )  29. Покажите, что в симметричной мостовой схеме (рис. 8.51,в), в

1которой выполняется условие £ / Г = Л 3, переходная функция h(t) = - — + c '■ 30. В схе
ме рис 8.51.6 R = L = C -  1. Покажите, что входная переходная проводимость равна le '1. 
31. Покажите, что энергия, запасаемая в L схемы рис. 8.51, г (начальные условия нулевые), 
равна тепловым потерям в R 32. Первичная обмотка трансформатора рис. 8.51, d при ну
левых начальных условиях подключается к источнику постоянной ЭДС £, R{ - Л2 = R, 

= L j = М. Определите 1,(0Д /3(0»). (Ответ: /,(0. ) * -/2(0+ ) = £/(2 R) ) 33. Опре
делите степень характеристического уравнения для схемы рис. 8.52. (О твет: пятая.)

зя1 -- '34. Как определить К (р ) через h(t) и через Л*(/)?35.По h(r) = —( 1 + 2е 1 ) четы-

R + j  о) L
рехполюсника определите его K ( j  со). (Ответ: ——----- ) 36. По

J  л  + J  GJ L
-со2 R L Cл(/са) =-------- г--------  некоторого четырехполюсника определите его h(t) при

R - R C  a  L+ j  a  L
Я = 0,2Ом, С = 5Ф. Z. = 1 Гн. (Ответ: h(i) = 1,62е4) 724'-0,62с~ °276'. )  37. На вход че-

> (Отырехполюсника с K ( j  со)« — ----- воздействует единичный импульс напряжения в виде
1 + ;  2 о
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6-функции. Определите напряжение на выходе четырехполюсника после окончания дей
ствия импульса. (О твет: 0,25 е"0-5'.) 38. В схеме на рис. 8.53, а до коммутации был уста
новившийся режим; £ = 20В, lim />/,(/>) = 2 А и lim р 1{(р ) = 5 А. Определите Я,

р-*яо р —+0
и Я2. (О твет: Я, - 4 Ом, Я2 = 6 Ом.) 39. В схеме на рис. 8.53, 6 до коммутации был ус
тановившийся режим; £ = 10 В, lim р / 2(р) = 2А  и lim р  Л (р ) = 1,428 А. Определите/>-**> р~* о
Я) и Rj. еслиЯ3 = Я2. (О твет: Я ,-4 0 м , Я2 = ЗОм ) 40. Решите задачи 11.4; 11.12;
11.15; I I  26; 11.29; 11.32; 11.38; 11 40; 11.47; I I  50; 11 55; П.57.



Глава девятая 
ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ. 
СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД. СИГНАЛЫ

§ 9.1. Ряд Фурье в комплексной форме записи. Как известно из 
предыдущего (см. § 7.2), в ряд Фурье можно разложить любую периоди
ческую функцию f it ) ,  удовлетворяющую условиям Дирихле.

Обозначим период функции Т, а основную частоту —  ш0 = 2 п/Т. Ряд 
Фурье можно записать двояко.

Первая форма записи:
ао

/(/) = 4, + X 4 sin(*u<>' + v*); (9-D
*-t

вторая форма записи:
00

f { t )  = Aq + sin* (о0 t + A’k cos к ш01), (9.2)
*»i

где /4q — постоянная составляющая ряда; Ак — амплитуда А-гармони- 
ки ряда; yik — начальная фаза А-гармоники;

А'к = Ак cos ц/к; А'к = Ак sin ;

A0= y 'j f i t )d t ;  (9.3)
'  -7/2 

у ТП
А’к = — J/ ( f )  sin к <о0 / dr, (9.4)

'  -7/2 

,  7/2
А’к = - J/(OcosA©07</7. (9.5)

^  -772

е;х -е"-"Из курса математики известно, что sin х =---— -- . Следовательно,

j(k и„ + у , )  _  -(*<»„+4<t )
sin(* ш0 f + ц/*) =--------т~.--------• (9-6)

^ J

Подставив правую часть формулы (9.6) в выражение (9.1), получим

/ (,) = 4, + _ L  V  А _ е-(*-«♦**>), (9.7)
2 j  *.i
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Ak = Ak eJV ‘ ; (9.8)
Л.к — Лк * , '>'. (9.9)

Тогда ряд (9.7) можно записать так:

Я ‘) = 4 > + ~  * 1 Л е у*и“ '. (9.10)
2 J  к

Формула (9.10) представляет собой комплексную форму записи ряда 
Фурье. Текущий индекс к может принимать все целые числовые значе
ния от -оо до +оо, но не может равняться нулю, так как постоянная 
составляющая ряда выделена в виде отдельного слагаемого.

Пример 109. Представить функцию /(/) = 2 + 3 sin(co0 I + 30°) + 2 sin(2 <о0 / - 45°) а 
комплексной форме записи.

Р е ш е н и е .  Л0 = 2; л ^ З е ' 30” ; = - З с 'у30*; А2 = 2 е * '45\  А_г = -2е '45*;

/ ( / ) ,  2 + —  (3 еу (а|' " зс,) - 3 е"; (“ ° + 2 eJ (2“ " ' ' 45,) - 2 е '; (J“ °  ' " 45,))

Составим выражение для комплексной амплитуды Ак. По определе
нию (см. формулу (9.8)),

Ак = Ак еуч,‘ = Ак cosy* + j Ак s i n = А'к + j А’к , (9.11)

где А'к определяется формулой (9.4), А"к — формулой (9.5).
Подставим правые части формул (9.4) и (9.5) в формулу (9.11):

2 112At - — J f ( t )  (sin к w0 I + j  cos к ш0 /) dt =
- I /2

2 / 1,2= —  J/(/)(cos* о)0 t - j  sin А ©о г) dt,
Т -г/г

Ак = Ц -  J f (t )e - jk “ " 'd t .  (9.12)
'  -Г 12

Подставим правую часть формулы (9.12) в формулу (9.10):

/(0= 4> + i  _[/(/)е 'у*ш" ' <//. (9.13)
*»-• ' -77 2

§ 9.2. Спектр функции и интеграл Фурье. Ряд Фурье —  это триго
нометрический ряд, представляющий собой изображение периодической 
функции суммой синусоид, амплитуды которых конечны, а аргументы 
кратны основной частоте ы0.

Обозначим
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Под интегралом Фурье понимают тригонометрический ряд, представ
ляющий непериодическую функцию суммой бесконечно большого 
числа синусоид, амплитуды которых бесконечно малы, а аргументы 
соседних синусоид отличаются на бесконечно малые значения.

Формулу для интеграла Фурье получают из формулы для ряда Фурье 
(из формулы (9.13)) предельным переходом при стремлении периода Т к 
бесконечности.

На функцию /(/) при представлении ее интегралом Фурье наклады-
•ИЛ

вают ограничение, а именно, полагают, что f/(/) dt есть величина
- 0 0

конечная (не бесконечно большая). Это серьезное ограничение. Ряд фун
кций этому условию не удовлетворяет*1. I 772

Так как по определению (см. формулу (9.3)), Ло =— J/ (0  dt, а при
+во ' -772

X _» оо ff ( t )d t  есть величина конечная, то Aq = 0.
-00  | 7 7 2  

Преобразуем выражение — j/ (t )e ~ jk<at' dt, стоящее под знаком
'  -772

суммы в формуле (9.13). С этой целью произведение к ш0 заменим на 
со (под ш будем понимать изменяющуюся (текущую) частоту). В ряде 
Фурье разность двух смежных частот Дш = ш„ =2п/Т. Следовательно, 
\/Т = Аи> /(2 л).

При Т ->оо, заменив Дсо дифференциалом dm, получим

1 77 2 . 772* С г, / к ш.. / ». ОО)

Обозначим

S(y<o)= j/ (0 e - '“ ' А . (9.14)
-00

Формула (9.14) дает возможность преобразовать функцию времени 
/(О  в функцию частоты 5(у ш); преобразование (9.14) называют п/м»- 
мым преобразованием Фурье, a S (y  со) — спектром функции /(/). Это 
комплексная величина, зависящая от вида функции /(/). В соответствии

1 7/2 1 с (9.14) в (9.13) заменим — Гf ( t ) e JWI dt на — S(ju>)dw и учтем, что
Т  -7 /2 2 71

■' Среди функций /(/), для которых интеграл J/ (f )  dt расходится, наиболее важной

для практики является функция / (f) = А, где А — "постоянное число. Для того чтобы эту 
функцию представить интегралом Фурье, пользуются следующим приемом. Находят 
интеграл Фурье для функции /(/) „  а е ' К  где 3>0 и / (f) = 0 при к О .  Для этой функ

ции j/ (r)d t  сходится, поэтому она может быть представлена интегралом Фурье.
-X

Далее в полученном выражении устремляют (3 к нулю

315



при изменении к от -оо до +« © = к со0 также изменяется от -«
-к». Следовательно,

у СО » 4-во

/ ( ')  = —  Z  S O '« )e " '* “ e' Л ь
Я о) ж —во

Заменив сумму интегралом, найдем

/(/) = —  |5 (У ш )е^ “ '^ю . (9.15)
-«

Формула (9.15) представляет собой запись интеграла Фурье (форму
лу обратного преобразования Фурье). Она выражает непериодическук 
функцию /(О  в виде бесконечно большого числа синусоидальны* 
колебаний с бесконечно близкими частотами и бесконечно малыми амп< 
литудами S ( J  a )  da  ( S ( j  со) конечно, но произведение S ( j  ю) da  бес 
конечно мало, так как бесконечно мало значение da).

В соответствии с формулой (9.15) для нахождения реакции системь 
на любое воздействие следует его представить в виде бесконечно боль 
шого числа гармонических воздействий, символическим методом найт» 
реакцию системы на каждое из воздействий и затем просуммироват» 
реакцию на все воздействия.

Преобразования (9.14) и (9.15) являются взаимно обратными.
Отметим, что представление функции /(/) в комплексной форме f 

виде интеграла Фурье (формулы (9.15)) привело к необходимости фор' 
мально ввести отрицательную угловую частоту. При этом сумма слага 
емых подынтегральной функции (9.15) при ±а  дает синусоидальны! 
колебания частоты а.

Сопоставим формулу (9.14) с формулой преобразования по Лапласу
00

П р )  = J/(/)e-/M dt, (9.16
о

когда / (0  = 0 при /<0.
Если учесть, что /(/) = 0 при /<0, и заменить р на j  а, то (9.16 

переходит в (9.14). Следовательно, формулы для спектра функции S ( j  ю] 
могут быть получены из соответствующих выражений для изображени! 
по Лапласу, если в последних р заменить на j  а .

Пользуясь соотношениями § 8.39, найдем спектр функции /(/) = е '“ ' 
полагая, что / (0  = 0 при /<0.

Изображение ее по Лапласу 1/(а + р). Заменим р на j  а  и получи» 
спектр S ( j  а ) - 1/(а + j  ш); S { j  о>) есть комплексная величина, равна!
S ( a ) t JV ‘ . Модуль ее равен l/V a2 +ш2 , аргумент ф5 = arctg(-<o/a) 
Графики для экспоненциального импульса изображены на рис. 9.1, а, б

Пример 110. Найти 5(ш) и <Кш) для прямоугольного импульса (рис. 9.1, в) ампли 
тудой А и длительностью /и.
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\
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0
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2 * \ ш/.

Рис. 9.1

Р е ш е н и е  По формуле (9 14) определим спектр:

S { j  са) = A J e “ d  = А 1 -е^ц,‘
jio y<fl- (1 - cosai /„ + j  sin to /„),

/4 sin2 ilia . =2 sin ̂ 4
1 2 2 2 1

Модуль
% 2 A l „ . i a l „  , . <o/„ /mi,, 5(o) =---“-sin— - = Atu sin—- /—t~w l„ 2 I 2 1/2

График этой функции приведен на рис 9 1. г. Штриховой линией показана огибающая. 
Аргумент ((1, для прямоугольного импульса вычислим по формуле

lg<P, 1
COS ( J  /„ -  I

sin <o i.,
Ig-

График ф, дан на рис. 9.1, д. При значениях ы/и = я.3 я .... У>, возрастает скачком 
ia я.

Обратим внимание на то, что при определении S ( j  ш) путем замены 
р на j  (о в формуле для F (p ) следует соблюдать некоторую осторож
ность, если функция f ( t )  имеет импульсный характер, иначе можно 
потерять импульсную компоненту в S ( j  о>) в виде дельта-функции. На
пример, изображение функции !(/) по Лапласу равно 1 / р, тогда как
спектр S(yw ) функции 1(0 равен не 1/у ш, а я5(ш) +— . Чтобы

j i о
показать это, определим спектр функции 1(f) е'*5' (Р > 0), а затем устре
мим р-*0:

fl(/)e-p' е ';<0' dtm — 1— — .
3 + усо Р +ю Р +Ш
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Первое слагаемое правой части при (3 -+ 0 и при со -» 0 стремится 
бесконечности, т. е. имеет вид дельта-функции а 5(со), второе слагаем< 
правой части при (3 -> 0 равно I / j  со. Чтобы вычислить коэффициент i 
проинтегрируем р/(р2 + со2) = а 5(со) по со от -оо до +<»:

Поэтому а = п и спектр S ( j  со) функции 1(0 равен 7t 6(ш) н—;— .

В примере 110 при определении S(y'co) функции /(/) (см. рис. 9.1, *) 
слагаемое в виде дельта-функции в спектре отсутствует, так как у функ
ции имеются два равных по значению, но противоположных по знаку

п 5(со) выпадают.

§ 9.3. Спектр функции, смешенной во времени. Спектр суммы 
функций времени. Если функции времени / (0  соответствует спектр 
S ( j  со), то функции /(/-  т) соответствует спектр e~jaT S ( j  со), что сле
дует из теоремы смещения в области оригиналов (см. § 8.40), если заме
нить р на j  со.

Так как модуль функции е‘-'“ т равен единице, то модуль спектра 
функции /(/ - т) равен модулю спектра функции /(/), т. е. равен 5(о>), 
однако аргумент спектра функции /(/ - т) отличается от аргумента спек
тра функции /(О  на -со т.

Если /(/) представляет собой сумму нескольких функций времени, 
например /(/) = /1(0 + />(0, а каждая из них имеет спектр соответствен
но Si (у со) и S2( j  со), то спектр S ( j  со) функции / (0  равен сумме спек
тров этих функций, т. е. S ( j  со) = S,(y со) + S2(y со). Это следует из линей
ности преобразования (9.14). Однако модуль S(co) * S|(co) + S2(co) и 
аргумент фДсо) *  фл,(со) + ф>2(со).

§ 9.4. Теорема Рейли. Теорему Рейли (Релея) записывают следующим 
образом:

Функция / (0  = 0 при t< 0; S(co) представляет собой модуль спект
ра S ( j  со) функции /(/):

j a

скачка при со = 0 слагаемые

(9.17)

(9.18)

Ч<8
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Если принять, что Д О  есть напряжение, приложенное к активному 
вопротивлению 1 Ом, то левая часть в (9.17) представляет собой энер
гию, выделяющуюся в этом сопротивлении.

Таким образом, площадь квадрата модуля спектра S(a>), разделенная 
на л, является энергией, рассеиваемой в активном сопротивлении, на 
которое воздействует ДО-

Основой при выводе теоремы Рейли служит обратное преобразование 
Фурье:

/ ( 0 - f  d<a.
2 я __

Умножим обе части последнего равенства на / (0  и проинтегрируем 
по I от -оо до -и»:

+ «0 I f f
j f 2( i ) d t  = —  J/(0 jS ( j< a) cJU>l da>

— со — \ —«0

dt.

В правой части изменим порядок интегрирования:

N
do.

В соответствии с формулой (9.18)
♦ао
J/ (0  ву “ ' dt = S (~ j со),

*тр (+л }  ( * п \ 
J/(0 (^  |S (y  ш) еу d o jd t=  JS(yco)^ J/ (0  t j a ' dt

следовательно,
■ +*> I

f/ 2(0  dl = —  fS(>(o)5(-ya))^co = —  (S’2 (o>) </ш.
2Tt_i

Для перехода к формуле (9.17) учтем, что при t < О функция Д О  = 0. 
Это дает возможность заменить в левой части нижний предел с -оо на
0. Приняв во внимание, что квадрат модуля S 2(со) есть четная функция

♦00 ч-ао

частоты, заменим J  в правой части последнего уравнения на 2 J. В
-оо О

результате получим формулу (9.17).
Величину S 2(w) называют спектральной плотностью энергии сиг

нала, а функцию S 2(to) = Д ю )— энергетическим спектрам.

§ 9.5. Применение спектрального метода. Спектральный (частот
ный) метод исследования процессов в электрических цепях основан на 
использовании понятий спектров воздействующих импульсов и частот
ных свойств цепей. Особенно широко его применяют в радиотехнике при
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рассмотрении вопросов прохождения модулированных колебаний через 
усилители, фильтры и другие устройства, в импульсной технике при рас
смотрении вопросов прохождения через четырехполюсники коротких 
импульсов длительностью порядка нескольких микросекунд, а в некото
рых случаях даже нескольких наносекунд. Допускается, что модулиро
ванное колебание или, соответственно, импульс, пройдя через четырех
полюсник, изменился по амплитуде, на некоторое время /0 запоздал во 
времени, но недопустимо, чтобы существенно изменилась форма импуль
са (колебания) на выходе по сравнению с формой импульса (колебания) 
на выходе. Недопустимость изменения формы импульса (колебания) 
следует из того, что именно в форме импульса (колебания) заключена 
информация, которую он несет.

Положим, что на вход некоторого четырехполюсника с передаточной 
функцией K { j  со) = /С(ш) еу ф(“ ) при нулевых начальных условиях воздей
ствует сигнал У|(/), имеющий спектр 5,х ( j  ш). На выходе четырехпо
люсника появится сигнал /2(/), спектр которого

SluxO 'o ) = K (y© )S .xO'co), (9.19)
+ао

где S „ ( j  со) = J/ i(/ )e '; “ ' dl.
- 0 0

Так как сигнал /2(/) может отличаться от сигнала /,(/) по значению 
(по амплитуде), положим в а раз, и запаздывать на некоторое время t0, 
но по форме должен быть таким же, как и У] (О, то можно записать, что
/г(0  = а АО  ~ 1о)-

Если к функции f 2{t) применить преобразование Фурье, то окажет
ся, что спектр функции /2(0  равен

a Sn ( j  со) е ';ш'" . (9.20)

Сравнивая (9.19) и (9.20), замечаем, что

А'(у<о) = К (с о )е 'ф<“ ) = ае~'“ 'п.

Следовательно, для прохождения импуль
са или модулированного колебания через 
четырехполюсник без искажения формы 
необходимо, чтобы модуль передаточной 
функции был постоянен (не зависел от час
тоты), а аргумент ср(со) « -со /0 линейно из
менялся в функции частоты (рис. 9.2, а).

В реальных четырехполюсниках эти ус
ловия могут быть выполнены лишь прибли
женно в некоторой полосе частот, которую 
называют полосой пропускания. Полоса про
пускания ограничена значениями со, при 
которых отношение максимального значенияРис. 9.2
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AT (со) к минимальному равно д/2 (рис. 9.2, б). Такой характеристикой 
обладает, например, схема рис. 3.42, а. Для этой полосы приближенно 
полагают, что АГ(со) = const; ф(со) = -со/0.

Для того чтобы сигнал при прохождении через четырехполюсник не 
изменил своей формы, необходимо, чтобы важнейшие гармонические 
составляющие частотного спектра сигнала находились внутри полосы 
пропускания четырехполюсника. Для импульсных сигналов треугольной, 
трапецеидальной, прямоугольной, колоколообразной и некоторых других 
форм принимают, что они занимают полосу частот от со = 0 до со = 2 п/1и, 
где /и — длительность импульса.

Если же необходимо передать через четырехполюсник основную часть 
энергии сигнала (например, 90 %  энергии сигнала), то полосу частот 
можно сузить примерно до 0 -Н//и.

Так как в полосе пропускания идеальные условия для прохождения 
импульса все же не выполняются, то, проходя через четырехполюсник, 
импульс в какой-то степени искажается. Определить степень искажения 
можно двумя способами, основанными на частотных представлениях.

Первый способ состоит в непосредственном применении прямого и 
обратного преобразований Фурье.

Основные этапы этого способа таковы:
1) нахождение спектра (У, (у со) входного сигнала «,(/);
2) определение передаточной функции четырехполюсника K ( j  со);
3) получение спектра выходного сигнала U2( j  со) = K ( j  со) U\(J со);
4) вычисление u2(l) по U 2( j  со).
Последнюю операцию можно осуществить с помощью форму

лы (9.15), но практически ее удобнее выполнить, используя таблицу изоб
ражения по Лапласу, заменив j  со на р в U 2(jw ).

Такое решение мало чем отличается от решения той же задачи опе
раторным методом и для сложных схем оказывается малопригодным, 
поскольку решение излишне громоздко, и, пользуясь им, трудно сделать 
вывод о том, как тот или иной конкретный элемент схемы при неизмен
ных остальных влияет на фронт и на вершину импульса. Пользуясь этим 
методом, трудно также судить о том, какие элементы схемы в наиболь
шей степени влияют на деформацию фронта, какие — на деформацию 
вершины импульса.

В литературе по импульсной технике получил распространение второй 
способ решения, также основанный на спектральных представлениях. 
В основу его положено то обстоятельство, что искажение формы фронта 
выходного импульса по сравнению с формой фронта входного импульса 
зависит от свойств передаточной функции четырехполюсника на высо
ких (теоретически на бесконечно больших) частотах, а искажение вер
шины импульса определяется свойствами передаточной функции на низ
ких частотах (теоретически на частотах, близких к нулю). Эти положения 
соответствуют предельным теоремам операторного метода (см. § 8.40).

Для того чтобы выяснить влияние отдельных элементов схемы на 
искажение формы импульса, прежде всего составляют полную схему

11 Теоретические основы
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замещения четырехполюсника, учитывая в ней все факторы, влияющм 
на частотные свойства (паразитные емкости ламп, импульсных трансфор
маторов, индуктивности рассеяния трансформаторов, емкостные свойства 
р— «-переходов транзисторов, зависимость коэффициентов усиления 
транзисторов от скорости процесса (от частоты си)).

Затем из полной схемы замещения образуют две расчетные схемы. 
Первая схема представляет собой расчетную схему для высоких частот  
и позволяет определить степень искажения фронта импульса. Эту схему 
получают из полной схемы замещения путем закорачивания последова* 
тельно включенных конденсаторов по пути следования сигнала (относи
тельно больших по сравнению с паразитными) и разрыва индуктивных 
элементов, включенных параллельно резистивным элементам схемы.

Вторая схема представляет собой расчетную схемы для низких 
ч а сто т  и служит для выяснения степени деформирования вершины 
импульса. Эту схему получают из полной схемы замещения, оставляя в 
ней последовательно включенные конденсаторы по пути следования 
сигнала, а также индуктивные элементы, включенные параллельно рези
стивным сопротивлениям, и закорачивая последовательные индуктивные 
элементы по пути следования сигнала. Паразитные емкости в низкочас
тотной схеме не учитывают.

В каждой из этих расчетных схем с учетом упрощений, рассмотрен
ных в § 8.16, число оставшихся индуктивных элементов и конденсаторов 
оказывается значительно меньше, чем в полной схеме замещения.

Для каждой из схем характеристическое уравнение оказывается часто 
первой или второй, редко третьей степени, и поэтому вли*ние каждого из 
элементов схемы на искажение фронта и вершины импульса может быть 
выявлено относительно легко. Расчет переходного процесса в высокочас
тотной и низкочастотной схемах проводят обычно операторным методом.

Окончательный результат (кривую всего переходного процесса) полу
чают, сопрягая решения этих двух схем. Вопрос об искажении заднего 
фронта импульса принципиально решается так же, как и вопрос об ис
кажении переднего фронта импульса.

Проиллюстрируем сказанное примером. На рис. 9.3, а изображена 
схема лампового усилителя, где R„ —  нагрузочное сопротивление; 
Ср — относительно большая разделительная емкость (через нее прохо
дит только переменная составляющая выходной величины); С7 — отно
сительно малая емкость нагрузки и (или) емкость второго каскада уси
ления. Штриховой линией показаны источник анодного напряжения £и 
и малые по сравнению с Ср (по нескольку пикофарад) межэлектродные 
емкости анод— сетка Са_с, сетка— катод Сс_к и С, (емкость анод—ка
тод и емкость монтажа). В дальнейшем емкости Сс_а и Сс_к не учиты
ваем, как оказывающие малое влияние на работу схемы.

Схема замещения для расчета переходного процесса при воздействии 
относительно малых по амплитуде переменных составляющих представ
лена на рис. 9.3, 6 . Она является схемой третьего порядка. Укороченные 
схемы для формирования фронта (рис. 9.3, в) и вершины импульса 
(рис. 9.3, г) являются схемами первого порядка.
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Рис. 9.3

Для схемы рис. 9.3, в

U tuAp) = У М
R, £э! + Р (С I +Сг)

1 1 1 где е, I = —  + —  + — . 
R, Ла Ли

Для схемы рис. 9.3, г

8,2
R> g*  R „p C .

Если входное напряжение представляет собой прямоугольный импульс 
рис. 9.3, д, то фронт выходного напряжения будет в виде нарастающей 
экспоненты рис. 9.3, е, а вершина —  в виде спадающей экспоненты 
рис. 9.3, ж .  Результирующая кривая u,ux изображена на рис. 9.3, з. Под
бор параметров усилителя осуществляют, исходя из допустимой дефор-
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мации фронта и вершины выходного импульса по сравнению с входным 
импульсом.

§ 9.6. Текущий спектр функции времени. За последние годы I 
литературе стали использовать понятие текущего спектра S , ( j  со) функ
ции времени /(/):

S,O  o)=  dt. (9.21)
-00

Формула (9.21) отличается от выражения (9.14) тем, что верхний пре
дел интеграла в ней /, а не оо. В соответствии с этим S , ( j  со) является 
функцией не только со, но и времени /.

Таким образом, S , ( j  со) характеризует спектр в различные моменты 
времени /. Функция 5 ,0 'со) имеет модуль 5(со) и аргумент ф,Д©). 
И модуль, и аргумент текущего спектра видоизменяются по мере увели
чения /. Модуль спектра изображают обычно в виде семейства кривых а 
функции «о, каждой из которых соответствует фиксированное время /. 
Если /(О  — периодическая функция, а / -юо, то спектр S ,( j  со) будет 
дискретным. Если / (0  = 0 при t <0, то текущий спектр определяют по 
формуле

Я,(./ш)= // (О е - '- 'Л . (9.22)
о

§ 9.7. Основные сведения по теории сигналов. Сигналы подраз
деляют на детерминированные и случайные. Детерминированный сиг
нал — это такой сигнал, мгновенное значение которого можно предска
зать для любого момента времени. Случайный сигнал — это, как правило, 
помехи, мешающие получать информацию из принятого сообщения. 
Импульсный сигнал действует только определенный интервал времени. 
Сигналы в виде единичных функций 1(0, 1(-/) и дельта-функция 5(0 
рассмотрены в § 8.61. Сигналы в виде модулированных колебаний рас
смотрены в § 7.15. Сигнал называют одномерным, если он может быть 
описан одной функцией времени (например, напряжением на входе цепи).

Сигнал называют многомерным, если он образован совокупностью 
нескольких одномерных сигналов (например, напряжениями на зажимах 
многополюсника).

Непрерывный временной сигнал /(/) (см. рис. 9.4, а) принято назы
вать аналоговым. Название обусловлено тем, что его можно рассматри
вать как аналог некоторых физических процессов в рассматриваемом 
устройстве. Аналоговому сигналу соответствует сигнал в дискретной 
форме. Дискретные сигналы — это сигналы в виде совокупности сле
дующих друг за другом с интервалом Д дискретных импульсов (см. ри- 
c. 9.4, б). Ширина каждого импульса одинакова, а площадь равна мгно
венному значению сигнала в момент действия импульса.
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Цифровой сигнал — это нормированный по уровню дискретный 
сигнал, представленный в цифровом виде (в двоичной форме записи).
Например, 30 = 1 -24 + 1 • 23 + 1 -22 +1-21 + I -2° -* 11110. Переход от ана
логового сигнала к цифровому осуществляют с помощью аналого-циф
рового преобразователя (АЦП), выполненного в виде микросхемы. 
Обратный переход, с помощью цифроаналогового преобразователя 
(ЦАП). Обработка цифровых сигналов рассмотрена в приложении П5, а 
цифровая фильтрация в приложении П7. Сигнал можно рассматривать как 
вектор в пространстве сигналов. В математике длину вектора принято 
называть нормой. Квадрат нормы аналогового сигнала ДО равен

-v>

Он характеризует энергию сигнала (см. § 9.4). Энергией сигнала назы
вают энергию, которую сигнал выделяет при воздействии на резистор в
1 Ом. Норма аналогового сигнала

ll/ll = J ] / 2( 0 d t .

Норма не чувствительна к изменению формы сигнала.
Линейным нормированным пространством сигналов называют про

странство, в котором каждому сигналу соответствует свой вектор со своей 
нормой.

Метрикой двух сигналов /,(/) и /2(/) называют норму разности двух 
сигналов ! / , (/ )-  /2(/)Ц. По метрике можно судить, например, насколько 
первый сигнал аппроксимирован вторым.

Энергия суммы двух сигналов /((/) + />(/) равна
со 00 00 со
J ( / i ( o + / 2( o ) 2 ^ =  f r , h o * *  l f i2« )d t+2 \ m m d i .

Величину 2 j f i ( t ) /2(0  dl называют взаимной энергией двух сигналов.
— 00Если вещественные сигналы /j(/) и /2(/) имеют спектры 5,(_/ со) и

Рис. 9 4
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Су со), то взаимная энергия двух сигналов равна
оО се

2 I 7' ^ O'  “ ) е' “ ' W  i  J S j O '» / ]/ |(О еу в ,<*)л> =
_  ^ -во '  — 00 '— ОО —00

| +оо | да
= — J s 2(y  ш) -S',(—7 со) da = — |R e (S 2(y  со) S , (y  со) с/со.

(9.23

Функцию Re(52(y со) S|(y со) б/со называют взаимным энергетически* 
спектром двух вещественных сигналов. Взаимная энергия определяете! 
перекрывающимися частями спектров этих сигналов. Формула

оо . да

J/. (0 /2(')</' = —  jRe(52(у to) S, (у ш) с/ш (9.24
-00 ^ —00

получила название обобщенной теоремы Рейли.
Сигналы называют ортогональными, если их взаимная энергия рав 

на нулю. Ряд Фурье — пример совокупности ортогональных сигналов
Т ТФункции Уолша, принимающие на интервале-- + — значения ± 1, —
2 2

второй пример ортогональных сигналов.
Автокорреляционная функция сигнала /(/) имеет вид

да
*(т)= J/(0/('-0rfT.

-со

Взаимной корреляционной функцией двух сигналов /,(/) и /2(/) на
зывают функцию

да
*,2(т)= J/ ,(0 / 2(r-T)rfT. (9.25)

—да

Свойства этих функций рассмотрены в приложении П4, а примене
ние к помехам и дискретным сигналам — в приложениях П4, П5, П7, П8. 

Перечислим преимущества цифровых сигналов перед аналоговыми:
1. К  шумовым помехам при передаче сигналов по линиям передачи циф

ровой сигнал практически нечувствителен — он либо есть, либо его нет.
2. Цифровой сигнал может передаваться в компрессированном виде 

что значительно снижает требуемую для передачи полосу частот, увели 
чивает пропускную способность канала передачи и дает возможност! 
передавать по одному каналу несколько компрессированных сигналов о' 
разных источников, если осуществить разделение передачи сигналов п< 
времени.

§ 9.8. Узкополосный и аналитический сигналы. В теории переда 
чи сигналов используют понятия узкополосного и аналитического сиг 
налов. Узкополосный сигнал занимает узкую полосу частот и может был 
представлен как сигнал, у которого во времени медленно изменяете:
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•мплитуда a(t) и фаза ф(г): s(t) - a{t) cos(co0 t + ф(/)). Условия медлен-
da(t) I , dq>(t) 1 ,«с 1 и — :-----«  I; где ш0 — опорнаямости изменения:

dt (опdt w0 a(t)
dq>(t) _  ,  _

частота, o>oU)= юо +—j—  — мгновенная частота. При обработке узко- dt
полосного сигнала огибающая его воспроизводится амплитудным детек
тором.

Положим, что сигнал j(f) = coso>/, но cosow = — (е; “ ' + e~J “ '). Таким образом, сиг-
мил *(г) можно представить в виде суммы двух сигналов. Один содержит только положи
тельные, другой только отрицательные частоты. Запишем произвольный сигнал s(t) че
рез его частотный спектр S ( j  ш ):

где

О ас
sU) = ~  fs(y (i})eJO' dai + </а> = 1 (2>) + г,(0).2 it J  2 x J  2-x о

x
z,(t) = — fS ( j (o ) t ta l dm.

*o0
;",(/) = - fS(y m)e-'“ ' «/ш;Я J

(9 26) 

(9 27)

(9.28)

(9.29)

:,(/) соответствует интегрирование при ы>0, :,(< )— при ш<0.

:>(/)• s{t) + j  h i)

называют аналитическим сигналам, a i(/)= Re г,(О условимся называть исходным сигна
лом, i ( ( )  = lmr,(<)— сопряженным. На комплексной плоскости г,(О представляет собой 
вектор, проекция на ось +1 которого г,(О, а на ось +/ = i(/) (рис. 9.5, а). Сигнал *,(/) 
называют аналитическим потому, что если время / рассматривать как комплексную пере
менную / = у то z,{l) будет являться аналитической функцией в верхней 
полуплоскости. Пусть исходный сигнал -,(/) имеет спектр S {j ы) = А0 в узкой области 
частот — от о  = —со, до ш = +ы, (узкополосный сигнал рис. 9.5. б). Ему соответствует ана
литический сигнал

2,(0  = —  leJU ' d a -  —  (sin to, l + j  ( I - cost), /)). я J it I0
A0 0>t sin U)| IИсходный временной сигнал j (/) = Rec,(/)

пряженный сигнал i( f )  = Imr,(/) =

я
I 0)| Ij . Sin*----■<) __ 2

, —  кривая I  на рис. 9 5, в. Co

co, I
— кривая 2 на рис. 9.5, в.

Рис 9.5
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Обратим внимание на то. что когда s(t) проходит через максимум, i(/) проходит чц 
рез нуль.

§9.9. Частотный спектр аналитического сигнала. Так как z,(i) = s(i) + j  5(1), 19 
спектр z,(t) равен сумме спектров функиий i ( t )  и J  s(l). Если спектр s(l) равен S ( j  со), 
то спектр s(t) равен

( )  S ( j  со), при ю < 0;
- у sgn(co) S ( j  со) = < (9.301

I- j  S ( j  си), при со > 0. v '

Соотношение (9.30) следует из формулы (9.27) и из определения

. »
з(1) = —- |S (y  со)еу" '  d<s>.

Способ получения s(t) с помощью квадратурною фильтра вытекает из (9.30). На вход 
этого фильтра подают сигнал s(t). Фильтр, сохраняя модули S ( j  со) при всех частотах 
неизменными, изменяет аргументы всех спектральных составляющих на -90° при са>0 
и на +90° при со < 0.

9 9.10. Прямое и обратное преобразования Гильберта. Поскольку спектр сопряжен* 
ного сигнала s(i) равен S ( j  со) = - j  sgn(co) S ( j  со), то сам сигнал s(i) может быть опре
делен как свертка функций s(i) и некоторой функции времени /(/), которая определяет* 
ся по обратному преобразованию Фурье от функции - j  sgn(co).

Последнюю представим так:

-ysgn(u)= lim(—у sgn(co) е"‘ (“  ’) (рис. 9.5, г).С-»0
Тогда

О -ми
/(») = —  lim( du>~ Ге(- " "> “ с/со) = — . (9.31)2 Я е-*0 J  J nt-А 0

По формуле свертки

i(/ ) . I  ,9.32)
X J I-т

Из (9.30) следует 

Поэтому, по формуле свертки.

S ( J  СО) = У Sgn(CD) S ( j  CD). 

1 ’г J ( t )  t/тS(l) ■I  (9.33)
n J  T ~t

Формулу (9.32) называют формулой прямого, а формулу (9.33) —  обратного преоб
разования Гильберта. Для них приняты обозначения Н  и Н~'. Так. s(i) = H(s(i)), 
s(i) = H~'(s(t)). Ядра подынтегральных функций (9.32) и (9.33) при x = t терпят разрыв, 
поэтому интегралы следует понимать в смысле главного значения. Например, интеграл 
(9.32) вычисляют так:

/ (/ ) = — lim Я t-*0
Г *(i)dx  f s(i)dx  
J /-т i 1-т

§ 9.11. Вейвлет-преобразование сигналов. Под вейвлет-преобразованием понимают 
преобразование сигнала /(/) путем воздействия на него малой всплесковой функцией,
называемой вейвлет-функцией ----I (параметры о и 6 которой изменяются во

■Ju \ а )
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1|имеми), с целью выявления в сигнале низкочастотных и высокочастотных составляю- 
ми« и фиксации времени появления этих составляющих.

Применяют прямое и обратное вейвлет-преобразования Прямое вейвлет-преобразо- 
Иыже позволяет получить вейвлет спектр Wj(a, Ь) функции /(/)

Wf (c,b) = -j= )  (9.34)

I обратное вейвлет преобразование —  образовать функцию /(/) по ее вейвлет спектру 
W,(a.b):

/ (О  = f  J W j(a ,b ) у аЬ{1)~ ~  (9.35)
'-'Г - i - г  а

|<>сгоянная х
fy = J| 4<(<а)| |й>Г‘ <*0),

- t
да ч/(ш) — преобразование Фурье вейвлета y(f); когда норма каждого вейвлета равна I,
Су-'-

Вейвлет-преобразование применяют к аналоговым и цифровым, к одно- и многомер- 
1ым сигналам.

Под материнским вейвлетом понимают функцию ц/(г), принятую при конкретном
1Сйвлет-преобразовании Множитель | / -Уа в вейвлет-функции — - j  устанавли-

IMT зависимость нормы вейвлет функции от параметра о. Изменением коэффициентов а 
I Ь по специальной программе формируют вейвлеты, которыми последовательно воздейст- 
|уют на сигнал /(/), и которые следуют друг за другом при вейвлет преобразовании (9.32).

Наиболее распространенным материнским вейвлетом, по международной классифи- 
;вции называемый МНАТ второго порядка, является вейвлет (1-/г)е "' п , являющийся 
1торой производной по времени от функции Гаусса е"' 12. Он по форме напоминает мек- 
иканскую шляпу (рис. 9.6. а). По сравнению с другими известными типами вейвлет- 
>ункций он лучше других характеризует сигнал /(/) по времени и частоте

Масштаб во времени функции изменяют коэффициентом а (рис. 9.6, б), сдвиг
ю времени изменяют коэффициентом Ь (рис. 9.6, в).

На рис. 9.7, а изображены три функции с различными значениями коэффици-
нта а и различной длительностью импульса. По отношению к каждому из них можно 
оворить об эффективной длительности импульса т, и об эффективной ширие соотвстст- 
уюшей ему части частотного спектра До,. Произведение т, До), (площадь прямоугольни

ка на рис. 9.7, в) характеризует большую часть энергии импульса Благодаря свойствам 
самого вейвлета, плошали прямоугольников во всех трех случаях, изображенных на 
рис. 9.7 б, оказываются одинаковыми. При вейвлет-преобразовании (9 34) эти прямоуголь
ники выполняют роль окон, через которые «просматривается» сигнал /(/). Вейвлет-спектр 
сигнала W j(a. Ь) содержит в себе информацию о частотно-временном произведении сиг
нала т, Дш,, в котором содержится большая часть энергии сигнала. С помощью преоб
разования Фурье получить подобную частотно-временную информацию о случайном сигна
ле либо затруднительно, либо невозможно, когда сигнал случайный и нестационарный (т. к. 
вероятностные свойства последнего зависят от момента начала отсчета времени). За это

Рис. 9.6
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вейвлет-анализ в литературе иногда называют математическим микроскопом сигнала.
Подробнее о теории вейвлет-преобразования и его применении в различных областям 

техники можно узнать из следующих источников: учебного пособия под ред. А Н. Яков
лева «Радиотехнические цепи и сигналы» (М.: Инфра, 2003), книги В.И. Воробьева и В .Г 
Горбушина «Теория и практика вейвлет преобразования» (СПб: ВУС, 1999), статьи В.Г. ■ 
Миронова и М.К. Чобану «Состояние и перспективы цифровой обработки многомерны» 
сигналов» (Электричество. 2002. №  11)

Вопросы для самопроверки

I. Чем принципиально отличается ряд Фурье от интеграла Фурье? Запишите и про
комментируйте формулы прямого и обратного преобразования Фурье. 2. Чем объяснить, 
что при обратном преобразовании Фурье кроме положительной угловой частоты исполь
зуется и отрицательная? 3. Любая ли функция может быть преобразована по Фурье? 4. Для 
функции f ( t ) известна F(p). Как записать S(J<a) этой функции? 5. Постройте графи
ки модуля и аргумента спестров функций tc~al и (1-а/ )е ‘“ '; функции равны нулю при

/<0. (О твет, для / е"” ' |S(> ш)| = vy = - arctg .) 6. Сформулируйте и
а~ . со a  - иI + — a

докажите теорему Рейли, дайте ей физическое толкование. 7. На резистор сопротивлени
ем Л = 10 Ом воздействует импульс напряжения, модуль спектра которого S ( j  ш) *  2 V* 
при 0 < to < Ю3. В  остальной области частот S (са) = 0. Определите энергию, выделившую
ся в резисторе. (О твет: 400 Дж.) 8. Что понимают под полосой пропускания реальногс 
четырехполюсника? 9. Определите полосу частот, занимаемую прямоугольным импульсом 
длительностью 1 мкс. (О твет  6.28-106 рад/с.) 10. Чем руководствуются при составле
нии укороченных схем четырехполюсника при исследовании деформации фронта и вер
шины проходящего через него короткого импульса? И. Определите текущий спектр S , ( J  и)

J _ со>/
функции /(/) » е‘ ‘" ,  полагая, что /(/) = 0 при /<0. (Ответ: ---------- . ) 12. Про-

| *, 0 +
верьте правильность формулы 5(0 ----  I cos га t dt 13. Покажите, что спектр 5-функщи

2 я *
равен 1. 14. Покажите, что если функция / (f) имеет спектр S ( j  ш), то спектр функции 
a f ( a t )  равен S(jui/a). 15. Покажите, что если сигнал i(/) представляет собой ампли- 
тудно-модулированное колебание (У (l-t-msinOr)sin<!if, то при со »  П  сопряженный 
сигнал i(f ) г U  (I + m sin П ) cosw i 16. Определите автокорреляционную функцию пря
моугольного сигнала /(/), рис. 9.1. в. (О твет: Я(т) = А2 /и (1 — |т j//„).) 17. Определит*

2 ,2  j
энергию и норму сигнала симметричной треугольной формы рис. 8.46. б. (Ответ: — * /|



Глава десятая
СИНТЕЗ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§ 10.1. Характеристика синтеза. Синтезам линейной электрической 
цепи называют определение структуры иепи и числовых значений состав
ляющих ее элементов Я, L, С  по известным операторным или времен
ным характеристикам этой цепи при воздействии на вход напряжения 
определенной формы. Одному и тому же операторному выражению, при
нятому в качестве исходного при синтезе, могут соответствовать несколь
ко различных схем разной структуры. Поэтому, после того как получено 
несколько решений, выбирают из них наиболее подходящее. Чаще всего 
критериями при окончательном выборе схемы являются стоимость, 
габариты и масса устройства, а также чувствительность при изменении 
того или иного параметра схемы.

Задачи синтеза ставят и решают в теории сложных фильтров, 
в теории корректирующих контуров в автоматике, связи, радиотехнике, 
а также в кибернетике при создании предсказывающих и сглаживающих 
устройств.

Синтез развивался главным образом по двум направлениям:
1) известным операторным функциям (по Z(p) для двухполюсников 

и передаточной функции для четырехполюсников);
2) временным характеристикам, т. е. по известному временному откли

ку системы при воздействии единичного напряжения.
Эти два направления взаимно дополняют и развивают друг друга. 

В настоящее время наибольшие результаты достигнуты на первом из упо
мянутых направлений.

В § 10.2-10.9 даны основные сведения о синтезе цепей по заданной 
операторной функции (более полно об этом см., например, [6]). Методи
ка синтеза цепей по заданным временным функциям здесь не рассмат
ривается (для ознакомления с ней следует обратиться к специальным 
руководствам).

В теории автоматического регулирования распространен синтез, ос
нованный на использовании логарифмических частотных характеристик, 
в импульсной технике подбор параметров электронных и полупроводни
ковых схем, т. е. в известном смысле синтез этих схем, производят, ис
пользуя спектральный метод, рассмотренный в гл. 9.

§ 10.2. Условия, которым должны удовлетворять входные сопро
тивления двухполюсников. Если представить входное сопротивление 
двухполюсника в виде отношения двух полиномов, расположенных по 
убывающим степеням оператора р,

7 , ч  N(P) ап Рп +ап-\ Р'"' + -  + Д| jP + Qp п о п
~ М (Р )~  ьт р т + ьп̂  рт-'+... + ь ,р + ь0 '
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то должны выполняться следующие пять условий:
1) все коэффициенты а и Ь в числителе и знаменателе должны бьг 

неотрицательны (в дальнейшем будет ясно, что условие 1 следует I 
условия 3);

2) наивысшая (наименьшая) степень полинома числителя (л) « 
может отличаться от наивысшей (наименьшей) степени полинома знам< 
нателя (от) более чем на единицу;

3) если условиться значения р, при которых Z (p ) = 0, называть нул* 
ми функции Z(p), а значения р, при которых Z (p ) = оо, — полюсам 
Z(p ), то нули и полюсы должны быть расположены только в левой час 
ти плоскости р\

4) нули и полюсы, расположенные на мнимой оси плоскости р , дол 
жны быть только простые, не кратные;

5) если вместо р в выражение Z (p ) подставить j  to, то при любом 
значении ш должно быть Яе2(у© )>0.

Поясним эти требования. Из § 8.11 известно, что свободные процес
сы описываются слагаемыми вида Ak zPk' и обязательно должны 
затухать во времени; рк —  корни уравнения Z {p ) = 0. Но затухать сво
бодные процессы (слагаемые вида Ак ег‘ ')  могут только в том случае, 
когда действительная часть рк отрицательна. Отсюда следует, что нули 
уравнения Z (p ) = 0 должны обязательно находиться в левой части плос
кости р.

Поскольку каждому планарному двухполюснику соответствует дуаль
ный, а входная проводимость дуального двухполюсника У(р) = Z(p)/k, 
где к —  некоторый коэффициент, имеющий размерность Ом в квадрате 
(см. § 3.43), то входное сопротивление дуального двухполюсника равно 
k/Z(p ). Нули дуального двухполюсника, являющиеся полюсами исход
ного, также должны быть расположены в левой части плоскости р.

Из курса математики известно, что если имеются два кратных корня 
уравнения N (p ) = 0, то соответствующие им слагаемые в решении бе
рут в виде (С, + С2 0 ъг> ■ Если допустить, что на мнимой оси могут быть 
два кратных корня р = j  (3, то соответствующая им свободная составля
ющая (С, + С2 t )e jP ' нарастала бы до бесконечности, чего физически 
быть не может. Коэффициенты а и 6 в числителе и знаменателе Z (p ) 
должны быть положительны. Если бы это условие нарушилось, то на 
основании леммы, вытекающей из теоремы Гурвица (см. § 17.2), среди 
корней уравнения Z (p ) = 0 появились бы корни с положительной дей
ствительной частью.

Поясним, почему степень т  не может отличаться от степени более чем 
на единицу. Допустим, что степень т  больше степени п на два. Тогда 
р - *00 является нулем второй кратности для Z(p), а то, что происхо
дит при р -»оо, можно считать происходящим на мнимой оси плоско
сти р (мнимая ось простирается в бесконечность). Но тогда на мнимой 
оси получается кратный корень, чего быть не может.

Проведя такое же рассуждение для дуального двухполюсника, убе
димся, что степень п не может быть больше степени от более чем на 
единицу.
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Если в Z (p ) вместо р подставить у со, то Z ( j  со) будет представлять 
Л>бой комплексное сопротивление двухполюсника в установившемся 
#ммусоидальном режиме при частоте to, a ReZ(yco)— действительную 
чясгь входного сопротивления. В том случае, когда двухполюсник содер
жи! резистивные сопротивления, его ReZ(y со) > 0 (он потребляет актив
ную мощность I 2 ReZ(y со)). Если же двухполюсник чисто реактивный, 
то Re Z ( j  о ) = 0. В общем случае для пассивного двухполюсника всегда 
должно быть ReZ(y со) > 0.

В литературе по синтезу цепей иногда пользуются термином «поло
жительная действительная (вещественная) функция». Под ней понима
ют функцию:

1) действительная часть которой положительна, если положительна 
действительная часть р\

2) действительная при действительном (не комплексном) р. Посколь
ку Z(p ) этим свойствам удовлетворяет, оно является положительной дей
ствительной функцией.

Пример 111. Задано несколько выражений вида N (p ) lМ (р). Выяснить, могут ли они 
представлять собой входные сопротивления некоторых двухполюсников:

,) $/>-6 2) 20 р2 +12 р + 6 .
25 р2 + 12 р + 2 12р4+8р3 + 12р2+13р + | ’

3) } Р2+Р +1 ■ 4) 2р2+р+1 
р 3 + р 2 + р +1 (p + I ) ( p 2+i)

Р е ш е н и е  Первое выражение не может представлять собой Z(p), так как один из 
коэффициентов в числителе отрицателен. Второе и третье выражения также не могут пред
ставлять собой Z (p ): второе потому, что максимальная степень р в знаменателе больше 
максимальной степени р числителя на два. третье потому, что

R e [  З Р * 1* 1 (1 — to2)(1 — 2 ы 2)
/>■=/“ (  р} + р 2 + р + 1у (1-со2)2 (1+ со2)

при значениях со от 0,707 до 1 отрицательно. Четвертое выражение всем требованиям 
удовлетворяет и потому может представлять собой Z(p) некоторого двухполюсника.

Кроме названных общих свойств перечислим свойства Z(p ) двухпо
люсников, состоящих только из R и С, только из R и L и только из L и С. 
Двухполюсники типа R C  и R L имеют чередующиеся простые нули и 
полюсы на отрицательной вещественной оси плоскости р. Для R С -двух
полюсников ближайшей особой точкой к началу координат является 
полюс, в бесконечности полюс отсутствует. Для двухполюсников типа 
R L ближайшей к началу координат особой точкой является нуль, при 
р - 0 полюс отсутствует. Двухполюсники типа L С имеют череду
ющиеся простые нули и полюсы на мнимой оси. Степени полиномов чис
лителя и знаменателя отличаются на единицу.

Нули и полюсы Z{p ) можно изобразить условными значками на 
комплексной плоскости, скажем, нули кружками, полюсы крестиками. 
Полученную картину называют картой нулей и полюсов. Эта карта на
глядно характеризует частотные свойства двухполюсника и реакцию его 
при воздействии единичного напряжения.
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По расположению и количеству нулей на ней можно определи 
число апериодических и колебательных компонент, которое содерж! 
свободная составляющая, н быстроту затухания той или иной из них 
времени. Чем ближе к мнимой оси расположены нули, тем медленн 
затухает соответствующая им свободная составляющая.

Существует несколько способов реализации двухполюсников л 
заданной Z(p), удовлетворяющей перечисленным в § 10.2 условиям. Тр 
основных способа реализации рассмотрены в § 10.3-10.5.

§ 10.3. Реализация двухполюсников лестничной (цепной) схемо! 
Познакомимся с понятием непрерывной дроби. Непрерывной называя 
дробь вида

1
1

с +----
d + ...

Входное сопротивление или входная проводимость лестничной (цеп 
ной) схемы по типу рис. 10.1, а, в которой продольные сопротивлени: 
названы Z ,,Z 3,Z 5,..., а поперечные проводимости— К2, К4, Y6, ..., - 
могут быть представлены непрерывной дробью.

Для того чтобы убедиться в этом, проделаем небольшие выкладки 
Найдем входную проводимость правой части схемы по отношению к за 
жимам тп. Она равна

1
Z5 + l /К6'

Суммарная проводимость правой части схемы по отношению к зажима» 
т п  с учетом ветви с проводимостью К4 равна

К4 +--- !--- .
Z5 + l/y6

Входное сопротивление по отношению к тем же зажимам
1

а б в
Рис. 10.1
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Пример 112. Определить параметры лестничных схем, для которых 
, /+ 9/> 2+8Z(p ) = -— -—-----. располагая сначала при делении полиномы по убывающим, а затем

р5+3р
(для реализации второй схемы) по возрастающим степеням р Как будет видно из даль
нейшего. в процессе деления в обоих случаях не возникнет необходимости а переходе от 
расположения по убывающим к расположению по возрастающим степеням р.

Р е ш е н и е .  Выполним деление, расположив слагаемые по убывающим степеням р:

На рис 10.1, б изображена схема, где указаны значения индуктивностей (Гн) и емкос
тей (Ф ), полученные при делении, когда слагаемые были расположены по убывающим 
степеням. Так как примеры имеют чисто иллюстративный характер, то не следует обра
щать внимание на то, что индуктивности и емкости в примерах достигают практически 
трудно осуществимых значений. Кроме того, реализуемые здесь Z(p) можно рассматри
вать как нормированные по частоте и значению (см. § 10.9). В этом случае от нормиро
ванных Л„, L,, С„ параметров переходят к действительным, осуществить которые прак
тически уже не составит труда.

Схема и параметры для второго случая, когда при делении слагаемые расположены 
по возрастающим степеням р , даны на рис. 10.1. в.
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Рассмотрим пример, который является иллюстрацией того, что иногда в процессе де
ления возникает необходимость изменения порядка расположения слагаемых.

Пример 113. Требуется реализовать лестничной схемой

ц Р) ^ 2 р , + ] р2 + 2р+У
2 р +2 р + \

Решение.

2 p 3+3pJ +2p + l 2 р2 +2 р + 1

2 р3 +2 р2 + р p->Z,

2 р1 + 2 р + \ р2 + р +1

2 рг +2 р+2 2

- I

Так как получаем отрицательные слагаемые, дальнейшее деление прекращаем и пере
ходим к расположению по возрастающим степеням

1 + 2 р  + 2 р1 I + P+ /7 2

1 +  Р + Р~ 1 - г 2

\ + р +р 2 р +  р2

\ + Р 1 V----► 2 3
Р

р +  р- рг

Р
р

Р 2 Р 1

Р 2 «-♦г,

На рис. 10.1, г изображена соответствующая схема.

В заключение отметим, что могут встретиться такие Z(p), которые 
невозможно представить лестничной схемой. В этом случае применяют 
второй способ реализации, описанный в § 10.4. (Второй способ при
меняют не только в случае невозможности представления Z (p ) лест
ничной схемой.) Если и он окажется неприменимым (например, при 
комплексных нулях и полюсах), то следует воспользоваться методом 
Бруне (см. § 10.5) или другими методами.

§ 10.4. Реализация двухполюсников путем последовательного 
выделения простейших составляющих. В качестве введения ко второму 
способу реализации двухполюсника запишем операторные сопротивле
ния для простейших одно- и двухэлементных двухполюсников. На 
рис. 10.2, а~д изображены простейшие двухполюсники и записаны соот-
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Z (p )  = —  Z (p ) = al p  11

'  »,=*• p±r , z w - J t Z L - J U L
ao= i  Z ( p ) . ---- % — р Л  p+m

/>• +---- p +t0*z.*c*
«

- £ ^ b  - C > ^ -  - c H h  ~ ^ 4 h

Z (p )- R  + p L  1 J_

Z (p ) = — = ~ ~  i  Z(/>) =----^  П/>) =----- ^ т -
_  . 1 D + d  i и  2 . 1
Р  + -Г77 P  + d Y(p) = — ~ -  p i  ^ 2 +

Л С  *  Я Lk Ck
L p l  =1 ^_P_

Y(p) ~ --- & -  P 2 + «>}
p +---/?C

д е ж  j
Рис. 10.2

ветствующие им операторные сопротивления; на рис. 10.2, е ,ж  — сопро
тивления и проводимости и на рис. 10.2, з — проводимость. Для 
рис. 10.2, а С = \/а0, для рис. 10.2, б L = at, для рис. 10.2, в 2 ак = 1/С* 
и ю* = 1 /(Lk Ck), для рис. 10.2, г ак = Rk и mk = Rk/Lkl для рис. 
10.2,с) Ь = \/С и d = \/RC.

Сущность метода состоит в том, что заданное Z (p ) представляют в 
виде (рис. 10.3, а)

Z (p ) = Д| р  + —  + X  22а* Р2 + 2 \ (РУ  (Ю .З)
Р Р +и к

Первому слагаемому а, р соответствует последовательно соединен
ный индуктивный элемент индуктивностью а,, второму —  последова
тельно соединенный емкостный элемент емкостью 1 /о0. Каждому

2 ак рслагаемому вида —2--- г соответствует последовательно соединенный
Р  +<»* 1 а  р

параллельный резонансный контур (слагаемому -? i —  пара полю-
Р +Щ

сов А ,2 ~ ±j  находящихся на мнимой оси плоскости р). Сопротив
ление Z,(/j ) уже не содержит полюсов на мнимой оси. Функцию Z,(p), 
среди полюсов которой нет полюсов, находящихся на мнимой оси, на
зывают функцией минимального реактивного сопротивления. Возможны 
следующие варианты для Z,(p) .

*' В  пунктах а - в полагаем, что коэффициенты а,. Ь, и 4» действительны и поло
жительны
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а) Z , (p )» y  а-~ —  осуществляют последовательным соединением
р + т к

двухполюсников (рис. 10.2, г);
б) Z ,(p ) = V  ———  реализуют в виде резистора сопротивлением Ь0

P + dk
и последовательно с ним соединенных двухполюсников (рис. 10.2, д);

в) Z t(p ) = b0 осуществляют в виде резистора сопротивлением Sq.

Индуктивность а, = lim O B I  (рИс. 10.3, а).
Р-КО р

С = а\
2 а, р 2о„ р

а 0 2 2 2 2 - Р + W1 Р +

гдр)о ■ ■ ГП--------

£=—

Рис. 10 3

Величину а0 в схеме на рис. 10.3, а определяют как интегральный 
вычет функции Z (p ) = N (p ) !М (р ) в полюсе р = 0:

а0 = ResZ(p) = N(0)/М'(0), или а0 = lim р Z(p). 
р ~ 0  р -+ 0

2 ак р
Коэффициент ак в выражении —2--- j  равен интефальному выче-

Р + ш*
ту функции Z(p ) в полюсе р = j  и>к (ему же равен вычет функции Z(p ) 
при p = - j  ы*, так как они оба действительны):

Г - J  га, М  ( j  Ы к )

После того как найдено ак, можно определить Lk и Ск двухполюс
ника (см. рис. 10.2, в): Ск = М (2ак)\ Lk = 1/(ш* Ск).

Реализацию двухполюсника можно осуществлять не только по его 
входному сопротивлению Z(p), но и по его входной проводимости 
Y{p) = \l Z(p). Входную проводимость Y(p) представляют в виде схе
мы на рис. 10.3, б:

Y{p) = a\p + ^  + Y i^ T +Y2(p). (Ю.4)
Р Р +Щ
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В соответствии с правой частью (10.4) двухполюсник осущес 
в виде параллельного соединения емкостного элемента а\, индукти 
го 1 / двухполюсников на рис. 10.2, з (им соответствуют слагаем!
вида 5-^4 ) и двухполюсника минимальной реактивной проводим®

Р
ти К2(р), не содержащего полюсов на мнимой оси. Коэффициенты Од 
ак находят путем вычисления интегральных вычетов функции К(/ 
соответственно при р = 0 и р = у со*, а С = а,' = lim Y(p )/р.^  /7-НЮ

Если функция У2(р ) = V ---- , то ее реализуют в виде параллель
р + п

го соединения двухполюсников (см. рис. 10.2, е). Если функи
Yj(d) = то ее реализуют параллельным соединением двухпо

p + s
люсников (см. рис. 10.2, ж ) ' ]. Следует иметь в виду, что при реализацик 
двухполюсника по его Z (p ) в виде последовательного соединения про
стейших двухполюсников начиная с некоторого этапа, может оказатьсг 
целесообразным перейти от сопротивления к проводимости и дальней 
шую реализацию осуществлять уже параллельно соединенными двухпо 
люсниками. Потребность в таком переходе может возникнуть, например 
когда остающаяся для реализации часть Z (p ) имеет нуль при р=* О 
Этому нулю соответствует полюс Y(p) при р = 0, который реализую 
индуктивным элементом.

Пример 114. Реализовать Z (p ) = —— l2 jL l2 .
р (р г + 2 р + р)

Р е ш е н и е .  Так как Z(p) имеет полюс при р = 0. то в схеме может быть выдем 
последовательно включенный конденсатор емкостью С=1/о0, где о0 = ResZ(p) = 2/2 = Iрч О
Функция Z(p) не имеет полюсов, лежащих на мнимой оси Поэтому в состав его не ахо 
дят последовательно включенные двухполюсники (см рис. 10 2, в). Определим, какое Z(p] 
осталось реализовать, обозначим его

Z i(P )  = Z(P>- — = - 7  *-~р -Р р- +2 р + 2

Функции Z3(p) имеет нуль при р = 0. Для реализации оставшейся части схем!

перейдем к проводимости УЛр) = - + 2 р  + 2 |-]0ЛЮСу этоП проводимости при р = О
р (р  + 2)

соответствует индуктивный элемент индуктивностью aj, - Res У3(р ) = I.
Осталось реализовать ' ' '

р р (р  + 2) р + 2 р + 2

Слагаемому р/(р + 2) в соответствии с рис 10.2, ж  отвечает ветвь из последователь» 
соединенных /?=10м и С = 5Ф. В соответствии с рис. 10.2, е проводимости 1/(р + 2] 
отвечает ветвь с 1 = 1 Гн и ft = 2 Ом. Полученная схема изображена на рис. 10.4, а.

_  _ р3 + D1 + 2 яПример 115. Реализовать Z (p )~  — — -----— .
р + р~ + р +1

1 Полагаем, что коэффициенты т  « г действительны и положительны.
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л*
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К

Рис. 10 4

Р е ш е н и е .  При р = 0 у Z(p ) нет полюса, поэтому последовательно включенный 
юмденсатор у искомого двухполюсника отсутствует. Функция Zip) имеет два полюса 
Р\,2 = ±7, расположенных на мнимой оси Выделим параллельный резонансный контур 

(см рис. 10.2, в), соответствующий этим полюсам:

ак = ResZ(p)
р~ j

= L и 2 > =L  г4^_1_ = 1ф 
[ З р  +2р+ Г -3 + 2у + 1 2 2at

ш**1: Ц  = I /(<t>* Ct ) = I Гн 

Найдем функцию минимального реактивного сопротивления:

Z\(P) = Z(P)-
р2 +1 р + 1

В соответствии с рис. 10.2, г реализуем Z,(p) в виде параллельного соединения 
R = 1 Ом и L = I Гн. Схема искомого двухполюсника изображена на рис. 10.4. б

Двухполюсники, состоящие только из R и С, могут быть реализова
ны, например, канонической схемой на рис. 10.4, в, а состоящие из R и 
L — схемой на рис. 10.4, г. Для схемы на рис. 10.4, в

Ьк
Р k,\P + dk

J L
с*

I
Rl С L

R' = lim Z(p)\

ай = lim р Z(p ); bk = Res Z(p).

Для схемы на рис. 10.4, г
Z (P ) = R’ + P L0 +

/?'= lim Z(p); = lim Z (p )lp .
p —*0 P~ *  OO
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Параметры Rk и Lk находим, имея в виду, что сопротивление ■
р + т к

соответствует параллельному соединению Rk и Lkt где ak =Rk; 
mk - R k IL k\ ак = Res Z (p ) l p.

§ IO.S. Метод Бруне. Основные этапы метода Бруне следующие.
I. Прежде всего проверяют, не содержит ли заданное Z(p ) (назовем e r o Z ^ p ) )  

полюсов на мнимой оси. Если они имеются, то из состава 2жя(р ) выделяют соответст
вующие этим полюсам один или несколько последовательно включенных параллельных 
резонансных контуров. В  результате получают

2M„ ( P ) - I- ^ T =Z(p).
Р 2 +ш;

(Ю.5)

Этот этап соответствует переходу от рис. 10.5, а к 10.5, б.
Коэффициент ак = Res 2ш (р). Функция Z (p ) не имеет полюсов на мнимой оси и

p = J * i  к

представляет собой функцию минимального реактивного сопротивления.
2. Полагая р * j  <а,в Z ( j  а) выделяют действительную часть, т. е. находят ReZ(/ о) 

и определяют частоту <о, при которой Re = R cZ {j  м) — минимальна. Эта частота может 
быть равна нулю, бесконечности или иметь некоторое конечное значение (в последнем 
случае ее будем называть ч>0), Подсчитывают также минимальное значение ReZ(yio), 
которое называют Л^0.

3. Из Z{p ) вычитают Нтт  и находят 2х{р). Этой операции соответствует переход 
от рис. 10.5, б к 10.5, в. Заметим, что степени числителя и знаменателя 2\(р) одинаковы.

4. Если частота, при которой имеет место минимум ReZ(/ со), равна нулю или беско
нечности, то уже на этой стадии делается попытка реализовать Z (p ) лестничной схемой. 
Если же минимум R e Z (yo ) имеет место при некоторой со = ш0, отличающейся от 0 
и да, то дальнейшую реализацию производят в соответствии с п. 5-12.

5. Подсчитывают Z ,(p ) при р - j t о. Так как при частоте р = j  « 0 действительная 
часть Z(p ) = Rmm. то действительная часть разности Z (y a 0)-  Rmi„ равна нулю, 
т. е. Z |(7 <o0) представляет собой чисто реактивное сопротивление j  А",.

6. Возможны два случая. Первый, когда Л', > 0, второй, когда X t <0. Будем полагать 
Л-, = <1>0 L\ >0 (случай Л", <0 рассмотрен в п. 12). Тогда

Ц = А', /ш0. (Ю.6)

Z^ip)
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7. Составляют разность Z t(p ) и приводят ее к общему знаменателю. Например, 
если исходить из того, что

ю проводимость оставшейся для реализации части двухполюсника

У0(Р) = (10.7)
Zt[p )- p  Lf -  p3 + р2 (l-ft, i.,) + р  (<j, -  Ло 1Л) + а0

Обратим внимание на то. что в знаменателе Yq(p ) имеется слагаемое - р} Ц, кото
рое при дальнейшей реализации приведет к появлению в схеме отрицательной индуктив
ности.

8 Поскольку при p = ja>] Z{(p )~  р Ц =0, то У0(р) = «>, т е. p = jv>о является по
люсом Уо(р) Наличие полюса у Уа{р) позволяет представить оставшуюся часть двух
полюсника ветвью из последовательно соединенных 12 и С ), настроенной в резонанс 
на частоту to0, и параллельно ей присоединенного двухполюсника сопротивлением Z2(p) 
(рис 10.5, г):

9. Полагают Z2(p )- N 2( p ) lМ 2(р). Степени полиномов Ыг(р) и М 2(р) должны 
быть такими, чтобы" после приведения правой части (10 8) к общему знаменателю степень 
полинома числителя левой части равнялась степени полинома числителя правой части; то 
же и в отношении степеней знаменателей. Так. если Уа(Р ) соответствует выражению (10 7), 
то Z2(p)=  N2(p )l М2(р).

Методом неопределенных коэффициентов можно найти с,, с0, da и L2. В рассмат
риваемом случае

Разность (60 — а>5) > 0; это следует из того, что условие Л-, > 0 означает, что

10. Реализацию Z2(p) производят, как правило, лестничной схемой. В рассматрива
емом примере Z2(p) реализуют индуктивным (Ц  = с{ 1 d0 = -(oj £,/4&) и резистивным 
(Л3 = а01 Ь0) элементами (рис. 10.5. о) Важно обратить внимание на то, что оказалась 
отрицательной.

11. Так как физически осуществить отрицательную в линейной цепи невозможно, 
то дальнейший этап реализации в методе Бруне состоит в том, чтобы три магнитно не 
связанные индуктивные катушки, имеющие индуктивности 14, Ц  и Ц, заменяют транс
форматором, состоящим из двух катушек — LA и Ц, между которыми имеется магнит
ная связь (взаимная индуктивность М). Это действие является обратным по отношению к 
операции «развязывания» магнитно-связанных цепей.

На рис. 10.5, е изображены два участка цепи: левый —  до преобразования, правый — 
после преобразования; показаны положительные направления токов в ветвях и указаны 
одноименные зажимы катушек.

Напряжения между точками I и 2 для обоих участков цепи в силу их эквивалентнос
ти должны быть одинаковы, т. е.

с, = ~L) dijj. Со = Oq', d(j — Aq,
L2 — L\ ojg Hbo -* <dq ): c2 *■ I /(o)q L2).

(10.9)

p L\ /| + p L2 12 = P Lj 1 [ - p M  /j, 
- p L 2 l 1* p L ) l ) = p L i l3- p M l l.
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Подставляя в эти две строки /,=/, + /3 и учитывая, что каждая иэ них должна 
летворяться при любых значениях токов, получают

(Ю,
где и Ц  положительны. Окончательная схема изображена на рис. 10.5, лс. 1

12. Если условиться сумму степеней полиномов в числителе н знаменателе 
называть порядком Z ^ (p \  то совокупность перечисленных операций («цикл БрунЯ  
позволяет снизить порядок на четыре. Естественно, что потребность в каком-либо о ш м  
или нескольких этапах в любом конкретном примере может и не возникнуть (например,! 
этапах 1 или 3) 1

Для 2^д(р). порядок которых достаточно высок, может возникнуть потребность п м  
менить эту последовательность операций не один раз. В заключение отметим, что если! 
п. 5 X, <0, то £| <0, а вычитание, согласно п. 7, сопротивления -pj/., | сводите! ■ 
прибавлению сопротивления +р j L, |.

Некоторым недостатком метода Бруне является его относительная сложность и неом 
ходимость введения в схему идеального трансформатора с коэффициентом свяЛ|
кг =мгт 4 л,)=1.

§ 10.6. Понятие о минимально-фазовом и неминимально-фазово! 
четырехполюсниках. У минимально-фазовых (м. ф.) четырехполюсн! 
ков все нули передаточной функции расположены в левой части плоско 
сти р. У неминимально-фазовых (н. ф.) четырехполюсников хотя бы част 
нулей находится в правой части плоскости р.

Название объясняется тем, что при одинаковом значении модуле 
передаточной функции м. ф. и н. ф. четырехполюсников аргумент пер« 
даточной функции м. ф. четырехполюсника меньше аргумента передаточ* 
ной функции н. ф. четырехполюсника. Поясним сказанное.

Сравним выражения для двух передаточных функций:

Положим, что р, и р[ равны по модулю и действительны. Нуль пер
вого выражения находится в левой части плоскости р (рис. 10.6, а), а нуль 
второго р\=-р\ —  в правой части плоскости р (рис. 10.6, б). Пусть на 
вход обоих четырехполюсников воздействует синусоидальное напряже
ние частотой ш. Некоторой конкретной частоте на комплексной плоско
сти соответствует точка о на оси +у. Образуем разности р-р\ и р - р г 
на рис. 10.6, а и разности р -  р\ и р -  р\ на рис. 10.6, б:

Модули этих передаточных функций одинаковы и равны р\! р\ тог
да как аргументы различны. Аргумент ф, -ф2 первого четырехполюс
ника меньше аргумента ф', -ф2 второго четырехполюсника. Четырехпо
люсник с передаточной функцией К '(р ) —  м. ф., а четырехполюсник с 
К ’(р ) — н. ф. Пример н. ф. четырехполюсника — на рис. 10.7. Для него

К \ р ) = £— &
Р- Рг Р - P i

Р Р\ _  Р\. (ч>1 -ч>,>. 
Р- Pi Рг

Р Р\ _  j£ l  («I _<<li > 
Р ~ Pi Рг
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Рис 10.6 Рис. 10 7

В м. ф. четырехполюснике существует однозначная зависимость 
Ml жду модулем и аргументом передаточной функции. В н. ф. четырех
полюсниках между модулем и аргументом передаточной функции нет

б 10.7. Типы задач по синтезу четырехполюсников. Синтез четы
рехполюсников включает в себя рассмотрение различных способов 
решения следующих групп задач:

1) синтез четырехполюсников по их передаточным функциям К(рУ,
2) синтез четырехполюсников, которые могут осуществлять либо толь

ко фазовую, либо только амплитудную коррекцию;
3) синтез четырехполюсников, обеспечивающих устойчивость рабо

ты системы.
Решение задач первой группы выполняется в два этапа. Первый этап 

Состоит из аппроксимации частотной характеристики К (р ), которую 
яотят получить от четырехполюсника (два различных способа осуществ
ления этого этапа применительно к фильтрам рассмотрены в § 10.12). 
Второй этап состоит в реализации либо схемой с пассивными элемента
ми (например, схемой, рассматриваемой в § 10.8), либо схемой, содер
жащей и пассивные, и активные элементы (§ 10.9), Подход к решению 
1адач второй группы рассмотрен в § 10.10 (фазовая коррекция) и в § 10.11 
(амплитудная коррекция). Алгоритм решения задач третьей группы рас
смотрен, например, в [33].

§ 10.8. Синтез четырехполюсников Г-образными /?С-схемами.
Г-образный четырехполюсник (рис. 10.8) является делителем напряжения. 
Его передаточная функция по напряжению при холостом ходе

^з(р) Z 2{p )
U \{р) Z,(p) + Z2(p)

В дальнейшем вместо Z t(p ) и Z2(p ) будем 
писать соответственно Z, и Z2.

Положим, что с помощью Г-образного четырех
полюсника, состоящего из ЯС-элементов, требуется 
реализовать передаточную функцию по напряжению 
при холостом ходе:

г,
о—СЭ

(Ю. П)

o-LD -t— о

о • о

Рис. ! 0.8
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U 2( p ) IU x{p ) * N iM ,  (I0.||

где N  и M  —  полиномы по степеням р\ N I М  удовлетворяет условия 
которые предъявляются к передаточной функции /?С-четырехполюснИ1( 

Приравняем правые части (10.11) и (10.12):

( 10.11м  z,+z2
Разделим числитель и знаменатель правой части (10.13) на некоторь 

полином Q = Q{p), имеющий тот же порядок, что и полиномы N и 
корни его чередуются с корнями уравнений N  = 0 и М  = 0. Тогда

= (10.14
Z ,+ Z2 M IQ  1

Из уравнения (10.14) находим Z 2 = N / Q  и Z [ = (M ~ N )/ Q .  Реали 
зуем двухполюсники Z, и Z2 по найденным операторным сопротивла 
ниям*\ Реализацию двухполюсников производят в соответствии с § 10.. 
и 10.4.

а§ 10.9. Синтез четырехполюсников по их К (р )  схемами с ОУ 
цепи обратной связи. Рассмотрим схему рис. 10.9, а, содержащую 
линейных пассивных ЛС-четырехполюсника (/ и 2) и идеальный опера 
ционный усилитель (ОУ). В цепь обратной связи включены ОУ и второ! 
четырехполюсник. Положительные направления отсчета токов и на 
пряжений на элементах схемы показаны стрелками. Один штрих в обо 
значениях токов, напряжений и К-параметров четырехполюсника 
показывает, что рассматриваемая величина относится к первому четырех 
полюснику, а два штриха — ко второму.

Запишем уравнения четырехполюсников в У-форме:

для первого /; = К', U\ + К/2 U '2, /2 - К21 U[ + У22 U 2;

для второго / ' = >-,* u ; + y ;2 и 2, г2 = у;, 0 ’ +у22 и\. ( 1 ° ‘ )

Напряжение на входе схемы U tx равно напряжению на входе перво 
го четырехполюсника, т. е. 0 ШЖ = U{, а напряжение на выходе первогх 
четырехполюсника 0 2 равно напряжению на входе второго 0 ", и об« 
эти напряжения равны нулю, так как являются напряжениями на вход< 
ОУ. Кроме того, напряжение на выходе схемы U eux равно напряженик 
на выходе второго четырехполюсника U 2, а ток /2 = так как вход 
ной ток ОУ равен нулю. Из (10.15) следует, что

/; = у,',с/м и /:=-/; = у:, и .

’* Предполагаем, что полином Q(p) может быть найден и Z, и Z2 удовлетворяют усло
виям. перечисленным в (j 10 2
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Рис. 10.9

Учтем, что четырехполюсник / — взаимный, поэтому , = У{2, и по
лучим передаточную функцию схемы по напряжению

Знак минус в (10.16) свидетельствует, что напряжения Utu% и Un  на
водятся в противофазе (ОУ в инвертирующем включении). Поскольку 
параметры К,2 четырехполюсников могут быть выражены через параметр 
И и определитель А = 1 уравнений четырехполюсников, записанных в

В качестве примера составим К (р ) для случая, когда первый 
четырехполюсник собран по схеме рис. 10.9, б, а второй — по схеме 
рис. 10.9, в. Учтем, что проводимость двух параллельно соединенных эле
ментов равна сумме их проводимостей, а при последовательном соеди
нении двух элементов проводимость равна произведению проводимос
тей этих элементов, разделенному на их сумму:

(10.16)

(10.17)

Подставим полученные выражения в (10.16):

в д  =  -
р~ /?| Rj С\ С2 + р (Л( С, + Л2 С2) +1
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§ 10.10. Четырехполюсник для фазовой коррекции. На рис. ц  
изображена симметричная скрещенная схема из чисто реактивЩ 
двухполюсников Z, и Z2, на выходе которой включен резистор сопр 
тивлением R. Положительные направления токов и напряжений ух 
на схеме.

В уравнении U 2 + /0 Z, = !ь Z2 заменим 02 на /2 R и учтем, ЧГ 
/2 = i a - ih. Это дает возможность выразить /А через }а :

/ -/ 7? + z i 
/л' /о K + Z2‘

Подставим j h в / 2 = /0 - /А и найдем

/ =/ -£±£l ; / =/
2 z 2- z , ’ Z2 -Z|

Составим уравнение для периферийного контура:

(У, = 2 Z, i a + U , = U 2 В Д  +z2) + 2 2,
'  1 0  2 2 R (Z2-ZX)

Передача напряжения

л- ^  * ( Z 2- Z ,)
"  (У, Л (Z, + Z2) + 2 Z, Z2

Входной ток

/ - / + / - / — — + + Ч ~ 'а + ‘h - ‘ 2 - 5г 2 -Z,
Входное сопротивление

Z - * (^ ,+ Z 2) + 2 Z ,Z 2
,х /, 2fl + Z ,+ Z2

Приравняв Z,x = /?, получим соотношение Z( Z 2 = R 2. Из него сл< 
дует, что реактивные сопротивления Z, и Z 2 взаимно обратны.

В формулу для Кц подставим Z2 = /?2/Z, :

(Ю.18
А  +  Z j

Так как Z, — чисто реактивное сопротивление, то модули числител 
и знаменателя формулы (10.18) одинаковы и потому К и (ь>) = 1. При из 
менении частоты ш меняется только аргумент ф(ш)’1. Четырехполюсни 
на рис. 10.10 служит для фазовой коррекции. С этой целью его включа 
ют между источником питания с внутренним сопротивлением R и актив

** Обратим внимание на то, что знак ф(е>) противоположен знаку аргумента Ь в выра 
жении постоянной передачи g = а + j b  четырехполюсника.
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Рис. 10.11 Рис. 10.12

МОЙ нагрузкой /?, и он, не изменяя напряжение источника питания по мо
дулю, поворачивает его на требуемый угол <p(co) по фазе, осуществляя 
*тим фазовую коррекцию.

Имен в виду, что = I; су <р<ш) = совчНсз) -*■ у sin ф(<о), определим из (10.18):

г, = . я 1 - sin<p(o» к Ч R ,g<pw „ J x
l + * (/ 1 + cos<p(co) + j  sin cp(co) 2

Сопротивление Z2 = /?2/Z,. Сопротивление Zl = j  X  чисто реактивное. График 
X ■ /(со) имеет вид тангенсоиды. При qKco) = я, 2 я ,... Л" изменяет знак. Иногда Z, реа
лизуют схемой на рис. 10 I I  Для определения параметров данной схемы составляют 
1П)лыго уравнений, сколько параметров неизвестно, и затем эти уравнения совместно ре
цикл-. Положим, что ф(ы) корректирующего четырехполюсника должна иметь значения 
9 i(co) при а>|. Фз(ю) при <о2 и т. д. Тогда уравнения, которые нужно совместно решить 
[мносительно L, 1.2, С,, С2. получают, если входное сопротивление схемы (см. 
рис 10 11)

j<x>L +
у <о г.,________________________- М 0 L 7

1-ш2 Ц С, ' I - a 3 £2 С2

Ф(о>)последовательно приравнивать к Z, = - j R tg при выбранных частотах Н результа- 

ie система уравнений относительно L. £.,. С,. С2 имеет вид

А . t-i
Oi 2 | - of L, С, I — со,2 L-} СЧ

§ 10.11. Четырехполюсник для амплитудной коррекции. Схема 
четырехполюсника, осуществляющая амплитудную коррекцию, изобра
жена на рис. 10.12. Корректор нагружен на резистор сопротивлением R, 
входное сопротивление его также равно R. Сопротивления Z, и Z2 вза
имно обратны (Z, Z-, = R 2). Постоянную передачу g = a + jb  
(см. § 4.10) в этом случае определяют по формуле

ек =] + zi /R.

Так как ]с-/А| = 1, то е° = 11 + Zx IR  j. Последняя формула связывает 
параметры схемы на рис. 10.12 и частоту со с затуханием а. В зависимо
сти оттого, что представляет собой сопротивление Zh характер зависи
мости а = /(ш) оказывается различным. В качестве примера на
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R R R R

Рис. 10.13

рис. 10.13, а-г изображены четыре схемы с различными Z, и Zj и гр* 
фики соответствующих им зависимостей.

Схему амплитудного корректора выбирают в соответствии с той 
зависимостью а = /(ш ), которую необходимо реализовать. Параметры 
схемы корректора (например, сопротивление Л,, емкость конденсатор! 
С, для схемы на рис. 10.13, а) определяют путем совместного решения 
системы уравнений, полученных приравниванием модуля величины
11 + Z, / R [ значению е° при фиксированной частоте <и. Уравнений со
ставляют столько, сколько в Z| неизвестных параметров. Уравнения 
имеют вид:

|l + Z, / ^ L ( =е0(И|), |l + Z, /Л Ц  =ев(<0,)......

Частоты С0|,ш2>••• выбирают для характерных точек зависимости 
а = /(со) либо через равные интервалы.

§ 10.12. Аппроксимация частотных характеристик. Аппроксимация —  это прибли- 
женная замена заданной частотной зависимости другой частотной зависимостью, котора! 
точно совпадает с заданной в ограниченном числе точек, отклоняется от нее в допусти
мых пределах вне этих точек, давая в то же время физически реализуемую функцию. На
пример, кривая |^(У<о)| на рис. 10.14, о —  это частотная характеристика идеального 
фильтра НЧ \ K (j * )] = / (* ). гае K ( j  х) — передаточная функция: х = о/мс, где шс —  
безразмерная величина, равная частоте среза.

1 1

V
1 X 1 дг

а б
Рис. 10.14

350



4

Л диапазоне изменения х от 0 до 1 | К ( / *)] = •; при *> i JAf(y jc)| = 0. Штриховая 
Mi (рис. 10.14,6) повторяет кривую на рис. 10.14, о, кривая )  характеризует гладкую 

«симацию, при которой отклонение от кривой / неодинаково в диапазоне алпрокси- 
и Кривая 3 иллюстрирует равноволновую аппроксимацию, при которой абсолютные 
имя максимальных отклонений от средней линии в обе стороны одинаковы. Гладкую 

||К1«симацию осуществляют обычно полиномами Батгерворта, равноволновую — лоли- 
•мн Чебышева. Известны и другие способы аппроксимации [10], у каждого из них име

вши свои достоинства и недостатки.
Гладкая аппроксимация. Применительно к фильтру НЧ аппроксимацию квадрата 
уля передаточной функции четырехполюсника осуществляют так:

Принимают, что при *= | \K (j х)\=Ч-/2, откуда т - 1. Полагая p = jx ,  найдем 
Яплюсы | АГ(у х)| :

К Ц х )П -1 Х).- — — р .

При нечетных п 

чри четных п
Рк . l l/J" = e y* ' /', * » 0 . l ..... я;

/(»♦!)«
рк =(-1)|/(5я> =е 2" . * = 0,1.....п.

Полюсы расположены симметрично по окружности единичного радиуса. Полиномы 
\р -Р\ )...(Р~  р „)  образуют знаменатель K { j  х) и называются полиномами Баттервор- 

При составлении их используют значения р, находящиеся в левой полуплоскости. Это 
|Аеспечивает физическую осуществимость К(р). Запишем полиномы: при п= 1 — /> + I: 
|ри п = 2 —  р * +'12 р +1; при я « 3 —  pJ +2p +2/J + I.

Задаваясь требуемым затуханием фильтра в децибелах (обычно при х = 2 ) 
в * 10 lg(l/( Ш г)2. определим л:

20lg|
20 Ig2

Например, при а = 18дБ п = 18/(20Ig2) = 2.98» 3. В рассматриваемом примере

IК(р)--
р1 + 2 р2 + 2 р + 1

Функцию К (р )  реализуют известными методами.
Равноватовая аппроксимация. Полиномы Чебышева порядка п записывают в триго

нометрической форме:

Т„(х) = cos я arccos х.

Полагая arccosx = 0 и имея в виду, что cos я 0 = cos" 8 - cos"'2 8 sin2 8 + ..., а

sin8 = Vl - х2. получим алгебраическую форму записи полиномов:

Г„(х) = х" + С 2 х " '2 (jcj  - 1) +С* хи'*  (г2 - 1)2 +....

Например, при п = 5 Г5(х) = 16хг -20дг3+ 5х
Так, Т„(х) колеблется от 1 до -1 в интервале х = 0 + 1 (рис 10.15. а) и монотонно 

возрастает при х > 1.
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«к кяк chnf}» *0, то
cosnoti^O и ct* = (2 А + 1)

2 л
к = 0,1..... п.

|ри этом

Так как

sinrca* =±1; sh я р* = 1 / у; Р4 = - Arsh(l/y).п

ю
arccostpj, / у) = а* + у р4,

Рк =ot * J  Ьк «=; cos(at + j  р*).

Действительные и мнимые части полюсов р к , лежащих в левой полуплоскости:

(2 * + I) яак = — sh Р4 sin(2 к +1)— ; P j=chpt cos-
2 л 2 л

к = 0,1..... я.

Из последней строчки следует, что a] /sh2 р4 + b\ /ch5 р* = 1. т. е. полюсы рк распо
ложены на эллипсе, одна полуось которого равна shp*. друга* — chp4.

В рассматриваемом примере при п = 4 и у = 0,4 Р4 «0,412; sh3* — 0,421; 
ch Р| = 1,08.

Для построения эллипса чертим две окружности, 
одну радиусом shp4, другую радиусом chp*
(рис. 10.16), и через начало координат проводим прямые 
до пересечения с окружностями под углами
a t  ̂(2 к + 1) (я /2 л), где * = 0,1..... л. В примере
и, * 22.3; 67; 111; 156°

Из точек пересечения лучей с окружностью мень
шего радиуса проводим вертикали, а из точек пересе
чения с окружностью большего радиуса —  горизонта
ли. Точки пересечения соответствуюших горизонталей 
и вертикалей на левой полуплоскости дают искомые 
полюсы. В примере р0 3 = -0,164± j  0,995;
Pi > = -0,388± j  0,416. Нормированная передаточная 
функция

К (р ) =
(р -  Ро 'Х Р-  Р ] ) ( Р -  P i)  ip -  P i )

_______________1_______________
((р + 0.I64)2 +0.995J )((p  + 0,388)J +0.416-)

По К (р ) определяют схему и ее нормированные параметры LK, Си Таблицы поли
номов знаменателя нормированного К(р ) низкочастотных фильтров, аппроксимирован
ных различными способами, даны, например, в [10] Для перехода от нормированных к 
действительным параметрам С пользуются соотношениями L = I*  /ше и С = СИ /ше.

Какому способу синтеза схемы и какой конкретной схеме следует отдать предпочте
ние, зависит не только от стоимости и габаритов при практическом осуществлении схе
мы. но и оттого, насколько фазочастотные характеристики получающихся четырехполюс
ников удовлетворяют поставленной задаче.

В заключение отметим, что нормирование распространяется не только на передаточ
ную функцию четырехполюсника, но и на другие функции, в частности на входное сопро
тивление или проводимость двухполюсников.

Если аппроксимируют не передаточную функцию, а входное сопротивление (прово
димость) некоторого двухполюсника, то оно обычно нормируется не только по частоте (з0.
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но и по его числовому значению. При нормировании Z(p) по числовому значению вхол 
ное сопротивление (проводимость) делят на некоторую безразмерную величину Л„. Пр 
переходе от схемы, реализующей нормированное сопротивление ZH (ее параметры Л, 
Сн и частота х), к той же схеме, но с ненормированными параметрами (ее сопротивлени 
Z, а параметры R, L, С), последние определяют, сопоставив почленно одинаковые слал 

Z R j  со L 1 I 
емые —  = —- + — —  +--- — — и Z . » RH + j  х £„ +-----  Ог-о>/ш0).

Ао Ro Rc >оСЛо " H j x C „
В  результате получим /?=/?„ Л0: Д * (Л0/о0), С *  Сн/(Ло со0), где м0 — вел» 

чина безразмерная.

Вопросы для самопроверки

I. Укажите два основных направления развития синтеза электрических цепей. 2. Of 
ределите задачи синтеза, перечислите условия, которым должны удовлетворять Z(p ) ф> 
зически реализуемых двухполюсников. 3. Поясните идею реализации двухполюснике 
лестничной схемой. Покажите, как следует упорядоченно определять ее элементы. Любе 
ли Z(p ) может быть реализовано лестничной схемой? 4. Как осуществить реализацм 
путем последовательного выделения простейших составляющих? 5. Нарисуйте две каж 
нические схемы двухполюсников, отображающие идеи реализации методом выделен» 
простейших составляющих. 6. В чем идея реализации методом Бруне? 7. Какой четыре) 
полюсник называют минимально-фазовым? 8. Сформулируйте, какие типы задач возникая 
при синтезе четырехполюсников. 9. Поясните этапы вывода формулы (10.17) для схем 
рис. 10.9, а. 10. Определите К (р ) четырехполюсника рис. 10.9, а, если в четырехт 
люснике Zy (рис. 10.9, б) последовательно соединены Rh С| и L,, а второй четыре) 
полюсник оставлен без изменений. 11. Начертите схему четырехполюсника для фазово 
коррекции и поясните, как определить ее элементы, если известна зависимость <р(ш|
12. Изобразите схему амплитудного корректора и расскажите, как определить ее элемы 
ты, если известна зависимость а(<о). 13. В чем состоит задача аппроксимации и как он 
решается? 14. Поясните идею составления К (р )  четырехполюсника, если в осно( 
положена: а) гладкая аппроксимация; б) равноволновая аппроксимация. 15. Как от норм! 
рованных параметров перейти к ненормированным, задавшись некоторыми Rq и  <о0 
16. Решите задачи 12.3; 12.6; 12.10, 12.7. 12.14; 12.17; 12.28.



Глава одиннадцатая
УСТАНОВИВШИЕСЯ ПРОЦЕССЫ 
В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ, СОДЕРЖАЩИХ ЛИНИИ 
С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

§ 11.1. Основные определения. В данной главе рассмотрены осно
вы теории установившихся процессов в электрических цепях, содержа
щих линии с распределенными параметрами.

Электрическими линиями с распределенными параметрами называ
ют такие линии, в которых для одного и того же момента времени ток и 
напряжение непрерывно изменяются при переходе от одной точки 
(сечения) линии к соседней точке, т. е. являются функциями времени и 
пространственной координаты.

Эффект непрерывного изменения тока и электрического напряжения 
вдоль линии имеет место вследствие того, что линии обладают распре
деленными в пространстве продольными и поперечными элементами 
(рис. 11.1, а).

На рис. 11.1, а изображен участок линии с распределенными парамет
рами, через dx  обозначен бесконечно малый элемент длины линии.

Сопротивления Z,, Z2, Z3, ... называют продольными, в них включе
ны сопротивления прямого и обратного проводов; сопротивления 
Z4, Z} , Z6, ... называют поперечными.

В результате утечки тока через сопротивление Z4 ток /2 *  . Анало
гично, ток /3 * i 7 и т. д. Напряжение между точками а и Ь не равно на
пряжению между точками с и d и т. д.

в

Рис. 11.1 
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В электрических линиях с распределенными параметрами продольным 
сопротивления образованы активными сопротивлениями проводов линм  
и индуктивностями двух противостоящих друг другу участков ЛИНИЯ] 
длиной dx. Поперечные сопротивления состоят из сопротивлений угон 
ки, появляющейся вследствие несовершенства изоляции между проводи 
ми линии, и емкостей, образованных противостоящими друг другу эли 
ментами (участками) линии.

Линию с распределенными параметрами называют однородной, если] 
равны друг другу все продольные сопротивления участков линии одним 
ковой длины и равны друг другу все поперечные сопротивления участи 
ков линии одинаковой длины. Участок линии на рис. 11.1, а однороден,] 
если Z| — Z 2 — =... и Z  ̂ — Zj — Zg =....

Линию с распределенными параметрами называют неоднородной, если 
продольные сопротивления в ней различны или поперечные сопротм* 
ления неодинаковы.

Кроме того, линии с распределенными параметрами можно подраэ* 
делить на две большие группы: нелинейные и линейные. В нелинейных 
линиях с распределенными параметрами продольные и (или) поперечные 
сопротивления являются функциями протекающих по ним таков, в линей- 
ных продольные и поперечные сопротивления не являются функциями 
протекающих через них токов.

Кроме электрических диний с распределенными параметрами суще
ствуют и магнитные линии с распределенными параметрами. Под маг
нитными линиями с распределенными параметрами понимают такие ли
нии, магнитный поток и магнитное напряжение вдоль которых непрерыв
но меняются при переходе от одной точки линии к соседней (см. § 14.24).

В магнитных линиях с распределенными параметрами продольные 
сопротивления представляют собой магнитные сопротивления самих 
магнитных стержней, образующих магнитную линию, а поперечные со
противления обусловлены утечкой магнитного потока по воздуху между 
противостоящими друг другу участками линии.

Примером нелинейной электрической линии с распределенными па
раметрами является электрическая линия передачи высокого напряжения 
при наличии между проводами линии тихого электрического разряда 
(явление короны на проводах). В этом случае емкость между противо
стоящими друг другу участками линии является функцией напряжения 
между этими участками.

Примером нелинейной магнитной линии с распределенными парамет
рами является линия, образованная параллельно расположенными маг
нитными сердечниками, которые в процессе работы линии могут насы
щаться.

Когда используют термин «линия с распределенными параметрами» 
то обычно его мысленно связывают с мощными линиями передачи элек 
трической энергии на большие расстояния, с телефонными и телеграф 
ными воздушными и кабельными линиями, с рельсовыми линиями авто 
блокировки на железнодорожном транспорте, с антеннами в радиотех 
нике и другими родственными линиями и установками. В то же время <
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Пиниями с распределенными параметрами имеют дело, когда «линий» в 
финальном смысле слова, казалось бы, вовсе нет. Так, обычная индук- 
(имная катушка при достаточно высоких частотах представляет собой 
Пинию с распределенными параметрами. Картина электрического и маг- 
Иишого полей катушки показана на рис. 11.1,6. Линии напряженности 
Мектрического поля Е  показаны штриховой линией, линии напряжен
ности магнитного поля Н  — сплошными линиями.

Схема замещения катушки показана на рис. 11.1, в. Из рисунка вид
но, что кроме индуктивностей в схеме есть межвитковые емкости и ем- 
«ости на корпус прибора (на землю). Если по катушке проходит перемен
ный ток, то через межвитковые емкости и емкости на землю также идет 
Гок. При одном и том же напряжении между соседними витками ток 
«рез емкости тем больше, чем выше частота переменного тока. При низ- 
юй частоте (десятки, сотни, тысячи герц) ток через емкости несоизме
римо мал по сравнению с токами через витки катушки и наличие емкос- 
гей можно не учитывать в расчете (что и делалось до сих пор). Если же 
«стота тока очень велика, например сотни миллиардов герц, то токи 
через емкости могут во много раз превышать токи через витки катушки. 
В этом случае вся катушка в целом будет оказывать прохождению пере
менного тока емкостное, а не индуктивное сопротивление (количествен
ные изменения перешли в качественные). При промежуточных частотах 
порядка нескольких мегагерц (когда линейные размеры катушки соизме- 
)имы с длиной волны) индуктивная катушка является типичной линией 
: распределенными параметрами. Если индуктивная катушка намотана 
*а стальной сердечник, который способен насыщаться, и частота тока 
юстаточно велика, то все устройство в целом представляет собой слож- 
*ую совокупность из электрической и магнитной нелинейных цепей с 
распределенными параметрами.

В главе 11 рассмотрены основы однородных линейных цепей с рас
пределенными параметрами. Вся теория излагается применительно к 
шектрическим линиям с распределенными параметрами на переменном 
гоке. Теория однородных линейных электрических цепей с распределен- 
1ыми параметрами на постоянном токе непосредственно следует из тео- 
>ии цепей переменного тока, если принять угловую частоту равной нулю.

Теория однородных линейных магнитных линий на постоянном токе 
> значительной мере аналогична теории однородных линейных электри- 
1еских линий с распределенными параметрами, только вместо тока в 
/равнении должен быть подставлен магнитный поток, электрическое 
шпряжение заменено магнитным напряжением, продольное активное 
:опротивление — продольным магнитным сопротивлением, поперечная 
•лектрическая проводимость — поперечной магнитной проводимостью 
см. главу 14). Теория магнитных линий с распределенными параметра
ми на переменном токе рассмотрена во втором томе учебника.

§ 11.2. Составление дифференциальных уравнений для однород- 
«ой линии с распределенными параметрами. Пусть Rq — продоль- 
юе активное сопротивление единицы длины линии; L0 — индуктивность
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единицы длины линии; С0 — емкость единицы длины линии; G0 — по 
перечная проводимость единицы длины линии. Поперечная проводимосл 
С0 не является обратной величиной продольного сопротивления R$.

Разобьем линию на участки длиной dx (рис. 11.2), где х —  расстоя
ние, отсчитываемое от начала линии. На длине dx активное сопротив
ление равно «о dx, индуктивность — Ц  dx, проводимость утечки — 
G0 dx. Обозначим ток в начале рассматриваемого участка линии чере’ 
/, а напряжение между проводами линии — через и. И ток, и напряже
ние являются в общем случае функциями расстояния вдоль линии дг I 
времени /. Поэтому в дальнейшем в уравнениях использованы частньн 
производные от и и i по времени / и расстоянию х.

Если для некоторого момента времени t ток в начале рассматрива
емого участка равен /', то в результате утечки через поперечный элемет

di ,ток в конце участка для того же момента времени равен / + —  dx, гд«
дх

дНдх — скорость изменения тока в направлении х. Скорость, умножен
ная на расстояние dx, является приращением тока на пути dx.

Аналогично, если напряжение в начале участка и, то в конце участи
дидля того же момента времени напряжение равно и + —  dx.
дх

Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для замкнутого кон
тура, образованного участком линии длиной dx, обойдя его по часовоЛ 
стрелке:

- и + ft, dx / + Lq dx ~  + и + —  dx = 0.
4 дх дх

После упрощения и деления уравнения на dx получим

ди , di _ . ,,, ,.
( 1 U )

По первому закону Кирхгофа,



Ток di (см. рис. 11.2) равен сумме токов, проходящих через прово
димость С0 dx и емкость С0 dx:

Пренебрегаем слагаемыми второго порядка малости. Тогда

di = uG 0 dx + C0 d x — .
dt (U .3 )

Подставим (11.3) в (11.2), упростим и поделим уравнение на dx :

Уравнения (11.1) и (11.4) являются основными дифференциальными 
уравнениями для линии с распределенными параметрами.

§ 11.3. Решение уравнений линии с распределенными параметра
ми при установившемся синусоидальном процессе. Пусть напряжение 
и ток в линии изменяются по синусоидальному закону во времени. Вос
пользуемся символическим методом.

Изображение тока

где U = U „ cJ *‘ / Л .
Комплексы U и / являются функциями расстояния х, но не являют

ся функциями времени. Множитель t ja l есть функция времени /, не за
висящая от д:.

Представление изображений тока и напряжения в виде произведения 
двух множителей, из которых один является функцией только х, а дру
гой — функцией только /, дает возможность перейти от уравнений в ча
стных производных (уравнений (11.1) и (11.4)) к уравнениям в простых 
производных. Действительно,

(11.4)

i = l m sin(w/ + ф() / еу“ ',

где / = /т t J / V2.
Изображение напряжения

u = U m sin(co/ + ф,() -> U е7“ ',



'

Q  ~  jm C 0U eJ " '. 
dt

Подставим (11.5) и (11.6) в (11.1) и (11.4), сократив в получении) 
уравнениях множитель eja l :

dU  ; ,, ,- = Z0/; (11.7,
dx

- ~ = у 0 о , (п-в:
dx

z0 = ъ  + j  и Lq-, (11.9;
Y0 =G0 + j a C 0. (11.10)

Решим систему уравнений (11.7) и (11.8) относительно U. С этой 
целью продифференцируем (11.7) по х:

d7U  „  d i

Sx * ’ (n 6 ,

, = Z 0~ .  (П.П)
dx dx

В (11.11) вместо d l/d x  подставим правую часть уравнения (11.8):

= Z0 Y0 U . (11.12)
dx

Уравнение (11.12) представляет собой линейное дифференциальное 
уравнение второго порядка. Его решение

О = Л, етх +Л2 е‘тх. (11.13)

Комплексные числа А, и А2 есть постоянные интефирования, кото
рые в дальнейшем определим через напряжение и ток в начале или че
рез напряжение и ток в конце линии.

Комплексное число

Y = s[ZoYo

называют постоянной распространения; его можно представить в виде

у = а  + ур , (1115)

где а  — коэффициент затухания, характеризующий затухание падающей 
волны на единицу длины линий, например на 1 м (км); р — коэффици-
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turn фазы, характеризующий изменение фазы падаюшей волны на еди
ницу длины линии, например на 1 м (км). Следовательно,

[У] = [а ] = [р] = 1 /м.

Ток 1 найдем из уравнения (11.7):

Z0 dx ZQly

Отношение Z0 / у = Z0/ J Z 0 Y0 = y]Z0 / K0, имеющее размерность со
противления, обозначают Z, и называют волновым сопротивлением:

=г,е-/<р*, (11.17)
• \ К0 \ G 0 + j a C 0

где г ,— модуль; ф.— аргумент волнового сопротивления ZB. 
Следовательно,

; = А е-г' - А еу*. (п.18)
Z Z*■» в

§ 11.4. Постоянная распространения и волновое сопротивление. Как указывалось 
ранге, постоянна* распространения

у = а  + У Р = +У ч> £o)(G0 +>о С 0) (И .19)
Дл* линии постоянного тока со-0 и потому

Y = Go (П-20)

Для линии синусоидального тока без потерь (Л0 =С0 = 0)

у - j  ы J  Rо С0. ( 11.2!)

Запишем формулы для приближенного определения р и а в линии с малыми поте
рями, когда Afl/oio « 1  и G0lo C 0 «  1. С этой целью перепишем формулу (11.19)сле
дующим образом:

и разложим биномы в ряды, ограничившись двум* членами каждого ряда (т. е. воспользу
емся соотношением VI + х *  1 + 0,5 х ). В результате получим

У * ■

Следовательно.

а = Ъ  [ К .  (И.23)
2 \io 2 Ко

P = e>,/ioQ <|124)
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Рассмотрим вопрос о волновом сопротивлении. Для постоянного тока (со»0) и 
(11.17) следует, что

Z,= (11.23

Для линии синусоидального тока без потерь (Яд = О0 = 0)

Z , = V V ^  (П.26

Для линии синусоидального тока с малыми потерями, когда

J o .  «  _®8_ «  J; 
ш io а)С0

Для реальных воздушных линий |Z , |* 300 + 600 Ом, для кабельных! 
\Z,\ « 50 + 200 Ом. Угол <Р имеет емкостный характер.

§ 11.5. Формулы для определения комплексов напряжения и тока 
в любой точке линии через комплексы напряжения и тока в начале 
линии. Как и раньше, через х будем обозначать расстояние от начала 
линии до текущей точки на ней. Пусть в начале линии при х = 0 напря
жение 0 Х и ток /,. Составим уравнения для определения постоянных 
и А2 через (У, и /,. Из (11.13) и (11.18) следует (дг = 0):

1>,=Л2 + 4 ; (11.28)

/, Z, = А2 - Ay. (11.29)

Для определения А, из (11.28) вычтем (11.29):

\  =0,5(t), -/| Z ,) = А, е74'0; (11.30)

А2 = 0,5 (I/, +/, Zt)= А2 t J , (11.31)

где /4,— модуль; ц/0 — аргумент комплекса Л,; А2 — модуль; — 
аргумент’1 комплекса А2.

Подставим (11.30) и (11.31) в (11.13):

Т*+Р-1Г* еТ *_е-Т*
о  ■ 3 .  t l b  ^  ,  и  S IL l C L  - /, 2.

2 2 1 2 1 * 2

Введем гиперболические функции. Известно, что

ch х = 0,5 (ех + е‘д), sh х = 0,5 (е* - е_г).

Индексы «о» и «п» — начальные буквы слов «отраженная» и «падающая» волны 
(см. §11.8).
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Поэтому

0,5(e,Jt + е 'у r) = chy х; (11.32)

0,5 (ет * - е"т *) = sh у x. (11.33)

Следовательно,

0  = £/, chy х-/, Z, shy х. (11-34)

Аналогичные преобразования, примененные к (11.16), дают

/ = /| chyx--^-shyх. (11.35)

Формулы (11.34) и (11.35) позволяют найти комплексы напряжения и 
тока в точке линии, расположенной на расстоянии х от ее начала. Сле
дует иметь в виду, что аргументом гиперболических функций в этих 
формулах является комплексное число ух = ах  + у'Рх.

§ 11.6. Графическая интерпретация гиперболических синуса и 
косинуса от комплексного аргумента. Гиперболические функции от 
комплексного аргумента сами являются комплексами и могут быть изоб
ражены векторами на комплексной плоскости.

Заменим ух в уравнениях (11.32) и (11.33) на ах  + у'Рх:

chyx = ̂ (eaV p*+e-aV J,,J[);

shyx = ^ (eaV M -e-“ V >pI).

По таблицам показательных функций найдем значение е "  и е и 
на комплексной плоскости (рис. 11.3) отложим векторы e“ V pJI и 
е-охе"7рдг. Первый из них по модулю равен еах и относительно оси дей
ствительных значений повернут на угол р х против часовой стрелки; вто
рой по модулю е~“ х и относительно оси действительных значений по
вернут на угол р х по часовой стрелке.



Гиперболический косинус равен полусумме этих векторов, а гипер
болический синус — их полуразности.

§ 11.7. Формулы для определения напряжения и тока в любой! 
точке линии через комплексы напряжения и тока в конце линии.̂
Обозначим расстояние от текущей точки на линии до конца линии у, а 
длину всей линии (рис. 11.4) /:

У  ~ I — X. (11.36)

начало
линии

конец
линии

Рис. 11.4

Пусть известны напряжение и ток в конце линии 0 2 н 12. Подста
вим дг = /, 0 = 0 2> 1 = 12 в (П . 13) и (11.18) и составим два уравнения 
для определения постоянных интегрирования Ах и А2:

U 2 = А2 c-yl +А, ет/;

/2 Z, = А2 e 'w -А, ег/.
Отсюда

-У = A, cJ ч'“ ;| Ах = 0,5 {U 2 - /2 Z ,) е = *,
[л(2 =0,5 (£/2 + /2 Z,)e> ' = A2 eJ v

(11.37)

Если подставить (11.37) в (11.13) и (11.18), заменить I -x  на у  и пе
рейти к гиперболическим функциям, то получим

U = U 2 ch у у  + /2 Z, sh у у\

I  = - L $hy у+ l 2 Z, chy у.
^В

(1138)

(11.39)

Зная U 2 и /, с помощью формул (11.38) и (11.39), можно найти 
комплексы напряжения и тока в точке, находящейся на расстоянии^ от 
конца линии.

§ 11.8. Падающие и отраженные волны в линии. Подставим в 
формулу (11.13) /4,e/Vn вместо A,, A2 eJ4,a вместо А2 (см. (11.34)), за
менив У на а + j  р, получим

U  = A{ ea V (v“+pj) + ̂ 2 e-aV (y"-pjr). (11.40)
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Аналогичную операцию проделаем с формулой (11.18), причем в до
полнение заменим Z, на г, е/д’ (см. формулу (11.17)):

j  _ 1̂ СД , ^2 g - a  (11.41)
2в

Для перехода от комплексов напряжения и тока к функциям времени 
умножим правые части формул (11.37) и (11.38) на V2e/al и от про
изведений возьмем мнимую часть:

и - At V2 е“ * sin у (со/ + ч/0 + Р*) + А2 yf2c'a ' sin у (со/ + ц/0 -рх); (11.42) 

А г~и = —  V2 еах sin(u)/ + ф0 + Рх-ч',) +
' V  (11.43)

At * 2 _д . . . л .+ -^-- е sin(co/фп-Рх-ц»,).
"в

Падающей электромагнитной полной называют процесс переме
щения электромагнитного состояния (электромагнитной волны) от ис
точника энергии к приемнику, т. е. в нашем случае в направлении 
увеличения координаты х. Электромагнитное состояние определяется 
совокупностью электрического и магнитного полей, обусловливающих 
друг друга. Падающая волна, распространяясь от источника энергии к 
приемнику, несет энергию, заключенную в ее электрическом и магнит
ном полях.

Отраженной электромагнитной волной называют процесс перемеще
ния электромагнитного состояния (электромагнитной волны) от прием
ника к источнику энергии, т. е. в нашем случае в сторону уменьшения 
координаты х.

Падающая электромагнитная волна образована падающей волной на
пряжения (второе слагаемое формулы (11.42)) и падаюшей волной тока 
(второе слагаемое формулы (11.43)). Отраженная электромагнитная вол
на образована отраженной волной напряжения (первое слагаемое фор
мулы (11.42)) и отраженной волной тока (первое слагаемое формулы 
(11-43)).

Знак минус отраженной волны тока свидетельствует о том, что поток 
энергии, который несет с собой отраженная электромагнитная волна, 
движется в обратном направлении по сравнению с потоком энергии, 
который несет с собой падающая волна.

Каждая компонента падающей волны (волны напряжения или волны 
тока) представляет собой синусоидальное колебание, амплитуда которо
го уменьшается по мере роста х (множитель е"“ '), а аргумент является 
функцией времени и координаты х.
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Каждая компонента отраженной электромагнитной волны затухает по 
мере продвижения волны от конца линии к началу (множитель eajt). 
Физически эффект уменьшения амплитуд падающей и отраженной волн 
по мере их продвижения по линии объясняется наличием потерь ■ 
линии.

На рис. 11.5 изображены графики распределения падающей волны 
напряжения вдоль линии (в функции дг) для двух смежных моментов вре
мени: /, и /2 >*|- Падающая волна распространяется слева направо. При 
построении принято со /| + ц/п = 0.

На рис. 11.6 представлены графики распределения отраженной вол
ны напряжения для двух смежных моментов времени: f, и /2 > /,. Отра
женная волна распространяется справа налево.

§ 11.9. Коэффициент отражения. Отношение напряжения отражен
ной волны в конце линии к напряжению падающей волны в конце линии 
называют коэффициентам отражения по напряжению и обозначают К и. 
В соответствии с формулой ( 11.40)

При согласованной нагрузке К„=0, при холостом ходе К и =\. 
Коэффициент отражения по току К, = - К и.

§ 11.10. Фазовая скорость. Фазовой скоростью Ц), называют 
скорость, с которой нужно перемещаться вдоль линии, чтобы наблюдать 
одну и ту же фазу колебания, или иначе: фазовая скорость — это 
скорость перемещения по линии неизменного фазового состояния. Если 
фаза падающей волны напряжения неизменна, то в соответствии с фор
мулой (11.42)

's* л2

Рис. 11.5 Рис. 11.6

0) t + lyn -р х = const,
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Возьмем производную по времени от обеих частей последнего равен
ства:

d dx—  (co/ + y n -(3x) = 0, или со-p —- = 0.
dt dt

Отсюда
dx co

иф dt p

Пример 116. Найти фазовую скорость для воздушной двухпроводной линии с малы
ми потерями ______

Р е ш е и и е. Из формулы ( 11 24) следует, что р = ш ,JL0 С0. Поэтому

»♦«£—Г 1—  (,144)Р V io Q

Индуктивность единицы длины двухпроводной воздушной линии

я г
где ц0 — магнитная постоянная; d — расстояние между осями проводов; г — радиус каж
дого провода.

Емкость единицы длины воздушной двухпроводной линии [I]:

г  - nzo С0 — .
In —Г

где е0 — электрическая постоянная.
Фазовая скорость

1 1
V Lq Cq ео

I
Vl.256 I0‘ 6 Г'н/с 8.86 10"12 Ф/м

* 300000 км / с.

§ 11.11. Длина волны. Под длиной волны X понимают расстояние, на 
которое распространяется волна за один период Т = 1 / / :

Х = о Г  = — . (11.45)
/

Пример 117. Найти длину электромагнитной волны при /  = 50 и 50 106 Гц.
г> п , сп г- ■, 300000км/сР е ш е н и е .  При/=  50 Гц X = —----- ----= 6000 км.

50с'1
При у  = 50 10* Гц X = 6 м.

§ 11.12. Линия без искажений. Линия без искажений представляет 
собой линию, вдоль которой волны всех частот распространяются с оди
наковой фазовой скоростью и затухают в равной степени.
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При движении электромагнитной волны по линии без искажений 
волны напряжения и тока уменьшаются по амплитуде, но формы воли 
напряжения в конце и начале линии подобны; точно так же подобны фор
мы волн тока в начале и конце линии.

Неискажающие линии находят применение в телефонии. При телефон
ном разговоре по таким линиям не искажается тембр голоса, т. е. не 
искажается спектральный состав голоса.

Для того чтобы линия была неискажаюшей, коэффициент затуха
ния а и фазовая скорость оф не должны зависеть от частоты; а и Оф 
не зависят от частоты, если между параметрами линии имеет место 
следующее соотношение.

Для сокращения записи обозначим R0 I L 0 = G0 /C0 = к. По определе
нию,

Из формул (11.47) и (11.48) следует, что коэффициент затухания а и 
фазовая скорость иф в линии без искажений действительно не зависят 
от частоты.

В линии без искажений волновое сопротивление

является действительным числом и также не зависит от частоты.
Чтобы убедиться, что форма волны напряжения в конце линии и2 полностью подоб

на форме волны напряжения в начале линии и,, возьмем напряжение на входе линии в 
виде суммы двух синусоидальных колебаний, одно из которых имеет частоту ш, а другое
2 со, и составим выражение для и: . Пусть

Так как для линии без искажения коэффициент затухания а не зависит от частоты 
(см. формулу (11 47)), то амплитуды обоих колебаний на расстоянии / уменьшаются в оди
наковой степени и становятся равными U ,„ е 'а/ и и 2„  е~а/.

(11.46)

Z0 = /?о + у со Lq = L0 (к + у со); 

Y0 = G0 + j w C 0 = С0 ( к + j  со);

у = (к + у со) J L 0 С0.

Следовательно,

ос — к -J~Lq Cq — -J Rq Gq ; (11.47)

P  — CO -JLq Cq',

иф - CO / P - 1 / -J Lq Cq . (11.48)

" i = U lM sm(o>/ + V |) + i ; 2„  sin(2 <0/ + 4/2).
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Дл* линии без искажения коэффициент фазы р прямо пропорционален частоте, по
этому дл* частоты 2 о> коэффициент Д в два раза больше, чем дл* частоты ш. 

Следовательно, мгновенное значение напряжения в конце линии

и2 =U\„e~al sin(m / + V| - Р Г) + U 2„  е 'а/ sin(2 to / -t- <+<2 — 2 Р /) =

= U lm e'e/ s i n ( d j ^ j  + V,) + t/’m е 'а/ sin(2<o^--— j  + 4i2).

Вынесем е"0/ за скобку и обозначим / через то>
Получим

и2 =с~а \ и ,ж sin(<i>T + >Vi) + £/,„ sin(2wT + y 2).

Если сопоставить последнее выражение с к,, то можно сделать вывод, что напряже
ние в конце линии имеет ту же форму, что и напряжение в начале линии. Однако оно умень-

р/ /шено по амплитуде за счет затухания и смешено во времени на —  = —  — на врем*
са иф

движения волны по линии длиной /

В реальных линиях передачи сигналов соотношение (11.46) обычно 
не соблюдается, так как Lq < Rq C0 /G0. Для того чтобы было достигну
то это соотношение, принимают меры по увеличению L0. Практически 
устранения частотных искажений сигнала во всем передаточном тракте 
часто достигают не за счет использования линий без искажения, а вклю
чением в тракт специальных корректирующих четырехполюсников.

§ 11.13. Согласованная нагрузка. Линия с распределенными пара
метрами, как правило, служит в качестве промежуточного звена между 
источником энергии (сигнала) и нагрузкой.

Обозначим сопротивление нагрузки Z2 (Z 2 = t/2//2) (рис. 11.7, а). 
Если Z2 * Z,, то падающая волна частично пройдет в нагрузку, частич
но отразится от нее (возникает отраженная волна). При Z2 = Z, — 
такую нагрузку называют согласованной — отраженная волна отсут
ствует. В этом можно убедиться с помощью формулы (11.46). Действи
тельно, отраженная волна отсутствует, так как Л, =0.

/, ^ ------- -!--------
Л-* у

) J ti' J o

Рис. 11.7

В линиях передачи информации кроме согласования Z2 с Z, согла
совывают также Z, с внутренним сопротивлением источника сигнала 
ZH. При ZH, немного не равном Z,, кроме истинного сигнала через
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некоторое время после него может появиться ложный сигнал типа эха; 
наличие последнего затруднит обработку получаемой информации.

§ 11.14. Определение напряжения и тока при согласованной на* 
грузке. Чтобы получить формулы для определения напряжения и тока в 
любой точке, удаленной от конца линии на расстояние у, в формулы 
(J1.38) и (11.39) вместо Z, подставим Z2, заменим /2 Z2 на 0 2 и
0 2 /Z2 на /2. Получим

U = 0 2 (chy y + shyy) = t/2 ет>;

/ = /2 (chy у  + shy у) = /2 ет>\

В начале линии при у - I

0 = 02 t ,y -U2 t j eaV p';

/ = /2 cry = /2 ea / e ' p/,

где — модуль; ф̂ 2 — аргумент комплекса U 2; /2 — 
аргумент комплекса /2.

График зависимости действующего значения напряжения U  от рассто
яния у  для линии с потерями при согласованной нагрузке иллюстрирует 
рис. 11.7, 6, кривая /, при несогласованной, например, кривая 2.

§ 11.15. Коэффициент полезного действия линии передачи при 
согласованной нагрузке. Коэффициент полезного действия линии пере
дачи равен отношению активной мощности в конце линии Р2 к актив
ной мощности в начале линии Р ,:

Рг - U 2 /2 cos(v(/j ~(f),2) = U 2 /2 cosфв,

где ф, — аргумент волнового сопротивления Z,.
При согласованной нагрузке угол между (У, и /, также равен фв, 

поэтому в соответствии с формулами (11.51)

Рх - U x /, cosfa(/j -ф,2) = U 7 /2 с2а1 СОБф,, 
Следовательно,

г, = />2 / /> = е_2<х/. (11.52)

§ 11.16. Входное сопротивление нагруженной линии. На рис. 11.7, а 
изображена схема, состоящая из источника напряжения £/,, линии с рас
пределенными параметрами длиной I и нагрузки Z2. Входное сопротив
ление = £/, / /,. В формулах (11.38) и (11.39) вместо подставим / и 
заменим U 2 на /2 Z2.

(11.49)

(11.50)

(И.51)
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Получим

/; Z ; Chy I + /; Z , Sh у /

В

ИЛИ

Z2 chy/ +Z, shy/
“  - Z—  sh у / + ch у / 

Z.■

( 11.53)

Если нагрузка согласована (т. е. Z2 - Z t ), то из (11.53) следует, что 
входное сопротивление равно волновому: Z „ = Z,.

§ 11.17. Определение напряжения и тока в линии без потерь. Стро
го говоря, линий без потерь не существует. Однако можно создать линию 
с очень малыми потерями (с очень малыми Rq и G0 по сравнению с о 
и ш С0 соответственно) и распространить на нее теорию линий без 
потерь.

Из предыдущего (см. формулу ( 11.21)) известно, что если R$ = С0 = О,

При этом волновое сопротивление Z, = J L q/Cq является чисто ак
тивным (см. формулу (11.26)).

Для определения напряжения U  и тока / в любой точке линии об
ратимся к формулам (11.38) и ( 11.39):

Учтем, что у у - (а + j  Р) у - j  Р у.
Гиперболический косинус от мнимого аргумента j  х равен кругово

му косинусу от аргумента х:

ch у х = 0,5 (е; * +e';j:) = 0,5(cosx + j  sinx + cosx-ysinx) = cosjc.

Гиперболический синус от аргумента j  х равен круговому синусу от 
аргумента х, умноженному на j :

sh j  х = 0,5 (е; 1 - t~J *) = 0,5 (cos x + j  sin x - cos x + j  sin x) = j  sin x. 

Следовательно, sh у x = sh j  P у  = j  sin P y.

у = a + y P = yco-y/̂ -o C„.

т. e. коэффициент затухания a = 0, а коэффициент фазы Р = со ]̂Lq Сй.

U  = U 2 ch у у + /2 Z, sh у у;

I = ̂ 2- sh у у + /2 ch у у. 
Z,а
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Поэтому для линии без потерь формулы (11.38) и (11.39) перепиш! 
следующим образом:

U =U 2 cosP у  + j  i 2 Z, sinP у; (1

/ = j  —  sinpy + /2 cosp^. (1
Zt

§ 11.18. Входное сопротивление линии без потерь при холосто
ходе. При холостом ходе /2 =0. Поэтому

7 - ^2 cospy _ ~ j  Z , _ - У л/Zq/С0
ж  ̂ п ~ У ч»‘»/ . U i

Z .
tgPy tgPy

Исследуем характер изменения Ẑ x х при изменении расстояния у  от 
конца линии до текущей точки на ней и проиллюстрируем это рис. 11.8, а.

В  интервале значений Р>> от 0 до л/2 tgр>> изменяется от 0 до оо, 
поэтому Zn% имеет емкостный характер (множитель - j )  и по модулю 
изменяется от со до 0. Расположение кривой выше оси абсцисс соответ
ствует индуктивному характеру реактивного сопротивления линии х, ниже 
оси — емкостному. В интервале значений Р>- от ц/2 до я tgpy отри
цателен и изменяется от -со до 0, поэтому Z tx х изменяется по модулю 
от 0 до оо и имеет индуктивный характер (множитель + j )  и т. д.

Конденсаторы или индуктивные катушки, изображенные на 
рис. 11.8, а, иллюстрирует характер входного сопротивления х.

Таким образом, изменяя длину отрезка линии без потерь, можно ими
тировать емкостное и индуктивное сопротивления любой величины.
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Практически это свойство используют при высокой частоте в различных 
(тдиотехнических установках.

§ 11.19. Входное сопротивление линии без потерь при коротком 
•■мыкании на конце линии. При коротком замыкании на конце линии 
и г - 0 и из формул (11.54) и (11.55) следует, что входное сопротивле
ние

Zixx = J Z t tgp>> = y V V Q  tgp* (11.57)

|де p = ш yjLq / Cq .
Будем изменять длину отрезка линии у  и исследуем характер входно

го сопротивления.
В интервале значений Р у  от 0 до я/2 tgpy положителен и изме

няется от 0 до оо, следовательно, в этом интервале входное сопротивле
ние имеет индуктивный характер и по модулю изменяется от 0 до со 
(рис. 11.8, б).

В интервале Ру  от л/2 до п входное сопротивление имеет емкост
ный характер и изменяется по модулю от со до 0 (в точке р_у = я/2 
tgP у  скачком изменяется от +® до -<х>).

Таким образом, изменяя длину отрезка короткозамкнутой на конце 
линии, также можно создавать различные по величине индуктивные и 
емкостные сопротивления. Отрезок короткозамкнутой на конце линии без 
потерь длиной в четверть длины волны теоретически имеет входное со
противление, равное бесконечности. Это позволяет применять его при 
подвеске проводов в качестве изолятора.

§ 11.20. Входное сопротивление линии без потерь при реактивной 
нагрузке. Определим входное сопротивление линии без потерь при чис
то реактивной нагрузке ZM = j  Х н:

п ,  . „ j  Z. cosp у (tgP у  + -—-)ZH cospy + z, sin P у  __________________ j  Z.
sx z zcos$ у + j  sinpу  cosp^(l + y tgpy)

*■%

Обозначим - j Z„/ Z, = tgv и учтем, что

Получим

,а  ,+ » ) .  -4 ^ t y . .
1 - tg Р у  tg v

Z „  3 j  Z, ,tg; y+t^  ~ j  Z. tg(P у + v), (11.58)1-tgv tgPy

т. e. входное сопротивление изменяется по тангенсоиде, начало которой 
смещено на угол v.
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И

При индуктивной нагрузке

X H =<j>L\ tg v = —j

при емкостной

§ 11.21. Определение стоячих электромагнитных волн. В линиях 
без потерь при холостом ходе, коротком замыкании, а также при чисто 
реактивных нагрузках возникают стоячие электромагнитные волны.

Стоячая электромагнитная волна образована стоячими волнами 
напряжения и тока. Математически такие волны описываются произве
дением двух периодических (в нашем случае — тригонометрических) 
функций. Одна из них — функция координаты текущей точки на линии 
(в нашем случае — Р у), другая — функция времени (ю /). Стоячие вол
ны напряжения и тока всегда сдвинуты по отношению друг к другу в про
странстве и во времени.

Сдвиг во времени между стоячими волнами напряжения и тока равен 
90°, сдвиг в пространстве — четверти длины волны (см. формулы (11.62) 
и (11.63), (11.65) и (11.66)).

Точки линии, где периодическая функция координаты проходит через 
нуль, называют узлами, а точки линии, в которых периодическая функ
ция координаты принимает максимальные значения, — пучностями.

При возникновении стоячих волн электромагнитная энергия от нача
ла к концу линии не передается. Однако на каждом отрезке линии, 
равном четверти длины волны, запасена некоторая электромагнитная 
энергия.

Эта энергия периодически переходит из одного вида (энергии элект
рического поля) в другой (энергию магнитного поля).

В моменты времени, когда ток вдоль всей линии оказывается равным 
нулю, а напряжение достигает максимального значения, вся энергия пе
реходит в энергию электрического поля.

В моменты времени, когда напряжение вдоль всей линии равно нулю, 
а ток достигает максимального значения, вся энергия переходит в энер
гию магнитного поля.

§ 11.22. Стоячие волны в линии без потерь при холостом ходе 
линии. Из формул (11.54) и (11.55) следует, что при холостом ходе

U  = U 2 cosP^; (11.59)

(11.60)
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Для перехода к функциям времени умножим правые части формул
( I I .59) и (11.60) на V2 еу“ ' и от полученных произведений возьмем мни
мые части:

/ =

и = 4г и  j cos р у sin ю /;

sin р у sin(co i + 90°).л/2 U 2

Щ с 0

(11.61)

(11.62)

Угол 90° в аргументе у синуса в формуле (11.62) соответствует мно
жителю j  в формуле (11.60).

В точках Р у = кп , где к =0,1,2..... будут узлы тока и пучности
напряжения.

\  Ш 1л = — я 
2

Линия < ЧВТ<
Ь

в
Рис 11.9

к ,- * .

График стоячих волн напряжения и тока для трех смежных моментов 
времени со /, = 0, <о = п/2, ои3 = -  л показан на рис. 11.9: о — напря
жения, 6 — тока. Сплошными линиями обозначена волна при ю/| =0, 
тонкими — при о/2 = л/2, штриховыми — при ш/j - для напря
жения и при со ts = л для тока.

§ 11.23. Стоячие волны в линии без потерь при коротком замы
кании на конце линии. Из формул (И .54) и (11.55) следует, что при ко
ротком замыкании на конце линии
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О  -  j  i 2 yjLq /  C 0 sin p у ; (11.63

/ = /2cosP>>. (11.64

Для перехода к мгновенным значениям умножим правые част 
формул (11.63) и (11.64) на ^ е ; " ' и от произведений возьмем мнимы 
части:

U = Л  12 у[ЦТс^  sin Р у  sin(co I + 90°); (11.63)

/ = V2 /2 cosp у sin® /. (11.66.

В правой части формулы (11.65) — в формуле для напряжения — есл 
множитель sin р у  sin(to t + 90°), как и в формуле (11.62) для тока /.

Следовательно, картина стоячей волны напряжения при коротком з» 
мыкании на конце линии качественно повторяет картину стоячей вол» 
тока при холостом ходе линии.

§ 11.24. Четвертьволновый трансформатор. Для согласована 
линии без потерь, имеющей волновое сопротивление Z t], с активной н» 
грузкой Z„ = RH *  Z t 1 применяют четвертьволновый трансформато( 
(ЧВТ). Он представляет собой отрезок линии без потерь длиной четверп 
волны А./4 с волновым сопротивлением Zbl. Сопротивление Z t2 рас
считывают так, чтобы входное сопротивление в схеме рис. 11.9, в ги 
отношению к точкам а и Ь оказалось равным Zt] (при этом на линию 
Z,| практически установится режим бегущей волны):

_ Лн cos90° + Z,2 sin 90° _ , D _ ,
* - i x a h ------------------ д -------------- ~  C *\-

cos 90° + j  —— sin 90°
Z.2

Отсюда ______
Z t2 ~ A  .

На линии с Ze2 есть и падающие, и отраженные волны.
Если нагрузочное сопротивление не чисто резнстивпи* 

(ZH = RH + j  Л"н), то для согласования ZB, с ZH на заданной частоте к 
зажимам аЬ на рис. 11.9, в кроме четвертьволновой линии подключают 
еще отрезок короткозамкнутой линии, длину которой берут такой, 
чтобы суммарная входная проводимость четвертьволновой и дополни
тельной короткозамкнутой линий равнялась 1/Ztl.

§ 11.25. Бегущие, стоячие и смешанные волны в линиях без по
терь. Коэффициенты бегущей и стоячей волн. При согласованной на
грузке на линии имеются только бегущие волны напряжения 
(U = U 2 eJ ^y ) и тока (/= /2 еу|5>). Так как при любом у  |е;Р>| = 1, то 
для бегущей волны действующее значение напряжения и тока вдоль ли
нии неизменно (рис. 11.10, а). При возникновении на линии стоячих воям
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действующее значение напряжения на линии 
сменяется в функции расстояния у  пропор
ционально {sin р у  j при коротком замыкании 
(см. формулу (11.63)).

При несогласованной активной нагрузке 
■а линии возникает смешанная волна — ком
бинация бегущей и стоячей волн. Если обо
значить m = Z,/ZH, то

U  = U 2 cosp у  + j  т  U 2 sin р у  =
= 0 2 cos Р у  + j  U 2 sin р у + j  U 2 (т  - 1) sin Р у ,

или

U  = U 2 е-'(,у + j  (m -\)U 2 sinPy.

Первое слагаемое определяет бегущую, 
второе — стоячую волну.

Распределение напряжения на линии в функции расстояния у

U = U 2 т/cos2 р.у + /я2 sin2 Р .

При т  > 1 напряжение на конце линии минимально, а через четверть 
алины волны $ у  = п/2 максимально (рис. 11.10, б). При т <  1 напря
жение на конце линии максимально, а через р>» = п/2 минимально 
(рис. 11.10, в).

Коэффициентом бегущей волны называют отношение минимума на
пряжения смешанной волны к ее максимуму:

*с . =^пип^т«-
Коэффициент стоячей волны

*С. *!'*«...•

§ 11.26. Аналогия между уравнениями линии с распределенными 
1враметрами и уравнениями четырехполюсника. Напряжение и ток 
га входе линии с распределенными параметрами (£/,,/1) связаны с 
гапряжением и током в конце этой линии (U2, /2) следующими уравне- 
<иями (получены из (11.38) и (11.39), в которые вместо у подставлена 
щина всей линии I):

U\ - U 2 chy/ + /2 Z, shy/; 

/, = ~ - sh y I + 12 chy/.
R

377

U

P* a °
U

r \ r \ T \

0$y б

vvvT
ty

Рис. 11.10



Сопоставим их с известными уравнениями четырехполюсника:

U l = A U 2 + B / 2,

/, ~ C U 2 + D l 2.

Из сопоставления следует, что уравнения по форме полностью ан! 
логичны, а если принять, что

то зависимость между (У, и U2, /2 и зависимость между /, и 
/ 2 в линиях с распределенными параметрами точно такие же, 
как и в четырехполюснике. Другими словами, при соблюдении условий
(11.67)—{11.69) четырехполюсник эквивалентен линии с распределенны
ми параметрами в отношении связи между входными и выходными 
токами и напряжениями.

Напомним, что обратная постановка вопроса, т. е. запись уравнений 
четырехполюсника через гиперболические функции, рассматривалась 
в §4.11.

§ 11.27. Замена четырехполюсника эквивалентной ему линией с 
распределенными параметрами и обратная замена. При перемене 
местами источника и нагрузки в схеме (см. рис. 11.7) токи в источнике и 
нагрузке не изменятся. Таким же свойством обладает симметричный 
четырехполюсник. Поэтому однородная линия с распределенными пара
метрами может быть заменена симметричным четырехполюсником и, 
наоборот, симметричный четырехполюсник можно заменить участком 
однородной линии с распределенными параметрами. При замене будем 
исходить из уравнений (11.67)—(11.69) и зависимостей, с помощью кото
рых параметры симметричного четырехполюсника связаны с коэффи
циентами А, В , С.

Для симметричной Т-схемы замещения четырехполюсника

А = D  = chy /; 
В  = Z t shy I; 

С = shy I  / Z t ,

(11.67)
( 11.68) 

(11.69)

(11.70)

(11.71)
или

Л = D = 1 += D = 1 + — ; 
Z,з

(11.72)

01.73)
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Для симметричной П-схемы

z > =  8

Z4 = В\

(11.74)

А-\ 
или

B = ZA-

С - - - А -Z< Z\

11.75)

11.76)

11.77)

11.78)

11.79)

Рассмотрим сначала последовательность операций при замене Т- и 
П-схем замещения четырехполюсника эквивалентной ему линией с 
распределенными параметрами (имеется в виду замена при фиксирован
ной частоте).

Пусть известны параметры Z, и Z3 в Т-схеме (Z4 и Zs в П-схеме). 
Требуется найти Z, и у/ для эквивалентной линии.

По формулам (11.72)—(11.74) или соответственно ( I I  .77)—(11.79) на
ходим коэффициенты А, В, С.

Для определения волнового сопротивления Z, разделим (11.68) на 
(11.69):

Z, = у[в7с. (11.80)

Для определения у/ составим выражение для thy/, использовав
(11.67), (11.68) и (11.80):

В

th у / = f l ii l  = VZzZ. = VZ£ (П.81)
ch у / А А

ио
thy / =ет'-е-*' 

ет/ +е~т/
Y IУмножив и числитель, и знаменатель последней формулы на е' , 

получим

е2"- 1thy/ ■
е2у/ + Г
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Отсюда

e2v/ =e3a, е-'2̂  _ 1+ thY У 
I- th y  у

( 11. 82]

Правую часть формулы (11.82) переведем в показательную форму 
Пусть она будет равна M eJv . Тогда

Для реальных линий R0, L0, С0, G0 > 0. Это накладывает условж 
на определение к. Следует подсчитать (3/ по приближенно известном} 
значению фазовой скорости в линии

и затем, сопоставив значения (3/, найденные по (11.83) и (11.84), опре 
делить к, округлив его значение до ближайшего целого числа.

Рассмотрим теперь последовательность операций при замене линт 
с распределенными параметрами эквивалентным ей четырехполюсником

Известны у / и Z„. Требуется найти сопротивления Z, и Z, в Т-схе 
ме (Z4 и Z5 в П-схеме). С этой целью по (11.67)—(11.69) находим зна 
чения коэффициентов А, В , С, а затем по (11.70) и (11.71) определяе* 
Z, и Z3 для Т-схемы (или по (11.75) и (11.76) — сопротивления Z4 » 
Z5 для П-схемы).

Возникает вопрос: любой ли симметричный четырехполюсник мож 
но заменить участком линии с распределенными параметрами и любук 
ли линию с распределенными параметрами можно заменить четырехпо 
люсником?

Очевидно, подобную замену можно осуществить, если полученные i 
результате расчета параметры таковы, что заменяющее устройствс 
физически можно выполнить. Как правило, замена участка линии с рас 
пределенными параметрами четырехполюсником возможна всегда, 5 
обратная замена — не всегда. Она невозможна в тех случаях, когда i 
результате расчета волновое сопротивление окажется чисто мнимым чис 
лом; в реальных линиях этого не бывает.

и так как
e7v _  еУ <v+2 7t _  е У 2 р /

где к — целое число, то
2p/-2A7iy = v.

Отсюда

(11.83;

(11.84:

380



§ 11.28. Четырехполюсник заданного затухания. Включаемый меж
ду источником сигнала и нагрузкой четырехполюсник, предназначенный 
для ослабления амплитуды сигнала в заданное число раз, называют че
тырехполюсником заданного затухания (аттенюатором ). Его собирают 
обычно по симметричной Т- или П-схеме и нагружают согласованно.

Положим, что требуется найти сопротивления Z, и Z3 такого четы
рехполюсника, собранного по Т-схеме, полагая известными затухание а 
(в неперах) и характеристическое сопротивление Zc. Исходим из двух 
соотношений:

chо = ! + |!- и Zc = уГв Тс  = yj2 Z, Z,+Z,2.
з̂

Из первого находим Z,/Zj =cho-l и подставляем во второе.

Пример 118. Дано: о = 0.963Нп; Zc = 7000m . Найти Zt и Zj
Р е ш е н и е .  Z, / Z, = ch 0,963*’ - 1 = 0.5; Z ,»0 .5 Z 3; ZC»2.25Z,; Z, =311 Ом; 

Z, =622 Ом.

§ 11.29. Цепная схема. На практике приходится встречаться со схе
мой, представляющей собой каскадное включение нескольких одинако
вых симметричных четырехполюсников (рис. 11.11).

Рис. 11.11

Такую схему принято называть цепной. Исследование распределения 
тока и напряжения вдоль цепной схемы удобно проводить, используя 
теорию линий с распределенными параметрами. Действительно, в пре
дыдущем параграфе говорилось о замене одного четырехполюсника 
отрезком линии длиной /, имеющей постоянную распространения У и 
волновое сопротивление Z,. Если число четырехполюсников равно и, то 
длина отрезка линии с распределенными параметрами будет в п раз боль
ше, т. е. равна п I.

Обозначим напряжение и ток на выходе п четырехполюсника через 
1/я+| и /л+| ; тогда напряжение и ток на входе первого четырехполюсника

(/, =<7Л+| chy«/ + /„+1 Z, shy я/; (11.85)

l\ = ~ iL chyn/ + /„+l Z, chy я/. (11.86)
в̂

Таблицу гиперболических функций см в § 8 18.
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Напряжение и ток на входе к от начала четырехполюсника (к<.п)\ 

йк 1 ch(n-k + 1)у/ + /п+| Z, sh(n-* + l)y/; (11.87

/| =^у!^5Ь(и-А+1)у/ + /п+1 Z, ch(« - А +1) у /. (11.8<

Рассмотрим несколько числовых примеров на материал, изложенны! 
в § 11.1-11.28.

Пример 119. Дли некоторой линии длиной 5 км на частоте 1000 Гц были проведен! 
опыты по определению ее входного сопротивления при холостом ходе и коротком замы 
кании на конце линии. Оказалось, что Z „  „ = 535 е " ''64’ Ом и Z . , , =467,5 е~-/|0\ Тр< 
буется найти волновое сопротивление Z, и постоянную распространения У зто 
линии.

Р е ш е н и е. Из формулы (11 53) следует, что при холостом ходе, когда 12 =®
Z „ „ « Z . / t h y / .

При коротком замыкании, когда Z2 =0.

=Z, thy/.

отсюда

z . = X , = ^ S e ' ' 64'  467.5е~ '10* = 500е“ ' 37* Ом; 

thy / = 7 Z „  0.935 с '37".
По формуле (11.82),

е2а/ е / 2 Р / I-*-0,935 e/i7* _  ̂| | еу»1*Ю- =С1.4М е1.414.
I - 0,935 е-'37’

4 .П «е м м ; 81в10' - 1.414 paa:

2 а / = 1,414; а  = 0,1414/(2/)«= 0,1414; у = 0.2 е '45 км*1; Р = 0.1414.

Пример 120. Определить Ял, U , Сп и Са для линии примера 119, полага 
2. = 500е-'” *0м  и у = 0.2 е-/4}* км '1.

Р е ш е н и е .  В соответствии с формулами (] 1.17) и (11.19)

Y 2, = Яо + Уш По

следовательно,

Ло + j  ш to = 0,2 е ' 45‘ 500 с~ 'зг  = 100 е '** = 99 + j  13,9,

или

Яо = 99Ом/км и Lq =13.9/(2 я 1000) = 0.00222 Гн/км;

Таким образом,

G0 + у о> С0 = 0.2 е '45'  / (500 е 'у 37*) = 0,0 5 5 7 • 10 '3 + j  0,369• 10 '1.

Пример 121. Линия примера 120 подключена к постоянному напряжению (о> = 0] 
Определить напряжение и ток в начале линии, если на конце линии включена нагрузи 
300 Ом и ток в нагрузке 0.5 А.
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Р с ш с н и с П о  формуле (11.25) находим волновое сопротивление линии Z, для по
винного тока:

2, = \/99/0,0557 I0‘ } = !ЗЗООм 

Постоянная распространения (см. формулу ( I !.20))

у = Д Г С о  ж >/s>9 0.0557 Ю 3 « 0,0743 км’ 1.

По формулам (11.38) и (11.39). п р и ут /

U t ~ и г chy / + /2 Z, shy/; /, = /2 chy/ + ̂ -shy/.

По условию 12 = 0,5 A; l/2 = /2 Л2 = 0,5 • 400 = 200 В; y/ = a/  = 0.0743-5 = 0,371; 
cha/ = ch0.371 = l,07; sha / = sh0,371 = 0,379. Следовательно,

t/, = 200 1,07 + 0,5 ■ 1330 • 0,379 = 466 B;

/, = 0,5 • 1,07 + 0,379 = 0,694 A.

Пример 122. Линия примера 119 короткозамкнута на конце и присоединена к источ
нику синусоидального напряжения частотой 1000 Гц. Определить напряжение и ток в 
начале линии, если ток в конце линии /2 = I А.

Р е ш е н и е .  При коротком замыкании

Ut ш /2 Z , sh у /; /| = /2 Z, ch у /.

По данным примера 119.

у = а  + у Р = 0,1414+ /0.1414 км '1; / = 5км; 
у / = 0,707 + ;  0,707; 

er I = со W  0.707 ж 2 02 (cos 40”20’ + j  sin 40*20') = 1,54 + j  1.305; 

e-r 1 „  e-0.707 e- j0.707 = 0 4 95 (cos40o20' _ j  sin 40®20’) = 0.377 - j  0,32; 

ch у I  = 0.5 (eT' + e_r/) = 0,96 + j  0,4925 = 1,07 cJ 2Г20‘;

Z,=  500 e ' ' 37* Ом; 

sh у / = 0.5 (eY/ - e 'r' )  = 0,582 + /0,812» e ' i4‘20'.

Следовательно,

0, = /2 Z, sh у / = 1 500 e‘ y 3r cJ  54'20' = 500 t J 17*20’ B;

/, = /2 chy / = 1.07 c-'27"20 A

Пример 123. Линия примера 119 замкнута на активное сопротивление Z2 =400Ом. 
Определить С/, и /,, если по нагрузке протекает ток /2 =0.5А; /=  1000 Гц. 

Р е ш е н и е .

У, = U 2 ch у / + /2 Z, sh у / = 200 • 1,07 еу 2Г20' + 0,5 • 5001 >,v  t J  >4Г0' = 463 t J  : г  В;

/, =/2 ch у / + —  sh у / = 0,8 ey S3’3* A.

Пример 124. По данным примера 123 определить комплекс действующего значения 
падающей волны в начале линии (/|2).
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Р е ш е н и е .  В соответствии с формулой (11.31)

ж  ,  Ж  еу = <bl k  = 431е ' ' « *  В.

Пример 12S. Записать выражение для мгновенного значения падающей волны напр!» 
жения в начале и конце линии по данным примера 124.

Р е ш е н и е .  Мгновенное значение падающей волны напряжения в начале линии при 
дг = О

■Я-431 sin(to / + 19°30'). 

шей волны напряжения i

1I 2 А2 е"“ ' sin(o) / + v n - р /);

Мгновенное значение падающей волны напряжения в конце линии при х =» / в общем 
виде

определяем
е-а/ =е-°.?о7_0>495; 

р/ = 0,707 рад = 40°20';

V I  Л2 е~а/ = V2 431 0.495 = 301 В;
Ч/„ -13 / = 19“31' - 40°20' =■ -20°50’.

Следовательно, мгновенное значение падающей волны напряжения в конце линии 
301sin(o/-20°50') В.

Пример 126. Определить затухание в неперах для линии примера 119, если на конце 
ее включена согласованная нагрузка.

Р е ш е н и е .  Затухание в неперах равно а .
Так как произведение а  / = 0,1414 - 5 = 0.707, то затухание линии равно 0,707 Ни.

Пример 127. Какую дополнительную индуктивность Lon<m нужно включить на каж
дом километре телефонной линии с параметрами: Л0 = ЗОм/км, 1̂  = 2■ 10~3Гн/км; 
С0 - Ю~6О м к м _|: С0 =6-10'9Ф/км, чтобы линия стала неискажающей?

Р е ш е н и е .  Для того чтобы линия была неискажаюшей, ее параметры должны удов
летворять уравнению (11.46). Следовательно.

/-ояоп + о̂ = - ^ 2 -  = 3 6-IO‘9/IO’6 = 18 10‘ ’ Гн/км;
Со

Ц ло„ = 18-2 = 16мГ/км;

Пример 128. Определить наименьшую длину короткозамкнутой на конце двухпровод» 
ной воздушной линии, чтобы при частоте 10* Гц входное сопротивление ее равнялось 
800у0м. Расстояние между осями проводов d = 20см, радиус каждого провода 
г = 2 мм.

Р е ш е н и е .  В  соответствии с формулой (11.57)

= j  V V Q  tgP у-

Для двухпроводной линии

, _ Mo ,n d . г  - ” Е°L0 = —  In — , С-о ~ 'ln(rf/r)

384



Lp _ Vo In ( d ir ) '?  I n(d/r)
Со  Eo V n J  \ C 0 n \  e0 ’

£  = 377 Ом; = 377 ^ 5 ^ - =  553 0m.
V eq  У  С о *

I lo условию 800 j  = у 553 tg(5 у. Отсюда

tgP .у = 800/553 = 1,445,

P > = 55°20' = 0.963 рад,

P = о  J l 0 C0 = 2,09 -10 2 c m  ' 1.

Искомая длина линии

>■- 0,963/(2,092 10 2) = 46.1 см.

Пример 129. В Т-схеме рис. 4.4. а 2,=1000м, 2 j  = -500>Om Определить харак- 
|еристическое сопротивление четырехполюсника и произведение y l  эквивалентной ему 
линии с распределенными параметрами.

Р е ш е н и е .  В  соответствии с формулами (11.72МЧ 74)

Л = 1 + —  = I + —1 —  = 1 + 0.2 j  = 1,02 е '" * 18'.
Z, - 500 )

5 = 2 2, + —  = 200 + ———  = 200+20 j  * 200 е ' '* 40":
Z j - 500 j

с  * J -  = — !-----.  0.002 е ' 40’
/ 3 - 500 ]

По формуле (11 80)

2, = -/вТс = \/200 еу ,°40' / (0.002 е '90*) = 316 е‘4Г10' Ом.

По формуле (11.81)

У й Т ?  = у/200 С ' ^ 0 .0 0 2  с ̂  а + 
Л 1.02 е;

По формуле (11.82)

2 у/ _  2а/ / 20/ _  1 + l h Y 1 _  1.498+7 0.369 ж 2 475 е ;50*10-. 

I - lh у / 0,502 - j  0.369

а  / = 0,5 1п 2,475 = 0,454, 

р/ = 25°5' * 0,437 рад. 

у / = 0,454 + у 0.437.

Вопросы для самопроверки

I. Чем принципиально отличаются цепи с распределенными параметрами от цепей с 
сосредоточенными параметрами'7 2. За счет чего токи и напряжения вдоль линии с рас
пределенными параметрами неодинаковы для одного и того же момента времени? 3. По-
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пените переход от уравнений для мгновенных значений и и i уравнений (11.1) и (11.4) I  
уравнениям для комплексных значений О и / (уравнениям (11.7) и (11.8)). 4. Каков фи* 
зический смысл постоянной распространения у и волнового сопротивления Z , ? 5. Если 
два провода двухпроводной линии с малыми потерями раздвинуть по сравнению с я  
исходным состоянием, то как это скажется на Z, и у? 6. Как определить Z, и у опыт* 
ным путем? 7. Из каких условий определяют постоянные Л\ и /|2? 8. Как показать, что 
сигнал, проходя по линии без искажений, не изменяет своей формы? 9, Почему в линии 
передачи информации стремятся брать Z„ = Z, ? 10. Линия без потерь нагружена несО< 
гласованно. Коэффициент отражения по напряжению ки =>1/3. Чему равно Z„ в долям 
от Z ,?  11. В чем различие между бегущей и стоячей волнами в физическом и математи
ческом отношениях? Какую волну называют смешанной? 12. Покажите, что линия без п» 
терь является неискажающей. 13. При каком соотношении между параметрами можМ 
считать реальную линию с До *  0 и С0 *  0 как линию без потерь? 14. Линия длиной X/2 
нагружена согласованно, у = 0,1 + 0314 j. Определите КПД линии. (Ответ: 0,133.) 15. Лм 
ния имеет длину 10 км и у * 0,2 + 0,314/. В середине линии и п = ЮОе-'30' В, 

= 50е"-,3°* В. Запишите мгновенные значения мп и и0 в начале линий. (О т 
вет: и„ = 272 sin(o) I + 120°), u0 = 36,8 sin(o) / - 120°).) 16. В  каком смысле четырехполюент 
может быть эквивалентен линии с распределенными параметрами? 17. Как рассчитал 
элементы аттенюатора по известным а и Z , -5 18. Каково назначение четвертьволновогс 
трансформатора? 19. Решите задачи 13.3; 13.11; 13.23; 13.31; 13.37; 13.43.



Jbaea двенадцатая
ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ, 
СОДЕРЖАЩИХ ЛИНИИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ 
ПАРАМЕТРАМИ

§ 12.1. Общие сведения. В гл. 8 рассматривались переходные процес
сы в линейных электрических цепях с сосредоточенными параметрами. 
Цля электроэнергетики, телефонии, телеграфии, счетной техники, радио
техники, электроники и импульсной техники существенное значение 
имеют также переходные процессы в электрических цепях, содержащих 
пинии с распределенными параметрами.

В тех участках цепей, которые могут быть представлены как участки 
: сосредоточенными параметрами, расчет переходных процессов выпол
няют с помощью методов, изложенных а гл. 8. В данной главе обсуждают- 
:я особенности переходных процессов в самих линиях с распределенны
ми параметрами, вопросы согласования и увязки их с переходными 
фоцессами на участках цепей с сосредоточенными параметрами.

Как уже говорилось в § 11.2, основными уравнениями для линий с 
«определенными параметрами являются уравнения (11.1) и (11.4). Они 
:праведпивы для установившихся и переходных процессов.

В силу того что интегрирование двух совместных дифференциальных 
сравнений в частных производных (уравнений (11.1) и (11.4)) в общем 
»иде представляет собой довольно сложную в математическом отно- 
иении задачу, в курсе ТОЭ переходные процессы на первом этапе 
«учают несколько упрощенно, а именно: рассматривают переходные 
процессы в однородных линиях без потерь, т. е. при Rq=0 и (70 =0. 
Практически это вполне оправдано, поскольку реальные линии с распре- 
хеленными параметрами, как правило, обладают относительно малыми 
ютерями.

Изучение переходных процессов при Rq = 0 и G0 = 0 дает возмож
ность качественно исследовать основные черты процессов. В количе- 
;твенном отношении неучет Rq и С0 для начальных стадий переходно- 
•о процесса существенного влияния обычно не оказывает, однако для 
юследующих стадий учет и G0 желателен и даже необходим.

После того как основные черты переходных процессов в линиях с 
«определенными параметрами будут изучены, в § 12.11-12.15 будет 
)ассмотрено применение операторного метода, позволяющее учесть 
1атухание волн в линиях (учесть наличие Rq и  G0).

В энергетических, телефонных и телеграфных устройствах, содержа- 
цих линии с распределенными параметрами, переходные процессы воз
никают при подключении линий к источнику ЭДС (источнику сигнала), 
1ри отключении от источника ЭДС, при подключении и отключении на- 
-рузки, а также при атмосферных (грозовых) разрядах.
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вычислительной технике, также происходят переходные процессы т» 
рассматриваемых в данной главе, например, в линиях задержки и ф< 
мируюших линиях.

§ 12.2. Исходные уравнения н их решение. Из уравнений (11.1
(11.4) при Ко =0 и G0 =0 следует, что

д х ~ Ц д Г  02

_ i i - c  —  di
д х ~ С°  д Г  02

Ток и напряжение являются функциями двух переменных: расстоян™ 
х от начала линии и времени л Продифференцируем (12.1) по х и (12.3 
по /:

д2и d2i
— ( 12. з

дх дх dt 

д2' ^
0 2 Л

В соответствии с (12.4) в правую часть (12.3) вместо d2i/dxdt под
д2и ,ставим -С0 — ^ и обозначим L0 С0 = 1/и :

д2и _ 1 д2и 
dt2 и7 dt2 2 д,2 ( ,2S

Из предыдущего (см. §11.10, формула (11.44)) известно, чт< 
и = 1 / у/Lq С0 есть скорость распространения электромагнитной волнь 
по линии. Если уравнение (12.2) продифференцировать по х, а (12.1) — 
по t и в правую часть продифференцированного уравнения (12.2) под 
ставить правую часть продифференцированного уравнения (12.1), т< 
получим

а _!_ ^  
дх2 и2 dt

Уравнения (12.5) и (12.6) — это уравнения второго порядка в част 
ных производных. Из курса математики известно, что уравнения такой 
вида называют волновыми.

Решением уравнения (12.5) является сумма любых функций /j и /2, 
причем аргументом функции /, является (r-дг/и), а аргументом функ 
ции J '2 является (f + x/u):

и = /, (/-х/и) + /2 (/ + х/и). (12.7'
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Для сокращения записи в дальнейшем будем обозначать:

«„= /,(/-*/и); (12.8)
и0 = /г (r + x/u). (12.9)

®дмовательно,

M = "n +uo> (12.10)

индексы «о» и «п» означают «отраженная» и «падающая» (волны). 
Вид функций f  и /2 определяется граничными условиями в начале 

И конце линии. Функции /, и /2 в общем случае должны позволять 
|Мжды дифференцировать их по х и /.

Подстановка функций /j(/-x/u) и /2(/ + х/и) в (12.5) даеттожде- 
|Т»о

Решение уравнения (12.6):

/ =ф| (/-х/и) + ф2 (/ + х/и). (12.11)

Для сокращения записи обозначим:

1п =Ф, (/-х/и); (12.12)
/0 =Ф2 (/ + */о). (12.13)

Тогда

i = in +‘0- (12-14)

§ 12.3. Падающие и отраженные волны на линиях. В соответствии 
р формулами (12.7) и (12.11) напряжение и ток в линии могут быть пред- 
(тявлены в виде двух функций: функции /I (/-х/и) и ф, (/-х/и) — 
Мдаюшие волны; функции /2(/ + х/и) и ф,(/ + х/и) — отраженные 
Юлны.

Падающие волны перемещаются со скоростью v по направлению от 
источника энергии к приемнику, т. е. в сторону увеличения координаты х; 
отраженные волны — от приемника энергии к источнику, т. е. в сторо
ну уменьшения координаты х.

Обсудим, как следует понимать, что аргументом функции /, является 
(1-х/о) (аналогичные выводы можно сделать и по отношению к дру
гим функциям).

Пусть в некоторой точке линии при х - х, и / = /, значение функции 
/i (/, -х,/и) равно /у Это значение функция /, будет принимать во 
icex точках линии, где х>х, с запозданием во времени, равным 
(х - Х|)/и и обусловленным конечной скоростью перемещения волны по
1ИНИИ.
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Так, в точке х = х2 значение функции /j будет равно F\ пр| 
t = t2 = tf + (х2 - х,)/и. Действительно,

3
! Л|_

Таким образом, каков бы ни был закон изменения напряжения п; 
ющей волны у| в начале линии, по такому же закону, но с запоздай» 
во времени изменяется напряжение падающей волны в любой точке 
НИИ.

чСИ]

§ 12.4. Связь между функциями /,, / г и функциями ф|, 
Найдем связь между функциями f  и ф(, а также /2 и ф2. С этой ц< 
лью в (12.1) и (12.2) подставим (12.7) и (12.11) и для сокращения запи 
обозначим:

d f  ( t - х / и) к а'ф, (t- x / u ) , 
d (t- x l и) d (t- x /о) ’’

(//; (< + ДГ / I)) _ , с/ф2 (< + Х/ц) _ , 
d(t + x/ и) 2’ d(t + x lu ) 2

Тогда уравнение (12.1) дает

— Л —  / з  = Ф | + -̂о Фз • (12.15)и и
Из (12.2) следует, что

Перепишем (12.15) и (12.16):

/ ,'-Л  = » М ф '|+ф '2); (12.17)

у;'+/2'= - ^ ( ф :- ф 2>- ( 12-|8>и Ln
Но

и А) = А) 1 Ц> О) ~ Lq / Cq — Z ,;

1/ (и C0) = VА> С0 /Со — ylLq /С0 = ZB>

где Z, — волновое сопротивление однородной линии без потерь (см. 
формулу (11.26)).

Таким образом,
/|'-Л  =Z„ (q>; +ф ',); (12.19)

/Г+ Л  = z . (ф 1 -Ф'2)- (12.20)
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Следовательно,

Если производные двух функций (например, ф[ и f ) при любых 
Качениях х и / равны, то это значит, что сами функции (ф, и ) равны 
точностью до постоянной. Поэтому

Ф| (t- x / v ) = -j- f ik - x / v ) ;  (12.23)
8

Ф 2 (t + x/v) = - ~ f 2(t + x/v). (12.24)
Z■

Постоянные интегрирования опустили, так как полагаем, что в токах 
напряжениях падающей и отраженной волн отсутствуют постоянные 

(оставляющие, не зависящие от х и от t. Два последних уравнения мож
но переписать с учетом (12.8), (12.9), (12.12), (12.13):

i„= u „/ Z t - (12.25)
i0 = - u JZ , .  (12.26)

Из (12.25) следует, что ток падающей волны для любого момента вре
мени и для любой точки на линии равен частному от деления напряже
ния падающей волны для того же момента времени и для той же точки 
пинии на волновое сопротивление.

Из (12.26) вытекает, что ток отраженной волны для любого момента 
•ремени и для любой точки линии равен взятому с обратным знаком ча
нному от деления напряжения отраженной волны в той же точке линии 
и для того же момента времени на волновое сопротивление. Знак минус
I (12.26) означает, что ток отраженной волны направлен встречно поло
жительному направлению отсчета тока, показанному на рис. 11.2.

§ 12.5. Электромагнитные процессы 
при движении прямоугольной волны по 
пинии. Пусть источник постоянного на
пряжения и, имеющий внутреннее сопро
тивление, равное нулю, подключается к 
незаряженной однородной линии с распре
деленными параметрами, у которой 
Rq=G0 =0 (рис. 12.1).

По линии перемещается падающая рис 12.1
мектромагнитная волна. Начальный уча- 
:ток волны, первым продвигающимся по
пинии, принято называть фронтом волны. В данном случае волна имеет 
прямоугольный фронт.

(12.21)

Ф'2 = (1 2 .2 2 )

/ и

У  - dx-»d t
Я
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Двигаясь по линии, волна создает между проводами линии электр! 
ческое и магнитное поля.

Приращение магнитного потока (потокосцепления) на фронте волн 
за время dt равно произведению тока / на индуктивность участка линм 
длиной dx: d y  = i L0 dx; оно вызывает ЭДС

е = — —  = - iL 0 -—  = - tL0 u = -i -
dt - d t~  jL tC o

= -i Z„ = -u„ = -u.

Таким образом, на фронте волны возникает ЭДС самоиндукции, ч» 
ленно равная напряжению генератора. На фронте волны происходит з; 
рядка проводов линии: один провод, например верхний, присоединении 
к плюсу источника ЭДС, приобретает положительный заряд, другой (ни> 
ний) — отрицательный заряд (такой же величины).

Кроме того, на фронте волны возникает ток смещения /сы = dq/d 
где dq — приращение заряда на одном из проводов линии за время с

dq = С0 и dx = Со к u dt.

Проходящий по диэлектрику на фронте волны ток смещения рав< 
току падающей волны, проходящему по проводам линии:

'см = Ц- = Q  “ и = у-- dt Z,

Электромагнитная волна, продвигаясь по линии, каждой единице дл1 
ны ее сообщает энергию электрического поля С0 и212 и энергию ма 
нитного поля Lq i* / 2. Можно показать, что эти количества энергий ра 
ны. Действительно,

Un = 'п -JLо /с0.
Следовательно,

Со и„ /2 ■= С0 /п2 Lq /(2 С0) - Lq i l /2.

Когда падающая волна достигает конца линии, к которому в обще 
случае присоединена некоторая нагрузка или другая линия (с други 
волновым сопротивлением), то часть падающей волны проходит в нагру 
ку (или соответственно во вторую линию), а часть отражается — возн! 
кает отраженная волна.

Чтобы выяснить, какова форма волны, проходящей в нагрузку, каю 
ва форма отраженной волны и как они деформируются во времени, npi 
меняют расчетную схему, которую принято называть схемой замещенг 
для исследования волновых процессов в линии с распределенными napi 
метрами.
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§ 12.6. Схема замещения для исследования волновых процессов 
• линиях с распределенными параметрами. Для обоснования методики 
(оставления схемы замещения обратимся к рис. 12.2, а. На нем изобра
жена линия с распределенными параметрами, на конце которой включе
на некоторая нагрузка. Начиная с того момента, когда падающая волна 
дойдет до конца линии, по нагрузке пойдет ток /„ и на ней будет напря
жение ин.

Рис. 12 2

На рис. 12.2, а изображены эпюры волн и и i на линии для момента 
иремени, непосредственно предшествующего подходу волны к концу 
линии.

В соответствии с формулами (12.10) и (12.14) напряжение и ток в 
любой точке линии можно представить в виде суммы падающих и отра
женных волн. Это справедливо также в отношении напряжения и тока в 
конце линии. Следовательно,

ип+ио=ии'. (12.27)
'п + 'о = V  (12-28)

Заменив /п на unIZ t , а /0 на - и0/2„, получим

« п  + “ о = V  “ п “ " о  = ' н  z ».

или
2«n=uH + /HZ1. (12.29)

Таким образом, напряжение на конце линии ип и ток в нагрузке /„ 
независимо от характера нагрузки связаны с напряжением падающей 
волны и„ уравнением (12.29). Последнему соответствует схема с сосре
доточенными параметрами, изображенная на рис. 12.2, б. В ней к источ
нику ЭДС напряжением 2 и„ подключают последовательно соединенные 
Z, и ZH.

Расчет переходного процесса в схеме с сосредоточенными парамет
рами (рис. 12.2, б) выполняют любым из методов, рассмотренных в гл. 8. 
Расчет дает возможность определить /„ = f ( t )  и ип = /(/). После того 
как эти зависимости найдены, можно определить характер изменения во
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времени напряжения и тока отраженной волны: и0 =/(/) и = /(/’ 
Действительно, из уравнений (12.27) и (12.26) следует, что

«о (О * » „ ( ')-«„(О;
'о =-u0V)/ZB;

Z M = y/L0 /C0. (12.3(

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих применение с* 
мы замещения.

§ 12.7. Подключение разомкнутой на конце линии к источник 
постоянного напряжения. В линии без потерь, так же как и в колеб; 
тельном контуре без потерь, при подключении к источнику постоянно 
ЭДС возникают незатухающие колебания. Период колебаний состоит i 
четырех частей или стадий (рис. 12.3, а-г) одинаковой продолжительн!

Кц|
_*д1_

1/0|
Цд1
?п\

----. »

и
о —--- ~ ~  1  

1
о --- 1

Рис. 12 3

сти //и, где / — длина линии, и— скорость распространения волны. 
Для рассмотрения этих стадий воспользуемся двумя различными схема
ми замещения. Первая схема (рис. 12.4, а) соответствует разомкнутому

Рис. 12.4

концу линии (Z H = да), когда к нему подходит падающая от начала ли
нии волна. Вторая схема (рис. 12.4, б) соответствует моменту времени, 
когда отраженная волна подошла к началу линии, где включен генератор
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постоянного напряжения, внутреннее сопротивление которого полагаем 
равным нулю (Z„ = 0).

Рассмотрим каждую из стадий процесса в отдельности.
Первая стадия. От генератора к концу линии распространяются вол

на напряжения ип1 = и и волна тока /п) = кп1 /Z, = / (см. рис. 12.3, а).
Вторая стадия заключается в том, что от конца линии к ее началу 

движется отраженная волна (ио1, /0, ). Для определения ио1 и служит 
схема рис. 12.4, а. Она составлена в соответствии с общим методом, 
изложенным в § 12.6. В ней к напряжению 2 нп1 = 2 и подключаются вол
новое сопротивление линии Z, и сопротивление нагрузки ZH = да (ли
ния на конце разомкнута!).

Согласно рис. 12.4, а напряжение на нагрузке равно удвоенному 
напряжению падающей волны. Действительно, при ZH -»ж>

“z. =2мп] —~ -  = 2 и„, = 2  и.
Н +

В соответствии с формулой (12.30) отраженная волна напряжения

"о! — — ип\ ~  2 Unl — "п! ~ 

в соответствии с формулой (12.26) отраженная волна тока

'о! = “ »о1 / 2 ш = - 'ш  =

Таким образом, в течение второй стадии процесса от конца линии к 
началу продвигается отраженная волна ио1 = и, /о) = Результирующее 
состояние на линии определяется наложением первой падающей волны 
(иП|, /п|) и первой отраженной волны (ио), /о1). На рис. 12.3, б дана 
эпюра распределения напряжения и тока по линии для некоторого мо
мента времени во второй стадии. (В этой стадии для участков линии, на 
которые прошли отраженные волны, результирующее напряжение равно
2 и , а результирующий ток равен нулю.)

Третья стадия процесса состоит в том, что волна мо1, /о1, дойдя до 
начала линии, отразится от генератора, как от короткозамкнутого конца 
линии (внутреннее сопротивление генератора принято равным нулю), и 
вызовет распространение в направлении от генератора к концу линии 
второй падающей волны (ип2, in2), являющейся, по существу, отражен
ной волной по отношению к волне (ио1, /0, ).

Для определения характера отражения волн от начала линии исполь
зуем схему рис. 12.4,6. В ней Z„=0, 2иы =2и. Так как нагрузка 
Z„ =0, то и напряжение на ней равно нулю. Но напряжение на нагрузке 
в соответствии с (12.27) равно сумме напряжения падающей волны 
(в данном случае ыо) = и ) и напряжения отраженной от начала линии вол
ны, распространяющейся от генератора к концу линии и потому назван
ной второй падающей волной. Следовательно, 0 = и + ип2. Отсюда

“ п2= - « ; 'п2 = “ n2/ Z ,  = -'■
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Результирующее состояние на линии по время третьей стадии процаЯ 
са изображено на рис. J2.3, в. Оно получено в результате наложения тр« 
волн: первой падающей волны ( мп1, /п)), первой отраженной от конЛ 
волны ( и0|, /0| ) и второй падающей волны ( ип2, /п2).

Четвертая стадия процесса заключается в том, что на три предыдуЗ 
щие волны накладывается четвертая волна, представляющая собой отрм 
жение от разомкнутого конца линии второй падающей волны.

Отражение второй падающей волны от конца линии произойдет ■ 
соответствии со схемой замещения рис. 12.4, а, только вместо 2 un, = 2 м 
в схеме будет напряжение 2 ип2 = -2 и.

Вторая отраженная волна имеет ио2 = -и, /о2 - Результируюшв! 
состояние на линии во время четвертой стадии (рис. 12.3, г) есть резуль 
тат наложения четырех волн:

"п ! + "о ! + “ п2 + "о2 = U + М -  И -  И = 0;

'Ш + 'о| + '„2 + *02 = / - / - !  + / = 0.

Таким образом, к концу четвертой стадии напряжение и ток вдоль всей 
линии равны нулю — линия приобретает такое же состояние, какое у нее 
было к началу первой стадии. Затем процесс повторяется до бесконечно, 
так как и С0 были приняты равными нулю. В действительности бла
годаря наличию сопротивления и утечки С0 колебательный процесс 
постепенно затухает и вдоль линии устанавливается режим, соответству
ющий установившемуся процессу в линии при постоянном напряжении.

В рассмотренном примере линия на конце была разомкнута, поэтому 
отраженные волны имели такую же прямоугольную форму, как и падающие

Отраженные волны будут иметь форму, в общем случае не похожук 
на форму падающей волны, если в состав нагрузки на конце линии вхО' 
дят емкости и (или) индуктивности, а также в том случае, если в мест< 
перехода с одной линии на другую есть сосредоточенные индуктивнос
ти и (или) емкости.

§ 12.8. Переходный процесс при подключении источника посто
янного напряжения к двум последовательно соединенным линиям 
при наличии емкости в месте стыка линий. Пусть первая линия име- 
ет длину /, и волновое сопротивление Z lh  вторая линия — длину /2 к 
Z a2 Напряжение источника ЭДС равно и (рис. 12.5, а). В мест<
стыка линий есть сосредоточенная емкость С.
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Требуется определить форму волны, проникающей во вторую линию, 
характер изменения тока через сосредоточенную емкость, а также резуль
тирующее распределение напряжения и тока вдоль первой линии при 
движении по ней отраженной от стыка линий волны.

Переходный процесс начинается с того, что от генератора по первой 
линии распространяется падающая волна с прямоугольным фронтом
*»nl =« И 'ш s "l2m\'Для определения характера изменения токов и напряжений, когда па
дающая волна дойдет до стыка линий, обратимся к схеме замещения с 
сосредоточенными параметрами рис. 12.5,6. В этой схеме нагрузка 
образована двумя параллельными ветвями — емкостью С и волновым 
сопротивлением второй линии Z l2.

Две параллельные ветви появились в схеме замещения потому, что в 
исходной схеме рис. 12.5, а падаюшая волна, дойдя до места стыка ли
ний, встречает два пути для своего дальнейшего распространения: пер
вый путь — через емкость С, второй путь — по второй линии с волно
вым сопротивлением Zt2.

Расчет переходного процесса в схеме рис. 12.5, б дает:

Характер изменения /2, /3, /, и и( в функции от времени изобра
жен на рис. 12.6, а~г. В первый момент после подхода волны к месту 
стыка линий напряжение падает до нуля, так как незаряженный конден
сатор для этого момента времени представляет собой как бы короткое 
замыкание.

Начальное значение тока через конденсатор равно 2w/Z,,. Затем 
конденсатор заряжается, напряжение на нем растет, а ток через него 
уменьшается. Ток i2 в схеме замещения представляет собой ток элект
ромагнитной волны, распространяющейся по второй линии; напряжение 
волны, распространяющейся по второй линии, равно i2 Z .2-

Для получения отраженной волны напряжения, распространяющейся 
по первой линии в направлении от стыка линий к генератору, из ординат 
кривой рис. 12.6, г нужно вычесть соответствующие ординаты напряже-

(12.31)

(12.32)

(12.33)

• I + ъ2
(12.34)

р - »̂1 + 2 ,2 
Z tl Z t2C

(12.35)
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Рис. 12.6
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Падающая по 
второй линии 
волна

Рис 12.7

ния падающей волны и затем перенести полученную кривую на линию, 
зная скорость отраженной волны.

На рис. 12.7, я, б изображены, соответственно, отраженные волны на
пряжения и тока.

Эпюра распределения напряжения и тока вдоль первой и второй ли
ний для момента времени, когда отраженная от стыка волна дошла до 
середины первой линии, представлена, соответственно, на рис. 12.7, в, г.

Перепад тока е/в кривой рис. 12.7, г равен току через конденсатор для 
данного момента времени. По второй линии волна продвинулась на рас
стояние, вдвое большее, чем прошла отраженная волна по первой линии. 
Это объясняется тем, что первая линия — кабельная, а вторая — воздуш
ная. Скорость продвижения волны по воздушной линии — 300 000 км/с, 
а по кабельной — около 150 000 км/с (формула для скорости и движе
ния волны по линии и входящие в нее Lq и С0 приведены в § 11.10).

П ример 130. В схеме на рис. 12.5, a Z fl = 50 Ом; Z t2 = 400 Ом; /t = 100 км; 
С = 5,62 мкФ; /,=60 км; и = 10 кВ Первая ли ни я  — кабельная, вторая —  воздушная. По
строить эпюры распределения волн напряжения и тока вдоль линий для момента време
ни, когда распространяющаяся по второй линии волна дойдет до конца второй линии.

Р е ш е н и е. По формуле (12.35) р ------------- i^ O O ---- - _  _4q0O c - i

50 400 5,62 10"
Ток падающей волны по первой линии :a / Z „  = 104 /50 = 200 А.
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По формуле (12.31), i2 =44,5 (1-е'4000')  А. (Рис. 12.6, а.)
По формуле (12.32), i} =40е'4000' А График /3 =/(/). (Рис 12 6,6.)
По формуле (12.33), /2 =44,5 (1+8 е '4000')  А. (Рис. 12.6, в.)
По формуле (12.34), ис  = uZl2 = 17750(1 -е"4000')  В. (Рис 12.6. г.)
По условию, падающая по второй (воздушной) линии волна должна дойти до конца 

•торой линии. Расстояние /2 = 100 км она пройдет за время

За это время отраженная от стыка волна пройдет по первой кабельной линии рассто
яние, в два раза меньшее.

Графики распределения и и i вдоль линии изображены на рис. 12.7, а. 6.
Перепад е/ на рис. 12.7, 6 равен току i} при / = 1 / 3000 с; i,=400e'4'3 = 106А. 
Отрезок Нравен току /г при / = 1/3000с ; /2 = 44,5 ( I- е ‘ ) = 32,7 А.
Отрезок тп на рис. 12.7, а равен напряжению ис при / = 1/3000с; и{- =13,05 кВ.

В рассмотренном примере электрическая цепь, содержащая линию с 
распределенными параметрами, подключалась к источнику постоянного 
напряжения.

Однако часто встречаются цепи, в которых ЭДС источника изменяет
ся по синусоидальному закону во времени. Если длина линии с рас
пределенными параметрами и частота синусоидальной ЭДС таковы, что 
время пробега волны по линии (/ = //о) много меньше периода перемен-

(  1 1 1тного тока Т, например составляет величину порядка I —  + —  I ‘ . то при
исследовании первых стадий переходного процесса в первом грубом 
приближении можно принять, что линия подключается к источнику по
стоянной ЭДС, которая равна амплитуде синусоидальной ЭДС (расчет на 
наиболее тяжелый случай). Если же время пробега волны по линии со-

тывают изменение ЭДС источника при перемещении падающей волны по 
линии.

При отключении нагрузки или ее части в линиях также возникают 
переходные процессы. Расчет их производят на основании принципа 
наложения, включая в размыкаемую ветвь источник тока, который дает 
ток, равный и противоположно направленный току в размыкаемой 
ветви.

Результирующие волны тока и напряжения на всех участках линии 
находят наложением на волны тока и напряжения, которые были на ли
нии до отключения ветви, волн тока и напряжения, продвигающихся от 
места размыкания в остальные участки линии.

При подключении в каком-либо месте линии новой ветви токи и на
пряжения в этой ветви находят методом эквивалентного генератора, а 
токи в остальных участках линии — методом наложения.

§ 12.9. Линия задержки. Под линией задержки, применяемой в им
пульсной технике, понимают устройство, которое включают между ис
точником сигнала и нагрузкой, служащее для задержки поступления сиг
нала в нагрузку на некоторое заданное время /3. В простейшем случае

/ = /2/о -100/300000 = 1/3000 с.

часть периода, то при расчетах учи
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(при малом t} ) линию задержки выполняют а виде куска коаксиального 
кабеля длиной /. Он создает задержку /3 = 1/и$. Если хотят получить 
относительно большое /3, то используют цепочку из каскадно соединен
ных одинаковых фильтров низкой частоты (см. рис. 5.1, а), выбирая па* 
раметры L и С фильтров так, чтобы полоса частот сигнала 0-гюс нахо
дилась в полосе прозрачности фильтра и чтобы (ос <со2> где 
со2 = л/2ТСС  — частота среза фильтра. Параметры фильтра согласуют 
с нагрузкой RH = L/C . Время задержки » п (db/d(n)a=0 = п yj 2 LC .  
Содержание, вкладываемое в термин «время задержки» (ВЗ) линии и 
четырехполюсника, различно. ВЗ линии — это время прохождения ли* 
нии электромагнитной волной. ВЗ, оказываемое четырехполюсником, — 
это время, отсчитываемое от момента поступления сигнала на вход че
тырехполюсника до момента, когда напряжение на выходе его нарастает 
от нуля до некоторого определенного значения, скажем до 0,5 от ампли
тудного, при относительно небольшом изменении формы сигнала по срав
нению с входным. Физически это время обусловлено переходным про
цессом в самом четырехполюснике и нагрузке. Выведем записанную 
формулу для 1Г

В (j 9 5 было показано, что нередаточная функция четырехполюсника 
К  ( j  а) = =| K(j со)| е-'"*"1, пропускающего сигнал без искажения, но с задержкой

UiU о>)
/0 = l\ во времени, должна обладать двумя свойствами:

1)модуль \K(j со)|= const (в частности, равен единице);
2) аргумент <p(j ш) « -ы »[.
Применительно к фильтру £ (у  е>) = !/е* =1/(ея е/А) Сопоставление характеристик 

фильтра с характеристиками четырехполюсника для зоны прозрачности дает

\K(j ш)|= 1/ея = 1, А»-Ф(сз) = о>г;.

Для фильтра НЧ (см рис. 5.1, в) в зоне прозрачности 

Ь = arccos А = arccos(l - е>2 L С) 
нелинейно зависит от ш. Для определения времени задержки приближенно заменим эту 
нелинейную зависимость прямой с угловым коэффициентом, равным

ложим b = 4 - 1
du>

а —»0
Тогда время задержки, создаваемое одним фильтром.

';=(d b ) db d(\ - и 2 L C )
rf(l-to3 L C) dis>

= — T..... J . ----- (-2 ш L C ) * ---- (-2 ш L C) — JT T C .
• V l - d - w 2 L C ) 7 u J l L C

Если каскадно соединены n фильтров НЧ. то время задержки в п раз больше: 
/, = п V 2 LC .

Если сигнал, проходящий через четырехполюсник, представляет собой короткий импульс, 
то его частотный спектр весьма широк и четырехполюсник, в отличие от линии с распреде
ленными параметрами, не в состоянии пропустить без затухания колебания всех частот. 
В этом случае можно только условно говорить о времени задержки, понимая под ним ус- 

dbредненную производную — , подсчитанную для основной части частотного спектра. 
dta
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§ 12.10. Использование линий для формирования кратковременных импульсов.
lit рис. 12.8, а изображена схсма, позволяющая формировать прямоугольные импульсы тока 
I  иягрузке Лн. В схеме имеется источник постоянного тока / и три линии При размыка-

Рис. 12 8

кии ключа от источника тока / по первой линии длиной /, с волновым сопротивлением 
/, распространяется прямоугольная падающая волна тока //2 и волна напряжения 
I 2,12. Дойдя до узла а, волна частично пройдет во вторую и третью линии и частично 
В1разится Для определения волн, проходящих во вторую и третью линии, служит схсма 
ммещения на рис. 12.8. б. Из нее следует, что /2 = / /4 и l} = I I 2.

По второй линии распространяется волна U 2 = h  Z,. по третьей — U } = /3 0,5 Z,. 
Полна (Д, дойдя до конца второй линии, где включена нагрузка /?„ = Z,. поглощается в 
ней без отражения

Волна (У), дойдя до короткозамкнутого конца третьей линии, отразится от него с пе
ременой знака у напряжения. Отраженная от конца третьей линии волна напряжения 
-/о 0,5 Z, = - / Z ,  12, дойдя до узла а, вызовет токи /j = /j=-//4 в первой и второй 
пиниях в соответствии со схемой замещения (рис 12.8, в) Волна тока /{ поглощается без 
отражения в сопротивлении 7.,, шунтирующем источник тока. Как только волна тока 1'2 
пойдет до конца второй линии, импульс тока в нагрузке R„ прекратится, поскольку токи 
/2 и 1'2 равны по величине и противоположны по знаку. Прямоугольный импульс тока 
через нагрузку появится через время (/, +/2)/и и протекает в течение времени 2/3 /о, 
равного удвоенному времени движения волны по линии длиной /3

До сих пор в гл. 12 рассматривали переходные процессы в линии, используя метод 
наложения падающих и отраженных волн, продвигающихся по линиям без затухания (так 
как было принято, что R0 = С0 = 0 ). Теперь рассмотрим, как рассчитывают переходные 
процессы с учетом R0 и G0

§ 12.11. Исходные положения по применению операторного мето
да к расчету переходных процессов в линиях. В линии с распределен
ными параметрами ток / и напряжение и являются функциями времени 
и расстояния от начала линии, т. е. i - i(x, /); и = и(х, I). Току i(x, t) со
ответствует операторное изображение 1(х, р), а напряжению и(х, t) — 
операторное изображение U(x, р).

Кроме того, имеют место соотношения

L0(d/dt)i(x ,t)±  Ц  р 1(х, р)\ G0(d/dt)u(x,l) = G0 pU (x ,p ).

Имея это в виду, запишем уравнения (11.1) и (11.4) в операторной 
форме:

- dU<\ ' Р ) = Z0 1{х, рУ, (12.36)
dx
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запишем аналогично уравне-

Г
,ображение напряжения и тока в точкс х 

■иям (11.38) и (U.39), заменив в них у на

U (x ,P ) = U 2( P) c h y (/ - *W 2(p )Z .sh Y(/-*); 

/(х р) = У М  shy (1-х) + h iP )  ch Y (/-*)•

(12.48)

(12.49)

, г \ ч мТок в нагрузке /2(р )-  ^ '
положи» х = 0 и из (12.48), (12.49) получим

(12.50)
(  ch у I s h y Q

/,(р)=^(р)^ Z2 z, ;

Напряжение генератора

о д ,» - а д - Л ( р )  z< -  и > Ц ( ' +Й 01" ' ' * z tV 1" ' ,) <12,5I)
I I  In'! и затем 1Лр) и подставим их в (12.48) 

Из (12.51) определим U 2(p ) г
и (12.49).



Обозначим а = \ J~~-; Ь = ; с = ̂ ~ г-  И введем эти обознЯ 
Z„(/>) Z „(p ) Z ^ p )  ^

чения в (12.52) и (12.53). Получим

_ч (1 + а) ет(,~т) + (1 -  о) еГу^~х) . . . . . .
{/(х’/,)- ^ ( Р ) (1 + а + 6 + с)еУ Ч (] + 6_ а с ) с .г,. («2.54

/(х, , ) ,  ̂ £ >  _ J l i f  +1« -») с-* ̂  . (12.55
Z „(p ) (\ + a+ b + c ) t y + (1  + b - a - c ) c y

Поделив числитель на знаменатель формулы (12.55), получим изоб* 
ражения падающих и отраженных волн напряжения в точке, удаленно! 
на расстояние х от начала линии:

Щх, р) = U r(p ) (F ] (P ) с ' ' 11 + F2(P ) - F , (p )в ' » -
- ^ (Р ) e 'r(</-'> + F} e 'r(4/*J,) + F6(p)e-y(6/-J) -...).

Аналогично для тока:

/(*. Р ) = ( W  e 'r'  - F2(p ) t  '*•-*' - F ,(p ) e-»,J/" ) + 

+ Fi {p )t- ', ^ ‘-x) + F, e-r<4/t,) - F6(p)e-»(6/"> -...).

Здесь
1 + 0 r- / \ l-oF\(p) = ----- 7— ; 2̂ (p )

(12.56)

(12.57)

I + a + 6 + с ’ I + a + 6 + с ’
i r / _ 4 _  0  + o ) ( l + * - a - c ) .  ( 1 - о ) ( 1  + 6 - я - с )
Fi ( P ) --- — 7----- ~2— > Fd P )  =— ~ г----- 77— ;

(1 + 6 + a  + c )  ( l  + i + a  + c ) ‘

F ( n s- (l + o ) ( l + 6 - a - c ) 2 . (1 - a) (1 + 6 - a - c)2
— (П Т ГТ ГТ )3 ' 6(p)— о■+*♦.«)> ■

Нахождение функций времени, соответствующих уравнениям (12.56) 
и (12.57) с учетом того, что i/,, У, Zr, Z, и Z2 являются функциями/7, 
в общем случае оказывается довольно громоздким делом. Поэтому ог
раничимся рассмотрением лишь нескольких задач.

§ 12.12. Подключение линии без потерь конечной длины /, разом
кнутой на конце, к источнику постоянного напряжения. В этом слу
чае Rq = С0 = 0 ив соответствии с (12.44) и (12.45)

У ~ Р  'JLq'Co = Р I = \jLq /С0; U]( p ) * U ! p .
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Обозначим время прохождения волной расстояния / через т0 
(т0 =//и) и время х/о через т. Тогда из (12.52) следует, что

U  c h ( T p - T )  U  ер(т°" т) +е р{' " ' х)
{Х ,Р )~ р Chp т0 "  р ' еРЧ + е~рт ■

Поделив почленно числитель на знаменатель, получим

t/(x, р) = — (e~p't +e~pl2x,~r) _ e~/’(2 t0+T) _ е_/,(4 то-,) +е' /’(4 т° +т) + )
Р  (12.58)

В соответствии с теоремой смещения в области оригиналов 
(см. § 8.40) от (12.58) перейдем к функции времени

u(x,t) = и  (1 ( (-  т) + 1 (/ - (2  т0 - т)) ~
-1 (I - (2 т0 + т)) +1 (/ - (4 т0 + т)) -...). ( 12 59)

Таким образом, решение для напряжения в произвольной точке запи
сано как сумма падающих и отраженных волн напряжения (что совпада
ет с решением, полученным в § 12.7 волновым методом), не затухающих 
по амплитуде. Каждое слагаемое решения вступает в действие, когда 
аргумент соответствующей единичной функции становится ^0.

§ 12.13. Подключение линии без искажения конечной длины /, 
разомкнутой на коние, к источнику постоянного напряжения U.
В этом случае

— Go / Q) - 5, у - (р  + 5) yjLq Cq - (р  + 5) / и; Z, — Lq / Ср . 

Из (12.52) следует, что

t//* ) = У. ch((P + s) VA) Q  _
Х' Р  р ch((p + 5 )V ^ C 0 /)

(У ch(p + 5)(т0 — т) _ (У + ( ' 2'60)
р ch(p + 5) т0 р е*/»+в) т, +e-(/><-8)i„

Поделим почленно числитель на знаменатель и перейдем к функции 
времени:

и(х, I) = t/(e'5Ч(/ - т) + е-(2 -T)i 1(/ - (2 т0 - т)) - 
_ е-(2тв+о8 ц / _ ( 2 1 0 + T ) ) - e ' (4 l°~ ,,s 1(/-(4 т0 - т ) ) + ...).

Падающие и отраженные волны теперь затухают по амплитуде по 
экспоненциальному закону в зависимости от пройденных ими расстоя
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ний. Установившееся значение напряжения в конце линии при / -* ® 
соответствии с п. 5 § 8.40:

.... . i/chO U  !im р U (l, р ) ------7 --------7
ch(6 /) ch / До VC0/£c

(12.б:

§ 12.14. Подключение бесконечно протяженного кабеля без инду| 
тивностн и утечки к источнику постоянного напряжения U. Полаг 
ем, что прямой и обратный провода кабеля близко расположены друг 
другу (поэтому Z.Q * 0) и его изоляция между проводами очень хорош! 
(Со»0). Тогда согласно (12.44) и (12.45) у = >/яС р ; Z, = - JR /C / 
Обозначим а = х J R C  и учтем, что U ](p ) = U / р.

По (12.52) и (12.53)
-а-Гр

и (х ,р ) = - с - а,'ГГ;
Р

В соответствии с табл. § 8.39:
е-а/р f

1(х, р) =
Z, \ R

- = 1-Ф

Z,

а/г

Функция

у2 V7, yfp -JrTt

Ф(г) = - L  |е’ ' ! dt
V71 п

'в /41

(в нашем случае г = х VR C  12 Л  = а /2 V7) представляет собой инте 
рал ошибок Гаусса (рис. 12.10, а).

Решение для напряжения и тока:
u(x,t) = U ( 1-Ф(г));

i (x j )  = u J - ^ ? - r .
и я R V t

( 12.6:

( 12.6-

Отметим, что решение, полученное в предположении, что у кабе; 
Lq = G0 = 0, имеет два недостатка:

1) напряжение и ток передаются от точки к точке не с конечной, а 
бесконечно большой скоростью;



2) ток в начале линии в момент включения достигает бесконечно боль
шого значения (в действительности он ограничивается хотя и малым, но 
конечным сопротивлением источника питания).

§ 12.15. Подключение бесконечно протяженной линии без утечки 
к источнику постоянного напряжения. Полагаем G0 = 0 и из формул 
(12.44) и (12.45), обозначив и = 1! >[ГС\ b=R()/2L0, определим

Изображение напряжения в начале линии U\(Q,p) = U /р. В соответ
ствии с формулами (11.37) и (11.38) изображение напряжения и тока в 
точке, удаленной на расстояние х от начала линии,

Для определения тока i(x ,t) как функции времени t и расстояния х 
(для t > х/и = т ) воспользуемся табличным соотношением:

го аргумента. Значения ее приведены в табл. 15.1. Следовательно,

В соответствии с (12.65) на рис. 12.10, 6 изображена зависимость

Из рисунка видно, что при малых х (малых Rq х/(2 и Lq)) т о к  /, по
лучив большой начальный толчок, уменьшается во времени. При боль
ших значениях х ток / после скачка сначала возрастает, а затем умень-

U (x ,p ) = -  е u
U -I'jp'+ihp 
— р и
Р

где J q (У 6 V/2 - т2) — бесселева функция нулевого порядка от мнимо-

Kx,t) = U (12.65)
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ди 1 di
G°  =0’ 'я7 = ~7 г  т0 dt С0 дх

шается. Так как для линии с распределенными параметрами, у которо

и{х, 0 = I
I

'О х/и

di(x, О 
дх

dt. (12.бв|

Возьмем частную производную от /(*,/) (см. (12.65)) по х, подсл 
вим ее в (12.66) и учтем также напряжение, обусловленное скачком том| 
на фронте волны. В результате получим 1

“ (* .') С~Т j bx \
U  U х/оJ

и

dt, (12.67]

где J ] — функция Бесселя первого порядка от мнимого аргумент! 
(см. табл. 15.1). Слагаемое e"Ajt/° в (12.67) соответствует скачку тока hi 
фронте волны. На фронте волны в точке х в момент Х1 и ток раве*

[с ~U —  е " ,  а в  соседней точке х + Ах в тот же момент времени то*
еще отсутствует. Поэтому напряжение, вызванное скачком тока на фрон< 
те волны,

jc/ u  + Дт

- П т —  /

иСг

Jf/O

i(x,t)

di(x.t) v 
дх и

1
uCn

= - 0  +

и  Ву г - t l

иСп

Ьх
и е u .

Вопросы для самопроверки

I. При каких допущениях на первом лапе изучения рассматривают переходные про 
цессы * линиях с распределенными параметрами0 Какими дифференциальными уравне 
ниями описывают эти процессы? 2. Как понимать, что аргументами функций, являющих 
ся решением, оказываются (/-х/и) и (г + х/и) ?  3. Как показать, что для линии бе 
потерь характер изменения и или < палаюшей волны в любой точке линии повторяв' 
характер изменения и и t в начале линии, но с запозданием во времени? 4. Как согласовы 
вают переходные процессы в линиях с распределенными параметрами с переходными про 
цессами в нагрузке на конце линии? 5. Обосновать методику составления схем замеще 
ния для исследования волновых процессов, когда волна дойдет до нагрузки. 6. Как и 
временных графиков напряжения цп на нагрузке и тока »н в нагрузке получить график! 
отраженных волн и0 и /0 на линии? 7. Какова идея расчета переходных процессов в ли 
нии с распределенными параметрами при отключении нагрузки или части ее? 8. Охарак 
теризуйте стадии волнового процесса при подключении разомкнутой на конце линии дли 
ной I к источнику постоянного напряжения, полагая сначала дл* линии Rq =С0 =0, : 
затем, что линия является линией без искажения. 9. Как от уравнений для мгновенны: 
значений тока и напряжения перейти к уравнениям, записанным для операторных иэоб 
ражений этих величин? 10. В каком случае в качестве линии задержек используют линик 
с распределенными параметрами, а в каком — каскадное соединение фильтров НЧ
11. Объясните идею формирования кратковременных импульсов с помощью линии с рас 
пределенными параметрами. 12. Решите задачи 15.5; 15.6. 15.12; 15.17.



капа тринадцатая
4ЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
ЮСТОЯННОГО ТОКА

§ 13.1. Основные определения. Как уже говорилось в § 2.1, под 
юлинейными электрическими цепями принято понимать электрические 
кепи, содержащие нелинейные элементы. Нелинейные элементы подраз- 
|еляют на резистивные, индуктивные и емкостные.

Нелинейные резисторы (HP), в отличие от линейных, обладают нели- 
1сйиыми вольт-амперными характеристиками. Напомним, что вольт-ам- 
юрная характеристика (ВАХ) — это зависимость тока, протекающего 
юрез резистор, от напряжения на нем. Нелинейные резисторы могут быть 
юдразделены на две большие группы: неуправляемые и управляемые.

В управляемых HP, в отличие от неуправляемых, кроме основной 
1C пи, как правило, есть еще по крайней мере одна вспомогательная 
1ли управляющая цепь, воздействуя на ток или напряжение которой 
южно деформировать ВАХ основной цепи. В неуправляемых HP ВАХ 
13ображается одной кривой, а в управляемых — семейством кривых.

В группу неуправляемых HP входят лампы накаливания, электрическая 
lyra, бареттер, газотрон, стабиловольт, тиритовые сопротивления, полу- 
роводниковые выпрямители (диоды) и некоторые другие.

В группу управляемых HP входят трехэлектродные (и более) лампы, 
ранзисторы, тиристоры, терморезисторы, фоторезисторы, фотодиоды, 
огниторезисторы, магнитодиоды, магнитотранзисторы и другие эле- 
1енты.

§ 13.2. ВАХ нелинейных резисторов. На рис. 13.1 изображено четыр- 
1адцать типов наиболее часто встречающихся ВАХ неуправляемых ре- 
исторов.

ВАХ на рис. 13.1, а имеют, например, лампы накаливания с металли- 
еской нитью. Чем больше протекающий через нить ток, тем сильнее 
1агревается нить и тем больше становится ее сопротивление.

Если величину, откладываемую по оси абсцисс, обозначить х, а вели- 
ину, откладываемую по оси ординат, Ддг), то характеристика рис. 13.1, а 
одчиняется условию

Дх) = -/(-*)■
Нелинейные резисторы, для которых выполняется это условие, назы- 

ают HP с симметричной вольт-амперной характеристикой.
ВАХ на рис. 13.1, б обладают варисторы, некоторые типы терморези- 

торов и лампы накаливания с угольной нитью. Для данной группы 
арактерно, что с увеличением протекающего тока сопротивление их 
меньшается. ВАХ их симметрична.
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Рис. 13 I

ВАХ на рис. 13.1, в обладает, например, бареттер. Бареттер выполни* 
ют в виде спирали из стальной проволоки, помешенной в стеклянный 
сосуд, заполненный водородом при давлении порядка 80 мм рт. ст. 
В определенном диапазоне изменения тока ВАХ бареттера расположен! 
почти горизонтально. Бареттер используют, например, для стабилизации 
тока накала электронных ламп при изменении напряжения питания. ВАХ 
на рис. 13.1, в также симметрична.

ВАХ на рис. 13.1, г, в отличие от предыдущих, несимметрична. Ею 
обладают полупроводниковые диоды (кремниевые, германиевые), широко 
применяемые для преобразования переменного тока в постоянный. Они 
способны пропускать ток практически только в одном, проводящем 
направлении. Широко используют их также в различных датчиках и пре
образователях устройств автоматики.

ВАХ на рис. \ЗЛ,д  имеют электрическая дуга с разнородными элек
тродами, газотрон и некоторые типы терморезисторов. Если напряжение 
повышать начиная с нуля, то сначала ток растет, но остается весьма ма
лым, после достижения напряжения (У, (напряжения зажигания) проис
ходит резкое увеличение тока в цепи и снижение напряжения на элект
рической дуге или газотроне. Для верхнего участка ВАХ приращению 
тока соответствует убыль напряжения на нелинейном сопротивлении.

Участок ВАХ типа верхнего участка кривой рис. 13.1, д называется 
падающим участком вопьт-амперной характеристики >.

Электрическую дугу широко применяют при сварке металлов, в элек
тротермии (в дуговых электропечах), а также в качестве мощного источ
ника электрического освещения, например в прожекторах.

*' Падающий участок ВАХ представляет собой такой ее участок, на котором положи
тельному приращению тока через HP соответствует отрицательное прирашение напряже
ния на нем.
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I взотрон представляет собой лампу с двумя электродами, заполнен
ную благородным газом (неоном, аргоном и др.) или парами ртути.
I  ВАХ на рис. 13.1, е имеет двухэлектродная выпрямительная лампа — 
Миогрон. По нити накала лампы пропускают ток. Этот ток разогревает 
Мгод (один из двух электродов лампы) до высокой температуры, в ре- 
(Мьтате чего с поверхности катода начинается термоэлектронная эмис- 
9ИЯ. Под действием электрического поля поток электронов направляется 
|и> второму, холодному, электроду — аноду. В начальной части ВАХ за- 
•Исимость тока от напряжения подчиняется закону трех вторых: 
I ■ а и*'2. ВАХ кенотрона несимметрична, это объясняется тем, что по
ток электронов направляется с катода на анод только в том случае, если 
•иод положителен по отношению к катоду.

ВАХ на рис. 13.1, ж  обладают лампы с тлеющим разрядом. К числу 
их относятся стабиловольты (стабилитроны) и неоновые лампы. При 
Тлеющем разряде благородный газ, которым заполнена лампа, светится. 
ПАХ на рис. 13.1, ж  свидетельствует о том, что в определенном диапа- 
юне значений токов напряжение на лампе остается практически неизмен
ным.

Некоторые типы точечных германиевых и кремниевых диодов имеют 
НЛХ на рис. 13.1, з.

Электрическая дуга между электродами, выполненными из одного и 
того же материала и находящимися в одинаковых условиях, имеет ВАХ 
подобную приведенной на рис. 13.1, и.

ВАХ четырехслойного германиевого (кремниевого) диода — динис- 
тора — изображена на рис. 13.1, л; ВАХ туннельного диода — на 
рис. 13.1, к (о принципах работы тринистора см. § 15.43 и туннельного 
диода см., например, [20]).

ВАХ лямбда-диода изображена на рис. 13.1,.«, ВАХ диодного огра
ничителя тока — на рис. 13.1, н и ВАХ полупроводникового стабилиза
тора тока — на рис. 13.1, о. На рис. 13.1, я — ВАХ двух одинаковых 
встречно включенных туннельных диодов. ВАХ управляемых нелиней
ных элементов рассмотрены в гл. 15.

§ 13.3. Общая характеристика методов расчета нелинейных элек
трических цепей постоянного тока. В гл. 13 рассматривается методи
ка расчета простейших нелинейных электрических цепей с последова
тельно, параллельно и последовательно-параллельно соединенными HP 
и источниками ЭДС. Кроме того, изложена методика расчета сложных 
цепей, в основу которой положена диакоптика.

Обратим внимание на то, что с линейной частью любой сложной 
разветвленной цепи, содержащей HP, можно осуществлять любые пре
образования, рассмотренные в гл. 1, если они облегчают расчет всей 
сложной схемы. Одно из таких преобразований — от треугольника 
сопротивлений к звезде для облегчения нахождения входного сопротив
ления линейной части схемы — использовано при расчете в § 13.9.

Из методов расчета, приведенных в гл. 1, к нелинейным цепям при
менимы следующие: метод двух узлов; замена нескольких параллельно
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включенных ветвей одной эквивалентной; метод эквивалентного генерв) 
тора и диакоптики и др.

До проведения расчета нелинейных цепей должны быть известий 
ВАХ HP, входящих в схему. Расчет нелинейных цепей постоянного ток̂  
производят, как правило, графически. Могут применяться и ЭВМ.

§ 13.4. Последовательное соединение HP. На рис. 13.2, а изображ!*' 
на схема последовательного соединения HP с заданной ВАХ, линейног! 
сопротивления R и источника ЭДС Е.

Рис. 13.2

Требуется найти ток в цепи. ВАХ HP обозначена на рис. 13.2, 6  как
I  = f ( U HР), ВАХ линейного сопротивления — прямая линия. ВАХ всей 
цепи, т. е. зависимость тока в цепи от суммы падений напряжений на HP 
и R, обозначена через / = f ( U HC +UM). Расчет основывается на законах 
Кирхгофа. Обсудим два способа расчета. Первый способ иллюстрирует 
рис. 13.2, б, второй — рис. 13.2, в.

При расчете цепи по первому способу строим результирующую ВАХ 
всей пассивной части схемы, исходя из того, что при последовательном 
соединении через HP и R проходит одинаковый ток. Для построения ре
зультирующей ВАХ задаемся произвольным током — точкой т ,  прово
дим через нее (рис. 13.2, б) горизонталь и складываем отрезок тп, рав
ный напряжению на HP, с отрезком тр , равным напряжению на R:
тп  + т  р = т  q .

Тогда q принадлежит результирующей ВАХ всей схемы. Аналогично 
строят и другие точки результирующей ВАХ. Определение тока в цепи 
при заданной ЭДС Е  выполняют графически по результирующей ВАХ. 
С этой целью следует заданное значение ЭДС £ отложить по оси абсцисс 
и через полученную точку провести вертикаль до пересечения с резуль
тирующей ВАХ в точке q. Ордината точки q равна искомому току.

При расчете цепи по второму способу нет необходимости строить 
результирующую ВАХ пассивной части схемы. Учитывая, что уравнение
I  R + U Hр = Е  в координатах / и U w  представляет собой уравнение пря
мой, проходящей через точки l  = E/R\ U  = U HP= 0; / = 0;

*' Здесь и далее черта над отрезком означает, что речь идет о его длине.
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t/(|p - U  - E ,  проводим на рис. 13.2, в эту прямую. Тангенс угла а на- 
Илона ее к вертикали, умноженный на отношение т и / т, масштабов по 
#«ям, численно равен R. Точка пересечения прямой с ВАХ HP опреде
ляет режим работы цепи. Действительно, для этой точки ток, проходя
щий через HP и R, одинаков, а сумма падений напряжений UHP + U H = Е. 
При изменении ЕДС от Е  до Е } прямую / = f ( U R) следует переместить 
Параллельно себе так, чтобы она исходила из точки / = О, U  = £, (штри- 
коиая линия на рис. 13.2, в).

Аналогично рассчитывают цепи при последовательном соединении 
двух и большего числа HP. В этом случае сначала находят ВАХ двух HP, 
»атем трех и т. д.

Обсудим применение второго способа для расчета цепи (рис. 13.3, а) 
в двумя различными HP. ВАХ НР| и НР2 изображены на рис. 13.3, 6 . Так 
как НР2 имеет нелинейную ВАХ, то вместо прямой / = f ( U lt), как это

было на рис. 13.2, в, теперь нужно построить нелинейную зависимость 
/ = Начало ее (рис. 13.3, в) расположено в точке / = О, U\ = Е.
Отсчет положительных значений (Л ведется влево от этой точки. Так как 
положительные значения и г на рис. 13.3,6 откладываем вправо от 
начала координат, а на рис. 13.3, в — влево, то кривая / = f { U 2) на 
рис. 13.3, в представляет собой зеркальное отображение кривой 2 
(рис. 13.3, б) относительно вертикальной оси, проведенной через точку

§ 13.5. Параллельное соединение HP. Схема параллельного соеди
нения двух HP изображена на рис. 13.4, а\ ее ВАХ — на рис. 13.4, б. При 
построении результирующей ВАХ исходят из того, что напряжение на 
HP, и НР2 равны в силу их параллельного соединения, а ток в нераз- 
ветвленной части схемы / = /, + /2.

Кривая 3 на рис. 13.4,6 представляет собой ВАХ параллельного 
соединения. Строим ее следующим образом. Задаемся произвольно на
пряжением U, равным отрезку От. Проводим через точку т  вертикаль. 
Складываем отрезок тп, равный току в НР2, с отрезком тр, равным току
в HP) : т  п + т  р = т  q.

и, и, I I

б
Рис. 13.3

U, = E.
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а 6
Рис. 13.4

Отрезок mq равен току в неразветвленной части цепи при напряже- 
нии О т. Аналогично определяют и другие точки результирующей ВАХ 
параллельного соединения.

§ 13.6. Последовательно-параллельное соединение сопротивлений.
На рис. 13.5, а изображена схема последовательного соединения НР3 и 
двух параллельно соединенных HP, и НР2. Требуется найти токи в вет
вях схемы. Заданы ВАХ нелинейных резисторов (кривые 1, 2, 3 на 
рис. 13.5, б) и ЭДС Е. Сначала строим ВАХ параллельного соединения в 
соответствии с методикой, рассмотренной в § 13.5 (кривая 1 + 2 на 
рис. 13.5, б). После этого цепь сводится к последовательному соедине
нию НР3 и HP, имеющего ВАХ 1 + 2.

Применяем второй способ построения (см. § 13.4). Кривая 3' 
(рис. 13.5, б) представляет собой ВАХ НР3, зеркально отраженную от
носительно вертикали, проведенной через точку U = Е. В точке пересе
чения кривой 3' с кривой 1 + 2 удовлетворяется второй закон Кирхго
фа: £/3 +L/12 = £. Сумма токов /, + /2 = /3.

§ 13.7. Расчет разветвленной нелинейной цепи методом двух 
узлов. Для схем, содержащих только два узла или приводящихся к ним, 
применяют метод двух узлов. Рассмотрим его на примере схемы

’1 * 2

1

6
Рис. 13 5
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(рис. 13.6). В схеме три HP и три источника ЭДС. Пусть ВАХ HP изоб
ражаются кривыми (рис. 13.7, а-в). Для определенности положим, что 
*, > £2 > Еу  Выберем положительные направления для токов. Пусть, 
Например, все токи направлены к узлу а. Тогда, по первому закону Кирх- 
Гофа,

/,+/2+/3=0. (13.1)

Рис 13.6 Рис. 13.7

Каждый из токов является нелинейной функцией падения напряжения 
на своем HP. Так, /, является функцией I/,, /2 — функцией U 2 и 
1у — функцией и ъ.

Выразим все токи в функции одного переменного — напряжения Uah 
между двумя узлами.

Для этого выразим U it U 2, t/3 через ЭДС и Uab :

t/, «£ ,- (/* ; (13.2)
U 2 = E2 - U ah; (13.3)
U ,= E ,- V ah. (13.4)

Таким образом, возникает задача о том, как перестроить кривую 
A = /W i) в кривую / ,*/ « / * ). кривую /2=/tf/2) — в кривую
l2 = f\ l !ah) и т. д. На рис. 13.8 показано, как из кривой /, = f (U y) 
рис. 13.7, а) получить кривую /, = — точки соответственно обо-
тачены одинаковыми цифрами.

Для точки 5 кривой (рис. 13.7, о) /t * 0 и Ut - 0; при этом Uoh = £, 
см. (13.2)), т. е. начало кривой /, = f (U ah) сдвинуто в точку Uah = £,.

Росту U i при б/, >0 соответствует убыль Uah. Для точки 2 при 
I/, =£, Uob= 0. Росту U\ при t/,<0 отвечает рост Uab, причем
Vab > Е\- ' ' ■

На основании изложенного рекомендуется поступать следующим об- 
эазом:

1) сместить кривую /, = /((У,) параллельно самой себе так, чтобы ее 
мчало находилось в точке Uah = £, (кривая, полученная в результате 
1ереноса, представлена штриховой линией на рис. 13.8);

2) провести через точку Uab = £, вертикаль и зеркально отразить 
дтриховую линию относительно вертикали.
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Аналогичным образом перестраивают кривые и для других ветв< 
схемы. Нанесем кривые /, = f ( U ab), /2 = f ( U ah) и /3 = f ( U ab) на о 
ном рисунке (кривые /, 2,3 на рис. 13.9) и построим криву 
/j + /2 + /3 - f ( U ah) (кривая 4 на рис. 13.9), просуммировав ордина! 
кривых 1, 2, 3. Точка т  пересечения кривой 4 с осью абсцисс дает зн 
чение Uah, при котором удовлетворяется уравнение (13.1). Восставим 
этой точке перпендикуляр к оси абсцисс. Ординаты точек пересечен! 
перпендикуляра с кривыми /, 2, 3 дадут соответственно токи /,, /2 и ; 
по величине и по знаку.

§ 13.8. Замена нескольких параллельных ветвей, содержащих Н 
и ЭДС, одной эквивалентной. Положим, что имеется совокупность н 
скольких параллельных ветвей, содержащих HP и источники ЭД 
(рис. 13.10). Параллельные ветви входят в состав сложной схемы, i 
показанной на рис. 13.10. Каковы должны быть ЭДС и ВАХ эквивален 
ного нелинейного резистора НР^ участка схемы (рис. 13.11), чтобы < 
был эквивалентен параллельным ветвям (рис. 13.10)?



Одна ветвь (рис. 13.11) будет эквивалентной ветвям (см. рис. 13.10) в 
том случае, если ток / в неразветвленной части цепи на рис. 13.10 при 
любых значениях напряжения 1)аЬ будет равен току / в ветви на 
рис. 13.11.

Воспользуемся построениями на рис. 13.9. Кривая 4 представляет 
собой зависимость /, + /2 + /3 = f {U ab), т. е. является результирующей 
ВАХ трех параллельных ветвей. Такую же ВАХ должна иметь ветвь 
(рис. 13.11). Если ток / в схеме на рис. 13.11 равен нулю, то Uab = £3. 
Следовательно, £3 на рис. 13.9 определяется напряжением Uab, при 
котором кривая 4 пересекает ось абсцисс. Для определения ВАХ НР,К 
необходимо кривую 4 (см. рис. 13.9) зеркально отразить относительно 
вертикали, проведенной через точку т .

ВАХ НР,К изображена на рис. 13.12. Важно подчеркнуть, что вклю
чение ЭДС в параллельные ветви привело к тому, что ВАХ НРЭ|( стала 
несимметричной, несмотря на то что ВАХ нелинейных сопротивлений 
1,2 ,3  в схеме (см. рис. 13.6) были взяты симметричными.

Таким образом, изменяя ЭДС в ветвях параллельной группы, можно 
изменять ее результирующую ВАХ и как бы искусственно создавать HP 
с самыми причудливыми ВАХ.

§ 13.9. Расчет нелинейных цепей методом эквивалентного гене
ратора. Если в сложной электрической цепи есть одна ветвь с HP, то оп
ределить ток в ней можно методом эквивалентного генератора. С этой 
целью выделим ветвь с HP, а всю остальную линейную схему предста
вим в виде активного двухполюсника (рис. 13.13, а).

.1

А нрЯ
4 *

а б
Рис. 13.13

Как известно из § 2.25, схему линейного активного двухполюсника по 
отношению к зажимам а и Ь выделенной ветви можно представить в виде 
последовательного соединения источника ЭДС с ЭДС, равной напряже
нию на зажимах аЬ при разомкнутой ветви ab (U ahx), сопротивления, 
равного входному сопротивлению RtK линейного двухполюсника, и не
линейного сопротивления ветви аЬ (рис. 13.13, б).

Определение тока в схеме (рис. 13.13, б) не представляет труда и мо
жет проводиться в соответствии с § 13.4.

Пример 131. Определить ток в ветви аЬ схемы (рис. 13.14) по методу эквивалентного 
генератора при Л( =Д0 =27Ом; Лг = Ю8 0м, Я3 =8Юм; /?4 =54 0м; £ = 70В. ВАХ 
HP изображена на рис. 13.15. а.

Р е ш е н и е .  Размыкаем ветвь и определяем напряжение холостого хода: Uakx = 20 В.

14 Теоретические основы
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Рис. 13 14

Рис. 13.15

Для подсчета входного сопротивления Я „  линейной части схемы относительно 
жимов ab необходимо преобразовать треугольник сопротивлений Я,. Я,, Я,> (или А 
Ло, Rj) (рис 13.14, б) в эквивалентную звезду (рис. 13 14. «) по формулам (2 49-2.51)

Лз ■ /?1 /?2 ,вЛ -J— *-—•« 180м;Л,+Л2 + Ло 
Я6 =4,45 0м, Я7 =18 0м:

( я ^ и я ^  = 570м
5 «6 + я3 + я7 +

Дл* определения тока в ветви ab схемы (см. рис. 13.14. а) на рис. 13.15, а провод 
прямую, проходящую через точки U  = х = 20 В, / = 0 и U = О,

/ = < W * . ,= 0 ,3 5 IA

(угол у наклона этой прямой к вертикали с учетом масштабов по осям равен Я „  ). То» 
пересечения этой прямой с ВАХ  HP (точка и) определяет рабочий режим схемы. 1 
/ »  0,22 А.

§ 13.10. Статическое и дифференциальное сопротивления. Свс 
ства нелинейного резистора могут быть охарактеризованы либо его ВА 
либо зависимостями его статического и дифференциального сопротк 
лений от тока (напряжения).
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Статическое сопротивление Лст характеризует поведение HP в

Елкиме неизменного тока. Оно равно отношению напряжения на HP к 
ротскающему по нему току:

*ст=у- (13.5)

Сопротивление R „ численно равно тангенсу угла а между осью 
лрлинат и прямой, идущей в точку b (рис. 13.15, а), умноженному на от
ношение масштабов по осям т ,, / т ,.

При переходе от одной точки ВАХ к соседней статическое сопротив
ление изменяется.

Под дифференциальным сопротивлением Яяиф принято понимать 
отношение малого (теоретически бесконечно малого) приращения напря
жения d U  на HP к соответствующему приращению тока dl:

*л«ф — ■ (>3-6)

Дифференциальное сопротивление численно равно тангенсу угла Р 
(см. рис. 13.15, а) наклона касательной к ВАХ в рабочей точке, умножен
ному на т и Iт , .  Оно характеризует поведение HP при достаточно малых 
отклонениях от предшествующего состояния, т. е. приращение напряже
ния на HP связано с приращением тока, проходящего через него, соот
ношением dU  = Rwф d l.

Таким образом, R „ — это сопротивление HP по постоянному току, а 
л̂иф — по малой переменной составляющей.

Если ВАХ HP имеет падающий участок, т. е. такой участок, 
на котором увеличению напряжения на AU, соответствует убыль тока 
на Д/, что имеет место, например, для электрической дуги (см. ее ВАХ 
на рис. 13.1, д), то дифференциальное сопротивление на этом участке 
отрицательно.

Из двух сопротивлений (Дст и ДЛИф) чаще применяют Ra„ф. Его 
используют, например, при замене HP эквивалентным линейным сопро
тивлением и источником ЭДС (см. § 13.11), а также при исследовании 
устойчивости режимов работы нелинейных цепей (см. § 17.3).

Пример 132. Построить кривые зависимости /?„ и ЯД11ж в функции тока/дли нели
нейного сопротивления, ВАХ которого изображена на рис. 13.15, а.

Р е ш е н и е  Кривые построены на рис. 13 15. 6.

§ 13.11. Замена нелинейного резистора эквивалентным линейным 
сопротивлением и ЭДС. Если заранее известно, что изображающая точка 
будет перемещаться лишь по определенному участку ВАХ HP и этот уча
сток может быть с известной степенью приближения заменен прямой 
линией, то HP при расчете может быть заменен эквивалентным линей
ным сопротивлением и источником ЭДС.
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Положим, что рабочая точка перемещается лишь по участку а< 
(см. рис. 13.15, о и 13.16, а). Для этого участка

. J
С/ = t/0 + / tgP = -£ + / —  Ядиф. (13.1

т ,

Уравнению (13.7) удовлетворяет участок цепи (рис. 13.16, б). На не! 
£ = —(Уо и линейное сопротивление R - Лднф.

а 6
Рис. 13 16

Замена HP линейным сопротивлением и источников ЭДС удобна тем, 
что после нее вся схема становится линейной и ее работа может быть 
исследована методами, разработанными для линейных цепей. Однако при 
этом необходимо внимательно следить за тем, чтобы рабочая точка не 
выходила за пределы линейного участка ВАХ.

Пример 1J3. Выразить аналитически участок ВАХ (см. рис. 13.15, о) в интервале 
между точками а и с.

Р е ш е н и е .  Из рис 13 15, а находим (J0 = 45 В и Ru,ф = 220 Ом. Следовательно, 
U  » -45 + 220/

♦ * •

Нелинейные резисторы в ряде случаев придают электрическим цепям 
свойства, принципиально недостижимые в линейных цепях; например, 
с их помощью можно осуществить стабилизацию тока, стабилизацию на
пряжения, усиление постоянного напряжения и др.

§ 13.12. Стабилизатор'тока и стабилизатор напряжения. Стаби
лизатором тока  называют устройство, которое способно поддерживать 
в нагрузке неизменный ток при изменении сопротивления нагрузки и 
напряжения на входе всей схемы.

Стабилизацию постоянного тока можно производить с помощью 
различных схем. Простейшей схемой стабилизатора тока является схема 
на рис. 13.17, а. В ней последовательно с нагрузкой Яя включен барет
тер Б. На рис. 13.17, б приведена ВАХ бареттера.

Пример 134. Бареттер используют для стабилизации тока накала электронной лампы. 
Номинальный ток накала 0,3 А, напряжение 6 В. Определить, s каких пределах можно
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10 20 30 40

6
Рис. 13.17

и'менять напряжение U на входе схемы, чтобы ток нити накала лампы оставался неиз
менным и равным 0,3 А.

Р е ш е н и е .  Сопротивление нити накала лампы К„ ■ 6/0,3 = 20 Ом.
Проводим через точки о и Ь (рис 13.17,6), ограничивающие участок бареттирования, 

лее прямые под углом a  (tga с учетом масштабов по осям численно равен 20) к 
вертикали. По рис. 13.17, б определяем, что напряжение U можно изменять в интервале 
22-41 В

Пример 135. В схему предыдущей задачи введено последовательное сопротивле
ние Я, Полагая напряжение на входе схемы неизменным и равным 41 В, найти, до како
го максимального значения R, в схеме имеет место стабилизация тока.

Р е ш е н и е .  Если Я, = 0 и U = 418, то рабочий режим характеризуется положени
ем точки Ь (см. рис 13.17, б) С увеличением сопротивления Я, рабочая точка на ВАХ 
перемещается по направлению к точке а. В граничном режиме (точка а)

Следовательно, Rlmtx = 80-20 = 60Ом.

Стабилизаторам напряжения называют устройство, напряжение на 
выходе которого UH поддерживается постоянным или почти постоянным 
при изменении сопротивления нагрузки Ян или напряжения (У, на вхо
де устройства.

Схема простейшего стабилизатора напряжения приведена на 
рис. 13.18. В качестве HP используется стабилитрон; R6 — балластное 
сопротивление. На рис. 13.19 изображена ВАХ стабилитрона.

ЯImu +/?, = lga2 — = 800мт ,

Ь 50 100 150 200 250 U, В 
Рис. 13.19Рис. 13 18
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изменений1//36 рабрТЫ стабилизатора определяют пределы допустимы! 
изменений С/, при Лн = const, а также исследуют работу стабилизатор, 
при одновременном изменении U ] и Лн.
ти«ДЛЯ T i ,KH качества Работы стабилизатора иногда пользуются поня 

коэФ Ф иЧие,,та стабилизации. Под ним понимают отношение от 
носительного приращения напряжения на входе стабилизатора (ДU, Ш Л  

пРиРащению напряжения на выходе стабилизатор!

ответствугг^ис^'п i T n n ^  РИС ^  R* ~ 5 к° м; Д6 = 2 кОм ВАХ стабилитрона со 
у -Р Определить границы допустимого изменения {/.. при которых ш

выходе стабилитрона поддерживается стабилизированное напряжение 150 В

t a n , ™ r mp‘  р“ “  ™

На рис. 13.19 проведем две прямые (сплошные) линии через точки m и „  r a y

“ Г , -  а г е т л г - "  -  •

|т“  269 8 Следовательно, напряжение С/, может изменяться от 220 до 269 В

рис f t !  ' u ' A Z  BonntiT* РИС 1318 ПРИ *6 = 2-5 К° М (ВАХ  стабилитрона см. и. 
грузки Я чтобы определить, в каких пределах можно изменять сопротивление на- 
напряжения стаоилюатор мог выполнять свои функции по стабилизации выходного

ставив' вШнегоИ °  С° СТаВИМ Уравнет1С по ВТ0Р °МУ закону Кирхгофа: /6 R6 +U = U, Под-

получим н

U(\ + R6/RJ + /R6 =U,. ( |3g)

Из (13.8) следует, что при и  = 0 / = и, /Я5 = 250/2000 = 125 мА

веде^иТГее\ТаЛлучСаНИче^ °и  ТОЧКИ " а ° СИ ° РДИНаТ (рИС 13-19) И штРи* °в°й  ™нией про- ведем из нее два луча, чтобы они проходили через точки m и п, ограничивающие участок
стабилизации. Решим уравнение ( 13.8) относительно Ян : ичивающие участок

и
м ~ (/У,-СУ)//?--/ (13.9)

4,28 до 9,52 кОм "2 Таким образом, сопротивление можно изменять от

ДиодП£го BAX3i-®n„\\7H Haan T  п  “  ИСТОЧНИ1{У ЭДС Е  присоединены туннельный д icro ВАЛ кривая на рис 13.20. 6) и линейный резистор Я

при Я°=То°0ИОм3авИСИМОСТЬ: °  ТОК8 '  ° Т И5менения ^ при £ = 0.5 В; 2) тока / от ЭДС £

рис Р13 20* .Г ИК „ иПяГ Р° еНИе ^  СЛУЧаЯ ‘ Даи0 на рис- 13 2°- 8 и " »  случая 2 -  иа Р ■ • .г  Кривые построены по точкам пересечения ВАХ диода (кривой а
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Рис. 13.20

рис. 13.20. б) с ВАХ резистора R (прямая Ь. ее координаты U = 0 / = £/*. и U = £
/ = 0) В случае 1 проводим несколько прямых при различных Я. в случае 2 прямую о
переносим параллельно самой себе.

§ 13.13. Применение теории линейного активного автономного 
к . к расчету нелинейных цепей. На рис. 13.21, а штриховой линией обведен линейный 
активный автономный четырехполюсник, в двух удаленных друг от адуга . ^  
которых имеются нелинейные резисторы НЭ, и НЭ,. вольт-амперные характеристики
которых известны. Требуется определить токи /, и /, » »етвяхJ  ”  , ,

С этой целью в соответствии с § 4 5 и 4.16 линейную часть схемы на рис. 1 а
заменим линейной активной Т-схемой замещения (рис Д 2 1 . б) Она
резисторов -  Я „ Ri. и двух источников постоянной Э Д С Ч т о б ы  опре
делить параметры схемы на рис. 13.21. б. поступим следуюшимобразом

1 В схеме на рис 13 21. а разомкнем ветви I  и 2, содержащие НЭ, и образовавшую 
ся после этой процедуры линейную часть схемы сделаем и п » * : “ “ " „ ^ э Д С  
в образовавшейся схеме ветви с источниками тока и закоротив

2. Затем определим три входных сопротивления для образовавшейся пассивной схе 
мы на рис 13 21, #: входное сопротивление Яи  по отношению к зажимам Р Р 
зомкнутой второй ветви, входное сопротивление Я,, по отношению* зажимам^ / р 
коротком замыкании второй ветви и входное сопротивление Я2, по отношению
мам 2 -2  при разомкнутой первой ветви. (4 32) определим А, В, С, D

3. Располагая значениями Яи , Я ,,, Я,* по формулам v 
параметры пассивного четырехполюсника:

А = *
Ят. - Я,,

А
«и'

b  = a r 2,. d  =
в

R, ,
(13.10)
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R, Rг
-CD— r ■ O  

ftf

2-o

4. По Л, В, С, D параметрам определим сопротивления Л,, 
пассивной схемы на рис. 13.21,

Д2, Л3 эквиваленте

£>-1 
с ' «1 = 4. (13.1

5. Для определения ЭДС £, и £2 в схеме на рис. 13.21.6 осуществим коротк 
замыкание в ветвях / и 2 (см. рис. д и е) и расчетным путем определим токи /, п  и /2 
в схеме на рис. 13.21, д. которые равны токам в схеме на рис. 13.21, <?. Для схемы 
рис. 13.21.г составим два уравнения:

Л кк + (/| кк /2кк)«3“ ^| (13.1

^2к« ^2 * ^ ц )  3̂ = (13.1

и из них определим £, и £,. Расчет токов в схеме на рис. 13.23. 6 рассмотрен в § 13.

§ 13.14. Построение ВАХ участков цепей, содержащих узлы с подтекающими i 
вне токами. На рис. 13.22, а изображен участок цепи, между точками а и Ь которого и» 
ются HP, и Н Р2, а к узлу т  подтекает ток / от непоказанной на рисунке части схем 
ВАХ HP, и НР2 известны (рис. 13.22,6). Требуется построить семейство В/ 
/|=/(^в») при нескольких фиксированных значениях тока/. При любом ток /, боЛ1 
ше тока /2 на ток 1. Это учтено при построениях на рис. 13.22, г тем, что начало кривс 
/г = /((У2) смещено выше начала кривой /, = /(£/,) на ток I. Из рис. 13.22, о следуе 
что С/*,, = (У, + U2 или Uat •= -((7, + U j ).

Для построения кривой /,(С/оЛ) при / = const задаемся произвольным током /, 
проводим через это значение /, горизонталь и суммируем абсциссы пересечения этс 
горизонтали с абсциссами кривых / и 2. Получаем кривую 3. Кривая J, »  J (V ah) (кр] 
вая 3") на рис. 13.22, д получается из кривой 3 (рис. 13.22, г) зеркальным отражение 
относительно вертикальной оси. При ином значении / будет новая кривая /\ = f (U ah 
Если на участках 1 и 2 будут включены ЭДС £, и Ег (рис. 13 22, в), т 
Uub - £| + £2.

ВАХ l\ “ f ( U aа )  в  этом случае получаем параллельным переносом кривой 
(рис. 13 22, д) на (£, +£: ) —  кривая 4
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Рис. 13.22

§ 13.15. Диакоптикя нелинейных цепей постоянного тока. Под аиакоптикой по
нимают расчет сложных цепей по частям, с учетом влияния частей друг на друга.

Проиллюстрируем идею метода на примере схемы (рис 13.23. а) Это мостовая схема 
с шестью ветвями и шестью HP. Всю схему, за исключением ветви 5 с током /$. предста
вим на рис. 13.23, 6 некоторым нелинейным двухполюсником /, а ветвь 5 —  двухполюс
ником 2. Общим для них является ветвь аЬ с током /5

а

Рис. 13.23

Если на рис. 13.23, в построить кривую /5 = f (U at>) —  кривую I — для двухполюс
ника I  и кривую /5 “  / (Uall) —  кривую 2 —  для двухполюсника 2, то точка пересечения 
кривых / и 2 удовлетворяет работе обеих частей схемы, т. е. является решением задачи.

Для получения кривой I  необходимо в соответствии с § 13.14 сначала построить 
семейство ВАХ ветвей / и 2 /, = f (U c j)  и ВАХ ветвей 3 и 4 / 3 = f (U cj )  при различных 
/5. Затем учесть, что /, + / 3 + /6 = О для каждого Л Из этого условия определить Ucj, 
/,. /j для каждого фиксированного /5 и по ним построить =

§ 13.16. Терморезисторы. Терморезисторы представляют собой HP. сопротивление 
которых сильно зависит от температуры Т тела терморезистора Так как эта температура 
зависит не только от тока, проходящего по терморезистору, но и от температуры окружаю
щей среды 0, то они представляют собой температурно управляемые HP. Другими слова
ми, один и тот же терморезистор обладает различными ВАХ при различных 6. Ток,
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нагревающий терморезистор, может проходить по самому терморезистору либо по н«Г 
нательной обмотке, электрически изолированной от него.

Терморезисторы подразделяют на два класса: термисторы (с отрицательным темпе 
тур ним коэффициентом) и позисторы (с положительным температурным коэффициенте 
Термисторы изготовляют из оксидов меди и марганца, позисторы —  из титаната бер 
легированного редкоземельными металлами. Постоянная времени нагрева терморезис 
ров составляет обычно несколько десятков секунд. Обозначают терморезисторы в со 
ветствин с рис. 13.24, а, ставя соответственно букву Т или П.

Рис 13 24

На рис. 13.24, б изображены ВАХ термистора типа ММТ-4. а на рис. 13.24, в —  по 
зистора CT5-I.

§ 13.17. Фоторезистор и фотодиод. Фоторезистор —  это резистор, управляемы! 
световым потоком Ф. Действие его основано на внутреннем фотоэффекте. ВАХ при нею 
менном потоке показана на рис. 13.25, а, люкс-амперная'1 характеристика при неизменно! 
напряжении — на рис. 13.25, б, спектральная характеристика / = /(X ) (ток — в относи 
тельных единицах, \  — длина волны) при неизменном U  и Ф  —  на рис 13.25, в. частот 
ная характеристика iр(/) при неизменном Ф и  U —  на рис. 13.25. г.

Фотодиод (ФД) —  это германиевый или кремниевый диод, обратный ток р-п-перех 
да которого зависит от освещенности перехода. Работа его основана на вентильном фот 
эффекте.

ФД могут работать с внешним источником (схема на рис. 13.26.о) и без не 
(рис. 13.27, а). ВАХ  одного из типов серно-таллиевого ФД при различных Ф  изображе 
на рис. 13.26, 6.

При работе без внешнего источника питания фотогальваническая ЭДС достига
0,1-0,2 В и более. Схема замещения для рис. 13.27, а изображена на рис. 13.27, 
ФД на нем представлен источником ЭДС холостого хода £х и внутренним сопротивлен 
ем R,. ЭДС Ех —  нелинейная функция светового потока Ф. ВАХ  R, —  кривая I

*' Люкс — это люмен / м-’ — единица измерения освещенности.
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рис. 13.27, в, а прямая 2 —  ВАХ  
определяет рабочий режим.

/?и при £х =0.2 В и - 250 Ом. Пересечение 1 с 2

§ 13.18. Передача максимальной мощности линейной нагрузке от источника с 
нелинейным внутренним сопротивлением. D схеме иа рис. 13.27, б линейной нагрузке 
сопротивлением йн передается мощность от источника ЭДС через резистор Л,, имеющий 
нелинейную ВАХ (кривая I на рис 13 27, в) Обозначим через U ^  —  напряжение на не
линейном резисторе. Мощность, выделяющаяся в нагрузке.

Рц = / * „ / » ( £ , - U u ) l .

dP,'Возьмем производную —-f- и приравняем ее нулю. a I
dP* 
dI

dUu
-U. - I--Ь-

*• d l

Учтем, что £x - U к, - / a
d U H

представляет собой дифференциальноеdl диф
сопротивление нелинейного резистора Следовательно, максимальная мощность передается 
нагрузке, когда в рабочей точке Лн = /?„,,$.

Вели в схеме на рис. 13.27, б нелинейным будет не только внутреннее сопротивление 
источника питания, но и сопротивление нагрузки, то нагрузке будет передаваться макси
мальная мощность (энергия), когда в рабочей точке статическое сопротивление нагрузки 
равно дифференциальному сопротивлению источника питания (доказывается аналогично).

§ 13.19. Магниторезисторы и магнитодиоды. Магниторезисторы —  это резисто
ры. сопротивлением которых управляют внешним магнитным полем индукции В. направ
ленным перпендикулярно направлению протекания тока через резистор. Электроны в теле 
магниторезистора находятся в перекрестных магнитном поле индукции В и электриче-
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6
Рис. 13 28

ском поле напряженностью Е  и движутся не по напряженности поля £, а по кривой 
напоминающей циклоиду, за счет чего путь их, а следовательно, и сопротивление увел» 
чиваются. Выполняют их в виде дисков или пленок. На рис 13.28, а изображена ВА> 
магниторезистора из антимонида индия, а на рис. 13.28, б —  из арсенида индия.

Магнитодиоды —  это диоды, в которых магнитное поле изменяет подвижность и на 
правление движения электронов и дырок. На рис. 13.28, в изображена ВАХ магнитолами 
КД301Ж при В = 0 (кривая /) и при В = 0,3 Тл (кривая 2).

Вопросы для самопроверки

I. Дайте определения следующим понятиям: нелинейный резистор, нелинейная элек< 
трическая цепь, статическое и дифференциальное сопротивления. 2. Дайте определение 
неуправляемых HP. 3. Качественно изобразите ВАХ известных вам типов неуправляемых 
и управляемых HP. 4. Для каких известных вам типов HP дифференциальное сопротивле
ние может быть отрицательным? 5. Может ли для реальных HP статическое сопротивле
ние быть отрицательным? 6. В чем заключается препятствие, затрудняющее применять 
метод контурных токов или метод узловых потенциалов для расчета сложных разветвлен
ных нелинейных цепей? 7. Как заменить несколько параллельных ветвей с HP и источни
ками ЭДС на одну эквивалентную? Определите характеристики элементов эквивалентной 
ветви. 8. Перечислите этапы расчета нелинейных цепей (НЦ) методом двух узлов и мето
дом эквивалентного генератора. 9. В чем ограниченность метода замены HP эквивалент
ным линейным сопротивлением и источником ЭДС? 10. Перечислите свойства, которыми 
при определенных условиях могут обладать НЦ и не обладают линейные цепи. 11. Оха
рактеризуйте свойства термисторов и позисторов, фото- и магниторезисторов 12. Пояс
ните идею расчета схем с применением диакоптики 13. В чем отличие условий передачи 
активной мощности нагрузке от источника с нелинейным внутренним сопротивлением 
и от источника с линейным сопротивлением? 14. Решите задачи 2.4, 2 8, 2.13, 2.14, 2.15, 
2 .20 , 2 .22 .



Гчава четырнадцатая
М А ГН И Т Н Ы Е  Ц Е П И

§ 14.1. Подразделение веществ на сильномагнитные и слябомаг
нитные. Из курса физики известно, что все вещества по их магнитным 
свойствам подразделяют на диамагнитные, парамагнитные, ферромагнит
ные, ферримагнитные и антиферромагнитные. У диамагнитных веществ 
относительная магнитная проницаемость цг < I, например для висмута 
цг = 0,99983, у парамагнитных веществ цг > 1, например для платины 
цг = 1,00036. У ферромагнитных веществ (железо, кобальт и их сплавы) 
цг много больше единицы (например, ю4, а у некоторых материалов 
даже до IО6). У ферримагнитных веществ ц, того же порядка, что и у 
ферромагнитных, а у антиферромагнитных веществ ц, того же поряд
ка, что и у парамагнитных.

При решении большинства электротехнических задач достаточно 
подразделять все вещества не на перечисленные группы, а на сильномаг
нитные, у которых pr »  1, и на слабомагнитные (практически немагнит
ные), у которых цг * 1.

§ 14.2. Основные величины, характеризующие магнитное поле. 
Основными векторными величинами, характеризующими магнитное 
поле, являются магнитная индукция В  и намагниченность J '\

Магнитная индукция — это векторная величина, определяемая по 
силовому воздействию магнитного поля на ток (см. гл. 2 1 ).

Намагниченность J  — магнитный момент единицы объема вещества.
Кроме этих двух величин магнитное поле характеризуется напряжен

ностью магнитного поля Н.
Три величины — В, ] ,  Н — связаны друг с другом следующей 

зависимостью"’:

5 = Ho(W+J). (14.1)

В  СИ единица индукции В  — тесла (Тл): 1 Тл = 1 В-с/м2 = 1 Вб/м2, 
а в системе СГСМ — гаусс (1 Гс = 10-8 Вб/см2).

Единица намагниченности J  и напряженности поля Н  — ампер на 
метр (А / м), а в системе СГСМ — эрстед (Э).

Намагниченность J  представляет собой вектор, направление которого 
полагают совпадающим с направлением Н в данной точке:

J  = XH- (14.2)

■'Стрелка над буквой характеризует вектор в пространстве. 
Пояснении к формуле (14.1) см в 8 14 24
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Коэффициент х для ферромагнитных веществ является функцией 
Подставив (14.2) в (14.1) и обозначив 1+х=Им получим

В = ц0 Ц, Н  = ц, Я, ( 14.31
где р0— постоянная, характеризующая магнитные свойства вакуум*}| 
ц ,— абсолютная магнитная проницаемость.

В СИ р0 = 4 7С -10-7 Гн/м = 1,257 • 10"4 Гн/м; в СГСМ ц0 =1. ДлЩ 
ферромагнитных веществ р, является функцией Я.

Магнитный поток Ф через некоторую поверхность S  —  это поток век*1 
тора магнитной индукции через эту поверхность:

где dS  —  элемент поверхности S.
В СИ единица магнитного потока—  вебер (Вб); в СГСМ — максвелл! 

(Мкс); 1 Мкс = 1<Г8 Вб; I кМкс = 103 Мкс.
При расчетах магнитных цепей обычно применяют две величины: 

магнитную индукцию В и напряженность магнитного поля Н.
Намагниченность J  в расчетах, как правило, не используют (при не

обходимости значение J ,  отвечающее соответствующим значениям В  и
Н, всегда можно найти по формуле (14.1)).

Ферромагнитные вещества имеют кристаллическую структуру. Каж
дый кристалл состоит из самопроизвольно намагниченных областей — 
доменов. Магнитное состояние каждого домена характеризуется векто
ром намагниченности. Решающую роль в формировании ферромагнит
ных свойств играет спиновый магнитный момент атома, обусловленный 
наличием некомпенсированных спинов на одной из внутренних оболо
чек атома. В ферромагнетиках электроны одного атома расположены 
настолько близко к ядру другого атома, что между соседними атомами 
имеет место как бы обмен электронами. При этом между соседними ато
мами действуют не только магнитные силы, обусловленные взаимодей
ствием спинов, но и силы, вызванные наличием обменных электронов. 
Последним соответствует обменная энергия (обменный интеграл).

Ферромагнитные свойства проявляются в том случае, когда обменный 
интеграл положителен. Обменные силы стремятся установить соседние 
атомы так, чтобы их магнитные моменты были параллельны, тогда как 
магнитные силы взаимодействия между соседними спинами стремятся 
установить соседние атомы так, чтобы их магнитные моменты были ан- 
типараллельны. Эти два взаимодействия определяют размер доменов.

В размагниченном в макросмысле теле при отсутствии внешнего поля 
векторы намагниченности доменов направлены неупорядоченно. При 
воздействии на тело внешнего магнитного поля по мере увеличения ин
тенсивности последнего сначала возрастают объемы доменов, векторы 
намагниченности которых наиболее близки к вектору внешнего поля. 
Этот процесс, происходящий за счет соседних доменов, получил назва
ние «смещение границ». Затем ориентация доменов скачкообразно изме-

(14.4)
S
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мястся в том направлении легкого намагничивания, которое ближе всего 
к направлению вектора внешнего поля («скачки Баркгаузена»). При даль
нейшем увеличении интенсивности внешнего поля векторы намагничен
ности отдельных доменов поворачиваются по внешнему полю. Если фер
ромагнитное тело неоднородно по структуре, то эти три процесса могут 
происходить одновременно.

§ 14.3. Основные характеристики ферромагнитных материалов.
Свойства ферромагнитных материалов принято характеризовать зависи
мостью магнитной индукции В от напряженности магнитного поля Н. 
Различают два основных типа этих зависимостей: кривые намагничива
ния и гистерезисные петли.

Под кривыми намагничивания понимают однозначную зависимость 
между В  и Н. Кривые намагничивания подразделяют на начальную, ос
новную и безгистерезисную (что будет пояснено далее).

Из курса физики известно, что ферромагнитным материалам прису
ще явление гистерезиса — отставание изменения магнитной индукции В 
от изменения напряженности магнитного поля Н. Гистерезис обусловлен 
необратимыми изменениями энергетического состояния под действием 
внешнего поля Н. При периодическом изменении напряженности поля 
зависимость между В  и Н приобретает петлевой характер.

Различают несколько типов гистерезисных петель — симметричную, 
предельную и несимметричную (частный цикл).

На рис. 14.1 изображено семейство симметричных гистерезисных 
петель. Для каждой симметричной петли максимальное положительное 
значение В  равно максимальному отрицательному значению В  и, соот
ветственно, Н т„  =| - H mJ .

В

«Спинка» Вг.у//^Предельный
предельного п Лп\ 1<ик’1цикла, или кривая II I I I  Основная криваярагиагничивания^Цj JU  намагничивания

НСШ f j l Н

J J  Симметричные
/  гистерезисные

петли

Рис. 14.1

В

Несимметри чные
гистерезисные

петли или Основнаячастные циклы , [ ц  Нашчьная

т/ / Безгистерезисная

' Н

Рис. 14 2

Геометрическое место вершин симметричных гистерезисных петель 
называют основной кривой намагничивания. При очень больших Н  вбли
зи ± Н т%  восходящая и нисходящая ветви гистерезисной петли практи
чески сливаются.

Предельной гистерезисной петлей, или предельным циклом, называ
ют симметричную гистерезисную петлю, снятую при очень больших
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H m%. Индукцию при Я  = О называют остаточной индукцией и обозн| 
чают Вг.

Напряженность поля при В  = 0 называют задерживающей или коц 
цитивной силой и обозначают Н с.

Участок предельного цикла Вг Нс (см. рис. 14.1) принято называт 
кривой размагничивания или «спинкой» гистерезисной петли.

Этот участок используют при расчетах магнитных цепей с постоям 
ными магнитами и магнитных элементов запоминающих устройств вы 
числительной техники.

Если изменять Я  периодически и так, что + Я тах *|-^тах1> Т0 зав| 
симость между Я и Я  будет иметь вид петли, но центр петли не совпал! 
ет с началом координат (рис. 14.2). Такие гистерезисные петли назыв 
ют частными петлями гистерезиса или частными циклами.

Когда предварительно размагниченный ферромагнитный матери! 
( В  = О, Я  = 0 ) намагничивают, монотонно увеличивая Я, получаему 
зависимость между В и Я  называют начальной кривой намагничиванш

Начальная и основная кривые намагничивания настолько близко ра 
положены друг к другу, что практически во многих случаях их мож» 
считать совпадающими (см. рис. 14.2).

Безгистерезисной кривой намагничивания называют зависимость ме> 
ду В  и Я, возникающую, когда при намагничивании ферромагнитно! 
материала его периодически постукивают или воздействуют на него п< 
лем, имеющим кроме постоянной составляющей еще и затухающую i 
амплитуде синусоидальную составляющую. При этом гистерезис как б 
снимается.

Безгистерезисная кривая намагничивания резко отличается от осно 
ной кривой.

В различных справочниках, а также в ГОСТе в качестве однозначнс 
зависимости между В  и Я  дается основная кривая намагничивания.

§ 14.4. Потери, обусловленные гистерезисом. При периодически 
перемагничивании ферромагнитного материала в нем совершаются неоС 
ратимые процессы, на которые расходуется энергия от намагничивающег 
источника. В общем случае потери в ферромагнитном сердечнике обус 
ловлены гистерезисом, макроскопическими вихревыми токами и магнит 
ной вязкостью. Степень проявления различных видов потерь зависит о 
скорости перемагничивания ферромагнитного материала. Если сердечни 
перемагничивается во времени замедленно, то потери в сердечнике обус 
ловлены практически только гистерезисом (потери от макроскопически 
вихревых токов и магнитной вязкости при этом стремятся к нулю).

Физически потери, обусловленные гистерезисом, вызваны инерцион 
ностью процессов роста зародышей перемагничивания, инерционности 
процессов смещения доменных границ и необратимыми процессами вра 
щения векторов намагниченности.

Площадь гистерезисной петли <̂ Я d В характеризует энергию, выде 
ляющуюся в единице объема ферромагнитного вещества за один цикЛ 
перемагничивания.
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Представим площадь гистерезисной петли (рис. 14 3) в виде суммы четырех площа
ди IjH d В = 5, +S2 +S} + S4.

Площадь S, соответствует движению от 
1ички I до точки 2, так как на этом участке 
I I > О и dB>  0, то произведение H d B >  О 

И 5, > 0. Площадь S2 характеризует движе
ние от точки 2 до точки 3, так как в этом ин- 
•ервале Н>  0 и dB<  0, то S2<0. Площадь 
J | — движение от точки 3 до точки 4; так как
II < 0 и d В  < 0, то S} > 0. Площадь S , — 
движение от точки 4 до точки /; так как 
Н < 0 и dB>  0, то SA <0.

Если ферромагнитный сердечник 
подвергается периодическому намаг
ничиванию (например, в цепях пере
менного тока), то для уменьшения 
потерь на гистерезис в нем он должен 
быть выполнен из магнитомягкого 
материала (см. § 14.5).

§ 14.5. Магнитомягкие и магни
тотвердые материалы. Ферромаг
нитные материалы подразделяют на магнитомягкие и магнитотвердые.

Магнитомягкие материалы обладают круто поднимающейся основ
ной кривой намагничивания и относительно малыми площадями гисте- 
резисных петель. Их применяют во всех устройствах, которые работают 
или могут работать при периодически изменяющемся магнитном потоке 
(трансформаторах, электрических двигателях и генераторах, индуктивных 
катушках и т.п.).

Некоторые магнитомягкие материалы, например перминвар, сплавы 
68НМП и др., обладают петлей гистерезиса по форме, близкой к прямо
угольной (рис. 14.4, а). Такие 
материалы получили распрос
транение в вычислительных 
устройствах и устройствах ав
томатики.

В группу магнитомягких 
материалов входят электро
технические стали, железони
келевые сплавы типа пермал
лоя и др. а б

Магнитотвердые матери-
«  Рис. 14 4алы  обладают полого подни

мающейся основной кривой
намагничивания и большой площадью гистерезисной петли. В группу 
магнитотвердых материалов входят углеродистые стали, сплавы магни- 
ко, вольфрамовые, платино-кобальтовые сплавы и сплавы на основе ред

Вi.

* J
г3

d \

н

Рис. 14 3
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коземельных элементов, например самарий-кобальтовые. У  последнйм 
Вг *0,9Тл и Н с =660кА/м. *

На рис. 14.4, 6 качественно сопоставлены гистерезисные петли /uud 
магнитомягкого материала типа пермаллоя (кривая /) и для магнитотвери 
дого материала (кривая 2).

§ 14.6. Магнитодиэлектрики и ферриты. В радиотехнике, где ис« 
пользуют колебания высокой частоты, сердечники индуктивных катушек 
изготовляют из магнитодиэлектриков или ферритов.

Магнитодиэлектрики —  материалы, полученные смешением мелко* 
измельченного порошка магнетита, железа или пермаллоя с диэлектри» 
ком. Эту смесь формуют и запекают. Каждую ферромагнитную крупин
ку обволакивает пленка из диэлектрика. Благодаря наличию таких пле
нок сердечники из магнитодиэлектриков не насыщаются; цг их находится 
в интервале от нескольких единиц до нескольких десятков.

Ферриты — ферримагнитные материалы. Магнитомягкие ферриты 
изготовляют из оксидов железа, марганца и цинка или из оксидов желе
за, никеля и цинка. Смесь формуют и обжигают, в результате получают 
твердый раствор. По своим электрическим свойствам ферриты являют
ся полупроводниками. Их объемное сопротивление р = 1 +107 Ом -м, тог
да как для железа р *  10~6 Ом ■ м.

Можно получить ферриты с различными магнитными свойствами. В 
отличие от магнитодиэлектриков ферриты могут насыщаться. Коэрцитив
ная сила магнитомягких ферритов составляет примерно 10 А/м. Мар
кируют их буквами и цифрой. Например, феррит 6000 НМ означает ни- 
кель-марганцевый феррит, у которого на начальном участке кривой на
магничивания цг =6000. Магнитотвердые ферриты выполняют на основе 
феррита бария. Например, у феррита ЗБА Вг =0,38Тл; Н с =145 А/м.

§ 14.7. Закон полного тока. Магнитное поле создается электричес
кими токами. Количественная связь между линейным интегралом от век
тора напряженности магнитного поля Н  вдоль любого произвольного 
контура и алгебраической суммой токов ] Г /, охваченных этим контуром, 
определяется законом полного тока:

f H d l - Y . 1' (14-5>
Положительное направление интегрирования dl связано с положи

тельным направлением тока / правилом правого винта. Если контур ин
тегрирования будет проходить внутри катушки с числом витков w, по ко
торой протекает ток /, то

У  I = I  w и j n  d i = / w.

Закон полного тока является опытным законом. Его можно экспери
ментально проверить путем измерения <j# d i с помощью специально
го устройства (известного из курса физики), называемого магнитным 
поясом.
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§ 14.8. Магнитодвижущая (намагничивающая) сила. Магнитодви
жущей силой (МДС), или намагничивающей силой (НС), катушки или 
обмотки с током называют произведение числа витков катушки w на 
протекающий по ней ток /.

МДС / vv вызывает магнитный поток в магнитной цепи подобно тому, 
как ЭДС вызывает электрический ток в электрической цепи. Как и ЭДС, 
МДС —  величина направленная (положительное направление на схеме 
обозначают стрелкой).

Положительное направление МДС совпадает с 
движением острия правого винта, если винт вра
щать по направлению тока в обмотке.

Для определения положительного направления 
МДС пользуются мне.\юническим правилом', если 
сердечники мысленно охватить правой рукой, рас
положив ее пальцы по току в обмотке, а затем 
отогнуть большой палец, то последний укажет 
направление МДС.

На рис. 14.5 дано несколько эскизов с различным направлением на
мотки катушек на сердечник и различным направлением МДС.

^4
--- lw

— - /1

J
/ IV

Рис. 14.5

§ 14.9. Разновидности магнитных цепей. Магнитной цепью в об
щем случае называют совокупность катушек с током, ферромагнитных 
тел или каких-либо иных тел (сред), по которым замыкается магнитный 
поток.

Магнитные цепи могут быть подразделены на неразветвленные и раз
ветвленные. Примером неразветвленной цепи может служить цепь, по
казанная на рис. 14.6. Разветвленные цепи делятся на симметричные и 
несимметричные. Магнитная цепь на рис. 14.7 симметрична: в ней

Рис 14.6 Рис 14.7

Ф, = Фт,  если обе части ее, расположенные слева и справа от вертикаль
ной пунктирной линии, одинаковы в геометрическом отношении, изго
товлены из одного и того же материала и если /, w, = /2 w2.

Достаточно сделать /, w, *  /2 w2, изменить направление тока в одной 
из обмоток или сделать воздушный зазор в одном из крайних стержней 
магнитопровода, чтобы магнитная цепь (рис. 14.7) стала несимметрич
ной. Если цепь (см. рис. 14.7) окажется несимметричной, то Ф, * Ф 2.
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§ 14.10. Роль ферромагнитных материалов в магнитной иепй>
Электрические машины, трансформаторы и другие аппараты конструи* 
руют так, чтобы магнитный поток в них был по возможности наиболь
шим. Если в магнитную цепь входит ферромагнитный материал, то по
ток в ее ветвях при одной и той же МДС и одинаковой геометрии цепи 
оказывается во много раз больше, чем в случае отсутствия ферромагнит* 
ного материала.

Пример 139. Даны два одинаковых в геометрическом отношении кольцевых сердеч
ника (рис. 14.8). Радиус их средней магнитной линии Л = 11см, поперечное сеченм
5 = 2 смг. Один сердечник неферромагнитный, например деревянный, а другой —  фер
ромагнитный (кривая намагничивания представлена на рис. 14.9). На каждый кольцевой

Неферромагнитный
сердечник

Ферромагнитный
сердечник

Рис. 14.8 Рис 14 9

сердечник намотана обмотка с числом витков »■ = 200 и через них пропущен одинаковый 
ток / = 1 А. Определить потоки в сердечниках

Р е ш е н и е. По закону полного тока, напряженность поля одинакова в обоих сердеч
никах и не зависит от материала:

lw  1 200 ■ 318 А/м.
2л Л 2 л 0,1

Магнитный поток в неферромагнитном сердечнике

Ф„ф = В 5  = ц0 ц «  5 = 1.257 10'6 -318-2 Ю '4 =8-10'* Вб.

По кривой намагничивания (рис 14.9) находим, что при //=318 А/м S » 1.02 Тл. 
Магнитный поток в ферромагнитном сердечнике

фф« = В 5 = 1,02 • 10"4 - 2 = 20,4 • 10 '5 Вб.

Таким образом, поток в ферромагнитном сердечнике в 25S0 раз больше, чем в нефер
ромагнитном.

Ферромагнитные материалы вводят в магнитную цепь также с целью сосредоточения 
магнитного поля в заданной области пространства и придания ему определенной конфи
гурации.

§ 14.11. Падение магнитного напряжения. Падением магнитного 
напряжения между точками а и b магнитной цепи называют линейный 
интеграл от напряженности магнитного поля между этими точками:

U,м ah = \Н dl. (14.6)
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Если на этом участке Н  постоянна и совпадает по направлению с 
элементом пути d l, то Н d l = Н dl cosO° и Н  можно вынести из-под 
знака интеграла. Тогда

ь
U Hah = H \dl = H  lah, (14.7)

a
где 1оЬ —  длина пути между точками а и Ь.

Единица падения магнитного напряжения — ампер (А).
В том случае, когда участок магнитной цепи между точками а и Ь 

может быть подразделен на п отдельных частей так, что для каждой ча
сти Н  ■= Н к = const, то

U» а„ = £ н к 1к- (14-8)
ы

§ 14.12. Вебер-амперные характеристики. Под вебер-амперной 
(максвелл-амперной) характеристикой (ВАХ)’* понимают зависимость 
потока Ф  по какому-либо участку магнитной цепи от падения магнитно
го напряжения на этом участке: Ф = f (U M). Она также важна при расче
тах и исследовании магнитных цепей, как и ВАХ нелинейных сопротив
лений при расчетах и исследовании электрических цепей с нелинейны
ми резисторами (см. гл. 13).

ВАХ при расчетах магнитных цепей в готовом виде на задаются. Пе
ред расчетом их нужно построить с помошью кривых намагничивания 
ферромагнитных материалов, входящих в магнитную цепь.

§ 14.13. Построение вебер-амперных характеристик. На рис. 14.10 
изображен участок магнитной цепи, по которому проходит поток Ф. Пусть 
участки /( и Л сечением S выполнены из ферромагнитного материала, 
кривая В -  f (H )  для которого дана на рис. 14.9. На участке длиной § 
магнитный поток проходит по воздуху. Требуется построить ВАХ участ
ка цепи между точками а и Ь.

При построении допустим, что:
1) магнитный поток вдоль всего участка от а до Ь постоянен (отсут

ствует рассеяние);
2) сечение магнитного потока в воздушном зазоре такое же, как и на 

участках 1\ и /2 (отсутствует боковой распор силовых линий в зазоре).
В действительности оба допущения справедливы лишь в известной 

мере и чем больше воздушный зазор, тем менее они выполняются.
Построение ВАХ производим следующим образом. Задаемся рядом 

значений индукции В, например для электротехнических сталей 0; 0,5;
0,8; 1,0; 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5 Тл, и для каждого значения В находим на
пряженности поля на всех участках /,, /2 и 5.

На участках из ферромагнитного материала (/, и 12) напряженность 
Я, = Н 2 (так как S, = В2 ) определяем по кривой намагничивания.

’’В гл. 14 (в отличие от гл 13) под ВАХ понимается вебер-амперная характеристика
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Для неферромагнитных участков (участок 5)

н = ±  = . В « 0,8 • 10 В,
Ц0 1,256-10-

где Я  — в А/м; В — в Тл; ц0 — в Гн / м.
Таким образом, для определения Я  в воздухе следует умножить hi 

дукцию, выраженную в теслах, на коэффициент 0,8 -106.
Для каждого значения В  вычисляем поток Ф = B S  и находи 

{/маА=Я,/, + Я 2/2 + Я в 5.
По результатам подсчетов строим кривую Ф  = f ( U H).

/, /«
Пример 140. Построить ВАХ дл» участка цепи

(рис. 14.10) при 6 = 0;0,005,0,05см; /, =10см; 
Л = 5 см; 5 = 5 см2.

Р е ш е н и е .  Определим падение магнитного 
напряжения между точками а и Ь участка магнитной 
цепи (см. рис. 14.10) при 6 = 0,005см и В = 0,5Тл.

Из кривой (см. рис. 14.9) находим, что индукции 
в  - 0,5 Тл соответствует напряженность пола 

Н  = 40 А/м. Таким образом, при Д = 0,5Тл /У, = Н 2 = 40 А/м.

Рис. 14.10

Падение напряжения между точками а и b

V» ы, = W, /, + Н 2 12 + Нь 5 = 40 0.1 + 40 0,05 + 0,8 0.5 10° 5 10'5 = 26 А

Значения U Hab при иных зазорах и индукциях рассчитываем аналогичным образом 
(табл. 14.1).

Т а б л и ц а  14.1

В, Тл Ф.
Вб 10й

И , = Нг, 
А / м

/4 
А/м  ■ 10'

и А, при 8. см

0 0.005 0,05

0.5 25 40 4 6 26 206
0.8 40 130 6.4 19.5 51,5 339,5
1.0 50 300 8 45 85 445
1.1 55 440 8.8 66 ПО 506
1.2 60 700 9.6 105 153 585
1,3 65 1080 10.4 162 214 682
1.4 70 1800 11.2 270 326 830

1
Ро = 0 см
3,005 смГ0,05 см

0 200 400 600 Uu «л, А
Рис. 14.11
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По данным табл. 14.1 построены ВАХ при трех значениях 8 
(рис. 14.11). Из построений видно, что если участок, для которого стро
ит ВАХ, не имеет «воздушного» включения, то ВАХ круто поднимается 
■верх. При наличии воздушного включения ВАХ спрямляется и идет бо
лее полого.

§ 14.14. Законы Кирхгофа для магнитных цепей. При расчетах 
магнитных цепей, как и электрических, используют первый и второй за
коны (правила) Кирхгофа.

Первый закон Кирхгофа: алгебраическая сумма магнитных потоков 
а любом узле магнитной цепи равна нулю:

(>4.9)

Первый закон Кирхгофа для магнитных цепей следует из принципа 
непрерывности магнитного потока, известного из курса физики (см. так
же том 2 учебника).

Второй закон Кирхгофа: алгебраическая сумма падений магнитного 
напряжения вдоль любого за.мкнутого контура равна алгебраической 
сумме МДС вдоль того ж е контура:

2 Х  = £ / » ’. (14.Ю)

Второй закон Кирхгофа для магнитных цепей, по сути дела, есть иная 
форма записи закона полного тока.

Перед тем как записать 
уравнения по законам Кирх
гофа, следует произвольно 
выбрать положительные на
правления потоков в ветвях 
и положительные направле
ния обхода контуров.

Если направление маг
нитного потока на некото
ром участке совпадает с на
правлением обхода, то паде
ние магнитного напряжения 
этогоучастка входит в сум
му со знаком плюс, 
если встречно ему, то со 
знаком минус.

Аналогично, если МДС 
совпадает с направлением 
обхода, она входит в £  / w 
со знаком плюс, в противном случае — со знаком минус.

В качестве примера составим уравнения по законам Кирхгофа для раз 
ветвленной магнитной цепи, изображенной на рис. 14.12.

Рис. 14.12
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Левую ветвь назовем первой, и все относящиеся к ней величины за
пишем с индексом / (поток Ф,, напряженность поля Я,, длина пути t 
стали длина воздушного зазора 5,, МДС /, со,).

Среднюю ветвь назовем второй, и все относящиеся к ней величины 
будут соответственно с индексом 2 (поток Ф 2, напряженность поля Я 2, 
длина пути в стали /2, длина воздушного зазора 62, МДС /2 w2).

Все величины, относящиеся к правой ветви, имеют индекс 3 (поток 
Ф 3, длина пути на вертикальном участке /3, суммарная длина пути нг 
двух горизонтальных участках /').

Произвольно выберем направление потоков в ветвях. Положим, чтс 
все потоки ( Ф ,, Ф 2, Ф 3) направлены вверх (к узлу а). Число уравне
ний, которые следует составить по законам Кирхгофа, должно быть рав
но числу ветвей цепи (в рассматриваемом случае нужно составить три 
уравнения).

По первому закону Кирхгофа необходимо составить столько уравне
ний, сколько в цепи узлов без единицы (см. § 2.8).

В цепи (рис. 14.12) два узла; следовательно, по первому закону Кирх
гофа составим одно уравнение:

Ф ,+ Ф 2+Ф3=0. (4.11J
По второму закону Кирхгофа следует составить число уравнений, 

равное числу ветвей, за вычетом числа уравнений, составленных по пер 
вому закону Кирхгофа. В рассматриваемом примере по второму закону 
Кирхгофа составим 3-1= 2 уравнения.

Первое из этих уравнений составим для контура, образованного пер
вой и второй ветвями, второе — для контура, образованного первой к 
третьей ветвями (для периферийного контура).

Перед составлением уравнений по второму закону Кирхгофа необхо
димо выбрать положительное направление обхода контуров. Будем обхо
дить контуры по часовой стрелке.

Уравнение для контура, образованного первой и второй ветвями, имеет 
вид:

Я, /,+Я 81 5 ,- Я 2/2- Я 6, 62 =/, w,- / 2 w2, (4.12)
где Я 51 и Я 52 — напряженности поля соответственно в воздушных за
зорах 6, и 62.

В левую часть уравнения вошли слагаемые Я, /, и Я 8, 5, со знаком 
плюс, так как на первом участке поток Ф, направлен согласно с обхода 
контура, слагаемые Я 2 /2 и Я 82 б2 — со знаком минус, так как по 
ток Ф 2 направлен встречно обходу контура.

В правую часть уравнения МДС /, w, вошла со знаком плюс, так ка 
она направлена согласно с обходом контура, а МДС /2 w2 —  со знаю» 
минус, так как она направлена встречно обходу контура.

Составим уравнение для периферийного контура, образованного пер 
вой и третьей ветвями:

Я ,/ ,+ Я ы 5 ,- Я 3'/ ’ - Я ;/ ; = /, vv,. (4.13
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Совместно решать уравнения (4.11 >-(4.13) с тремя неизвестными ( Ф ,, 
Ф 2, Ф 3) не будем, так как в § 14.8 дается решение рассматриваемой 
задачи более совершенным методом, чем метод на основе законов Кир
хгофа, — методом двух узлов.

§ 14.15. Применение к магнитным цепям всех методов, использу
емых для расчета электрических цепей с нелинейными резистора
ми. В гл. 13 подробно рассматривались различные методы расчета элек
трических цепей с HP. Эти методы полностью применимы и к расчету 
магнитных цепей, так как и магнитные и электрические цепи подчиня
ются одним и тем же законам — законам Кирхгофа.

Аналогом тока в электрической цепи является поток в магнитной цепи, 
аналогом ЭДС —  МДС, аналогом вольт-амперной характеристики нели
нейного резистора — вебер-амперная характеристика участка магнитной 
цепи.

§ 14.16. Определение МДС неразветвленной магнитной цепи по 
заданному потоку. Заданы конфигурация и геометрические размеры 
магнитной цепи, кривая (кривые) намагничивания ферромагнитного ма
териала и магнитный поток или индукция в каком-либо сечении. Требу
ется найти МДС, ток или число витков намагничивающей обмотки.

Расчет проводим в такой последовательности:
1) разбиваем магнитную цепь на участки постоянного сечения и оп

ределяем длины 1к (м) и площади поперечного сечения S k (mj) участ
ков (длины участков берем по средней силовой линии);

2) исходя из постоянства потока вдоль всей цепи, по заданному пото
ку и сечениям Sk находим магнитные индукции на каждом участке:

Ф /S*;
3) по кривой намагничивания определяем напряженности поля Н к 

для ферромагнитных участков магнитной цепи; напряженность поля в 
воздушном зазоре

Н  = 0,8-106 В, (14.14)

где Н  —  в А / м; В  — в Тл;
4) подсчитываем сумму падений магнитного напряжения вдоль всей 

магнитной цепи £ Ик 1к и на основании закона полного тока прирав
ниваем эту сумму к полному току I  w. 4 = / W.

Основным допущением при расчете является то, что магнитный по
ток вдоль всей магнитной цепи полагаем неизменным. В действительно
сти небольшая часть потока всегда замыкается минуя основной путь. 
Например, для магнитной цепи (см. рис. 14.6) поток, выйдя из левого 
сердечника, в основном направляется по пути macbn, но небольшая часть 
потока идет по воздуху по пути mqn.

Поток, который замыкается минуя основной путь, называют потоком 
рассеяния. При малом воздушном зазоре поток рассеяния относительно 
мал; с увеличением воздушного зазора поток рассеяния может стать со
измеримым с основным потоком.
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Пример 141. Геометрические размеры магнитной цепи даны на рис. 14.13 в мил 
метрах; кривая намагничивания показана на рис. 14.9 Какой ток должен протек*п 
обмотке с числом витков iv = 500, чтобы магнитная индукция В в воздушном зазор< 
была В  = 1 Тл?

100

Рис. 14 13

Р е ш е н и е .  Магнитную цепь разбиваем на три участка: /, */[ + /' = 30с 
5|=4.5см3; /2 *  13,5 см; 5 ,=  6 см2.

Воздушный зазор 6 = 0,01см, = S, = 4,5 см2. Индукция В { « fi6 = I Тл.
Индукция на участке /2 В2 = Ф  / S2 = Вь S6 / S2 - I ■ 4,5/6 = 0,75 Тл.
Напряженности поля на участках /, и /2 определяем согласно кривой намагничи 

ния (см рис. 14.9) по известным значениям Д, и В2 : Я,=ЗООА/м;  Л/2 = 115 А /м.
Напряженность поля в воздушном зазоре Нъ = 0,8 -10 ■ В5 = 0,8Ю 6 - I = 8-105 А/м
Падение магнитного напряжения вдоль всей магнитной цепи:

£//* /* =//, /, + Н г /2 + Нь 8 = 300 0.3+ 1 15 0.135 + 8 Ю 5-104 = 185.6 А.

Ток в обмотке / = /* /tv = 185,6/500 = 0,371 А.

§ 14.17. Определение потока в неразветвленной магнитной цет 
по заданной МДС. Заданы геометрические размеры магнитной цепи 
кривая намагничивания и полный ток. Определить поток.

Для решения задачи необходимо построить зависимость потока | 
функции от £//*/* и на ней найти рабочую точку.

Пример 142. Найти магнитную индукцию в воздушном зазоре магнитной цепи при 
мера 141, если / «  = 350 А.

Р е ш е н и е .  Задаемся значениями В  = 0,5; 1.1:1.2; 1,3 Тл — и для каждого из них пол 
считаем /* так же, как в предыдущей задаче. В результате получим:

вь, Тл 0.5 1.1 1,2 1,3
В „  Тл 0.5 и 1.2 1.3
Вг, Тл 0,375 0,825 0,9 0,975
Н ь Ю 5, А/м 4 8,8 9.6 10,4
Н „  А/м 50 460 700 1020
Н г, А/м 25 150 200 300
Инк U. А 58,3 246,3 333 450,5
Ф  Ю '5, Вб 22,5 49.5 54 58,5

По полученным данным строим зависимость Ф = / (£ //*  /*), изображенную на 
рис. 14.14, и по ней находим, что при / iv = 350A ф = 55-10'5 Вб Следовательно, 

Ф  55-10
By

h  4,5-10 '4
= 1.21 Тл.
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§ 14.18. Расчет разветвленной магнитной цепи методом двух уз- 
пов. Ранее отмечалось, что для расчета разветвленных магнитных цепей 
применимы все методы, рассмотренные в гл. 13.

Рассчитаем разветвленную магнитную цепь (см. рис. 14.12) методом 
чвух узлов.

Пример 143. Геометрические размеры магнитной цепи рис. 14.12 даны в миллимет
рах; кривая намагничивания представлена на рис. 14.9; /, w, = 80А; /2 w2 =300A; 
в, * 0.05 мм; б2 = 0.22 мм. Найти магнитные потоки в ветвях магнитной цепи.

Р е ш е н и е .  Как и в схеме на рис. 13 6, узловые точки обозначим буквами а и ft. Вы
берем положительные направления потоков Ф , , Ф 2, Ф , к узлу а. Построим зависимость 
ютока Ф, от падения магнитного напряжения первой ветви (Ум, Для этого произвольно 
шлаемся рядом числовых значений В, . Для каждого значения В , по кривой намагничи- 
чния находим напряженность на пути в стали по первой ветви.

Падение магнитного напряжения на первом участке и ы\ = Ht /, + 0,8106 • й, 8h где 
/| ■ 0,24 м —  длина пути в стали по первой ветви. Выбранному значению В, соответ- 
:твует Ф, = В, 5,.

Таким образом, для каждого значения потока Ф, подсчитываем t/u( и по точкам стро- 
1м зависимость Ф, = — кривая / на рис. 14.15

Аналогично строим зависимость Ф 2 = f ( U u2) — кривая 2 на рис. 14.15: 
и ы2 = Н 2 /2 +0,810* В2 62, где /2 =0,138м — длина пути в стали во второй ветви.

Кривая* 3 есть зависимость = Н'} /j + Н\ /J, где * 0,1 и
/J » 0.14 м. Им соответствуют участки третьей ветви, имеющие сечения 9 и 7,5 см2.

Магнитная цепь (см. рис. 14.12) формально аналогична нелинейной 
мектрической цепи (см. рис. 13.6). Аналогами /, и /2 электрической 
цепи (см. рис. 13.6) являются магнитные потоки Ф 1 и Ф 2 магнитной 
цепи (см. рис. 14.12), аналогом ЭДС £( —  МДС /, w,, аналогом зависи- 
иости тока в первой ветви от падения напряжения на сопротивлении 
первой ветви (/, = /(£/,)) — зависимость магнитного потока Ф| в пер- 
9ой ветви магнитной цепи от падения магнитного напряжения U uX вдоль 
первой ветви (Ф, = f (U [M)) и т. д.

Воспользуемся аналогией с нелинейной электрической цепью для 
эпределения потоков Ф,, Ф 2, Ф 3. С этой целью выполним графические 
построения, подобные построениям на рис. 13.6.

Вспомним, что кривые (см. рис. 13.6) представляют собой зависимо- 
:ти токов в ветвях схемы не от падений напряжений ( С/,, U 2, U j) вдоль
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этих ветвей, а от напряжения Uab между узлами а и Ь схемы (см 
рис. 13.6).

В соответствии с этим введем в расчет магнитное напряжение — раз 
ность магнитных потенциалов — между узлами а и Ь: U uab = Ф мо ~фмл

Выразим магнитный потенциал точки а(фм<3) через магнитный потен 
циал точки £(ФмЛ), следуя от точки b к точке а сначала по первой ветв> 
затем по второй и, наконец, по третьей. Для первой ветви

Фм а ~ Фм Ь 1\ + 8| ) + /| W,,
где Я, /, + Я ы 5, = U Ml — падение магнитного напряжения по перво 
ветви. Знак минус перед скобкой обусловлен тем, что при перемешени 
согласно с направлением потока магнитный потенциал (как и электр* 
ческий при перемещении по току) снижается (если бы двигались проти 
потока, то магнитный потенциал возрастал и нужно было бы ставит 
плюс). Плюс перед /, w, свидетельствует о том, что при перемещени 
от точки Ь к точке а идем согласно с направлением МДС /, w(. Таки1 
образом, для первой ветви

Ум о »= Ф -в - Ф м * = “ ^ 1  + / | ^ ;  (14.15

для второй ветви (перемещаясь от Ь к а по потоку Ф 2 и согласно с нг 
правлением МДС /2 и>2 )

U = —Uм2 + /2 ; ( 14.16

для третьей ветви (на ней МДС отсутствует)

У (14.17)

Графическое решение задачи приведено на рис. 14.16. На нем 
зависимость Ф| = f (U uah) представлена кривой /; Ф 2 ~ f (U Mah) — 
кривой 2; Ф 3 = f {U Mab) — кривой 3. Построение их производилось так 
же, как и построение соответствующих кривых на рис. 13.9. Начало 
кривой 1 смещено в точку U uoi> = I \ wi =800 А; начало кривой 2 — в 
точку U Mub - /2 w2 = 300 А. Кривая 123 представляет собой
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Ф, + Ф 2 +Ф3 = f (U Mab). Она пересекает ось абсцисс в точке т . Прове
дем через точку т  вертикаль и найдем потоки в ветвях:

Ф, = 126,2-10 '5 Вб; Ф 2 = -25 -10-5 Вб; Ф 3 =-101,2 1(Г5 Вб.

В результате расчета потоки Ф 2 и Ф 3 оказались отрицательными. Это 
означает, что в действительности они направлены противоположно по
ложительным для них направлениям, показанным стрелками на 
рис. 14.12.

Рассмотрим, какие изменения произошли бы в построениях на рис. 14 16, если бы 
какая-либо из МДС изменила направление на противоположное, например в результате 
изменения направления протекания тока в этой обмотке. Допустим, что изменилось на 
противоположное направление МДС /2 w2. В уравнение (14.16) МДС /2 w2 вошла бы 
теперь с отрицательным знаком При построениях это нашло бы свое отражение в том, 
что кривая 2 переместилась влево параллельно самой себе так, что пересекла бы ось абс
цисс не в точке U uah =300 А, а в точке 1/мвЛ = -300 А (штриховая линия 2 ‘). Кривые I 
и 3 останутся без изменений, но суммарная кривая Ф, + Ф 2 + Ф 3 = f ( U ualt) будет иная

{  14.19. Дополнительные замечания к расчету магнитных цепей. I При построе
нии ВАХ участков магнитной цепи в § 14.12 и далее явление гистерезиса не учитывалось 
Поэтому ВАХ выходили из начала координат, не зависели от предыдущих процессов на
магничивания и размагничивания и удовлетворяли соотношению Ф(-£/м) = -Ф(1/м). Если 
учитывать гистерезис, то у ВАХ каждой ветви будут неодинаковые восходящий и нисхо
дящий участки, которые, в свою очередь, зависят от магнитного состояния, предшеству
ющего рассматриваемому (от магнитной предыстории). В этом случае Ф(-(Ум) * —Ф(СУМ). 
Для получения более правильных результатов при построении ВАХ следует учитывать 
гистерезис, что практически возможно, если известны гистерезисные зависимости исполь
зуемого материала

2. В логических устройствах и устройствах, применяемых в вычислительной техни
ке. используют элементы, имеющие разветвленные магнитные иепи. выполненные из фер
рита с почта прямоугольной петлей гистерезиса (трансфлюксоры, биаксы, ледднкн н др )

Изложенную в § 14.18 методику расчета, если ее несколько видоизменить, можно при
менить и при нахождении потокораспределения в упомянутых элементах в установившихся 
режимах работы. В этом случае расчет следует начинать с определения положения узлов 
магнитной цепи этого элемента (в таких элементах узлы, как правило, выражены в неяв
ном виде). Каждую ветвь следует представить как две параллельные со своими длинами 
и рассматривать их как самостоятельные ветви со своими потоками. Это необходимо по
тому, что магнитные потоки в двух параллельных участках каждой ветви могут замыкать
ся по различным путям. Например, магнитные потоки двух параллельных участков при 
определенных условиях могут замыкаться в пределах одной ветви. Расчет выполняют так 
же, как и в § 14.18. Однако ВАХ каждого участка должны 
быть взяты в виде прямоугольной (ромбовидной) петли с ис
ходящими из двух ее противоположных углов горизонталь
ными (почти горизонтальными) прямыми. Для каждого со
четания МДС (они могут и отсутствовать) будет по крайней 
мере по два решения, так как ВАХ имеют петлевую форму.

3. Если число узлов магнитной цепи больше двух, то по- 
токораспределение в ней можно найти методом постепенно
го приведения ее к магнитной цепи с двумя узлами Так, в 
трехотверстном трансфлюксоре (рис. 14.17) цифры в круж
ках /. 2, 3 означают узлы. Восемь тонких линий —  это сред
ние магнитные линии ветвей. Стрелки на них указывают про
извольно выбранные направления потоков. Провода с тока- Рис. 14 17 
ми /, и /2 проходят через отверстия трансфлюксора

Сначала строим зависимость суммы потоков ветвей 5 и б от магнитного напряжения 
между узлами 3 и 2, учитывая ток /,. Затем строим зависимость Ф 4 7 = f ( U „ 7,). Имея
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в виду, что Ф 56= Ф 47, суммируем абсциссы полученных кривых и находим 
ф 5,б = f i U мз.1) После этого задача оказывается сведенной к задаче с двумя узлами «« 
/ и 3. В более сложных задачах можно воспользоваться методом, рассмотренным в [24).

4. Методика расчета разветвленных магнитных цепей в историческом плане развиыи 
лась постепенно и усовершенствовалась по мере возникновения новых практических №  
дач. Сначала расчет проводили, используя магнитные сопротивления участков магнитной 
цепи Лм (см. § 14.23). Однако ввиду того что /?м является нелинейной функцией мщ 
нитного потока, который перед проведением расчета неизвестен, на второй стадии пер|< 
шли к расчету магнитных цепей с использованием однозначных нелинейных ВАХ 
(см. § 14 13) Впоследствии появилась необходимость использовать петлевые зависимо*" 
ти потоков от магнитных напряжений В настоящее время при расчете магнитных цепей, 
работающих при больших скоростях перемагничивания, оказывается необходимым нетолм 
ко принимать во внимание зависимость магнитного состояния от предшествующих npfr 
цессов намагничивания, но и учитывать магнитную вязкость и поверхностный эффеМ 
(см. § 16.14)

§ 14.20. Получение постоянного магнита. Возьмем замкнутый кол! 
цевой сердечник из магнитотвердого материала. Сделаем в нем два очен 
тонких (бесконечно тонких) радиальных пропила на расстоянии J 
(рис. 14.18, о). Выпиленный кусок оставим пока на месте. Затем нам<

Рис 14 18

таем на сердечник обмотку и пропустим по ней такой ток, чтобы намаг
нитить сердечник до насыщения. После этого ток выключим и обмотку 
смотаем. Сердечник оказывается намагниченным. Намагниченность его 
есть следствие того, что магнитные моменты областей самопроизволь
ного намагничивания сохранили свою ориентацию, вызванную предше
ствующим воздействием внешнего поля.

Магнитный поток в теле сердечника определяется суммой магнитных 
моментов всего сердечника. Удалим выпиленный кусок (рис. 14.18,6). 
Объем намагниченного вещества уменьшится на объем вынутой части. 
Кроме того, магнитному потоку придется проходить через воздушный 
зазор. Все это приведет к уменьшению магнитного потока в теле сердеч
ника.

В воздушном зазоре сердечника при отсутствии на нем обмотки с 
током проходит магнитный поток — устройство представляет собой по
стоянный магнит.
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§ 14.21. Расчет магнитной цепи постоянного магнита. Магнитная 
индукция в зазоре магнита (б8) зависит от соотношения между длиной 
юздушного зазора 5 и длиной ферромагнитной части магнита /с 
(рис. 14.18, б). Обозначим: Н 6 — напряженность поля в воздушном за- 
юре; Вс —  магнитная индукция в теле магнита; Нс — напряженность 
магнитного поля в теле магнита.

Найдем две неизвестные величины — Вс и Нс, полагая известными 
кривую размагничивания ферромагнитного материала, зазор 5 и длину 
/г. Одна связь между ними (нелинейная) дается кривой размагничива
ния (рис. 14.18, в). Другая связь (линейная) следует из закона полного 
тока.

Действительно, если воспользоваться законом полного тока, то мож
но записать

<$Н d l = H J C + Н ь 6 = 0. (14.18)

Нуль в правой части уравнения (14.18) объясняется тем, что на по
стоянном магните нет обмотки с током. Но Н ь = 0,8• 106 В8, где Н ъ — 
я А / м, £s — в Тл.

Если зазор достаточно мал, то можно в первом приближении принять, 
что рассеяние потока отсутствует и Вс Sc = В6 S5, где Sc — площадь 
поперечного сечения магнита; Sg — площадь поперечного сечения воз
душного зазора. Отсюда

j9s = Sc |^ ; W5 = 0,8 • 106 В6 =0,8 106 ~  Вй.

Подставив Н ъ в уравнение (14.18), получим

Н с = -N Вс, (14.19)

N = 0,8-106 (14.20)
и S ,

Коэффициент N, зависящий от геометрических размеров, называют 
рагмагничивающим ф а к т о р о м [Л/j = А • м /(В • с).

Для определения Н с и Вс на рис. 14.18, в следует нанести прямую 
0а, построенную по (14.19). В точке пересечения прямой с кривой раз
магничивания удовлетворяются обе связи между Вс и Н с, которым дол
жно быть подчинено решение.

Приведенный расчет дает достаточно точный результат, если зазор 5 
очень мал по сравнению с длиной /. Если это условие не выполнено, то 
значительная часть магнитных силовых линий замыкается, как показано 
пунктиром на рис. 14.18, б. В этом случае поток, индукция и напряжен-

■’Название коэффициента А/ показывает, что с его помощью можно определить то раз
магничивание (уменьшение магнитного потока в теле магнита), которое происходит при 
введении воздушного зазора в магнитную цепь постоянного магнита.
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ность вдоль сердечника изменяются. Это учитывают при расчете, ввод| 
некоторые поправочные коэффициенты, определяемые из опыта.

Пример 144. Найти Яс, Вь, Нс и Нь, если постоянный магнит (см. рис. 14.И ,в) 
имеет /? = 5 см, 8 = 1 см Кривая размагничивания изображена на рис. 14 18, в

Р е ш е н и е .  Если пренебречь боковым распором магнитных силовых линий в зио*
J06

ре, то S5 = 5С. При этом размагничивающий фактор /V = 0,8 -— -—- = 263-10*. Н|

рис 14.18, в проводим прямую Па по уравнению Нс = —263-102. Точка а ее пересенеиЩ 
с кривой размагничивания дает Яс =0,ЗТл и Нс = -8000 А/м. Такая же индукиия буЯИ 
в воздушном зазоре Я л = 0.8 • 10б • 0,3 = 24 • I О4 А /м.

§ 14.22. Прямая и коэффициент возврата. Частично заполним за< 
зор 8 на длине /ыс (рис. 14.18, 6) куском магнитомягкого материала. По| 
действием поля постоянного магнита внесенный кусок намагнитится М 
поток в теле магнита возрастет.

Ввиду наличия гистерезиса магнитное состояние постоянного магнит! 
будет изменяться не по участку аЬ (см. рис. 14.18, в) кривой размагни
чивания, а по нижней ветви adc частного цикла.

Для упрощения расчетов принято заменять частный цикл прямой ли
нией, соединяющей его вершины. Эту прямую линию ас называют пря> 
мой возврата.

Тангенс угла наклона прямой возврата к оси абсцисс называют коэф
фициентом возврата. Его числовые значения для различных магнитО' 

твердых материалов даются в руководствах по постоянным магнитам.
Обозначим длину оставшегося воздушного зазора (см. рис. 14.18,6]

5, — 5 — /мс и на основании закона полного тока запишем

/Ус /С+ Я5, 8, + /мс Н мс = 0.

Напряженность поля в магнитомягком материале Н мс много меньше 
напряженности поля в магнитотвердом материале и в воздушном зазор< 
при одном и том же значении магнитной индукции, поэтому слагаемые 
И мс /нс пренебрегаем по сравнению с остальными. При этом

Н  = —0,8 • 106 ~  J 5- Вс. (14.21]

Магнитное состояние постоянного магнита определяется пересеченИ' 
ем прямой возврата с прямой, построенной по (14.21).

Пример 145. Воздушный зазор магнита из примера 155 уменьшен вдвое. Найти ин 
дукцню в нем.

Р е ш е н и е .  Находим N = 131,5 ТО2. Прямая О А (см рис 1418, в) пересекается с пр* 
мой возврата в точке d Поэтому Вс - 0,42 Тл Такая же индукция будет и в воздушно» 
зазоре, так как S5 = Sc

Следовательно, уменьшение зазора со значения 8 до 6| привело к увеличению маг 
нитной индукции в нем с 0,3 до 0,42 Тл.

Если же зазор 8| получить не путем его уменьшения со значения 8 до 8^ а путе» 
выемки из намагниченного сердечника куска длиной 8(, то магнитное состояние магни 
та определится пересечением луча АО с кривой размагничивания Ьа/ в  точке е.



О 48 - 0 4В этом случае Вс = Я6 = 0,48 Тл, т. е. возраст на - ----- 100 = 20 %

Таким образом, магнитный поток в постоянном магните зависит не только от размера
ючдушного зазора, но и от предыстории установления этого зазора.

§ 14.23. Магнитное сопротивление и магнитная проводимость 
участка магнитной цепи. Закон Ома для магнитной цепи. По опре- 
(елению, падение магнитного напряжения (/м = Н  /, но

Уравнение (14.22) называют законам Ома для магнитной цепи. Это 
равнение устанавливает связь между падением магнитного напряже- 
1ия Uu и потоком Ф; Ru называют магнитным сопротивлением участ- 
;а магнитной цепи. Величину, обратную магнитному сопротивлению, 
газывают магнитной проводимостью:

Из предыдущего известно, что вебер-амперная характеристика учас- 
ка магнитной цепи в обшем случае нелинейна. Следовательно, в общем 
лучае /?м и См являются функциями магнитного потока (непостоянны- 
)и величинами). Поэтому практически понятиями и См при расче- 
ах пользуются в тех случаях, когда магнитная цепь в целом или ее уча- 
ток, для которых определяются RM и(/и, не насыщены. Чаще всего это 
|ывает, когда в магнитной цепи имеется достаточно большой воздушный 
азор, спрямляющий вебер-амперную характеристику магнитной цепи в 
1елом или ее участка.

Магнитное сопротивление участка цепи Ям можно сопоставить со 
татическим сопротивлением нелинейного резистора R „  (см. § 13.10) и 
ак же, как последнее, /?м можно использовать при качественном рас- 
мотрении различных вопросов, например вопроса об изменении пото- 
;ов двух параллельных ветвей при изменении потока в неразветвленной 
1асти магнитной цепи (как в § 13.2 относительно электрической цепи).

Пример 146. Найти Ям воздушного зазора постоянного магнита и магнитный 
оток, если 5 = 0.5 см, плошадь поперечного сечения воздушного зазора S - 1,5 см2, 
] и =1920 А.

Но Иг ЦоМг^’
де 5 — площадь поперечного сечения участка. 

Следовательно,

(14.22)

>ткуда

(14.23)

(14.24)
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р е ш ение:

Л- = / 5 10“
Ио Дг S  J.257 10 6 1-1,5 Ю '4 

1920

= 0,256-10* Гн"';

ф = ̂ -  
"  Ям '  0,256 10*

= 7230-10"* Вб,

где I —  в мм; 5 —  в м2.

В за^ючение отметим, что если воспользоваться понятием магни 
ного сопротивления, то второй закон Кирхгофа (см. формулу (14.10)) д 
любого контура магнитной цепи, содержащей п участков, может бы 
записан так:

Л П
Х ф* R«k = S  [к wk- (14.2J

Прак"гически формулой (14.25) как расчетной удается воспользовап 
ся, когда магнитная цепь не насыщена и RMk не является функцией ф̂  
Если же* имеет место насыщение, то RHk является функцией Ф| 
(т. е. неизвестны /?м* и Ф 4)и  при использовании формулы (14.25) во! 
никают известные трудности.

§ 14.24* Магнитная линия с распределенными параметрами. Hi
рис. 14.1^ а изображена магнитная линия, образованная двумя протяжен' 
ными ферромагнитными стержнями, расположенными в воздухе, дл№

Рис. 14.19

ной /, радиусом а, расстояние между осями стержней d «  /, коротки» 
вертикальНые участки линии имеют длину 1аЬ. На левом участке распо 
ложена обА*отка и’> сопротивлением R, по которой протекает постоянны! 
ток / от источника постоянной ЭДС Е. На конце линии нагрузка RHn.

Е  wМагнитной напряжение в начале линии UmX ------ Н lah [А], в конца
линии 1/м2. Вдоль стержней проходит постоянныЛо времени магнитный 
поток Ф м [ В -с]- Продольное магнитное сопротивление единицы длины

линии для магнитного потока Ф м обозначим Ru0 =
п а  ц, .M - B c J ’
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поперечную проводимость единицы длины линии обозначим 
В с Схема замещения линии изображена наа  -  71

а
рис. 14.19, б. Расстояние от начала линии до произвольной точки обозна
чим х, от конца линии — у, поток — Ф м, магнитное напряжение — t/M.

Используя аналогию с электрической линией с распределенными па
раметрами (см. гл. 11) запишем два уравнения:

= ^ « 2  с Ь у у  + Ф 2м Ямц shvjk;

Здесь Лмв -

дня магнитного потока 
нения [м-1].

м0

(14.26)

(14.27)

волновое магнитное сопротивление линии

Ф м = sh v у + Ф 2м ch v у. 
Лмв

В с
постоянная распростра-

§ 14.25. Пояснения к формуле й = (i0 (Н  + J ). Контур с током /, охватывающий пло
щадку Д5 создает магнитный момент M - iS  (рис. 14.20, а). Вектор д5 численно ра- 
Ии площади AS, а положительное направление AS  связано с положительным направ
лением тока / правилом правого винта.

Ферромагнитная 
среда

Поверхностный ток 
с линейной плотностью $ 

численно равной J

Среда с \м* §

Рис. 14.20

Ферромагнитный кольцевой сердечник (рис. 14.20, б) имеет обмотку с числом витков 
tv, по которой проходит ток /. Каждая единица объема ферромагнитного материала обла
дает некоторым вектором намагниченности J ,  что при расчете можно рассматривать как 
результат наличия в ферромагнитном материале контуров с молекулярными токами. Эти 
гоки показаны в сечениях сердечника по линиям Ьа на рис. 14.20, в (намагничивающая 
обмотка с током не показана).

Среднюю линейную плотность молекулярного тока, приходящегося на единицу дли
ны сердечника в направлении А/, обозначим 5м (А / см). Единичный вектор, совпадаю
щий по направлению с направлением бм< обозначим й°. Молекулярный ток 8М Д/й° 
охватывает площадку AS. Положительное направление вектора AS ■* AS S0 связано с по
ложительным направлением этого тока правилом правого винте Через 50 обозначен еди
ничный вектор по направлению AS.

По определению, намагниченность J  представляет собой магнитный момент едини
цы объема вещества. Среднюю по объему намагниченность вещества J  можно найти 
делением магнитного момента контура с током 5 д/л °. охватывающим площадку AS,
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на объем ДК = Д/ Д5:

Следовательно, средняя по объему намагниченность J  численно равна средней л и т  
ной плотности молекулярного тока и направлена по S0.

Как видно из рис. 14 20, «, на участках, являющихся смежными между соседними I 
турами, молекулярные токи направлены встречно и, если ферромагнитное тело нам* 
чено равномерно, взаимно компенсируют друг друга. Некомпенсированными ос 
только токи по периферийному контуру (рис 14 20, г).

Наличие областей самопроизвольной намагниченности в ферромагнитном теле 
расчете можно экаивалентировать протеканием по поверхности этого тела, считая его | 
ферромагнитным, поверхностного тока с линейной плотностью g причем по мо 
8М = J .

Запишем уравнение по закону полного тока для контура, внутри равномерно намаг 
ниченного сердечника рис. 14.20, б. При этом учтем, что после введения поверхиостноп 
тока сердечник станет неферромагнитным и будет намагничиваться не только током /, про 
текаюшим по обмотке с числом витков н\ но и поверхностным током с линейной плотно 
стью 6М.

На длине dl поверхностный ток равен 5ttd l = J d J .  На длине всего сердечник» 01 

равен <j] d l. Таким образом, < j d l. Отсюда * / w.

Величину ~ ~ j  обозначают // и называют напряженностью магнитного пмя 
До

В  отличие от магнитной индукции В  и намагниченности J  напряженность поля Н  и 
зависит от магнитных свойств намагничиваемого тела (см. пример 139). Это и явилос 
основанием для того, чтобы закон полного тока для любых сред записывать в вид 
$Hdl =/ w.

Если ферромагнитное тело намагничено неравномерно по высоте и толщине, то пжл 
ность молекулярных токов смежных контуров на рис. 14.20, в неодинакова, а токи на с меж 
ных между соседними контурами участках компенсируются не полностью. Отсюда следу 
ет, что неравномерно намагниченное ферромагнитное тело при расчете можно заменит 
таким же в геометрическом смысле неферромагнитным телом, по поверхности которог 
течет поверхностный ток, плотность которого изменяется по высоте тела, а во внутрен 
них точках тела течет объемный ток, плотность которого также изменяется от точки к точи

Вопросы для самопроверки

1 . Дайте определения В, J ,  Н, Ф, u ,, j-i0. ц. Как они связаны между собой и 
каких единицах выражаются? 2. В чем отличие начальной, основной и безгистерезисно 
кривых намагничивания? 3. Что понимают пол частным и предельным циклами, прямо! 
возврата, остаточной индукцией, коэрцитивной силой, магнитомягкими и магнитотвердым! 
материалами? 4. Чем физически объясняются потери на гистерезис? Как их определил 
располагая петлей гистерезиса? 5. Сформулируйте закон полного тока. 6. Дайте определс 
ние следующим понятиям: МДС, магнитная цепь, магнитопровод, ветвь магнитной цепи 
7. Как определить направление МДС? 8. С какой целью стремятся выполнить магнитну* 
цепь с возможно меньшим воздушным зазором? 9. Как выбирают направление магнитны; 
потоков а ветвях? 10. Сформулируйте первый и второй законы Кирхгофа для магнитны 
цепей. 11. Поясните, как построить вебер-амперную характеристику участка цепи. 12. П« 
речислите этапы расчета цепей методом двух узлов. 13. В чем отличие магнитного напря 
жения от падения магнитного напряжения? 14. Как экспериментально получить постоям 
ный магнит? 15. Как рассчитывают магнитную цепь с постоянным магнитом? 16. Чт 
понимают под магнитным сопротивлением Ru участка цепи? магнитной проводимостью 
От каких факторов они зависят? Зависят ли они от магнитного потока по участку цепи 
Запишите второй закон Кирхгофа с использованием „понятия RM 17. Сформулируйте за 
кон Ома для участка магнитной цепи. 18. Могут ли В и Н в ферромагнитном материал 
быть направлены встречно? 19. Решите задачи 3.2; 3.10, 3.13; 3.15; 3.19.



Глава пятнадцатая
НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

§ 15.1. Подразделение нелинейных элементов. Нелинейными элек
трическими цепями переменного тока  называют электрические цепи 
неременного тока, в состав которых входит один или несколько нелиней
ных элементов.

Как известно, прохождению переменного тока оказывают сопротив
ление не только резистивные, но и индуктивные и емкостные элементы. 
В соответствии с этим нелинейные элементы для переменного тока мож
но подразделить на три группы:

1) резистивные;
2 )индуктивные;
3) емкостные.
Каждую из этих групп можно подразделить на управляемые и неуп

равляемые.
Управляемые нелинейные элементы обычно имеют один или несколь

ко управляющих электродов (зажимов) или управляющих обмоток, вклю
чаемых в управляющую цепь (цепи), воздействуя на ток или напряжение 
которых можно управлять сопротивлением в главной цепи. При отсут
ствии специальных управляющих электродов или обмоток управляющий 
ток или напряжение могут воздействовать на нелинейный элемент через 
электроды или обмотки главной цепи.

§ 15.2. Общая характеристика нелинейных резисторов. Широкое 
распространение в качестве управляемых нелинейных резистивных эле
ментов получили трех- (и более) электродные лампы, транзисторы и ти
ристоры. Свойства, принцип работы, характеристики и применение их 
рассмотрены в § 15.27-15.43.

Неуправляемыми нелинейными резистивными элементами в упомя
нутом смысле являются электрическая дуга, германиевые и кремниевые 
диоды, тиритовые сопротивления, терморезисторы, бареттеры, лампы 
накаливания и др. Их основные свойства и ВАХ рассматривались в гл. 13.

Нелинейные резистивные элементы можно классифицировать также 
по степени влияния температуры нагрева, обусловленной протекающи
ми по ним токами, на форму ВАХ.

Так как тепловые процессы (процессы нагрева и остывания) являют
ся процессами инерционными, то резисторы, нелинейность ВАХ кото
рых в основном обусловлена изменением температуры в результате на
грева протекающим через них током, принято называть инерционными.

Резисторы, нелинейность ВАХ которых обусловлена иными (не теп
ловыми) процессами, принято называть безынерционными или почти 
безынерционными.
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К группе инерционных резисторов относят электрические лампы И) 
каливания, терморезисторы, бареттеры; к группе безынерционных и! 
почти безынерционных — электронные лампы, полупроводниковые 
оды, транзисторы и др.

Если постоянная времени нагрева инерционного резистора много больше периода «  
ременного тока, то значение сопротивления его за период переменного тока практичмЯ 
не меняется, так как оно определяется не мгновенным, а действующим значением пси 
менного тока. Если к такому резистору подвести синусоидальное напряжение (при ус/Я 
вин, что постоянная времени нагрева его значительно больше периода синусоидальной 
напряжения), то ток через него будет практически синусоидальным.

Можно сказать, что такие резисторы занимают промежуточное положение между М  
нейными и нелинейными. К  нелинейным они тяготеют вследствие того, что сопротиаш 
ние их является функцией действующего значения тока; к линейным — потому, ЧТО I 
установившемся режиме работы их сопротивления для различных моментов времени ануя 
ри периода воздействующей на схему ЭДС остаются практически неизменными.

§ 15.3. Обшая характеристика нелинейных индуктивных элемеМ 
тов. Под нелинейными индуктивными элементами понимают индуктиМ 
ные катушки (индуктивности) с обмотками, намотанными на замкнутые 
сердечники из ферромагнитного материала, для которых зависимост! 
магнитного потока в сердечнике от протекающего по обмотке тощ 
нелинейна. Индуктивное сопротивление таких катушек, оказываемое про» 
хождению переменного тока, не постоянно; оно зависит от значения пе* 
ременного тока. Условимся называть их нелинейными индуктивными 
катушками или нелинейными индуктивностями.

Нелинейные индуктивности подразделяют на управляемые и неуправ
ляемые, но деление на безынерционные и инерционные на них не рас* 
пространяется, так как их нелинейность обусловлена свойствами ферро» 
магнитного материала, а не тепловым эффектом.

На электрических схемах нелинейную индуктивную катушку изобра
жают в виде замкнутого сердечника с обмоткой (рис. 15.1, а) или как 
показано на рис. 15.1, б.

Сердечники нелинейных индуктивных катушек

туго навитую часовую пружину.
Пластины пакетного и отдельные витки спирального сердечников 

изолируют друг от друга эмалевым лаком, жидким стеклом или ка
ким-либо иным изолирующим составом и запекают. Изоляция необходи
ма для уменьшения потерь энергии в сердечнике от вихревых токов 
(см. § 15.4).

При высоких частотах резко возрастают потери в листовых сердеч
никах, поэтому сердечники, предназначенные для работы на высоких 
частотах, выполняют обычно из магнитомягкого феррита.

при относительно низких частотах делают обычно 
двух типов; пакетные и спиральные.

Пакетные сердечники состоят из тонких пластин 
ферромагнитного материала кольцевой, П- или

а 6 Ш-образной формы.
Рис. 15.1 Спиральные сердечники изготовляют из тонкой 

ферромагнитной ленты. По форме они напоминают
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§ 15.4. Потери в сердечниках нелинейных индуктивных катушек, 
|бусловленные вихревыми токами. Если по индуктивной катушке со 
(тальным сердечником проходит переменный ток, то в сердечнике воз- 
»икает переменный магнитный поток, под действием которого в листах 
Ирдечника образуются вихревые токи. На рис. 15.2 изображен один лист 
Ирдечника. Пусть магнитный поток, увеличиваясь, направлен вверх 
]моль листа). В плоскости листа, перпендикулярной 
магнитному потоку, по закону электромагнитной ин- 
|укции наводится ЭДС. Эта ЭДС вызывает в нем ток, 
юторый называют вихревым. Контур, по которому 
(•мыкается вихревой ток, изображен штриховой лини- 
1Й на рис. 15.2. Вихревые токи, по закону Ленца, стре
мятся создать поток, встречный по отношению к вы
павшему их потоку.

Потери энергии в листе на вихревые токи пропор
циональны квадрату наведенной в контурах листа ЭДС 
< обратно пропорциональны сопротивлению контуров.
ЗДС, наводимые в контурах, по которым замыкаются вихревые токи, при 
тданной ширине листа b пропорциональны толщине листа а, амплитуд
ному значению индукции и частоте. В свою очередь, сопротивление кон- 
гура пропорционально его периметру и удельному сопротивлению. При 
b » а периметр контура почти не зависит от толщины листа. 
Поэтому потери энергии на вихревые токи пропорциональны квадрату 
1мплитудного значения индукции, квадрату частоты и квадрату толщи
ны листа.

Уменьшить потери в листовом сердечнике на вихревые токи можно 
1вумя путями:

1) изготовлением сердечника из тонких изолированных друг от друга 
жстов (см. § 15.3);

2) добавлением в ферромагнитный материал примесей, увеличива- 
оших его удельное сопротивление.

При частоте 50 Гц толщина листов обычно 0,35-0,5 мм; при высоких 
настотах — до 0,005 мм.

Кроме потерь от вихревых токов в сердечнике есть еще потери, обус- 
ювленные гистерезисом и магнитной вязкостью.

§ 15.5. Потери в ферромагнитном сердечнике, обусловленные ги- 
ггерезисом. Как известно (см. § 14.4), ферромагнитным материалам свой
ственно явление гистерезиса, которое вызвано отставанием изменения 
магнитной индукции от изменения напряженности магнитного поля. 
Ъющадь гистерезисной петли в координатах В, И  (б — индукция, Н  — 
напряженность поля), снятая при достаточно медленном изменении маг
нитного поля во времени (когда вихревые токи практически отсутству
ет), характеризует энергию, выделяющуюся в единице объема ферромаг
нитного материала за один период переменного тока (за одно перемаг- 
ничивание). Потери в сердечнике, обусловленные гистерезисом, пропор
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циональны объему сердечника, первой степени частоты и площади ги 
терезисной петли. От толщины листов потери на гистерезис не зависят

Гистерезисные петли при достаточно быстром изменении магнит» 
го поля во времени называют динамическими. Динамические петли ши| 
соответствующих статических за счет вихревых токов и магнитной вя 
кости.

Степень отличия динамической петли от соответствующей статич 
ской зависит от скорости перемагничивания (от частоты), удельного эле 
трического сопротивления материала, толщины листов, температуры 
наличия в магнитном потоке высших гармоник.

§ 15.6. Схема замещения нелинейной индуктивности. В расчетно! 
отношении нелинейную индуктивную катушку (рис. 15.1, а) можн 
представить в виде схемы на рис. 15.3, а. В ней параллельно с идеал! 
зированной (без потерь) нелинейной индуктивностью включено сопрс 
тивление Rrt, потери в котором имитируют потери энергии в сердечн» 
ке на гистерезис и вихревые токи, а последовательно включено резне

тивное сопротивление самой обмотки Ra6\ U — напряжение на нелине( 
ной индуктивности.

Как уже отмечалось, потери энергии на гистерезис и вихревые ток. 
Rn зависят от качества ферромагнитного материала и толщины листо! 
сердечника.

Если сердечник выполнен из низкокачественного магнитного матери 
ала, то потери в нем относительно велики, а сопротивление Rn доста 
точно мало и ток j r t =U/ Rrt может оказаться соизмеримым с током /ц, 
протекающим по идеализированной (без потерь) нелинейной индуктив 
ности; в этом случае ветвь с сопротивлением Яг, необходимо учитывал 
в расчете.

Если же сердечник изготовлен из тонких листов высококачественно 
го магнитомягкого материала, то потери в сердечнике малы, а сопротив 
ление Rrt = U 2 / Рп  очень велико, и потому ветвь с сопротивлением /̂ ., 
можно не учитывать.

Часто вводят еще одно упрощение: полагают резистивное сопротив 
ление обмотки Ro6 настолько малым, что с падением напряжения в нек 
можно не считаться. Аналогичное упрощение часто делалось и при рас

’’Явление поверхностного эффекта (см : Бессонов Л  А. Теоретические основы элект 
ротехники. Электромагнитное поле: Учебник. М.: Гардарики. 2001) здесь не учитываем.
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чете цепей с линейными индуктивностями. В этом случае сопротивле
ние катушки со стальным сердечником оказывается чисто индуктивным 
(соответствующая схема замещения представлена на рис. 15.3, б).

Переход от схемы замещения на рис. 15.3, а к схеме замещения на 
рис. 15.3, б вызван стремлением облегчить расчет цепей. При этом учи
тывают основной полезный нелинейный эффект (нелинейность между 
индукцией В  и напряженностью Я, приводящая к усилению магнитного 
потока за счет свойств ферромагнитного материала) и пренебрегают по
бочным вредным эффектом (потерями, обусловленными гистерезисом и 
вихревыми токами в сердечнике).

При периодическом процессе нелинейность между В  и Н  учитывают, 
ведя расчет по кривой, абсциссы которой равны полусумме абсцисс 
восходящей и нисходящей ветвей предельной гистерезисной петли 
(рис. 15.4).

§ 15.7. Общая характеристика нелинейных емкостных элементов.
В обычных конденсаторах обкладки разделены веществом, диэлектриче
ская проницаемость которого не является функцией напряженности элек
трического поля. Для них зависимость мгновенного значения заряда q на 
одной обкладке от мгновенного значения напряжения и между обклад
ками (кулон-вольтная характеристика) представляет собой прямую линию 
(рис. 15.5), а их емкость не зависит от напряжения и. Для нелинейных 
конденсаторов зависимость q от и нелинейна (рис. 15.6).

Нелинейные конденсаторы называют еще варикондами. На электри
ческих схемах вариконды изображают в соответствии с рис. 15.7, а. Про
странство между обкладками вариконда заполняют сегнетодиэлектриком. 
Сегнетодиэлектриками называют вещества, диэлектрическая проница
емость которых является функцией напряженности электрического поля. 
Название «сегнетодиэлектрики» им присвоено потому, что впервые это 
свойство было обнаружено у кристаллов сегнетовой соли.

Сегнетодиэлектрики, подобно ферромагнитным веществам, обладают 
гистерезисом. Электрическим гистерезисом называют явление отстава
ния изменения электрического смещения D от изменения напряженнос
ти поля Е. Как и в ферромагнитных веществах, площадь гистерезисной 
петли в координатах D, Е  при медленном изменении поля характеризует 
потери на электрический гистерезис в единице объема сегнетодиэлект- 
рика за один период изменения Е.

а 6

Рис 15.5 Рис. 15.6 Рис 15 7
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Кроме потерь на гистерезис в варикондах есть еще потери, обуслы 
ленные тем, что проводимость сегнетодиэлектрика не равна нулю, а так* 
вязкостью процессов поляризации.

На схеме замещения вариконд можно представить в виде параллем 
ного соединения идеализированного (без потерь) вариконда и ветви 
резистивным сопротивлением Ягп, потери в котором имитируют в ра< 
четном отношении активные потери в вариконде (рис. 15.7, б).

Наличие потерь в варикондах является вредным побочным эффекте! 
Чем выше качество сегнетодиэлектрика, тем уже петля гистереза и мен. 
ше потери в нем. Для облегчения исследования свойств электрически* 
цепей, содержащих вариконды, гистерезисом и потерями обычно пре
небрегают и зависимость q = /(и) принимают в виде штриховой линии 
на рис. 15.6. Абсциссы ее равны полусумме абсцисс восходящей и нис- 
ходящей ветвей предельной гистерезисной петли. Однако при исследо
вании схем, в основе действия которых лежит явление гистерезиса, 
например при анализе работы некоторых запоминающих и счетных 
устройств, гистерезис необходимо учитывать.

§ 15.8. Нелинейные элементы как генераторы высших гармони! 
тока и напряжения. Если нелинейный элемент, например резистор, при 
соединить к генератору синусоидального напряжения, то проходящи! 
через него ток будет иметь несинусоидальную форму и потому нелиней 
ный резистор будет являться генератором высших гармоник тока. Дл; 
того чтобы убедиться в этом, рассмотрим рис. 15.8, где кривая / — ВА) 
HP; кривая 2 — синусоидальное напряжение на нем; кривая 3 —  то 
через HP.

i. и
Рис. 15.8 Рис. 15.9

Для построения кривой / = /(ш/) последовательно придает юг зна
чения, равные, например, 0, л /6, л /4, я/3, п/2 и т. д.; для каждого из 
них находим напряжение и, переносим соответствующее значение и на 
кривую и - /(/) и из нее определяем значение тока / для взятого момента
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•ремени. Найденное значение тока i откладываем на той ординате, кото
рой соответствует выбранный момент времени.

Эти операции показаны на рис. 15.8 стрелками. Так, по точкам стро
им кривую 3. Она имеет пикообразную форму и может быть разложена 
Иа гармоники.

Аналогично, если через нелинейный резистор пропустить синусои
дальный ток, то напряжение на нем будет иметь несинусоидальную фор
му. Соответствующие построения приведены на рис. 15.9. Следователь
но, нелинейный резистор является генератором высших гармоник напря
жения.

Амплитуды первой и высших гармоник токов нелинейно зависят от 
•мплитуд первой и высших гармоник напряжений на нелинейных элемен
тах. Это затрудняет анализ и расчет нелинейных цепей и в то же время 
позволяет осуществить с их помощью ряд важных в практическом отно
шении преобразований, принципиально невыполнимых с помощью ли
нейных электрических цепей при неизменных во времени параметрах.

§ 15.9. Основные преобразования, осуществляемые с помощью 
нелинейных электрических цепей. На рис. 15.10, а схематически изоб
ражен четырехполюсник, в состав которого входят одно или несколько 
нелинейных элементов. Будем называть такой четырехполюсник нелиней
ным (НЧ).

о-- -- О о—
Вход НЧ Выход Вход НШ
0— — о о— тт

Цепь управления 
а 6

Рис. 15.10

На рис. 15.10,6 представлен нелинейный шестиполюсник (НШ). 
В отличие от четырехполюсника он имеет еще два зажима («полюса»), к 
которым присоединяется источник управляющего напряжения или тока.

С помощью нелинейных четырех- и шестиполюсников можно осуще
ствить ряд практически важных преобразований:

1) преобразовать переменный ток в постоянный. Устройства, предна
значенные для этого, называют выпрямителями (см. § 15.54);

2) преобразовать постоянный ток в переменный с помощью устройств, 
которые называют автогенераторами (см. § 15.55) и инверторами;

3) осуществить умножение частоты, т. е. получить на выходе четырех
полюсника напряжение, частота которого в несколько раз больше часто
ты входного напряжения. Четырехполюсники, с помощью которых про
изводят умножение частоты, называют умножителями частоты ; устрой
ство, удваивающее частоту, — удвоителем частоты ; устройство, утраи
вающее частоту, — утроит ел ем и т. д.;
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4) произвести деление частоты, т. е. выполнить операцию, обратия 
умножению частоты. Четырехполюсники, используемые для этого, нам 
вают делителями часто ты ;

5) стабилизировать напряжение (ток), т. е. получить на выходе чете 
рехполюсника напряжение (ток), почти не изменяющееся по модулю пр 
значительном изменении входного напряжения. Такие четырехполюсн! 
ки называют стабилизаторами напряжения (тока). Устройства для ст 
билизации напряжения в цепях постоянного тока рассмотрены в гл. 1!

6) осуществить триггерный эффект, т. е. эффект резкого (скачкообр! 
ного) изменения выходной величины при незначительном изменен! 
входной. Триггерный эффект рассмотрен в § 15.58 и 15.60;

7) произвести модуляцию. Как указывалось в § 7.15, модуляция ed 
процесс, при котором амплитуда (фаза или частота) высокочастотном 
колебания, поступающего на вход четырехполюсника, преобразуется т* 
ким образом, что характер изменения ее повторяет характер измененМ 
управляющего низкочастотного сигнала. Устройства, предназначении! 
для этого, называют модуляторами;

8) осуществить демодуляцию, т. е. выделить из высокочастотно™ 
модулированного колебания запечатленный в нем низкочастотный ynpai< 
ляющий сигнал. Устройства для демодуляции называют демодуляторам! 
или детекторами;

9) преобразовать желаемым образом форму входного напряжения 
Например, при подаче на вход нелинейного четырехполюсника напряжв» 
ния синусоидальной формы на его выходе можно получить напряжение 
прямоугольной или пикообразной формы;

10) произвести усиление напряжения (тока), т. е. получить на выходе 
нелинейного устройства напряжение значительно большее, чем управля* 
юшее напряжение на его входе. Управляющее напряжение может быть 
постоянным или переменным. С помошью трансформаторов также можно 
усиливать напряжение, однако в усилителях напряжения на нелинейных 
элементах энергия, потребляемая управляющей цепью, может быть ■ 
сотни, тысячи и даже сотни тысяч раз меньше энергии на выходе усили
теля, тогда как в обычных трансформаторах эти энергии почти равны. 
Усилители напряжения на нелинейных элементах позволяют усиливать 
не только переменное, но и постоянное напряжение и притом с плавным 
изменением коэффициента усиления;

11) осуществить усиление мощности, т. е. выделить на выходе устрой
ства (в нагрузке) мощность, значительно большую мощности, поступа
ющей в управляющую цепь. Когда говорят об усилении мошности, то 
имеют в виду, что приращение мощности, выделяющейся в нагрузке, 
оказывается больше приращения мощности, потребовавшейся для изме
нения режима работы нелинейного элемента;

12) произвести степенное и логарифмическое преобразования вход
ного напряжения (тока).

С помощью нелинейных электрических цепей кроме перечисленных 
можно осуществить и другие нелинейные преобразования. К их числу
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(Нмосится, например, плавное преобразование частоты с помощью не
линейных четырех- и шестиполюсников, не содержащих подвижных ча
стей. Рассмотрение этого преобразования выходит за рамки курса 
(«м. [21]).

Нелинейные устройства широко применяют для умножения электри
ческим путем двух, трех функций и более, а также а электрических счет
ных и запоминающих устройствах, в качестве нелинейных фильтров, 
АО гических устройств и т.п. Несомненно, что по мере развития техники 
N изучения свойств нелинейных цепей последние будут находить пряме
йшие для выполнения и других функций.

Если зависимость выходной величины от входной в относительно 
Мбольшом диапазоне может быть линейной или близкой к линейной, то 
| большинстве случаев стремятся выбрать режим работы преобразова
теля таким образом, чтобы работа его проходила именно на линейном 
участке (если это не противоречит назначению преобразователя).

§ 15.10. Некоторые физические явления, наблюдаемые в нелиней
ных цепях. В электрических цепях переменного тока, содержащих не
линейные индуктивности и линейные или нелинейные конденсаторы и 
Линейные индуктивности, а также нелинейные индуктивности и нелиней
ные конденсаторы, при определенных условиях (далеко не всегда!) воз
никают физические явления, которые невозможны в линейных цепях"'. 
Таких явлений довольно много. Ограничимся кратким рассмотрением 
только некоторых, наиболее важных из них.

1. Возникновение интенсивных колебаний в цепи на высшей гармони
ке при отсутствии этой гармоники во входном напряжении. В линейных 
цепях возникновение интенсивных колебаний на высшей гармонике мо
тет быть только при наличии этой гармоники во входном напряжении.

2. Возникновение субгармонических колебаний. Под субгармоникой 
понимают гармонику, частота которой в целое число раз меньше часто
ты источника ЭДС. Субгармонические колебания представляют собой 
колебания на какой-либо из субгармоник. Чаще всего они наблюдаются 
на частотах ш/3; со/2; ш/5 и т. д. (со — частота источника ЭДС) (см. 
5 15.69).

3. Возникновение колебаний в цепи на гармонике с частотой тсо/и, 
где от и и — целые числа.

4. Зависимость характера установившегося режима в нелинейной цепи 
переменного тока от предшествовавшего этому режиму состояния цепи 
и начальной фазы источника ЭДС. Это явление может наблюдаться в 
нелинейных электрических цепях в зоне существования триггерного эф
фекта, о котором было упомянуто в § 15.9. Суть явления состоит в том, 
что при подключении нелинейной резонансной цепи к источнику ЭДС в 
ней может возникнуть один из двух возможных режимов. Какой из ре
жимов возникнет, зависит от начальной фазы генератора и состояния 
цепи, предшествовавшего включению (см. § 15.58).

‘'Имеются в виду обычные линейные цепи, параметры которых нс являются Ф у н к ц и 
ей времени. О линейных цепях с непостоянными во времени параметрами см. гл. 18.
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5. Возникновение автомодуляции. Автомодуляция представляет собоЯ 
процесс почти периодического изменения амплитуд токов и напряжения 
в нелинейных электрических цепях без воздействия на них внешнего 
модулирующего фактора, т. е. без воздействия на них низкочастотного 
сигнала (см. § 15.70).

6. Хаотические колебания, перемежающиеся резонансы и другие типы 
движений.

Перечисленные физические явления имеют место в резонансных цо> 
пях только в определенных для каждой цепи диапазонах параметро!, 
которые, как правило, оказываются такими, что практически эти явления 
наблюдаются сравнительно редко. Кроме того, исследование услови! 
возникновения этих явлений часто связано с громоздкими математиче
скими выкладками. В настоящей книге они рассмотрены в § 15.58 
15.60, 15.69, 15.70 и в Приложении П9. Подробно можно ознакомить^ 
с этими явлениями также по [24, 25].

§ 1S.11. Разделение нелинейных элементов по степени симметри! 
характеристик относительно осей координат. Кроме деления на рези 
стивные, индуктивные и емкостные, управляемые и неуправляемы! 
(а резистивных — еще на безынерционные и инерционные) нелинейны! 
элементы можно классифицировать еще по одному признаку — по сте 
пени симметрии характеристик для мгновенных значений относительж 
осей координат.

Пусть х и у  —  величины, характеризующие режим работы нелиней 
ного элемента. Условимся х обозначать величину, откладываемую по ос» 
ординат декартовой системы, а у  —  величину, откладываемую по oci 
абсцисс.

Характеристики, для которых выполняется условие ><—лг) = >>(х), на 
зывают симметричными; характеристики, не удовлетворяющие этом] 
условию, — несимметричными.

Симметричными характеристиками обладают нелинейные индуктив 
ности и емкости, а из резистивных — тиритовые сопротивления, элект 
рическая дуга с однородными электродами и некоторые другие.

Однако основные типы нелинейных резистивных элементов — элек
тронная лампа, транзистор и тиристор — имеют несимметричные харак
теристики. Особенности работы нелинейных элементов с несимметрич
ными характеристиками — электронной лампы и транзистора — излага
ются в § 15.27-15.43.

§ 15.12. Аппроксимация характеристик нелинейных элементов. 
Для проведения математического анализа нелинейных цепей переменного 
тока и изучения их общих свойств целесообразно выразить аналитиче
ски зависимость между мгновенными значениями и и i для нелинейного 
резистора, зависимость между В  и Н  для нелинейной индуктивности, 
зависимость q и и для нелинейного конденсатора. Приближенное анали
тическое описание характеристик нелинейных элементов называют ап
проксимацией характеристик.
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§ 15.13. Аппроксимация симметричных характеристик для мгно
венных значений гиперболическим синусом. При исследовании 
свойств электрических цепей явлением гистерезиса, как правило, мож
но пренебречь. Лишь при исследовании цепей, в основе действия кото
рых лежит это явление (например, работы 
«поминающих магнитных устройств с прямо
угольной петлей гистерезиса), гистерезис необ
ходимо учитывать.

На рис. 15.11 изображена типичная симмет
ричная характеристика >> = / (х).

Для нелинейной индуктивности роль х иг
рает мгновенное значение индукции В ; роль 
у — мгновенное значение напряженности поля 
//. Для нелинейного конденсатора у — это на
пряжение и, х — заряд q. Для нелинейных Рис. 15.II 
резисторов (например, тиритовых сопротивле
ний) роль х играет напряжение, у  — ток.

Существует большое число различных аналитических выражений, в 
той или иной мере пригодных для аналитического описания характерис
тик нелинейных элементов [24, 30]. При выборе наиболее подходящего 
аналитического выражения для функции у  = /(х) исходят не только из 
того, что кривая, описываемая аналитическим выражением, должна дос
таточно близко всеми своими точками расположиться к опытным путем 
полученной кривой в предполагаемом диапазоне перемещений рабочей 
точки на ней, но учитывают и те возможности, которые выбранное ана
литическое выражение дает при анализе свойств электрических цепей. 
В дальнейшем для аналитического описания симметричных характерис
тик по типу рис. 15.11 будем пользоваться гиперболическим синусом:

y = ashpx. (15.1)

В этом выражении а и (5 — числовые коэффициенты; а выражает
ся в тех единицах, что и >>; р — в единицах, обратных единицам х, так 
что произведение р х есть величина безразмерная. Для определения 
неизвестных коэффициентов а и р  следует на полученной опытным 
путем зависимости у = /(х) в предполагаемом рабочем диапазоне про
извольно выбрать две наиболее характерные точки, через которые долж
на пройти аналитическая кривая, подставить координаты этих точек в 
уравнение (15.1) и затем решить систему из двух уравнений с двумя 
неизвестными.

Пусть координаты этих точек у ь xh и у2, х2 (см. рис. 15.11). Тогда 

jh, = a sh р дг,; .ь = a sh р х2.
Отношение

у 2 /у, = sh Р х2 /shр Х|. (15-2)
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Трансцендентное уравнение (15.2) служит для определения коэффи
циента р.

Следовательно,
а  = у 2 /sh Р х2. (15.3]

Пример 147. Кривая намагничивания трансформаторной стали Э41 изображена hi 
рис. 15.12. Найти коэффициенты а и р .

Р е ш е н и е .  Выбираем две точки на кривой
Н,=  200А/м; В, = 1,1 Тл; Я 2 = 2400 А/м;
В2 = 1,532 Тл.

По уравнению (15.2) имеем sh(I,532 P)/sh(l,I 3) = 12. 
Задаемся произвольными значениями (3 и производим 
подсчеты:

Рис. 15.12 

Далее определяем

р 6 5,22 4,57 3,92 3,26
Р в. 9,2 8 7 6 5
ре, 6,6 5.74 5,03 4,32 3.59
shpflj/shpfl, ... 13.5 9,58 7,25 6,24 4,1

По результатам подсчетов строим крняук
sh|32/shP| = / (Р ) и по ней находим р = 5,75Тл''.

Н2
shp.

2400 
sh 8,82

1200
1690

0,71.

Штриховая линия ца рис. 15.12 построена по уравнению Н = 0.71 sh(5,75 В).

Т а б л и ц а  15.1

* •М/х) -Ji{/x) jJy ljx ) JAjx)

0 1,0 0 0 0 0
0,4 1,04 0.20 0,02 0,13M0‘J 0,67110-'
0.8 1.16 0.43 0.08 0.01 0,11 I0 ‘!
1,2 1.39 0,72 0,20 0.04 0,58 10'}
1,6 1.75 1.08 0.39 0.1 0,019
2.0 2,28 1.59 0,69 0,21 0,051
2,4 3.05 2,30 1,13 0.41 0,114
2.8 4.16 3,30 1,80 0.73 0,234
3,2 5.75 4.73 2.79 1,25 0,446
3,6 8,03 6.79 4.25 2,07 0,81
4,0 11,30 9,76 6,42 3.34 1,416
4,4 16.01 14,04 9,63 5,29 2,405
4,8 22,79 20,25 14,35 8,29 3.992
5.2 32.58 29.25 21,33 12.84 6,51
5,6 46,73 42,32 31.62 19,74 10,468
6,0 67.23 61,34 46.78 30,15 16,63
7,0 168.60 156 124 85,17 51,0
8,0 427.56 399.87 327.6 236,07 150,5
9,0 1093,59 1030,91 864.5 646.69 433.3
10.0 2815,70 2671 2281 1758 1226
11.0 7288 6948,9 6025 4758 3430
12,0 18948 18142 15924 12834 9507
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§ 15.14. Понятие о функциях Бесселя. При анализе нелинейных цепей широко ис
пользуют функции Бесселя, которые являются решением уравнения Бесселя

£
dx'
± z +L * z +\i - р

2 х dx у  -  о. (15.4)

Функции Бесселя выражают степенными рядами, и для них составлены таблицы. Фун
кцию Бесселя от аргумента х обозначают J р(х). где р — порядок функции Бесселя. 
Общее выражение для J r (x) в виде степенного ряда можно записать так:

в+6_ (х/2)р (х/2)1’*2 | (х/2)^4 (дг/2)
0! р! 1!(р +1)! + 2\(р + 2)! 3!(р + 3)!

(15.5)

Для гл. 15 наибольший интерес представляют фун
кции Бесселя от чисто мнимого аргумента (табл. 15.1). 
Для их получения в общее выражение (15.5) вместо х 
следует подставить j  х, где у - П .  Обратим внима
ние на то, что в табл 15.1 даны функция - j J t( j  х) 
вместо J x( j  х) и функция j  J , ( j  х) вместо J } ( j  х). 
Сделано это потому, что без дополнительного мно
жителя j  или -у эти функции, как правило, не исполь
зуют.

При дг = 0 не равна нулю только функция Бесселя 
нулевого порядка: J 0(0) = 1. По данным табл. 15.1 на 
рис. 15.13 построены кривые функции Бесселя Отку
да видно, что с ростом х значения функиий увеличи
ваются. Чем выше порядок функции Бесселя, тем мень
ше ее значение при одном и том же х.

Рис. 15.13
§ 15.15. Разложение гиперболических синус* и 

косинуса от периодического аргумента в ряд Фурье. Если аргумент х изменяется по 
периодическому закону, например по закону синуса х = хт  sin ы I, где хт  — амплитуда 
колебаний, то по периодическому закону изменяются и функции sh{jrm sin ш/) и 
ch(jr„, sinux).

Так как периодические функции можно представить рядами Фурье, то разложим в ряд 
Фурье эти функции С этой целью в (15 5) вместо х подставим хт sinw/. Учтем извест
ные из тригонометрии формулы

sin 'а =0,5-0.5 cos 2 а; 

sin5 а  = -0.25 sin3 а  + 0,75 sina; 

sin4 а  - 0,375-0,5 cos2 a + 0,125cos4a.

(15 6)

(15.7)

(15.8)

сгруппируем все слагаемые с sin со /. cos2io/, sin3 со / и т д., а также отдельно выделим 
постоянную составляющую В результате оказывается, что коэффициентами при тригоно
метрических функциях являются ряды, которыми изображают функции Бесселя различ
ных порядков от чисто мнимого аргумента j  х„.

Окончательно получим

sh(x„ sin со f) = 2 (- ; J  | (у хт )) sin о> I - 2 у J } ( j  x„)sin3 a t  - 2 j  J s ( j  xm) sin 5 со/
(15.9)

ch(x„ sin о  О = J 0 (у *„,) + 2 у J 2( j  x „)  cos 2 a> i + 2 j  ( J  jr„)cos4 со/ +.... (15.10)

Ряд для sh(jr„, sin и О состоит только из нечетных гармоник и не имеет постоянной 
составляющей Ряд для сЬ(дя sin со/) имеет постоянную составляющую и четные гармо
ники.
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Пример 148. Разложить в ряд Фурье sh(4sinco/) и ch(4 sin со /). 
Р е ш е н и е .  Значения функций Бесселя берем из табл. 15.1:

- М О  4) = 9,76; j J i  0 4 )  = 3.34; (у 4) = 1,416;

- j J% О  4) *=0.505; J 0 U  4) = 1U ; J 2 ( j  4) = -6,42.

В  соответствии с (15.9) и (15.10) получим

sh(4 sin to /) = 2 • 9,76 sin со t - 2 • 3,34 sin 3 со / + 2 • 0,505 sin 5 to t - ...; 

ch(4 sin со /) = 1 U  - 2 • 6.42 cos 2 ca / + 2 • 1,416 cos 4 ©/ + ,. ..

§ 15.16. Разложение гиперболического синуса от постоянной и синусоидально 
меняющейся составляющих в ряд Фурье. Из § 15.13 известно, что мгновенное значе
ние функции у  связано с мгновенным значением х формулой (15.1). В  этой формуле аргу
ментом гиперболического синуса является не х, как было в § 15.14, а произведение рх  
В  соответствии с этим для разложения sh(Pjc„ since») и ch(P х „ sin со/) в (15.9) и (15.10) 
следует заменить х на Р хт

Если х ш х0 + хт  sin со I, где х„ — постоянная составляющая, хт  — амплитуда сину
соидальной составляющей, то

у  = a  sh(P х0 + р хт  sin со /) = о sh Р х0 ch(P х„ sin со /) + a  ch р дг0 sh(P х„ sin со /).

Следовательно,

у  = a  sh Р *0((Л> О  Р хт » + 2 J j  U  Р > cos 2 о  t + 2 J t  ( j  р х„ ) cos 4 со / +...) +

+2 a chP дг0 Ц- j J ,  ( j  P x„ )) sin co / - j  J } ( j  px „ )  sin 3 со /-...). 115.11)

Из (15.11) следует, что постоянная составляющая функции у

у0 =ashp*0 -/o O P * * )  (15.12)
Первая гармоника функции у

V, = 2 a  chp .r0 ( - j  J\ ( J  P xm)) sin cor; (15.13)
вторая гармоника

v2 = 2 a sh P jr0 .A, ( ypj „ ) cos2cof ;  (15.14)
третья гармоника

y_i = 2 a  chp дг0 (- j J )  ( j  p jrm))sin3 co /. (15.15)
и т. a.

Пример 149. Разложить в ряд Фурье функцию y/ a  = sh(2 + 4sincof).
Р е ш е н и е. По табл. 8.1 находим sh 2 = 3,63, ch2 = 3,7. Значения функций Бесселя 

берем из табл. 15.1. В соответствии с (15.11)

у /а  = sh(2 + 4 sin со () = 3,63 (1 i.3 - 12.844 cos2 со / + 2,832 cos4 со +

+3,76 (19.52 sin со I - 6,674 sin 3 са I +1,01 sin 5 со t -...).

Таким образом, у0 /а = 41.1; у1т/а -  73.4; у 1т / а  = 46,7.

§ 15.17. Некоторые общие свойства симметричных нелинейных элементов.
I. Если нелинейный элемент с симметричной характеристикой работает в условиях, 

когда одна из определяющих его состояние величин, например величинах, изменяется во 
времени по закону х = х0 + хт sin со г  то а отношении другой определяющей его состоя
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ние величины (величины .у) можно сделать следующие выводы:
1) постоянная составляющая функции у0 зависит не только от х0, но и от хя , что 

следует из (15.12);
2) в кривой у  = /(со /) появляются четные гармоники, которые исчезают при х0 =• 0. 

Фаза четных гармоник зависит от знака постоянной составляющей (от знака ж0)̂
3) путем изменения дг0 или у0 можно изменять амплитуды первой и высших гармо

ник функиий

Рис. 15.14

Первое из этих свойств поясним графически. Пусть нелинейный элемент работает при 
отсутствии синусоидальной составляющей (хт = 0). Тогда изображением этого процесса 
на характеристике нелинейного элемента будет точка а (рис. 15.14, а). Для нее

v . v o ,  px = M o = Arsh V °  , (15 16)
Jo (У P -x'o)

Этот результат следует из (15.12). если учесть, что Л (0 ) = 1
Если же нелинейный элемент работает при х„ * 0, то, для того чтобы постоянную 

составляющую функции у0 сохранить прежней, постоянная составляющая х0 должна 
быть снижена (или снизится сама) со значения х'а до х"а.

Постоянная составляющая

= A r s h - - - (15 17) 
0 Л О Р ^ ) ’

где *5 определяется ординатой точки Ь. расположенной ниже точки а (рис. 15.14, б).
Первое и третье из этих свойств широко используют в теории управляемых нелиней

ных элементов, второе свойство —  в теории умножителей и делителей частоты.

Пример 150. Нелинейный элемент с характеристикой у  - a  sh р х сначала работал при 
у0/ос = 41,1 и отсутствии переменной составляющей (Р дг„ - 0). Затем режим работы его 
изменился: постоянная составляющая у01а осталась прежней, но появилась переменная 
составляющая Р х, амплитуда которой Р хт  = 4, Найти постоянные составляющие Р х0 
в этих двух режимах.

Р е ш е н и е .  В первом режиме Р х'0 » Arsh 41,1«41,1. Во втором режиме 
Р*3 = Arsh(4l,l/./0(_/ 4)) = Arsh 3,63 « 2.

Таким образом, при переходе от первого режима ко второму постоянная составляю
щая Рдг0 изменилась с 4,41 до 2. т. е. более чем в два раза.

И. В  энергетическом отношении общие свойства нелинейной цепи, содержащей одну 
нелинейную катушку (конденсатор) с беэгистерезисной симметричной характеристикой, 
в которой действуют генераторы синусоидальных колебаний с частотами /, и /2 и воз
никают токи и напряжения частот /я .« = т  /\ + п /г ( т и п  — простые числа, принимаю
щие положительные, отрицательные н нулевые значения), для периодических процессов 
описываются теоремой Мэнли и Роу.
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Если через Wm =Umll l m„ + U mjl l mv обозначить среднюю за период мощное 
поступающую в нелинейную индуктивную катушку (конденсатор) на час 
fm.n = «  /1 + " Л- то теорема устанавливает связь между мощностями, поступаюи 
нелинейный элемент на различных частотах. Эту теорему записывают в виде двух i 
ношений (доказательство см., например, в [24]):

ip чс™» т  п чА т  W иу  у  ----S^_ = 0; У  у ----ZO—ж 0. (1S.II
”  "  т  /, + п U f\+ п f iт * Q нш-х. J 2  я * - *  нжО

§ 15.18. Появление постоянной составляющей тока (напряжения, потока, М|| 
да) на нелинейном элементе с симметричной характеристикой. Если к нелинейно 
резистору с симметричной ВАХ, например i = au  , подвести напряжение в виде д>у! 
компонент u = U l sinwf + t/: sin(2 ш / + q>), частоты которых относятся как 1:2 (в бол 
общем случае как 2 * /(2 р +1). гае к up  — целые положительные числа), то в токе, пр 
ходящем через HP, несмотря на отсутствие выпрямителей, появится постоянная состав 
юшая, равная -0,75 а U * 1/2 sin ф. Ее значение зависит не только от U i и U 2. но и ОТ 
угла Ф Сам факт возникновения постоянной составляющей в этих условиях называю! 
селективным выпрямлением. Селективно оно потому, что возникает не при любом соот» 
ношении частот двух напряжений, а при вполне определенном. Сходное явление имеет 
место в нелинейных индуктивных катушках и конденсаторах. Так, если на нелинейную 
индуктивную катушку с ВАХ / = a  sh р Ф  воздействовать потоками частот со и 2 га, те 
при отсутствии постоянной составляющей в МДС в потоке кроме указанных гармоник 
появится и постоянная составляющая. Для ее определения положим 
Ф  = Ф 0 + Ф, sin(<i) г + ф) + Ф , sin 2 rn г, подставим в формулу для тока и, разложив ток в ряд 
Фурье, приравняем постоянную составляющую тока нулю. В  результате получим форму* 
лу для определения Ф 0 :

*̂0 О 1̂) *Л) (у 2̂ )
где Ь0 Ж рф 0; ь2 = р ф 2

Если через нелинейный конденсатор проходят первая и вторая гармоники тока, а угол 
<9 * 0, то на нем будет постоянная составляющая заряда при отсутствии постоянной со
ставляющей напряжения.

§ 15.19. Типы характеристик нелинейных элементов. При анали
зе и расчете электрических цепей с нелинейными элементами в зависи
мости от рассматриваемого вопроса используют различные типы ха
рактеристик одного и того же нелинейного элемента:

а) характеристики для мгновенных значений;
б) ВАХ по первым гармоникам тока и напряжения;
в) ВАХ для действующих значений.

§ 15.20. Характеристики для мгновенных значений. Основным 
типом характеристик являются характеристики, связывающие мгновен
ные значения основных определяющих величин: тока и напряжения на 
нелинейном резисторе, индукции и напряженности в сердечнике нели
нейной индуктивности, заряда и напряжения на нелинейном конденса
торе. Будем называть их характеристиками для мгновенных значений. 
Иногда перед этим названием добавляют, соответственно, следующие 
слова: вольт-амперные, вебер-амперные или кулон-вольтные. В силу ряда 
причин, обусловленных различными физическими процессами в самих 
нелинейных элементах, форма характеристик меняется с увеличением 
скорости изменения определяющих величин во времени.



§ 15.21. ВАХ по первым гармоникам. Под ВАХ по первым гармо
никам понимают графическую или аналитическую связь между ампли
тудой (действующим значением) первой гармоники тока и амплитудой 
(действующим значением) первой гармоники напряжения на нелинейном 
»лсменте.

Этот тип характеристик подразделяют на две подгруппы. В первой 
Подгруппе напряжение (поток или заряд) на нелинейном элементе изме
няется по синусоидальному закону, а во второй по синусоидальному за
кону во времени меняется ток через нелинейный элемент (напряженность 
М сердечнике нелинейной индуктивной катушки или напряжение на 
Нелинейном конденсаторе).

Если воздействующее на нелинейный элемент синусоидальное напря
жение (синусоидальный ток) не содержит постоянной составляющей, то 
НАХ для первых гармоник данного элемента изображают какой-то одной 
кривой. Если же воздействующее напряжение (ток) содержит постоян
ную составляющую, то вольт-амперные, вебер-амперные или кулон-воль- 
тные характеристики изображают семействами кривых, на которых по
стоянная составляющая тока, напряжения, потока или заряда является па
раметром.

Этот тип характеристик получают расчетным аналитическим или гра
фическим путем по соответствующим характеристикам для мгновенных 
значений или снимают экспериментально.

При графическом построении задаются различными значениями ам
плитуды воздействующего на нелинейный элемент напряжения (тока, 
индукции, заряда), по точкам строят кривую тока (напряженности, напря
жения) в функции времени и путем разложения ее в ряд Фурье находят 
соответствующие амплитуды первой гармоники тока (напряженности, 
напряжения). (Пример графического построения кривой тока в функции 
времени для управляемой нелинейной индуктивной катушки 
см. на рис. 15.17.)

Аналитически построение точек обсуждаемой характеристики произ
водят, используя формулы (15.12) и (15.13) или иные, подобные им.

В § 15.23 рассмотрено применение формул (15.12) и (15.13) для по
лучения единых характеристик по первым гармоникам для управляемых 
симметричных нелинейных элементов.

Для нелинейной индуктивной катушки ВАХ по первым гармоникам 
можно получить опытным путем с помощью схемы рис. 15.15, а, где 
ИТУ — источник синусоидальной ЭДС; ИТ2 — источник постоянной 
ЭДС; аЬ — зажимы управляемой цепи НЭ; cd —  зажимы управляющей 
цепи НЭ. Измерительный прибор К, реагирует на первую гармонику на
пряжения, а измерительный прибор Л, — на первую гармонику тока.

На рис. 15.15, б качественно изображены ВАХ управляемой нелиней
ной индуктивной катушки по первым гармоникам. Параметром является 
ток управления /0. ВАХ по первым гармоникам для управляемого нели
нейного конденсатора изображены на рис. 15.15, в. Параметром являет
ся управляющее постоянное напряжение U0.
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Снятие характеристик (рис. 15.15, б) производят следующим образом. 
Устанавливают некоторое произвольное значение тока /0 в цепи управ> 
ления, затем плавно повышают напряжение U t и для каждого его значе*

б в

Рис. 15.15

ния записывают значение тока /,. Затем то же проделывают при новом 
значении /0 и т. д. Результаты измерений наносят на график и соответ
ствующие точки соединяют плавной кривой.

ВАХ для первых гармоник используют при расчете установившихся 
режимов в нелинейных цепях, который называют расчетом по пер
вой гармонике (см. § 15.47). При расчете применяют ВАХ той подгруп
пы, которая более подходит по условию работу данного нелинейного 
элемента.

§ 15.22. ВАХ для действующих значений. Под ВАХ для действую
щих значений понимают зависимость между действующим значением 
синусоидального (несинусоидального) напряжения на нелинейном эле
менте и действующим значением тока, протекающего через него. Если 
напряжение (ток) содержит постоянную составляющую, то ВАХ для дей
ствующих значений изображают семейством кривых, на которых посто
янная составляющая тока (потока, напряжения или заряда) является 
параметром.

Эти характеристики получают графическим или аналитическим пу
тем из характеристик для мгновенных значений или снимают опытным 
путем с помощью схемы (см. рис. 15.15, а), но приборы и в этом 
случае должны измерять действующие значения.

ВАХ для действующих значений зависят от формы напряжения на 
нелинейном элементе и (или) от формы протекающего через него тока, 
поэтому необходимо указывать, при каких условиях они получены.
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При качественном и грубом количественном анализах полагают, что 
характеристики, снятые при одной форме напряжения на нелинейном 
элементе, близки к характеристикам, снятым при другой форме напря
жения. В действительности же количественное различие в характерис
тиках может оказаться значительным. ВАХ для действующих значений 
используют при расчете, называемом расчетом по ВАХ для действующих 
значений (см. § 15.48).

§ IS.23. Получение аналитическим путем обобщенных характеристик управля
емых нелинейных элементов по первым гармоникам. Как отмечалось, нелинейные 
индуктивности и конденсаторы, а также большая группа нелинейных резисторов имеют 
характеристики для мгновенных значений, которые могут быть приближенно описаны 
формулой у  = a  sh р х. Для каждого нелинейного элемента под х и у  следует понимать свои 
величины (см. § 15.13).

Таким образом, х и у  —  обобщенные обозначения величин, определяющих работу 
нелинейного элемента. Для всех перечисленных нелинейных элементов можно построить 
единые характеристики по первым гармоникам. С этой целью положим х = х0 + хт sin о I. 
Тогда в соответствии с (15.13) амплитуда первой гармоники функции

уУт ш 2 а  сЛр Xq (- j  У, О Р хт )). (15.19)

Формула (15.19) устанавливает связь между амплитудой у,„ первой гармоники у, 
амплитудой х„ первой гармоники х и постоянной составляющей х0

На рис. 15.16, а изображены характеристики управляемого нелинейного элемента 
pjr„ = / (у ,„/ 2 а ) при р х0 = 0 .1,2,3,4,5, построенные по (15.19). Кривыми можно 
пользоваться при известном значении параметра Р ? 0. Если известна не рх0, а постоян
ная составляющая то семейство кривых Р^ж = /(У\т  !(2 а ))  при параметре у01а
может быть построено следующим образом. Из (15.12) находим sh р дг0 <--- -—  “
вместо chpjr0 в (15.19) подставим

В результате получим

= Jl+f—
2а V W o OP**) (- М  O P- *»■

Л О Р ^ )

(15.20)

P*-
6

5
4
3

2

Рис. 15.16
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Кривые (см. рис. 15.16, б), построенные по формуле (15.20), являются характеристик 
хами управляемого нелинейного элемента при значениях параметр! 
>>0/а = 0,50,100,150 и 200. Обратим внимание на то, что >|Я /2 а, р л „, уй! а — вели* 
чины с нулевой размерностью. Если масштабы по оси уменьшить в Рм > т °  КРИ (М | 
на рис. 15.15, б будут представлять собой характеристики по действующим значениям 
первых гармоник. Характеристика неуправляемого нелинейного элемента соответствуй 
кривой, для которой у01а • 0.

§ 15.24. Простейшая управляемая нелинейная индуктивность. 
Простейшая управляемая нелинейная индуктивность изображена на 
рис. 15.17. Она образована обмотками w, и w2, намотанными на замк
нутый ферромагнитный сердечник. Площадь поперечного сечения сер* 
дечника — S  (м2), длина средней магнитной линии —  / (м).

Обмотка w, включена в цепь переменного 
тока, и по ней проходит переменный ток /, со
держащий первую и высшие гармоники.

Обмотка управления (подмагничивания) w0 
присоединена к источнику постоянной ЭДС Eq 
через дополнительную индуктивность Ц  и ре
гулируемое резистивное сопротивление Rq. По 
обмотке w0 протекает постоянный ток 
Аз = £•<> I о̂-

Хотя переменный магнитный поток и наводит 
в обмотке w0 переменную ЭДС, но переменный 
ток по ней практически не проходит, так как до
полнительная индуктивность Ц  образует для 

переменного тока достаточно большое индуктивное сопротивление.
Пусть приложенное к обмотке w, напряжение равно U „  cos a t. Это 

напряжение равно ЭДС самоиндукции, взятой с обратным знаком (актив
ное сопротивление обмотки w, считаем весьма малым):

d<b
и = -в/. = щ — - = U .

d t
COSO) t.

Отсюда магнитный поток

UФ - — — sin а  / + Ф 0 = Ф„, sin ш I + Ф 0;
со W,

(15.21)

Ф „  = (/„/(*> *,). (15.22)
где Ф да — амплитуда переменной составляющей магнитного потока; 
Ф 0 —  постоянная составляющая магнитного потока.

Управляемая нелинейность позволяет путем изменения постоянного 
тока /0 в обмотке w0 управлять переменным током /.

Принцип управления режимом ее работы и характер изменения во вре
мени отдельных величин поясним с помощью рис. 15.18, а, б, где 
кривые Ф = f (H  I) представляют собой зависимости потока Ф  в сер
дечнике от произведения напряженности магнитного поля И  на длину 
средней магнитной линии / сердечника.
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Построения на рис. 15.18, а соответствуют случаю, когда /0 = 0, а на 
рис. 15.18, б — когда /0 *0. На обоих рисунках переменная составляю
щая потока Ф т s in с о /  одинакова. Для рис. 15.18, а постоянная состав
ляющая потока Ф 0 = 0, для рис. 15.18,6 Ф 0 *  0. На кривых Ф  = /(со I),

Рис. 15.18

Ф = / (Я / )  и / w, =/(о)/) наиболее характерные соответствующие друг 
другу точки обозначены одинаковыми буквами.

Построения производим в такой последовательности.
Сначала откладываем значения постоянной составляющей потока Ф 0 

и строим кривую Ф я sinur. Затем произвольно задаемся различными 
моментами времени, например равными со I = 0; л/2; л; 3/2л; 2л, и для 
каждого значения со/ с помощью кривой Ф = f (H  /) находим соответ
ствующие значения Н I и строим кривую / w, + /0 w0 = /(со /) (для 
рис. 15.18, а /0 w0 =0). Ось времени для этой кривой направлена верти
кально вниз и проходит через точки а, с, е в нижней части рисунка.

Ток / не содержит постоянной составляющей, так как 8 цепи обмотки 
W| нет источника постоянной ЭДС и выпрямителей.

Прямая А— А (рис. 15.18,6) является нулевой линией для кривой 
/ w, = /(со /). Ток / изменяется относительно этой прямой так, что сред
нее значение его за период от со / = 0 до со / = 2 л равно нулю.

Другими словами, проводим прямую А— А так, чтобы площадь S, 
была равна площади S2. Расстояние, на которое удалена прямая А—А 
от оси ординат, равно /0 w0.

Полезно сопоставить выводы § 15.17, сделанные в обшей форме, с теми выводами, 
которые применительно к нелинейному индуктивному элементу следуют из рассмотрения 
рис. 15.18, а, б. Сопоставимыми величинами являются лг-Ф; у -(/'w, + /0 w0); *о-Фо.

У0-/о "'о'. У = /№ !)- и W, + /„ И'о) = /(»/);
а) в § 15.17 утверждалось, что путем изменения у0 можно влиять на амплитуды пер

вой и высшей гармоник функции у  = /(ш 0 этот вывод подтверждается построениями на 
рис. 15.18,0,6 — амплитуды первой и высших гармоник функции / w, = /(ш/) зависят
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от /0 »о (чем больше /0 тем больше амплитуда первой гармоники тока i);
б) уо зависит не только от Ф 0 но и от Ф „ ,  из построений рис. 15.18, а, б следу* 

что /0 «о зависит не только от Ф 0, но и от Ф „ ;
в) при наличии постоянной составляющей в составе функции х в кривой у  = /(ш ! 

появляются четные гармоники. Из рис. 15.18, б следует, что при наличии постоянной 01 
ставляющей в составе магнитного потока Ф  в кривой i w, = / (a t )  появляются четнь 
гармоники —  кривая i и1, = /(ш  /) несимметрична относительно прямой А—А

Запишем потоки через индукции и сечения:

Ф и = Вт  S; (15.23)

Ф 0 = о̂ S, (15.24)
где Вт —  амплитуда переменной составляющей индукции; В0 —  по* 
стоянная составляющая индукции.

Из (15.22) и (15.23) следует, что

Вт = ~ ~ -  (15.25)
со w, S

Если магнитную индукцию Вт выражать в Гс; S — см2, U „  заме
нить на (J >/2, где U  — действующее значение напряжения на обмотке 
W,, то

_ У2(У-108 _ U 108 
т 2 я /  и», 5 4,44 /  и-, 5

Формула (15.25) дает возможность найти амплитуду переменной со
ставляющей магнитной индукции по амплитуде синусоидального напря
жения 1/т , частоте /  числу витков w, и сечению S. По закону полного 
тока произведение напряженности поля Н на длину средней магнитной 
линии / должно быть равно алгебраической сумме МДС:

Н  / = I w, + /0 w0. (15.27)

Так как ток / содержит первую и высшие гармоники, то уравнение
(15.27) распадается на ряд уравнений: уравнение для постоянных состав
ляющих, уравнения для первой гармоники, второй гармоники и т. д.

Уравнение для постоянных составляющих

/0 w0 = W0/, (15.28)

где Н 0 — постоянная составляющая напряженности поля.
Переменный ток / содержит первую, вторую и другие высшие гармо

ники, но постоянной составляющей не содержит, так как в цепи обмот
ки w, нет источника постоянной ЭДС и выпрямителей.

Уравнение для первой гармоники

/,„ w, = H tm I, (15.29)

где /1т — амплитуда первой гармоники тока /; H Ul —  амплитуда пер
вой гармоники напряженности поля.
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Аналогично

hm W| = #2m I- (15.30)

Из (15.28H 15.29) следует, что

H 0 = /0 w0//;

//ы wi 
Him = I  lm W\t I

(15.31)
(15.32)

(15.33)
и Т. Д.

Формула (15.31) позволяет определить постоянную составляющую 
напряженности поля Н0 через постоянную составляющую тока /0. Фор
мула (15.32) позволяет найти Н ы  через /|„ и т. д.

§ 15.25. ВАХ управляемой нелинейной индуктивности по первым 
гармоникам. Под ВАХ управляемой нелинейной индуктивности по пер
вым гармоникам будем понимать зависимость действующего значения 
первой гармоники переменного напряжения I/, на обмотке w, от дей
ствующего значения первой гармоники переменного тока /, при посто
янном токе /0, взятом в качестве параметра.

Как уже указывалось в § 15.21, ВАХ нелинейной индуктивности мож
но получить опытным путем с помощью схемы (рис. 15.15, а) или рас
четным.

Рассмотрим расчетный путь, основанный на использовании обобщенных характерис
тик (см. § 15.23).

Пусть зависимость между мгновенным значением напряженности магнитного поля Н 
и мгновенным значением магнитной индукции В выражается гиперболическим синусом:

В (15.34) Н выполняет ту же функцию, что у  в (15.1), в В — ту же. что и х.
На основании аналогии между (15 34) и (15.1) ясно, что характеристики управляемой 

нелинейной индуктивной катушки по первым гармоникам полностью совпадают с харак
теристиками на рис. 15.16, б. если р*,, заменить на Р Вт , у\т 12а — на Н[т 12а, 
параметр уа /а — на Н а1 а.

Из (15.25) следует, что

// = а  sh 3 Я. (15.34)

р и т  р V IU рая =-£-*- = ̂ — Г
"  со №| S  шили

Кроме того, из (15.32) имеем

(15.35)

Следовательно,

(15.36)

На основании (15.31)
2 а  w,

(15.37)

(15.38)
а «о

475



Таким образом, для перехода от семейства кривых в безразмерных единица 
Р £ „  = / (Я , „ / 2 а )  при параметре Н „/а  к семейству кривых (У, = /(/,) при п«р» 
метре /0 нужно масштаб по оси ординат изменить в ow , .V/ -Jl раз, масштаб по ос» 
абсцисс —  в a//w0 раз.

Пример 151. Управляемая нелинейная индуктивность (см. рис. 15.17) имеет следую 
щие данные: 5 = 2,2 см2; / = 25 см; №,= 250; iv0 = 1775. Аналитическое выражение кр№ 
вой намагничивания И  = 0,71 sh 5,75 В Воспользовавшись кривыми Р-гя = f(y\m /(2 а)) 
при параметре Уо!а  (см. рис 15.16, б), построить семейство ВАХ по первым гармони' 
кам (У, = / (/ 1) при параметре /0

Р е ш е н и е  Подсчитаем коэффициент для перехода от Р хт к напряжению U:

ы iv, 5 314 250 2.2 10‘4 , , ,
7 J T ’ — Ш Т 2— =2J3

Таким образом, при переходе от р.г., к напряжению U масштаб по оси ординат hi 
рис. 15.16. б должен быть увеличен в 2.13 раза. Определим коэффициент для перехода о' 
W ,„ /(2 а ) к действующему значению первой гармоники тока:

а / У !  _ 0,71 0,25■ -Jl _ 10-3 
IV, 250

Следовательно, масштаб по оси абсцисс должен быть изменен в 10‘ 3 раз. Коэффиц 
еит для перехода от Н 0/а к току /0

а /  0,71 0,25 |0_4 
«■о 1775

Семейство ВАХ изображено hi 
рис. 15.19.

В литературе, посвященной электричес 
ким цепям с нелинейными индуктивным! 
элементами, используют термин «индуктив 
ное сопротивление» нелинейной индуктив 
ности по первой гармонике

Под индуктивным сопротивлением л< 
первой гармонике понимают отношение дей 
ствуюшего значения первой гармоник! 
напряжения (У, на зажимах индуктивно! 
катушки, включенной в цепь переменной 
тока, к действующему значению первой гар 
моиики тока /,, протекающего через нее 
.V, ={/,//,. где .V, — функция налряжени) 
(У, и тока подмагничивания /0. Измененш 

Л', в функции U, при /0 = const и X, в функции /0 при U | = const можно проанализи 
ровать. воспользовавшись кривыми на рис 15.19 Если (У, =8.52 В, то при /0 »  ( 
/, = 0,01 А . следовательно, = 8,52/0.01 = 852 Ом.

При /0 = 0.01 А А', = 8,52/0.084 = 101 Ом. При /0 * 0.015 А Х { = 66,5Ом.
Таким образом, изменяя ток подмагничивания /0, можно управлять сопротивле 

нием .V,.

Пример 152. Обмотка гг, управляемой индуктивной катушки примера 152 подключе 
на к источнику синусоидального напряжения СУ, = 12.2 В (/  = 50Гц). Обмотка управле 
ния н<0 подключена к источнику постоянной ЭДС Е0 - 1 В Резистивное сопротивлени( 
цепи подмагничивания /^ = 50 Ом. Определить амплитуду переменной составляющей Вя  
и постоянную составляющую В0 магнитной индукции

(У. В 
12,78 

10,65 
8,52 

6.39 

4.26 

2,13

0 0.02 0.06 0.1 0,14/, А 

Рис 15 19

476



Вя = ----------]З О Л ---------  = 1Тл; $В „=  5,75.
2 я 50 250 2,2 10 4

Постоянные составляющие тока / 0 = В0/ Д0 = 1/50 = 0,02 А и напряженности поля 
//0 / а  = / 0 w0 / /  = 141,5 А /м .

Параметр Я 0 / а  = 141,5/0.71 = 200 По формуле (15.17),

В В0 = Arsh-----— ------- 1,86; Я0 = 0,324 Тл.
Р 0 7 0 U  5,75) Р

Ре ш е н и е. По формуле (15.25),

§ 15.26. ВАХ управляемого нелинейного конденсатора по первым гармоникам.
Кулон-вольтную характеристику нелинейного конденсатора приближенно можно описать 
гиперболическим синусом:

u = a s h p ?  (15 .39)
Пусть заряд

<7 = (?o + <?».sin<fl/,

гае Qq — постоянная составляющая заряда; Qm — амплитуда первой гармоники заряда.
При этом напряжение на конденсаторе имеет постоянную составляющую U0, а так

же первую и высшие гармоники. Формулы (15.12)—(15.15) можно распространить на не
линейный конденсатор, если заменить у0 на U0\ ,V|„ на Ulm\ хт на (?„; *0 на Qo 
В соответствии с этим постоянная составляющая напряжения на конденсаторе

(У0 = a s h  р а п и р а , ) .  (15.40)
Первая гармоника напряжения

2 a  ch р Q0 ( -  j  У, (j P Q„ )) sin со /.

Ток через конденсатор равен dq/dl. Следовательно, первая гармоника тока через него

^~(Q„ s in co f) = со Qm cos со/, 
at

Ее амплитуда <aQm = P f l , /р .  а действующее значение в раз меньше:

Под ВАХ управляемого нелинейного конденсатора по первым гармоникам будем по
нимать зависимость действующего значения первой гармоники тока через конденсатор /, 
от действующего значения первой гармоники напряжения (/, при параметре U0

На основании записанного соответствия между U0 и у0 и Uim и у1т и т д можно 
утверждать, что семейство кривых P fi*  = f(U lm 1(2 а)) при параметре U0la  полностью 
повторяет семейство кривых Р = /(У\т  /(2 а )) при параметре уд/а, изображенное на 
рис 15.16, 6.

Для перехода от семейства кривых р Qm = /(U tm/2  а )  к семейству ВАХ управляемо
го нелинейного конденсатора по первым гармоникам следует учесть формулу (1 5 .41 ) и то, 
что действующее значение первой гармоники напряжения на конденсаторе

и о * —  а.2 а  а
Следовательно, для перехода от семейства кривых р Q„ = /(U lm 1(2 а )) при парамет

ре U0I а  к семейству кривых /, = / ( (7 ,)  при параметре U0 необходимо масштаб по оси 
ординат изменить в со/(р VJ) Р*э. по оси абсцисс — i  щ /2  раз, параметр — в а  раз. 
Подобно тому как для нелинейной индуктивной катушки вводят понятие индуктивного 
сопротивления по первой гармонике (см. § 15 25). для нелинейного конденсатора вводят
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t i n

понятие емкостного сопротивления по первой гармонике: А', = t/, / / , ,  где С/, — дейстау 
ющее значение первой гармоники напряжения на конденсаторе; /, — действующее ММ 
чение первой гармоники тока через нелинейный конденсатор; X, — функция U, и Ut

Рассмотрим элементы теории транзисторов и применение последних 
в электрических цепях. В настоящее время применяют транзисторы му* 
типов; биполярные и полевые. Физические основы работы их различны 
Сначала обсудим вопросы, относящиеся к биполярным транзисторам, 
а затем (см. § 15.35-15.37) — к полевым.

§ 15.27. Основные сведения об устройстве биполярного транзит 
тора. Биполярным его называют потому, что его работа обусловлена НО' 
сителями обеих полярностей. Транзистор представляет собой трехслой 
ную структуру р —п ~ р -  или п—р —л-типа. Схематически структур! 
р— п—/?-типа пояснена на рис. 15.20, а , где знаком плюс в p-области обо

значены носители положительных зарядов, знаком минус в л-области — 
носители отрицательных зарядов. Оба переходных слоя между р-  i 
«-областями обладают односторонней проводимостью. Ток через кажды! 
из этих слоев может проходить практически в том случае, когда потен 
циал p -области выше потенциала п-области.

У транзистора имеется три вывода. В транзисторе р— п—р-типа пер 
вый вывод — от первой /7-области — называют коллекторам, второ! 
вывод — от второй /7-области — эмиттерам, третий вывод — от и-об 
ласти — базой.

На электрических схемах транзистор р—п—p -типа изображают, Kai 
показано на рис. 15.20, б, а транзисторы п—р—n-типа — в соответствш 
с рис. 15.20, в.

§ 15.28. Основные способы включения биполярных транзисторе!
в схему. Различают три основных способа включения триодов в схему i 
зависимости от того, какой из электродов транзистора является общин 
для управляющей и управляемой цепей.

На рис. 15.21, а изображена схема с общей базой, на рис. 15.21, б  — 
схема с общим эмиттером, на рис. 15.21, в — схема с общим коллек* 
тором.

Э

Рис. 15.20
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Во всех схемах £и — источник ЭДС в цепи нагрузки; £ у — источ
ник ЭДС в цепи управления. Для всех схем, в которых используют тран- 
1исторы р—п -р -типа, полярность источников ЭДС должна быть такой,

Рис. 15.21

чтобы коллектор имел отрицательный, а эмиттер положительный потен
циал относительно базы.

Для создания смещения на базе транзистора (напряжение t/jeo) вме
сто отдельной ЭДС Еу (рис. 15.21,6) используют делитель напряже
ния — резисторы Л( и R2, подключенные к £„ (рис. 15.21, г). В этом 
случае ^ j6 o = 2̂ 0 ^ 2 * U ^0 + Ii0 Rt -  Ен, /w + / 20 = / to» Где l\o,
/60 — постоянные составляющие токов »,, /2, /6. Сигнал на базу по
ступает через конденсатор С.

§ 15.29. Принцип работы биполярного транзистора. Если в крис
талл чистого германия или кремния (элементов четвертой группы таб
лицы Менделеева) внести ничтожное количество элементов пятой (мы
шьяк или сурьма) или третьей (бор или индий) группы, то в результате 
реакции замещения электрические свойства германия (кремния) резко 
изменятся. В месте внесения в германий (кремний) элементов пятой груп
пы (их называют донорами) образуются свободные электроны, а изме
ненный таким образом германий называют полупроводником л-типа. 
В месте внесения в германий элементов третьей группы (их называют 
рецепторами) будет недоставать электронов или, что то же самое, обра
зуется избыток дырок, выполняющих роль положительных зарядов. По
лучившийся при этом полупроводник называют полупроводником р-типа.

Под р—«-переходом понимают переход полупроводника р-типа в по
лупроводник л-типа. У транзистора р—л—p-типа два р—л-перехода 
(рис. 15.20, а). Через р—я-переход из я- в p-область диффундируют элек
троны, а из р- в л-область — дырки, образуя на границах перехода при
граничные избыточные заряды (на рис. 15.20, а они обозначены значка
ми + и -). Эти заряды создают на переходе потенциальный барьер, 
напряженность электрического поля которого £0 направлена от пригра
ничных избыточных плюс-зарядов к приграничным избыточным минус- 
зарядам. Если в схеме рис. 15.21, а ЭДС £у и £н не включены, то 
потенциальный барьер правого перехода будет препятствовать переме
щению дырок от эмиттера к базе, а потенциальный барьер левого —
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перемещению электронов от базы к коллектору. Распределение потен 
циала вдоль транзистора в этом случае иллюстрирует кривая / н 
рис. 15.20, г. Если же ЭДС в схеме рис. 15.21, а включены, то ЭДС £  
будет создавать на правом р—л-переходе напряженность поля Еу, направ 
ленную против напряженности поля потенциального барьера £ 0. Пр1 

этом потенциальный барьер снизится и энергетический уровень част 
дырок окажется достаточным для того, чтобы они начали двигаться о 
эмиттера в тонкий слой базы. Там они частично рекомбинируют с эле* 
тронами базы и затем под действием ЭДС £ н через левый р— л-перехо, 
направляются к коллектору и эмиттеру (коллектор имеет отрицательны 
потенциал по отношению к эмиттеру и базе). Одновременно из базы дви 
гаются электроны в направлении коллектора и эмиттера. Ток эмиттер 
равен сумме токов коллектора и базы /, =»к + /в. Отношени 
/к / /, = 0,95 -г 0,99 зависит от типа транзистора и режима его работы. Рас 
пределение потенциала ф вдоль транзистора в рабочем режиме иллюс 
трирует кривая 2 на рис. 15.20, г.

Принцип действия транзистора п—р —л-типа аналогичен принцип 
действия транзистора р —я—p -типа, но полярности ЭДС и направлени 
протекания токов меняются на противоположные.

§ 15.30. ВАХ биполярного транзистора. Свойства каждого транзис 
тора определяются двумя основными семействами его ВАХ. Перво 
семейство характеристик — зависимость тока выходной цепи от напря 
жения между электродами транзистора, включенными в выходную uent 
при каком-либо из остальных токов транзистора, взятом в качеств 
параметра. В качестве параметра может быть взята и любая друга 
величина, например напряжение между электродами транзисторг 
включенными в цепь управления. Это семейство описывает свойств 
транзистора по отношению к выходной цепи. Второе семейство харак 
теристик — зависимость тока входной цепи (цепи управления) от напря 
жения между электродами транзистора, включенными во входную цеш 
при напряжении между электродами, включенными в выходную цепь (ил 
при токе выходной цепи), взятом в качестве параметра. Это семейств 
характеристик описывает свойства транзистора по отношению к цет 
управления.

На рис. 15.22, а  качественно изображено семейство выходных харак 
теристик = / (ы ,,)  при параметре /э для схемы с общим эмиттеро» 
(см. рис. 15.21, а). Правее вертикальной штриховой линии А—А кривы 
начинают круто подниматься. Это свидетельствует о том; что в данно 
зоне может произойти пробой транзистора. Поэтому в зоне правее пря 
мой А—А работать нельзя.

Расположенная в третьем квадранте кривая 0В иллюстрирует потерь 
управляемости транзистора при изменении полярности ЭДС в выходно 
цепи.

При протекании тока по транзистору он нагревается выделяющейс 
в нем теплотой. Каждый транзистор в зависимости от размеров и услс 
вий охлаждения может отдавать в окружающее пространство определен
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ное количество теплоты. Допустимое количество теплоты, выделяющейся 
и транзисторе, характеризуется мощностью рассеяния р к = /к (дает
ся в каталогах). На рис. 15.22, а пунктиром нанесена гипербола 
/„ = р К /м ,к = /(г/,*). Транзистор не перегревается в условиях длительно
го режима в том случае, если рабочая точка находится внутри заштрихо
ванной области (кратковременно можно работать и в области, находящей
ся выше штриховой). На рис. 15.22, б качественно изображено семейство 
входных характеристик транзистора /6 = / (и ,6) при параметре в схе
ме с общим эмиттером (см. рис. 15.21, б).

Важно обратить внимание на то, что любой ток транзистора (напри
мер, /к или ;'6) является функцией не одной, а двух переменных. Так, 
ток /'„ является функцией ыэк и ток /6 — функцией и^  и 
(В § 15.34 это положение будет учтено.)

В радиотехнике свойства транзистора иногда описывают еще так 
называемой проходной характеристикой /„ = / (и ,6) (рис. 15.22, в). Ее 
используют, например, когда ток iK имеет форму косинусоидальных им
пульсов с отсечкой (в резонансных усилителях мощности, умножителях 
частоты и других устройствах). Формулы разложения тока /к на гармо
ники в этом случае приведены в п. 16 вопросов гл. 7 (5 — крутизна 
характеристики).

§ 15.31. Биполярный транзистор в качестве усилителя тока, напряжения, мощ
ности. Транзистор может служить усилителем тока, когда приращение тока управляемой 
цепи (той, где включен источник ЭДС £„) во много раз больше приращения тока управ
ляющей цепи (той, где включен источник ЭДС Еу) Из трех схем на рис 15.21 в каче
стве усилителя тока могут быть использованы две: схема с общим эмиттером (см. 
рис. 15.21,6) и схема с общим коллектором (см. рис. 15 21. в). В обеих схемах током 
управления является ток базы /5. Током управляемой цепи в схеме с общим эмиттером 
является ток коллектора а в схеме с общим коллектором — ток эмиттера /,

Так как (см. § 15 29) и «,=/„ + /6, то /6 » / , - / ,  = (I - о ф , .
При нахождении связи между малыми приращениями токов можно в первом прибли

жении принять a  = const. Тогда Д / . = а Д Д / в = (I -  а )  Д/,.
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Коэффициент усиления по току к, равен отношению приращения тока на выход» Ц 
приращению тока на входе. Для схемы с общим эмиттером

для схемы с общим коллектором

*,=A k = JL_,
Д/6 I -а

к, иЛи 1-а

нINI

Так как коэффициент а  = 0,95 + 0,99, то к, * 20 +100.
При работе транзистора в качестве усилителя напряжения важно, чтобы приращеш 

напряжения на нагрузке Ди>ых включенной в выходную цепь, было больше приращен! 
напряжения на входе управляющей цепи Ли

Коэффициент усиления по напряжению к„ = Лишиж /Д и „ . При использовании трам* 
зистора в качестве усилителя напряжения его включают по схеме с общей базой (см, 
рис. 15.21, а) или по схеме с общим эмиттером (см. рис 15.21, б)

Для схемы с обшей базой ки составляет несколько сотен, для схемы с общим эмитте
ром —  несколько десятков или сотен

Усиление по мощности достигается во всех схемах включения на рис. 15.21. Коэффи* 
циент усиления по мощности кр равен отношению приращения мощности в нагрузке ЛРЧ 
к приращению мощности на входе транзистора ДРу.

Наибольшее усиление по мощности достигается в схеме с общим эмиттером Для нее 
кр может достигать значений 104 и более.

§ 15.32. С вязь между приращ ениями входных и выходных величин биполярного 
транзистора. Напряжение на входных и, и напряжение на выходных и2 зажимах яв
ляются функциями входного /, и выходного ;2 токов, т. е.

ы, -  СУ, (/,, /2), (15.42)

и, =(У2 « ,.(з). (15.43)

Условимся исходные значения токов и напряжений обозначать большими буквами 
(U, /) , а приращения — малыми (Ли, Л/) Пусть токи получили малые приращения Д/, i 
Д/3 и стали равными /, + Д/, и / 2 + Д |,. При этом напряжения также получили прир| 

щения и стали равными U, +Ди, и и ,+ Д и 2. Следовательно,

U| + Ли, *U, ((/, + Д/ | ) . ( / 2 + Д/2 )); (15.44

U г + Д и2 = t / 2« / ,  + Д /,), U г + Лг2)). (15.45

Найдем связь между приращениями напряжений Ли, и Ди2 и приращениями токо 
Д/, и Д |2. С этой целью разложим правые части равенств (15.44) и (15.45) в ряд Тейлс 

ра для функции от двух переменных по степеням приращений Д/( и Д i2 и вое пользуем 
ся тем, что в силу малости приращений можно пренебречь слагаемыми, содержащими Д/, 
и Д|2 в степенях выше первой В результате получим

Uj + ДК| = (/,./2) + Д/, *Л(| + Д/2 Л|2;
U2 + Ди2 — U2 ( /j. /2) + Д̂ ( • Л2( + Д/2 Я22,

где

Обратим внимание на то, что Я2, * /?12.
Значения Я |„  Я,2. Л „. Я22 могут быть найдены графически из характеристик транш 

стора или опытным путем, поэтому в дальнейшем будем полагать их известными. Если и
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i

Ди2 — Rn Д/| + Rtf (15.47)

Hi (15.46) и ( 15.47) следует, что по отношению к малым приращениям транзистор 
можно заменить эквивалентной линейной схемой замещения.

§ 15.33. Схем* зам ещ ения биполярного транзистора для м алы х приращ сниВ. 
Методик* расчета схем с управляемыми источниками с учетом их частотных свойств. 
II схемы замещения для малых приращений часто вводят не сопротивле
ния Я, „  Я, 2, /?г„  Я22, которые рассматривались ранее, а некоторые расчетные сопротив
ления— сопротивления базы Rg, коллектора /?,, эмиттера R, и некоторый управляемый 
источник, ЭДС которого равна произведению тока управляемой цепи на расчетное сопро- 
'ияление Rm.

Значения /?«. /?к, R, и Rm определяют через /?ц.Л |2,Л г1 и Я22.
Рассмотрим схему замещения транзистора, когда обшим электродом является база 

(рис. 15.23, в). Входной ток в ней <| = выходной ток /2 » - i ,  (положительное направ- 
псние для тока /2 принято противоположным положительному направлению тока на 
рис 15.21. в). Схема на рис. 15.23. б заменяет схему на рис 15.23,адл я  малых прираще-

||)  44) вычесть (15.42), а из (15.45) — (15.43), то
ЛЫ| = Rj j A I, +■ R{2 4 2̂» (15.46)

а б *
Рис. 15.23

По второму закону Кирхгофа составим уравнения для двух контуров схемы
!рис. 15.23. б):

Ди, =(/?, + /?*) Д/, ♦ «в Д/2; (15.48)

~ Д'э = ^6 A'i + (^« + Яб) 15 49)
Ли, = » !/„ „ =  Ф„, - if>„ Au2 = u p 4 =tpl>-<p<l,

где (р„ — потенциал точки т ,  Ф,, — потенциал точки q и т. д.
Сопоставляя (15.48) и (14 49) с (15 46) н (15.47), определим

Я , + К6 = ЛИ ; Л6 = Л12; Rm * Re = Rzi - Л, + = Я22.

Последние уравнения дают возможность найти сопротивления Яб, Л,, Л, и по 
известным сопротивлениям Л,2. Я2,, Источник ЭДС Rm &iy введен а схему за
мещения (рис. 15 23, б) для того, чтобы учесть в расчете усилительное действие транзис
тора; ЭДС этого источника пропорциональна входному току.

Таким образом, для расчета малых приращений входных и выходных токов в 
нелинейной схеме (см. рис. 15.23. а), определения коэффициентов усиления и входных со
противлений следует произвести расчет линейной схемы (см рис. 15.23, б), подключив к 
ее входным зажимам источник малой, обычно синусоидальной. ЭДС, а к выходным зажи
мам — нагрузку Источник ЭДС R„ Л/, в этой схеме является зависимым источни
ком ЭДС.
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В заключение остановимся еше на двух положениях.
1. В схемах замещения транзисторов вместо зависимого источника ЭДС п HVVJIVMVH 

тельно с ним включений го резистора часто используют зависимый источник тока и Шуи 
тирующий его резистор Так, в схеме на рис. 15 23, в вместо источника ЭДС Rm Л/, и р<

зистора R, можно включить управляемый источник тока —  Л / ,« а Л / ,  и зашунтнрс 
вкгь его резистором Л,.

2. При относительно высоких частотах и быстро протекающих процессах р—n-nept 
ходы проявляют свои емкостные свойства и имеет место инерционность основных нос* 
тслей зарядов. Емкостные свойства учитывают в расчете, шунтируя в схеме замещения ко) 
лекторный р— л-переход некоторой емкостью С„, а инерционность носителей заряда -  
вводя зависимость коэффициента усиления а  транзистора от комплексной частоты(

а  = -----—----- , где а 0 — коэффициент усиления транзистора на постоянном той1 +р0/о>0
“ о =  С , .

Емкость эмиттерного перехода обычно не учитывают, так как она шунтирует относ» 
тельно малое по сравнению с Rt сопротивление /?,.

Для высокой частоты схема замещения транэистора, собранного по схеме с обще 
базой, изображена на рис. 15.24, а с общим эмиттером — на рис. 15.24, 6. В зависимост

Рис 15.24

от типа транзистора R, имеет значение от нескольких десятых МОм до нескольких МОм 
R, —  несколько десятков Ом; Rf —  несколько десятков или сотен Ом; С, — от несколь 
ких единиц до нескольких десятков или сотен пФ.

Рассмотрим методику расчета схем с управляемыми источникамj 
для малых переменных составляющих на примере схемы (рис. 15.24, б) 
Штриховой линией на ней показаны генератор сигнала (ЭДС £ г, внут 
реннее сопротивление Rr ) и нагрузка R .̂ Для синусоидального процесс!
р -  j  ш, поэтому а  = — —— . Воспользуемся методом узловых потен

\ + j ~  
ш0

циалов. Незаземленных узлов — два (J и 2). Поэтому

з̂з Фз + ^ 3 2  Ф2  = / и !  (15.50)

2̂3 Фз + 2̂2 4*2 = ^22 * (15-51)

к
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>22 - - Г -  + — + 7® C k; 
kh K*

Jn  = — ------a  Ai, = — ^ —  + a ^ - ;  722= - a ^ - .
/гб +/?г Яг +Лб л, 22 Л,

<* <fh • ФзСлагаемые -----содержащиеся в J 3}, и - а  содержащиеся в

j 22, перенесем в левые части уравнения (15.50) и (15.51) и заменим a  
a oиа

1 +  7 —  
0)0

Получим

Фз

ф2 «6 + «г ’

(15.52)
, д г + я 6 к ,  /?, л ,  ( i + y w / i o 0) ;

— + y o C K- f ----- ^ -----
Л  ^ 1 + _/ О) / ш 0

-Г —  + / о  С . ---------- ^ -------- 1ф, + ( —  + —  + ./ы С 1(1ф2 =0. (15.53)
U K * / ? , ( i + y a ) / o 0) J V3 U H ;

Решив совместно (15.52) и (15.53), определим ф, и ф2, а по ним все 
токи и напряжения.

§ 15.34. Графический расчет схем на транзисторах. Схемы на тран
зисторах при относительно низких частотах на практике иногда рассчи
тывают не с помощью рассмотренных схем замещения, при использова
нии которых необходимо знать Л,, /?б, Лк и Rm, а путем непосред
ственного применения семейства характеристик транзистора. Этот спо
соб расчета показан на примере 153.

Пример 1S3. Определить коэффициенты усиления по току, напряжению и мощности 
схемы (рис. 15.25, а), предназначенной для усиления слабых синусоидальных колебаний

Входные характеристики использованного в схеме транзистора изображены на 
рис. 15.25, б, выходные — на рис. 15.25, в Параметром на рис 15.25. в является ток / б. 
Сопротивление нагрузки /?„ = 500 Ом. ЭДС смешения в выходной цепи £„о = 10В ЭДС 
смещения а цепи управления £ >0 = 0.25 В

Р е  ш е н и е. На рис. 15.25, в проводим прямую, представляющую собой ВАХ нагрузки 
Дн = 500 0м . Эта прямая пройдет через точку /, « О , bb « £ , o * I0 B  и через точку 
/, = E,q / “ 20 мА. = 0 .

Семейство входных характеристик транзистора П14, как это видно из рис 15 25,6, 
обладает той особенностью, что в интервале значений и„  -  0,2 + 10 В зависимость тока 
базы <( от напряжения между эмиттером и базой изображается одной и той же кривой. 
Найдем значение тока *6 = f60 в режиме, когда на входе действует только ЭДС 
Еу0 = 0,25 В.

Из рис. 15.25,6 следует, что при и^ = 0.25 В ток % = /go = 250 мкА (точка п). Далее 
найдем ток i, * / , 0 и напряжение иж =« и ж0 в этом режиме.
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б
Рис. 15.25

в

На семействе кривых рис. 15.25. * режим работы при £ у = £ у0 определяется точ
кой л. полученной в результате пересечения ВАХ нагрузки с той кривой семейства 
/« » / ( “» ) .  Для которой параметром является if, = 250 мкА.

В точке л /„ = /«о = 13,1 мА. !/,« = С/,,,0 = 3.5 В. Линеаризуем входную характеристику 
в рабочей точке. С этой целью проведем в окрестности точки л (см. рис. 1S.25. б) прямую 
так, чтобы она на возможно большем участке совпала с касательной к кривой if = / ( к * )  
в точке л. Крайними точками проведенной прямой будем считать точки р  н т .  В точке р 
ток /£=350м кА  и ил =0,23В. В точке т  ток % = 150 мкА и м ^= 0 ,2 3 В . Этим точкам 
соответствуют одноименные точки р и т  на рис. 15.25. в.

В точке р  (см. рис. 15.25. в) /, = 18,6мА, в точке т  У„=8,5мА. Таким образом, при 
подаче на вход Схемы синусоидального напряжения амплитудой и Л т  = 0.02 В в цепи 
управления появится синусоидальная составляющая тока, имеющая амплитуду 
Itm - IУт -  100 мкА. а в выходной цепи кроме постоянного тока / , 0 возникает синусои

дальный ток амплитудой / „ ,  = 5,0 мА*\ При этом на выходных зажимах транзистора дей
ствует синусоидальная составляющая напряжения, имеющая амплитуду (/ =2.45 А 

Тогда коэффициент усиления по току

* _ = Lss. - 5,0 мА = so
' >уш 100 мкА

Коэффициент усиления по напряжению

* . = ^  = £» .500Л О Т О
иуя 0.02

Коэффициент усиления по мощности

ж 5 0 0 ( 5 .0 101).г , 625о 
'  Д /’. ,  V-Am'", 0.02 ТОО ТО

’’ Берем первую гармонику переменной составляющей коллекторного тока.
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Входное сопротивление транзистора между зажимами эмиттер—база для синусоидаль
ной составляющей

.H *L .
/у-

0,02 В 
100 мкА

= 200 Ом.

Выходное сопротивление между зажимами эмиттер— коллектор для синусоидальной 
составляющей

5,0 мА
■ 490 Ом.

В тепловом отношении транзистор работает в ненапряженных условиях, так как мощ
ность, выделяемая в нем в режиме, соответствующем точке п (см. рис. 15.25, б),

U„о / , 0 = 3.5 В 13,1 мА = 45,8 мВт,

что значительно меньше допустимой для данного транзистора мощности рассеяния 
150 мВт.

§ 15.35. Принцип работы полевого транзистора. Полевыми назы
вают транзисторы, управляемые электрическим полем. Их работа обус
ловлена в основном носителями одной полярности, поэтому их называ
ют иногда униполярными.

Принцип действия полевого транзистора поясняет рис. 15.26, а. 
В полупроводнике «-типа создается небольшая p -область. У «-области 
имеется два электрода: исток И и сток С. Электрод p-области называют 
затвором 3. С помошью электрода 3 создается электрическое поле в 
«-области, примыкающей к p -области. Это поле влияет на распределе
ние в ней основных носителей (электронов).

ш 39

Обедненная Ширина ___
область канала И b &С И ЬС uWi U 5И

Рис. 15 26

Если потенциал затвора 3 станет меньше потенциалов истока и сто
ка С, то упомянутая часть «-области (границы ее показаны точками) ока
жется обедненной электронами. Вследствие этого ширина канала, по 
которому могут проходить основные носители от электрода истока к элек
троду стока, уменьшится.

Если потенциал стока С будет выше потенциала истока И (мси > 0), 
то током от истока к стоку можно управлять, изменяя напряжение меж
ду истоком и затвором иж При некотором и)И = ы1Ш проводимость кана
ла стремится к нулю и ток /с = 0.

В полевом транзисторе p -типа п- и p -области меняются местами по 
сравнению с транзистором «-типа. Условные обозначения полевого тран
зистора «-типа показаны на рис. 15.26, б, а р-типа — на рис. 15.26, в.
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§ 15.36. ВАХ полевого транзистора и схемы его включения. Вход
ные (стокозатворные) ВАХ /с =Л мзи) при некоторой фиксированной те|| 
пературе показаны на рис. 15.26, г. Параметром является напряжени 
между стоком и истоком иси. При некотором напряжении изи = изи1 пр( 
водящий канал перекрывается и ток /с = 0.

Семейство выходных (стоковых) характеристик ic = Дмси) при П| 
раметре ызи изображено на рис. 15.26, д.

На обоих рисунках в направлении стрелки параметр возрастает.
Три основных способа включения полевых транзисторов л-типа изо< 

ражены на рис. 15.27. На рис. 15.27, а показана схема с общим истоков 
на рис. 15.27, б — с общим затвором, на рис. 15.27, в — с общим стс

6 £>

( к  (

к  3
^  I

t ) £ v

, Ч

Рис. 15.27

ком. Полярности источников для транзисторов ^-типа следует изменит 
на противоположные по сравнению с указанными.

Полевые транзисторы имеют очень большое (теоретически бесконеч» 
большое) входное сопротивление (во много раз больше, чем у биполяр 
ных), и потому схема их замещения (рис. 15.27, г) при относительно ма 
лых переменных составляющих для области относительно низких час 
тот напоминает схему замещения электронной лампы (см. рис. 15.31). Н 
ней изображен источник тока S мзи, где 5 =  Л /с / Д мзи — крутизн 
характеристики; ызи — малая переменная составляющая входного напря 
жения; g, = Д/с / А изи — внутренняя проводимость. При высоких час 
тотах на схеме рис. 15.27, г  надо учесть частичные емкости межд 
электродами 3 и С и И и С.

Достоинством полевых транзисторов является также большое усиле 
ние по току и мощности.

§ 15.37. Основные сведения о трехэлектродной лампе. Трехэлекз 
родная лампа (триод) имеет три электрода: катод, анод и сетку. Эти элек 
троды находятся в вакуумированном стеклянном или металлическо! 
баллоне.

Катод, подогреваемый нитью накала от вспомогательной батаре 
(обычно не показываемой на схемах), испускает электроны вследстви 
явления термоэлектронной эмиссии. Поток электронов направляется к 
второму (холодному) электроду — аноду — только в том случае, есл 
потенциал анода выше потенциала катода. Если же потенциал анода еде 
лать ниже потенциала катода, то потока электронов от катода к аноду н
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t(дет (в этом случае анод не притягивает электроны, а отталкивает их), 
результате этого электронная лампа обладает несимметричной ВАХ.
Третий электрод — сетка — расположен ближе к катоду, чем анод. 

Потому электрическое поле, создаваемое между сеткой и катодом, даже 
|ри малых напряжениях между ними оказывает сильное влияние на по- 
ч»к электронов с катода на анод. Сетка является управляющим электро- 
Юм. Путем изменения потенциала сетки можно управлять анодным то- 
щм лампы. Как и транзистор, электронная лампа может быть включена 
| схему тремя основными способами: с общим катодом, с общей сеткой
I с общим анодом (в зависимости от того, какой
II электродов является общим для анодной и се- 
Ючной цепей).

На рис. 15.28 изображена наиболее часто ис- 
юльзуемая схема — схема с общим катодом. Как 
I транзистор, электронная лампа может служить 
I качестве усилителя тока, напряжения и мош- 
юсти. Возможность выполнения лампой всех 
(Тих функций основывается на том, что измене-
1ие разности потенциалов между сеткой и катодом оказывает более силь- 
юе влияние на поток электронов с катода на анод, чем изменение (на то 
(е значение) разности потенциалов между анодом и катодом.

§ 15.38. ВАХ трехэлектродной лампы для мгновенных значений. 
1епь, образованную анодом и катодом трехэлектродной лампы, источни- 
ом ЭДС £а и нагрузкой RH, называют анодной цепью. Цепь, образо- 
анную сеткой и катодом электронной лампы и источником ЭДС £с, на- 
ывают сеточной цепью.

Напряжение между анодом и катодом и3 называют анодным напря- 
к ением, между сеткой и катодом uQ — сеточным напряжением.

Ток в анодной цепи /, и ток в сеточной цепи /с нелинейно зависят 
танодного иа и сеточного ыс напряжений.

Под анодными характеристиками трехэлектродной лампы понима
ет зависимость анодного тока /а от анодного напряжения «а при сеточ- 
ом напряжении ыс, взятом в качестве параметра.

На рис. 15.29, а изображено семейство анодных характеристик лам- 
ы. Стрелка на рис. 15.29, a-в  указывает направление, в котором возра- 
тает параметр.

6
Рис. 15.29
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Если семейство анодных характеристик рассечь прямыми иг -  const 
то можно получить семейство кривых /, = /(ы с) при параметре и,. Tl 
кие кривые называются сеточными (анодно-сеточными) характеристь 
коми трехэлектродной лампы (рис. 15.29, б). Для них характерно, что то 
I, *  О при ис = 0; кроме того, имеется область насыщения, в которо 
ток it почти не увеличивается с ростом мс.

Семейство кривых /с = / ( и с) при различных значениях анодного HI 
пряжения и положительных значениях ис для одного из типов ламп изо< 
ражено на рис. 15.29, в.

В общем случае при работе лампы одновременно меняются иг и i 
и изображающая точка на семействах анодных и сеточных характер» 
тик перемещается с одних кривых на другие. В частном случае работъ 
когда и, остается неизменным или почти неизменным, it -  f ( u e) изо( 
ражается одной кривой семейства кривых (см. рис. 15.29, б).

Если электронная лампа работает при отрицательных или сравнител! 
но малых положительных напряжениях на сетке, то сеточный ток име( 
малое значение и его в расчете, как правило, не учитывают.

Следует отметить своеобразие сеточной характеристики по сравнен» 
с обычными ВАХ: сеточная характеристика дает связь не между токо 
через нелинейный элемент и напряжением на нем, что характерно дх 
обычных ВАХ, а между мгновенным значением тока через нелинейны 
элемент и мгновенным значением управляющего напряжения на нем.

§ 15.39. А налитическое выраж ение сеточной характеристики электронной ла« 
пы. С вязь между м алы м и приращ ениям и входных и выходных величин электр01 
ной лам пы . Сеточная характеристика при u, « const может быть приближенно предста 
лена отрезками прямых (рис. 15.30). Часть сеточных характеристик, например характер 
стика, выделенная жирной линией на рис. 15.29, б. может быть описана полиномом тр

Характеристика по типу пунктирной кривой на рис. 15.28, б может быть приближен 
но описана полиномом пятой степени:

где р, г и q — числовые коэффициенты.
Как упоминалось, анодный ток /, является функцией не только анодного, но и сеточ 

ного напряжения: /, «  / ,  (u ,,u c). Если по отношению к некоторому исходному состоянии 
( t / , ,U c) сеточное напряжение получит небольшое приращение Дис, то оно вызовет при 
ращение анодного напряжения Ли, и анодного тока Д/,

Проделав выкладки, аналогичные выкладхам § 15.32. получим

тъей степени:
/, = /.о +auc -b u l .

где — значение тока /, при ис = 0; а(А В 'х) 
Ь(А Я"3) — числовые коэффициенты

Для определения коэффициентов а и Ь следует выбр* 
на характеристике две точки с координатами (1„ ,и С|)  
( '.2. чсг) и решить систему двух уравнений с двумя неизв 
стными:

Рис. 15.30 »„ = 1,о + a u cl - i u 3,; 

='.о+а “с: - * “с2-

= ' й  + / > " с + ? « с  - '• " с -

Д/, = g, Ли, + S Лис, (15.54
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I at gt * (  1 — внутренняя проводимость лампы (проводимость
Л/,.1/с

между анодом и

«•гадом).
Величину, обратную g,, называют внутренним сопротивлением лампы (сопротивле

ние между анодом и катодом):

* =Г6/
Крутизна характеристики лампы 5  имеет размерность проводимости;

чЭи,

(15.55)

(15.56)

Проводимость g, и крутизна характеристики S зависят от вида характеристик лампы 
и исходных напряжений U, и Uc. Отношение S к g, называют коэффициентам усиле
ния лампы:

(15.57)

Коэффициент и показывает, во сколько раз прирашение напряжения между сеткой и 
катодом Дис оказывается более эффективным, чем прирашение напряжения между ано
дом и катодом Ли, в отношении получения одинакового прирашения анодного тока А/,. 
С учетом сказанного имеем

Аи, = Л, Д/, - ц  Дис. (15.58)

§ 15.40. Схема замешения электронной лам пы  для малых лрирашеиий. На схеме 
(рис. 15.31, о) через £/„. { /,, Uc, / ,  обозначены постоянные составляющие напряже
ний и тока, соответствующие исходному состоянию схемы. Положительные направления 
для приращений Аис, А и,, А/, те же, что и для исходных напряжений и токов.

/. + Д1,

> -
1 «.А

и  о т = S Д ие
R,

Запишем уравнение для приращений напряжений в анодной цепи, вызванных прира
щением напряжения Дис на сетке лампы С этой целью составим два уравнения по вто
рому закону Кирхгофа для анодной цепи. Одно из них — для режима до получения при
ращений:

U ,+U H = Е;

другое — для режима после получения приращений:

V,  + Аи, + UH + ДUH « Е.

Если в последнем уравнении U, + £/„ заменить на Е, то окажется, что

где Ди„ — приращение напряжения на нагрузке Яи.

Д и ,+ Д ик =0, (15.59)
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В уравнение (15.59) вместо Ди„ подставим Лн Л/, и вместо Дм, в соответствии! 
уравнением (15.58) Л ,Д / , - ц Д и с. В результате получим

(Лн +/?, )Д/. Д«с

Уравнению (15.60) отвечает схема на рис. 15.31, б. В этой схеме к управляемому и  
точнику ЭДС цД ис присоединены нагрузка /?„ и внутреннее сопротивление электро! 
ной лампы R, Таким образом, дл* малых приращений анодную цепь электронной ламп 
замешают (имитируют) источником ЭДС ц Дис и последовательно с ним включенным pi 
зистором сопротивлением R,, ЭДС этого источника пропорциональна изменению напря 
жения на сетке лампы (т. е. это зависимый источник ЭДС; ср. с § 15.35).

На рис. 15.31, в изображена другая часто используемая схема замещения. В ней вмео 
то источника ЭДС включены управляемый источник тока s Дис и шунтирующий его ра 
зистор Я, (напомним, что переход от источника ЭДС к источнику тока рассмотрен в § 2.2)

В схемах на рис. 15.31, б, в не учтены межэлектродные емкости, поэтому такие схем! 
применимы для относительно низких частот. Схема замещения для высоких частот юоб 
ражена на рис. 9.3, б

П ример 154. Между сеткой и катодом триода 6С2С приложено напряжение 
Uc + Дис =  Uc +  U „  sin to / = -2  + 0,05 sin to I (рис. 15.31. а). Зависимость / , = / ( « , )  пр» 
параметре ис изображена на рис. 15.32. где £ ,= 1 5 0  В; Я „»15кО м . Найти параметра 
схемы замещения триода и определить с помощью этой схемы амплитуду синусоидам 
ной составляющей тока в анодной цепи.

Р е ш е н и е .  Определим положе 
ние рабочей точки на характеристик» 
лампы по постоянному току Hi 
рис. 15.32 наносим прямую, характе 
риэуюшую нагрузочное сопротиале 
нис анодной цепи Ее часто называю 
нагрузочной прямой. Прямая прохо 
лит через точки i, = 0, и, =150 В I
I, = £ ,//? „  = 10 мА, и, = 0.

Рабочей точкой в рассмотренное 
режиме будет точка пересечения пря 
мой с той кривой семейства, дл* ко 
торой параметр £УС = -2  В. Координа 
ты этой точки: и,  = 94 В; 
/, = 3,67 мА,

По определению (см. форму 
лу (15.4)). для нахождения g, следу 
ет, считая за исходное положение най 
денную рабочую точку, при неизмен 

ном Uc = -2  В дать приращение анодному напряжению Ди,, найти соответствующее ем; 
приращение анодного тока Ai, и разделить Д/, на Ли, :

Рис. 15.32

S, д‘ш
д и .

5 мА
Ди. 50 В

10^ См; R, = — = 104 Ом

Проводимость g, пропорциональна тангенсу угла наклона касательной в рабочей точю 
к кривой /, = / ( и , ) ,  для которой Uc = -2  В.

Дл* определения крутизны характеристики 5  при и, = 94 В даем прирашение сеточ 
ному напряжению Дис - — 1 — (—2> = 1 В и из рисунка находим соответствующее ему при 
рашение Д/, = 4,67 -  3,67 = I мА. Следовательно, 5  = d i,! дис * Ai,/Д ис = 10"3 А /В  
Коэффициент усиления ц = 5 7 g, =10. Амплитуда синусоидальной составляющей тока ■ 
анодной цепи, согласно (15.60),

V-Ua 2 * 10 А.

Анодный ток », = 3.67 + 0,02 sin а  I мА.
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§ 15.41. Тиристор — управляемый полупроводниковый диод. На
рис. 15.33, о изображена простейшая схема включения тиристора. 
Тиристор — это четырехслойный полупроводниковый прибор с тремя

Управляющий электрод
1- г / -

LWl

1
I

uJ_
ui

( 1
/2 и

Г „

Uu  и
1
1

Рис. 15.33

р—«-переходами (/, 2, J). Напряжения на них обозначены и,, и2, м3, ВАХ 
р—«-переходов I и 3 изображены на рис. 15.32, б, ВАХ перехода 2 — 
на рис. 15.33, в (включен встречно р—«-переходам I и J). При и2 =ми* 
в переходе 2 происходит лавинная ионизация (штриховая линия на 
рис. 15.33, в). Суммарная ВАХ трех переходов / = /(м ), т. е. ВАХ всего 
тиристора, изображена на рис. 15.33, г. Она получена сложением абсцисс 
(рис. 15.33, в) и двух абсцисс (рис. 15.33, б). Участок I— 2 на ней соот
ветствует участку лавинной ионизации второго р—«-перехода.

Если при замкнутом ключе К  (см. рис. 15.33, а) ЭДС £  станет 
немного больше имж, тиристор зажжется, т. е. перейдет в открытое 
состояние. Ток в цепи станет равным току ip на рис. 15.33, д. Прямую 1 
(рис. 15.33, д) называют нагрузочной. Для погашения тиристора необхо
димо, чтобы ток через него уменьшился до i< i2 (рис. 15.33, г). До сих 
пор рассматривалась работа тиристора при отсутствии управляющего 
сигнала (так работает динистор). При воздействии управляющего сигна
ла (импульса тока или напряжения) на управляющий электрод (располо
женный вблизи р— «-перехода 2 на рис. 15.33, а) от вспомогательной 
цепи, не показанной на рис. 15.33, о, происходит лавинная ионизация р— 
«-перехода 2. Подавая импульсы управления, можно снижать напряже
ние зажигания (т. е. зажигать прибор при более низком и ^ ) .

Штриховой линией на рис. 15.33, д показано положение нагрузочной 
прямой 2 в управляемом тиристоре. Переход от закрытого состояния к 
открытому происходит за доли микросекунды. Тиристоры выполняют на 
токи от долей миллиампер до нескольких килоампер. На рис. 15.33, е, ж
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показано условное изображение тиристора на схемах: рис. 15.33, е сооТ 
ветствует управлению тиристором со стороны анода, рис. 15.33, ж  — 4  
стороны катода.

§ 15.42. Общая характеристика методов анализа и расчета нели< 
нейных электрических цепей переменного тока. Анализ нелинейны! 
явлений и получение числовых соотношений в нелинейных цепях перФ 
менного тока являются более сложным и трудоемким, чем анализ и рао< 
чет линейных электрических цепей.

Как правило, в нелинейных электрических цепях содержатся либ< 
нелинейные индуктивности, либо нелинейные конденсаторы, ли(Ч 
безынерционные в тепловом отношении нелинейные резисторы. Токи I 
напряжения в таких цепях в той или иной степени несинусоидальны. 1

Токи и напряжения в большей степени синусоидальны в цепях 
содержащих только инерционные в тепловом отношении нелинейные ре 
зисторы.

Все методы анализа нелинейных цепей можно разделить на две боль 
шие группы: аналитическую и графическую. Аналитические методы I 
отличие от графических дают возможность проводить анализ в обще» 
виде, а не только для частных значений параметров.

Недостатком аналитических методов является то, что приходите; 
выражать аналитически характеристики нелинейных элементов, а эп 
всегда связано с некоторой погрешностью. Расчет сколько-нибудь слож 
ных нелинейных электрических цепей переменного тока можно провес 
ти лишь с известной степенью приближения.

Наиболее широко распространены следующие методы анализа и рас 
чета нелинейных цепей переменного тока:

1) графический при использовании характеристик нелинейных элемен 
тов для мгновенных значений;

2) аналитический при использовании характеристик нелинейных эле 
ментов для мгновенных значений при их кусочно-линейной аппроксима 
ции;

3) аналитический или графический при использовании ВАХ по пер 
вым гармоникам;

4) аналитический или графический при использовании ВАХ по дей 
ствующим значениям несинусоидальных величин;

5) аналитический путем расчета по первой и одной или нескольки» 
высшим или низшим гармоникам;

6) с помощью линейных схем замещения;
7) малого параметра;
8) интегральных уравнений;
9) моделирования.
В дальнейшем кратко охарактеризован каждый метод. Тот или h h o i  

метод целесообразно применять в зависимости от числа нелинейны: 
элементов, формы их характеристик, а также от того, какое нелинейно 
явление в цепи исследуется. Чем сложнее характер нелинейного явления, 
тем более сложным и громоздким оказывается метод его анализа. И на-
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Оборот, анализ грубых нелинейных явлений выполняется простыми сред
ствами.

§ 1S.43. Графический метод расчета при использовании характе
ристик нелинейных элементов для мгновенных значений. Этот ме
тол применим, как правило, к цепям, в которых известен закон измене
ния во время какой-либо одной определяющей работу нелинейного эле
мента величины, например тока, напряжения, заряда.

Последовательность расчета данным методом такова:
1) исходя из физических предпосылок, положенных в основу анали- 

м, считают известным закон изменения во времени одной из определя
ющих работу нелинейного элемента величины;

2) используя характеристики (характеристику) нелинейного элемента 
для мгновенных значений, путем графических построений находят закон 
изменения во времени второй величины, определяющей работу нелиней
ного элемента;

3) по результатам п. 2 путем вспомогательных графических построе
ний и простейших расчетов определяют выходную величину и искомое 
соотношение между параметрами схемы.

Достоинствами метода являются простота и наглядность, а также лег
кость учета гистерезисных явлений. Примеры см. в § 15.8 и 15.24.

§ 15.44. Аналитический метод расчета при использовании харак
теристик нелинейных элементов для мгновенных значений при их 
кусочно-линейной аппроксимации. Основой метода является сведение 
задачи о нахождении периодического решения нелинейных уравнений к 
определению периодического решения системы линейных уравнений.

Основные этапы метода следующие:
1) замена вольт-амперной (вебер-амперной, кулон-вольтной) характе

ристики нелинейного элемента для мгновенных значений отрезками пря
мых линий;

2) подстановка в нелинейные дифференциальные уравнения уравне
ний прямых п. 1 (этим нелинейные дифференциальные уравнения будут 
сведены к линейным). Каждому нелинейному уравнению будет соответ
ствовать столько линейных уравнений, сколько отрезков прямых заменя
ют характеристику нелинейного элемента;

3) решение системы линейных дифференциальных уравнений. Каж
дому линейному участку характеристики нелинейного элемента будет 
соответствовать свое решение со своими постоянными интегрирования;

4) определение постоянных интегрирования исходя из согласования 
решения на одном линейном участке с решением на другом линейном 
участке.

Наиболее эффективен этот метод, когда характеристику нелинейного 
элемента с известной степенью приближения можно заменить отрезка
ми прямых, расположенных таким образом, что когда одна величина, 
определяющая режим работы нелинейного элемента, например ток, ме
няется, то другая, например потокосцепление, неизменна.
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Еще более эффективен метод, если отрезки прямых, заменяющие ВАХ 
нелинейного элемента, могут быть взяты совпадающими с осями коор* 
динат. Пример решения задами для этого случая см. в § 15.51-15.53.

§ 15.45. А налитический (графический) метод расчета по первым 
гармоникам токов и напряжений. В этом методе по сложному закон) 
изменяющиеся токи и напряжения на нелинейном элементе заменяют ил 
первыми гармониками. В расчете используют ВАХ по первым гармони
кам в аналитической форме или в виде графической зависимости.

Основные этапы расчета в аналитическом варианте:
!) выражают аналитически ВАХ нелинейного элемента для мгновен

ных значений;
2) путем подстановки в нее первой гармоники напряжения или том 

получают формулу, которая дает нелинейную связь между амплитудо{ 
первой гармоники тока через нелинейный элемент и амплитудой перво! 
гармоники напряжения на нем (в качестве примера такой связи можн< 
назвать формулу (15.19));

3) в уравнение, составленное для исследуемой цепи по второму зако' 
ну Кирхгофа, подставляют вместо мгновенных значений тока и напря 
жения на нелинейном элементе мгновенные значения их первых гармО' 
ник, а высшими гармониками пренебрегают;

4) уравнение разбивают на два уравнения: одно из них выражает со 
бой равенство коэффициентов при синусных слагаемых левой и право( 
частей уравнения, другое — равенство коэффициентов при косинусны> 
слагаемых обеих частей уравнения;

5) совместно решают эти два уравнения.
Основные этапы расчета в графическом варианте:
1) в качестве зависимости между амплитудой первой гармоники на 

пряжения на нелинейном элементе и амплитудой первой гармоники том 
через него берется нелинейная зависимость в виде графика. Эта зависи 
мость может быть получена любым путем, в том числе и опытным;

2) произвольно задаются амплитудой / )т первой гармоники токг 
через нелинейный элемент, из графика находят соответствующую е( 
амплитуду первой гармоники напряжения на нем и затем путем по
строения векторной диаграммы по первой гармонике для всей схемь 
определяют амплитуду Ulm первой гармоники напряжения на вход< 
схемы. Векторная диаграмма строится так же, как и для обычны> 
линейных цепей синусоидального тока, а именно: если не учитывав 
потери в сердечнике, то первая гармоника напряжения на нелинейно? 
индуктивной катушке опережает первую гармонику протекающего чере: 
нее тока на 90°, первая гармоника напряжения на нелинейном кон 
денсаторе отстает от протекаюшего через него тока на 90°, первые 
гармоники напряжения и тока на нелинейном резисторе по фазе совпа 
дают;

3) построением нескольких векторных диаграмм для различных зна 
чений находят соответствующие им V]т и строят ВАХ всей схемь

=/(/,»>■
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Данный метод позволяет рассматривать такие нелинейные явления, 
(ак преобразование постоянного тока в переменный и обратное преоб- 
жзование, явление резонанса на основной гармонике, триггерный эффект 
ш первой гармонике, некоторые типы автомодуляционных процессов. Но 
ж не позволяет исследовать более сложные явления, как, например, ре- 
юнанс на высших, низших или дробных гармониках и др.

Если пользоваться аналитическим вариантом этого метода, то реше
т е  можно получить в общем виде, что существенно, так как становится 
юзможным исследовать решение при изменении любого из параметров 
(епи. Этот метод будет применен для анализа работы автогенератора 
см. § 15.56) и для анализа работы разветвленной цепи с нелинейной 
ждуктивной катушкой (см. пример 159).

§ 15.46. Анализ нелинейных цепей переменного тока с использо
ванием ВАХ для действующих значений. В этом случае графический 
>асчет проводят с помощью ВАХ нелинейных элементов для действую- 
цих значений, полученных расчетным или опытным путем.

При этом полагают, что в действительности несинусоидально изме- 
|яющиеся токи и напряжения могут быть заменены эквивалентными им 
инусоидальными величинами (эквивалентность в смысле действующе-
о значения).

Все этапы расчета рассматриваемым методом полностью совпадают 
: перечисленными в § 15.45 этапами графического расчета методом пер- 
юй гармоники. Отличие между методами состоит только в том, что в 
1анном случае используется ВАХ не для первых гармоник, а для действу
ющих значений.

Метод применен в дальнейшем для исследования простейших явле- 
1ий в феррорезонансных цепях (см. § 15.57-15.62).

Если исследуют нерезонансные электрические цепи или резонансные, 
ю для которых по тем или иным соображениям заранее известно, что в 
1зучаемых режимах работы в них не могут возникать резонансные явле- 
шя на высших и низших гармониках, то амплитуда первой гармоники 
ока, как правило, оказывается больше амплитуд высших гармоник тока. 
1ри этом действующее значение тока в цепи сравнительно мало отлича
тся от действующего значения первой гармоники тока.

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим следующий пример: пусть ток в 
1епи содержит первую и третью гармоники и действующее значение тре- 
ьей гармоники тока составляет 40 % действующего значения первой 
армоники ( / j =0,4 /,). Действующее значение несинусоидального тока
•удет у / ,  + 1\ = 1,075 /,, т. е. всего на 7,5 % больше действующего зна- 
|ения первой гармоники /,.

Метод позволяет изучать некоторые свойства нерезонансных электри- 
1еских цепей, как, например, эффект усиления мощности. Для исследо- 
>ания свойств резонансных нелинейных цепей метод пригоден в ограни- 
1енной степени. Так, им можно приближенно исследовать простейший 
риггерный эффект (см. § 15.59), но нельзя, например, исследовать ре- 
онансные явления на высших гармониках.
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Рассмотрим, как можно получить аналитическое выражение ВАХ н« 
линейного элемента по действующим значениям величин с учетом вы» 
ших гармоник при описании характеристики для мгновенных значени! 
функцией у  = a  sh р х и когда под х = хт sin со ( будем понимать напря< 
жение на нелинейном элементе, а поду — ток через него. Действующ^ 
значение х равно х„ / Л ,  а действующее значение функции у  по опре 
делению подсчитаем по формуле

у * к 7 2 \ Т п  Jsh2P * » sin<0/</c0/-

Учтем, что sh2 р* = — —- ,  что ch(2 Р хт sin со /) определен фор
мулой (15.10), если аргумент бесселевых функций в ней удвоить. При- 
мем во внимание также, что интеграл от всех косинусоидальных функ« 
ций в ней за период первой гармонии равен нулю. Получим формулу

y a = ~ j= y lJ 0 U 2 V x m) ~ \ .  (15.61)

Если опытным путем снять ВАХ нелинейного элемента по действую
щим значениям и учесть, что аналитически она описана формулой 
(15.61), то по двум точкам ее (пусть координаты их дг, = х т1 /^ 2  и Ул1 и 
* 2  = х т2/^ 2  и У й ) можно определитькоэффициенты а и р  в формуле 
аналитического описания характеристики НЭ >, = a s h p x  для мгновен
ных значений. Действительно, коэффициент р может быть определен из

a  =

( у  . у
трансцендентного уравнения vy -  к zm il—Lt а коэффициенту y j  , , • „ „ ч .

я

Л ( Л Р х т2) -1  
y j  J0 ( j  2 Э jrmt) -1

А О ' Р 2 хя2) - 1 '
9 15.47. А налитический метод расчета цепей по первой и одной или нескольким 

высш им гарм оникам . Основные этапы расчета следующие:
1) составляют систему дифференциальных уравнений цепи;
2 ) аналитически выражают характеристики нелинейных элементов и полученные вы

ражения подставляют в дифференциальные уравнения цепи.
Искомую величину выражают а виде ряда, состоящего из первой и одной или несколь

ких высших или низших гармоник, например в виде

х -  Х)Я $mci>/ + jr3„  sin(3 (0 f + V))-

Предполагаемое решение подставляют в уравнение системы. В результате этой под
становки оказывается возможным разбить уравнения системы на несколько трансцендент
ных алгебраических уравнений, составленных относительно амплитуды первой гармони
ки, амплитуд высших (соответственно низших) гармоник и их фаз.

Число трансцендентных уравнений в общем случае в два раза больше числа учитыва
емых гармоник, поскольку для каждой из гармоник уравнение разбивается на два уравне
ния с синусной и косинусной составляющими.

Далее совместно решают систему трансцендентных уравнений. Трудность состоит а 
том, что каждое из трансцендентных уравнений обычно содержит все неизвестные. По
этому при решении часто используют метод последовательных приближений.
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Расчет этим методом, как правило, громоздок. Однако метод позволяет исследовать 
|вкие сложные явления в нелинейных цепях, как резонанс на высших, низших и дробных 
гармониках. Метод рассмотрен в § П9 4.

Рассматриваемый метод в литературе называют также методом гармонического 6а- 
манса. Частным случаем его является метод первой гармоники (см § 15 47).

§ 15.48. Расчет цепей с помощью линейных схем замещения. Этот метод приме
ним к расчету нелинейных электрических цепей, на которые воздействуют постоянные и 
синусоидально изменяющиеся ЭДС, если переменные составляющие токов и напряжений 
шносительно малы, например во много раз меньше соответственно постоянных состав
ляющих токов и напряжений.

Последовательность расчета такова:
1) определяют положение рабочей точки на характеристике нелинейного элемента по 

постоянному току В окрестности этой точки будет перемещаться изображающая точка под 
воздействием малой переменной ЭДС;

2 ) через рабочую точку по постоянному току проводят касательную к характеристике 
нелинейного элемента и производят замену участка его характеристики отрезком касатель
ной;

3) составляют линейную схему замещения для расчета переменной составляющей. Вид 
схемы зависит от характера нелинейного элемента, а ее параметры — от тангенса угла, 
составленного касательной к характеристике и одной из осей координат.

ЭВМ применяют для:
а) табулирования решений систем трансцендентных уравнений и систем алгебраиче

ских уравнений высоких степеней,
б) табулирования решений, выраженных в виде медленно сходящихся рядов;
в) интегрирования систем линейных дифференциальных уравнений, к которым сводят

ся нелинейные дифференциальные уравнения при кусочно-линейной аппроксимации ха
рактеристик нелинейных элементов.

г) численного интегрирования нелинейных дифференциальных уравнений, в которых 
ВЛХ нелинейных элементов представлены аналитически, а также в некоторых других слу
чаях.

§ 15.49. Расчет цепей, содержащих индуктивные катушки, сердеч
ники которых имеют почти прямоугольную кривую намагничива
ния. Кривые намагничивания некоторых высококачественных магнито
мягких материалов, например 65НП, 68НМП и др., близки по форме к 
прямоугольной: на участке 0—а (рис. 15.34, а) кривая почти совпадает с 
осью ординат, а на участке а— b расположена почти параллельно оси 
абсцисс.

На рис. 15.34, а штриховой линией показана предельная петля гисте
резиса. Коэрцитивная сила / / с для таких материалов очень мала и 
составляет 1-10 А/м.

Расчет электрических цепей переменного тока, содержащих индуктив
ности, сердечники которых выполнены из упомянутых магнитных мате
риалов, обычно производят с помощью метода кусочно-линейной 
аппроксимации (см. пример 155). Для облегчения расчета кривую намаг
ничивания заменяют идеально прямоугольной (рис. 15.34,6). Участки 
4— I и 2— 3 параллельны оси абсцисс, а участок 1—2 совпадает с осью 
ординат.

Если изображающая точка перемещается по участку /—2, то изме
няется только индукция в сердечнике при напряженности поля в сердеч
нике, почти равной нулю. При движении изображающей точки по участ
кам 4— I и 2— 3 меняется только напряженность поля Н, а индукция в
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Рис. 15.34

сердечнике остается неизменной.

П рим ер 155. Схема (рис. 15.34, в) состоит из источника синусоидальной Э 
е - Е т  sin ш / ,  индуктивности с заданной зависимостью потокосцепления Ч< оттока 
резистора сопротивлением R. Вывести формулу для определения V и / и построить г 
фики изменения ц> h i  ао времени в установившемся режиме.

Р е ш е н и е .  Так как потокосцепление V равно произведению индукции в серд 
нике В на площадь поперечного сечения сердечника и на число витков обмотки: ч/ = В 5  
а по закону полного тока ток t - H l lw ,  т е .  пропорционален напряженности магнитн* 
поля в сердечнике, то зависимость потокосиепления ц/ от тока / (рис. 15.34, г) качестве» 
такая же, как и зависимость В -  /(Н )  (рис. 15.34, б). Имеем

R i = £ sin и л (15.
dl

В интервале времени от ш / = 0 до о>/ = со/, (назовем его первым) ток / = 0. i 
напряжение приходится на индуктивную катушку d y ld t  = Ет  sinm / и потокосцепла 
V изменяется от - v m до (изображающая точка на рис. 15.34, б перемешается 
/  к 2 ).

В этом интервале dy  = Е„ sinm / dr, следовательно,

£
= — — costЛ1 + С,  (15.1ш

где С —  постоянная интегрирования.
Во втором интервале времени от о  г = сэ до и  < = я потокосцепление у  о стае 

постоянным и равным d\yldt = 0\ из уравнения (15.62) получим

£
Ri = Emsinwi, или / • —— sinow. (15.

R
Таким образом, во втором интервале времени ток I изменяется по закону синуса, по

токосцепление Ч* постоянно и равно <*<„. При этом изображающая точка перемещается 
по участку 2—3 (рис. 15.34, б).
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Найдем постоянную интегрирования С и значение c o l Для определения С запишем 
уравнение (15.63) при а  1 = 0. Для этого момента времени ц/ = —Ч'л.. поэтому 
■Ч1», = £„  Ко*С. Отсюда С -  -i |/„  + £„  /со.

Для нахождения <о Г| воспользуемся также уравнением (15.63), учтя, что при сог^со/, 
W- Vm Получим

=- — c o s a —
О) (О

О к ю л а
, 2 to ч/_cos со/ , = 1 ---------- —, или ш (, = агссо:

Характер изменения т о к а /, потокосцепления ч1 и d y /d t,  когда со ч»„/£ „  < 1, по- 
каши на рис. 15.34, д.

Если амплитуда ЭДС £ „  < со у т , то второго интервала времени не возникнет, т. е. ток 
/ -  0 » течение всего периода.

Отметим, что если учитывать гистерезис, то перемагничивание сердечника будет про
исходить при токе 1*0.  При d y l d t >  О | = <г . при d y l d t  < 0 / = -1е (см пунктир на 
рис. 15.34, с)). Ток /с соответствует коэрцитивной силе Я с (см. рис. 15 34, а).

§ 15.50. Расчет цепей, содержащих нелинейные конденсаторы с 
прямоугольной кулон-вольтной характеристикой. Метод расчета рас
смотрим на примере цепи (рис. 15.35, а), которая состоит из источника 
синусоидальной ЭДС е = Ет sin о  I, нелинейного конденсатора с почти

СО I

Я
+ q.

<7
/  \

♦ <7* 1

- я * [ /  V  • '

2
u, и с

-------- - I N  , . .
~~ Ят

Г со/, я  V  4U

Рис. 15.35

фямоугольной кулон-вольтной характеристикой (рис. 15.35, б) и резис- 
ора сопротивлением R. Задача эта близка рассмотренной в § 15.49. По
торому закону Кирхгофа u( +R  —  = e. При перезарядке конденсато

ру/
ia изображающая точка движется по участку 2— / характеристики 
7 = А и с У, при этом ис = 0. Когда перезарядка закончится, все напряже
т е  источника окажется приложенным к конденсатору. При 1 = 0
1 = - q m. Во время перезарядки, когда ис  =0,

х Е”
Я т  '

_ dq  _ £_
R —- = £_ sm аз /; q = ---- ^ c o s  o r

dl  4 сo R co R
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К концу перезарядки при со г, q достигает значения qm\

В интервале времени от со до л ис  = Ет sin ш /.
Графики /', q, ис  изображены на рис. 15.35.
Если учесть гистерезис (см. рис. 15.35), то перезарядка конденсатора 

происходит при напряжении на нем, немного не равном нулю (см. шт* 
риховая линия на рис. 15.35, г, д, е).

§ 15.51. Выпрямление переменного напряжения. Под выпрямлением 
переменного напряжения понимают процесс преобразования переменно* 
го напряжения в постоянное или пульсирующее. Выпрямление произво
дят с помощью полупроводниковых, ламповых или других типов диодов.

Неуправляемый диод изображают на схемах в виде большой треуголь
ной стрелки с поперечной чертой у острия. Стрелка показывает прово
дящее направление. Сопротивление диода в проводящем направлении а 
тысячи раз меньше, чем в непроводящем.

По числу фаз выпрямленного переменного напряжения выпрямитель
ные схемы делят на одно- и многофазные. Однофазные схемы подразде
ляют на схемы одно- и двухполупериодного выпрямления.

В однополупериодных схемах выпрямление производится, грубо 
говоря, в течение одного полупериода питающего напряжения, в двух- 
полупериодных — в течение обоих полупериодов.

Мостовая схема однофазного двухполупериодного выпрямления пред 
ставлена на рис. 15.36, а. Она состоит из четырех полупроводниковы 
диодов ( / ,  2, 3 и 4), источника выпрямляемого синусоидального напря 
жения e(t) и нагрузки R„. На рис. 15.36, в показаны положительны 
направления тока / и напряжения ид на диоде.

На рис. 15.36, г  изображена ВАХ диода. В целях облегчения анализ 
вместо нее будем пользоваться идеализированной ВАХ, изображенной н 
рис. 15.36, д.

а

дб
Рис. 15.36
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В соответствии с этой идеализированной характеристикой, когда че
рез диод проходит ток, падение напряжения на нем равно нулю и, следо- 
мтельно, сопротивление самого диода равно нулю. Когда напряжение на 
диоде отрицательно (т. е. отрицательна взятая в направлении стрелки 
рис. 15.36, в разность потенциалов на самом диоде), диод не проводит 
тока (/' = 0) и сопротивление его равно бесконечности.

Диод открывается, когда напряжение на нем, увеличиваясь, стано- 
щится равным нулю, и закрывается, когда ток через него, уменьшаясь, 
становится равным нулю.

Рассмотрим работу мостовой схемы (см. рис. 15.36, а). Источник ЭДС 
•ключей в одну диагональ этой схемы, а нагрузка Лн — в другую. Дио
ды работают попарно.

В первый полупериод, когда ЭДС e(t) действует согласно с положи
тельным направлением напряжения на диодах / и 3, эти диоды проводят 
гок, а диоды 2 и 4 тока не проводят. Во второй полупериод, когда 
ЭДС e(t) изменит знак и действует согласно с положительным направ
лением напряжения на диодах 2 и 4, эти диоды проводят ток, а диоды 1 
и 3 не проводят. Направление 
прохождения тока через нагрузку 
показано на рис. 15.36, а стрел
кой. Ток через нагрузку протека
ет все время в одном и том же 
направлении. Форма напряжения 
на нагрузке иллюстрируется кри
вой на рис. 15.36,6. Через U0 
обозначено среднее значение на
пряжения на нагрузке.

П ример 156. Рассмотреть работу 
схемы однополупериодного выпрямле
ния, когда нагрузка RH шунтирована 
конденсатором емкостью С 
(рис. 15.37, а).

Р е ш е н и е. По законам Кирхгофа, 
и, + и<- = «■(/); и< - 1, R, ; / = (,+ /2. 
11 соответствии с ВАХ (рис 15.37.») 
диод закрыт и сопротивление его теоре
тически равно бесконечности, когда на
пряжение на нем и, отрицательно. Диод 
открывается в момент со/,, когда напря
жение на нем I/„ = е(1)-ы ,-, увеличива
ясь, становится равным нулю. Как толь
ко диод откроется, напряжение на 
конденсаторе становится равным ЭДС 
ис -  Ет sin ш / и ток через конденсатор 
станет изменяться по закону 

d и.
<2 = С = ш С £ я  costo/ (штриховая

линия на рис. 15.37, 6), а ток через на- 
ис Емгрузку — по закону -  -р -  sin ш /

(штриховая линия с
I К  

точкой на
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рис. 15.37,6). Ток через диод / = /, + /2 = Ет  (шС cosci)/ + —  sin to /) (рис. 15.37.г) I

момент о>/2 становится равным нулю и диод закрывается, tgco = —со О Л„; 
to /j =arcig(-<oC Лн).

В интервале от щ !г до 2 я + (о/, конденсатор разряжается на (рис. 15.37,«) |  
напряжение на нем изменяется во времени по показательному закону«/-ов/д
ис = Ет  sin со/, е ; (см. гл. 8). При этом / ,= и г /Л , (кривые на рис. 15.37, d. е). 3*
висимость и ,(в О  изображена на рис. 15 37, лс Момент открытия <о(, диода определим 
из условия uc(a> I,) -  е(о> г,). Из этого условия получаем трансцендентное уравнение <Л* 
носительно <о it :

(2k+*i{-uI2)
sinoj r2 е u( и" = s i n c j .

В следующий период процесс повторяется. Чем больше значение /?„ С по сравненик 
с периодом 2 л/о>, тем меньше пульсация напряжения на нагрузке

§ 15.52. Мостовая схема выпрямления с нагрузкой R, L. Схем! 
изображена на рис. 15.38, а. На входе моста ЭДС e(t) = Ет sin со /. Поло' 
жительные направления отсчета токов и напряжений на элементах схе 
мы показаны стрелками. Диоды работают попарно. В первом полупериод» 
открыты (пропускают токи) диоды / и 3 и напряжения на них мл, и и  ̂
равны нулю, а диоды 2 и 4 закрыты (не пропускают токи) и на каждом 
из них напряжение равно -0,5 Ет sin <о /. Во втором полупериоде отк 
рыты диоды 2 и 4 и закрыты диоды I и 3. Временные кривые изображе 
ны на рис. 15.38, б-ж . На рис. б — ЭДС е(/), на рис. в — напряженш 
на зажимах аЬ моста, на рис. г  — принужденный /пр, свободный /„  и пол 
ный ток / через R и L\ рис. д — ток /'_ через источник ЭДС; рис. е — 
напряжения на диодах /  и 3; рис. ж  — напряжения на диодах 2 и 4.

Для обоих полупериодов справедливо уравнение (15.65), составлен 
ное по второму закону Кирхгофа,

L —  + R i  = E sin со /. (15.65'
dt

Решение уравнения (15.65) классическим методом для первого полу

периода /' = /пр + /с§ = sin(to t -<p) + A ep l . Здесь z = у]R2 + (о  L)2 ,
со t 2cp = arctg— .

Характеристическое уравнение R + р  L = 0 имеет корень p  = -R I  L. 
Из условия периодичности процесса /(О) = /(л), поэтому

£ £
---- — sin<p + А = —— sin<p + А е “ .

г  2

Следовательно, постоянная интегрирования

2 —  sin ф
А = - (15.66)

-----Я
1 -е  “ А
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Для определения среднего за полупериод значения тока i (обозначим 
его Г) проинтегрируем уравнение (15.65) за интервал времени (0-г Г /2 )

TI2
и учтем, что j  —  d t = i(n) -  /(0) = 0. Результат интефирования поделим

dt
на Г /2  и получим

I = — =^L 
ср я R

(15.67)

Из формулы (15.67) следует, что ток /ср в схеме на рис. 15.38, а не 
зависит от величины индуктивности L. Однако L выполняет важную роль, 
снижая пульсации выпрямленного тока.

Ur
в

Uj2=
е

1 "1 ♦ 

<4 i \

+ ' 
к* 

!
* 1 я \  i i л N ___ / 2 x

i
i

v l ,

1 > я 1trs 1 •2 * 
i 
i

! П1 I I
1 >  L * !

[УJ2 л

л  I n ,  
1 1 i 
i i i

f !  L * i j
j  i /  

i i i
^4JCl) / 

1

Рис. 15.39

§ 15.53. Мостовая схема выпрямления с нагрузкой RC. Схема изоб
ражена на рис. 15.39, а. К входным зажимам моста cd  присоединена ЭДС 
e{t) = Ет sin a t ,  к выходным зажимам ab — нагрузочное сопротивление 
R, шунтированное конденсатором С. Обозначения токов и напряжений 
на элементах схемы показаны на рис. 15.39, а. Как и в предыдущей
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схеме, диоды работают попарно. Временные графики изображены 
рис. 15.39, б -е . Запишем систему уравнений по законам Кирхгофа:

Ur d  и (■
UR ~ UC> ' R ~ R '  С ~  ~ d l '  , ~ IR + I C<

Ил1 - “л2  s in o /, ия )+ и а 2 = - и с .

Из двух последних уравнений следует, что 

цд| = и аЗ = 0 ’5 (£ т Sin a  t - u c ) и ил  = илА = -0,5 (Ет sin со t + ис )

В первом полупериоде в интервале со / = 0 со / = со /, и в  интервы 
си t2 л все диоды закрыты, т. е. не пропускают тока, так как напряж< 
ния на них отрицательны (в эти интервалы ис > е( ( ) ). В интервале вр 
мени 0 -сог, конденсатор разряжается на R. При сог( напряжение I 
конденсаторе ис  становится равным Ет sin со /, и диоды / и 3 открыв! 
ются, но диоды 2 и 4 остаются закрытыми. В интервале от со/, до соi

ис  = Ет sin со /

и конденсатор подзаряжается током /< • = со С Ет cos со I, а через резистс 
течет ток

iK = -^2L sin со t.
R

При со t2 ток i = iR + /(. становится равным нулю, диоды /  и 3 закръ 
ваются и зарядка конденсатора прекрашается. Время со/2 определим I 
уравнения со R С cos со t2 + sin со l2 = 0. Из него находим

со t2 = -  arctg со Л С.

(Сравните с определением а ( 2 в примере 156.)
В интервале от со /2 до (л + со /,) конденсатор разряжается на R, н 

пряжение ис  уменьшается от и(-(со t2) = Е„, sin со t2 до значеш 
ис  (л + со /,) = Ет sin со /,. В этот момент времени

£ m sinco/2 e = £ m sinco/(. (15.6J

Из (15.68) получим трансцендентное уравнение для определения со

(Я + <|)(, - ( i) ( j  )

sincof2 e и>И( = sin со/,.

После определения со /, можно определить ис(0) по уравнению

(О >!
Ет sin со/, =мг (0)е “ /{( . (15.6'
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При со/ = я + со/, открываются диоды 2 и 4 и выполняют во втором 
полупериоде ту роль, которую в первом полупериоде выполняли диоды 
I и 3. С увеличением емкости конденсатора С пульсация напряжения ис  
уменьшается.

Среднее за полпериода значение выпрямленного напряжения

«Сер =  

л

Т /2

0)1г X

Ет Jsincor dt + Ет sinco/2 J e * ' dt
0

. 2 R C  . 
f, -COSW/2) + —J— Em smco/j 1 -e  *RC }

§ 15.54. Анализ работы магнитно-транзисторного генератора пря
моугольного напряжения. Схема генератора изображена на рис. 15.40, а. 
Она содержит трансформатор, два биполярных транзистора А и В 
р —и-/?-типа и источник постоянной ЭДС Е. Пермаллоевый сердечник

Рис. 15.40

iv, S dB_
d t.

трансформатора имеет почти прямоугольную динамическую петлю гис
терезиса. Зависимость магнитной индукции В сердечника от напряжен
ности магнитного поля Н в нем изображена на рис. 15.40, б. Остаточная 
индукция в сердечнике при Н = 0 обозначена Вт. Коэрцитивная 
сила — Н0. Площадь поперечного сечения сердечника назовем S, дли
ну средней магнитной линии его — I. На сердечник нанесено пять об
моток (катушек) с числами витков w, + w5. Катушка с числом витков и», 
управляет режимом работы транзистора А, катушка с числом витков tv4 
управляет режимом работы транзистора В. Катушка с числом витков w2
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является основной рабочей обмоткой, на которую работает транзистор А 
в первом полупериоде. Катушка с числом витков и>3 — основная рабо
чая обмотка, на которую работает транзистор В во втором полупериод# 
Катушка с числом витков w, — выходная обмотка, в ней генерируете! 
напряжение и$ в виде меандра (см. рис. 15.40, в), и к ней присоединен 
нагрузочное сопротивление /?„.

Начала всех катушек обозначены точкой на рис. 15.40, а. Направлю 
ния намотки на сердечник всех катушек одинаково.

Резистивные сопротивления катушек w, + w5 обозначим чис
ла витков w,=»v4, /? ,= Л 4, w2 = w3 и R2 = /?3. Катушка с числом 
витков имеет сопротивление /?5. Числа витков w, и w4 много мень* 
ше чисел витков w2 и w3.

Обозначим токи и напряжения транзистора A: i£ — ток базы; - I  
ток эмиттера, i*  — ток коллектора, UjB — напряжение между эмитте* 
ром и базой; и£к — напряжение между эмиттером и коллектором. Тран 
зистор А находится в рабочем состоянии i* > 0, если u^s > 0 (при это» 
база транзистора А имеет отрицательный потенциал по отношению I 
эмиттеру транзистора А). Токи и напряжения транзистора В обозначив 
аналогично: /g , /'*, /* и и%Б, иэк- Транзистор В будет находиться I 
рабочем состоянии (и* > 0), когда и^в > 0. Составим систему уравне 
ний по второму закону Кирхгофа:

и ЭБ +  'б  R t -  S  —

иЭК + ‘к ^2 + К’2 S —— 
a t

* & + 'б  R*+W* S ^ -

о dBЗдесь w i  —j -  — напряжение на соответствующей обмотке w межд)
ее началом и концом. В первом полупериоде изображающая точка п< 
петле гистерезиса сначала перемещается по участку 2— 3, на котором

индукция В возрастает от до Вт (т- е на 2 б« ) и зате*

перемешается по почти горизонтальному участку 3— 4, на котором 
d В
—  < 0. При движении по участку 2— 3 иэБ > 0, а и$Б < 0, поэтому тран 
dt

зистор А находится в рабочем состоянии i f  > 0, а транзистор В — в не 
рабочем и ток /” = 0 в соответствии с уравнениями (15.70) и (15.72).

= 0; (15.70

= £; (15.71

= 0; (15.72

= Е. (15.73
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Гак как величина £  практически много больше суммы изк + i f  Л2, 
■о при движении по участку 2— 3 можно в первом приближении принять

w ,S  —  * £ .  (15.74)
dt

В уравнении (15.74) разделим переменные и проинтегрируем его 
По индукции от - В„ до Вт, а по времени от 0 до 772, где Г — пе
риод движения по гистерезисной петле. Получим w2 S 2 Вт = £  Г /2. 
Отсюда

_  4 В„, ич S  ,  £  . . . . . .Г = — - — -— , а частота/  = ------------- . (15.75)
£  7 4 Sm w2 S

Хотя при быстром движении по участку J—4 гистерезисной петли 
dB

производная отрицательна и мала по величине, но числовые значе

ния иЭб обоих транзисторов при этом оказываются достаточными, что- 
Пы закрыть транзистор А (его иЭб станет меньше нуля) и открыть тран- 
1 истор В (его иЭБ станет больше нуля).

После этого начнется вторая половина процесса, когда при мЭБ < О 
под действием транзистора В происходит движение изображающей точ
ки по участку 4— / —2 гистерезисной петли. Определим теперь положе
ние рабочих точек для обоих транзисторов на общем для них семействе 
кривых i6 ~ Л иэк) Рис- 15.40, д при движении изображающей точки по 
участку 2— 3 гистерезисной петли для двух случаев:

1) к зажимам обмотки w5 присоединено сопротивление R„;
2) случай холостого хода.
По закону полного тока магнитодвижущая сила катушек с токами 

трансформатора должна быть равна произведению напряженности маг
нитного поля Н0 на длину I средней магнитной линии сердечника, 
г. е. в первом полупериоде

w 2 -  'в  w i + 'н  WJ - Н 0 I. (15.76)

Так как /j w2 « i f  w2, то i f  w2 + /H w} = H0 I.

„ d  В n \ n w. S d  ВHo И-J S  —— + /„ (a 5 + rtH ) = 0, поэтому iH = ------ ----------- .
d t R5 + RH dt

d  ВПоскольку wj S — » £, то в первом случае (при нагрузке) 
dt

А Но I Е f  и-. У  . , ,л Н0 1 /„ = — + ----------  —3- , а во втором (при холостом ходе) = ------.
W, * 5 + 4 . U J  H-J

В первом полупериоде рабочая точка для транзистора А будет нахо
диться на семействе кривых (рис. 15.40, d) при нагрузке в точке /, а при 
холостом ходе — в точке 2.
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I

Точка 3 (/к = 0, ыЭБ = 2 Е) определяет положение рабочей точки т р и  
зистора В в первом полупериоде. Во втором полупериоде транзистом 
меняются положениями своих рабочих точек.

Частоту/можно изменять, варьируя величину ЭДС Е или число ВИЯ 
ков Wj. Практически частоту можно изменять от долей герца до нескол|| 
ких килогерц.

§ 15.55. Автоколебания. Автоколебания (АК) — это периодически! 
колебания, возникающие в системах, находящихся под воздействием пи 
стоянных во времени вынуждающих сил. АК-системы подразделяют М 
почти гармонические (см. § 15.55) и релаксационные (см. § 17.5)3 
АК-система на полевом транзисторе изображена на рис. 15.41, а. В нм 
имеются источник постоянной ЭДС £, колебательный контур Ц , Су И 
взаимная индуктивность М между I ,  и Lc, за счет которой в систем 
осуществляется отрицательная обратная связь.

При анализе АК-систем почти гармонического типа требуется выяс< 
нить частоту и амплитуду возникающих колебаний и характер возбужде
ния (мягкий или жесткий). На рис. 15.41, 6 изображена схема замещения 
для переменных составляющих токов и напряжений. Источник постоян
ной ЭДС закорочен. Транзистор представлен источником тока S U зи, 
управляемым напряжением 11ш , и шунтирующим его резистором /?,.

Составим уравнения по методу контурных токов. В схеме три неиз> 
вестных контурных тока — / с, / х, / 3 — и один ток источника тока —

U

С

И

а б
Рис. 15.41

/с (Я, + р  Lc) -  р  М / к -  Л, S Л, = 0; (15.77]
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11ри AK токи не равны нулю, это может быть только в том случае, если 
|ймный определитель системы (15.77) равен нулю:

Д(р) = р* (Я3 к С2 С13) + />3 (к С,2 + Л, Л3 Ц С,2 С,3) +

+ р 2 (Л3 Lc С, Си + /?,£, С,2 -  Л, 5 Л3 А/ С, С13)+ (15.78) 
+ (Л| /?3 С, С „ + £с (С, — С3)) + /?| (С, -С |3) = 0.

Здесь к = Ц Ц - М 2, С13 = Ci ^ -с, +с3
В Д(р)  подставим р  = j  со, выделим из него действительную и мни

мую части и приравняем их нулю. После деления всех членов уравне
ния R eA (ja) = 0 на Я3С,2 С1} получим

к ю< _ ^ ( Ь .  + J L L .  -  М Щ  + £ l A  = 0. (15.79) 
U , Л3С|3 С, J Л3 с 2 с )3

После деления всех членов уравнения 1тД(у ш) = 0 на С2 С13 и со
кращения на со имеем

со2 | / ? , * 3 А + ^ с, с,
Отсюда

При весьма больших Л3 со = 1 / >/Z-, С, и крутизна

S = W /(« , L|).

(15.80)

(15.81)

§ 15.56. М ягкое и жесткое возбуждения автоколебаний. Ток стока 
транзистора /е является функцией напряжения ызи. Эта функция может 
быть представлена кривой рис. 15.42, а, приближенно описываемой 
мвисимостью

ic - / 0 +<зизи - ь  ызи,

•с

(15.82)

Рис. 15.42
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либо кривой рис. 15.42, 6 , описываемой формулой

/с =/о + а ы зи + Ьи]и - с и ] и. (13

При возникновении АК ызи = Uт sin©/. Подставим это ызи в (15.1 
и (15.83) и определим амплитуду первой гармоники тока /с. 
формулы (15.82) она равна / СЯ| = a U „ -0 ,75 b U lm, а из (15.1
Icm= a U m + 0 ,7 5 b U im ~ c U l

Под средней крутизной по первой гармонике в режиме автокоде 
ний понимают Scp = /<*, IU m. Она выполняет роль крутизны S в фор| 
лах (15.79) и (15.80). Для первого случая (рис. 15.42, в)

Кривые рис. 15.42, в, г используем для определения амплитуды 
возникшего колебания. С этой целью из (15.79) или прй Я3 -> оо

рис. 15.42, в или г найдем U„. В первом случае каждому Scp соотва 
ствует одно Um, во втором могут соответствовать либо два режим 
(в области 5ср от q до Scpmax точки т и и), либо один режим (пр| 
5ср < q). Режим работы на левой ветви кривой рис. 15.42, ?. неустойчив 
на всей правой («жирной») ветви — устойчив.

Если 5ср определяется кривой рис. 15.42, в, то колебания возбужд! 
ются мягко , их амплитуда плавно нарастает от сколь угодно малоГ| 
начального значения флуктуационного происхождения до установивши 
гося U my. Для 5ср по рис. 15.42, г колебания возбуждаются жестко — 
скачком от нуля до установившегося значения U„ly.

Обратим внимание на то, что генератор, рассматриваемый 
§ 15.55-15.56, является автоколебательной системой, принципиален 
отличной от рассмотренной в § 15.54. Действительно, основными эм 
ментами схемы рис. 15.41, а являются: источник постоянной ЭДС, упрм 
ляемый нелинейный резистивный элемент (полевой транзистор), накопи 
тели энергии i ,  и С, и резистор /?3. В схеме есть явно выражение 
обратная связь, колебания имеют почти синусоидальную форму, частот 
колебаний равняется собственной частоте системы.

В АК-системе (рис. 15.40, а) основными элементами являлись источ 
ник постоянной ЭДС, два управляемых нелинейных элемента (два бипс 
лярных транзистора), нелинейный индуктивный элемент (трансформато 
с ферромагнитным сердечником). В схеме рис. 15.40, а нет линейны 
индуктивностей и емкостей, возникающие колебания имели не синусо» 
дальную, а прямоугольную форму, частота колебаний определялась вр<

Scp -  а -0 ,75 bU ^. (15.1

Для второго (рис. 15.42, г)

S ', = а + 0,75 b U l - f a (15.!

S ~ --- - - определим S и положим его равным S а по 5ср из кри1 

R, L,
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мснсм перемагничивания сердечника, обратная связь проявляла себя не
явным образом — процесс перемагничивания ферромагнитного сердеч
ника управлял работой транзисторов.

§ 15.57. Определение феррорезонансных цепей. Рассмотрим груп
пу довольно грубых явлений, которые имеют место в цепях, содержащих 
нелинейную индуктивность и линейный конденсатор. Такие цепи назы
вают феррорезонансными. Аналогичные явления имеют место в цепи с 
Линейной индуктивностью и нелинейным конденсатором.

Для анализа этих явлений можно воспользоваться методом первой 
гармоники (см. § 15.47) или методом расчета по действующим значени
ям (см. § 15.48). В § 15.59-15.62 будет применен метод расчета по дей
ствующим значениям. При этом будем пользоваться ВАХ нелинейной 
индуктивности для действующих значений тока и напряжения. В этом 
методе в действительности несинусоидальные токи и напряжения заме
няют их эквивалентными синусоидальными величинами (эквивалент
ность в смысле действующего значения по § 7.12).

Когда в § 15.59-15.62, 15.65, 15.68 рассматривается сдвиг фаз между 
током и напряжением на каком-либо элементе схемы, то под ним пони
мают угол между эквивалентным синусоидальным током и эквивалент
ным синусоидальным напряжением.

§ 15.58. Построение ВАХ последовательной феррорезонансной 
цепи. В схеме на рис. 15.43, а последовательно включены нелинейная ин
дуктивность L, линейный резистор сопротивлением R и линейный кон
денсатор емкостью С. ВАХ нелинейной индуктивности U, = / ( / )  изоб

ражается кривой /  на рис. 15.43, б; ВАХ конденсатора Uc - I  —— —
о) С

прямой 2; ВАХ резистора UH = R I — прямой 3.

а  б  *

Рис. 15.43

Точки, принадлежащие результирующей ВАХ схемы — кривой 4, по
лучаем следующим образом.

Произвольно задаемся некоторым током /, находим для него разность 
напряжений U, -  Uc  (напряжения на индуктивности и на конденсаторе 
находятся в противофазе) и напряжение UR\ результирующее напряже
ние 0  равно гипотенузе треугольника, построенного на катетах UR и 
U, - U c (рис. 15.43, в).
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При сравнительно малом R на результирующей ВАХ цепи имЦЯ 
падающий участок, а сама ВАХ имеет jV-образную форму. С увелиШИ 
ем R падающий участок на ВАХ исчезает.

§ 15.59. Триггерный эффект в последовательной ф еррореэоин  
ной цепи. Феррорезонанс напряжений. На рис. 15.44, а отдельно ПМ 
ставлена кривая 4 рис. 15.43, б. Будем начиная с нуля плавно увели!

Рис 15.44

вать напряжение источника ЭДС в схеме 15.43, а. При этом изображи 
щая точка на рис. 15.44, а перемещается от точки 0 через точку /  к то 
ке 2. Если напряжение и дальше повышать, то изображающая точка ска 
ком переместится из точки 2 в точку 4, а затем движение будет проися 
дить по участку 4— 5.

При уменьшении напряжения изображающая точка перемещается i 
точки 5 через 4 к точке 3, затем произойдет скачок в точку 1 и далее i 
точки / к точке 0. Таким образом, при увеличении напряжения и дост 
жении им значения U2 в цепи происходит скачкообразное увеличен! 
тока со значения 12 до 1А. При этом резко изменяется сдвиг фаз меж, 
током в цепи и общим напряжением: в точке 2 ток отстает от напряж 
ния (U I >£/(■), в точке 4 ток опережает напряжение (Uc  > U , ). П| 
плавном уменьшении напряжения источника ЭДС и достижении им зн 
чения t/, ток в цепи скачком уменьшается со значения / 3 до /,.

Явление резкого изменения тока в цепи при незначительном измен 
нии напряжения на входе будем называть триггерным эффектом  
последовательной феррорезонансной цепи.

Если схему рис. 15.43, а подключить к источнику напряжения U, и 
пряжение которого находится в интервале между (У, и U2, то в cxei 
установится один из двух возможных режимов. Первый режим соотв< 
ствует положению рабочей точки на участке между точками / и 2, bi 
рой — на участке между точками 3 и 4.

На каком из двух участков окажется рабочая точка, зависит от хара 
тера переходного процесса в цепи при подключении ее к источнику ЭД
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Феррорезонансом напряжений называют режим работы цепи (см. 
15.43, о), при котором первая гармоника тока в цепи совпадает по 

I с напряжением U источника ЭДС. На рис. 15.43, 6 построены ВАХ 
действующих значений: феррорезонанс напряжений приблизитель- 

I соответствует точке р  (находится немного левее ее).
Феррорезонанса напряжений можно достичь изменением величины 

Пряжения или частоты источника питания схемы, а также изменением 
Мости и параметров нелинейной индуктивности.

Пример 157. Крива* I на рис. 15 44, 6 представляет собой ВАХ нелинейной индук- 
|||иости. Полагая R -> 0, определить емкость конденсатора, который следует включить 

Следовательно с нелинейной индуктивностью (см. рис. 15 43, о), чтобы триггерный эф- 
|Кт происходил при 60 В Во сколько раз после скачка /4 будет больше тока до скачка 
,«сли а  -  314 с ' 1?

Р е ш е н и е. Из точки U = 60 В, 1 = 0 проводим касательную к ВАХ индуктивнос- 
И Касание произойдет в точке а. ВАХ конденсатора (прямая) должна быть проведена из 
шла координат параллельно касательной. Тангенс угла наклона ее к оси абсцисс чис- 

Виио равен 1 /(со С).
Из рис. 15 44, б находим I/(ео С) = 600Ом: С = Ю6 /(314-600) = 5,32 мкФ.
Ток при скачке изменяется с / 2 = 0,06 А до /4 =* 0,315 А; / 4 / / 2 = 5.

§ 15.60. ВАХ параллельного соединения конденсатора и нелиней
ной индуктивности. Феррорезонанс токов. В схеме на рис. 15.45, а 
Параллельно соединены нелинейная индуктивная катушка L и конденса
тор емкостью С. ВАХ катушки со стальным сердечником изображена 
Кривой 1 на рис. 15.45, б, а конденсатора — прямой 2.

Рис 15 45

По первому закону Кирхгофа /  = /г  + /, .Так как токи /г  и /, нахо
дятся в противофазе, то точке р  пересечения кривой 1 и прямой 2 соот- 
•етствует режим феррорезонанса токов — ток / = 0. Результирующая 
ВАХ всей схемы изображена в виде штриховой линии 3 рис. 15.45, б (аб- 
:циссы кривой 3 равны модулю разности абсцисс кривой 1 и прямой 2). 
Кривая 3 рис. 15.45, б повторена на рис. 15.45, в с тем отличием, что на 
рис. 15.45, в учтено, что в режиме феррорезонанса токов (точка d  на 
рисунке) ток / в неразветвленной части схемы до нуля не снижается за 
:чет наличия высших гармоник и активной составляющей первой гар
моники в токе I , .
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§ 15.61. Триггерный эффект в параллельной феррорезонанси! 
цепи. Если схему (см. рис. 15.45, а) питать от источника напряжвмШ 
плавно увеличивая напряжение этого источника при неизменной чм я 
те, то изображающая точка пройдет без скачков по всем участкам Вл 
схемы. Если же схему питать от источника тока, то при плавном у м |  
чении тока этого источника и неизменной угловой частоте со изобрш 
ющая точка будет сначала перемещаться по участку 0—е—а, затем ПВ 
изойдет скачок из а в Ь, после этого движение будет происходить по уЧ 
стку b—с. При последующем плавном уменьшении тока движение буд|- 
происходить от с через Ь к d, затем произойдет скачок из d в е и дал! 
от е к 0. Обратим внимание на то, что режим феррорезонанса т о п  
в схеме на рис. 15.45, а и режим феррорезонанса напряжений в схем 
на рис. 15.43, а могут быть достигнуты изменением входного напрям 
ния U при фиксированных угловой частоте со, емкости С и неизменна 
ВАХ нелинейной индуктивности.

.'I
П рим ер 158. ВАХ катушки со стальным сердечником в схеме на рис. 13.45, а  изобр 

жена а виде кривой / на рис. 15.46. Пренебрегая резистивным сопротивлением и высшМ 
ми гармониками, определить емкость конденсатора С, который нужно включить в схем

на рис. 15.45, а, чтобы триггерный эффект има 
место при токе / 2 = 0,15 А; о  = 3 ! 4 с \

Р е ш е н и е .  На рис 15 46 откладывав! 
значение тока / 2 влево от точки 0 ; получая 
точку г  Из нее проводим штриховой касктем 
ную к кривой /  * точке п Через точку н яроеС 
дим горизонталь. Ордината ее равна напряМ 
нию «=112 В, при котором произойдя 
триггерный скачок. Из точки 0 проводим npi
мую 2. параллельную касательной гп. Прямая, 
представляет собой ВАХ конденсатора. Абсцис 
са точки q (0,265 А) равна току через конденс! 
тор при напряжении (У,. Следовательт
1 / (ш О  = 112 /  0,265 = 422' Ом, С = 7,54 мк4

§ 15.62. Частотные характеристики нелинейных цепей. Под амп
литудно-частотной характеристикой (АЧХ) понимают зависимост 
амплитуды какой-либо величины, определяющей работы нелинейног 
элемента, от изменения угловой частоты при неизменной амплитуд 
внешнего воздействия.

Фазочастотная характеристика (ФЧХ) — зависимость фазы это 
величины от ш при неизменной амплитуде и фазе внешнего воздействш 
В отличие от линейных цепей формы АЧХ и ФЧХ нелинейных uenel 
зависят от амплитуды внешнего воздействия, т. е. можно рассматриват 
семейства АЧХ и ФЧХ, для которых амплитуда внешнего воздействк 
является параметром.

Построим АЧХ цепи (рис. 15.47, а), полагая, что вебер-амперная ха 
рактеристика нелинейной индуктивности описывается формуло 
/2 = а  ч»3> ток источника тока j k = /„, sin ои ,  /„, = const, ш = var, R = 0

„  du d* и/ iВ уравнении /| + /2 = j k подставим /', = С — -  = С — ~  и /2 = а  у  .

и л /  2//  /  __

/
/  

г/  п.

у  А ' 4
/ 1  / !

/  /  1 
/  /  1 
/  /  1 
/ о,1 о,2 !о,з

h
/2 /. A

0 .2 J5

Рис. 15.46
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Рис. 15.47

Примем ц/ = vym sin ш / и в  токе /2 удержим*’ только первую гармони- 
Ity — 0,75 а  sinaw. Получим уравнение, в которое входят ш и ц/я :

0,75 v i - « ) J C Vm= ± /m.

Плюс в правой части соответствует режиму до резонанса, минус — 
После резонанса. Решим уравнение относительно ш :

При построении зависимости у т (со) учтем, что угловая частота © > 0 
и действительна, а также что при д: «  1 - J \ ± x  « 1 ± 0,5х.

Если со = 0, то ч<„ = ПРИ °>7 5 a  V* »

/_

при 1т > 0,75 а  \*/ш

(О *

| 3 £  
V4 С

с
1 + 3 a ViS,̂  

8 / -

Характер зависимости ч/т (ш) показан на рис. 15.47, б. Если не учи
тывать резистивное сопротивление R второй ветви, то \ут теоретически 
могла бы возрастать до бесконечности. С учетом небольшого Л этой ветви 
зависимость у т ((о) имеет/V-форму (рис. 15.47, в).

При плавном увеличении to имеет место скачок из точки У в точку 2; 
при последующем плавном уменьшении to — скачок из точки 3 в точ
ку 4. При значительном R зависимость \у„(<о) приобретает вид кривой 
на рис. 15.47, г.

§ 15.63. Применение символического метода для расчета нелиней
ных цепей. Построение векторных и топографических диаграмм.
В § 15.56-15.62 были рассмотрены некоторые явления, которые анали
зировались графически с помощью ВАХ, по действующим значениям или

0,25sin3(5.
:а(ч< я  s in o / ) 3 = а  —4/^  s in o n - а  0,25 ф* sinu>/, так как sin3(3 = 0,75 sinP -
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по первым гармоникам. Приближенное исследование режимов рабоЯ 
сложных разветвленных нелинейных цепей переменного тока, о с о б а м  
когда высшие гармоники выражены слабо, часто проводят с помощ и 
векторных или топографических диаграмм.

Диаграммы строят отдельно для каждой из гармоник. ПостроаиШ 
выполняют в принципе так же, как и для линейных цепей (см. § 3 .1 0  
Отличие состоит в том, что зависимость первой гармоники напряжви|| 
на нелинейном элементе от первой гармоники тока через него являап 
нелинейной и берется из графика или ее подсчитывают, пользуясь аий 
литическим выражением.

Если не учитывать потери в ферромагнитном сердечнике и потери 1  
высших гармоник тока, то первая гармоника напряжения на нелинейно] 
индуктивности по фазе на 90° опережает первую гармонику тока черЦ 
нее. Если же учитывать потери в стали сердечника и (или) потери в р | 
зистивных сопротивлениях цепи от высших гармоник тока, то этот угв| 
меньше 90° (см., например, рис. 15.50, в). Аналогично, если не учитм 
вать наличие потерь в сегнетодиэлектрике и потерь в цепи от высших г ц  
моник тока, то первая гармоника напряжения на нелинейном конденс! 
торе на 90° отстает от первой гармоники тока через него.

При учете потерь в сегнетодиэлектрике и потерь от высших гармо 
ник Ucl отстает от / с1 на угол меньше 90°.

При построении векторных диаграмм для высших и дробных гарма 
ник на частоте v /  следует иметь в виду, что при синусоидальном ис 
точнике питания частоты /  нелинейный индуктивный (емкостной) эл| 
мент схемы является источникам энергии на частоте v / ,  поэтом; 
напряжение 0 ,  vf на частоте v /  на нелинейном индуктивном элемент 
будет опережать протекающий через него ток l vf частоты v /  на уга 
больше 90° (а на емкостном напряжении U( vf  будет отставать от 
на угол больше 90°).

Обобщенно можно сказать, что комплексное сопротивление нелинеВ 
ного элемента НЭ на частоте v /  (v * 1) при частоте источника пит* 
ния/равно взятому со знаком минус входному сопротивлению линейнс 
го двухполюсника на частоте v / ,  к зажимам которого присоединен НЗ

В случае линейного активного четырехполюсника (см. рис. 4.16, а) 
внутренними источниками частоты /  заменив источник ЭДС частоты/  
ветви / на нелинейный элемент НЭ, и линейную нагрузку 2 К в ветви 
на НЭ2 на любой гармонике v /  (v *  1) в схеме установится режим, пр 
котором 2 . x H 3 i ( v ) =  - ^ c i ( v / )  И 2 , х Ю 2 ( у )  =  _ г с 2 ( у / ) »  где Z c | ( v / )  
Zc2 (v / )  — характеристические сопротивления линейного четырехпс 

люсника по отношению к ветвям / и 2 на частоте v /  определяемые п 
(4.47).

Пример 159. Для цепи (рис. 15.48, а) построить топографическую диаграмму по пе| 
вой гармонике при /, “  0,2 А ВАХ по первой гармонике для нелинейной индуктивност 
изображена на рис. 15 48, б Емкостное сопротивление по первой гармонике Л'с = 229 Ом 
/?, = 250 Ом; /?2 = 407 Ом; R, «122 0м.

Р е ш е н и е .  Обозначим токи в ветвях и узловые точки схемы в соответствии 
рис. 15.47, в. На рис. 15.48, в направим ток / ,= 0 ,2  А по оси +1. Потенциал точки е npi 
мем равным нулю Находим ipj = ер, + 0 ,Л Напряжение на нелинейной индуктивное!
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О 0,1 0,20.3 0.4 / , .  А 
б

Рис. 15.48

(1п при токе /, = 0.2 А по модулю равно 110 В (найдено из кривой на рис. 15.48, б) и 
IK) фазе на 90° опережает ток /,; <рс = <pj + /, /?,; /, R, = 0.2 250 = 50 В и по фазе со- 
(палает с /,.

Под действием напряжения С/„, по модулю приблизительно равного 122 В, протека
ет ток / 2) численно равный 122/407 *0,3 А и по фазе совпадающий с U„- Ток 
/ , - / , + / *  По модулю ток /}* 0 ,4 1 А . =фс + / j  fy; / j  flj = 0,41 122 = 5 0 В:
ф.  -  ч>» + М - /  -'V i

Напряжение на конденсаторе численно равно 0,41 229 = 94 В и по фазе на 90° 
отстает от тока / }.

Напряжение на входе схемы (см. рис. 15 48, а) » рассматриваемом режиме работы по 
модулю равно 164 В.

Из рис. 15.48, в можно определить углы между любыми токами и напряжениями цепи 
рис. 15.48,а. Проделав аналогичные подсчеты и построения при других значениях тока 
/, (например, равных 0,5; 1; 2; 3 А и т.д.), можно определить в ттнх режимах значения 

всех токов, напряжений и сдвигов фаз, свести данные в таблицу и затем, пользуясь ею. 
построить кривую зависимости любого тока, напряжения, сдвига фаз в функции от моду
ля входного напряжения или от модуля какого-либо другого напряжения (тока).

§ 15.64. Применение метода эквивалентного генератора. Расчет 
нелинейных цепей переменного тока иногда осуществляют, используя 
метод эквивалентного генератора (МЭГ). Рассмотрим применение этого 
метода к цепи с управляемым нелинейным элементом.

На рис. 15.49, а изображена схемы, состоящая из источника синусо
идальной ЭДС Е, двух резисторов R и управляемой индуктивности (УИ), 
семейство ВАХ которой по первым гармоникам изображено на 
рис. 15.49, Б. Ток управления /0 является параметром на этом семействе. 
Ток через УИ обозначен /. В соответствии с МЭГ разомкнем ветвь, по 
которой течет ток /, и определим напряжение Uahx = Е /2  в режиме хо
лостого хода. Определим входное сопротивление Z,x в цепи перемен
ного тока относительно зажимов а и Ь. В соответствии с рис. 15.49, в оно 
равно Л /2. На рис. 15.49, г показана эквивалентная схема цепи, а на 
рис. 15.49, д изображена векторная диаграмма для этой цепи. Геометри-
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ческая сумма вектора I R I2 и напряжения на нелинейной индуктивной 
ти U, равна Е/ 2 .  Так как Е / 2  является гипотенузой прямоугольной 
треугольника, катеты которого равны U,  и / Л /2, то по теореме ПифА 
гора

( /  Л /2 )2 + U l  = ( £ /2 ) 2. (1S.86

Поделив обе части (15.86) на ( £ / 2)2, получим уравнение эллипса:

( 1 ] \ ( и ,  ) 2 _
[ e i r ] + |, E t R )

Одна полуось эллипса равна (E / R ), другая— Е/ 2 .  Нанесем эллиго 
на семейство ВАХ индуктивности (рис. 15.49, б). По точкам пересечени! 
эллипса с ВАХ можно определить ток /  и напряжение UL на индуктив 
ности при любом значении управляющего тока /0.

При рассмотрении характеристик управляемой индуктивносп 
(см. § 15.24), феррорезонансных схем (см. § 15.57— 15.63) индуктивност 
полагали идеализированной, а именно не учитывали потери в ее сердеч 
нике, наличие потока рассеяния и падение напряжения 8 резистивно» 
сопротивлении обмотки. Это делалось с той целью, чтобы основные свой 
ства упомянутых схем и устройств не были завуалированы относитель 
но второстепенными факторами.

§ 15.65. Векторная диаграмма нелинейной индуктивности с уче 
том потока рассеяния и резистивного сопротивления обмотки. Не
линейная индуктивность изображена на рис. 15.50, а. Резистивное сопро 
тивление обмотки w, обозначим R.

Проходящий по обмотке ток создает в сердечнике магнитный поток 
Большая часть этого потока (поток Ф „) замыкается по сердечнику, : 
меньшая часть (поток Ф ,) — по воздуху. Поток Фт называют основ 
ным, а Ф, — потоком рассеяния.

Обычно поток Ф, составляет всего несколько процентов от потока 
Фт . Однако могут быть и такие режимы работы, в которых поток Ф, 
оказывается соизмеримым с потоком Фш. Такие режимы имеют место, 
если сердечник работает при большом насыщении или когда в сердеч
нике имеется относительно большой воздушный зазор 8.

Рис. 15.49
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Рис. 15.50

в

При построении векторной диаграммы заменим в действительности 
есинусоидальный ток и несинусоидальный поток эквивалентными си

нусоидальными величинами.
Отношение потокосцепления рассеяния = w, Фд к току 1 называ

ют индуктивностью рассеяния:

Индуктивное сопротивление X , = со £, называют индуктивным сопро
тивлением рассеяния.

Схема замещения нелинейной индуктивности изображена на 
рис. 15.50, б. Она отличается от схемы на рис. 15.3, а тем, что в ней до
бавлено сопротивление Х Л. В неразветвленной части схемы включены 
резистивное сопротивление R обмотки w, и индуктивное сопротивление 
рассеяния X s.

На участке сЬ есть две ветви. Правую ветвь образует идеализирован
ная нелинейная индуктивность, по которой проходит намагничивающий 
ток /ц. Левую ветвь образует активное сопротивление /?с, потери в ко
тором равны потерям Рх на гистерезис и на вихревые токи в сердечнике 
нелинейной индуктивности. По левой ветви течет ток

На рис. 15.50, в изображена векторная диаграмма нелинейной индук
тивности в соответствии со схемой на рис. 15.50,6. Эта векторная 
диаграмма строится так же, как и для обычных линейных схем.

Начнем ее построение с потока Фт .
Потоки Фт и Ф, пронизывают обмотку w, (см. рис. 15.50, а) и на

водят в ней ЭДС самоиндукции.
Напряжение 0 ah на зажимах идеализированной нелинейной индук

тивности равно по величине и противоположно по знаку ЭДС самоин
дукции, возникающей в обмотке w, схемы (рис. 15.50, а) под действием 
основного потока Фт :

l c = Pc /U ch. (15.89)

Uch = j  со н-, (15.90)
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Деление Фт на V2 объясняется переходом от амплитудного эи 
ния потока к действующему. Напряжение Uch на 90° опережает по 
< V

Ток /  — это ток через идеализированную нелинейную индук 
ность, в сердечнике которой нет потерь энергии; он на 90° отстает I 
напряжения Uch и по фазе совпадает с потоком Фт . Ток / с совпа 
по фазе с напряжением Ucb. Определение токов / и 1С рассмотрен 
§ 15.67 и 15.68.

По первому закону Кирхгофа,

/ - / „ + / , .  (15.91

Напряжение Uah на входе схемы равно геометрической сумме на 
жения Ucb, падения напряжения /  R в резистивном сопротивлении) 
падения напряжения j  j  X s в индуктивном сопротивлении рассеяния,1

Токи / м и 1С не пропорциональны напряжению Uoh. а следова 
но, и напряжению Uah на входе схемы, т. е. если напряжение Uob 
личить, например, в 1,3 раза, то токи и /с увеличатся не в 1,3 раза, 
в большее число раз.

При построении векторной диаграммы исходили из того, что напряжение Uci изасв 
но. По напряжению Uch определили токи !и и 1< и затем нашли напряжение U& К 
входных зажимах индуктивности

Обычно известно напряжение Uah, а напряжение Ucb неизвестно Поэтому при IU 
строении векторной диаграммы при заданном Uak сначала следует разобраться, может Л 
напряжение Ucb в исследуемом режиме работы схемы значительно отличаться от н«пр| 
жения Uuh.

Если падения напряжения в сопротивлениях R и Х 5 малы по сравнению с hi 

пример 3-8  % С/„А, то можно в первом приближении считать, что Uck *Ualt. Если я 
падения напряжения в сопротивлениях R и Л", соизмеримы с напряжением 6/сд, то ш 
расчета напряжения Uch необходимо построить векторные диаграммы для несколькм 
значений 1/с*, например равных 1; 0,9; 0,8; 0,7 от и аЬ, для каждого из этих знамени 
Ucb находят Uah, по полученным результатам строят вспомогательную крику 
Uch =*/W oa), п о  которой определяют Uch при заданном Uah, и затем строят исному| 
векторную диаграмму.

§ 15.66. Определение намагничивающего тока. Ток / и его соста| 
ляюшие /ц и /с находят опытным или аналитическим путем, а также 
помощью графических построений.

Рассмотрим их аналитическое определение. Если через / (м) обознг 
чить длину средней магнитной линии на пути в стали (рис. 15.51, а 
5 (м) — длину «воздушного» зазора в магнитной цепи, В (Тл) — мгн< 
венное значение магнитной индукции, Н (А/м) — мгновенное значенм 
напряженности поля в сердечнике, то на основании закона полного то* 
мгновенное значение намагничивающего тока

н и M 6J 01 i9S

На векторной диаграмме откладывают действующее значение нама! 
ничиваюшего тока / ц.

522



/ '

ф,. ф-
А \

о ) ф

*г,
J
к1 W} _|

п — >
Рис. 15 51

Для определения действующего значения намагничивающего тока нужно в выражении 
(IJ 92) подставить в„  sinew вместо В ( й „ = Ф ж /5),  W заменить на a  sh(P Вя sin а>/), 
рИложить гиперболический синус от периодического аргумента в ряд по функциям Бес- 
|Ш  (см. формулу (15.9)). Воспользовавшись формулой (7.12), с помощью которой опре- 
Иляют действующее значение тока через амплитуды отдельных гармоник, получим

а /-И ~j J\  О Рвт ) + 0,8 5 Вт  10
2 а  / Р

H j J з + ( - j J b (у р Ят))2 +. . . .

(15.93)

На рис. 15.51,6 изображена кривая, выражающая зависимость 
, . , , / ( ^ а / )  = / ( р А я ) и построенная по (15.93) при 8 = 0. С помощью этой зависи

мости по Р Вя  находят /р iv, /(V2 а / ) ,  а затем определяют /ц (»v,, а  и / известны). 
Когда зазор 5 * 0  под корнем в (15.93) надо учесть соответствующее слагаемое.

§ 15.67. Определение тока потерь. Ток / с, обусловленный потеря
ми в стальном сердечнике, находят как частное от деления потерь в сер
дечнике вследствие вихревых токов и гистерезиса на ЭДС, наведенную 
рабочим потоком Фт в обмотке w, и равную напряжению Uch :

/с = Рс 1 Усы
Uch = 03 W, Ф„, / V2  = 4,44 /  VV, ФЛ1,

(15.94)
(15.95)

где Рс = т рс — полные потери в стали от вихревых токов и гистерези
са, Вт; т — масса сердечника, кг; р с — потери в 1 кг сердечника, 
Вт/кг.

Потери в 1 кг электротехнической стали при индукциях 1,0 и 1,5 Тл и частоте 50 Гц 
нормированы ГОСТом. Обозначим: Р\,о — потери в 1 кг стали при Вт = I Тл и /  = 50 Гц; 
Р\,1 — потери в I кг стали при #  = 1,5Тл и /  = 50 Гц. Значения А.о и A  s приведены 
в табл 15 2 .

Т а б л и ц а  152

Марка
стали

Ру о. Вт/кг. при толщине листа, мм РI.*, Вт/кг, при толщине листа, мм

0.5 0.35 0.5 0,35

1511 1,6 1.35 3.6 3,2
1512 1.4 1.2 3.2 2,8
1513 1.25 1.05 2.9 2.5
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Потери при других индукциях и частотах, мало отличающихся от 50 Гц, определяй 
с помощью следующей эмпирической формулы: “

Рс ж Р\о В" ( J /5 0 ),-}. * = 5 ,6 9 lg -^ i .
Руо

§ 15.68. Основные соотношения для трансформатора со стальЩ 
сердечником. В § 3.39 рассматривались соотношения, характеризую!! 
работу трансформатора, для которого зависимость между напряженно 
тью поля и потоком в сердечнике была линейной, а потери в сердечны 
отсутствовали.

Для улучшения магнитной связи между первичной (w,) и вторичи 
(w2) обмотками трансформатора его сердечник выполняют из феррома 
нитного материала (рис. 15.51, в)"’.

В данном параграфе рассмотрены соотношения, характеризую!! 
работу трансформатора с учетом того, что зависимость между напрял 
ностью поля и потоком в ферромагнитном (стальном) сердечнике не 
нейна и что в сердечнике есть потери, обусловленные гистерезисом 
вихревыми токами.

Для уменьшения тока холостого хода сердечник трансформатора ( 
мятся изготовить таким образом, чтобы он имел возможно меньший во 
душный зазор, расположенный перпендикулярно магнитному поток 
либо совсем не имел его.

В силу нелинейной зависимости между потоком и напряженности! 
поля в сердечнике по обмоткам трансформатора протекают несннусои 
дальние токи"’.

Анализ работы трансформатора будем проводить, заменив несинусо 
идальные токи и потоки их эквивалентными в смысле действующего зня 
чения величинами: /, — комплекс действующего значения тока первич 
ной обмотки; / 2 — комплекс действующего значения тока вторично! 
обмотки; Ф1( — комплексная амплитуда основного магнитного потока 
проходящего по сердечнику трансформатора, пронизывающего обмотк! 
и», и w2 и наводящего в них ЭДС.

Вследствие наличия рассеяния небольшой по сравнению с Фт по 
ток — поток рассеяния первичной обмотки <j>,f — замыкается по воэ 
духу, образуя потокосцепление только с обмоткой w,. Другой, такж< 
небольшой по сравнению с Фт поток — поток рассеяния вторичной об 
мотки Ф2, — замыкается по воздуху, сцепляясь только с обмоткой w2.

Полагают, что потокосцепление потока Фь с обмоткой w, пропор 
ционально току /, :

Vi, = Ф,, = L \s1\- О 5-96

‘‘На рис. 15.51, в и 15.52 для большей наглядности обмотки н-, и w2 показаны нахо 
дящимися на разных стержнях. Практически их располагают обычно на одном и том ж 
стержне.

" ’Несинусоидальность проявляется главным образом в режимах работы, близких 
холостому ходу.
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Коэффициент пропорциональности L,, между потокосцеплением vj/,t 
j р током /, называют индуктивностью рассеяния первичной обмотки', Lu 
М»исит от числа витков и конструкции обмотки.

Принимают также, что потокосцелление ц/2, потока Ф2, обмот- 
|ЮЙ w2 пропорционально току вторичной цепи /2 :

Коэффициент пропорциональности между потокосцеплением 
V},, обусловленным потоком рассеяния Ф2,, и током / 2 называют ин
дуктивностью рассеяния вторичной обмотки; L2t зависит от числа 
витков и конструкции вторичной обмотки.

Индуктивное сопротивление первичной обмотки, обусловленное по
током рассеяния Ф1?,

Аналогично, индуктивное сопротивление вторичной обмотки, обус 
ловленное потоком рассеяния Ф2д,

Пусть /?, — резистивное сопротивление первичной обмотки; R2 — 
резистивное сопротивление вторичной обмотки; Z„ — сопротивление 
нагрузки.

На рис. 15.52, а изображена схема того же трансформатора, что и на 
рис. 15.51, в, но на ней резистивные и индуктивные сопротивления, обус
ловленные потоками рассеяния, представлены отдельно выделенными 
/?,, Х и , R2, Х ъ . Запишем уравнение по второму закону Кирхгофа для 
обеих цепей.

Для первичной цепи

для вторичной цепи

V2., = w2 Ф2< = ^2, <2- (15.97)

(15.98)

X 2s -  со L2s. (15.99)

(15.101)

К, /, Ха Д

а 6
Рис. 15 52
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ф
где j  со Wi —т&■ — напряжение, численно равное ЭДС, наводи*

^  гобмотке w, основным рабочим потоком Фт. Деление Фт на V2
няется переходом от амплитудного значения к действующему. Анал!

Ф
j  со w2 — напряжение, численно равное ЭДС, наводим'

обмотке w2 основным рабочим потоком Фт .
Обозначим ток /, при холостом ходе трансформатора через / 0 

трансформатора при холостом ходе равна / 0 w,. МДС трансфер! 
при наличии тока / 2 составляет /, w, + / 2 w2. Трансформаторы 
руируют обычно таким образом, что падения напряжения /, Д, н J  /|

Ф
были много меньше, чем падение напряжения со w, -^2-. Если этоуч^

то для правильно сконструированных трансформаторов уравнен 
(15.100) запишем так:

j  со tv, * й I ■ (15. К

Уравнение (15.102) справедливо как при холостом ходе, так и при 
грузке, т. е. при переходе от холостого хода к режиму работы при нагрум 
поток Фт практически остается неизменным по модулю.

Но если в этих двух режимах поток Ф„ один и тот же, то долям 
быть равны и создающие его МДС, т. е.

/, + / 2 Wj = / 0 HV (15.103

Поделив обе части равенства на w,, получим

/ , = / о  + / 2- (15.104]
где

I'2 = - i2 ^ - .  (15.105]
wi

Таким образом, ток первичной цепи /, может быть представлен ка1 

геометрическая сумма двух токов: тока холостого хода /0 и тока l \ .  Toi 
1'2 называют приведенным (к числу витков первичной обмотки) вторим• 
ным током. Он численно равен току / ' ,  измененному в w2 /w, раз. 

Кроме того, в правильно сконструированных трансформаторах паде
Фния напряжений / 2 R2 и j  12 Х 2х малы по сравнению с j  со и>2 —-рг, 

поэтому из уравнения (15.101) следует, что

j  со Wj (15.106
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Ксли почленно разделить (15.102) на (15.106) и перейти к модулям,

Ul / U l l* w ] / w 1, (15.107)

отношение напряжения на входе трансформатора к напряжению на 
> «ыходе (на нагрузке) приблизительно равно отношению числа вит- 
I первичной обмотки к числу витков вторичной обмотки.
В правильно сконструированных трансформаторах при нагрузке, близ- 

И к номинальной, ток / 0 составляет 1-10% тока /,, поэтому уравне-
I (15.103) можно приближенно представить так:

/, и-, * - / 2 н>2.

Между модулями токов /, и / 2 при нагрузке, близкой к номиналь- 
й, имеет место следующее приближенное соотношение:

/ , / / 2 « w2/H-,, (15.108)

■ т е . юк / 1 почти пропорционален току / 2. Эта пропорциональность 
Немного нарушается за счет тока холостого хода /0.

D резистивных сопротивлениях вторичной цепи выделяется энергия, 
Которая переносится магнитным потоком из первичной цепи во вторич
ную и восполняется источником питания схемы. На рис. 15.52, б изоб
ражена схема замещения трансформатора со стальным сердечником. Для 
•е обоснования уравнение (15.101) умножим на w] l w 2, заменим в нем 

[ ток / 2 на / 2 (w, l w 2) в соответствии с (15.105) и у всех слагаемых урав
нения изменим знаки. В результате получим

h  *2 + >г J X's2 + h  Z'H -  j  w W, = 0. (15.109)

Приведенные сопротивления

R 2 — R 2 (W| /  w2)*» X  k2 = X  s2 (wl I w 2 )  > ~ ("'l I  w2^ '

Схема (рис. 15.52, 6) удовлетворяет уравнениям (15.100), (15.103) и 
(15.109).

§ 15.69. Векторная диаграмма трансформатора со стальным сер
дечником. На рис. 15.53, а изображена векторная диаграмма при индук
тивной нагрузке ZH = RH + j  Х н.

Построение диаграммы начнем с тока 12, расположив его произволь
но. Под углом фн = arctg Х и / /?н к нему расположим вектор напряжения 
на нагрузке U„. Прибавим к вектору U„ векторы / 2 R2 и / 2 j  Х ,2. Сум
ма падений напряжения во вторичной цепи равна нулю, что дает возмож-

Ф
ность построить вектор j  ш w2 Далее строим вектор Фш (он на 90°

ф " "*2
отстает от вектора j  со н-2 -рг).

V2
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Рис. 15.53

В ферромагнитном сердечнике трансформатора, как и в сердечни 
нелинейной индуктивности, есть потери, обусловленные гистерезисе 
вихревыми токами. Вследствие этого ток холостого хода /0 состоит I 
геометрической суммы намагничивающего тока /д и тока пот<
(рис. 15.53, б): / 0 = /„ +1С.

Ток /  совпадает по фазе с потоком Фт , а ток / с опережает по 
Фш на 90°. Токи / ц и 1С определяют так же, как для нелинейной hJ 
дуктивности с ферромагнитным сердечником.

Ток холостого хода /0 опережает поток Ф„, на некоторый угол у.
В соответствии с уравнением (15.104) ток /, равен геометрическо

сумме тока /0 и тока Геометрическая сумма падени
Ф„напряжений /, /?,, /, j  X xi и j o w ,  -тй- дает напряжение на входе nej 

вичной цепи Uv
С целью удобочитаемости на рис. 15.53, а не выдержаны имеюши 

место в действительности соотношения между модулями напряжений, 
также между модулями токов.

Пример 160. Повышающий трансформатор имеет сердечник из трансформаторно 
стали 1511 при толщине листов 0,5 мм. Кривая намагничивания Н = 0.71 sh(5,75 В). Се| 
дечник выполнен из пластин, имеющих кольцевую форму без воздушного зазора; w, = 25С 
и>2 = 1750, S = 2 .2 см2, / = 25см Пренебрегая Я, и ,Y(I, определить ток холосто! 

хода / 0 при (У, = 10 В и /  = 50 Гц.
Р е ш е н и е .  Амплитуда индукции

В„ = ----------------= 1,22 Тл.
4,44 /  iv, 5

Произведение (3 В„ = 5.75 1,22 « 7,02.
Па кривой (рис. 15.51,5) при (3 В„ = 7,02 находим и>, / ц /(а  / ^2) = 185. Н 

а  / « 2 /tv, = 0 ,7 1 0 ,2 5 -* 2 /2 5 0 =  10~3. Следовательно, = 0,185 А.
Масса сердечника при плотности 7,8 г / с м2 = 7,8 2,2 см2 ■ 25 см = 0,428 кг. У 

табл. 15.2 находим р, 0 = 1,6 Вт/кг; р, 5 = 3.6 Вт/кг; п = 5,69 lg(3,6/l,6) * 1,13.
Удельные потери в стали при й „= 1 ,2 2 Т л  рс =1,6 1,22113 1 =2,1 Вт/кг. Полные го 

тери в сердечнике массой 0,428 кг Рс -  0.428 2,1 = 0,9 Вт. Ток. обусловленный потерям 
р

встали. /с « ■—  = 0,9/15 = 0.06 А Ток холостого хода / 0 практически равен току /„. 
и\

528



1 15.70. Субгармонические колебания. Многообразие типов дви- 
Цний в нелинейных цепях. Субгармоническими называют колебания, 
Яриод которых Гск больше периода Г = 2 т вынуждающей силы е(/). 
1йсло к = Тск/ Т  характеризует порядок субгармонических колебаний 
ГК). В цепи рис. 15.54, а с нелинейной индуктивностью и нелинейным 
■нденсатором, имеющими идеально прямоугольные характеристики

*0) .

а
<?

+ ч». + </-

1 и,
■ - V , — Qm

Рис 15.54
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(рис. 15.54, б, в ) и резистором R, при воздействии ЭДС e(t) = ±E. в виде 
меандра (рис. 15.54, г) (а в дальнейшем также еще и постоянной ЭДС £0 ) 
возникают СК нечетного порядка.

Обозначим а = 2 \ут /(т £ )  и Ь = 2 R qm /(т £). Сначала рассмотрим 
работу схемы при замкнутом K t и разомкнутом К 2 случае, когда дей* 
ствует только е(1) = ±£. При b > 1 и а< 1  возникает тип движений, по* 
казанный на рис. 15.54, г (для этого рисунка а  = 0,25 и 6 = 1,5), когда 
Т = 2 т и ис  = 0 в течение всего периода Т.

При b < 1 и a + b < 1 тип движений (назовем его тип Я) иллюстриру
ет рис. 15.54, д (для этого рисунка а -  0,25 и 6 = 0,5), период Т - 2  т. 
Для существования СК в цепи (рис. 15.54, а) необходимо, чтобы а > 1, 
b < 1. Порядок к равен сумме смежных чисел натурального ряда, в ин
тервале между которыми находится сумма а + Ь.

Так, для существования колебаний третьего порядка необходимо, что
бы \ < а  + Ь<2 .  Физически СК возникают потому, что за время т пото- 
косцепление Ч* нелинейной индуктивности не успевает измениться на 
величину 2 vym. Условие 6<1 означает, что перезарядка нелинейного 
конденсатора на 2 qm должна происходить за время, меньшее т.

Графики ЭДС «(/), заряда q, напряжения на конденсаторе ис> тока i 
и потокосцепления у  при СК третьего порядка ( к = 3, а  = 1,25, 6 = 0,5 ) 
изображены на рис. 15.54, е. При построении кривых учтено, что увели
чение заряда может иметь место только после того, как V достигло зна
чения у т , а уменьшение заряда — только после того, как V достигло 
значения ~ч/т .

Дадим пояснения к кривым на рис. 15.54, е. Период СК третьего по
рядка составляет шесть интервалов длительностью т. К началу первого 
интервала e(t) = E , заряд q = - q m и потокосцепление у = - у т . За пер
вый интервал времени длительностью т у  изменяется от -iy m до 
0,6 iym. Так как Ц не достигло значения ц/т , то перемагничивание сер
дечника осталось незаконченным. Во второй интервал времени e(t) = -Е  
оказывается приложенной к нелинейному конденсатору ис = - Е .  В тре
тий интервал времени под действием ЭДС е{1) = Е происходит три каче
ственно различных процесса. Сначала заканчивается перемагничивание 
сердечника нелинейной индуктивности, когда потокосцепление у  изме
няется от 0,6 до ц/т (на это затрачивается время 0,25 т ). После это
го за 0,5 т заряд нелинейного конденсатора изменяется от - q m до qm 
(при этом по цепи течет ток £ / / ? ) ;  в оставшуюся часть времени третье
го интервала (1 — 0,25 — 0,5) т = 0,25 т на нелинейном конденсаторе 
появляется напряжение м( = £. В последующие три интервала времени 
каждый длительностью т имеют место процессы качественно такие же, 
что и в трех рассмотренных, но движения происходят в обратном направ
лении.

Диаграммы возможных типов движений в схеме (на рис. 15.54, а), 
когда в ней действует ЭДС e(f) = ±£, изображены на рис. 15.54, лс. 
Заштрихованная область ыг =0  соответствует типу движения 
по рис. 15.54, г, область Н — движению по рис. 15.54, д, области 
3, 5 , 7, Р , И  — это области субгармонических колебаний соответствен
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но 3-11-го порядка. Если на рис. 15.53, ж провести из начала координат 
прямую под углом а  к оси абсцисс ( t ga  = R q ! y m; на рисунке 
tg a  = 0 ,2) так, чтобы она прошла через все области, то при плавном 
увеличении £  изображающая точка будет двигаться в направлении стрел
ки, последовательно проходя области 11, 9, 7, 5, 3 ис  = О, Я, т. е. при этом 
будут получены 7 различных типов движений и все они будут устойчи
вы. Переход из предыдущей области в последующую обусловлен невоз
можностью при измененной £  осуществить смену состояний, характер
ную для предыдущей области.

§ 15.71. Определение условий перехода от одного типа движений к другому. Хаос 
субгармоннк. Рассмотрим теперь СК в схеме рис. I S.S4, о, когда в ней кроме ЭДС в виде 
меандра действует еще и постоянная ЭДС £ 0 (ключ К2 замкнут. разомкнут)

Величину £0 будем в дальнейшем изменять от 0 до значения £. Полагаем сначала, 
что все возникающие при этом типы движений будут устойчивыми

Суммарная ЭДС в цепи е в положительный полупериод равна £  + £0, в отрицатель
ный - £  + £ 0. Поэтому процесс перемагничивания и перезарядки 8 положительный полу- 
период происходит быстрее, чем в отрицательный. Для иллюстрации процессов времен
ными графиками положим Е = 1,6 В; Л = 0,4 Ом; т = 1 с; ц/„ = I В ■ с; qm = 1 К..

На рис. 15.55, а-лс приведены изменения ЭДС е, Ч’. q, иг , i в функции времени для 
нескольких значений £ 0: а — при £ 0 = 0,2; б — при £ 0 = 0,3; в — при £о = 0,6; г — 
при £ 0 =0,5; д — при £ 0 = 0,55; ч — при £ 0 =0,8; ж  — при £ 0 = 1,2 В,

Используя построения и при других значениях £0, можно получить графики 
зависимости среднего за период субгармонического колебания Та  значения заряда

Iqcp = —  Jq J i  (рис. 15.55, о) и среднего за период СК потокосцепления нелинейной 
Т»  о т

I "
индуктивности Ч)Ср = ----  jn id i (рис. 15.55, 6).

о
По оси абсцисс рис 15 55, о и б отложена постоянная составляющая напряжения ыа 

конденсаторе (7Гср, которая в каждом рассматриваемом режиме равна постоянной ЭДС Е0.
При £0 = £  (в примере при £ 0 = 1,6 В ) <?ср становится равным q„  (в примере 1 К). 

4%  = V «, а 'ср — Равным нулю
Зависимость qcf = / ( t / cp) имеет N-форму и в диапазоне значений £ 0 от Е/3 до
ш

£ -----— на этой зависимости имеется падающий участок
т

Кривая ц/ср = f(U 0) интересна тем, что при относительно малых значениях £ 0 по
токосцепление фСр > 0, а при больших £ 0 < 0 При дальнейшем увеличении £ 0 (при 
£ 0 > 1.5 В ) снова становится положительным.

На зависимости у Ср = / ( £ 0) в той же области значений £0 также имеется падаю
щий участок.

Так как в схеме рис. 15.54. а есть нелинейный конденсатор НК, то среднее значение 
тока за период Тс„ равно нулю. Период Гс, зависит от величины £ 0 (см. рис. 15.55, в). 
При плавном увеличении £ 0 он то увеличивается, то уменьшается

Каждое очередное изменение периода вызвано невозможностью сохранять смену со
стояний, которая характерна при меньшем значении £ 0 Первое увеличение период от 6 т 
до 8 т происходит при £о =0.2В  Из сопоставления рис 15 55. л и б видно, что при 
£ 0 S 0,2 В во второй отрицательный полупериод заряд НК успевает измениться до значе
ния -qm. Благодаря этому в третий отрицательный полупериод НК оказывается подго
товленным к принятию на себя отрицательного напряжения - £  + £ 0 Нели же £0 будет 
больше 0,2 В, например 0,3 (см. рис. 15 55, б), то к концу второго отрицательного полу- 
периода заряд q не успевает достичь значения -qm, и потому НК оказывается не подго
товленным к принятию на себя отрицательного напряжения в третий отрицательный 
полупериод. Это и вызывает затягивание процесса.
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Рис, 15.55 (начало)

На рис. 15.55, а показан режим непосредственно до перехода от 7^ = 6 т к 7"с, = 8 т. 
Дл* аналитического определения значения Е0, при котором происходит первое изме 

нение периода (с 6 t  до 8 т ), учтем, что за время (2 т - Д( , )  в два первых отрицатель 
ных полупериода (см рис. 1 5 55, о) потокосцепление изменяется на 2 у „ ,  а за время Д/, 
заряд изменяется на 2 q„

Следовательно,

2 V*Д/i = 2 т - Е- Еп

Отсюда
Е- Е0 R

£0 = £ Л/t.

Д'| = 2  q„

Второе изменение периода (с 8 т до 6 1 ) происходит при Е0 » 2 / х -  Е ■ 0,4 В 
Объясняется это тем, что во второй положительный полупериод (см. рис. 15.55, б) за вр« 
мя т потокосцепление изменяется на

Отсюда

2v« = (£ + £0И
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Рис 15.55 (окончание)

Третье изменение периода (с 6 т до 4 т ) происходит при £0 = £ /3  Это соогноше- 
|ие получаем, исходя из того, что всплески токов на рис. 15.55, г имеют место только за 
|ремя д/, и Мг. Изменения заряда по абсолютной величине равны, поэтому

Е -Е п

1десь
ДЛ = 2 т -

Я

2 1 л -
Е -Е а

- Д/,
Е + Е0-Д(,

Д/, 2 п ,
Е + Ес,

Увеличение периода с 4 т до 8 т имеет место при £ 0 = 0.6 В. Это увеличение обус- 
ювлено тем, что за два отрицательных полупериода вольт-секундная плошадь 
[Е -  E0) 2 i  равна 2 \*/„.

Последующие изменения периода происходят при £ 0 = £ / 2, £0 = £  —

Е0 = £ - - т1 V .

Таким образом, при плавном увеличении £ 0 период субгармонических колебаний 
меняется скачками, а сами колебания становятся то четного, то нечетного порядка.

За исключением области значений £ 0 от E /i  до Е -Ц1т  I г, колебания при взятых 
ючетаниях параметров оказываются устойчивыми. Можно взять начальные условия
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в г
Рис. 15 56

существенно отличающимися от тех. которые должны быть к началу установившегося ре
жима, и через некоторое относительно небольшое время режим становится таким, каким 
он был до получения возмущения. Процесс возвращения к установившемуся режиму ил- 
люстрируется левой частью рис 15 55,6.

Воспользуемся рис. 15.56, о, 6, в, кривыми рис. 15.55 a -ж  и соотношениями, связы
вающими £0, £ , у ж / т £  и qm R/ xE  в каждом интервале изменения £ 0 на рис. 15.55, 
для построения областей возможных типов движений в схеме рис. 15.54. а, изображен
ных на рис. 15.56, г. При пц 12 > 0 ,5  (рис. 15.56, г) субгармонические колебания (СК) от
сутствуют. Наклонные прямые, отделяющие соседние области, построены по уравнению

y mIEx + q „ R I E x  = a или пч 12 + пч 12 -  а.

Цифры на рис. 15.56. г указывают порядок возникающих СК. Область, заключенная 
между прямыми о = I и а -  0,875, соответствует СК третьего порядка; между прямыми 
а = 0,875 и а = 0,75 — СК четвертого порядка и т.д.

При определении граничных значений а исходим из того, что для рассматриваемых 
на рис. 15.55 типов движений изменение заряда нелинейной емкости только в предельном 
случае может достигать значения 2 qm Граничное значение а -  I следует из условия су
ществования СК. рассмотренных в начале § 15 72. Значение о = 0,875 соответствует скач
кообразному изменению Тсщ / х на рис. 15.56, «при £о =0,2, когда при £  = 1,6 постоян
ная ЭДС £ 0 = £  -  ц/„ /т  - q m R/x. Отсюда

\Vml x E + R q mlxE = l - E 0 / E -  0,875.

Граница перехода от СК четвертого порядка к СК третьего порядка (£ 0 « 0,4, а ■= 0,75) 
определена с учетом того, что за время т + х под действием напряжения Е -  Е0 потоко
сцепление уменьшается со значения +vym до значения -ч/„ .
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ОI сюда

Ча время т +  X заряд в пределе может измениться на величину 2q„ при протекании 

р>«1 нелинейный конденсатор тока ^  т. с.

U - X) ^ l s .  = 2q„

Поэтому

+ Ил=. = I -  h -  ,  1 .  М  = 0,75.
Ех Ет Е 1,6

шт
И интервале значений Е0 от £ /3  до £ -----— режим работы цепи неустойчив — ра

бочая точка находится на падаюших участках кривых qcp = f(U<q) и (уср = / ( ^ с Р) Вме- 
»то СК второго порядка в цепи возникает хаос. В макросмысле рабочая точка при хаосе 
Оулсг перемещаться по штриховой линии на рис. 15.56, а.

§ 15.72. Автомодуляиия. Хаотические колебания (странные ат- 
|ракторы). Автамодуляцией называют режим работы нелинейной элек
трической цепи, находящейся под воздействием периодической вынуж
дающей силы частотой ш, при которой амплитуды токов и напряжений 
и цепи периодически изменяются без воздействия внешнего модулирую
щего фактора. Автомодуляция возникает вследствие неустойчивости пе
риодического режима работы на частоте вынуждающей силы ох Процесс 
оказывается почти периодическим для огибающих амплитуд первых гар
моник и непериодическим (хаотическим) для мгновенных значений.

Выведем основные зависимости, описывающие процесс автомодуля
ции в схеме (на рис. 15.57, а) с нелинейным конденсатором, кулон-воль- 
тную характеристику которого в соответствии с § 15.26 выразим в виде 
ис = a  sh р q.

г

Рис. 15.57
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Так как в цепи действуют постоянная Е  и синусоидальна! 
£msin((of + (p) ЭДС, то заряд q имеет постоянную и синусоидальнуИ 
компоненты:

<7 = Qo + Qm sin со t.

Постоянная составляющая напряжения на конденсаторе (см. § 15.16

Первая гармоника мс:1 = 2 а ch Р Q0 {- j J ,  ( j  p Qm)) sin co t, первая raf 
моника тока /, = ш Qm cos со t. Если в уравнение цепи

подставить записанные выражения для /',, Uco + uc и разбить его в с< 
ответствии с методом гармонического баланса на уравнения для постс 
янной составляющей, а также для синусной и косинусной компонент, 
затем два последних уравнения возвести в квадрат и сложить для устр!

Уравнение (15.112) дает связь между п и л , обусловленную параме- 
рами цепи по первой гармонике частоты ш, а уравнение (15.110)— п 
постоянной составляющей. На рис. 15.57, б изображена зависимость п с 
т , построенная по соотношению (15.112) при а = 0,5; 6 = 0,1; с = 0,054 
Верхний участок кривой соответствует знаку плюс, а нижний — знак 
минус перед радикалом в формуле (15.112).

Задаваясь значениями п в интервале 0+6 и беря соответствующие и 
значения т  из рис. 15.57, б, по формуле (15.110) строим зависимое! 
Р Qo = AU со /°0 (Рис- 15.57, в). Из рисунка видно, что в области знач< 
ний Uco/а = 35 -г60 имеется падающий участок, не прикрытый восх< 
дящими участками.

Из рис. 15.57, в видно, что дифференциальная емкость нелинейног 
конденсатора по приращениям постоянных составляющих заряда AQ 
и напряжения ДU r0 на падающем участке зависимости Р Q0 = f (U ( 0

Uсо — ot sh Р Q0 J 0 (у р Qm).

а £  о
нения угла Ф, то, введя обозначения а = — m , 6 =---, $Q0 =t

ш L со L 
PQm = m> получим два следующих уравнения:

a sh я У0 ( j  т )  - £0 =UC0;
Ь2 т 2 + (с(—у ( j  m )ch«- т ))2 = а2.

Решим (15.111) относительно ch п:

(15.1 К 
(15.111

c (- j J\  (.j  т ) )
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отрицательна: См = < О. В соответствии с § 17.2, исследуем, 
Д исо

устойчиво ли будет положение изображающей точки, если она окажется 
иа падающем участке этой зависимости, не прикрытом восходящими 
■етвями. В исходном положении Uco - Е  и среднее за период Т-  1 //
1начение среднего тока /ср = 0. Положим, что Uco получило малое при
ращение &и( 0 > 0 флюктуационного происхождения. Ему будет соответ
ствовать отрицательное приращение заряда ДQc0 ~ С00 AUC0 и отрица
тельное приращение среднего за период тока в цепи
Л/ср = См ----—  < 0. Запишем дифференциальное уравнение для при-

dt d 
ращений постоянных составляющих L —  Д/ср + R Д/Ср + Дкго = 0.

После алгебраизации ему соответствует характеристическое уравне
ние

что свидетельствует о неустойчивости положения рабочей точки на па
дающем участке на рис. 15.57, в. Изображающая точка на этом рисунке 
будет двигаться по штриховой линии. Движение по штриховой линии 
описывает макропроцесс в схеме. Для мгновенных значений тока, 
заряда, напряжений на элементах схемы процесс будет являться непери
одическим. Такого рода непериодические процессы в нелинейных элек
трических цепях переменного тока, причины возникновения которых 
представляются непонятными, в зависимости от степени их упорядочен
ности, условимся называть автомодуляцией, или хаосом. Если высшие 
гармоники в этих процессах в токах и напряжениях будут выражены сла
бо, то такие процессы будем именовать автомодуляцией, если сильно — 
хаосом. Автомодуляцию и хаос можно рассматривать как катастрофу ожи
даемого периодического режима. В иностранной литературе последних 
лет подобные колебания стали называть странными аттракторами (атт
рактор — это путь от одного типа движения к другому*’), самим назва
нием подчеркивая, что природа его непонятна.

Основная причина возникновения такого рода процессов — проявле
ние ряда малоизвестных физических явлений, приводящих к возникно
вению нелинейной неявно выраженной обратной связи, осуществляемой 
в той или иной схеме, чаще всего через взаимодействие гармоник раз
ных частот. При возникновении обратной связи через нелинейное взаи-

’’Термин «странные аттракторы» предложен в 1971 г. Руэлем и Тнксеном в работе, 
посвященной турбулентным движениям в вязкой несжимаемой жидкости при большом 
числе Рейнольдса

L Сй0 Р 1 + R См р + 1 = 0.

Один из двух корней его положителен (т. к. < 0)
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модействие гармоник тока (напряжения) различных частот входная цепь 
(для протекания тока одной частоты) и выходная цепь (для протекания 
тока другой частоты) могут быть либо совмещены, либо быть раздель* 
ными. Выявлению каналов действия такой обратной связи в схемах с 
различными управляемыми и неуправляемыми нелинейными элемента* 
ми посвящено Приложение П10. В нем показано также, в чем отлична 
этих колебаний от автоколебаний в цепях с постоянными во времени 
источниками ЭДС или тока.

§ 15.73. Конвергентные и неконвергентные электрические цепи.
Познакомимся с понятиями конвергентная и неконвергентная электри
ческая цепь, используемыми в литературе. Под конвергентной будем по
нимать цепь, в которой при любых значениях ее элементов, любых на
чальных условиях и любых периодических источниках питания устанав
ливается единственно возможный вынужденный режим работы, период 
которого равен периоду источника питания. Если же в цепи при некото
рых значениях ее элементов возможно существование нескольких различ
ных вынужденных режимов при одном и том же значении входного на
пряжения или тока, либо в цепи возникает нежелательный режим рабо
ты, период которого не равен периоду источника питания схемы, или в 
цепи возникает хаос или автомодуляция, то такая цепь неконвергентна.

Все линейные электрические цепи с неизменными во времени пара
метрами конвергентны. Однако некоторые нелинейные электрические 
цепи с периодическими источниками при определенных значениях пара
метров могут оказаться неконвергентными (примеры см. в § 15.58, 15.60, 
15.69, 15.70 и в Приложении П10).

Неконвергентными при определенных значениях параметров могут 
оказаться и нелинейные цепи, содержащие постоянные во времени 
источники ЭДС или тока. К их числу могут быть отнесены некоторые 
автоколебательные системы, а также цепи, содержащие нелинейные 
резистивные элементы, вольт-амперные характеристики которых имеют 
S- или Л'-образную форму. В ряде автоколебательных систем неконвер- 
гентность приводит к тому, что вместо ожидаемого периодического ре
жима работы в схеме возникают перерывы в работе, биения, автомоду
ляция или хаос. В  системах, содержащих нелинейные элементы с 5- или 
jV-образными вольт-амперными характеристиками, установившийся ре
жим работы схемы может оказаться зависящим от предыстории.

§ 15.74. Дуальные нелинейные цепи переменного тока. Две нели
нейные электрические цепи (схемы) переменного тока условимся назы
вать дуальными, если:

1) каждому независимому контуру исходной схемы, а также области, 
являющейся внешней по отношению к схеме, соответствует узел в ду
альной;

2) независимые контуры составлены так, что каждая ветвь исходной 
схемы, содержащая нелинейный элемент, входит только в один незави
симый контур (не входит в соседние) и является периферийной (пункт 2
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в общем случае необязателен, он имеет существенное значение при рас
чете цепей, если его предполагается провести);

3) образование ветвей дуальной схемы между ее узлами производит
ся так же, как и для линейных цепей (§ 3.44-3.45) — каждому элементу 
исходной схемы соответствует своя ветвь в дуальной;

4) заполнение ветвей дуальной схемы схемными элементами, дуаль
ными элементам исходной, осуществляется по тому же принципу, что и 
в линейном случае с одинаковым масштабным множителем для линей
ных и нелинейных элементов.

Если это будет выполнено, то физические процессы, происходящие в 
исходной схеме по отношению к напряжениям на ее элементах, будут с 
точностью до масштабного множителя сопровождаться аналогичными 
процессами по отношению к токам в соответствующих ветвях дуальной 
схемы.

В качестве примера на рис. 15.58, а изображена исходная схема. В ней 
три ветви и два независимых контура. Она содержит два линейных 
резистора—  R] и R2, нелинейное резистивное сопротивление ли

нейную индуктивность Lj и нелинейный конденсатор с вольт-кулоновой 
характеристикой uC2{q2). Для образования дуальной схемы в каждом 
независимом контуре исходной схемы ставим по точке, обозначив их циф
рами / и 2. Во внешней по отношению к схеме области исходной схемы 
ставим точку и обозначаем ее 0. Эти точки будут узлами дуальной схе
мы, изображенной на рис. 15.58, 6 . Точки / и 0 на рис. 15.58, а соединя
ем тремя штриховыми линиями, проведенными через элементы первой 
ветви, и в дуальной схеме на рис. 15.58, б в эти ветви включаем источ
ник тока нелинейную проводимость /„(ф,) и линейную проводимость 
g,, дуальные элементам первой ветви. Точки / и 2 на рис. 15.58, а со
единяем двумя штриховыми линиями и на рис. 15.58, б в соответствую
щие им ветви включаем линейный конденсатор С3 и источник тока у3. 
Точку 2 на рис. 15.58, а соединяем с точкой 0 тремя штриховыми линия
ми, проходящими через резистор Л2, нелинейный конденсатор, вольт- 
кулоновая характеристика которого uC2(q2). и источник ЭДС е2.

а б
Рис. 15.58
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В дуальной схеме между узлами 2 и 0 включены, соответственно, нсли 
нейная индуктивность, вебер-амперная характеристика которой /0(у ), ли 
нейная проводимость g32 и источник тока j 2. Если направление обхо 
да к контура совпадает с направлением стрелки на источнике ЭДС ещ{ 
то в дуальной схеме ток источника тока должен быть направлен к к-узп) 
если не совпадает, то от к -узла. Чтобы выявить соответствие между эм 
ментами исходной схемы и элементами дуальной, составим уравнения п 
второму закону Кирхгофа для исходной схемы на рис. 15.S8, а (см. урая 
нения (15.113) и (15.114)) и уравнения по первому закону Кирхгофа дл 
дуальной схемы на рис. 15.58, 6 (см. уравнения (15.115) и (15.116)) и ЗЯ 
тем сопоставим их:

ui(*t) + ,i + L3 -(*i-»2) = -е3; (15.113at

~L3 ~ j ( i\ - h )  + ua  ji2 dt + i2 R2 =<?3-e2; (15.114

(Ф]) + Ф| £э! (ф| ~ Ф2) = У| ~ Уз; (15.115at

~ Ci 7t (ф| _(p2) + '°  ({ ф2 J , )  + (P2 £Э2 = Уэ - 72‘ (15-116

При составлении уравнений (15.113) и (15.114) учтено, что /3 = /,-/; 
и что заряд q2 = j i 2 dt. При составлении уравнений (15.115) и (15.116 
учтено, что напряжение на линейном конденсаторе С3 равно ф, -ф2, i 
потокосцепление V нелинейной индуктивности в схеме на рис. 15.58,1 
равно J<p2 dt, поскольку потенциал точки 0 принят равным нулю.

Для того чтобы потенциал точки /, т. е. ср,, изменялся во времени та 
же, как ток а потенциал точки 2 , т. е. <р2, как /2, отношение анало 
гичных слагаемых в уравнениях (15.113) и (15.115) должно быть одина 
ково и равно произвольно выбранному масштабному числу т  (Ом):

/  d  г  ■ \—  (/. -/•>)
Ц|(/|) _ <| /?| _ • dt________ = £ l=£L

'.(ф.) Ф | * Э1 С3 —  (Ф, - Ф г )  _  ^  ^  
dt

= т. (15.117

Отношение аналогичных слагаемых в уравнениях (15.114) и (15.116) так 
же равно т:

Li dt^‘' '2) uC2 (\i2 dt) / д е _ е
---- --------- ж ---------- -----------------= т . (15.118J
-С 3—  (ф ,-ф2) *а ]ф2 > Ф2ЙЭ1 J i  ~ к  

dt
Из (15.117) следует, что ВАХ нелинейного резистора исходной схе

мы Н|(/|) и А ВХ  нелинейной проводимости дуальной схемы /„(Ф|) свя
заны соотношением М|(/,) = т  ie (ф,), причем ординаты А ВХ  /,(ф|)

540



уменьшены в т  раз по сравнению с ординатами ВАХ и,О',). Так, если 
ВАХ исходной схемы соответствует рис. 15.59, а, то АВХ /,(ф,) дуаль
ной схемы соответствует рис. 15.59, 6 (т  взято равным 10).

и, В /.А чп, В

2- S ' 0.2- 2 J  0.2

I- /  0.1 I
У  0.1

1 2 /|, А 1 2 U ,B 1 2 </1, Кл
а б в

Рис. 15.59

Из (15.118) следует, что вольт-кулоновая характеристика uc2(q2) 
нелинейного конденсатора исходной схемы связана с ампервеберной 
характеристикой /0(ф) нелинейной индуктивности зависимостью 
и(2 (Я2) = т , а(Ч>) (см. рис. 15.59, в и г).

Вопросы для самопроверки

1. Охарактеризуйте известные вам типы нелинейных резистивных, индуктивных и 
емкостных элементов. 2. Как понять выражение «нелинейные элементы являются генера
торами высших гармоник тока (напряжения)»? 3. Какие преобразования можно осуще
ствить с помощью нелинейных электрических цепей? 4. Какие физические явления могут 
наблюдаться в нелинейных и не могут в линейных цепях с постоянными параметрами'’ 
5. Как из характеристик для мгновенных значений можно получить ВАХ для первых гар
моник и ВАХ для действующих значений величин? 6. Проанализируйте зависимость ин
дуктивного сопротивления для нелинейной индуктивной катушки от амплитуды приложен
ного напряжения при неизменной частоте и. 7. Качественно начертите семейство ВАХ уп
равляемой индуктивности и управляемого нелинейного конденсатора и сопоставьте их. 
8. Чем объяснить, что ВАХ управляемой нелинейной индуктивности (см. рис 15.15, б) 
имеют насыщение по напряжению, а ВАХ управляемого нелинейного конденсатора (см. 
рис. 15.15. в) —  по току? 9. Чем можно объяснить, что постоянная составляющая заряда 
Q0 на нелинейном конденсаторе зависит от амплитуды Qm первой гармоники заряда? 
10. Начертите схемы замещения электронной лампы и биполярного и полевого транзис
торов для малых переменных, составляющих. I I .  Охарактеризуйте основные положения 
известных вам методов расчета периодических процессов нелинейных цепей. 12. Сфор
мулируйте условия нахождения моментов времени открытия и закрытия диодов 13. По
кажите, что для перемагничивания сердечника нелинейной индуктивности от до
+Ч<„ под действием напряжения и(г) необходимо выполнить условие 2ч>„ = £'u(/)d/, 
а для перезарядки нелинейного конденсатора от -q„ до *qm под действием протекаю
щего через него тока /(/) необходимо выполнить условие 2qm = Q i(t)d t. где — 
амплитуда потокосцепления: q„ —  заряд, г, — время перемагничивания (перезарядки).
14. Что понимают под автоколебаниями? Как выявить условия, когда они возникают?
15. В чем причина возникновения субгармонических колебаний? 16. В чем причина воз
никновения автомоауляции? 17. В чем отличие субгармонических колебаний от автомо- 
дуляцнонных? 18. В чем принципиальное отличие феррорезонанса напряжений и токов от 
соответствующих резонансов в линейных цепях? 19. При каких условиях в электричес
ких цепях могут возникать триггерные явления'’ 20. Возможны ли триггерные явления в 
схеме (см. рис. 15.43, в), если источником питания схемы будет не источник ЭДС, а 
источник тока? 21. Можно ли ожидать возникновения триггерных явлений в схеме
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(см. рис. 15.45, а), если на входе ее будет источник ЭДС? 22. Что понимают под чаоК 
ными характеристиками нелинейных цепей? 23. Чем принципиально отличаются чвсп 
ные характеристики нелинейных цепей от частотных характеристик аналогичных лии< 
ных? 24. В чем сходство и в чем различие в построении векторных диаграмм по перЦ 
гармоникам дл* линейных и нелинейных цепей1 25. Дайте определение понятий «инд) 
тивность рассеяния», «намагничивающий ток», «ток потерь». 26. Постройте вектори 
диаграмму трансформатора со стальным сердечником при активно-емкостной нагруи 
27. Составьте алгоритм расчета нелинейной цепи с учетом первой и одной из высших П 
моник 28. К нелинейному резистору с симметричной характеристикой приложено пери 
дическое напряжение без постоянной составляющей. Можно ли утверждать, что протан 
юший через него ток не может содержать постоянную составляющую? 29. Электричес* 
цепь без потерь состоит из последовательно соединенных линейной индуктивности 
и нелинейного конденсатора, кулон-вольтная характеристика которого описана выражен! 
ur  = a sbbq. Вывести формулу для угловой частоты свободных колебаний ю0 в цеп» 
полагая, что при / = 0 ток / = 0, а заряд q равен q(0) (О т *«I

г*|'н.

со0 = ■■ £ — где К  —  эллиптический интеграл первого рода.) 30. Решщ
' 1 ch*q{°)

2
задачи 109; 10.10; 10.20; 10.23; 10.37; 1038; 10.39; 10.41; 10.48; 10.58, 10.61.



fauna шестнадцатая 
ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
Н НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ

§ 16.1. Обшая характеристика методов анализа и расчета переход
ных процессов. Методы анализа и расчета переходных процессов в 
Нелинейных цепях могут быть классифицированы:

а) по виду основных операций, которые необходимо выполнять для 
интегрирования нелинейных дифференциальных уравнений, — на гра
фические (графоаналитические) и аналитические;

б) по характеру величины, для которой производится расчет (по мгно- 
»енным значениям токов и напряжений), по мгновенным значениям оги- 
5»ющих токов и напряжений (их первых гармоник) либо по мгновенным 
жачениям медленно меняющихся средних за период внешнего воздей
ствия значений.

Под графическими (графоаналитическими) понимают такие методы, 
> которых основными операциями при определении зависимости от вре
мени искомых токов и напряжений являются графические построения, 
нередко сопровождаемые и некоторыми вспомогательными числовыми 
подсчетами.

В графических методах характеристики нелинейных элементов обыч
но не требуется выражать аналитически (см. § 16.2 и 16.3).

Аналитическими называют такие методы, в которых основной опера
цией при определении зависимости искомых токов и напряжений от вре
мени является точное (приближенное) интегрирование дифференциаль
ных уравнений цепи, с использованием аналитических выражений харак
теристик нелинейных элементов.

Рассмотрены следующие аналитические методы:
1) метод интегрируемой нелинейной аппроксимации (см. § 16.3);
2) метод кусочно-линейной аппроксимации (см. § 16.4);
3) метод медленно меняющихся амплитуд (см. § 16.6);
4) метод малого параметра (см. § 16.7);
5) метод интегральных уравнений (см. § 16.8).
Графические методы (§ 16.2 и 16.3) имеют следующие преимущества 

перед аналитическими:
а) нет необходимости выражать характеристики нелинейных элемен

тов аналитически, что позволяет избавиться от погрешностей, связанных 
с аналитическим представлением характеристик;

6) простота учета гистерезиса и других сложных нелинейных зависи
мостей.

В свою очередь, аналитические методы также имеют перед графиче
скими преимущества. Из них основным является то, что они дают воз
можность получить решение в общем виде, а не для какого-то одного 
конкретного сочетания параметров. Получить решение в общем виде
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желательно потому, что анализ его позволяет выяснить все особенной 
процесса при изменении всех параметров.

Как упоминалось, все методы расчета могут быть подразделены над| 
подгруппы:

1) расчет по мгновенным значениям токов и напряжений;
2) расчет по мгновенным значениям огибающих токов и напряжем*
Расчет по огибающим важен тем, что он дает возможность, не вдШ

ясь в мелкие детали процесса внутри каждого периода действующей] 
схеме периодической ЭДС (внутри каждого периода автоколебаний в Ц 
токолебательной системе), судить о макроструктуре процесса. Он воми 
жен не только для нелинейных цепей, он представляет существенна 
интерес и для линейных цепей.

Точность расчета по огибающим уступает точности расчета по мги 
венным значениям. Однако возможность судить о макроструктуре пр 
цесса часто является решающим фактором.

Там, где это необходимо, целесообразно дополнять расчет по огибш 
щим расчетам по мгновенным значениям. Метод расчета по огибающп 
представлен методом медленно меняющихся амплитуд (см. § 16, 
и 16.13). Остальные методы относятся к подгруппе расчета по мгном| 
ным значениям.

Теория переходных процессов в электрических цепях с управляем! 
ми нелинейными индуктивными, емкостными и резистивными элем«| 
тами, а также в электромеханических системах и цепях с управляемым 
источниками с учетом их нелинейных и частотных свойств рассмотрен 
в § 16.9-16.13.

§ 16.2. Графический метод, основанный на разделении переме» 
ных. Метод применим к нелинейным электрическим цепям, описыв» 
мым дифференциальными уравнениями первого порядка, допускающи 
разделение переменных. Последняя оговорка свидетельствует о том, 41 
метод применим к цепям постоянного и, как правило, неприменим к ш 
пям переменного тока. Основные этапы и последовательность расче1 
проиллюстрируем на примере.

Нелинейный конденсатор через резистор подключаете* к источнику ЭДС 
(рис. 16.1, а). Кулон-вольтная характеристика (К В Х ) конденсатора задана графичеы 
(рис. 16.1, б). Полагая, что в схеме нулевые начальные условия, построить кривые изм 
нения заряда qy напряжения на конденсаторе и,- н тока / в функции времени. Состмк 
дифференциальное уравнение:

(16.

Разделим переменные.

dq
d i - R -----  или dl = R F(q )dq ,Е-ис (16.

где

F(q) = E - u c (q) (16.
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я F Я

2

3

Рис. 16.1

Для построения кривой F(q) используем КВХ  (рис. 16.1. «У 
Левую часть уравнения (16.1, а) проинтегрируем по / от 0 до текущего значения I, а 

1ряаую — по 17 от q - О до текущего значения q. В результате получим

Графически подынтегральное выражение F(q )dq  представляет собой заштрихован
ную площадку (рис. 16.1, в).

Кривая / на рис. 16.1, г качественно представляет собой зависимость q от I. С  помо- 
Ммо кривой q = f ( t )  и К В Х  нелинейного конденсатора строят зависимость uc (t) 
кривая 2). Ток в цепи для произвольного момента времени определяется по формуле
I • (U  - «(•)/R (кривая 3).

§ 16.3. Метол, основанный на полсчете определенного интеграла
Ю формуле трапеций. Если интервал интегрирования b-a а опреде-ь
i c h h o m  интеграле jy(x) dx разбить на п равных частей и обозначить

течения функции у(х) через У0,У1,У2<- - ПРИ х0 = а, Xi=a + h, 
= а + 2 h... соответственно, где h = (b -a )In , то

Рассмотрим идею метода (предложена в 1916 г. русским инженером 
3. Волынкиным) на примере цепи, приведенной на рис. 16.2, а. Цепь 
одержит источник ЭДС e(t), нелинейную индуктивность, резистор R. 
(ависимость потокосцепления ч/(/) нелинейной индуктивности задана

(16.4)
о

а

а 6 в г д

Рис. 16.2
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графически — кривая на рис. 16.2, б, начальные условия полагаем нуле
выми, т. е. /(О) = 0, ц/(0) = 0. Составим уравнение

dfvy / dt + R i = e(t). (16.6)
Разделим текущее время t на равные промежутки х {1 = п т), тогда вме

сто (Ь-а)/2п  в(16.5)будем иметь (и т — 0) / 2 п = т/2. Последователь
но проинтегрируем уравнение (16.6) сначала от ( = 0 до f = т, затем от
1 = 0 до / = 2 т и т. д., каждый раз используя формулу трапеций. Для 
первого интервала

т ' V тц/| + R ji dt - je(t) dr, y d t -  — i\.
0 0  0

Следовательно,

У| +” Ti =)e(t)dt.
1 о

Для t~  2 т
2 t 2 x  T

y 2+ R (/ dt = fe(/) J( Л  = - (2  'i +'2)- 
o o о

Поэтому для / = 2 т

/? r
vy 2 ■+-----h -  J e (0  dt - R  т i\ ■

2 о
При t = nx

+ ~  i„ = fe(0 dt - R т £  i*. (16-7)
2 0J * . i

Формула (16.7) позволяет последовательно определить ......
В  ее левую часть входят неизвестный ток /„ и соответствующее ему

П - \

потокосцепление \у„, а значение £/* в пРав0Й час™  извес™ ° п0
*« i

результатам расчета за предыдущие интервалы времени. 
Последовательность расчета следующая: лт
1) по заданной e(t) подсчитываем значения функции je (0  dt для раз-

о
личных я;

2) на рис. 16.2, б проводим прямую (95 под углом а к оси аосцисс, 
тангенс которого равен ' где т, и -  масштабы по осям / 
и у;

3) значения тока /, и потокосцепления vy, к конц}/ первого интерва
ла времени определим исходя из (16.7) по величине \e{t)dt. Эта вели
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чина в масштабе потокосцепления должна быть равна отрезку BD  на 
рис. 16.2, б. Отрезок ВС  будет равен ц/,, а отрезок CD —  значению 
R т- у/ ,. Ток /| равен отрезку ОС;

4) ток /2 к концу второго интервала времени и значение yi2 находим 
аналогично: по (16.7) подсчитываем правую часть (она теперь равна
2 т
|е(/) dt- Rx /,) и перемещаем отрезок, равный правой части, параллель

но оси ординат так, чтобы один его конец оказался на кривой vу(/), а 
другой —  на прямой OS. Далее определяем значения /3 и к концу

третьего интервала, когда правая часть (16.7) равна je(t) dt- Rx(ix + /2)
и т. д. 0

Применим рассматриваемый метод к расчету переходного процесса 
в цепи, приведенной на рис. 16.2, в, при нулевых начальных условиях 
/(0) = v(0 ) = 0. К источнику ЭДС e(t) подключается цепь, состоящая из 
нелинейной индуктивности с известной у(/), и нелинейный резистор, 
ВАХ и(0 которого изображена на рис. 16.2, г. Уравнение цепи

+ ы(/) = е(/) проинтегрируем по / от 0 до t - п т. Учтем, что
dt

п X
|м(/) dt = J  (2 «(/,) + 2 u(i2) + ... + 2 u(i„_,) + u(i„ )) 
о 2

и получим формулу, аналогичную (16.7):

L 0 *-l 
Последовательность расчета по формуле (16.8) такая же, как и по 

(16.7), с тем отличием, что вместо прямой — R i (OS на рис. 16.2, б) на
х

рис. 16.2, д надо нанести кривую — и(/).
Применение метода к цепи второго порядка с тремя разнохарактер

ными нелинейными элементами рассмотрено в [24].

§ 16.4. Расчет методом интегрируемой нелинейной аппроксима
ции. Данный метод основан на аппроксимации характеристики нелиней
ного элемента такой нелинейной функцией, которая, во-первых, дос
таточно точно отображает его характеристику в предполагаемом интер
вале перемещения изображающей точки по ней и, во-вторых (и это 
главное), дает возможность точно проинтегрировать уравнение в извест
ных функциях.

Ценность метода заключается в том, что в результате интегрирования 
получают зависимость исследуемой величины от времени и всех пара
метров схемы.
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ИЛМетод применим к дифференциальным уравнениям первого nopi 
а также к уравнениям, сводящимся к уравнениям первого порядка 
замены переменных.

Пример 161. Определить закон нарастания ко времени тока при замыкании клюЧЙ 
схеме (рис. 16.2, а). Зависимость тока от потокосцепления V выражена формулой 
В  схеме нулевые начальные условия.

d\n j\ti
Р е ш е н и е .  Из уравнения цепи — - + R i = U  следует, что dt ----- -— . Вынесем |

dt U - R i
:v/ 

d , . l-R L-ky*
где /у =У/Я.

Обозначим 1у - а2 и заменим к у 4 на ц/f; d\\> на rfvy, / V*. В  результате получим

л .  ' ' =-Lf ' +
R ifk о2 -V ? 2а[о-\|/? fl + V?

i+j/777
— — --=■ 0,5 In— + arctg ifiJT
2 ly Vk  ̂ 1-̂ /7777 .

С помощью (16.9) можно определить время, которое необходимо, чтобы отношен! 
/7/у достигло заданного значения.

§ 16.5. Расчет методом кусочно-линейной аппроксимации. При рт 
чете этим методом осуществляется замена характеристики нелинейно! 
элемента отрезками прямых линий, что позволяет перейти от нелине! 
ного дифференциального уравнения к нескольким линейным уравнен! 
ям, отличающимся друг от друга лишь значениями коэффициентов.

Каждое из линейных уравнений справедливо для того интервала вр< 
мени, в течение которого рабочая точка перемещается по соответствуй 
шему линеаризованному участку. Метод применим к цепям, содержащи 
источники постоянной и (или) синусоидальной ЭДС, а также к цепя 
первого и более высоких порядков.

Для сложных нелинейных цепей с источником (источниками) син} 
соидальной ЭДС основная трудность расчета данным методом заключ) 
ется в определении постоянных интегрирования, исходя из законов кок 
мутации и времени работы на каждом линейном участке. В сложны 
цепях неизвестные находят обычно из трансцендентных уравнений, ча< 
то применяют ЭВМ . Впервые идея этого метода была высказана росси! 
ским физиком Н.Д. Папалекси в 1912 г.

Рассмотрим основные этапы расчета на простейшем примере.

Пример 162. Конденсатор емкостью С заряжается через HP от источника постоям» 
го напряжения U (рис. 16.3. а). Определить закон изменения тока в цепи при зарядке.

Р е ш е н и е .  ВАХ  HP заменим двумя отрезками прямых линий (рис. 16.3, б). Пус 
на участке от / = О до i «= /, uHP = к2 I, где иw  —  напряжение на нелинейном резист 
ре; *2 —  коэффициент. На участке / > /, uHP = U 0 + 1.

Размерность коэффициентов *, и к2 соответствует размерности сопротивления.
уравнение цепи и(- +иНР=С/ вместо и(- подставим — jid t ,  заменим иИр для перво 
участка на U 0 +*, /. а для второго —  на к2 /. ^
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При зарядке конденсатора ток постепенно уменьшается от максимального значения до 
Куя». Поэтому изображающая точка перемешается сначала по первому участку, а зятем по 
Иорому.

Для первого участка — J/ dt + UQ + i = £;
I ^

для второго — 11 dt + *2 1 - £•
Для первого участка / = + iCJ = 0+ Л, c '" 1' ( .
Постоянную интегрирования А, найдем из начального условия: / » 0, и(- = 0. Поэто

му Uo + *| /(0.) = Е  и /(0,)ш Л, = (E - U 0)/*i. Следовательно, при работе на первом уча- 
втке

Пусть при / */, ток / = /,. Подставим я (16.10) /, вместо / и /, вместо / и решим 
полученное уравнение относительно <|:

При работе на втором участке i = a} c ll< , причем Л2 В '|-

§ 16.6. Расчет переходных процессов в нелинейных цепях методом 
переменных состояния на ЭВМ . Рассмотрим методику расчета, исполь- 
|уя понятия дифференциальной индуктивности индуктивной катушки

■о конденсатора.
Если вебер-амперная характеристика нелинейной индуктивности

Пример 163. Составить систему уравнений по методу переменных состояния для схе
мы (рис. 16.4) при нулевых начальных условиях и указанных на рисунке положительных 
направлениях отсчетов токов и напряжений.

(16.10)
*i

(16 I I )

/ = a shp ф, то £диф(0------г Если кулон-вольтная характери-
I + (//а)2

стика конденсатора ис = ash bq, то ) =



Р е ш е н и е .  Из уравнения i, - /2 + i} следу 
ис dq duc  ис  _ duc  ..Из уравнен

+ «<• = £■ имеем
■ • -  “ С</ч/

17

Рис. 16.4 dw di d i
~d7~dJ + UC = ИЛИ д̂нфО) — +

Искомая система уравнений:

^ < 1 - ------!---- „ г + ---- !----/ + О • £; (16.1
<// ЯСд„ф(иг ) '̂диф(̂ С’)

— =— ?— и(-+0-/+— !— е . (16.1
dl  ^-диф(0 ^-дифМ

Значения £диф(|) и Санф(и(-) на (А + 1)-шаге интегрирования подсчитывают по 31 
чениям I и и(. на 4-м шаге.

§ 16.7. Метод медленно меняющихся амплитуд. В электро- и ради 
технике для расчета переходных процессов широко применяют мет 
медленно меняющихся амплитуд. Этот метод был предложен в 1921 
голландским ученым Ван-дер-Полем.

Рассмотрим основы этого метода на примере нелинейной цепи вт< 
рого порядка, находящейся под воздействием периодической возмущ; 
ющей силы.

Пусть уравнение этой цепи записано следующим образом:

7+ /(дг) —  + o)q дг = A sin со /. (16.Ud х .. . dx ?

Под действием периодической силы с частотой со в цепи устанавли 
вается вынужденное колебание, первая гармоника которого имеет частот; 
со. Полагаем, что высшие гармоники выражены слабо.

Искомая функция x(t) может быть представлена как

jt = asinto/ + fccosco/, (16.15,
где а и Ь — медленно меняющиеся во времени амплитуды искомого ко
лебания.

Медленность изменения а и b во времени определяется тем, что их 
производные по времени являются величинами первого порядка малости 
по сравнению с произведениями со а и Ь со:

da db
—  « с о  а, —  « с о  Ь. (16 .16 )
dt dt

Если это учесть, то, вместо того чтобы взять



можно в первом приближении принять

—  » а и> cost-bo sin /• (16.18)
dt

Аналогично, вместо того чтобы вторую производную брать в виде

d2x -> 7 da . db— г- «-со a sin со /-со £ cos со/-«-cocos со/—— cosmco/ — + 
dt2 dt dt

d2a d2b da db
+ -----r-  S inff l /  +  — r - c o s c o /  + +co cos  со/ —— со sin  со/ — ,

dt2 dt2 dt dl

пренебрежем в ней слагаемыми второго порядка малости (учтем, что

^ Ц -«  со—  и а ~ « ~ )  и оставим слагаемые первого порядка 
dt2 dt dt2 dt 

малости. В результате получим

—~Y * а + 2 со sin ш / +^-6)2 b + 2 со costa t. (16.19)

Обратим внимание на то, что слагаемые первого порядка малости ос
тавлены в выражении для d2x/di2 и их не учитывают в выражении для 
dx! dt. Объясняется это тем, что исследуемая цепь обладает малыми 
потерями, поэтому амплитуда второго слагаемого левой части (16.14) от
носительно мала по сравнению с амплитудами первого и третьего слага
емых левой части (16.14).

В функцию f (x )  вместо х подставим (16.15) и разложим / (* ) вряд 
Фурье. Затем умножим ряд Фурье, которым выразилось / (*), на dx! dt 
(на правую часть (16.18)). Таким образом,

f (x )  —  = F0 (a, b) + Ft (а, b) sin со / + F2 (a, b) cos со I +
dt (16.20)
+ Fy (a, b) sin 2 со / + F4(a, b) cos 2 со / +....

Так как расчет ведется по первой гармонике, то постоянной состав
ляющей F0(a,b) и высшими гармониками ряда Фурье (F3(a, b), F4(a, b) 
и др.) в дальнейшем пренебрегаем.

В (16.14) подставим правую часть (16.19) вместо d x/dt ,
Fi(a,fr) sin со / + F2(a,b) cosco / вместо f (x )d x ld t  и Wo(asinco/ + 
+bcosot) вместо coq x.

Тогда (16.14) можно разбить на два уравнения. Одно из них (уравне
ние (16.21)) будет выражать собой равенство коэффициентов при cosco/ 
в левой и правой частях (16.14), другое (уравнение (16.22)) равенство
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-2 со —  + /г)(а,6) + а((»о -ш2) = А; (16.2))’dt

2 со —~+ F7{a,b) + b -ш2) = 0. (16.22)at

Система уравнений (16.21) и (16.22) представляет собой два совмес 
тных дифференциальных уравнения, составленных относительно мгно 
венных значений медленно меняю щ ихся амплитуд а и Ь.

В общем случае решение этой системы может проводиться методои 
малого параметра или методами численного интегрирования. В частно» 
случае, когда внешняя периодическая сила равна нулю (-4 = 0) и функ 
ция Fi (a,b) = 0, система сводится к одному дифференциальному урав 
нению первого порядка

= ~  (* = 0)- (>6-23dt 2со

Ранее были рассмотрены основные этапы перехода от дифференци 
ального уравнения для мгновенных значений (уравнение (16.14)) к диф 
ференциальным уравнениям для медленно меняющихся амплитуд 
Метод применим и к уравнениям более высоких порядков.

В заключение необходимо отметить, что если максимальное значени* 
слагаемого /(х ) dx/dt в (16.14) (и подобных ему), выражающее собо! 
падение напряжения в активном сопротивлении контура (контуров) 
соизмеримо с максимальными значениями остальных слагаемых (16.14) 
то в выражении dx/dt должны быть сохранены слагаемые первоп 
порядка малости, которыми ранее пренебрегли. Огибающая колебани! 
определяется уравнением

коэффициентов при sinm t в левой и правой частях (16.14):

f ( t )  = 4 c\ t) + b\t).

Пример 164. Определить закон нарастания амплитуды напряжения на сетке в лампо 
вом автогенераторе (рис. 16.5).

Р е ш е н и е .  В соответствии с обозначениями на рис. 16 5 составим уравнение по его 
рому закону Кирхгофа для сеточной цепи:

и.

, d i , . d i ,  „  .L - М + R t + U(' 
dt dt '

, dur

■ 0. (16.24

Подставим в него t = С  . Получим

L С d’Uf
~d?~ o.di di

Анодный ток i, выразим через напряжение cei 
ки (см. (15.39)): /, = ft0 + а‘ ис  - Ь и}-.
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Ho » (в' - 3 Ь и2) Подставим в (16.24): 
<// dt at

L C ^ -  + (RC-a' М + ̂ ЬМ и })^ -  + ис =0.
dt2 V A

Поделим последнее уравнение на L C  = \lu>o, где ш0 — угловая частота автоколеба
ний, н обозначим

* = (16.25)
1 /.С 2 М a’-RC

Получим

Примем

(I - А2 и2) ^ -  + о>о ис  =0. { 16.26)
d r  dt

Тогда

г—  ) t/jr d 2u(■ 1 d2xxmacfy ,: —  = _ _ ;  -7^ - 1 Гг7 7 -

~ - k i ( \ - x 2) ^  + a \ x  = 0. (16.27)
<//2 dt

Множитель — A, (1 — x2) и представляет собой функцию f(x )  уравнения (16.14). Так 
как на систему не действует внешняя периодическая сила и частота автоколебаний равна
ы0, а не ш, то примем

Г — П <in (Лт. /
dt
dx;r = asino)0 f. — * а u>0 coso)0 /. (16.28)

d2x da— r i 2 o 0 — cosa>0/-«o asinojo I. (16.29)
d r  dt

Подставим (16.28) и (16 29) в (16.27) н учтем, что

sin2 ш0 I со4ы0 / = 0.25 (cos<o„ / - cos3 w0 0 = 0;

2 сз0 cosw0 t —  -аи>1 sina>0 г + a о>| sinio0 l - a u>0 cosg>o 1 + 
dt

+ 0.25 i ,  <ii0 a 1 (cos<i)0 / -cos3io0 /) = 0.

Так как расчет ведем по медленно изменяющейся по амплитуде первой гармонике, то 
слагаемое с cos3 м0 / не учитываем. Следовательно,

2 — • - а  к, (1 - 0,25 а2). (16.30)
dt

Введя новую переменную у  = 0.25а2, получим

^ - • к ху (\ - у \  (16.31)
dt

Уравнение (16.31) —  это уравнение с разделяющимися переменными 

с d v Vк 1 - I--- :-- _ *. г = —1пС70 -► In—=г-—,
J . V ( l - y )  1 l - y
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где 1пС0 — постоянная интегрирования:

1 + С0 е*1' 1 + С, е 4|' ’

С, =1/С0; а = 2 ^  = 2x = asina)0 / - sin ш0 Л

Амплитуда напряжения на конденсаторе изменяется во времени следующим обраюМЦ

Постоянную интегрирования С, определим по начальному значению. Если при /■ О

§ 16.8. Метод малого параметра. Нелинейные дифференциальны! 
уравнения иногда решают путем последовательных приближений, пред* 
ставляя искомую величину х в виде ряда по степеням некоторого коэф< 
фициента и, который называют малым параметром-.

где х0—  решение уравнения нулевого приближения (последнее получакя 
из исходного, полагая, что все нелинейные члены в исходном уравнени» 
отсутствуют); х, —  решение уравнения первой поправки, которая учиты 
вает влияние нелинейных членов в первом приближении; х2 — решени< 
уравнения второй поправки и т. д.

Если исходное уравнение является дифференциальным уравнение!* 
второго или более высокого порядка, а принужденный режим представ 
ляет собой колебательный процесс, то квадрат угловой частоты перво! 
гармоники со2 или первую степень ш также разлагают в ряд по малом} 
параметру:

где и2—  квадрат угловой частоты в нулевом приближении, когда всем! 
нелинейными членами пренебрегают; ц /j — поправка первого прибли 
жения, вызванная нелинейными членами уравнения; ц2 /2 — поправю 
второго приближения, и т. п.

Последовательность решения рассмотрим на двух примерах.
1. При х(0) = 0 решить уравнение

Uс  - U d 0.), то
4 a 'M - R C  

Ul-{ 0„) 3 ЬМ
Мгновенное значение напряжения на конденсаторе

Ис * Uс sino)0 I. (16.33]

(16.34;

О)2 = ©о + и А + й2 h  •

(16.35
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К такому уравнению, например, сводится задача о переходном процессе в цепи, со- 
ичшсй из нелинейной индуктивности с нелинейной ВАХ и линейного резистивного со- 
|мггнвлення при подключении ее к источнику постоянного напряжения и при квадретич- 
ой аппроксимации зависимости потокосцепления от тока.

Линейные члены уравнения переносим в левую часть, а нелинейные, умножив на не- 
шпрый малый параметр м.—  а правую (в примере ц = I):

— -1 = -цх5. (16 36)
d I

Представим решение (16 35) в виде ряда по степеням р :

х = х0+цх|+р2 х2+ .... (16.37)

Подставим (16.37) в (16 36):

^ 2 - + ц ^ т !- + И 2 ~ . - \  = ~^Хо - м 2 2 х 0 х, - ц 5 (х,2 + 2 х 0 х 2). (16 .38 ) dt dt at
Из (16.38) образуем систему уравнений, приравняв члены левой и правой частей его 

при одинаковых степенях ц :

--1 = 0 — уравнение нулевого приближения; (16.39)
dx0
dt 

d х
= -хо —  уравнение для первой поправки; (16.40)

^ = -2 х0 Х|—  уравнение для второй поправки. (16.41)
d t

Проинтегрируем (16.39): х0 =/ + С0
Постоянную С0 = 0 определили из начальных условий.
Подставим хо = I в уравнение (16.40) и проинтегрируем его:

,}
x( = - i-  + C,.

1}
Для первой поправки начальные условия также нулевые, поэтому С| = 0; х, - —— 

Подставим значения х0 и х, в (16.41):

d x , _ 2 1* _ i i l + c  с  - о
dt 3 ' *г 15 2' 2

В соответствии с (16.37)

21х - 1---+--- . (16.42)
3 15

Аналогично можно было бы получить и последующие члены ряда (16.37). Так как 
уравнение (16.35) имеет точное решение х *  thг. то, взяв в разложении th/ три первых 
члена ряда, можно убедиться, что они совпадают с правой частью (16 42).

2. Решить уравнение для лампового генератора (вывод уравнения см. в примере 164) 
при начальных условиях х(0) = А0 х '(0)« 0:

(1-х2) “  + шо х = 0. (16.43)
d t 1 dt

Коэффициент *, при нелинейном члене в дальнейшем будем считать малым парамет
ром и обозначим м. В соответствии с предыдущим

О)- =ш0 + ц/, +ц /2+....
x; x0; , W x J+ .., (1644)
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В уравнении (16.43) вместо х подставим правую часть (16.44) и ш2-ц / ,-ц 2 /2 вм
сто со;

х0 d 1 х| г d 1 х2 /, 2 о
~ 7 T ' + ^ ' T j  +м’ Т г  - ^ 0 - (*o + »»* i *2 +•••) ) - 7 Г  + ‘Х-7 Г  +"  A 2 rf/2 I  d t d t (164J;

+ ц2 ^ -  + . . . j  + ((02 - ц / ,  - ц 2 / 2)(х0 + М |  + м2 х2 +...) = О

Образуем из (16.45) три уравнения, соответствующих и в нулевой, первой и второ! 
степенях:

di
---f  + co|xo =0; (16.46
d t1

~ Т ~  + w2 x, = (I - *o) ~~r*~+ *o/i; (16.47d/2 dt

x2 = ( l- x 2) ^ - 2 x 0 x, x, +/2 x0. (16.48
<//' o f a/

Проинтегрируем (16.46): x0 - cosajf.
Подставив x0 в (16 47) и учти, что sina cos2 a  = 0,25 sina + 0.25 sin3 а, получим 

d 2 x---r^ + «о2 x( = -to A0 (1 -0,25 Лд ) sinu> t + A0 /i cosm I +
d ‘ (16.49

+ 0,25 <o Ao sin 3 to /.

Уравнение (16.49) можно трактовать следующим образом- на колебательный LC-кон 
тур без потерь (левая часть уравнения (16.49)) воздействуют вынуждающая сила с угло 
вой частотой <о, равной собственной частоте колебательного контура, и сила с углово! 
частотой, в три раза большей

Известно, что если подключить колебательный iC -контур, имеющий активное сопро 
тивление R -* 0, к источнику синусоидальной ЭДС Ет  sin со I при оговоренных условиях 
то амплитуда тока в цепи будет нарастать до бесконечности. Действительно,

£ £
' - ' т  +,м =—— sin to /---— е sin(io/ + v).р R R

При Л-»0 v -»0 и5 = /?/<2 L )  ->0.
Разложим с ’6' в ряд и. учитывая малость 6, возьмем два первых члена ряда. В ре

£
эультате получим i * 1 sin w 1

Такие члены в решении дифференциальных уравнений, амплитуды которых нараста 
ют теоретически до бесконечности при увеличении времени t, называют вековыми. Пр| 
дальнейшем решении уравнения (16.49) необходимо помнить о том, что амплитуды веко 
вых членов должны оказаться равными нулю при любом I > 0

Р е ш е н и е  (16 49) запишем следующим образом:

х, = Л, sin (о I + В 1 cosco / + (С, sinco t + О, cosco /) / +
-. . .  , (16.50■*- £, sin 3 m / + F, cos 3 ш /.

Первое и второе слагаемые представляют собой полное решение однородного уравне 
ния; четверггое и пятое — частное решение неоднородного уравнения. Третье слагаемо! 
представляет собой вековой член. Его можно было бы не вводить в дальнейшие выкладк' 
по определению коэффициентов А, , Й,, £,, F] , С |, О ,, однако введем его, чтобы показать 
что его присутствие выкладкам не помешает.
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Дважды продифференцируем (16.50) по времени:

.rf = -A, ai2 sin<o/- Д, ш2 coswf+C, т с osa>/-D, wsiп и (  +

+ со(С| cosu) I + Dj sino> /) — / ш2 (Cf sino) / + D, cosaw)-9 to2 E, sin3 at I-  (16.51) 
-9o>2 F | cos 3<o/

Подставим (16.50) и (16.51) в (16.49), выделим из левой и правой частей (16.49) сла
гаемые соответственно с sin©/ (формула (16.52)), coscof (формула (16.53)), sin3о / 
(формула (16.54)), cos3a>r (формула (16 55)):

D, =0,5 А0 (1-0,25 A q ) ,  <16 52>
2шС, = /<(,/,; (16 53)

— 8 со2 = 0,25 о) Aq, (16.54)
8 со2 F, =0 (16.55) 

Слагаемые (16.49) с вековыми членами дают нуль:

/ (C| sinwf + D, cos<or)(co2 -ь>2). (16.56)
Используем также заданные начальные условия для определения Л,, В,, С,, D,, £ (, F,. 

Так как начальные условия уже были удовлетворены при определении х0> то для всех 
последующих приближений начальные условия нулевые. Имея это в виду, из (16.50) на
ходим х, (0 )»  + F, = 0.

В соответствии с (16.55) F, =0, поэтому В, =0. Из уравнения (16.50). используя ус
ловие х\ “  0, получим

to Л, + О, + 3 w f| =0.

Но Dt и F, известны из (16.50) и (16.54), поэтому

Л|=-3 £,= — <32 со
Поправку на угловую частоту /,, а вместе с тем и значение Аа найдем исходя из того, 

что амплитуда векового члена должна быть равна нулю при любом / > 0. Отсюда С, = 0
и О, = 0

Из (16 53) следует, что у, = 0. а из (16.52) — что А0 = 2:

3 А*А.= ----Aq, В 1=0. С| *  D| = 0, £[ = - -- , F\ « 0. со^со,).
32о 32ш

Ограничившись первым приближением и перейдя от ц к А,, получим

I 3 3 Aq - Iх = х0 + Jt, = A0 cosu l + к| I ----A0 sinoo l - — —  Sin3 (о ( I
^32 w 32и

Первое приближение привело к изменению амплитуды первой гармоники с Ло = 2 до

„ ,  I, f  0,75 А .)2 -4o = 2 JI+ l — — И  и к появлению третьей гармоники.

Угловая частота первой гармоники в первом приближении не изменилась и равна 
угловой частоте <о0 нулевого приближения Аналогично производится и второе приближе
ние. Однако каждое последующее приближение по сравнению с предыдущим более тру
доемко.

В основу данного метода положены работы французского математи
ка Пуанкаре по небесной механике. Метод называют методом малого 
параметра, потому что в нем выполняют разложение решения в ряд по
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степеням малого параметра. Насколько этот параметр должен 
в каждом примере, заранее сказать нельзя. Важно, чтобы ряды для 
для <о2 или (о сходились. Если ряды будут сходиться медленно 
вообще не будут сходиться, то пользоваться этим методом не 
смысла.

§ 16.9. Метод интегральных уравнений. От нелинейного дифферец| 
циального уравнения можно перейти к интегральному, используя одну и» 
форм записи интеграла Дюамеля. Поясним идею этого перехода. Peiueq 
ние линейного дифференциального уравнения, например уравнения

+ ^ J  + ao * = /(/), (16.57)!

может быть записано в виде:
/

х(П = Д О  8(0) + J / (t) g'(t - т) 4т. (16.58)
о

Под g(t) понимают переходную проводимость либо переходную 
функцию, в зависимости от того, чем является х по отношению к вынуж
дающей силе^Д/); g(t) определим как решение (16.57) приД/) = 1.

Если исходное уравнение нелинейно, например:

d2 х dx , 2-j-r  + al — +a0 x + bx = f(t),

то нелинейный член Ь х2 можно перенести в правую часть и рассматри
вать как внутреннюю вынуждающую силу:

^ -у  + а\ ~Г~ + а0 х = / (0 -  ь X2. (16.59)d r  dt
Используя (16.58), запишем решение уравнения (16.59):

I
X = (Д О  - ь x2(t)) g (0) + J( Д т) - b х3(т)) g'(t - т) d i . (16.60)

о
Переходная функция g(t) определяется по линейной части исходного 

нелинейного дифференциального уравнения при воздействии на нее 1(/). 
Уравнение (16.60) является интегральным уравнением по типу Вольтер- 
ра второго рода. Его можно решать методом последовательных прибли
жений, полагая х0(/) = д:(0) и пользуясь таким соотношением для £-гс 
приближения:

** (0  = (Д О  - Ь х*2_, (0 ) g(0) + j ( / ( О - Ь х*2_, (т)) g'(t - т)
о

Метод имеет смысл применять только в том случае, когда процесс по
следовательных приближений является сходящимся.
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Пример 165. Решить уравнение — + х2 =1 при х(0) = 0.
d t

Р е ш е н и е .  Для определения g(t) на линейную часть системы воздействуем единич
ным напряжением— = I ; g(r) = г, = g(0) = 0; g‘(t - т) = 1. Записываем рекуррен- 

d /tHoe соотношение:

х* (/) = j ( l - x | . , ( T ) ) d t ;

х, = Jrfx = /;
О

*3 = { (1  -  ( Т -  T J  /3 )2 ) d т =
3 + 15 63

§ 16.10. Переходные процессы в цепях с терморезисторами. Мето
дику рассмотрим на примере схемы (рис. 16.6, а). Переходный процесс 
вызван замыканием ключа К. Полагаем, что температура окружающей

Рис. 16.6

среды 0 неизменна. ВАХ термистора при температуре 9 представлена 
на рис. 16.6, б кривой а. Установившийся режим до коммутации опре
деляется точкой /, после коммутации — точкой 3. Сразу после коммута
ции сопротивление термистора (он обладает большой постоянной вре-

U т
мени) остается равным его сопротивлению до коммутации R, =— L .

1 hПри коммутации изображающая точка скачком перемещается из положе
ния I в положение 2. После этого она по некоторой траектории переме
щается из 2 в 3. Режим в точке 3 будем полагать устойчивым (в § 3.10 
[24] разобрано, как исследовать устойчивость этого режима). Переход
ный процесс описывается уравнением теплового баланса

С, —  + А(7'-9) = /2 R, 
dt (16.61)

dTгде С/ —— — теплота, идущая на увеличение теплосодержания тела тер- 
d t

мистора; С7—  удельная теплоемкость; Г  — среднеобъемная абсолютная 
температура тела термистора; к(Т - 9) — теплота, отдаваемая в окружа
ющее пространство; /“ R,—  теплота, выделяемая в термисторе.
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Полагаем, что за время переходного процесса ки Ст практически НМ 
изменны. Сопротивление термистора Rr - е8/г (см., например, [24])|

а е ЦR«,—  сопротивление термистора при В = А Е  
2 к,

где
усредненная энергия активации; — постоянная Больцмана. Наприм* 
для термистора MMT-I В = 4600 к и /?„ = 5,5 Ом . Из уравнения (16.61) 
следует, что

Здесь

= СГ J-dT  
F (T У (16.62)

F (T ) = Rm св,г - k(T - 6).
и  + Лссе*

Верхний предел интеграла в (16.63) изменяется от 7} до Тъ :

7-.=
В

1п ( / ? 7 , /  Л . ) ’  Г 3

В Л7,= Оь.
Л

(16.63)

§ 16.11. Переходные процессы в цепях с управляемой индуктив* 
ностью. Типичный представитель такого класса цепей представлен на 
рис. 16.7, а. Управляемая цепь образована источником синусоидальной 
ЭДС e(t) = £m sin(to t + ф ), двумя обмотками w нелинейной индуктивно* 
сти, расположенными на двух одинаковых магнитных сердечниках

а б
Рис. 16.7

(сечением S, длиной средней магнитной линии Г), и резистором сопро 
тивлением R „ .

Управляющая цепь образована источником постоянной ЭДС £0, ре 
зистором сопротивлением Rq и двумя обмотками w0, расположенным! 
на тех же сердечниках. Переходный процесс вызывается замыкание) 
ключа К. При замкнутом К  магнитная индукция в левом сердечник
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|мипа Вт sin<at + Bq, а в  правом Bm sin<at-B0 (высшие гармоники не 
учитываем). Амплитуда синусной компоненты Вт и «постоянная» 
Юставляющая б0 являются медленно изменяющимися функциями вре
мени, влияющими друг на друга.

Учитывая направления намотки катушек, замечаем, что потокосцеп
ление двух обмоток w равно 2 w S B m sin со/, а потокосцепление двух 
обмоток w0 равно 2 w0 S  В0.

Выразим кривую намагничивания ферромагнитного материала сердеч
ников гиперболическим синусом Н = ashp В. Используя закон полного 
тока и формулы (15.13) и (15.12), запишем первую гармонику тока
I ш —5L. chp В0 (-у^ ,(у'Р /?m))sinco/. Мгновенное значение медленно

и>изменяющегося «постоянного» тока в цепи управления 
/0 = —  sh р В0 J 0( j  р Вт ). Запишем дифференциальное уравнение для 
мгновенных значений первых гармоник управляемой цепи:

и дифференциальное уравнение для мгновенных значений цепи управ 
ления:

Равенство косинусных компонент уравнения (16.66) дает уравнение 
(16.67), а синусных компонент — уравнение (16.68):

Возведем (16.67) и (16.68) в квадрат, сложим и разрешим относитель
но chpfi0. Получим

Вт sin ш  +— R„ chр В0 (- j J j U Р Вт ))sin wt = 
Р at w (16.64)

= sin(ct> / + ф)

Учитывая мел
из уравнения (16.64) получим уравнение (16.66):

т  р Вп cos со t + п ch Р В0 (- j У, (у Р В„,)) sin со t =
= Ет со$ф sin a t + Ет sin ф cos© t\ (

2 w S со 2 a I R« m = --- . n - ----- -.

(16.66)

m P Bm = Em sin ф; 

n chp B0 (-j  J t( j  P Bm)) = Em cosф.

(16.67)

(16.68)



По формуле (16.69) строим зависимость Р Вт = /(Р  В0) при переэкц 
ном процессе (рис. 16.8, б).

2 и' SОбозначим к0 =— ^—  и перепишем уравнение (16.65) в виде 

k0 ^ j j 3- = F ® B 0).

Здесь F ($ B 0) = E0- chp J 0( j Р Вт ). Из уравнения (16.7Ц

определим время /, необходимое для нарастания р В0 от 0 до текущей 
значения Р В0 :

рв„
t = кл f d $ B 0

F ® B 0)
(16.7l|

Располагая зависимостью p s0 =yj(/), 
получим Р Вт - /2(/), а затем,

2а/

с помощью рис. 16.7,4 
используя формул)!

chp В0 (-j  J x( j  р Вт )), строим огибающую амплитуд перво! 
w

гармоники тока / управляемой цепи 1т = /3 (/) от времени. По формул*; 
а / shp B0J 0( j  Р Вт ) определяем зависимость /0 = /4(/).‘о ~

§ 16.12. Переходные процессы в нелинейных электромеханических 
системах. В качестве примера рассмотрим переходный процесс в элект
ромагните постоянного тока (рис. 16.8, а). Сердечник и подвижная часть 
(якорь) электромагнита имеют площадь поперечного сечения S, длину

н - А В )

Рис. 16.8

средней магнитной линии по пути в стали I. Масса якоря и груза т , кри
вая намагничивания сердечника и якоря Н = / (В ) известны 
(рис. 16.8, б). Через х обозначим изменяющееся расстояние между верх
ней частью якоря и сердечником. В исходном состоянии д: = 0. В  процессе
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ляижения якоря зазор равен б] — дг. При притянутом якоре х = б, — б2 
(ftj — толщина тонкой немагнитной прокладки; она может и отсутство- 
Ить, тогда 62 = 0).

Переходный процесс после замыкания ключа К  при / = 0 состоит из 
tpex стадий:

I. От / = 0 до / = /, при неподвижном якоре (дг = 0) сила тяги возра- 
Цает от 0 до величины, равной весу якоря и груза, а индукция — от 0 
До S, (рис. 16.8, в, г).

2.3а время от t-t\ до l- t 2 якорь притягивается к сердечнику, 
«пор изменяется от х = 0 до дс = 5, — б2, а индукция — от В] до Вг.

3. При / >t2 и неизменном х индукция В возрастает от В2 до уста
новившегося значения Ву.

Сила тяги электромагнита может быть определена как произведение 
удельного продольного тяжения вдоль магнитных силовых линий в 
Юздушном зазоре (оно равно плотности магнитной энергии в единице 
объема В 2 /(2ц0) )  на площадь поперечного сечения двух воздушных 
шоров 2 S :

_ В 2 B 2S
^эм - ”   ̂о -

2ц0 До

По закону полного тока, Н I + Н в 2 (5, - х) = / w , но Н  = /(В ), а
Нн =— , поэтому ток / = — /0В) + -^ - (5 | -х).

„  Ио w "НоПроцесс описывается двумя совместными уравнениями:
для электрической части системы

* S ^  + / ? f- / (S ) + —  (8 ,- * )]= £ ; (16.72)
dt \w и>ц0 J

для механической части

d2 х В 2 S т --г- + mg =----. (16.73)
d r Ио

В первой стадии якорь неподвижен, д: = 0 и нарастание В от 0 до В1

определяем по уравнению (16.72), причем ——  = т  g и В] = J
Но V S

Во второй стадии уравнения (16.72) и (16.73) должны быть решены со
вместно на ЦВМ. Стадия закончится, когда х станет равным 5 ,-82. 
В третьей стадии процесс описывается уравнением (16.72) при 
х = 8| - 82; Ву определяем из уравнения

f ( B  ) I + ~ 2 8 2 ~ ~ ~ -  
Но R
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§ 16.13. Переходные процессы в схемах с управляемыми источниками I  JW I1  
их нелинейных и частотных свойств. Схемы с управляемыми источниками аыполиЯ 
очень часто на ОУ. Выходное напряжение ОУ нелинейно зависит от входного напряям 
(рис. 16.9,0). Эту зависимость можно аппроксимировать гиперболическим таиН|

м*.

Рис. 16.9

сом ы1ЫХ = thpu^ (пунктир на рис. 16.9, а). Частотные свойства самого О

определяются его частотной характеристикой K ( j  ш ). Если учитывать в первом прибл!
женин только первый доминантный полюс, то K ( j  to) =--- —--- . Через а>| *  —— об

1 + j  ш т ,н твн
значим частоту, при которой модуль K ( j  to) уменьшается до к ^ Н !  (затухание в 3 дБ 
Инерционные свойства ОУ будем описывать некоторой вспомогательной цепью, соста 
шей из источника управляемого напряжения, резистора Л,н и конденсатора емкостью С , 
(т,н = Я1н CiH ).

Макрометод описания переходных процессов проиллюстрируем на схеме инвертер; 
юшего повторителя напряжения (рис. 16.9. о). Сигнал Е (■ поступает на инвертир; 
юший вход ОУ, сопротивление которого по отношению к заземленному входу ОУ 
емкость —  С ,х. Неинвертирующий вход заземлен, поэтому параметры его не учитым 
ем. Расчетная схема изображена на рис. 16.9, в. Вместо сопротивлений на ней указаны npi 
водимостн. Потенциалы узлов / и 2 обозначены и <р2. ЭДС на выходе О
E tux - -^2- .где U(- — напряжение на конденсаторе Сьн вспомогательной цет|J ** •**

Переменными состояния являются напряжения на конденсаторах U£ = ч>| и u f 
Запишем уравнение для вспомогательной цепи:

dt •pu<- ■Рч>| (16.7-

Составим два уравнения по методу узловых потенциалов относительно ф| и <р2 :

Ф| ( Р с шх + *к +«С +«0)-Ф2 SO = ЕС «(.•;

-  <(>i г о + Фг (« о + я я + 8 н ) = -ен «ь Р ч : „

(16.7;

(16.71
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Из (16.76) определим *о— О  и  —

Ч>2 =-
«Я р thP « C „  +S0 <Р| 

gQ+SH+SH
(16.77)

</<р |
Подставим фт * (16-75) и заменим p C tx q>) на С ,х — Затем запишем 

М и с „ ,  = Р « г „  / ( Р " Г „ ) .  где

В результате с учетом (16.74) получим два уравнения относительно (3 ис^ и Рф, : 

d Р иг- j I----!=- = — L _p Uf. + —— р ф1;
dt т,н Р С “  т.н РФ|

~ l L  = _0puf -*Рф1 + ~~~ £( ■ dt “  С .,

1десь

h M U L —  / ( р „ ,  >, * .
(gQ + g B + 8 H ) C ,

Sn +«r *gn ■ «о
*0+*/J + *W/

<̂Ч>2При числовых подсчетах —^  и ток во вспомогательной цепи схемы не должны пре-
вышать максимальных паспортных значений ОУ, в противном случае параметры схемы 
должны быть скорректированы.

§ 16.14. Переходные процессы в мостовой выпрямительной схеме с првдвклю- 
ченными сопротивлениями в цепи переменного тока. В схеме, приведенной на 
рис 16.10, а, к источнику синусоидальной ЭДС £„, 8т(ш/ + ф) подключается цепь, со-

I Л,
I.
I.

Рис. 16.10

стоящая из комплексного сопротивления Z = R + j  о L и последовательно соединенного 
с ним выпрямительного моста с резистором и индуктивностью L„ на выходе Пере
ходный процесс рассматриваем, полагая, что L „/R H ■» Т и L/R< T, где Г  = 1//, а 
/  —  частота источника ЭДС.

В качестве иллюстрации на рис. 16.10, б представлена осциллограмма переходного 
процесса при RH = 4 Ом, LH = 0,4 Гн, R «= 20 Ом, /  = 50 Гц. Из рисунка видно, что на
пряжение на входе моста uix = uafl плавно уменьшается по амплитуде и одновременно с 
этим плавно нарастает среднее за полпериода значение тока iM. Длительность переходно
го процесса составляет примерно 9 Т, что значительно меньше длительности переходно
го процесса 3 L „/ R H =15 7" при подключении последовательно соединенных R„ и LH 
непосредственно к источнику постоянной ЭДС Форсирование переходного процесса про-
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изошло благодаря динамическому перераспределению напряжения источника ЭДС 
сопротивлением 2 и входом выпрямительного моста.

При расчете параметров переходного процесса воспользуемся методом медленно | 
меняющихся амплитуд токов и напряжений на элементах цепи переменного ток* и м< 
ленно изменяющихся постоянных составляющих токов и напряжений на элементах IMI 
выпрямленного тока.

Вольт-амперную характеристику каждого диода в схеме опишем формулой

Напряжения на диодах ыд и токи /л через них служат связующим звеном между происсм 
ми в цепях переменного и выпрямленного токов. В установившемся режиме напряжеим 
надиодах и^(1) = и^У). и^(1) = = ua,(f - Т/2) являются периодическими функиМ 
мн времени и могут быть представлены рядами Фурье:

При переходном процессе все амплитуды слагаемых рядов медленно изменяются ■ 
времени. Сначала ограничимся учетом постоянных составляющих рядов и первых гармс 
ник, после этого приближенно учтем наличие высших гармоник и их влияние на перехол 
ный процесс. Влияние высших гармоник на ток /н учитываем с помощью коэффициент 
К\, а наток/—  коэффициентом . Считаем, что в каждом плече моста я диодов. Урм 
нения для цепей выпрямленного и переменного токов соответственно имеют вид:

Здесь -2 U 0 —  постоянная составляющая напряжения на зажимах dc моста. В ceoi 
очередь напряжение vab на зажимах моста без учета третьей гармоники

где через 2 U m обозначена амплитуда первой гармоники на входе моста.
Вьюазим токи /.. и / чепез п  . и Ч  ч\т,м С этой целью подставим укороченны

Медленно изменяющуюся «постоянную» составляющую тока <н обозначим через („< 
Из уравнения (16.80) для нее следует:

« Л (е * “*- !). (16.71

иЛ1 = -Uд0 +U^  sinow + t/2l sin2 сol + U lc  cos2 to / + 
+ U ] t sin3w/ + l/J(. cos3cof+ ... 

uaj = ~UBo ~ U am sinco»+ l/j „ sin 2 to / + и г t. cos 2 to l-  
- U j , sin3 to / - U )c cos3co/ +...

(16.7?

di

(I6.8C

(16.81

Если не учитывать четные гармоники рядов, то

= » ("д1 + “  -2 п Ui0 » -2 и 0.

п (“»1 ~ ил2 ) ”  2 п U an sin ш / = 2 U m sin ш г,

(16.8;

(16.8:
= 4 A e~*,/j0 ( - j  J t( j  b U ,„ ) )  К  2 sin to / = J m sinto/.



1ятем учтем медленность изменения амплитуд первой гармоники напряжения Uт  и

Разобьем его на два уравнения (для синусных и косинусных компонент), возведем 
f Каждое из них в квадрат, сложим и придем к уравнению вида

И примем во внимание следующее.
I. При описании ВАХ диодов формулой (16.78) токи ; и ;и оказываются выраженны

ми через показательную и бесселевы функции (см. (16.82) и (16.83)). За счет резкого 
иниба ВАХ диодов вблизи начала координат значения аргументов этих функиий при пе
реходном и установившемся режиме выпрямительной схемы оказываются значительно 
больше 5; например, величина b U т  в начале переходного режима может оказаться рав
ной 20. Но уже при дг2 5 бесселевы функции J 0( j  х) и (-/7 ,(уд )) практически равны 
*руг другу и могут быть заменены асимптотическим выражением с ' / 2 ч .  Кроме того, 
при Ы1т  > 8 можно в формуле (16 82) не учитывать 1. при этом из (16.82) и (16.83) сле-

2 Рассмотрим понятие о средних за полупериод Г/2 значениях следующих вели
чин: тока /н0с, напряжения U a0c, амплитуд U amz и 1тс, определив их следующим об
разом:

электрический заряд, проходящий по цепи переменного тока за полупериод 772, по 
■шкону сохранения заряда равняется заряду, прошедшему за то же время по цепи выпрям
ленного тока. т. е. должно выполняться соотношение

отсюда /т с *  1.57(„ос и 2 К 2 Д 1 = 1,57.
Зависимость между плавно изменяющимися значениями 1т \ и /„о примем такой же, 

как для дискретных значений /тс  и <нОс (так как эта зависимость выполняется для лю
бого полупериода переходного процесса).

3. Оценим влияние четных гармоник на выходе моста на работу схемы. Сначала 
выясним, влияют ли они на величины средних за полупериод 7~/2 напряжения U a0c и

tin* 1т  во времени «  со 1т  и - <к v>Um и вместо (16.81) запишем уравне-
dt dt

(2 U m + R /m)sinco / + ш L /„cosco/» E „  sin(co/ + <p). (16.85)

(2(/m+«/m)2+(co£/m)2=£2. (16.86)

Разрешим (16.86) относительно 2 U „  •

(16.87)

лует, что l „  »

о о

о о
Рассчитаем величину 2 АС2/АГ| в выражении Исходим из того, что

7

о о
или

2 « мс = 2 ,н0с-

Т 2 . _ Т .
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2 Г/г 2 Г/г
Uj,oc = n y  _[(«*! + ut l )d t  = n 2Ua0c - n — J(2 t/2j sin2ojr + 2jyJc  cos2«>/)rf/.

о 0

Так как половине периода на частоте /  соответствует полный период на частоте 2 / J 
в установившемся режиме работы четные гармоники на выходе моста не оказывают 
яния на С/а0с и среднее за полупериод значение заряда. При медленно изменяюши] 
амплитудах

dU2S ,  ,, d U 2C .  ,,—   « 2 шС/2 л, — ---- -с 2 о  U 2 со t at

заряда:

влияние четных гармоник на значения СУа0с и электрического заряда за полупериод 
велико. Отметим, что четные гармоники способствуют увеличению времени нахождения 
диодов в проводящем состоянии.

4. Определим теперь соотношение между средними за полупериод значениями /Л ,,] 
и U дос ПРИ переходном процессе. Если бы диоды имели идеально прямоугольные ВАХ 
(см. рис. 15.39, в), то при протекании токов в них не было бы тепловых потерь, а энергия, 
доставляемая за полупериод со стороны входа аЬ моста схемы рис. 16.10, а источником 
питания схемы на первой гармонике, была бы равна энергии, которую со стороны выход! 
cd мост доставил бы за то же время в цепь выпрямленного тока, т. е. выполнялось бы 
соотношение:

7 /5

я J 2 U шпс sinco I l mc sinco / d l =

rn °  (16М)
= я {(2 Оа0с + 2 U lmc sin(2 и / + р))(/„ос + /2„ с sm(2 о> / + р + y ))d t.

о
Здесь 2 U  2тс  —  среднее за полупериод значение амплитуды, а р —  фазы напряже- 

ния второй гармоники на выходе моста. /2тс — среднее за полупериод значение ампли
туды. а —  фазы второй гармоники тока на выходе моста:

кл  /Г/1 Til п . ~^2и , 2 n U 2mc 2 СО L,
2*>с = V 2.vc + 2сс • Р = ЗГС 77, ' V = arc tg — —

2 vc V + (2 ш

После интегрирования, сокращения на л и Г/2 получаем:

Uamc Iтс =  ̂̂ лОс *нОс + ̂ л»с ^ cos\|/ = 2 (;i0c К 3, (16.89)

где
„ , U2mc f2mc C0SV Л] - I + ” —.

2^д0с 'иОс

С помощью коэффициента Л"з в выражении (16 89) учтены тепловые потери в резис
торе от тока второй гармоники Коэффициент зависит от величины /?„, £„ и 1Н/Л„ и 
при Дн/Лн »  Г  равен примерно 1,10-1,18 (примем его равным 1,15). С ростом £ „/Ян

коэффициент /С3 уменьшается. Учитывая, что /тс  = 1,57 i h 0 c  , из (16 89) определим

- U 6 5 ^

5. Оценим влияние третьих гармоник напряжения на зажимах аЬ моста 
2 n (U 3 , sin 3 ш / + U j с cos3 со/) на работу схемы От третьих гармоник напряжения через
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рпистор R, индуктивность L и источник ЭДС протекает третья гармоника тока, амплиту-

2 n Ju }+ u l
«которого / з „  = —— Д- Ток ! }т  увеличивает тепловые потери в резисторе Л

>//г2 + (3ш /.)2

со значения до — (/£ + /|т ) . Дополнительная тепловая энергия, выделяющаяся в

(кдисторе R от третьей гармоники, восполняется на первой гармонике. Ее в расчетном от
ношении учтем, умножив Л в уравнении (16.81) на коэффициент /С4 = 1 + (/}т /1т ) . нс 
вменяя значение тока 1т . В первом приближении К 4 * 1,02 + 1,08, с ростом отношения 
i /Я К 4 уменьшается.

Затем обратимся к уравнению (16.85). заменяем в нем 2Um на 1,365U m, учитывая, 
что 2 и„, определено формулой (16.87). В формуле (16.87) заменяем 1т  на 1,57 /„о и 
умножаем R  на К 4. В результате получаем:

+ 'НО = “  ( М  + (to L 1,57 ,н0)2 - R 1,57 /н0 К 4 j .  (16.90)

</'н0 .Разрешаем уравнение (16.90) относительно
d t

^ ^ 7 Г  = /(<но)- (16.91)а /

Здесь

/(/,*) = 0,682 -R157 i* .  (16.92)

В (16.91) разделим переменные и получим формулу для определения текущего значе
ния времени 1п к . соответствующего текущему значению тока /нотек . полагая, что при
1 = 0 /„ о=0: *ИГ) ГС* j

'тек = j  (16-93)J0 /('«о)
Установившееся значение тока <н0 у получим, приравняв нулю У ('н0) •

Е т
, н 0 у  _  ------------------------------------------------------------

V(l,57 ш £ )2 + (1.57 Я К 4 + 1,466 Rn)2

Начальная фаза Ч» источника ЭДС на входе схемы на рис 16 10. а при L „/R „ >Т 
может повлиять на длительность переходного процесса на величину порядка (0,5-1,0) Т.

§ 16.15. Перемагничивание ферритовых сердечников импульсами тока. В устрой
ствах вычислительной техники в качестве запоминающих элементов применяют миниатюр
ные ферритовые сердечники различной формы, в частности кольцевые с внешним 
диаметром порядка 1 мм из материала с прямоугольной петлей гистерезиса (ППГ). Через 
отверстия в них пропускают проводники, являющиеся одновитковыми обмотками (на 
рис. 16.11, а показан только один проводник). При записи информации по одному из про
водников пропускают прямоугольный или почти прямоугольный импульс тока 
(рис. 16.11, 6) длительностью в несколько десятков наносекунд или микросекунд. Под дей
ствием этого импульса сердечник перемагничивается. Хотя в ферритовом сердечнике и от
сутствуют макроскопические вихревые токи (в нем нет замкнутых токопроводящих кон
туров, выполняющих функции вторичных обмоток трансформатора), перемагничивается 
он все же не мгновенно.

На длительность процесса перемагничивания сердечника при высоких скоростях 
перемагничивания решающее влияние оказывает магнитная вязкость, которая создает внутрен
нее поле трения. Последнее зависит от значения и скорости изменения намагниченности, а 
также от превышения воздействующей напряженности поля над коэрцитивной силой.
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При математическом описании тормозящего действия магнитной вязкости исход# 
уравнения

«О (16
at

где Н о — напряженность поля, при котором происходит перемагничивание феррита с Г| 
(Н о несколько больше коэрцитивной силы Н с по статической петле гистерезв 
Wo находят опытным путем для каждого типа феррита); H w  = i \ч/1—  напряженно! 
внешнего поля, вызванная током / (iv —  число витков, / —  длина средней магнил

линии). Член а ^ ~  учитывает тормозящее действие магнитной вязкости. Множил 
I dl

а ~~к~(I— J 2 U 2) ' ГДС * — |,екотоРый коэффициент; J  —  текущее значение намагничу
пости; J  j —  намагниченность насыщения.

Решим уравнение (16.94) относительно d J I  dt, заменив J  на индукцию В, а 7 , — 
индукцию насыщения Вх . Получим уравнение относительно В

Рис. 16.11

™ = k
d i « - 4в;

(//,„-Яо). (16.»

Это уравнение с разделяющимися переменными. Из (16.95) следует, что для перехо, 
из точки / в точку 4 (рис 16.11, *) под действием импульса тока / длительностью i 
должно выполняться соотношение

Я,
- H o ) d i 2  [ -

о * 1.1 , В I
Яш .

Если же | (# , „  - H f))d t < М , то изображающая точка из положения I  после прекр 
О

щения действия импульса перейдет в точку 2 или 3 или им подобную (конечное состс

ние зависит от J (W , „  - H § )d I и амплитуды импульса тока). Из состояния I в состоян 
О

4 сердечник может быть переведен и иным путем —  путем воздействия на него несмел 
кими следующими друг за другом импульсами одинаковой полярности, для каждого

которых | ( Я , Н - H 0)d t  < М. После первого импульса рабочая точка перейдет из пол 
О

жения /, например, в положение 2, после второго из положения 2 —  в положение 3, загг 
из положения 3 —  в положение 4.

§ 16.16. Фазовая плоскость и характеристика областей ее применения. Качестве 
ное исследование процессов в нелинейных электрических цепях, описываемых диффер< 
циальными уравнениями первого и особенно второго порядка, в ряде случаев произвол 
с помощью фазовой плоскости.

570



•раювои плоскостью (ФП ) называют плоскость, по оси абсцисс которой откладыва
ем исследуемую величину (например, х), а по оси ординат —  производную от исследуемой 
|мичины dx/dt (обозначим ее у).

В литературе можно встретить и другие виды фазовых плоскостей, когда:
1) по оси абсцисс откладывают какую-либо одну величину (например, ток первой 

Итви). а по осн ординат —  другую (например, напряжение на конденсаторе во второй 
|П»и).

2) по оси абсцисс откладывают амплитуду синусной составляющей колебания, а по 
(•и ординат —  амплитуду косинусной составляющей колебания и т. д.

В каждой конкретной задаче под х понимают ток, напряжение, заряд или индукцию. 
/|к>0ому сочетанию значений х н у  исследуемой цепи соответствует вполне определенная 
щчка ФП.

Для качественного исследования процессов в электрических цепях, описываемых урав
нениями третьего порядка, применяют трехмерное фазовое пространство. На одной оси 
/цкарговой системы этого пространства откладывают значение функции х, на другой — 
dx/dt, на третьей —  d 1x/dt2.

Качественное исследование —  это выявление общих свойств исследуемой цепи без 
интегрирования нелинейного дифференциального уравнения. Под общими свойствами 
понимают обычно зависимость характера переходного процесса от начальных условий, 
юможность возникновения в схеме автоколебаний, резонансных явлений, автомодуляции, 
I  также устойчивости перечисленных режимов и режимов равновесия.

Эти вопросы в ряде случаев можно решить и иным путем, без привлечения ФП. При
менение последней делает исследование более наглядным и оправдано в тех случаях, Kor
ea объем работы соизмерим или меньше объема работы при решении тех же задач иными 
методами.

Обычно ФП  применяют для исследования процессов в электрических цепях, содер
жащих источники постоянной ЭДС и не содержащих источники периодической ЭДС. Одна
ко ее можно использовать и для изучения процессов в цепях, содержащих источники сину
соидальной (и постоянной) ЭДС, если предварительно перейти от уравнений, составлен
ных для мгновенных значений, к уравнениям для медленно меняющихся составляющих.

§ 16.17. Интегральные кривые, фазовая траектория и предельный цикл. Зависи
мость у  = /(jt), получаемая из решения дифференциального уравнения системы, представ
ляет собой семейство кривых на ФП. соответствующих различным значениям постоянных 
интегрирования. Кривые у - f(x ), соответствующие различным начальным условиям, 
называют интегральными.

Начальное положение изображающей точки на ФП определяется значениями л: и 
v = dx/dt при i = 0.

Интегральную кривую, проходящую через точку ФП  с заданными начальными усло- 
»иями, называют фазовой траекторией.

Вид фазовой траектории зависит от конфигурации схемы, характера нелинейности и 
соотношения между параметрами

Если процесс а цепи является периодическим, то через интервалы времени, равные 
периоду процесса, соответствующие друг другу значения х н у  повторяются, и фазовая 
траектория в этом случае является замкнутой кривой. Замкнутую фазовую траекторию 
называют предельным циклом.

Если интегральные кривые и снаружи и изнутри навиваются на предельный цикл, то 
:го называют устойчивы.w, если удаляются от него — неустойчивым. Если же процесс 
непериодический, то фазовая траектория представляет собой незамкнутую кривую

Фазовую траекторию можно наблюдать на экране электронно-лучевого осциллографа. 
С этой целью на одну пару отклоняющихся пластин его подают исследуемую величину х, 
а на другую пару —  производную от х.

§ 16.18. Изображение простейших процессов на фазовой плоскости. Рассмотрим 
несколько простейших примеров.

Требуется изобразить на ФП  переходный процесс в схеме на рис. 16.12, а, вызыва- 
:мый при нулевых начальных условиях замыканием ключа. Обозначим: / —  ток в цепи, 
ис —  напряжение на конденсаторе.
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Рис. 16.12

В уравнение цепи R / + и(- = £ вместо j подставим С

d Uf'R С  —-А-+ u/- = £. 
rf/ c

Положим u( -= x. du( -/dl = y. Тогда

E - xу ------ .
Л С

Последнее уравнение описывает прямую ab  (рис. 16.12, б), которая является фаж 
вой траекторией рассматриваемого процесса (точка b —  точка равновесия).

Рассмотрим изображение на ФП  синусоидального колебания < = /т  sine 
(рис. 16.12, в).

Обозначим I « дг , тогда

т. е.

d ху » —— » со im cos ш /, 
а /

х * !m sinto /, у = ы I т  cos (u I.

Разделив первое уравнение на / „ , второе — на м возведя в квадрат получа 
ные выражения и сложив их. получим уравнение эллипса

=  1.

Следовательно, изображением синусоидального процесса (фазовой траектории) наФ  
является эллипс (рис. 16 12, г).

Направление движения изображающей точки показано стрелкой. В верхней пол;
плбскости у * ~  > 0. следовательно, изображающая точка движется в сторону увслич

dt

d хкоординаты х. В нижней полуплоскости —  < 0, поэтому изображающая точка движет*
d t

в сторону уменьшения координаты х В  целом перемещение изображающей точки на Ф  
происходит всегда по часовой стрелке.

§ 16.19. Изоклины. Особые точки. Построение фазовых траекторий. Тангенс уп 
наклона, образованного касательной к интегральной кривой в некоторой точке ФП  и ось 
абсцисс, определяет значение dy/dx  в этой точке. Совокупность точек ФП, для которь
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4y/dx-  const, называют изоклиной. На ФП можно провести множество изоклин, каж
дой из которых соответствует свое значение dy/dx.

Дли всех точек ФП, отражающей процессы в цепи второго порядка (кроме особых 
Писк), dy/dx  имеет вполне определенное значение. В особых точках (ОТ) dy/d л = 0/0, 
( • не определено Через эти точки может быть проведено множество изоклин с различ
ными значениями dy/dx.

ОТ классифицируют по виду интегральных кривых, окружающих эти точки.
Если ОТ окружена эллипсами (рис. 16.12, д), то ее называют ОТ типа центр-, она со- 

•иегствует двум мнимым корням характеристического уравнения.
Пели ОТ окружена свертывающейся спиралью, то ее называют устойчивым фокусом 

(рис. 16.12, е), ей соответствуют комплексно-сопряженные корни с отрицательной действи- 
Пльмой частью.

Если ОТ окружена раскручивающейся спиралью, то ее называют неустойчивым 
фикусом (рис. 16.12, л*-), ей соответствуют комплексно-сопряженные корни с положитель
ной действительной частью.

Если корни отрицательные и действительные, то ОТ называют устойчивым узлом 
(рис 16.12, э). При положительных действительных корнях получают ОТ типа неустой
чивого узла (рис. 16.12, и). Когда один корень положителен, а другой отрицателен, имеем 
ОТ типа седло (рис. 16.12, к).

Рассмотрим переходный процесс в схеме на рис. 16.13, а, вызываемый замыканием 
Ключа при нулевых начальных условиях: Е  = 1 В; R  = I Ом; I  = I Ги; С = 1Ф.

Построим семейство изоклин для напряжения на конденсаторе и(-. Определим поло
жение и тип ОТ. Построим фазовую траекторию переходного процесса.

В уравнении цепи

У

х

а 6
Рис. 16.13

мменим ис на х, d иг d d у d х d усним Ur на x, — — на у, — у на — ----= у  —- и учтем, что £ = Л = С = £ =  1.
dt dt dx dt dx

Решим уравнение у  —  + y  + x = l относительно у  и dv/dx dx

d U(-
~7Г

dy
dx

(16.96)

d y  l -дt- y  
dx у

(16.97)
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Из уравнения (16.97) следует, что координаты особой точки у  = 0, х = 1. Послвлош
тельно придавая dy/dx  значения 0,1.2..... -1,-2, во, строим семейство изош Л
(рис. 16.13, б). Все изоклины проходят через ОТ и представляют собой прямые линии (ЦИ|1 
линейна). Масштабы по осям х и у  приняты одинаковыми. Черточки на каждой изокММ 
характеризуют значение dy/dx  для нее.

Так как д-(О) = (0) = 0 и >(0) = *  0, то к началу процесса изображают]

точка находится в начале координат. В  установившемся режиме дг = 1 и у  = 0.
Для построения интегральной кривой из исходной точки х = у  - 0 проводим два луЧЙ 

до пересечения с изоклиной dy/dx  » 1 в точках т и п .  Первый луч соответствует ЗИММ 
нию dy/dx = той изоклины, с которой начинается движение, второй —  значении

-̂2- = 1 следующей изоклины, на которую точка перейдет Делим расстояние тп  пополц|

и проводим через исходную и полученную точки плавную кривую —  кусочек фазой! 
траектории Продолжаем аналитический процесс далее и строим всю фазовую траектория 
в виде свертывающейся спирали.

ОТ в примере является устойчивым фокусом. Время в явном виде на фазовой плосм 
сти не отражено.

d хВременные зависимости х-  / (f) по фазовой траектории у = —  = ч>(х) получают 1Ц 
формуле

где ло —  начальное значение, ах  —  текущее. В окрестности точки пересечения кривой! 
осью абсцисс подынтегральное выражение стремится к бесконечности Чтобы избежать 
планиметрирования площади под кривой, уходящей в бесконечность при ф(д:) —♦ 0» под
счет времени Д I на этом участке производят по средней скорости ФсрМ  = Ддг/фср(х).

Пример 166. Рассмотрим колебательный процесс в схеме на рис. 16.14, а В  этой схем!
£ = 1Гн; С  = 1/ЗФ, ВАХ  нелинейного резистора / + j  = /(и +С/К) изображена HI 

рис 16 14, б Ток источника постоянного тока J  -1 А ВАХ относительно переменных со
ставляющих тока I и напряжения и на резисторе получена переносом начала координат I  
точку J  = 7 А Эта ВАХ  состоит из трех участков На участке I и = -i (| 1 15 3), на учас> 
тке II и = 3/-12 (i >3), на участке III и = 3/ + 12 (/>3).

Рис 16.14
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Обозначим переменную составляющую заряда конденсатора q = х . Учтем, что сумма 
млений напряжений для переменных составляющих

иЯ * UL * иС = UR * L — ■ + — = 0, (16.98)dt С

_ afj? _ dt d d у d_x_ d у
dt У ' dt d t У dx dt ° У ’ dx

Подставим соответствующие эквиваленты в (16 98) и запишем уравнение изоклин на 
„джлом из участков:

I 3 хна участке 1 у  =--- ,
1 -а

12 Эхна участке II у  ------------,
З+о З+о

12 З гна участке III у -------------
З+о З+о

В соответствии с этими уравнениями строим на рис 16.14, « семейство изоклин для 
каждого из участков. Изоклины являются отрезками прямых. Значения о написаны рядом 
с соответствующей изоклиной. Жирной линией показан предельный цикл.

В заключение обратим внимание на то, что в большинстве рассмотренных методов 
расчета переходных процессов в нелинейных цепях характеристика нелинейного элемен
та принималась не зависящей от скорости процесса, гистерезисных и других подобных 
явлений. В тех случаях, когда учет этих явлений необходим, единственная характеристи
ка нелинейного элемента должна быть заменена семейством кривых, учитывающим пере
численные факторы. Для решения задач на переходные процессы с учетом этих факторов 
может оказаться полезным графоаналитический метод В. Волынкина, предложенный им 
еше в 1916 г и рассмотренный им на примере цепи: нелинейная индуктивность, линей
ный резистор и ЭДС. Этот метод использует графическое описание характеристики нели
нейного элемента, подсчет определенного интеграла по формуле трапеций и простые гра
фические построения. Идея метода и дальнейшее его развитие в цепях второго и третьего 
порядка при наличии в них разнородных нелинейных элементов даны в § 16.3 (но пока с 
однозначными характеристиками нелинейных элементов). Наличие у каждого или у части 
нелинейных элементов целого семейства характеристик может быть учтено методом по
следовательных приближений.

Вопросы для самопроверки

I. Охарактеризуйте известные вам группы методов расчета переходных процессов в 
нелинейных цепях. 2. Укажите, в чем положительные и в чем отрицательные стороны рас
четов по мгновенным значениям и по огибающим первых гармоник, графоаналитических 
и аналитических методов. 3. Почему метод расчета, основанный на графическом подсче
те определенного интеграла, неприменим даже для цепей первого порядка, если вынуж
дающая сила является функцией времени? 4. Почему метод интегрируемой нелинейной 
аппроксимации не удается применить к электрическим цепям, описываемым уравнения
ми второго и более высоких порядков? 5. Чем физически можно объяснить, что при под
ключении линейной RL-цепи к источнику синусоидальной ЭДС максимальное значение 
тока при переходном процессе не может превысить удвоенного значения амплитуды тока 
установившегося режима, тогда как при подключении цепи резистор— индуктивность с не
линейной ВАХ к источнику синусоидальной ЭДС это превышение может быть во много 
раз больше? 6. Сформулируйте особенности расчета переходных процессов в нелинейных 
системах не чисто электрических, например электромеханических. 7. На примере цепи с 
термистором покажите, что бывает полезно подразделить переходный процесс на быстро 
и на медленно протекающие стадии и рассматривать их раздельно. 8. В чем идея метода 
малого параметра-’ 9. Запишите и прокомментируйте рекуррентное соотношение, явля-
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юшееся решением нелинейного интегрального уравнения. 10. Охарактеризуйте 
метода медленно изменяющихся амплитуд. I I .  Как расчетным путем учитывают ма 
ную вязкость при перемагничивании ферритовых сердечников импульсами тока? 12. 
те определение фазовой плоскости, интегральной кривой, фазовой траектории, пр 
ного цикла, изоклины, особой точки. 13. По какому признаку классифицируют ( 
точки? 14. Как по фазовой траектории у  *  f (x )  построить временную зависимость



Ihuea семнадцатая
ОСНОВЫ ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ РЕЖИМОВ РАБОТЫ

§ 17.1. Устойчивость «в малом» и «в большом». Устойчивость по 
Ляпунову. Режим работы электрической цепи, содержащей нелинейные 
Моменты, может быть устойчивым или неустойчивым. Как правило, ре
шим работы большинства электрических цепей является устойчивым и
I  шачительно меньшем числе случаев — неустойчивым.

Различают устойчивость «в малом» и устойчивость «в большом».
Под устойчивым режимом работы «в малом» понимают такой, при 

Котором достаточно малое отклонение режима работы от исходного 
(установившегося) — независимо от того, какими причинами оно выз- 
мно, — с течением времени уменьшается и система возвращается в 
Исходное состояние.

При неустойчивом режиме работы «в малом» достаточно малое от
клонение с течением времени увеличивается и система не возвращается 
• исходное состояние.

Устойчивым режимом работы «в большом» называют такой режим 
работы, при котором система, получив достаточно большое начальное 
отклонение, возврашается в исходное состояние после прекращения дей
ствия возмущения.

Если при достаточно большом отклонении от исходного состояния 
после прекращения действия возмущения система не возвращается в 
исходное состояние, то ее называют системой, неустойчивой «в боль
шом».

Различие между устойчивостью «в малом» и устойчивостью «в боль
шом» можно проиллюстрировать с помощью рис. 17.1, а. На этом рисун
ке изображены желоб с помещенным 
п нем шариком. Если шарик толкнуть 
так, что он переместится из положе
ния 1 в положение 2, а затем предо
ставить его себе самому, то под 
действием силы тяжести шарик воз
вращается в исходное положение 
(положение равновесия). Если шарик 
толкнуть с большей силой, то он 
пройдет через положение 3 и выско
чит из желоба. Таким образом, сис
тема (рис. 17.1, а) устойчива «в малом» и неустойчива «в большом».

В литературе можно встретить также термин «устойчивость по Ляпу
нову». Системой, устойчивой по Ляпунову, называют систему, для кото
рой можно указать область допустимых отклонений (область 5(e) на 
рис. 17.1, б) от состояния равновесия (точки 0), для которой ни одно из
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движений, начинающихся внутри области 5, никогда не достигнет Я  
ниц некоторой заданной области е.

Размер и форма области 5 зависят от размера и формы области ||
В нелинейных электрических целях в общем случае возможны 

дующие режимы (типы движения):
1 )состояние равновесия;
2) периодическое движение при отсутствии в системе источи 

периодической ЭДС (тока) — автоколебания;
3) периодическое движение с частотой источника периодической 

(тока) — вынужденные колебания;
4) резонансные явления на высших, низших и дробных гармон»
5) квазипериодические (как бы периодические) процессы по тиг 

томодуляции, а также ряд других, более сложных типов движений.
Каждый из этих режимов (типов движений) может быть nccnej 

на устойчивость.
В большинстве практических задач производят исследование у 

чивости «в малом». Исследование устойчивости «в большом» про 
дят путем анализа хода интегральных кривых на фазовой плоскосп 
путем использования второго метода Ляпунова. Основы теории yen 
вости были разработаны крупнейшим русским математиком А.М. J 
новым в 1892 г. и изложены в его книге «Общая задача об устойчи! 
движения».

§ 17.2. Общие основы исследования устойчивости «в ма;
Общие основы исследования устойчивости «в малом» применимы ко 
или почти ко всем известным в настоящее время типам движения. В каж* 
дом конкретном случае возможны некоторые особенности при примени 
нии общих принципов.

Для исследования устойчивости исследуемой величине х (величинам 
дают малое приращение Дх, развертывают уравнение, описываю* 
щее процесс, в ряд по степеням малого приращения Дх и ввиду мало* 
сти Дх отбрасывают все члены ряда, содержащие Дх в степе

В полученном уравнении (уравнениях) выделяют слагаемые, содер* 
жащие Дх и производные от Дх по времени, и образуют из них диффе* 
ренциальное уравнение (уравнения) относительно Дх. Уравнение отно* 
сительно Дх алгебраизируют, получают характеристическое уравнение 
и определяют его корни.

Если хотя бы один корень характеристического уравнения положите* 
лен или положительна действительная часть комплексно-сопряженных 
корней, то это свидетельствует о том, что возникшее прирашение Дх 
будет не убывать, а возрастать во времени, т. е. исследуемое движение 
является неустойчивым.

Если же все действительные корни характеристического уравнения 
отрицательны, а все комплексно-сопряженные корни имеют отрицатель
ную действительную часть, то исследуемое движение является устойчи* 
вым.

выше первой.
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Характеристическое уравнение, составленное относительно прираще-
ИМ Ах,

для системы второго порядка:

а0 р2 +о, р + а2 =0;

для системы третьего порядка:

а0 р* + а, рг + а2 р + а3 = 0.

Для суждения о характере корней характеристического уравнения 
|Мпработано несколько математических критериев. Воспользуемся кри
терием Гурвица (Рауса— Гурвица).

Критерий (теорема) Гурвица состоит в следующем: для того чтобы 
|гйствительные части корней характеристического уравнения были от
рицательными, необходимо и достаточно, чтобы все диагональные ми
норы (Д|, Д2, ...,A„_j) определителя Гурвица (Д„) были больше нуля.

Определитель Гурвица

Следовательно, условия отрицательности действительных частей кор
ней характеристического уравнения выражают следующим образом:

Определитель Гурвица Д„ составляют так:
1) по главной диагонали определителя в порядке возрастания индек

сов вписывают коэффициенты от а, до а„;
2) в ту часть каждого столбца, которая расположена выше главной 

диагонали, записывают коэффициенты в порядке возрастания индексов;
3) в ту часть каждого столбца, которая расположена ниже главной 

диагонали, выписывают коэффициенты в порядке уменьшения индексов 
(до а0 включительно).

Следствием теоремы Гурвица является лемма: все коэффициенты 
характеристического уравнения (а0, ah а2, .... а„) устойчивой системы 
положительны.

а\ аъ аь 
а0 а2 ai 

Д„ = 0 ах а}

0
0
0

а\ аУ ai
Д3 = а0 а2 а4 > 0. 

О а.
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Из изложенного вытекает, что для системы с характеристическим 
уравнением второго порядка положительные вещественные корни (И Я  
комплексно-сопряженные с положительной действительной частью) ИМЯ 
ют место в том случае, если какой-либо из коэффициентов уравнеиЛ 
(а0, о,, а3) окажется отрицательным. Для системы с характеристические 
уравнением третьего порядка положительные вещественные корни (коШ 
плексно-сопряженные с положительной действительной частью) будут! 
том случае, если:

а) какой-либо из коэффициентов (а0, al t a2, ау) окажется отрицатели 
ным;

б) в| а2 -а0 а} < 0.
Аналогичные заключения могут быть сделаны и для систем с харям 

теристическими уравнениями более высоких порядков.
Коэффициенты а0, аь а2, ... могут оказаться отрицательными в слм 

дующих основных случаях:
а) когда в состав исследуемой на устойчивость системы входят нели  ̂

нейные резисторы (HP), обладающие падающим участком характерно* 
тики, а точка равновесия оказывается на падающем участке характм 
ристики;

б) в схемах с чрезмерно большим воздействием выходной величины 
на входную (в схемах с чрезмерно большой положительной обратной 
связью). В этом случае поступление энергии из выходной цепи во вход» 
ную превышает потребление энергии во входной цепи и приращение д* 
возрастает;

в) в схемах с управляемыми нелинейными индуктивностями (нелиней* 
ными конденсаторами) при наличии неявно (в некоторых случаях и явно) 
действующих обратных связей. В таких схемах обратные связи при оп« 
ределенных условиях приводят к появлению на характеристиках нелиней* 
ных индуктивностей (нелинейных конденсаторов) падающих участков, 
Режим работы системы может быть неустойчивым, если изображающая 
точка окажется на падающем участке характеристики управляемой нели* 
нейной индуктивности (нелинейного конденсатора).

§ 17.3. Исследование устойчивости состояния равновесия в сне* 
темах с постоянной вынуждающей силой. Когда рабочая точка по 
постоянному току окажется на падающем участке ВАХ, то состояние 
равновесия в системе при определенных условиях может быть неустой
чивым. В этом случае при исследовании устойчивости нелинейный 
резистор заменяют расчетной схемой — схемой замещения. Она должня 
учитывать свойства HP как при медленных (при со -» 0), так и при быст
рых (при со -+ оо) малых приращениях тока и напряжения на HP.

Свойства HP при <о -> 0 определяются самой BAX HP, снятой при 
постоянном токе, на падающем участке которой дифференциальное со
противление Ядиф < 0.

Если к HP подвести некоторое постоянное напряжение или через него 
пропустить некоторый постоянный ток такого значения, чтобы рабочая 
точка находилась на падающем участке ВАХ, и затем воздействовать на
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ИР синусоидальным напряжением или током малой амплитуды, то сопро- 
Щаление Z (j  со), оказываемое HP синусоидальной составляющей малой 
|мплитуды, будет представлять собой комплексное число. Опыт показы- 
Нег, что при достаточно большой ш действительная часть этого сопро- 
РИплсния оказывается положительной, т. е. Re Z (j  со) > 0. Объясняется 
Иго тем, что физические процессы в самом HP инерционны, причем инер- 
иионность (сдвиг по фазе между синусоидами напряжения и тока) силь
нее проявляется с ростом частоты.

В одних HP инерционность вызвана тепловыми процессами, в дру
гих — процессами накопления энергии в электрическом и (или) магнит
ном полях, в третьих — процессами ионизации и деионизации (которые 
Пкже протекают не мгновенно), в четвертых — инерционностью про
цессов диффузии носителей тока и емкостью, обусловленной объемны
ми зарядами. Но чаще всего инерционность есть следствие нескольких 
цаимно связанных друг с другом процессов.

Таким образом, схема замещения HP, когда точка равновесия находит
ся на падающем участке характеристики, по отношению к малым при
ращениям должна быть такой, чтобы при со -» 0 Re Z (j  со) = Яд,ф < 0, а 
при со-»оо ReZ(yco)>0.

На рис. 17.2, а изображена одна из возможных схем замещения для 
HP с S-образной ВАХ (рис. 17.2, б), удовлетворяющая перечисленным 
условиям. В этой схеме Ln — некоторая малая индуктивность, которую 
<асто называют «паразитной», Rno6 > | Ляиф | > 0 — некоторое добавочное 
1ктивное сопротивление.

L 't И/?—в

1 -Т-Т

Рис. 17.2

На рис. 17.2, в изображена одна из возможных схем замещения для 
4Р с iV-образной ВАХ (рис. 17.2, г), где С „— некоторая малая емкость, 
называемая часто «паразитной», и * ;о6>о — некоторое добавочное ак
тивное сопротивление. Параметры Ln и /?до6, а также Сп и R'ao6 зави- 
:ят от физических процессов в HP и изменяются при переходе из одной 
точки на падающем участке ВАХ в другую.

§ 17.4. Исследование устойчивости автоколебаний и вынужден- 
1ых колебаний по первой гармонике. Исходными при исследовании 
остойчивости автоколебаний и вынужденных колебаний обычно являются 
/равнения, получаемые по методу медленно меняющихся амплитуд
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(§ 16.6). Однако в тех случаях, когда напряжение на каком-либо эле| 
те (ток в исследуемой цепи) резко отличается по форме от синусо> 
например имеет пикообразную форму, исследование устойчивости ц 
сообразно проводить по средним за полпериода значениям величин 

Если через а и Ь обозначить медленно меняющиеся амплитуды си 
ной и косинусной составляющих исследуемого колебания, то из не: 
ных уравнений системы можно получить два уравнения для медлс 
меняющихся амплитуд:

da
1 7 = А(а, Ь)\ (1

db_
dl

= В(а, Ь\ ( I

Здесь А и В  являются функциями амплитуд а и Ь, функциями п 
метров схемы, угловой частоты колебаний со и амплитуды вынуж; 
щей силы. Обозначим значения а и Ь в установившемся режиме (к 
амплитуды не изменяются во времени) через а0 и Ь0. Для определ< 
а0 и Ь0 в (17.1) и (17.2) следует положить da/dt = 0 и db/dt = 
решить систему уравнений:

А(ао, Ь0) - 0; 

В(а0, 60) = 0.
(1
(1

Пусть в результате возмущения амплитуды колебания получили 
лые приращения Да и ДЬ и стали равными: а = а0 + Да и Ь = Ь0 + 

Подставим эти значения а и b в (17.1) и (17.2), разло; 
Л(а0 +Да,Ь0 +ДЬ) и В(а0 +Да,Ь0 +ДЬ) в ряд Тейлора по малым i 
ращениям Да и АЗ, в силу малости приращений ограничимся ела 
мыми ряда с первыми степенями Да и ДЬ. В результате получим:

А(а0 + Да, Ь0 + ДЬ)~ А(а0, Ь0) + Да /4, + Дb В,; 

В(а0 + Да, Ь0 + Дb) - В(а0, Ь0) + АаА2+ Аb В2.

Для сокращения записи обозначено:

А\ — в, = д А(а, Ь) 
дЬ

~ д В(а, Ь) 
дЬ

(17.
(17.

(17.

(17.

Индекс «у» свидетельствует о том, что в частные производные дол 
ны быть подставлены значения а и Ь установившегося режима, т. е. , 
и Ь0.
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Коэффициенты AS,B^,A2,B 2 являются функциями а0 и ноне 
1М»ются функциями приращений Да и ДЬ. Подставим правые части 

(17.5) и (17.6) в (17.1) и (17.2), учтя при этом (17.3) и (17.4), а также то,
ИГО

d(oQ + Да) _ d Да djbp + Ab) _ d АЬ 
dt dt dt dt

В результате получим два уравнения:

d Да
dt

d Ab 
dt

-A x Aa + Bt Ab; (17-9)

= A2 Aa+B2 Ab. (17.10)

Алгебраизируем их:
p Да = Aj Aa+ B, Ab; (17.11)

p Ab = A2 Да + B2 Ab. (17.12)

Составим характеристическое уравнение

p1 +m p + q =0, (17.13)

т  = -(А,+А2У, (17.14)
q = A, B2 -B, A2. (17.15)

В соответствии с критерием Гурвица для затухания приращений Да 
и Ab необходимо, чтобы

т>  0, <7>0. (17.16)

В автоколебательных системах периодические вынуждающие силы, 
как правило, отсутствуют, поэтому можно принять Ь-  0, т. е. взять ко
лебания в виде a(f)sina)/ (см. пример 164). В этом случае вместо двух 
уравнений — (17.9) и (17.10) — будет одно уравнение

= А\ Да, (17.17)
dt

d А{а)
dt а=ай

(17.18)

Для устойчивости автоколебаний в этом случае необходимо выполне
ние условия Ах < 0.
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Пример на исследование устойчивости автоколебаний по формуя 
(17.15) см. в § 17.6.

§ 17.5. Исследование устойчивости состояния равновесия в генераторе релыян 
иконных колебаний. Релаксационные колебания представляют собой автоколебания, П Я  
определенных условиях возникающие в нелинейных электрических иепах с одним и м Я  
пителем энергии, например в цепи с одним конденсатором (без индуктивного элемент! 
или С одним индуктивным элементом (без конденсатора).

На рис. 17.3, а изображена принципиальная схема генератора релаксационных КОЛИ 
баний. Она состоит из источника постоянной ЭДС Е, линейного резистора сопротиммЯ 
ем R, конденсатора емкостью С и параллельно соединенного с ним нелинейного резистн 
ра, имеющего ВАХ 5-образной формы.

Рис 17.3

В качестве HP с такой ВАХ могут быть взяты неоновая лампа или тиратрон. Н* 
рис. 17.3, б дана схема генератора с неоновой лампой. Кривая I (рис. 17.3, в) представ
ляет собой ВАХ неоновой лампы, прямая 2 —  ВАХ R.

Если бы не было релаксационных колебаний, то режим работы определился бы точ
кой т  пересечения кривой I и прямой 2. Для этой точки сумма падений напряжений на 
HP и Л, в соответствии со вторым законом Кирхгофа, равна ЭДС Е: ' R + иир = Е.

Точку т  будем называть точкой равновесия. Она определяет режим работы схемы при 
прохождении no R и неоновой лампе постоянного тока.

Убедимся в том, что режим работы, определяемой точкой т ,  является неустойчивым: 
достаточно ничтожно малого отклонения от состояния равновесия, чтобы изображающая 
точка «ушла» из точки т  и не возвратилась в нее В схеме возникнут релаксационные ко
лебания.

Для того чтобы убедиться в неустойчивости состояния равновесия, составим линей
ную схему замещения релаксационного генератора.

Так как HP имеет S-образную ВАХ, то в схеме для исследования устойчивости оно 
имитировано (в соответствии с § 17.3) дифференциальным сопротивлением Лдиф и по
следовательное ним включенной малой паразитной индуктивностью L„, зашунтироваи- 
ной резистором сопротивлением йдо6.

Дифференциальное сопротивление #диф в точке т  пропорционально тангенсу угла а  
(рис. 17.3. в) и является отрицательной величиной.
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Источник ЭДС в схеме замещения (рис. 17.3, г) не включен, так как исследуется по
н ятие  схемы в режиме приращений по отношению к режиму, определяемому точкой т . 

Входное сопротивление схемы в операторной форме относительно точек а и b

Ядов Р Lu . R
Я„„ф + -Zab(p)

Характеристическое уравнение цепи
ЯЛо« R C  р +I

р L„C  R (Ядо6 + ^ацф )+ Р (Еп (Я + '̂ доб + Яднф ) + С /? /?яо6 /?„иф)+ (/? + Ялиф) ~ 0.

Так как рабочая точка находится на падающем участке ВАХ HP, то R > и по
тому свободный член положителен. Из условия Re Z (j со) > 0 при ш-»°о следует, что 

•̂ол > |ЯЛЯф|> поэтому коэффициент при р г тоже положителен Состояние равновесия 
Оупет неустойчивым, если коэффициент при р окажется отрицательным, т. е при

Мя+йдоб + Ял„ф)+С R Яоо6 /?„„ф < 0

Рассмотрим последовательность смены состояний при релаксационных колебаниях.
Пусть в схеме (рис. 17.3, 6) при нулевых начальных условиях замыкается ключ К. Кон

денсатор С начнет заряжаться, и напряжение на нем будет расти (рис. 17.4, а). Так как 
конлснсатор и неоновая лампа НЛ включены параллельно, то в любом режиме работы на
пряжения на них одинаковы. Как только напряжение 
hi конденсаторе возрастает до значения, равного на
пряжению зажигания к, неоновой лампы, последняя 
кжжется и ток в ней возрастет от нуля до !А (рис.
17 4, б). Конденсатор быстро разрядится через НЛ, 
внутреннее сопротивление которой мало по сравнению 
с сопротивлением R При этом изображающая точка на 
UAX НЛ переместится из точки 4 в точку I. В точке / 
напряжение на НЛ равно напряжению ее гашения иг, 
поэтому неоновая лампа гаснет и ток в ней становит
ся равным нулю (точка 2). Далее конденсатор вновь за
ряжается до напряжения и,, НЛ снова зажигается и 
процесс повторяется.

Траектория движения изображающей точки на 
рис 17.4, 6 образует замкнутую петлю 12341.

Следует подчеркнуть, что если условия возбужде
ния колебаний в схеме выполнены, то амплитуда ко
лебаний напряжения на конденсаторе не зависит от на
грузки R  и ЭДС Е, а определяется только напряжени
ями зажигания и, и гашения иТ НЛ. Период колеба
ний равен сумме времени зарядки и разрядки конден
сатора и зависит от ЭДС Е, емкости С, сопротивления 
и внутреннего сопротивления HJ1. Обратная связь в
схеме находит свое выражение в том, что конденсатор управляет режимом работы НЛ.

В заключение заметим, что если в схеме на рис 17.3. 6 ЭДС Е  и сопротивление R взять 
такими, что ВАХ  резистора сопротивлением R пересечет ВАХ HP с S-образной характе
ристикой в трех точках (/. 1, 3 на рис. 17.3, д), то точки / и 3 будут соответствовать ус
тойчивым состояниям, а точка 2 начиная с некоторого значения С — неустойчивому.

§ 17.6. Исследование устойчивости периодического движения в ламповом гене
раторе синусоидальных колебаний. Рассмотрим вопрос об исследовании устойчивости 
синусоидальных колебаний в ламповом генераторе (рис 16 5). С этой целью воспользу
емся формулами (16.25) и (16.30).

В соответствии с (16.30) производная от амплитуды колебаний

6

Рис 17.4

da
77 = А (а)*  0.5 a* , (l- 0,25 а 2)
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В установившемся режиме работы амплитуду колебаний обозначим а0. Для олрМ 
ления а0 приравняем d a ld t  нулю и решим уравнение 1-0,25 =0. Отсюда аа • 2, 

В соответствии с § 17.4. исследования устойчивости периодического движения a sin* 
в автоколебательной системе, на которую не воздействует внешняя периодическая СИ1 
частотой со, достаточно найти знак производной dA(a)/da при а = аа. Если при ЭТО 
d A(a)/d а < 0, то процесс устойчив. В нашем случае

Ранее (см. уравнение (16.27)) было выяснено, что а' М  > R C  и > 0, так как тощ 
ко в этом случае амплитуда колебаний представляет собой вещественную величину. СЛ1

§ 17.7. Исследование устойчивости работы электрических uenel 
содержащих управляемые источники напряжения (тока) с учетом М 
неидеальности. Прежде чем приступить к исследованию устойчивост 
той или иной схемы, надлежит проверить, нет ли в схеме ОУ, у которог 
имеется обратная связь с выхода на его положительный вход, а минусе 
вой вход ОУ заземлен. Если она имеется, то и без подробного исследо

потенциал ф2 равен
Ф2 =<р, К 0/(1 + />т,).

Подставим ф2 в выражение /, = 12 и после небольших выкладок пс 
лучим характеристическое уравнение относительно приращения Дф^

Положение равновесия рассматриваемого звена схемы неустойчив* 
так как один корень из двух корней уравнения положителен. Возникш< 
приращение Дф, будет нарастать до насыщения ОУ. Элемент схемы Z(p 
при малом выходном сопротивлении ОУ практически не влияет на у< 
тойчивость этого звена.

довательно < 0 —  процесс устойчив.

вания можно сказать, что работа всей схем| 
окажется неустойчивой, и такую обратну» 
связь в схеме надо устранить.

Рис. 17.5

Поясним это на примере с помощью схем| 
на рис. 17.S. В ней обратная связь с выхода 01 
на плюс вход его осуществлена через резисто 
Я,, минусовой вход ОУ заземлен. Потенци! 
лы незаземленных узлов обозначим ф(, ф2 
Элемент Z(p) эквивалентирует всю остальну! 
часть схемы. Полагаем, что входной ток сх< 
мы /,х = 0. Между плюс входом ОУ и земле 
имеется малая паразитная емкость С„.

Токи /, и /2 в схеме равны

/ | - Ф | р С „ ,  /2 - ( ф 2 - ф , ) / Л , ;
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После проверки схемы на наличие обратной связи на положительный 
■ход ОУ и устранения ее, если она имеется, можно приступить к иссле- 
донанию устойчивости работы всей схемы. В случае многоконтурной 
Обратной связи в схеме следует учитывать:

1)что управляющие напряжения или токи управляемых источников 
»мисят от структуры схемы, комплексной частоты р и числовых значе
ний элементов схемы;

2) что управляющая способность самих источников тока или напря
жения зависит от р (например, для операционного усилителя и транзис

тора К  -  или К  — - ------ ----------г).
1 + ^т (1 + /»т,)(1 + р т2)

Порядок исследования:
1. Составляем схему замещения исследуемой цепи, указываем на ней 

■нутренние сопротивления неуправляемых и управляемых источников и 
токи и напряжения, которыми они управляются. Учитываем выходные 
сопротивления управляемых источников.

2. Составляем выражения для управляющих токов и напряжений в 
функции потенциалов незаземленных узлов, параметров схемы и часто
ты р.

3. Учитываем зависимость К = f(p \
4. Составляем систему уравнений по методу узловых потенциалов 

подобно тому, как это было в § 15.33 (но j  ш заменено на р).
5. Составляем главный определитель системы и приравниваем его 

нулю.
Об устойчивости судим по характеру корней. Степень характеристи

ческого уравнения определяется числом энергоемких элементов, незави
симо накапливающих энергию, с учетом полюсов у каждого из имеющих
ся в схеме частотно-зависимых управляемых источников. Перечисленные 
условия минимальны.

В заключение обратим внимание на то, что исследование устойчиво
сти периодических режимов в нелинейных цепях на частоте вынуждаю
щей силы может быть проведено не только путем придания приращений 
Ла и ДЬ амплитудам а и Ь синусной и косинусной компонент периодичес
кого режима, но и другим путем, путем исследования устойчивости пе
риодического режима к малым скачкообразным возмущениям какой либо 
определяющей работу схемы величине, например потокосцепления ц/ 
нелинейной индуктивности или заряда нелинейного конденсатора q.

Естественно, что в этом случае все выкладки должны быть проведе
ны по отношению к малому возмущению Ду или, соответственно, Дq. 
Такой путь исследования устойчивости периодических режимов являет
ся в ряде случаев предпочтительным, так как позволяет учесть влияние 
четных гармоник на устойчивость. Применительно к линейным цепям с 
периодически изменяющимися параметрами он рассмотрен в § 18.6, а к 
исследованию устойчивости периодических режимов в нелинейных це
пях —  в § 18.7. Вопросы устойчивости странных аттракторов различных 
типов в цепях с резистивным, индуктивным и емкостным нелинейными 
элементами рассмотрены в Приложении П 10 и в § 15.72.
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Вопросы для самопроверки

i

1. Дайте определение системы, устойчивой «в малом», «в большом» и устойчи* 
Ляпунову. 2. Изложите общие основы исследования устойчивости «в малом». 3. При j 
полнснии каких условий можно ожидать неустойчивого режима работы электрической I 
на постоянном токе? 4. Может ли быть неустойчивым режим вынужденных колеб 
режим автоколебаний? S. Сформулируйте критерий Гурвица. 6. Как по коэффии 
характеристического уравнения, составленного для малых приращений, можно су; 
устойчивости системы? 7. В каких группах электрических цепей можно ожидать i 
чивых режимов работы? 8. Изобразите схемы замещения HP с S- и /V-образной ВАХ  J 
исследования устойчивости, когда изображающая точка оказывается ка падающем ; 
ке ВАХ  этих элементов. Покажите, что для этих схем выполняются уело

Re А )  “>)„.*) < 0 и Re Z ( j  > 0. 9. Какие < 
зические процессы в нелинейных резисторах I 
учитывать Ln и R ^  в схеме замещения 
рис. 17.2, а и С„ и в схеме замещения 
рис. 17.2, «? 10. Для режима автоколебаний в схс 
на рис. 17.3, б постройте одну под другой зааисм 
сти в функции времени /. U.Bocnoj
зовавшись выкладками, приведенными в $ 17 
определите минимальные значения емкости кош» 
сатора С в схеме на рис. 17.3, б. меньше которого I 
ложение равновесия устойчиво, несмотря на то « 
точка равновесия (точка т  на рис. 17.3, •) наход| 
ся на падающем участке ВАХ HP 12. Покажите, 1 
состояние равновесия в схеме на рис. 17.3, б. со 
ветствующее точке 2 на рис. 17.3, д, при опредеж 
ном условии неустойчиво, а соответствующее тон* 
/ и 3 — устойчиво. 13. Изложите идею исследован 
устойчивости вынужденных колебаний и авто коле1 
кий. 14. Сформулируйте алгоритм исследоваи 
устойчивости работы электрической цели, содер) 
щей управляемые источники напряжения или то
15. На рис. 17.6, а изображена схема генератора 

туннельном диоде. ВАХ диода дана на рис. 17.6, б: £ - 0,3 В , R = 5 Ом. Построить к| 
вые i,ut ,uL в функции времени при автоколебаниях. Вывести формулу для значения 
начиная с которого возникнут автоколебания, воспользовавшись схемой замещения (< 
рис. 17.2, в) (Ответ: L > | С„ (R - R^ ) (Ядиф - R'ao6 ) | .)

Рис. 17.6



fhaea восемнадцатая
■ЛЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ ВО ВРЕМЕНИ ПАРАМЕТРАМИ

§ 18.1. Элементы цепей. Электрические цепи с переменными во вре
мени параметрами — это электрические цепи, в состав которых входят 
резистивные, индуктивные и емкостные элементы, изменяющиеся во 
•ремени (если в состав цепи входит хотя бы один изменяющийся во вре
мени элемент, то она принадлежит к рассматриваемому классу цепей).

Угольный микрофон — пример изменяющегося во времени резистив
ного элемента (рис. 18.1, а). Сопротивление его является функцией зву
кового давления, оказываемого мембраной на порошок графита. Индук

тивная катушка с незамкнутым ферромагнитным сердечником, который 
выдвигается из катушки и вдвигается в нее (рис. 18.1, б), — пример пе
ременного во времени индуктивного элемента. Конденсатор, пластины 
которого раздвигаются и сдвигаются, не соприкасаясь (рис. 18.1, в), — 
пример емкостного элемента, изменяющегося во времени. Две индуктив
ные катушки L, и L2 (рис. 18.1, г), взаимное расположение которых 
меняется во времени (например, если одна из них вращается вокруг своей 
оси, перпендикулярной рисунку), — пример взаимной индуктивности, 
меняющейся во времени.

Изменение параметров цепи во времени может происходить под дей
ствием внешней механической силы или чисто электрическим путем.

Параметр цепи может изменяться во времени периодически и непе
риодически. Рис. 18.2, a-в иллюстрирует несколько различных периоди
ческих законов изменения параметров.

а 6 г

Рис. 18.1

а 6
Рис. 18 2

в
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§ 18.2. Общие свойства электрических цепей. Несмотря на то i 
цепи с переменными по времени параметрами являются линейными I 
пями (описываются линейными дифференциальными уравнениями), I 
обладают свойствами, сближающими их с нелинейными цепями.

Переменные во времени элементы цепи, подобно нелинейным зла 
там, являются генераторами высших гармоник тока и напряжения. В  ОН 
этого в цепях с переменными параметрами протекают токи не только 1 
частот, которые имеют источник вынуждающей силы и переменная < 
ставляющая изменяющегося во времени параметра, но и токи множев 
других частот.

Благодаря этому в цепях с переменными параметрами при наличии 
их составе индуктивных и емкостных элементов могут возникать 
нансные явления на высших и низших гармониках при отсутствии 
моник данной кратности у источника ЭДС.

Обратим внимание на то, что амплитуды отдельных гармоник ток 
цепях с переменными параметрами линейно зависят от амплитуд 
тальных гармоник (в нелинейных цепях аналогичная зависимость нелМ 
нейна).

Наряду с этим цепи с переменными во времени параметрами обла 
ют линейными свойствами, принципиально отличающими их от нелинаИ 
ных цепей. В них амплитуды гармоник тока и напряжения пропорци 
нальны амплитуде вынуждающей силы. Другими словами, если ЭДС 

источника увеличить вдвое, то и амплитуды токоа i 
напряжений увеличатся вдвое. В цепях с нелинейна 
ми элементами, где имеет место насыщение, тако! 
пропорциональности, как известно, нет.

Ранее отмечалось, что изменяющиеся во времен! 
элементы цепи являются генераторами высших гар 
моник. Убедимся в этом на простейшем примере. Hi 
рис. 18.3 изображена схема, состоящая из источник! 

постоянной ЭДС £ и резистора R, сопротивление которого изменяете) 
во времени в соответствии с кривой (рис. 18.2, б):

Рис. 18.3

#(/) = R0 (1 - к sin со/), к< 1. 

По закону Ома, ток в цепи

Е Е  1I = ■
/?(/) Rq 1- к sin со/

(18. Г

(18.:

Известно, что функция 1/(1 — дг) при |дг|<1 может быть разложена 
степенной ряд:

1
1- .

= 1 + х + х2 + х3 +... + хп. (is.:
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Роль, которую играет* в (18.3), в (18.2) выполняет к sin со /. Поэтому 
При А<1

—-—  = 1 + к sin cor + к2 sin2 со/ + A3 sin3 со? + .... (18.4)
Е/ Rq

Воспользуемся известными из тригонометрии формулами:

sin2 а = 0,5 (1 - cos2а), sin3 а = -0,25 sin За + 0,75 sin а, 
sin4 а =0,375-0,5 cos2а + 0,125 cos4а

я объединим слагаемые правой части ряда (18.4) с аргументами одина- 
•“,иой кратности. В результате получим

——  = (1 + 0,5 к2 +0,375 к4 + ...) + (* + 0,25 к3 + ...) sin со/- 
E/R0

-(0,5 к2 +0,5 к4 + ...) cos2со/ -(0,25 А3 + ...)sinЗш/.

Таким образом, несмотря на то что в цепи (рис. 18.3) включен источ
ник постоянной ЭДС, а переменная составляющая сопротивление резис
тора изменяется по закону синуса с частотой со, ток имеет и высшие 
гармоники (частоты 2со,Зсо). Постоянная составляющая и амплитуды 
гармоник тока нелинейно зависят от коэффициента А, но линейно зави- 
«ят ог ЭДС Е.

Обратим внимание также на то, что при к * 0 постоянная составляю
щая тока в цепи (рис. 18.3) не равна E/Rq, т. е. в схеме наблюдается 
своеобразный выпрямительный эффект.

Энергия, выделяющаяся в виде теплоты в цепи с переменными во 
времени параметрами, доставляется не только источниками ЭДС (тока), 
имеющимися в цепи, но и теми внешними источниками (например, ме
ханическими двигателями), которые совершают работу при изменении 
параметра (параметров) цепи.

Какую долю энергии доставляет источник ЭДС, а какую дает внешний 
источник, совершающий работу при изменении параметра, для каждой 
цепи с переменными параметрами следует рассматривать применительно 
к конкретным условиям. Доля энергии, доставляемая внешним источни
ком, может составлять в одном предельном случае нуль, в другом — 
100%.

Отметим различие в определении напряжения от тока или тока от 
напряжения для элементов одинаковой физической природы для двух 
случаев:

1) когда величина, характеризующая этот элемент (сопротивление, 
индуктивность, емкость), является функцией времени;

2) когда она является нелинейной функцией тока или напряжения на 
нем.

Для резистивного элемента в первом случае uR - R(t) /, во втором —
“ я = U K(i).
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Для индуктивного элемента в первом случае потокосцеплай
ш ч . \ ■ ^  dL(t) , , s di _т  = L(t)i, напряжение и, =---= i — —  + £(/)— . Во втором

dt dt dt 
d*V d*V di di

4 fm 4W -
Для емкостного элемента в первом случае заряд q~C{t )uc ,

dClt) . dur  n , .t = uc — — + C (/)— s-. Во втором — q = q(uc ), ток 
dt dt

Ml,§ 18.3. Расчет электрических цепей в установившемся реяст
Если переменный параметр изменяется во времени периодически, пр#1 
терпевая резкие скачкообразные изменения (см. рис. 18.2, а), то расч* 
цепей целесообразно проводить с помощью классического метода рас 
чета переходных процессов. В этом случае постоянные интегрирований 
определяют исходя из законов коммутации и периодичности процесса,

Если же переменный параметр изменяется так, что его можно пред» 
ставить в виде постоянной составляющей и одной или нескольких сину* 
соидальных составляющих, то расчет производят, применяя метод rap* 
ионического баланса.

Метод гармонического баланса применительно к нелинейным цепям 
был рассмотрен в § 15.46. Основные его положения и здесь те же. По
следовательность расчета такая: искомый ток (любая другая величина) 
изображают в виде ряда Фурье

/ = /0 + /п sin©/ + /|2 cos (о/ + /21 sin 2м/ + /22 cos2w/ + ....
Полученное выражение для тока подставляют в дифференциально* 

уравнение цепи и выделяют из него уравнение, выражающее собой 
равенство постоянных составляющих левой и правой его частей, урав* 
нение, выражающее собой равенство синусных составляющих левой и 
правой частей, и т. д. Каждое из этих уравнений в общем случае содер* 
жит несколько неизвестных (/0, /,,, /)2, /21, /22), но является линейным 
уравнением относительно этих неизвестных (в этом отличие от нелиней* 
ных цепей). Далее решают систему линейных уравнений относительно
Аз. Ли 2̂1» 2̂2-

Метод гармонического баланса можно применять к расчету цепей, 
содержащих несколько переменных во времени параметров (например, 
изменяющееся во времени резистивное сопротивление и изменяющую
ся во времени индуктивность), причем характер изменения во времени 
ЭДС (тока) может быть по любому периодическому закону.

Пример 167. В схеме на рис. 18.4, а ЭДС £ источника ЭДС и индуктивность L 
катушки постоянны, а сопротивление резистора Л(/) меняется в соответствии с 
рис. 18.4, в. Определить закон изменения тока в установившемся режиме
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Р е ш е н и е .  Так как сопротивление изменяете» периодически, то и ток изменяется 
периодически. Обозначим значение тока в момент t = О через /2. В этот момент сопро- 
1и1ление цепи скачком возрастает от до Д, и ток в цепи начинает уменьшаться. В 
момент I ж т ток принимает значение /| и сопротивление скачком уменьшаете» с Я, до 
/tj Последнее приводит к тому, что ток начинает увеличиваться.

В первом интервале времени от 1 = 0 до / - т ток можно представить в виде суммы 
принужденного £//?, и свободного С, ' токов, причем рх »-/?,/£ — корень харак
теристического уравнения цепи р L + Я, « 0; Ct —  постоянная интегрирования.

Во втором интервале времени от / = т до I = 2 т

Задача сводится к определению двух постоянных: С, и С2. При t = 0 / = /2; следо
вательно.

Начальное значение тока для второго интервала времени /, можно найти и иначе:

(18.5)

При / = 0 I =* /,, поэтому

(186)

(18.7)

К концу второго интервала времени, когда I = 2 т, I = /2

(18.8)

Приравнивая правые части уравнений (18.5) и (18.8), получим

Аналогично из уравнений (18 6) и ( 18.7) следует, что



Совместное решение двух последних уравнений дает

С ,-1 1 Dl \+l>* ТI _ с/п '+Г7 t *

В  первом интервале времени

/ = £//?,+С, е * \
во втором

i = £//?2 + С2 ePj

Кривая / = /(/) показана на рис. 18.4,6.

Пример 168. В схеме на рис. 18.4, г ЭДС t  = Е  + Е т  sin(w/ + у), 
I  *  iLo (1 + * sin о) /) (* < I), сопротивление Л не является функцией времени. Определил 
постоянную составляющую, а также первую и вторую гармоники тока.

Р е ш е н и е .  В дифференциальное уравнение

Равенство коэффициентов при sin и/ в обеих частях (18.11) после подстановки в неп 
(18.12) и деления на R  дает

Из (18 13) следует, что в схеме на рис. 18.4, г постоянная составляющая тока /0 не 
зависит от переменных составляющих индуктивности и ЭДС. Однако постоянная состав
ляющая потокосцепления, равная Lq /0 +0,5* Lq зависит от амплитуды первой гар- 
моники переменного тока.

Это свойство в известном смысле напоминает первое из свойств нелинейных элемен
тов с симметричными характеристиками, описанное в § 15.17.

R I + —  ( I  i)= Е  + Е „  sin(<o I + v )  
d t

( 18.11

подставляем ток

/ = /0 + /и sintiW + /12 coswf + 121 sin2 а  I + /32 cos2 со/. 

Выделив постоянную составляющую, получим уравнение

( 18.12

( 18.13

( 18.14

(18 15)

( 18.16)

<lA/i2+2fl/2j+ 122 = 0;
a = a>Lg/R.

(18.17)

( 18.18)
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Запишем решение уравнений ( 18.14)—(18.17):

a M  + VN  , Л '-р/,, , , ,/ =-- ----— , /,2 ------- LL /2) =у /ц _ v /12, /22 = v /м -у  /,2;
а2+Р2 a

£_ i, Em ■ , , 1+ 4 a2 - 0,5 a 2 * 2 M =—— cosw; N ~ —”  sin у  - а к /0; a  =----------:-----;
R R 1 + 4 <7

ak  „  a (l+ 4 fl! - o ! (:! ) 2 a1 ку — -------- ; R - s— 1------------ -----; v = -------- ,
l + 4 a J 1 + 4 a 2 l + 4 a2

Изменяя постоянную ЭДС E  в схеме на рис. 18.4, г, можно управлять переменным 
(ОКОМ.

§ 18.4. Параметрические колебания. Возникающие в электрических цепях без 
источников ЭДС и источников тока незатухающие колебания, обусловленные периодичес- 
<им изменением индуктивности или емкости системы, называют параметрическими. 
колебания поддерживаются за счет работы механической силы при периодическом изме
нении параметра либо за счет энергии, вносимой в цепь при периодическом изменении 
мраметра электрическим путем. Частота первой гармоники параметрических колебаний 
маэывается в два раза меньше частоты изменения параметра.

На рис. 18.5, а изображена простейшая цепь, в которой при определенных усло- 
жях возникают колебания рассматриваемого типа. Цепь состоит из катушки индуктивно- 
нью L, нелинейного резистора, ограничивающего амплитуду колебаний /?(<) = Ro+k /3,

L RU) С

Рис 18.5

I конденсатора, емкость которого изменяется во времени: C = C0 -ACcos2o>/. 
4С/С0 «  I. (Предположение, что ДС/С0 «  1, принято только для облегчения решения.)

Сначала рассмотрим случай, когда емкость конденсатора изменяется механическим 
|утем.

Внешняя сила, совершающая работу при изменении емкости конденсатора, доставля- 
:т в цепь энергию. Эта энергия равна потерям в активном сопротивлении. По второму 
акону Кирхгофа.

L —  + R(i) i + - 
dt

\i d I

1---- cos2ioi
Co

= 0.

В соответствии e формулой (18.3) последнее слагаемое представим так:

- (1 + cos 2 <а Л f<С0 I С0 ) J dt.

Подставим в это уравнение / = <jsino)/-icosa>/, разобьем его на синусные и коси- 
<усные составляющие частоты ш (высшими гармониками пренебрежем) и решим отно-
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сительно квадрата амплитуды тока a2 +6J = А2:

А 2 ,  2 1

При А2 > 0 колебания существуют; А2 > 0 при Ш|<со<ш2 (рис. 18.5,6), ш,} 0(| 

ределяют как корни уравнения X 1 я  о. При со2

А2 - А 2 - -п ~ лти - j

Условием возникновения колебаний в этом случае является

АС 2 R0 
С, >

Качественно поясним сущность процесса поступления энергии в цепь при изменен!! 
емкости конденсатора во времени. Энергия, запасенная в электрическом поле кондеис! 
тора емкостью С с зарядом ±q на пластинах, W, = q2/(2C ). Если при неизменной 
емкость изменить на ДС (ЛС/С «  IX то энергия станет равной

„2  „2
— £--- п±-
2 (С + ДС) 2 С

Приращение энергии

Л Ж ,= - ^ ^ £
* 2 С С

Верхняя кривая на рис. 18 5, в изображает изменяющийся по синусоидальному зам 
ну во времени заряд q. Средняя кривая иллюстрирует характер изменения емкости во (р  
мени (для простоты рассуждений он принят не синусоидальным, а прямоугольным). Koi 
да заряд q проходит через максимум, то емкость почти скачком уменьшается (ДС <0] 
когда через нуль, то емкость почти скачком возрастает (ДС > 0).

Уменьшение емкости соответствует раздвиганию пластин конденсатора, а увелич 
ние — их сближению. Поэтому, чтобы при <? = <?„ емкость почти скачком уменьшит 
нужно быстро раздвинуть пластины. Но пластины заряженного конденсатора притяги* 
ются друг к другу. Следовательно, для того чтобы раздвинуть пластины, внешний исто* 
ник энергии должен затратить работу на преодоление сил их притяжения. Эта работа I* 
реходит в энергию электрического поля конденсатора За период изменения </ энергия koi 
денсатора дважды возрастает на величину

1 2 С С
Сближение пластин (увеличение С) происходит при q = 0, когда силы, действующи 

на пластины (силы поля), равны нулю. Поэтому при сближении пластин внешняя сила н 
совершает работы.

Поступление энергии в параметрическую цепь при изменении параметра цепи назь 
вают накачкой энергии. Рис. 18.5, « качественно поясняет также, почему частота колсб! 
ннй на схеме в рис. 18.5, а в два раза меньше частоты изменения параметра (емкости' 
Если емкость стала бы изменяться во времени в соответствии с пунктирной кри*о 
(рис. 18 5. в), то энергия в этом случае в цепь не доставлялась бы (не накачивалась), иб 
сколько энергии доставит в цепь внешний источник при уменьшении емкости, столько *  
цепь отдаст ему обрагтно при ее увеличении. Накачка энергии в цепь может происходит 
не только при изменении емкости, но и при изменении индуктивности во времени.
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5 18.5. Параметрические генератор и усилитель. В параметрических генераторе (ПГ) 
И  усилителе (ПУ) емкость варьируют не механическим, а электрическим путем —  изме
ни емкость диода (варикапа), находящегося в запертом состоянии. На рис. 18.6, а в ПГ 
•вжммы аЬ закорочены, а в ПУ к зажимам аЬ подключен источник сигнала частотой шс 
(показано штриховой линией). Источник постоянной ЭДС £0 запирает диод.

а Ь

«С,

Рис. 18 6

Накачка энергии осуществляется от источника синусоидального тока j „  частотой со„ 
И амплитудой Часть этого тока (ток i,) амплитудой /,„ проходит через R и L и со
вместно с Е0 образует падение напряжения на диоде:

= -Е0 - R - L

(кривая / на рис. 18 6, б). Чтобы диод был заперт, это напряжение должно быть отрица
тельным. Диод будет заперт, если

/,я
Зависимость емкости р— о-перехода С,"' от напряжения на диоде и, иллюстрируется 

кривой 2 (рис. 18.6, б), а изменение емкости Ct во времени — кривой I  (рис. 18.6, в). 
Среднее за период значение емкости С, обозначим С,.

Схема замещения параметрического генератора для частоты параметрических колеба
ний <ор - ши/2 * 1 / J L  С, изображена на рис. 18 6, г. Вносимая генератором накачки (ис
точником синусоидального тока) на частоте ш„ энергия компенсирует потерн в активном 
сопротивлении R на частоте сор. Этот процесс можно трактовать как уменьшение актив
ного сопротивления колебательного контура г, до нуля (ср с ламповым генератором § 16.6,
* котором г, * R - М S /С). Амплитуда установившихся колебаний определяется энерге
тическим балансом.

Если допустить, что глубина модуляции емкости С , m «  I. то. составив дифферен
циальное уравнение для колебательного контура L R C t  (зажимы аЬ на рис 18 6, а 
короткозамкнуты):

Л( + £ ^  +J - Г, </, = 0
d l C . s '

*'При ил < 0 основную роль играет барьерная емкость р— л-перехода, обусловленная 
перераспределением зарядов у границы областей с различным характером проводимости. 
При ил > 0 основную роль играет диффузионная емкость р— «-перехода Она обусловле
на перераспределением зарядов в базе. В схеме на рис. 18.6. под Г а поднимается барь
ерная емкость.
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и подставив в него
I 1 1

Сд Ct (1 - т  sin 2 Шр /) С| 
получим два уравнении (синусная и косинусная компоненты):

I
: Я - ----- = 0; й>„ =—==•.2орС, р VZq

Прн работе схемы (см. рис. 18.6, а) в качестве ПУ генератор накачки настранв 
такой режим, при котором вносимая им энергия уменьшает активное сопротивление i 
тура г, не до нуля (как это было в случае с ПГ), а до г, <*: Я. Параметры /. и С, 
рают так, чтобы шс = 1 /-Jl  С, . При этом источник сигнала (источник ЭДС £с ча 

£
о>с) вызовет ток /с = — .

Отношение выходного напряжения (на индуктивном элементе) к входном
u,ur I  т— = со. — ------- достаточно велико — схема работает в качестве усилителя.
£с г,

§ 18.6. Исследование устойчивости периодических режимов работы линейи! 
электрических цепей с переменными во времени параметрами. Методику рассмотр) 
на примере цепи на рис. 18.7, а, содержащей источник синусоидальной ЭДС Ет  cote 
резистор R, конденсатор С  и изменяющуюся во времени индуктивном 
L ( l )m i0 (l-mcos2cof), полагая, что т  «  1.

Рис. 18.7

Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для электрического заряда q koi 
денсатора в периодическом режиме работы, имея в виду, что ток i=-dqldt. напряжен! 
на конденсаторе uc *q / C , а потокосцепление индуктивности равно произведет*

dt

d l {  d i )  dt С

Первое слагаемое уравнения (18.19) заменим двумя слагаемыми:

, . . d 2q d L (l) dq n dq q „ДО— ?- + — г----г- + Я-г-+- = t-m COSO)/.dt dl dt С

(18.11

(18.2

Затем объединим два слагаемых с первой производной dq !d t и придем к уравнени 
(18.21):
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£ ( / ) ^ f  + ( r  + ̂ ^ ] ^ -  + — <? = £ „ cosoi/. (18.21)
d r  V dt )  d i С

Поделим уравнение (18.21) на £(/):

д I dL(t)
dJ ±  +_____ g l _  + — L -  g = -£"  (18.22)
d,J ад </( ад с ад

Положим, что заряд <? получил малое приращение Д<? и стал равен q + Aq. Составим 
ранение движения для возмущенного состояния:

д ,
+ + — !—  Ы ^ ш Ь .  CPS!°.( (18 23) 

<*,J 1(0 Л  Д О С * ^  «/ )

Зычтем из уравнения (18.23) уравнение (18.22). Получим уравнение (18,24) для при
чинения заряда hq

^ ^ + £ ( 0  —  + С(Г)Д9*0. (18.24)
rf/2 dt

. Я + 2 ш Ь, /и sin2wt (  R . ,  , , ,  . ,, 0 . . .F (0  =------- 5-------- = —  + 2o>msin2o>/ 1(1 + m cos2u>f), (18.25)
Lq (l-/ncos2w0 I  A)

/j(lH

> 1 l+mcos2cofC(/) =----------------- . (18.26)
СЦ1) C L 0

Устраним в уравнении (18.24) слагаемое с первой производной подстановкой

-т [/■<<)■"
x\ = &qc 2 (18.27)

Получим уравнение

З Т  + ^ (')л  = 0. (182g)
at

A ( t ) * G ( t ) - \ ~ ^ - ] - F ( i ) 2. <|8 29>
2 at 4

Л(/) = — !— + . — ... cos2cof - 2  (о1 m cos2w / - f -7  — 1 (1 + 2 от cos2ci>/)
Lq С  Lq С  v 2 /-о /

В уравнении (18.28) от времени t перейдем к безразмерному времени х = он, домно-
1_И W2 2 П«на , 2 на —г  и поделив затем все уравнение на о> . Получим уравнение, назыаае- at

мос уравнением Матье:

j 7
— “  + ( o + !6/>co$ 2 t) ti = 0. (18.30)
d т
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■^-у + |© 0 + 2 ^ 0 V cos(2vt-Bv ) jn  = 0.

@в и 0» —  некоторые числа. Периодический режим работы схемы рис. 18.7, а окажет 
неустойчив, если малое приращение будет стремиться неограниченно возраст! 
во времени. Если уравнение для приращений может быть сведено к уравнению Мет 
то устойчивость периодического процесса к малым возмущениям в линейных цел 
с переменными во времени параметрами определяют с помощью семейства крип 
рис. 18.7, б, построенных на основании теории функций Матье.

Решение уравнения Матье может быть записано в виде:

Л =С, е‘, , чЧт) + С 2 е 'м,(р(-т).

Здесь C |,C j —  постоянные; ц — характеристический показатель, являющийся дейстм 
тельным или мнимым числом; ф(т) —  периодическая функция по т или 2 т. Решеий 
неустойчиво, если ц действительно, и устойчиво, если и мнимое.

Периодическое решение уравнения Матье записывают с помощью функций Матье. Пр| 
малых Ь функции Матье представляют собой ряды по степеням Ь. умноженные на синус! 
и косинусы аргументов, кратных т. Уиттекером’’ вычислены собственные значения пар! 
метров"', соответствующих функции Матье ас„  и а„, (я = 1 + 3)

Зависимости собственных значений параметров функций ас„  = /(b ) и аш = /(b) npt 
трех значениях и, являющиеся граничными кривыми для трех областей неустойчивост* 
(они заштрихованы), построены в прямоугольной системе координат а и b на рис. 18.7. в 
Кривые исходят из точек на оси абсцисс, для которых а = 1, 4,9. Если при некоторых зи< 
чениях коэффициентов о и Ь в уравнении Матье изображающая точка на рис. 18.7, б ок» 
жегся в какой-либо из заштрихованных областей, то периодический режим работ! 
окажется неустойчив к малым возмущениям. Физически это объясняется тем, что эиер 
гия, доставляемая в цепь источником ЭДС и модулятором индуктивности, будет прею 
шать тепловые потери в резисторе. В тех случаях, когда уравнение для приращения н< 
может быть сведено к уравнению Матье. необходимо будет обратиться к уравнению Хил 
ла. Однако исследование устойчивости в этом случае существенно усложняется (см. кии 
гу Уиттекера и Дж. Н. Ватсона, книгу Т. Хаяси [321 или книгу В.А. Тафта «Электрические 
цепи с переменными параметрами» (М : Энергия. 1968).

§ 18.7. Исследование устойчивости периодических режимов работы нелинейных 
электрических цепей переменного тока с помощью функций Матье. На рис. 18.8 изоб
ражена электрическая цепь, содержащая источник синусоидальной ЭДС Е „  sin(ta/ + у), 

нелинейную индуктивность НИ, вебер-амперная характерис
тика которой описана формулой i = ashji\)/, конденсатор 
емкостью С  и резистор R (схема ранее была рассмотрена ■ 
§ 15.58; она при определенных соотношениях параметро! 
имеет /V-образную ВАХ). В установившемся режиме работы при 
потокосиеплении у  = 4*m sinta/ первая гармоника тока в цепи 
l m sin«>/ « 2 а  (-у J , ( j  р 'fj.rtsinco/. Если потокосиепление Ч< 
получит малое приращение Ду, то ток в цепи станет равным 
/ = a  sh(p sintflf + Др Т).

’'Уиттекер Э.Т., Ватсон Дж. Н. Курс современного анализа. —  М.: Физматгиз. 1961.
" ‘Под собственными значениями параметров, соответствующих функциям ас„ и а», 

понимают значение а при заданном значении Ь.

В более общем случае уравнение (18 28) окажется уравнением Хилла:



Mo

sh(P T ,  sin со/ + ЛР 'V „ )  = sh(P 4-„ sin со/) ch др V  + ch(P 'V,, sin ail) sh др Г  

Учтем, что

sh(p since/) s  2 (- j  J , ( j  P У ,,)) sin©/, 

ch(P V,, sin со/) * J 0( j  P VK ) + 2 J M  P Vm) cos2 со/

(см. формулу 15.10). При др Ч' «г I ch A P 'P s I, эЬДрЧ'жДРЧ'.
Приращение тока

Л/ = а (^ 0и р Ч ‘ж) + 2 7 ,и Р 'Н ж )со$2о>/)ДрЧ'. (18.31)

Составим уравнение для схемы рис. 18.8 для получения приращения ДрЧ':

!  — РЧ* sinco/+ff( + — f idt = E „  sin(u)f + у) 
p dt m С ■! я

И уравнение после возникновения возмущения

— —  (р sin со/ + др Т)+  R ( / 1 А/) + — f(/ + &i)dt = £я sin(co/ + y).
Р dl С *

Имчтем из второго уравнения первое, получим уравнение для приращения (18.32)

1 ^ И +ЛД/ + 1  Гд/<*,«0. (18.32)
Р dt С 1

подставим в него Д/ из (18 31). обозначим со/ = т, домножим полученное выражение на 

а подынтегральное выражение еще на — , и продифференцируем все уравнения по т.Ш О)
Получим дифференциальное уравнение второго порядка в безразмерных единицах:

(Т) ч-С^т) Др 4̂  = 0. (18 33)
d т2

Здесь

^ (т ) = - ^ & ( У о О Р ^ . )  + 2-/2О Р Ч /я )со$2т)> ш
с , (Т) = 4 ^ -  (j  Р > + 2 J 2 U  Р ) cos 2 т) - J 2 [ J  р Ч>„) sin 2 т. 

ш2 С  Ш

Как и в § 18.6 устраним первую производную в (18.33). воспользовавшись подстанов
кой (18.27), и придем к уравнению:

d2 п,
- + 4 (т )П | =0. (18.34)d\

А, (т) = j l { j  р ) sin2 1 + - ^ - ( J 0U  Р П , ) + 2Уги  Р 4>п ) cos2t) -
ш- С

- | ( ^ ] ' ^ o O P ^ ) + 4 7o(7p y M>7J(yP4'm)cos2 T + 4 7 22( ;p4 'm) i ( l  + cos4 T>|
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1 CL 6
При т — —--- г — Л О  Р ^ л )  ^  I уравнение (18.34) является уравнением М с м2 шС 4 си ^

в котором в данном случае

0=5 с ,/о(> р Тя> ̂ И 0 р ̂ )+т 7’0 р ч'- >) 01Ш

16 ь = (У р Vm) -  Гi S l ) *  у 0 (/ р ^ ) У ,  (У Э У ж). (| 8 ]«)
о С V со у

Далее учтем следующее.
1. Энергия на возрастание возмущения в линейной и нелинейной цепях, рассмо 

ных выше, доставляется в цепь от разных источников В  первом случае от внешнего I 
точника модуляции и от синусоидального источника, во втором —  от синусоидального I 
точника питания схемы. Кроме того, в линейном случае уравнение составлено относи 
t>q, а в нелинейном —  относительно AH'. Это привело к тому, что знаки коэффишюи 
Ь в уравнении Матье в ггих двух случаях различны: в линейном случае Ь > 0, в нелии 
ном—  Ь< 0 (так как J 2( J  др Ч*) < 0.

2. В нелинейном случае коэффициент а может принимать значения от 0 до 2,2» { 
коэффициент | b | —  от 0 до - 0,2. В линейном случае при * > 0 в этом диапазоне I 
нения о и 6 левая кривая первой области неустойчивости рис. 18.7, б описывается фуи 
цией ас, » I - 8 6, а правая кривая — функцией ал  = 1 + 8 Ь (см. § 3.6 [32]). Изменом 
знака коэффициента Ь в нелинейном случае по сравнению с линейным при Ь > 0 прив 
дет к тому, что в указанном диапазоне изменения а и Ь левая кривая рис. 18.7, б 0у» 
описываться функцией ал , а правая —  функцией <7г1, сама же первая область неус 
чивости останется неизменной и ею можно пользоваться н при Ь < 0, откладывая по от  
ординат модуль Ь.

3. Физически неустойчивость работы на падающем участке ВАХ цепи рис. 18.8 обм* 
нясгся тем, что флюктуация Др Ч' приводит к появлению постоянных составляющих • 
второй гармоники в токе и магнитном потоке НИ. Нелинейное взаимодействие первой I 
второй гармоник потока, зависящее от их амплитуд и фаз (см. § 15.18), приведет к рост) 
«постоянной» составляющей потока и возникновению отрицательной дифференциально! 
индуктивности НИ по «постоянным» составляющим потокосцепления и тока.

Р а с с м о т р и м  п р и м е р .  Вебер-амперную характеристику НИ схемк 
рис. 18.9 для мгновенных значений величин опишем формулой:

I « a  sh р 4* = 0,0067 sh62.8y, 

угловая частота <о = 314 с "1. R *  10 Ом, С - 73.6 мкФ. ВАХ НИ по амплитудам первы) 

гармоник Um = / (/ „), где

Um -i  = 5p<+'*,

а также Л'-образная ВАХ всей цепи из последовательно соединенных НИ, R и С показам 
на рис. 18.9. В области многозначности ВАХ  всей цепи пунктиром проведем горизонталь 
ную прямую Ет  = 9 В. Она пересечет ВАХ в точках /, 2, 3. Определим устойчивость I 
каждой из них с помощью кривых рис. 18.7, б.

а р  6,74 I0 'J -62,8 .........  ( Я  < * Р Г _Сначала подсчитаем: = ------ --------- - = 0,0584 и ----- *
о 2 С  3,86 10 -73,6-10 V <° >

10 6.74-10-^62,8) 1П.«
314

= 1,817 10‘

В  точке I  рис. 18.9 р Ч*ж * 2, J 0( j  Р Ч т ) = 2,28, J 2( j  Р f M) = -0,69; а, = 0,1322, 
6, = -0,005.

Точка в|,|6| | на рис. 18.7, б находится в незаштрихованной области —  режим устой
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Рис 18 9

В точке 2 рис. 18.9 (J =4,6. J 0{ j  р ) = 19,01, J ^ j  Р V m) --11.71; а, - 1,036, 
6, = -0,083.

Точка аг,\Ь2 \ на рис. 18.7,6 оказалась в заштрихованной области — режим неус- 
тойчив

В  точке 3 0 S'* =5,3, J 0( j  Р ^  ) = 23,65, J 2i j  р Ч-.) = -15,6; а, - 1,798.
6, = -0,163.

Точка Оз,|6з 1 на рис. 18.7. б находится в незаштрихованной области —  режим ус
тойчив.

Вопросы для самопроверки

I. Почему можно сказать, что линейные электрические цепи с изменяющимися во 
времени параметрами занимают промежуточное положение между линейными цепями с 
неизменными параметрами и нелинейными электрическими цепями? 2. Какие вы знаете 
способы изменения параметров реактивных элементов в изучаемых цепях? 3. Изложите 
известные вам методы расчета цепей с переменными во времени параметрами. 4. Какие 
колебания называют параметрическими? 5. Что понимают под накачкой энергии в пара
метрическую цепь? Как ее осуществляют практически? 6. Чем можно объяснить, что час
тота изменения параметра в два раза больше частоты параметрических колебаний? 7. По
ясните принцип работы параметрического генератора и параметрического усилителя.
8. Электрическая цепь (рис. 18.7, а) образована источником синусоидальной ЭДС 
е(/)“  Ея  sinciH, резистором R. конденсатором С  и индуктивной катушкой, у которой 
Щ )=  Ц  (1 + «  sin ш/). Через ДО протекает ток /+/0. Приняв i«  l m sin(a>f-c0; 1)по- 
кажите. что зависимость постоянной составляющей потокосцепления Vo индуктивной 
катушки от тока /0 имеет вид Vo » а + 6 2) выведите условия, при которых Ь < 0 (при
этом £.а„ф = —  < 0). Покажите, что режим работы при этом будет неустойчив. (Ответ:

<о Д0 ---- + R - —  (о L0 \io L0 ---—
• v т  L0 R E „  I  0 u c j  2 _ V  сoC) .

I (  m2)  12) b < 0 при выполнении трех условий: a  L0 ---— >0; ю £о I -------- у: к &•
<dC  ̂ 2 J шС
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L0 - — rj  ̂ eo L0 1̂ - j  - — -j .) 9. Определите энергию, кагора* будет веем

на в цепь рис. 18.7, а при модуляции индуктивности по закону £(/) = £0 (I - т  cos 2йи) | 

при протекании тока по цепи i = lm sin(m/ - v) за один период Т = (Отвгм
г 2 / 2  “

sin2v.) 10. Определите, будет ли устойчив периодический режи!* 2 4 яО
работы схемы рис. 18.7, а если Lq = 1 Гн, С = 0,25 мкФ, R = 2 Ом, т  =* 0,1, о  = I. 11. № 
лежите последовательность действий при исследовании устойчивости периодических про 
цессов в линейных электрических цепях с изменяющимися во времени параметрами
12. Запишите уравнение Магтъе, поясните, как к нему можно перейти от уравнения j 
мгновенных значений величин и как можно исследовать устойчивость с помощью кривы! 
рис. 18.7, б. 13. Поясните, почему метод исследования устойчивости периодических про* 
цессов в нелинейных цепях переменного тока путем придания небольшого скачкообра* 
ного возмущения потокосиеплению или заряду предпочтителен по сравнению с методом 
придания возмущений амплитудам синусной и косинусной составляющих первых гармо* 
ник этих величин (как в § 17.4)? 14. Изложите последовательность действий при иссл* 
довании устойчивости периодических процессов в нелинейных цепях переменного тока 
путем сведения уравнения для приращений к уравнению Матье.
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Приложение П I
Направленные и ненаправленные графы

§ П1.1. Характеристика дву* направлений в теории графов. Обобщенно граф — 
это совокупность узлов и соединяющих их аствей. Каждый граф характеризуете* своей 
топологией, т. с. информацией о том, какими ветвями и с какой проводимостью (с мной 
передачей и в каком направлении) связаны друг с другом узлы графа.

Теория графов —  это учение об общих топографических свойствах графов и о мето
дах их расчета. Теория графов развивалась в двух направлениях: первое —  матрично-то
пологическое, второе —  чисто топологическое. Основные положения матрично-топологи
ческого направления были рассмотрены в гл. 2 (см. §2.31-2.37). Основные положения 
чисто топологического направления рассмотрены в Приложении П1, где сначала рассмот
рены основные положения теории направленных графов (см. $ П1.2-П1.5), зятем нена
правленных (см. § П1,6-П 1.1!).

I. Направленные графы

§ П1.2. Основные определения. Направленным, или линейным, графом (графом сиг
нала, диаграммой прохождения сигнала) называют совокупность узлов и соединяющих их 
ветвей, стрелки на которых указывают направление передачи сигнала (воздействия) от 
одного узла к другому.

Узлами в направленных графах обычно являются токи и (или) потенциалы узлов ис
следуемых электрических цепей, а не узловые точки этих цепей, как это имеет место а 
ненаправленных графах (см. $ П1.6—П 1.11).

Каждая ветвь графа характеризуется своей передачей. Под передачей вет*и пони
мают отношение выходной величины к входной. Так, выходная величина х2 ветви 
(рис. П1.1, а) равна произведению входной величины (входного сигнала) х, на переда
чу а: х2 = х, а.

Рис. П1.1

Передача ветви может иметь размерность проводимости, сопротивления или нулевую 
размерность.

В том или ином узле графа, кроме входного и выходного, в общем случае может схо
диться и от него может уходить по нескольку ветвей. На рис. П1.1, б изображен некото
рый граф с узлами 0, 1,2, 3, 4, 5, 6 Передачи ветвей этого графа обозначены буквами 
а .Ь .с ...... Направление передач указано стрелками.

Под X) будем понимать узловой сигнал первого узла, под х2 — узловой сигнал вто
рого узла и т. д.

Узловой сигнал *-узла равен сумме сигналов, приходящих к этому узлу. При состав
лении узлового сигнала A-узла выходящие из этого узла сигналы не учитываются; они 
учитываются при составлении узловых сигналов тех узлов, к которым эти сигналы подхо
дят. Так, узловой сигнал первого узла графа рис. П 1.1,6, х, «  I jt0 + d ** • второго узла — 

= Ь xj + g' хь, третьего узла —  xj = g *i и т. д.
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Узел графа, выражающий собой величину, принятую в изучаемой системе за входиу! 
обычно изображают на чертеже слева, а узел, соответствующий выходной величин*,« 
справа.

Принято изображать граф так, чтобы от входного узла отходила только одна ветвк, 
подходящих ко входному узлу ветвей вообще не было.

Аналогично, к выходному узлу должна подходить только одна ветвь (отходящих от мм 
ветвей не должно быть). Это можно сделать, ведя в граф дополнительные узлы и ветви 
передачи которых равны единице. В  графе на рис. П1.1. б дополнительными узлами М 
ляются узлы / и 5 Между входным узлом О и дополнительным узлом / имеется ветвь 
передачей /. На рис. Г! 1.1, б дополнительный узел 5 соединен с выходным узлом в ttft 
вью с передачей, равной единице. Часто узлы, передача между которыми равна единиМ] 
обозначают одинаково; например, для схемы на рис. П 1.1, б узел 0 можно назвать узлом / 
(тогда на рисунке будет два узла, обозначенных цифрой 1).

§ П и .  Переход от изучаемой системы к направленному графу. Для того чтобы 
какой-либо электрической цепи перейти к соответствующему ей направленному rpi 
применяют различные методы в зависимости от того, каким образом записывают ypi 
ния для этих цепей: на основании законов Кирхгофа, используя метод узловых потем 
лов или метод контурных токов и т. д.

Направленный граф содержит ту же информацию, что и система уравнений. Тол! 
информация эта выражена графически. ,

Если за основу взять уравнения, составленные на основании законов Кирхгофа, IV 
узлами графа являются токи ветвей и напряжения на элементах схемы. В том случае, йог* 
да за основу взяты уравнения, составленные методом узловых потенциалов, узлы графе 
будут выражать собой потенциалы узловых точек схемы, узловые и искомые токи (напри 
жения).

При некотором навыке граф вычерчивают, даже не записывая самих уравнений, 
послуживших основой для его составления.

Упорядоченный переход от заданной электрической схемы к направленному графц̂  
минуя этап составления уравнений, рассмотрим, положив в основу метод контурны* 
токов (переход от рис. П1.2 к рис. П1.3, а).

£ ,© [j]z, у *  [j]
№
z,

Рис. П1.2

Рис. П1.Э

Направления контурных токов во всех контурах выбираем одинаковыми, например i 
часовой стрелке. Число узлов в графе равно числу контурных токов плюс число, не pi 
ных нулю контурных ЭДС, плюс выходная величина.

Каждому контурному току, каждой контурной ЭДС и выходной величине соответсп 
ет свой узел. Так, схеме рис. П 1.2, в которой три контурных тока—  однако
турная ЭДС и выходная величина —  ток /5, соответствует граф рис. П1.3, а, в котор< 
имеется пять узлов.
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Узлы i u  располагаем в серединах соответствующих контуров, а узлы Еи  и узел 
■мкшной величины выносим на периферию рисунка. Соединим нарисованные узлы вет- 
мми, указываем на них стрелки и записываем знамени* передач ветвей. Каждый узел 1и  
интимен с узлом Е и  ветвью с передачей bkk = 1 /Zu  , где Z** — собственное сопротив- 
миие *-контура. Стрелка на этой ветви направлена к узлу 1и . Числовое значение £ « -  
может быть и положительным и отрицательным Оно положительно, если суммарна* ЭДС 
Mtiuypa, подсчитанная согласно направлению контурного тока 1и , положительна. Кроме 
Пип, каждый узел 1и  соединен с каким-то другим узлом / (если между контурами к и 
ft на схеме есть общая ветвь) двумя ветвями. Одна ветвь имеет стрелку, направленную к 
Илу 1и , и передачу bkp = Z ^ f Z ^ , где Zkp—  сопротивление смежной ветви между 
»• и р-контурами. На другой ветви стрелка направлена к узлу i  №. Ее передача

= Z^ fZp p , где Z-д, — собственное сопротивление/7-контура.
При согласном направлении всех контурных токов передачи всех ветвей между узла

ми * и р положительны.
По методу узловых потенциалов граф строят так же, как и по методу контурных то- 

«ов, только узлами графов являются потенциалы узлов схемы, узловые токи и выходная 
(«личина.

Если в электрической схеме узлы к и р соединены ветвью с проводимостью а 
(уммарна* проводимость ветвей, сходящихся в узлах к и р, обозначена соответственно 
«pe l У и  и V  то на графе между узлами к и р имеется две ветви (рис. П1.3, б). На 
мной из них стрелка направлена к узлу ф4 , а ее передача акр = /Уи  . На другой стрел
ка направлена к узлу <р4, а ее передача a = У^/Уц . Так, на рис. П1.3, 6 при * = I, 
р ■ 2 а 12 “  К,2 / К,,. а21 51 К2, / К 2. Первый индекс у о указывает узел, к которому на
правлена стрелка, второй — узел, от которого направлена стрелка. Если узлы к и р на схе
ме не соединены ветвью с проводимостью Укр, то и на графе узлы Vt и Vp не соедине
ны ветвями. Узел ф4 соединен с узлом узлового тока J u  ветвью с передачей ац, = I/Уц, , 
направленной к узлу ф* Искомому току в ветви с проводимостью Укр (полагаем его 
направленным от узла к к узлу р) на графе соответствует узел выходной величины /<р.

В соответствии с законом Ома для участка цепи к узлу графа /4/, должны подходить 
две ветви, стрелки на которых направлены к узлу i  кр. Передача от узла ф4 равна У^, 
передача от узла ц>;1 равна -У1р. Если какой-либо из этих узлов заземлен, то этот узел и 
передача от него будут отсутствовать.

Если граф составляют для цепи постоянного тока, то комплексное сопротивление Z 
следует заменить на резистор сопротивлением R, комплексную проводимость К — на ак
тивную проводимость G, а точки над ф, Е. /, свидетельствующие о синусоидальном 
«врактере изменения этих величин во времени, не ставят

Пример 169. Составить граф для лестничной схемы рис. П1.2, считая входной вели
чиной ЭДС £,, а выходной ток l s.

Р е ш е н и е  Граф на рис П1.3, а составлен по методу контурных токов для уравне
ний. записанных в комплексной форме:

/|| (Zg + Z | )- /22 Z, = £| или s Ьи £| + Ь12 /22;

-/и Z, + / 22 (Z, + Z2 + Z3) - / 33 Z3 = 0 или / 22 = б,, /и + 62з /33;

- / 22 Z3 + /3) (Zj + Z4 + Z5) = 0 или - b)2 i 21 *

6,,=--!--; 62, =--- ^--- ; 6„=--- ^ --- ;
Z0 + Z s z 1 + z2+z, Z, + Z4 +Z s

ь,2 - ——— , b23 =— h .— ,
12 Z0 +Z/ 21 z, + z2+z}

Передача от узла /3} к узлу /5 равна единице, так как /5=1/эз
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Пример 170. Составить граф для схемы рис. П1.2 методом узловых потенциалов, j 
Р е ш е н и е .  Обозначим y0 = l/Z0; К, «= 1/Z,; У2 = \/Z2; =» 1/(Z« + Zjj 
с  + Л + • Уц  - + Y) *  *V Запишем систему уравнений:

Ф) +Ф2 (~^г)= Ё\ *о = Л\ или Ф| =вц *̂11 +Яи Фг; 
Ф| ( " ) + Фг *22 “ 0 или Фг “  °2i Vi•

U  =»<i>2 Уау

На рис. П1.3, б <jM = 1/К,, ; at2 = Уг/У1}\ о2, = У2/У21. Предполагается, что нн ом 
из знаменателей выражений Ь^ .Ь^ .а^ .а^ , для значений параметров схемы, находящий 
а рабочем диапазоне, не равен нулю.

Порядок расположения узлов на чертеже может быть любым (расположение узлов вха 
и выхода уже рассматривалось), однако рекомендуете* это делать таким образом, чтоб 
последовательность при движении слева направо в наибольшей степени соответствен 
фактическому прохождению сигнала (информации) от входа к выходу

В  зависимости от того, какие величины выбраны в качестве узлов, для одной и те 
же схемы граф имеет различную структуру и различную сложность. Заметим, что если 
схеме имеется несколько источников сигнала (несколько источников тока или ЭДС),1 
пользуются принципом наложения, т. е. сначала определяют выходную величину да 
графа, а котором сигнал действует от первого источника, затем выходную величину U  
графа, а котором сигнал действует от второго источника, и т. д. После этого суммирую 
выражения для выходной величины. Однако можно поступить и иначе, а именно граф I 
несколькими источниками сигналов одинаковой частоты свести к графу с одним неточно 
ком (рис. П1.4). С этой целью один из сигналов, например сигнал Е  на рис. П1.4, а, при 
мем за базисный. Узлы остальных сигналов (в примере узел тока j )  объединяют с базис 
ным, так изменяя передачи от этих узлов к остальным, чтобы сигналы, подходящие к ИМИ 
остались неизменными.

Рис. П1.4

В рассматриваемом примере объединяем узел j  с узлом £ (рис. П 1.4. б) и измен! 
ем передачи Ь2) и на blf  и b̂ h: исходя из условий b2t Е  = q2J j'. blt. £ = q3J j  
Отсюда b2l. Е  = b2J j ;  Ь5/. Е  = b}/ J.  Когда граф составлен, его используют для опрем 
ления передачи от истока к стоку. Входной сигнал называют истокам, выходной - 
стокам.

§ П1.4. Общая формул* для передачи направленного (сигнального) граф<
В 1956 г. Мэзон предложил общую формулу для определения передачи графа Эта форм) 
ла является основной при расчете графов. Прежде чем перейти к ней, познакомимся с н< 
которыми новыми понятиями.

Прямой путь Р  —  это путь вдоль стрелок от истока к стоку, при прохождении которс 
го ни один из узлов не встречается более одного раза.

Передача прямого пути  равна произведению передач ветвей этого пути.
Между истоком и стоком графа может быть несколько прямых путей. Например, да 

схемы рис. П1.5 между истоком (узел /) и стоком (узел 2) есть два прямых пути. Первы
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примой путь — путь по ветвям с передачами о и Ь. Пере
дача этого пути />, = а Ъ.

Второй прямой путь — путь по ветвям с передачами
I, I, Ь, его передача Р7 ■ с е Ь.

Ни один из других возможных путей от узла / к узлу 2 
а тгом графе не относится к категории прямых. Например, 
пуп через ветви с./, g. е, Ь не является прямым, так как 
иа угом пути узел 3 встречается дважды. В общей форму
ле необходимо учитывать также передачи петель обратной 
связи.

П еты  обратной связи представляет собой замкнутый 
путь, вдоль которого (по кругу) каждый узел может встре
титься только один раз.

Передачу петли обратной связи часто обозначают бук
вой Т с индексом. Передача путли обратной связи равна 
произведению передач ветвей, образующих эту петлю. 
В графе рис. П1.5 три петли обратной связи: первая — 
с Г, » Л, вторая — с Тг * /  g, третья — с T,=ed.

Рис. П 1.5

Общая формула для определения передачи графа С  записывается следующим обра

с = - Р, А, +Я; Д2 +• •+Л. Ли (П И )

где Pi, —  передача к-ю прямого пути от истока к стоку; п —  число прямых путей.
Определитель Д4 равен единице минус сумма взятых поодиночке передач петель об

ратных связей, не касающихся А-го прямого пути (эти петли могут касаться друг друга), 
плюс сумма попарных произведений передач петель обратных связей, не касающихся друг 
друга и к-го прямого пути, минус сумма тройного произведения петель обратных связей, 
не касающихся друг друга и *-го прямого пути, плюс и т. д.

Определитель д равен единице минус сумма взятых поодиночке передач петель об
ратных связей, касающихся и не касающихся друг друга, плюс сумма попарных произве
дений передач петель обратных связей, не касающихся друг друга, минус сумма тройного 
произведения петель обратных связей, не касающихся друг друга, плюс и т. д.

Пример 171. Применить формулу (П 1.1) к графу рис П1.5.
Р е ш е н и е .  Для первого прямого пути с передачей Р * а Ь  определитель равен еди

нице минус сумма передач петель обратной связи, взятых поодиночке и не касающихся 
этого прямого пути Г, + Г2, плюс попарное произведение передач петель обратной связи, 
не касающихся друг друга и выбранного прямого пути.

В графе рис. П1.5 отсутствуют петли, которые бы не касались друг друга и первого 
прямого пути. Поэтому слагаемые с попарным произведением передач петель обратной 
связи, как и взятые по трое (и более), в выражении для Д, отсутствуют. Следовательно,

Для второго прямого пути

■ ceb. 11 - 7"..
Знаменатель Д ■ 1 - (7", + 7", + 7̂ )+ Г, Т,; T} =ed. В выражение для Д вошло произ

ведение 7", и Г] двух несоприкасаюшихся петель графа. Таким образом,

с  aK l-7 - ,- r,) + c « t(l- 7 i) 
l~(7i +Гг +7|)+7i 7j

(П1.2)

’’Вывод формулы см. Бессонов Л.А ТОЭ. — М.: Высш. шк., 1978.
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II. Ненаправленные графы

§ П1.5. Определение и основная формула. Ненаправленный граф представлял < 
бой топологическое изображение самой электрической схемы. Узлы н ветви этого I 
соответствуют ее узлам и ветвям. В  ненаправленных графах, в отличие от направ 
стрелок на ветвях не стамт. Свойства ветвей характеризуют их проводимости. Пе 
ветвей, имеющие размерность проводимости, в дальнейшем обозначены латинскими (
вами а, Ь, с...... Поскольку каждой планарной электрической цепи может быть соп
лена некоторая дуальная ей цепь, то каждому ненаправленному графу может < 
вать дуальный граф. При работе с ненаправленными графами основной является <

где / —  ток, протекающий по некоторой выбранной ветви графа, относительно i 
определяете* входная или взаимная проводимость; Втп —  напряжение (ток) источи 
питания схемы, присоединенного к узлам ш и п ;  С, —  произведение проводимостей I 
вей пути между узлами /пил, проходящего по выбранной ветви; Д , —  определитель J 
системы, полученной из исходной при коротком замыкании (закорачивании) ветвей i 
бранного пути С ,; А —  определитель исходной электрической схемы.

Правая часть (П1.3) по структуре полностью аналогична формуле Мэзона (П1.1) j 
направленных графов.

Формулу (П1.3) используют для нахождения входного сопротивления (входной про* 
водимости), взаимной проводимости ветвей и др.

Число членов С, Д, в числителе (П1.3) равно числу возможных путей между узлащ 
т и п  графа. В  это число не входит путь о т п к л  через источник питания схемы. Опр 
литель Д мог бы быть получен как определитель матрицы узловых проводимостей, 
составленной по методу узловых потенциалов. Однако такой способ подсчета Д доводка 
но громоздок и трудоемок. Дело в том, что при вычислении Д путем раскрытия опрем» 
лителя упомянутой матрицы пришлось бы иметь дело с большим числом слагаемых, часп 
которых имела Сы одинаковые абсолютные значения, но различные знаки (эти слагаемы! 
соответствуют так называемым избыткам в каждой строке определителя).

Расчет Д, при котором не возникает взаимно уничтожающих друг друга слагаемых, 
осуществляют путем вычисления его как суммы величин всех возможных деревьев дм» 
ного графа. Как упоминалось в § 2.8, под деревом понимают совокупность ветвей, юга* 
рые касаются всех узлов, но не образуют ни одного замкнутого контура Ветви графа, не 
вошедшие в данное дерево, называют хордами или ветвями связи. Для простейшего Гре

фа рис. П1.6, а образуемые деревья показаны на рис П1.6, 6-г.
Величина дерева равна произведению проводимостей ветвей этого дерева. Величи 

дерева рис. П1.6, б равна ab, дерева рис. П1.6, в —  Ьс, дерева рис. П1.6, г —  ас. Опрел 
литель графа на рис. П1.6, а

А = а Ь  + а с  + Ьс.

"'В  общем случае роль 1 в формуле (П1.3) может выполнять не только ток, но 
напряжение.
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Определитель Д матрицы узловых проводимостей G (см. § 2.22), как показано в § 2.35, 
рмен произведению трех топологических матриц [/4][ge ][/<]r . То обстоятельство, что 
ппрелелитель матрицы узловых проводимостей равен сумме величин всех возможных 
Мревьев. следует из теоремы Биме—Коши. Теорема формулируется так: определитель про
тивления двух матриц [£ ][£ ] (в рассматриваемом случае [£ ]= [л][Яя1  1̂ 1 = М г , ПРИ‘ 
нм матрица [£] имеет размер /и» л и матрица [£) размер— п о я , где mS/t, равен 
|умме произведений всех составляющих миноров максимального порядка т  матриц [£) 
щ (£ j Под соответствующими минорами понимают миноры, образованные столбцами 
матрицы [£] и строками матрицы [£], имеющие одинаковые номера. Матрица [л] име-
II т  = у  -1 строк (у — число узлов) и л « 6 — число столбцов (4 — число обобщенных 
|егвсй). Подматрицы порядка (у - 1) матрицы [а ] соответствуют деревьям графа и име
ют определитель, равный ±1. В произведении [Л ][гя] элементы А-столбиа матрицы [а ] 
!♦ Г, - I; 0) умножают на проводимость /r-ветви (g»,-g i,0 ). Поэтому все ненулевые 
миноры порядка ( у -1) матрицы [/4](^д] соответствуют деревьям схемы, а величина / 
ненулевого минора равна взятому со знаком плюс (минус) произведению проводимостей 
ктвей /-дерева. Так как перестановка строк и столбцов матрицы \а ]т (по сравнению с 
матрицей {/(]) не изменяет величины минора, то ненулевые миноры |л]г матрицы соот- 
Ктствуют деревьям схемы и равны ±1 Так как знаки соответствующих ненулевых 
миноров матриц [A][gs J и [а ] одинаковы, то их произведения положительны, а сумма 
произведений всех соответствующих миноров равна сумме величин всех возможных 
деревьев

§ П1.6. Определение числа деревьев графа. Для определения числа деревьев графа 
положим, что проводимость каждой его ветви равна единице. Тогда величина каждого 
■ерева также равна единице (произведение единиц равно единице). Если в рассматрива- 
im u x  условиях для исследуемой электрической цепи составить матрицу узловых прово
димостей при любом заземленном узле этой цепи, то числовое значение определителя 
матрицы будет равно числу возможных деревьев графа

Пример 172. Подсчитать число деревьев для графа рис. П1.6, о, приняв а = Ь = с « 1:

Хотя значение числа возможных деревьев и полезно, но оно мало что дает для расче
та, так как деревья еще нужно составить и определить величину каждого дерева. Для 
пносительно сложных схем отыскание возможных деревьев довольно трудоемко, и пото
му на практике применяют упорядоченные способы вычисления Д , один из которых 
рассмотрен в § П1.7.

§ П1.7. Разложение определителя по путям между двумя произвольно выбранны
ми узлами. При разложении следует выбирать узлы, относительно которых схема в 
геометрическом смысле наиболее симметрична, что упрощает подсчеты. Разложение 
мтределителя Д этим методом производят с помощью формулы

4 = (П 1.4)

де — произведение проводимостей ветвей i -пути между выбранными узлами; Д* — 
)пределитель 4-пути, подсчитанный по схеме, полученной из исходной при закорачива
нии ветвей, по которым проходит 4-путь.

Пример 173. Найти определитель мостовой скрещенной схемы рис. П1.7. а.
Р е ш е н и е .  Определитель Д находим путем разложения по путям между узлами / и 

I  (зачерненные кружки на рис. П1.7, а). На рис. ПI 7, Ь -е  показаны пять возможных пу
тей между узлами / и 4 и соответствующие им подсхемы (подграфы) для нахождения Д*

Для первого пути по ветвям а и е Ps равно произведению проводимостей ветвей это- 
■о пути: Р, в. а е. При закорачивании ветвей а и е подграф представляет собой параллель
ное соединение ветвей/, с, d. Следовательно, А, = /  * с + Ь
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Рис. П1.7

Для второго пути (рис. П 1.7, *) по ветвям/, Ь р2 = /Ь , Д , = а  + » + с.
Для третьего пути по ветви d (рис. П1.7, г) Л} = (а + е) с + (о + е) ( /  + Ь) +с ( J  + Ь). 
Для четвертого пути по ветвям о. с. Ь (рис. П 1.7, д) Р4 = а с Ь , Д* =1, так как П| 

закорачивании этих ветвей граф вырождается в точку.
Для пятого пути по ветвям/, с, е (рис. П1.7, е) Р} = / с е ; Д3 = 1.
Таким образом,

§ П1.8. Применение основной формулы. Как указывалось в § П1.5, формулу (П1. 
применяют для определения входной и взаимной проводимости, передачи по току, по и 
пряжению и в других целях.

Рассмотрим вопрос о том. как сю следует пользоваться. Обозначим т и п  узлы граф 
к которым присоединяют ветвь, содержащую источник питания схемы. В дальиейим 
полагаем, что источником питания является источник ЭДС либо источник тока, поскок 
ку к ним можно свести любой реальный источник питания. Кроме того, считаем, что и 
точник питания только один. Если же источников питания несколько, то следует воспол 
зоваться принципом наложения, последовательно находя искомую величину от дейсш 
каждого из источников, учитывая при подсчетах внутреннее сопротивление последних.

Под Вт„  в (П1.3) подразумеваем напряжение источника питания, если в качестве п 
следнего взят источник ЭДС или ток J m„  источника тока.

В качестве тока / в числителе левой части (П 1.3) берут ток по той ветви, огтносител 
но которой нужно найти искомую величину. Если необходимо определить передачу от и 
точника питания к некоторой i -ветви, то под / понимают ток этой ветви.

Число слагаемых в числителе (П1.3) равно числу возможных путей между узлами т
и, причем каждый из них должен проходить по выбранной з-ветви (путь через источи! 
питания не учитывают).

В сумму £С ,Д ,. часть слагаемых может входить со знаком плюс, часть —  со знак 
минус, так как Сг может иметь знак плюс или минус. Для того чтобы определить, каш 
знак будет иметь С, , руководствуются следующим: произвольно выбирают положится 
ное направление вдоль 5-ветви (ставят стрелку на 5-ветви). Если при движении по пу 
С, пройдем по 5-ветви согласно с положительным направлением этой ветви (по стрел 
на ветви), то С, берется со знаком плюс, в противном случае —  со знаком минус.

Вычисляя определитель системы Д, следует учитывать внутреннее сопротивлен! 
источника питания схемы. При питании схемы от источника ЭДС д  подсчитывают П| 
закороченных узлах тп  (внутреннее сопротивление источника ЭДС равно нулю). При п 
тании схемы от идеального источника тока ветвь тп, в которой включен источник, п| 
подсчете Д разрывают.

Д = £ Я 4 Д4 = а е ( /  + е + А) + / 6 (а  + е + с) +
+ d ((о + е) с + (а  + «X / + А)+ (/ + А )с )+асА + /  се.

(П1.
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Рис П1.8

Пример 174. Определить взаимную проводимость ветви с источником ЭДС (подклю
ченной к узлам тп ) и ветви с проводимостью е рис. П1.8, а.

Р е ш е н и е .  Для учета знака С, примем за положительное направление ветви е на
правление, указанное стрелкой на рис. П1.8, а.

Тогда

= (П1.6)

В графе есть два пути между узлами т и п ,  которые проходят через е Первый путь 
изображен на рис. П 1.8, 6: С ^-ае  Ь

Этот путь берут со знаком плюс, так как при прохождении по ветви е движемся 
согласно с направлением стрелки на этой ветви. Поскольку при закорачивании ветвей 
а. е, Ь (ветвей этого пути) граф вырождается в точку, Л, = 1.

Второй путь Сг проходит по ветвям d, е. с (рис. П1.8, в). На этом пути прошли встреч
но стрелке на ветви е (рис. П 1 8, б, в), поэтому С2 = -d е с При закорачивании ветвей d, 
е, с граф вырождается в точку, следовательно, Д2 « 1.

Для нахождения определителя системы Д закорачиваем узлы т и п  (схема пита
ется от источника ЭДС) и получаем граф рис. П1.8, г. От последнего переходим к графу 
рис. П1.8, д.

Для вычисления Д графа рис П 1 8. д воспользуемся разложением его по путям 
между зачерненными точками. Между этими точками два пути: первый — по ветви е, 
второй —  по ветвям (о + с), (b * d ). Поэтому Л = е (а + с + b* d)+ \a + c)(b  + d\ Таким 
образом.

/., = С, Д, +Сг Д2 _________a e b - d t c _________
£м Д е (a + c + ft + rf)+ (а + c)(b  + d)

Для расчета передачи схемы рис. П1.8, а по напряжению между входной ветвью (вет
вью с источником ЭДС между узлами т  и л) и выходной (г) воспользуемся тем, что вы
ходное напряжение на зажимах ветви у  равно току / , „  этой ветви, поделенному на ее 
проводимость.

Следовательно.

£ h s l. i.  l » a b - c d-- — » Кц — *
Е.г ‘ Д

Пример 175. Определить изменения, которые произой
дут в вычислениях, если схема рис. П1.8. а будет питаться 
не от источника ЭДС, а от источника тока рис. П1.9. Рассчи
тать передачу по току к ветви е и отношение напряжения на 
выходе (на ветви е) к входному току. Выходной ветвью явля
ется ветвь е, по которой проходит ток /,ы>. Положительное 
направление для прохождения по этой ветви то же, что и в 
примере 174.

Р е ш е н и е . В  отличие от примера 174 входной величи
ной является входной ток
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Поэтому

Л и х  ____________________________ a e b - d e c ____________________________
j „  (a + d + f ) ( c e  + cb  + be) + a d (b + c) + a f  (* + e) + rf /  (c±e) + a d  f

Числитель правой части (П 1.8) такой же, как и числитель правой части (П1.7). Он 
делитель Д в (П1.8) отличается от определителя в (П1.7) тем, что для (П1.7) он поде 
тывался при питании схемы от источника ЭДС, тогда как в рассматриваемом случм 
должен быть найден при питании схемы от источника тока. В  этих условиях ветвь с 
точником тока следует считать разомкнутой Определитель для этого случая был поде 
тан ранее (см. формулу (П1.5) в § П 1.7).

Отношение выходного напряжения на ветви е к входному току

и ,ы* _ /.ых/г . a b - c d
J  В\ jtx  А

Для определения входной проводимости схемы, питающейся от источника ЭДС 
числителе (П1.8) должны быть учтены все возможные пути между узлами т  и п (п 
через источник ЭДС исключается). Например, при вычислении входной проводимости < 
мы (рис. П1.10, а) в числителе (П1.8) должно быть взято четыре слагаемых, так как I 
можны четыре пути между узлами т и п  (рис. П1.10. б-д)

Z C ,  д, a b (d  + c + e )+ d e (a  + c + d) + d c b \  + a c e l
/»х Д

а

Ь
<1 
п

а 6

Все С, в числителе взяты со знаком плюс, потому что на этих путях двигались в соо 
ветствии с направлением входного тока. Определитель Д (схема питается от источит 
ЭДС) подсчитан в соответствии с рис. П1.10, е.

Пример 176. Определить передачу по току в двойном Т-мосте (рис. П1.11, а). Схе» 
питается от источника тока J K . Выходной ветвью является ветвь g По ней протек» 
ток 1гш, положительное направление которого показано стрелкой

Р е ш е н и е .  На рис. П 1.11, 6-е показаны два пути —  С, и С2 с передача» 
С, = а с g и С2 = Ь d g и соответствующие им подграфы для нахождения определителе 
Д|«=6 + * + <̂; Дj = о + с + /.

Определитель графа на рис. П 1.12, а найдем методом разложения по ветвям межх 
узлами / и 2 (зачернены). Между этими узлами имеется пять путей в соответствии 
рис. П1.12, б-е. Подграфы этих путей изображены на тех же рисунках. Таким образом,

U m  _ £ l Д| Д; _
^ д

____________________________ а с g (b + е + d) + b d g (а + с + / ) __________________________
ab((e + f ) g  + (e + f ) ( c  + d) + (c + d )g ) + e f ( a  + b)(c + d + g) + ceg {a  + b) + f d g (a  + b)

(а + b)(d +е) + (а + b)c + (d + е)с

п п п
в г д е

Рис. П1.10
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Ряс. П! 12

§ П1.9. Сопоставление направленных и ненаправленных графов.
1. В направленных и ненаправленных графах расчет состоит из простых и наглядных 

операций, при проведении которых мала вероятность ошибки.
2. По сравнению с обычными алгебраическими методами решение системы уравне

ний с помощью графов может дать некоторую экономию времени.
3. При составлении определителя системы ненаправленного графа отпадает необходи

мость подсчитывать взаимно уничтожающие друг друга слагаемые, которые появляются 
при раскрытии определителя матрицы проводимостей системы уравнений, составленных 
по методу узловых потенциалов.

4. Преимущество направленных графов — простота нахождения передачи по (П 1.1). 
Однако, поскольку граф в готовом виде не задан, сначала нужно построить граф и под
считать передачи его ветвей.

5. Преимущество ненаправленных графов состоит в том, что не требуется составлять 
никаких уравнений и строить граф (так как графом является сама электрическая схема). 
Однако определение передачи по (П1.3) требует несколько большего времени, чем под
счет по (П 1.1).



Приложение П2
Имитированные элементы электрических цепей

В  автоматике, связи, информатике, радиоэлектронике все большее применение на*» 
дят электрические схемы, выполняющие функции отрицательных резисторов, отрицателе 
ных емкостей, заземленных и незаземленных имитированных индуктивных элементов бЯ 
потерь и с потерями, частотно— зависимых индуктивных и емкостных элементов аторол 
порядка (ЧЗОС), а также высокоомных резистивных элементов, имитированных переклю 
чаемыми конденсаторами. Реализуют эти элементы (работающие на относительно малы) 
токах) обычно с помощью схем с ОУ. Рассмотрим, как их можно осуществить.

а) Реализация отрицательного резистивного элемента с помощью конвертора отриМ 
тельного сопротивления (рис. П2.1, а). В  этой схеме

Входное сопротивление

б) Реализация отрицательного емкостного элемента. Схема реализации представлы 
на рис. П2.1, б. Она отличается от схемы рис. П2.1, а тем. что параллельно резистору I 
подключен конденсатор емкостью Ct, а параллельно резистору Я2— конденсатор еми 
стью С2. Обозначим

Следовательно,

а 6

Рис. П2.1
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Рис. П2.2

В соответствии с формулой (П2.1) входная проводимость схемы

У „ Я2С ,С 2 ю2) + ; ( о(Л, С ,+ С: ))..
1̂ *2 "I "2

( Я Я--С, + —
Я2 "I

при частоте

м0 = I /
в) Реализация заземленного индуктивного элемента без потерь.
Реализация осуществляется с помощью схемы рис. 4.11, а. Для згой схемы * $4.14

2 Z Z(ыла выведена формула для входного сопротивления 2 „  « —— -— -. Если принять 
( Z2 Z4

Z, =-----. а 2, = Z2 = Z, = Z } - Я,то Z = / ш С Я ! т е. заземленная имитированная
у о  С ,х

шдуктивность /,им = С Я г.
г) Реализация заземленного индуктивного элемента с потерями.
Проше всего реализация осуществляется с помощью схем на рис. П2.2, а, 6 В  каждой 

13 схем используется по одному ОУ При выводе формул будем пользоваться обозначениями
Ф|оков и потенциалов, указанных на этих схемах Для схемы на рис. П2.2, а. / 4 « — ; 

/} = S i .7.? 1.; ^ - ф? ■ /} * 1 Ш.Г .?■> ; /, я, = /j я3. следовательно,

h -Ф|

•Ф|

У о) Л, С
1 + У 0) Л, С

Я} (1 + у С!) 2̂ (Г)
Я, + (/?2 “  Я, Я4) у (I) С 

(1 + у СО /?2 С )

Входной ток Ч>1 <Р| у са /?, С 
Я4 Я) (1 + у й) Я5 С) 

Если принять Я2 Я, = Я, Я4, то входное сопротивление

Zn  = — Я4 + У со Я2 Я4 С.

Таким образом, при условии Я2 Я3 = Я, Я4 схема реализует индуктивный элемент 
t llll = Я2 Я4 С  и последовательно соединенный с ним резистор Я4. Проведем выкладки 
1ля схемы рис. П2 2, б. Так как напряжение на входе ОУ стремится к нулю, то /, » U „ / R , . 
1) условия равенства падения напряжения между узлами I и 2 по двум параллельным

|утям (с учетом того, что входной ток ОУ -* 0) [ Я| + — !— I = /j Я ], откуда
V У а  С ;
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Рис. П2.3

Входной ток / „  = /, + = U „  I + —  + I
Л, Д] j  ш Я, Я3 С

D I I IВходная проводимость —  + —  +----------.
Л| Я3 у со Л] Л] С 

л) Реализация незазем.пснного индуктивного элемента с потерями.
В верхний линейный провод схемы рис П2.3 между зажимами У и 2 включен двухпМ 

люсник, подобный изображенному на рис. 4.11, а, отличающийся от него наличием реки
стора Я6 и комплексного сопротивления 2г - /?2 * — !— . Напряжение между зажнмМЦ

j  ш С
/ и 2 обозначим 0 12. Нижний линейный провод заземлен. Из условия равенства напр»
жения на входе первого ОУ нулю следует, что /2 /? + (/, + ) 4 ) R - 0, т. е. / 4 = - 2  /2. И!
условия равенства напряжения на входе ОУ нулю Я / 3 + ( /5 + /5) Я = О, имеем 2 /3 =» -/j, 
Следовательно.

Я + (/г +/4) ( 2 Я  + 2 : ) + (/2 +/5)л.

Учитывая, что /, = / 2 + / 4 = -/2, а /3 + / 5 = /2, определим 0 п к -/2 Z 2. Входно»

U l2 Продольное сопротивление между зажим*ток / „  = / 2 + / 6 

ми / и 2

; I ~

г, г6

z„ =4б/,; _ г2 .. лб +умсл2/?6
/,„ ^2 - Z 6 I +./ш С (Я 2 - Л6)

если принять Я2 = Я6, то Z,2 = Я6 + ./ шС Я2 Я6 Продольна* незаземленная имитирован 
ная индуктивность £им = С Я2 Я6 имеет добротность Q ~ ы R2 С.

е) Реализация индуктивных и емкостных элементов второго порядка (сверхиндуктив 
ных и сверхъемхостных элементов).

Под индуктивным элементом второго порядка понимают элемент 
сопротивление которого при синусоидальном процессе равж

£ 1 О-1 U  О)2 Е, его изображение показано н(

Т
а б
Рис. П2.4

рис. П2 4, а. Емкостный элемент второго порядка имеет сопротивле 
ние --- ^ — , его изображение показано на рис. [12.4, б (£ и D —

действительные положительные числа). Так как (у <а)2 = —<и2, it 
сопротивление индуктивного элемента второго порядка, будучи отри
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цакиьным, увеличивается с ростом (В, а емкостного —  убывает пропорционально квад- 
М»у частоты. Оба этих элемента для синусоидального процесса являются частотно-зави- 
«имыми отрицательными сопроггивлсмиями (ЧЗОС). Индуктивный элемент второго порядка 
рмизуется при помощи схемы на рис. 4.11, а, если, например, принять в ней
| ,  .  z4 - — !— , a Z| = Z j - Z } » « ,  тогда Z. = (/ш)2 Я5С 2. Следовательно, 

j  о  С
С - Я 1 С 2.

Емкостный элемент второго порядка может быть реализован также схемой 
И  .4.11, и, если принять в ней

Z\ *  Z j =- 1

При этом
j  и> С 

1

a Z2 = Z4 * Z< = Я.

С/о)2 С 2 Л
0  = С 2 Я.

В принципе, возможна реализация индук
тивных и емкостных элементов и более высо
ких порядков, например третьего, четвертого, 
ИО использование их, как правило, затрудни- 
Пльно из-за неустойчивости цепей с иими.

ж) Высокоомные резисторы, имитирован
ные переключаемыми конденсаторами.

В настоящее время электронные схемы 
часто выполняют методами интегральной 
технологии, создавая на одном кристалле мно
го резисторов, конденсаторов, транзисторов, 
диодов, ключей.

Идея имитатора Я иллюстрируется на 
рис. П2.5, о. В схеме имеется конденсатор 
1мкостьк> С и два ключа 1 и 2. открытием и 
икрытием которых управляют тактовыми 
импульсами напряжений uyi и «у2. посту
пающими с частотой /, = 1 /Г  от кварцевого 
|енератора. Ключ I замкнут, когда поступает 
импульс иУ|. При этом конденсатор заряжает
ся от и2 до щ. Ключ 2 замкнут, когда посту
пает импульс иу2- Если и2 <И|, то конденса- 
гор разряжается с и, до и2. Через С течет ток
* виде коротких импульсов (рис. П2.5, б-д).

Среднее значение тока /<• за время Г, 
поделенное на Г. равно приращению заряда 
конденсатора Д  ̂= С(и, -и2) :

_L«y, X“vi 
, I____ ч

<1

п

1

1

ш

U
К|

/

М2

L

/

Рис

f ■

П2.5

dt д? _ С(Ц) -и2) Ц| -Ц3 
У Г Г/С (П2.2)

Этот ток можно сопоставить с током, который протекал бы через резистор Я, если бы 
его включили между входом и выходом схемы рис. П2.5, а при замкнутых ключах I и 2

'со Ц1 -ц2 
Я (П2.3)

Сопоставляя (П2.2) и (П2.3), устанавливаем, что имитируемое схемой рис. П2.5, а
резистивное сопротивление Я = — . Если частоту изменений напряжений и, и и2 обо-
>начитъ/, то частота тактовых импульсов /, должна быть в несколько десятков раз больше 
частоты/(например, /т = 100 / )
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Рис. П2 6

Положим, что в некоторой схеме цепочка из R и С, должна иметь постоянную «рем*Л
ни т = ЛС,. Заменим Л в этой цепочке имитированным резистором, получим т = —(.Г.

Величиной т можно управлять, изменяя частоту /г = l/Г тактовых импульсов. Til 
как С, и С  выполняют на одном кристалле вблизи друг от друга, то источники noipeui 
ности одинаковым образом влияют на С, и С, а отношение С| /С выдерживается 1 
точностью долей процента. При этом получается значительная экономия плошали крив 
талла.

На рис. П2 6. а изображена схема интегратора на ОУ. Для нее

и“ “ =~яГсГ^*,</л
Если в ней резистор Л, заменить на схемы рис. П2.5, а, получим интегратор на ком 

мутируемом конденсаторе С2 —  рис. П2.6. 6 Аналогичные замены применяют и * дру 
гих схемах, в частности в ДС-фильтрах.



Приложение ПЗ
Исследование процессов в неэлектрических системах 
на электрических моделях-аналогах

Исследование процессов в неэлектрических системах (механических, акустических, 
тепловых, гидравлических и др.) или в частично неэлектрических (например, в электро
механических) часто производят на электрических моделях-аналогах.

Стремление использовать для этой цели электрические модели объясняется тем, что:
1) электрические параметры можно легко изменять в широких пределах:
2) токи и напряжения можно измерять с большой точностью;
3) токи и напряжения относительно просто записать на осциллографе.
В качестве неэлектрических будем рассматривать механические системы.
Механические системы подразделяют на системы поступательного, вращательного и 

поступательно-вращательного движения. В каждой из этих систем могут быть активные 
и пассивные элементы.

Активными являются источники силы /, источники скорости v для систем поступа
тельного движения, а также источники вращающего момента М и угловой скорости и для 
систем вращательного движения.

Пассивными являются элементы упругости, трения и массы. Как и при рассмотрении 
электрических цепей, эти элементы часто идеализируют, например считают, что идеаль
ная пружина обладает только упругостью и не имеет массы.

Дпя заданной механической системы сначала составляют схему замещения, а затем, 
используя аналогию между механическими и электрическими величинами (рассмотрена 
далее), образуют электрическую схему-аналог, которую и подвергают исследованию (экс
периментальному или теоретическому).

Перед составлением схемы замещения механической системы необходимо:
1) выбрать систему отсчета для сил и скоростей (соответственно для вращающих мо

ментов и угловых скоростей);
2) соединить между собой узлы, имеюшие одинаковую скорость или одинаковое сме

щение;
3) соединить неподвижные узлы в один узел;
4) на схеме замещения между соответствующими узлами изобразить активные и пас

сивные элементы, имеющиеся в изучаемой системе.

Пример 177. Механическая система рис. ПЗ. I, о образована телом массой т ,  опираю
щимся на пружину упругости j  (j = 1 / е, где е — податливость) На тело действует 
внешняя сила//), являющаяся функцией времени /. При движении тела в вертикальном 
направлении возникает вязкое трение о среду. Сила вязкого трения пропорциональна ско
рости у перемещения тела. В схеме два узла: подвижный а и неподвижный Ь.

Рис. ПЗ. 1
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Р е ш е н и е .  Выберем положительное направление для отсчета перемещения тел 
считая за исходное положение тела при отсутствии силы ДО Положительное напра! 
ние для скорости v показано на рис. ПЗ. 1, а. В схсме на рис. ПЗ. I , б четыре ветви. В  г 
вой включен источник силы J[t), во второй — масса т , в третьей —  идеальная пруж 
упругости 5, в четвертой —  сопротивление трения г^.

Для схемы на рис ПЗ 1, б составим уравнение по первому закону механики. Соп 
но этому закону, сумма всех внешних сил, действующих в некотором узле, должна 6i 
равна сумме сил реакций в этом же узле. В узле а действуют три силы реаки 

d v
f n - т —--- реакция системы, обусловленная силой инерции; /, =— \ v d t -  реаюdt е 1
системы, обусловленная деформацией пружины; f x̂  = rTfv — реакция системы, обусл 
ленная трением.

По первому закону механики,

m~ * - \ vd' + rTf v = /(')d i е J к

/м + У>Лр = /(<)
Между отдельными элементами механической системы и элементами соответств; 

щей ей электрической модели (системы) может быть аналогия двух типов, поскольку 
каждой электрической цепи может быть составлена дуальная ей цепь.

При аналогии первого типа сопоставимыми величинами являются сила/  —  налря 
ние и, скорость v —  ток /, масса т  — индуктивность L, податливость пружины е —  
кость С, сопротивление трения ггр электрическое сопротивление R.

При аналогии второго типа сопоставимыми величинами являются сила/  —  ток I, < 
рость v  —  напряжение и, масса т  —  емкость Г, податливость е — индуктивность L, 
противление ^  —  электрическая проводимость G

На рис. П3.1, в изображена электрическая схема, соответствующая схеме замеще 
механической системы рис. П3.1, о по аналогии второго типа. Для нее

•с + h + к; т  А О  или С —  + — [u d i + C  и ^ j(t\  
dt L 3

где и —  напряжение между узлами а и Ь.
Характер изменения напряжения и во времени в схеме рис ПЗ 1. в аналогичен хар 

теру изменения скорости v в системе рис. П3.1, а. если параметры электрической сх< 
подобраны соответствующим образом



Приложение П4
Случайные процессы в электрических цепях

§ П4.1. Случайные процессы. Корреляционные функции. Положим, что есть 
несколько систем, находящихся в одинаковых условиях, и в них происходят в принципе 
одинаковые процессы. В силу влияния различных случайных факторов, имеющих вероят
ностный характер, процессы в системах могут несколько отличаться друг от друга. 
В результате наблюдения можно установить, какая величина при фиксированном моменте 
времени / является наиболее вероятной.

Плотность вероятности случайного процесса (♦'(х, t) выражает вероятность того, что 
в момент времени t значение величины х находится в интервале от х до х + dx.

Функцией распределения F(x) называют вероятность наступления события, при котором 
значение величины х, характеризующей это событие, находится в интервале от -со до jc 

Случайные процессы могут быть разделены на стационарные и нестационарные. С та 
ционарными называют случайные процессы, для которых все функции распределения не 
зависят от изменения начала отсчета времени. Для нестационарных случайных процес
сов функции распределения зависят от времени.

В качестве примера на рис. П4.1, а, б изображены кривые некоторого стационарного 
случайного процесса. Для этих кривых вероятность возникновения колебания с некото
рой амплитудой останется той же, если сдвинуть начало отсчета времени. Иная картина 
имеет место на рис. П4.1, в, г, изображающих кривые х(1) для некоторого нестационарно
го случайного процесса На рис П4.1, в начиная с некоторого момента времени х{1) нео
граниченно возрастает, а на рис. П4.1, г — стремится к нулю Следовательно, для этих 
кривых сдвиг начала отсчета времени изменяет вероятностные зависимости.

Для стационарных случайных процессов среднее по множеству х равно среднему по 
времени (х), т е. х = (х). Это положение называют эргоОической теоремой (гипотезой) 
Эргодическая теорема позволяет, обрабатывая одну из временных зависимостей дг(/), по
лученную экспериментально, супить о статистических свойствах всех зависимостей х(1) 
при стационарном случайном процессе в изучаемой системе

Для характеристики случайных процессов дг(/) вводят автокорреляционную и взаим
ную корреляционную функции

Автокорреляционная функция Я(т) является мерой взаимной связи функции х(1) и функ
ции x{t- т), смешенной по отношению к x(t) на время т:

Свойства R{\)
1) R(т) —  функция четная, т е /?(-т) = Л(г), в этом можно убедиться, введя в (114.1) 

новую переменную /, = I + т;
2) если х(г) —  функция периодическая, то для нес /?(т) может быть представлена в виде 

суммы автокорреляционных функций от постоянной и синусоидально изменяющихся со
ставляющих;

3) если в х(1) имеются гармонические составляющие, то R(\) не содержит информа
ции о начальных фазах гармонических составляющих;

4) для x(i) без постоянной и гармонических составляющих R(x) максимальна при т “  0.
5) для случайных функций времени без постоянной и гармонических составляющих 

R(j) уменьшается с увеличением t и уже при сравнительно небольших t стремится к нулю 
(объясняется это тем. что для чисто случайного процесса значение x(i-x) уже при отно
сительно небольшом i не зависит от того значения, которое имела эта функция х(/) в 
момент времени I).

Взаимной корреляционной функцией Rv (x) двух функций времени х(1) и у(1) называют 
функцию, определяемую следующим образом:

(П4.2)
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Функция R „ ( т) является мерой взаимной связи двух случайных функций времени
На рис. П4.2, а изображены две произвольные функции времени х(() и у{1), 

позволяют наглядно пояснить свойства функции
1. Функция Л „ (т )  зависит от того, сдвинута функция у(1) на -t-т или на Н| 

т. е. Если кривую y(t) иа рис. П4.2, а сдвинуть на +т влево, 
функцию y(l + т), то произведение x\i)y(t + т) будет равно нулю для любого I, еле 
тельно, и Я ц Ь )-  0. Если же зту кривую сдвинуть на -т вправо, т. е. взять функц 
y{i - т), то иа некотором интервале времени произведение ординат кривых х(0  и y ( i- l)  
не будет равно нулю.

2. Сдвиг функции у(/) влево на т дает тот же результат, что и сдвиг функции jt(/) М  
-t вправо. Поэтому ^ ( 1) = Л^(-т)

3. Для случайных функций времени х(/) и ></), не содержащих постоянной и гармони»] 
ческих составляющих одинаковой частоты (для некоррелированных функций),

А .П

j  i
s.

R i

1

Рис. П4.1

П Г I
L

d
Рис. П4.2

§ П4.2. Прямое и обратное преобразования Фурье для случайных функций 
времени. К  случайным функциям времени и их корреляционным функциям применяют 
преобразование Фурье. Так как в общем случае случайная функция времени х{1) или ее 
корреляционная функция может и ие стремиться к нулю при г ±<е, то, для того чтобы 
к ним можно было применить преобразование Фурье, поступают следующим образом: 
преобразование Фурье применяют к функции т,(г), которая не равна нулю в интервале 
от -Т до +т и равна нулю вне этого интервала. Если затем Г - » ® , то х,(0 будет 
стремиться к х(г), а Фурье-изображение функции х,(г) —  к Фурье-изображению функ
ции х{1).

Подобное рассуждение может быть проведено и по отношению к Фурье-изображению 
корреляционной функции.
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Фурье-изображением автокорреляционной функции Лг(т) называют функцию
♦СО

■ S » -  \ R ,(x )e- 'a ' d v  (П4.3)
-70

Но = Я* (т) (cosco t- ./ sin<o х). Если учесть четность Яг(т) и costot и
нечетность sin ют, то

а>
5'1(ifl) = 2 Jf f r (x)cos<i> t dx, (П4.4)

о
|де 5,(0))—  спектральная плотность случайного процесса, которая обладает следующи
ми свойствами:

а) действительна и положительна при всех частотах;
б) четная;
в) так же как и Лг(т), не содержит информации о фазах гармоник, если таковые есть 

МО.
Зная S , (a ) .  можно определить автокорреляционную функцию:

J s » e ' “ 'rfo>. (П4.5)

Формулы (П4 4) и (П4.5) выражают содержание теоремы Винера—Хинчина.
Если на четырехполюсник с передаточной функцией К ( J  ш), модуль которой 

|К (у ш)1 воздействует случайная функция спектральной плотностью 5 ,,, (<о), то спект
ральная плотность величины иа выходе четырехполюсника

S x . * »  = K 0  “ )|2 S , . »  (П4.6)

§ П4.3. Белый шум и его свойства. Представим себе прямоугольный импульс весь
ма малой, в пределе бесконечно малой длительности Л/ (рис П4.2, б). Нетрудно убедиться
■ том, что для него Rx(т ) * 0  только при т<|±Д//2|. Вне этого интервала Я ,(т) = 0 Из 
предыдущего следует, что если Лг(т) *  0 только при очень малых т, то процесс, которо
му соответствует эта функция, является случайным.

Положим, что где а  очень велико, поэтому К,(х) очень быстро спа
дает в функции т по закону экспоненты (рис. П4 2. *) Найдем 5г(ш)для этого случая 
Г1о определению,

Ж X
5,(ш)= \R I (x )e '1“ ' /̂t = 2 R e JЯ I (t)г-',“ , dx =

-х 0

= 2Rej^ “‘,,  t ~ i**  d т * 2 R e f г- 
q \a +(o J a'+co

На рис. П4.2, г качественно построен график 5,(<о) для случая, когда а  очень вели
ко. Если а  очень велико, то влияние ш на значение знаменателя St (a>) сказывается только 
при очень больших «о, соизмеримых с а, т. е. спектральная плотность мощности 5,(о>) 
кратковременного импульса в очень широком диапазоне частот постоянна. Таким обра
зом, чем уже импульс (чем он короче во времени), тем шире его частотный спектр.

Белый шум представляет собой совокупность множества беспорядочно (без всякой 
связи) следующих друг за другом игольчатых импульсов (рис. П4.2, <J), амплитуды кото
рых имеют случайный характер и подчиняются закону нормального распределения веро
ятности. При этом плотность распределения вероятности

(г-а)

П г) = — 1 _е  
ст V2 я

где а —  математическое ожидание, о2—  дисперсия.
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Так как спектральная плотность каждого импульса постоянна в достаточно широноИ 
диапазоне частот, то и для белого шума 5, (и) = const. Если » формуле (П4.5) положить

т = 0 и учесть, что Л,{0) равно дисперсии а 2, то Rr (0) = a 2 =—— J s r (ia)d(m\

т. е. дисперсия равна средней мощности флюктуации стационарного случайного проиесвА

§ П4.4. И с т о ч н и к и  внутренних шумов в электрических цепях. Резисторы,' 
ронные лампы, транзисторы, магнитные усилители и многие другие элементы сх< 
ляются источниками внутренних шумов. ЭДС, которые при расчете эквивалентны : 
шумам, обычно очень малы и составляют часто несколько микровольт. Если шумящие з 
менты схем включены на входе усилителя, имеющего очень большой коэффициент уси 
ния, то шумы ограничивают порог чувствительности схемы и их приходится учитывать, 

Резисторы как источник шума. Вследствие хаотического теплового движения эл 
ронов в некоторый момент времени на одном конце резистора образуется избыток эл 
роноа, а на другом конце —  недостаток. В смежный момент времени может возник 
обратная картина. На концах резистора как бы возникает некоторая ЭДС.

Шум, возникающий в резисторе R (Ом), является белым шумом и имеет спек 
ную плотность S m{u>)=2kT R, где к = 1,38-10'23 Дж/град —  постоянная БольцманМ 
Г  —  абсолютная температура резистора.

Шумящее сопротивление при расчете эквивалентно схеме рис. П4.3, а. В  ней пост» 
довагельно соединены нешумящее сопротивление и источник ЭДС. Квадрат напряжение 
этого источника

U i  = 5н>(о>)Д<й/я = 4 * Г Л Д Л

где До) = 2 х Д/1 —  полоса пропускания усилителя, на вход которого включено шумяшм 
сопротивление

Рис. П4.3

Дробовой эффект в гпектронной лампе. Эффект испускания электронов нитью нак| 
ла лампы носит случайный характер. В некоторый момент времени из нити накала вьим 
тает больше электронов, а в смежный с ним момент времени —  меньше. В  результат 
анодный ток при отсутствии сигнала на сетке лампы непостоянен и имеет некоторую п* 
ременную составляющую, которая колеблется около среднего значения анодного тока.

Эффект называют дробовым, так как он напоминает шум дробинок при их ударе < 
мишень. Шум, вызванный дробовым эффектом, является белым шумом, спектральная плот 
ность которого не зависит от частоты. При расчете дробовой эффект учитывают, включи! 
в сеточную цепь лампы рис. П4.3, б резистор Я = Яш и источник ЭДС с напряжением U m, 
U i= 4kT R&f.

Для маломощных триодов пользуются формулой Дш « (кО*)- где 5 —  крутизн*

характеристики лампы, мА/В. Для многосеточных ламп /?ш значительно больше, чем дм  
триодов.

В  транзисторах шумы возникают вследствие дробового, диффузионного и фликкер- 
процессов. Все их сводят к тепловому шуму. В качестве примера на рис. П4.3, в изобра
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жена шумовая схема биполярного транзистора, включенного по схеме с обшей базой (срав
ни со схемой рис. 15.24, б).

В ней £ *6 = 4 * Г  Я6 Д/\ E L  = 4 * Г R, ДГ, £*, = 4 * Т\Zt \ ДГ- Влияние шумов на 
выходную величину оценивают отношением квадрата действующего значения напряжения 
сигнала к среднему квадрату напряжения шума (дисперсии) на выходе устройства. Когда 
нелинейная схема работает в режиме, близком к линейному, и в ней может быть выделен 
доминантный источник белого шума, то принимают, что спектральная плотность шума 
5Ш(0) = 4 * Т Л. Комплексным методом подсчитывают передаточную функцию четырех
полюсника от шумовой ЭДС на выход четырехполюсника К  (j  а), по формуле (Г14.6) оп
ределяют спектральную плотность напряжения шума и, интегрируя ее по частоте

во
С/щ twt = 5Щ(0) J(Ar 0  <°)|2 /• подсчитывают среднее значение квадрата шумового налря-

о
жения на выходе четырехполюсника. Затем определяют отношение сигнала к шуму.



Приложение П5
Дискретные сигналы и их обработка

§ П5.1. Теорема Котельником. Положим, что некоторый аналоговый сигнал х( i)  «j 
если его мысленно периодизировать во времени (см. § 9.7, рис. 9.4, а) —  содержит ГЦ 
моннки в диапазоне частот 0 - /я . Каждая гармоника рада Фурье, в который мог бы быт 
разложен лерисшюированный аналоговый сигнал, характеризовалась бы двумя величии! 
ми —  амплитудой и фазой. Поэтому для отображения в дискретизированном сигнале все 
частот аналогового сигнала надо при дискретизации взять 2 /т  отсчетов'1.

Если время отсчета обозначить Т, интервал между отсчетами Д, число отсчетов Ы, 1 
Г=А/Д, а

а - 5 Г  < "!

т - й -  1П”
Соотношение (П5.1) выражает собой содержание теоремы В.А. Котельникова, сфор 

мулированной им в 1933 г.: любую функцию времени, содержащую гармоники а диапазо 
не частот 0- / „ ,  можно передавать с помощью чисел, следующих друг за другом i 

Iинтервалом в т~т~ секунд.
*■ Jm

§ П5.2. Частотный спектр дискретизированного сигнала. Будем уменьшать шири 
ну каждого импульса, сохраняя его площадь. Тогда дискретизированный сигнал рис. 9.< 
можно представить в виде суммы произведений двух функиий*

*,(/)= Д)8(г-1»Д> (П5.3

Положим, что аналоговый сигнал х{1) имеет частотный спектр X(j<a). ПериодическиЖ
функцию из единичных импульсов (рис. П7.1, в) />(/)= £ 5 (/- л Д ) разложим в pi 
Ф УрЬе  ̂ ^  ^

W - £ O e '  - - S Q e ^ ' " ,
/ж-Ж /*-Ж

где шр = 2 п/Л —  частота дискретизации.
Коэффициенты этого ряда

Л/2 2 »/<

с ,= 1  * *= .1
-А/2

а спектр b(t)
= %  I  «(“ — )• (П5,д /.-* v Л )

В соответствии с тем, что xt ( i ) —  это произведение двух временных функций, cneici 
дискретизированного сигнала x j j  <и) определим через свертку спектральных плотно 
тей этих функций:

27 J JrO («-P))s(a )-^ jrfp  =
(П5.

"'На периоде высшей гармоники ) ! fm должно быть взято по крайней мере два огсч 
та, иначе не будет учтено влияние высшей гармоники на величину отсчета. Полагаем, 41 
с увеличением номера высшей гармоники амплитуда ее уменьшается.
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re. X , ( j  со) представляет собой поделенную на д сумму частотных спектров исходного 
сигнала х(/), сдвинутых по оси частот на интервалы “ р = 2 л/Л, равные угловой часто- 
ге, с которой следуют импульсы дискретизации.

Дли того чтобы периодическое повторение спектра, вызванное периодизацией во вре
мени, не изменяло повторяемый спектр, необходимо и достаточно выполнение неравен
ства 2  2 со„, где (о*—  наивысшая частота в спектре сигнала х(<). Обычно берут 
а>р = (2 - 5 )2 со,,, после чего определяют Д = 2х/со)).

j  П5.3. Дискретизация частотного спектра. Пусть сигнал имеет длительность Тс и 
частотный спектр SC( J  о>) Дискретизируем спектр St( j  <о) с интервалами дискретизации
по частоте Ол = — . По аналогии с предыдущим St ( j  со) запишем так:

Тс

*аС/®>- Z  S f j k n J & f a - k n J . S U a )  £ б ( с о - * П а> (П5.6)
к=—чб к—"®

Временной сигнал, соответствующий S a(y (о),

S , ( ')  = £  S (/ * О , )&(<■>-* П , ) = SO  “>) | ]8 { (о - * П а)  (П5.7)
*•-* к*-то

х
Функцию £  б(со - * С1,) разложим в ряд Фурье

£  5(со-*П,)=  £ с , е " “ ?'. (П5.8)

Коэффициенты
А*-зс Л = -ос

Пл/2
(П5.9)

поэтому

Cr =-̂ - f «(to-AOje^^-rfco.-i-.
-П.,/2 *

-С
**<')■ 3 7  Е е ' * " 7' ’"  rf®. (П5.10)

-  *

т. е. дискретизнрованному с частотой П „ частотному спектру во временной области 
соответствует периодический сигнал с периодом Тс. Если на интервале О -Тс сделано

Л' отсчетов, то Д з  — « —
А/ о>, N O ,

На выбор Па жестких условий, подобно наложенным на Л, не вводят.

$ П5.4. Прямое преобразование Фурье дискретизированного сигнала. На интер
вале 0 - Гс х„(г) = У  х(н Л)6(| - и Л) может быть представлен комплексным рядом Фурье

и=0
(предполагается, что этот массив значений повторяется бесконечное число раз с перио- 
дом Те = N  Д):

1 *.к /
*«('>= £ с * е '  7‘ . (П5.11)

кс~ас
Здесь

Гс о
Введя безразмерную переменную а = f/Д и обозначив х{п&) = х{п), получим

. . .i l lg  , V
C , > —  {  ]Гд г(л )5 ((а-г.)Д )е  v  d (A a ) = —  f £ .г (л )8 (а - л )е  N da. 

N  Л о »-0 "  0 »*0
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Учитывал фильтрующее свойство 8-функции, имеем

. N-1 _,ЗЛ*Л 
N ■

14 я-0
Формула (П5.12) лискретного преобразовании Фурье (ДПФ) являете* аналогом 

мулы S ( J  ш)= J/ (/ )e "y“ ' d l для непрерывных сигналов.
—ю

Свойства коэффициентов Ск :
1 *-*

»  Со =77 !*(">•'* «-о
2) С» =Cl t a N , гае а —  целое число;

ЛГ-1
3) если число отсчетов N четное, то C N = —  I)";

7 ^ ««о
4) если отсчетные значения х(и) вещественные, то

. N-, :*(*->)» i*n,
^ - 1= - гЕ Ф )«  n = 77 £*(")* N =c* (n ]||

2nn к

N , „ 0

В качестве примера определим коэффициенты ДПФ сигнала *„(/) на интервале 0—7̂,1 
заданного шестью дискретными значениями (0,5; I; 0,3; 0; 0; 0). Имеем

C0 - i(0 ,5  + l + 0,5) = i ;  С, Л
О 3 о

£ - 2 *
0,5 +1 е 1 + 0,5 е 1 }

-У — -> —
0,5 + 1 е 3 +0,5 е 3 = C j= ° .  с ч = с 2. С 5 = с4.

Если применить прямое преобразование Фурье к дискретизированному сигналу дгд(|) 
и затем провести дискретизацию спектра по частоте с интервалом П я> то для ДПФ по< 
лучим

Ы-\ 1 к
5(A) = £*(»>) е’ N "  (А = 0,1,2..... N -\\

М-0
(П5.14

Через Sk обозначено S(k П л\ а через х{п) -> дг(л Д) (П5.14) отличаете* от (П5.12) 
множителем 1 IN , поэтому Ct =St/N .

Для определения выборочных значений спектра S( -(A Пд) надо S», вычисленные ПО 
(П5.14), умножить на величину дискретизации по времени Д а соответствии с (П5.5).

Дискретную функцию t  '  ы принято обозначать W. Тогда
н-1

S(A) = Y.*(n )W " Ц  =0,1,2..... N-1).
«=0

(П5.15)

В научно-технической литературе не принято ставить точки над S(k) и х(п), хотя эта 
величины в обшем случае комплексные.

S П5.5. Определение непрерывного сигнала х(Г) по коэффициентам Д ПФ. Вслед

ствие периодичности коэффициентов Ск , а также функции е 1 N no индексу А с пе
риодом N выражение (П5.11) можно записать так;

t ,1.

* « ( ' ) -  Х л *  е • (П5.161*=•0
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Так как CN_K = С». то

x(i) = С0 + 21 С, | cos^-yi- + <р, j  + 21С21 c o s ^ + <р 2 j  + • • •

... + 2 |cV/2|cosp j ^ '- + <p,v/2j ;  <P*=arg Ск.

Для примера § П5 4:

* 4 * М т Г ‘ " ' ) * Н х ' 1” ')

§ П5.6. Обратное дискретное преобразование Фурье. В формуле (П5 16) от непре- 
швного времени t перейдем к дискретному t = п Л и обозначим х(п Д) через х(п):

N-1 . l l L l
ф ) = 2 ; С 1 е »  (я = 0,1.....N -\). (П5.17)

к- 0
Формулу (П5.17) называют формулой обратного дискретного преобразования Фурье 

ОДПФ). Она является аналогом формулы обычного обратного преобразования Фурье:

A O  = ^ - ]s O o > )c ,m'du>. (П5.18)
2 я 1-X

Если применить (П5.18) к дискретизированному спектру (П5.6) и затем провести дис
кретизацию сигнала по времени с интервалом Д, то для ОДПФ получим

*(„) = 1  £ $ ( * )  w  -*»(„ = 0,1.....N - 1) (П5.19)
N ы>

Отличие (П5 19) от (П5.17) в наличии множителя 1/Л/ и отсутствии точек над St 
и *(л).

Перейдя от (П5.19) к комплексно сопряженному с ним выражению и умножив на А/, 
получим

Л'^я) = ‘Х-5(*)И'*" <П5-2°)*«0
Правая часть (П5.20) представляет собой ДПФ последовательности S[k). Поделим 

(П5.20) на N и перейдем к комплексно сопряженному с ним выражению

х(я) = —
N

z W - ‘
.>>0

(П5.21)

Из формулы (П5.21) следует, что х(и) или ОДПФ можно вычислить по тому же алго
ритму, что и ДПФ.

§ П5.7. Вычисление дискретного преобразования Фурье. Быстрое преобразова
ние Фурье. Если вычисление проводить по формуле (Д. 13), то надо произвести N 2 ум
ножений и N (N  - 1) сложений комплексных чисел, а всего N 2 + N ( N - 1) операций. 
С целью уменьшения числа операций разработаны алгоритмы быстрого преобразования 
Фурье (БПФ). В  основу их положено разложение N точечного ДПФ на набор ДПФ мень-
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шего порядка за счет использования следующих свойств дискретной экст

W *"  = е’ '"*Г * ":
1. Свойство симметрии ж

2. Свойство периодичности в  М'£**А,>*
.,11 1 . _ / A i "

3. W rN = WN/r. так как е N^ = е ^ .

4. t f '^ 2 = -1, так как с 1 N 2 - c~J * = -I.
Алгоритмы БПФ, основанные на разложении временной последовательности 

уменьшающееся число подпоследовательностей, называют алгоритмами БПФ с па 
ванием по времени. Если N целая степень числа 2, т. е. N = 2У, то число умножений
ллексных чисел равно —  log2 N, а число сложений —  N log 2 N-

Алгоритмы БПФ. в которых на уменьшающиеся последовательности разлагает 
последовательность коэффициентов S(k) дискретного преобразования Фурье, называю 
алгоритмами БПФ  с прореживанием по частоте.

§ П5.8. Дискретная свертка во временной и частотной областях. Запишем ингег 
рал Дюамеля (формулу свертки):

I
* . « ( * )  = |* ,х (т )Л г(<-г)£/т. (П5.22

0
где х,„(т), Jriux( i )  входной и выходной сигналы; й5(/)—  импульсная переходим 
характеристика четырехполюсника. При цифровой обработке сигналов вместо обычно! 
свертки используют дискретную. С этой целью разобьем интервал времени О-Г, на А 
одинаковых интервалов длительностью Д, текущее значение интервала п Д обозначим Я 
(0.1 2 , . . . , *-/ )  Дискретизированные значения xtux(t) обозначим 
Х.х (т) -+ „  В свою очередь

* 6( ' - т ) ( т  = 0,1..... N -\\
Дискретную свертку записывают аналогично свертке обычной

AM
т -  £ * « х  и ^ т -п  (115 23 )

п-0
. Д ™  приведения в соответствие с формулой (П5 22) надо выполнить услови» 

h ( m ) - h  (л ) Д, где h (m ) —  безразмерная импульсная характеристика. Дискретную свер» 
тку по (П5.23) называют линейной, если х „ „  „  —  нулевые вне интервалов их on* 
ределения, т. е. не являются периодическими. Если и *« имеют соответственно N. 
и N2 отсчетов, то при линейной свертке ог1ЫХЯ, имеет длину в /V, + N, - 1 отсчетов Свер. 
тку по (П5.23) называют прямой. Она требует N, Ы2 умножений. Дискретную свертку в 
частотной области вычисляют с помощью алгоритма БПФ и называют ее быстрой или вы* 
сокоскоростной С этой целью текущие значения * .* „ и А* выражают в виде ОДПФ 
от спектров соответствующих функций:

Тогда
A'-l , 3 * " *  М-1 J l * '  (»-«)

- L Q « * e  if , А * . „ = £ с  , е  "  ;

ЛГ-l ЛМ ,*«'« к.| . 2 «(*-/•)«

Но *■0 г «О i >0

AM
£ е >  2  5

пяО

N, если*»/-;
О, если * *  г (вся сумма векторов образует 
правильный замкнутый многоугольник)
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Поэтому
N I 2%тк

W - - I C , « * C ^ e '  ^ • (П5.24)
**0

Формула (П5.24) означает, что * ,ых„  есть ОДПФ от произведения С , „  * N.
В ней учтено, что г = к, и потому взята одна сумма, а не две (суммировать дважды пб од
ному индексу не имеет смысла).

С использованием предыдущих обозначений запишем xtknl„  в виде:

S-] , * *т * 1 ЛМ. ,

ьо  "  **о
Следовательно,

CM U a t= C ,a t C ^ N :  (П5.26)

V  (П527)
Таким образом, коэффициенты ДПФ свертки являются произведениями коэффициен

тов ДПФ свертываемых функций Поэтому для вычисления свертки двух последователь
ностей надо вначале найти их ДПФ. перемножить коэффициенты, а затем применить 
ОДПФ. Причем для вычисления ДПФ и ОДПФ можно использовать алгоритм БПФ. Од
нако в этом случае свертка получается циклической или круговой (периодической), а саму 
процедуру называют теоремой о круговой свертке ДПФ.

При использовании ДПФ и ОДПФ дискретизация во временной области приводит к 
тому, что спектр выходного сигнала становится периодическим, а при дискретизации а 
частотной области периодическим становится сам выходной сигнал с периодом, равным 
числу выборок. Для того чтобы с помощью периодической свертки можно было вычис
лять линейную, необходимо период круговой свертки сделать равным 

 ̂_ 2" 2 (N\ + Л/2 -1) отсчетам. Д л я  э т о г о  последовательности и h„ (длиной N | и 
N-,)  дополняют до длины L необходимым числом нулевых отсчетов. Затем находят L то
чечные ДПФ дополненных последовательностей, перемножают их и выполняют ОДПФ 
произведения.

Для осуществления быстрой свертки необходимо вычислить два БПФ для L точек и 

провести L комплексных умножений, т. е. всего 2 log2 £ j  + L комплексных умножений 
или 4 L (log2 L +1) действительных умножений Быстрая свертка эффективнее прямой при
12 32.



Приложение П 6 
Частотные преобразования

§ П6.1. Классификация частотных преобразований. Известны два основных напр(4 
ления частотных преобразований электрических цепей. Первое направление объедини!1 
преобразования, которые позволяют от некоторой исходной схемы (схемы прототипа) *  
частотные свойства которой изучены —  путем преобразования частоты перейти к некою 
рой другой (преобразованной) схеме с новыми элементами и с новыми частотными свой 
ствамн, сравнительно легко получаемыми из частотных свойств исходной схемы. В пер 
вую группу входят частотные преобразования первого и второго рода, нашедшие ширц 
кое применение. Второе направление основано на преобразовании Брутона. Оно cocroir 
в том, что сопротивления всех элементов исходной схемы делят на комплексную часто 
ту р. При этом элементы Я, L, С  исходной схемы заменяют на элементы С, Я, D преобр! 
зованной схемы соответственно. Частотные свойства каждого элемента, естественно 
изменяются, но частотные свойства всей схемы остаются без изменений. Преобразованй 
позволяет избавиться от индуктивных элементов, элементов громоздких и с больше! 
массой. Преобразование используют в теории фильтров.

$ П6.2. Частотные преобразования первого рода. Их осуществляют, заменяя комл 
лексиую частоту р в исходной схеме на некоторую функцию комплексной частоты s.

Рассмотрим три примера. В первом из них заменим р  на <»g/s, во втором —  н
к -— ^2., в третьем —  на — - . Первое преобразование дает возможность перей

Щ *  к ( з г +е>1)
ти от схемы, хорошо пропускающей низкие частоты (например, от схемы рис. П6.1. а), I 
схеме, хорошо пропускающей высокие частоты (рис. П6.1, б); ш0 —  некоторый масштаб 
ный множитель. Элементам 1Л и С, схемы на рис. П6.1, а отвечают соответственно Cj 
и L2 схемы на рис. Г16.1, 6. Для выявления связи I, и С, с С2 и L2 запишем сопра 
тивление элемента Л, на частоте р, заменим в нем р на о>0Л  и сопоставим его с сопро 
тивлением элемента С, на частоте s. В результате получим р Ц =<и0 Ц js = l/(sC j)  
отсюда С 2 = 1/(ш0 £,). Поступая аналогично по отношению к С, и L2. имее1 
l/(/, C i) = */(wo C j) = *Z-j. следовательно, i 2 = '/(а о )■

Передаточная функция преобразования схемы рис. П6.1. 6

к , . ы —
p L 2+——  1 + ^ С2*

2 рС2
может быть получена из передаточной функции непреобразованной схемы на рис. Пб.1, i

1
р С х 1

J L  • + С, р2
рС , 

заменой
р -»<о0/.?, t| -» 1/(ш0 С 2), С, - »1/(ы0 L2).

Из равенства K 2n(s) = (a B/s) следует, что схемы на рис. П6.1, а. 6 имеют одина 
новые частотные характеристики, только направление отсчета частоты по оси частот дл 
преобразованной схемы рис. П6.1, б противоположно направлению отсчета частоты дл 
исходной схемы рис. П6.1, а.

Если по оси частот на рис. П6.1, в частота ын для исходной схемы на рис. Пб.1, i 
(р = j  о и) откладывается в равномерном масштабе и отсчитывается слева направо, т 
зависимость затухания или передаточной функции преобразованной схемы изображаете

р £| +
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Рис. П6.1

той же кривой, что н для исходной схемы, только частота для преобразованной схемы 
<и„ ( j  *  j  ш„) по оси абсцисс откладывается в неравномерном масштабе ш„ = ы0/а>„ (это 
следует из соотношения р - ш0Л  или j  ш, = m 0/ j w„ = - j  ш0/(о„). Знак минус означа
ет изменение направления отсчета частоты о>„ по сравнению с направлением отсчета 
частоты ©н.

В качестве примера на рис. П6.1, в дана оцифровка по оси абсцисс дли частот о>и и 
и „ при to0 = I . Преобразование фильтра низких частот (ФНЧ ) рис. П6.2, а в по- 
лосно-пропускаюший фильтр (ППФ ) рис. П6.2, б осуществляется заменой р на 
v(s) = k [s2 +(ОоУ<1)0 s. Положим, что параметры ФНЧ (LH и С „) известны, а также из
вестна желаемая резонансная частота шп рис. П6.2, « и полоса пропускания До ППФ. 
Частотная характеристика ФНЧ рис. П6.2. г может рассматриваться как частотная харак
теристика ППФ при правильной оцифровке по оси частот на рис. П6.2, г для этого филь
тра и определения значений и Сп1 через £„,Си,Д<а и ш0 Индуктивному 
элементу L„ при переходе от схемы ФНЧ к схеме ППФ соответствуют последовательно 
соединенные Lnl и С„|. а емкостному элементу Сн— параллельно соединенные L„2 и 
Сп2. Дл* того чтобы выявить соответствие между Ln),C„\ и LH, в выражении для со
противления р LH заменим р на к ( j 2 + o>J)/g)0 j  и сопоставим полученную формулу с 
формулой для последовательно соединенных L„, и С„, на частоте з

k f - ^ . L H ш0 *
С.

Рис. П6.2
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Из сопоставления следует, что - к L„/со0, С„, = l/(k б>0 £и).
Поступая аналогичным образом для перехода от Сн к параллельно соединенным {ц  

С„j, найдем
1s ——

* ■* = Сп2
П с : ... 1 •рСи

Lnl С„2
Отсюда 1пг = 1/(* со0 С „), С„2 = Сн к со0.
Для оцифровки оси абсцисс частотной характеристики преобразованной схемы см< 

дует выявить соответствие между частотами сон и со„. С этой целью я выражении j 
р = к (i* + oj|  V0*® s следует заменить р на j  ши, а  ̂на у о п и решить полученное ура»* 
нсние относительно со.

или 2 a . . « t ± J ,  + f « a.V  
i(D 0 co„J со0 2 *  К \ 2 * J (П6 И

Из (П6.1) следует, что оцифровка по оси юп/о>0 неравномерна. Частоте <а„ =0 
ветствует « „  /<о0 = 1. Два знака перед радикалом в (П6.1) указывают на то, что ча 
характеристика ППФ имеет две ветви, одна из которых будет являться зеркальным < 
жением другой относительно вертикали, проведенной через точку <оп/со0 »  1.

Придавая ши отрицательные значения, получим повторение частотной характери 
преобразованной схемы в области отрицательных частот, т. е. при частотном преобр 
ванни характеристика может оказаться повторенной. На рис. П6.2, г оцифрована ОСЬ 
м„/ш0 для полосно-пропускающего фильтра при к - ш0/Дсо » 1.

Преобразование ФНЧ рис. П6.3, а в полосно-эадерживающий фильтр (заграждающий 
ПЗФ) рис. Пб.З, б осуществляется заменой комплексной частоты р и! 
Д СО I t Цл ''l СО п S--- — + —  ш —-— -т и заменой 1И на параллельно соединенные Ln, и С ,| , •
“ о 1°>о 1 )  *(jJ +COo)
С„ —  на последовательно соединенные Ln2 и С„2 Под ш0 понимают резонансную час* 
тэту, а под Дед—  ширину полосы затухания (рис. Пб.З, в) * = со0/Д со. Для определения 
значений £„|.Сп1,£ п2 и Сп2 через £М.С „ ,*  и со0 надлежит сопротивление р £„ заме-

— “— jr  L„ и сопоставить его с сопротивлением параллельно соединенных
о)

нить на —г--. 1 > 

и С„, на частоте j: I
со 0 S 

А (г +со )̂
£ni С.

Получим = £„/(* со0), С п1 = */(о>0 £„)•

б

Рис П6 3
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I I J +<Do
Дп* нахождения i n2 и C„2 сопоставим сопротивление — —  =------- с сопротив-

Р с « г ,
* и

пением последовательно соединенных Z.n2 и Сп2 по частоте j :

. 2  , 1.2 , ,л2s +<а0 _ Ln2 С п2
1

С .,

отсюда L„2 *=*/(со0 С „), Сп2 » С„ /(* ш0).
С целью получения соответствия оцифровки по оси абсцисс на частотной характери

стике ФНЧ с оцифровкой по оси абсцисс на той же частотной характеристике, но для ПЗФ, 
cap s

5 Я 1are получ

а формуле I 2 — заменим /> на yea*, a i  на у м п.

В результате получим уравнение

в>о Д>п

Решим его относительно шп/ы0

I
, ,  , (П6.2)<1>0 2*(

Формула (П6.2) позволяет осуществить оцифровку оси абсцисс на частотной характе
ристике ФНЧ для ПЗФ.

В заключение рассмотрим свойства преобразования, при котором р заменяют на 
<<>(*)= I/(j + <j). В этом случае индуктивный элемент индуктивностью L заменяют на па
раллельное соединение конденсатора емкостью С ■ \/L и резистора сопротивлением 
R « I/о, а конденсатор емкостью С  —- на последовательное соединение резистора сопро
тивлением R = a/C и индуктивного элемента индуктивностью L = l/C.

S Пб.Э. Частотные преобразования второго рода. Частотное преобразование второ
го рода представляет собой преобразование, состоящее из двух операций: замены комп
лексной частоты р для сопротивлений исходной схемы на некоторую функцию <p(s) 
комплексной частоты s и умножения всех сопротивлений на некоторую функцию If  ( j) , 
подобранную таким образом, чтобы получить физически осуществимые сопротивления.

Пример 177. Преобразовать каноническую схему двухполюсника, состоящего из 
iC -элементов. в каноническую схему двухполюсника, состоящую из ЛГ-элементов

Р е ш е н и е .  Входная проводимость /.Г-двухполюсника

Р Р +Щ

Заменим р на v(s) = л/7 и умножим результат на ty(s) = l/V7: 

i f  Г  а о а0 ^  2at~ Н а' + £  ..2- »«i +-Г + Х  — ‘
•Js  ̂ V i  1 s + a>2t

В результате получили входное сопротивление канонической схемы двухполюсника, 
состоящего из ЯС-элементов. Следовательно,

2jrM *
V j

Аналогично входное сопротивление двухполюсника из /?С-элементов преобразуется во 
входную проводимость двухполюсника из 1C-элементов:
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В заключение отметим, что в частном случае преобразовании второго рода провод 
умножая сопротивления исходной схемы на некоторую функцию Щр), не заменяя р на <р(,

§ П6.4. Частотные преобразования цепей с распределенными параметрами, I
отношению к цепям с распределенными параметрами частотные преобразования прим 
няют:

1) для перехода от одного типа целей к другому (например, от iC -иепей с paenpej 
ленными параметрами без потерь к /?С-цспям с распределенными параметрами, от Ц 
цепей к безындукционным ДОС-цепям и т, д.);

2) для перехода от электрических цепей с распределенными параметрами к цепям 
сосредоточенными параметрами.

Параметры однородной линии с распределенными параметрами на единицу длин| 
обозначим следующим образом: Ц  —  индуктивность, R0—  продольное сопротивлени 
Cq— емкость, G0 — поперечная проводимость; I —  длина линии: L/2 и /2 —  напряж 
ние и ток в конце линии; С/, и /, — напряжение и ток в начале линии.

Постоянная распространения у = ^(/?0 + р L )(G 0 + р С0).

Волновое сопротивление Z , = y](R0 + р L0)/(C0 + р С0)
Запишем уравнение линии в /4-форме:

U, =/tU2+B/7-,
/', =Ci)2 н D/; , (П6 3

где А = D = chy /; В  = Z. shy /; О = shy //Z ..
Систему (Пб.З) представим в Z-форме, имея в виду, что Z,, = Z 22 = А/С = Z, cthу /, 

Z \2 = Z21 = I/С = Z,/shу I. В результате получим

о , '
=  z .

' cth у 1 csh у  Г V
Р г . csh у 1 cth у  1 Л .

Обозначим L„ = I Ц\ Я„ = / Л0; G n = I G0; С„ = / С0 Тогда

(у i f  = Сл р г + (£„ Сп + С„ Я „) р + Я„ С„.

Для iC -линии без потерь (й 0 = G0 =0)

Т //.г = Р  4 l „ Сп ;

Для ЛС-линии (L0 = G0 = 0)

If = Р J c n /?П, Z , = ^R0l(p Со).

Для безындукционной ЛОС-линии (to - ° )

У h .c .c  = -JRп С п р + /?„ С п ; Z, = /(Gq + р С 0).

Линия £С без потерь переходит в RC-линию, а Z-матрица £С-линии преобразуете* 
Z-матрицу RC-nинии, если в Z-матрице iC -линии положить p--Ts J R  /L„ и умножит 
се на W(s)= Jr JV ^ 7 ).

Линия с распределенными параметрами ЯС (£0 = G0 = 0) переходит в линию с рас 
пределенными параметрами LC  (/?0=G0 =0), если в Z-матрице £С-линии положит 
p = ip ( i )« i2 £„/Яп н умножить ее на »"■(*) = * L0/R0.

Аналогично осуществляют переход от /.С-лннии без потерь к безындукционной RGC 
линии и обратный переход, а также от ЛС-линии к ЯСС£-линии с потерями Различие пр 
этих переходах только в том. какую функцию р = <p(s) следует взять и каков должен быт 
множитель M'(j).

640



Определим, как путем частотных преобразований производят переход от цепей с рас
пределенными параметрами к цепям с сосредоточенными параметрами. С этой целью рас
смотрим преобразование, которое позволит осуществить переход от безындукционной RC- 
цепи с распределенными параметрами к цепи с сосредоточенными параметрами, содер
жащими индуктивные элементы и положительные и отрицательные резисторы. Запишем 
выражение для Z-мэтрицы /?С-цепи:

м Г
У Р Со

cth -Jp  С„ R„ csh <Jp  С„ R~ 
csh yjp C„ R„ c th Jp C „ R„

Подставив

j  = ch У p C„ Rn

(П6.4)

(П6.5)

и умножив полученную матрицу на W(s)= -J р С„ R„ sh J p  Сп R„ , получим 2-матрицу 
преобразованной цепи

Этой матрице соответствует Г-схема с сосредоточенны
ми параметрами, изображенная на рис. П6.4 (/?„ = R\ 

Таким образом, при частотной подстановке (П6.5) 
ЛС-цепь с распределенными параметрами (£0 = С0 =0) 
оказалась приведенной к схеме на рис. П6.4 с сосредото
ченными параметрами, которая содержит индуктивные эле
менты и положительные и отрицательные резисторы.

Рис П6.4

§ П6.5. Преобразование Брутона. Как упоминалось в § П6 1, преобразование Бруто
на состоит в том, что сопротивления всех элементов исходной схемы делят на частоту р. 
При этом исходная цепь с элементами Лн, L„ . Сн становится безындуктивной с элемен
тами С, R. D, где D —  емкостный элемент второго порядка (см. Приложение П2). Частот
ные свойства исходной и преобразованной схем одинаковы.

Преобразование Брутона проведем одновременно с нормированием и последующей 
денормировкой параметров схемы.

Сначала рассмотрим вопрос о нормировке параметров. Пусть элементы /?„, , С „ , D„ 
некоторой исходной схемы соединены последовательно. Сопротивление исходной схемы 
на частоте е>

Z = Л, + у и) /.. +--- —  +---- :--- .
/0)Сн ( у «,)* Он

Нормируем это сопротивление по величине, поделив на некоторое сопротивление Я<> 
(Ом) и затем нормируем по частоте (00 (рад/с), введя нормированную частоту дг« ш/ щ . 
Если речь идет о фильтрах, то ш0 берут равной либо частоте среза НЧ-фильтра, либо 
центральной частоте полосы пропускания ПП-фильтра.

Индексом «н» будем обозначать нормированные по величине и по частоте значения 
величин. Нормированное сопротивление схемы в безразмерных единицах:

Z*=R„+jxL,+-
j * C *  ( j  х)2 D„

*и , j  *  “>0 *•„ , ______L  1
Rq Ro j x <»oChRo Ox)2u5/?dDH

Почленно сопоставляя, находим связи между нормированными и ненормированными 
величинами:

*»= %"■  Сн =о0 Л0 С1<: DH= » lR 0 D'.
“о "о

(П6.6)
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В качестве исходной схемы, к которой применим преобразование Брутона, возьмем 
схему на рис. П6.5, а. От нее сначала перейдем к схеме с нормированными параметрам» 
с нулевой размерностью (рис. П6.5, б). Последнюю схему преобразуем по Брутону, пол» 
лив сопротивление каждого элемента на р - j  х. При этом все продольные индуктивны*

элементы перейдут в резистивные. Так, сопротивление j  х - Д ■ ^  I: J  х становится ре
<о L

зистивным Л1н « — — — . Все емкостные элементы перейдут в емкостные элементы «то
0 1 I рого порядка, например: ---— : / х * ---------, D , „ « С , ,  »со0 Rq С|н. Резистивно<

У*Чи (/*) Аи
Ли I Iсопротивление Лин переходит а емкостное: — ■ ~  ----- г— ---- —  так. чтс

"о J  х .• ,  "о. j  х Сн
Я

С, = /?о/Я« ■ Схема, преобразованная по Брутону, с нормированными безразмерным* 
параметрами изображена на рис. П6 5, в Используя формулы (П6.6), осуществим 
денормировку. Окончательная схема с денормированными параметрами изображена h i 
рис. П6.5, г. Параметры ее зависят от ш( и параметров исходной схемы.

В схеме на рис. П6.5, г два емкостных элемента второго порядка —  D, и D2. К аж 
дый из них реализуем схемой рис 4.11, а В каждой из этих схем полагаем

= » ———, Z2 = Z4 - Я, а сопротивление Zs берем резистивным и различным. Пр*
Р  * R 2C 2реализации Oj берем Zs = Л5, =——— , при реализации Dj принимаем

А
/?2С2 Числовые значения R и СА берем такими, чтобы была обеспечен!

нормальная работа операционных усилителей в схемах на рис. 4.11, а.
В  заключение обратим внимание на то, что нормирование параметров в § П6.2 

выполнено несколько иначе, чем это принято в литературе по электрическим фильтрам * 
описано в 5 10.11. Отличие в том, что в § П6.5 Л0 (Ом), а>0 (рал/с), тогда как обычно I 
литературе по фильтрам и в § 10.10 (при нормировке) полагают, что й0 и имеют ну 
левую размерность. В  $ П6 5 в нормированной схеме на рис. П6.$, 6 параметры имеют 
нулевую размерность, тогда как в нормированных схемах, когда Ло и ш0 приняты без 
размерными, LH (Гн), С , (Ф ), Лн (Ом). Сделано это для того, чтобы при преобразова 
нии схемы по Брутону при переходе от рис. П6.5, б к рис. Пб.5, в все элементы схемы hi 
рис. П6.5. в, как и схемы на рис. П6.5, б, имели нулевую размерность и чтобы поел 
денормировки элементы окончательной схемы на рис. П6.5, г имели естественную размер 
ность, т. е. чтобы все Я  (Ом), D (A cJ /B) и С (Ф).



Приложение П7
/-преобразование цифровых сигналов

5 П7.1. Прямое 7-преобразо*акие цифровых сигналов. H i рис. П7.1, а  изображен 
некоторый аналоговый сигнал, а на рис. П7.1, 6 —  соответствующий ему цифровой сиг* 
нал, заданный последовательностью ординат x(n i). или проще х{п}.

* (я )« ...л (-  1 Ы 0 М 1 Ы 2 ) . . . . .  (П7.1)

Эту последовательность в обшем виде можно представить суммой:

*(я) = £ х (* )6 (л - * ). (П7.2)
Ач-оС

Здесь 5 (и-*) —  единичный импульс (площадь его равна 1) при я * * ;  8(я-*)=1 и 
&(п-к) = 0 при п * к  (функцию Ь(п-к), обладающую таким свойством, называют фун
кцией Кронекера). Переход от аналогового сигнала 4/) к цифровому х(л) осуществляют 
с помощью цифрового преобразователя (АЦП), который выполняют а виде микросхемы. 
Он являет» типовым элементом электронных схем.

Подобно тому как непрерывный аналоговый сигнал x(i) может быть подвергнут пря
мому преобразованию Лапласа (гл. 8):

x{p) = ]x (,)t- i" d,
О

функция х(п) может быть подвергнута прямому Z-преобразованию:

*(г) =Х*</>) *'"• (П7.3)
п*0

Суммирование начинают с я = О, полагая, что х(п) равно нулю при я< 0. 
Последовательность единичных импульсов, возникающих при я = 0.1,2.... 

(рис. П7.1, *), принято обозначать м(л). При я 2 0 и(л) = 1.
Степенной ряд х(п) = а" при я>0 а0,а 1.а 1,... с помощью функции и(я) может 

быть записан: х(п) - а " и(п\ Линейно нарастающую функцию х(п) = 0 ,1,2.3.... предста
вим так х(п) = и и(и).

Под радиусом сходимости функции Х(г), представляющей собой ряд по отрицатель
ным степеням г, понимают радиус области комплексного переменного г с центром а нача
ле координат, лежащей вне окружности радиуса R.

Z-преобразование совокупности импульсов рис. П7. ] . *  осуществляется функцией

Х { : )  = —  = — !— + (Я = 1).
г-1 1 -г'1

Рис. П7.1
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Z-преобразование степенного ряда Л'(я) = £ о я = 1 + о + а 2 +д3 + .., осуществляете
• п-0

функцией X(z) = —-— =------ г = 1 + о г " | * а ! Г ! +а, Г , +... (Л«=|а|).
z - e  |-о  z"

Z-преобразование линейно возрастающей функции Х (п) = пи{п) производит фунт*

* (z )  = — - Ц - ----Z— r r  (Л»1 )■

Z-преобразование дельта-функции 6 (л) осуществляет функция Jf(z) = l (Д «  0). 
Z-преобразование Ь (п - т )  осуществляет функция Л'(г) = г 'ш (Л — 0).
Z-преобразование синусоидальной функции времени выполняется функшм

*(«>■ f  Г Ф , <*-»•г - 2 *  cos<p + l
Z-преобразование косинусоидальной функции времени выполняется функшм

«■)■ Г Т ^ Г 2 *  , <»"> z -2z cos<p +1

§ П7.2. Решение дифференциальных уравнений путем сведения их к разиостиы! 
Линейному дифференциальному уравнению с постоянными коэффициентами может 6ui 
сопоставлено разностное уравнение.

Первая производная по времени от непрерывной аналоговой функции y(t) может бы1 
аппроксимирована конечной разностью

dt
у (п )- у (п - 1) и dyjt)

1* н Г  Т  d l /=(«-!)Г
И” -О-И"-2) 

г
Вторая производная

dy(i)
d2A>) dt 
d,г

dy(t)
dl t*("-0r ){n )- 2  y(n - ))  + y(n - 2) 

r2
Аналогично определяют производные и более высоких порядков.

В  качестве примера запишем уравнение + = с началь*
d r  dt

ными условиями у (0 .) = 0 и составим соответствующее ему разностное уравнение:

№ - * * - 'Л+з*»)=тх (п)
ИЛИ

у(п) (| + 2 Г  + 3 Г2)-  Я "  - О (2 + 2 Г) + ><л- 2) = Г 2 m х(л) (П7.4)
По уравнению (П7.4) можно последовательно определить значения Я " ) ,  придавая зиа* 

чения л сначала 0, затем 1, 2,3,... и т. д., и учитывать при этом, что у {-1) ■ у(-2) ■ 0, а 
х(ОХ*0),Jr(2),... известны.

Рассмотрим пример. Пусть в (П7.4) Т - 1, m - 1, л(0)« 1. *(1) = 2, д(2) ■ 3 и т.д. Топи 
уравнение запишем так:

6 у(п)~  4 у(л -1)+ у(п - 2) * л(л),

при л = 0 6>(0)-4 0 + 0= х(0) = 1, отсюда j/(0)=)/6.
при л-1 6> (1 )-4Х0) + >(~1)“ ^ (1 )*2, находим Я 0 “ 4/9.
при л = 2 6у(2)-4>(1) + Я 0 ) = х(2) = 3, следовательно, у(2)~  83/18 и г л

§ П7J .  Дискретная свертка. Положим, что при нулевых начальных условиях на вход 
некоторого аналогового четырехполюсника (рис. П7.2, а) воздействует аналоговое
напряжение u, (г) = x{t), а импульсная переходная функция четырехполюсника (реакция
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на импульс единичной площади в виде 5 -функции) &*(;) известна. Тогда напряжение 
на выходе четырехполюсника и2(/) *  y(t) определим по одной из форм записи интеграла

Люамеля: y(t)m |x (t)A s(/- t )r f t  или y(t) = hbb )d x  (полагаем x(t) = 0 и
о о

Л®(/)= 0 при I < 0). Аналогом этих формул, когда сигнал взят в цифровой форме, явля
ются формулы:

><«)=£*(*) А6 („-*),

><")=
к=0

(П7.5)

(П7.6)

§ П7.4. Теорема смешения для цифрового сигнала. Если x(i) = 0 при к  0, то изоб
ражение по Лапласу аналогового сигнала *(<) = Х (р ) и в  соответствии с теоремой сме
щения (см. § 8.40) изображение функции x (i- t0) = t~l>'" Х(р).

Аналогично, если последовательность х(п) (при п <0 х(п) = 0) соответствует X(z\ 
то последовательности Х (п - 1) будет соответствовать г" ‘ Х (г\  а последовательности

(П7.7)

Формула (П7.7) следует из (П7.3) с учетом того, что функция х(п- т )  = 0 при л<0.
Таким образом, умножение функции X(z) на г~" означает задержку ее на т  интер

валов дискретизации Г.

§ П7.5. Передаточная функция цифрового четырехполюсника. При использовании 
преобразования Лапласа для аналогового сигнала передаточная функция четырехполюс
ника (рис. П7.2, о) на комплексной частоте р К (р ) = У(р)/Х(р).

Передаточную функцию для синусоидального процесса получаем, заменяя р на j  ш 
К  ( j  из) = Y ( j  со)/ M {J  “ )

Для цифрового входного сигнала вместо Х (р )  будет Л"(г) Поэтому передаточ
ная функция цифрового четырехполюсника (системная функция цифровой системы) 
на рис. П7.2, 6

*(г) = (П7.8)

Составим K(z) примера, описывающего разностное уравнение (П7.4). В соответствии 
с формулой (П7.7)

><п-2)-*г'2 Y(z), x(n)-*X(z)

Уравнение (П7.4) запишем так:

К(х)|(| + 2 Г+ 7-2)-г- ' 2 (I + Г ) + г_2]«  m Г 2 X U Y

Y(z) ______________ w Т __________
x(z) “  г ^ - г о  + П г - ' + ^  + г г + т - 2)'

|к(р) A-(r)J № )

Рис. П7.2
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§ П7.6. Обратное Z-преобразовянне. Обратное Z-преобразование осуществляют по 
формуле

x(n)=-l—ix(t)z'-' dx. (П7.9)2 я j  I
Контурный интеграл берется по замкнутому пути С в области сходимости функции 

Х (г ) на плоскости г. Формула (П7.9) —  гто аналог формулы обратного преобразования 
Лапласа:

* 0 ) “ т - Ц  $ Х {р )с р1 dp.
2 ж j  {.

Известно, что нахождение оригинала x(i) по изображению осуществляют обычно не 
путем взятия контурного интеграла, а более простым путем, разлагая Х [р ) - N (p)/M (p)W ^
на сумму простых дробей (см. § 8.49), т. е. Х (р ) * £ — -—  —  корни уравнениа

л к.\Р~ Рк
М (р ) = 0), и затем, учитывая, что — -— » Ак сРк', получаем

Р~ Рк

•*■(')* Y .Ак *Рк'- (П7.10)*• I
Аналогично поступают и при обратном Z-преобразовании.
Функцию X ( i )  записывают в виде

N
2>*-'

к* I

(П7.11)

и находят корни г "1 знаменателя А/(г-1)= 0. Положим, что все они действительны и раз
личны. Тогда X (z ) можно представить суммой простых дробей

Х ( : )  =---J- +------- . (П7.12)
1 -/>, г \- р 2 Г  1~РМ г~

Вк = Res X {z) = (l - /?* -•-1)аГ(--)| (П7.13)
:=Pt : *Рк

Переход от Х ( : )  к цифровой функции времени х(и) осуществляют с помощью соот

ношения а* н (я )-»--- !— [- (см. § П7.1). В результате получим
2
л4„)=(в, + r i * -  + B„pb)y<A <П7 '*)

Пример 178. Пусть ) ,1 ------ —^ ;—  и м(г~1)= 0 имеет корни гГ j  « 1 и 2.
« (г -1) 0,5г ' -1,5z ' +1 V '

Им соответствуют />, *  l/ r f1 = 1 и />г = l / 1 = -i-;

1г*п (l-Pi Л.-л ]~ P iz l-i-l 
S 2 - ( l - P :  : ~ ' ) X ( : i  --0.5. 2

Отсюда -V(z) =--- !— ■----- — — _ По формуле (П7.14) цифровая функция врсме-
1-1 г '1 1-0,5z~'

ни х(п) «=(|- 0.5 • 0.5" )и(п) = 0,5; 0,75; 0,875; 0.9375;....
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Если среди корней уравнения w ( r ' ' ) = 0  будет два комплексно-сопряженных корня: 
Pq = а + j  $ и pr = a - j  р, той  коэффициенты Bq и В, будут комплексно-сопряжен
ными \Bq =m + jq , В, = т-  j  q). Этим корням в формуле (П7.14) будет соответствовал, 
вещественное слагаемое

Bq Pq + Br р”  -2 |в0 ||р0 |" cos(v + ncp). (П7.15)
v»arctgq/m, 4> = arclgp/a.

Если знаменатель A'(z) в формуле (П7.11) будет иметь корень г, = р, кратности г, 
то соответствующее этому корню слагаемое в формуле (П7.14) определим как вычет фун
кции X (z) в кратном полюсе

(«
(см. аналогично в § 8.50 для операторного метода).

}  П7.7. Соответствие между полюсами аналогового и цифрового четырехполюс
ников. Передаточную функцию аналогового четырехполюсника представим в виде:

рк и А
<П716>

I ь„Рк ы Р ' Р к

U0
Полагаем, что корни рк различны и нет кратных корней. Оригиналом (П7.16) будет 

импульсная переходная функция

** (')  = 5 > е Л '. (П7.17)
ы

Дискретизируем h*(t): h*(n) = Л5(/)| . В соответствии с формулой (П7.17)ч=нТ

Л6(я) = Х ^ е ' ’ к "г (П7.18)
ы

Для нахождения передаточной (системной) функции цифрового четырехполюсника 
подвергнем Л8 (я) 2-преобразованию

К(г) = | > 8(«)г-" = еР‘ Г " ‘  ** " Г * "  =
из0 i»=0A*l /»*0 к-)

«=0Ы
Но, по формуле (§ П7.1),

м

=  2 - Г 7 'А = 1 1 С

поэтому м

m m
11=0 к = \  ‘  “ с  1

№ ,- £ т ^ - р
Сопоставляя (П7.16) и (П7.18), получаем соответствие

— !---- >--- (П7.20)
Р - Р к  I -еЛ г

Таким образом, полюсу Pk аналогового четырехполюсника отвечает полюс сРк Т 
цифрового.
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§ П7.8. Переход от переаггочиой функции аналогового четырехполюсника к пе
редаточной функции соответствующего цифрового. Известны два основных способа М j j
перехода. В первом в К (р ) = Т — -—  каждый член суммы заменяют на --- —4 — - в

f a p - P k  l- e p ,r  г-'
соответствии с (П7.20). Этот метод называют методом инвариантности переходной 
характеристики.

Второй метод — метод билинейного преобразования состоит в том, что в К (р )  за--I
меняют р на — -— . Эта замена может быть обоснована так: возьмем натуральный ло- 

1 + 1 ггарифм равенства кг = г. Получим р Т  - In г. Разложим In г в рад и возьмем первый
. i f * - 1 1 rv, 2 г-1 2 1 - г '1член ряда lnz = 2 --- + ... . Отсюда р ------- -------- -.

U  + 1 )  н Т г *  I Г  1 + г '1
Рассмотрим эти методы на примере.

Пусть у аналогового прототипа К (р )~ ---- — ---- = — —  +—— .
(р  + 1)(р + 3) р + 1 р + 3

Согласно первому методу,

*7 Ч - 2 ■ 6 4 + (-6е~г +2е~аг)г~'
1-е"7 г"' I - e-J г Г 1 ~ 1 -(е'г + с-’ г) г ‘ + с '4 Г 7*  '

По второму методу

-2  6
, 2 1-г'1 . 2 1-г’1
1* т Т ^  3+г ^

8 Г_________________________ 1 -г~2___________________
(2 + Г )  (2 + 3 Г )  , 6 Г - 4  4-8 Г  t '

(2 + Г)(2  +3 Г )  * (2 + Г )  (2 + 3 Г )



Приложение П8 
Цифровые фильтры

}  П8.1. Введение. На рнс. П8.1 изображена структурна» схема цифровой обработки 
сигналов. Аналоговый сигнал x(t) поступает на аналого-цифровой преобразователь (АЦП). 
Он выполнен в виде микросхемы и является типовым элементом электроники. Сигналы, 
поступающие на вход цифрового фильтра, записывают в виде совокупности следующих 
друг за другом единиц и нулей, выражающих степени числа 2. Например, запись 11100 
соответствует сигналу I • 2° +1-21 +1-22 + 0-23 + 0-24 = 1-2° +1 21 +1 - 22 или, иначе, сиг
налу 1 + г~' + г '2. С выхода АЦП цифровой сигнал х(п) поступает на цифровой фильтр, 
где осуществляется цифровая фильтрация. Сигнал с выхода фильтра у(л) поступает либо 
в цифровом виде, либо, как показано на рис. П8.1, в цифроаналоговый преобразователь 
(ЦАП —  своя типовая микросхема), который преобразует у(л) в y(i). Цифровая обра
ботка сигналов применяется уже свыше 40 лет в системах связи, радио и гидролокации, 
медицине, разведке полезных ископаемых и для других целей.

АЦП ЦФ ЦАП

Рис. Г18.1

Цифровая обработка сигналов осуществляется двумя способами, которые условно 
называют аппаратурным и программным. Аппаратурная обработка рассмотрена в Прило
жении П8. Программная осуществляется с помощью специальных программ на ЦВМ с 
относительно большим объемом памяти, реализующих прямое и обратное дискретное 
преобразование Фурье и дискретную свертку. Ее основные положения рассмотрены в 
Приложении П5 (без программ для ЦВМ).

Программная реализация подробно рассмотрена, например, в [17].

5 П8.2. Элементная база цифровых фильтров. Аналоговые фильтры, как известно, 
состоят из элементов L, С, Л, а в некоторых случаях еще и из управляемых источников. 
Цифровые фильтры состоят совсем из других элементов, а именно:

а)элементов .-I осуществляющих единичные задержки на один такт Г  (регистры
сдвига для хранения предыдущих значений входных и выходных сигналов), обозначают 
их в соответствии с рис. П8.2, а;

б) умножителей, которые выполняют умножение или масштабирование. Их обознача
ют, как показано на верхнем и нижнем рис. П8.2, б:

в) сумматоров (они же могут выполнять и вычитание), обозначают их в соответствии 
с верхним или нижним рис. П8.2. «. Места соединений элементов (узлы) обозначают точ
ками. Если на схеме фильтра не записана величина передачи на линии, соединяющей узлы.

чиь Jf(n) а у{п)

х(л) Jti(n) _  » дг|(п) + хг(п) Jt(/i) <ю у(п)

*г(л) 
Г|(и) у{п)

I  *г(л)
4 ZP

е "

Рис. П8.2
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Рис П8.3

то он* принимается за 1. В качестве примера на рис. П8.2, г изображена схема цифрового
фильтра, для которого K(z) =---- — .

1-о0 е'' г"
Более полно взаимодействие и последовательность работы отдельных блоков циф

рового фильтра иллюстрирует рис. П8.3. На нем изображены АЦП, ЦАП, генератор 
импульсов синхронизации и цифровой процессор, состоящий из устройства памяти и ариф- 
метическо-логического устройства (АЛУ).

Аналоговый сигнал х(1) поступает на вход АЦП. Им управляет генератор синхронизи
рующих импульсов. В моменты подачи импульсов на выходе АЦП возникает последова
тельность либо коротких импульсов, соответствующих мгновенным значениям х(0 в 
порядке их образования в последовательном коде, либо совокупностей уровней напряже
ния на сигнальных шинах уровней разрядов в параллельном коде.

АЛУ умножает, складывает и сдвигает сигналы на заданное число интервалов време
ни в соответствии с алгоритмом обработки сигналов.

Цифровой процессор преобразует последовательность поступающих в него чисел в 
последовательность двоичных чисел. ЦАП переводит згу последовательность в аналого
вую форму у{1).

9 П8.3. Классификация цифровых фильтров. Цифровые фильтры разлеляют на 
трансверсальные и рекурсивные.

В  трансверсальных фильтрах обработка сигналов происходит по алгоритму

Ук ~ ао *к **-■ +••• + <*„ **-«•

Трансверсальными их называют потому, что они содержат элементы сдвига г-1, рас
положенные перпендикулярно (транверсально) по отношению к пути следования сигнала 
(рис. П8.4).

После учета запаздывания получим

Ук (во+в| + ° :  г '2 г '" ) .

Передаточная функция фильтра равна отношению массива Yt к массиву Хк

АГ(г) = -^- = во+а| г "1 +л2 г '5 +-- +а„ z~m. (П8.1)
х к

Коэффициенты а зависят от значений х{1) в моменты дискретизации и от интервала 
дискретизации Г. Значения импульсной характеристики А6 (л) (т. е. набор единиц и ну
лей) без изменений каждый раз сдвигается на единицу вправо. Число слагаемых А*(л) у 
трансверсального фильтра равно числу т  (конечно), поэтому их называют еше фильтра
ми с конечной импульсной характеристикой.
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Рис. П8.4

Рис. П8.5

В  рекурсивных фильтрах выходной сигнал создается не только последовательной со
вокупностью входных сигналов xk,xlt_[,xi . 1.....  как в трансверсальном фильтре, сдви
нутых по времени, но и последовательной совокупностью выходных сигналов 
У»- У>-\<Ук-.......  также сдвинутых на свое ерем* запаздывании. Таким образом, рекур
сивный фильтр — это в общем случае система с многопетлевой обратной связью. Алго
ритм обработки сигналов в рекурсивном фильтре таков:

ук =а0 х„ +о, хк. ] * . . .* а т  **_„ + <>, у*., + *2 У»-2+••• + *; „ ук_„.

Структурная схема рекурсивного фильтра изображена на рис. П8.4, а нижняя часть 
рис. П8.5 осуществляет обратную связь.

Перепишем алгоритм обработки с учетом запаздывания:

О = *1 (о0 + +•■• + * . -*'")+ уД1-^ *■' -*з г'2 г'").
Из него следует, что передаточная функция К(г) рекурсивного фильтра

а0 +а| г '1 + " +aN z~s______
XIt 1+6(1 1 + I *4-+ by 2 ^

(П8.2)

Импульсная характеристика Н1(п) рекурсивного фильтра за счет обратной связи 
теоретически имеет очень большое число слагаемых*', поэтому рекурсивные фильтры 
именуют еще фильтрами с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ-фильтры). 
В  ячейках памяти рекурсивного фильтра хранятся значения предшествующих состояний

и ун.

"'Слагаемые, из которых состоит характеристика л*(и) рекурсивного фильтра, полу
чим, разделив числитель формулы (П8.2) на се знаменатель.
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§ П8.4. Алгоритм получения передаточной функции цифрового фильтра. В  руко
водствах по аналоговым фильтрам [11, 17] приведены таблицы полиномов знаменателя пе
редаточной функции К {р )  низкочастотных аналоговых фильтров, аппроксимированные 
различными способами (по Чебышеву, Баттерворту, Бесселю и др.). Частота среза ьзс в 
этих таблицах принята равной I (нормирована). Полиномы подсчитаны при заданном мак
симальном отклонении модуля К (р )  в полосе пропускания от 1 и заданном затухании в 
полосе затухания при со = * сос (задано k > 1).

Алгоритм получения К (г )  цифрового фильтра, основанный на инвариантности им
пульсной переходной характеристики, включает следующие этапы:

1. По заданным требованиям к цифровому фильтру выписываем из таблиц К (р )  ана
логового фильтра, полагая, что он должен удовлетворять тем же требованиям по затуха
нию и по максимальному отклонению, что и цифровой. м

2. Если К {р )  аналогового фильтра может быть представлен в виде К (р )  = £ ——— , 
то переход к К (г )  осуществляют по формуле: **’ Р />t

3. Если К (р )  может быть представлен в виде — —  и полюса К {р )
(р  + a) +Ь

Р\ j  *  -b± j о)0, то K(z) цифрового фильтра

I -z*1 е~*7 cos со и Г  
1 - г '1 2«-*7 cos со о Г  + z 'J е~

К (г)я .  ^ ” 0/ (П 8 .4 )

Рассмотрим пример. Пусть аналоговый фильтр —  прототип второго порядка при ап

проксимации по Баттерворту (см. § 10.11) —  имеет К (р ) = — — ! корни полино

ма Р| 2 -~o±j о, где а = 0,707.

р+ а +j а р * й * j а

Используя соответствующую формулу (§ П7.1), имеем: 

*(--) = ■ 0,5 е 'а г sin Г  2*1
1 - 2 coso Т е~а r +e~2at г “2 

При Г  = 1 С

*(-’) = -
0,18 z4

1-0,753 г 4 + 0,24z“5

§ П8.5. Зависимость модуля и аргумента К(г) от частоты. Поскольку 
ЛГ(г) = | АГ(г)| е-̂ ф, то для выявления зависимости модуля |K(z)| и аргумента <Р от часто
ты <о в случае, когда ЦФ сконструирован на основе инвариантности импульсной харак

теристики, надо в К (:)  заменить г ка re J * при г = 1 
(рис П8.6). где угол

9 = to Т, (П8.5)

т. е. между углом 0 (рад) и частотой ш (рад/с) имеется ли
нейная зависимость; Т—  интервал дискретизации. Для при
мера § П8.4

0,181 > 6
I - 0.753е +0 ,24е '/ 26
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Рис. П8.7

На постоянном токе (to = 0,0 = 0) |К(г)| = 0,373. Чтобы нормализовать K(z) приме
ра, надо K(z) умножить на 1/0,373 * 2,68. В полосе пропускания НЧ фильтра 0 изменяется 
от 0 до шс Т, где нормированная частота среза сос = I, в полосе затухания 0 изменяется 
от toС Т до 0 < я.

У  аналогового фильтра НЧ имеется только одна полоса пропускания от 0 до <ос. 
У  соответствующего цифрового фильтра НЧ теоретически имеете* несколько полос про
пускания, так как функция е '0 является периодической (e^e = е-'<в'*21 где* —  целое 
положительное число). Случай к *  0 не используется.

На рис. П8.7, а штриховкой показана полоса пропускания. Неиспользуемые полосы

показаны пунктиром. Групповое время запаздывания т(0) = ^ Для цифровых филь-</0
тров, в основу формирования которых положено билинейное преобразование (см. $ П7.8), 
связь to с 0 получаем так:

2 I - е ' ув 2 , 0  
p - j - Y -

поэтому

т. е. связь со с О оказывается нелинейной. Если известна частотная характеристика ана
логового фильтра K(j<o\ то Для получения частотной характеристики соответствующе

го цифрового фильтра в этом случае надо У со заменить на j  у  Igy.

|  П8.6. Частотные преобразования цифровых фильтров. Подобно тому как 
аналоговый фильтр НЧ путем преобразования частоты (см. Приложение П6) может быть 
преобразован в аналоговые фильтры ВЧ, ПП и ПЗ. цифровой фильтр НЧ может быть пре
образован в цифровые фильтры ВЧ, ПП, ПЗ.

1. Преобразование НЧ ЦФ в полосно-пропускающий ЦФ. НЧ ЦФ с частотой среза 
сое = I надо преобразовать в ПП ЦФ с центральной частотой 0О, верхней 0, и нижней 
6„. Частоты 0О.0 , ,0Н связаны уравнением

rn.« cos((0.+0„)/2)
00500-cos((0 ,-0„)/2)'

т. с. две частоты из трех независимы.
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K(z) ПП Ц Ф  получают из К (г ) НЧ ЦФ путем замены

r-J -Г 2 а р
U  + P

р-1 
3 + 1

1и
2ар]
1+3 J

| г*1 +1

Здесь
а = cos0o, P=Ctê 6»~ei,)/2l .

« !
2. Преобразование НЧ ЦФ в ВЧ ЦФ. Полагаем, что НЧ ЦФ с частотой среза 0С над 

преобразовать в ВЧ ЦФ с частотой среза 0а . К (г )  фильтра ВЧ получают из К (г )  фиЛ1 
тра НЧ заменой

-cos[(ec -e „)/2 )-I г '1 + а
1 + а  г -I ■ где cos[(0e +ec,)/2]

Ha рис. П8.7, б. в заштрихованы области работы ПП ЦФ и ВЧ ЦФ (штриховой лини
ей показаны неиспользуемые области).

S П8.7. Реализация передаточных функций цифровых фильтров. Известно несколь
ко различных способов реализации ЦФ [ I I ] .  Рассмотрим один нз вариантов так называ
емого прямого метода. Он имеет преимущества в стоимости при К  (г) низких порядков.

Передаточной функции

*(*)■

соответствует разностное уравнение

N
У  а, г~‘

п*) - h
X(i) »  _ 

1 + 2А */•I

Ж»)=г£.а- Я»-/)1*0 i=»|

(П8.7)

(П8.8)

Рис. П8.8
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Рис. П8.9

Уравнению (П8.8) отвечает схема рис. П8.8 Стрелки -» в узлы левой части рисунка 
попеняют, что сигналы дг(л - I), х(п - 2),... поступают в эти узлы с задержкой на Г, 2 Г ,... 
и т. д. Аналогично стрелки -* в узлы правой части схемы поясняют, что в соответствую
щие узлы сигналы у(п-\), у (п-2\... поступают с задержкой в 7\27\... и т. Д.

I- ’ "2В качестве примера реализуем К (г ) =---г---:—=----.z i - iI ---I  +— г
15 15

Схема показана на рис. П8.9. Соответствие схемы на рис. П8.9 заданной K{z) прове
рим по формуле Мезона (см. § П1.1)

, v t \ Л 1̂ + 2̂ 2̂ у(п) = 4п) :  -■ ■ ■

где Р, - I, Р2 = -I г '1 Граф имеет две петли обратной связи с передачами —  г '  и

- —  г ' 1 г '1. Обе петли касаются прямых путей, поттому Д, » Д2 = 1. Определитель гра- 
15 * * ' l- z ‘Jфа Д = I г ' 1--jy z‘J j, поэтому у{п) = х(п)

15
I , ' 2
15

, как и задано.

5 П8.8. Устойчивость работы цифровых фильтров. Работа рекурсивных цифровых 
фильтров за счет наличия в них обратной связи может оказаться неустойчивой. Рассмот
рим простой способ исследования устойчивости работы рекурсивных фильтров по вели
чине и знаку коэффициентов bl ,b2,bJ ,... знаменателя его передаточной функции К(г) 
(формула П8.2).

Исходим из того, что рекурсивный фильтр сформирован по его аналоговому прототипу. 
Способ исследования будем иллюстрировать простым примером. Пусть знаменатель K(z) 
рекурсивного фильтра равен 1 -6, г '1 -Ьг г"2. Поступаем так: перепишем знаменатель

■ <>1 h  z2 -6) z- Ь2

и приравняем его нулю. Определяем численные значения корней уравнения 
z1 - bt z - = 0. Они равны

-Ш
Далее исходим из того, что полюсы аналогового прототипа р, и рг и полюсы г, и 

г j цифрового связаны соотношением

р„ = — In г*.

Но

2,-1 3 U - l J  5 U - 1
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Ряд для In zk сходится очень быстро, так что можно ограничиться первым членом ряда
2 : t t lи потому положим рк ---- ----.
Т zk - 1

Множитель 2 / Т в последнем выражении больше нуля и потому он не влияет на 
вопрос о том, в левой или в правой части плоскости р оказываются корни р* . Поэтому 
вместо комплексной плоскости р будем проводить исследование устойчивости с помощью

2
комплексной плоскости р = — р. Координаты точек плоскости р' будут равны
координатам точек плоскости р, умноженным на 77 2.

Далее будем оперировать с плоскостью р‘ и с плоскостью г. Координаты точек р\ и 
zk этих плоскостей связаны двумя взаимно-обратными преобразованиями:

Рк г . +1 (П8.9)

Рк+' 
Рк -•

(П8.10)

Формулу (П8.10) получим, если решим (П8.9) относительно г*.
Рассмотрим соответствие точек плоскости р' с точками плоскости г (см. рис. П8.10). 

Точке р\ « - I соответствует точка zk = 0 (т. е. начало координат плоскости г). Мнимой 
оси плоскости р\ т. е. величине р' = j  к (где к — действительное число) соответствует

Плоскость р ' Плоскость z

Рис. П8.10

окружность единичного радиуса на плоскости г. Действительно, точки этой окружности 
будут описываться выражением

„ _ У А + 1 Vl + к2 е; " “ в 2 «cig*___| Mj2ua^k
* >*-. -

Точки, обозначенные цифрами /. 2, 3, 4, лежащие внутри окружности единичного 
радиуса на рис. 3.10, б, соответствуют точкам /, 2, 3, 4 на рис. П8.10, а, лежащим в левой 
части плоскости р'.

Точка / г, =0.5+ /0,5. Ей соответствует р\ =2,242 е"у 117 .
Точка 2 = 0,5 - j  0,5. Ей соответствует р\ = 2,242 cJ 117 .
Точка 3 ; } » -0,5 + j  0,5. Ей соответствует р'} = 0,445 е " '117 .
Точка 4 zA = -0,5- у 0,5. Ей соответствует р\ = 0,445 еу 1,7 .
Верхней части правой полуплоскости р' (см одинаковую штриховку на 

рис. П8. 10, а и б) соответствует нижняя, а нижней части правой полуплоскости соответ
ствует верхняя часть правой полуплоскости г.

Таким образом, если все полюсы zk K(z) окажутся внутри единичной окружности на 
плоскости г, то работа рекурсивного цифрового фильтра будет устойчива (подобно тому
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как будет устойчива работа аналогового фильтра прототипа, у которого все полюсы будут 
в левой полуплоскости р').

Если же хота бы один полюс гк окажется не внутри, а снаружи единичной окружно
сти на плоскости г, то работа рекурсивного цифрового фильтра будет неустойчива, и надо 
будет изменить интервал дискретизации Г, чтобы работа фильтра стала устойчивой (от 
величины Г  зависят модули и знаки коэффициентов i , , *2, ■ ■ ■ в знаменателе Af(i))

В качестве примера рассмотрим два случая, в первом примем, что 6, = -1 и = 0,5, 
во втором, что А, =-1, Ь2 =-0,5. По (П8.9) и (П8.10) в первом случае г, =0,366 и 
г2 «-1,366 (при этом р; — —2,154 и р\г = 0.154) — работа цифрового фильтра будет не
устойчива. Во втором г, » -0,5 + j  0,5 и 22 = -0,5 - j  0,5 (при этом р\ =0,4451 ' 11,7 и 
р\ = 0,445 е1117 ) — работа цифрового фильтра будет устойчива.

Если полином знаменателя K(z) будет иметь не второй, а третий или четвертый поря
док, то корни его после небольших преобразований определим через радикалы. При 
пятой и более высоких степенях полинома знаменателя корни придется определять с по
мощью ЭВМ.

В заключение отметим, что в рекурсивном фильтре при определенных условиях воз
можно возникновение своеобразного автоколебательного процесса: выходной сигнал y(t) 
возникает при отсутствии входного сигнала х{1) на входе фильтра. Такой процесс в филь
тре может возникнуть, если в ячейках памяти фильтра сохранены значения величин х{п) 
и у(п) предшествующего режима работы фильтра, если часть полюсов K(z) находится вне 
окружности единичного радиуса и если действует генератор импульсов синхронизации.



Приложение П9
Причины возникновения странных аттракторов в нелинейных элек
трических цепях переменного тока

Странные аттракторы — обобщенное наименование непериодических дли мгновенных 
значений величин странных колебаний, возникающих в различных физических системах 
(в нашем случае электрических) под воздействием периодической вынуждающей силы. В 
литературе (да и в данной книге тоже) их называют по-разному, например, непериодичес
кие. или многопериодическис, почти периодические колебания, автомодуляция, хаос, ди
намический хаос, стохастические колебания и т. п. Но наиболее подходящим обобщаю
щим наименованием для них является, по-видимому, «странные аттракторы». В настоя
щем Приложении показано, какие физические явления лежат в основе (являются причи
ной) возникновения различных типов странных аттракторов, как подойти к определению 
параметров электрических схем, при которых эти колебания возникают, а также вопросы 
устойчивости странных аттракторов при нелинейных элементах схем различной физичес
кой природы. Частично эти вопросы применительно к нелинейному емкостному элементу 
рассматривались в § 15.71. Но начнем с сопоставления странных аттракторов с наиболее 
известным и близким к ним типом колебаний — с автоколебаниями.

§ П9.1. Сопоставления автоколебаний (АК) в электрических цепях с источниками 
постоянной ЭДС и странных аттракторов (СА) в электрических цепях с синусоидаль
ными источниками ЭДС. Каналы действия нелинейной неявно выряженной обратной 
связи. Между двумя разновидностями колебательных процессов СА, с одной стороны, и 
АК, с другой, есть сходство, но, однако, значительно больше существенных различий.

Напомним, что для возникновения и устойчивого существования АК-процессов — 
процессов периодических — необходимо:

1) наличие в схеме источника постоянной ЭДС или тока, нелинейного элемента и обрат
ной связи:

2) в АК-системах релаксационного типа используют нелинейный резистивный элемент, 
который имеет ВАХ 5- или jV-образной формы (см рис 17.3, б и 17.6, б), и в схеме дол
жен быть один накопитель энергии (L или С). Для возбуждения колебаний параметры схемы 
выбирают так, чтобы изображающая точка оказалась на падающем участке ВАХ НЭ Об
ратная связь в рассмотренных в книге примерах проявлялась в том, что напряжение на 
НЭ управляло процессом зажигания и гашения неоновой лампы в схеме на рис. 17.3,6  или 
процессом прямого и обратного скачка тока в схеме на рис. 17.6, а с туннельным диодом:

3) при автоколебаниях почти гармонического типа в схемах должен быть управляемый 
нелинейный резистивный элемент и два накопителя энергии (обычно L и С). В этом 
случае на ВАХ НЭ, взятого отдельно от схемы, падающий участок отсутствует, а неустой
чивость создается явно выраженной электрической или магнитной Обратной связью (см., 
например, рис. 16.5, пример 164);

4) в АК-системах, дающих напряжение на выходе в виде меандра (§ 15.56), элемент
ная база иная: нелинейный индуктивный элемент и два транзистора. В них линейные эле
менты £ и С отсутствуют. Период колебаний определяется временем перемагничивания 
сердечника нелинейной индуктивности, а обратная связь проявляется в том, что процесс 
перемагничивания сердечника управляет работой транзисторов.

Теперь перечислим условия, при соблюдении которых в нелинейных цепях перемен
ного тока могут возникать н устойчиво существовать СА-проиессы для мгновенных зна
чений величин непериодические.

1. В этом случае набор НЭ более широк - СА могут возникать, когда НЭ имеют рези
стивный, индуктивный и емкостный характер и являются управляемыми и неуправляемы
ми.

2. На вольт-амперных, вебер-амперных и кулон-вольтных характеристиках НЭ. взятых 
отдельно от схем, падающие участки во всех случаях отсутствуют.

3. Как правило, явно выраженная обратная связь (магнитная или электрическая) при 
возникновении СА отсутствует.
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4. Падающие участки на вольт-амперных, вебер-амперных, кулон-вольтиых характе
ристиках, используемых в схемах нелинейных элементов, создаются нелинейной неявно 
выраженной обратной связью Она осуществляется физическими процессами, происходя
щими либо в самом нелинейном элементе, либо в схеме в целом.

5. СА возникают, когда изображающая точка оказывается на падающем участке вольт- 
амперной, вебер-амперной или кулон-вольтиой характеристики НЭ или всей схемы, не при
крытом восходящими ветвями этих характеристик.

6. Если СА возникают при относительно небольших насыщениях нелинейных элемен
тов, то высшие гармоники выражены слабо и можно говорить об огибающей процесса. 
Если в процессе колебаний достигаются большие насыщения и резко выражены высшие 
(низшие) гармоники, то процесс будет иметь хаотический характер и про огибающую про
цесса говорить затруднительно.

Рассмотрим упомянутые выше физические процессы, за счет проявления которых на 
вольт-амперных, вебер-амперных, кулон-вольтных характеристиках, используемых НЭ или 
в схемах в целом, возникают падающие участки.

В качестве первого назовем влияние переменной составляющей магнитной индукции 
на постоянную составляющую индукции при неизменной за период вынуждающей силы 
составляющей напряженности магнитного поля (см. § 15.17). Сходные процессы между 
соответствующими величинами имеют место в схемах с нелинейными конденсаторами и 
в схемах с нелинейными резисторами.

В качестве второго физического процесса назовем процесс возникновения постоянной 
составляющей в токе, протекающем через нелинейный резистивный элемент с симметрич
ной вольт-амперной характеристикой при воздействии на него двумя гармониками напря
жения, частоты которых находятся в соотношениях 1:2 (см. § 15.18), а в более общем слу- 

2 кчае как ----- . где к и р — целые числа больше нуля) при отсутствии на НЭ постоянной
2 р + \

составляющей напряжения. Сходные процессы имеют место и в схемах с нелинейными 
индуктивными и емкостными нелинейными элементами.

Отметим, что второй физический процесс может проявляться в виде двух разновид
ностей, взаимно исключающих друг друга. Так, в цепях с нелинейной индуктивностью он 
может проявляться, когда амплитуды первой и второй гармоник магнитной индукции в 
сердечнике индуктивной катушки соизмеримы по величине либо когда различаются, на
пример, на два порядка (но тогда соизмеримыми оказываются напряженности магнитно
го поля первой и второй гармоник в сердечнике катушки за счет возникновения режима 
резонанса напряжения по второй гармонике [20. с. 297]). Кроме того, в ряде схем возмож
но возникновение колебаний, когда либо первый, либо второй процесс возникает при на
личии в схеме неявно и явно выраженной обратной связи [20, с. 51-54].

В качестве третьего физического процесса назовем процесс в схемах с нелинейным 
индуктивным или емкостным элементом с симметричной соответственно вебер-амперной 
или кулон-вольтной характеристикой, при котором в схемах могут возникать несколько 
следующих друг за другом режимов резонанса напряжения и резонанса тока на одной 
и той же частоте источника питания схемы при изменении величины входного напряже
ния. В результате входная вольт-амперная характеристика схемы приобретает S-образную 
форму.

Приходится считаться и с тем, что первый и второй физические процессы могут 
сопровождать друг друга, н тогда трудно определить, действие какого из них является 
решающим.

Первый физический процесс, лежащий в основе действия внутренней нелинейной 
неявно выраженной обратной связи (ННОС) в схеме с нелинейным конденсатором был 
рассмотрен в J15 72.Такой же канал действия ННОС, но в схеме с управляемой нелиней
ной индуктивностью рассмотрен в Приложении § П9 2, а в $ П9 3 — в схеме с нелиней
ным резистивным элементом.

Проявление второго из перечисленных физических эффектов, лежащего в основе дей
ствия второго канала ННОС, проиллюстрировано в § П9 4. Проявление третьего физичес
кого процесса, лежащего в основе третьего канала действия ННОС, проиллюстрировано 
в § П9.5.

В заключение отметим, что СА могут возникагь и при субгармонических колебаниях 
в цепи (см § 15 69).
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§ П9.2. Странные аттракторы в цепи с управляемой нелинейной индуктивное* I 
тью. В схеме рис. П9.1, а к источнику синусоидальной ЭДС Ет sin (сot + v) подключены 
нелинейная индуктивность, конденсатор С и резистор Лр = Лн + 2 Л, (Лн — резистивная 
нагрузка). Цепь управления индуктивностью образована источником постоянной ЭДС *0. 
катушкой с числом витков w0 и сопротивлением «о Направление намотки каггушек н! 
сердечник показано на рис. П9.1,а. Площадь поперечного сечения его обозначена S, > 
длина средней магнитной линии — /. Положительные направления отсчета токов /, н ip, 
постоянной В0 и переменной составляющей В „  sin юг магнитной индукции показано м  
схеме стрелками.

Аппроксимируем зависимость магнитной индукции В  от напряженности магнитного 
поля Н  гиперболическим синусом Н  = a shpB, высшие гармоники не учитываем. Запи
шем уравнение по закону полного тока для левого сердечника:

и для правого
'I wi + 'о wo “  а I shP(B0 + sin 01/)

I, W| - /0 w0 = a  I sh3(-fi0 + Вя  sin сof).

(П9.1)

(П9.2)
Уравнение (П9.1) сложим с уравнением (П9.2), получим формулу для первой гармо

ники тока

2 а /

"I
ch р В0 {- j ( j  Р Вт )) sin ои (П9.3)

(П9.4)

Из уравнения (П9.1) вычтем уравнение (П9.2). Получим

;0 и-о =■ а / sh р В0 J 0( j  Р Вт ).
Из (П9 4) следует, что

f0 = —  shpfl0 70(ур й я ). (П9.5)
'‘’о

Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для цепи переменного тока:

2 iv, S - r B m sinш/ +/, Лр +4г f'i dl » Е т  sin(o>f+ v). 
at С *

(П9.6)

Рис П9.1
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В уравнение (П9.6) подставим ток /, из (П9.3) и выделим в полученном выражении 
синусные и косинусные компоненты, возведем их в квадрат, сложим для устранения угла v, 
н полученное уравнение разрешим относительно chpe0:

4 +(
Ч F )  J - ( P 5m)2! ? ) ’

| ( - М ( / Р « - ) >
cbpB0 =----- j — ---i-------------  (П9.7)

Здесь
2 а В / 2 а  I P R . а Е „F  = -£££ !■  , с  ----- г-^-, л= * т  ■. (П9 8)

wj* S a t2 С  <о w, S 2 (ОW, 5
При параметрах Л = 2,2, F  = 0,054, G I F - 0,3675 на рис. П9.1,б по формуле (П9.7) 

построим зависимость р В0 от Р Вт . Нижняя ветвь кривой на этом рисунке соответству
ет знаку минус перед корнем в формуле (П9.7), верхняя — знаку плюс. Используя зависи
мость рй0 от Р в т рис. П9 1, 6 по формуле На la  = sh р Я0 J 0( j  р В„ ) на рис. П9.1,в, 
строим зависимость Р В0 ■ f ( H 0/a). Замечаем, что на этой зависимости в диапазоне 
значений Н0 I  а = 30-76 имеется падающий участок, не прикрытый восходящей ветвью 
кривой (при указанных значениях параметров восходящая ветвь только начинает образо
вываться’’). Опишем падающий участок уравнением прямой

Р B0 = N - k ^ ,  (П9.9) 
а

где N  и * — некоторые коэффициенты, каждый из которых больше нуля.
Но 'о "оВ соответствии с законом полного тока в уравнении (П9.9) заменим --  на -- —•а а  I

Получим
Р * 0 = N-klsJOSL. (П9.10)

а /
Составим уравнение для цепи управления:

2 wo 5 d Р В0
— р---- ^у- + яо'о = £о (П9.П)

и исследуем, будет ли устойчиво положение рабочей точки на падающем участке характе
ристики pfl0 «/ (//„/а ) на рис. П9.1,«.

d Р В0 Е0
В установившемся неколебаггельном режиме работы —-—  = 0. i0 = —  иdt Пд

а В0 = N -к £2-^2- (П9 12)
Р ° «о ос/

’’ Деформация зависимостей РЯ 0 » / (Р 5 „ ) и Н0/а = shp#0 J 0( j  р Я „) = /(Р  Вт ) 
при изменении параметра А от 0,5 до 5, параметра F  в диапазоне от 0.054 до 0,15! и ве
личины G I F  в интервале от 0,1 до 0,3675 с целью экономии места здесь не приведена, с 
ней можно ознакомиться в § 2,2-2,7 [25].

Если катушки w, нелинейной индуктивности в схеме рис. П9 1, а будут соединены 
не последовательно, а параллельно, то результирующее резистивное сопротивление в цепи
переменного тока будет равно /?„+— , где Я, — это резистивное сопротивление одной

катушки W,, a R„ — сопротивление нагрузки В этом случае параметры A, F .G  в форму
ле (П9.7) будут равны

, Р Ет  „  2 а р/ „  2 а / Р (Яи + 0,5 Я,)
А »  — — г = —г---- -— , 0 = --------- --------

со №| 5 wf Su> С ы Н| 5
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Пусть ток /о получил приращение Д/0 флюктуаиионного происхождения и стал ра 
аен i0 + AJ0. Приращению Д/0 по уравнению (П9.12) соответствует приращени

й/р Wp
а Iдр В0 =-к ■ По уравнению (П9.11) составим уравнение для приращений:

2 wp 5 к dAi0
сГТр 7 Г

+ /?0 л)0 - о.

Алгебраизнруем его и получим характеристическое уравнение (П9.14)

Адо Р + Rо =

(П9.13

(П9.14

Здесь Lao =
2 к wq S

представляет собой отрицательную дифференциальную индука/р
тивность для малых приращений Дi0 и ДРВа Корень уравнения (П9.14) положителен 
следовательно, положение рабочей точки на падающем участке характеристик! 
рис. П9.1, в неустойчиво, и в цепи начнется автомодуляция или хаос (см. осциллограмм; 
напряжения на нелинейной индуктивности на рис. П9.1,?). Огибающая колебаний имее 
релаксационный характер. Нелинейная неявно выраженная обратная связь осуществляет 
ся в схеме чер«з реагенты В0 и Вя  в соответствии с уравнениями (П9.3), (П9.5), (П9.7]

§ П9.3. Хаос в диодной схеме выпрямления. На рис. П9.2, а изображена простей 
шая диодная схема выпрямления. В ней на частоте порядка I МГц при работе диода н 
начальном участке его ВАХ (утолщенная линия на рис. П9 2, б) и при определенны: 
параметрах схемы (значениях L, R и амплитуде синусоидальной ЭДС Ея  sin(co/ + <p)) воз 
ни кает хаос (рис. П9.2,«). Хаос возникает потому, что первая гармоника напряжения и 
диоде U m sinwf так влияет на постоянную составляющую напряжения на диоде U 0, чт 
дифференциальное сопротивление диода /?до, посчитанное по приращению постоянно! 
составляющей напряжения на диоде Дк0 и соответствующему приращению постоянно! 
составляющей тока через диод Д(0(т. е. Ядо = Ди0/Д)0), при определенных значения: 
параметров оказывается отрицательным.

При анализе процессов в схеме используем схему замещения (рис. П9.2. г). В ней дна 
представлен параллельным соединением резистивной ветви, ВАХ которой описана фор

О) *□
Е я  sin (ш / + Ч>)

Рис. П9.2
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и емкостной ветви, дифференциальная емкость когорой описана формулой Сд - А еа“ .
В исследовавшейся схеме высокочастотный диод имел следующие параметры: 

В  = 3 10'* А; * = 17,4 В '1; А = 3,88 Ю '10 А с / В; а = 0,528В"'.
Полагаем, что напряжение на диоде и « U 0 + U m sin си /. Высшие гармоники в первом 

приближении не учитываем.
Разложим функции е °“ и eh“ в ряды по функциям Бесселя от мнимого аргумента и 

определим ток I:

' “  'я + 'С •
;д - В  е* "» (J 0 0  Ь U m) + 2 (- j  У, О Ь Um)) sin о. / - 1>,

Iс - А е ",/о = А са “ (о Uя  J 0( j  a UM)cos<at. (П9.16)
dt

Подставим ток i и напряжение и в дифференциальное уравнение:

и + R I + L ~  = £я sin(to / + <р) (П9.17)
a t

Выделим из (П9.17) уравнение (П9 18) для постоянных составляющих

U0 + R В b U „)- \  = 0. (П9.18)

Уравнение для синусных и косинусных составляющих первой гармоники:

мулой
iK = в(рЬы -1) (П9.15)

+ =£»cosq>;
ч> И т11* Я 1 ы - = Ет  япф.

(П9.19)

Здесь 1тц — амплитуда резистивной, а 1М—  амплитуда емкостной составляющей 
тока через диод:

!m(.= o U a A ' aU» J 0( j a U m). (П920)

Возведем уравнение (П9.19) в квадрат и сложим. Получим уравнение, которое дает 
связь U 0. U т  и :

(Um + R l mH - » L I* - )1 + (<а I  1яИ + R lM )2 - E l  (П9.21)

Зависимость токов lmH и /*<• от амплитуды напряжения (/„ на диоде изображена 
на рис. П9.2, д. По уравнению (П9.18) при R - 200 Ом на рис. П9.2, е построена зависи
мость и я  от U0 при работе на начальном участке ВАХ диода. Из рисунка видно, что 
кривая сначала круто поднимается вверх, затем рост U „  становится незначительным . Ис
пользуя рис. П9 2,«, построим график зависимости отношения &Um/&U0 между прира
щениями а функции от U0 (на рис. П9.2, ж ).

После этого исследуем устойчивость периодического режима работы схемы, для чего 
положим, что и й получило малое приращение Дм0 и стало равным U0 + Ди0 и что си
нусоидальное напряжение на диоде при этом стало равным (U т * Al/M)iin(ca I * Ду), 
где &Um «  Um и Дц/ «  л.

Слагаемые R i и L —  уравнения (П9.17) тоже получили приращения. Приращения 
всех слагаемых (П9.17) выразим через приращения Ди0. Получим дифференциальное 
уравнение относительно приращений’’.

''Подробнее о приращениях см.: Бессонов J1.A. Аномальные режимы работы диодной 
схемы выпрямления // Радиоэлектронные устройства и системы обработки информации. 
М.: МИРЭА, 1996
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После алгебраизации его характеристическое уравнение относительно приращений 
принимает вил:

L Сдо + = 0. (П9.22)

В нем дифференциальное сопротивление диода для малых приращений постоянных 
составляющих напряжения и тока

При работе на начальном участке ВАХ диода отношение приращений Д{/я /Д1/0 до
статочно велико (см. рис. П9.2, ж )  для того, чтобы функции F  и Лдо оказались отрица
тельными. Хаос возникает при условии |£/Ядо | > ЯС Д0. Движения в системе при воз-

Rникновении хаоса могут быть различными в зависимости от значения слагаемого I +---
Ддо

в уравнении (П9.22). При прочих равных условиях хаос начнется при некотором 
минимальном Emi и прекратится при некотором максимальном Е т1. Величина обус
ловлена тем, что ток, протекающий по резистивной ветви схемы замещения диода (см. 
рис. П9.2, г), сначала очень мал (см. рис. П9.2. д) и влияние отрицательного Лдо в токе / 
еще не может проявиться. При некотором значении Е „ 2 хаос прекратится .так как отно
шение &Um/AU0 при этой ЭДС становится недостаточным для того, чтобы Лд0 стало 
меньше нуля.

$ П9.4. Хаос, обусловленный нелинейным взаимодействием нулевой, первой и 
второй гармоник. Схема, приведенная на рис. П9 3, а, образована линейным резистором 
Л, линейным конденсатором С. нелинейной индуктивностью и источником синусоидаль
ной ЭДС £ „ sin(<o I + v). В этой схеме взаимодействие первой и второй гармоник магнит
ной индукции в сердечнике нелинейной индуктивности вызывает появление постоянной 
составляющей индукции при отсутствии постоянной составляющей в напряженности маг
нитного поля. Режим работы цепи при этом может быть либо устойчивым, либо неустой
чивым — тогда в цепи возникает хаос. При возникновении хаоса в токе и в индукции 
появятся медленно изменяющиеся постоянные составляющие.

На рис. П9.3, 6 показаны вольт-амперные характеристики элементов схемы по первой 
гармонике: конденсатора (прямая /), нелинейной индуктивности (кривая 2), резистора 
(прямая 3) и всей схемы (кривая 4). I

Осцилограмма хаоса в схеме рис. П9.3, а представлена на рис. П9.3, в, где и — вход
ное напряжение, i — ток, uL — напряжение на нелинейной индуктивности.

При анализе процессов в схеме положим, что нелинейная индуктивность имеет tv 
витков при длине средней магнитной линии сердечника I и его площади поперечного 
сечения 5. Кривая намагничивания ферромагнитного материала сердечника описана фор
мулой

где

(П9.23)

а дифференциальная емкость диода для малых приращений

Сд0 * Л е а " °  J 0( j  a U m). (П9.24)

Н  = a  shP В, (П9.25)

где Н  — напряжение магнитного поля, а В  — магнитная индукция. 
Полагаем, что

В = В0 + й|я sin ы I + fl2m sin(2 ta/ + ф). (П9.26)
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Рис П93

Подставим индукцию В  по формуле (П9.25) в формулу (П9.24) и из полученного вы
ражения определим постоянную Я 0, а также синусные и косинусные составляющие пер
вой и второй гармоник напряженности магнитного поля, а по ним, используя закон пол
ного тока, синусные и косинусные компоненты тока первой и второй гармоник:

^ 2- = shpS0 Л О Р  В1я) У0О  Р ) * 2 сН 0 В0 J 2( j  (3 /?,„) <- j  -7,(7 Р В2т)) sin р. (П9.27) 
а

В установившемся нехаотическом режиме работы Н0 = 0 (конденсатор постоянный 
ток не пропускает). Из формулы (П9.27) следует .что

thp В0 = sin <р:

в = ; 0о р в 1я) у 0и р в гя ).
(П9.28)

Формула (П9.28) позволяет определить р В0 через р в ,„. р В2т и угол Ф В даль
нейшем для более компактной записи уравнений обозначим

Р В\я  “  Р Вг„  = у, Р В0 = *•
Ток < = (, + i2. Здесь i, — первая, a i2 — вторая гармоника тока с 

2 а/,-(я, sinow + m, cosoj/);

i2 = - —  (я3 sin 2 со I + т 2 cos 2 со /}, w
я, = CchZ-shZ Osinip. /я, = DshZ coscp.

С = J Q( j  >) (- j J ,  ( j  x)X D = ( - j J , U  >■)) ((- J  J i (j  x ))- (j  J ) ( j  jc)));

n2 =chZ F  cosifi-shZ С  sin2 <|>, m2 = chZ F  sin<p + shZ (С сos2<p + M \  
F  = J 0Ll x ) (~ j J \ ( jy ) ) .  G = J 2( j  x ) J 2( j  у), M - J 0( j  y ) J 2{ j  x\
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Затем для схемы на рис. П9.3, а составим уравнение по второму закону Кирхгофа:

7
и/ | *
— + R / + — j I dt = Ет  sin(tu / + v). (П9.34'

где V — потокосцепление нелинейной индуктивности, равное w S  В  Продифференцируем 
уравнение (П9.34) по времени , подставим в полученное выражение индукцию В  п< 
формуле (П9.26) и токи /, и 12 по формулам (П9.30) и (П9.31). Выделим из полученноп 
уравнения синусные и косинусные компоненты первой и второй гармоник. Затем все ела 
гаемые уравнений для первой гармоники поделим на коэффициент при а во
слагаемые уравнения для второй гармоники на коэффициент при у -  р В2„ .

Получим два уравнения (П9.35) для синусных и косинусных составляющих перво! 
гармоники:

(П9.35- X + Г* /Я| + Х( -| = -е Sin V, Г, И| + * С | /Я, a  е cos V,

где
2 а  / р 1 2 а  / Рг 41. е= Ет1 с

Р .
la w s ’

а также два уравнения (П9.36) для синусных и косинусных составляющих второй гармонию

хС2 п2 -гг т 2 » ^sinip, хС2 т 2 +г2 п2 = -у cosip, (П9.36

а  / Р _ 1 а  I ргде

2 ш С to w2 5
Введение обозначений г,, дг(-,, г2, \С2 привело к тому, что все величины в (П9.35 

и (П9.36) стали иметь нулевую размерность. Возведем в квадрат левые и правые часл 
уравнений (П9.35) и сложим их.

Получим (—х—г, /и, + 3гп  я ,)г +(г, и, +х(-| /я, )2 = г2 или

хг - х (дгп  л, - г, т , ) + (л,2 + х2.,) (я,2 + /я2) = е2. (П9.37
Подставим « (П9.37) выражения для л, и т После небольших преобразований получи»

х2 - 2 х (С х2, chг - D shг (rn  sin<р + г, coscp) +
, (П9.38

+ ('i2 + i(-,HC5 ch2 : *  D2 sh3r-D C sh 2 z ) = e2.
Аналогичные выкладки по отношению к уравнению (П9.36) дают 

(г2 + * 2, ) (  /r ch2i  + sh2r (G 2 + М 2 +2С М cosq>) + sh2z F(M -C)sin< p = y 2 (П9.39 

Выразим ch2;, sh2z, sh2z, c h s h ;  через thz:

и подставим соответствующие функции в уравнения (П9.38) и (П9.39)

(П9.40
+ (',J +V,)
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(r }  + х2г)^-—^ — + -~~7~~I*-*2 + W ! +2CW  coscp)+

l l u  '  \ , *П9'41>+----—  (M  - G) sin<p 1 = y 1.
1-th2 г J

Рассмотрим, как можно выявить возникновение устойчивого периодического процесса, 
для которого характерно наличие в магнитном потоке нелинейной индуктивной постоян
ной составляющей, первой н второй гармоник при отсутствии постоянной составляющей 
в напряженности магнитного поля.

Будем последовательно задаваться значениями х в диапазоне примерно от 1,5 до 4. При 
каждом выбранном значении х величине у будем последовательно придавать значения 
0,2,0,4,... (>> < х). Подставляя эти значения дг и у  в уравнение (П9.41), путем прогонки на 
ЭВМ  выясняем для каждого сочетания х н у , при каком значении угла <р будет возможно 
удовлетворить уравнению (П9.41). После выявления совокупности возможных сочетаний 
значений х, у, (р, при которых уравнение (П9.41) удовлетворяется, по уравнению (П9.40) 
для каждого сочетания х н у  определяем величину е, а по ней — амплитуду ЭДС на входе 
цепи.

Хаос в цепи рис. П9.3, а возникает, когда величина сопротивления конденсатора по
1первой гармонике —— меньше величины сопротивления нелинейной индуктивностисо Спо первой гармонике при малом токе через нее, при небольшом сопротивлении R (см. 

рис. П9.3, 6) и при значении х, находящемся в диапазоне, примерно, от 1,6 до 4.
Для определения диапазона значений параметров схемы С. ш, R, а, р и величин х, при 

которых в цепи возникает хаос, надлежит обратиться к jj 18.7. В нем рассмотрена мето
дика исследования устойчивости периодических режимов работы нелинейной цепи 
рис. 18.7, а (такой же, что и цепь рис П9.3, о), когда вольт-амперная характеристика цепи 
была Л'-образна. В соответствии с этой методикой дифференциальное уравнение нелиней
ной цепи по отношению к малому возмущению потокосцепления нелинейной индуктив
ности было сведено к линейному дифференциальному уравнению второго порядка с 
изменяющимися во времени параметрами (к уравнению Матье):

л
— “  + (д +16 Ь cos 2 т) ч = 0. 
dx

Затем использовался график областей устойчивых и неустойчивых решений уравне
ния Матье, представленный на рис. 18.7, в.

Устойчивость определялась по значениям коэффициентов а и Ь, зависящих от всех па
раметров схемы рис. 18.7.0 (а следовательно, и рис. П9.3, а), дана выражениями (П9.41) 
и (П9.36) § 18.7. Эта методика полностью применима и к определению условий возник
новения хаоса рассматриваемого типа.

§ П9.5. Автомодуляиня, обусловленная резонансными явлениями в электриче
ской цепи при неизменной частоте источника питания. На рис. П9.4, а изображен ли
нейный четырехполюсник, на входе которого — источник синусоидальной ЭДС, на выхо
де — нелинейный индуктивный элемент, вольт-амперная характеристика которого 
U 2 = /(/2) представлена на рис. П9.4, 6. Четырехполюсник представлен 7ч:хемой. Сопро
тивление первой ветви его Z, = R\ + j  Л",, где Л’, = ш сопротивление второй ветви —
Z 2 * R2 ~У Х 2 ”  2 -100 j ,  где Х г = —— , третьей ветви — Z3 » -у Л"3, Л-, ■ Х г ■ 20 Ом, 
R ,- R 2 = 2 Ом. Модуль емкостного сопротивления = 100 Ом. Сопротивлению Х 2 на 
рис. П9.4, а соответствует прямая на рис. П9.4, 6, а сопротивлениям Я, и Д2 — прямая 
R2. Подсчитаем параметры А. В. С. D четырехполюсника (см. формулы 4.35) на частоте 
источника питания:

^ = l+ iL  = o,\j\ B = Zt +Z2+ ^ ^ -  = 12 + 20.2 j,
Z3 Z)

C = — = 0.05/Ом; D = I +-̂ *- = 6 + 0,1 / Ом.
г, z,
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0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 /,, A 0 0.2 0.4 0.6/,, A
в г д

Рис П9 4

Цифрами 1-8 на ВАХ нелинейного индуктивного элемента U 2 = /(/j) »« 
рис. П9.4, 6 обозначены точки, которым соответствуют одноименные точки на 5-образной 
входной ВАХ всей схемы (7, = /(/,). изображенной на рис. П9.4, *. Подсчеты соответст
вующих друг другу значений и, и /, проводились по формулам t/I = A U2 + В ) 1 и 
/, = С U 2 + D /2. Результаты подсчетов 0, и /, и соответствующие им значения 0 2 и /, 
а также численные значения модуля сопротивления нелинейного индуктивного элемента

/ X ! = -Д по первой гармонике записаны в табл. П9.1 
h /

Линейный четырехполюсник преобразовал монотонную ВАХ нелинейной индуктивно
сти рис. П9.4, б в 5-образную ВАХ всей схемы рис. П9.4, *. Поясним, почему зависимость

Т а б л и ц а  П9.1

Номера точек на кривой (Л ■_Д/:j) и на кривой СУ| =_Д/|)
1 2 3 4 5 6 7 8

и 2, в 20 j 37 j 44/ 45/ 46/ 46,5/ 47,3/ 48,
/ „А 0,04 0.1 0.2 0.3 0,37 0.4 0,47 0.6

X,, Ом 500 370 220 150 124 116 100 80
и,, в 1,72 е ',,7‘ 3,2 e 'HI* 4,5 e/iw‘ 6,12 e/,r 7,47 е/*1" 8.1 е ^ 10,1 e/w‘ 12.3 е/7Г
/„А 0,76 е '1” 1,25 е '17* 1,6 e 'm 0,45 е '171 0,09 е '1* 0,08 е 'т 0,64 е̂ *9 1,21 e/W
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(УI = /(/1) приобрела .S'-образную форму Дело в том, что в интервале точек О—/— 2 на ВАХ 
и г = / (/2) полное сопротивление второй ветви, равное Z2 + j  X L , остается по модулю 
достаточно большим (400 + 270 Ом) и не может помешать возникновению режима резо
нанса напряжений как бы последовательно соединенных первой и третьей ветвей схемы 
(суммарное сопротивление ветвей I и 3 примерно равно 4 Ома). В точке 3 на рис. П9.4, б 
сопротивление второй ветви равно 2 + у 120 Ом. В режиме соответствующем точке 4 вто
рая и третья ветви находятся в состоянии, близком к режиму резонанса токов, поэтому 
входной ток /| уменьшился. В режиме, соответствующем точке 5, во второй ветви возни
кает резонанс напряжений, сопротивление ее снижается примерно до 2 Ом, а модуль вход
ного сопротивления схемы примерно до 20 Ом. Точка 6 на ВАХ и г = /(/2) соответствует 
сопротивлению второй ветви около (2 + 20 у) Ом, а входное сопротивление всей схемы ока
зывается примерно равным (2 + 10 у) Ом. Таким образом, при подъеме входного напряже
ния с нуля в схеме последовательно возникают три следующих друг за другом различных 
резонансных режима на частоте источника ЭДС.

Одновременно с изменением величины тока 12 возникает Л'-образная вольт-амперная 
характеристика второй ветви С/л4(/2) и 5-образная вольт-амперная характеристика всей 
схемы 6/,(/,). Падающий участок Л'-характеристики соответствует падающему участку 
5-характеристики. Так как работа на падающем участке /̂ -характеристики отдельно взятой 
второй ветви неустойчива, (см (j 18.7), то неустойчивой оказывается работа и всей схемы 
рис. П9.4, а на падающем участке характеристики (У,(/,). Если величина входного напря
жения (У, в примере окажется в интервале (4,5 + 7,2) В, то в схеме возникнет автомодуля
ция (рис. П9.4, г). При AM рабочая точка перемешается по падающему участку характери
стики /,(/2), причем увеличение тока /, по характеристике сопровождается уменьшени
ем тока /2 (см. табл. 1 и рис. П9.4, д; цифры 1-8 на нем соответствуют цифрам 1-8 на 
рис. П9.4, 6 и в), поэтому между огибающими амплитуд токов j, и i2 на рис П9.4, г име
ется сдвиг фаз, зависящий от параметров цепи рис. П9.4, а и величины (У,. При AM изме
няются не только значения амплитуд, но и мгновенные значения фаз токов /, и /2.

Далее рассмотрим, почему в симметричной выпрямительной схеме может возникать 
«странный» режим работы.

$ П9.6. Аномальный режим работы симметричной мостовой выпрямительной 
схемы. Схема изображена на рис. П9.5,о. К синусной или в виде меандра ЭДС е(1) при
соединены резистор Ry, управляемая нелинейная индуктивность НИ, выпрямительный 
мост, на выходе которого нагрузка Л„ и шунтируюший ее конденсатор С.

Вебер-ампериая характеристика нелинейной индуктивности 440 симметрична и близ
ка к идеально прямоугольной (рис. n9.S, б). Вольт-вмперные характеристики диодов тоже 
близки к идеально прямоугольным (рнс. П9.5. в).

Аномальный режим рассматриваем в данном параграфе при разомкнутой цепи управ
ления НИ (так, что НИ работает в режиме неуправляемой НИ).

Осциллограмма нормального режима при синусоидальной ЭДС e(t) дана на 
рис. П9.6, а, а аномального — на рис. П9.6, 6. Цифрой / на них обозначена ЭДС е(/), циф
рой 2 — напряжение на выходе выпрямительного моста, цифрой 3 — ток /, через НИ и 
резистор Я,.

а б в

Рис. П9.5
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Рис. П9.6

В нормальном режиме конденсатор заряжается каждый полупериод т и ток I, не имеет 
постоянной составляющей. В аномальном режиме конденсатор заряжается только один раз 
за период и ток протекающий через источник ЭДС e(t), имеет постоянную составляю* 
щую. Аналогичные процессы происходят и при ЭДС в виде меандра (рис. П9.7). Цифра
ми /, 2, 3 на осциллограмме рис. П9.7 обозначены те же величины, что и на рис. П9.6.

Работа схемы в нормальном режиме пояснена на 
рис. П9.8 при ЭДС в виде меандра. На этом рисунке показа
но изменение во времени за период Г  « 2 т: ЭДС, напряже
ния на конденсаторе ис , тока через конденсатор тока /я 
через резистор /?„, тока /, через резистор Я, и НИ, напря
жения ил1 на диоде 1, напряжения ид2 на диоде 2 и пото- 
косиепления Ч* нелинейной индуктивности НИ. Через на 
рисунке обозначен момент времени, при котором заканчива
ется перемагничивание сердечника НИ.

К этому моменту времени у  возрастает до значения 
+4V Напряжение на конденсаторе в этот момент времени 
обозначено «о, За интервал времени от /, до т конденса
тор зарядится от напряжения “ с/, до и<-(0).

- iF = b = F -

Х ~ Т
X _ J V

Рис. П9.7

-+/, Щ + 2 ua) +ur  = Е.

В первый полупериод по второму закону Кирхгофа
d'V  
dt

В интервале 0 + г, ток <| = 0, иа1 = 0, поэтому

~  = Е - и г ( 0 )еч/к" с . 
at

(П9.42)

(П943)

Интегрируя это уравнение по времени и учитывая, что ¥  = ~'V„ при I = 0, получим 
закон изменения потокосиепления на интервале 0 + ̂ :

Ч- = Е  t + R„ С кг (0) (е-"'*"Г - l)- 4 V  

При /=», потокосцепление 4J = 4'm, поэтому из (3) следует

2 * „ - £ / ,+ЯН С МО) И 7* Г ~ О-
Поделив обе части (П9.45) на Е  т, получим

2 4»,

(П9.44)

(П9.45)

(П9.46)
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В интервале времени от f, до х напряжение на диоде ио1 = О, V я = const, а ток

“V + 'и "С * ~1 ( и dt Яи
(П9.47)

Обозначим а - 1 + Л, /Я„ и запишем уравнение (П9.42) для этого интервала времени

Решение его

где

dut'Я, С — 1-  + аис = Е  
dt

A l i s .  „  U<V| = „r (0)e-,'/̂ r .
Я, я„ С

При I = т напряжение на конденсаторе и(-(т) = «(-(0). Из (П9.49) следует: 

„ (. (T) = £ | l _ e  W  j + u(.(0)e *■< *‘ f .

(П9.48)

(П9.49)

(П9.50)
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ис (0) * — — | — Т -Г~" (П9.31)
1_е 4 < '> c N c

Среднее за лолпериода значение выпрямленного напряжения на емкости иГср опре
делим, проинтегрировав по времени обе части уравнения (П9.42) за лолпериода т:

т , ,
+ J 'l  d l + fu f  d l *  £ т. (П9.52)

Таким образом,

t /| t t 
Учтем, что J  /, d t-  J/, dt + j l t dt% но J /, dt = Q. При взятии интеграла J/, dt учтем

0 0 /,

(П9 47). Подставив в (П9.52). получим

2 ч'- +R' J*~  dl+R,c F t dt+“rcp T=E *■ (П9 53)
'I и «I

После интегрирования в (П9.53) запишем выражение для «Сср:

_ 2 4»,, +Л, C «r (0 )(l-e *v^ r )«Сер = Е ---- =---!--- L1_L:-------- i. (П9.54)

В силу симметрии процессов в первом и втором полупериодах формула (П9.54) спра
ведлива и для второго полупериода.

Пояснения к возникновению асимметричного режима работы сопроводим рнс. П9.9. 
Асимметричный режим возникает, когда конденсатор в первом полупериоде будет разря
жаться через резистор /?„ достаточно медленно, так что интеграл от напряжения на не-

} d'Vлинейной индуктивности за полупериод О + t (вольт-секундная площадь I —— d t )
оокажется меньше 2 4/ж, мри этом потокосцепление Ч* не достигнет величины +'Vm и 

станет равным к V * (* < 1).
В этом случае конденсатор будет продолжать разряжаться на Я„ и во втором полупе- 

риоле до времени 1г, при котором потокосцепление уменьшится на величину к (этот 
процесс происходит при меньшем uc (t), чем в первом полупериоде), потокосцепление S'

d*¥окажется равным , производная —-j— станет равной нулю и при /2 < 2 т конденса
тор в интервале времени /2- 2̂т начнет заряжаться от напряжения uj (/2) до иг(О). 

Процесс зарядки конденсатора вновь описывается уравнением (П9.48):

Решение этого уравнения

Е  (  Е \  -7nTr<,Wl)
=7  + Г ( '1 ~~aj

При I = 2 т иг  становится равным

Е, ,  - J4 l& .(2W lA  )
1_е

При неизменных параметрах R„, С. Л,, 4'и увеличение Е  или появление тока в цепи 
управления НИ. а также при изменении какого-либо одного параметра (/?„, С, Я,, S '* )
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при неизменных £ и t. появляются пики тока неравной амплитуды и в первом, и во вто
ром полупериоде; при дальнейшем увеличении любого параметра пики тока /, в обоих 
полупериодах выравниваются и в цепи управления устанавливается симметричный режим 
работы.

§ П9.7. Математический критерий возникновения хаоса. Хаос может возникать во 
многих областях физики, механики, химии, биологии, медицины. Это вызвало потребность 
в разработке общего чисто математического критерия определения условий возникнове
ния хаоса в системах самой различной природы, не выясняя причины, почему он возни
кает. Обобщенный математический подход к хаосу используется в синергетике (37), в те
ории катастроф [35], в теории хаоса [36]. В синергетике рассматривают роль коллектив
ных эффектов в процессе самоорганизации процессов природы В основу ее положены три 
основных положения :

1) принцип подчинения (учет основных эффектов за счет членов уравнений, содержа
щих малые параметры);

2) принцип самоорганизации (последовательности фазовых переходов в системе при 
изменении управляющего параметра);

3) предположение о том, что при добавлении к линейной недиссипативной системе 
небольших нелинейностей регулярные движения в ней будут продолжать существовать.

В основу рассмотрения хаоса и различных сложных движений в нелинейных систе
мах положено логистическое уравнение. Оно может быть одномерным и двумерным. 
В одномерном уравнении

под х„ понимают состояние системы в п интервале времени, пол х„^ — состояние сис
темы в п+ 1 интервале; X — некоторый параметр. Величина х в этом уравнении может 
изменяться в интервале 0-1, потому уравнение (П9.56) называют также преобразованием 
отрезка 0-1 в себя.

Двумерное логистическое уравнение может быть записано, например, в такой форме

Логистическое уравнение (П9.56) было известно давно, интерес к нему возрос после 
появления работы Фейгенбаума [38]. В ней подмечены некоторые закономерности бифур
кационных процессов (процессов ветвления). При параметре X уравнения (П9.56), нахо
дящемся в интервале 1 < X < 3, в системе, описываемой уравнением (П9.56), имеются две

состояние равновесия устойчиво.
Процессы перехода от одного типа движения к другому могут быть описаны в прямо

угольной системе координат xIHl = /(х „\  Например, на рис. 119.10, а кривая построена 
по уравнению (П9.56) при X = 2. Прямая ( (x„,j » х„) описывает периодический процесс, 
на ней находятся точки равновесия. Стрелками показан процесс перехода от х„ к и 
от jc„tl к х„ в этом типе движений. При X = 3 стационарный режим неустойчив, но воз
никает устойчивый бицикл, он окружает точку равновесия (см. рис. П9.10, 5). В интерва
ле 3<Х<4 возникают многопериолические и хаотические движения (см., например, 
рис. П9.10, в, на котором показана начальная часть процесса при X = 3,5) Каждый по
следующий тип движения от одной бифуркации, с которой он начинается, до последую
щей бифуркации, которой соответствует большее X и новый тип движения, имеет удвоен
ный период по сравнению с предыдущим типом движений.

Удвоение периода будет происходить до значения X = 3,5694. Вблизи этого значения 
X отношение разности параметров (Х„*|-Х„) двух последующих типов движений в раз
ности параметров (^ ,,-^ „.|) двух предыдущих типов движений при приближении к 
хаосу будет стремиться к величине 1/6, .где 8 = 4,66320.

=**„ О--О (П9.56)

*,п\ * 1 -а + У». у„., * Р х„. (П9.57)

величине производной .. Если в точке равновесия будет меньше 1, то

(П9.58)
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Рис. П9.10

Число 8 называют числом Фейгснбаума. Если в некоторой системе, описываемой урав
нением (П9.56), параметр X может достигать значений, при которых соотношение (П9.58] 
выполнено, то в системе возникнет хаос. В системе координат х = /(X ) в интервале 
значений 2,9<Х<4 можно построить бифуркационную диаграмму (см., например, 
рис. П9.10, г), показать на ней ветвление кривой состояний, а также области притяжения 
при малых возмущениях состояний случайными помехами.

Вопрос о том, насколько сценарий возникновения хаоса, предложенный Фейгснбаумом 
для недиссипативных слабонелинейных систем, может быть применен к реальным дисси
пативным существенно нелинейным системам, остается открытым — это было отмечено еще 
в [37]. Как было показано в гл. 15 и в данном Приложении П9. возникновение хаоса и 
других нежелательных процессов зависит от многих факторов. Изменением одного парамет
ра X учесть все эти факторы вряд ли возможно. В реальных нелинейных системах, рассмот
ренных в книге, при приближении к непериодическим процессам и во время их существо
вания, последовательного удвоения периода по Фейгенбауму не наблюдалось.



Приложение П10
Применение диакоптики к расчету нелинейных электрических це
пей переменного тока с учетом высших гармоник

§ П10.1. Основные положения метода. Напомним, что под диакоптикой понимают 
расчет сложных схем по частям с последующим согласованием решений и получением 
решения для схемы в целом. Методы применения диакоптики для расчета сложных раз
ветвленных нелинейных цепей постоянного тока были изложены в § 13.15. Здесь приме
ним ее к расчету цепей переменного тока с учетом высших гармоник.

На рис. П10.1, а изображена обобщенная электрическая цепь, состоящая из линейной 
и нелинейной частей. Линейная часть представлена линейным пассивным четырехполюс
ником, содержащим элементы с сосредоточенными или распределенными параметрами 
(или и с теми, и с другими), нелинейная часть — нелинейным, либо резистивным, либо 
индуктивным, либо емкостным элементом с симметричной, соответственно, вольт-ампер- 
ной, вебер-амперной или кулон-вольтной характеристикой. На входе четырехполюсника 
(зажимы т п ) действует синусоидальная ЭДС е(1), на выходе нелинейный элемент.

Нелинейная и линейная части схемы соединены в точках с и d. Напряжение и«/ и ток 
i2 являются общими для обеих частей схемы. В напряжении и в токе в установившемся 
режиме содержатся в общем случае первая и высшие гармоники. Так как ЭДС на входе 
схемы не содержит высших гармоник, то для любой высшей (к) гармоники (к * 1) схема 
замещения может быть представлена (см. рис. Г110.1, б) в виде последовательного соеди
нения нелинейного элемента, комплексную амплитуду напряжения А-гармоники на кото
ром обозначим C/2(t, а тока /2*. и входного сопротивления Zlk на k-R гармонике линей
ного четырехполюсника по отношению к зажимам cd при коротком замыкании на зажи
мах тп  (рис. П 10.1, б). Сумма падений напряжений по контуру равна нулю:

(П10.1)

Из уравнения (П10.1) следуют два основных соотношения, положенных в основу со
гласования решений для линейной и нелинейной частей по высшим гармоникам:

1) модули напряжений U2t и /21 Z„4 для любой **1  гармоники должны быть 
равны;

2) аргументы этих комплексов должны отличаться на ±180 .

Я i
6

+У hxs +,1

/»<

д
Рис. П10.1
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M i B\ А, В)
|C, D, и А-магрицу no третьей гармонике С, Dy

S П10.2. Вывод расчетных формул свя:>и гармоник напряжений и токов разных 
частот с углом Vj- Идею метода поясним на примере расчета цепи (см. рис. П10.1, а) с 
учетом первой и третьей гармоник, взяв в качестве нелинейного элемента резистор с сим
метричной вольт-амлерной характеристикой (рис П10.1,*), описываемой гиперболичес
ким синусом

/ = ash(Ji/. (П10.2)
Будем считать известными для четырехполюсника его А-магрицу по первой гармони-

. Все токи и напряжения в даль
нейшем будут иметь по два или по три индекса. Первый слева индекс (цифры 1 или 2) 
будет свидетельствовать: ко входу ( I)  или к выходу (2) четырехполюсника относится эта 
величина. Второй по порядку индекс: если равен 1, то соответствует 1 гармонике, а если
3 — третьей. Третий индекс: если 5, то речь идет о синусоидальной компоненте, а если 
С  — косинусоидальной. Для сокращения записи (уменьшения числа индексов) индекс ам
плитуды т  ставить не будем.

Напряжение на выходе четырехполюсника обозначим иг и примем его равным

и2 = и г\ sin<i)< + (7jj sin(3o>/ + vj»j). (П10.3)
Здесь C/j| — амплитуда первой, а — третьей гармоники.

Подставим (П10.3) в (П10.2) и, воспользовавшись формулами § 15 16, запишем 
ток /2 на выходе четырехполюсника через бесселевы функции от мнимых аргументов

'2 = h\S sinoj/ + /21(- coso)/ +/2}i sinЗш/ + /2Jt- cos3<o/. (П10.4)

Индекс 21S свидетельствует (читая с конца), что это амплитуда, соответственно, си
нусной компоненты первой гармоники тока на выходе четырехполюсника Амплитуды 
токов равны

/2|Д. = 2 a(a  + 4c0S4/j); /21Г = 2a 6sinv3; (П10 5)
/2J.V = 2a (с c o sv j-d + d, cos2vj/j); /23Г = 2 a  (csin^/j +</, sin2ч>э)-

Здесь
О » v0(y у ) (- J J \ ( j  x)): b = (- j J , ( j  y )) J 2( j  x), с = (-> У|(у .у)) J 0i j  x), n  

d ~ ( j j } ( jx ) )  J 0( j  y), d, J j { j  x ) ) J 7{ j  y).

Комплексная амплитуда первой гармоники Тока /2 (см. рис. П 10.1, г)

h i  - /21

/2, = 2 а а Л  + /|: +2 /1  cos ; (П10.7)

Здесь

Asmw^ /1  Sin V i■ arctg-------2—  = arctg— --- 2—
a + b cosyj 0 + / 1 COS4/J

b (~J J \ U  x)J , (П108)

Комплексная амплитуда третьей гармоники тока /2 (см. рис. П10.1, d):

/аз = /2з е7"1;
, ,  г  . s in v j + /2 S in 2 v , (П10.9)/2J = 2 а  с F , ; v3 = arctg-------^—

co sv j - / j  + /2 cos2 v,

= ; <mo 10)
с (~j  J \ ( j  y ) ) J o U  x)

f  d J J j U x ) J o i J y )
3 C J 0( j  x ) ( - j  J i ( j  y )

(П10.П)
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Таблица  П10.1

Функция X У
1 1.6 2 2,6 3

4 -0,292 -0,406 - 0,459 -0,511 -0,5326
I 5 -0,319 - 0,4436 - 0,501 -0,559 - 0.582

6 -0,339 - 0,470 -0,536 - 0,593 -0,617

4 - 0,0739 -0,1064 -0,1283 -0,153 -0,1977
/> 5 - 0.09447 -0,136 -0,164 -0,196 -0,214

6 -0,1124 -0.1613 -0,194 - 0.232 - 0,254
4 0,6659 0,479 0,422 0,380 0,364

/з 5 0,8536 0,6146 0,544 0,488 0,467
6 1.088 0,725 0,642 0,576 0,551

Функция

f 4 = V(cosy, -/3 +/2 cos24/3) J + (sin4/3 +/2 sin24/3): =  ̂^

= J\  + / }  + /з2 +2/ 2 cosvi/j-2/j (cosy, +/2 cos2v,).

Значения функций /|, /2, / j для ряда значений хи^  представлены в табл. П10.1.
Рассмотрим соотношения а схеме рис. ПIО I, а, полагая величины * = 0(/2, И 

у  = Р U 2) известными. Для схемы замещения по третьей гармонике (рис. П10.1, е) соста
вим уравнение по второму закону Кирхгофа:

/:з =0 (П10.13)

Здесь Z„] = В3I А} = гл3 е^Фл’ — входное сопротивление четырехполюсника по тре
тьей гармонике по отношению к зажимам cd при коротком замыкании на зажимах тп\ Вг

Аз Вз
и /4} — элементы матрицы С, Dj

Уравнение (П 10.13) свидетельствует, что нелинейный резистор преобразует часть энер
гии, получаемой им от источника ЭДС на входе схемы на частоте ч>, в энергию на часто
те Зо), восполняя потери энергии на частоте Зсо в линейном сопротивлении 2л] и 
создавая реактивную мощность на третьей гармонике в цепи, влияя при этом на модуль и 
аргумент первой гармоники тока и напряжения на входе четырехполюсника.

§ П10.3. Определение угла V j при резистивном нелинейном элементе на выхо
де четырехполюсника. Составим уравнение для мгновенных значений тока и напряже
ний по второму закону Кирхгофа для контура третьей гармоники рис. Л 10.1, е, эквивалент
ное уравнению (П10.13) для комплексных величие, сначала для сопротивления

2,3 = R} - — —, а затем для Z „} = R3 + j  3 са L, используя формулы (П10.4)-(П 10.6),
3 са С

(П10.9ИП10.12).
Продифференцируем уравнение (П10.9) по времени и поделим полученное выраже

ние на 3 to:
U 1} (cos3co/ cosvj — sin3to/sinvi/j) -t- /?3(/2ji- cos3wi + /2 jrcos3e>/) +

1 , (П10.14)
+ — J (/2J.v sin3ca( + l l i (-cos3ca 1) dl - 0

Приравняем нулю сначала синусные, а затем косинусные компоненты этого уравне
ния и изменим у них знаки на противоположные:

лэ Uw  ~ г his  “ ~^23sin^з- _ лз his — -phw  = U2J cosv/j.Зм С  ЗаС
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< P , J< 0

t>*3=-f>23

'- U r

Рис. П10.2

Возведем эти два уравнение в квадрат и сложим:

Учтем, что /23̂ * +/234- =(2 а с)1 F ?  (см. формулу (П10.12)). Получим 

U h  | (2 а с ): (1+ / 22 +/зг +2/ 2 cosy, -2/ 3 (со$ч<з + Л cos2ч»з))• (П10.15)

Проделав аналогичные выкладки для Zn3 = + / 3 со £, получим

U 2 з = (я32 +(Зш £)г) ( 2 а с )3 (1 + f i  + /32 +2 / 2 COS4 /3  _ 2/j (cosy3 + / 2 COS24/3)). (П10.16) 

Формулы (П10.15) и (П10.16) тождественны, они позволяют определить угол Уз,
полагая, что значения Л?,, — -— , Зсо L, а, В, jr. у известны.

ЗсоС
Так как косинус функция четная, то каждое из уравнений имеет формально по два 

решения (±Уз), но удовлетворять физике процесса при емкостном характере ZA3 будет 
Уз <0, а при индуктивном характере Z,-, V 3 >0

На рис. П10.2, а и б качественно представлены векторные диаграммы по третьей 
гармонике при резистивном нелинейном элементе на выходе четырехполюсника: на 
рис. П10.2, а  при емкостном характере Z j j ,  а на рис. П10.2, б при индуктивном. На 
диаграммах показаны векторы (У2з- У*з. (h i-  Углы Vj* vj. Vai и знаки этих углов.

Составим теперь уравнения, подобные уравнениям (П10.15) и (П10.16). когда вместо 
нелинейного резистора на выходе четырехполюсника будет нелинейная индуктивность.

§ П10.4. Определение угла V j при нелинейной индуктивности на выходе четы
рехполюсника. Положим, что зависимость магнитного поля Н  в ферромагнитном сердеч
нике от магнитной индукции В  описана формулой Н = a, shp, В. В индукции учтем пер
вую и третью гармоники В  = B t sin со/ + В} sin(3co/ + \\i3) Площадь поперечного сечения 
магнитопровода обозначим S', длину средней магнитной линии — /, число витков катуш
ки — w. Обозначим х, = р, Я, и y t « Pi Я3. Тогда напряжение на выходе четырехполюс
ника

со w S 3 ш w S  и2 = — — Х| COSOJ/ + — ----у, cos(3 со/ + 4<j), (П 10.17)
Р,

а ток
2 а, / (((o + 4 cosV})sinc3/-Asin\)/3 cosc0/) +

2 а, / (П10 18)
+---•— c((cos4/j - / 3  +/2 cos 2 ^ 3) sin Зсо f (sin vj/ 3 + /2 sin2»|/j) cos3co/).

Формула для тока (П10.18) тождественна формуле для тока (П10.4) в случае нелиней
ного резистора, если в последней а заменить на 2а, I . Формулы для (П10.5), (П10.7),
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I

Рис. П10.3

(П10.9) тоже будут применимы, формулы для функций /,, /2, /3, Ft останутся без из
менений. Различие будет в том, что напряжения первой и третьей гармоник будут теперь 
косинусоидальными, а не синусоидальными функциями времени Заметим, что угол 
будет теперь • аргументе В3, а аргументом U 23 будет (90+ц/3)

Проделав выкладки, аналогичные выполненным в § П10 3. получим уравнение

Н г Ч ’ F i z-> ■ R' ~ d c '-<пш”
и уравнение

* (^ + (3 o )t )J ) [ ^ ^ c j  F ?  (при = R3 + у Зо> I). (П 10.20)

Как и в случае резистивного нелинейного сопротивления, уравнения (П10.19) и 
(П 10.20) будут давать по два решения ( +v3 и - v j). Теперь углу <ря ) >0 соответствует 
Фз >0 и углу флj <0 соответствует <0.

На рис. ПЮ.З, а качественно показано взаимное расположение векторов В3 = В3 t J v’ , 
и 23= и23е’{ЧО' ц‘>), 0 , } , / 23 = / 23 еу,\  углы 4<j>0. v, <0 при Ф*з > а на 
рис. ПЮ.З, б — при <Р„з <0 В обоих случаях выполнено условие U2y = -/23  }■

При ф, 3 >0 угол vj <0 подсчитан по формуле (П10.9) при <0, а при фяз <0 
угол v3<0 подсчитывается по формуле (П10.9) в зависимости от величины угла <P„j при 
4<з г 0 или при ч»3 < 0.

§ П10.5. Определение угла V ) при нелинейном конденсаторе на выходе четы
рехполюсника. Кулон-вольтную характеристику конденсатора опишем формулой 
u(- = а 2 shPj?. Положим, что заряд q * Q{ sin си/ + Q3 sin(3co/ + 4/3 )• Теперь угол ч»3 
представляет собой аргумент третьей гармоники заряда. Обозначим *2 =Р2ф и 
Уг = Р ’ Q] и определим напряжение на выходе четырехполюсника:

в, а цг  = U г|Д- sin to / + t/ji,- cos <о/ +l/j3.v sin Зо>/ + U 2it cos Зсо/. (П 10.21)

Амплитуды напряжений U 2\s. U 2]C. Уи.у. U 2X- а последнем выражении определя
ются так же, как определялись амплитуды токов /2|Д-. /2!<•, I 2is. /3у  в § П10.2 по фор
мулам (П 10.5) и (П 10.6) с тем отличием, что а, х и у  в этих формулах надо будет заме
нить, соответственно, на а 2, хг и у2. Справедливы будут и формулы (П10.7МП10 10), 
(П 10.12). (П10.13), если в них сделать замену а, х н у  на а 2, хг и у2 и определять по 
ним не /21, V,. /23, vj, a U 2b v*, U 23. vj.

Мгновенное значение тока ;2 теперь будет

/ J • —  COSa>/ + 3cOCOS(3tO/ + V j ) « - ^ - ; r j  COS CO / + “ “  У 2 COS(3CO/ + V 3) » 0 .
d l P 2 p2

Составим уравнение no второму закону Кирхгофа для схемы замещения на третьей 
гармонике при индуктивном характере сопротивления Z,  3 = R3 * j  3 со V.

U i3V sinco/ + L/23r cos Зсо/+ R3 cos(3coI + у 3)+ L3 —  ( ^  y-> cos(3co/ + 4/3)oH P2
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После небольших преобразований, подобных проделанным в § П10.3 и Ш0.4, полу
чим уравнение для определения угла ц/3:

(2 а  2 с )2 F j  = ^ j  у\ [r ]  + (3 о L )2). (П10.22)

Теперь функция F 2 оказалась в левой части формулы (Г110.22), а не в правой, как 
это было в двух предыдущих параграфах (Ft по-прежнему определяется формулой 
(П10.12)). Теперь vj — это аргумент напряжения U 2i = U 2} *5, а не тока /2, = I 2} cJ

По-прежнему из двух формально возможных решений 
для угла v)/j физике процесса будет соответствовать только 
одно решение (в рассматриваемом случае при фл3 > 0 зна
чение ч<з <0).

На рис. П10.4 качественно построена векторная диа
грамма, на которой изображены векторы амплитуд третьей
гармоники заряда тока /2з = ” ~ > ’2 e<90*w,\

02
^ 21 = J u hs +U h c  еу'3. У1™  V j, vjнапряжения

направления их отсчета при <рл3 > 0, соблюдая условие
2̂3 = г з ■

§ П10.6. Последовательность расчета цепи с учетом третьей гармоники при из
вестном несинусоидальном напряжении на выходе четырехполюсника. Последователь
ность расчета рассмотрим на примере. Схема четырехполюсника представлена на 
рис. П 10.5, а. В ней R =  1,576 0м, С = 1,325 мкФ, Я2 = 20 Ом. Частота /= Ю 4 Гц. 
Вольт-амперная характеристика резистора описана формулой ; = a shfiu, коэффициенты 
а  = 0,0122 А, |3 = 0,4 В 1.

Р е ш е н и е . Подсчитываем сопротивление конденсатора на частоте первой и третьей 
гармоник:

I
©С = 12 Ом и 1

3 ©С
- = 4 Ом.

По формулам § 4.5 находим коэффициенты A-матриц на частоте первой и третьей гар
моник:

Определяем входное сопротивление четырехполюсника со стороны зажимов cd при 
коротком замыкании зажимов тп:

А 1 5, 1 1,576- 12 j Ау В j 1 1,576-4 у
С, £>, 0,05 1,0788-0,6 j * С} D, 0,05 1,0788-0,2./

Z nl = —  = 1,576-A j  - 4.3 е"-'6*'5 Ом. 
Л,

Полагаем и2 = 12,5sinw/ + 2,5sin(3o/ + ц<3). 
Определяем * = (3-12,5 = 5 н у * р-2,5*1.

Рис. П10.5
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Подсчитываем слагаемые формулы (ГМ0.15).
При х »  5 и у  = 1 из табл. П 10.1 определяем /2 = -0,09447 и /, = 0,8536; 

С/|3 = 2,52 = 6,25; R]  +[ j ^ r ]  = ^  = »8,4875.

По формуле (П10.6) коэффициент
с = (-у J t( J  у )) J 0( j  х) = 0.56-27,29 = 15,28;

2 а с  - 2-0.0122-15,28 = 0,3729; (2а с)2 =0,139.
1 +/22 +/32 +2 /2 cosvj - 2 /} (cosvj + /2 cos2v|/j) = 1,7375-1,896 cosvyj 0,1613cos2ч»э• 

Подставляем числовые значения всех перечисленных величин в уравнение (П10.15): 

6,25 = 2,558 (1,7375 -1,896 cos ц/, + 0,1613 cos 2 v  з)
н определяем из него угол Уз, задаваясь несколькими его значениями. Путем интерполя
ции получаем \|/3 =±110*.

Так как Z ,3 имеет емкостной характер, то в соответствии с рис. П10.2, а аргумент 
U 2з принимаем равным у , =-110°.

Записываем напряжение на выходе четырехполюсника:

ы2 = 12,5 sin со/ + 2,5 sin(to/-110 ) В
Определяем модуль и аргумент тока /23 = /21 eJ ">. полагая при подсчете в соответ

ствии с векторной диаграммой в формулах для угла v3 и модуля /23, что у , = +110*:
sin I I  o' -0,09447 sin 220°v = arctg----- --------------------- г = 138.5 ;

cosllO -0,8536-0.09447 cos220

/2J = 2 a c F 4 = 0,3729V I +/ }  + /} + 2 /2 coslio* -2 / j( cos 110* +/2 cos 220*) = 0,581 A;

/ „  = 0,581 e '13’ 5' A
Напряжение на линейном сопротивлении

= Z„] 1ц =4,3е'у6* 5' 0.581 eJ = 2.5е'6* 5" В 
Определяем комплексную амплитуду тока /2| первой гармоники на выходе четырех

полюсника, имея в виду, что при х = 5 и у = 1 функция / , = -0,319, а коэффициент а по 
формуле (П10.6) равен

•М/ У) (~ j J i О *)) = 30.67.
По формуле (П 10.7)

-0.319 sin110°V, = arctg------------ - = -18.5 ;
1-0,319 cos 110

/21 =2а ОА/' + /i2 +2/,cosV j = 2 0,0122 30,69 1,149 = 0,8517; 

/2| * 0,86 e -'1*-5' A.

Комплексную амплитуду ЭДС на входе четырехполюсника определим по уравнению 
четырехполюсника:

5
0,4

Комплексная амплитуда тока на входе четырехполюсника

£ = /<, l)2l + S, /2, = !••—  +(1,576- 12 у) 0,8 е '"*  5’ = 14,66 e 'J 4415 В.

Л. = <̂ 17^ + 0 ,/2,=
Р|

= 0,05 + (1,0788 - j  0,6) • 0.86 е"-'" 5' = 1,602 е*;Ш 5 ‘ Л.0.4
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Зная напряжения и токи первой и третьей гармоник на входе и выходе четырехполюс
ника, по законам Кирхгофа можно определить ток и напряжение любой ветви четырехпо
люсника.

Активная и реактивная мощности на входе

5 ш — (cos £ /,,+j  sin £ i, |) = 11 - j  4,08; P  = 11 Br, Q= -4,08 Bap.

Векторные диаграммы для третьей и первой гармоник даны на рис. П10.5, б и в
В заключение отметим, что аналогичным путем можно было бы учесть в расчете и 

пятую гармонику. С этой целью в случае резистивного нелинейного сопротивления в пра
вую часть формулы (П 10.3) следовало бы добавить слагаемое U 2i sin(5со/ + у 5), вывести 
новые формулы для первой, третьей и пятой гармоник тока, более полные формулы для 
функций /|, f i ,  / j, новые формулы для модулей и аргументов комплексов токов

8 П10.7. Последовательность расчета цепи (рис. П10.1, а) с учетом третьей гар
моники при известной синусоидальной ЭДС на входе Е  - Е е ” . Сначала по схеме 
рис. П10.6, о определим напряжение первой гармоники на выходе четырехполюсника при

холостом ходе на зажимах cd й ы  х =—  и подсчитаем входное сопротивление четырех

полюсника по первой гармонике по отношению к зажимам cd при коротком замыкании 
на зажимах тп  (рис. П 10.6, б)

Zcji = -̂ - = Re—  + j  lm —
A, A, A,

Для схемы рис. П10.6, в запишем уравнение в комплексах для определения величи
ны х без учета третьей гармоники (полагая здесь для определенности, что на выходе 
четырехполюсника резистивный нелинейный элемент):

х S. , В,-  + Re—  + j  lm —
IP  *

Здесь

/ „ = 2в(-/У ,(У *)К  <0,4, = arg/<i; y = arg£. 

Выделим в этом уравнении действительную и мнимую части:

lm 2 a (- j J | (у х)) <

cos(y-p^1);

s i n ( y ).

Возведем их в квадрат и сложим для устранения угла (у-ср,* ).

к

Рис П10.6
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Получим трансцендентное уравнение относительно х:
2

+MlU Л х \
а ‘ > .

(2 а (-у У,(ух))

После подсчет* величины х можно приступить к определению величины у. С этой 
целью зададимся диапазоном значений у. Этот диапазон в общем случае зависит от того, 
является ли нелинейный элемент резистивным, индуктивным или емкостным, от степени 
насыщения нелинейного элемента и от возможности возникновения в цепи резонанса на
пряжения на третьей гармонике я НЭ и в четырехполюсни
ке, или от резонанса токов в четырехполюснике.

В случае резистивного НЭ и при значении х = 5 зададим
ся значениями у, равными 1, 1,6 и 2. и, подобно тому, как это 
сделано ранее в § П10.6, подсчитаем значение входного на
пряжения схемы О | для трех случаев, когда х т 5 ,уш 1;х- 5, 
у - 1,6; х = S, у  = 2. По результатам подсчета построим вспо
могательный график зависимости модуля входного напряже
ния (У, от величины у  (см. рис. П10.7). Чтобы определить 
знсчение у , отложим по оси ординат этого рисунка величину 
модуля ЭДС на входе цепи и проведем горизонталь. Точка пе
ресечения этой горизонтали с (У, = /(>) даст искомое значе
ние у.

Если значение напряжения 6/, при подсчитанном х и всех трех выбранных значе
ниях у  будет превышать величину модуля ЭДС на входе, то это будет свидетельствовать 
о том. что следует несколько уменьшить х и при тех же значениях у  провести новые 
расчеты.
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Приложение П11
Два направления исследования процессов в физическом вакууме

Как упоминалось в § 1.2, исследование процессов в физическом вакууме проводит в 
настоящее время по двум основным направлениям. В основу первого направления иссле
дования положены квантовая теория и теория относительности (Физическая энциклопе
дия. 1998. Т. 5. С. 317; БСЭ. 3-е изд. Т. 27. С. 337-343), * основу второго направления — 
предположение о том, что процессы в микромире вакуума подчиняются всем известным
■ настоящее время законам макромира газовой динамики реального вязкого сжимаемого 
газа (Лцюковский В  А. Общая эфиродинамика. — М.: Энергоатомиздат, 1990).

Согласно первому направлению исследования
1) под вакуумным состоянием понимают состояние поля, в котором оно вовсе не име

ет частиц (квантов), когда энергия поля, оставаясь огромной, минимальна;
2) в вакуумном состоянии электромагнитные и поля других видов испытывают флюк

туации, при которых в вакууме рождаются электронно-позитронные пары;
3) эти пары ведут себя как связанные заряды и под действием электрического поля 

заряды пар смещаются подобно тому, как смещаются связанные заряды в диэлектрике. Про
цесс смещения зарядов в вакууме называют процессом поляризации вакуума;

4) но основным процессом в вакууме является процесс испускания фотона свободным 
электроном (позитроном) с последующим поглощением его другим или тем же электро
ном за очень короткое время Д /, примерно равное 10“21 с. За это время заряды смеша
ются на малое расстояние Д г,

5) процесс называют виртуальным, а возникающие при этом заряды виртуальными. 
Каждая виртуальная частица обладает разбросом энергии А (У а /Д( и разбросом импуль
са Дет г А/Д дг, где А — постоянная Планка, равная 6,626 10~34 Дж с.

Согласно второму направлению исследования
1) вакуум — это газоподобная среда с малой плотностью, малой вязкостью и сжима

емостью в широких пределах. Свойства вакуума в свободном пространстве и в веществе 
предполагаются различными;

2) процессы в микромире вакуума подчиняются всем известным в настоящее время 
законам для макромира газовой динамики реального вязкого сжимаемого газа;

3) ограничение скорости различных процессов в вакууме величиной 3 10* м/с спра
ведливо только для электромагнитных (в том числе световых) процессов и несправедливо 
для гравитационных и тепловых;

4) вакуум содержит очень малые частицы («кирпичики» мироздания, которые со вре
мен Демокрита (IV  в. до н. э.) называют амерами). Их масса m s71 0 "117 кг, диаметр 
S410-45 м, средняя длина свободного пробега S 5 I0 '17 м. Средняя скорость теплового 
движения примерно 6,6-1031 м/с,

5) свойства вакуума в свободном от вещества пространстве: плотность равна элект
рической постоянной'1 8,85 10~12 кг / м\ давление не менее 2 1032 Н / м\ температура 
не более 7- !0"м К. внутренняя энергия в 1 м3 не менее 2-1032 Дж;

6) амеры имеют различные формы движения, взаимодействуют и объединяются друг 
с другом. Совокупность амеров имеет диффузионную, поступательную и вращательную 
формы движения Все они подчиняются законам газовой динамики реального вязкого сжи
маемого газа;

7) особо важная устойчивая форма движения — замкнутоврашательная, в виде мель
чайших тороидов с утолщенными стенками из уплотненного вакуума. Движение уплотнен
ного вакуума в стенках тороидов — винтовое и имеет кольцевую и тороидальную состав-

*'Единицу измерения кг/м3 вместо Ф/м для е0 получим, если учтем, что единице 
измерения фарад в системе МКСА соответствует кг/м2 в системе МКС, принятой в меха
нике.
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ляющие скорости. Эти тороиды и являются электрическими зарядами;
8) знак заряда каждого тороида зависит от того, является ли винтовое движение в нем 

лево- или правовинтовым, а тип заряда (протон, нейтрон, электрон, позитрон) и устойчи
вость существования определяются физическими свойствами пограничного слоя 
тороида;

9) кольцевая и тороидальная составляющие винтового движения уплотненного вакуу
ма в стенках тороидов создают движение в окружающей вакуумной среде, причем одна 
из составляющих этого движения создает магнитное поле, другая — электрическое;

10) фотон — мельчайший элемент света — представляет собой совместную цепочку 
линейных (некольцевых) вихрей, один из которых имеет левое, а другой правое направле
ние вращения, подобно вихревой дорожке Кармана в гидродинамике.

Насколько результаты исследований вакуума по двум рассмотренным направлениям 
будут приняты миром ученых, какие изменения или дополнения в них необходимо сде
лать, будет ли со временем создана иная теория физического вакуума — покажет время.



Лев Алексеевич Бессонов — один из 
известнейших российских ученых и педаго
гов. Он родился 25 ноября 1915 г., в 1939 г. 
поступил в Московский электротехнический 
институт, который с отличием окончил в 
марте 1944 г. С июня 1939 г. по апрель 
1944 г. работал инженером в лаборатории за
вода Xs 624 НКЭП, после чего по конкурсу 
поступил в аспирантуру на кафедру ТОЭ 
МЭИ. Его научным руководителем был ос
нователь Московской элеетротехнической 
школы К.А. Круг. Кандидатскую диссерта
цию Л.А. Бессонов защитил в МЭИ в 
1946 г., а в 1948 г. он был избран доцентом 
кафедры ТОЭ МЭИ. В том же году выходит 
в свет его первая книга — «Электрические 
цепи со сталью», а в 1951 г. вторая — «Пе
реходные процессы в нелинейных электри

ческих цепях со сталью». Всего в МЭИ на кафедре ТОЭ проработал 10 лет.
В 1954 г. Л.А. Бессонов перешел из МЭИ на работу во ВЗЭИ, который в 

1967 г. был преобразован в Московский институт радиотехники, электроники и 
автоматики (ныне технический университет). Докторскую диссертацию Л.А. Бес
сонов защитил в 1956 г. в ИАТ АН СССР. Он теоретически и экспериментально 
исследовал новые, малоизученные явления (типы движений) в нелинейных элек
трических цепях, содержащих нелинейные управляемые и неуправляемые индук
тивные, емкостные и резистивные элементы. В числе этих явлений: хаос, авто
модуляция, перемежающиеся резонансы, аномальные режимы работы выпрями
тельных систем, возникновение эффектов форсировки и затягивания переходных 
процессов в выпрямительных системах и расчет процессов в них по огибающим. 
Полученные научные результаты отражены в монографии «Автоколебания 
(автомодуляция) в электрических цепях со сталью» (М.: Госэнергоиздат, 1958).

С 1955 по 2000 г. он являлся заведующим кафедрой ТОЭ, проработав в 
МИРЭА 46 лет. В 1958 г. был утвержден в ученом звании профессора. Миллио
ны инженеров познали теорию электротехники по книгам Л.А. Бессонова. 
В 1957 г. им был написан учебник для вузов «Теоретические основы электротех
ники», вышедший в трех частях. Впоследствии, каждый раз существенно пере
работанный и дополненный, этот учебник многократно переиздавался издатель
ством «Высшая школа» большими тиражами, доходившими до 145 тыс. 
экземпляров. Учебник трижды переведен на английский язык, а также на 
французский, испанский и португальский языки. Учебные пособия для вузов 
Л.А. Бессонова «Нелинейные электрические цепи» и «Линейные электрические 
цепи», по три раза переработанные и дополненные, переиздавались издательством 
«Высшая школа» тиражами по 30—40 тыс. экземпляров. Написанный под его ре
дакцией и при его участии «Сборник задач по теоретическим основам электро
техники» четырежды переиздан «Высшей школой» и издан на испанском языке 
издательством «Мир».

Л.А. Бессонов неустанно ищет решения новых теоретических вопросов, воз
никающих в практической работе с электротехническими устройствами. Если 
решения найдены им и существенны, то, при сохранении объема учебника ми
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нимальным, он включает их в книгу. Так, 11-е издание учебника «Электричес
кие цепи» дополнено:

1) теорией странных колебаний (странных аттракторов), возникающих в не
линейных электрических цепях переменного тока;

2) применением диакоптики для расчета первой и высших гармоник тока в 
обобщенной нелинейной электрической цепи переменного тока;

3) новым подходом к составлению уравнений для приращений при исследо
вании устойчивости работы нелинейных электрических цепей переменного тока, 
который позволяет учесть влияние четных гармоник на устойчивость и простым 
путем прийти к уравнению Матье;

4) макрометодом расчета переходных процессов в мостовой выпрямительной 
схеме с предвключенным сопротивлением в цепи переменного тока;

5) методом исследования устойчивости рекурсивных цифровых фильтров;
6) вейвлет-методом исследования сигналов.
Подготовленное к печати 11-е издание учебника «Электромагнитное поле» до

полнено:
1) полной системой уравнений электрического, магнитного и электромагнит

ного полей, в которой рассмотрены свойства потенциальных и вихревых элект
рических и магнитных неизменных во времени полей в различных средах и из
меняющегося во времени электромагнитного поля в однородной изотропной 
среде, рассмотрены связи между определяющими величинами в этих полях, их 
источники и уравнения, которым они подчиняются; второе уравнение Максвел
ла в этой системе дополнено плотностью магнитного тока проводимости, т. е.

- - дВпредставлено в виде rott » ум Н . пае ум — удельная магнитная проводи-
01

мость среды, которая зависит от условий, в которых электрический ток, прохо
дящий по обмоткам устройства, создает напряженность магнитного поля;

2) методикой определения численного значения ум для различных сред в 
однородном и равномерном магнитном поле; здесь также определены свойства 
полного магнитного тока, равного сумме магнитного тока проводимости и маг
нитного тока смещения, составлены уравнения для векторного и скалярного маг
нитного и электрического потенциалов;

3) теорией магнитных полей с распределенными параметрами на перемен
ном токе, в которой параметры линии определены с учетом магнитного тока 
проводимости.

За научную и педагогическую деятельность Льву Алексеевичу Бессонову 
присуждены звания «Заслуженный деятель науки и техники Российской Феде
рации», «Заслуженный деятель высшего образования России», «Почетный работ
ник высшего образования России».
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